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“Me gusta que se equivoquen. En esto radica la superioridad del hombre sobre
los demds organismos. Asi llega uno a la verdad. Yo soy un hombre, y lo
soy precisamente porque me equivoco. Nadie llega a una verdad sin haberse
equivocado catorce veces, o ciento catorce, y esto es, acaso, un honor para el
género humano”.
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Introduccion

Las curvas son tutiles en matemaéticas y en otras areas, como iencias édi-
cas, Biologia, Quimica, Fisica, Psicologia, Fisiologia, etc. El interés en las
curvas comenzé mucho antes de que fueran objeto de estudio matemaético.
Esto se puede ver en numerosos ejemplos, como el uso decorativo en el arte y
en objetos cotidianos que datan de tiempos prehistoricos. Un concepto geo-
métrico cuya definicion exacta y al mismo tiempo bastante general, presenta
considerables dificultades y con diferentes maneras en distintas ramas de la
geometria.

Tenemos la idea intuitiva de lo que es una curva plana. Podemos coincidir
en que objetos matematicos como: elipses, circulos y espirales, son curvas;
mientras que una esfera, el conjunto de un solo punto o el conjunto vacio, no
son curvas. Sin embargo, todas estas “figuras” pueden describirse mediante
una ecuacion F(z,y) = 0, con F un polinomio, por ejemplo: 2% + y? = 0 es
una “ecuacion del origen” en R?, mientras que 22 +y* = —1 es “una ecuaciéon”
del conjunto vacio. Por lo tanto, una curva no puede definirse simplemente
mediante una ecuacion F'(z,y) = 0.

Para tratar objetos geométricos mas complicados, es necesario tener una
definicion satisfactoria de una curva. Dicha definiciéon debe incluir todos los
objetos, que la mayoria concuerden, son curvas y excluir los objetos que
todos concuerden que no son curvas. Los matematicos necesitaron hasta la
década de 1920 para llegar a una definicion satisfactoria de una curva. En
este trabajo esbozaremos algunos de los puntos destacados en la lucha por
responder a la pregunta “;qué es una curva?”.

Utilizaremos la teoria de las derivadas para definir una tangente. Asi
como enlazar argumentos desarrollados en el pasado y hasta en nuestros dias
con el enfoque que se dan especificamente hoy en dia para dominar algunas
nociones geométricas como la tangente, en particular para desarrollar una
intuicién para las definiciones contemporaneas de estas nociones. Notaremos
que desde el comienzo de la geometria analitica, se prest6 especial atencion a
la ecuacion de la tangente a una curva dada por una ecuaciéon polindémica. El
problema de la tangente se generaliz6 un siglo después al caso de las curvas
arbitrarias, a través del desarrollo del calculo diferencial; estudiaremos este
problema en el ultimo capitulo de este trabajo.

Nuestro proposito es explicar de donde proviene la nociéon de curva y



tangente en geometria diferencial, por qué elegimos esta o aquella defini-
cion precisa y no otra posible. Queremos aclarar que este trabajo no es una
investigacion estrictamente historica, sino pretende ser una contribucion al
estudiar la génesis de una idea o concepto matematico ttil en algunos cursos
como los de célculo y geometria diferencial.

En el capitulo 1 seran revisados algunos antecedentes del concepto de cur-
va, por lo cual daremos una breve secciéon dedicada al concepto de funcién,
pues este es primordial en el concepto de curva. Trataremos las representacio-
nes paramétricas, asi como algunos problemas que tuvieron los matematicos
acerca de la continuidad y la inyectividad.

En el capitulo 2 se introducen las coordenadas paramétricas y cartesia-
nas, algunos teoremas de anélisis real, hablaremos acerca de funciones de
clase C'. Una nocién importante es la consideracién de ecuaciones paramé-
tricas, siguiendo una idea de Fuler. Una mirada més cercana a tales ecua-
ciones sugiere que deberfamos ver una curva no como el conjunto de puntos
cuyas coordenadas satisfacen alguna ecuacién, sino como una deformacion
continua de la linea real en R%. Cuando un pardmetro ¢ varia en la linea real,
las ecuaciones paramétricas describen sucesivamente todos los puntos de la
curva. Cabe senialar que habra algunos resultados que no seran demostrados,
pues no es uno de nuestros objetivos. También se hablara de singularidades
para hacer notar que la ecuacion F(x,y) = 0 también es usada para definir
una curva en este campo de curvas algebraicas.

En el capitulo 3 se desarrollan algunas nociones acerca de tangentes a
curvas, ser veran ejemplos del método de Fermat para calcular tangentes, asi
como el de Barrow.

Finalmente en el capitulo 4, estudiaremos la nocién de tangentes con un
enfoque diferencial.
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Capitulo 1

Antecedentes de la nocion de
“curva’

En este capitulo estudiaremos los intentos de los griegos por definir lo
qué es una “curva”’, y la evolucién que tuvo de ser un concepto estético a
uno dindmico. Algunos ejemplos y definiciones estan basadas en [5], [6], [7].
Dedicaremos una secciéon sobre el concepto de “funcién”, un concepto que
necesitamos para definir lo que es una “curva”. La mayoria de definiciones
que daremos en esta seccion se pueden encontrar en [30].

1.1. Acerca de funciones

El concepto de funciéon tuvo una evolucion historica larga y laboriosa.
Segtin Youschkevitch [33], hay tres etapas principales del desarrollo del con-
cepto de funcion hasta la mitad del siglo XIX.

= La Antigiiedad: En la cual considera principalmente la Matemaética
Babilonica (2000 a.C. - 600 a.C.) y la Griega.

» La Edad Media: La cual se divide en dos fases; la Fase Latina (500-1200)
y la no Latina (1200-1500).

= Periodo Moderno: En el que se distingue a partir del siglo XVIII cuatro
etapas principales en el desarrollo del concepto de funcién.

En la época antigua no existia una idea abstracta de variable, y las can-
tidades se describian verbalmente o por medio de graficos. Sin embargo, en
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2 Antecedentes de la nocion de “curva”

este periodo, se desarrollan algunos indicios que implicitamente contienen la
nocion de funcion. En las tablas numéricas babilonicas se presentaba el resul-
tado de multiplicaciones y divisiones, de cuadrados, cubos y raices cuadradas
y ctbicas. Ademas, se han encontrado tablas con férmulas de calculos tan
llamativas como la de la suma de n términos de una progresion geométrica, o
la de los niimeros pitagoricos. A pesar de que no manejaban aun el concepto
de funcion, este concepto se encuentra implicita en las tablillas astronomi-
cas, ya que éstas reflejaban observaciones directas de fenomenos enlazados
por una relacion aritmética, como por ejemplo, los periodos de visibilidad de
un planeta y la distancia angular de ese planeta al Sol.

Mas tarde, (500 a.C. - 500 d.C.), durante la época de la cultura helénica,
aparecen los problemas “clasicos”, como por ejemplo: la cuadratura del circulo
y la duplicacion del cubo. Los esfuerzos para resolver estos problemas trajeron
consigo la creacion de diferentes curvas por parte de Apolonio, Arquimedes
y Pappus, entre otros.

Puede decirse que los estudios de los griegos sobre las relaciones entre
magnitudes geométricas variables, si bien no respondian explicitamente al
concepto de funcion, pueden ser considerados como los primeros antecedentes
aportados por la cultura helénica.

Durante la Edad Media se estudiaron fenémenos naturales como: calor,
luz, color, densidad, distancia y velocidad media de un movimiento unifor-
memente acelerado. Las ideas se desarrollaron sin dar definiciones especificas
sobre cantidades variables independientes y dependientes. La evolucién de
la nocién de funcién se dio asociada al estudio del cambio, en particular
del movimiento. Una funcién se definia por una descripcion verbal de sus
propiedades especificas, o mediante un grafico, pero ain no se usaban las
formulas.

El estudio del cambio se inicia con la representacion grafico-geométrica,
construida por Nicolas Oresme (1323 - 1382), como método para representar
las propiedades cambiantes de los objetos. Oresme desarrolld una teoria geo-
métrica de las latitudes de las formas, realiz6 un uso sistematico de diagramas
para representar magnitudes variables en un plano como: velocidad/tiempo,
volumen /densidad. Por ejemplo en la representacion grafica del cambio de la
velocidad a través del tiempo, utilizaba una linea horizontal para represen-
tar el tiempo (longitud), y a las velocidades en los diferentes instantes, las
ubicaba en lineas verticales (latitud).

Ejemplo 1.1.1. En la figura 1.1 se observa la representacion de una ve-
locidad que decrece uniformemente desde el valor OA en O, a cero en B,
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quedando dibujado un tridngulo. El rectingulo OBDC, determinado por E
(punto medio de AB) tiene la misma drea que el triangulo OAB y representa
un movimiento uniforme a lo largo del mismo intervalo de tiempo.

A

Figura 1.1: movimiento uniforme en un intervalo de tiempo.

Kleiner [24], senala que desde 1450 a 1650 se produjeron sucesos funda-
mentales para el desarrollo del concepto de funcién:

La extensién del concepto de niimero al de niimeros reales, e incluso a
ntmeros complejos (Bombelli, Stifel).

La creacion del Algebra simbolica (Vieta, Descartes).

El estudio del movimiento como un problema central de la ciencia (Ke-
pler, Galileo).

La union entre el Algebra y la Geometria (Fermat, Descartes).

Descartes buscaba liberar a la Geometria del exceso de figuras y a su vez
buscaba darle significado al Algebra por medio de la Geometria. Establecio
que una curva se construye con solamente ofrecer una ecuaciéon algebraica.
Descartes fue quien desarrolld la idea de introducir una funcion en forma
analitica. Fue el primero en poner en claro que una ecuaciéon en = e y es una
forma de mostrar una dependencia entre cantidades variables, de modo que
los valores de una de ellas pudieran calcularse a partir de los correspondientes
valores en la otra variable. La distincion de Descartes entre curvas “geomé-
tricas” y “mecanicas” (véase seccion 1.4) dio lugar a que Gregory (1638 -
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1675) realizara la distincion entre funciones “algebraicas” y “trascendentes”.
En 1667,Descartes dio la definiciéon mas explicita de una funciéon: “una canti-
dad que se obtiene de otras cantidades mediante una sucesién de operaciones
algebraicas o mediante cualquier otra operacién imaginable”.

La palabra “funcion” aparecié por primera vez en los manuscritos de Leib-
niz en agosto de 1673, la introdujo para designar un objeto geométrico aso-
ciado con una curva, coordenadas de un punto sobre la curva o la pendiente
de una curva ( [33], pag. 56) y en 1718 Johan Bernoulli en un articulo dio
la primera definicién formal de funcién como: “Por funciéon de una cantidad
variable, denotamos aqui una cantidad construida de un modo u otro con
esta cantidad variable y constantes”.

A partir del siglo XVIII se perciben cuatro etapas principales en el desa-
rrollo del concepto de funcioén.

En la primera etapa Fuler defini6 una funciéon siguiendo la definicion
dada por Bernoulli como: “Por funcién de una cantidad variable denotamos
aqui una expresion analitica construida de un modo u otro con esta cantidad
variable y ntimeros o constantes”.

Euler se enfrenta al problema de si a toda funcién le corresponde una
curva, también si toda linea curva deberia representarse por una funcion.
De esta manera admite como funciones a las llamadas “curvas mécanicas”,
y al ampliar el concepto de “funciéon” distingue entre las “continuas” y las
“discontinuas”.

Para Euler, una funciéon “continua” es la que puede ser representada por
una sola ecuacion, atin cuando su dibujo conste de més de un trazo, como el
caso de la hipérbola. Las “discontinuas” por su parte, son las “curvas meca-
nicas”, es decir, son aquellas para las que no hay una ecuaciéon conocida, atin
cuando su trazo en papel sea seguido.

A partir de 1720, y hasta 1820, comenzé a desarrollarse una nueva, disci-
plina cuyo objeto de estudio fueron las funciones: el Anélisis.

En la segunda etapa encontramos a Fourier, quien en 1822 dio una de-
finicion de funciéon donde daba a notar que la asignacion de valores para la
funcion era lo principal, que esta asignacion fuera llevada por una o varias
formulas no era importante:

“En general, la funcion f(z) representa una sucesion de valores u ordena-
das cada una de las cuales es arbitraria. Para una infinidad de valores dados
a la abscisa x, hay un nimero igual de ordenadas f(x). Todas tienen verda-
deros valores numéricos, ya sean positivos o negativos o nulos. No suponemos
que estas ordenadas estén sujetas a una ley comiin; se siguen una a la otra,
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de cualquier manera, como sea, y cada una de ellas estd dada como si fuera
una cantidad dnica".

En la tercera etapa, encontramos a Dirichlet (1805 - 1859)quien tenia la
nocion de funcion como una “correspondencia arbitraria”, y restringio explici-
tamente a un intervalo, el dominio de una funcién. En 1829 Dirichlet definio
una funcion, aunque fue demasiado general:

“y es una funcién de una variable x, definida en el intervalo a < x < b,
si a todo valor de la variable x en este intervalo le corresponde un valor
definido de la variable y. Ademas, es irrelevante en qué forma se establezca
esta correspondencia”.

Presenta el primer ejemplo explicito de una funciéon que no es una ex-
presion analitica, no posee grifica o curva que la represente. Ademas esta
funcion es discontinua en todas partes (en el sentido actual).

Ejemplo 1.1.2. Es una funcion de variable real, definida en el intervalo
[0,1], no es continua en ningin punto de la recta. Se define como sigue:

f() = 1 siz€fa,b]n(R\Q) (1.1)
0 sizela,bNQ .

La representacion grafica se puede ver como: entre dos puntos racionales
cualesquiera de [0, 1] hay infinitos puntos irracionales, y la reciproca también
es cierta. Destaquemos que gracias a los trabajos de Dirichlet surgi6 el camino
a la completa separacion de los conceptos de funcién y de su representacion
analitica.

La Teoria de Conjuntos iniciada por Cantor (1845 - 1918) produce una
nueva evolucion del concepto de funcion: “toda correspondencia arbitraria que
satisfaga la condicién de unicidad entre conjuntos numéricos o no numéricos”.

La evolucion continu6, desde el concepto de correspondencia, los matemé-
ticos pasaron al concepto de relacion. Desde 1900 hasta 1920 se introdujeron
conceptos como: espacio métrico, espacio topologico, espacio de Hilbert y
espacio de Banach. Estos desarrollos condujeron a nuevas definiciones de
funcién basadas en conjuntos arbitrarios que ya no son los ntimeros reales.

La cuarta y ultima etapa es asociada con Bourbaki en 1939, dio un for-
mulacion general de funcion como una regla de correspondencia (semejante
a la de Dirichlet) entre el dominio y el rango:

“Sean E' y F dos conjuntos, que pueden o no ser distintos. Una relacién
entre un elemento variable x de E' y un elemento variable y de F', se llama
relacion funcional en y, si para todo x en E, existe un tinico y en F' el cual
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esta en la relacion dada con x. Damos el nombre de funcion a la operacion
que, de esta forma, asocia cada elemento x en E con el elemento y en F' que
esta en relacion con z, se dice que y es el valor de la funcion en el elemento
x, v se dice que la funciéon esta definida por la relacion dada. Dos relaciones
funcionales equivalentes determinan la misma funcién.”

Bourbaki también formul6 una definiciéon de funcién equivalente, como un
conjunto de pares ordenados (Kleiner, 1989). En sus palabras: “una funcion
del conjunto E en el conjunto F' se define como un subconjunto especial del
producto cartesiano E X F”.

La forma de ver una funcién por Bourbaki difiere del punto de vista de
Dirichlet en que el dominio y el codominio no estan restringidos al conjunto
de ntimeros reales. En la definicién de Dirichlet el dominio de la funcién es un
intervalo finito de ntimeros reales y el codominio est& formado por niimeros
reales.

Fueron necesarios siglos para llegar al desarrollo del concepto como tal.

1.2. La nocién de “curva” de los Griegos

Originalmente, la geometria griega se ocupaba esencialmente del estudio
de dos curvas: la linea y el circulo.

= La linea es lo que no tiene longitud y ancho, y estd bien equilibrada
alrededor de cada uno de sus puntos.

= El circulo es el lugar geométrico de aquellos puntos del plano que estan
a una distancia fija R de un punto fijo O del plano.

El matematico presocratico, Hipocrates (470-410 a.C.) fue uno de los
primeros en abordar los problemas clasicos de geometria, en especifico la
duplicacion del cubo. En esa época se sabia convertir un rectangulo de lados a
y b en un cuadrado, lo cual era equivalente a encontrar la media proporcional
entre los segmentos a y b, verificando la proporcion £ = 7. Se aprendi6
a generalizar este problema, interpolando dos medias proporcionales entre
magnitudes dadas a y b, para lo cual se debian construir dos segmentos x y
y que cumplieran ¢ = ¥ = ¥. Hipocrates se dio cuenta que este problema era
equivalente al de la duplicacién del cubo.

En esa época los gedmetras griegos tenian dos nociones de “curvas™

= Una curva era considerada como un punto moviéndose por medio de
combinaciones de movimientos independientes.
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= Una curva era definida como la interseccion por un plano de cierta
superficie geométrica conocida (cono, esfera, cilindro).

Hipias (449-350 a.C.), introdujo la trisectriz que un siglo después fue usa-
da por Dinostrato (véase 1.2). En un inicio fue introducida para resolver
el problema de la triseccion del angulo, lo cual no se logré. A pesar de no
haber resuelto dos de los problemas clasicos, esta curva fue la primera que
se construye diferente a lo que era una recta y una circunferencia. Gracias
a que se define de manera mecanica, abri6 camino para nuevas curvas, lo
cual fue usando conceptos como movimiento rectilineo uniforme y el movi-
miento circular uniforme, y conceptos de geometria como lo son las rectas,
la perpendicularidad, el paralelismo, etc.

Platon (428 a.C. -347 a.C.) consider6 al universo fisico en términos geo-
métricos, para lo cual construy6 un modelo a través de circulos, poliedros
regulares y esferas.

Aristoteles establecid que para probar la existencia de un ente, deberia
ser por medio de la construccion de regla y compés, esto fue un método
que siguieron la mayoria de los griegos. De esta manera, los resultados asi
obtenidos tendrian el caracter de verdad necesaria, al poseer unos cimientos
suficientemente solidos y rigurosos.

Los griegos descubrieron las secciones conicas entre los anos 600 y 300
a.C, se interesaron mucho por las propiedades geométricas de las conicas.
Ademas de las rectas, circulos y planos, los griegos sabian las propiedades de
las curvas que se obtienen al cortar un cono con un plano que, de acuerdo
con la posicion del “plano de corte”, se llama: elipse, pardbola e hipérbola.

Aungque diversos autores otorgan a Menecmo (380-320 a.C.) la vanguardia
de las secciones conicas, Coolidge [11] senala que esta vinculacién con el
origen de estas curvas no implica que ¢l haya sido el primero en trabajarlas,
maés bien, el primero sobre el cual se tiene registro. Boyer [8] menciona que
aproximadamente en el ano 350 a.C., Menecmo tuvo un acercamiento a estas
curvas en en intento de resolver el problema de la duplicacién del cubo.
Gonzalez Urbaneja |20] explica que la elipse, hipérbola y parabola fueron
conocidas como la Triada de Menecmo, lo que indica una fuerte asociacién
de Menecmo con estas curvas.

Aristeo (370-300) en su trabajo “Solid Loci” o bien, “Lugares Solidos”
compuesto por cinco libros, trabajé con secciones conicas. Se referia a la
elipse, parabola y la hipérbola como “secciéon del cono de angulo agudo”,
“seccion del cono de angulo recto” y “secciéon del cono de angulo obtuso”
respectivamente.
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El contenido esencial de la matematica griega hasta el 300 a.C., estaba re-
copilado en “Los Elementos de Euclides”, paradigma del método axiomatico-
deductivo (véase A.3. Euclides(325-265 a.C.). Consideraba al cono como una
figura geométrica que se obtiene como resultado de hacer girar un tridngulo
rectangulo sobre uno de sus lados, esta nociéon es independiente de las sec-
ciones que se obtienen de él, es decir, de las secciones conicas. Y en cuanto
a la nocion de circulo esta es muy diferente a la manera como definid el
cono ya que consider6 un circulo como una figura plana que cumple ciertas
propiedades.

Para Euclides una curva es una linea continua que tiene longitud y no
tiene anchura. A estas curvas se les puede trazar otras curvas que cumplan
algunas propiedades como la tangencia, la perpendicularidad, la semejanza y
el paralelismo. Las curvas pueden ser rectas o no rectas y pueden ser cerradas
o abiertas. Estas curvas pueden formar figuras tales como triangulos, circu-
los, cuadrados y paralelogramos. De igual forma, al hacer girar las curvas
con respecto a un eje generan solidos, tal es el caso cuando se pone a girar
un circulo sobre un eje que genera una esfera o cuando al girar un trian-
gulo rectangulo sobre uno de sus lados se genera un cono. Son ejemplos de
curvas cerradas los contornos de las figuras, tales como los contornos de los
circulos (circunferencias), los contornos de los tridngulos, los contornos de los
cuadrados y los contornos de los paralelogramos.

También surgieron otras ideas acerca de la nocion de “curva” de los grie-
gos, no todas las “curvas” fueron aceptadas como tal, existia una especie de
recelo hacia las “curvas mecanicas”, pues estas no entraban en lo que ellos
llamaban “curvas”, es decir, no podian ser construidas con regla y compas.

De Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.), se conocen dos libros sobre la
geometria plana, uno dedicado a la circunferencia, “De la medida del circulo”,
y una de sus aproximaciones mas usadas hasta nuestros dias; y otro dedicado
a la espiral uniforme, “De las espirales”. En esta obra Arquimedes define, tal
vez por primera vez en la historia, una “curva mecanica”, una curva basada
en el movimiento.

Definicién 1.2.1. Imaginaos una linea que gira con velocidad constante al-
rededor de un extremo, manteniéndose siempre en un mismo plano, y un
punto que se mueve a lo largo de la linea con velocidad lineal constante: ese
punto describird una espiral.

Tal vez el interés por esta curva estaba motivado por el problema de la
triseccion del dngulo. Arquimedes, gracias a la espiral uniforme, descubrié un
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método para dividir un angulo en tres partes iguales, y en general en n partes
iguales. A pesar de que Arquimedes fue el primero en definir con precision
una “curva mecéanica”, no fue el primero en utilizar curvas raras para resolver
uno de los tres problemas clasicos: cuadratura del circulo, la duplicacién del
cubo y la triseccion de cualquier &ngulo. Los geémetras griegos para entonces
tenian asumido que estos problemas no podian resolverse con el concepto que
tenian de “curva”, a pesar de no probar esto, concluyeron que era necesario
otro tipo de “curvas” mas generales o de caracter mas mecanico.

Por el ano 390 a.C. Dinostrato descubrié una curva generada por el movi-
miento uniforme de dos rectas, y que también servia para trisecar el angulo.
De ahi que lleve el nombre de cuadratriz o trisectriz de Dinostrato (trisec-
triz de Hipias). Los gedmetras griegos ya consideraban a esta como “curva”

)

ademas de la circunferencia y la recta como una “curva mecéanica”.

A B
A~

Figura 1.2: cuadratriz.

La construccion es la siguiente (Figura 1.2): Considere un cuadrado ABC' D
donde el lado AB se traslada paralelamente a si mismo y con velocidad uni-
forme desde su posicion inicial a llegar a coincidir con DC'. Durante el mismo
intervalo de tiempo, el lado DA gira con velocidad uniforme en el sentido de
las agujas del reloj, hasta coincidir también con DC'. La cuadratriz es pre-
cisamente el lugar geométrico de los puntos P de interseccion de los dos
segmentos moviles en cada instante: P = A’B’' N DA.

Utilizando solamente consideraciones geométricas, Dinostrato prob6 que
el lado a del cuadrado generatriz es media proporcional entre el segmento
DQ y el arco de circunferencia AC. Por tanto, AC/AB = AB/DQ), en nota-
cion moderna, DQ = 2a/7. Asi, conocido el segmento DQ y AB, mediante
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una sencilla construccion geométrica se puede construir un segmento del tér-
mino que falta en la proporcién geométrica, es decir, de longitud el arco de
circunferencia AC.

La espiral de Arquimedes es una de las “curvas mecanicas” méas famosas, la
cual permite resolver los problemas de la triseccion de un angulo y también en
de la rectificacion de la circunferencia (que implica la cuadratura del circulo),
debido a la propiedad de la subtangente (véase seccion 3.2).

Los trabajos de Arquimedes son ejemplos de originalidad y precision y,
a pesar de la falta de un sistema de numeraciéon y una notaciéon simbodlica
manejable de su época, constituyen un ejemplo de ingenio, inspiracién y
creatividad.

Segtn Pappus [11], Euclides escribié cuatro libros acerca de secciones c6-
nicas, que fueron completados por Apolonio (262-190 a.C.). Boyer menciona
que los trabajos de Aristeo y Euclides sobre conicas se perdieron, que tal vez
fue por el trabajo tan notorio de Apolonio, “Las Coénicas” que constaba de
ocho volimenes, lo que opaco los trabajos previos. Mas tarde, hacia finales
del periodo Alejandrino, Hypatia escribié un texto titulado “Sobre las coni-
cas de Apolonio”. Su muerte marcé el final de los grandes descubrimientos
mateméticos en Furopa por varios siglos.

Apolonio mostré que a partir de un mismo cono se pueden obtener las tres
secciones, variando el &ngulo formado entre el eje del cono y el plano seccion,
es decir, no importaba el tipo de cono que se tomara. También demostro
que las propiedades de estas curvas se mantienen, independientemente de las
caracteristicas del cono (circular, recto u oblicuo) a considerar. Lo interesan-
te es que los antecesores hasta Arquimedes no tenian claras las ideas sobre
la generacién y propiedades de las secciones conicas, a pesar de que ya en
tiempos de Platon se conocieran muchas propiedades de la secciones coni-
cas y existieran instrumentos mecanicos para dibujar dichas curvas (compas
parabolico).

Con la teoria de las secciones conicas de Apolonio, encontramos dos con-
sideraciones de orden estrictamente matematico: el problema de de la reso-
luciéon cuadraticas, que desde la época de Pitagoras se habia desarrollado
como “algebra geométrica” con las “aplicaciones” de superficie, y el grupo de
los tres problemas clasicos, cuya solucion exigia ecuaciones de grado mayor a
dos. A todo esto se unieron las proporciones continuas y lugares geométricos.
En efecto, una curva que satisface esta o aquella condicion algebraica, y vi-
ceversa, una condicion algebraica que ha de corresponder en todo momento
a este o aquel lugar geométrico, en esencia, no son més que una funcion y
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su curva representativa. Pero fueron necesarios muchisimos pasos antes de
adquirir plena conciencia de estas relaciones.

La obra de Apolonio tenia un germen de estas cosas, y logré llevar a cabo
una coordinacion entre el algebra y la geometria, pero no del todo, pues el
algebra griega estaba envuelta por la geometria. Asi, entre el dlgebra de corte
geométrico y la geometria propiamente dicha vino a intercalarse un estrato de
relaciones puramente geométricas donde a veces, surgieron descubrimientos
sorprendentes.

El concepto de lugar geométrico era conocido desde hace tiempo por la
geometria griega, vy significaba conjunto de distancias o relaciones. La concep-
cion de figura como “lugar geométrico” surge del modo estatico de considerar
las cosas utilizado por la escuela eleatica. Por ejemplo, una circunferencia es
el “lugar geométrico” de todos los puntos equidistantes de un punto determi-
nado (el centro). Mientras que la bisectriz de un dngulo es el lugar geométrico
de todos los puntos equidistantes de los lados del angulo, y asi sucesivamen-
te. Como es natural, existen condiciones bastante complejas para los lugares
geométricos, pero por ahora no nos adentraremos mas en la nocién de este
concepto.

1.3. Nocion estatica de “curvas”

Hasta aqui con el trabajo de Apolonio se obtuvo una nueva forma de
obtener las coénicas, se dedujo que las secciones conicas se podian obtener
de un cono cualquiera siempre y cuando se realice una variacion al plano
seccionador. Los estudios desarrollados de Apolonio sobre secciones conicas
constituyen el primer paso de una tematizacion que realizO posteriormente
Descartes, quien definié algebraicamente las secciones conicas.

“La Geometrie” de Descartes (1596-1650) fue publicada en 1637 como
uno de tres apéndices de su “Discurso del Método”. En el mismo ano, Fermat
(1601-1665) envio su “Introduccion a los Lugares Planos y Solidos” a Paris,
el cual fue publicado hasta 1679 a pesar de ser un trabajo mas sistemético en
ciertos aspectos. La idea central de la geometria analitica es la corresponden-
cia entre una ecuacion F(x,y) = 0y el lugar geométrico (generalmente una
curva) que consistia de todos aquellos puntos cuyas coordenadas relativas a
dos ejes fijos perpendiculares satisfacen la ecuacion. Ni Fermat, ni Descartes
utilizaron un sistema explicito de dos ejes de coordenadas en la forma que la
conocemos y usamos actualmente.

Los matemaéticos del siglo XVII aceptaban que una coordenada tenia que
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ser un nimero positivo, asi era imposible, por ejemplo, elegir el centro de
un circulo como origen para expresar la ecuacion del circulo completo. Sin
embargo, es interesante observar como algunas ideas basicas de la geometria
algebraica moderna o la geometria diferencial ya estaban presentes, desde el
principio, en el trabajo de Fermat y Descartes.

En este trabajo nos enfocaremos en el estudio de curvas en el plano R2.

Ejemplo 1.3.1. 5% tomamos un circulo de radio R con centro en el origen,
sabemos que admite la ecuacion x? +y? = 12, que pasando el término r? a la
izquierda, obtenemos x® + % —r? = 0.

2

Ejemplo 1.3.2. La ecuacion de la elipse con centro en el origen F"’Z_z =1,
que equivale a a%xQ + bizy2 —1=0.

Podriamos llegar a pensar en introducir una teoria general de curvas al
permitir ecuaciones de la forma F(z,y) = 0 donde F' : R* — R es una funcion
arbitraria.

Figura 1.3: (2% — y? — 1)3 — 2%y® + (2? — 2¢* — 2) = 0.

Observacion 1.3.3. ;Pero qué sucede con el conjunto de un sdlo punto o
el conjunto vacio que sabemos no son curvas? De hecho estamos pensando
en que el conjunto de un solo punto y el conjunto vacio no son curvas, ast
como estamos pensando en que una hipérbola, pardbola y elipse son curvas.
Tratamos de llegar a una definicion y si notamos que:

» F(z,y) = 22 +y* = 0, obtenemos la ecuacion de un solo punto: el
origen.
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» F(z,y) =2+ y*>+1=0, describe al conjunto vacio.

La funcién F'(x,y) en estos casos no nos da un buen camino para lo que
queremos concluir.

Ejemplo 1.3.4. Sea (2* —y*—1)> —2%y® + (22 — 2y* — 2) = 0 cuya figura es
1.3, que nuevamente serd de la forma F(z,y) =0 con F un polinomio. Pero
notamos que esta ecuacion da lo que por ahora llamaremos “imagen”, con dos
curvas lo que intuilivamente conocemos como “curva”. Entonces, jrealmente
es una curva o son dos curvas?

Figura 1.4: (((z + 2)* + ¥*)((z — 2)? + y?)) = 24

Ejemplo 1.3.5. Sea (((z + 2)* + v*)((x — 2)? + ¢v?)) = 2'. La ecuacidn
parece que representa a dos curvas o probablemente una. Si decidimos que el
primer ejemplo es una curva, entonces aceptamos que una curvae puede tener
ramas disjuntas, asi podemos asumir que esa es una curva con dos ramas.
Lo contrario seria que no es una curva, sino la union de dos curvas (Figura

1.4).

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.6. Eristen funciones continuas F : R? — R tal que {(x,y) €
R?| F(z,y) = 0} es un cuadrado completo. Vedse Figura 1.5.

Demostracion:
Sea F(z,y) = (x—|z|)*+((1—2) = [1—=[)*+(y—|y[)*+ (1 —y) = [1—-y])*.
Veamos lo que sucede con los términos.
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Figura 1.5:

» Si (z — |z])? = 0, entonces x — |z| = 0, por lo tanto |z| = x.
Si (z — |z|)* = 0, entonces x — |z| = 0, por lo tanto |z| = z.
Si x > 0, entonces |x| = x, por lo tanto (z — |z[)* = (x —2)?> = 0. Lo
cual nos dice que es valida para cualquier x € R.
Six <0, entonces x| = —z, por lo tanto (z—|z|)? = (r—(—2))? = (z+
r)? = (22)% = 42* = 0. La solucion a esta ecuacion es x = 0. Con esto
concluimos que para (x — |z|)?, sus soluciones son {r € R|z >0} =0

» Sea ((1 —x) — |1 — x|)? entonces 1 — z — |1 — x| = 0, por lo tanto
1 —z|=—z+1.
Sil—x >0 paraz <1, tenemos que |1 —x|=1—2 Si 1 —x < 0 para
x > 1, tenemos que |1 —z| = —(1—=x). Ahora evaluemos la expresion en
r<l,z>1,z<1tenemos ((1—z)—|1—z|)* = ((1—z)—(1—2))*=0
entonces sus soluciones son todas las x en la recta real.
Para x > 1, tenemos (1 —z) —[1 —z[)> = (1 -2z — (—(1 —12)))* =
(1—z+1—2)*>=(2—2z)? =0, entonces z = 1.
Con esto concluimos que ((1 —z) — |1 — z|)*> = 0 es valida para todas
las z < 1. De manera analoga para los otros dos términos restantes.
Asi la condicion F(z,y) = 0 es equivalente a x > 0,y >0, 1 — 2z > 0,
1—y>0.<

Hemos encontrado una funciéon con la condicion F(x,y) = 0, una “cur-
va”, pero sabemos por conocimiento que no queremos que eso sea algo que
llamemos “curva’.
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Intentar definir una “curva” a través de una ecuacion tan general como
F(x,y) = 0 no es tan facil o incluso puede ser imposible.

Notemos que cada ecuacion de la forma F'(z,y) = 0 determina un sub-
conjunto de R?. {(z,y)|F(z,y) = 0} C R? ;Qué condiciones en F' podriamos
imponer para que este subconjunto sea digno de llamarse “curva’?. Veamos
un poco de historia.

1.4. Descartes y Fermat

Hoy en dia se piensa a menudo que la idea original de la geometria ana-
litica plana era identificar un punto del plano a través de dos coordenadas.
Esto es ciertamente parte de la verdad, pero solo una parte muy pequena.
El problema en el origen de la geometria analitica fue mucho mas profundo:
cada ecuacion en dos variables representa una curva en el plano, y viceversa.

La geometria analitica plana fue introducida independientemente por Fer-
mat y Descartes alrededor de 1630. Fermat y Descartes demostraron que va-
rios problemas geométricos podrian resolverse en su lugar mediante calculos
algebraicos rutinarios. Sin embargo, en aquellos dias, las técnicas algebraicas
eficientes atn no se habian inventado y todavia no se habian descubierto
buenos sistemas de coordenadas. La ausencia de estos ingredientes esenciales
condujo rapidamente a calculos y pruebas bastante “indigeribles”, en parti-
cular cuando los mateméaticos intentaron cambiar al caso tridimensional.

“La Géométrie”, el tercer apéndice del “Discurso del método”, se divide
en tres partes. El propoésito de Descartes era encontrar el lugar geométrico
de un punto tal que satisface una condicion especifica. Ademas de identificar
la curva solucién y que ésta sea construible. Un antecedente del trabajo de
Descartes fue la invencion del dlgebra simbolica, la cual fue reconocida desde
su descubrimiento por Viéte en 1591, como una clase de analisis.

Sin embargo, ésta algebra se basaba en la teoria de magnitudes geométri-
cas, creada por los griegos y expuesta por Euclides, 300 a.C. En esta teoria,
una variable corresponderia a la longitud de algin segmento rectilineo, el
producto de dos variables al area de algtn rectangulo, y el producto de tres
variables al volumen de algiin paralelepipedo rectangular. Los griegos no te-
nian como dar significado al producto de méas de cinco variables.

Descartes decidi6é interpretar el producto de dos lineas como una linea
(véase [13]| para detalles), no como un area, lo que le permiti6 interpretar
cualquier potencia arbitraria de X como una longitud, con lo cual pudo
aritmetizar y reducir las magnitudes geométricas a magnitudes lineales. Para
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ello Descartes se fijo en proposicion 12 del Libro VI de “Los Elementos” de
Euclides: “Encuentre el cuarto segmento proporcional a tres segmentos dados.
Es decir, dados tres segmentos «, 3, o/, encontrar un segmento 5’ tal que «,
[ tienen la misma proporcion que o’ y 57

Por ejemplo, Descartes tomé un segmento de longitud unitaria y dado un
segmento de longitud X, encontré la cuarta proporcional entre 1, X y X, la
cual llam6 X2, es decir, % = % De estd manera Descartes incluy6 y regla-
mentd operaciones algebraicas como la suma, resta, division y multiplicacion.

En el libro I de “La Géométrie” tom6 un segmento de longitud X sobre
un eje dado, y un segmento de longitud Y formando un angulo fijo con dicho
eje, para poder construir puntos cuyas longitudes X's, Y's satisficieran cierta
relacion.

“Asignando un valor a y, tenemos x, y por lo tanto z se puede encon-
trar con regla y compas, por un método ya explicado. Si entonces, tomamos
sucesivamente un ntmero infinito de valores diferentes para la linea y, debe-
rfamos obtener un ntmero infinito de valores para la linea x, y, por lo tanto,
una infinidad de puntos diferentes, como C, por medio de los cuales se puede
dibujar la curva requerida.”

Ejemplo 1.4.1. Si la relacion entre X y'Y fuera la expresada por Y = X2,
entonces para cada valor de X podriamos construir cada Y como el cuarto
término de la proporcion % = %

Como una aplicaciéon de su método, Descartes discutio el problema general
de Pappus al final del libro T de “La Geometrie”. El enunciado le fue dado
en latin, reproduciéndolo de la traduccion de Commandino de las obras de
Pappus, puede enunciarse como sigue y cuya figura es 1.6:

Encontrar el lugar geométrico de los puntos P del plano tales que las
razones siguientes son iguales a la razon dada 3: Para tres rectas (dy)? = dads;
para cuatro rectas d;dy = dsdy; para cinco rectas d;dyds = adyds. De manera
genérica: Para un nimero par 2k rectas: dy---dy = djy1---dok. Para un
nimero impar 2k + 1 rectas: dy - - - dgy1 = dj1o- - - dogy1.

Mientras Descartes empezaba con una curva y derivaba su ecuaciéon al-
gebraica, Fermat comenzaba con una ecuacion algebraica y derivaba de ella
las propiedades geométricas de la curva correspondiente. Por ejemplo, él co-
menz6 con la ecuacion de segundo grado en dos variables: az? + bxy + cy? +
dx + ey + f = 0, que por medio de técnicas de traslacion y rotacion (usados
por Viéte) el lugar geométrico de tal ecuacion es una seccion conica (excepto
para casos degenerados), y las clasifico como elipse, hipérbola o parabola.
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Figura 1.6: del problema de Pappus.

Llama la atenciéon céomo el enfoque de Fermat hacia la geometria analitica
todavia es bastante cercano a los tratamientos elementales de esta cuestion
considerados hoy en dia.

Asi, los trabajos de Descartes y Fermat tomaron los dos aspectos comple-
mentarios de la geometria analitica, uno estudiando ecuaciones a través del
significado de las curvas y el otro estudiando curvas definidas por ecuaciones.

Se ha dicho que el intento de Descartes por resolver el problema general
de Pappus fue lo que lo llevé a inventar el método de la geometria analitica.
Lo esencial en este método, cuando se aplica al plano, es el establecimiento de
una correspondencia entre los pares ordenados de nimeros reales y los puntos
del plano, con lo cual se hace posible una correspondencia entre las curvas
del plano y las ecuaciones en dos variables, de modo que a cada curva del
plano le corresponde una ecuacion definida, de la forma F(z,y) = 0, y a cada
ecuacion algebraica en dos variables le corresponde una curva o un conjunto
de puntos del plano. Asi se establece también una correspondencia entre las
propiedades analiticas y algebraicas de la ecuacion F(z,y) = 0, por un lado,
y las propiedades geométricas de la curva conocida, por otro lado. Pero es
bueno recalcar que, a los ojos de Descartes, el dlgebra no era una en si misma,
sino un instrumento para resolver los problemas de la geometria; convencido
de ello, sostuvo la idea de la reducibilidad ultima de todos los problemas
geométricos a un tipo singular de problema, a saber, el de encontrar las
raices de una ecuacion.

Descartes, en su libro IT de “La Geometrie” al tratar con las lineas curvas,
se extranaba de la denominacién a unas curvas como “curvas geométricas”
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y “curvas mecanicas’. Las primeras eran aceptadas en la geometria, pero las
segundas fueron excluidas de ella. Descartes opinaba que se podria entender
por geométrico la que era exacto y por mecanico lo que no lo era. Que no
se deberia de excluir a curvas complejas generadas por movimiento o com-
posicion de varios. Esto supuso un avance en la concepciéon de “curva” de los
matematicos Griegos.

Algunas de los aportes de Descartes a la nociéon de “curva” fueron: La
clasificacion de las curvas por géneros, la clasificacion de los problemas geo-
métricos por clases, de la siguiente manera:

s Clase 1: Aquellos que conducen a ecuaciones cuadraticas y pueden ser
construidos por medio de rectas, circunferencias, parabolas, hipérbolas
o elipses.

s Clase 2: Aquellos que conducen a ecuaciones cubicas y cudrticas, cuyas
raices se pueden construir por medio de la concoide.

= Clase 3: Aquellos que conducen a ecuaciones de grados cinco o seis, que
pueden construirse introduciendo una curva cubica auxiliar, tal como
el tridente o la parabola cubica.

Realiz6 una distincion entre las curvas de dos tipos:

» Curvas geométricas: son las curvas que estan descritas de una mane-
ra exacta, es decir, mediante una ecuaciéon en términos de Descartes,
las cuales son ecuaciones polinomicas. Estas curvas son: las rectas, las
circunferencias, las conicas, el tridente, etc.

= Curvas mecdnicas: son curvas que se tienen que imaginar como des-
critas por dos movimientos separados e independientes, cuya relacion
no admite una determinacioén exacta, esto es, una ecuacion polinémica.
Estas curvas son: la cuadratriz, la espiral, entre otras.

Asi para Descartes las curvas pueden ser descritas por un movimiento
continuo o por varios movimientos sucesivos de lineas, cada uno siendo de-
terminado por el anterior, lo que implica que, las curvas se consideran como
variaciones. Una curva es el lugar geométrico de un punto que se mueve de
manera continua y que representa la soluciéon de una ecuacion polindémica que
ha sido obtenida mediante definiciones o propiedades de las figuras geomé-
tricas, es decir, para Descartes una curva es el lugar geométrico de un punto
que es solucién de una ecuacién polindémica.
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1.5. La nocién dindmica de “curva’”’

Los matemaéticos del siglo XVII tenian la idea de que una coordenada te-
nia que ser un nimero positivo: asi era imposible, por ejemplo, elegir el cen-
tro de un circulo como origen para expresar la ecuacion del circulo completo.
Ademas, manejar los cambios de coordenadas siglos antes del descubrimiento
de matrices y determinantes ciertamente no fue un trabajo facil.

Durante el siglo XVIII Euler tuvo la idea de expresar las diversas coor-
denadas de los puntos de una curva en términos de un solo parametro: estas
llamadas ecuaciones paramétricas, las cuales constituyen un ingrediente ba-
sico de la geometria diferencial moderna. También durante el mismo siglo se
consideraron otros sistemas de coordenadas no cartesianos: polares, bipola-
res, cilindricos, esféricos, etc. Aunque estos no tienen el caracter “universal”
de las coordenadas cartesianas.

La introduccion de coordenadas en el plano por Fermat y Descartes (ge-
neralmente se le atribuye la técnica de coordenadas cartesianas), hizo uso de
un eje formando un cierto angulo distinto de cero; midiendo las distancias
en las direcciones de estos ejes se obtuvieron las coordenadas. Por lo tanto,
se aceptd de inmediato que el plano estaba equipado con dos nociones de
distancia y angulo, que se usaron intensivamente. Tomoé otro siglo antes de
que los mateméaticos comenzaran a reconocer y usar sistematicamente este
nuevo enfoque algebraico a la geometria en términos de coordenadas.

Un avance importante fue reconocer coordenadas negativas; es decir una
coordenada no es una distancia positiva y por lo tanto pueden ser ntimeros
negativos, es una distancia equipada con un signo, que es, después de todo, un
ntmero arbitrario. El matemaético britanico Wallis (1616-1703) fue uno de los
primeros en usar coordenadas negativas. Pero es esencialmente el trabajo del
famoso matematico y fisico briténico Isaac Newton (1642-1734), en particular
un trabajo sobre las curvas de mayor grado publicado en 1676, que populariz6
el uso de coordenadas negativas.

En la obra de Euler “Introductio in analysin infinitorum” de 1748, Euler
menciona en el articulo 8 que, las curvas se pueden describir mecanicamente
por el movimiento continuo de un punto, pero que es preferible considerarla
como resultado de una funciéon. Luego en el articulo 12 menciona que la
“naturaleza de la linea curva, cuando es continua dependera de la funcion
o de la manera como las constantes y las cantidades x,y se combinan entre
ellas”.

En el capitulo IT de “Introductio in analysin infinitorum”, Euler estudia la
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manera en que afecta a la ecuacion de la curva los cambios de coordenadas,
a pesar de que curvas diferentes dan ecuaciones diferentes, en el caso de una
linea curva se podrian encontrar innumerables ecuaciones, por lo que no siem-
pre se podia concluir las curvas que representan. Euler da un método para el
cual dada una ecuacién de una curva poder encontrar respecto de cualquier
otro eje y otro origen de abscisas, una ecuacién entre las coordenadas, que
expresa la naturaleza de la curva.

Euler resuelve el problema de probar si dos ecuaciones representan la
misma curva o pertenecen a curvas diferentes, el cual mediante un cambio
de coordenadas resuelve de manera mas o menos extensa la cuestion.

Ejemplo 1.5.1. Estudiar si las ecuaciones siguientes representan la misma
curva. yy — ax = 0 y 16u? — 24tu + 9t> — Sbau + 10at = 0

Euler busca un cambio de coordenadas: x = mu+nt— f, y = nu—mt—g,
que aplicado a la primera ecuacion la transforme en la segunda, y tras algunos
calculos obtiene: n = %, m = g, g = a, f = —a Por consiguiente: “las dos
ecuaciones propuestas representan la misma curva’. Pero esta claro que esta
operacion solo se ensaya cuando las ecuaciones son del mismo grado porque
en otro caso representan necesariamente curvas diferentes.

Asi la idea de “separar las variables” de una ecuacion se debe a Leonhard
Euler, que en lugar de considerar una ecuaciéon con dos variables x,y, escribe
estas dos variables por separado en términos de algin parametro.

En términos modernos, queremos trazar el camino de una particula que
se mueve en un plano. Esta ruta parece una curva, pero no podemos trazarla
como si trazaramos cualquier otro tipo de curva en el plano cartesiano. La
razon de esto es el hecho de que no podemos expresar y directamente en
términos de x o z en términos de y. Para evitar este problema, podemos
describir el camino de la particula con un par de ecuaciones, z = f(t) e
y = g().

La Figura 1.7 muestra la trayectoria de una particula que se mueve en el
plano xy. La trayectoria no se puede describir como la grafica de una funciéon
de la variable x. Sin embargo, algunas veces la trayectoria se describe con
un par de ecuaciones. De hecho si z y y se dan como funciones continuas
x = f(t), y = g(t) sobre un intervalo de valores ¢ entonces el conjunto de
puntos (z,y) = (f(t),g(t))) definido por estas ecuaciones es una curva en
el plano de coordenadas. Las ecuaciones son ecuaciones paramétricas para
la curva. La variable ¢t es un parametro para la curva y su dominio [ es el
intervalo de pardametro I. Si I es un intervalo cerrado, a < t < b, el punto
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(f(a),g(a)) es el punto inicial de la curva, y (f(b), g(b)) es el punto terminal
de la curva.

Ecuaciones como estas describen curvas mas generales que las descritas
por una sola funcién y, ademéas de la grafica de la trayectoria recorrida,
indican la posicion (z,y) = (f(t), g(t)) de la particula en cualquier tiempo ¢.

Posicion de la particula
en el tiempo t

Figura 1.7: trayectoria de una particula

Definicién 1.5.2. Una trayectoria es una funcion g : I — R"

Definiciéon 1.5.3. St x y y estdn expresadas como funciones

r=[f(t), y=yg() (1.2)

en un intervalo I de valores t, entonces, el conjunto de puntos (z,y) =
(f(t),g(t)) definido por estas ecuaciones es una curva parametrizada. Las
ecuaciones son ecuaciones paramétricas de la curva.

Definiciéon 1.5.4. Una curva es la imagen de una trayectoria. Es decir, G C
R™ es una curva si existe una trayectoria g : [a,b] — R™ tal que G = ¢([a, b]).

Los puntos g(a) y g(b) se llaman extremos de la trayectoria, g(a) es el
extremo inicial y g(b) el extremo final. Si indicamos cudl es la curva G, cudles
son su extremo inicial y final. Indicamos la direccion en que fue recorrida G.
A la trayectoria g se le suele llamar parametrizacion de la curva G.

Ejemplo 1.5.5. La ecuacion de la circunferencia, es 22 +y? = 12, que puede
ser descrita por x = Rcos(0), y = Rsen(0). Véase Figura 1.8.
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Figura 1.8: circunferencia.

Antes de presentar un sistema de ecuaciones paramétricas, es importante
identificar claramente el pardmetro. Si 6 es un paradmetro variable mientras
R > 0 es fijo, los pares (z,y) para todos los valores posibles de 6 describen
una circunferencia de radio R. Sin embargo, si 6 es constante y R es el
parametro variable con el mismo sistema de ecuaciones se describen todos
los puntos (z,y) de una linea que forman un angulo € con el eje horizontal.
La eliminacion del parametro R entre las dos ecuaciones es ahora directa:

xsen(0) = ycos(6)

Obtenemos asi una descripcién dindmica del circulo: cuando 6 corre de
—00 a 400, repetidamente viajamos alrededor de la circunferencia. En este
punto estariamos tentados a definir una curva plana “dindmicamente” como
una funcion f: R — R? tal que t = f(t).

Nota 1. Otra técnica util fue aclarar las reglas por las cuales las coorde-
nadas se transforman al pasar a otro sistema de coordenadas. Como hemos
visto, Fermat habia usado métodos de este tipo para estudiar las conicas
empiricamente. Pero nuevamente fue Euler quien desarroll6 la teoria general
de “cambios coordenados”. En particular, observé la forma muy especial que
adoptan estas formulas en el caso de los sistemas de coordenadas rectangu-
lares: “Por un sistema rectangular de coordenadas en el plano o en el espacio
se entiende un sistema cartesiano de coordenadas en el que dos ejes siempre
son perpendiculares”.

Una curva se vuelve una “deformacion de la linea real en el plano”, pues
a todos los puntos en R nos lo envia a un punto en el plano R?; podemos
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suponer que tal deformacion deberia ser continua. Pues en nuestra cabeza no
podemos imaginar llamar “curvas” a funciones de tipo

F(t) = (t,1)si t es racional
| (¢,0)sit es irracional

Observemos que si queremos ver una curva como una deformacion conti-
nua de la linea real, entonces, por continuidad, cada curva tendrd una sola
“rama”. Asi, fijandonos en la seccion anterior, la hipérbola no es una defor-
macioén continua de la linea real, sino que cada una de sus dos ramas es. En
un primer enfoque “dindmico”, veamos una curva como una funcién continua
f:R — R? tal que t = f(t).

La curva se considera como la trayectoria de un punto (Figura 1.9), la
trayectoria expresada en términos de un parametro t que se ejecuta a lo largo
de la recta real. Como si un objeto se moviera en un plano y, a medida que
transcurre el tiempo, se describe un camino. Asi este parametro t podria ser
considerado el “tiempo” calculado desde un origen de tiempo dado (instante
t), hasta donde el punto ha alcanzado la posicion f(t) en el plano. Mientras
t se podria considerar como “la distancia recorrida en la curva” desde un
origen fijo de la curva. Después de haber recorrido una distancia ¢, el punto
ha alcanzado la posicion f(t). Cada valor de ¢ determina un punto (z,y)
en el plano. Cuando ¢ varia (en un intervalo de nimeros reales), el punto
(x,y) = (f(t),g(t)) se mueve generando una curva en el plano.

Figura 1.9: trayectoria de un punto.

En célculo, uno introduce la nociéon de continuidad para describir las fun-
ciones sin “saltos”. En términos méas generales, necesitamos definir la nocion
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de un limite de una funcién vectorial a medida que el parametro ¢ se aproxima
a un valor fijo.

Definiciéon 1.5.6. Sea ¥ una funcion vectorial para un subconjunto de R

sobre R™. Decimos que el limite de ¥(t) cuando t se acerca a a es un vector

w, y escribimos 1ltim Z(t) = W, si para todo € > 0 existe una § > 0 tal que
—a

0 < |t —al <d implica ||Z(t) — || < e.

Definicién 1.5.7. Sea I un intervalo abierto de R, sea ¥ : I — R? una
funcion vectorial, y a € 1. Decimos que Z(t) es continua para a si el limite
cuando t se acerca a T (t) existe y %im Z(t) = Z(a).

—a

Proposicion 1.5.8. Sea ¥ una funcion vectorial para un subconjunto de R
sobre R™ que se define sobre un intervalo que contiene a a, aunque tal vez no
en st mismo. Supongamos que tenemos Z(t) = (z(t),y(t)) dondequiera que ¥
esté definido. Si W = (wq,ws), entonces lgr; Z(t) = W siy solo si 11_{% z(t) = wy

y limy(t) = ws.
t—a

Corolario 1.5.9. Sea I un intervalo abierto de R, sea a € I, consideremos
una funcién vectorial ¥ : I — R? con Z(t) = (x(t),y(t)). Entonces T(t) es
continua para t = a si y solo si x(t) y y(t) son continuas para t = a.

De la Definicion 1.5.7 y el Corolario 1.5.9, nos motiva a la siguiente defi-
nicion:
Definicién 1.5.10. Sea I un intervalo de R. Una curva parametrizada (o
curva paramélrica) en el plano es una funcion continua T : I — R?. Si
escribimos T(t) = (x(t),y(t)), entonces las funciones x : I - Ryy: I — R
son llamadas funciones coordenadas o ecuaciones paramétricas de la curva
parametrizada. Llamamos lugar geométrico de Z(t) la imagen de Z(t) como
un subconjunto de R2.

Dado que varias funciones en términos de varios pardmetros pueden des-
cribir la misma curva, cada una de estas funciones debiera llamarse “repre-
sentacion paramétrica’ de una curva. Sin embargo atn no hemos resuelto
el problema de los ejemplos de la seccion anterior que sabemos que no son
curvas. O tenemos casos en que una misma curva puede admitir varias “re-
presentaciones paramétricas”.

Ejemplo 1.5.11. Si C es la semirrecta abierta de R? que determina el eje
positivo de abscisas, C = {(z,0) € R* : & > 0} , entonces podemos considerar
las siguientes “representaciones paramétricas” de C':
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f:(0,400) = R? ts f(t) = (t,0);
@:(—1,4+00) = R? ts () 3+ 1,0);

= (
¢ : (0,400) — R? twf(t):{gi&t?gg ii§2<t<1

Notamos que los primeras dos “representaciones paramétricas” son conti-
nuas, pero la tercera no lo es. Entonces, sigamos en nuestro camino a reco-
nocer lo que se necesita para ser realmente una “curva’.

El primero que intent6 dar una definicion rigurosa de curva fue Camille
Jordan en 1887, llamo6 curva a la trayectoria de un punto en movimiento,
dicho punto debia moverse de manera continua y sin saltos. Definié una curva
como el conjunto de puntos (f(t),g(t)) donde f y g son funciones continuas
en algin intervalo cerrado que tomamos sin pérdida de generalidad [0, 1].
Esto porque el movimiento ocurre en un intervalo finito de tiempo y para la
posicion de un punto en movimiento necesitamos especificar las coordenadas
en cada momento. Es tutil considerar t como el tiempo y la curva como la
ruta de una particula que comienza en (f(0),¢(0)) en ¢ = 0 y termina en
(f(1),9(1)) en t = 1. Como solo se necesita un parametro real para definir
una curva, parece razonable que esto obligue a la curva a ser “unidimensional”.

En otras palabras, una curva (con puntos extremos) es una funcion con-
tinua cuyo dominio es el intervalo unitario [0, 1].

Ejemplo 1.5.12. Tomemos una circunferencia de radio 1, con longitud 2m.
El punto se debe mover con velocidad 21 para recorrer toda la circunferencia
en una unidad de tiempo. Asi, en un tiempo t el punto recorrerd el arco de
longitud 2mt.

Las coordenadas en el instante ¢ estan dadas por las ecuaciones paramé-
tricas: © = cos(2nt) y y = sen(2nt).

Esta definicién tuvo gran aceptacion en su época, todas las curvas que
fueron estudiadas por los matematicos hasta entonces eran “curvas” en el
sentido de Jordan. Sin embargo, en 1890, G. Peano en su articulo “Sur une
courbe qui remplit toute une aire plaine” define una curva de relleno del
espacio, es decir, una curva que pasa a través de cada punto de un cuadrado
al menos una vez.

Peano define la curva que hoy en dia lleva su nombre como contraejemplo
a la hipotesis de que una curva puede encerrarse en un conjunto tan pequeno
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como se quiera. Previamente, en 1878, (. Cantor demostrdé que habia una
correspondencia de uno a uno entre el intervalo de la unidad y el cuadrado de
la unidad. En 1879, E. Netto demostr6 que tal mapeo no podia ser continuo.
Por lo tanto, la curva de Peano debe tener puntos miltiples, es decir, puntos
que son iméagenes de dos o més valores distintos de t. En 1891 D. Hilbert
descubri6 otra curva de llenado del espacio. Mientras que la curva de Peano
se definfa puramente analiticamente, el enfoque de Hilbert era geométrico.

Figura 1.10:

Veamos el siguiente ejemplo de [7]:

Ejemplo 1.5.13. Existen funciones continuas f : R — R? cuya imagen
cubre un cuadrado completo (Figura 1.10).

Demostracion:

Bosquejemos la construcciéon de un ejemplo propuesto por el matematico
italiano Peano en 1890. El define una secuencia f, : [0,1] — R% n € N de
funciones continuas, que convergen uniformemente a funciones sobreyectivas

continuas.
f[0,1] = [0, 1] x [0, 1]

Desde luego
f(0)=1(0,0), f(1)=(1,1).
Consideramos un primer camino (Figura 1.11) fj en el cuadrado unidad
que consiste en recorrer la diagonal orientada desde (0,0) a (1,1).

Ahora dividimos el cuadrado unidad en nueve partes iguales, llamados de
primera aproximacion y tomamos el camino f; entre (0,0) y (1,1) definido
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Figura 1.11: fi(t)

al dividir el intervalo unidad en ocho intervalos iguales y seguir en ellos de
acuerdo con la Figura 1.12;

y*

—

Figura 1.12:

es suficiente para extender la definicién por

(¢,,0) si t<0
f(t):{(m) siot>1

para obtener el contraejemplo esperado como en la Figura 1.10.
La sucesion comienza con la funcion de identidad: fo(t) = t. El gréfico de
la funcion f(t) esta dado por la Figura 1.11. Simplemente siga el camino de
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Figura 1.13:

acuerdo con la numeracion de los subcuadrados 0 a 8. Para obtener fy(t), re-
emplazamos cada diagonal de un cuadrado pequeno en el grafico de f; por un
zigzag anélogo de nueve segmentos (Figura 1.13) méas pequenos, comenzando
y terminando en los mismos puntos que la diagonal pequena. Repetimos el
proceso para pasar de fo a f3, y asi sucesivamente. Reiterando el proceso, se
obtiene una sucesion de funciones continuas f, : [ — I x I, n > 0 tales
que f, transforma el intervalo I en una linea poligonal, que contiene las dia-
gonales de cada uno de los 9" cuadrados de n-ésima aproximaciéon. Ademas
fu(l) C fuy1(I) para toda n > 0; cada funcion f,(t) es continua y la sucesion
(fn)nen converge uniformemente, ya que en cada nivel, las deméas variaciones
son como maximo la longitud de la diagonal del cuadrado mas pequeno ya
construido. Es entonces un resultado estandar en el andlisis que la funcién
limite f(t) es atin continua.

Para demostrar que f es sobreyectiva, expresamos ¢ en base 9. Por cons-
trucciéon notamos que, escribiendo a,b,c, d,... para los digitos sucesivos de la
expansion de t en la base 9, t = 0,abcde . . . entonces

I) fi(t) esta en el cuadrado numerado a;
IT) fa(t) esta en el subcuadrado del cuadrado anterior numerado b;
I[II) f3(t) esta en el sub-sub-cuadrado numerado c¢;

IV) y asi sucesivamente...

Cada sucesion de cuadrado- subcuadrado -sub-sub-cuadrado- - - - deter-
mina un punto tnico P del cuadrado, y cada punto P del cuadrado se puede
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determinar de este modo. Esta sucesién no es tnica ya que (a excepcion
de (0,0) y (1,1)) cada vértice de un cuadrado pequeno, en cualquier nivel,
pertenece a varios cuadrados. Sin embargo, eligiendo una de las posibles su-
cesiones de cuadrado-subcuadrado-sub-sub-cuadrado- - - - que determina el
punto P, la lista de los nimeros 0 a 8 adjunta a cada término de esta sucesion
es entonces la base 9 expansion de un namero t € [0,1] tal que f(¢) = P.
Por lo tanto f es sobreyectiva. Pero como hemos observado, tal nimero ¢
generalmente no es tnico, por lo tanto, f no es inyectiva.

Ahora veamos que convergan uniformemente.

Por construccion, para toda t € [0, 1], la distancia euclidea d( f,,(t), fns1(t))
no supera el diametro del cuadrado de n—ésima aproximacion donde estan
ambos puntos. Asi d(f,(t), far1(t)) < X2, y por consiguiente si m > n

A(f(t), fm(t)) < g + 3\51 + 3—\/3 < 3\n/§1

Sean fl(t) y f2(t) las proyecciones de f,(t), tenemos para j = 1,2

V3
3n—1

[F2(t) = f ()] < d(fu(t), fin(t)) <

Asi, f7;5; es una sucesion de Cauchy en la recta real, y es convergente a

cierto punto z; € R. <

Observacion 1.5.14. Estd funcion no da lugar a una transformacion uno a
uno del segmento en el cuadrado, pues pasa por algunos puntos del cuadrado
Varias Veces.

Sea f: R — R?, ¢+ f(t) una representacion paramétrica de una curva,
donde esta es la trayectoria de un punto que se mueve en el plano, entonces
cuando t varia, f(t) también deberia variar. Para evitar los ejemplos donde
sabemos que no son “curvas’, vamos a imponer que f es inyectiva. Asi la
funcion constante f(t) = (a,b) y el ejemplo 1.5.13 quedan excluidos de esta
aproximaciéon a lo que es “curva” en el sentido que buscamos.

Vamos a dar la siguiente definicion:

Definicion 1.5.15. Una funcion f: U — R™, U C R" es localmente inyec-
tiva cuando cada punto x € U posee una vecindad en la que f es inyectiva.

Veamos la siguiente definicion que trata sobre el concepto de inyectivi-
dad, cuando se quiere que una “curva” sea llamada como tal, incluso si la
trayectoria pasa dos veces por el mismo punto.
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Definicion 1.5.16. Una representacion paramétrica de una curva plana es
una funcion continua

fia, b= R, t— f(t) a,beRU{—o00,+00}
que es localmente inyectiva, es decir, inyectiva en una vecindad de cada punto.

En esta definicion, hemos tomado la nociéon de un intervalo abierto en su
sentido mas general. Esto nos permite ver la linea real completa, asi como
las medias lineas abiertas, como intervalos abiertos. La inyectividad local
significa que para cada ty €la, b| existe € > 0 tal que |ty — ¢, tp + £[ contenido
en|a,bly f :Jto—e, to+e[— R? es inyectiva. Permitir que a y b tomen “valores
infinitos” es una forma rapida de decir que permitimos que f se defina en R,
en una semi-recta o en un intervalo abierto.

Ejemplo 1.5.17. El ejemplo 1.5.13 no es localmente inyectiva.

Demostracion:

Tomese la diagonal de un cuadrado pequeno en el nivel n, la cual es la
imagen inyectiva bajo f, de un pequeno subsegmento de [0, 1]. Digamos que
este es el subsegmento de origen u y longitud v. Por construccion del zigzag,
observamos que todos los f; con i > n son tales que

[i (U+$U> = fi (U‘l'g), fi (u%—%v) = fi (lH—g)

En el limite tenemos

f(u+%v) —f(u+g>, f(u+gv) —f<u+§)

Lo que demuestra que siempre se pueden encontrar puntos en todo el
intervalo [0, 1], tan cerca como uno quiera, los cuales estan mapeados por f
en el mismo punto. Por lo tanto, f no es localmente inyectiva. <

Concluimos con este ejemplo que no son lo que queremos llamar “curva”,
pues no satisfacen la definicién 1.5.16. Otra vez estamos a la deriva, no sabe-
mos a ciencia cierta si esta definicion es buena o no, si hay otras que también
lo sean.

Por ejemplo, no se puede considerar a la hipérbola una “curva”, ya que
tiene dos ramas. Para superar este problema, en la definicién 1.5.16, podria-
mos permitir como dominio la unién de intervalos abierto. Excluir uniones
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infinitas y optar por uniones finitas de intervalos. Pero no es precisamente lo
que se quiere, que la unién de cierto nimero de lineas rectas sea considera-
da una “curva”. Incluso podriamos decidir permitir intervalos cerrados como
dominios los cuales no podrian reducirse a puntos individuales.

En la definicién 1.5.16, se podria querer imponer que f sea derivable,
incluso de clase C'*°, o alguna otra clase. Pero por el momento no nos com-
plicaremos con estos conceptos hasta que sea el momento en necesitarlos en
algunas otros resultados. Asi, tratar de definir una “curva” es cuestiéon de
eleccion, pero hay que ser perpicaz en el momento de elegir.






Capitulo 2

Definiendo una curva

En este capitulo trataremos algunos conceptos sobre las distintas trayecto-
rias que puede tomar una curva, la representacion paramétrica regular de una
curva, la ecuacién cartesiana de una curva plana. Por otro lado, abordaremos
ciertas ideas del capitulo y seccion anterior para trabajar con singularidades,
y asi hacer notar que en otras areas de la matematica existen nociones muy
similares en cuanto a definiciones.

2.1. Coordenadas cartesianas y coordenadas pa-
ramétricas

En 1.2 hemos intentado determinar una curva a través de una ecuacion
cartesiana F'(x,y) = 0, donde una curva es el lugar geométrico de los puntos
en los que el polinomio se anula. Con esto llegamos que podia ser vista como
“un subconjunto del plano” de manera estética.

Por otro lado, en la seccion 1.5 la definicion de una curva se traté como
“una trayectoria en el plano” mediante representaciones paramétricas. Donde
podemos elegir un par de funciones generadoras x(t), y(t) que producen una
secuencia ordenada de puntos de la curva cuando se evaltian en valores suce-
sivos de una “variable auxiliar” continua o parametro ¢. La forma paramétrica
nos ofrece una caracterizaciéon mas “dindmica” de curvas, pues incorpora la
sugerencia de movimiento a lo largo de la curva, incurrida por un aumento
constante del parametro t.

fla, b=, tw (fi(t), f2(t)).

33
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Sin embargo, una curva considerada como un subconjunto del plano, se
puede obtener a través de trayectorias diferentes.

Figura 2.1: y(z> + (y — 1)2 = 1) =0

Ejemplo 2.1.1. La Figura 2.1 presenta una curva que comprende el eje x
y una circunferencia de radio 1 con centro (0,1). Fsta “curva” admite la
ecuacion y(xz® + (y — 1)2 — 1) = 0.

Se puede ver como la trayectoria “suave” de un punto alrededor de la
circunferencia que viene de (—o00,0); después girando en sentido contrario
a las agujas del reloj, se recorre la circunferencia y, finalmente el intervalo
(0,+00). O bien, girar en el sentido de las agujas del reloj, la cual es otra
trayectoria y llegar al mismo punto.

Entonces, ;como podemos dar un salto de una descripcion “estatica” a
una descripciéon “dinamica”; y viceversa?

Dado el sistema de ecuaciones paramétricas

r=fi(t) y= falt)

Necesitamos eliminar el pardmetro ¢ entre las dos ecuaciones que terminan
con una ecuacion cartesiana. Pero no siempre es facil de hacer cuando f; y
f2 son funciones complicadas. Para esto, recordemos un resultado de andlisis
que nos servird para involucrarnos en este aspecto sobre las representaciones
paramétricas.

El concepto de “localmente invertible” puede ser dificil. Primero, debe
darse cuenta de que una propiedad que es “local” en un conjunto simplemen-
te significa que cada punto de ese conjunto estd contenido en una vecindad
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en el que se encuentra la propiedad. A diferencia de “puntual”, que solo debe
mantenerse en cada punto: la continuidad es un ejemplo de propiedad pun-
tual. Algunos ejemplos pueden ayudar a explicar por qué la invertibilidad
local es un concepto tan importante.

Ejemplo 2.1.2. Considere la aplicacion f : R? — R? dada por

r\  (rcos(0)
y)  \rsen()
r y 6 como coordenadas polares en el plano cartesiano r,6.

Las lineas verticales del sistema r — 6, o sea, r = k se asignan a circulos
centrados en el origen de radio k (6 = 6,); las lineas horizontales se asignan a
los rayos a través del origen. Tenga en cuenta que f no es 1 — 1: aumentando
la coordenada 6 por 27, nos lleva al mismo lugar. Ademés, todo el eje r =0
se asigna al origen.

Primero encontremos el Jacobiano

p1:0)= ((sonie) ety )

asi el Jacobiano es

0(z,y)

(r,0)

asumiendo que x = rcos(f), y = rsin(f). Lo que esto dice es que en

cualquier punto fuera del eje 6, hay una inversa local, cuyo Jacobiano sera
%. Veamos el punto r = /2, § = 7 - Al cual la aplicacion le asigna el punto

Ay =

=r

=1, y = 1. La matriz de la derivada total en r = v/2, 6 = Tes

1

(75 _1>
1
V2

Por el Teorema 2.1.3.1, hay una inversa local, cuyo jacobiano en el punto
xr =1,y = 1 debe ser \/Li De hecho, sabemos que la inversa explicita es:

r=+/22+ 32, 0 = arctan(?). La matriz de la derivada total de la inversa es

z Y
( \/x2+y2 \/272+y2 )
—y -

22 J';yQ T2 1y?
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(5 7)

Tenga en cuenta que r = \/5, 0= %Tﬂ se asigna a x = 1, y = 1 también.
También hay una inversa local de esta aplicacion: es r = /22492, 0 =
arctan? + 2. Otro punto asignado ax =1,y =l esr = —V2,0 = %. La

Para x =1, y =1, esto es

oLk
V)

inversa local es 7 = —\/x? + 42, 0 = arctan? + 7. Por supuesto, en general
no se puede resolver explicitamente la inversa.

Ejemplo 2.1.3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones

u=x?—xy

v=Yy-—

Mostrar que cerca de (xo,y0) (donde xy # yo), (x,y) puede escribirse
como funcion diferenciable de (u,v).

Solucion: Sea F': R? — R? dada por F(z,y) = (u,v) = (2 — zy,y — 7).

o, ou_ o
oz 7Y oy Doer T T oy

Claramente, todas estas derivadas parciales existen y son continuas en todas
partes. Entonces la funcion es C! en todas partes (en particular cerca de

(.Io, ?/0)
Ahora verifiquemos que detF'(xq,yo) # 0.

Ju  Ju
gu ] 2 — _

detF,(x(]?yO) = det < gi gg ) |(:E0,yo) = det o 1 Yo fo = To— Yo ;é 0.
dr By B

Por lo tanto por el Teorema 2.1.3.1, una C' inversa F'~!(u,v) = (z,y) existe
y (z,y) puede expresarse como funcion diferenciable de (u,v).

Teorema 2.1.3.1 (Teorema de la inversa local).  Considere la funcion
g : R" = R" de clase C* (k > 1). Si la matriz es reqular en (a1, - a,),
entonces la funcion g es invertible en una vecindad del punto (ay, ...,a,) y su
inversa todavia es de clase C*.

Por supuesto, cuando n = 1, la condiciéon en el Teorema 2.1.3.1 se reduce
a g(a) # 0. Esto sugiere la siguiente definicion:
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Definicién 2.1.4. Una representacion paramétrica de una curva f :)a, b[—
R2,  t > (fi(t), fo(t)) es regular cuando es de clase C' y f'(t) # (0,0) para
cada t €]a,b].

Tenga en cuenta que una funcion y = h(x) siempre se puede considerar
como una curva a través de la representacion paramétrica f(t) = (¢, h(t)).

Proposicion 2.1.5. Sea f :]a, b[— R? una representacion paramétrica requ-
lar de una curva. Para cada ty en ]a,b[:

I) existe una vecindad V' de ty en el que la curva admite una ecuacion
cartesiana de la forma F(z,y) = 0;

II) la funcion F : R*> — R es de clase C* en la vecindad V ;

III) en cada punto de la curva en la vecindad V', al menos una de las deri-
vadas parciales de F' es distinta de cero.

Demostracion:

Supongamos, por ejemplo, que fi(ty) = 0. Por el Teorema 2.1.3.1 podemos
escribir ¢ = f~!(z) en una vecindad V de tq. Esto da y = fo(f~(z)) y es
suficiente para definir

F(z,y) = f(f(2)) —v.

Note en particular que 88—5 =—1#0.<

El ejemplo 1.5.11 de la seccion 1.5 las dos primeras parametrizaciones
son regulares, mientras que la tercera parametrizaciéon no es ni de clase C°.
Aunque todas las parametrizaciones de clase C* del 1.5.11 son aplicaciones
inyectivas, no es cierto que toda parametrizacion de clase C! sea inyectiva
(ni aunque sea regular). Por ejemplo, ¢ : R — R? ¢t — (cost,sent) es
una representacion paramétrica regular de la circunferencia de radio 1 de R?
centrada en el origen. Cuando el parametro ¢ recorre R, el punto ¢(t) se mueve
sobre dicha circunferencia en el sentido contrario al de las agujas del reloj,
de modo que cuando t avanza un intervalo de longitud 27, ¢(t) completa una
vuelta: para todo t € R y para todo k € Z se cumple ¢(t) = ¢(t + 2km).

Temporalmente daremos una definicién que surge a raiz de la 2.1.5.

Definiciéon 2.1.6. Una ecuacion cartesiana de una curva plana se refiere a
una ecuacion F(z,y) = 0 que satisface los siguientes requisitos:
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= [a ecuacion admite soluciones;
» [':R?2 = R es una funcion de clase C*;

» en cada punto (xo,yo) tal que F(xo,y0) = 0, al menos una de las deri-
vadas parciales de F' es distinta de cero.

La curva cartesiana correspondiente es el conjunto de esos puntos (x,y)
que son soluciones de la ecuacion F'(z,y) = 0.

Definicion 2.1.7. Considere una ecuacion cartesiana F(x,y) = 0 de una
curva plana (en el plano cartesiano). Definimos como:

= Un punto de la curva es miltiple cuando ambas derivadas parciales de
F' se anulan en este punto.

s Un punto de la curva plana es stmple cuando al menos una derivada
parcial de F' no se anula en este punto.

Ejemplo 2.1.8. La curva con la ecuacion cartesiana y*(1 — z) = 2*(1 + x)
el llamado “estrofoide derecho” (Fig. 2.2) admite el origen como un punto
maultiple.

Demostracion:
Escribamos la ecuacion cartesiana como, F(z,y) = y*(1 —x) — 2*(1 + ).
Sus parciales correspondientes son:

8_F
ox

OF
2
=—y " —z(2+3z), — =2y(1l—2).
y* — ) o y( )
Ambas parciales se anulan en (0, 0), lo cual nos da un punto multiple. De
hecho es el tnico punto miltiple, la parcial %—5 desaparece cuando y = 0 o
r=1.

= Siy=0, ?)_5 se anula para x =00 x = —%, pero este ultimo punto no
es un punto de la curva.

» Six =1, %—I; es estrictamente negativo, cualquiera que sea el valor de
Y.
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Figura 2.2: estrofoide derecho.

Por lo tanto, F'(z,y) = 0 es la ecuacion cartesiana de una curva plana. <

Debe quedar claro que “ser un punto multiple” es una propiedad de la
ecuacion cartesiana F'(z,y) = 0, no de la curva plana (en el plano carte-
siano) correspondiente. En particular, para una ecuacion cartesiana arbitra-
ria F'(z,y) = 0, ser un punto miltiple ciertamente no es equivalente a la idea
intuitiva de “una curva que pasa por este punto varias veces’.

Ahora nos preguntamos, ;cémo podemos pasar de una ecuacion cartesiana
a una representacion paramétrica? Recordemos un resultado de andlisis.

Teorema 2.1.8.1 (Teorema de la Funcion Implicita). Considere una funcion
F:R" — R de clase C* (k > 1). Si F(ag,...,a,) =0, 2X(ag,...,a,) #0

] ? Oxn
entonces existen:

» una vecindad V de (ag,...,an_1) y una funcion ¢ : V. — R de clase
C* tal que
w p(ag,...,0n_ 1) = Qp;

u \V/(.Ih c. ;In—l) eV F(xl, - 7xn—17g0<m17 SR 7xn—1)) =0

Ademas, la vecindad V' se puede elegir de tal manera que una funcion ¢
como en el enunciado sea necesariamente tnica. La funcién implicita inferida
de F es, por lo tanto, x, = @(x1, ..., Ty_1).
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Proposicion 2.1.9. Considere una ecuacion cartesiana F(x,y) = 0 de
una curva plana (como en la definicion 2.1.6) y un punto (zo,vo) que sa-
tisface esta ecuacion. En una vecindad de (xq,yo), existe una representa-
cién paramétrica regular de una curva f :la,b[— R? tal que cada punto
(x,y) = (f1(t), f2(t)) satisface la ecuacion F(z,y) = 0.

Demostracion:

Supongamos que %—I;(xo, Yo) es distinta de 0. Con la notaciéon del teorema
basta con definir f(x) = (z, p(x)). El parametroes t =z y f'(z) = (1, ¢'(x))
y es distinto de (0,0). Considerando su primer componente, notamos que f
es inyectiva. Pues si f(z1) = f(x2), entonces (1, p(z1)) = (1, ¢(x2)), implica
que r1 = x9. <

De las proposiciones 2.1.5 v 2.1.9 podemos pensar que: En buenos casos,
uno puede cambiar localmente de un sistema de ecuaciones paramétricas
a una ecuacion cartesiana, y viceversa. Localmente es sin duda el punto a
destacar aqui, pero no es el tinico. Los dos procesos parecen ser “el inverso el
uno del otro”, pero esta es definitivamente una impresion falsa.

Figura 2.3:

Ejemplo 2.1.10. Considere primero la circunferencia de la Figura 2.3 y sus

ecuaciones paramétricas v = Rcos(0), y = Rsen(0). Al eliminar 0, obtene-
2., ,2_ p2 > . _ 2 2

mos x°+y- = R*. Que también podria ser y = £+ R? — x2. observe que cada
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eleccion del signo le dard la mitad del circulo (la “mitad superior” o la “mitad
inferior”). Con esto, se obtiene

fi]—-R+R—=R* xw (v,VR2—122?)

como una representacion paramétrica de la mitad superior de la cirfunferen-
cia. Trabajando con v = ++/R?> — y? daria la “mitad izquierda” o la “mitad
derecha”. Entonces, a partir de las ecuaciones paramétricas, ha obtenido la
ecuacion cartesiana “global” de la circunferencia, pero a partir de esa ecua-
cion cartesiana usted ha reconstruido, solo localmente, las ecuaciones para-
métricas de la circunferencia.

2.2. Acerca de singularidades

Veamos lo qué sucede con la definicién 2.1.6 y algunas curvas algebraicas.
Vimos que en la seccion 1.2 que no todos los polinomios F'(X,Y) pueden ser
escritos de la forma F(x,y) = 0 para una curva en R>.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos ld ecuacion z* — 3zy* — (2% +4?)? = 0 cuya
Figura es 2.4.

Figura 2.4: polinomio.

Este ecuacion puede ser escrita como F(z,y) = 0, es decir; F(z,y) =
23 —3zy* — (22 +y?)%. Por conocimientos sabemos que este polinomio produce
una “curva”, pero no en el sentido de la definicion 2.1.6 pues sus dos parciales
se anulan en el punto (0,0).
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Ejemplo 2.2.2. El subconjunto F(X,Y,Z) = x* + y* + 2? define una curva
algebraica sobre R, pero no tiene puntos reales.

Definicion 2.2.3. Un polinomio F' € k[z| es irreducible si no es una cons-
tante, y si el que podamos escribir f(x) = f(x)g(x) implica que uno de los
dos factores sea una unidad (una constante).

Definicién 2.2.4. Sea F' € k[x] un polinomio.
s Si F tiene factores mailtiples, entonces F y F' no son primos entre si.

» En caracteristica cero (k= Q,R,C), si F' y F' no son primos entre si,
entonces F' tiene factores maltiples

Teorema 2.2.4.1 (Factores multiples de un polinomio). Sea f(x) € k[z] un
polinomio, donde k € {Q,R,C}. Entonces f(x) tiene factores maiiltiples si y
sélo st f(x) y f'(z) no son primos entre si.

La condicion de no tener factores multiples es asegurar que el polinomio
sea determinado de forma tnica (hasta un mualtiplo escalar) por la curva
C (obviamente F'(X,Y,Z) y P?*(X,Y,Z) definen el mismo subconjunto. El
hecho de que con esta condicion los ceros determinen F' se sigue de Hilbert’s
Nullstellensatz [B.2| , el cual no abordaremos en este trabajo.

Recordemos algunas nociones sobre coordenadas homogeneas y puntos
miltiples.

Fije una base arbitraria e;, e, e3 de R3. Una linea vectorial de R3?, es
decir, un punto proyectivo del plano proyectivo Py(R), esta completamente
determinada por uno de sus puntos (a, b, c) # (0,0,0). Por supuesto, todos
los otros puntos de la linea vectorial tienen coordenadas (o', V', ') = k(a, b, ¢),
con k € R.

La propiedad de que dos “terciadas” distintas de cero son proporciona-
les, es trivialmente una relacion de equivalencia y, por lo tanto, todos los
miembros de una clase de equivalencia determinan la misma linea vectorial,
es decir, el mismo punto proyectivo.

De manera més general, sea K un campo. En

{<a’07"' >a’n> S KnJrl‘(aOa"' 7a’n) 7é (07 70)}

considere la relacién de equivalencia

(a07“'7an)%(b07"'7bn)<:>3k€K7 k?é()’ (a()?"'aan):k(bOa'”7bn)-



2.2 Acerca de singularidades 43

Denotaremos la clase de equivalencia de (ao, - -- , a,) como:
ap
G,
Definicién 2.2.5. Considere una base arbitraria eg,--- ,e, de K", para
algin campo K. Dado un punto con coordenadas (ag, -+ ,a,) = (0,---,0)

con respecto a esta base, la clase de equivalencia

Qo

Qn

se llama sistema de coordenadas homogéneas con respecto a la base eg, - -+ e,
del punto proyectivo correspondiente de P, (K).

Proposicion 2.2.6. Fijar un sistema de coordenadas homogéneas en P, (K).
Cada subespacio proyectivo se puede caracterizar como el conjunto de aquellos
puntos cuyas coordenadas homogéneas satisfacen algin sistema homogéneo de
ecuaciones lineales. Tal sistema es unico hasta una constante multiplicativa
distinta de cero. Por el contrario, las soluciones distintas de cero de dicho
sistema (siempre que existan tales soluciones) son siempre las coordenadas
homogéneas de los puntos de un subespacio proyectivo.

Notar que las coordenadas homogéneas permiten hacer geometria anali-
tica en el plano proyectivo. Las lineas proyectivas corresponden a planos por
el origen de R3 Si el plano tiene ecuacion Az + By + Cz = 0 entonces la
linea proyectiva tiene la misma ecuacion, pero con coordenadas homogeneas.
Las transformaciones lineales de R? envian lineas por el origen en lineas por
el origen y envian planos por el origen en planos por el origen, asi que ca-
da transformacion lineal L de R?® determina una transformacion proyectiva:

Llz,y,z] = [L(z,y, 2)].

Definicién 2.2.7. Sea A un punto de una curva algebrica C' que admite la
ecuacion P(X,Y,Z) =0 en un sistema de coordenadas homogéneas. Supon-
gamos que:

» todas las parciales de P(X,Y,7Z), hasta el orden k — 1, en el punto A,
son cero;
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» al menos una derivada parcial de orden k de P(X,Y,Z) no es cero en
el punto A. Entonces:

s El punto A se llama punto de multiplicidad k de la curva.

» Las k lineas (iguales o distintas) a través de A que tienen con la curva
una interseccion de multiplicidad k + 1 se llaman tangentes a la curva
en A.

Por supuesto, como de costumbre, utilizaremos la terminologia:
= punto simple para el punto de multiplicidad 1;
= punto doble para el punto de multiplicidad 2;
= punto triple para el punto de multiplicidad 3.

Proposiciéon 2.2.8. Si una curva B de grado n > 2 admite los puntos
Ay, -, Ag con sus respectivas multiplicidades 1y, - -+ | 1, entonces

k

> Ll —1) <n(n—1).

i=1

Proposicion 2.2.9. Sea f(X,Y) € R[X,Y] un polinomio no constante y
ademds sin factores mailtiples. Entonces hay a lo mucho un numero finito de
puntos (X,Y) tal que f(X,Y) =0 y las derivadas de f se anulan en (X,Y).

Demostracion: Sea (a;, b;)ier la familia de puntos tales que f(a;, b;) = 0,
%(ai, b;) =0, %(ai, b;) = 0. Hay que probar que s6lo hay un namero finito
de tales puntos. Sea F(X,Y,Z) el polinomio homogéneo asociado a F. Asi
f(X)Y)=F(X,Y,Z) y los factores de los polinomios f y F' se corresponden
término a término. Los polinomios f y F tienen el mismo grado, a decir; n.

Por la férmula de Euler

OF OF OF

Aplicando la férmula de Euler (B.2.18) a los puntos (a;, b;, 1) obtenemos
g—g(ai, b;, 1) = 0. Por lo tanto, los puntos (a;,b;,1) = 0 son puntos multiples

de la curva proyectiva compleja F(X,Y, Z) = 0.
Por suposicion, f(X,Y)y F(X,Y,Z) no tienen puntos miltiples, por lo
tanto F'(X,Y, Z) no tienen ningin factor multiple como polinomios reales. Si



2.2 Acerca de singularidades 45

podemos demostrar que analogamente F (X, Y, Z) no tiene factores multiples
en C[X,Y, Z], entonces el nimero de puntos multiples de F(X,Y,Z) esta
limitado por n(n — 1). Por lo tanto, hay como mucho n(n — 1) puntos (a;, b;)
como arriba.

Recordemos que dividiendo todos los coeficientes en sus partes reales y
sus imaginarias, cada polinomio complejo a(X,Y, Z) puede escribirse como
a(X,Y, 7)) = B(X,Y,Z) +iy(X,Y, Z) donde v y 8 son polinomios con co-
eficientes reales. Esto muestra de inmediato que dado un polinomio real no
constante §(X,Y, Z), si @d es un polinomio real, entonces v(X,Y, Z) = 0. En
otras palabras, si un real no constante El polinomio 6(X,Y, 7) divide otro
polinomio real en C[X,Y, Z], lo divide en R[X,Y Z].

Sustituir los coeficientes de o por sus conjugados produce a(X,Y, Z) =
B(X,Y,Z) —iv(X,Y, Z). De inmediato se deduce que, al igual que para los
ntimeros complejos a(X,Y, Z)a(X,Y, Z) = B(X,Y, Z)* + v(X,Y, Z)?, es de-
cir, un polinomio con coeficientes reales.

Escribimos F(X,Y,Z) = G1(X,Y,Z) - - - G, (X, Y, Z) donde Gi(X,Y, Z)
es irreducible. Hay que probar que cada factor G es simple. Como F' tiene
coeficientes reales, al pasar los conjugados obtenemos

F(X7Y>Z) - G_l(X,Y,Z) o CTY_m(X>sz)

Es claro que los G}, siguien siendo irreducibles, porque la conjugacién es
un homomorfismo de campos. Si algin G tiene coeficientes reales, divide
F(X,Y,Z) en R[X,Y,Z] . Por lo tanto, por suposicion, es un factor simple.

De lo contrario, por unicidad de la descomposicién en factores irreduci-
bles, existe un indice j distinto de k tal que G; = G},. Entonces GG, = Gkéj
es un polinomio con coeficientes reales que divide a F'(X,Y, Z). Por suposi-
ciéon, es un factor simple. Dividir por este polinomio y repetir el argumento
permite concluir que todos losGy, no reales también son factores simples. >
Reemplazar un factor multiple de f(x,y) por el mismo factor con el grado
1 no modifica el conjunto de puntos (x,y) tal que se se siga cumpliendo la
ecuacion f(z,y) = 0. Esta proposicion no es realmente una restriccion, en lo
que respecta al estudio de las curvas. Lo cual sugiere modificar la definicion
2.1.6.

Recordemos que una funcion es de clase C! si sus derivadas parciales de
orden uno son continuas.

Definicion 2.2.10. Por una ecuacion cartesiana de una curva plana, se
entiende una ecuacion F(x,y) =0 donde:
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» F:R? = R es una funcion de la clase C*

n ezisten soluciones (x,y) donde al menos una derivada parcial de F' no
se anula;

» hay a lo mds un nidmero finito de soluciones (x,y) donde ambas deri-
vadas de F se anulan.

Definiciéon 2.2.11. Sea F(x,y) = 0 una ecuacion cartesiana de una curva
plana. Los puntos (x,y) de la curva donde ambas derivadas parciales de F
desaparecen se llaman puntos multiples de la curva.

En el ejemplo 2.2.1, el punto (0,0) es un punto multiple (B.2). Pues las
parciales desaparecen en ese punto. Si definimos puntos miltiples cuando
la curva estd dada por una ecuacion cartesiana, nos enfrentamos al desafio
de definir una nocién correspondiente para una representacion parameétrica.
Pues en la proposicion 2.1.9 se considera que al menos una de las parciales
es distinta de 0, por lo que no se estaria cumpliendo esta proposicion. Para
el caso de una representacion paramétrica, podriamos considerar aquellos
puntos donde que cumple:

Definicién 2.2.12. Dada una representacion paramétrica f :|a,b[— R? de

clase C* de una curva, un punto de pardmetro t es singular cuando f'(t) =
(0,0).

Observacion 2.2.13. “Ser un punto singular” es una propiedad de la repre-
sentacion paramétrica que no necesartamente exhibe una “singularidad” del
subconjunto correspondiente de R?. Por ejemplo la cispide puede definirse
como una curva algebraica 23 — y?> = 0, o como una curva parametrizada,
g(t) = (t3,t3). Con cualquiera de las definiciones que tenemos sobre pun-
tos singulares, encontramos un punto singular en (0,0). Sin embargo, un
nodo como el de y* — 23 —x? = 0 en (0,0) es una singularidad de la cur-
va considerada como curva algebraica, pero si usamos la parametrizacion
g(t) = (t* — 1,t(t> — 1)), ¢'(t) nunca se anula, por lo tanto el nodo no es
singularidad de la curva parametrizada.

Observacion 2.2.14. Ser un “punto singular” para una representacion pa-
ramétrica no es en absoluto equivalente a ser un “punto mulliple” para una
ecuacion cartesiana correspondiente.



2.2 Acerca de singularidades 47

Ejemplo 2.2.15. Sea [ : R — R?, definida como f(t) = (t3,0), una repre-
sentacion paramétrica de clase C™ de el eje x, ademds admite la ecuacion
cartesiana y = 0. Asi, f'(t) = (3t%,0), evaluando en el punto (0,0) obte-
nemos f'(0) = (0,0). Entonces el punto (0,0) es un punto singular de la
representacion paramétrica f. Pero el punto (0,0) no es un punto maltiple
de la curva algebraica y = 0 cuando se parametriza por g(t) = (t,0).

Hemos notado que las representaciones paramétricas no son adecuadas
para el estudio de puntos multiples en el sentido de la teoria de las curvas
algebraicas. Al trabajar con una representacion paramétrica f, podriamos
tratar de decir que un punto P € R? es multiple si P = f(f) para varios
valores del parametro t. Pero luego todos los puntos del circulo f : R — R?,
definida por f(0) — (cosf, senf) son miltiples, e incluso tiene multiplicidad
00.

De hecho para puntos multiples en representaciones paramétricas f, son
cuando existen ty,ty € [a,b) 0 t1,t2 € (a,b] tales que f(t1) = f(t2) con t;
dinstinto de t5. Ahora sabemos que definir una curva es cuestion de eleccién,
pues si fortalecemos condiciones o hacemos ciertas restricciones es imposible
mantener a todos los ejemplos que queramos conservar. Pues las definiciones
en el ambito de ecuaciones paramétricas y ecuaciones cartesianas no son
equivalentes.

En nuestro caso, nos quedaremos con las definiciones 1.5.16 y 2.2.10.






Capitulo 3

Definiendo la tangente

En este capitulo abordaremos los intentos por construir tangentes a cur-
vas. Desde la nocion de los griegos hasta algunos matematicos del siglo X VII.
Daremos algunos ejemplos de los intentos por construir tangentes, hablare-
mos del método de Fermat, y el Barrow. También abordaremos la idea de
Newton con su teorfa de fluxiones, para esto nos basaremos principalmente
en [21] y en [14].

Hacia 1640 ain no habia una definicion de tangente aceptada por los
mateméaticos de la época. Se manejaba a la tangente desde varios puntos de
vista o con definiciones diferentes, algunos con aspectos geométricos, otras
en aspectos dindmicos y otras en la idea de limite.

3.1. Estatica de la tangente a curvas

Rescatemos la idea de Descartes de “curva”, él distinguia entre “curvas
matematicas” que podian ser definidas mediante una ecuaciéon algebraica
indeterminada de dos incognitas, que correspondian a segmentos rectilineos
variables, y “curvas mecanicas” que para su definicién requieren longitudes
de arco de otras curvas.

Utilizar el término de mecénica aplicado a algunas curvas es ambiguo
ya que muchas “curvas matematicas” pueden obtenerse de forma mecanica
mediante un movimiento continuo o una superposiciéon de movimientos con-
tinuos. Por ejemplo, la elipse se puede obtener mediante composicion de dos
movimientos continuos, de alejamiento y acercamiento a los focos. Se debe
entender como hace Descartes en “La Geometrie”, que una curva es mate-
maética cuando la relacion de los movimientos que la definen “es exacta”, es
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decir, puede ser expresada algebraicamente; en otro caso la curva serd mecé-
nica. Fermat coincide plenamente con Descartes en estas concepciones sobre
curvas. Las del primer tipo tienen la propiedad especifica expresable solo
mediante lineas rectas. Para las segundas la propiedad especifica requiere
ser expresada no sélo mediante segmentos de rectas sino también mediante
segmentos curvilineos.

Figura 3.1: tangente a un circulo.

Los matematicos de la antigiiedad sabian como trazar tangentes a diversos
tipos de curvas. Ellos definian la tangente a un circulo como la recta que tiene
un punto en comin con el circulo y ademéas esta recta no corta a la curva
(Figura 3.1). A finales del siglo IV a.C., Euclides present6 en los Elementos
de Geometria los resultados relativos a la tangente al circulo, destacamos los
siguientes:

Definiciéon 3.1.1. “Se dice que es tangente a un circulo la recta que, tocando
el circulo y siendo prolongada, no corta el circulo.” ( [15], p.105)

Proposicion 3.1.2. “La (recta) trazada por el extremo del didmetro de un
circulo formando dngulos rectos (con el mismo) caerd fuera del circulo, y no
se interpondrd otra recta en el espacio entre la recta y la circunferencia; y
el angulo del semicirculo es mayor y el restante menor que cualquier dngulo
rectilineo agudo.”
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Proposicion 3.1.3. “En un punto dado de un circulo existe una tangente
unica, a saber, la perpendicular al diadmetro.”

Figura 3.2:

El concepto de tangente de los griegos es estatico y, naturalmente, geo-
métrico. Pero esta definicién no era satisfactoria para otro tipo de curvas.
Por ejemplo en la Figura 3.2, observamos que la recta tangente t en el punto
D corta a la representacion grafica de la curva en otro punto.

Una tangente a una linea recta deberfa ser ella misma, por lo que no
tendriamos un punto tnico de interseccion. Por ejemplo tenemos la Figura
3.3, donde tenemos un solo punto en la curva, pero varias rectas que podrian
ser tangentes.

3.2. Fermat y su método para la tangente a una
curva

En el siglo TIT a.C., Apolonio defini6 la tangente a una seccién codnica
como la recta trazada por el extremo de un diametro paralelamente a las
ordenadas al didmetro, y procedi6 a determinarla en cada caso. Las técnicas
para el cédlculo de tangentes eran, por supuesto, geométricas. Para curvas
como la espiral de Arquimedes o la concoide de Nicomedes estas técnicas no
eran de gran utilidad. Arquimedes sabia trazar las tangentes a su espiral y se
cree que para ello considero el problema desde un punto de vista cinematico,
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A

Figura 3.3: tangentes.

calculando la direcciéon instantanea del movimiento de un punto que genera
la espiral.

Arquimedes ya habia dado el salto conceptual de considerar una curva
como la trayectoria de un punto movil, y en este contexto tratd la tangente
de la siguiente manera:

Definicién 3.2.1. La tangente a una curva es la linea en la direccion del
movimiento instantdneo de un punto que viaja en esa curva.

O bien, la tangente a la curva es la linea que pasa por el punto y se dibuja
en la direccién del movimiento instantaneo del punto.

Figura 3.4: espiral de Arquimedes.
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Arquimedes luego calcul6 la tangente a ciertas curvas “descomponiendo”
el movimiento en una combinaciéon de movimientos lineales y circulares, y
suponiendo que la direccion de la tangente se puede descomponer de manera
analoga. Arquimedes en su tratado titulado “Sobre las espirales”, describe la
espiral de Arquimedes (Figura 3.4), basada en el movimiento de un punto,
de la siguiente manera:

Definiciéon 3.2.2. Si una linea recta que permanece fija en un extremo, se la
hace girar en el plano con velocidad constante y, al mismo tiempo, se mueve
un punto sobre la recta con velocidad constante comenzando por el extremo
figo, el punto describe en el plano una espiral.

Esta definicion tiene naturaleza dinamica, a diferencia de las definicio-
nes estaticas del circulo o las conicas. Esta definicion anticipa la definicion
moderna de una curva en términos de una representaciéon paramétrica.

Ejemplo 3.2.3. La construccion de Arquimedes de la tangente a su espiral.

Construccion:

El movimiento global tiene dos componentes de movimientos uniformes,
el resultante del movimiento lineal del punto en la linea y el resultante del
movimiento circular de la linea.

La componente resultante del movimiento lineal uniforme del punto en
la linea se expresa mediante un segmento orientado a lo largo de esta linea.
Su longitud es la distancia recorrida en la linea durante una unidad de tiem-
po, durante el tiempo necesario para que la linea haga media vuelta. Esta
longitud es entonces la mitad de la distancia entre dos vueltas de la espiral.

Para obtener la componente del movimiento resultante del movimiento
circular uniforme, consideramos el circulo centrado en el centro de la espiral
y que pasa por el punto en el que desea calcular la tangente;

La componente circular del movimiento es un segmento en la direccion
de la tangente a este circulo, esta componente tiene una longitud igual a la
distancia recorrida en este circulo durante una unidad de tiempo, es decir, la
mitad de la longitud del circulo.

Al agregar estos dos componentes mediante la regla del paralelogramo,
Arquimedes obtiene la direcciéon de la tangente. De hecho este paralelogramo
es un rectangulo pues por la proposicion 18 [15]: “En un punto dado de un
circulo existe una tangente tnica, a saber, la perpendicular al diametro.” <
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Los gedmetras griegos no podian mediante construcciones de regla y com-
pés dibujar un segmento cuya longitud es igual a la longitud del circulo. En
la Figura 3.5, se tiene un punto en la espiral que se puede mover, la tangente
a la espiral en ese punto, el radio que une el origen con ese punto en la es-
piral, la circunferencia con centro en el origen y ese radio, la perpendicular
al radio por el origen y el punto de interseccién de esa perpendicular con la
tangente. La subtangente polar es el segmento naranja entre esa interseccion
y el origen.

Figura 3.5: espiral.

Arquimedes tenia como objeto el estudio de la espiral como medio para
el calculo del perimetro de la circunferencia y problemas como la cuadratura
del circulo y la triseccion del dngulo.

En 1636, el matematico francés Roberval sistematizo la idea de Arquime-
des de calcular lo que llamo la linea conmovedora. Aplico este método a una
amplia variedad de curvas: varias espirales, los concoides, la cicloide, etc. En
la década de 1630, Fermat y Descartes propusieron métodos para calcular
la tangente a una curva dada por una ecuaciéon polinomica F(z,y) = 0. La
ideas era que una tangente es una linea que tiene un “punto de interseccion
doble” con la curva. En esa época era algo de manera idonea para resolver el
problema de la tangente, hoy en dia la geometria algebraica ha formalizado
esta idea (véase definicion 2.2.7).

Fermat, como una aplicaciéon de su método de maximos y minimos, deter-
mind en el “Methodus” la tangente a una parabola. La tangente seré conocida
si, dado el punto de tangencia, puede determinarse el punto de interseccion
de la tangente con el eje de la parabola. Para determinar este punto basta



3.2 Fermat y su método para la tangente a una curva 55

con encontrar la proyeccion sobre el eje, del segmento de tangente compren-
dido entre el punto de tangencia y el punto de interseccion; esta proyeccion

es llamada la subtangente.

Sk D A Q

Figura 3.6: tangente a la parabola

Ejemplo 3.2.4. Vamos a estudiar el ejemplo del cdlculo de la tangente a la
pardbola.

Solucion: Consideremos la parabola DB de eje D(@), como en la Figura
3.6. La idea de Fermat es aplicar su método de maximos y minimos para
hallar la tangente a la parabola en el punto B. Notemos que el segmento E'A
es la subtangente a la pardbola en un punto dado B, el vértice de la pardbola
es F.

Supongamos que BE es la recta que buscamos, tomemos un punto arbi-
trario B sobre BE y tracemos el segmento AO paralelo a la ordenada Q) B,
donde P es el punto de interseccion de este segmento con la parabola.

De la desigualdad AO > AP y de la propiedad caracteritica de la parabola
que se expresa de la siguiente manera:

DQ QB?

DA~ AP? (3:1)
obtenemos 5 B2

be > @ (3.2)

DA~ AO%*
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Como los triangulos FAO y EQB son semejantes, tenemos

QB*  EQ?

AO? ~ EA? (3:3)
por lo tanto,

DQ EQ?

DA Az (3.4)

Por comodidad renombraremos E'(Q) = a, donde a es incognita, DQ) = d
y AQ) = e, aplicando en 3.4, tenemos

2
d i e (a i e)? (3:5)
ast
a’d + e*d — 2aed > a*d — d’e. (3.6)
Ahora siguiendo a Fermat,adigualamos
a’d + e*d — 2aed ~ a*d — a’e. (3.7)
Siguiendo el método, elimina términos comunes para obtener,
e*d — 2aed ~ —ad’e. (3.8)
Se dividen todos los términos de 3.8 por e, se obtiene
ed — 2ad ~ —a?. (3.9)

En la adigualdad 3.9 Fermat ignora el término ed, que es el tinico que contiene
e, se obtiene

—2ad ~ —a?. (3.10)
Reemplaza 3.9 por

—2ad = —a* (3.11)
Finalmente, resuelve 3.11, para obtener a = 2d; es decir, EQ = 2DQ). <

Descartes en una carta dirigida a Mersenne en enero de 1638, critico el
trabajo de Fermat “el Methodus”, pues segiin Descartes, Fermat no habia
resuelto alli ningin problema de maximos y minimos cuando determiné la
tangente a la pardbola, y que a pesar de haber obtenido el resultado correcto,
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el método empleado no podia ser aplicado en general. Para responder a estas
criticas, Fermat desarroll6 una memoria en junio del mismo ano, la cual esta
contenida en “Méthode expliquée”.

Descartes habia interpretado que la tangente era encontrada como la rec-
ta que en algtin sentido da el méximo desde un punto del eje de las abcisas a
la curva. Sin embargo Fermat en esta obra, utiliza la normal, tal vez influi-
do por Descartes quien habia establecido un prodecidimiento general para el
calculo de la normal a una curva algebraica. Fermat calcula la normal ca-
racterizandola como la recta que da la longitud minima. En efecto, dado un
punto P sobre la curva y = f(z), O hasta la curva, entonces la recta OP es
la normal a la curva en P (Figura 3.7).

Figura 3.7: normal.

Veamos un ejemplo de la explicacion dada por Fermat de su procedimiento
para encontrar la tangente en un punto dado a una curva cuya ecuaciéon es
conocida.

Ejemplo 3.2.5. Supongamos dada la curva, que la ecuacion de esta es
F(z,y) = 0 y que su representacion grdfica es la Figura 3.8. Queremos en-
contrar la tangente a la curva en el punto B de coordenadas (u,v).

Solucion:

Hagamos EC' = a, la cual es la subtangente en el punto B y IC = e.
Como los triangulos FOI y EBC' son semejantes, entonces % = “T*e, de
donde €L = ¢ por lo tanto

a+e
10 =% ¢ (3.12)

a
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Observamos que cuando O esta muy cerca de B, [0 es casi igual a PI y, por
lo tanto, es muy proximo a x y v%e es muy proximo a v. Asi planteando la
adigualdad (A.4),

a+te

f (u +ev ) ~ f(u,v). (3.13)

Pero como f(z,y) = 0 se tiene que f (u +e, v“”) ~ 0. Esta es la adigualdad

a
a la que Fermat aplica su método de maximos y minimos para encontrar a,

en términos de u y v. <

/-P

N

Figura 3.8: F(z,y) =0

El enfoque de Fermat tiene la ventaja de ser aplicable a curvas de gra-
do arbitrario, sin siquiera la necesidad de utilizar ejes rectangulares (ejes
del plano cartesiano). Para determinar la tangente en algtin punto (z,y) de
una curva, Fermat considera un punto de la curva “cerca de (z,y)” y cuyas
coordenadas estan escritas (x + Az, y + Ay). Cuando el segundo punto esta
“infinitamente cerca” del primero, el radio ﬁ—z es la pendiente de la tangente
(Figura 3.9).

El método de Fermat es practicamente el mismo que usamos hoy en dia,
con la diferencia que ahora usamos limites. Descartes también inventd un
método para encontrar la tangente a una curva (para mas informacion ver [1])
el cual es semejante al de Fermat, pero que no trataremos en este trabajo. Su
método era de caracter puramente algebréico y aplicable para algunas curvas
para las cuales el método de Fermat funcionaba.
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(z+Az,y+Ay)

Figura 3.9: tangente.

3.3. Tangentes a ciertas curvas

En la memoria “Doctrinam tangentium”, Fermat presenta una version
més sofisticada del método de las tangentes, obteniendo tangentes a curvas
clasicas como la cisoide, concoide, cicloide y cuadratriz. Pero los éxitos de
Fermat se verian limitados ya que la expresion de la curva F(z,y) = 0 debe
ser tal que permita el desarrollo de las operaciones que deben realizarse para
implementar el método de méximos y minimos, que en un principio no era
posible para “curvas mecanicas”. En esta secciéon veremos algunos ejemplos
de tangentes para algunas curvas de esta naturaleza.

Figura 3.10: folio de Descartes.
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Ejemplo 3.3.1. El folio de Descartes, que tiene como representacion grdfica
a la Figura 3.10 y cuya ecuacion puede escribirse en coordenadas rectangu-
lares como hoy en dia asi:

flx,y) = 2° +y° — nay = 0.

Soluciéon: En la ecuacion anterior, n = 3b, con b un parametro. Sea B
el punto de la curva con coordenadas (u,v) en donde queremos encontrar la

tangente.
Tenemos
3
f (u+e,va+€> = (u+e)+ [va+e] —n(u+ e)v (a+e)
a a
B u3+3u2e~|—3u62+63+vg(a3 +3a’e + 3ae® +¢*)  (nuv + nev)(a +e)

as a
3 3 323
— 0+ 3ue 4 3ue + & +of + 22 200
a

a2
e3v? enuw e’nv
+ = —nuv — o —env — .
a
5 3 s 30 nuww
= (u +v°—nw)+ | 3u"+ — — — —nv | e+
a a
3 3 3
<3u + @) e+ (1 + U—g) . (3.14)
a a a

Como B esta en la curva, se cumple que u® 4+ v — nuv = 0 y, por tanto

3
a

a a
3 3 3
+ (3u + - @) e + (1 + U—3> . (3.15)
a a a
Ahora aplicando el método de méximos y minimos a la adigualdad

33 33 3
(3u3+i_w_m)e+(3u+i2_@)62+(1+“_3)6m.
a a

a a a
(3.16)

Dividimos por e, para obtener

3 3v* ’
(300420 -2} (s 25 - ) et (14 ) 0 017
a a a a a
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Hacemos e = 0 y seguido de igualar todo a cero, tenemos

3 3
g2+ - =0, (3.18)
a a

Despejando el término a, obtenemos

3u? —nv = — (3—1)3—@>
a a
a(3u* — nv) = —(3v° — nuw)
3v3 — nuww (3.19)
T T3 —
30?2 — nu
“T T2 Zaw

Que es la subtangente del folio. <

Fermat desarrolla un método paralelo al trazado de las tangentes de las
curvas mecanicas. Fermat, sabia que a la cicloide a la que llama la “Curva
de Roberval” no se le pueden aplicar directamente los métodos desarrollados
hasta ahora, porque es una curva de naturaleza esencialmente diferente a
la parabola, elipse, cisoide, concoide , folium, etc., ya que en su definicién
interviene una longitud de arco. El concepto de “adigualdad” sufre una meta-
morfosis profunda hacia la nocion infinitesimal de “aproximadamente igual”,
con el establecimiento de dos principios ( [19], p.178):

= “Se pueden sustituir las ordenadas de las curvas por las ordenadas de
las tangentes ya halladas.”

= “ Se pueden sustituir las longitudes de arco de las curvas por las partes
correspondientes de las tangentes ya halladas.”

El primer principio viene a ser la consideracion por “adigualdad” de la pro-
piedad especifica de la curva, no sobre la propia curva sino sobre la tangente,
mientras que el segundo, es un verdadero principio de rectificacion.

Definicion 3.3.2. La cicloide (Figura 3.11) es la trayectoria de un punto
figo de un circulo, este circulo rueda sobre una linea.

Ejemplo 3.3.3. Veamos como con base en estos principios, Fermat realiza
la admirable construccion de la tangente a la cicloide.
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Figura 3.11: cicloide.

Solucion: Consideramos la cicloide HC'G con vértice en (', cuya circun-
ferencia generatriz es CMF, que ilustramos en la figura 3.11, sea RB la
tangente en un punto cualquiera, a decir R. Sea CD = x, RD = f(z),
MD = g(x) y DB = a. Segin la propiedad caracteristica de la cicloide,
tenemos que:

f(x)=RM + MD = arcCM + g(z). (3.20)

Hagamos DFE = e y tracemos la paralela NE a RD, que corta a RBen Ny
a la circunferencia en O.

4 : RC _ DB
Como los tridngulos RDB y NEB son semejantes, entonces 1= = 75-
Es decir, —J;V(IE) = % asi
a—e

NE = f(x)l@ - ).

De acuerdo con el primer principio, reemplazamos la ordenada f(x — e)
de la curva por la correspondiente ordenada de la tangente, es decir,

f) =9

a

Por la propiedad caracteristica de la cicloide tenemos que f(x —e) =
arc(CO) + g(x — e). Pero, arc(CO) = arc(CM) — arc(OM), reemplazando
estas dltimas un en la otra, obtenemos

flx—e)) =arc(CM) — arc(OM) + g(z — e). (3.22)

~ f(x —e). (3.21)
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Por otro lado, sea M A = d, la tangente a la circunferencia CMF, que
cortaa NE enV | ysea AD = b, la subtangente a ésta en el punto M. De
la Figura 3.11, vemos que el tridngulo M D A es semejante al tridngulo V EA,

MD _ DA glz) _ b

por lo tanto {7 = &7, es decir 77 = 2, por lo tanto

VE = g(x)@. (3.23)

Una vez mas aplicamos el primer principio, asi

o0 ga ) (3.24)

Por el segundo principio, podemos reemplazar ahora las longitudes de arco
de las curvas por las partes correspondientes de las tangentes ya halladas y,
por lo tanto, arc(OM) ~ MV . Por semejanza de los triangulos MDAy VEA
tenemos MV = df, asi

d
arc(OM) ~ MV = f (3.25)
Reemplazando 3.25 y en , tenemos
d b—
flz —e) ~arc(CM) — 4 g(x)( e)‘ (3.26)

b
Y reemplazando 3.20 y 3.26 en 3.21, tenemos

(arc(CM) + g(z))(a —e) ~ are(CM) — de o) (b—e)
a b e

b

(are(CM)  (arc(CM) a e de b e
— - —— ~ CM)——+- — - )
o TR Sga) — Sgfa) ~ are(OM) — T+ o) — Tg(a)
(3.27)
Eliminamos términos comunes,
(arc(CM) e de e
—e——t — — ~——— = . 2
e —9(@) 9@ (3.28)
Ahora, dividimos todos los términos por e, obtenemos —M — @ ~
—% — %z). Igualando ——MC(SM) — @ = —% — &If), es decir,
arc(CM) + g(z) _ d+ g(x) (3.20)

a b
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Reemplazamos 3.20 en 3.29,

f@)  d+g)
a b

(3.30)

Por el Teorema de Pitdgoras, tenemos d? = g(x)? + b?, de donde b* =
d* — g(x)* = (d+ g(x))(d — g(x)). Asi
b d+g(z)
= ) 31
d— g(x) b (3:31)

Sea S en centro de la circunferencia generatriz y r el radio. Como AM S
y SM D son tridngulos semejantes, entonces

d b g

B , 3.32
r  glr) r—=x ( )
Por proporciones de la primera y tercera fracciéon, obtenemos Td__(f(_a”gz) = ‘;i
De donde p J
d-gl@) _d (3.33)
x r
Pero como en 3.32 % = %w), obtenemos en 3.33 d_%(m) = T‘x). Por lo tanto,
x  d—glz) '
Igualando 3.31 y3.34 obtenemos
d

T b

Por ultimo, igualando 3.30 y 3.35, tenemos @ ===

La construccion de Fermat de la tangente a la cicloide es un ejemplo de
utilizacion de todas las técnicas desarrolladas por Fermat sobre el tema de
méximos y minimos y tangentes. El método de tangentes de Fermat tuvo gran
importancia para la invenciéon del cdlculo infinitesimal por parte de Newton.

o)

3.4. Barrow y su método para tangentes

Segtin Boyer, hacia 1652, René Francois de Sluse (1622-1685) obtuvo un
método para determinar la recta tangente a una curva dada por una ecuacion
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de la forma F(z,y) = 0. Este procedimiento se basaba en la determinacion
de las subtangente como el cociente obtenido situando en el numerados los
términos del polinomio F(z,y) que contengan la variable y, y en el denomi-
nador los términos en los que aparece la variable x, multiplicando cada uno
de ellos por el exponente de x y divididos todos ellos por .

Isaac Barrow (1630-1677) preparaba sus obras como “Lectiones opticae”
de 1669 y “Lectiones geometricae” de 1670. En estas obras ofreci6 un pa-
norama de los métodos infinitesimales en su época, obteniendo teoremas
geométricos, que representaron un gran avance para el calculo. Encontra-
mos problemas de cuadraturas, de tangentes o de rectificacion de curvas, asi
como la primera demostracion de lo que hoy en dia llamamos Teorema Fun-
damental del Célculo Integral, es decir, el caracter inverso de los problemas
de tangentes cuadraturas. El método de tangentes de Barrow se incluye como
apéndice a la Leccion X de sus “Lectiones Geometricae”.

El método de Barrow para calcular tangentes inicia de la siguiente manera
(Figura 3.12):

“Sean AP y PM dos lineas rectas dadas, PM cortando a la curva dada
en M,y supongamos que MT corta a la curva en M y a la recta AP en T

A /T Q P
Figura 3.12: F(x,y) = 0 y su tangente.

Primero hay que encontrar el segmento PT (subtangente) para esto, con-
sideramos un arco de la curva (Figura 3.13) M N infinitamente pequenio.
Trazamos N@Q y NR paralelas a M P y QP respectivamente. Sean M P = m,
PT =t, MR =ay NR = e. Comparamos el segmento M R con el segmento
N R y observamos las siguientes reglas:
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/i':p

Figura 3.13: F'(x,y) = 0 y su tangente.

= En el cdlculo se omitiran todos los términos conteniendo potencias (su-
periores a uno) de a o e, o productos de ellos.Esto ocurre porque estos
términos se consideran infinitesimales respecto a los restantes y, por
tanto, pueden omitirse.

= Después de formar la ecuacion, descartaremos los términos que con-
sisten en letras significando cantidades determinadas o conocidas, o
términos que no contienen a o e (estos términos pasandolos a un lado
de la ecuacion seran siempre igual a cero).

= Se sustituye m por a y t por e, de aqui se encontraré la cantidad PT.

Ahora aplicando estas reglas, denotamos AP = p, entonces, las coorde-
nadas de los puntos M y N son M(p,m)y N(p— e, m— a) respectivamente.
Como estos puntos estan sobre la curva F'(x,y) = 0 deben cumplir que

F(p,m)=F(p—e,m—a)=0.

Aplicando la primer regla y segunda regla a F'(p—e, m —a) = 0, tenemos
F(p,m) = 0. Por la regla tres, sustituimos m por a y t por e. Usando que
el triAngulo MTP y el tridngulo infinitesimal M N R son semejantes y, por
tanto, ¢ = % de donde, como m es un dato del problema, podemos hallar la
subtangente t.

Observamos que si N esta en la curva, el triAngulo M N R no es “exac-
tamente” semejante a MTP y realmente estamos identificando el punto N

con el punto sobre la tangente que corta al segmento NR y que estd “muy
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proximo” a V. Por otro lado, notamos que Barrow esta aplicando el tridngulo
caracteristico bajo la idea de que la tangente es la posicion limite en el primer
paso cuando elimina los infinitésimos de orden superior.

Veamos unos ejemplos de este método.

Ejemplo 3.4.1. Consideremos la hipérbola con la ecuacion ”C’"—z — Z—z =1yel
punto P(x,y) que pertenece a la curva. Queremos calcular la pendiente de la
recta tangente a la hipérbola.

Sea P, = (x1 + e,y + a) otro punto cualquiera de la hipérbola, entonces:

(@1 +e) (p+a)?
R

(1 + 2exy +€*)?  yl+ 2ay;, + a?
c? a d?

= 1. (3.36)

Como , )
ry Yy

Igualando 3.36 y 3.37, y cancelando términos tenemos:
2exr; €2 ay;  a?

e tatte =Y

Eliminado potencias de a y e de grado mayor que uno, se sigue que

2ery  2ay;
2 &2 0
de donde la pendiente:
a  d’x?
e c2y1'

Por consiguiente, la ecuacion de la recta con pendiente ¢ en el punto (x1,y1)
estd dada por

Finalmente tenemos obtenemos la ecuacion de la recta tangente de la hipér-

bola.

Ty

c? d?
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Ejemplo 3.4.2. Sea el Folium de Descartes dada por la ecuacion x + y> =
nxy. Queremos encontrar la subtangente.

Sea (r —e)® + (y — a)® = n(x — e)(y — a). Desarrollando tenemos:
23+ 32%e + 3z — & + y® — 3y%a + 3ya® — a® = nay — nxa — ney + nea.

Eliminamos términos con potencias superiores a uno de e o de a, asi como
los productos de e o de a o sus potencias:

23 + 32% + y* — 3y%a = nwy — nxa — ney.
Como 23 + y* = nay se sigue que

—32%e — 3y*a = —nwa — ney <= a(nr — 3y?) = e(32* — ny),

es decir,
a 3z —ny
e nx—3y?
Finalmente tenemos que
y a 32 —ny
m===-=——
t e nxr—3y?

De donde t = g%—jf que es la subtangente, la misma que habia obtenido
Fermat por su método de Maximos y Minimos. <

El método de Barrow es lo que hoy en dia utilizamos en calculo diferencial,
donde las letras a y e son sustituidas por dy y dx, respectivamente. En este
método juega un papel importante el tridngulo caracteristico (triangulo de
lados infinitesimales), que es la clave sobre la que Leibniz construyé poco

después su teoria.

3.5. Leibniz y su nocién de derivada

Las ideas de Leibniz sobre el célculo evolucionaron gradualmente y, como
Newton, escribi6 varias versiones, expresando sus pensamientos maduros. Pa-
ra todos ellos era fundamental el concepto de “diferencial”, aunque esa nocién
también tenia diferentes significados para él en diferentes momentos. Leibniz
ve una curva como un poligono con infinitos lados, cada uno de longitud
infinitesimal. (Recuerde la concepcion griega del circulo como un poligono
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de infinitos lados, con tal curva se asocia una secuencia infinita (discreta)
de abscisas x1, x9, x3, ..., y una secuencia infinita de ordenadas y1, y2, ys, - - -,
donde (z;,y;) son las coordenadas de los puntos de la curva. La diferencia
entre dos valores sucesivos de x se llama el “diferencial” de x y se denota por
dx; de manera similar para dy. La diferencial dx es una cantidad fija no nula,
infinitesimalmente pequena en comparacion con z; en efecto, un infinitesi-
mal. Hay una secuencia de diferenciales asociados con la curva, es decir, la
secuencia de diferencias x; — x;_1, asociada con las abscisas z1, z9, 3, ... de
la curva.

Los lados del poligono que constituyen la curva se denotan por ds (de
nuevo, hay infinitos de tales infinitesimales ds’s). Esto da lugar al famoso
tridngulo caracteristico de Leibniz con lados infinitesimales dx, dy, ds que
satisfacen la relacion (ds)? = (dz)? + (dy)? (ver Figura 3.14).

h

y=fix)
ds

f

dy

Figura 3.14:

Ellado ds de la curva (poligono) se toma como coincidente con la tangente
a la curva (en el punto z). Como lo expresa Leibniz ( [23], p. 234-235): “Solo
debemos tener en cuenta que para encontrar una tangente significa dibujar
una linea que conecta dos puntos de la curva a una distancia infinitamente
pequena, o el lado continuo de un poligono con un niimero infinito de d&ngulos,
que para nosotros ocupa el lugar de la curva. Esta distancia infinitamente
pequena siempre puede expresarse mediante un diferencial conocido como
ds”.

La pendiente de la tangente a la curva en el punto (z,y) es entonces %,
un cociente real de diferenciales, que Leibniz denomina cociente diferencial.

El esfuerzo de Leibniz por una notacién eficiente para su célculo fue parte
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integral de su esfuerzo por encontrar una “caracteristica universal”, un len-
guaje simbolico capaz de reducir todo discurso racional al célculo rutinario.
Edwards ( [14] p. 232) “El célculo infinitesimal de Leibniz es el ejemplo su-
premo en toda la ciencia y las matematicas, de un sistema de notaciéon y
terminologia tan perfectamente emparejado con su tema como para reflejar
fielmente lo basico Operaciones logicas y procesos de la asignatura’.

Una buena notacion ayuda no sélo en la prueba de los resultados, sino
también en su descubrimiento. El calculo de Leibniz prevalecié sobre el de
Newton en gran parte debido a su bien escogida notacion, que, segin él,
ofrece verdades sin ningin esfuerzo de la imaginacion ( [8], p. 208).

A pesar de los grandes logros de Newton y Leibniz, sus respectivas ver-
siones de célculo consistian en gran parte de métodos y problemas poco
conectados, y no eran de facil acceso para el publico matemético. La primera
introduccion sistematica al célculo leibniziano (diferencial) fue dada en 1696
por L’Hospital en su texto “El analisis de lo infinitamente pequeno”, para la
comprension de las lineas curvas. El calculo se desarrolld ain mas durante las
primeras décadas del siglo XVIII, especialmente por los hermanos Bernoulli,
Jakob y Johann.

La principal preocupacion contemporanea del calculo era la geometria de
las curvas: tangentes, areas, volimenes y longitudes de arcos. Por supuesto,
Newton y Leibniz introdujeron un aparato algebraico (simbolico), pero su
motivacion y los problemas a los que se aplicé fueron geométricos o fisicos,
relacionados con las curvas. En particular, esto fue un céalculo de variables
relacionadas por ecuaciones, en lugar de un célculo de funciones.

3.6. La nocion de derivada de newton

Newton (1642-1727)concebia el calculo diferencial en términos de pro-
blemas e ideas de la Fisica y consideraciones geométricas, mientras Leibniz
(1646-1716) lo enfocaba de una manera mas puramente matematica, en tér-
minos de analogias con otras situaciones matemaéticas y haciendo énfasis en
su generalidad, estructuraciéon y aspectos combinatorios y simbdlicos.

Newton introdujo el concepto de las fluxiones lo que hoy se conoce co-
mo derivadas imponiendo asi su punto de vista fisico para obtener la recta
tangente a una curva como el cociente entre las fluxiones. Mientras Leibniz
interpreto la tangente a una curva como en cociente de los infinitésimos .

Durante todo el siglo XVII, las funciones fueron estudiadas méas bien como
curvas. Incluso las funciones trascendentes elementales como las logaritmicas,
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exponenciales o trigonométricas.

Newton da otra versiéon de su calculo en “Methodus Fluxiorum er Serie-
rum Infinitorum” en 1671, que fue publicado en 1736. dio a su célculo el
nombre de teoria de fluxiones. Segun Grattan Guinness [21], Newton con-
cibe las cantidades matemaéticas como el movimiento continuo de un punto
que traza una curva. Cada una de estas cantidades que aparecen x, y, z eran
“fluentes”, y las derivadas (velocidad) las llamaba “fluxiones”, estas tltimas las
denotaba: &, v, Z,.... Los infinitesimales los llamaba momentos de fluxiones
y los denotaba: o, go. Zo, ..., donde “0” es una “cantidad infinitamente pe-
quena”. El problema fundamental es, dada una relacion entre fluentes hallar
la relacion entre sus fluxiones y reciprocamente.

—— e ——

Figura 3.15:

Ejemplo 3.6.1. En la Figura 3.15, Newton suponia que el punto genérico D
se mueve a lo largo de la curva, mientras que su correspondiente ordenada vy,
su abeisa x, el valor z de la cuadratura o en general cualquier otra cantidad
variable relativa a la curva aumentaria o disminuiria, es decir, cambiaria o
“fusria’.

Siguiendo a Grattan Guinness: “la manera en que las fluentes varian con el
tiempo es arbitraria. Newton a menudo hace, por simplicidad, una suposicion
adicional sobre el movimiento de las variables, suponiendo que una de las
variables, digamos x, se mueve uniformemente, de modo que & = 1. Tales
suposiciones se pueden hacer porque los valores de las fluxiones en si no son
de interés, sino mas bien de otro radio, tal como %, que da la pendiente de
la tangente.
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Newton pensaba que las dificultades de fundamentacion que planteaba el
uso de incrementos “pequenos” de las variables, se solucionaba al considerar
cantidades que se mueven en el tiempo. Estos incrementos por ser tan pe-
quenos podian despreciarse, no son nulos y se puede dividir con ellos. Los
incrementos correspondientes que experimentan las variables los podemos
expresar en términos de fluxiones: sea o un incremento de tiempo infinitesi-
mal, entonces los incrementos correspondientes de las fluentes z, vy, z, ... son
respectivamente o, yo. zo,. . ..

En el siguiente ejemplo se vera como calcular la razon de y a z.

Ejemplo 3.6.2. Consideremos la curva de ecuacion
2® — az® + avy — v =0 (3.38)

Sustituimos en 3.38 x e y por x + & e y + y respectivamente, obtenemos

(2% + 3i0x? + 3i%0*r + 7°0°) — (az® 4 2atox + ai’o?)
+ (azy + atoy + agox + aiyo?)
— (4 + 3goy® + 35%0%y + §°0%) = 0. (3.39)

Eliminando 2 — ax? + azy — y3, que es igual a cero, por 3.38, dividiendo
por a y despreciando los términos en que figure el factor o, tenemos

3ia? — axdx + ady + ayr — 3yy* = 0,

de donde se puede despejar la razéon de y a z,

vy 3x? —2ax + ay
& 3y2—axr
<
Notamos que el numerador y el denominador en 3.6 son (excepto por un

signo) las derivadas parciales f, y f, de f(x,y) = 2® —az® + azy — ?, el lado
derecho de la ecuacion de la curva. Asi

vy _Ir

T fy

Esta relacion esta implicita en los algoritmos con los que Newton resolvid
problemas de tangentes, maximos y minimos, y curvatura.

(3.40)
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En “Principia mathematica philosophiae naturalis” (1686), Newton hace
una presentacion del calculo bajo la forma de demostraciones geométricas
de tipo sintético y casi con total prescindencia de calculos analiticos. Boyer
( [9], p- 197) menciona que Newton contintia influido por las concepciones
del siglo XVII con respecto a los indivisibles geométricos tltimos, aunque es
conciente de las dificultades involucradas en un punto de vista ingenuo sobre
los infinitesimales.

Newton consciente de las dificultades de rigor que tienen estos concep-
tos, posteriormente refina su interpretacion en “De Quadratura Curvarum?”,
escrito en 1676 y publicado en 1704. Aqui habla de “ultimas proporciones”
(“ultimate ratios”). Dice: “Por ultima proporcion de cantidades evanescen-
tes debemos entender el cociente de cantidades, no antes de que desva-
nezcan, ni después, pero tal como van desvaneciendo”. Lo que intuitiva-

mente viene a ser nuestro concepto de derivada interpretada como limite

_ Vi flEth)—f(2)
fl(z) = }g% 7

Asi vemos como Newton desde un primer momento, por influencia carte-
siana, habia puesto en relacion la geometria analitica con la mecanica. Ya de
su profesor Barrow, habia aprendido a considerar las curvas desde un pun-
to de vista cinemético: su andlisis de curvas era un andlisis de puntos en
movimiento. Es importante notar que el calculo de Newton (y de Leibniz)
es un calculo de variables y ecuaciones que relacionan estas variables; no es
un calculo de funciones. De hecho, la nocién de funciéon como un concepto
matematico explicito surgié solo a principios del siglo XVIIT (véase seccion
1.1).

Newton considera el movimiento de un punto en una curva, con la ecua-
cion f(z,y) = 0 dice, como la composicion de los movimientos horizontales
y verticales con velocidades z e y respectivamente (ver Figura 3.16), y desde
la direccion del movimiento de un punto en la curva a lo largo de la tangente
a la curva, se deduce que la pendiente de la tangente a la curva f(x,y) =0
en un punto (z,y) en la curva es % Pero y = %, T = ‘fi—f, por lo tanto % = g—g
(nuestra notacion). Es decir, la pendiente de la tangente, la derivada, es un
cociente de fluxiones.

Euler logré un avance conceptual fundamental, a mediados del siglo X VIII.
Fue para hacer del concepto de funcién la pieza central del calculo. Asi, el
calculo no se trata de curvas, afirmé Euler, sino de funciones. La derivada
(cociente diferencial) y la integral no son simplemente abstracciones de las no-
ciones de tangente o velocidad instantdnea por un lado, y de drea o volumen
por el otro, son los conceptos basicos del calculo, que deben ser investigados
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flx,y)=0

Figura 3.16: f(z,y) =0

y estudiados por derecho propio. Euler no fue el primero en introducir la
nocioén de funcién, pero fue el primero en hacerlo central considerando que el
calculo es la rama de la matematica que se ocupa de las funciones. Pero un
“decreto”, incluso por un Euler, no podria cambiar la practica matematica de
la noche a la manana. Los matematicos del siglo XVIII no adoptaron facil-
mente las funciones como algo central en su materia, especialmente porque
las variables parecian servirles bien.



Capitulo 4

Tangentes

En esté ultimo capitulo daremos la definicién de tangente en geometria

diferencial.

4.1. Sentido diferencial

Q

)

/
s
i

/ <
A

S

S
K

,//tangente

Figura 4.1:

En el capitulo anterior recorrimos un poco el camino historico de como
calcular las tangentes a curvas. En Geometria euclidiana, la nocién de una

75



76 Tangentes

tangente a un circulo se define como la linea recta que toca el circulo en un
solo punto P. Mientras que en general sabemos que:

Definicién 4.1.1. La tangente a una curva arbitraria en uno de sus puntos
P es el limite de la secante a través de P y otro punto Q) de la curva, ya que
Q converge a P (Figura 4.1).

Desarrollando esto:

Sea la ecuacion de una curva plana cualquier C, F(z,y) = 0, y sean
P(z1,y1) y Q(x2,ys) dos puntos (Figura 4.2) cualquiera diferentes de la curva
C tales que el arco de curva que los une sea continuo; es decir, () puede
moverse hacia P permaneciendo siempre sobre la curva. La recta que pasa
por Py @ se llama secante. Tenemos que P es un punto fijo mientras que
(@ se mueve a lo largo de C hacia P. Entonces, a medida que () se aproxima
a P la secante gira en torno a P, en general, tiende a una posicién limite
representada por la recta PT que se define como la tangente a la curva C en
el punto P. El punto P se llama punto de tangencia o punto de contacto con
la tangente.

Figura 4.2: tangente a una curva arbitraria.

. Pero qué sucede si tomamos cada vez méas cerca ) de P? No podemos
establecer que P = @), porque entonces P y () no determinan una linea, pues
para determinar una linea necesitamos dos puntos. Mientras que si elegimos
P diferente de (), entonces no obtenemos la tangente, pero en el mejor de
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los casos, algo que esta “cerca” de ella. Algunos han sugerido que uno debe
tomar () infinitamente cerca de P, pero no esta claro lo que eso significaria.
El concepto de limite esta destinado a resolver este problema confuso.

Esta definicion “dindmica”, muestra lo que intuitivamente deberia ser una
tangente. En casos como 2.2.1 se deberian considerar por separado las ramas
de la curva, ya que contamos con un punto multiple en este caso.

. Existe una tangente en cada punto de la cima de una cicloide o no existe?
Deberiamos decidir este tipo de situaciones.

Sea f: R — R con k£ € N la representaciéon paramétrica de una curva,
definida como sigue,

(t,t"sen(7)) sit#0
b {(0,0) sit=0 (4.1)

Podriamos encontrar una tangente en el origen de esta curva? ;Coémo
podemos saber qué curvas tienen tangente y qué curvas no? El problema
con la anterior definicién es que podemos definir el limite de una familia de
puntos en R y el limite de una familia de vectores en R?, pero ;cémo podemos
definir con precision el limite de una familia de lineas?

Tomemos una representacion paramétrica de la curva f :Ja,b[— R? y
considere el punto P = f(ty). Cuando t converge a %y, el punto Q = f(t)
converge a P = f(ty). La secante a través de P y @ es la linea pasando por

P = f(to) de direccion PQ) = f(t) — f(to). Mientras que la tangente sera la
linea que pasa a través de P = f(ty) de direccion thr? (f(t) — f(to)).
—to

Infortunadamente, esto no tiene ningin sentido porque por la continuidad
de f, el limite es simplemente f(to) — f(t9), que es el vector cero. Para
superar este problema, tomemos dos vectores en la misma direccién, que
ademas definen la misma secante, de esta manera trabajaremos con vectores
de longitud 1, de modo que el limite debe permanecer de longitud 1.

La tangente deberia ser la linea que pasa por P = f(ty), de direccion
l{im L&) =/ (to))
t—to IFO—F ()P
que no siempre existe.

siempre que este limite exista, y sabemos por experiencia

Ejemplo 4.1.2. El circulo con representacion paramétrica f : R — R? |
0 — (cos(0), sen(0)) (Figura 4.3).

Si consideramos el punto con parametro 0, el limite no existe para el
Ejemplo 4.1.2, pues tenemos que:
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Figura 4.3: circulo

/ FO—f0)) _ [ , FO)—I(to)) _
Limeso qerm—raonn = (—1.0)  meso qer=raony = (1,0).

Y por nuestros conocimientos, cuando los limites laterales son diferentes,
entonces el limite no existe.

Ejemplo 4.1.3. Sea la curva constituida por dos semicirculos, cuya repre-
sentacion paramétrica estd dada por g ;] —1,+1[— R?, ¢+ (1,1 — 22)
(Figura 4.4 ).

Figura 4.4: dos semicirculos.

Para el Ejemplo 4.1.3, tomando la misma idea que usamos anteriormente,

notamos que el limite si existe: lim;_,q m = (1,0).
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Aunque intentamos definir una tangente a una curva como un “limite
de secantes”, cuando tratamos de precisar lo que significa este “limite de
secantes” encontramos problemas. El Ejemplo 4.1.2 no tiene una tangente,
mientras que la curva del Ejemplo 4.1.3 si tiene tangente.

Asi, esta definicion que hemos dado encuentra casos como el del circulo
donde no es aceptable esta definicion. Notemos que los limites para t < ty y
t > ty son vectores opuestos, por lo tanto, definen la misma linea. Entonces
uno podria modificar nuestra definicion de la tangente diciendo que ambos
limites a la derecha y a la izquierda deberian existir, ser distintos de cero y
ser vectores proporcionales.

i () = [(to))
i~to [|(f(t) — f(to))]]

t<to

— (- i 0= THlo)
=0 B TGRO — fo]

t>to

= (170)

Lo més prudente es que reemplacemos el vector f(t)— f(to) por un vector
proporcional a él, pero no un vector de longitud 1. Considerar en su lugar

o () = (1)
t=to  (t —tp)

que, cuando existe, es simplemente f'(ty). Para que este enfoque sea efi-
ciente, no solo debe existir la derivada, sino que debe ser distinta de cero.
Por lo tanto, hacemos la siguiente definicion:

Definiciéon 4.1.4. Considere una representacion paramétrica reqular de una
curva plana de clase C* f :]a,b[— R?.

= La tangente a la curva en un punto regular con el parametro ty es la
recta que contiene f(ty) y de direccion f'(to).

» La normal a esta curva en el punto con el parametro ty es la perpendi-
cular a la tangente en este punto.

Dado que una curva puede describirse mediante varias representaciones
paramétricas, se debe verificar que la Definicion 4.1 de la tangente no dependa
de la eleccion de la representacion. Recordemos que nuestra intencion es
buscar buenas definiciones, no queremos demostrar resultados y explicar a
detalle ciertos aspectos que estamos usando.

Veamos lo que sucede cuando la curva esta dada por una ecuacién carte-
siana.



80 Tangentes

Proposicion 4.1.5. Considere una representacion paramétrica f :|a, b[— R?
de clase C' de una curva plana. La tangente a la curva en un punto reqular
del pardmetro ty admite la ecuacion cartesiana f5(to)(x — f1(to)) — f1(to)(y —
fa(to)) = 0. La normal a la curva en un punto regular del parametro ty admite
la ecuacion cartesiana fi(to)(x — fi(to)) — fo(to)(y — fa(to)) = 0.

Proposicion 4.1.6. Considere una ecuacion cartesiana F(x,y) =0 de una
curva plana cartesiana. La tangente a esa curva en un punto simple (xq,yo)
es la linea con la ecuacion

oF oF
%(130790)(55 — xo) + 8_y<x0’ Yo)(y —yo) =0

Demostracion:

Consideremos el caso g—i(xo, yo) # 0. La curva admite una representacion
paramétrica regular f(z) = (x,p(x)) en una vecindad de zy. Por lo tanto, la
tangente es la linea (xg, yo) con direccion (1, ¢'(xg)) por definicion . Tenemos
que determinar el valor de ¢'(xo).

La diferencial de F'(z,¢(x)) = 0 con respecto a x es:

OF dz OF dy
0_x<x0’y0> : %(xo) + 6_y<x0’y0> : %(%) =0

es decir,
, - %—IZ(on?Jo)
oy \L0,> Yo

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la tangente son :

r=x9to- 1
%—5(%7 Yo)
Y =1Yo — OéaF—.
a—y(%, Yo)

Introduciendo el valor &« = & — xg en la segunda ecuaciéon se obtiene la
formula del enunciado. <

Definir la tangente es una cuestion de eleccion, claro que, en la defini-
cion 4.1, nuestra representacion paramétrica f del circulo ahora produce una
tangente en cada punto, porque es regular.

En nuestro primer intento, la curva del Ejemplo 4.1.3 tiene una tangente
en cada punto, pero la representaciéon paramétrica g de esta curva no es



diferenciable en ¢t = 0. Usando la definicion 4.1, la curva representada por ¢
no tiene una tangente en el origen. Tal vez queramos modificar nuevamente
la definicién de la tangente a una curva para obtener el mejor de los dos
intentos. Por ejemplo, al requerir solo la proporcionalidad de la derivada
izquierda y la derivada derecha, no la existencia de la derivada. Entonces la
curva representada por g también tendria una tangente en el origen.

Si consideramos la representacion paramétrica h: R — R?  t — (3,0)
del eje x, observamos que h'(0) = (0,0), por lo tanto, en vista de la Definicion
4.1, el eje x, cuando se representa por h, no tiene una tangente en el origen,
que es menos que satisfactoria. De nuevo, uno podria querer revisar la defini-
cién de una tangente para evitar tal situacion. Sin embargo, no entraremos en
estas consideraciones: adoptamos de una vez por todas Definiciéon4.1. Ahora
somos muy conscientes de que al hacerlo, excluimos ejemplos en los que una
definicion mas complicada habria producido una “tangente sensible”.

En la lineas precedentes se han planteado cuestiones, algunas resueltas de
manera muy intuitiva. Sin embargo, invito al lector a reflexionar acerca de
esas delicadas cuestiones. ;Qué es una buena definiciéon? Para los cientificos
es una definicion que se aplica a ellos; que satisface la reglas de la légica,
pero no en todos los Ambitos esto es asi. ; Entender la definiciéon es solamente
reconocer que se conoce el sentido de todos los términos empleados y verfificar
que ello no implica ninguna contradiccion? Si, para algunos, que cuando
hayan hecho esa verificacion diran: he compredido. No para la mayor parte.

Muchos se preguntaran para qué sirve esto. No habran compredido si no
encuentran alrededor, en la practica o en la naturaleza, la razén de ser de
tal explicaciéon matemaética. Bajo cada palabra quisieran tener una imagen
sensible; es preciso que la definicién evoque esta imagen, que a cada etapa
de la demostracion ellos la vean transformarse y evolucionar.






Conclusiones

En este trabajo se describieron algunas dificultades que tuvieron los ma-
tematicos de diversas épocas para dar definiciones adecuadas a los conceptos
de curva y tangente, para trabajar en relacion a la geometria diferencial.

Concluimos que estos conceptos, quizd de apariencia sencilla en estos
tiempos, no nacieron de la noche a la manana ni son el producto del trabajo
de un solo matemaético, sino que fueron modificAndose conforme avanzaba la
matematica de manera global. No fueron de facil asimilacion, se tenia que
entender qué propiedades deberian tener para ser conceptos utiles. Asi, estas
ideas evolucionaron y en en algunos casos se ha requerido de mucho tiempo
y esfuerzo para llevarlas a su forma actual.

Otra aportacion de este trabajo, es de interés heuristico, pues presentamos
algunas soluciones historicas, como la construccion de Peano de una curva
que llena todo un cuadrado o la construccion de la tangente dada por Fermat
que contribuyen a comprender mejor estos conceptos y las relaciones con
otras nociones. Mostramos que hay varias maneras de enfocar, entender y
manejar una misma idea matematica o resolver un problema, cada una con
posibilidades y limitaciones determinadas por la época.

La nocién de funcién estaba inmersa en el concepto de curva hasta el
siglo XVIII donde hubo una separacion entre estos dos conceptos. Es sor-
prendente el trabajo de los mateméaticos que iniciaron el camino al calculo
diferencial, pues hacian calculo sin funciones, como lo hicieron Newton, Leib-
niz, por mencionar algunos, donde las curvas jugaban un papel importante.
La geometria y la cinemaética llegan a ser una motivacion, junto a las ecua-
ciones y variables; son una combinacién bastante fuerte que ayudaron a la
comprensiéon de la nocién de curva.






Apéndice A

Conceptos basicos

A.1. Definiciones

Definicion A.1.1. Una aplicacion o : I — R?, I intervalo de R, se dice
que es localmente inyectiva, si Vtg € 1, 30 > 0 tal que [to — d,to + 0] C I y
al[to — d,to + 0] es inyectiva.

Nota 1. Si tg coincide con uno de los extremos del intervalo, por ejemplo el
inferior, sea este a, se requiere que exista un 0 > 0 tal que «f[a,a + 0] sea
mnyectiva.

Definicion A.1.2. Se llama curva a la tmagen de un intervalo mediante una
aplicacion continua localmente inyectiva o @ I — R2.

Definicion A.1.3. La aplicacion o : I — R% ¢ — a(t) = (z(t),y(t)) que
define la curva se denomina representacion paramétrica de la curva.

Definicion A.1.4. Un homomorfismo ¢ : K — K' de un cuerpo K en un
cuerpo K', con X,Y € K se define como:

= QX +Y) =¢(X) +0(Y)
= (X -Y) =o(X) oY)

A.2. Limites y derivadas

Fermat descubrié un método para calcular la pendiente de una recta
tangente a una curva algebraica “antecedente del concepto de la derivada”.
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Método que se puede reducir al calculo del siguiente limite.

o f@+ B) — ()
E—0 E

Aproximacion similar a la que Newton (introdujo el concepto de fluxiones lo
que hoy se conoce como derivadas) y Leibniz (interpreto la tangente a una
curva como un cociente de infinitésimos) desarrollaron posteriormente.

Leibniz, bajo la influencia de Huygens, le dio importancia al calculo de
las tangentes a las curvas estando seguro que se trataba de un método in-
verso al de encontrar areas y volimenes a través de sumas. En julio de 1677
Leibniz ofreci6 las reglas correctas para la diferencial de la suma, diferencia,
producto y cociente de funciones. Su método se trataba de una aproxima-
cion geométrica y no cinematica como en Newton. El articulo contenia los
simbolos dx, dy que representaban para cantidades arbitrariamente pequenas
(diferenciales o infinitesimales) con las cuales construyo6 su célculo diferencial
“calculo de tangentes”. y las reglas:

d(zy) = xdy + ydx

(x) ydx — xdy
A e
Yy Yy

d(z™) = nz" dx.

Introduciendo el término de “calculo diferencial” (de diferencias) pero an-
tes habia usado la expresién “methodus tengentium directa”. Leibniz consi-
deraba los infinitesimales positivos como niimeros que son mayores que cero,
pero menores de todos los reales positivos. Para él los infinitesimales son “in-
comparables” porque con respecto a las cantidades finitas son “como granos
de arena con relacion al mar”.

En el siglo XIX la funcién derivada logra su reconocimiento matematico
con mayor rigor a partir de Niels Abel (1802-1829), Bernhard Bolzano (1781-
1848), Augustin Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) entre los
més reconocidos.

Fue Bolzano (1817) quien definié por primera vez la derivada como un
limite: la cantidad a la que la razon

f(z+ Az) — f(z)
Az '

se aproxima indefinidamente cuando Ax se acerca a 0 a través de valores
positivos y negativos.
En nuestros dias, podemos definir la derivada como:
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Definicion A.2.1. Sea f una funcion real definida en un intervalo abierto
(a,b) , y supongamos que ¢ € (a,b) . Diremos que f es diferenciable en c
siempre que el limite existe. El limite, designado por f'(c) se llama derivada

de f en c.
o £ = (0

r—C Tr — C

Este método de calcular limites define una nueva funcién f’ , cuyo do-
minio esta formado por aquellos puntos de (a,b) en los que existe el limite.
La funcion f’ se llama primera derivada de f. La n—ésima derivada de f
designada por f".

A.3. Aspectos de la geometria griega

El libro T de “Los Elementos” de Euclides [15] afirma que:
Definicion A.3.1. Un punto es lo que no tiene partes.
Definicion A.3.2. Una linea es longitud sin anchura.
Definicién A.3.3. Los extremos de una linea son puntos.

Definicién A.3.4. Una linea recta es aquella que yace por igual respecto de
los puntos que estdn en ella.

Definicion A.3.5. Superficie es lo que sélo tiene largo y ancho.
Definicién A.3.6. Los extremos de las superficies son lineas.
Definicién A.3.7. Figura es lo comprendido por uno o varios limites.

Definicién A.3.8. Un circulo es una figura plana comprendida por una linea
(Circunferencia) tal que todas las rectas que caen sobre ella desde un punto
interior son iguales entre si.

Definiciéon A.3.9. Y el punto se llama centro del circulo.

Euclides utiliza un método que asume algunas afirmaciones previas como
evidentes, de igual forma, algunas construcciones que se consideran conocidas
tal como las definiciones, los axiomas y los postulados, y a partir de éstas,
mediante deducciones logicas, se obtienen los resultados. Este método se
conoce como el método axiomético-deductivo, en el que primero se definen
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unos objetos, luego se dan unas propiedades de éstos mediante postulados
(o axiomas) y nociones comunes, que posteriormente se utilizan para deducir
teoremas o en este caso proposiciones.

Apolonio en su libro de Coénicas I, realiza las siguientes definiciones:

Definicién A.3.10. Si desde un punto no situado en el plano de un circulo se
traza a la circunferencia de éste una recta, se prolonga en sus dos direcciones
y, permaneciendo fijo el punto, se hace recorrer a la recta la circunferencia
hasta que vuelva a su posicion inicial, llamo superficie conica a la que, des-
crita por la recta, se compone de dos superficies opuestas por el vértice que
se extienden al infinito, lo mismo que la recta generatriz; y llamo vértice de
la superficie al punto fijo, y eje a la recta trazada por éste y el centro del
circulo.

Definicién A.3.11. Llamo cono a la figura limitada por el circulo y por la
superficie conica comprendida entre el vértice y la circunferencia del circulo;
vértice del cono al que lo es de su superficie; eje a la recta trazada desde el
vértice al centro del circulo, y base a este.

Definicion A.3.12. Liamo cono recto al que tiene el eje perpendicular a la
base y oblicuo al que no tiene el eje perpendicular a la base.

Las anteriores definiciones presentadas por Apolonio corresponden a lo
que es una superficie conica, a lo que es un cono en sus dos modalidades,
recto y oblicuo.

A.4. Algunos aspectos sobre tangente

En el método de Maximos y Minimos de Fermat, por primera vez aparece
la idea de incrementar una magnitud (variable independiente de una funcion),
lo que hoy en dia es la esencia del calculo diferencial. Fermat explica su
método como sigue:

“Toda la teoria de la investigacion de maximos y minimos supone la con-
sideracion de dos incognitas y la tnica regla siguiente:

I) Sea A una incognita cualquiera del problema (que tenga una, dos o tres
dimensiones, segin convenga el enunciado).

IT) Sea expresara la cantidad méaxima o minima por medio de A en térmi-
nos que pueden ser de cualquier grado.
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I11)

V)

V1)

VII)

VIII)

Se sustituird a continuaciéon la incognita original A por A + E y se
expresara la cantidad méxima o minima por medio de A y de E, en
términos que pueden ser de cualquier grado.

Se adigualard, para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la
cantidad méxima o minima.

Se eliminaran los términos comunes de ambos lados, tras lo cual resul-
tard que en los dos miembros habra términos afectados de £ o de una
de sus potencias.

Se dividirdn todos los términos por E, o por alguna potencia superior
de E, de modo que desaparezca la E de, al menos, uno de los términos
de cualquiera de los dos miembros.

Se suprimiran, a continuacion, todos los términos donde todavia apa-
rezca la E' o una de sus potencias, y se igualara lo que queda, o bien, si
en uno de los dos miembros no queda nada, se igualara lo que viene a
ser lo mismo, los términos afectados con signo positivo a los afectados
con signo negativo.

La resolucién de esta ultima ecuaciéon dara el valor de A, que conducira
al maximo o minimo, utilizando la expresion original”.

La adigualdad viene a significar algo asi como “tan aproximadamente
iguales como sea posible” o, para no asociarlo directamente con infinitesi-
mal, o entenderla como Fermat, como una pseudoigualdad [9] que llega a ser
igualdad cuando E se hace cero.






Apéndice B

Curvas algebraicas y Polinomios

B.1. Circulo como lugar geométrico

El analogo de circulos en geometria proyectiva es la idea de secciones coni-
cas. Estas incluyen todas las secciones tradicionales del cono: circulo, elipse,
hipérbola y pardbola. En Geometria proyectiva, todas estas son figuras equi-
valentes bajo la transformacién proyectiva apropiada. Las secciones cOnicas
se definirdn usando propiedades de transformaciones proyectivas. El haz de
puntos con eje [ es el conjunto de todos los puntos en [. El haz de lineas con
centro O es el conjunto de todas las lineas a través del punto O. Asumire-
mos que los lugares geométricos de puntos y lineas consisten tinicamente de
puntos y lineas euclidianas. Nos preocupari cémo se transforman los luga-
res geométricos de puntos y lineas bajo isometrias. El lugar geométrico de
lineas con el centro O se transforma bajo la composicion de dos isometrias
euclidianas.

Definicion B.1.1. Un conjunto de puntos se denomina un lugar geométrico
st cada punto del conjunto satisface alguna condicion geométrica. Un punto es
un miembro del lugar geométrico de puntos si y solo si satisface la condicion.

Ejemplo B.1.2. Sea r la isometria de reflexion a través de la linea f@
(Figura B.1). Considere el haz de lineas con el centro O. Bajo la isometria
r, una de estas lineas, ﬁi se asignard a la aplicacion O<T>D, donde P es el
punto de interseccion de las lineas en en AB y r(O) = O'. Decimos que

y O'P son lineas correspondientes bajo la transformacion r.

Considere el conjunto de todos los puntos de interseccion de las lineas co-
rrespondientes. Estos incluirfan los puntos P, () y R como se muestra arriba.
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Figura B.1:

Este conjunto de puntos es el lugar geométrico de los puntos de intersecciéon
de las lineas correspondientes de dos haces (el de O y el de O’) que estan
relacionados por la reflexion r.

Asi, un punto estd en el lugar geométrico de los puntos si cumple la
condicién de que es un punto de intersecciéon de las lineas correspondientes
de los dos haces. Claramente, este conjunto de puntos es la linea AB. Hay
una linea tnica que no genera un elemento en este lugar geométrico: la linea

que es paralela a AB en O. Sin embargo, si consideramos este ejemplo en
el plano Euclidiano extendido, con puntos en infinito unidos, entonces y
r(%) se cruzan en un punto en el infinito, que luego tendriamos que agregar
al lugar geométrico de los puntos.

Ahora veamos cémo podemos construir una seccion conica particular, el
circulo, como un lugar de puntos (B.2).

Ejemplo B.1.3. El circulo como un lugar bajo dos reflexiones.

Construya el punto O que seré el centro para un haz de lineas. Construye
un pequeno circulo centrado en O con radio en el punto R.

Para facilitar, adjunte el punto P al circulo y construya Oﬁ Al mover
el punto P podemos generar todas las diferentes lineas posibles en el haz de
lineas en O. A continuacién, creamos dos lineas AB y C'D para que sirvan
como dos lineas de reflexion, y establece AB como una linea de reflexion.
Seleccione jﬁ y luego refleje esta linea. La linea m es la linea reflejada.
Seleccionar O y refleja esto también, creando el punto O'.
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Figura B.2:

Ahora, llevaremos a cabo la segunda reflexiéon. El conjunto @ sera como
una linea de reflexion y refleja m a través de esta linea para crear la linea
n (Figura B.3). Ademas, refleja O’ para senalar O”. Sea f la isometria que
es la composicion de estas dos reflexiones. Debajo de f la linea <O?, desde
el haz de lineas en O, se mapea a la linea n, desde el haz de lineas en O”.
Construya la interseccion X de y n.

Figura B.3:

Ahora, considere el lugar geométrico de los puntos de interseccion de las
lineas correspondientes de los dos lapices en O y O”. Este sera precisamente
el conjunto de puntos generados a partir de las posiciones que toma X a
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medida que movemos el punto P. Mueva el punto P alrededor del circulo en
O y vea qué pasa con X. jParece barrer un circulo! (Figura B.4)

Figura B.4:

B.2. Definiciones basicas

Definicion B.2.1. Sea A un anillo conmutativo y sean ag,--- ,a, son ele-
mentos de A y a, # 0. Un polinomio de grado n en la variable X con
coeficientes en el anillo A es una expresion de la forma:

F = aiX"—l—an,an*l + e +CL2X2 +G,1X+a0

Definicion B.2.2. Sea A un anillo conmutativo. Llamaremos conjunto de
polinomios con coeficientes en A, y lo denotaremos por Alz|, al conjunto de
las expresiones de la forma

F(z)=a; X"+ a1 X" 14+ auX? + a1 X + ag
conlosa; € AyneN

Definiciéon B.2.3. El grado de un polinomio a(x), notado grado(a(x)), es
el mayor entero n tal que a, # 0. El polinomio cuyos coeficientes son todos
nulos se llama polinomio nulo y se denota por 0. Por convencion, su grado
es grado(0) = —oc.



B.2 Definiciones basicas 95

Definiciéon B.2.4. Sea F(x) = Y ' a;a’ € k[z] un polinomio no nulo con
a, # 0 (de grado n). Llamaremos término lider de a(z) al término a,x™,
coeficiente lider a a, y término constante a ag. Un polinomio es mdnico si
su coeficiente lider es 1. Los polinomios se dicen constantes cuando su grado
es cero, asi como el polinomio nulo.

Definicién B.2.5. Un polinomio F € k[ Xy, -+, X,| es homogéneo de grado
d si todos sus monomios tienen grado d.

Definicién B.2.6. Un polinomio F' € k[ Xy, -, X,| es homogéneo de grado
de d siy sélo si F(TXg,--,TX,)=TF(Xo, -, X,) en k[Xo, -, X,].

Observacion B.2.7. P es un polinomio mdnico si el coeficiente a, = 1.
Ademds un polinomio del tipo a;x* para algun © € N recibe el nombre de
monomio.

Nota 2. FEl anillo Alzy,--- ,x,] recibe el nombre de anillo de polinomios en
n variables sobre A.

Definicién B.2.8. Sea D un dominio polinomial sobre un campo K. Un
polinomio P(Xq, -+, X;) en D[X1, -+, X,] es homdgeneo sobre D si todos
sus monomios tienen el mismo grado sobre D.

Proposicion B.2.9. Sea D un dominio polinomial sobre el campo K. Un po-
linomio P(Xy,- -+, X,,) sobre D es homdgeneo de grado n sobre D si y sdlo si
P(tXy, - ,tX,,) =t"P(Xy, -, X,) como polinomios en D[t, X1, -+, X,,].

Prueba:

La necesidad de la condicion es obvia.

Por el contrario, en el polinomio P(Xy,---,X,), agrupamos todos los
términos del mismo grado, para que

P(Xla'“ 7Xm) :Pn(Xh aXm)—i_Pnfl(Xla"' 7Xm)+
_|_P0(X1’ ’Xm)

en suma de polinomios homogeneos con P;(Xy,- -+, X,,) homogeneos de
grado 7. Asi

P(tXla 7tXm) - tnPn(Xh"' 7Xm) +tn_lpn—1(X17"' 7Xm)+
+P0(X17 7Xm)
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Por lo tanto
P(tXla e 7tX7TL) - tnP(Xlﬂ T 7Xn)
Por suposicién, tenemos que

tnPn(Xl, ’Xm)+tn—lpn_1(X1’... 7Xm)_|_+P0<X1’ 7Xm) —
t"Py( Xy, -, X)) " P (X, X))+ P ( Xy, -, X)),

Igualando los coeficientes de las potencias de t en cada miembro obtene-
mos que P = P,. Ademéas P;(X;,---,X,,) = 0sii es distinto de n. Entonces
P(Xy, -+, X)) = Pu(Xy, -+, X)) v por lo tanto P(Xy, -+, X,,) es homo-
geneo de grado n. >

Definicién B.2.10. Sea V' un espacio vectorial. El espacio proyectivo P(V)
de V' es el conjunto de subespacios vectoriales 1-dimensional de V.

O bien,

Definicién B.2.11. El espacio proyectivo P,(K) de dimension n sobre un
campo K es el conjunto de todas las lineas vectoriales del espacio K™ . Cada
una de tales lineas vectoriales se llama un punto del espacio proyectivo.

Si el espacio vectorial V' tiene dimension n + 1, entonces P(V) es un
espacio proyectivo de dimension n. Un espacio proyectivo unidimensional se
denomina linea proyectiva y un plano bidimensional un plano proyectivo. Por
supuesto, “linea vectorial” significa subespacio vectorial de dimension 1.

Definicién B.2.12. Una transformacion proyectiva de P(V') a P(W) es la
aplicacion definida por una transformacion lineal invertible T : 'V — W.

A partir de ahora, trabajaremos en el plano proyectivo Py y usaremos
coordenadas homogéneas [z, y, z|. La ecuacion de una linea es ax+by+cz = 0
y esto da un subconjunto bien definido de P,.

Definicién B.2.13. Un polinomio F(X,Y, Z) es un polinomio de grado d si
FOX,\Y,\Z) = NF(X,Y, Z)

Claramente F'(X,Y, Z) = 0 es un subconjunto bien definido de P,.

Definicion B.2.14. Sea F(X,Y, Z) un polinomio homdgeneo de grado d >
0 sin factores repetidos, entonces F(X,Y,Z) = 0 define una curva plana
proyectiva C' € Ps.
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Definicién B.2.15. Una curva algebraica es un subconjunto B C Py(C) del
plano proyectivo complejo que, en algun sistema de coordenadas homogéneas,
puede ser descrito como el conjunto de esos puntos cuyas coordenadas sa-
tisfacen una ecuacion P(X,Y,X) = 0. Con P(X,Y,Z) distinto de cero y
homadgeneo.

Definicién B.2.16. Sea k un campo. Una (plana, proyectiva) curva alge-
braica definida sore k es una ecuacion de la forma P(X,Y,Z) = 0 donde
P(X,Y,Z) € k| X,Y, Z] es un polinomio homdgeneo no nulo sin ningin fac-
tor multiple.

Notar que estamos trabajando con en plano proyectivo complejo, Py (C).

Ejemplo B.2.17. Las curvas de grado 1 se llaman lineas proyectivas. No-
tamos que de inmediato podemos definifirlas por una ecuacion lineal ag Xy +
a1X1 + CLQXQ = 07 (CLQ ag CLQ) S Pz

Proposiciéon B.2.18 (Formula de Euler). Si P(Xy, -+, X,,) es un polino-
mio homdgeneo arbitrario de grado n sobre un campo K, entonces

OP(X1,..., X0n) OP(Xy,..., X0n)

X o4 X = dP-P(Xy, -, Xn).
! 00X, et 0X, gra (X1 )
Prueba:

Descomponemos P (X7, -+, X,,) en todos los sumandos

Pi(Xy, ., Xp) = a; X0 X4

con b; + ---+d; = gradP. Entonces

0P, 0P, 0P,
X, —* 4 X L+ X, — = a(b 4+ d) X X
ox, Ty, T T Xmgy T b R d) X X

= P;-gradP. >

Definicion B.2.19. Sean dos polinomios f(x), g(x) € k[z]. Un polinomio
p(z) € k[x] es un mdzimo comin divisor de f(x) y g(x) si verifica:

= p(@)|f(x) y p(x)|g(x)

» Siq(x) es otro polinomio que divide a f(x) y a g(x) entonces q(x)|p(z)
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Observaciéon B.2.20. El mdximo comun divisor de dos polinomios no es
unico. Sip(x) = med(f(z, g(z)), entonces, para cualquier a € k\{0}, ap(z) =
med(f(x),g(x)). Por eso cuando hablamos de un mdzximo comin divisor, po-
dremos acordar que estamos tomando un polinomio monico y, en esas con-
diciones, st que es unico.

Definiciéon B.2.21. Un polinomio p(X) no constante sobre un campo K es
irreducible cuando no puede escribirse como el producto de dos polinomios
no constantes.

Proposiciéon B.2.22. Sea p(x) € k[z] un polinomio irreducible. Si f(x) es
un polinomio que no es divisible por p(x), entonces el mdzimo comin divisor
de p(z) y f(x) es 1 (una constante).

Demostracion:

Sea d(x) = mcd(p(zx), f(x)). Como d(x)|p(z), existira un polinomio p'(x)
de modo que podamos escribir p(x) = d(z)p'(z). Ahora bien, por la definicion
de irreducibilidad, o d(z) o p'(z) es constante. Si el polinomio constante es
d(x), tendriamos el resultado. Veamos pues qué pasa cuando el que fuera
constante fuera p'(z). En ese caso p(z)|d(z), por lo que p(z) dividiria a f(x),
que no es posible. Por consiguiente d(z) no puede ser nada mas que una
constante. <

Teorema B.2.22.1 (Descomposicion en factores irreducibles). Cualquier po-
linomio no constante de k[x] es irreducible o factoriza en producto de po-
linomios irreducibles. FEste producto es unico en tanto que si tenemos dos
factorizaciones de f(x) en producto de polinomios irreducibles en klx| de
la forma f(x) = pi(z)---ps(z) = qi(x)---q(x) necesariamente s = t y
eriste una correspondencia uno a uno entre los factores pi(x), -+ ,ps(z) y
¢ (z), -+, q:(x) donde si p;(x) se corresponde con q;(x), existe un o € k\{0}

tal que p;(z) = ag;(z).

Proposicion B.2.23. Sea I = (f(z)) C k[z] un ideal. Entonces son equiva-
lentes las siguientes condiciones:

» [ es mazimal;
m [ es primo;

» f(x) es irreducible.
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Teorema B.2.23.1. Sea k sea un campo y K una extension de campo que
sea finita generada como una k—dlgebra. Entonces K es algebraica sobre k.

Teorema B.2.23.2 (Weak, Nullstellensatz). Sea k un campo algebraicamen-
te cerrado. FEntonces, cada ideal mdrimo en el anillo de polinomios R =
klxy, -, x,)] tiene la forma (x1 — a1, -+ , T, — a,) para algunos ay,--- ,ay,
€ k. Como consecuencia, una familia de funciones polinomiales en k™ sin
ceros comunes generan el ideal unidad de R.

Demostracion:

Si m es un ideal méximo de R, entonces R/m es un campo que se genera
finitamente como k-&lgebra. Segtn el teorema anterior, es una extension al-
gebraica de k, por lo tanto igual a k. Por lo tanto, cada x; se asigna a algunos
a; € k bajo el mapa natural R — R/m = k, por lo que m contiene el ideal
(x1—al,--+ ,x,—ay,). Este es un ideal méaximo, por lo que es igual a m. Para
ver la segunda afirmacién, considere el ideal generado por algunas funciones
polinomiales dadas sin ceros comunes. Si estuviera en algin ideal méximo,
digamos (z1 — aq,- -+ ,x, — a,), entonces todas las funciones desaparecerian
en (ay,---,a,) € k™, contrariamente a la hipotesis. Como no se encuentra en
ningin ideal maximo, debe ser todo R. <

Teorema B.2.23.3 (Nullstellensatz). Supongamos que k es un campo alge-
braicamente cerrado y g y fi,-+- , fm son miembros de R = klxy,--- ,x,),
considerado como funciones polinomiales en k™. Si g se anula en el punto
cero comun de las f;, entonces cierta potencia de g reside en el ideal que
generan.






Bibliografia

1]

2]

3]

4]

[5]

[6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

Alarcon, S., El método de Descartes para determinar la tangente a una
curva. Matematicas: Ensefianza Universitaria, XIX (1), 103-114.

Ayerbe, M., Los métodos infinitesimales para el cdlculo de
tangentes. 2017. Revista electronica, Vol. VII, disponible en
https://dialnet.unirioja.es/descarga/articulo/6268910.pdf.

Bobadilla, M., El teorema Fundamental del Cdlculo: Una perspectiva
historica. Unicauca CIENCIA, 2018.

Bocher, M., Plane Analytic Geometry. New York, Henry Holt and Com-
pany, 2005.

Borceux, F., An Aziomatic Approach to Geometry: Geometric Trilogy I.
Switzerland, Springer, 2014.

Borceux, F., An Aziomatic Approach to Geometry: Geometric Trilogy
II. Switzerland, Springer, 2014.

Borceux, F., An Aziomatic Approach to Geometry: Geometric Trilogy
III. Switzerland, Springer, 2014.

Boyer, C., Historia de la matemdtica. Estados Unidos de América. Alian-
za Editorial, 2007.

Boyer, C., The History of Calculus and its Conceptual Development (the
Concepts of the Calculus). New York, Dover, 1949.

Colerus, E., Breve historia de las matemdticas. Espana, Doncel, 1972.

Coolidge, J. 1., A history of the Conic Sections and Cuadric Surfaces.
New York, Dover Publication, 1968.

101



102 BIBLIOGRAFIA

[12] Dela Torre, G., El método cartesiano y la geometria analitica. Colombia,
Escuela Regional de Matematicas, Universidad del Valle, 2006.

[13] Descartes, R., The Geometry. (Traducido por Eugene, D. y Latham, M).
New York, Dover, 1954.

[14] Edwards, C., The Historical Development of the Calculus. New York,
Springer-Verlag, 1994.

[15] Euclides., Los elementos. (Traducido por Puertas, M.). Espana, BIBLIO-
TECA GREDOS, 2015.

|16] Fishback, W., Projective and Euclidean Geometry. New York, John Wi-
ley and Sons, 1969.

[17] George, B., Cdlculo: Una variable. México, Pearson Educacion, 2006.

|18] Gonzalez, P., Fuler y la Geometria Analitica. Espana, Universidad Po-
litécnica de Cataluna, 2008.

[19] Gonzalez, P., Las raices del cdlculo infinitesimal en el siglo XVII. Ma-
drid, Espana, Alianza Editorial, 1992.

[20] Gonzélez, P., Raices Histdricas y Trascendencia de la Geometria Anali-
tica. Revista SIGMA, 2007, pag. 205-236.

[21] Guinness, G., From the Calculus to Set Theory. Princeton, New Jersey,
Princeton university Press, 2000.

[22] Hernandez, V., La geométria analitica de Des-
cartes y Fermat: sApolonio?. Disponible en
http://www.mat.uson.mx/depto/publicaciones/apuntes/pdf/1-1-4-
analitica.pdf

[23] Kitcher, O., The Nature of Mathematical Knowledge. New York, Oxford,
Oxford University Press, 1983.

[24] Kleiner, I. Evolution of the function concept: A brief survey. The college
Mathematics Journal, 1989. Pag. 282-300.

|25] Kleiner, 1. History of the Infinitely Small and the Infinitely Large in
Calculus. Springer-Verlag, 2001, pag. 137-174.



BIBLIOGRAFIA 103

[26] Lafuente, J., Geometria diferencial de curvas en el plano.
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE  MADRID. Disponible en
http://www.mat.ucm.es/ jlafuent/own/Manuales/Curvas

[27] Larson, R., Cdlculo II de varias variables. México, D.F., Mc Graw Hill,
2010.

[28] Lehmann, C., Geometria Analitica. New York, Limusa, 1989.

[29] Mateus, E., Breve resenia historica de la evolucion del cdlculo infinitesi-
mal y sus dos grandes ramas: El Cdlculo Diferencial y el Cdlculo Integral.
Bogota, Colombia, Doctorando en Educacion Matematica.

[30] Riiting, D., Some definitions of the Concept of Function from John.
Bernoulli to N. Bourbaki. The Mathematical Intelligencer. Vol. 6, No.
4, 1984.

[31] Salazar, W., Introduccion al cdlculo a través de algunas curvas especiales.
Medellin, Colombia. Tesis de Maestria, 2011.

[32] Torre, A., El método cartesiano y la geometria analitica. Colombia, Uni-
versidad del Valle, 2004.

[33] Youschkevitch, P., The Concept of Function up to the Middle of the 19th
Century. Arch. Hist. Ex. Sci. 16, 1976. Pag. 37-85.

[34] Wall, C. Singular Points of Plane Curves. New York, Cambridge Uni-
versity Presss, 2004.



