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Introduccion

La integral de Riemann-Stieltjes fue introducida por primera vez en 1894
por el matematico holandés Thomas J. Stieltjes (1856-1894). Surge por el
estudio de las fracciones continuas y el problema de los momentos (vedse [14]).
Esta integral es una generalizaciéon de la integral de Riemann y tom6 més
interés cuando el matemético F. Riesz (1880,1956) la utiliz6 para representar
un funcional lineal continuo en el espacio de las funciones continuas en un
intervalo |[a, b].

Un Teorema Fundamental del Calculo para la Integral de
Riemann

El Teorema Fundamental del Célculo para la Integral de Riemann dice lo
siguiente: Sea f : [a,b] — R una funcién integrable en [a, b], si F : [a,b] —
R cumple que F'(z) = f(x) para cada z € [a, b], entonces

/f(:v)dx:/F'(x)d:v:F(b)—F(a). (1)

Un Teorema Fundamental del Calculo para la Integral de
Riemann-Stieltjes

Queremos hallar una igualdad andloga a (1) para la integral de Riemann-
Stieltjes en términos de algin concepto andlogo a la derivada usual. Gene-
ralmente en los textos clasicos no se encuentra tal igualdad, es decir, no
se encuentra un teorema de la siguiente forma: Sea f : [a,b] — R una
funcién Riemann-Stieltjes integrable en [a,b] con respecto a una funcién
Q : [a,b] — R, si F : [a,b] — R es diferenciable en algin sentido y
F{,(z) = f(x) para cada x € [a, b], entonces

/bfdQ = F(b) — F(a).

Por lo anterior, surge la siguiente pregunta ;Existird un concepto que
generalice la derivada usual de tal forma que permita obtener una féormula
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semejante a (1) del Teorema Fundamental del Célculo para la integral de
Riemann-Stieltjes?

Algunos matematicos han trabajado con generalizaciones del concepto de
derivada usual para resolver diversos problemas, més precisamente se habla
de la derivada de una funcién f con respecto a otra funcién estrictamente
creciente u. Por ejemplo, Feller en [5] y [6] trata problemas relacionados
con operadores diferenciales, algunos de los cuales sirven para resolver un
problema de la Teoria de Difusion y mostrar que tales operadores son también
utiles para problemas clésicos.

Regresando a la pregunta que hicimos anteriormente, la respuesta es si.
Basados en el articulo [4], desarrollamos un teorema anélogo al del Teorema
Fundamental del Célculo para la integral de Riemann-Stieltjes a través del
concepto de la (2-derivada.

Cabe mencionar que existen conceptos mas generales que el de €2-derivada,
por ejemplo, los tratados en los articulos de Feller antes mencionados, [7] y

[9].
Por supuesto, también se pueden tratar cosas referentes a la integracion

numérica para el caso de la integral de Riemann-Stieltjes, aunque ese no es
nuestro objetivo, para alguien interesado en este tema puede consultar [11]

y 3]
También mencionamos algunos articulos donde se trabajan con otras ge-
neralizaciones relacionadas con la integral de Riemann-Stieltjes como en [2]

y [12].
A continuacién se realiza un esbozo general de los capitulos que contiene
esta tesis.

En el capitulo 1 estudiamos los conceptos necesarios para estudiar la
integral de Riemann-Stieltjes con la definicién que originalmente propuso
Stieltjes (vedse [8]), se desarrollan las propiedades bésicas de esta y algunos
teoremas relevantes que involucran esta integral, cabe mencionar que también
sirve como una introduccién al estudio de la misma, basandonos en la integral
de Riemann.

En el capitulo 2 se sigue con el estudio de esta integral, pero visto desde
otros enfoques, uno de ellos es con la definicién que propuso Pollard (vedse
[10]), que también es tratada en [1]. En el caso de la integral de Riemann
muchos de estos enfoques si son equivalentes.
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En el capitulo 3 se define el concepto de (2-derivada y se desarrollan sus
propiedades elementales, ademas de teoremas que generalizan algunos de los
ya conocidos del céalculo diferencial usual, por supuesto basandonos en el
concepto de derivada usual.

Finalmente en el capitulo 4 se presenta El Teorema Fundamental del
Calculo para la integral de Riemann-Stieltjes a través del concepto de -
derivada.
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Capitulo 1

La integral de
Riemann-Stieltjes

En este primer capitulo estudiaremos algunos conceptos que nos serviran
para el estudio de la integral de Riemann-Stieltjes y demostrar algunas de
sus propiedades basicas.

Definicién 1.1. Una particion del intervalo [a,b] C R es un conjuntos finito
de puntos P = {a = xg,x1,...,2, = b} que satisface

a=r9g<rT1<...<x, =0

Con P([a,b]) se denota el conjunto de todas las particiones del intervalo

la,b].

Definicién 1.2. Sea P = {a = xg,x1,...,2, = b} € P([a,b]), definimos la
norma de P de la siguiente forma:

||P|| = max{xy — xp_1lk =1,...,n}.

Definicién 1.3. Sean P = {a = xzp,x1,...,2, = b} € P([a,b]) y tx €
[Tk_1, x| para cada k = 1,...,n. Sean f,Q : [a,b] — R funciones. Defi-
nimos una suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto a €, denotada por

S(P, f,9), como

S(Pf,92) =Y ft) - (Qax) = Qap-)).
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La definicién que daremos a continuacién es la que originalmente propuso
Stieltjes, después se dieron algunas modificaciones de esta, algunas de ellas
resultaron equivalentes. Todo esto se discutird méas adelante.

Definicién 1.4. Una funcion f : [a,b] — R es Riemann-Stieltjes integrable
con respecto a una funcion € : [a,b] — R en [a,b] si, eriste A € R tal que
para cada € > 0 existe un § = §(e) > 0 que cumple la siguiente propiedad:
VP ={a =uxg,21,...,2, = b} € P([a,b]) y cada t), € [x)_1,x%],

si ||P]| < 0, entonces |S(P, f,Q) — A| < e.

Con el simbolo R(f2, [a, b]) denotamos el conjunto de todas las funciones
f :[a,b] — R que son Riemann-Stieltjes integrables con respecto a la fun-
cién Q : [a,b] — R.

Observacién: Para cada ¢ > 0, existe P € P([a,b]) tal que ||P|| < .

Teorema 1.1. Si f € R(Q,[a,b]), entonces existe un tinico niumero real A
que cumple con la Definicion 1.4.

Demostracion. Sea € > 0 y supongamos que existen A, B € R que cumplen
con la Definicién 1.4. Entonces existen 6; > 0 y do > 0 tales que para cada
P,Q € P(la,b]) con ||P|| < 01y ||Q||] < d2 se cumple que

IS(P.f,Q) = Al < 5 ¥ IS(@Q £,9) - Bl < 5.
Sea § = min{01,92} > 0y sea T € P([a,b]) con ||T|| < I, entonces
0<|A-B|<|S(T,f,Q)—B|+|S(T, f,Q) — Al <e.
Por lo tanto, A = B. H

Observaciones:

1. El nimero A del Teorema 1.1 se denotara como fab fdQ y se llamara la
integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto a 2 sobre [a,b]. Por
brevedad diremos también la integral de Riemann-Stieltjes de f con
respecto a () cuando esté claro quien es el intervalo. f se llama inte-
grando y €2 integrador.

2. Si Q(z) = x para cada = € [a, b] se recupera el concepto de la integral
de Riemann.
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1.1. Propiedades de la integral de Riemann-
Stieltjes

Sabemos que en el caso de la integral de Riemann se tienen los siguientes
resultados.

Teorema 1.2. Sean f,g : [a,b] — R funciones Riemann-integrables en
[a,b], entonces f + g es Riemann-integrable en |a,b] y

/ab(f+g)dx:/abfdx—|—/abgdx.

Teorema 1.3. Si f : [a,b] — R es Riemann-integrable en [a,b], entonces
para cada r € R la funcion rf : [a,b] — R es Riemann-integrable en |a, b,

y [ienarr ['10s

Si se quiere conocer las demostraciones de los resultados anteriores, puede
consultarse [13]. El siguiente resultado nos dice que los Teoremas 1.2 y 1.3
son validos para la integral de Riemann-Stieltjes.

Teorema 1.4. Si f,.g € R(Q,[a,b]) y c1,co € R entonces c1f + cag €
R(€, [a,0]) y

b b b
/(clf+czg)d§2:cl/fdQ—l—@/ng.

Demostracion. Sea P = {a = xg,x1,...,2, = b} € P([a,b]) y h:[a,b] — R
definida por h(x) = ¢ f(z) + cog(x). Entonces

S(P,h, Q) =c1S(P, f, Q) + c2S(P, g,9).

Sea € > 0, como f € R(, [a, b]), existe d; > 0 tal que para cada P € P([a, b])
con ||P|| < 61, se tiene que

b €
‘S(P,f, Q) —/a fdQ‘ <Sarr )
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Como g € R(£, [a, b]), entonces existe dy > 0 tal que para cada P € P([a, b))
con || P|| < 9, se tiene que

€
2(lea| +1)°

Sea § = min{d;, b2} > 0y sea P € P([a,b]) tal que ||P|| < J. Entonces

b
‘S(P,Q,Q)—/gdﬁ‘ <

b b
’S(P,h,Q)—cl fdQ—cz/ng‘ < e

b
S(P,f,Q)—/ fdQ‘Jr

(Jer + e | (leal +1)e _
2(|ci| + 1) 2(|ea] + 1)

A

b
S(P,g,ﬂ)—/gdﬂ‘

|ca

Por lo tanto,

b b b
/(clf—i—cgg)dQ:cl fdQ—l—cg/ng.

[]

Teorema 1.5. Sean Q,« : [a,b] — R funciones.
Si f € R(Q,[a,b) NR(e, [a,b]) y c1,c2 € R entonces f € R(c1Q2+ cax, [a, b))

Y
/fd01Q+02a —cl/fdQ+02/fda

Demostracion. Sea P = {a = xg,x1,...,x, = b} € P([a,b]) y h: [a,b] — R
definida por h(z) = 1Q(z) + o). Entonces

S(P7fvh):Cls(PvfaQ)_l_CQS(Pvfaa)'

Sea € > 0, como f € R(£2, [a, b)), existe d; > 0 tal que para cada P € P([a,b])
con ||P|| < 61, se tiene que

‘Pf’ /f‘m‘ P CAESA

Como f € R(a,|a,b]), existe do > 0 tal que para cada P € P([a,b]) con
|| P|| < dq, se tiene que

‘ (P, f,« /fd&

2|+>
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Sea § = min{dy, o2} > 0y sea P € P([a,b]) con ||P|| <, entonces

< el

b
S(P, f,Q) —/ fdQ‘ +

_ (et Ve (e +0e
2jer +1 " 2(jeal + 1)

‘S(P,f,h)—cl/abfdQ—Cg/(:)deé

|ca

b
S(P, f,«) —/ fda

Por lo tanto,

b b b
/fd(le—i-cQoz):cl/fdQ—l—cQ/fda.
]

Teorema 1.6. Si f € R(Q,[a,b]), y Q es estrictamente creciente en [a,b],
entonces f es acotada en [a,b].

Demostracion. Sea € = % > 0, existe 0 > 0 tal que para cada P = {a =
To, L1, - .., Tp = b} € P(la,b]) y cada t; € [, xi],
b 1
si ||P|| < 0, entonces |S(f,,P) —/ fdQ’ <3 (1.1)

Fijemos una particion P € P([a,b]) y los puntos t; € [r;_1,2;] coni =
1,...,n que satisfaga (1.1). Definimos

M = max{|f(t;)|li=1,...,n} ym:=min{Q(z;) — Qx;_1)|li =1,...,n}.

Sea z € [a,b] y sea j el indice mas pequeno tal que x € [z;_1,x;], considere-
mos T = {tl, c. t]’_l, Zlf,tj_H, N ,tn}
Notemos que

(@) () = Qwj 1)) = f(8)(Q2;) = ;1)) | = [S(f, @, Pr) = S(f, 2, P,

donde Pr es la misma que P solo que las elecciones de los puntos en cada
subintervalo que determina P son los puntos de T, entonces

b
/fcm—su,ﬂ,PT) <1,

a

b
IS(1,9, P)~S(f.9. Pr)| < 'S(f,Q,P) . / fdQ‘+
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de aqui que
|f(2)(Qzy) — Q1)) — F(E)(Qzy) — Qzj-1))] < 1,

asi [ f(2)[(Q(z;) — Qz;-1)) = [F ) [(Qz;) — Q1)) < 1, entonces

|f (@) (@)= zj-1)) < [fE)(Qx;)—Q(xj-1))+1 < M(Q(z;)—Q(x;-1))+1.

Se concluye que | f(z)| < M + L.
Por lo tanto, f es una funcion acotada. O

Observacién: Si f, : [a,b] — R son funciones, f(z) > 0 para cada
x € [a,b] y § es creciente en [a, b], entonces para cada P € P([a,b]) se tiene
que S(P, f,Q2) > 0.

Teorema 1.7. Si f € R(Q,[a,b]) con f(x) > 0 para cada x € [a,b], Q es
creciente en |a,b], entonces fabf Q2 > 0.

Demostracion. Supongamos que fabf dS) < 0. Sea € = —fabf d2 > 0, como
f € R(, [a,b]), existe 6 > 0 tal que para cada P € P([a,b]) con ||P|| < se

tiene que ‘S(P, f,Q) — fabf dQ‘ < €. De aqui que

b b b
/ fdQ < S(P,f,Q)—/ fdQ < —/ fdQ,
entonces S(P, f,€) < 0, que es una contradicciéon por la observacion anterior.
[

Teorema 1.8. Sean f,g € R(Q,[a,b]), donde Q es creciente en [a,b], si
f(z) < g(x) para cada x € [a,b]. Entonces fabf dQ) < fabg ds.

Demostracion. Sea h : [a,b] — R definida por h(z) = g(x) — f(z), entonces
h(x) > 0 para cada x € [a,b]. Ademds h € R(,a,b]), entonces por el
Teorema 1.7 y el Teorema 1.4 se tiene que

/abth:/ab(g—f)dQ:/abng—/abfdQzo.
/abfdﬁg/abgdﬂ.

Por lo tanto,



1.2 Condiciones equivalentes de integrabilidad de
Riemann-Stieltjes 7

Teorema 1.9. Sea r € R y definamos [ : |[a,b] — R como f(x) = r.
Entonces f € R(L, [a,b]) para cada funcion Q : [a,b] — R y

/jug_mm@—gm»

Demostracién. Sea P = {a = xg,21,...,2, = b} € P([a,b]), y tx € [Tr_1,x1]
para cada k = 1,...,n. Entonces

n

S(P, f,Q) Zf t)( ar)) =7 ) (Qax) = QUap-1))

k=1

=r[(Q(z1)—2z0)+Q2(x2) —Q(x1)+. . . AQ(Tp-1) = UTp—2)+2x) —Q(z)-1)]
=7r(Q() — Qa)). O

Teorema 1.10. Sea f € R(€, [a,b]), donde Q2 es creciente en [a,b]. Si o, f €
R son tales que a < f(x) < B para cada x € [a,b], entonces

me—ﬂm»sjjugsma@—am»

Demostracion. Supongamos que f € R(Q,[a,b]) v sean o, € R tales que
a < f(x) < para cada z € [a,b]. Por el Teorema 1.8 se tiene que

b b b
/amg/fmg/ﬁm,

entonces por el Teorema 1.9 se tiene que

b
me—nm»s/Juﬁgmmm—am»

]

1.2. Condiciones equivalentes de integrabili-
dad de Riemann-Stieltjes

En esta seccién veremos algunas equivalencias que nos dicen cuando se
cumple que una funcién definida sobre un intervalo cerrado es Riemann-
Stieltjes integrable con respecto a otra funcién, también definida sobre el
mismo intervalo.
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Teorema 1.11. Sean f,Q : [a,b] — R funciones. Entonces son equivalen-
tes:

a) [PFdQ= A,

b) (Criterio de Cauchy) Para cada € > 0, existe § > 0 tal que si P,Q €
P((a,b) con ||PI| < 6 y[|Ql < 6 se tiene que |S(P, f,9)~S(@Q, £,9)] < .
c) Para cada sucesion de particiones { P, },en C P([a,b]) tales que
lim, 00 || Pal| = 0 se cumple que lim,,_, S(Py, f,Q2) = A.
Demostracion. a) = b)

Sean A = f;f dQ y e >0, como f € R(,[a,b]), entonces existe 6 > 0 tal
que para cada T € P([a,b]) tal que ||T|| < 0 se tiene que

]MﬂﬁQ%ﬁﬂ<g (1.2)

Sean P,Q € P([a,b]) tales que ||P|| < d y ||Q|] < 0, entonces por (1.2) se
tiene que

€

2

= €.

S(P.f,Q) = S(Q. £, )| < |S(P.£,.0) = Al +1S(Q. £.9) — Al < 5 +

b) = ¢)

Sea {P,}nen € P([a,b]) una sucesién de particiones del intervalo [a,b] tal
que lim,, o || Pn]| = 0.

Sea € > 0, entonces existe § > 0 tal que si P,Q € P([a,b]) con ||P|| <0y
[|Q| < ¢, entonces

Como lim,, .« || P,|| = 0, existe ng € N tal que para todo n > nyg, se tiene que
||P.]| < d. Entonces para cada n,m > ng se tiene que ||P,|| < 0y || Pnl| < 0,
entonces por (1.3) se tiene que

IS(Py, [,Q) — S(Py,, f, Q)| <.

Por lo tanto, la sucesion {S(P,, f, ) }nen es una sucesién de Cauchy, entonces
existe A € R tal que lim,, o, S(P,, f,Q2) = A.
c) = a)
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Supongamos que f: fdQ # A, entonces existe € > 0 tal que para cada § > 0,
existe Ps € P([a,b]) tal que ||Ps]| < dy

|S(P67f7Q)_A| > €.

Para 0 = %, para cada n € N, existe una sucesién de particiones {P,} C
P([a,b]) tal que lim,, o ||P]|| =0y

Por lo tanto, lim,, . S(P,, f,Q) # A. ]

Teorema 1.12. Sean f,Q) : [a,b] — R funciones y [c,d] C [a,b]. Si f €
R(2, [a,b]), entonces f € R(, e, d]).

Demostracion. Sea € > 0, como f € R(%,[a,b]), existe 4 > 0 tal que para
cada P,Q € P([a,b]) con ||P|| <4, ||Q|] < 0 se cumple que

|S(P7va)_S<Q7va)| <€
Sean R,T € P([c,d]) con ||R|| <y ||T|| < 0, consideremos P; € P([a,c]) y
P, € P([d,b]) tales que ||P|]| <y || || <0.Si A= PLURUP, € P([a,b])
y B=P UTUP, € P(la,b]), entonces ||A|| <y ||B]| < d, entonces
|S(A7f79)_S(B7f79)| <€

Tomando las mismas elecciones de puntos en P, € P([a,c]) v P, €
P([d,b]) en las sumas S(A, f,Q) y S(B, f,Q) se tiene que

|S<A7va)_S(Baf7Q)| = |S(P1,f,Q)+S(R,f,Q)+S(P2,f,Q)—

S(thaQ) _S(T7faQ) _S(PQaf79)| - |S<RafaQ) _S(TafaQN <€
Entonces por el Criterio de Cauchy se concluye que f € R(£2, [c,d]). ]

Teorema 1.13. Sean f,Q : [a,b] — R funciones y ¢ € (a,b). Si f €
R(, [a,b]), entonces f € R(L,[a,c]) N R(, [c,b]) y

/abfdQ:/acfdQJr/cbfdQ.
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Demostracion. Sea {P,},en una sucesién de particiones del intervalo [a, b]
tales que lim, . ||P,|| = 0, como f € R(S2, [a,b]), entonces

b
lim S(Pn,f,Q):/ Fdo.
T—00 a

Consideremos la sucesion de particiones {Q,, }nen del intervalo [a, ], donde
Qn = P, U{c}, entonces 0 < ||Q,|| < ||P,]], de aqui que lim, ., ||@x]| = 0,
ademés podemos escribir @, = P U P\, donde P\ € P([a,d]) y P\ €
P([c, b)) tales que lm, o0 ||P™]| = 0 y 1imy e || PYY]| = 0, de donde

S(Qn, £,9) = S(P™, £,Q) + S(PS™, f,9), entonces

m S(Qn, f,Q) = lim S(P™, £,Q) + lim S(P"™, f,Q).

n—oo n—oo

/abfdQ_/aCfdQ+/cbfdQ.

Por lo tanto,

1.3. Teorema del Valor Medio para la integral
de Riemann-Stieltjes

En el caso de la integral de Riemann se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.14. Si f : [a,b] — R es una funcion continua en |a, b], entonces
[ es Riemann-integrable en [a,b].

Demostracion. Ver [13]. O

En el caso de la integral de Riemann-Stieltjes se tiene un resultado pare-
cido al anterior.

Teorema 1.15. Sean f,Q: [a,b] — R funciones. Si f es continua en [a, b]
y 2 mondtona, entonces f € R(Q, [a,b]).
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Demostracion. Supongamos que §) es creciente en |a, b], el otro caso se hace
de manera andloga. Sea € > 0, como f es uniformemente continua en |[a, b],
entonces existe § = d(e) > 0 tal que para cada x,y € [a, b]

€

fW)l <m~

Sean P = {a = zo,21,...,2, =b},Q = {a =yo,y1, ..., Ym = b} € P([a,b]),
ti € [Tr_1, Tk] para cada k = 1 M, W € [yp—1, Y] paracada k =1,...,m,
tales que ||P|| < 2y [|Q|| < & entonces

si |x —y| < 9, entonces |f(x) —

S(P, £,9) Zf ) - — Q1))
y m
S(Q, 1.9 Zf — Q(yr-1)).

Consideremos R = PUQ = {a = 20,21,...,% = b} € P([a,b]), entonces
para cada k € {1,...,r}, existe j € {1,...,n} tal que [zx_1, 2zx] C [z;—1, 2j],
definimos ¢} = t;, entonces

S(P, f,9) Zf t) - — Q(z-1)).

También para cada k € {1,... ,r}, existe j € {1,...,m} tal que [zx_1, 2zx] C
[Yj—1,Y;], definimos w}, = w;, entonces

S(Q. 1,9) Zf wy,) —Q(zj-1)).

Como |t} — w)| < 6, entonces |S(P, f,Q2) — S(Q, f,Q)]| =

D () = Fwh) - (z) — Qzemn))| < 1) —F (wi)[122) —Qze-1))|
< m Q=) — Q) = e

Por lo tanto, por el Criterio de Cauchy se concluye que f € R(€2,[a,b]). O



12 La integral de Riemann-Stieltjes

Teorema 1.16 (Teorema del Valor Medio para integrales de Rieman-Stielt-
jes). Sean f,Q : [a,b] — R funciones tales que f es continua en [a,b] y Q
es creciente en |a,b|. Entonces existe un ¢ € |a,b| tal que

b
/ £d9 = F(O)(Qb) — Q(a)).

Demostracion. Por el Teorema 1.15 se tiene que f € R(€2, [a,b]), como [ es
continua en [a, b], entonces existen xg, x; € [a,b] tales que

f(zo) < f(x) < f(z1) para todo x € [a, b

y por el Teorema 1.8 se tiene que

[ @) - 2) < [ a0 < f@)@n - 26). (1)

Tenemos los siguientes casos:
i) Si Q(a) = Q(b), entonces €2 es una funcién constante, entonces por (1.4) se
tiene que

/ fd2=0= f(c)(2b) — Q(a)) para cada c € [a,].

ii) Si Q(a) < Q(b), entonces

f(xo) < < f(z1),

Q(b) — Q(a)

por el Teorema del Valor Intermedio, existe ¢ entre zy y x; tal que

[P do

) —a@

Por lo tanto, ,
/ £d9 = f(e)(Qb) — 2a)).
]

Se puede hacer una modificacion del Teorema del Valor Medio para inte-
grales de Riemann-Stieltjes de la siguiente forma:



1.3 Teorema del Valor Medio para la integral de Riemann-StieltjE3

Teorema 1.17. Sea f € R(€2, [a,b]) acotada y Q es creciente en [a,b]. En-
tonces existe ¢ € [m, M| donde m = inf{f(x)|z € [a,b]} y M = sup{f(x)|z €
[a,b]} tal que

b
/ FdQ = () — Qa)).

Demostracion. Como m < f(x) < M para cada x € [a,b], entonces por el
Teorema 1.8 se tiene que

m(Qb) — Q(a)) < / £ < M(Q(b) — Q(a)). (1.5)

Tenemos los siguientes casos:

i) Si Q(a) = Q(b), de (1.5) se tiene que
/ fdQY=0= f(c)(Qb) — Q(a)) para cada ¢ € [m, M].

ii) Si Q(a) < Q(b), entonces

Jif do
< _Jav < .
=)o@ =M
Definiendo )
[ rde
JECET N
se tiene

/ FdQ = c(Qb) — Qa).
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Capitulo 2

Otras definiciones para la
integral de Riemann-Stieltjes

En lo que sigue, la teorfa de integracién de Riemann-Stieltjes se desa-
rrollard para cuando todas las funciones involucradas son acotadas y los
integradores son crecientes.

Definicién 2.1. Sean f : [a,b] — R una funcion, P = {a = xo,x1,...,2, =
b} € P(la,b]) y
M (f) = sup{f(z)|x € [zr—1, 7]},

mi(f) = mf{f(z)]e € [y, 2]}

Definimos las sumas superior e inferior de Stieltjes de f con respecto a €2
para la particion P denotadas como U(P, f,Q) y L(P, f,Q)) respectivamente
como

U(P, f,9) ZMk = Q(x-1)) y

L(P, f,Q) ka — Q(z4-1))-

Observacién: Para cada P = {xg = a,11,...,2, = b} € P([a,b]) y cada
ti € [xr_1, 7], se tiene que

L(P, f,Q) < S(P, f,©) <U(P, f,9Q).

Teorema 2.1. Sean f,Q : [a,b] — R funciones y supongamos que € es
creciente en [a,b]. Entonces,

15
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a) Si P,Q € P(la,b]) con P C @Q, entonces U(f,Q,Q) < U(P,f,Q) y
L(P, f,Q) < L(Q, f,9).

b) Para cada P,Q € P([a,b]) se cumple que L(Q, f, ) < U(P, f,9Q).

Demostracion. a)

Supongamos que ) tiene exactamente un punto mas que P con P = {a =

L0, X1, ...,y = b}y Q = {a = zo,x1,..., 01, W, T4, ..., 2, = b} y los
puntos de ) ordenados de la siguiente forma:

a=20<...<p 1 <w<zi...<zx,=0>0

Sean my1 = inf{f(z)|x € [zi—1,w|} y mue = inf{f(z)|r € [w,z;]}, se sigue
que

P f, ka Q(a:k_l))

L(Q, f,Q) ka — Qxg-1)) + M (Q(w) — Q(xi-1))+

n

M () — Qw)) + Z my(f) () — Qwp-1))-

Asi, L(P, f,Q) < L(Q, f,Q) siy s6lo sim;(f)(Qz;)—2(xi—1)) < M1 (Q(w) —
(xi-1)) + mus(Q(w:) — Q(w)).

(@)|z € [z, 23]} y {f(2)|z € [w,z]} €
) <y y mi(f) < mye, entonces

Como {f(x)|z € [x;i—1,w]} CA{f

{f(x)|x € [x;_1,2;]}, entonces m;(f

ma(F)(Uas) — Uwima)) = ma(F)( Qi) — Qw)) +mi(f)(Q(w) — ai-1))
< Man(Qi) = QAw)) + man (Qw) = Qxi1)),

de aqui que L(P, f,Q) < L(Q, f,9).
Andlogamente se obtiene que U(f,Q,Q) < U(P, f,Q).
b)
Sean P, € P([a,b]) y R=PUQ € P([a,b]), entonces por a) se tiene que

L(Q, f,Q) < L(R, f,Q) <U(R, f,Q) <U(P, f,9Q).
Por lo tanto, L(Q, f,Q) < U(P, f,Q). H
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Definicién 2.2. Sean f,Q: [a,b] — R funciones, f es Riemann-Stieltjes
integrable con respecto a 2 sobre [a,b] en el sentido de refinamientos, si
existe A € R tal que para cada € > 0, existe una particion P. € P(la,b])
que cumple la siguiente propiedad: para cada P = {a = xg,21,...,x, = b} €
P(la,b]) y cada ty, € [xp_1,xk],

si P, C P, entonces |S(P, f,Q)) — A| <.

Observacién: Sea P € P([a,b]), por b) del Teorema 2.1 se tiene que
L(Q, f,Q) <U(P, f,Q) para cada @ € P([a,b]), de aqui que cualquier suma
superior U(P, f,€)) es una cota superior para {L(Q, f,Q)|Q € P([a,b])},
entonces

sup{L(P, f,0)|P € P([a,b])} < U(P, f,),

de aqui que sup{L(P, f,Q)|P € P([a,b])} es una cota inferior de {U (P, f,Q)|P €
P([a,b])}. Por lo tanto,

sup{L(P, f,Q)|P € P([a,b])} < mf{U(P, f,Q)|P € P([a,b])}.
Definicién 2.3. Sean f,Q: [a,b] — R funciones y Q creciente en [a,b]. La

integral superior de Stieltjes de f con respecto a ) se define como

/fdQ — b {U(P, £,)|P € P([a, )}

y la integral inferior de Stieltjes de f con respecto a ) se define como
b
[ a0 =sup{L(P.£.9)IP € P(a ).

Definicién 2.4. Sean f,Q : [a,b] — R funciones, Q creciente en |a,b].
Decimos que f es Darbouz-Stieltjes integrable con respecto a Q en [a,b] si

chm = /abfdQ.

Definicién 2.5. Sea f : [a,b] — R una funcion. Decimos que f satisface
la condicion de Riemann respecto a € en [a,b] si para cada € > 0, existe
P. € P(la, b)) tal que para cada P € P([a,b])

si P, C P, entonces 0 < U(P, f,Q) — L(P, f,Q) <e.
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Lema 2.1. Sea f : [a,b] — R wuna funcion y P = {x¢g = a,x1,...,2, =
b} € P([a,b]). Entonces para cada k € {1,2,...,n} se tiene que

My (f) = m(f) = sup{f(z) = F)|z,y € [z, 24]}.
Demostracion. Sean x,y € [xp_1,xy|, entonces
mi(f) < f(x) < Mi(f) y mu(f) < fly) < Mi(f),

de aqui se obtiene

flx) = fly) < My(f) —mui(f).

Por lo tanto,

sup{f(z) = f(y)lz,y € [wp—r, 2]} < Mi(f) — mu(f). (2.1)

Sea € > 0, como My(f) —§ < Mi(f) y mu(f) < mp(f) + §, existen x,y €
[x_1, )] tales que

€ €

Mi(f) = 5 < f@) y fly) <mu(f) + 5.
Asi,
M(f) —mi(f) —e < f(z) — fly) <sup{f(z) — f(y)|z,y € [xr_1, 2k},

entonces My (f) — mi(f) < sup{f(z) — f(y)|z,y € [rg—1,2|} + € Por lo
tanto,

Mi(f) = mi(f) < sup{f(z) = f(y)|z,y € [zp-1, 2]} (2.2)
De (2.1) y (2.2) se obtiene el resultado. O

Lema 2.2. Sean f,Q : [a,b] — R funciones y Q2 es creciente en [a,b].

Entonces L
b b
/ fdQ < / fdQ

Demostracion. Sea € > 0, como f_abf Q2 < f_abf dS2 + €, entonces existe P; €
P([a, b]) tal que

b
U(P,, £,Q) < /fdQ e
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Por el teorema 2.1 se tiene que
)
LPSR) SUPL£0) < [ o+ e

para cada P € P([a, b)), entonces fabf d€)+ € es una cota superior del conjunto

de las sumas inferiores L(P, f,2), entonces L(P, f,Q) < fabf dS) + €, como €
es arbitrario, entonces

/abfdﬂg/abfdQ.

Teorema 2.2. Sean f,$: [a,b] — R funciones y Q es creciente en [a, b].
Entonces son equivalentes:

]

a) [ es Riemann-Stieltjes integrable en el sentido de refinamientos con res-
pecto a Q) en [a,b),

b) f satisface la condicion de Riemann respecto a Q en |a, b],

¢) [ode = [Uf ds.

Demostracion. a) = b) Tenemos los siguientes casos:
i) Si Q(a) = Q(b), al ser  creciente en [a, b], entonces 2 es constante en
[a,b]. Asi, dado e > 0y P. € P([a,b]), P € P([a,b]) con P. C P, entonces

0<U(P f,Q) —L(P f,Q)=0<e.
i) Supongamos que Q(a) < (b) y sea € > 0.

Como f € R(Q,[a,b]), entonces existe P. € P([a,b]) tal que para cada P €
P([a,b]) con P, C Py cada ty, 1 € [vg_1, k] se tiene que,

thk Q(zg—1) /fdQ

Qx_1)) /fdQ

<_

<_
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de aqui que

D (ftk) = Fr) (Qaw) — Uapa))| <
k=1
n b n b
> F(0)( 1)~ Aona)) = [ 4943 F00) (@) -~ o))~ [ fa9
k=1 @ k=1 a
€ € 2
37373
Para h = m > () se tiene que
M (f) = mi(f) = h <sup{f(z) — f(y)|z,y € [zr—1, 24]},
entonces existen ty, ry € [rx_1, 2x] para cada k=1, ..., n tales que

Mi(f) = mi(f) = h < f(tx) = f(rs).

Se sigue que,

n

0 <U(P, f,9Q) = L(P, £,Q) = > (Mi(f) = ma()(Qxx) — Uw-1)) <

;(f(tk) — Fr)(Qae) = Qap)) + 5 < 5+ g =€

Por lo tanto,
OSU(Pvf7Q)_L(P7f79) < €.

b) = ¢) o
Siempre se cumple que f:f dQ) < f;f dS2. Sea € > 0, existe P, € P([a,b])

tal que para cada P € P([a,b]) con P. C P se tiene que
0< U(Pafaﬂ) _L(P7f7Q) < €.

Entonces

b b
/fngU(P,f,Q)<L(P,f,Q)+e§/fdQ+e,

<
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de aqui que

Zfdﬂ</abfd9+e,
ffng/abfdQ.
ffcm:/abfdg.

Por lo tanto,

Asi,

c) = a)

Supongamos que f_:f dQ) = f;f d) = Ay veamos que fff aQ = A.

Sea € > 0, como

b b
/fdQ</fdQ+e,

existe P, € P([a,b]) tal que

b
U(P, f,Q) </fdQ+6,

a

entonces para cada P € P([a,b]) con P, C P se tiene que

b
U(P,f,Q)gU(Pe,f,Q)</fdQ+e,

se sigue que para cada P € P([a,b]) con P, C P se cumple que

b
U(P, f,Q) < /fdQ+e.

/abfdQ—e< /abfdQ,

entonces existe Q. € P([a,b]) tal que

También

b
/fdQ —e< L(P, f,Q),

(2.3)
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asi para cada P € P([a,b]) con Q. C P se tiene que
b
/fdQ —e< L(P, },9Q) < L(P, },9),
por lo tanto para cada P € P([a,b]) con Q. C P se tiene que
b
/fdQ —e< L(P, [,Q). (2.4)

Sea Q@ = P.UQ. € P([a,b]), de (2.3) y (2.4) se sigue que
b i
/fdQ Ce< L(Q £, < S(Q.£,9) U@, 1,9) < /fdme.

Como f_;f dQ) = f;f dS2, entonces para cada P € P([a,b]) con @ C P, se tiene
que

ZfdQ—e < S(P, f,9) <ffd9+e,

de aqui se concluye que

Por lo tanto,

]

Teorema 2.3 (Teorema del Valor Medio para integrales de Rieman-Stielt-
jes). Sean f,Q : [a,b] — R funciones tales que f es continua en |a,b]
y Riemann-Stieltjes integrable con respecto a 2 en [a,b], Q0 es creciente en
la,b]. Entonces existe un ¢ € [a,b] tal que

/ £d9 = F(e)(Qb) - Q(a)).
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Demostracion. Tenemos los siguientes casos:
i) Si Q(a) = 2(b), entonces para cada c € [a, b] se tiene que

/ fd9 = £(e)(Qb) — Q) = 0.

ii) Si Q(a) < Q(b), como f es continua en [a, b], entonces existen xg,x; €
[a, b] tales que

f(zo) < f(z) < f(21) para todo x € [a, b],
entonces
f20)(2(b) — Qa)) < L(Q, f,Q) S U(P, f,9Q) < fz1)(2(b) — Qa)),

de aqui se sigue que
b
Flan)(20) = 2() < [ 149 < F)(20) - Qo).

De esto se obtiene que,

[P do
f(l'o) < m < f(acl)

Por el Teorema del Valor Intermedio, existe ¢ entre xq y x; tal que

[P dQ

Qb —o@

Por lo tanto, existe ¢ € [a, b] tal que

[ rao =@ - ).
]

Teorema 2.4. Sean f,§: [a,b] — R funciones. Si f € R(Q,[a,b]) segin
la definicion de Stieltjes, entonces f es Riemann-Stieltjes integrable en el
sentido de refinamientos.
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Demostracion. Sea ¢ > 0 y denotemos con A el valor de la integral de
Riemann-Stieltjes de f con respecto a ) en [a, b]. Entonces existe § > 0 tal
que tal que para cada P = {a = xg,x1,...,2, = b} € P([a,b]) y cada t;, €
[Th—1, 4],

si ||P|| < 0, entonces |S(P, f,2) — Al <e. (2.5)

Sea Pe € P(la,b]) tal que ||P]| < 6, entonces para cada P € P([a,b]) co
P. C P se tiene que ||P|| < ||P]| < é. Por lo tanto, para cada P € P(]a, ])

si P. C P,||P|| < 4, entonces por (2.5) se tiene que |[S(P, f,Q) — A| < e.
[

Observaciéon: El reciproco del Teorema 2.4 no es verdadero, para ver
esto supongamos que a < by sea ¢ € (a,b). Consideremos f,Q : [a,b] — R
funciones definidas como f(z) = Q(z) =0sia <z <cy f(zx) =Q(z) = 1si
c<xz<b f(c)=0,92(c) = 1. Veamos que, f es Riemann-Stieltjes integrable
en el sentido de refinamientos y que fab fdQ=0.

Sea P = {a = 2o, %1,...,Ti_1,T; = C,Tiy1..., T, = b} € P([a,b]) y t; €
[z;_1,z;] para cada k = 1,...,n, entonces

S(P, f,9Q) Zf Q(zi1))

= f(t)(Qzs) = Qi) + [ (i) (i) — Qi) =
Sea € > 0, existe P. = {a = zg, 21 = ¢, 23 = b} € P([a,b]) tal que para cada
P € P([a,b]), si P. C Py cadat; € [x;_1,x;] entonces |S(P, f,2) — 0] < e.
Por lo tanto, fabf dQ = 0.

Veamos que f ¢ R(£2, [a,b]). Supongamos que f € R(£2, [a,b]), entonces
para € = 3 > 0, existe § > 0 tal que para cada P € P([a,b]) si ||P|| < 4,
entonces S(P, f,Q) < % Sea P={a=x9,21,...,%i 1,Ti, Tiz1-..,Tp =b} €
P([a,b]) tal que ¢ ¢ Py ||P|| < 0, supongamos que ¢ € (;_y,x;), entonces

S(P, f,9) Zf Qzi-1)) = f(t;)(QUz;) — Qzj-1))

Si tomamos t; € (¢, x;), entonces S(P, f,Q2) = 1y no cumple que S(P, f,) <
1. Por lo tanto, f ¢ R(, [a,b]).



Capitulo 3

La ()-derivada

3.1. Definicion de la ()—derivada y ejemplos

En este capitulo consideraremos el concepto de {2-derivada, que nos per-
mitird obtener una generalizaciéon del Teorema Fundamental del Célculo a
la integral de Riemann-Stieltjes cuyos integradores son continuos y estricta-
mente crecientes.

En lo que sigue supondremos que I C R es un intervalo abierto que puede
ser acotado o no acotado.

Definicién 3.1. Sean f,2: I — R funciones donde ) es continua y estric-
tamente creciente en I. Sea xo € I. Decimos que f es Q-diferenciable en xg

Jin (%) existe.

A este limite lo llamaremos la ()-derivada de f en x( y lo denotamos como

Observaciones:

= Notemos que este concepto de ()-derivada generaliza al concepto de
derivada usual, pues si Q(x) = z, entonces Dq f(x¢) = f'(z0).

w Sif'(zg) y (x0) existen y Q' (zo) # 0, entonces

f'(x0)
Y (wo)

Dq f(z0) =

25
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Ejemplos:

» Sea K € Ry xy € (a,b), si f: (a,b) — R definida por f(z) = K,
K—K ):O
0

entonces Dq f (mo) = 1fmgc—>a:o Q@)—Q(z0)

» Sif:(a,b) — Restd definida como f(z) = Q(x), entonces Dq f(x¢) =

) Q@)-Qz0) | _
hmxaxo (m) =1

En los teoremas que siguen, vamos a suponer f,g : (a,b) — R son
funciones, z¢ € (a,b) y Q es como en la Definicién 3.1.

Teorema 3.1. 5i f es Q2-diferenciable en xg, entonces f es continua en x.

Demostracion. Notemos que f(x) — f(xg) = (%) - (2(x) = Qz0)),

como f es Q-diferenciable en x4 y €2 es continua en xy se cumple que

(@ =) oo Y

T (M> im (Q(x) — Qz0))

T—x0 Q(.CE) — Q([L'[)) T—T0
= Do f(w) -0 = 0.
Asi se tiene que lim,_,,, f(x) = f(zo) y por tanto f es continua en x. O

3.2. Propiedades basicas de la ()-derivada

En lo que sigue demostraremos propiedades analogas a las de la derivada
usual con respecto a las operaciones de suma y producto usual de funciones.

Teorema 3.2. Sean f,g funciones Q-diferenciables en xo y K € R, entonces
f+ag.f-gyK-f sonQ-diferenciables y

1. Do(f + g)(x0) = Daf (o) + Dag(wo)
2. Do(f - 9)(zo) = Daf(zo) - g(xo) + f(w0) - Daglao)

3. Do(K - [)(x0) = K - Do f(z0)
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Demostracion. 1. Como f y g son {2-diferenciables en zy y

f(x) +g(z) = (f{zo) +g(x0) _ fz) = flzo) | g(x) = g(20)

) = 2z0) Q(x) — Qxo) T Q) — Qo)
entonces
(@)t 9(2) — () + g(a0)) _
ik ( Q(x) — Qo) )
m f(x) - f(Io) (m 9(@ - Q(Io)
i (G =hiey) e (8 =60)
= Dqf(zo) + Dag(zo)
2.
F() (o) — flw) - glw) _ f@) —fla) o) —glwe)
QW - Q) 9@ -9 T @ = aw) T

pero f y g son (2-diferenciables en x( y por la continuidad de g en zy que se
tiene por el Teorema 3.1, se cumple:

(@) 0@ = ) g\ (@)= faw)
wlimo ( Q(ZL’) . Q(IO) > o ml—m() <Q(l‘) — Q(J;()) g( )) +
(9@ =g N e %) f(a
A (Q(m) ~ o) ! °)> Paflan) glaw) + Daglao) (0

3. Como
K- f(z) = K- f(wo) _ f(z) = f(zo) entonces se tiene que
Q(z) — Qo) -h (Q(x)—Q(Io))’ t Hened

lfm (K 'é(x) — R f(%)) = K- lim (%)

]

Observacién: Una forma alternativa de obtener el resultado anterior es
tomar la funcién g(x) = K y aplicar 2. del teorema.

Definicién 3.2. Una funcion f es Q-diferenciable en (a,b) si es Q-diferenciable
en cada xy € (a,b).
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Teorema 3.3. Sea f una funcion Q-diferenciable en (a,b). Si f tiene un
mdzximo o un minimo relativo en xy € (a,b), entonces Dq f(xg) = 0.

Demostracion. Supongamos que f tiene un minimo relativo en zy € (a,b),
entonces por definiciéon de minimo relativo existe § > 0 tal que f(z) < f(xo)
Vo € (zg — 9,20+ 6) C (a,b).

Sizg— 06 < x < xg, entonces Qx) — Q(xp) < 0 pues 2 es estrictamente
creciente en (a,b) y f(z) — f(xg) < 0, entonces

También si zy < x < xo + J, entonces Q(x) — Q(xg) > 0 pues 2 es estricta-
mente creciente en (a,b) y f(x) — f(zo) < 0, entonces

Z‘—)J}O

Como f es 2-diferenciable, entonces

0= Je)) _ (L= fe)),

Dosta = lim (F5 =00

+ —
Z‘%Z’O 3)—)1‘0

por lo tanto Dgq f (o) = 0.
Anélogamente se obtine que Dq f(zg) = 0 si f tiene un méximo relativo en
zo € (a,b). O

Teorema 3.4. Si f es Q-diferenciable en xo con Dqf(z9) > 0. Entonces
existe § > 0 tal que Vx,y € (a,b) conxg—0 < x < xy <y < xo+0 se cumple
que f(x) < f(zo) < f(y).
Demostracion. Sea e = %@0) > 0, como f es ()-diferenciable en x, entonces
existe 0 > 0 tal que Vz € (a,b) con |z — xy| < 6§, cumple que

f(@) = fl@o) . Da f(xo)
Q(z) — Q(xo) Daf(wo)| < 2

De aqui se deduce existe 6 > 0 tal que Vz € (a,b) con |z — zo| < 0, entonces

Dq f(o) - f(@) = f(=o)
2 Qz) — Qo)

0< (3.1)
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Sean x,y € (a,b) con xp — 6 < x < xy <y < g+ J, como T < xg, entonces
Qz) — Q(zo) <0, de (3.1) se tiene que

f(zx) = [ (o)
Q Q(xp)
(

_ >0
(z) — ’

asi de aqui se sigue que f(z) — f(z) < 0, entonces

f(@) < flxo). (3.2)

También como zy < y, entonces 2(y) — Q(xo) > 0y de (3.2) se tiene que

entonces f(y) — f(xg) > 0, entonces

f(xo) < f(y). (3.3)
De (3.2) y (3.3) se tiene que

flx) < f(wo) < f(y).
]

La siguiente proposicion es analoga a la demostrada anteriormente y dice
lo siguiente:

Teorema 3.5. Sea f una funcion es Q-diferenciable en xo con Dgqf(xq) <
0. Entonces existe § > 0 tal que Vx,y € (a,b) conxg— < x < x9 <y < To+9

se cumple que f(y) < f(xo) < f(x).

Demostracion. Sea € = —%@0) > 0, como f es ()-diferenciable en g, en-
tonces existe 6 > 0 tal que Vz € (a,b) con |z — zg| < 6, entonces

f(x) = f(z0) Da f(x0)

S I p P AT

Q(z) = o)~ DS (0) 2

De aqui se deduce existe 6 > 0 tal que Vx € (a,b) con | x — z¢ |< J, entonces

f(z) — f(z0) < Dq f(z0)
Q(x) — Qzo) 2

<0 (3.4)
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Sean x,y € (a,b) con g — 6 < x < g <y < g+ J, como = < xg, entonces
Qz) — Q(zo) <0, de (3.4) se tiene que

f(x) — f(20)

() — Qwg) ~

que de aqui se sigue que f(x) — f(zo) > 0, de donde

flzo) < f(a). (3.5)
También como zy < y, entonces (y) — Q(xy) > 0y de (3.4) se tiene que
f(y) — [ (=)
)~ Ow)
entonces f(y) — f(x¢) < 0, por lo que
f(y) < f(zo). (3.6)

De (3.4) y (3.6) se halla que

fly) < flxo) < fla).
O

3.3. Teorema de Rolle y Teorema del Valor
Medio para la ()—derivada

Los teoremas que veremos a continuacién son una generalizacién de algu-
nos teoremas del célculo diferencial clasico y nos muestran como el concepto
de €)-derivada trae consigo propiedades muy parecidas al concepto de deri-
vada usual.

Teorema 3.6 (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcion continua
en [a,b] y Q-diferenciable en (a,b). Si f(a) = f(b), entonces existe xy € (a,b)
tal que Dq f(xo) = 0.

Demostracion. Como f es continua en [a, b, entonces f alcanza su valor
maximo en g € [a,b] y su valor minimo en z; € [a, b]. Tenemos los siguientes
Ccasos:
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(1) Si zg,xz; € {a,b}, entonces por hipétesis se tiene que f(xg) = f(z1),
es decir, el valor maximo y minimo de f son iguales, asi f es una funcién
constante, por lo que Dq f(x) = 0 para cada = € (a,b).

(2) Si zg € (a,b), entonces por el Teorema 3.3 se tiene que Dg f(xo) = 0.

(3) Si zy € (a,b), entonces por el Teorema 3.3 se tiene que D f(x;) =0. O

Teorema 3.7 (Teorema del Valor Medio de Cauchy). Sean f,g : [a,b] —
R funciones continuas en [a,b] y Q-diferenciables en (a,b). Entonces existe

o € (a,b) tal que (f(b) — f(a)) - Dag(woe) = (9(b) — g(a)) - Daf(wo)-

Demostracion. Definamos la funcién h : [a,b] — R como

hx) = (f(b) = f(a)) - g(x) — (9(b) — g(a)) - f(x),

entonces h es continua en [a, b] por ser suma y producto de funciones conti-
nuas en [a, b], también h es Q2-diferenciable en (a,b) por ser suma y producto
de funciones Q-diferenciables en (a,b).

Ademas

entonces por el Teorema 3.6 se tiene que existe o € (a,b) tal que
Doh() = 0.
Por otra parte,
Doh(xo) = (f(b) = f(a)) - Dag(zo) — (9(b) — g(a)) - Do f(z) = 0,
entonces
(f(b) = f(a)) - Dag(xo) = (9(b) — g(a)) - Daf(xo).
0

Teorema 3.8 (Teorema del Valor Medio). Sean f : [a,b] — R una funcion
continua en [a,b] y Q-diferenciable en (a,b). Entonces existe xy € (a,b) tal
que

Daq f(ro) = /
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Demostracion. Por definicién sabemos que € es continua en (a,b), también
es Q-diferenciable en (a,b) con Dof2(z) = 1 para cada x € (a,b). Entonces
por el Teorema 3.7, existe zg € (a,b) tal que

(f(0) = f(a)) - DaQ(xo) = (2(b) — (a)) - Daf(xo),

de aquf que
Do f(w0) = &
O

Teorema 3.9. (1) Si Dof(x) > 0 para cada x € (a,b), entonces f es cre-
ciente en (a,b).
(2) Si Dof(x) <0 para cada x € (a,

b), entonces f es decreciente en (a,b).
(3) Si Do f(x) =0 para cada x € (a,b),

), entonces f es constante en (a,b).

Demostracion. Sean x1,x9 € (a,b) con x; < xo, como f es - diferenciable
en (a,b), entonces f es continua en (a, b), en particular en continua en [z, 5]
y Q-diferenciable en (x1, z3), entonces por el Teorema del valor medio existe
zo € (a,b) tal que f(z2) — f(z1) = Daof(xo) - (z2) — Q(z1). Notemos que
como ) es estrictamente creciente se tiene que Q(z9) — Q(x1) > 0, asi si
Dqf(x) > 0 para cada x € (a,b), de la igualdad anterior se tendra que f es
creciente en (a,b).

Si Do f(xz) <0 para cada x € (a,b), se tiene que f es decreciente en (a,b).
Si Do f(x) = 0 para cada = € (a,b), f es constante en (a,b). O



Capitulo 4

El Teorema Fundamental del
Calculo para la Integral de
Riemann-Stieltjes

Ahora veremos como utilizar el concepto de €2-derivada en la integral de
Riemann-Stieltjes, con el fin de obtener una férmula andloga a la que se tiene
en la integral de Riemann.

Definicién 4.1. Sea f: I — R una funcion. Decimos que F : I — R es
una Q-antiderivada de f en I si DoF(x) = f(z) para cada x € 1.

Denotaremos con R(§2) al conjunto de funciones Riemann-Stieltjes inte-
grables con respecto a 2 : [a,b] — R continua y estrictamente creciente.

Teorema 4.1. Si f € R(Q2). Entonces la funcion F : [a,b] — R definida
como F(x) = [T fdQ es continua en [a,b]. Ademds si f : [a,b] — R es una
funcién continua en [a,b], entonces F es una Q-antiderivada de f en (a,b).

Demostracion. Sea € > 0y xy € |a, b], entonces
T zo T
F(a:)—F(xU)—/fdQ—/ fdQ—/fdQ,
a a xo

por el Teorema del Valor Medio para integrales de Riemann-Stieltjes se tiene
que
F(z) — F(xo) = ¢(Qz) — Q2(xg)), para algin ¢ € [m, M],

33
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donde m = inf{f(x)|z € [a,b]} vy M = sup{f(x)|z € [a,b]}. Si ¢ = 0,
entonces existe 6 = 1 > 0 tal que para cada = € [a,b] con |x — xo| < 6, se
tiene que |F(x) — F(z)| =0 < €. Si ¢ # 0, como {2 es una funcién continua
en [a,b], entonces es continua en xy € [a,b], por lo que existe d; > 0 tal que
para cada x € [a,b] con |z — x| < §; se tiene que |Q(z) — Q(z)| < - Por
lo tanto, para cada x € [a,b] con |z — x¢| < &y, entonces

€

|F(x) = Fxo)| = [e][2(z) — Q(x0)| < ||

€.
c]
De ahi que, F' es una funcién continua en [a, b].

Supongamos ahora que f es continua en [a, b], entonces por el Teorema del
Valor Medio para integrales de Riemann-Stieltjes se tiene que

F(x) = F(xo) = f(c)(€(z) — Q(x0)),
para algin c entre x y xo, entonces

F(x) — F(xo)

= 00— Q)

para algin c entre x y xy.

Veamos que Do F'(xg) = f(xg). Sea € > 0, como f es continua en z, entonces
existe § > 0 tal que para cada x € [a,b] con |x — zy| < & cumple que
|f(xz) — f(zg)] < e. Como ¢ esta entre z y x se tiene que |c — xo| < 9,
entonces |f(c) — f(zo)| < €, entonces

F(o)— Fla) [
Olz) = Oay) @) <
Por lo tanto, Do F(x¢) = f(x). O

Teorema 4.2 (Fundamental del Calculo para la integral de Riemann-Stielt-
jes). Sea f € R(2). Si F : [a,b] — R es una funcion continua en [a,b] y
DoF(z) = f(x) para cada x € (a,b), entonces

/%MZF@—F@.

Demostracion. Sea P = {a = x,21,...,x, = b} una particién del intervalo
[a, b], como F' es continua en [a, b], en particular es continua en cada [xy_1, ]
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para cada k = 1,...,n y Q-derivable en (zy_1, ), por el Teorema del Valor
Medio, existe ty € (xx_1,x)) tal que

F(xy) — Fzp1) = DoF'(te) (k) — Qxg-1)) = f(te) (Qzr) — QUxk-1)),

entonces

n n

F(b)—F(a) = Z(F(xk)_F(xk—l)) = f) ()= Qxx—1)) = S(P, f, Q).

k=1 k=1

Sea € > 0, existe 0 > 0 tal que para cada P € P([a,b]) si ||P|| < J y cada
wy € [x_1, 71|, entonces

< €.

n b
S F(we) Q) — Q1)) — / fdo

Sea P € P([a,b]) con ||P|| <y ty € [xk—1, k], entonces

’(F(b) — F(a)) - /abfdQ‘ <e
Por lo tanto,
/bf dQ = F(b) — F(a).
a O

El teorema anterior es valido con la definiciéon que dio originalmente Stielt-
jes. En lo que sigue vamos a ver que este resultado sigue siendo valido cuando
consideramos la teoria de integracion con la definicién de refinamientos.

Teorema 4.3. Sean f,§) : [a,b] — R funciones, f Riemann-Stieltjes inte-
grable con respecto a ) sobre [a,b] en el sentido de refinamientos, 2 continua
y estrictamente creciente en [a,b]. Si F': [a,b] — R es una funcion continua
en [a,b] y DoF(x) = f(x) para cada x € (a,b), entonces

/bf dQ = F(b) — F(a).
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Demostracion. Sea P = {a = x,21,...,x, = b} una particién del intervalo
[a, b], como F' es continua en [a, b], en particular es continua en cada [xy_1, ]
para cada k = 1,...,n y Q-derivable en (zj_1, z), por el Teorema andlogo

al del Valor Medio, existe ¢ € (zx_1, %) tal que
Flag) = Fzr-1) = DaF (t,)(Qzk) — Uak-1)) = [ () (Qzx) — Uzp-1)),

entonces

n n

D ) ()= Qxp-1) = S(P.f. Q).

k=1 k=1

=
=
|
3
—
&
I
]
=
8
N
|
=
8
T
I

Pero se cumple que
L(P, f,Q) < S(P, f,Q) < U(P, f,9),

entonces

L(Paf7Q) SF(b)_F(G’) SU(P7va)7

de aqui que b .
L/MQgﬂ@—ﬂ@g/fm. (41)

Pero f es Riemann-Stieltjes integrable en el sentido de refinamientos, por lo
que por el Teorema 2.2 se tiene que

/abfdQ:ffdQ:/abfdQ.

/bfdQ = F(b) — F(a).

De (4.1) se tiene que



Conclusiones

La integral de Riemann-Stieltjes es un concepto que generaliza al de in-
tegral de Riemann y tiene propiedades analogas como la linealidad del in-
tegrando entre otras, vemos que la definicién de esta integral no es unica y
mostramos la relacion que hay entre estas definiciones, después se introdu-
ce el concepto de (2—derivada algunas de sus consecuencias y finalmente su
aplicacion para obtener el Teorema Fundamental del Célculo para la integral
de Riemann-Stieltjes que fue fundamentalmente el objetivo de este trabajo
de tesis.
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