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d́ıa que la conoćı ha estado al pendiente de mı́.

A mis asesores de tesis, Dr. Juan Alberto Escamilla Reyna y Dr. Ivan
Hernández Orzuna, que me han dado la oportunidad de trabajar con ellos y
hacer posible la realización de esta tesis, además de darme valiosos consejos
para crecer profesionalmente.

A mis sinodales Dr. Gabriel Kantún Montiel, Dr. Jacobo Oliveros Oli-
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Introducción

La integral de Riemann-Stieltjes fue introducida por primera vez en 1894
por el matemático holandés Thomas J. Stieltjes (1856-1894). Surge por el
estudio de las fracciones continuas y el problema de los momentos (veáse [14]).
Esta integral es una generalización de la integral de Riemann y tomó más
interés cuando el matemático F. Riesz (1880,1956) la utilizó para representar
un funcional lineal continuo en el espacio de las funciones continuas en un
intervalo [a, b].

Un Teorema Fundamental del Cálculo para la Integral de
Riemann

El Teorema Fundamental del Cálculo para la Integral de Riemann dice lo
siguiente: Sea f : [a, b] −→ R una función integrable en [a, b], si F : [a, b] −→
R cumple que F ′(x) = f(x) para cada x ∈ [a, b], entonces∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a). (1)

Un Teorema Fundamental del Cálculo para la Integral de
Riemann-Stieltjes

Queremos hallar una igualdad análoga a (1) para la integral de Riemann-
Stieltjes en términos de algún concepto análogo a la derivada usual. Gene-
ralmente en los textos clásicos no se encuentra tal igualdad, es decir, no
se encuentra un teorema de la siguiente forma: Sea f : [a, b] −→ R una
función Riemann-Stieltjes integrable en [a, b] con respecto a una función
Ω : [a, b] −→ R, si F : [a, b] −→ R es diferenciable en algún sentido y
F ′Ω(x) = f(x) para cada x ∈ [a, b], entonces∫ b

a

f dΩ = F (b)− F (a).

Por lo anterior, surge la siguiente pregunta ¿Existirá un concepto que
generalice la derivada usual de tal forma que permita obtener una fórmula
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semejante a (1) del Teorema Fundamental del Cálculo para la integral de
Riemann-Stieltjes?

Algunos matemáticos han trabajado con generalizaciones del concepto de
derivada usual para resolver diversos problemas, más precisamente se habla
de la derivada de una función f con respecto a otra función estrictamente
creciente u. Por ejemplo, Feller en [5] y [6] trata problemas relacionados
con operadores diferenciales, algunos de los cuales sirven para resolver un
problema de la Teoŕıa de Difusión y mostrar que tales operadores son también
útiles para problemas clásicos.

Regresando a la pregunta que hicimos anteriormente, la respuesta es śı.
Basados en el articulo [4], desarrollamos un teorema análogo al del Teorema
Fundamental del Cálculo para la integral de Riemann-Stieltjes a través del
concepto de la Ω-derivada.

Cabe mencionar que existen conceptos más generales que el de Ω-derivada,
por ejemplo, los tratados en los art́ıculos de Feller antes mencionados, [7] y
[9].

Por supuesto, también se pueden tratar cosas referentes a la integración
numérica para el caso de la integral de Riemann-Stieltjes, aunque ese no es
nuestro objetivo, para alguien interesado en este tema puede consultar [11]
y [3].

También mencionamos algunos art́ıculos donde se trabajan con otras ge-
neralizaciones relacionadas con la integral de Riemann-Stieltjes como en [2]
y [12].

A continuación se realiza un esbozo general de los caṕıtulos que contiene
esta tesis.

En el caṕıtulo 1 estudiamos los conceptos necesarios para estudiar la
integral de Riemann-Stieltjes con la definición que originalmente propuso
Stieltjes (veáse [8]), se desarrollan las propiedades básicas de esta y algunos
teoremas relevantes que involucran esta integral, cabe mencionar que también
sirve como una introducción al estudio de la misma, basándonos en la integral
de Riemann.

En el caṕıtulo 2 se sigue con el estudio de esta integral, pero visto desde
otros enfoques, uno de ellos es con la definición que propuso Pollard (veáse
[10]), que también es tratada en [1]. En el caso de la integral de Riemann
muchos de estos enfoques si son equivalentes.
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En el caṕıtulo 3 se define el concepto de Ω-derivada y se desarrollan sus
propiedades elementales, además de teoremas que generalizan algunos de los
ya conocidos del cálculo diferencial usual, por supuesto basándonos en el
concepto de derivada usual.

Finalmente en el caṕıtulo 4 se presenta El Teorema Fundamental del
Cálculo para la integral de Riemann-Stieltjes a través del concepto de Ω-
derivada.
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Caṕıtulo 1

La integral de
Riemann-Stieltjes

En este primer caṕıtulo estudiaremos algunos conceptos que nos servirán
para el estudio de la integral de Riemann-Stieltjes y demostrar algunas de
sus propiedades básicas.

Definición 1.1. Una partición del intervalo [a, b] ⊆ R es un conjuntos finito
de puntos P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} que satisface

a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Con P([a, b]) se denota el conjunto de todas las particiones del intervalo
[a, b].

Definición 1.2. Sea P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} ∈ P([a, b]), definimos la
norma de P de la siguiente forma:

||P || = máx{xk − xk−1|k = 1, . . . , n}.

Definición 1.3. Sean P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} ∈ P([a, b]) y tk ∈
[xk−1, xk] para cada k = 1, . . . , n. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones. Defi-
nimos una suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto a Ω, denotada por
S(P, f,Ω), como

S(P, f,Ω) =
n∑
k=1

f(tk) · (Ω(xk)− Ω(xk−1)).

1
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La definición que daremos a continuación es la que originalmente propuso
Stieltjes, después se dieron algunas modificaciones de está, algunas de ellas
resultaron equivalentes. Todo esto se discutirá más adelante.

Definición 1.4. Una función f : [a, b] −→ R es Riemann-Stieltjes integrable
con respecto a una función Ω : [a, b] −→ R en [a, b] si, existe A ∈ R tal que
para cada ε > 0 existe un δ = δ(ε) > 0 que cumple la siguiente propiedad:
∀P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} ∈ P([a, b]) y cada tk ∈ [xk−1, xk],

si ||P || < δ, entonces |S(P, f,Ω)− A| < ε.

Con el simbolo R(Ω, [a, b]) denotamos el conjunto de todas las funciones
f : [a, b] −→ R que son Riemann-Stieltjes integrables con respecto a la fun-
ción Ω : [a, b] −→ R.

Observación: Para cada δ > 0, existe P ∈ P([a, b]) tal que ||P || < δ.

Teorema 1.1. Si f ∈ R(Ω, [a, b]), entonces existe un único número real A
que cumple con la Definición 1.4.

Demostración. Sea ε > 0 y supongamos que existen A,B ∈ R que cumplen
con la Definición 1.4. Entonces existen δ1 > 0 y δ2 > 0 tales que para cada
P,Q ∈ P([a, b]) con ||P || < δ1 y ||Q|| < δ2 se cumple que

|S(P, f,Ω)− A| < ε

2
y |S(Q, f,Ω)−B| < ε

2
.

Sea δ = min{δ1, δ2} > 0 y sea T ∈ P([a, b]) con ||T || < δ, entonces

0 ≤ |A−B| ≤ |S(T, f,Ω)−B|+ |S(T, f,Ω)− A| < ε.

Por lo tanto, A = B.

Observaciones:

1. El número A del Teorema 1.1 se denotará como
∫ b
a
f dΩ y se llamará la

integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto a Ω sobre [a, b]. Por
brevedad diremos también la integral de Riemann-Stieltjes de f con
respecto a Ω cuando esté claro quien es el intervalo. f se llama inte-
grando y Ω integrador.

2. Si Ω(x) = x para cada x ∈ [a, b] se recupera el concepto de la integral
de Riemann.
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1.1. Propiedades de la integral de Riemann-

Stieltjes

Sabemos que en el caso de la integral de Riemann se tienen los siguientes
resultados.

Teorema 1.2. Sean f, g : [a, b] −→ R funciones Riemann-integrables en
[a, b], entonces f + g es Riemann-integrable en [a, b] y∫ b

a

(f + g) dx =

∫ b

a

f dx+

∫ b

a

g dx.

Teorema 1.3. Si f : [a, b] −→ R es Riemann-integrable en [a, b], entonces
para cada r ∈ R la función rf : [a, b] −→ R es Riemann-integrable en [a, b],
y ∫ b

a

(rf) dx = r

∫ b

a

f dx.

Si se quiere conocer las demostraciones de los resultados anteriores, puede
consultarse [13]. El siguiente resultado nos dice que los Teoremas 1.2 y 1.3
son válidos para la integral de Riemann-Stieltjes.

Teorema 1.4. Si f, g ∈ R(Ω, [a, b]) y c1, c2 ∈ R entonces c1f + c2g ∈
R(Ω, [a, b]) y ∫ b

a

(c1f + c2g) dΩ = c1

∫ b

a

f dΩ + c2

∫ b

a

g dΩ.

Demostración. Sea P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} ∈ P([a, b]) y h : [a, b] −→ R
definida por h(x) = c1f(x) + c2g(x). Entonces

S(P, h,Ω) = c1S(P, f,Ω) + c2S(P, g,Ω).

Sea ε > 0, como f ∈ R(Ω, [a, b]), existe δ1 > 0 tal que para cada P ∈ P([a, b])
con ||P || < δ1, se tiene que∣∣∣∣S(P, f,Ω)−

∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣ < ε

2(|c1|+ 1)
.
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Como g ∈ R(Ω, [a, b]), entonces existe δ2 > 0 tal que para cada P ∈ P([a, b])
con ||P || < δ2, se tiene que∣∣∣∣S(P, g,Ω)−

∫ b

a

g dΩ

∣∣∣∣ < ε

2(|c2|+ 1)
.

Sea δ = mı́n{δ1, δ2} > 0 y sea P ∈ P([a, b]) tal que ||P || < δ. Entonces∣∣∣∣S(P, h,Ω)− c1

∫ b

a

f dΩ− c2

∫ b

a

g dΩ

∣∣∣∣ ≤ |c1|
∣∣∣∣S(P, f,Ω)−

∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣+

|c2|
∣∣∣∣S(P, g,Ω)−

∫ b

a

g dΩ

∣∣∣∣ <
(|c1|+ 1)ε

2(|c1|+ 1)
+

(|c2|+ 1)ε

2(|c2|+ 1)
= ε.

Por lo tanto, ∫ b

a

(c1f + c2g) dΩ = c1

∫ b

a

f dΩ + c2

∫ b

a

g dΩ.

Teorema 1.5. Sean Ω, α : [a, b] −→ R funciones.
Si f ∈ R(Ω, [a, b])∩R(α, [a, b]) y c1, c2 ∈ R entonces f ∈ R(c1Ω + c2α, [a, b])
y ∫ b

a

f d(c1Ω + c2α) = c1

∫ b

a

f dΩ + c2

∫ b

a

f dα.

Demostración. Sea P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} ∈ P([a, b]) y h : [a, b] −→ R
definida por h(x) = c1Ω(x) + c2α(x). Entonces

S(P, f, h) = c1S(P, f,Ω) + c2S(P, f, α).

Sea ε > 0, como f ∈ R(Ω, [a, b]), existe δ1 > 0 tal que para cada P ∈ P([a, b])
con ||P || < δ1, se tiene que∣∣∣∣S(P, f,Ω)−

∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣ < ε

2(|c1|+ 1)
.

Como f ∈ R(α, [a, b]), existe δ2 > 0 tal que para cada P ∈ P([a, b]) con
||P || < δ2, se tiene que∣∣∣∣S(P, f, α)−

∫ b

a

f dα

∣∣∣∣ < ε

2(|c2|+ 1)
.
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Sea δ = mı́n{δ1, δ2} > 0 y sea P ∈ P([a, b]) con ||P || < δ, entonces

∣∣∣∣S(P, f, h)− c1

∫ b

a

f dΩ− c2

∫ b

a

f dα

∣∣∣∣ ≤ |c1|
∣∣∣∣S(P, f,Ω)−

∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣+

|c2|
∣∣∣∣S(P, f, α)−

∫ b

a

f dα

∣∣∣∣ <
(|c1|+ 1)ε

2(|c1|+ 1
+

(|c2|+ 1)ε

2(|c2|+ 1)
= ε.

Por lo tanto, ∫ b

a

f d(c1Ω + c2α) = c1

∫ b

a

f dΩ + c2

∫ b

a

f dα.

Teorema 1.6. Si f ∈ R(Ω, [a, b]), y Ω es estrictamente creciente en [a, b],
entonces f es acotada en [a, b].

Demostración. Sea ε = 1
2
> 0, existe δ > 0 tal que para cada P = {a =

x0, x1, . . . , xn = b} ∈ P([a, b]) y cada ti ∈ [xi−1, xi],

si ||P || < δ, entonces

∣∣∣∣S(f,Ω, P )−
∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣ < 1

2
(1.1)

Fijemos una partición P ∈ P([a, b]) y los puntos ti ∈ [xi−1, xi] con i =
1, . . . , n que satisfaga (1.1). Definimos

M := máx{|f(ti)||i = 1, . . . , n} y m := mı́n{Ω(xi)− Ω(xi−1)|i = 1, . . . , n}.

Sea x ∈ [a, b] y sea j el ı́ndice más pequeño tal que x ∈ [xj−1, xj], considere-
mos T = {t1, . . . tj−1, x, tj+1, . . . , tn}.

Notemos que

|f(x)(Ω(xj)−Ω(xj−1))−f(tj)(Ω(xj)−Ω(xj−1))| = |S(f,Ω, PT )−S(f,Ω, P )|,

donde PT es la misma que P solo que las elecciones de los puntos en cada
subintervalo que determina P son los puntos de T, entonces

|S(f,Ω, P )−S(f,Ω, PT )| ≤
∣∣∣∣S(f,Ω, P )−

∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫ b

a

f dΩ− S(f,Ω, PT )

∣∣∣∣ < 1,
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de aqui que

|f(x)(Ω(xj)− Ω(xj−1))− f(tj)(Ω(xj)− Ω(xj−1))| < 1,

aśı |f(x)|(Ω(xj)− Ω(xj−1))− |f(tj)|(Ω(xj)− Ω(xj−1)) < 1, entonces

|f(x)|(Ω(xj)−Ω(xj−1)) < |f(tj)|(Ω(xj)−Ω(xj−1))+1 ≤M(Ω(xj)−Ω(xj−1))+1.

Se concluye que |f(x)| ≤M + 1
m
.

Por lo tanto, f es una función acotada.

Observación: Si f,Ω : [a, b] −→ R son funciones, f(x) ≥ 0 para cada
x ∈ [a, b] y Ω es creciente en [a, b], entonces para cada P ∈ P([a, b]) se tiene
que S(P, f,Ω) ≥ 0.

Teorema 1.7. Si f ∈ R(Ω, [a, b]) con f(x) ≥ 0 para cada x ∈ [a, b], Ω es

creciente en [a, b], entonces
∫ b
a
f dΩ ≥ 0.

Demostración. Supongamos que
∫ b
a
f dΩ < 0. Sea ε = −

∫ b
a
f dΩ > 0, como

f ∈ R(Ω, [a, b]), existe δ > 0 tal que para cada P ∈ P([a, b]) con ||P || < δ se

tiene que
∣∣∣S(P, f,Ω)−

∫ b
a
f dΩ

∣∣∣ < ε. De aqúı que∫ b

a

f dΩ < S(P, f,Ω)−
∫ b

a

f dΩ < −
∫ b

a

f dΩ,

entonces S(P, f,Ω) < 0, que es una contradicción por la observación anterior.

Teorema 1.8. Sean f, g ∈ R(Ω, [a, b]), donde Ω es creciente en [a, b], si

f(x) ≤ g(x) para cada x ∈ [a, b]. Entonces
∫ b
a
f dΩ ≤

∫ b
a
g dΩ.

Demostración. Sea h : [a, b] −→ R definida por h(x) = g(x)− f(x), entonces
h(x) ≥ 0 para cada x ∈ [a, b]. Además h ∈ R(Ω, [a, b]), entonces por el
Teorema 1.7 y el Teorema 1.4 se tiene que∫ b

a

h dΩ =

∫ b

a

(g − f) dΩ =

∫ b

a

g dΩ−
∫ b

a

f dΩ ≥ 0.

Por lo tanto, ∫ b

a

f dΩ ≤
∫ b

a

g dΩ.
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Teorema 1.9. Sea r ∈ R y definamos f : [a, b] −→ R como f(x) = r.
Entonces f ∈ R(Ω, [a, b]) para cada función Ω : [a, b] −→ R y∫ b

a

f dΩ = r(Ω(b)− Ω(a)).

Demostración. Sea P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} ∈ P([a, b]), y tk ∈ [xk−1, xk]
para cada k = 1, . . . , n. Entonces

S(P, f,Ω) =
n∑
k=1

f(tk)(Ω(xk)− Ω(xk−1)) = r
n∑
k=1

(Ω(xk)− Ω(xk−1))

= r[(Ω(x1)−Ω(x0)+Ω(x2)−Ω(x1)+. . .+Ω(xn−1)−Ω(xn−2)+Ω(xn)−Ω(xn−1)]
= r(Ω(b)− Ω(a)).

Teorema 1.10. Sea f ∈ R(Ω, [a, b]), donde Ω es creciente en [a, b]. Si α, β ∈
R son tales que α ≤ f(x) ≤ β para cada x ∈ [a, b], entonces

α(Ω(b)− Ω(a)) ≤
∫ b

a

f dΩ ≤ β(Ω(b)− Ω(a)).

Demostración. Supongamos que f ∈ R(Ω, [a, b]) y sean α, β ∈ R tales que
α ≤ f(x) ≤ β para cada x ∈ [a, b]. Por el Teorema 1.8 se tiene que∫ b

a

α dΩ ≤
∫ b

a

f dΩ ≤
∫ b

a

β dΩ,

entonces por el Teorema 1.9 se tiene que

α(Ω(b)− Ω(a)) ≤
∫ b

a

f dΩ ≤ β(Ω(b)− Ω(a)).

1.2. Condiciones equivalentes de integrabili-

dad de Riemann-Stieltjes

En esta sección veremos algunas equivalencias que nos dicen cuándo se
cumple que una función definida sobre un intervalo cerrado es Riemann-
Stieltjes integrable con respecto a otra función, también definida sobre el
mismo intervalo.
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Teorema 1.11. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones. Entonces son equivalen-
tes:

a)
∫ b
a
f dΩ = A,

b) (Criterio de Cauchy) Para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que si P,Q ∈
P([a, b]) con ||P || < δ y ||Q|| < δ se tiene que |S(P, f,Ω)−S(Q, f,Ω)| < ε,

c) Para cada sucesión de particiones {Pn}n∈N ⊆ P([a, b]) tales que

ĺımn→∞ ||Pn|| = 0 se cumple que ĺımn→∞ S(Pn, f,Ω) = A.

Demostración. a)⇒ b)

Sean A =
∫ b
a
f dΩ y ε > 0, como f ∈ R(Ω, [a, b]), entonces existe δ > 0 tal

que para cada T ∈ P([a, b]) tal que ||T || < δ se tiene que

|S(T, f,Ω)− A| < ε

2
. (1.2)

Sean P,Q ∈ P([a, b]) tales que ||P || < δ y ||Q|| < δ, entonces por (1.2) se
tiene que

|S(P, f,Ω)− S(Q, f,Ω)| ≤ |S(P, f,Ω)− A|+ |S(Q, f,Ω)− A| < ε

2
+
ε

2
= ε.

b)⇒ c)
Sea {Pn}n∈N ⊆ P([a, b]) una sucesión de particiones del intervalo [a, b] tal
que ĺımn→∞ ||Pn|| = 0.
Sea ε > 0, entonces existe δ > 0 tal que si P,Q ∈ P([a, b]) con ||P || < δ y
||Q|| < δ, entonces

|S(P, f,Ω)− S(Q, f,Ω)| < ε. (1.3)

Como ĺımn→∞ ||Pn|| = 0, existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0, se tiene que
||Pn|| < δ. Entonces para cada n,m ≥ n0 se tiene que ||Pn|| < δ y ||Pm|| < δ,
entonces por (1.3) se tiene que

|S(Pn, f,Ω)− S(Pm, f,Ω)| < ε.

Por lo tanto, la sucesión {S(Pn, f,Ω)}n∈N es una sucesión de Cauchy, entonces
existe A ∈ R tal que ĺımn→∞ S(Pn, f,Ω) = A.
c)⇒ a)
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Supongamos que
∫ b
a
f dΩ 6= A, entonces existe ε > 0 tal que para cada δ > 0,

existe Pδ ∈ P([a, b]) tal que ||Pδ|| < δ y

|S(Pδ, f,Ω)− A| ≥ ε.

Para δ = 1
n
, para cada n ∈ N, existe una sucesión de particiones {Pn} ⊆

P([a, b]) tal que ĺımn→∞ ||Pn|| = 0 y

|S(Pn, f,Ω)− A| ≥ ε.

Por lo tanto, ĺımn→∞ S(Pn, f,Ω) 6= A.

Teorema 1.12. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones y [c, d] ⊆ [a, b]. Si f ∈
R(Ω, [a, b]), entonces f ∈ R(Ω, [c, d]).

Demostración. Sea ε > 0, como f ∈ R(Ω, [a, b]), existe δ > 0 tal que para
cada P,Q ∈ P([a, b]) con ||P || < δ, ||Q|| < δ se cumple que

|S(P, f,Ω)− S(Q, f,Ω)| < ε.

Sean R, T ∈ P([c, d]) con ||R|| < δ y ||T || < δ, consideremos P1 ∈ P([a, c]) y
P2 ∈ P([d, b]) tales que ||P1|| < δ y ||P2|| < δ. Si A = P1 ∪R ∪ P2 ∈ P([a, b])
y B = P1 ∪ T ∪ P2 ∈ P([a, b]), entonces ||A|| < δ y ||B|| < δ, entonces

|S(A, f,Ω)− S(B, f,Ω)| < ε.

Tomando las mismas elecciones de puntos en P1 ∈ P([a, c]) y P2 ∈
P([d, b]) en las sumas S(A, f,Ω) y S(B, f,Ω) se tiene que

|S(A, f,Ω)− S(B, f,Ω)| = |S(P1, f,Ω) + S(R, f,Ω) + S(P2, f,Ω)−

S(P1, f,Ω)− S(T, f,Ω)− S(P2, f,Ω)| = |S(R, f,Ω)− S(T, f,Ω)| < ε.

Entonces por el Criterio de Cauchy se concluye que f ∈ R(Ω, [c, d]).

Teorema 1.13. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones y c ∈ (a, b). Si f ∈
R(Ω, [a, b]), entonces f ∈ R(Ω, [a, c]) ∩R(Ω, [c, b]) y∫ b

a

f dΩ =

∫ c

a

f dΩ +

∫ b

c

f dΩ.
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Demostración. Sea {Pn}n∈N una sucesión de particiones del intervalo [a, b]
tales que ĺımx→∞ ||Pn|| = 0, como f ∈ R(Ω, [a, b]), entonces

ĺım
x→∞

S(Pn, f,Ω) =

∫ b

a

f dΩ.

Consideremos la sucesión de particiones {Qn}n∈N del intervalo [a, b], donde
Qn = Pn ∪ {c}, entonces 0 ≤ ||Qn|| ≤ ||Pn||, de aqúı que ĺımx→∞ ||Qn|| = 0,

además podemos escribir Qn = P
(n)
1 ∪ P (n)

2 , donde P
(n)
1 ∈ P([a, c]) y P

(n)
2 ∈

P([c, b]) tales que ĺımn→∞ ||P (n)
1 || = 0 y ĺımn→∞ ||P (n)

2 || = 0, de donde

S(Qn, f,Ω) = S(P
(n)
1 , f,Ω) + S(P

(n)
2 , f,Ω), entonces

ĺım
n→∞

S(Qn, f,Ω) = ĺım
n→∞

S(P
(n)
1 , f,Ω) + ĺım

n→∞
S(P

(n)
2 , f,Ω).

Por lo tanto, ∫ b

a

f dΩ =

∫ c

a

f dΩ +

∫ b

c

f dΩ.

1.3. Teorema del Valor Medio para la integral

de Riemann-Stieltjes

En el caso de la integral de Riemann se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.14. Si f : [a, b] −→ R es una función continua en [a, b], entonces
f es Riemann-integrable en [a, b].

Demostración. Ver [13].

En el caso de la integral de Riemann-Stieltjes se tiene un resultado pare-
cido al anterior.

Teorema 1.15. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones. Si f es continua en [a, b]
y Ω monótona, entonces f ∈ R(Ω, [a, b]).
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Demostración. Supongamos que Ω es creciente en [a, b], el otro caso se hace
de manera análoga. Sea ε > 0, como f es uniformemente continua en [a, b],
entonces existe δ = δ(ε) > 0 tal que para cada x, y ∈ [a, b]

si |x− y| < δ, entonces |f(x)− f(y)| < ε

Ω(b)− Ω(a)
.

Sean P = {a = x0, x1, . . . , xn = b}, Q = {a = y0, y1, . . . , ym = b} ∈ P([a, b]),
tk ∈ [xk−1, xk] para cada k = 1, . . . , n, wk ∈ [yk−1, yk] para cada k = 1, . . . ,m,
tales que ||P || < δ

2
y ||Q|| < δ

2
, entonces

S(P, f,Ω) =
n∑
k=1

f(tk) · (Ω(xk)− Ω(xk−1))

y

S(Q, f,Ω) =
m∑
k=1

f(wk) · (Ω(yk)− Ω(yk−1)).

Consideremos R = P ∪ Q = {a = z0, z1, . . . , zr = b} ∈ P([a, b]), entonces
para cada k ∈ {1, . . . , r}, existe j ∈ {1, . . . , n} tal que [zk−1, zk] ⊆ [xj−1, xj],
definimos t′k = tj, entonces

S(P, f,Ω) =
r∑

k=1

f(t′k) · (Ω(zk)− Ω(zk−1)).

También para cada k ∈ {1, . . . , r}, existe j ∈ {1, . . . ,m} tal que [zk−1, zk] ⊆
[yj−1, yj], definimos w′k = wj, entonces

S(Q, f,Ω) =
r∑

k=1

f(w′k) · (Ω(zj)− Ω(zj−1)).

Como |t′k − w′k| < δ, entonces |S(P, f,Ω)− S(Q, f,Ω)| =∣∣∣∣∣
r∑

k=1

f(t′k) · (Ω(zk)− Ω(zk−1))−
m∑
k=1

f(w′k) · (Ω(zk)− Ω(zk−1))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
r∑

k=1

(f(t′k)− f(w′k)) · (Ω(zk)− Ω(zk−1))

∣∣∣∣∣ ≤
r∑

k=1

|f(t′k)−f(w′k)||Ω(zk)−Ω(zk−1)|

<
ε

Ω(b)− Ω(a)
·

r∑
k=1

(Ω(zk)− Ω(zk−1)) = ε.

Por lo tanto, por el Criterio de Cauchy se concluye que f ∈ R(Ω, [a, b]).
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Teorema 1.16 (Teorema del Valor Medio para integrales de Rieman-Stielt-
jes). Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones tales que f es continua en [a, b] y Ω
es creciente en [a, b]. Entonces existe un c ∈ [a, b] tal que∫ b

a

f dΩ = f(c)(Ω(b)− Ω(a)).

Demostración. Por el Teorema 1.15 se tiene que f ∈ R(Ω, [a, b]), como f es
continua en [a, b], entonces existen x0, x1 ∈ [a, b] tales que

f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1) para todo x ∈ [a, b]

y por el Teorema 1.8 se tiene que

f(x0)(Ω(b)− Ω(a)) ≤
∫ b

a

f dΩ ≤ f(x1)(Ω(b)− Ω(a)). (1.4)

Tenemos los siguientes casos:
i) Si Ω(a) = Ω(b), entonces Ω es una función constante, entonces por (1.4) se
tiene que ∫ b

a

f dΩ = 0 = f(c)(Ω(b)− Ω(a)) para cada c ∈ [a, b].

ii) Si Ω(a) < Ω(b), entonces

f(x0) ≤
∫ b
a
f dΩ

Ω(b)− Ω(a)
≤ f(x1),

por el Teorema del Valor Intermedio, existe c entre x0 y x1 tal que∫ b
a
f dΩ

Ω(b)− Ω(a)
= f(c).

Por lo tanto, ∫ b

a

f dΩ = f(c)(Ω(b)− Ω(a)).

Se puede hacer una modificacion del Teorema del Valor Medio para inte-
grales de Riemann-Stieltjes de la siguiente forma:
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Teorema 1.17. Sea f ∈ R(Ω, [a, b]) acotada y Ω es creciente en [a, b]. En-
tonces existe c ∈ [m,M ] donde m = ı́nf{f(x)|x ∈ [a, b]} y M = sup{f(x)|x ∈
[a, b]} tal que ∫ b

a

f dΩ = c(Ω(b)− Ω(a)).

Demostración. Como m ≤ f(x) ≤ M para cada x ∈ [a, b], entonces por el
Teorema 1.8 se tiene que

m(Ω(b)− Ω(a)) ≤
∫ b

a

f dΩ ≤M(Ω(b)− Ω(a)). (1.5)

Tenemos los siguientes casos:
i) Si Ω(a) = Ω(b), de (1.5) se tiene que∫ b

a

f dΩ = 0 = f(c)(Ω(b)− Ω(a)) para cada c ∈ [m,M ].

ii) Si Ω(a) < Ω(b), entonces

m ≤
∫ b
a
f dΩ

Ω(b)− Ω(a)
≤M.

Definiendo

c =

∫ b
a
f dΩ

Ω(b)− Ω(a)
, c ∈ [m,M ]

se tiene ∫ b

a

f dΩ = c(Ω(b)− Ω(a)).
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Caṕıtulo 2

Otras definiciones para la
integral de Riemann-Stieltjes

En lo que sigue, la teoŕıa de integración de Riemann-Stieltjes se desa-
rrollará para cuando todas las funciones involucradas son acotadas y los
integradores son crecientes.

Definición 2.1. Sean f : [a, b] −→ R una función, P = {a = x0, x1, . . . , xn =
b} ∈ P([a, b]) y

Mk(f) = sup{f(x)|x ∈ [xk−1, xk]},
mk(f) = ı́nf{f(x)|x ∈ [xk−1, xk]}.

Definimos las sumas superior e inferior de Stieltjes de f con respecto a Ω
para la partición P denotadas como U(P, f,Ω) y L(P, f,Ω) respectivamente
como

U(P, f,Ω) =
n∑
k=1

Mk(f)(Ω(xk)− Ω(xk−1)) y

L(P, f,Ω) =
n∑
k=1

mk(f)(Ω(xk)− Ω(xk−1)).

Observación: Para cada P = {x0 = a, x1, . . . , xn = b} ∈ P([a, b]) y cada
tk ∈ [xk−1, xk], se tiene que

L(P, f,Ω) ≤ S(P, f,Ω) ≤ U(P, f,Ω).

Teorema 2.1. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones y supongamos que Ω es
creciente en [a, b]. Entonces,

15
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a) Si P,Q ∈ P([a, b]) con P ⊆ Q, entonces U(f,Q,Ω) ≤ U(P, f,Ω) y
L(P, f,Ω) ≤ L(Q, f,Ω).

b) Para cada P,Q ∈ P([a, b]) se cumple que L(Q, f,Ω) ≤ U(P, f,Ω).

Demostración. a)
Supongamos que Q tiene exactamente un punto más que P con P = {a =
x0, x1, . . . , xn = b} y Q = {a = x0, x1, . . . , xi−1, w, xi, . . . , xn = b} y los
puntos de Q ordenados de la siguiente forma:

a = x0 < . . . < xi−1 < w < xi . . . < xn = b.

Sean mw1 = inf{f(x)|x ∈ [xi−1, w]} y mw2 = inf{f(x)|x ∈ [w, xi]}, se sigue
que

L(P, f,Ω) =
n∑
k=1

mk(f)(Ω(xk)− Ω(xk−1))

y

L(Q, f,Ω) =
i−1∑
k=1

mk(f)(Ω(xk)− Ω(xk−1)) +mw1(Ω(w)− Ω(xi−1))+

mw2(Ω(xi)− Ω(w)) +
n∑

k=i+1

mk(f)(Ω(xk)− Ω(xk−1)).

Aśı, L(P, f,Ω) ≤ L(Q, f,Ω) si y sólo si mi(f)(Ω(xi)−Ω(xi−1)) ≤ mw1(Ω(w)−
Ω(xi−1)) +mw2(Ω(xi)− Ω(w)).

Como {f(x)|x ∈ [xi−1, w]} ⊆ {f(x)|x ∈ [xi−1, xi]} y {f(x)|x ∈ [w, xi]} ⊆
{f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}, entonces mi(f) ≤ mw1 y mi(f) ≤ mw2, entonces

mi(f)(Ω(xi)− Ω(xi−1)) = mi(f)(Ω(xi)− Ω(w)) +mi(f)(Ω(w)− Ω(xi−1))

≤ mw2(Ω(xi)− Ω(w)) +mw1(Ω(w)− Ω(xi−1)),

de aqúı que L(P, f,Ω) ≤ L(Q, f,Ω).
Análogamente se obtiene que U(f,Q,Ω) ≤ U(P, f,Ω).
b)

Sean P,Q ∈ P([a, b]) y R = P ∪Q ∈ P([a, b]), entonces por a) se tiene que

L(Q, f,Ω) ≤ L(R, f,Ω) ≤ U(R, f,Ω) ≤ U(P, f,Ω).

Por lo tanto, L(Q, f,Ω) ≤ U(P, f,Ω).
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Definición 2.2. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones, f es Riemann-Stieltjes
integrable con respecto a Ω sobre [a, b] en el sentido de refinamientos, si
existe A ∈ R tal que para cada ε > 0, existe una partición Pε ∈ P([a, b])
que cumple la siguiente propiedad: para cada P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} ∈
P([a, b]) y cada tk ∈ [xk−1, xk],

si Pε ⊆ P, entonces |S(P, f,Ω)− A| < ε.

Observación: Sea P ∈ P([a, b]), por b) del Teorema 2.1 se tiene que
L(Q, f,Ω) ≤ U(P, f,Ω) para cada Q ∈ P([a, b]), de aqúı que cualquier suma
superior U(P, f,Ω) es una cota superior para {L(Q, f,Ω)|Q ∈ P([a, b])},
entonces

sup{L(P, f,Ω)|P ∈ P([a, b])} ≤ U(P, f,Ω),

de aqúı que sup{L(P, f,Ω)|P ∈ P([a, b])} es una cota inferior de {U(P, f,Ω)|P ∈
P([a, b])}. Por lo tanto,

sup{L(P, f,Ω)|P ∈ P([a, b])} ≤ ı́nf{U(P, f,Ω)|P ∈ P([a, b])}.

Definición 2.3. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones y Ω creciente en [a, b]. La
integral superior de Stieltjes de f con respecto a Ω se define como∫ b

a

f dΩ = ı́nf{U(P, f,Ω)|P ∈ P([a, b])}

y la integral inferior de Stieltjes de f con respecto a Ω se define como∫ b

a

f dΩ = sup{L(P, f,Ω)|P ∈ P([a, b])}.

Definición 2.4. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones, Ω creciente en [a, b].
Decimos que f es Darboux-Stieltjes integrable con respecto a Ω en [a, b] si∫ b

a

f dΩ =

∫ b

a

f dΩ.

Definición 2.5. Sea f : [a, b] −→ R una función. Decimos que f satisface
la condición de Riemann respecto a Ω en [a, b] si para cada ε > 0, existe
Pε ∈ P([a, b]) tal que para cada P ∈ P([a, b])

si Pε ⊆ P, entonces 0 ≤ U(P, f,Ω)− L(P, f,Ω) < ε.
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Lema 2.1. Sea f : [a, b] −→ R una función y P = {x0 = a, x1, . . . , xn =
b} ∈ P([a, b]). Entonces para cada k ∈ {1, 2, . . . , n} se tiene que

Mk(f)−mk(f) = sup{f(x)− f(y)|x, y ∈ [xk−1, xk]}.

Demostración. Sean x, y ∈ [xk−1, xk], entonces

mk(f) ≤ f(x) ≤Mk(f) y mk(f) ≤ f(y) ≤Mk(f),

de aqúı se obtiene

f(x)− f(y) ≤Mk(f)−mk(f).

Por lo tanto,

sup{f(x)− f(y)|x, y ∈ [xk−1, xk]} ≤Mk(f)−mk(f). (2.1)

Sea ε > 0, como Mk(f) − ε
2
< Mk(f) y mk(f) < mk(f) + ε

2
, existen x, y ∈

[xk−1, xk] tales que

Mk(f)− ε

2
≤ f(x) y f(y) ≤ mk(f) +

ε

2
.

Aśı,

Mk(f)−mk(f)− ε ≤ f(x)− f(y) ≤ sup{f(x)− f(y)|x, y ∈ [xk−1, xk]},

entonces Mk(f) − mk(f) ≤ sup{f(x) − f(y)|x, y ∈ [xk−1, xk]} + ε. Por lo
tanto,

Mk(f)−mk(f) ≤ sup{f(x)− f(y)|x, y ∈ [xk−1, xk]}. (2.2)

De (2.1) y (2.2) se obtiene el resultado.

Lema 2.2. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones y Ω es creciente en [a, b].
Entonces ∫ b

a

f dΩ ≤
∫ b

a

f dΩ

Demostración. Sea ε > 0, como
∫ b
a
f dΩ <

∫ b
a
f dΩ + ε, entonces existe P1 ∈

P([a, b]) tal que

U(P1, f,Ω) <

∫ b

a

f dΩ + ε.
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Por el teorema 2.1 se tiene que

L(P, f,Ω) ≤ U(P1, f,Ω) <

∫ b

a

f dΩ + ε

para cada P ∈ P([a, b]), entonces
∫ b
a
f dΩ+ε es una cota superior del conjunto

de las sumas inferiores L(P, f,Ω), entonces L(P, f,Ω) ≤
∫ b
a
f dΩ + ε, como ε

es arbitrario, entonces ∫ b

a

f dΩ ≤
∫ b

a

f dΩ.

Teorema 2.2. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones y Ω es creciente en [a, b].
Entonces son equivalentes:

a) f es Riemann-Stieltjes integrable en el sentido de refinamientos con res-
pecto a Ω en [a, b],

b) f satisface la condición de Riemann respecto a Ω en [a, b],

c)
∫ b
a
f dΩ =

∫ b
a
f dΩ.

Demostración. a)⇒ b) Tenemos los siguientes casos:
i) Si Ω(a) = Ω(b), al ser Ω creciente en [a, b], entonces Ω es constante en
[a, b]. Aśı, dado ε > 0 y Pε ∈ P([a, b]), P ∈ P([a, b]) con Pε ⊆ P, entonces

0 ≤ U(P, f,Ω)− L(P, f,Ω) = 0 < ε.

ii) Supongamos que Ω(a) < Ω(b) y sea ε > 0.
Como f ∈ R(Ω, [a, b]), entonces existe Pε ∈ P([a, b]) tal que para cada P ∈
P([a, b]) con Pε ⊆ P y cada tk, rk ∈ [xk−1, xk] se tiene que,∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f(tk)(Ω(xk)− Ω(xk−1))−
∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣∣ < ε

3

y ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f(rk)(Ω(xk)− Ω(xk−1))−
∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣∣ < ε

3
,
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de aqúı que ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(f(tk)− f(rk))(Ω(xk)− Ω(xk−1))

∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f(tk)(Ω(xk)− Ω(xk−1))−
∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f(rk)(Ω(xk)− Ω(xk−1))−
∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣∣ <
ε

3
+
ε

3
=

2ε

3
.

Para h = ε
3(Ω(b)−Ω(a))

> 0 se tiene que

Mk(f)−mk(f)− h < sup{f(x)− f(y)|x, y ∈ [xk−1, xk]},

entonces existen tk, rk ∈ [xk−1, xk] para cada k=1, . . . , n tales que

Mk(f)−mk(f)− h < f(tk)− f(rk).

Se sigue que,

0 ≤ U(P, f,Ω)− L(P, f,Ω) =
n∑
k=1

(Mk(f)−mk(f))(Ω(xk)− Ω(xk−1)) <

n∑
k=1

(f(tk)− f(rk))(Ω(xk)− Ω(xk−1)) + h
n∑
k=1

(Ω(xk)− Ω(xk−1)) =

n∑
k=1

(f(tk)− f(rk))(Ω(xk)− Ω(xk−1)) +
ε

3
<

2ε

3
+
ε

3
= ε.

Por lo tanto,
0 ≤ U(P, f,Ω)− L(P, f,Ω) < ε.

b)⇒ c)

Siempre se cumple que
∫ b
a
f dΩ ≤

∫ b
a
f dΩ. Sea ε > 0, existe Pε ∈ P([a, b])

tal que para cada P ∈ P([a, b]) con Pε ⊆ P se tiene que

0 ≤ U(P, f,Ω)− L(P, f,Ω) < ε.

Entonces ∫ b

a

f dΩ ≤ U(P, f,Ω) < L(P, f,Ω) + ε ≤
∫ b

a

f dΩ + ε,
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de aqúı que ∫ b

a

f dΩ <

∫ b

a

f dΩ + ε,

Por lo tanto, ∫ b

a

f dΩ ≤
∫ b

a

f dΩ.

Aśı, ∫ b

a

f dΩ =

∫ b

a

f dΩ.

c)⇒ a)

Supongamos que
∫ b
a
f dΩ =

∫ b
a
f dΩ = A y veamos que

∫ b
a
f dΩ = A.

Sea ε > 0, como ∫ b

a

f dΩ <

∫ b

a

f dΩ + ε,

existe Pε ∈ P([a, b]) tal que

U(Pε, f,Ω) <

∫ b

a

f dΩ + ε,

entonces para cada P ∈ P([a, b]) con Pε ⊆ P se tiene que

U(P, f,Ω) ≤ U(Pε, f,Ω) <

∫ b

a

f dΩ + ε,

se sigue que para cada P ∈ P([a, b]) con Pε ⊆ P se cumple que

U(P, f,Ω) <

∫ b

a

f dΩ + ε. (2.3)

También ∫ b

a

f dΩ− ε <
∫ b

a

f dΩ,

entonces existe Qε ∈ P([a, b]) tal que∫ b

a

f dΩ− ε < L(Pε, f,Ω),



22 Otras definiciones para la integral de Riemann-Stieltjes

aśı para cada P ∈ P([a, b]) con Qε ⊆ P se tiene que∫ b

a

f dΩ− ε < L(Pε, f,Ω) ≤ L(P, f,Ω),

por lo tanto para cada P ∈ P([a, b]) con Qε ⊆ P se tiene que∫ b

a

f dΩ− ε < L(P, f,Ω). (2.4)

Sea Q = Pε ∪Qε ∈ P([a, b]), de (2.3) y (2.4) se sigue que∫ b

a

f dΩ− ε < L(Q, f,Ω) ≤ S(Q, f,Ω) ≤ U(Q, f,Ω) <

∫ b

a

f dΩ + ε.

Como
∫ b
a
f dΩ =

∫ b
a
f dΩ, entonces para cada P ∈ P([a, b]) con Q ⊆ P, se tiene

que ∫ b

a

f dΩ− ε < S(P, f,Ω) <

∫ b

a

f dΩ + ε,

de aqúı se concluye que ∣∣∣∣∣S(P, f,Ω)−
∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣∣ < ε.

Por lo tanto, ∫ b

a

f dΩ = A.

Teorema 2.3 (Teorema del Valor Medio para integrales de Rieman-Stielt-
jes). Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones tales que f es continua en [a, b]
y Riemann-Stieltjes integrable con respecto a Ω en [a, b], Ω es creciente en
[a, b]. Entonces existe un c ∈ [a, b] tal que∫ b

a

f dΩ = f(c)(Ω(b)− Ω(a)).
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Demostración. Tenemos los siguientes casos:
i) Si Ω(a) = Ω(b), entonces para cada c ∈ [a, b] se tiene que∫ b

a

f dΩ = f(c)(Ω(b)− Ω(a)) = 0.

ii) Si Ω(a) < Ω(b), como f es continua en [a, b], entonces existen x0, x1 ∈
[a, b] tales que

f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1) para todo x ∈ [a, b],

entonces

f(x0)(Ω(b)− Ω(a)) ≤ L(Q, f,Ω) ≤ U(P, f,Ω) ≤ f(x1)(Ω(b)− Ω(a)),

de aqúı se sigue que

f(x0)(Ω(b)− Ω(a)) ≤
∫ b

a

f dΩ ≤ f(x1)(Ω(b)− Ω(a)).

De esto se obtiene que,

f(x0) ≤
∫ b
a
f dΩ

Ω(b)− Ω(a)
≤ f(x1).

Por el Teorema del Valor Intermedio, existe c entre x0 y x1 tal que∫ b
a
f dΩ

Ω(b)− Ω(a)
= f(c).

Por lo tanto, existe c ∈ [a, b] tal que∫ b

a

f dΩ = f(c)(Ω(b)− Ω(a)).

Teorema 2.4. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones. Si f ∈ R(Ω, [a, b]) según
la definición de Stieltjes, entonces f es Riemann-Stieltjes integrable en el
sentido de refinamientos.
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Demostración. Sea ε > 0 y denotemos con A el valor de la integral de
Riemann-Stieltjes de f con respecto a Ω en [a, b]. Entonces existe δ > 0 tal
que tal que para cada P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} ∈ P([a, b]) y cada tk ∈
[xk−1, xk],

si ||P || < δ, entonces |S(P, f,Ω)− A| < ε. (2.5)

Sea Pε ∈ P([a, b]) tal que ||Pε|| < δ, entonces para cada P ∈ P([a, b]) con
Pε ⊆ P se tiene que ||P || ≤ ||Pε|| < δ. Por lo tanto, para cada P ∈ P([a, b])

si Pε ⊆ P, ||P || < δ, entonces por (2.5) se tiene que |S(P, f,Ω)− A| < ε.

Observación: El rećıproco del Teorema 2.4 no es verdadero, para ver
esto supongamos que a < b y sea c ∈ (a, b). Consideremos f,Ω : [a, b] −→ R
funciones definidas como f(x) = Ω(x) = 0 si a ≤ x < c y f(x) = Ω(x) = 1 si
c < x ≤ b, f(c) = 0,Ω(c) = 1. Veamos que, f es Riemann-Stieltjes integrable

en el sentido de refinamientos y que
∫ b
a
f dΩ = 0.

Sea P = {a = x0, x1, . . . , xi−1, xi = c, xi+1 . . . , xn = b} ∈ P([a, b]) y ti ∈
[xi−1, xi] para cada k = 1, . . . , n, entonces

S(P, f,Ω) =
n∑
i=1

f(ti)(Ω(xi)− Ω(xi−1))

= f(ti)(Ω(xi)− Ω(xi−1)) + f(ti+1)(Ω(xi+1)− Ω(xi)) = 0.

Sea ε > 0, existe Pε = {a = x0, x1 = c, x2 = b} ∈ P([a, b]) tal que para cada
P ∈ P([a, b]), si Pε ⊆ P y cada ti ∈ [xi−1, xi] entonces |S(P, f,Ω) − 0| < ε.

Por lo tanto,
∫ b
a
f dΩ = 0.

Veamos que f /∈ R(Ω, [a, b]). Supongamos que f ∈ R(Ω, [a, b]), entonces
para ε = 1

2
> 0, existe δ > 0 tal que para cada P ∈ P([a, b]) si ||P || < δ,

entonces S(P, f,Ω) < 1
2
. Sea P = {a = x0, x1, . . . , xi−1, xi, xi+1 . . . , xn = b} ∈

P([a, b]) tal que c /∈ P y ||P || < δ, supongamos que c ∈ (xj−1, xj), entonces

S(P, f,Ω) =
n∑
i=1

f(ti)(Ω(xi)− Ω(xi−1)) = f(tj)(Ω(xj)− Ω(xj−1))

Si tomamos ti ∈ (c, xi), entonces S(P, f,Ω) = 1 y no cumple que S(P, f,Ω) <
1
2
. Por lo tanto, f /∈ R(Ω, [a, b]).



Caṕıtulo 3

La Ω-derivada

3.1. Definición de la Ω−derivada y ejemplos

En este caṕıtulo consideraremos el concepto de Ω-derivada, que nos per-
mitirá obtener una generalización del Teorema Fundamental del Cálculo a
la integral de Riemann-Stieltjes cuyos integradores son continuos y estricta-
mente crecientes.

En lo que sigue supondremos que I ⊆ R es un intervalo abierto que puede
ser acotado o no acotado.

Definición 3.1. Sean f,Ω: I −→ R funciones donde Ω es continua y estric-
tamente creciente en I. Sea x0 ∈ I. Decimos que f es Ω-diferenciable en x0

si

ĺım
x→x0

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
existe.

A este limite lo llamaremos la Ω-derivada de f en x0 y lo denotamos como
DΩf(x0).

Observaciones:

Notemos que este concepto de Ω-derivada generaliza al concepto de
derivada usual, pues si Ω(x) = x, entonces DΩf(x0) = f ′(x0).

Si f ′(x0) y Ω′(x0) existen y Ω′(x0) 6= 0, entonces

DΩf(x0) =
f ′(x0)

Ω′(x0)
.
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Ejemplos:

Sea K ∈ R y x0 ∈ (a, b), si f : (a, b) −→ R definida por f(x) = K,

entonces DΩf(x0) = ĺımx→x0

(
K−K

Ω(x)−Ω(x0)

)
= 0

Si f : (a, b) −→ R está definida como f(x) = Ω(x), entonces DΩf(x0) =

ĺımx→x0

(
Ω(x)−Ω(x0)
Ω(x)−Ω(x0)

)
= 1

En los teoremas que siguen, vamos a suponer f, g : (a, b) −→ R son
funciones, x0 ∈ (a, b) y Ω es como en la Definición 3.1.

Teorema 3.1. Si f es Ω-diferenciable en x0, entonces f es continua en x0.

Demostración. Notemos que f(x) − f(x0) =
(
f(x)−f(x0)
Ω(x)−Ω(x0)

)
· (Ω(x) − Ω(x0)),

como f es Ω-diferenciable en x0 y Ω es continua en x0 se cumple que

ĺım
x→x0

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
· (Ω(x)− Ω(x0))

)
=

= ĺım
x→x0

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
· ĺım
x→x0

(Ω(x)− Ω(x0))

= DΩf(x0) · 0 = 0.

Aśı se tiene que ĺımx→x0 f(x) = f(x0) y por tanto f es continua en x0.

3.2. Propiedades básicas de la Ω-derivada

En lo que sigue demostraremos propiedades análogas a las de la derivada
usual con respecto a las operaciones de suma y producto usual de funciones.

Teorema 3.2. Sean f,g funciones Ω-diferenciables en x0 y K ∈ R, entonces
f + g, f · g y K · f son Ω-diferenciables y

1. DΩ(f + g)(x0) = DΩf(x0) +DΩg(x0)

2. DΩ(f · g)(x0) = DΩf(x0) · g(x0) + f(x0) ·DΩg(x0)

3. DΩ(K · f)(x0) = K ·DΩf(x0)
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Demostración. 1. Como f y g son Ω-diferenciables en x0 y

f(x) + g(x)− (f(x0) + g(x0))

Ω(x)− Ω(x0)
=
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
+

g(x)− g(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
,

entonces

ĺım
x→x0

(
f(x) + g(x)− (f(x0) + g(x0))

Ω(x)− Ω(x0)

)
=

ĺım
x→x0

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
+ ĺım

x→x0

(
g(x)− g(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
= DΩf(x0) +DΩg(x0).

2.

f(x) · g(x)− f(x0) · g(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
=
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
· g(x) +

g(x)− g(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
· f(x0),

pero f y g son Ω-diferenciables en x0 y por la continuidad de g en x0 que se
tiene por el Teorema 3.1, se cumple:

ĺım
x→x0

(
f(x) · g(x)− f(x0) · g(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
= ĺım

x→x0

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
· g(x)

)
+

ĺım
x→x0

(
g(x)− g(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
· f(x0)

)
= DΩf(x0) · g(x0) +DΩg(x0) · f(x0)

3. Como

K · f(x)−K · f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
= K ·

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
, entonces se tiene que

ĺım
x→x0

(
K · f(x)−K · f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
= K · ĺım

x→x0

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)

Observación: Una forma alternativa de obtener el resultado anterior es
tomar la función g(x) = K y aplicar 2. del teorema.

Definición 3.2. Una función f es Ω-diferenciable en (a, b) si es Ω-diferenciable
en cada x0 ∈ (a, b).
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Teorema 3.3. Sea f una función Ω-diferenciable en (a, b). Si f tiene un
máximo o un mı́nimo relativo en x0 ∈ (a, b), entonces DΩf(x0) = 0.

Demostración. Supongamos que f tiene un mı́nimo relativo en x0 ∈ (a, b),
entonces por definición de mı́nimo relativo existe δ > 0 tal que f(x) ≤ f(x0)
∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ (a, b).
Si x0 − δ < x < x0, entonces Ω(x) − Ω(x0) < 0 pues Ω es estrictamente
creciente en (a, b) y f(x)− f(x0) ≤ 0, entonces

0 ≤ ĺım
x→x−0

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
.

También si x0 < x < x0 + δ, entonces Ω(x) − Ω(x0) > 0 pues Ω es estricta-
mente creciente en (a, b) y f(x)− f(x0) ≤ 0, entonces

ĺım
x→x+

0

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
≤ 0.

Como f es Ω-diferenciable, entonces

DΩf(x0) = ĺım
x→x+

0

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
= ĺım

x→x−0

(
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)

)
,

por lo tanto DΩf(x0) = 0.
Análogamente se obtine que DΩf(x0) = 0 si f tiene un máximo relativo en
x0 ∈ (a, b).

Teorema 3.4. Si f es Ω-diferenciable en x0 con DΩf(x0) > 0. Entonces
existe δ > 0 tal que ∀x, y ∈ (a, b) con x0−δ < x < x0 < y < x0 +δ se cumple
que f(x) < f(x0) < f(y).

Demostración. Sea ε = DΩf(x0)
2

> 0, como f es Ω-diferenciable en x0, entonces
existe δ > 0 tal que ∀x ∈ (a, b) con |x− x0| < δ, cumple que∣∣∣∣ f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
−DΩf(x0)

∣∣∣∣ < DΩf(x0)

2
.

De aqúı se deduce existe δ > 0 tal que ∀x ∈ (a, b) con |x− x0| < δ, entonces

0 <
DΩf(x0)

2
<
f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
. (3.1)
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Sean x, y ∈ (a, b) con x0 − δ < x < x0 < y < x0 + δ, como x < x0, entonces
Ω(x)− Ω(x0) < 0, de (3.1) se tiene que

f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
> 0,

aśı de aqúı se sigue que f(x)− f(x0) < 0, entonces

f(x) < f(x0). (3.2)

También como x0 < y, entonces Ω(y)− Ω(x0) > 0 y de (3.2) se tiene que

f(y)− f(x0)

Ω(y)− Ω(x0)
> 0,

entonces f(y)− f(x0) > 0, entonces

f(x0) < f(y). (3.3)

De (3.2) y (3.3) se tiene que

f(x) < f(x0) < f(y).

La siguiente proposición es análoga a la demostrada anteriormente y dice
lo siguiente:

Teorema 3.5. Sea f una función es Ω-diferenciable en x0 con DΩf(x0) <
0.Entonces existe δ > 0 tal que ∀x, y ∈ (a, b) con x0−δ < x < x0 < y < x0+δ
se cumple que f(y) < f(x0) < f(x).

Demostración. Sea ε = −DΩf(x0)
2

> 0, como f es Ω-diferenciable en x0, en-
tonces existe δ > 0 tal que ∀x ∈ (a, b) con |x− x0| < δ, entonces∣∣∣∣ f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
−DΩf(x0)

∣∣∣∣ < −DΩf(x0)

2
.

De aqúı se deduce existe δ > 0 tal que ∀x ∈ (a, b) con | x− x0 |< δ, entonces

f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
<
DΩf(x0)

2
< 0 (3.4)
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Sean x, y ∈ (a, b) con x0 − δ < x < x0 < y < x0 + δ, como x < x0, entonces
Ω(x)− Ω(x0) < 0, de (3.4) se tiene que

f(x)− f(x0)

Ω(x)− Ω(x0)
< 0,

que de aqúı se sigue que f(x)− f(x0) > 0, de donde

f(x0) < f(x). (3.5)

También como x0 < y, entonces Ω(y)− Ω(x0) > 0 y de (3.4) se tiene que

f(y)− f(x0)

Ω(y)− Ω(x0)
> 0,

entonces f(y)− f(x0) < 0, por lo que

f(y) < f(x0). (3.6)

De (3.4) y (3.6) se halla que

f(y) < f(x0) < f(x).

3.3. Teorema de Rolle y Teorema del Valor

Medio para la Ω−derivada

Los teoremas que veremos a continuación son una generalización de algu-
nos teoremas del cálculo diferencial clásico y nos muestran como el concepto
de Ω-derivada trae consigo propiedades muy parecidas al concepto de deri-
vada usual.

Teorema 3.6 (Teorema de Rolle). Sea f : [a, b] −→ R una función continua
en [a, b] y Ω-diferenciable en (a, b). Si f(a) = f(b), entonces existe x0 ∈ (a, b)
tal que DΩf(x0) = 0.

Demostración. Como f es continua en [a, b], entonces f alcanza su valor
máximo en x0 ∈ [a, b] y su valor mı́nimo en x1 ∈ [a, b]. Tenemos los siguientes
casos:
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(1) Si x0, x1 ∈ {a, b}, entonces por hipótesis se tiene que f(x0) = f(x1),
es decir, el valor máximo y mı́nimo de f son iguales, aśı f es una función
constante, por lo que DΩf(x) = 0 para cada x ∈ (a, b).
(2) Si x0 ∈ (a, b), entonces por el Teorema 3.3 se tiene que DΩf(x0) = 0.
(3) Si x1 ∈ (a, b), entonces por el Teorema 3.3 se tiene que DΩf(x1) = 0.

Teorema 3.7 (Teorema del Valor Medio de Cauchy). Sean f, g : [a, b] −→
R funciones continuas en [a,b] y Ω-diferenciables en (a, b). Entonces existe
x0 ∈ (a, b) tal que (f(b)− f(a)) ·DΩg(x0) = (g(b)− g(a)) ·DΩf(x0).

Demostración. Definamos la función h : [a, b] −→ R como

h(x) = (f(b)− f(a)) · g(x)− (g(b)− g(a)) · f(x),

entonces h es continua en [a, b] por ser suma y producto de funciones conti-
nuas en [a, b], también h es Ω-diferenciable en (a, b) por ser suma y producto
de funciones Ω-diferenciables en (a, b).
Además

h(a) = h(b) = f(b) · g(a)− f(a) · g(b),

entonces por el Teorema 3.6 se tiene que existe x0 ∈ (a, b) tal que

DΩh(x0) = 0.

Por otra parte,

DΩh(x0) = (f(b)− f(a)) ·DΩg(x0)− (g(b)− g(a)) ·DΩf(x0) = 0,

entonces

(f(b)− f(a)) ·DΩg(x0) = (g(b)− g(a)) ·DΩf(x0).

Teorema 3.8 (Teorema del Valor Medio). Sean f : [a, b] −→ R una función
continua en [a, b] y Ω-diferenciable en (a, b). Entonces existe x0 ∈ (a, b) tal
que

DΩf(x0) =
f(b)− f(a)

Ω(b)− Ω(a)
.
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Demostración. Por definición sabemos que Ω es continua en (a, b), también
es Ω-diferenciable en (a,b) con DΩΩ(x) = 1 para cada x ∈ (a, b). Entonces
por el Teorema 3.7, existe x0 ∈ (a, b) tal que

(f(b)− f(a)) ·DΩΩ(x0) = (Ω(b)− Ω(a)) ·DΩf(x0),

de aqúı que

DΩf(x0) =
f(b)− f(a)

Ω(b)− Ω(a)
.

Teorema 3.9. (1) Si DΩf(x) ≥ 0 para cada x ∈ (a, b), entonces f es cre-
ciente en (a, b).
(2) Si DΩf(x) ≤ 0 para cada x ∈ (a, b), entonces f es decreciente en (a, b).
(3) Si DΩf(x) = 0 para cada x ∈ (a, b), entonces f es constante en (a, b).

Demostración. Sean x1, x2 ∈ (a, b) con x1 < x2, como f es Ω- diferenciable
en (a, b), entonces f es continua en (a, b), en particular en continua en [x1, x2]
y Ω-diferenciable en (x1, x2), entonces por el Teorema del valor medio existe
x0 ∈ (a, b) tal que f(x2) − f(x1) = DΩf(x0) · (Ω(x2) − Ω(x1). Notemos que
como Ω es estrictamente creciente se tiene que Ω(x2) − Ω(x1) > 0, aśı si
DΩf(x) ≥ 0 para cada x ∈ (a, b), de la igualdad anterior se tendrá que f es
creciente en (a, b).
Si DΩf(x) ≤ 0 para cada x ∈ (a, b), se tiene que f es decreciente en (a, b).
Si DΩf(x) = 0 para cada x ∈ (a, b), f es constante en (a, b).



Caṕıtulo 4

El Teorema Fundamental del
Cálculo para la Integral de
Riemann-Stieltjes

Ahora veremos cómo utilizar el concepto de Ω-derivada en la integral de
Riemann-Stieltjes, con el fin de obtener una fórmula análoga a la que se tiene
en la integral de Riemann.

Definición 4.1. Sea f : I −→ R una función. Decimos que F : I −→ R es
una Ω-antiderivada de f en I si DΩF (x) = f(x) para cada x ∈ I.

Denotaremos con R(Ω) al conjunto de funciones Riemann-Stieltjes inte-
grables con respecto a Ω : [a, b] −→ R continua y estrictamente creciente.

Teorema 4.1. Si f ∈ R(Ω). Entonces la función F : [a, b] −→ R definida
como F (x) =

∫ x
a
f dΩ es continua en [a, b]. Además si f : [a, b] −→ R es una

función continua en [a, b], entonces F es una Ω-antiderivada de f en (a, b).

Demostración. Sea ε > 0 y x0 ∈ [a, b], entonces

F (x)− F (x0) =

∫ x

a

f dΩ−
∫ x0

a

f dΩ =

∫ x

x0

f dΩ,

por el Teorema del Valor Medio para integrales de Riemann-Stieltjes se tiene
que

F (x)− F (x0) = c(Ω(x)− Ω(x0)), para algún c ∈ [m,M ],
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donde m = ı́nf{f(x)|x ∈ [a, b]} y M = sup{f(x)|x ∈ [a, b]}. Si c = 0,
entonces existe δ = 1 > 0 tal que para cada x ∈ [a, b] con |x − x0| < δ, se
tiene que |F (x)− F (x0)| = 0 < ε. Si c 6= 0, como Ω es una función continua
en [a, b], entonces es continua en x0 ∈ [a, b], por lo que existe δ1 > 0 tal que
para cada x ∈ [a, b] con |x − x0| < δ1 se tiene que |Ω(x) − Ω(x0)| < ε

|c| . Por

lo tanto, para cada x ∈ [a, b] con |x− x0| < δ1, entonces

|F (x)− F (x0)| = |c||Ω(x)− Ω(x0)| < |c| ε
|c|

= ε.

De ahi que, F es una función continua en [a, b].
Supongamos ahora que f es continua en [a, b], entonces por el Teorema del
Valor Medio para integrales de Riemann-Stieltjes se tiene que

F (x)− F (x0) = f(c)(Ω(x)− Ω(x0)),

para algún c entre x y x0, entonces

f(c) =
F (x)− F (x0)

Ω(x)− Ω(x0)
para algún c entre x y x0.

Veamos que DΩF (x0) = f(x0). Sea ε > 0, como f es continua en x0, entonces
existe δ > 0 tal que para cada x ∈ [a, b] con |x − x0| < δ cumple que
|f(x) − f(x0)| < ε. Como c está entre x y x0 se tiene que |c − x0| < δ,
entonces |f(c)− f(x0)| < ε, entonces∣∣∣∣F (x)− F (x0)

Ω(x)− Ω(x0)
− f(x0)

∣∣∣∣ < ε.

Por lo tanto, DΩF (x0) = f(x0).

Teorema 4.2 (Fundamental del Cálculo para la integral de Riemann-Stielt-
jes). Sea f ∈ R(Ω). Si F : [a, b] −→ R es una función continua en [a, b] y
DΩF (x) = f(x) para cada x ∈ (a, b), entonces∫ b

a

f dΩ = F (b)− F (a).

Demostración. Sea P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} una partición del intervalo
[a, b], como F es continua en [a, b], en particular es continua en cada [xk−1, xk]
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para cada k = 1, . . . , n y Ω-derivable en (xk−1, xk), por el Teorema del Valor
Medio, existe tk ∈ (xk−1, xk) tal que

F (xk)− F (xk−1) = DΩF (tk)(Ω(xk)− Ω(xk−1)) = f(tk)(Ω(xk)− Ω(xk−1)),

entonces

F (b)−F (a) =
n∑
k=1

(F (xk)−F (xk−1)) =
n∑
k=1

f(tk)((Ωk)−Ω(xk−1)) = S(P, f,Ω).

Sea ε > 0, existe δ > 0 tal que para cada P ∈ P([a, b]) si ||P || < δ y cada
wk ∈ [xk−1, xk], entonces∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f(wk)(Ω(xk)− Ω(xk−1))−
∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣∣ < ε.

Sea P ∈ P([a, b]) con ||P || < δ y tk ∈ [xk−1, xk], entonces∣∣∣∣(F (b)− F (a))−
∫ b

a

f dΩ

∣∣∣∣ < ε.

Por lo tanto, ∫ b

a

f dΩ = F (b)− F (a).

El teorema anterior es válido con la definición que dio originalmente Stielt-
jes. En lo que sigue vamos a ver que este resultado sigue siendo válido cuando
consideramos la teoŕıa de integración con la definición de refinamientos.

Teorema 4.3. Sean f,Ω : [a, b] −→ R funciones, f Riemann-Stieltjes inte-
grable con respecto a Ω sobre [a, b] en el sentido de refinamientos, Ω continua
y estrictamente creciente en [a, b]. Si F : [a, b] −→ R es una función continua
en [a, b] y DΩF (x) = f(x) para cada x ∈ (a, b), entonces∫ b

a

f dΩ = F (b)− F (a).
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Demostración. Sea P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} una partición del intervalo
[a, b], como F es continua en [a, b], en particular es continua en cada [xk−1, xk]
para cada k = 1, . . . , n y Ω-derivable en (xk−1, xk), por el Teorema análogo
al del Valor Medio, existe tk ∈ (xk−1, xk) tal que

F (xk)− F (xk−1) = DΩF (tk)(Ω(xk)− Ω(xk−1)) = f(tk)(Ω(xk)− Ω(xk−1)),

entonces

F (b)−F (a) =
n∑
k=1

(F (xk)−F (xk−1)) =
n∑
k=1

f(tk)((Ωk)−Ω(xk−1)) = S(P, f,Ω).

Pero se cumple que

L(P, f,Ω) ≤ S(P, f,Ω) ≤ U(P, f,Ω),

entonces
L(P, f,Ω) ≤ F (b)− F (a) ≤ U(P, f,Ω),

de aqúı que ∫ b

a

f dΩ ≤ F (b)− F (a) ≤
∫ b

a

f dΩ. (4.1)

Pero f es Riemann-Stieltjes integrable en el sentido de refinamientos, por lo
que por el Teorema 2.2 se tiene que∫ b

a

f dΩ =

∫ b

a

f dΩ =

∫ b

a

f dΩ.

De (4.1) se tiene que ∫ b

a

f dΩ = F (b)− F (a).



Conclusiones

La integral de Riemann-Stieltjes es un concepto que generaliza al de in-
tegral de Riemann y tiene propiedades analogas como la linealidad del in-
tegrando entre otras, vemos que la definición de esta integral no es única y
mostramos la relación que hay entre estas definiciones, después se introdu-
ce el concepto de Ω−derivada algunas de sus consecuencias y finalmente su
aplicación para obtener el Teorema Fundamental del Cálculo para la integral
de Riemann-Stieltjes que fue fundamentalmente el objetivo de este trabajo
de tesis.
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