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Introduccion

La teorla de matroides es una rama de las matematicas de reciente creacidon. Surgid en la pri-
mera mitad del siglo XX. Ha tenido un enorme crecimiento y actualmente es una de las lineas de
investigacion en matemaéticas de mayor importancia y con mayor productividad. Esto se debe en gran
parte a que conjunta areas como algebra lineal y abstracta, teoria de grafos, combinatoria y geometria
finita. Una de las principales cualidades de la teoria de matroides es que existe una amplia variedad
de definiciones equivalentes del concepto de matroide, lo cual permite abordar una gran cantidad de
problemas con diferentes enfoques (cf. [1]). Como parte de este trabajo se presentan algunas de esas
definiciones y se establecen las equivalencias entre ellas.

Una de las herramientas mas importantes para determinar la distribucidn de pesos de un cédigo
es la ldentidad de MacWilliams que relaciona el enumerador de pesos de un cddigo lineal con el
enumerador de pesos de su cddigo dual. Para demostrar la Identidad de MacWilliams pueden seguirse
varios caminos. En esta tesis seqguiremos dos de ellos: el camino tradicional, con teorla puramente
algebraica, empleando especificamente conceptos de Caracteres y Algebra de Grupo (cf. [6)), y otro
empleando Teor{a de Matroides (cf. [2]). Se presentan ambas pruebas con la intencién de mostrar la
gran ventaja que representa emplear resultados de matroides, en particular en la demostracién de tal
resultado, ya que tomando este camino se obtiene una prueba elegante.

El texto estd organizado de la siguiente manera: en el capitulo 1 se presentan las definiciones
y teoremas bdsicos de la teoria de cddigos lineales. En el capitulo 2 se introduce una definicion de
matroide que surge en el campo del dlgebra lineal; posteriormente se mencionan algunas maneras
alternativas de definir dicho concepto y se establecen las equivalencias entre las definiciones. Al
finalizar el cap(tulo se asocia un matroide a un cddigo lineal y se define el concepto de matroide
dual (cf. [1], [4)). ELl capitulo 3 comienza con la definicién de enumerador de pesos de un cddigo y el
enunciado de la Identidad de MacWilliams. Posteriormente se definen dos nuevos enumeradores de
pesos, el generalizado y el extendido, y se establecen las relaciones entre ellos (cf. [2]). En el capitulo
4 se presenta la definicion de Polinomio de Tutte para un matroide y se establece la conexién entre el
Polinomio de Tutte del matroide asociado a un cédigo y el enumerador de pesos extendido del cédigo,
as( como entre los Polinomios de Tutte de un matroide y su dual (cf. [2]). Con estas relaciones se
demuestra la ldentidad de MacWilliams. Para finalizar, en el capitulo 5 se presenta la demostracién
cldsica de dicha identidad (cf. [6]).



INTRODUCCION



Capitulo 1

Cddigos lineales

En este capitulo se introducen algunos conceptos y resultados fundamentales de la teoria de
codigos, particularmente de los cddigos lineales. Las afirmaciones se presentan sin demostracién ya
que son resultados bastante conocidos y pueden consultarse en [6].

A lo largo de este texto [n] denotard el conjunto de nimeros naturales menores o iguales a n, es
decir, {1,2,..., nt.

Definicion 1.1. Un alfabeto es un conjunto Q con g simbolos. Q" denota el conjunto de las n-tuplas

x=(x,x,. .., xp) tales que para todo i € [n] x; € Q.

Definicién 1.2. Un subconjunto no vaclo C de Q" se llama cddigo de longitud n sobre Q y sus

elementos se llaman palabras-cédigo.

Definicion 1.3. Sean x = (x1,x2, ..., Xn), Yy =(y1,y2, ..., yn) € Q". La distancia de Hamming d(x, y)

entre x y y es el numero de coordenadas en las cuales x y y difieren, es decir,

dix, y) = [{i €[n]: xi # yi}].
Teorema 1.1. Sean x,y,z € Q". La distancia de Hamming satisface las siguientes propiedades:
(1) dix,y) > 0.
(2) d(x,y) =0 si y sélo si x = y.
(3) dix, y) = d(y, x).
(4) dlx, 2) < d(x, y) +dly, 2).
Esto es, la distancia de Hamming en efecto define una métrica en Q".

Definicion 1.4. Sea C un cdédigo de longitud n. La distancia minima (de Hamming) de C, denotada

con d o d(C), se define de la siguiente forma: si C tiene un unico elemento, d = n + 1, y st C tiene

1



2 CAPITULO 1. CODIGOS LINEALES
mas de una palabra-cddigo entonces
d=min{d(x,y) | x,y € C,x #+ y}.

En este trabajo se presentan resultados en los cuales se eligen como alfabetos a los campos
finitos, g denotara la potencia de algin nimero primo y F, denotard el campo finito con g elementos.
Los campos finitos son de interés especial ya que Fg es un espacio vectorial y uno de los objetos
de estudio de este trabajo son aquellos cédigos que ademds de ser subconjuntos son subespacios
vectoriales de Fy. En lo sucesivo cualquier matriz que se mencione se tomara con entradas en Fq y
la dimensidn de los subespacios vectoriales que se consideren serd sobre el campo g, a menos que

se indique lo contrario.

Definicién 1.5. Un cddigo lineal C es un subespacio vectorial de Fg. La dimensidn de C es su
dimensién como espacio vectorial sobre F;. Si C es de longitud n y dimension k, entonces se dice
que C es un [n, k]—cddigo. St la distancia minima del cédigo es d, [n, k, d| son los pardmetros del

codigo C.

Uno de los conceptos mds importantes en el presente trabajo es el de peso de una palabra-cddigo,
que se define a continuacién. Mds adelante se extiende esta definicién a la de peso de un cddigo, ya
que la mayoria de los resultados destacados involucra este concepto en lugar del peso de cada una

de las palabras-cddigo.

Definicion 1.6. Sea ¢ € Fy . El soporte de ¢ es el conjunto

supp(c) = {i € [n]| i # 0}

La cardinalidad del soporte de ¢ se llama el peso de ¢ y se denota por wt(c).

Asi, el peso de una palabra-cddigo indica el nimero de sus componentes que son distintas de

cero.

Definicion 1.7. Sea C un cddigo. El peso minimo de C se define como wtyin(C) = n + 1 st C sélo

contiene a la palabra 0, y como
Wtnin(C) = min{wt(c) | c € C, ¢ + 0}

st contiene una palabra cddigo distinta de O.
Teorema 1.2. La distancia minima de un cddigo lineal C es igual a su peso minimo.

Sea C un [n, k]—cédigo. Como C es en particular un IF;-espacio vectorial de dimensién k, C posee
una base de k vectores. Dicha base genera a C, esto es, toda palabra cddigo puede expresarse como
combinacién lineal de los elementos de la base. Entonces C es igual al espacio fila de una matriz

cuyas filas son los elementos de dicha base. Ast que tiene sentido dar la siguiente definicion.



Definicion 1.8. Sea C un [n, k]-cddigo. Una matriz G de tamafo k x n cuyas filas son elementos de

alguna base para C se llama matriz generadora para C.

Observacion 1.1. Un [n, k]-cddigo C puede tener mas de una matriz generadora (st k > 1, basta con
permutar las filas de una matriz generadora para obtener matrices generadoras distintas), pero todas

las matrices generadoras de C son de rango k.

Otra forma de describir un subespacio vectorial es mediante el espacio solucidn de un conjunto de
ecuaciones lineales homogéneas, o equivalentemente, mediante el espacio nulo de una matriz, concepto

que se retoma en la siguiente definicién.

Definicion 1.9. Sea M una matriz de tamafio m x n. EL conjunto de todos los vectores ¢ € Fy tales

que Mc" =0 se llama el espacio nulo de M y se denota mediante nul(M).

El espacio nulo de una matriz es un subespacio de Fy. La dimension del espacio nulo de una

matriz M se llama nulidad de M y se denota por nulidad(M).

Definicion 1.10. El rango de una matriz M es la dimensidn de sus espacios rengldn o columna y se

denota por rango(M).

El Teorema del rango afirma que st M es una matriz de tamafio m x n, entonces rango(M) +
nulidad(M) = n.

Definicion 1.11. Una matriz de tamafo (n — k) x n de rango n — k se llama matriz de verificacion de

paridad del [n, k]-cédigo C si C es el espacio nulo de dicha matriz.

Sea H una matriz de tamafo m x n y sea C el espacio nulo de H. Las m ecuaciones lineales
homogéneas correspondientes se llaman ecuaciones de verificacién de paridad, o simplemente verifi-
cadoras de paridad. Puede ocurrir que H tenga rango m, es decir, que todas sus filas sean linealmente
independientes, en tal caso la dimension k de C, es decir, nulidad(H), seria igual a n — m, por el
Teorema del rango. Pero también puede darse el caso en el que H tenga filas linealmente dependien-
tes, y por tanto, rango menor a m. En este caso k tendria un valor mayor que n — m. Se concluye que
la dimensién k de C es al menos n — m. Si existen filas dependientes en la matriz H, entonces se
puede crear otra matriz H" a partir de H, suprimiendo filas inferiores que sean multiplos de alguna fila
superior, de tal manera que H’ sea una matriz de tamafio (n — k) x n de rango n — k y con el mismo
espacio nulo que H. Lo anterior justifica que siempre es posible encontrar una matriz de verificacidn

de paridad de un cddigo lineal.

Teorema 1.3. Sea C un [n, k|]-cddigo. Sea I la matriz identidad de tamano k x k. Sea P una matriz
de tamario k x (n — k). Entonces, (I¢|P) es una matriz generadora de C si y sélo si (—P'|l,_x) es

una matriz de verificacion de paridad de C.



4 CAPITULO 1. CODIGOS LINEALES

El Teorema 1.3 permite hallar una matriz de verificacién de paridad de un cddigo lineal dada su
matriz generadora y viceversa.
La siguiente definicion establece el concepto de producto interno en Fg, el cual es necesario para

definir un tipo de cddigo que se empleara frecuentemente mds adelante: el cédigo dual.

Definicion 1.12. Sean x = (x1,x2, .. ., xn) Yy = (Y1, Y2, ..., yn) € Fg. EL producto interno de x y y,
se denota y se define como:

(X, y) =x1y1 +x2y2 - + XnYn.
St (x,y) = 0 se dice que x y y son ortogonales.

Definicion 1.13. Sea C un cddigo. Definimos su cddigo dual u ortogonal como
Ct={xeF)|Vce C:(cx)=0}

EL codigo dual de un cédigo lineal C es el conjunto de vectores en Fg que son ortogonales a cada
una de las palabras-cédigo de C. Si C es lineal, C*+ también lo es. Lo anterior queda establecido en

el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Sea C un [n, k]-cédigo con matriz generadora G. Entonces C*+ es un[n, n — k|-cédigo

con matriz de verificacion de paridad G.

El Teorema 1.4 también establece una relacién entre las matrices correspondientes a los cddigos:

la matriz generadora de un cddigo es la matriz de verificacién de paridad de su cédigo dual.
Teorema 1.5. Sea C un [n, k]-cédigo. Tenemos que (C*+)* = C.
Corolario 1.1. Sea C un cddigo lineal. Entonces

(1) G es una matriz generadora de C si y sélo G es una matriz de verificacién de paridad de C*.

(2) H es una matriz de verificacién de paridad de C si y sélo si H es una matriz generadora de
ct.

Para finalizar este capitulo se presenta un resultado que da una interpretacién de la distancia
minima de un cddigo en términos de la dependencia lineal de las columnas de una matriz de verificacidn

de paridad de dicho cédigo. Este resultado se empleard mds adelante.

Teorema 1.6. Sea C un cddigo lineal y H una matriz de verificacidn de paridad de C. Entonces la

distancia minima d de C es el ndmero minimo de columnas linealmente dependientes de H.



Capitulo 2

Matroides

La teorla de matroides surgid en los afos 30's del siglo XX. Hassler Whitney desarrollé una nocion
de independencia y rango en el contexto de la teoria de grafos y observé similitudes con los conceptos
de independencia lineal y dimensién de &lgebra lineal. Después de identificar las propiedades de
independencia abstracta, Whitney introdujo el concepto de matroide en 1935 en [8] y se inspird en
la palabra matriz para crearlo. Otros mateméticos contempordneos de Whitney también contribuyeron
al nacimiento de la teorla de matroides. En 1937, B. L. van der Waerden, en la segunda edicién
de Moderne Algebra, establecid tres propiedades fundamentales que son comunes a la dependencia
algebraica y lineal, descubriendo con ello el concepto de matroide de manera independiente a Whitney.

En este capitulo se estudiaran los conceptos fundamentales de la teorla de matroides, se esta-
blecerdn las equivalencias entre algunas de las definiciones de matroide y se presentard el matroide
asociado a un cddigo que serd clave para presentar el teorema central del presente trabajo: la Identidad

de MacWilliams. Para el desarrollo de este capitulo se tomaron [1] y [4] como principales referencias.

2.1. Definiciones equivalentes de matroide

Una importante caracter(stica de los matroides es que pueden definirse de muchas formas diferentes
pero equivalentes. Desde su articulo fundador, Whitney establecié cuatro definiciones equivalentes de
matroides. Esto podria parecer molesto, pero es una de las principales cualidades que posee esta teor(a,
ya que puede preferirse una definicién sobre otra, dependiendo del problema que quiera abordarse.

En esta seccidn se enunciardn algunas de las principales y mas utiles definiciones de matroide.
Se tomard como primera definicion aquella que abstrae las propiedades que satisface un conjunto
de vectores linealmente independiente. Esta definicidn, por tanto, proviene del dlgebra lineal. Pos-
teriormente, se definirdn nuevos conceptos y se demostrardn algunas de las propiedades que dichos
conceptos satisfacen. A continuacidn se destacardn aquellas propiedades que seran suficientes para dar
una definicidn alternativa del concepto de matroide y se probara la equivalencia de las definiciones.

El desarrollo de esta teor{a estaréd acompafada de algunos ejemplos y observaciones.

5



6 CAPITULO 2. MATROIDES

2.1.1. Definicién por conjuntos independientes

Sea V un espacio vectorial. Los subconjuntos linealmente independientes de V' cumplen las si-

guientes propiedades:

a) Todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente también es linealmente indepen-

diente.

b) Si /'y J son conjuntos linealmente independientes tales que |/| < |J|, entonces existe x € J\ [

tal que /U {x} es linealmente independiente.

A continuacién se presenta una definicidn de conjunto independiente en grafos que permitird

establecer una importante conexién con la independencia lineal en algebra lineal.

Definicidn 2.1. Sea G un grafo finito no dirigido, no necesariamente simple, con conjunto de aristas £
y conjunto de vértices V. Un conjunto S C F es independiente si no contiene ciclos y es dependiente

en otro caso.

Noétese que ésta no es la definicion cldsica de independencia de la teoria de grafos, la cual dice
que un conjunto de vértices en un grafo es independiente si ninguno de sus vértices es adyacente a
otro. Sin embargo, esta nueva definicién es util pues resulta que las propiedades a) y b) también se

cumplen para los conjuntos de aristas independientes:

A) Todo subconjunto de un conjunto aciclico de aristas es aciclico.

B) Si/y /son dos conjuntos de aristas aciclicos y |/| < |J|, entonces existe e € J\/ tal que /U {e}

es aciclico.

Anteriormente se menciond que Whitney y van der Waerden se basaron en las propiedades que
cumplen los conjuntos linealmente independientes en algebra lineal y teoria de grafos para definir
el concepto de matroide. Dichas propiedades son justamente a), b), y A) y B), respectivamente. La
primera definicidn que se dard en este cap(tulo va en este sentido y se eligid porque estad basada en

resultados conocidos, y por ello puede resultar mas familiar para la mayoria de los lectores.

Definicién 2.2 (Por conjuntos independientes). Un matroide M es un par ordenado (E, Z) que consiste
de un conjunto finito £ y una familia Z de subconjuntos de E que satisface las siguientes tres

condiciones:
(1) (No trivialidad) Z + @.
(12) (Cerrado bajo subconjuntos) St / € Z y J C /, entonces J € T.

(I3) (Aumento de independencia) St I,/ € Z y || < |J|, entonces existe un elemento e € J\ [ tal
que U {e} €T
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En este caso es usual referirse a M como matroide sobre £. Los elementos de Z son los conjuntos
independientes de M y E es el conjunto subyacente de M. Cuando es necesario se denota a Z con

Z(M) ya E con E(M). Un subconjunto de £ que no pertenece a Z se llama dependiente.

Puede darse una definicion de matroide muy similar a la Definicidon 2.2 con ligeras modificaciones
a las propiedades (I1) e (13), que puede resultar mds prdctica al momento de verificar st un par ordenado

es un matroide. Esto se establece en el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sean E un conjunto finito e T una familia de subconjuntos de E. Entonces T es la familia

de conjuntos independientes de un matroide si y sélo si satisface las siguientes tres condiciones:
(J1) 9.
(J2) Sil €T yJCl entonces | €T.

(J3) Si l,] € T son tales que |J| = |I| + 1, entonces existe un elemento x € J\ | que cumple que
Tu{x} eT.

Demostracion.

Sea M = (E,Z) un matroide. Veamos que T verifica las propiedades (J1) y (J3). Dado que Z
satisface la condicion (1), T # @. Asi, existe un conjunto independiente, al que llamamos X. Como
también se cumple (12) y tenemos que @ C X, concluimos que @ € Z, es decir, se satisface (J1). La
condicidon (J3) es un caso particular de (13) y por lo tanto, se verifica.

Para la suficiencia supongamos que £ es un conjunto finito y que Z es una familia de subconjuntos
de E que satisface las propiedades (J1), (J2) y (J3). Veamos que M = (E,Z) es un matroide. Por (J1),
€ I, entonces se verifica (I1). Ahora, sean /,/ € Z con |/| < |J]. Como [y J son conjuntos finitos,
entonces existe ; C J tal que |l| = |/| + 1. Por (J2), h € Z, luego por (J3) existe x € h \ [ tal que
IU{x} €Z.Més ain, x € J\ I. Por lo tanto, M es un matroide. O

La equivalencia entre los conjuntos de propiedades (1), (12), (13) y (J1), (J2), (J3) no puede esta-
blecerse probando de manera independiente que las parejas (I1), (J1) e (I3), (J3) son proposiciones
equivalentes. Para verificar esto sea £ = {a,b,c}, T = {{a}, {b}, {a, b, c}} La condicién (J3) se
satisface (no existe una pareja de elementos /,/ de T que satisfagan |/| = |/| + 1). Sin embargo, (I3)
no se satisface, pues los conjuntos {a} y {a, b, c} cumplen que |{a}| < [{a, b, c}| y no existe un
elemento x € {a, b, c} \{a} = {b, c} tal que {a} U {x} € T.

A continuacién se muestran dos ejemplos de matroides. Es importante tenerlos presentes porque

son bdsicos para comprender los conceptos y resultados que se dardn en las secciones posteriores.

Ejemplo 2.1. Sean V' un espacio vectorial sobre un campo I y £ un subconjunto finito de V. Definase
T como la coleccidn de subconjuntos de E que son linealmente independientes sobre F. Como § es
un conjunto linealmente independiente entonces § € Z. Ademds, T satisface las propiedades a) y b)

mencionadas anteriormente. Por lo tanto, M = (E,Z) es un matroide y se llama matroide vector o
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matroide representable y se dice que M es representable sobre F. Este es uno de los ejemplos que

motivaron la definicidn de matroide.

Ejemplo 2.2. Sean n y k enteros no negativos tales que k < n. Sea £ un conjunto de cardinalidad n.
Témese T como la familia de todos los subconjuntos de E que tienen una cardinalidad menor o igual a
k. Como @ C E y |@] = 0 < k, entonces @ € Z. Ahora, supdngase que | € Z y J C I. Entonces |/| < k,
|J| < |l]. y por tanto |J| < k, de donde J € Z. Finalmente, sean /,J € T tales que |/| < |J]. Como
|/| < |J|, entonces existe un elemento x € J\ [ y se tiene que |/ U {x}| < |/|. Dado que J € Z, verifica
que |J] < k y por ello |/ U {x}| < |J| < k. Por consiguiente /U {x} € Z. As{ que M es un matroide.
M se llama el matroide uniforme de rango k sobre un conjunto de n elementos y se denota por Uk .
El matroide U, , se llama matroide libre. Ndétese que en el matroide libre todos los subconjuntos de

E son independientes, es decir, T = P(E).

Es igual de importante saber identificar lo que st es un matroide de aquello que no lo es. Es por
ello que en el siguiente ejemplo se presenta una familia de conjuntos que no satisface la condicién

(I13) y por tanto no es un matroide.

Ejemplo 2.3. Sean E = {a,b,c,d}, T = {0, {a}, {b}, {c} {d}, {a, b} {c d}}. Se puede ver clara-
mente que Z satisface las propiedades (I1) e (I2), sin embargo, no cumple con (I3). Para comprobar
esto, témese los conjuntos {a} y {c, d} de la familia Z. Puede verse que no existe elemento x en
{c, d} N {a} tal que {a} U {x} € Z, ya que ni {a, c} ni {a, d} son elementos de Z. Por lo tanto, T

no es una familia de conjuntos independientes.

2.1.2. Definicién por bases

Sea M = (E,Z) un matroide. Para conocer por completo a M es necesario poder identificar
todos sus conjuntos independientes. St M posee una gran cantidad de conjuntos independientes dar
una lista exhaustiva de todos ellos podria resultar una tarea complicada. Sin embargo, existe una
manera de facilitar este trabajo. Sea / un conjunto independiente de M. St no existe un conjunto
independiente que contenga propiamente a / entonces / es un conjunto independiente maximal. En
otro caso, supongase que h € T es tal que | C /. St no existe un conjunto independiente que
contenga propiamente a /1 entonces /i es independiente maximal. De lo contrario existe un conjunto
independiente /; diferente a /1 que lo contiene. Podemos continuar este proceso, pero no de manera
indefinida, pues como E es finito también lo es su conjunto potencia. Asl que después de un nimero
finito de pasos hallaremos un conjunto independiente que contiene a / y que no estd contenido
propiamente en otro conjunto independiente, es decir, independiente maximal. De aqul concluimos
que todo conjunto independiente estd contenido en un conjunto independiente maximal. Ademas, todo
subconjunto de un conjunto independiente es independiente por (I2). Asl que una manera efectiva de
enlistar todos los conjuntos independientes es proporcionar una lista de los conjuntos independientes

maximales. De aqu( la importancia de definir el siguiente concepto.
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Definicién 2.3. Sea M = (E,Z) un matroide. B es una base del matroide M si B es un conjunto

independiente maximal. Se denotard el conjunto de las bases de M por B.

Ensequida se enunciaran algunas de las propiedades mas importantes que satisface el conjunto
de bases de un matroide. Dichas propiedades permitirdn dar una definicién de matroide partiendo de

este nuevo concepto. Para probarlas se empleard el siguiente lema.
Lema 2.1. Sea M un matroide. Si By, B, € B, entonces |B1| = |Ba|.

Demostracidn.

Supongamos que By y B, son bases de M tales que |Bq| # |Bz|. Sin pérdida de generalidad
supongamos que |B1| < |B]. Ya que By y By son conjuntos independientes, por (13) existe e € B>\ By
tal que B1 U {e} € Z, de modo que By U {e} es un conjunto independiente que contiene propiamente

a By, lo cual contradice que By sea base. Por lo tanto, By y B; tienen la misma cardinalidad. O
Concluimos entonces que cualesquiera dos bases de un matroide M tienen la misma cardinalidad.

Teorema 2.2. £l conjunto de bases B de un matroide M verifica las siguientes propiedades:

(B1) (No trivialidad) B # @.

(B2) (Familia Sperner o clutter) Si By, B, € B y B1 C B,, entonces By = Bs.

(B3) (Intercambio débil en bases) Si B1,B, € B y x € By \ B, entonces existe un elemento
y € B\ By tal que (By\{x})U{y} € B.

Demostracion.

Sabemos que @ es un conjunto independiente. Entonces existe un conjunto independiente maximal
B que lo contiene. Por la definicién de B, B € B y por lo tanto (B1) se cumple. Tomemos By, B, € B
tales que By C B,. Si suponemos que By C B, entonces |Bq| < |Ba], lo cual no puede ocurrir por el
Lema 2.1. Entonces By = B;. Para probar que se cumple (B3), sean By, B, € By x € B\ B,. Como
BiN{x} C By y By € 7, por (I2) tenemos que Bi \ {x} € Z. Por el Lema 2.1, |Bi| = |Bz|, luego
|BiN{x}| < |Bz|. Por (I3) existe un elemento y € Bo\(B1\{x}) tal que (Bi\{x}HU{y} € Z. Queremos
probar que (B1 \ {x}) U {y} es una base, asi que sélo falta probar que es conjunto independiente
maximal. Tenemos que [(B1\ {x})U{y}| = |B1|. St suponemos que (B1\ {x})U{y} & B, debe existir
Bs € Btal que (Bi\ {x})U{y} € Bs y por tanto |Bi| = [(B1 \ {x}) U {y}| < |B3], lo cual contradice
el Lema 2.1. Concluimos que (B \ {x}) U {y} € B, por lo que (B3) se verifica. O

La propiedad (B2) manifiesta que B es una familia Sperner o clutter, es decir, que los conjuntos de
dicha familia no se contienen entre si. La propiedad (B3) expresa que dadas dos bases By y B>, para
un elemento x € By \ B, existe un elemento en la otra diferencia de conjuntos y € B> \ By tal que x
puede “intercambiarse” por y para obtener nuevamente una base, es decir, (B1 \ {x}) U {y} € B (de

aht el nombre de propiedad de intercambio débil en bases). Aplicando la propiedad (B3) al elemento y
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se tiene que existe z € By \ B tal que (BN {y})U{z} € B. Sin embargo, dicha propiedad no afirma
algo acerca del conjunto (B> \ {y}) U {x}. EL Teorema 2.3 es una versién mas fuerte de la propiedad
de intercambio débil en bases, pues asegura que siempre es posible que se dé un intercambio doble,
es decir, que para cada elemento de B1\ B; es posible encontrar un elemento en B\ By de tal forma
que pueden intercambiarse (el primero por el sequndo y el sequndo por el primero) para obtener dos
bases. En muchas ocasiones bastard con tener la primera versién de esta propiedad, pero se menciona

a continuacion ya que serd de utilidad mds adelante.
Teorema 2.3. (1)) Sea M un matroide. B satistace la siguiente propiedad:

(B3%) Si By, B; € By x € By \ By, entonces existe un elemento y € B, \ By de tal manera que
(BiN {xH U {yh (BoN{yh U {x} € B.

La propiedad (B3*) se conoce como propiedad de Intercambio Fuerte en Bases.
Como pudo apreciarse, el Lema 2.1 fue crucial en la demostracién del Teorema 2.2. En el Teorema
2.4 se verd que dicho lema puede emplearse para formular una nueva caracterizacién de matroide.

Para ello identificaremos a la propiedad enunciada en el Lema 2.1 como (B2%).

Teorema 2.4. Sean E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos de E. La familia B satisface
(B1), (B2) y (B3) si y sdlo si satistace (B1), (B2%) y (B3).

Demostracion.

Sea B una familia que cumple (B1), (B2) y (B3) y sean By, B, € B, By #+ B,. Supongamos que
|B1| < |B2|. B1y B, pueden escribirse como las siguientes uniones disjuntas: By = (B1\B2)U(B1NBy),
By = (B2 \ By) U (B1 N By). Como |By| < |Bz|, entonces debe ocurrir que |B1 \ By| < |B2\ Byl.
St By \ B, = {, entonces By C By, y por (B2), By = By, lo cual es una contradiccion. Asi que
Bi\ By #+ 0. Sea n = |By\ By|. Tomemos x; € By \ By. Por (B3) existe y1 € B>\ By tal que
By = (BiN{x1})U{y1} € B. Sea x, € B3\ By, entonces xo € (B1\ By) \ {x1}. Por (B3) existe
Y2 € Bo\ Bs tal que By = (B3\ {x2}) U {y2} € B. Se tiene que:

B\ Bs =By [(Bi N {xi ) U{yi}]" = B [(Bi 0 {x1}9)C N {y1}€]
=B n[(Bf U{ab)n{yi}] =[(BnBf U (Bon {xiP] N {y1}C = (B2\ Bi)\ {ya}
esto es, Bo\ B3 = (B2 \ By)\ {y1}, por lo que y» € (B2 \ By)\ {y1}. Nétese que x1,x2,y1 y y>
son todos diferentes entre si. Por eso y por los conjuntos en los cuales se tomaron tales elementos se

tiene que
By = [[(Bi\ {x1}) U{yr N {x2}] U {y2} = (Bi\ {x1, x2}) U {1, 42}

Tomemos x3 € B4\ By, entonces x3 € (B1\ B2) \ {x1,x2}. Por (B3) existe y3 € B, \ By tal que
Bs = (B4 \ {x3}) U {y3} € B. Puede verse que B>\ By = (B> \ B1)\ {y1, y2}. Ademas,

Bs = [[(Bi\ {x1,x2}) U {y1, g2 N {3} U {y3} = (Bi\ {xi, %2, x31) U {y1, y2, y3 )
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Realizando este proceso n veces encontramos xi, X2, ..., xp, € By \ By todos diferentes entre st y
y1, Yz, ..., yn € B>\ By también diferentes entre si tales que Bp,i2 = (B1 \ {x1,x2,..., xp}) U
{yri.y2,. .., yn} € B. Recordemos que |By \ By| = n, entonces ocurre que B1\ By = {x1,x2, .. ., xn},
y como By = (B1\ By) U (By N By), entonces By \ {x1,x2, ..., xp} = BN (Bi1\ B)) = Bin By lo
cual implica que Bpy2 = (Bi N B) U {y1,ya, ..., yn}t C By y por (B2) se concluye que Bpir = By,
pero |B,i2| = |Bi| y estamos suponiendo que |B1] < |Ba|, entonces |Bp42| < |Bz|, lo cual es una
contradiccion. Similarmente se prueba que no puede ocurrir que |By| > |B>|. Entonces |By| = | B3], es
decir, (B2%) es verdadera.

Para demostrar la suficiencia supongamos que B es una familia de subconjuntos de un conjunto
finito £ que satisface las propiedades (B1), (B2*) y (B3). Veamos que también satisface la propiedad
(B2). Para ello sean By, By, € B tales que By C B>. No puede ocurrir que By € By, ya que por (B2Y),

|B1| = |Bz|. Entonces la igualdad de los conjuntos se verifica y por lo tanto, (B2) se cumple. O

Hasta este momento se ha abordado la manera mediante la cual pueden conocerse las bases de
un matroide considerando sus conjuntos independientes, y las propiedades que dichas bases cumplen.
Es de interés saber si puede construirse un matroide a partir de una familia B que cumple (B1), (B2)
y (B3). La respuesta es si. Esto se logra formando a partir de B una familia Z de lo que seran los
conjuntos independientes y demostrando que dicha familia satisface las propiedades (I1), (12) e (I3). El
punto clave de esta construccién es saber cémo definir la familia Z. Las bases se definieron como los
conjuntos independientes maximales, luego todo conjunto independiente estd contenido en una base
y cualquier subconjunto de una base es un conjunto independiente, ast que de manera natural Z se

toma como el conjunto de todos los subconjuntos de los elementos de B. Esto se aborda en el Teorema
25.

Teorema 2.5. Sean E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos de E que satistace (B1), (B2)
y (B3). Se define el conjunto T = {I C E | 3B € B : | C B}. Entonces M = (E,Z) es un matroide

que tiene a B como su coleccion de bases.

Demostracion.

Por (B1), B = @, entonces existe B € B. Como B C B, entonces B € Z, esto es, (I1) es verdadera.
Ahora, sea | € Z. Entonces existe B € B tal que /| C B. Luego, st J C /, por transitividad de la
contencidn de conjuntos tenemos que / C B, y por tanto / € Z. Entonces (I2) se cumple.

Sean I, h € T tales que || < |h| y supongamos que (I3) no se cumple, es decir, que para
todo x € L\ h, h U{x} & Z. Como h, € Z, existen By, B, € B tales que h C By e b C By.
Queremos analizar el conjunto coloreado de negro de la Figura 2.1, es decir, el conjunto (L N B1)\ /1.
St (b N By)\ hh #+ @, entonces existe x € (L N By)\ 1, esto es, x € L\ 1 y x € By, por lo que
hU{x} C By, de donde hU{x} € Z, lo cual contradice nuestra suposicién. Por lo tanto, (bNB)\ 1 = 0,
o expresado de otra forma, LN (B1\h) =@, y como BiNkL = (LNhL)U(LN(Bi\h)) concluimos que

BinhL = hNh. Porotro lado, puede existir mas de un elemento en 3 que contenga a /. Tomaremos
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(I, NBy)\ I By \ (I U By)

Figura 2.1: Diagrama de Venn de las relaciones entre By, B2, h e b.

a B, de tal forma que B2\ (L U By)| sea minimal (ver en la Figura 2.1 regién coloreada de gris).
Afirmamos que By \ (LU By) = . St existe x € B>\ (LU By), en particular x € B>\ By, luego aplicando
la propiedad (B3) a B2 y a By (en ese orden), existe y € B\ By tal que Bz = (B, \ {x})U {y} € B.
Veamos que B3\ (L U B1) € Bo\ (h U By).

DN XD UGN (LU B = [(B2n {x}) U {y}]N\ (LU By)
By U {y}) N ({x}° U {yhIN (LU B1) =[(B2U {y}) n {x} I\ (LU By)

Bi\(hUB;) =[(B
(
(52U{y}ﬁ{x}c]ﬂ/2U51) =[(B2U{y}) N (LU BTN {x}"
(
(

BN /2UB1 Uyl n(huBy) }ﬂ{X}C
B>\ (b U By)) U{g}mlzu& SN {x}¢
Bo\ (b U BN {x} C[B>\ (h U By)]

[
[
[
[
[
=

La Ultima igualdad se consigue ya que y € B y la contencién propia se da puesto que x &
B> \ (b U By). De aqui tenemos que |B3\ (b U B1)] < |B2\N (L UBy)l. Como h C Boyx & b
entonces L C (B> \ {x}) U {y} = Bs. Entonces B; es un elemento de B que contiene a h y tal
que |B3\ (LU By)| < |B2\ (kb U By)], lo cual contradice la eleccién de B,. Concluimos entonces que
B>\ (LU B7) = . Usando un argumento similar, podemos elegir By de tal forma que B\ (/4 UB,) = @.
Ahora bien, como Bo\ By = (b\ B))U[(B2\ L)\ Bi] = (b\ B1)U[B2\ (L UBy)| y como Bo\(LUB1) = 0,
entonces B> \ By = L \ By. Previamente habiamos visto que /1 N = By N b, lo cual es equivalente

a que L\l = L\ By, ast que tenemos la siguiente igualdad:
(2.2) Bo\Bi=hb\By=hb\#h.

Puede demostrarse también que B1\ By = 1 \ B,. Ademds, como /» C B, entonces h \ B, C 1\ b.
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Por tanto, tenemos las siguientes contenciones de conjuntos:
(2.3) BiNB,=h\B,Ch\h

Como B cumple (B1), (B2) y (B3), por el Teorema 2.4 también satisface (B2%), as(, |B1| = |B2], y
como B = (B1NB)U(B1\ By), By = (B1 N Bz)U(B2\ By), y dichas uniones son disjuntas, entonces
|B1\ By| = |B>\ By|. Por las relaciones establecidas en (2.2) y (2.3), resulta que

(2.4) LN K] < [h\ ).

Pero /1 e h son tales que || < ||, y pueden escribirse como las uniones disjuntas /1 = (hNkL)U(h\h),
L = (hnhk)U(h\h), entonces |\ | < |\, lo cual contradice (2.4). Por lo tanto, (I3) es verdadera.
As( que en efecto M = (E,Z) es un matroide.

Sélo resta verificar que los elementos de la familia B son las bases de M. Sea B € B. Como B C B,
entonces B € T, esto es, B es un conjunto independiente. Ahora supongamos que B’ es un conjunto
independiente tal que B C B’. Por (B2) tenemos que B = B’, es decir, el tnico conjunto independiente
que contiene a B es él mismo, con lo cual queda probado que B es un conjunto independiente maximal.
Para el sentido inverso, sea B una base de M. B € Z, entonces existe B € B tal que B C B. B’

también es conjunto independiente, pero B es maximal, entonces ocurre que B = B’ y por consiguiente
B eB. ]

Los Teoremas 2.2 y 2.5 justifican la equivalencia entre la definicion de matroide por conjuntos

independientes (Definicion 2.2) y la que se da a continuacidn.

Definicidon 2.4 (Por bases). Un matroide M es un par ordenado (£, B) donde £ es un conjunto finito

y B es una familia de subconjuntos de £ que satisface las siguientes tres condiciones:
(B1) (No trivialidad) B + @.
(B2) (Familia Sperner o clutter) St By, B, € By By C B,, entonces By = B.

(B3) (Intercambio débil en bases) St By, B, € B y x € By \ By, entonces existe un elemento
y e B>\ By tal que (B1 \ {X}) U {y} e B.

M se llama matroide sobre E y los elementos de B se llaman bases de M.

Esta definicién surge de la idea de abstraer algunas de las propiedades que cumple la familia
de bases de un espacio vectorial V' de dimensidn n. Dicha familia satisface (B1) porque todo espacio
vectorial tiene una base; satisface (B2*) porque todas las bases de un espacio vectorial tienen el mismo
nimero de elementos. A continuacién se verd que también se verifica (B3). Sean By = {vq, v», .. ., vn}
y Bo = {wg,wy, ..., wy} dos bases para V. Sin pérdida de generalidad supdngase que vi & By y
que para todo i € [n], (B1 N {v1}) U {w;} no es una base para V. Entonces (B1 \ {v1}) U {w;} es
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linealmente dependiente, de manera que existen escalares a1, oz, . . ., a, no todos iguales a cero tales
que:

aqw;+awvr+ -+ apv, = 0.

Note que oy debe ser distinto de cero, pues los vectores vy, ..., vy, son linealmente independientes,
asl que
a Qn
Wi=—"VV——=—V
(o4 a1
Esto es, para todo i € [n], wi € gen({v, ..., vp}), por lo que gen({wi, wa, ..., wp}) C
gen({va, ..., vo}) y como gen({wq, wa, ..., wp}) =V, luego V = gen({w, ..., vn}), pero esto con-

tradice que la dimensién de V sea n. Entonces se cumple (B3).

Sin embargo, ésta no es la Unica manera de definir un matroide a partir de sus bases. El Teorema
2.4 presenta propiedades equivalentes que pueden emplearse para tal fin ademds de (B1), (B2) y (B3).
El siguiente corolario expone una equivalencia mas que es consecuencia inmediata de resultados

anteriores, pero se enuncia ya que se empleard posteriormente.

Corolario 2.1. Sea E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos de E que satisface las
propiedades (B1), (B2%) y (B3%). Sea T la familia de subconjuntos de E que estdn contenidos en algin
elemento de B. Entonces M = (E, ) es un matroide y B es su conjunto de bases. De manera inversa,

si M es un matroide, entonces su familia de bases B satisface las propiedades (B1), (B2%) y (B3Y).

Demostracidn.

Para la necesidad supongamos que B satisface las propiedades (B1), (B2*) y (B3*). Por ser un caso
particular de (B3*), B cumple (B3). Por el Teorema 2.4, B satisface (B1), (B2) y (B3). La conclusién
del corolario es inmediata por el Teorema 2.5.

Para la suficiencia, sea M un matroide. Por el Lema 2.1 y por los Teoremas 2.2 y 2.3, la familia
de bases B satisface las propiedades (B1), (B2") y (B3). O

En los siguientes ejemplos se presentan las bases de cada uno de los matroides mencionados

antertormente.

Ejemplo 2.4. Sea M = (E,Z) un matroide representable. Una base de M es un conjunto de vectores
de E linealmente independiente maximal, es decir, es una base para el generado de £ en el sentido
usual de dlgebra lineal. En caso de que el generado de £ sea iqual al espacio vectorial V, entonces

una base para M es una base para V.

Ejemplo 2.5. Sea M = (E,Z) el matroide uniforme de rango k sobre un conjunto de n elementos
definido en el Ejemplo 2.2. Veamos que B es la familia de todos los subconjuntos de £ de cardinalidad
k. Sea B C E de cardinalidad k. Claramente B &€ Z. Ahora, supongamos que B’ es un conjunto
independiente tal que B C B, entonces k = |B| < |B’|. Como B’ € Z, entonces |B’| < k. Concluimos

pues que |B’| = k y por tanto B = B’, con lo cual queda probado que B es una base. A la inversa,
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supongamos que B es una base de M y supongamos que |B| # k. Como B es un conjunto independiente
ocurre que |B| < k, luego |B| < k. Como B C E y k < n = |E| entonces existe un subconjunto B;
de E que contiene propiamente a B y cuya cardinalidad es igual k. Por sus caracteristicas By es

elemento de Z, pero esto contradice que B sea un conjunto independiente maximal. Asi, |B| = k.

2.1.3. Definicién por circuitos

A continuacidn se enuncia un concepto que permitird dar una definicion mds de matroide. Es
el concepto dual de base, asl que, si una base es un conjunto independiente maximal, el siguiente

concepto se referird a un conjunto dependiente minimal.

Definicion 2.5. Sea M = (E,Z) un matroide. Un subconjunto C de E se llama circuito si es un
conjunto dependiente minimal, es decir, si es dependiente pero todos sus subconjuntos propios son

independientes. Se denota con C el conjunto de circuitos de M. En simbolos:
C={CCE|Cég¢TIyVICC:I€T}.

Ndtese que a diferencia de las bases, los circuitos de un matroide pueden tener diferente cardinali-
dad entre ellos; un circuito podria ser un conjunto unitario cuyo Unico subconjunto propio independiente
sea el conjunto vaclo, o podria ser todo el conjunto subyacente del matroide.

En el siguiente teorema se establecen algunas de las propiedades que caracterizan a la familia

de circuitos de un matroide.

Teorema 2.6. Sea M un matroide. Su coleccion de circuitos C tiene las siguientes propiedades:

(C1) (No trivialidad) @ & C.
(C2) (Clutter) Si Gy y G, son elementos de C y Cy C (&, entonces Cy = C.

(C3) (Eliminacion de circuito) Si Cy y G5 son elementos distintos de C y e € Cy N C,, entonces existe
un elemento G5 de C tal que C3 C (C; U &)\ {e}.

Demostracidn.

Por (J1), @ es independiente, entonces (C1) se cumple. Sean C; y G, circuitos tales que G C G
y supongamos que Cy # (,, es decir, que (4 es subconjunto propio de C;. Como C, es un conjunto
dependiente minimal, (4 debe ser independiente, lo cual contradice que C; sea un circuito. Por lo
tanto, ¢4 = (3, esto es, se cumple (C2).

Probemos ahora que (C3) es cierta. Tomemos dos circuitos diferentes C; y (3, y un elemento
e € (4N G. Supongamos que ningun subconjunto de (G U () \ {e} es circuito, en particular tenemos
que (Gt U G)\ {e} no es un circuito. Entonces (C1 U () \ {e} no es un conjunto dependiente o

es un conjunto dependiente pero no minimal. Lo sequndo no puede ocurrir, pues en caso de que s,
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(GGUG)\{e} deberia tener como subconjunto un conjunto dependiente minimal, es decir, algun circuito,
lo cual contradice lo supuesto. Ast que (C1 U )\ {e} es independiente. Dado que Cy # C,, entonces
G gZ GoG SZ Cy. Sin pérdida de generalidad supongamos que ocurre lo sequndo. Entonces existe
un elemento de C; que no estd en Gy, digamos f € G\ Cy. EL conjunto G, \ {f} es independiente
pues (; es un circuito. Elijamos un subconjunto / de ¢y U (3, independiente maximal que contenga a
G\ {f} (existe porque ON{f} €T y GN{f} C GGUG). Sif €1, entonces C; C |, y tendriamos
que G es independiente, lo cual no es cierto, ast que & I. C; € I pues Gy es dependiente, asi que
existe g € G4\ /. Como f & C; y g € (4, entonces f #+ g. Ya que f y g no son elementos de [ se
cumple que
< (GUGIN{f.g}=|CUG|—2<]|(GGUC)\{e}].

Como I y (G U &)\ {e} son conjuntos independientes tales que |/] < (G U G) \ {e}], por (I3)
existe h € {(GGU G)\{e}} N /tal que /U {h} €Z. Dado que I C GG UGy h e G UG, luego
IU{h} C GGUGC,, ycomo h ¢ [, 1U{h} es un subconjunto de C; U G, independiente de cardinalidad
mayor que / que contiene a (5 \ {f}, lo cual contradice la eleccién de /. Por lo tanto, la propiedad
(C3) es verdadera. O

Existen dos tipos de conjuntos dependientes en un matroide: los minimales, que son los circuitos, y
los que no son minimales, y por lo tanto, contienen un circuito. Entonces los conjuntos independientes
son todos aquellos que no pertenecen a ninguna de esas dos clases de conjuntos, es decir, conjuntos
que no son un circuito y que no contienen un circuito, en resumen, conjuntos que no contienen un
circuito. Esta idea se emplea en el siguiente teorema que establece cémo puede construirse un matroide

a partir de una familia de conjuntos que verifica las tres propiedades dadas en el Teorema 2.6.

Teorema 2.7. Sean E un conjunto y C una familia de subconjuntos de E que satisface (C1), (C2) y
(C3). Sea T la familia de subconjuntos de E tales que ninguno de sus subconjuntos es elemento de C,
es decir,

I={ICE|VCeCCCZI}.

Entonces (E, T) es un matroide que tiene a C como su coleccidn de circuitos.

Demostracidn.

EL dnico subconjunto del conjunto @ es el conjunto @ y por (C1) @ & C, entonces @ no contiene
alglin elemento de C. Por tanto §§ € Z, asi que (I1) es verdadera. Sean | € Z y J/ C . Ninguno de
los subconjuntos de / es elemento de C, entonces todo subconjunto de / tampoco es elemento de C, de
donde J es elemento de Z y, por lo tanto, (I2) se cumple.

Veamos por ultimo que (13) es verdadera. Sean /i, L € T tales que || < |h|. Supongamos que
para toda x € b\, 1 U {x} & Z. Elijamos un elemento /5 de Z que esté contenido en /1 U b, cuya
cardinalidad sea mayor que la de /4 (/ satisface tales condiciones) y tal que |4 \ K| sea minima. St

suponemos que /1 \ s = f, entonces 1 C k5 y como |h]| < |h], entonces existe x € K\ /1, y dado
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que 3 C lh Uk, entonces x € L\ 1 y como h U {x} C K, por (I12) 1 U {x} € Z, lo cual contradice
lo supuesto. As{ pues, h \ 5 # @; elegimos un elemento e de /1 \ /5. St suponemos que 5\ /; = §,
entonces 13 C /1, lo cual no ocurre porque la cardinalidad de /; es menor que la cardinalidad de £.
Por tanto, 5\ 1 # 0. Para cada elemento f de 5\ /, sea Ty = (5 U {e})\ {f}. Por su definicion,
Tr C 1 U . Ademds, tomando en cuenta que e € I1 N /3C y f & 1 se cumple lo siguiente:

/1\Tf=/1ﬂ[/3U{e}ﬂ{f}] hnl(bu{eh u{ft] =hn[(5 n{e}C)u{r}]
=[hn(§s n{e})ulhn{ff=[hn(Sn{e})ud=(hnE)N{e} S hnl§=h\E

Por lo tanto, | \ T¢| < |h \ K|. T es un subconjunto de /1 U > y tiene cardinalidad mayor que
(|Tr| = |h]). Por la manera en la que elegimos a £, tenemos que T¢ & Z, de donde Ty contiene un
elemento Cr de C. Dado que f & Ty, entonces f & Cy. También debe cumplirse que e € (, en caso
contrario Cr C 15, lo cual contradice que 5 € Z. St Cr N (K \ 1) = @, entonces Cr C (5 \ /1)C =
(N /f)c = /3C U h, es decir, Cf C hH U /3CA Como Cy también es subconjunto de (KU {e})\ {f} se

cumple lo siguiente:

Cr

N

(hU )N [(5ULeD N = [0 [(5Ufeh 0 {A]) u[£ nisuehn {£}]]
b [ 09U el 9] U [ 0 [ 0 {9 U el n {119

= (hnBn{F9Yuhn{ehu s nBN{F)Us n{e}h)

—[(hnB)yNn{f}Tu{e} =[(hnk)U{e}]\{f} C h.

Esto es, Cr C /1, lo cual contradice que /1 € Z. Entonces existe un elemento g en CrN (K \ /7). Nétese
que como f & Cy, entonces g # f. Como g € K\ /;, existe su respectivo C; € C. No puede ocurrir que
Cy = Cryaque g e Cryge Gy Entonces Cr y (4 son dos elementos distintos de C y e € Gy N Gy
Por (C3) existe C & C tal que C C (Cr U Gy) \ {e}. Como Cr y C4 son subconjuntos de 3 U {e},
entonces (CyUCy)\{e} C K, de donde C C £, lo cual contradice que 5 € T. Entonces debe cumplirse
(13). Por lo tanto, M =(E, Z) es un matroide.

Ahora veamos que C es el conjunto de circuitos de M. Sea C un circuito de M, veamos que
C € C. Como C es circuito, no es un conjunto independiente, ast que por la definicidn de Z, C debe
tener un subconjunto C” que es elemento de C. Como C es circuito, todo subconjunto propio de C es
independiente. Sea / un subconjunto propio de C. Para todo C &€ C se cumple que C & [y como / C /
entonces / & C y por lo tanto todo subconjunto propio de C no es elemento de C, por consiguiente
C’ = C, es decir, C € C. Ahora, st C € C, como C C C, entonces C ¢ Z, luego C es dependiente. Si
suponemos que un subconjunto C’ de C también es dependiente, entonces C’ ¢ Z, de donde existe
C” € C tal que C” C C’. En particular tenemos que C” C C. Para C y C” se cumple (C2) y por tanto
concluimos que C = C”, mas ain, C" = C lo cual verifica que C es conjunto dependiente minimal, y

por tanto C es circuito de M. O
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Los Teoremas 2.6 y 2.7 justifican la siguiente definicion.

Definicion 2.6 (Por circuitos). Un matroide M es un par ordenado (E,C), donde £ es un conjunto

finito y C es un subconjunto de P(E) que verifica las siguientes tres propiedades:
(C1) (No trivialidad) @ ¢ C.
(C2) (Familia Sperner o clutter) Si (4, (5 € C son tales que G C G, entonces Gy = (.

(C3) (Eliminacién de circuito) St Gy y & son dos elementos distintos de C y e € Gy N (3, entonces
existe (3 € C tal que Gz C (GG U )\ {e}.

M se llama matroide sobre E y los elementos de C se llaman circuitos de M.

Para finalizar este apartado, se presentan los circuitos de los matroides dados en los ejemplos

que se trataron en las secciones anteriores.

Ejemplo 2.6. Sea M un matroide representable. Los circuitos de M son conjuntos de vectores lineal-

mente dependientes, cuyos subconjuntos propios son todos linealmente independientes.

Ejemplo 2.7. Sea M el matroide uniforme de rango k sobre el conjunto £ de n elementos. Claramente
C es la familia de subconjuntos de E de cardinalidad k + 1. En este ejemplo, todos los circuitos del

matroide tienen la misma cardinalidad. Sin embargo, no siempre es asl.

2.1.4. Definiciéon por funciéon rango

Sean M = (E,Z) un matroide y A C £. Como @ C A y @ es un conjunto independiente, entonces
A tiene a un elemento de Z como subconjunto. Puede compararse el tamafio de todos los conjuntos
independientes que estdn contenidos en A. Como A es finito, entonces existe el maximo de dichas

cardinalidades. Lo anterior garantiza que el siguiente concepto estd bien definido.

Definicion 2.7. Sean M = (E,Z) un matroide y A C E. El rango o la dimensién de A es la mayor de
las cardinalidades de los conjuntos independientes que estdn contenidos en A y se denota por r(A),
es decir:

r(A)=max{|l|: €T e | CA}.

r(E) se llama el rango del matroide M, y se denota por r(M).

En otras palabras, la funcién rango r asociada a un matroide es una funcién del conjunto potencia
del conjunto subyacente del matroide al conjunto de los enteros no negativos que se define de la

siguiente forma:

r: P(E) - NuU{0}
A max{|l| : €T e | CA}.
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Puede darse una definicion de matroide en términos de la funcidn rango. La manera de hacerlo se
presenta en los teoremas siguientes. Para probarlos se necesita una generalizacién de la propiedad

(J3) que se enuncia y se demuestra a continuacién.

Lema 2.2. Sea M = (E, ) un matroide, y sean | y J dos conjuntos independientes tales que |I| < |/,
n = |J| —|l|. Entonces existen x1,x2, .. ., xp € I\ | tales que U {x1,x2, ..., xn} €T

Demostracion.

Sean [,/ € T tales que |J|—|I] = n, n >1.Sin =1, la proposicidn es cierta ya que es justamente
(J3). Supongamos que el resultado es valido para cualquier pareja de conjuntos independientes tales
que la diferencia de sus cardinalidades es igual a n. St [J| — || = n + 1, elijamos x € J. Por (12),
IN{x} € Z, ademés [/\N{x}|—|I| = n. Por la hipétesis de induccidn existen x1, x2, . . ., xp € (IN{XPN/

tales que /U{x1, x2, ..., xp} € Z. Ahora, IU{x1,x2,. .., xn} y J son dos conjuntos independientes tales
que [J| = [1U{x1, x2, ..., xp HA1. Por (J3) tenemos que existe x,11 € J\(/U{x1, %2, ..., xn}) tal que 1U
{x1,x2, ..., Xn, Xn+1} € I, es decir, x1, x2, . . ., Xn, Xn+1 € J\Ison tales que IU{x1, x2, .. ., Xn, Xn+1} €
Z, con lo cual el lema queda establecido. OJ

Teorema 2.8. Sea M = (E,Z) un matroide. La funcién rango r de M satisface las siguientes propie-

dades para cualesquiera A, B C E:
(r1) (Normalizacion) 0 < r(A) < |A|,
(r2) (Creciente) Si A C B, entonces r(A) < r(B),
(r3) (Semimodular) r(AU B) + r(AN B) < r(A) + r(B).

Demostracion.

Como r(A) es la cardinalidad de un subconjunto de A entonces trivialmente se cumple que 0 <
r(A) < |A|. Sean A, B C E tales que A C B. Todo subconjunto de A también es subconjunto de B, ast
que

r(A)y=max{|l|: €T el CA <méx{|J|: /€T yJC B}=r(B)

Esto prueba que (r2) se satisface. Sea /; un conjunto independiente contenido en AN B tal que
r(ANB) = |I1]. Queremos encontrar un subconjunto / de AUB que sea independiente, que satisfaga que
r(AUB) = |I| y que contenga a /1. Lo haremos de la siguiente forma: como ANB C AUB, por (r2) ocurre
que r(ANB) = r(AUB) o r(ANB) < r(AUB). St ocurre lo primero, entonces /1 es un subconjunto de AUB
que es independiente y que satisface que r(AUB) = ||, ast que elegimos / = /1. St ocurre lo sequndo,
sea l, un conjunto independiente contenido en AU B tal que r(AU B) = ||. Tenemos que |h| < |h],
sea n = |h| —|h|. Por el Lema 2.2, existen x1,x2, .. ., xp € b\ I tales que h U {x1,x2, ..., xp} €T
En particular, x1,x2, .. ., xp € AUB, por lo tanto, hU{x1, x2, ..., xp} es un subconjunto independiente
de AU B de la misma cardinalidad que b, entonces r(AUB) = |h U {x1, x2, ..., xp }, ast que elegimos
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I=hU{xi,x, ..., xp}. Podemos descomponer a / como la siguiente unién disjunta:
I=[INn(ANB)JUINn(ANB)U[IN(B\A).

Definimos /4 = IN(A\B) e Ig = IN(B\A). Observemos que IN(ANB) = (hU{x1,x2, ..., xp HN(ANB).
St suponemos que para algin i € [n], x; € AN B, entonces /1 U {x;} C AN B. Dado que h U {x;} C I,
h U {x;} € Z. Por consiquiente, /1 U {x;} serla un subconjunto de AN B de mayor cardinalidad que
h, lo cual contradice que r(AN B) = |h]. Por lo tanto, / N (AN B) = /1 y tenemos lo siguiente:

(2.5) r(AUB) = |l| = [h]| + |la] + |/8].

También la unidn disjunta /1 U /4 es un conjunto independiente por ser subconjunto de / y ademds estd
contenido en A. Por lo tanto, || + |/a] < r(A). De manera andloga obtenemos que |h| + |/g| < r(B).
Entonces 2|l1| + |la] + |Ig| < r(A) + r(B). Pero recordemos que |/1| = r(AN B), entonces

(2.6) [h| + |Ia] + |I8] + r(AN B) < r(A) + r(B).

De (25) y (2.6) obtenemos la desigualdad esperada. As( que la funcidn rango r de M satisface (r1),
(r2) y (r3). O]

Existe un conjunto de condiciones que son equivalentes a (r1), (r2) y (r3). En los siguientes teoremas

se demuestra dicha equivalencia.

Teorema 2.9. Sea r una funcion de valor entero con dominio el conjunto potencia de un conjunto finito

E que satisface las propiedades (r1), (r2) y (r3). También r satisface lo siguiente:
(r1*) (Normalizacién local) r(f) = 0.

(r2*) (Incremento del rango en una unidad) Para todo A C E y para todo x € E, se tiene que

r(A) < r(AU{x}) < r(A) + 1.

(r3%) (Semimodularidad local) Para cualquier A C E y cualesquiera x,y & A, si r(A) = r(AU {x}) =
r(AU {y}), entonces
r(A) = r(AU {x, y}).

Demostracion.

Por (r1) tenemos que 0 < r(@) < |d] = 0, y, por lo tanto, r(d) = 0, esto es, (r1*) se cumple.
Sean AC E yx € E. Como AC AU {x}, por (r2), r(A) < r(AU {x}). Ahora, por (r3) tenemos que
r(AU{x}) < r(A) + r({x}) — r(An {x}). Como [{x}| =1, por (1) tenemos que r({x}) es iguala 0 0 a
1. St r({x}) = 0, entonces r(AU {x}) < r(A) — r(AN {x}). También por (r1) sabemos que el rango de
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cualquier subconjunto de £ es mayor o iqual que 0, ast que r(A) — r(An {x}) < r(A) < r(A) + 1. St
r({x}) =1, entonces r(AU {x}) < r(A)+ 1 —r(An {x}) < r(A) + 1. Podemos concluir entonces que
(r2*) se satisface.

Sean AC E, x,y ¢ Atales que r(A) = r(AU{x}) = r(AU{y}). St x = y el resultado claramente
es cierto, as( que podemos suponer x = y. Aplicando la propiedad (r3) a los conjuntos AU {x} y

AU {y}, se tiene que
r((AU XD UAU{y}) + r((AU XD N (AU {y}) < r(AU{x}) + AU {y}) = r(A) + r(A).

Dado que (AU {x}H)N(AU{y}) =[AU{x}P) NAIU[(AU{x}) n{y}] = AU@ = A ocurre que
r(AU{x, y})+r(A) < r(A)+r(A), de donde r(AU{x, y}) < r(A). Ademas, por (r2), r(A) < r(AU{x, y}).
Concluimos que r(AU {x, y}) = r(A), por lo que (r3*) es verdadera. O

A continuacidn se demostrarad el reciproco del Teorema 2.9, es decir, que una funcién de valor
entero r que satisface las propiedades (r1%), (r2*) y (r3*) también verifica (r1), (r2) y (r3). Primero se

probarad que se cumplen (r1) y (r2).

Teorema 2.10. Sean E un conjunto finito y r una funcion de valor entero con dominio P(E) que

satistace (r1%), (r2*) y (r3%). Entonces r satisface las propiedades (r1) y (r2).

Demostracidn.

Sea A C E. Probaremos que se cumple la condicién (r1) por induccidn sobre |A|. St |A| = 0, por
(r1*) tenemos que r(@) = 0 = |@|, ast que (1) es verdadera si |A] = 0. Supongamos que (r1) es cierta
para todos los conjuntos de cardinalidad n y que A es un conjunto de cardinalidad n+ 1. Sea A’ C A

tal que |A’| = n y sea x tal que {x} = AN A" Por hipédtesis de induccién se tiene que
27) 0 < r(A) < |A).
Por (r2*) obtenemos la siguiente desigualdad:
(2.8) r(A) < (AU {x}) < r(A) + 1.
As( que por (2.7) y por (2.8) obtenemos que
0 < r(A) <r(AU{x}) < r(A) + 1< AT +1 = A

de donde, 0 < r(A"U{x}) < |A|. Pero AU {x} = A asi que 0 < r(A) < |A|. Por lo tanto, la proposicion
(r1) es valida.

Sean A, B C E tales que A C B. Demostraremos que se cumple (r2) por induccidn sobre |B\ A|.
St |[BNA| =0, entonces A = B y (r2) se satisface. Supongamos ahora que la afirmacién se cumple

para todas las parejas de conjuntos tales que uno es subconjunto del otro y tales que la cardinalidad
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de la diferencia del mds grande con el mas pequefio igual a n. Supongamos que [B\NA| = n + 1.
Podemos elegir x € B\ A tal que |[B\(AU{x})| = n. Como AU{x} C B, podemos aplicar la hipétesis
de induccién y obtenemos que r(AU {x}) < r(B). Por (r2%), r(A) < r(AU {x}), ast que r(A) < r(B).
Por lo tanto, (r2) se cumple. O

Demostrar que una funcién de valor entero que satisface (r1%), (r2*) y (r3%) verifica también (r3) es
un tanto mas complejo. En la prueba se hard uso de dos lemas; el primero se demuestra y del segundo

se omite su demostracion.

Lema 2.3. Sean E un conjunto finito y r una funcion de valor entero con dominio P(E) que satistace
(r1*), (r2*) y (r3%). SIACE, yx1,x2, ..., xp € ENA son tales que r(A) = r(AU{x1}) = r(AU {x2}) =
- =r(AU{xy}), entonces

r(AU{x1,x2,. .., xp}) = r(A).

Demostracion.
La demostracidn la haremos por induccién sobre n. St n = 1, el resultado es trivialmente cierto.
Supongamos que la afirmacidn es vélida para algin n. Sean xq1,x2, ..., Xn, Xn41 € E N A tales que

para cada i € [n + 1], r(A) = r(AU {x;}) y sin pérdida de generalidad supongamos que son todos

r(AU{x1, x2, ..., xp—1}) =r((AU{x1, x2, ..., Xp—1 DU ) = r(AU {x1, %2, ..., Xn—1} U {Xn11}).

Por (r3”) aplicado al conjunto AU {x1,x2, ..., Xp—1} concluimos que r(AU{x1, x2, ..., Xp—1}) = r((AU
{x1,x2,..., Xn—1}) U {xn, Xa11}), de aqui tenemos finalmente que r(AU {x1,x2, ..., Xn, Xn+1}) = r(A).
Asi que el resultado es vélido para toda n. O

La propiedad mencionada en el Lema 2.3 se identificard con (r3*).

Lema 2.4. ([1] Lema 247, pdg. 69) Sean E un conjunto finito y r una funcién de valor entero con
dominio ‘P(E) que satisface (r1%), (r2*) y (r3%). Sean A, B C E tales que A C B, y sea x € E. Se
cumple que

r(AU{x}) = r(A) > r(BU {x}) — r(B).
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Teorema 2.11. Sean E un conjunto finito y r una funcién de valor entero con dominio P(E) que

satisface (r1%), (r2%) y (r3%). Entonces r satisface la propiedad (r3).

Demostracion.

Sean A, B C E. Si |A\ B| =0, entonces A C B, y por lo tanto, AUB =B, AN B = A, de donde
r(AUB)+r(ANB) = r(B)+r(A) y el resultado se cumple. Supongamos que el resultado es cierto para
cualquier pareja de conjuntos tales que la cardinalidad de su diferencia es igual a n. Supongamos
que [AN B] = n 4+ 1. Podemos elegir x € A\ B. Entonces |(A\ {x})\ B| = n. Por la hipdtesis de

induccién tenemos que
F(ANAXB U B) + r((AN {x}) 0 B) < (AN {x}) + r(B).
Como AN {x} C (AN {x}) U B, por el Lema 2.4 se verifica que
F(ANAXB U {x}) = r(AN {x3) 2 (AN X) U B) U {x}) — r((AN x) U B),
de donde
(2.10) r(A) — r(AN {x}) > r(AU B) — r((A\ x) U B).
De (2.10) y de la hipétesis de induccidn obtenemos las siguientes desigualdades:
FAU B) — r{A) + r(AN {x}) < r((ANX) U B) < r(AN {x}) + r(B) — r((AN {x}) 0 B)
Como x & B, entonces A\ {x} N B =AnN B. Por lo tanto,
r(AUB) —r(A) < r(B)—r(An B),
de donde obtenemos la desiqualdad r(AU B) + r(AN B) < r(A)+ r(B), es decir, (r3) es verdadera. [

Dada la coleccién de conjuntos independientes de un matroide, es posible encontrar el rango de
todo subconjunto de E. Si se tiene el conjunto subyacente £ de un matroide M y el rango de cada
subconjunto de E, jcémo se encuentran los conjuntos independientes? El rango de un conjunto inde-
pendiente es igual a su cardinalidad, y st un conjunto tiene rango igual a su cardinalidad, entonces
éste debe ser independiente, ya que dicho conjunto es finito y por lo tanto, no puede tener un subcon-
junto independiente propio con su misma cardinalidad. Esto indica que los conjuntos independientes
son los Unicos conjuntos con la propiedad de que su rango coincide con su cardinalidad. Esta idea
permite construir un matroide partiendo de una funcidn que satisface las propiedades (r1), (r2) y (r3)

como se explica en el siguiente teorema.

Teorema 2.12. Sea E un conjunto finito con una funcién de valor entero r con dominio P(E) tal que
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satisface las propiedades (r1), (r2) y (r3). Definimos la familia
T={ICE|r)=}

Entonces M = (E,Z) es un matroide que tiene a r como su funcion rango.

Demostracidn.

A continuacién probaremos que la familia Z satisface (I1), (12) e (I3).

Por (r1) tenemos que 0 < r(f) < |0], de donde r(#) = 0 = |@], y por lo tanto, @ € Z, es
decir, (I1) se cumple. Sean | € T y J C /. Aplicando (r3) a los conjuntos /\ J y J tenemos que
r(UNDUS) +r(UN)OT) < (N ) + (), es decir, r(l) + r(@) < r(IN )+ r()), y por (11), r(l) <
r(INJ)+ r(J). Como I € Z, entonces r(/) = |/|, asi que

(2.11) ] < r(INJ) + r)).
Por (r1), r(INJ) < |INJ] y r(J) < /], lo cual implica que
(2.12) r(INT) + () < |INJJ+ ] = 1]

De (2.11) y de (2.12) tenemos que |/| < r(INJ)+ r(J) < |/], ast que r(INJ)+r(J) = [I| = |INJ| + |J],
de donde |[INJ| —r(INJ) = r(J) = |J]. Como r(INJ) < |INJ|y r(J) < |J], entonces O < [INJ|—r(IN])y
r(/)—= /] €0, porloque O < |INJ|—=r(INJ)=r(J)—|J| <0, luego O = |INJ| —r(INJ) = r(J)—|J|, por
consiguiente, r(/\J) = |I\J| y r(J) = |/|. Ast queda demostrado que J € Z, es decir, (12) se satisface.
Para probar (I3), sean /,J € T tales que |I| < |J|. Como [,/ € Z, entonces r(l) = |I| y r(J) = |/|. Sea
INT={x1,x2, ..., xk}, para alguna k > 1. Supongamos que (I3) no se cumple, es decir, que para todo
i € k], TU{x;} & T, entonces r(lU{x;}) # [IU{xi}| = |I|+ 1. Por (r1), r(lU{x;}) < [TU{x:}| = /| +1,
entonces r(/ U {x;}) < |/| + 1. Por (r2), r(l) < r(/ U {x;}), asl que |I] < r(lU {x;}) < ||+ 1. Por lo
tanto, para todo i € [k], r(/U{x;}) = |/|. St [J\I] =1, entonces /U {x;} = J y por lo anterior tenemos
que r(J) = r(lU{x1}) = r(/) = |I| < |J| = r(J), lo cual es una contradiccién. Entonces |/\ /| > 1, es
decir, existe k > 1 tal que /NI = {x1,x, ..., xk }. Como r verifica (1), (r2) y (r3), por el Teorema 2.9 r
cumple con (r1%), (r2") y (r37), luego por el Lema 2.3 se cumple (r3*), asi que r(/U{x1, x2, .. ., xk}) =],
pero /U {x1,x2,..., xk} = J, entonces |J| = r(J) = |I| < |J|, lo cual es una contradiccén. Por lo tanto,
(13) se satisface y en efecto M = (£,Z) es un matroide.

Por ultimo, vamos a demostrar que en efecto r es la funcién rango de M. Sea s la funcién rango
de M, es decir, la funcién que a cada subconjunto de £ le asigna la mayor de las cardinalidades de
los conjuntos independientes contenidos en él. Nuestro objetivo es comprobar que r = s. ELl dominio
de ambas funciones es P(E), asl que sélo falta verificar que su regla de correspondencia es la misma.
Sean A C E e | C A un conjunto independiente tal que s(A) = |/|. Como | € Z, cumple que r(/) = |/],
de manera que s(A) = |/| = r(/). Ademas, por (r2) tenemos que r(/) < r(A). Por lo tanto, para todo

A € P(E), s(A) < r(A). Supongamos que la otra desigualdad no se cumple, es decir, que existe
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A € P(E) tal que s(A) < r(A). Sea | € T subconjunto de A tal que s(A) = |/|, entonces |/| < r(A) y
para todo x € AN/, U {x} & Z. Por (r2%), |l = r(l) < r(/ U {x}) < r(/) +1 = |/| + 1, pero por la
manera en la que se tomé / no puede ocurrir que (/U {x}) = |/| + 1, por lo que r(/U {x}) = r(/).
Como r verifica (r3™), obtenemos que r(A) = r(/) = |/, lo cual contradice que |/| < r(A). Concluimos

entonces que para todo A € P(E), r(A) < s(A). Ast que en efecto, r es la funcién rango de M. O
Los Teoremas 2.8 y 2.12 permiten establecer una cuarta definicién de matroide.

Definicidon 2.8 (Por funcién rango). Un matroide M es un par ordenado (£, r) donde £ es un conjunto
finito y r es una funcién de valor entero con dominio P(E) que cumple las siguientes propiedades
para cualesquiera A, B C E:

(r1) (Normalizacién) 0 < r(A) < |A|;
(r2) (Creciente) St A C B, entonces r(A) < r(B);
(r3) (Semimodular) r(AU B) 4+ r(An B) < r(A) + r(B).

En este contexto, M se llama un matroide sobre E. La funcion r se conoce como la funcion rango de
M.

2.2. Representacion grafica de un matroide

En matematicas es de gran ayuda poder representar gréficamente un concepto, pues en muchas
ocasiones es mas sencillo interpretar algunas de sus propiedades mediante un dibujo o diagrama que
teniendo sélo texto. En el caso de matroides, igual que ocurre con sus definiciones, existen multiples
formas de representar un matroide. Esto depende en gran medida del rango del matroide que desee
representarse. A continuacidn se presenta una manera de representar e interpretar graficamente un

matroide de rango 3.

Ejemplo 2.8. Las reglas para elaborar la representacién grafica de un matroide de rango 3 son las

sigutentes:

= Los puntos aislados que se colocan dentro de una nube representan un conjunto unitario de-

pendiente. Cualquier otro punto representa un conjunto unitario independiente.

= Dos puntos que se colocan en la misma posicidn corresponden a un conjunto dependiente de dos
elementos. Cualquier otro par de puntos en el que ninguno de los dos pertenezca a un conjunto

unitario dependiente representa un conjunto independiente.

» Tres puntos colineales simbolizan un conjunto dependiente. Cualquier otro conjunto de tres
puntos que no contenga un conjunto dependiente de cardinalidad uno o dos es considerado

independiente.
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= Cualquier conjunto de 4 o mas puntos representa a un conjunto dependiente.

&
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[ Yo
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Figura 2.2: Representacién de un matroide.

Sea M el matroide representado en la Figura 2.2. M tiene como conjunto subyacente a £ =

b, c,d, e, f}. M tiene 20 conjuntos independientes y son los siguientes:

Cardinalidad 0: .

Cardinalidad 1: {a}, {b}, {c}, {d}, {e}.

Cardinalidad 2: {a, c}, {a,d}, {a, e}, {b,c}, {b, d} {b, e} {c d} {c e} {d e}

Cardinalidad 3: {a,c, e}, {a,d, e}, {b,c, e} {b,d e}, {c d, e}

Las bases de M, son justamente todos los conjuntos independientes de cardinalidad 3.

Los conjuntos dependientes de M son los siguientes 44 conjuntos:
= Cardinalidad 1: {f}.
» Cardinalidad 2: {a, b}, {a, f}, {b, f} {c,f} {d f} {e f}

= Cardinalidad 3: {a, b, ¢}, {a,b,d}, {a,b, e}, {a b,f} {a c d}, {a c f} {a d f} {a,e f},
{b,c,d}, {b,c .t} {b,d f} {b e f} {c. d f} {c e f} {d e f}

» Cardinalidad 4: {a,b,c,d}, {a,b,c, e}, {a, b c f}, {a b,d e} {a b d f} {a b, e f},
{a,c,d, e}, {a,c,d f}, {a c e f} {a d e f} {b c,d e} {bcdf} {bce f} {bdef}
{c,d,e f}.

= Cardinalidad 5: {a,b,c,d, e}, {a,b,c,d f}, {a b c e f}, {a,b.d e f}, {acd e f},
{b,c.d, e f}.

= Cardinalidad 6: {a,b,c,d, e, f}.
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Los conjuntos dependientes minimales, o bien, los circuitos de M, son {f}, {a,b}, {a,c d},
{b, c, d}. Vemos en este ejemplo circuitos que tienen distinta cardinalidad entre si, como se habia
mencionado anteriormente.

A continuacidn se enlistan todos los subconjuntos de £ agrupados segun su rango.

Rango 0: @, {f}.

Rango 1: {a, b}, {a,f}, {b,f}, {c . f} {d. f} {e f} y todos los conjuntos independientes de
cardinalidad 1.

Rango 2: {a, b, c}, {a,b,d}, {a,b, e} {a, ¢, d} {a c f} {a d f} {a e f} {b c d} {b c f}
{b,d, f}, {b,e f} {c d f} {c e f} {d et} {a b c,d} {a, b c f} {a b,d f} {a, b,e f}
{a,c,d, f}, {b,c.d f}, {a b, c d, f} ylos conjuntos independientes de cardinalidad 2.

Rango 3: los conjuntos independientes de cardinalidad 3 y los conjuntos restantes.

2.3. Matroide asociado a un cddigo lineal

Como es usual en matematicas, después de definir un nuevo concepto y establecer algunas de las
propiedades que cumple es de interés saber si pueden relacionarse entre st objetos del mismo tipo,
por ejemplo, dos espacios vectoriales, dos grupos o dos anillos. Se busca una funcidn que preserve
la operacidn u operaciones definidas y una estructura en la que por alguna razén sea mas sencillo
resolver determinado problema. En el caso de matroides lo que se desea es una funcidn que preserve

la independencia de los conjuntos.

Definicion 2.9. Sean My = (E1,Z4) y Mb = (E2,Z5) matroides. Una funcién ¢: £y — E; es un
morfismo de matroides si para cada | € Iy, ¢(l) € Z. La funcién ¢ se llama isomorfismo de matroides
si @ es morfismo de matroides, ¢ es biyectiva y ¢~ es también un morfismo de matroides. Si existe

un isomorfismo de matroides entre M y Mb, decimos que My y Mo son isomorfos.

Recuérdese que uno de los objetivos principales de este trabajo es asociar un matroide a un cédigo
lineal. Se ha visto que ciertos resultados de la teorla de cddigos pueden demostrarse con menos
dificultad empleando resultados de la teoria de matroides. A un cédigo lineal ya se le ha asignado
su matriz generadora. Lo que se hard a continuacién es relacionar una matriz con un matroide, con lo

cual se cumplird dicho objetivo.

Teorema 2.13. Sea Eg = [n] el conjunto de etiquetas de las columnas de una matriz G de tamaro
k x n sobre un campo F y sea Zq la familia de subconjuntos | de E¢ para los cuales el conjunto
de columnas con etiquetas en | es linealmente independiente en el espacio vectorial F*. Entonces
(Ec,Zg) es un matroide.
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Demostracion.

Demostraremos que (Eg,Z¢g) es un matroide mediante la caracterizacién de conjuntos indepen-
dientes. La condicion (I1) se satisface ya que el conjunto de columnas etiquetadas por @ es el conjunto
@, que es linealmente independiente en F*. Sea / € Z, entonces el conjunto de columnas etiquetadas
por [ es linealmente independiente en FX, asi que si J C /, el conjunto de columnas etiquetadas por J
estd contenido en el conjunto de columnas etiquetadas por /, y por ello también es linealmente inde-
pendiente en F¥. Por lo tanto, se cumple (12). Para probar (13), tomemos /,/ € T, tales que |/| < |/|.
Sea W el subespacio de FX generado por los vectores columna etiquetados por / U J. Tenemos que
dim W > |J|. Supongamos que para todo elemento e de /\ /, el conjunto de vectores columna etique-
tados por /U {e} es linealmente dependiente. Sea {v1, vz, ..., vk} el conjunto de vectores etiquetados
por [y {uq,uz, ..., ur} el conjunto de vectores correspondiente al conjunto /\ /. Entonces para cada

ie{12,..., [} existen escalares Agi),Ag) ..... A?,AS}L no todos iguales a 0, tales que

)n(1i)v1 +A(2[)V2 + - +)‘5<[)V/< + A&Wi =0,

en particular Ag)ﬁ #+ 0, pues los vectores vi, 2, ..., vk son linealmente independientes, as{ que
20 20 20
U[:—ém —.LVZ—~~—.7/<V/<,
20 (i) 20
k+1 k+1 k+1

es decir, cada uno de los elementos u; puede escribirse como una combinacién lineal de los elementos

vi. Entonces W' es el subespacio generado por los vectores etiquetados por /, luego
lJ] < dimW = |l < |J]

lo cual no puede ocurrir. Por lo tanto, (13) se cumple. Entonces, (Eg,Z¢g) es un matroide. O

Definicion 2.10. El matroide que se obtiene como en el Teorema 2.13 a partir de una matriz G se

denota por M[G] y se llama el matroide vector de G.

Ndtese que el Teorema 2.13 es mds general, ya que no se limita a matrices con entradas en un

campo finito, sino que abarca incluso campos infinitos como es el caso del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9. Sea G la matriz
12 3 45

170 0 1 1
01 0 01
sobre el campo de los nlimeros reales. Sean £5 e Zg como en el Teorema 2.13. Entonces Eg =

{1,2,3,4,5} e I = {0, {1}, {2}, {4}, {5}, {1.2}, {1.5},{2, 4}, {2,5},{4,5}}. La familia de bases
de M[G] es B = {{1,2},{1,5},{2,4},{2,5}, {4, 5}}; la familia de conjuntos dependientes de este
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matroide es {{3}, {1,3},{1,4}.{2,3} {3.4}, {3, 5}} U {X C E: |X] > 3} y su familia de circuitos
es {{3}.{1,4} {1,2,5},{2,4,5}}. Note que M[G] es un matroide de rango 2.

Definicién 2.11. Un matroide M se llama representable sobre el campo F si existe una matriz G con
entradas en F tal que M es isomorfo al matroide M[G]. G se llama representacion para M sobre F
o F—representacion para M. Un matroide es representable si tiene una representacién sobre algin

campo.

Sea C un cddigo sobre F,; con matrices generadoras G1 y Go. (Es cierto que (Eg,,Zg,) =
(EG,,Zc,)? La respuesta es afirmativa, pero para demostrar que en efecto es asi, se presenta el

siguiente teorema.

Teorema 2.14. Sea G una matriz de tamario k x n con entradas en un campo F. Sea G’ una matriz
que se obtiene realizando algunas de las operaciones elementales con los renglones de G (es decir,
intercambio de renglones, multiplicacion de un renglon por una constante diferente de cero o sumar

un mdaltiplo de un renglén a otro rengldn). Entonces M[G] = M[C].

Demostracicn.

Sean G = (gy), G" = (gj;). Por la forma en la que se obtiene (', las matrices G y G’ son del
mismo tamario, asl que E; = E¢. Veamos que los conjuntos independientes de M[G] pertenecen a
Io. St ) ={lL, b, ... I} €Ig entonces los vectores columna con etiquetas en J son linealmente

independientes, as{ que la Unica solucién al sistema lineal homogéneo

a1gi, + g, + -+ gy, =0

a1ga, + aga, + -+ gy, =0
(213)

Gkl + gk, + -+ g, =0

es el vector (a1, a2, . . ., a]=10,0,..., 0] Queremos ver si los vectores columna de G’ etiquetados por

J también son linealmente independientes. Planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

B194, +B2ghy, + -+ Bigy, =0

B195, + B2gh, + -+ Brgy, =0
(214)

BiGki, + B2Gk, + -+ Brgiy, =0

La matriz de coeficientes asociada al sistema lineal homogéneo 2.14 es (g;,, ) de tamafio k x r. Como
(' se obtiene mediante operaciones elementales con los renglones de G, entonces existe una serie de
operaciones elementales que al aplicarlas a la matriz G’ se obtiene la matriz G, asi que si aplican

dichas operaciones a la matriz (gfﬂln) se obtiene la matriz (g,,) que es la matriz asociada al sistema
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2.13. Por lo tanto, la Unica solucidn al sistema 2.14 es el vector [B1, B2, . . ., B1=10,0,..., 0], entonces
los vectores columna de G’ etiquetados por J en efecto son linealmente independientes, por lo que
J € Z¢. Andlogamente se prueba que st J € Z también J € Z¢. En conclusién, Zg = Zg y con ello
queda probado que M[G] = M[C] O

De éalgebra lineal se sabe que dos matrices son equivalentes por renglones si y sélo si tienen el
mismo espacio renglon. St Gy y Gy son matrices generadoras del cddigo C, el espacio renglén de Gy
es igual al espacio renglén de G, por lo que Gy y Gy son matrices equivalentes por renglones, es
decir, es posible obtener G, a partir de Gy mediante una secuencia de operaciones elementales con
renglones. As(, por el Teorema 2.14, M[Gy| = M[G;] Este resultado permite denotar con M¢c = (E¢,Z¢)

al matroide vector de cualquier matriz generadora de C.

Definicion 2.12. Sea M = (E,Z) un matroide y B su familia de bases. Para cada B € B se establece
la notacién B+ = £\ B. Definimos la familia Bt = {B* |B€ B}. SeaZ- ={/CE|3B€B:IC
B*}. M+ = (E,T%) se llama matroide dual de M.

Teorema 2.15. Sea M un matroide. Entonces M+ es, en efecto, un matroide.

Demostracion.

En esta prueba haremos uso del Corolario 2.1: usaremos el hecho de que M es matroide y por
ello la familia B satisface (B1), (B2*) y (B3%), y por otro lado probaremos que la familia B+ satisface
las propiedades (B1), (B2*) y (B3*) para demostrar que M+ es un matroide.

La familia B satisface la propiedad (B1), asi que existe B € B, de donde B+ € B*, es decir, B+ + {J
y por tanto, B satisface la propiedad (B1). Ahora, sean Bi*, B>t € BL, donde By, B, € B. Por (B2Y),
|Bi| = |B>|, de aqui obtenemos inmediatamente que |E\ By| = |E\ B|, es decir, |Bi*| = |Bot|, ast
que Bt también satisface (B2*). Dado que B \ By = (E\ By)\ (E\ By) = B\ By, si x € B{- \ By,
entonces x € B> \ By. B verifica la propiedad (B3*), es decir, la propiedad de intercambio fuerte en
bases, por lo que existe y € By \ By = By \ Bi tal que (B1\ {y}) U {x} y (B2 {x}) U {y} son
bases del matroide M, entonces £\ [(B1\ {y}) U {x}]y EN[(B>\ {x}) U {y}] son elementos de B*.
Se tiene que EN[(Bi N {yHU{xH=[ENBN{yHINn(EN{x}) =[(ENB)U{y}n(EN{x}) =
[ENBru{xHU{y} =[(ENB)N{xHU{y} = (Bf N {x}) U {y}, y de manera andloga puede
mostrarse que £ \[(Bo\ {x}) U {y}] = (B3 \ {y}) U {x}, por lo cual concluimos que (B{-\ {x}) U {y}
y (B5 N {y} U {x} € BL. Entonces B~ verifica (B3*). Por lo tanto, M* es un matroide. O

Teorema 2.16. (/2)) Sea C un [n, k]-cédigo. Los matroides (Mc)* y Mc1 son isomorfos.

El siguiente teorema muestra una forma sencilla de calcular en el matroide dual el rango de un

subconjunto a partir de la funcién rango del matroide original. Sera de gran utilidad en el Capitulo 4.

Se denotard la funcién rango del matroide dual como rt.
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Teorema 2.17. Sea M = (E,Z) un matroide y r su funcion rango. Para A C E se cumple lo siguiente:
rH(A) = r(ENA) + |Al = r(M).

Demostracion.

Veamos que r*(A) = méx{|ANB*|: B+ € B*}. Por definicién r*(A) es la cardinalidad del conjunto
independiente mds grande de M+ que esté contenido en A. Sea /4 C A conjunto independiente tal que
rl(A) = |lal y B% una base de M~ tal que /4 C B%, por lo tanto /4 C AN B%. Ademads, existe una base
By del matroide M tal que B = E\Bj. Si suponemos que /4 C ANBj, entonces existe x € ANB;- tal
que x & 4y se cumple que 4 € IaU{x} C ANB;. Como [aU{x} C Bi e [4U{x} C A [aU{x} esun
conjunto independiente de M+ que es subconjunto de A y cuya cardinalidad es mayor que /4, lo cual es
una contradiccidn. Por lo tanto, /4 = AN B%. Finalmente, como todos los conjuntos de la forma AN B+
son conjuntos independientes de M+ que estén contenidos en A e /4 es uno de tales conjuntos pero de
cardinalidad méxima, entonces concluimos que r(A) = |/4| = max{|ANB*|: BL € B1}. Entonces B;-
es un elemento de B+ cuya interseccion con A es mdxima, o equivalentemente, B% es un elemento de
Bt cuya interseccién con £\ A es m{nima, entonces la interseccién de By = E\Bi y £\ A es mdxima
entre todos los complementos de las bases de B+ (que son las bases de M), as{ que por definicién de
rango del matroide M, r(E\A) = |(E\A)N By|. E se divide en los siguientes cuatro conjuntos ajenos
entre st: ANB{, AN B, BENAY EN(AUBY) = (ENA) N (E\ Bf) = (ENA) N By. Sean x1,x2, 3
y x4 las cardinalidades de dichos conjuntos, respectivamente. Tenemos que xo = [AN Bi| = rt(A) y
x4 = |[EN(AUBY)| = [(ENA) N By| = r(ENA). Ademds, x3+ x4 = |Bi NA|+|EN(AUBY)| = |E|—|A|
yxo+x3 =|ANBE|+ B NA| = |Bft| = |E| —|Bi| = |E| — r(M), ast que por el valor de x3 en ambas
igualdades tenemos que |E|—|A|—x4 = |E|—r(M)—x2, por lo que x; = |A|+x4—r(M), y sustituyendo
los valores ya conocidos de x; y x4 concluimos finalmente que r*(A) = r(E \ A) + |A| — r(M). O
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Capitulo 3

Enumeradores de pesos

Uno de los conceptos mads importantes en la teor{a de cddigos es el de peso de una palabra-cddigo
que se definid en el Capitulo 1 y es la base de este apartado. El resultado mas importante que se
presentard en este trabajo es la ldentidad de MacWilliams la cual aborda una manera de conocer el
peso de las palabras-cddigo de un cédigo dual. Dicha identidad se menciona en este capitulo pero se
demuestra hasta los Capitulos 4 y 5.

La mayor parte del contenido de este capitulo se tomé del libro electrénico [2]. Algunas de las
pruebas se presentan sin modificaciones, otras se completaron o se realizaron ya que no estaban
incluidas originalmente en dicho libro. Los cédigos que se mencionan en este capitulo son subconjuntos
de Fy. Cuando se presente algun resultado en el que se mencione a g recuérdese que g es el nimero

de elementos del campo finito.

3.1. Distribucion de pesos

Definicion 3.1. Sea C un cédigo de longitud n. La distribucién o espectro de pesos de C es el conjunto
de parejas ordenadas
{(w, Aw) [ w & [n]},

donde A,, es el numero de palabras-cddigo en C de peso w.

La distribuciéon de pesos es un importante tema de investigacién en teor(a de cédigos ya que con-
tiene informacion crucial para estimar la capacidad de corregir errores y la probabilidad de deteccién
y correcidn de errores con respecto a algunos algoritmos.

A continuacién se definen dos polinomios que son representaciones Utiles de la distribucién de

pesos y se emplean con bastante frecuencia, como se verd mas adelante.

Definicion 3.2. Sea C un cddigo de longitud n. Se define el enumerador de pesos de C como el

33
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polinomio

We(Z) = Z AnZ".
w=0

El polinomio enumerador de pesos homogéneo de C se define como
WelX, Y) =) AuX" "y
w=0

Se puede conocer el enumerador de pesos a partir del enumerador de pesos homogéneo y viceversa.

Basta con usar las siguientes relaciones:
We(Z) = We(1, Z),

We(X, Y) = X"We(XTY).

La distribucién de pesos puede conocerse a partir de los enumeradores de pesos mediante los
coeficientes de los polinomios.

El enumerador de pesos de un cédigo lineal y su dual estén relacionados mediante la Identidad de
MacWilliams. Esta identidad sefiala cémo puede hallarse el enumerador de pesos homogéneo de un

codigo dual dado el enumerador de pesos homogéneo del cddigo original y se enuncia a continuacion.

Teorema 3.1 (MacWilliams). Sea C un [n, k|-cddigo. Entonces

Wer(X,Y) = g "We(X + (g —1)Y, X =Y).

3.2. El enumerador de pesos generalizado
Definicion 3.3. Sean C un cddigo lineal y J un subconjunto de [n]. Se define el siguiente conjunto:
C/)={ceC|Vje):c=0}.
Esta claro que C(J) es un subespacio vectorial de C y por ello puede darse la siguiente definicion.

Definicion 3.4. Sean C un cddigo lineal, J un subconjunto de [n]y t € {0,1,..., n}. Se establecen

las siguientes notaciones:
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Observacién 3.1. Nétese que B; es el numero de elementos de C(/) distintos del vector cero, es
decir, By es el nimero de palabras-cédigo de C distintas de 0, tales que para todo j € J su j-ésima

coordenada es igual a 0.

Teorema 3.2. Sea C un cédigo lineal. Es vdlida la siguiente relacion entre los nimeros B; y la

distribucion de pesos de un cddigo:

n
n—w
B = Aw.
=3 ()
w=0
No se presenta la demostracién del Teorema 3.2 porque méas adelante se generaliza este teorema
y su prueba sigue la misma idea.

En esta seccidn se trabajard con cédigos que son subconjuntos de un cédigo fijo. Por ello se da

la siguiente definicidn.

Definicidon 3.5. Sea C un cddigo de longitud n. Se dice que D es subcddigo de C si es un subconjunto

no vaclo de C.

En el Capitulo 1 se definié el peso de una sola palabra-cédigo ast como el peso minimo de un
codigo. A continuacién se asigna un peso a cada subcddigo de un cddigo dado C para establecer el

peso minimo por cada dimensidn posible de subcddigos lineales de C.

Definicion 3.6. Sean C un [n, k]-cddigo y D un subcddigo de C r-dimensional. EL soporte del sub-
codigo D es el conjunto
supp(D)={i € [n]|3c € D:c + 0}

Al ndmero de elementos del soporte de D se le llama peso o longitud efectiva del subcédigo D y se

denota por wt(D).

Observacién 3.2. Sea D un subcédigo r-dimensional de un [n, k]-cédigo C. supp(D)¢ = {i € [n] |
Ve e D: ¢ =0} Esto es, el soporte de D es n menos el nimero de coordenadas que son cero para

cada palabra en el subcddigo.

Definicion 3.7. Sea C un[n, k]-cddigoy r € {0,1, ..., k}. EL r=ésimo peso de Hamming generalizado
de C es
dr = min{wt(D) | D es subcddigo de C de dimension r}.

Observacion 3.3. Sea C un [n, k]-codigo. Como C sélo tiene un subcddigo de dimensién O y su peso es
igual a 0, entonces dp = 0. Por otro lado, di = min{wt(D) | D es subcédigo de C de dimensién 1},
es decir, dq es el minimo de los pesos de los subcddigos de C generados por una sola palabra-cddigo
diferente del vector nulo. Pero el soporte de cada uno de estos cddigos coincide con el soporte de su
palabra-cédigo generadora. Ast que al comparar el peso de todos los subcddigos de C de dimensidn

1 también se compara el peso de todas las palabras-cédigo de C, por lo cual se concluye que dy = d.
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Los nimeros A,, se definieron para indicar el nimero de palabras-cédigo de peso w que posee un
codigo. Ahora que se ha definido el peso de un subcddigo lineal también se necesita una expresion
que indique el nimero de subcddigos que comparten el mismo peso. Mas adelante serd importante

ademds del peso la dimensidon del subcddigo, por ello se establece la siguiente definicidn.

Definicion 3.8. Sea C un [n, k]-cédigoy r € {0,1,. .., k}. Con All) se denota el nimero de subcddigos
de C de peso w y dimensién r, es decir, Al = {D C C | dimD = r, wt(D) = w}|. Al conjunto de

los nimeros Al se le llama r-ésima distribucién de pesos generalizada de C.

De manera andloga a como se definié el enumerador de pesos homogéneo de un cédigo mediante
un polinomio en dos variables cuyos coeficientes eran los nimeros Ay, en la siguiente definicién se

construye un polinomio empleando la r-ésima distribucién de pesos generalizada de un cddiqo.

Definicion 3.9. Para un [n, k]-cédigo lineal C y r € {0,1,..., k} se define el r-ésimo enumerador

de pesos generalizado de C como

WX, v) =3 Alxnyw,

w=0

Observacién 3.4. Tenemos que AE)O) =1, y para toda 0 < r < k, Ag) = 0, pues no existe algtin cédigo
de dimensién mayor o igual a 1 y de peso 0. Ademas, todo subespacio de C de dimensién 1 contiene
g —1 palabras-cddigo diferentes de cero, ast que para 0 < w < n, (q—T)A(Vl) = Ay. Entonces podemos

hallar el enumerador de pesos homogéneo a partir del generalizado mediante la siguiente identidad:
WelX, ¥) = WP, v) + (g = WX ).

En los siguientes dos lemas se proporcionan férmulas que permiten conocer el valor de [(J).

Lema 3.1. Sea C un [n, k|-cddigo lineal con matriz generadora G. Sea | C [n] y |J| = t. Sea G la
submatriz de G de tamano k x t formada por las columnas de G indexadas por J, y sea r(J) el rango
de Gj. Entonces l(J) = k — r(J).

Demostracion.
Sea (j el cddigo generado por la submatriz Gy, y sean g1, g2, . . ., gk y gy, gh ..., g, los vectores

fila de G y Gy, respectivamente. Considérese la proyeccidn
7. C— Fg

tal que de cada palabra-cddigo se preservan en un vector solamente las componentes indexadas por
J. Esté claro que 7 es una transformacién lineal y para todo i € [k], 7(g;) = g!. Por lo anterior puede
verse que la imagen de C bajo 7 es un subconjunto de C;. Por otro lado, considérese un elemento ¢

de C,. Este debe ser una combinacién lineal de las filas de la matriz Gy, es decir, existen escalares
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a1, 0, ..., ar € Fy tales que ¢ = o197+ g5+ - -+akg). Ahora, sea ¢ = ag1+ g+ + gk €
C. Como 7 es lineal se tiene que r(c) = m(a1g1 + g2 + - - + akgk) = aq(g1) + aom(g2) + - - +
a(gr) = g1+ g+ -+ axgix = ¢. Ast que Cj es la imagen de C bajo 7. Por otro lado, C(J) es
el conjunto de las palabras-cddigo que tienen O en todas las coordenadas etiquetadas por J, entonces
el kernel de 7 es justamente C(/). Por el teorema del rango se tiene que dim C(J) + dim C; = dim C,

es decir, [(J) + r(J) = k, de donde se obtiene el resultado esperado. O

Lema 3.2. Sean d y d* la distancia minima de C y C*, respectivamente. Sean | C [n] y |J| = t.

Entonces

k—t sit<d*+
l(J) =
0 sit>n—d.

Demostracidn.

Supongamos que t < d*. Sea G una matriz generadora de C. Por el Teorema 1.4, G es una
matriz de verificacién de paridad de C*. Por el Lema 3.1, (/) = k — r(/), donde r(/) es el rango de
la submatriz G definida en el mismo lema. Como t < d*, por el Teorema 1.6 cualquier conjunto de t
columnas de G es linealmente independiente. Como G es de tamafio k x t, G tiene rango ¢, ast que
[(J) = k — t, como se afirmé.

Ahora, supongamos que t > n — d. Sea ¢ € C(J). Los elementos de C(/) tienen la j-ésima
componente igual a 0, para todo j € J. Entonces J C supp(c)©, de manera que |/| < |supp(c)€], es
decir, t < n—wt(c), de donde wt(c) < n—t < d (pues t > n—d), asl que wt(c) < d, esto es, el peso
de ¢ es menor que el peso minimo del cédigo C, asl que ¢ debe ser la palabra-cédigo cero. Pero ¢ es

una palabra arbitraria de C(/), entonces C(/) debe ser el espacio nulo y por lo tanto [(/) = 0. O

Los siguientes numeros seran de gran utilidad mas adelante en el establecimiento y demostracién
de algunos teoremas. Como se vera en el Teorema 3.3 estos nimeros son una herramienta combinatoria
de gran importancia en el dlgebra lineal, pues permiten presentar informacién acerca de subespacios

vectoriales sobre un campo finito.

k| _lkrlg _ (6" =1)(¢"—q)-(¢"—q"")
, (a (@ =Ng" —q)(qg"—q")

Teorema 3.3. (r), es el nimero de bases de Fg, [m, r], es igual al ndmero de matrices de tamario

q

m x r de rango r sobre Fg; [’ﬁ]q representa el nimero de subespacios de IF’; de dimension r.
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Demostracion.

Veamos el nimero de opciones que tenemos para construir una base B = {v1,v2, ..., vr} para Fy:
[y, tiene " elementos. vi puede ser cualquier elemento de Iy a excepcion del vector cero, entonces
podemos elegir vi de g" — 1 formas. v, debe ser un vector que junto con v; forme un conjunto
linealmente independiente, ast que v, puede ser igual a cualquier elemento de Ff eliminando los
elementos del conjunto gen{v;}, cuya cardinalidad es igual a g, por ello existen g" — g posibilidades
de elegir vo. EL vector v3 puede ser cualquier elemento de F; a excepcion de los elementos del
conjunto gen{vi, v»}, que tiene g elementos, asi que el nimero de opciones para elegir v3 es g — g°.
Siguiendo el mismo razonamiento, el vector i-ésimo de B puede elegirse sin considerar los elementos

=1 valores.

o qr71 )

Sea A una matriz de tamafio m x r sobre F,. Para que A = [v1 Voo v,] tenga rango r es

de gen{vi, vz, ..., vi_1}, el cual tiene g'~" elementos, de manera que v; puede tomar q" — g

Por consiguiente el nimero total de bases para Fy es igual a (rNg=1(@ —NMq —q)-(q"

necesario y suficiente que {v1,v2, ..., vr} sea un conjunto linealmente independiente. EL proceso de
seleccion de dichos vectores es andlogo al proceso anterior de creacion de una base para Iy con la
diferencia de que en este caso vy, v2, ..., v, € F7

Por ultimo, (g —1)(g"—q) - - - (¢ —q"~") es el ntimero de bases de todos los subespacios de Fg de
dimensién r. As( que para hallar el nimero de dichos subespacios basta dividir el ndimero total de bases

—1

—N@"=q)--(q"=q"").
con lo cual queda demostrado el teorema. O

r r

entre el nimero de bases de un subespacio de dimensién r, que es igual a (g

Es importante notar que el Teorema 3.3 considera el nimero de bases ordenadas de F¢, tal como se
ve en la prueba de dicho teorema. Sin embargo, es posible obtener el nimero de bases no ordenadas
simplemente diviendo (r), entre nl.

Sean C un [n, k]-cddigo lineal, J C [n], r € {0,1,..., k}yte{01,..., n}. Establecemos las

siguientes notaciones:

Bj(r) = |{D C C(J) : D es subespacio de dimensién r}|,
B =% B/
=t

Observacion 35. Sean / C [nJyre {0,1,..., k}. EL cédigo C(J) por ser de dimensidn ((J) es isomorfo
a ng). Entonces contar el nimero de subcddigos de C(J) de dimensidn r es equivalente a contar el

numero de subespacios vectoriales de IFZU} de dimensién r, es decir, Bjr) = [l(r/)]q.

Teorema 3.4. Sean C un [n, k]-cddigo, r € {0,1, ..., k}yte{01,..., n}. Se cumple lo siguiente:

M1, sit<d

0 sit>n—d,.

B =
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Demostracion.
Supongamos que t < d*+. Sea J C [n] tal que |J| = t. Por el Lema 3.2 tenemos que [(J) = k — t y
por la Observacién 3.5, Bj(r) = [’U)]q, entonces

r

B0 = 3B =Y (], - 14, - [, =15, (1)

=t =t =t =t

Ahora, supongamos que t > n — d.. Si Bﬁ” #+ 0, existe / C [n] tal que |J| =ty Bﬁr) + 0, es
decir, {D C C(J) | D es subespacio de dimensién r} # @. Entonces existe un subespacio D C C(J)
de dimensién r. Se cumple que / C supp(D)C, lo cual implica que |J| < |supp(D)C|, por lo tanto,
t < n—wt(D). Por lo anterior y por la hipétesis tenemos que wt(D) < n—t < d,, de donde concluimos
que wt(D) < d,, pero d, es el minimo de los pesos de los subcddigos de C de dimension r, por lo

que wt(D) < d, no puede ocurrir. Por consiguiente, Bﬁ” =0. O

El siguiente teorema es una generalizacidn del Teorema 3.2: hace explicita la relacién entre los

’ r . 7. 7 . . . .y .
numeros Bﬁ) asociados a un cddigo y su r-ésima distribucidon de pesos generalizada.

Teorema 3.5. Sean C un [n, k]-cédigo, r € {0,1, ..., k}yte{01,..., n}. La siguiente identidad

es vdlida:

Demostracidn.

Bﬁr) es el nimero de subespacios de C(J) de dimensién r, donde J puede ser cualquier subconjunto
de [n] de cardinalidad t. Lo que haremos a continuacidn serd contar el nimero de tales subespacios
por sus respectivos pesos. Existen Al subcddigos de C de dimensién r y de peso w. Sea D uno de
tales subcédigos. D puede ser subespacio de C(J) para varios conjuntos J tales que |/| = t. supp(D)©
es el conjunto de coordenadas que son iguales a 0 para toda palabra-cédigo de D, entonces para que

D sea subcédigo de C(J) basta con que el conjunto / sea un subconjunto de supp(D)C, y el nimero
n—w
t

subespacios de C(/) de dimensién r y de peso w es (","), y por lo tanto Bﬁ” =y (”_W)A(VQA O

w=0 t

de formas en las que podemos elegir tal conjunto es ('5“p’3t(D)C‘), es decir, ("7"). Ast que el nimero de

Observacién 3.6. Por definicién, para todo w < d,, AE,C) = 0. Ademds, st w > n — t, tenemos que
(nfw

. ) = 0. Entonces podemos escribir la igualdad del Teorema 3.5 como

~

n—

- n—w\ .
B =% ( t )A(W).

w=d,

Teorema 3.6. Sean C un [n, k]-cédigo, t € {0,1, ..., ntyre{01,.. ., k}. La relacién entre el

enumerador de pesos generalizado de C y los ndmeros Bﬁr) asociados a C queda establecida por la
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siguiente iqualdad:

r)(X _ Y)tyn—t.

>

=
I

SR

Demostracion.

Por el Teorema 35, B/ = y " | (”;W)A(VC). As{ que, aplicando el teorema del binomio a la

expresion [(X — Y)+ Y]"=" y teniendo en cuenta que para t > n—w, (”_W

. ) = (), se tiene lo siguiente:

n n
=Y ADX Y = ADX =)+ YTy
w=0

:iAw(Iiv(” )(x y)t wwf)vw ZA Z( )X y)tyn-t
w=0 t=0
:iiA(Wm( W)X yytyn—t iZA ( )X y)fyn-t

w=0 t=0 t=0 w=0

(” B W)Asy) =Y BIX vyt
t=0

_ (X— Y)tyn—t(
t=0 w=0

n

3.3. El enumerador de pesos extendido

Definicion 3.10. Sea C un [n, k]-cédigo con matriz generadora G. Denotamos con C @ Fyn al conjunto
de todas las IFyn-combinaciones lineales de las palabras-cédigo de C. A C®Fn lo llamamos el cddigo
de extension de C sobre Fgn. Empleamos Acgr,, w para referirnos al nimero de palabras-cédigo en
C®Fgn de peso w .

Sea C un [n, k]—cddigo y G una matriz generadora de C. Como las entradas de la matriz G pueden
verse como elementos de [Fym, entonces G también es matriz generadora para el cédigo de extension
C ®Fgn. Mas ain, como C ® Fyn es generado por un conjunto de vectores, entonces C ® Fgm es un
subespacio vectorial de F,.

Sea J C [n] Por el Lema 3.1, sabemos que [(J) = k — r(J), y dado que r(J) es independiente de la
extension de campo Fgn de Fg, tenemos que dimg, C(/) = dimg_, C ® Fgn (/).

Definicion 3.11. Sean C un cddigo lineal, / C [n]y t € {0,1,..., n}. Definimos

By(T) =T —1

=Y BT)

=t

Observacion 3.7. Bj(q™) es el nimero de palabras-cédigo distintas de cero en el cédigo C ® Fyn (/).
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Ndtese que a diferencia de apartados anteriores, en la Definicidn 3.11 no se establece notacién
para nimeros sino para polinomios en la variable T. A continuacidn se presenta una forma alternativa

de expresar dichos polinomios.

Teorema 3.7. Sean C un cddigo lineal, t € {0,1, ..., nt, dy d+ la distancia minima de C y cL

respectivamente. Tenemos que

()Tt =1 sit<d*
0 sit>n—d.

Bi(T) =

Demostracidn.

Por el Lema 3.2 tenemos lo siquiente: si t < d*, entonces [(J) = k — t, luego By(T) = TV -1 =
TE=t =1y por lo tanto, By(T) = ¥ BAT) = X T =1 = ({)(T*" = 1). Ahora, para
t>n—d l(J) =0, entonces By(T) =TV —1=T0—1=1-1=0,yasi, B(T) = Z|j\=t By(T) =
> 1=t0=0. O

A continuacidn se define un nuevo polinomio enumerador de pesos.

Definicion 3.12. Sea C un cddigo lineal. El enumerador de pesos extendido de C es:
We(X, Y, T) = quBt (X — Y)'ynt,

Definicion 3.13. Definimos A, (T) € Z|T]| como

1 stw=0

T =T VBU(T) S0 < w < .

t=n—w n—w

AW(T) =

Observacién 3.8. Nétese que la definicion de Ag(7T) no es un caso particular de la forma general dada
para todos los enteros mayores que 0 y menores o iguales que n, ya que para w = 0 tenemos que
(=1L ) BUT) = (=02 () Ba(T) = Ba(T) = 3_pyzn BUT) = Byy(T) = TH1 =
T9—1=1-1=0,ya que [([n) = dim{c € C | Vj € [n]: ¢; = 0} = dim{0} = 0. Entonces
Dt ()LL) B(T) # Ao(T).

Observacién 39. SL0 < w < dyt >n—wentonces t > n— d y por el Teorema 3.7 tenemos
Bi(T) = 0. Entonces Ay (T) =) ¢ I ”+W+t( *,)0=0.Esto es, A, (T) = para 0 < w < d.

ne
Observacién 3.10. Por el Teorema 3.7, para todo t > n — d, B¢(T) = 0, entonces si 0 < w < n,
podemos definir A, (T) como A, (T) =Y "9 (=) )BT,

t=n—w n—w
La Definicion 3.13 se establecid con la finalidad de escribir el enumerador de pesos extendido
de un cédigo de manera semejante al enumerador de pesos homogéneo y al r-ésimo enumerador de

pesos generalizado de un cddigo. Esto se establece en el siguiente teorema.



42 CAPITULO 3. ENUMERADORES DE PESOS

Teorema 3.8. Una forma equivalente de escribir el enumerador de pesos extendido de un cddigo lineal
C es:

X, Y, T) = ZA T)X =W yw,

Demostracion.

Por el Teorema del Binomio, tomando w = n —t + j y teniendo en cuenta que si j > i, (/l) =0

se verifican las siguientes igualdades:

n

t
We(X, Y, T) = X”+ZBt X =Y = X"+ BT) | (1 ()xffw yn—t

t=0 j=0
_XI7+ZZ ( ) Xt Jyn—t+]
t=0 j=0
t
— Xn —1 t—n+w B Txnfwyw
+,ZOWZM( I P L-Yi5
_XI7+Z Z n+w+t( t )B[(T)XHWYW
—(n—w)
(31) t=0 w=n—t
_yn - - _q\nt+w+t t n—wy/w
— X +ZOWZM( 1) (n_W B(T)X" ™Y
t
_XH+ZZ H+W+t( W)B[(T)XHWYW
t=0 w=0
— Xn + Z Z I7+W+t( t W) B[(T)anwyw
w=0 t=0

_ xn . . _q\n+w+Ht t n—wy\w
=X"+> > (=) (n_W B(T)X "y

w=0t=n—w

Por otro lado, tenemos que

n n
Y AUTMIXTYY = AgTIX" + 3 A(T)X" Y
w=1

e SRR N9 SRl P E

w=1t=n—w

n n ¢
= X" _\twt B,(T)X"—WyWw
NP R N Tl

w=0 t=n—w

La dltima igualdad es vélida por la Observacién 3.8. De (3.1) y (3.2) obtenemos la igualdad buscada.
O
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Los polinomios Ay (T) se definieron a partir de los polinomios B¢(T). Ahora se desea establecer
la relacion inversa, es decir, la manera en la que pueden hallarse los polinomios B¢(7) a partir de los

polinomios A, (7). Para ello se empleard el siguiente lema.

Lema 3.3. Sea V un espacio vectorial de dimension n + 1 y sean a = (ap, a1, ..., ap) y b =
(bo, b1, ..., by) vectores en V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Para cada j € [n], aj =Y (;)bl

(2) Para cada j € [n) b; = ZL/(—T)[H(;)C’P

Demostracion.

Consideremos las matrices

A== 0] L, =

Notamos que (1) es equivalente a decir que a = bB, mientras que (2) es decir que b = aA. De esta
forma, podemos ver las relaciones entre a y b como transformaciones lineales. Entonces si suponemos
(1) y demostramos que la inversa de la matriz de la transformacién B es la matriz A, como consecuencia
inmediata tenemos (2), y viceversa. Asi, pues, veamos que BA = [(n11)x(n+1).

Sea C = BA. Emplearemos los siguientes resultados en el desarrollo de (3.3): para [ > i, (}) = 0;
U< () =0 (IR = (D)

£ () -Er ) () - ) ()

[=j [=j
L () - G5 ()

Aqul tenemos dos casos: si i = j, entonces por (3.3), tenemos que ¢;; = 1, mientras que si { # j,
por (3.3) y por el Teorema del Binomio, ¢;; = (;)(1 — 1)/ = 0. En resumen, ¢;j = &;;, donde §;; es la
delta de Kronecker. Entonces las entradas de la matriz BA son las mismas de la matriz fi511)x(n41).

De aqul tenemos que A y B son matrices inversas una de la otra. O
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Teorema 3.9. La siguiente igualdad es vdlida:
n—t n—w
BN =3 "7

Demostracion.

Para poder aplicar el Lema 3.3 en esta ocasién tomamos A, como en la Definicion 3.13 para

0 < w < n, que por la Observacion 3.8 es igual a 0. Entonces, para paraw € {0,1..., n} tenemos que
A(T) = Y 1 (=) E BT = Y f (=)= ) By(T). Renombramos a Ay/(T)

como C,—,, y hacemos el cambio de variable r = n — w. Entonces, para cada entero r tal que

0 < r < n tenemos que
n

G- - () s

t=r

As( que aplicando directamente el Lema 3.3 tenemos lo siguiente:

(3.4) Bt(T)=[IZ10 (i)C[:; (”:W)anzwio (”;W)AW(T)=:Z_; (”;W)Aw(ﬂ

La ultima igualdad es cierta por las Observaciones 3.8 y 3.9 y dado que si w > n — t, entonces

(”;W) = 0. De (3.4) tenemos el resultado. -

Al inicio de este apartado se definié el cédigo de extension de un cédigo lineal. Es natural pre-
guntarse si existe alguna relacién entre los enumeradores de pesos de ambos cédigos. La respuesta
es que si. Resulta que el enumerador de pesos homogéneo del cédigo de extensidn es igual al enume-
rador de pesos extendido del cddigo original tomando T = g™. Este resultado es de gran importancia
pues afirma que la distribucidn de pesos del cddigo de extensidn puede conocerse simplemente con

informacidn del cédigo original.

Teorema 3.10. Sea C un [n, k|-cddigo lineal. Entonces:
Weer,n (X, Y) = We(X, Y, q").

Demostracién.

Por definicion WC®]qu (X, Y) = Z';V:OAC@,FM,WX”*WYW, y por el Teorema 3.8, tenemos que
WelX, Y, g™ = S 0 _oAw(@™) X" Y™, Entonces es suficiente que comprobemos que para cada
we {0,1,..., n}, AC@,quW = Aw(q"). St w = 0, entonces AC@quW = 1. Ademas, por definicién
Aw(@™) = 1. En este caso tenemos la igualdad esperada. Por otro lado, si w = 0, por la Observacion
34, Acgrmw = (" — 1)A1C®qu,w' Queremos probar entonces que Ay, (g") = (¢" — 1)A1C®qu,w'

Tomando en cuenta que el nimero de palabras-cédigo que son distintas de O en un subcédigo de



3.3. EL ENUMERADOR DE PESOS EXTENDIDO 45

dimensién 1 es igual a g™ — 1 y por las Observaciones 3.6 y 3.7, tenemos lo siguiente:

=) _Bia") =) _Hce(CoFg)): c+ 0}

[/|=t [/|=t
= (q" 1)) HDC(C® Fgn)(J): dimD = 1}]
(3.5) =
n—t n—
ZBJ 81_( mi/l) ( t )AC®FmW
[/|=t w=0
n—t (n—w m n—t (n—w m

Entonces, por (35) y por el Teorema 3.9, tenemos que Y |~ ("7")Auw(g™) = Y10 ("7")(¢" —
DACgs, - De aqui que Aw(g”) = (§" — DAlgg, .- 0

Observacién 311. Por los Teoremas 3.8 y 3.10, A,(q") es el nimero de palabras-cddigo de peso w

en el cddigo de extensién C ® Fgn.

Para finalizar este apartado se proporciona una equivalencia mas al enumerador de pesos extendido

de un cddigo que se empleard un poco mds adelante.

Teorema 3.11. El enumerador de pesos extendido de un cddigo lineal C puede escribirse como

We(X, Y, T) = ZZT[ (X — )iyt

t=0 |J|=t

Demostracion.

c(X, Y, T) = ZBt (X = V)Yt X0 = ZBr (X = V)Y 4 [(X = ¥) 4 V]
=ZBt(T)(X V)t yn t*Z( )x vyt
t=0
:Z[(X_er](B( ( )) )l X—WY“](ZBATH (:))
t=0 —0 =
-Eemeafzm e )
(=0 =t
_i[(X—Y)fynt](Z[(TI(J)_”_,_”) (X — )ty tZTz
t=0 /|=t s
Y Y Ty

t=0 |J|=t

(3.6)

~

De (3.6) tenemos la igualdad esperada. O
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3.4. Relacion entre los enumeradores de pesos

En las secciones anteriores se definieron los enumeradores de pesos homogéneo, extendido y
generalizado. Se establecieron y demostraron algunas identidades que relacionaban a cada uno de
ellos con otros polinomios. En esta seccidn se establece la conexidn entre ellos.

La primera relacién que se muestra es entre la distribucidn de pesos de un cédigo de extension
y las distribuciones de pesos generalizadas del cédigo. Afirma que el nimero de palabras-cédigo
de peso w en el cddigo de extensién puede conocerse a partir de los subcddigos de peso w. Para

establecer esta relacidn se requieren algunos lemas que se mencionan a continuacidn.

Lema 3.4. (/2)) Sea C un [n, k|]-cddigo lineal, y sea C™ el subespacio lineal de todas las matrices
de tamafo m x n sobre F, cuyas filas son palabras-cddigo de C. Entonces existe un isomorfismo de

IFy-espacios vectoriales entre C @ Fym y C™.

Lema 3.5. Sea c un elemento del cddigo de extensién C @ Fgn y M la matriz de C™ correspondiente
bajo el isomorfismo dado en el Lema 3.4. Sea D C C el cddigo generado por las filas de M. Entonces
wt(c) = wt(D).

Demostracion.

Veamos que {j € [n]| ¢; =0} = {j € [n]| Vx € D: x; = 0}, es decir, que supp(c)¢ = supp(D)°.

Supongamos que i € {j € [n]| ¢; = 0}, es decir, que ¢; = 0. Entonces la j-ésima columna de la
matriz M consta sélo de ceros, ya que tal columna es la representacién en la base (1, a, at, ., 0(”’_1)
del elemento ¢; y dicha representacién es Unica. Entonces todas las filas de M, que son palabras-
codigo de C, tienen i-ésima cooordenada igual a 0, de manera que cualquier palabra-cédigo que sea
[F4-combinacién lineal de dichas palabras-cédigo tendrd también i-ésima componente igual a 0, esto
es, todo elemento x de D satisface que x; = 0. Por lo tanto, i € {j € [n] | Vx € D : x; = 0}.
Ahora tomemos i € {j € [n] | Vx € D : x; = 0}. Entonces toda palabra-cédigo en D tiene i-ésima
coordenada igual a 0. Supongamos que existe una fila de M tal que su i-ésima componente es distinta
de 0, digamos (ck1, ck2, - - -, Ckn), con ¢k # 0. Sea A € Fg \ {0}. Como D es el subespacio generado
por las filas de M, A(ck1, cka, ..., Ckn) €S una palabra-cddigo de D, con i-ésima coordenada distinta
de 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto todas las filas de M tienen i-ésima componente igual
a 0 y por consiguiente ¢; = 0.

Concluimos pues que {j € [n] | ¢; # 0} = {j € [n] | 3x € D : x; # 0}, de donde wt(c) =
wt(D). O

Teorema 3.12. Sea C un cddigo lineal. Se cumple que:

Anlg™) = ) [m. gAY,
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Demostracion.

Fijemos un peso w y una dimensién r. En la Observacidon 3.11 notamos que A, (g™) es iqgual al
nimero de palabras-cédigo de peso w en C ® Fyn. Ahora, por el Lema 35 cada matriz M € C"
genera un subcédigo de C con el mismo peso que su palabra-cédigo de C ® Fyn correspondiente bajo
el isomorfismo del Lema 3.4. A} denota el nimero de subcddigos de C de dimensién r y de peso w.
Sea D uno de tales subcddigos. Por ser de dimensidn r, D es generado por una matriz B de tamafio
r x n cuyas filas son palabras de C. Si multiplicamos B a la izquierda por una matriz A de tamafio
m x r y de rango r obtenemos una matriz AB de C” que genera el mismo subcddigo que By todos
los elementos de C™ se obtienen de esta forma. El numero de matrices de tamafio m x r y de rango

res[m, r]q, entonces considerando todas las dimensiones de subcddigos tenemos que

k
Aulg") = ) _[m, 1oAY
r=0
La igualdad enunciada se consigue notando que para r > k, Al = 0. O

Para continuar con las equivalencias se hard uso del siguiente resultado.

Teorema 3.13 (Interpolacion de Lagrange). Sean xq, x2, .. ., Xk+1 numeros distintos y sea f(x) una

funcion definida en un dominio al cual pertenecen tales nimeros. Entonces el polinomio

es el dnico polinomio de grado a lo mds k que satisface que para cada j € {1,2,..., k + 1},

L(xj) = f(x)), donde los polinomios {L;}, j € {1,2,..., k +1} se llaman Polinomios de Lagrange para

los puntos de interpolacion x1,x2, . . ., Xk+1 Y se definen como
k+1 Y — x;
L =[] =
i1 N T
i#]

Una demostracién del Teorema 3.13 para el campo Z, puede consultarse en [5].

A continuacién se menciona otra relacién que es incluso mds explicita a la dada en el Teorema
3.12, pues no sélo enlaza las distribuciones de pesos, sino que proporciona una manera de encontrar
el enumerador de pesos extendido de un cédigo conociendo los enumeradores de pesos generalizados

de dicho cddigo.
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Teorema 3.14. Sea C un cddigo lineal. Es cierto que:

k r—1
WelX, v, T) =) (|_|(T - qf)) WX, ).

r=0 ;=0

Demostracion.

Supongamos que tenemos k + 1 valores de m para los cuales conocemos su correspondiente valor
de Aw(g™). St0 < w < n, Ay(T) por definicion es igual a Y ;. (—1)""W*H( * )By(T), es decir,
Aw(T) es una suma de los polinomios B¢(T), los cuales son a su vez sumas de polinomios en los
cuales tenemos exponentes que son dimensiones de algunos subcddigos de C y por ende no pueden
exceder a k. Entonces siempre tenemos que A, (7) es un polinomio de grado a lo mas k. Se cumplen
las hipdtesis del Teorema de Lagrange, con f(T) = A, (7). Dicho teorema afirma que existe un Unico
polinomio de grado a lo mds k que satisface que el valor del polinomio en cada uno de los k + 1
puntos conocidos es igual al valor de la funcién original en dicho punto. Pero justamente el polinomio

Aw(T) tiene esas caracteristicas. Entonces A, (T) es el Polinomio de Lagrange.

Por otro lado, por el Teorema 3.12 tenemos que

m pr—1

57) Aula™ = 3|l = o

r=0"%i=0
entonces el polinomio de grado k
m [r=1 k r—1
> [|_|<T - w] A=) [|_|<T - w] Al
r=0 Li=0 r=0 Li=0

también satisface que al evaluarlos en cada uno los k + 1 valores de g obtenemos la igualdad dada
en (3.7). Entonces por la unicidad que se afirma en el Teorema de Interpolacién de Lagrange tenemos

que

k r—1
AulT) =) [l‘l(T - q[)] AL,

r=0 Li=0

Finalmente por el Teorema 3.8 tenemos lo siguiente:

n n kK [r—1
WelX, Y, T) =) AuX"v =5 |y [|—|(T — qf)] Al | xn=wyw
w=0 w=0 \ r=0 Li=0
(38) Kk Tr—1 n k [r=1
- [|_|<T - qf>] 2 ADXITIY =) [|_|<T - qi>] WX, y)
=0 Li=0 w=0 r=0 Li=0

En la ecuacidn (3.8) se establece la igualdad mencionada en el teorema. O
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Reciprocamente, puede conocerse cada uno de los enumeradores de pesos generalizados si se
conoce el enumerador de pesos extendido de un cddigo. Primero se menciona una igualdad que serd

Util en la demostracion de tal resultado.

Lema 3.6. ([3)) . |

j= i T,

| |x—q') = H (=1 ~q(2 ).
i i=0 q

Teorema 3.15. Sea C un cédigo lineal. La siguiente igualdad es vdlida:

WX, Y) = Z H (=)W (X, v, q).

(r)q i—o L],

Demostracion.

Por el Lema 3.6, los Teoremas 3.6 y 3.11 y la Observacién 3.5 se verifican las siguientes igualdades:

=i8§f’(X—Y)’Y”f=Z(ZB )X LS
t=0

|J]=t
—ZZ X Y Y” t ZZ(M)(X_Y)tynt
t=0 |J|=t t=0 |J|=t /;o(q q/)
- 1= g ox = e
— /17 i Z (i 2j)ql(/)<j) (X o Y)tynft
() t=0 |J|=t \ j=0
i[ Z MX = yytynt
7 j=0 t=0 |J|=t
1>Z g IWe(x, v, ¢/)
j=0
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Capitulo 4

El enumerador de pesos y el polinomio de
Tutte

Como se ha mencionado anteriormente, la Identidad de MacWilliams es un importante resultado
en teorla de cddigos lineales. Si se conoce el enumerador de pesos de un cédigo, esta identidad
permite conocer el enumerador de pesos de su cédigo dual de manera sencilla. Este resultado es de
gran ayuda, pues no es facil hallar el enumerador de pesos de algunos cédigos.

El objetivo de este capitulo es emplear los conceptos y algunos resultados del Capitulo 2 de
matroides y la teorla acerca de los polinomios enumeradores de pesos estudiada en el Capitulo 3
para proporcionar la demostracion de la Identidad de MacWilliams para los enumeradores de pesos

extendido de un cédigo y su dual. EL contenido se basa principalmente en [2].

Definicion 4.1. Sea M = (E,Z) un matroide. La funcidn generadora de rango de Whitney para M se

define como

Ru(X,Y) = ZXF(EJ*fU)y\JIfrUJ_
JCE

El Polinomio de Tutte, también llamado Polinomio de Tutte-Whitney, para M es

t(X,Y) = Z(X — 1) E=r iy — )=,
JCE

Observacién 4.1. Nétese que la funcién generadora de rango de Whitney y el Polinomio de Tutte se

encuentran ligados mediante la siguiente relacion:
t(X,Y) = RuX =1,Y =1).

Como se vio en el Capitulo 2 a partir de alguna matriz generadora de un [n, k]-cédigo lineal C
sobre IF; se obtiene un matroide vector denotado por Mc. Por ello tiene sentido enunciar el siguiente

teorema.

51
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Teorema 4.1. Sea C un [n, k|-cddigo lineal. EL Polinomio de Tutte asociado con el matroide Mc del
cddigo C es
e (X, Y) = ZZ — 1)lU)=tk=0),
t=0 |/|=t
Demostracion.

Por definicién, r(E) es la cardinalidad de un subconjunto independiente maximal de E, siendo £
el conjunto [n]; Z es la familia de subconjuntos / de [n] tales que las columnas etiquetadas por / de una
matriz generadora G del cddigo lineal C son linealmente independientes. Como C es de dimensidn k,
entonces G tiene rango k, esto es, el nimero maximo de columnas linealmente independientes de G

es k. Por lo tanto, r(E) = k. Ademas por el Lema 3.1 tenemos que ((J) = k — r(J), y por tanto:

te (X, Y) = Z(X _ 1)r(5),r( )( U\ Z Z B 1)%,(])

JCE t=0 |J|=t
:ZZ(X_/I)[(/)( t k+L(J ZZ fl) —(k—t)
t=0 |J|=t t=0 |J|=t

O]

Al observar los polinomios definidos para un cddigo en el Capitulo 3 y el Polinomio de Tutte
del matroide asociado a un cédigo que se establecié en el Teorema 4.1 surge la duda de si estos
polinomios estan relacionados de alguna forma pues parecieran tener algunas similitudes. El siguiente

teorema da la respuesta.

Teorema 4.2. Sea C un|[n, k]-cédigo lineal. Existe la siguiente relacién entre el enumerador de pesos

extendido del cédigo C y el Polinomio de Tutte del matroide asociado a C:

X+(T—1)Y X

WeX, Y, T)=(X—=Y) Y”_ktM(( v 'y

Demostracion.

Por el Teorema 4.1 tenemos lo siguiente:

(X = Y)Y Kt (

n 1(J) [(J)—(k—t)
e () (2

X+(T-1Y X
X—y 'Y

t=0 |J|=t 4

i TY X — v\ ==t
_ . kv n—k o A
e s () ()

_ (X o Y)k Yn—k Z Z T[(]) Yk—t(X - Y)—(k—t)

t=0 |J|=t
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TOX = Y)Yt = We(X, Y, T)
t=0 |J|=t

La dltima igualdad es cierta por el Teorema 3.11. O

El Teorema 4.2 enuncia la manera en la cual puede expresarse el enumerador de pesos extendido de
un cédigo C en términos del Polinomio de Tutte del matroide M¢. En el siguiente teorema se encuentra
la relacién inversa, es decir, cémo puede hallarse el Polinomio de Tutte del matroide asociado a un

codigo cuando se conoce el enumerador de pesos extendido de dicho cddigo.

Teorema 4.3. Sea C un|n, k|-cédigo. El Polinomio de Tutte de Mc y el enumerador de pesos extendido

de C satisfacen la siguiente relacion:
e (X, Y) = Y (Y = 1)K W, Yy (X = 1)(Y = 1)),

Demostracion.

Por el Teorema 3.11 se cumple que:
YOy — 1) We(, YT (X =1y = 1))

Y-y =yl

t=0 |J|=t
y —1\'
_ —1 —k w (- ' —(n—t)
3> b= ()
t=0 |J|=t
= ZZ — Ny —q)ty—ty—b=tyniy — )=k
t=0 |J|=t
—ZZ =) =ty (X, Y)
t=0 |J|=t
La dltima igualdad se verifica por el Teorema 4.1. O

A continuacion se establecen las relaciones existentes entre los enumeradores de pesos generali-

zados del cddigo y el polinomio de Tutte del matroide asociado al cddigo.

Teorema 4.4.
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Demostracion.

Por el Teorema 3.15, tenemos que

wo(X, Y) = ii =g wex v, g)
(r)q =0 L/,

y por el Teorema 4.2, W (X, Y, q/) = (X — V)K"=t (W é) Combinando estos resultados

se obtiene la igualdad deseada. O

Teorema 4.5.

k=1
e (X, V) = V(Y 1) kZ(|_| X1y =)= ¢/) Jwa, v )
r=0 j=0

Demostracion.

Por el Teorema 4.3, tenemos que
e (X, Y) =YY =) We (1, Yy (X =) (Y = 1))

y por el Teorema 3.14,

ko r—1
We(1, Y= (X = 1)(Y Z( ((X—1)(Y—1)—qf))wg(1,W).
r=0 ;=0
Con estos resultados queda probado el teorema. O

El siguiente teorema enuncia la relacidn existente entre el polinomio de Tutte de un matroide y
el polinomio de Tutte de su matroide dual, especificamente, que dado el polinomio del matroide dual,
para hallar el polinomio del matroide basta con intercambiar las variables en la evaluacién de dicho

polinomio.

Teorema 4.6. Sea M un matroide. Se cumple que:
ta(X, Y) =ty (Y, X).

Demostracion.

M es un matroide sobre el conjunto E. Por definicion, M+ también es un matroide sobre £. Por el
Teorema 2.17, se cumple que r*(J) = |J|—r(E)+r(E\J), en particular para el conjunto £ tenemos que
rH(E) = |E|—r(E)+r(ENE) = |E|—r(E), asl que r*(E)—r*(J)) = |E\—r(E)—(|J\ —r(E)+ r(E\J)) =
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|E| — /| — r(ENJ)=|ENJ| —r(E\J). Luego, por definicion tenemos que

rH(E)—rt —rt —r r(E)—r
tve (Y, X) = Z(yf” (E)=r"U(x — M=) = Z(yf”\E\JI (EM) (X — 1)r(E)=r(EN)
JCE JCE
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_ Z(X _ /l)r(E}fr(E\])(Y _ 1)‘E\]|*r(E\f) _ Z(X o fl)r(E)fr(K)(Y o /I)‘K‘fr(K) _ tM(X, Y)

JCE KCE

4.1. La ldentidad de MacWilliams

O]

La Identidad de MacWilliams afirma que el enumerador de pesos extendido de un cédigo y el

de su dual pueden conocerse uno a partir de otro mediante una sencilla formula. A continuacién se

presenta su demostracion empleando resultados previos.

Teorema 4.7 (MacWilliams). Sea C un cddigo. La siguiente igualdad es vdlida:
WerX, Y, T) = T "W (X +(T=1)Y,X=VY,T|.

Demostracion.

Empleando el resultado del Teorema 2.16 se tiene que:

TKWe (X +(T=1Y, X=VY,T)
X+ (T=1)Y+(T=1X=Y) X+(T—1)Y)

_ 17—k k . n—k

= T75(TY)"(X=Y)""tm, ( v ) XV
3 X X+ (T =1)Y B X+ (T—1)Y X

vk . n—k [T LY A k . n—k AR A

— YEX = V) tMC(Y, - ) YE(X = V) tMCL( vy

X+(T=1Y X

_ _ \y\h—kyk
=(X-=Y) YtMCJ_( X_v 'Yy

) = Wei (X, Y, T)

La ultima igualdad es valida por el Teorema 4.2 y dado que la dimensidn del cédigo dual es n—k. [

Pudiera parecer en este momento que la demostracion del Teorema 4.7 es bastante simple pues

solo requirié de unas pocas igualdades para establecerse. Con lo que se estudid para poder realizar

la prueba en efecto lo es. Sin embargo, ésta no es la manera tradicional en la que se demuestra dicho

resultado. Esto se aborda en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

La Identidad de MacWilliams

La Identidad de MacWilliams ya se ha enunciado en los Capitulos 3 y 4, y en este ultimo se
proporciond una prueba de dicha identidad empleando el enumerador de pesos extendido de un
codigo y teorla de matroides. EL objetivo de este capltulo es enunciar y demostrar esta identidad de la
forma tradicional empleando conceptos de caracteres y dlgebra de grupo, a fin de que el lector pueda
comparar la teorla que estd detrds de ambas demostraciones. El contenido de esta seccidn se extrajo

de [6], por lo que el lector puede consultar dicha fuente si desea profundizar en el tema.

5.1. Caracteres

Definicion 5.1. Sea (G, +) un grupo y sea Cq el grupo multiplicativo de los niimeros complejos con

mddulo igual a 1. Un homomorfismo y: G — C4 se llama caracter de G.

El caracter principal de G es el caracter ¢ definido por ¢(g) = 1 para todo g € G.

Teorema 5.1. Sean G un grupo y x un caracter de G. Entonces

|G| si x es principal

> xlg) =

9eG 0 en otro caso

Demostracion.

St x es el caracter principal, entonces para todo g € G, x(g) = 1, luego

> xlg)=> 1=IG|

gel gel
St x no es el caracter principal, entonces existe h € G tal que y(h) # 1 y ast x(h) —1 #+ 0. Dado

57
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que x es un homomorfismo, tenemos que

(5.1) x(h)Y xlg) =) xthix(g)=> x(h+g).

gel gel gel

Como G es un grupo, h + g € G. g recorre todo G, entonces h + g toma como valor cada uno de

los elementos de G. Asi, decX(h +g) = deg)((g), y por (5.1) resulta que y(h) dec)((g) =

>_gecx(g), de donde x(h) ) e x(9) =2 _geqx(g) = 0, luego [x(h) = 1]}, x(g) = 0,y como el
primer factor es distinto de 0 concluimos que decx(g) =0. O

Sean x: Fq — C; un caracter no principal en (Fq, +), v € Fg y C un cddigo lineal. Se define la
siguiente funcion en C:
Xu: C—C4

¢ — x({c,u))
En lo sucesivo x(c, u) denotard a x((c, u)).

Teorema 5.2. y, es un caracter en C.

Demostracion.

Sean ¢, d € C. Como x es caracter se cumple que

xule +d) = x(c + d,u) = x({c,u) +(d, u)) = x(c,u)x{d, u) = xulc)xu(d).
As{, x, es homomorfismo de grupos. O
También se cumple que x.(d) = x{(d, c) = x{c, d) = xq(c).
Teorema 5.3. £l caracter x,: C — Cy es principal si y sélo si u € C*.

Demostracion.
Para la necesidad supongamos que y,, es principal, entonces para todo ¢ € C, 1 = y,(c) = x{(c, u).

Supongamos que u & C*. Definimos la siguiente funcién:

I C—TF,

c—a={cu)

T es una transformacidn lineal por las propiedades del producto escalar.

Puesto que dimF, =1 y que Im T es un subespacio vectorial de I, tenemos que dim(Im 7) =0
odim(ImT7) = 1. St dim(ImT) = 0, por el teorema del rango se cumple que dim C = dimker 7, y
dado que ker T es subespacio de C tenemos que C = ker T, es decir, para todo ¢ € C, (c,u) =0,
de donde u € C*, lo cual es una contradiccién. Ahora, st dim(Im T) = 1 entonces Im T = Fy. Luego

T es sobreyectiva. Entonces si a € Fy, existe ¢ € C para el cual a = (c, u), asl x(a) = x(c,u) =1,
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es decir que para todo a € Fy, x (a) = 1, luego x es principal, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, u € L+

Para la suficiencia supongamos que u &€ C+, entonces para todo ¢ € C, {(c,u) = 0, de donde

xulc) = x{(c,u) = x(0) = 1, ya que x es un homomorfismo. Concluimos que para todo ¢ € C,
Xxu(c) =1 lo cual implica que y, es principal. O

Corolario 5.1. Sea C un cddigo lineal. Entonces para u € Fy se tiene que ) ¢ xulc) = |Clo,ect,
1siveCt

donde 0,cc1 =
Osiueg Ct

Demostracion.

Por los Teoremas 5.1 y 5.3 tenemos que

|C| st xu es principal IC|] siuecCt
) xole) = ! - = [Cld,ect.

el 0 en otro caso 0 siug Ct

5.2. El algebra de grupo

Definicion 5.2. Sea V un espacio vectorial sobre el campo I, donde ademas de la operacién suma

de vectores existe una operacién binaria
S VxV -V

llamada multiplicacién de vectores que cumple las siguientes propiedades para todo u,v,w € V' y
para todo A € IF:

(M u-(v-w)=(u-v) w

2) JecVVueV e u=u=u-e
B u-(vew) =u-v+u-w

() (v+w) u=v-u+w-u.

(5) u-(AV) = (Au) v = Alu - v).

En este caso se dice que V' es un dlgebra sobre el campo F. Dicho de otra forma, un algebra V sobre
un campo F es un anillo con identidad que a la vez es un espacio vectorial sobre I en el que cual se

satisface ademds que:

Vu,ve VVAEF : ANu-v)=(Au)-v=u-(Av).
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Sea t una variable independiente y sea CFy el conjunto de todas las sumas formales

g=glt)=) at*

XEFg

donde para todo x & IFZ, ay € C. Se define la suma entre elementos de (CIFZ, la multiplicacién de

elementos de CFy por escalares de C y la multiplicacion entre elementos de CFy como:

Y adt' ) Bt =) (ay+ Bt

x€Fg x€Fg x€Fg
B at=) (B-at
x€Fg x€Fg
(X ar (X fr) = ¥ b = 3 (3 ab)r
x€Fg yeFy x,y€Fy zelFy z=xty

Teorema 5.4. CFy, con las operaciones definidas, es un dlgebra sobre el campo complejo C.

Demostracion.

Sean g1 = eru?g at*, gz = er]Fg But*, g3 = erng yxt5, A1, A2 € C. Las igualdades que se
presentan a continuacién son validas por la definicion de las operaciones en CFg y por las propiedades

que satisfacen los elementos del campo complejo C.

g1+ gy = Z ayt* + Z lgxtx = Z(O(X +Bx)tx = Z(lgx + aX)tX

XE]FZ XEIFZ XE]FZ XEIFZ
z X z X

= th + ot = g2 + g1
xE]Fg XE]FZ

(g1 +g2) + g3 = (Z ot + ) BXtX) +) nt =) (@ B+ Y pl

XEFZ XEIFQ, XEFZ xng XEFS
= Z[(ax+Bx)+yx]tX = Z[ax+(Bx+yx)]tX = Z at* + Z(Bx‘l‘ Vx)tx
XEIFQ xng XEFZ XEIE‘Q
=) at'+ (Z Bt + ) vxtx) =g1+(92+93)
x€Fy x€Fy x€Fg

Sea 0 = erIFg 0t € CFy. Entonces

g1 +0= ZaXtX+ZOtX= Z(ax—f—O)tX: Zaxtxz_m

n n n n
XEFq XEIFq XEFq XEFq
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Sea —g1 =) _,cp(—ay)t*. Entonces
q

g1+ (— ZaXtXJrZ —ay )t :Z(aer(—

XGF” XE]F” xeF?

Milgr+ ) = M| Y at + Y B =h Y e+ B =Y [Milac+ B]E

n
XE]Fq

=) Mo+ MBI =) (ha)t + ) (MBI

n n n
XEFq XE]Fq XEFq

xE]Fg XEFZ

=N\ Z a4+ M Z Bxl‘x :)k1g1 +)k1gz

n n
xqu xE]Fq

a))t' =) 0" =0

n
xqu

(M +A2)g1 =+ ) Y at’ =) [(h+ ]t =) (ha + la)t"

n n
XE]Fq xqu

=) (et + ) (et =k ) ot +h ) at' =g+ Ag
q

n n n
xqu xE]Fq XEIFq

Jilhag)) = hi|he 3 ant*| = 4| 3 (a)t| = Y [Mthoa]

XEIE‘Q XEIFg

= Z [()\1)\2)61)(] = ()‘1)\2) Z at’ = ()\1)&2)91

n n
XEFq XGFq

Tgi=1) at'=>) (1-a)t'=>) at' =g
q

XE]FQ XEFQ

61

Hasta este punto se ha demostrado que CFg es un espacio vectorial sobre C. La demostracion

de la asociatividad del producto se omite. 1T = )

multiplicacién, donde para todo x € Fy, 1, es la identidad en C.

Ahora sean g = erIFg ot h = Zyeyg BytY,j = demg yyl

glh+j) = (Zax )(Zﬁyty+2yyty)=(20(xtx

x€Fyg yely yelyg xeFy

z€Fy z=x+y zelFy z=xty

Y (Y aB Y am) =Y (X ws)r e Y[ aw)r

zeF])  z=x+y z=x+y 7€) z=x+y

Y A e C. Entonces
(Y +wv)
_ Z ( Z a(By + yg))tz = Z ( Z (axBy + O(x)’y))tz

zEFZ Z=X+Yy

— (Y at) (X Bt) + (X ar ) (X wtt) =g+

x€Fg yery x€Fg yeFy

«ern Ixt* es el elemento neutro con respecto a la
q
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La demostracién de que (h + j)g = hg + jg es completamente andloga. Ademds:

A(gh)_A[(Z ot ) (Y Byty)] —A[Z( S aXBy)tz] =Y (4D ab)E

x€Fg yekry zeFy z=x+y zely  7=x+y
=Y (Y MaB))r =Y (Y Gady)t = (bl ) (3 A)
zng 7=x+y zng 7z=x+y xeF” geF”
_ (x 5 O(th) ( S Byty) — (Ag)h
x€F) yeFy

y por otro lado tenemos que

= Z( Z A(axﬁg))tz - Z( Z aX(ABy))tZ — (Z Gxtx)(Z()tBy)ty)

zng Z=x+y zng Z=x+y xng gng

_ (Z aXtX) (A 5 ,eyty) — g(Ah)

x€Fg yeF;

Por lo tanto, CFg es un dlgebra sobre C. O

Definicion 5.3. CFy se llama el dlgebra de grupo de Fy sobre C.

Sea x, como se definid previamente y g € CFg. Se define la aplicacién x, en el elemento g de

la siguiente forma:

0olg) =% (Y et} = 3 vl = Y auxix.u),

n n n
xqu xqu xE]Fq

es decir, para cada elemento g en CFg, xu(g) = ZF axx(x, u).
xelFg

Teorema 5.5. Sean g, h € CFy. Entonces xu(gh) = Xu(g)Xu(h).

Demostracion.

Seang= ) at* h= ) Bytye (CIFZ, entonces
x€Fg yeFry

Rolgh) = xo | Y (@Bt ) = 3 (aBxlx+yuy = Y Y (@Bx((nu) + (g, )

x,y€Fy x,y€Fy x€F; yeFy
=Y Y (aBtxudy.u) = (D axtxu)) (D Buxly.u)) = %ulg)ulh)
x€Fy yely x€Fg yery
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5.3. La transformada de un elemento del algebra de grupo

Definicién 5.4. Sea g(t) = er]Fg at* € CFy. A la suma

g(t) = )_ xdg)t

x€Fg

se le denomina la transformada de g.
Teorema 5.6. Si g(t) = er]Fg a,t* entonces
(1) & =G "X-(9)
(2) 4(t) = a"g(t™)

Demostracion.

%0 =% (Y %lat!) = D Flobely) = Y (Y @t )ty

yery yeky yery zeFy
52) =) ) ax@aly) =) ) axlEx
yeky zeFy zelFg yelky
=2 @) W =)_ ) xE+N=) @) Xenly)
zeFy  yeFy zeFy  yeF; zelF)  yely

En la sequnda sumatoria de la ultima igualdad de (5.2) puede considerarse z+x como un elemento
fijo. Por el Corolario 5.1 aplicado a Fy, tenemos que deFg Xzix(y) = |FZ|5Z+X€(F8)L, pero (FZ)L —
{0}, ast que

(53) Z az Z XZ+X(y) = Z GZ|FZ|5X+Z:O = Z qu”5x+z:0 = C]n Z A 0,——x = q”O!—x

n n n n n
zelFg yery zelFg zelF; zelFg

De (5.2) y (5.3) concluimos que x—x(g) = q" ax, luego ay = x—(§)g~", con lo cual queda demostrado

el inciso (1) del teorema.

Por (1) se cumple que

g =) Xlo)=> qat*=q") at*=q"g(t")

n n n
xE]Fq XE]Fq xe]Fq

Por lo tanto, el inciso (2) del teorema también es valido. O
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5.4. Enumerador de peso en el algebra de grupo

Definicion 5.5. Sea g(t) = ZXEIFS axt*. Se define el enumerador de peso de g como la suma

n n
TR S D L 2
x€Fg k=0 k=wt(x) k=0

Se dice que los coeficientes Ax =} ;) ax forman la distribucidn de peso de g.

De la Definicidn 55 se tiene que el enumerador de peso de la transformada § de g es Wy(s) =

ZXGFZ)N(X(Q)SM(X) = 3 10 I:Zk:v\/t(x))?)((g)]sk = Y {_oAwsk, donde los coeficientes Ay =
> k—wi(y Xx(g) forman la distribucién de peso de §.

5.5. La ldentidad de MacWilliams

La Identidad de MacWilliams describe la relacién entre el enumerador de peso de g y el enume-

rador de peso de g.

Teorema 5.7 (La Identidad de MacWilliams). Sea g € CFg. Entonces

1 —
Wls) = (1 +la = s W 5755

Demostracion.

Se cumple que

Wols) = 3 Rlg)s™™ = 3 5 ety x)s™™ = 3 S g, )"

(54) xelFg xelFy yekg yeFy xeFy
=2 o) x(uy)s™
yelFy  xelg
Sean x = (X1, x2, ..., xn) Yy y=I(y1,y2, ..., Yn). Escribimos wit(x;)) = 0si x; =0y wt(x;) =1 si

x; # 0, entonces

Z X<X’ g>5wt(xj _ Z X(X191 +x0ys+ -+ Xnyn)swt(m)+Wt(xz)+~~+wt(xﬂ)

XE]FZ XEFS
= > xbagi)xbayz) - x(Xaya)s* s )

n
XE]Fq

= 2 Detaayn)s™ ™) (eboya)s™ ™) - (xtxaya)s™ )

X1,X2..., Xn EIFq

wi(xp)
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S Y e  begns ) ety ) - (xlang)s )

X1EF XzEF XHEF
= Y xbay)s" ™ Y xboy2)s™ Y ny,)s ]
x1€F, x€F, xnEF,
= ) xbeyn)s™™ ) x(xya)s™ ) oy p)s
xel, x€F, xeF,
n
= |_| Z X(Xg[)SWt(X)
i=1xeF,

St y; = 0 entonces

Z x(xyi)s swilx Z x(0 Z 1.g% Z SWi) Z W) | gwt0)

xel, x€lF, xel, xelF, x€F,\{0}
-y 5—|—1=5( S 1)+1=1+(q—1)5
x€Fg\{0} x€Fg\{0}

Dado que y es un caracter no principal en FF, por el Teorema 5.1 tenemos que ZZE]Fq x(z) =0, de

manera que st y; # 0

> xxg)s™™ = 3T xlxy)s™ )0  = Y s +1=s( Y xixg) +1

xelFg x€F,\{0} x€F,\{0} x€F,\{0}
= s(D xlxg) =x(0)) +1=5(Y_x@)=1) +1=50-1)+1=1-5
x€F, zelF,

(1— S)W’(y)ﬁ +(q — 1)5]”7Wt(y). Luego, por (5.4) se cumple que

Por lo tanto, Y x(x, y)s"™

XEFZ

Wi(s) = Z ay (1 — S)Wt(y)[1 +(q— 1)5]/7—Wr(g)

ye]Fg
=5 a1 =1+ (g —1)s]"[1 + (g — 1)s] "
ye]Fg
(5.5)
= [1 + (g — 1)5]” Z ay(’] _ S)Wf(y)[’] +(q— /I)S]fwt(g)
ye]Fg
" 1—s wi(y)
[ +a-1s)" > oy
yer (1 +(q_1)5))
Por la Definicion 55 tenemos que ) « (T;S)My) _ (1;5 oo o e
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n 1—s
Definicién 5.6. Sea C un cédigo. A la suma g, = g.(t) = }_t° € CFg se le llama la funcidn
ceC
generadora de C.
Puesto que
(5.6) Z[ S 1]5 —ZAks = Wels)

k=0 k=wt(c

el enumerador de peso de la funcidn generadora g es igual al enumerador de peso del cédigo C.
Teorema 5.8. Sea C un cddigo lineal. Entonces x,(g.) = |Clo,ect.

Demostracion.

Por el Corolario 5.1 se cumple que X,(g.) = xu (ZCEC tc) =) cecXulc) =|Cloyece. O
Teorema 5.9. Sea C un cddigo lineal. Entonces g, = [Clg,, .

Demostracion.
Por el Teorema 5.8, ¢, = erng Xx(go)th = erIFg [Cl(oxect)t* =[Cl ) _yecr t*=|Clg,,. D

Ejemplo 5.1. Consideremos el cddigo lineal binario L = {000, 111} que tiene como funcidn generadora
agc(t)= ZceC te =00 4 111,

Definimos el caracter y como y(a) = (—1)% para a € F;. Para ver que x no es principal tomemos
a =1, entonces x(a) = x(1) = (=1)' = =1 + 1.

Dado que para cualesquiera x,y € T3, (x,y) € Ty, tenemos que y,(x) = x{x,u) = (—=1)*),
luego Xx(gc) = Y e xx(€) = xx(000) + xx(111) = (—1){000x) 4 (=11 Dado que x varia en F3
y | F3 |= 8, se tiene lo siguiente:

Fi1(g.) = (=100 ()M — (90 4 (4P =1-1=0
Fi0(g,) = (—1)(000.110) 4 ()(T11110) _ (90 4 (42 =141 =2
F101(g,) = (—1)000101) L ()(T1100) _ (90 1 (42 =1 41=2
Fr00(g,) = (—1)(000.100) 4 (_)(T11100) _ (40 4 (L)1 =1 _q =
Fot0(g,) = (—1)(000010) 4 (_)(111010) _ (90 4 L4y =1 _1 =
For1(g.) = (—1)00001D) 4 (L )(T10T) _ (90 4 (42 =1 41=2
Fo01(g,) = (—1)(000001) 4 )(T11000) _ (90 4 (1 =1 1 =0
Fooo(g,) = (—1)(000.000) | 4)(T111.000) _ (40 4 (10 =1 41 =2

Por lo tanto, §. = Y_,cm Xu(gc)t™ = Xini(ge)t"™ + Zto(g )t + Xio1(g )t + Xioolg )t +
X010(9 )"+ X011(9 )" + X001(9 )% + Xo00(g )t = 26110 424101 4 24011 1. 24000 Por el Teorema
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59 se cumple que g, = |C|g_,, de donde 2(tM0 4 101 4 (011 4 £000) — 29, por tanto g _, =
10 4 107 1 011 4 4000 como 9., = Y ceco t¥, tenemos que C+ ={110,101,011, 000}.

Por el Teorema 5.8 se tiene que

W (s) = > %elgo)s"™ = 3 [Cloyeces™ ™ = €] Y Gyccrs™ ™
(5.7) x€F xEF o
=[C] Y s = |C[Wy,, (s) = |C|We(s)

xeCt

esto Ultimo por (5.6).

Asi, se obtiene una versién de la ldentidad de MacWilliams para cédigos lineales.

Corolario 5.2 (La Identidad de MacWilliams para cédigos lineales). Sean C un cddigo lineal, C* su
cddigo dual y We(s) = Y j_o As® y Wer = Y 1o At sk los enumeradores de peso de C y C*,
respectivamente. Entonces

1

Wei(s) = ﬁ[1 +(q— 1)5]”WC(

1—5s
1+ (g—"1)s/

Demostracién.
Por (5.7) tenemos que |C|Wci(s) = W, Entonces, por la Identidad de MacWilliams (Teorema
5.7) por (5.6) se cumple que:

1—5s

1— n
|CI|Wei(s) = [1+ (g —1)s]" W, > 5) = [1+(qg—1)s] Wc(m

e ( T+(qg—1)
de donde se obtiene el resultado. O
Ejemplo 5.2. Consideremos nuevamente el codigo lineal binario C = {000, 111} del Ejemplo 5.1. Dado
que C tiene una palabra de peso 0, O palabras de peso 1, 0 palabras de peso 2 y una palabra de peso

3, el enumerador de pesos de Ces ) |_, Agsk = Zizo Arsk = Ags? + Arst + Ars? + Azs® =1+ 57,

Puesto que |C| = 2 por la Identidad de MacWilliams para cédigos lineales (Corolario 5.2) tenemos

que
1 1—-s\3] 1 (1—s)
WCL(5)2(1+5)3[1+ (1+s) ]2[(1+5)3+(1+5)3(1+S)3]
] 3 3 2
_5[(1+s) +(1=sP] =1+3s

Esto indica que C* tiene una palabra de peso 0 y 3 palabras de peso 2. Asi, C*+ = {000, 110,101,011},

que es congruente con el resultado obtenido en el Ejemplo 5.1.
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Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los conceptos bdsicos de la teorla de matroides. Se puso atencidn
especial al establecimiento de las equivalencias entre algunas de las definiciones del concepto de
matroide y se presentaron algunos ejemplos. También se abordaron conceptos y resultados de la teoria
de cddigos y se proporcionaron dos demostraciones distintas de la Identidad de MacWilliams, que
es un resultado de mucha importancia dentro de esta drea. Una de tales demostraciones se realizd
empleando matroides y una de las ventajas de hacerlo por esta via es que la demostracién es mas
corta y elegante. Lo que tuvo que pagarse a cambio fue la extensidn de la teor{a acerca del polinomio
enumerador de pesos de un cddigo, pero vale la pena pues en la actualidad existen varias publicaciones
en las que se establecen conexiones entre matroides y teor(a de cddigos, asl como con otras areas de

la matematica, y este representaria un primer acercamiento.
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