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Introduccion

La logica intuicionista surge como una explicacion formal de las ideas de
Brouwer(1907,1908). Fue construida en la forma de célculo tipo Hilbert por
Kolmogorov (1925), Orlov(1928) y Glivenko (1929), quienes consideraron el
lenguaje proposicional, posteriormente para el caso predicativo, por Heyting
(1930).

El significado de los conectivos intuicionistas fue explicado por primera vez
en términos de la interpretacion de prueba dada por Brouwer, Kolmogorov
y Heyting. Esta no fue clara, sin embargo, la manera de construir una forma
razonable seméanticamente con esta interpretacion informal, o incluso cual-
quier semantica con respecto a que C'PI pueda ser completa (Godel acababa
de probar sus teoremas de completitud para calculo proposicional clésico). El
estudio de la semantica de C'PI fue iniciado por Gddel (1932), el cual mos-
tré que C'PI no es tabular, ademés da una interpretacion de los conectivos
intuicionistas a través de las correspondientes clasicas por encajar C'PI en el
sistema modal de Lewis S4 (basada en logica clésica) y tratando su operador
necesidad como " es probable".

El encaje de CPC en C'PI fue construido por Glivenko (1929), Godel(1933b),
Gentzen (1934-35) y Lukasiewics (1952).

La seméntica relacional fue introducida en (1965) por Kripke. De hecho,
se remonta a Jonnson y Tarski (1951) quienes representaron a las algebras de
la l6gica modal S4 y por consiguiente implicitamente para C'PI, en la forma
de frames, y para Dummett y Lemmon (1959) que lo hizo expresamente para
algebras finitas.

En el Capitulo 1 presentamos la definicion de Logica Formal. Se muestra
como primer ejemplo al Calculo Proposicional Clasico , exponiendo algunos
resultados y ejemplos, los cuales seran necesarios para nuestro estudio pos-
terior. A continuacion, se introducen las definiciones de algebras Booleanas
y algebra de Lindenbaum-Tarsky, para concluir este capitulo con la caracte-
rizacion algebraica del Calculo Proposicional Clasico.

El Capitulo 2 se enfoca al estudio de la Logica Intuicionista y Superintui-
cionista. Abordamos un resultado importante conocido como el Teorema de
Glivenko, el cual afirma que una proposicion es demostrable de forma clasica,
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si su doble negacion es demostrable en la légica intuicionista. Proporciona-
mos la definiciéon de Logicas Superintuicionistas y listamos algunas de ellas.
En el aspecto seméntico, similar a lo presentado para la Logica Clasica, se
desarrolla una caracterizacion algebraica para C'PI. Para ello se introduce la
definicion de lattice, y posteriormente se presenta la definiciéon de élgebras de
Heyting. Ademés, se exponen algunas propiedades relevantes de las mismas.
Usando la construcciéon del algebra de Lindenbaum-Tarski obtenemos la com-
pletitud algebraica de C'PI. Finalmente, extendemos la semantica algebraica
de C'PI de todas las logicas intermedias.

El Capitulo 3 estudiamos a las Logicas Modales para ello, listamos al-
gunos axiomas conocidos y a partir de estos axiomas enunciamos algunos
sistemas 16gicos, como lo es S4. Se establecen las Seméanticas de Kripke para
la Logica Modal y se exponen algunas propiedades importantes. Se concluye
el Capitulo 3 con una seccién en la que se establece la traslacion de Godel T'
y se demuestra que es un encaje de C'PI en S4.

Miguel Pérez Gaspar

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Puebla, Puebla, México

Agosto de 2012
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Capitulo 1

Logica Clasica

1.1. Sintaxis

Definicion 1.1. Un lenguaje formal de primer orden L es una coleccion de
signos diwvididos en las categorias siguientes:

(a) Un conjunto numerable {x; : i € w} de variables. Llamaremos a la
variable x; la variable del indice i en L.

(b) Conectivos ldgicos: negacion (=) e implicacion (—).
(c) Stmbolos auxiliares: paréntesis derecho, paréntesis izquierdo y coma.

Generalmente se agrega al lenguaje de primer orden un conjunto (posible-
mente vacio o posiblemente infinito) llamado tipo de simbolos no ldgicos de
alguna de las siguientes clase.

(d) Stmbolos de relacion: cada uno asociado con un entero positivo llamado
aridad.

(e) Stmbolos de funcion con su aridad.
(f) Constantes individuales.

Definicion 1.2. Sea L un lenguaje formal. Una cadena de signos en L es
una sucesion finita de signos de L, repetidos o no, con un cierto orden. El
numero de signos que componen a la cadena se llama longitud de la cadena.

Ejemplo 1.1.1.
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1. x1,¢c ¢ — 29

2. (1 — —x2) — 1)

Definicion 1.3. De forma recursiva se definen las formulas bien formadas
de tipo L de la siguiente manera:

(a) Las formulas atomicas son formulas de tipo L.
(b) Sip y 1 son dos formulas, entonces (—¢) y (¢ — ) son formulas.

Denotaremos al conjunto de formulas por PROP.

Ejemplo 1.1.2.
1. ((p = 1Y) — =) donde ¢ y ¥ son formulas
2. (r1 — = — x3) esto no es formula

Observaci6n 1.1.1.

1) Abreviaciones:

aAf==(a—p)
aVp=-a—p
aef=(a—=PB)A(B—a)

2) Algunos autores definen a PROP como el conjunto mads pequenio X que
cumple las siguientes propiedades:

a) El conjunto de formulas atomicas estd contenido en X .
b) St @, € X, entonces o AN, oV, — p € X.
c) Sip e X, entonces ~p € X.

Estudiar el conjunto PROP nos permite establecer un procedimiento
inductivo para estudiar propiedades de féormulas: Estudiar primero lo que
ocurre con las féormulas atéomicas y posteriormente ver que ocurre con las
formulas mas generales. Si A es una propiedad denotamos por A(z) el hecho
de que el elemento x satisface la propiedad A.
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Teorema 1.4. Sea A una propiedad. Si ocurre que:
1. A(a) se cumple para toda formula atémica .

2. Si oy B son formulas tales que A(a) y A(B), entonces Al — [3),
Ala A B), AlaV B).

3. Sia€ PROP es tal que A(a), entonces A(—a).

Demostracion. Sea X = {a € PROP : A(a)}. Por 1. Sabemos que el con-
junto de subférmulas atémicas pertenece a X.
Supongamos que «, § € X, i.e., A(a) y A(B). Entonces, por 2. A(a — (),

Ala A B) y AlaV B).
Si @ € X entonces, por 3. A(—a).
Por minimalidad, PROP C X C PROP. Por lo tanto X = PROP. O

1.2. Formulas bien formadas

Si A es una propiedada que cumple:
1. A(p;) para todo simbolo proposicional p; y

2. Sean ¢,9 € PROP, si A(p) v A(¢) entonces A((¢ — 1)) v A((—y)).
Entonces, toda formula bien formada satisface la propiedad A.

Teorema 1.5. Toda formula tiene un nimero par de paréntesis.
Demostracion. Sea ¢ una féormula.

1. Caso I. ¢ es atomo, es decir, p = p; para algin ¢ € N. Entonces ¢
tiene 0 paréntesis i.e. 0 = 2 - 0 una cantidad par.

2. Caso II. Supongamos que ¢ = (1) — ~y) donde 7 tiene una cantidad
par de paréntesis, digamos 2n y «v tiene una cantidad par de paréntesis,
digamos 2m por lo tanto ¢ tiene 2m+2n+2 = 2(m+n+ 1) paréntesis,
es decir, un nimero par.

3. Caso III. Supongamos que ¢ = (1)) y 1 tiene 2n paréntesis entonces
@ = (=) tiene 2n + 2 = 2(n + 1) paréntesis.

]
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Definicion 1.6. Una sucesion 1, pa, ..., o, es llamada sucesion de forma-
cion de una formula ¢ si @, = @ y para cada 1 <i<n:

a) @; es atomica o;
b) ©i = (p; — ¢i), para ciertos j, k <i o;

c) ©i = (mp;) para algin j < i.

Observacion 1.7. Toda formula admite una sucesion de formacion. Mas
aun se verifica el siguiente Teorema.

Teorema 1.8. PROP es el conjunto de todas las expresiones que tienen una
sucesion de formacion.

Demostracion. Sea X = {¢ | ¢ admite una sucesion de formacion }. Por el
resultado anterior, PROP C X. Basta probar que X C PROP. La prueba
se hace por inducciéon sobre la longitud de la sucesion de formacion.

1. Sea ¢ € X que admite una sucesiéon de formaciéon de longitud 1. En
este caso ¢ es un atomo y asi ¢ € PROP

2. Supongamos que para todo k < n, si ¢ admite una sucesion de forma-
cion de longitud k, entonces ¢ € PROP y sea ¢ tal que admite una
sucesion de formacion de longitud n, digamos 11, ¥s, ..., Yp_1, %, = 1.
Por definiciéon, ocurren los siguientes casos:

a) ¢ es formula atémica. En este caso v € PROP

b) Existen 4,7 < n tales que ¢ = (¢; — 1);). En este caso ¢, ...,y
Y1, ... ,1; son sucesiones de formacion de 1);,1; respectivamente.
Por hipoétesis inductiva, ¢;,1; € PROP, de lo cual se sigue que
(¢ = ¥ — ;) € PROP.

]

Definicion 1.9. El rango de una proposicion ¢, denotado por r(p), estd
definido como sigue:

1. r(p) =0, si ¢ es dtomo
2. r((p = ) = mdx{r(p),r(¢Y)} + 1
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8. 1((mp)) =r(p) +1

Teorema 1.10. (Induccion sobre el Principio del rango) Si para toda formula
o [ A(W) se cumple para toda 1 con r(v) < r(p) ] implica A(p), entonces se
cumple A(p) para toda p € PROP.

Proposicion 1.11. Si A es una propiedad que cumple:
1. A(y) para toda ¢ atomica

2. Sipara todan € N, A(Y) para toda formula 1 tiene menos de n conecti-
vos y @ tiene n conectivos, entonces A(p) ocurre para toda ¢ € PROP.

Definicion 1.12. Sean o y § formulas. Diremos que (8 es subformula de o
st cumple:

1. B=a9
2. a=(p—") ypf es subformula de p ¢ es subformula de
3. a=(—p) y [ es subformula de ¢

Ejemplo 1.2.1. Si o= ((p1 — p2) — (—p3)) — p2). Entonces:
= (p1 — po) es subformula de «, pero

Y = (—p3)) — p2) no lo es.

1.3. Calculo Proposicional Clasico

Nuestro interés sera ahora dar una definicién precisa de lo que entende-
remos por Teoria logica y deduccion logica.

Definicion 1.13. Una Teoria formal F' sobre un lenguaje L estd determi-
nada por un conjunto de formulas llamadas axiomas y una coleccion de rela-
ciones llamadas reglas de inferencia que determinan cudndo una formula es
consecuencia logica inmediata de otra u otras formulas.

Como primer ejemplo, introduciremos una teoria axiomatica para el calcu-
lo proposicional clasico, el cual denotaremos mediante C'PC'. Denotaremos
por L ala Teorfa axiomatica del Célculo Proposicional Clasico, de la siguien-
te manera: Sean «, 3 y 7 son féormulas, entonces los siguientes son axiomas

en L:
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(A1) 8 — (o —p)
(A2) (@ = (B —=7)) = (@ =) = (@ —1))
(A3) (=7 = =0) = (=7 = B) =)

La tnica regla de inferencia de £ es Modus Ponens, el cual denotaremos
mediante (MP): 1) es consecuencia de (¢ — ¥) y de .

Observacién 1.3.1.

Cada uno de los axiomas anteriores es en realidad lo que se demomina una
instancia de axioma; es decir, una expresion metamatemdtica que determina
infinitos axiomas, los cuales resultan de sustituir las "variables" ¢, 1,y por
formulas particulares en L.

Los axiomas y las reglas de inferencia de una teoria formal son, en principio
arbitrarias. St elegimos otros axiomas u otras reglas de inferencia, posible-
mente obtengamos, una teoria axiomdtica diferente.

Definicion 1.14. Sea F' una teoria formal.

1. Una prueba en F' es una sucesion «q,...,ay, tal que para cada i < n,
a; es un azioma o consecuencia directa de las a; (formulas previas) a
partir de alguna regla de inferencia.

2. Un Teorema en F' es una formula « tal que existe una prueba oy, . . . | oy,
con o, = a.

3. Diremos que la teoria F' es decidible si dada cualquier formula, es po-
sible determinar, a partir de un proceso mecdnico, si la formula es
teorema o no. En otro caso, diremos que es indecidible.

Definicion 1.15. Sea I' un conjunto de formulas en una teoria F.
Diremos que una formula ¢ se deduce de I' en F si existe una sucesion
a1,y ..., de formulas tales que o, = ¢ y para cada © < n, donde o; es
axrioma o o; € I 0 a; es consecuencia por MP de formulas anteriores en la
SUCesLon.

Observacion 1.3.2. Los elementos de I' serdan llamados premisas o hipotesis
de la prueba. Usaremos la notacion I' Fg ¢ para abreviar la expresion "¢ es
consecuencia en F de T'".
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Cuando no exista riesgo de confusion escribiremos unicamente I' = . Final-
mente, si ' es un conjunto finito {31, Ba, . .. Bm}, escribiremos By, Ba, . .. B F
o en lugar de {By, o, ... B} F .

Observacion 1.3.3. Si' =0 y ¢ es una formula entonces I' = ¢ si y sélo
st es un teorema. En este caso, escribiremos b .

1.4. Semantica del CAlculo Proposicional Cla-
sico

1.4.1. Algebras Booleanas

Definicion 1.16. Sea A un conjunto no wvacio, entonces una funcion o :
A" — A serd llamada una operacion n-aria en A. El nimero n es llamado
la aridad de la aplicacion o, la cual se denotard como ar(o).

Observacion 1.4.1. Se acepta el caso en que n = 0. Por una operacion
0-aria en A entenderemos un elemento constante o € A.

Definicion 1.17. Un subconjunto A" C A es llamado cerrado bajo una ope-
racion n-aria o, si o(ay,...,a,) € A’, para todo ay, ..., a, € A.

Definiciéon 1.18. Un dlgebra abstracta (o simplemente un dlgebra) es una
pareja A = (A, {04 }sca) donde A es un conjunto no vacio y para cada ¢ € ®,
04 es una operacion en A. El conjunto A es llamado el universo de A y las
o4 son llamadas operaciones fundamentales de A.

Observacion 1.4.2.

1. El conjunto ® puede tener cardinalidad finita o infinita, incluso puede
ser el conjunto vacio.

2. Si @ es finito, por ejemplo {1,2,...,n}, entonces escribiremos A =
(A 01,...,0p).

Ejemplo 1.4.1. Un grupo G es un dlgebra (G,-,71 ,e) dotado de tres opera-
ciones una binaria otra unaria y una mas 0-aria satisfaciendo las siquientes
identidades:

(G1) x-(y-z)=(x-y) 2
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(G2) x-e=e-z==x
(G3) x-xt=at 2=c¢

Definicion 1.19. Un subconjunto A’ de un dlgebra abstracta A es llamada
un subdlgebra de A, si A’ es cerrado bajo las operaciones heredadas de A.

Observacion 1.4.3. Si {A;}icr es una clase de subdlgebras de A, entonces
A" = (;,e; Ai es un subdlgebra de A. Asi para todo conjunto Ay C A existe
la menor subdlgebra A’ de A que contiene Agy. Esta subdlgebra es llamada la

subdlgebra generada por Ag y Ag recibe el nombre de conjunto de generadores
de A’

Definicién 1.20. Sean A = (A,{0g}sca) y B = (B,{0}}gcar) dos dlgebras.

1. Se dice que A y B son similares si ® = &' y para cada € @, ar(o,) =
ar(0f,).

2. Si A y B son dlgebras similares, entonces una aplicacion h : A — B es
un homomorfismo de A en B si preserva todas las operaciones, i.e.,

h(og(ay, ... ,a,)) = og(h(al), ., h(ay))

donde m = ar(oy).

Proposicion 1.21. 1. Si A = (A, {0s}¢ca), B = (B,{0}}¢ea) y C =
(C, {0} sca) son dlgebras similares, y h : A — B, g : B — C son
homomorfismos, entonces goh : A — C' es un homomorfismo.

2. Si h es un homomorfismo de un dlgebra A = (A, {04}peca) en un dlgebra
B = (B,{0y}¢ca) entonces h(A) es una subdlgebra de B.

Definicion 1.22. Una lattice es un dlgebra (M,N,U), donde N y U son ope-
raciones binarias llamadas interseccion y union respectivamente, las cuales
satisfacen para cualesquiera a,b,c € M

1. aNa=aUa = a.
2.anb=bNa,aUb=>bUa.
3.an(bnNe)=(anb)Nc,aU(bUc)=(aUb)Uc

4. an(aUb)=aU(anb).
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Definicion 1.23. Una relacion binaria < en un conjunto X es un casi-orden
st satisface, para cualesquiera x,y,z € X :

1. z <z,

2. v <vy,y<zimplican x < z.
Six <y, y<ximplica que xr =y, diremos que < es un orden parcial.
Teorema 1.24.

1. 8i (M,N,U) es una lattice y se define "<"como a < b si y sdlo si
aUb=0>, entonces < es un orden parcial en M.

2. 51 < es un orden parcial en un conjunto M tal que para cada a,b € M
existen inf{a,b} y sup{a,b}, los cuales se denotan por a Nb y aUb
respectivamente, entonces (M,N,U) es una lattice.

Si M tiene un elemento minimo (mdximo) respecto al orden inducido, este
se denotara por 0 (respectivamente 1). En este caso se cumple que a U0 = a
(anl=a).

Definicion 1.25. Una lattice (M,N,U) es distributiva, si para cualesquiera
a,b,ce M :

1.an(bUc)=(anb)U(anc).
2.aU(bNec)=(aUb)N(aUec).

Definicion 1.26. Un dlgebra booleana es un dlgebra (A,N,U, —), donde N, U
son operaciones binarias y — es una operacion unaria, tal que (A,N,U) es
una lattice distributiva con elemento minimo y mdximo, que satisface, para
cualesquiera a,b € A :

aN—a=0; aU—a=1
Ejemplo 1.4.2.

1. 8t X es un conjunto y N, U son las operaciones usuales de conjuntos,
entonces (P(X),N,U), donde P(X) es el conjunto potencia de X, es
una lattice distributiva tal que 0 = 0, 1 = X. Si se define —A := X \
A, el complemento usual de conjunto, entonces (P(X),N,U, —) es un
dlgebra booleana, llamada el dlgebra booleana de conjuntos determinada
por X.
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2. Sea X ={0,1} y definase:

a) 0N0=0
b) 0U0 =0
c) —0=1
d)0on1=0
e)0Ul=1
f) —1=0

entonces (X,N,U, —) es un dlgebra booleana.

Observacion 1.4.4. Sean (X,N,U) un dlgebra booleana y a,b € X entonces
introducimos un nuevo simbolo "— " definido de la siguiente forma

a—b:=—aUb

Definicién 1.27. Un subconjunto no vacio I de un dlgebra booleana (A, N, U, —)
es un tdeal st cumple:

1. Sia,be I, entoncesaUb € I,

2. Sta<bybel, entonces a € I.

Definiciéon 1.28. Un ideal I en A = (A,N,U,—) serd llamado propio si es
un subcongunto propio de A. Si ademds, I no estd contenido propiamente en
algin ideal propio de A, diremos que es mazimal.

La prueba de los siguientes resultados se presenta en [16].

Proposicion 1.29. Si A es un dlgebra booleana e I es un ideal en A, en-
tonces A/I es un dlgebra booleana respecto a las operaciones determinadas
por las operaciones fundamentales de A. Mas ain, h : A — A/I dada por
h(a) = [a]; es un homomorfismo de dlgebras booleanas.

Teorema 1.30. Si A es un dlgebra booleana entonces para cada elemento
ag € A tal que ag # 1, existe un ideal maximal I tal que ag € I.

Teorema 1.31. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo ideal
I de un dlgebra booleana A:

1. I es un ideal mazximal,

2. El dlgebra cociente A/l es el dlgebra booleana de dos elementos.
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1.4.2. Algebra de Lindenbaum-Tarski del Calculo Pro-
posicional Clasico

Definicion 1.32. Un subconjunto D C PROP es un sistema deductivo si
cumple:

1. AC D, donde A es el conjunto de axiomas,
2. Six,x —y €D entonces y € D.

Lema 1.33. Sea {D,}icr la familia de todos los sistemas deductivos, entonces
T = (;e; Di es un sistema deductivo.

T seré llamado el conjunto de tesis del C'PC' . Es decir, el conjunto de
tesis es el menor sistema deductivo que contiene al conjunto de axiomas y es
cerrado bajo Modus Ponens.

Proposicién 1.34.
1. Sit €T entonces x —t € T para todo x € L.
2. x —x €T para todo x € L.
Observacion 1.35. Escribiremos © < y para indicar que x — y € T .
Definiciéon 1.36. Six,y € L, se define la relacion = (modT ) como
x=y(modT)siysolosiz<yey<uz.
Observacion 1.37. x = y(modT) siy sélo six=ye€T,y—xzeT.
Para una demostracion de los siguientes lemas véase [17], [13].
Lema 1.38. "= (mod7T) "es una relacion de equivalencia.
Lema 1.39. (Ley de Cambio) Si a < b — ¢ entonces b < a — c.

Lema 1.40. (Ley de Monotonia) Si b < ¢ entonces a — b < a — ¢, para
todo a € L.

Lema 1.41. (Ley de Antimonotonia) Si a < b entonces b — ¢ < a — ¢ para
todo c € L
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Teorema 1.42. La relacion "= (modT)" es compatible con —, A,V y —;
es decir , si a,b € L cumplen que a = b(modT) y ¢ € L entonces —a =
—b(modT ), acc=boc(modT) ycoa = cob(modT), donde o = {—, A, V}.

Dados x,y € L definimos las siguientes operaciones en £/ = :

T—Y =T =Y
TANY =xzAy
TVy =xVy
-z ==z

El teorema anterior garantiza la buena definicién; mas atun, se puede esta-
blecer un cuasi-orden “<” en £/ = como sigue:

r<ysiysdlosiz <7y

Definicion 1.43. FEl sistema (L] =,A,V,—, ) es llamado el dlgebra de
Lindenbaum-Tarski del Cdlculo Proposicional Cldsico.

Observacion 1.44. T es una clase de L/ = con la propiedad: siT € L] =
entonces T < 7T .

Teorema 1.45. El dlgebra de Lindenbaum-Tarski del Cdlculo Proposicional
Clasico es un dlgebra booleana.

Definiciéon 1.46. Sea (A,N,U, —) un dlgebra booleana entonces:

1. Una valuacion v en A es una aplicacion v : G — A, donde G es el
conjunto de letras proposicionales del CPC.

2. Dada una valuacion v en A, definase la aplicacion [|, : L — A como
sigue:

(a) [pl, = v(p), sipeg.

(0) eV, = lel, UL,

() [p Aol = [wl, N[,
)
)
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Observacion 1.47. Denotaremos a [¢], como v(y). Convenimos en llamar
también valuacion a la aplicacion inducida por v.

Observacion 1.48. Sean (A,N,U, —) un dlgebra booleana, v una valuacion
en A yT'U{¢} C L. Escribiremos:

(1) A,v =@ siv(p) = 1.

(171) A si A,w = ¢, para toda valuacion w.

(1ii) A,v =T si A,v =, para toda ¢ € T.

(w) AET si A,w =, para toda valuacion w.
(v)
)

(vi) T' = ¢ cuando B,w | T implica que B,w = ¢ para toda dlgebra
booleana B y toda valuacion w.

E ¢ si B,w | ¢, para toda dlgebra booleana B y toda valuacion w.

Observacion 1.49.

1. Si ocurre (1.48) (v), diremos que ¢ es una formula vdlida.

2. Si A |E ¢, donde A es el dlgebra booleana de dos elementos, diremos
que @ es una tautologia.

3. Consideremos (L] =,\,V,—, ), el dlgebra de Lindenbaum-Tarsky del
CPC. Entonces v’ : L — L/ =, dada por v°(¢)) = 1, recibird el nombre
de valuacion canonica.

Proposicién 1.50. Toda formula derivable en CPC' es vdlida.

Proposicion 1.51. Para toda formula o € L las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. « es deriwable en CPC,
2. « es vdlida,

3. « es tautologia.
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Capitulo 2

Logica Intuicionista y Logica
Intermedia

2.1. Sintaxis y Semantica

Sea L denota un lenguaje proposicional que consiste de:
1. variables proposicionales infinitas (letras) po, p1, - - -

2. conectivos proposicionales A, V, —

3. constante proposicional 1.

Denotamos por PROP al conjunto de todas las variables proposicionales.
Las férmulas en £ son definidas como usualmente lo hacemos. Denotamos por
FORM(L) (o simplemente FORM) al conjunto de formulas bien formadas
en el lenguaje £. Supongamos que p, q, T, ... son variables proposicionales y
a, 3,1, ... son formulas arbitrarias.

Para toda formula ¢ y v abreviamos:

o i=a — L
¢ a=(p—a)A(a—p)
Ti=-1

Definicion 2.1. El cdlculo proposicional intuicionista, el cual denotaremos
mediante CPI es el conjunto mds pequeno de formulas que contiene los si-
guientes axiomas:

15



16 Logica Intuicionista y Loégica Intermedia

(I1) o= (8 — a)

(L2) (= (B—=7) = (a=5) = (a—=7))
(I3) aNp — «

(L) anpB—p

(I5) (= B) = (@ —=7) = (a = (BA7)))
(Is) a = aVp

(Ir) B—avp

(Is) (@ —=7) = ((B—=7)— (aV3) =)
(Iy) (@ — —a) —

(L10) —a — (a — f)

Ademds CPI es cerrado bajo las reglas de inferencia:
Modus Ponens (MP): de ¢ y ¢ — 1) inferir 1,
Substitucion: (Subst) de ¢(p1, ..., pn) inferir ¢(ir, ..., U0y,).

2.2. Algunas propiedades
Lema 2.2. Si « y 8 son formulas entonces:

(i) abFepr

(1i) Fepr ——(—a — a)

(i1i) ——a, == (o — B) Fepr 70

(iv) =——abkeopr ~a

(v) Fopr =((~a — a) = a)

Para una demostracion véase [1].

Definicion 2.3. Dadas dos teorias H y K.
Diremos que H C K sith(H) C th(K), donde th(H) y th(K) denota a los
teoremas de H y K respectivamente.
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Es bien sabido que el C'PC contiene propiamente al C'PI. En efecto te-

nemos que « V —«, =—a — o € CPC, pero =—a — o ¢ CPI.
Dentro de un sistema de logica clasica, la doble negacién, esto es, la nega-
cion de la negacion de una proposicion «, es logicamente equivalente a .
Expresado simboélicamente, =——a — «. En légica intuicionista, una proposi-
cion implica su doble negacion, pero no al revés. Esto marca una importante
diferencias entre logica clésica e intuicionista. Algebraicamente, la negacion
clasica es llamada una involuciéon de periodo dos.

Sin embargo, en logica intuicionista, si tenemos la equivalencia entre
———-a y —«. Es més, en el caso proposicional, una oracion es demostrable de
forma clésica, si su doble negacion es demostrable de manera intuicionista.
Este resultado es conocido como el teorema de Glivenko.

Teorema 2.4. Si a es una formula y Fope « st y solo si Fopr ~a.

Demostracion. Supongamos que Fopr ——a y como CPI C C'PC entonces
Fepe ——ay por otro lado tenemos que Fope ——a < a, aplicando (M P)
obtenemos que Fope a.

Por otro, lado supongamos que Fcpe a. Entonces existe una prueba de a en
CPC'. Cada linea de la prueba es:

(a) una instancia de esquema de axioma (1) — (Ig) 6
(b) una instancia de esquema de axioma ——a — « 6

(¢) una consecuencia de alguna par de lineas anteriores a partir de la regla
de MP.

Probaremos que para cada linea v de dicha prueba se verifica que Fopyr ==,
aplicando inducciéon sobre la posicion de v en la prueba.

1. Si 7 es la primera linea de la prueba entonces debe ser algiin esquema
de axioma ([;) — (Ig). Si ocurriera el caso (a) entonces Fcpr v y por (i)
de el lema anterior se sigue que Fop; .

Si ocurriera el caso (b) entonces el Lema 2.2 (ii) garantiza que Foprt

2. Supongamos que 7y es una consecuencia de aplicar la regla M P a las
lineas anteriores § y # — ~. Por hipoétesis de induccion Fopyr =—0 v
Fepr 7—(8 — 7y) v asi de (iii) se sigue que Fopr =—. Asi en particular,
Fopr —a.
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]

Teorema 2.5.

1. CPC es el conjunto mds pequeno de formulas que contiene CPI, la
formula oV —a, y es cerrado bajo (MP) y (Subst).

2. CPC es el conjunto mds pequeno de formulas que contiene CPI, la
formula ——a — «, y es cerrado bajo (MP) y (Subst).

Definiciéon 2.6. Un conjunto de formulas L C FORM cerrado bajo (MP)
y (Subst) es llamado una logica intermedia si CPI C L C CPC.

Por lo tanto, las logicas intermedias se denotan asi a partir de la relacion
que guardan con CPI y CPC A continuacién se introduce una clase que
contiene todas las logicas intermedias.

Definiciéon 2.7.

1. Un conjunto de formulas L C FORM cerrado bajo (MP) y (Subst) es
llamado superintuicionista si CPI C L.

2. Una logica superintuicionista L se dice que es consistente si 1 ¢ L, y
es inconsistente s1 L€ L.

L es inconsistente si y s6lo si L = FORM. Usaremos la notacion L + ¢
para denotar ¢ € L. La siguiente proposicién nos dice que no sélo toda
logica intermedia es superintuicionista, pero que para logicas consistentes, el
reciproco también se obtiene.

Proposicion 2.8. Para cada logica consistente superintuicionista L conteni-
da proptamente en FORM tenemos que L C CPC'. Esto es, L es intermedia.

Por otra parte, toda logica superintuicionista es intermedia y viceversa.
Sean Ly y Lo légicas intermedias. Decimos que Lo es una extension de Ly si
L, C L. Para toda logica intermedia L y una féormula ¢, L + ¢ denotaremos
la logica intermedia més pequena que contiene L U {¢}. Entonces podemos
reformular el Teorema 2.5 como:

CPC =CPI+ (aV-a)=CPIl+ (—a — «)
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Listado de logicas superintuicionistas estandar.

For = CPl+a
CPC = C(CPl+aV -«
Sml = CPI+(f—a)— ((a—=pF) —a) —a)
KC = CPI+-aV -«
LC = CPI+(a—pB)V(8—a)
SL = CPI+((-—a— a) = ~aVa) — -aV-a
KP = COPI+(-a—p3Vy)—(-a—pF)V(ma—9)
WKP = CPlI+ (~a— 8V — (-na— —F)V (-a— )
NDy = CPI+(~a——=BV...V=3,)—

(ma— =B V...V (ma— —f), k> 2
BD, = CPI+Vbd,
BW, = CPI+\V_y(w— Vj;éi a;)

Recordemos la semantica de Kripke para logica intuicionista.
Sea R es una relacién binaria en un conjunto W. Para cada w,v € W escri-
bimos wRv si (w,v) € Ry escribimos —~(wRw), si (w,v) ¢ R.

Definiciéon 2.9.
1. Un frame de Kripke intuicionista es un par § = (W, R) donde:

(i) W es un conjunto no vacio.

(i) R es un orden parcial; es decir R es una relacion reflexiva, tran-
sitiva y anti-simétrica en W.

2. Un modelo de Kripke es un par MM = (§, V) tal que

(i1i) § es una frame de Kripke intuicionista

(iv) V es una funcion V. : PROP — P(W), que satisface la condicion:
w € V(p) y wRv implica v € V(p). A una funcion de este tipo se
le denomina valuacion intermedia.

Subconjuntos de W que satisfacen la condicion (iv) son llamados
upward closed.

Definicion 2.10. Sean 9 = (§F,V) un modelo de Kripke Intuicionista,
w e W y o € FORM. Lo siguiente provee una definicion inductiva de

M w = .
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1. M w = p siy solo siw € V(p),
2. MwE=dANY siysdlo siMw = ¢y Mw =,
3. MwE oV siy solo siMwE= ¢ oMw =,

4. Mw = ¢ — P siy solo si Vv con wRv, si M, w = ¢ entonces M, v |=
Y,

5 Mw kL.

SiIM, w = ¢, decimos que "¢ es verdadera en w" o "w satisface la formula
¢ en M". Escribimos w = ¢ en lugar de M, w |= ¢ si el modelo M es claro en
el contexto. Si ¢ no es verdadera en 91 entonces decimos que ¢ es refutado
en 9 o <M es un contramodelo para ¢ y escribimos I # ¢.

El conjunto de puntos donde ¢ no es verdadera se llamara downward closed.

Como —¢ abrevia ¢ — 1 podemos precisar las definiciones de verdad de
las formulas con la negaciéon de la siguiente manera:

6. M, w = —¢ siy solo si M, v F ¢, para todo v con wRv,

7. M, w = ——¢ siy solo si para todo v con wRwv existe u tal que vRu y

M, u = ¢.

Definicion 2.11. Sean ¢ € FORM, § un frame de Kripke, M un modelo
en § y K una clase de frames de Kripke decimos que:

1. ¢ es verdadera en M, y escribimos M = ¢, st M, w = ¢ para todo
weW.

2. Y es vdlida en M, y escribimos M |= ¢, si para toda valuacion V en §
tenemos que M = ¢, donde M = (F, V)

3. ¢ es vdlida en K, y escribimos K = ¢, si § = ¢, para todo § € K

Para toda logica intermedia, sea F'r(L) la clase de frames de Kripke que

validan todas las formulas en L. Decimos que Fr(L) es la clase definida por
L.

Definicién 2.12.



2.3 Subframes generados, submodelos generados, p-Morfismos,
uniones disjuntas 21

1. Para todo frame de Kripke §, Log(§) denota el conjunto de todas las
formulas que son vdlidas en §, es decir,

Log(§) ={¢:§ = ¢}
2. Para una clase K de frames de Kripke, sea

Log(k) = (" {Log(3) : § € k}.

3. Una logica intermedia L es llamada Kripke completa si existe una clase
K de frames de Kripke tal que L = Log(K). En tal caso se dice que L
es Kripke completa con respecto a K.

La prueba del teorema siguiente es estandar y utiliza el argumento de
la llamada modelo candnico. Para una demostracion véase [3],[|5], Teorema
1.16 v 5.12],[18].

Teorema 2.13.

1. CPI es completa con respecto a la clase de todos los frames parcial-
mente ordenados.

2. CPC es completo con respecto a los frames que consisten de un punto
reflexivo.

Definicion 2.14. Una ldgica L se dice que es finitamente aproximable (o
tiene la propiedad del modelo finito) si existe una clase C de frames finitos
tal que

L={p:¥5€CF} o}
Teorema 2.15. [6/ CPI es finitamente aproximable.

Recordamos algunas operaciones en frames de Kripke y modelos de Krip-
ke.

2.3. Subframes generados, submodelos genera-
dos, p-Morfismos, uniones disjuntas

Definicién 2.16.
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1. Sea§ = (W, R) un frame de Kripke. Un subconjunto U C W es llamado
un upset de §, si para cualquiera w,v € W tenemos que w € U y wRv
mmplica v € U.

2. Un frame §' = (U, R') es llamado subframe generado de §, si U C W,
U es un upset de § y R’ es la restriccion de R a U, es decir, R =
RN (U xU). Sea M = (§,V) es un modelo de Kripke.

3. Un modelo M' = (F', V') es llamado submodelo generado de M, si
§ es un subframe de F y V' es la restriccion de V a U, es decir,

Vip)=Vp)nU.
4. Sea § = (W, R) un frame de Kripke y sea w € W.

a) El subframe generado de § generado por w es el frame §, =
(R(w), R'), donde R(w) = {v € V : wRv} y R es la restriccion
de R a R(w).

Sea M = (F,V) un modelo de Kripke y w € W.

a) El submodelo de MM generado por wes el modelo My, := (Fuw, V'),
donde §,, es el subframe de § generado por w y V' es la restriccion

de V a R(w).
Definicion 2.17. Sean § = (W, R) y § = (W', R') frames de Kripke. Una

funcion f : W — W’ es llamado un p-morfismo entre § y §F si para todo
w, v EeEW yw e W'
1. wRv implica f(w)R'f(v),

!/

2. f(w)Rw' implica que existe w € W tal que wRu y f(u) = w'.

Algunos autores llaman a tales funciones morfismos acotados. Llamare-
mos a las condiciones (1) y (2) las condiciones "forth" y "back" respectiva-
mente.

Definicién 2.18.
1. Decimos que f es mondtona si satisface la condicion forth.

2. Si f es un p-morfismo sobreyectivo de § sobre ', entonces §' es llamada
una imagen p-morfismo de §.
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3. Sean M = (F, V) y M = (F', V') modelos de Kripke. Una funcion
f W — W’ es llamada un p-morfismo entre M y M’ si f es un
morfismo entre § y § vy para todow € Wy p € PROP:

M, w = p siy solo si M, f(w) E p.
4. Si f es sobreyectiva, entonces M es llamada una imagen p-morfismo
de M. Imdgenes p-morfismo son también llamadas reducciones.

Definicion 2.19. Sea {Fi}ic; una familia de frames de Kripke, donde §; =
(Wi, R;) para todo i € 1.
La Union disjunta de {Mi}icr es el modelo ),c; M := (H,c; i, V) tal que

w |4, S es la union disjunta de §'s.

= V(p) = Uie;vi(p)-

Ahora formulamos las propiedades de conservacion de verdad de estas
operaciones.

Teorema 2.20.

1. Si un modelo M = (F, V') es un submodelo generado de un modelo
M= (W, R, V), entonces para toda ¢ € FORM yv € W' tenemos

M, v = ¢ siy sdlo st M, v .

2. Si un modelo M = (F, V") es una imagen p-morfismo de un modelo
M = (W, R, V) via una funcion f, entonces para toda ¢ € FORM vy
v e W tenemos:

M, w = ¢ siy solo si M, v .

3. Sea {M}ier una familia de modelos de Kripke, donde IMM; = (Fi, V;),
para todo i € I. Sea ¢ € FORM y w € W; para algun i € I. Entonces

Lﬂm,w = ¢ siy solo si M, w = ¢.

i€l
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Demostracion. Haremos inducciéon sobre la complejidad de la formula.
1. Sea p € FORM yv e W',
a) Si ¢ = p, atomo.

MolEp siysslosi veV(p)yveW
siy sélo st veVip)nW!
siy sdlo si v e V'(p)
siy solo si M, v = p.

Supongamos que el Teorema 2.20(1) se cumple, para féormulas de
complejidad menor que ¢.

b) =N

MoEYAY siysdlosi MuEyy MoEY
siysolosi MuoE~yy M vEY
siy sélo si M v Ev A

¢) Sig=17y— 1.
MovEy—1 siysdlosi Yw convRw,si M v =,
implica M, v = 1
siy solo si Yw con vRw, si M v =,
implica M ;v = 1
siy solo si M vE~vy— .

2. Sea p € FORM y w e W.

a) Si ¢ = p es atomo.
Por definicion se tiene 9, w |= p si y solo si M, f(w) = p.
Supongamos que el Teorema 2.20 (2) se cumple, para formulas de
complejidad menor que ¢.

b) ¢ =7 Np.
MuwpEyAY siysolosi MwEyyIMwE=y
siysdlosi M, Fw) b vy M, fw) v
siy solo si M, f(w) E~vA.
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c) Sig=r7y— 1.

MwpE=y—1 siysolosi Yvcon wRv,si M v =y
implica M, v |= 1
si y sélo si Vf(v)con f(w)Rf(v),
si M, fv) =
implica M, f(v) =
siy sélo si M, f(w) E v — .

3. Sea ¢ € FORM y w € W; para algtin ¢ € .

a) Si ¢ = p atomo.

tl—J?))ti,w Ep  siy sdlo si weV(p):UV;(p)
iel il
siy solo si  existei € I :w € Vi(p)
sty solo si My, w = p.

Supongamos que el Teorema 2.20 (3) se cumple para féormulas de
complejidad menor que ).

b) Si = A
L—_l—Jimi,w):'y/\w sty sélo si @m,w):yy@m,w):w
iel i€l iel

siy solo si M, w k=~ yM,w =P
sty solo si My, w =y A

O
Ahora formulamos las propiedades de conservacion de verdad para frames.
Teorema 2.21.

1. St un frame §' es un subframe generado de un frame §, entonces para
todo ¢ € FORM tenemos

S E ¢ implica § = ¢.
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2. Siun frameF' es una imagen p-morfismo de un frame § via una funcion
f, entonces para cada ¢ € FORM tenemos

5 E ¢ implica § = ¢.

3. Sea {Fic1} es una familia de frames de Kripke y sea ¢ € FORM.
Entonces

E'J&iel = ¢ siy solo si i = ¢ para toda i € 1.

iel

Demostracion. Sean ¢ € FORM y § = ¢. Queremos ver que § = ¢.

Supongamos que § ¥ ¢, entonces existe V' valuacion en §' tal que MM ¥ ¢,
se sigue del Teorema 2.20(1), que 9 ¥ ¢. Por otro lado como § = ¢ para
V' valuacion tenemos que 9 = ¢, lo que es una contradiccion. Los demés
incisos se verifican de manera analoga. O]

2.4. Algebras de Heyting

En esta seccion definimos algebras de Heyting, formulamos la completez
algebraica de logica intermedia y precisamos la conexion entre algebras de
Heyting y frames de Kripke.

2.4.1. Lattices, lattices distributivas y algebras de Hey-
ting

La seméantica de Kripke, que se analizan en la secciéon anterior, propor-
ciona una semantica muy intuitiva para la logica intermedia. Sin embargo,
existen logicas intermedias que no son Kripke completas. Asi que no podemos
restringir el estudio de las logicas intermedias al estudio de sus seméanticas de
Kripke. En esta seccion recordamos una semantica algebraica del CPI. Como
veremos mas adelante, una caracteristica atractiva de la seméantica algebrai-
ca es que toda logica intermedia es completa con respecto a sus modelos
algebraicos. Comenzaremos introduciendo algunas nociones bésicas.

Definicion 2.22. Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es llamado lat-
tice si cada subconjunto A de dos elementos tiene infimo y supremo.
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Figura 2.1: Ejemplo de Lattices

Definicion 2.23. Sea (A, <) una lattice. Para a,b € A sea aV'b := sup{a,b}
yaAb:=inf{a,b}.

Supongamos que toda lattice es acotada, es decir, tiene un infimo y un su-
premo denotado por 0 y 1, respectivamente. La siguiente proposiciéon muestra
que las lattices también pueden definirse axiomaticamente.

Proposiciéon 2.24. Una estructura (A,V,A,0,1), donde A # 0, V y A son
operaciones binarias y 0, 1 son elementos de A, es una lattice acotada si y
solo si para a,b,c € A las siguientes se tienen:

1. aVa=a, alNa=a,

2. aVb=>bVa, aNb=>bAa,

3. aVvV(bVve)=(aVb) Ve, aN(bAc)=(aANb)Ac
4. aV0=a, aNl=a,

5. aV(bANa)=a, aN(bVa)=

Demostracion. Sea (A, V,A,0,1) una lattice acotada. Por demostrar que se
satisfacen los axiomas 1 — 5.

Veamos que se satisface a VvV (bV ¢) = (a V b) V c.

Como (A, V,A,0,1) es una lattice acotada, veamos que sup{a,(bV c)} =
sup{(aVb),c}. Denotamos por (bVc) = sup{b,c} y (aVb) = {a, b}, es decir,
veamos que sup{a, sup{b,c}} = sup{sup{a,b},c}. Si z = sup{a, sup{b, c}}
entonces a < z y sup{b,c} < z entonces a < zy b < zyc < z asi
sup{a,b} < z y ¢ < z. Entonces sup{sup{a,b},c} < z. Por otro lado si
k = sup{sup{a,b},c} entonces sup{a,b} < kyc<kentoncesa<kyb<k
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Ms N;
Figura 2.2: Lattices no distributivas M5 y Nj

y ¢ < k entonces a < k y sup{b,c} < k. Por lo tanto sup{a, sup{b,c}} < k.
Asi hemos demostrado que sup{a, sup{b, c}} = sup{sup{a, b}, c}. Los demas
incisos son analogos. O

A partir de ahora denotamos por (4, V, A,0,1) a una lattice acotada.

Definiciéon 2.25. Decimos que una lattice (A,V,A,0,1) es completa si para
cada subconjunto X C A existen \/ X = sup(X) y AX =inf(X).

Definicion 2.26. Una lattice acotada (A,V,N,0,1) es llamada distributiva
st satisface las leyes distributivas:

m aV(bAc)=(aVDb)A(aVec),
maA(bVe)=(aAb)V(aAc).

Observacion 2.27. Notar que las lattices mostradas en la Figura 2.2. no
son distributivas.

El siguiente teorema, debido a Birkhoff, muestra que, en efecto estos son
ejemplos tipicos de lattices no distributivas. Para la prueba se puede referir
a | Teorema 3.6 [5]|.

Teorema 2.28. L es una lattice distributiva st y solo si M5 o N5 puede ser
encajado dentro de L.

Definicion 2.29. Una lattice distributiva (A,V,A,0,1) se dice que es una
dlgebra de Heyting, si para cada a,b € A eziste un elemento a — b tal que
para cada c € A tenemos:

c<a—bsiysolosiaNc<b.
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Llamamos — una implicaciéon de Heyting o simplemente una implicacion.
Para cada elemento a de un algebra de Heyting, sea —a := a — 0.

Observacion 2.30. Note que 0 — 0 = 1. Por lo tanto, podemos excluir 1 de
nuestra sintonia de dlgebras de Heyting. De ahora en adelante denotaremos
por (A,V, A, —,0) a un dlgebra de Heyting.

Similarmente al caso de lattice, las algebras de Heyting pueden ser defi-
nidas de una forma axiomatica.

Teorema 2.31. Una lattice distributiva 8 = (A, V,A\,0,1) es un dlgebra de
Heyting si y solo si existe una operacion binaria — en A tal que para cada
a,b,c € A:

i)a—a=1,
i) aN(a—b)=aANb,

iii) bA (@ — b) = b,

i) a— (bAc)=(a—b)A(a— c)

Demostracion. Supongamos que & = (A, V, A, —,0) es una lattice distribu-
tiva y existe, —, operacion binaria en A que cumple i-iv). Deseamos verificar
que U es un algebra de Heyting. Sean a,b € A tal que existe a — b y sea
c € A tal que ¢ < a — b, por demostrar que a A ¢ < b. Como ¢ < a — b
entonces cAa < (a = b)ANay (a—b)Aa=aAbentonces,cNa<aAby
aNb<b, entonces c Aa <b.

Ahora sean a,b € A tales que existe a — by sea ¢ € A tal que a A ¢ < b.
Por demostrar que ¢ < a — b. Primero demostraremos que para todo a € A
la funcién (¢ — -) es monotona. En efecto, como b; < b, tenemos que
b1 A by = by. Entonces por 4) (a — by) A (a — by) =a — (by Aby) =a — by.
Por lo tanto a — b; < a — by. Ahora supongamos ¢ A a < b. Por 3),
c=cN(a—c)<1A(a—c),porl)yd) 1A(a—c)=(a—a)A(a—
¢) = a — (a A ¢). Finalmente, como (a¢ — -) es monétona, obtenemos que
a— (aNc)<a— by porlotanto c < a— b.

Ahora supongamos que 4 es un dlgebra de Heyting. Por demostrar que existe
una operacion binaria tal que para todo a, b, c € A se cumple i-iv).

Veamos que —, de la definicion 2.29 anterior cumple i-iv).
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. Por demostrar que a — a = 1. Como 1 es el elemento mayor en A,

para cada a € A se cumple a < 1, en particular a — a < 1. Por otro
lado para cada a € A se tiene que a < a, entonces a A 1 < a entonces
1<a—a.

. Por demostrar que a A (a — b) = a A b. Tenemos que para cada a € A

se tiene que a < a en particular a — b < a — b entonces de la
definicion se sigue que a A (a — b) < b, por otra parte se tiene que
a(a —b) <a. Porlotanto aA(a — b) < aAb. Ademés tenemos que
aNb < by de la definiciéon se tiene que b < a — b, de aqui se sigue que
aNb<aA(a—D).

Por lo tanto a A (a — b) = a A b.

. Por demostrar que b A (a — b) = b. Tenemos que a Ab < by de la

definicion se sigue que b < a — b. Luego, se tiene que b A (a — b) = b.

. Por demostrar que a — (bAc¢) = (a — b) A (a — ¢). Veamos que se

tiene lo siguiente:

a— (bAc) < (a—b)A(a—c) (2.1)
(a—bAN(a—c) < a—(bAc)

Para (2.1) se tiene que (bAc) < by como (a — -) es mondtona entonces
a — (bAc¢) <a— b Analogamente se tiene que a — (bAc¢) < a — c.
Por lo tanto a — (bA¢) < (a — b) A (a — ¢).

Para (2.2) veamos que ((a@ — b) A (@ — ¢)) Aa < (b A c). Notemos que

((a—=b)AN(a—c)ANa = ((a—b)ANa)A(a—c)
((a—b)na)

= aAb

b

IN

IA

Por lo tanto se tiene ((a — b) A (a — ¢)) A a < b. Analogamente se
tiene que ((a — b) A (a — ¢)) Aa < c. Por lo tanto ((a — b) A (a —
c)) Na < (bAc), es decir, (a = b) A (a— c)AN<a— (bAc).

O

Proposicién 2.32.
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1. En toda dlgebra de Heyting, 4 = (A,V,\,—,0) se cumple que para
cada a,b e A:
a—>b:\/{c€A:a/\c§b}.

2. Una lattices distributiva completa, (A, A\, V,0,1) es un dlgebra de Hey-
ting si y solo si satisface la ley distributiva infinita

iel iel
para cada a,b; € A1 € 1.

Demostracion.

1. Sean {4 = (A, V, A, —,0) un algebra de Heyting y a,b € A. Por demos-
trar a — b = \/{c € A: aAc <b}. Tenemos que a < a para cada
a € A, en particular a — b < a — b. Como U es algebra de Heyting,
aA(a—b) <b Porlotantoa — b < \/[{c € A:aAc <b}. Por
otro lado, si ¢ € A es tal que a A ¢ < b, entonces ¢ < a — b. Asi,
a — b es una cota superior de {¢ € A : a A ¢ < b}. Por lo tanto,

V{ce A:ane<b} <a—b

2. Supongamos que i es un algebra de Heyting. Por demostrar
iel iel

Para cada i € I tenemos b; < \/,.; b; y como para cada a € A ocurre
que a < a, entonces, para cada i € I a Ab; < a A\/,.; b;. Por lo tanto

\/(aAbi) <aA \/bi.
i€l iel

Ahora sea ¢ € A tal que \/,.,;(a A b;) < c. Entonces para cada i € [
tenemos a A b; < c¢. Por lo tanto b; < a — ¢ para cada i € I . Esto
implica que \/,.;b; < a — ¢, lo que nos da que a A \/,.; b; < c. Por lo
tanto, tomando ¢ = \/,.;(a A b;), obtenemos

el el

icl
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O

Ejemplo 2.33.
1. Toda lattice distributiva es un dlgebra de Heyting.
Se sigue de la Proposicion anterior.
2. Cada cadena, €, con elemento minimo y mdzimo es un dlgebra de Hey-
ting y para cada a,b € € tenemos

. [1 sia<,
“ " lb sia>b.

3. Toda dlgebra Booleana, B, es un dlgebra de Heyting, donde para cada

a,b € B tenemos
a—b:=—-aVb

Veamos que se cumplen i-iv) del Teorema 2.31. Sean a,b € $l.
Verifiquemos primero que a — a = 1. Tenemos que

a—a = —aVa
= ﬂ(—\ﬁa AN —|a)
= _|(CL /\ —|a) == —|0
= 1
Ahora veamos que a A (a — b) = a A b. Observemos que
aN(a—b) := aA(—-aVb)
= (aN=-a)V(aNDb)
0V (aAb)
= aAb

Veamos que b A (a — b) = b.
(a—0b) := bA(-aVDb)
= (bA—-a)V (bAD)
= (bA—-a)VD

Hay tres posibles casos:
I) SibA—a="0, entonces b < —a, entonces (b AN—a)Vb=bVb=b.
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II) SibA—a = —a, entonces ~a < b, entonces (bA—a)Vb=-aVb=b.
III) Sib A —a =0, entonces (b A\ —a)Vb=0Vb=0b.

Finalmente veamos que a — (bAc) = (a — b) A (a — ¢). Tenemos que

a— (bAc) = —aV(bAc)
= (-aVb)A(-aVc)
= (a—=b)A(a—c).

La siguiente proposicion caracteriza a aquellas algebras de Heyting que
son algebras Booleanas.

Proposicion 2.34. [11] Sea 4 = (a,V,\,—,0) un dlgebra de Heyting. En-
tonces las siguientes son equivalentes:

1. L es un dlgebra Booleana,
2. Para cadaa € A:aV —-a=1,
3. Para cada a € A: ——a = a.

Demostracion.

1 = 2| Supongamos que i es algebra booleana.

Por demostrar que a V —a = 1.

Como toda algebra booleana es de Heyting, se define a = b := —a V b. Asi
para cadaa € A:a — a =1, entonces 1 = a — a := aV —a. Por lo tanto
aV -a=1.

2 = 1] Supongamos que para todo a € A : a V —a.

Por demostrar que 4 &lgebra booleana.

Bastara ver que para todo a € A existe —a tal que (maVa) Ab=1b,(-a A
a) Vb =b. Sea a € A, por hipdtesis tenemos que a V a = 1 entonces —a es el
complemento de a. Entonces (—aVa)Ab = b. Por otro lado tenemos que para
todoa € A:aV —a =1, con lo cual =(a V —a) = =1, entonces —a A a = 0,
entonces (maAa)Vb=0Vb=0b.

1 = 3| Supongamos que 4 es algebra Booleana.

Por demostrar para cada a € A ~—a =a .
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Sea a € A entonces:

——a = —a—0
(a—0)—0
= =(a—0)VO0
= (aN=-0)VO0
= (an1) VO
= aV0
a

3 = 1] Supongamos que ——a = a para cada a € A. Por demostrar 4l algebra
booleana.
Sea a € A, entonces:

aV-oa = —aVoona
= =(-a N -a)
= —(-aANa)
= =0
=1

O

2.5. Completez Algebraica de CPI y sus exten-
siones

En esta seccidon discutiremos la conexion entre logica intuicionista y alge-
bras de Heyting.

Definicion 2.35. Sean 4 = (A, V, A, —,0) y ' = (A, VN, =", 0) dlgebras
de Heyting, una funcion h : A — A’ es llamada un homomorfismo de Heyting
o simplemente homomorfismo si

1. h(a Vv b) = h(a) V' h(b),
2. h(a Ab) = h(a) A h(b),
3. hla — b) = h(a) —' h(b),
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4. h(0) =0

Un algebra de Heyting, ', es llamada imagen homeomorfa de i, si existe
una homomorfismo de Heyting de 4 sobre 4.

Definicion 2.36. Sean U = (A, V,A\,—,0) y &' = (A, V AN, =" 0) dos
dlgebras de Heyting. Decimos ' es un subdlgebra de 4 si A C A, las opera-
ciones V', N, —' son las restricciones de V,\,— a A" y 0/ = 0.

Definicién 2.37.

1. Sean ﬂl = (Al, \/1, /\1, -1, 01) Yy ﬂg = (AQ, \/2, /\2, —9, 02) cilgebms de
Heyting. El producto de 344 y Us es el dlgebra

Lll X 112 = (Al X AQ,\/,/\,—>,O)

w (a1, as) V (b1, by) := (a1 V1 by, as Vo by),
w (a1, a) A (b1, by) := (a1 A1 by, as A2 bs),
» (a1,az) — (b1, b2) := (a1 —1 b1, a2 —2 ba),
n 0:=(04,09).
2. Mds generalmente, sea {i};c; una familia de dlgebras de Heyting, don-
de 3 = (A;, Vi, Ai, =4, 0;). El producto de {i4;}ic; es el dlgebra de Hey-

ting [[;c; i := ([ Lies Ai, V. A, —,0), donde para toda fi, fa € [],c; Ai,
es decir, funciones fi, fo : I — U;c; Ai tal que f1(i), fo(i) € A;, tene-

= (f1V fo)(i) := fu(@) Vi fo(i),
= (fi A f2)(@) = fi(i) N fad),
» (fi— fo)(i) := fu(@) =i f2(i),

2.6. Operadores de clase y Variedades

Un tema importante es el estudio de las clases de algebra del mismo tipo
cerrado bajo una o mas construcciones

Introducimos las siguientes clases de operadores clases de funciones de
algebras a clases de algebras (todos del mismo tipo).
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Definicion 2.38. Sea K una clase de dlgebras, diremos que:
1. A€ I(K) siysdlo si A esisomorfo a algin miembro de K.
2. Ae S(K) siysdlosi A esun subdlgebra de algin miembro de K.

3. A€ H(K) siysdlosi A esuna imagen homomorfa de algin miem-

bro de K.

4. A€ P(K) siysdlo si A es un producto directo de una familia no va-
cia de dlgebras de K.

Observacién 2.39.

1. Si Oy y Oy son dos operadores en clases de dlgebras escribimos O104
para la composicion de dos operadores, < denota el orden usual parcial,
es decir, O1 < Oy st O1 € Oy para todas las clases de K.

2. Un operador es idempotente si O* = O.
3. Una clase K de dlgebras es cerrada bajo un operador O, si O(K) C K.

Lema 2.40. Las siguientes desigualdades se cumplen: SH < HS, PS < SP
y PH < HP. Ademds H,S e IP son idempotentes.

Demostracion. Queremos ver que SH < HS. Sean K una clase de algebras
y A€ SH(K). Como A € SH(K) tenemos que A es subalgebra de algin
miembro de H(K), digamos C' € H(K), luego C' es una imagen homomorfa de
algtin miembro de K; es decir, existe o : B — C' homomorfismo sobreyectivo,
con lo cual A < a(B) = C. Por lo tanto, a7 '(A) < By como a(a™(A)) = A,
tenemos que A € HS(K).

Ahora veamos que PS < SP. Sean K una clase de algebras y A € PS(K).
Dado que A € PS(K) se tiene que A = [[..; A; y para cada i € I existe
B; tal que A; < B;. Como [],.; Aier < [],c; Bier, tenemos que A € SP(K).
De manera similar se prueba que PH < HP. Finalmente veamos que H? =
H, esto se sigue del hecho de que composicion de homomorfismos es un
homomorfismo. Anélogamente se tiene para S e I P. [

Definicion 2.41. Una clase K de dlgebras es llamada variedad si K es
cerrado bajo subdlgebras, imdgenes homeomorfas, y productos directos.
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Definicion 2.42. Si K es una clase de dlgebras del mismo tipo, sea
V(K) = ({§ : § variedad y K C §}.

Decimos que V(K) es la variedad generada por K.

Observacion 2.43. Una variedad es finitamente generada si V = V(K),
para algun K de dlgebras finita.

Teorema 2.44. [5/,[6] (Tarski) Si V' es una variedad entonces V.= HSP.

Demostracion. Por ser V variedad se tiene que HV = SV = I[PV =V
y ademas I < V, entonces se sigue que HSP < HSPV = V. Del Lema
2.40 vemos que H(HSP) = HSP. Por otro lado, S(HSP) = (SH)(SP) <
(HS)(SP)=HSP,y

P(HSP) = (PH)(SP) < (HP)(SP)= H(PS)P
< H(SP)P = HSPP
< HSIPIP = HSIP
< HSHP
< HHSP=HSP

Por lo tanto, para cualquier K, HSP(K) es cerrado bajo H,S,P. Como V(K)
es la clase més pequena que contiene a K y es cerrado bajo H, Sy P tenemos
que V = HSP. ]

2.7. Términos, algebras de Términos, y alge-
bras libres

Dada una algebra A, hay muchas funciones que, ademaés de las operaciones
fundamentales, son compatibles con las congruencias en A y que preservan
"subalgebras" de A. Las funciones méas evidentes de este tipo son obtenidos
por las composiciones de las operaciones fundamentales. Esto nos lleva a el
estudio de los términos.

Definicion 2.45. Sea X es un conjunto de objetos llamados variables. Sea
§ es un tipo de dlgebras. El conjunto, T'(X), de términos de tipo § sobre X,
es el conjunto mas pequeno tal que:
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1. XUFo CT(X), donde Fo denota a los términos constantes.

2. Sip1,pay...,pn € T(X) y f € §n, entonces la cadena f(p1...pn) €

T(X).
Para un simbolo funcional, "-" usamos preferentemente p; - ps en vez de
“(p1,p2). Para p € T(X), usualmente escribimos p como p(z1,...,x,) para
indicar que las variables que ocurren en p estan entre x4, ..., x,. Un término

p es m-ario, si el nimero de variables que aparecen explicitamente en p es
<n.

Ejemplo 2.46.

1. Si§ consiste de un simbolo funcional binario simple -, y X = {z,y, z}.
Entonces x,y,z,x-y,x- (y-2)y (z-y) -z son algunos términos sobre

X.

2. Si § consiste de dos operaciones binarias + y -, y X = {x,y,z}.
Entonces x,y,z,x-(y+2) y (x-y)+ (z-2) son algunos términos sobre
X.

Definicion 2.47. Dado un término, p(xi,...,x,), de tipo § sobre algin
conjunto X y dado un dlgebra A, de tipo §, definimos una funcion p? :
A" — A como sigue:

1. Si p es una variable x;, entonces

pA(ah ce ,an) =

para ai,...,a, € A, ala funcion p? se le denomina la i-ésima. proyec-
c1on.

2. Sip esdela forma f(pi1(x1,...,20), ..., pr(x1,...,2,)), donde f € Ty,
entonces

pHar, ... an) = A ay, . an), .. pi(an, . an)).

En particular, sip = f € §, entonces p* = f4 - p4

A correspondiente al término p.

es el término funcion en
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Definicion 2.48. Dado § un tipo de dlgebras y X un conjunto de variables,
si T(X) # 0, entonces el dlgebra de términos de tipo § sobre X, denota-
do por T(X), tiene como su universo el conjunto T(X), y las operaciones
fundamentales satisfacen

fT(X) : <p17---7pn>'_)f(p1>---apn)
para f € §p ypi € T(X), 1 <i<n.

Definicion 2.49. Sea K una clase de dlgebras de tipo § y sea U(X) un tipo
de dlgebras de tipo § sobre X. Si para cada A € K y para toda funcion

a: X — A

existe un homomorfismo
g:UX)— A

que extiende a « (es decir, f(x) = a(x) para x € X ), decimos que U(X)
tiene la propiedad universal de funciones para K sobre X. X es llamado un
conjunto de generadores libres de U(X) y U(X) se dice que es un generador
libre para X .

Lema 2.50. Supongamos que U(X) tiene la propiedad universal de funciones

para K sobre X . Entonces, st A € K ya : X — A, existe una unica extension
B de « tal que B es un homomorfismo de U(X) a A.

Demostracion. Esto es consecuencia simplemente de verificar que un homo-
morfismo estd completamente determinado por cémo se asigna un conjunto
de generadores desde el dominio. ]

Dado cualquier clase de algebras K, el algebra de términos proporcio-
nan &lgebras que tienen la propiedad universal de funciones para K. Con
el fin de encontrar algebras con la propiedad universal de morfismo de K
que dan una visiéon més clara en K vamos a introducir a las K-élgebras li-
bres. Desafortunadamente no todas las clases K contienen algebras con la
propiedad universal de funciones para K. Sin embargo, vamos a ser capaces
de demostrar que cualquier clase W que es cerrada bajo I, S y P, contiene
sus K-algebras libres. No obstante existe una dificultad razonable en proveer
una descripcion clara de K-édlgebras libres para la mayoria K. Sin embargo,
la mayoria de las aplicaciones de K-algebras libres vienen directamente de la
propiedad universal de morfismo del hecho de que existen en las variedades
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y su relacién con las identidades en K. Un entendimiento propio de &lgebras
libres es esencial en nuestro desarrollo de algebra. En nuestro caso las usa-
mos para mostrar que las variedades son las mismas como clases definidas por
ecuaciones (Birkhoff), y asi dar caracterizaciones importantes de propiedades
utiles de variedades.

Teorema 2.51. Para cualquier tipo de dlgebras § y X cualquier conjunto
de variables, donde X # 0 si Fo =0, el dlgebra de términos, T(X), tiene la
propiedad universal de funciones para la clase de todas las dlgebras de tipo §
sobre X.

Demostracion. Sea o : X — A, donde A es de tipo §. Definimos
B:T(X)— A

recursivamente por

fx = ax

parax € X,y
B (prs--spa)) = FA(Bp1, -, Bpa)

para py,...,p, € T(X) y f € §. Entonces

B(p(z1,..., 7)) = pA(ozpl, Ce, Q)

y 3 es el homomorfismo deseado que extiende a «.
O

Definicion 2.52. Supongamos que A y B son dos dlgebras de mismo tipo §.
Una funcion a: A — B es llamada homomorfismo de A a B si

afMay, ... a,) = fP(aa, ... aa,).

Definicion 2.53. Sea o : A — B un homomorfismo, entonces el Kernel de
a, denotado por Ker(a), es definido por

Ker(a) = {{a,b) € A* : a(a) = a(b)}.



2.8 Identidades, algebras Libres y Teorema de Birkhoff 41

2.8. Identidades, algebras Libres y Teorema de
Birkhoft

Definicion 2.54. Una identidad de tipo § sobre X es una expresion de la
forma

p=q
donde p,q € T(X). Sea Id(X) el conjunto de identidades de tipo § sobre X .
Un dlgebra A de tipo § satisface una identidad

p(z1, .., 20) 2 q(21, ... T)
(o la identidad es verdadera en A), abreviada por
AEp(xy, ...,z = q(zr, ... 20)

0 mds brevemente

AEp=q,
si para cada eleccion aq,...,a, € A tenemos
A A
piar, ..., a,) =q" (ag,...,a,).

Una clase K de dlgebras satisface p = q, lo cual escribimos como
KEprq

si para cada A € K, A= p=~q.
Si Y es un conjunto de identidades, decimos que K satisface X3, lo cual
se denota por

K EZX,
si para cada p = q € 3 se tiene K = p ~ q.
Definiciéon 2.55. Dados K y X, sea

ldg(X)={p~=qeldX): K Ep=q}.

Usamos el simbolo ¥ para denotar no satisface.
Podemos reformular esté definiciéon de satisfactibilidad usando la nocion
de homomorfismo.
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Lema 2.56. Si K es una clase de dlgebras de tipo § sobre X, entonces K =
p = q sty solo si para cualquier A € K y o : T(X) — A, homomorfismo,
tenemos que ap = aq.

Demostracion.

=] Sean K una clase de algebras de tipo § sobre X tal que K = p = q.
Deseamos probar que para cada A € K y para o : T(X) — A homomorfismo,
se cumple ap = aq.

Sea p = p(x1,...,%n), ¢ = q(z1,...,2,) € T(X), A Kya: T(X)— A
Como K Ep~qgy A € K se tiene que A = p = ¢ entonces para cada
eleccion ay,...,a, € A tenemos p“(ai,...,a,) = ¢*(a1,...,a,) y dado «a
homomorfismo, entonces

pHay,. .. ay) ¢*ay,. .. ay)
pMaxy, .. ax,) = ¢*ax, ... az,)
ap™ Nz, ) = ag"(xy, .. 1)
ap = aq

<] Supongamos que para cada A € K y cada « : T(X) — A homomorfismo,
se cumple que ap = aq.

Por demostrar que K = p = q.

Sean A€ K yay...,a, € A. Por la propiedad universal de funciones existe
un homomorfismo « : T(X) — A tal que ax; = a;, para 1 < i < n. Lo
anterior implica:

piay, ... an) = pax, ... an,)
= ap
= aq
= ¢*ax,..., an,)
= ¢May, ... a)
Asi K Ep=gq. O

Lo siguiente es ver que las clases bésicas de operadores preservan identi-

dades.
Lema 2.57. Para cualquier clase K de tipo §, las clases
K, I(K),S(K), P(K) y V(K)

satisfacen las mismas identidades sobre cualquier conjunto de variables X .
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Demostracion. Veamos que K e I(K) satisfacen las mismas identidades.
Como I <IS,I < HylI<IP,debemos tener que:

T (X) 2 Tds(i)(X), Tdpo)(X), Tdp)(X).
Resta verificar

Tdg(X) C Idsry(X), Idu)(X), Idp)(X).
Para el resto de la prueba supongamos que K | p(x1,...x,) ~ q(x1 ..., 2,).
Veamos primero que Idg(X) C Idgx)(X).

Sean A € [dx(X), B< A€ Kyby,...,bp, ¢ B.Como B< Ayby,...,b, €
B, entonces by, ..., b, € A. Tenemos p*(by,...,b,) = ¢*(by,...,b,), entonces
pP(by, ... b)) =¢P(by,...,b,). Asi BEp~q.

Por lo tanto Idg(X) = Idgx)(X).

Ahora veamos que Idyx)(X) C Idg(X). Supongamos que a: A — B es un
morfismo sobreyectivo con A € K. Si by,...,b, € B, elegimos ay,...,a, € A
tal que a(a;) = b; para 1 <i < n. Entonces

A

P al,...,an):qA(al,...,an)

y como « es morfismo, tenemos que

aptay, ... a,) = aqg(as,. .., a,).
Por lo tanto,

P (a(a), ..., aa)) = aq”(a(a),. .. ala))
)

(bl,...,bn = aq®(by,...,b,).

Asi B |= p = q. Por lo tanto Idg(X) = Idux)(X).
Finalmente veamos que Idpx)(X) C Idg(X). Supongamos que A; € K para
i € I. Entonces para ay, ..., a, € A= [[,.; Aier tenemos:

pAi(al(i)> cee ’an(i)) = in(al(i)’ cee >an(i))§

entonces

p(ay, ..., a,)(0) = ¢*a, ..., a,)(0)
para ¢ € I, con lo cual
pA<CL1, . ,CLn) = qA(CLl; e 7an>

Por lo tanto Idg(X) = Idpx)(X). Como V = HSP por Teorema 2.44, la
prueba esta completa. ]
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Ahora vamos a formular la conexién crucial entre K-algebras libres e
identidades.

Definicion 2.58. Sea A una dlgebra de tipo § y sea 6 congruente en A, si 0
satisface la siguiente: Propiedad de compatibilidad: (P.C.) Para cada funcion
de aridad-n, f € §, y elementos a;,b; € A, si para cada 1 < i < n, a;0b;,
entonces

fA(Cll, C. ,an>9fA(b17 ey bn)

En adelante, FEq(A) es el conjunto de todas la relaciones de equivalencia
en A.

Definiciéon 2.59. Sea 0 € Eq(A).

1. Para a € A, se define la clase de equivalencia de un modulo 0 como el
conjunto.

a/f ={be A: {(a,b) € 6}
2. El conjunto cociente de A y 0 se define como

AJf={a/:ac A}

Definicion 2.60. El conjunto de todas las congruencias en un dlgebra A es
denotado por ConA. Sea 0 es una congruencia en un dlgebra A. Entonces el
dlgebra cociente de A por 0, denotada por A /0, es el dlgebra cuyo universo
es A/ y cuyas operaciones fundamentales satisfacen:

A a1)0, ... a,/0) = fHar,... a,)/0
donde ay,...,a, € A y f es un simbolo funcional en § de aridad n.

Definicion 2.61. La lattice de congruencias de A, denotada por ConA, es
la lattice cuyo universo es ConA.

Definiciéon 2.62. Sea K una familia de dlgebras de tipo §. Dado un conjunto
X, de variables, definimos la congruencia Ok (X) en T(X) por

O (X) = [ Px(X),

donde
Di(X) = {6 € ConT(X): T(X)/6 € IS(K)};
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y definimos Fy(X), la K-dlgebra libre sobre X, por

F(X) = T(X)/0x(X)

donde o

X = X/0g(X).
Para x € X escribimos T en vez de xv/0k(X) y para p = p(x1,...,7,) €
T(X) escribimos p en lugar de p*<X)(zy,....7,). Si X es finito, digamos
X ={mx,...,x,}, escribimos a menudo F(Ty,...,T,) en lugar de Fg(X).

Fk(X) se denomina el universo de F g (X).

Definicion 2.63. Sea A un dlgebra y sea 8 € ConA. La funcion natural
vg: A — A/0 es definida por vg(a) = a/b.

Teorema 2.64. La funcion natural de un dlgebra a un cociente del dlgebra
es un homomorfismo sobreyectivo.

Para una demostracion del siguiente Teorema véase [5].

Teorema 2.65. (Birkhoff) Supongamos que T(X) ewiste. Entonces para
K # 0, Fx(X) € ISP(K). Por lo tanto, K es cerrado bajo I, S, P, en

particular, si K es variedad entonces F(X) € K.

Teorema 2.66. Dada una clase K de dlgebras de tipo § y términos p,q €
T(X) de tipo §. Las siguientes son equivalentes:

1. KEp=q

en Fr(X)

3. p=

q
4. (p,q) € 0x(X)

Demostracion. Sean F = Fr(X), p =p(x1,...,2,) v ¢ = q(x1,...,2,) €
T(X)yseav:T(X)— F el morfismo natural.

1 = 2). Por el Teorema 2.66, F € ISP(K) = K. Por lo tanto, tenemos que
FEp=qg. B

2 = 3). Supongamos que F(X) | p ~ ¢ entonces

pr@E, . T) = (@, T)
q enF.

p:
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3 = 4). Supongamos que p = ¢ en F, entonces
vip) = D
— P (g )
= ¢z, 7
= q
= v(q)

asi, v(p) = v(q), entonces (p,q) € Kerv = 0x(X).

4 = 1). Supongamos que (p,q) € 0x(X). Por demostrar que K = p = q.
Dados A € K y ay,...,a, € A, elegimos o : T(X) — A tal que ax; = a;,
para 1 <i < n. Como Kera € ®x(X), tenemos que

Kera D Kerv = 0k (X)
Se sigue que existe un morfismo 3 : F — A tal que a = § o v. Entonces

alp) = Bov(p)
= Bov(q)
= a(g).
O

Corolario 2.67. Sea K una clase de dlgebras de tipo § y supongamos que
p,q € T(X). Entonces para cualquier conjunto de variables, Y, con |Y| > | X|
tenemos:

KlEprqsiysilosiFg(Y)Ep~q.

Demostracion. Como F € ISP(K), tenemos que Fk(Y) € K y por hipo-
tesis k = p & ¢, esto es para todo A € K : A = p = ¢q. Luego, en particular
Fx(Y) = p = q. Para el reciproco supongamos que Fx(Y) = p ~ q.
Queremos ver que K = p = ¢q. Elegimos Xy O X tal que | Xy| = |Y| entonces
Fr(Xo) 2 Fg(Y) ycomo K = p =~ qsiy solosi Fx(Xg) | p = ¢, por el
Teorema 2.40 se sigue que K = p~ ¢ siy solosi Fg |=p=q.

]

Corolario 2.68. Supongamos que K, es una clase de dlgebras de tipo § y
X es un conjunto de variables, entonces para cualquier conjunto infinito de
variables Y .
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Demostracion. Para p =~ q € Idg(X), digamos p = p(x1,...,x,)
q(x1,...,m,), tenemos que p,q € T({z1, ..., x,}). Como [{z1, ...,
por el Corolario 2.67 tenemos que K = p=q siy solo si Fg(Y) Ep=q.

Las clases més populares de algebras son definidas por identidades.

Definicion 2.69. Sea ¥ un conjunto de identidades de tipo § y sea M(X)
la clase de dlgebras, A, que satisface a 3.

Una clase K, de dlgebras es una clase ecuacional si existe un conjunto de
identidades, 3, tal que K = M(X). En este caso, decimos que K es definida
o axiomatizada por 3.

Lema 2.70. Si V' es una variedad y X es un conjunto infinito de variables,
entonces V.= M (Idy(X)).

Demostracion. Sean V' una variedad y X un conjunto infinito de variables.
Por demostrar que V = M (Idy(X)).

Sea V' = M(Idy(X)). Del Lema 2.40 tenemos que V' es una variedad, pues
tomando M (Idy (X)) = HSP(Idx), se tiene lo deseado y como V' es variedad
tenemos que V. = HSP C V'. Por lo tanto V' C V’. Luego, vimos en el
Lema 2.57 que subélgebras preservan identidades asi tenemos que Idy(X) C
Idy(X). Asi, por Lema 2.40, tenemos que Fy/(X) = Fy (X).

Ahora sea Y un conjunto infinito de variables, por el Corolario 2.68, tenemos
que

14/ (¥) = Ty, (V) = Ty 0 (T) = Iy (7)
Por Lema 2.40, tenemos que 6y/(Y") = 0y (X) y usando (4 = 2) de ese mismo

lema, tenemos Fy/(Y') = Fy(Y). Ahora para A € V' tenemos, para Y infinita

se tiene que A € H(Fy/(Y)); es decir, A es una imagen homomorfa de algin

miembro de Fy/(Y) = Fy(Y) € V. Asi A € V, entonces se tiene V' C V.
Por lo tanto V' = V. O

Ahora tenemos todos los antecedentes necesarios para probar el famoso
teorema de Birkhoff.

Teorema 2.71. [5/,/6] (Birkhoff). K es una clase ecuacional si y solo si K
es una variedad.

Demostracion. Supongamos que K es una clase ecuacional. Por demostrar
que V = V(K). Como K es una clase ecuacional se tiene K = M (X) entonces
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por Lema 2.40, se tiene que V(K) |= X; es decir, V(K) es una clase de algebra
que satisface X. Por lo tanto V(K) C M(X). Y por otro lado K C V(K). Por
lo tanto K = V(K); es decir, V es una variedad. Para la otra implicacion,
basta aplicar el Lema 2.70. O

Observacion 2.72. ‘HA denota la clase de todas las dlgebras de Heyting.
Corolario 2.73. 'HA es una variedad.

Demostracion. Por el Teorema 2.71, veamos que H.A es una clase ecuacional.
Consideremos a ¥ = Idy(X).

Afirmacion: HA = M (Idy(X)).

Sea A € M(Idy(X)), entonces A es una clase de éalgebras tal que A |
Idy(X). Por lo tanto A € H.A. Por otro lado, sea A € HA, entonces A es
un algebra de Heyting, entonces existe, —, en A tal que para a,b,c € A se
cumplen 1—4) del Teorema 2.31. Entonces A |= Idy(X). Asi A € M (Idy(X)).
Por lo tanto HA = M (Idy(X)). O

Ahora estamos en condiciones de explicar la conexiéon entre el dlgebra
de Heyting y la logica intuicionista ademés de un resultado algebraico de
completitud para CPI.

Definiciéon 2.74. Sea 4 = (A, V, A\, —,0) un dlgebra de Heyting. Una fun-
cion v : PROP — A, es llamada una valuacion en el dlgebra de Heyting 1.
Extendemos la valuacion de PROP a la totalidad de FORM wia definicion

1. v(6V ) = () V o(¥)
2. v(pAY) =v(d) ANv(y)
5. v(6 = ¥) = v(@) = v(®)
4o o

Observacion 2.75. Una formula ¢ es verdadera en 3 bajo v si v(p) = 1; ¢
es vdlida en U si es verdadera en toda valuacion de 3.

Llamaremos 7 al conjunto de tesis del Calculo Proposicional Intuicionis-
ta, es decir, 7 es el menor sistema deductivo que contiene al conjunto de
axiomas de la Definicién 2.1 y que es cerrado bajo la regla Modus Ponens.
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Definicion 2.76. Definimos en L la siguiente relacion de equivalencia:
x =y(modT) siy sdlo six<yey<uz,

Entonces tenemos que L/ = es un conjunto ordenado, donde estdin definidas
cuatro operaciones dadas por:

T—Y = T—Y
TANY = TANY
TVYy = xVy
T = T 2

y la relacion de orden

T <7y siysolosiz<y

El sistema (L) =,—, A\, V, ) serd llamado el dlgebra de Lindenbaum-Tarski
del Cdlculo Proposicional Intuicionista, donde T es el ultimo elemento del
conjunto ordenado (L] =, <).

Usando la construccion del algebra de Lindenbaum-Tarski obtenemos la
completitud algebraica de CPI.

Teorema 2.77. CPIF ¢ si y sdlo si ¢ es vilida en toda dlgebra de Heyting.

Demostracion. Supongamos que CPI | ¢, entonces ¢ es valida en toda al-
gebra de Heyting. Para verificar esto veamos que los axiomas de CPI son
validos. Presentamos dos casos:

Sea (U) = (A,V,A,0,1) un algebra de Heyting.

1)p—(q¢—p)

Sean a,b,ce Aa<b—a=aNb<a.

2)(p—(@—=r) = ((p—q) — (p—r1)).

Sean a,b,c € A

0<(@—=(b—=c)—=(a=b)—=(a=c)=[a—(b—=c)Aa—bra<c
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(a—b—c)ANa—=bANa = (a— (b—c)ANa)A((a—b)Aa)
(an(b—c))A(aNb)
aN((b—c)ADb)

(b—c)AD

b

C

I VAN (I

IN

Por lo tanto (a — (b — ¢)) A (a — b) Aa < c.

Para el reciproco supongamos ahora que ¢ es valida en toda algebra de
Heyting, por demostrar CPI+ ¢.
Supongamos que CPI ¥ ¢. Sea v' : G — L/ = dada por v'(p) = p, como
CPI ¥ ¢ entonces p # 1 € £/ =, por hipotesis ¢ = 1, pues £/ = es élgebra
de Heyting. O

También recordamos la completitud del calculo proposicional clasico, para
una prueba de este resultado véase [14],[19], [6], [18].

Teorema 2.78. CPCF ¢ si y solo si ¢ es vdlida en toda dlgebra Booleana.

Podemos extender la seméntica algebraica de CPI de todas las logicas

intermedias. Con cada légica intermedia, CPI C L, asociamos la clase Vg de
algebras de Heyting en donde todos los teoremas son validos. Por el Teorema
2.71, tenemos que V, es variedad. Por ejemplo Vopr = HA y Veope = BA
donde BA denota la variedad de todas las algebras booleanas.
Para toda variedad V C HA, sea Lv la logica de todas las formulas validas
en V. Note que Lyy = CPI y Lgy = CPC. La construcciéon Lindenbaum-
Tarski muestra que toda logica intermedia es completa con respecto a sus
semanticas algebraicas.

2.9. Filtros en Algebras de Heyting

Definicion 2.79. Sea U = (A, A,V,—, 1) dlgebra de Heyting. Un conjunto
V C A es llamado filtro en L si

1. TeVy

2. Para cualesquiera x,y € A, six € V yx — y €V, entonces y € V.

Ejemplo 2.9.1. {T} y A son filtros.
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Un filtro diferente de A es llamado Propio.

Definicion 2.80. Sea V un filtro en un dlgebra de Heyting 8. Definimos una
relacion =v en U tomando

r=yysiysolosiz—yeV.

Definicion 2.81. Sean U dlgebra de Heyting con un universo A y V un filtro
en 3.

1. Denotamos por ||z|| la clase de equivalencia (con respecto a =y ) gene-
rada por un elemento x € U, es decir, ||z||ly ={y € A: x =v y}.

2. Definimos el conjunto ||A|| = {||z||v : © € A} de esta clase de opera-
ciones \,V,—, L tomando para cualesquiera x,y € A,

lzllv @ llyllv = llz © yllv, para © € {A,V, =},
L=|lLle-

El algebra resultante (||Al|v, A, V,—, L) es llamada el algebra cociente
de 4l con respecto a el filtro V y denotada por $4/V.

Definicion 2.82. Definimos una valuacion By, en 3y, dlgebra de Lindenbaum-
Tarsk:, llamada la valuacion estandar en Uy, por tomar para toda variable p

Br(p) = [Pl
Para la demostracion de los siguientes resultado, ver [6].

Teorema 2.83. 1. Supongamos que f es un morfismo de un dlgebra de
Heyting $4 sobre B y V = f~Y(T). Entonces la funcion definida por
g(f(x)) =||z||v es un morfismo de B sobre U/V.

2. Supongamos que V es un filtro en un dlgebra de Heyting . Entonces
la funcion definida por f(x) = |lzl|v es un morfismo de L sobre 4/V
con [~HT)=V.

Proposicion 2.84. Si una formula ¢ es vdalida en un dlgebra de Heyting i
entonces p es vdlida en todo imagen homomorfa de L.

Teorema 2.85. Toda extension L de IPC es robusta y completa con respecto
a VL.
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Demostracion. Supongamos que I' = ¢ y I' ¥ ¢ consideramos el algebra de
Lindenbaum-Tarski £, con la valuacion estandar B g, Sea X = {||¢|| : ¢ € '}
y construimos V = {y : 3p1,...,on € I || N...Non| <yt

Afirmacion 2.9.1. |j¢| ¢ V.

En otro caso, existen 1, ..., 1, € I tal que |||, ..., [|[¥a]l < ||l¢]|, enton-
ces || A, ..., Ay || < ||, entonces || A, ..., A, — o] < || T||, entonces

U1, E T
Afirmacion 2.9.2. Bge(p) # 1y, /v

Si Be(p) = Ly v, entonces |¢|ly = || T||v, en particular [[¢ < T| € V
(e = TIA(T = @)|| € V, luego [[(T — ¢)|| € V, entonces || T[] — [lpfl € V
y || T]| € V, entonces ||| € V, lo cual es una contradiccion con la hipotesis.

[



Capitulo 3

Logica modal

3.1. Sintaxis

La logica modal esta disenada para formalizar el comportamiento deduc-
tivo de la necesidad y posibilidad. Tiene los siguientes simbolos primitivos.

1. Una coleccion numerable de variables proposicionales (p,q,p1,q1, - -,
etc)

2. Los conectivos Booleanos =y A
3. el conectivo Modal O (necesidad)
4. Paréntesis (,)

La clase @ de todas las formulas bien formadas (wff) es definido por las
tres reglas de formacion:

1. Cada variable es una formula bien formada
2. Si « es una formula bien formada, también lo son —a y O«
3. Si ay ( son formulas bien formadas, también lo es a A 3

Introducimos las abreviaciones:

53
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aAp:=-(-aA-pf)
a— [f:=-aVi
a— B:=(a—p)A(B— a) (3.1)

oa 1= -«
Definicion 3.1. Una logica modal es un conjunto A C & satisface:

1. A contiene todas las tautologias del el cdlculo proposicional cldsico
2. Sia, (e — ) € A entonces € A (Modus Ponens)

3. Sia € Ay [ se obtiene de o por reemplazar uniformemente alguna

variable por otra formula bien formada, entonces 5 € A (Sustitucion
Uniforme)

El simbolo K (para Kripke) denota la logica axiomética por el sistema
que tiene una base estandar para calculo proposicional cléasico (incluyendo
MP y Sustitucion Uniforme como reglas de inferencia) junto con el axioma
K. O(p — q) — (Op — Og). Y la regla de Necesidad De « inferir Ocv.

3.2. Axiomas

Cuales deben ser los axiomas de la l6gica modal es algo muy debatido.
Diferentes conjuntos de axiomas posiblemente permiten demostrar diferentes
teoremas, por ende los axiomas que se eligen muchas veces dependen de los
teoremas que se quieren demostrar. La siguiente es una lista de algunos de

los axiomas maés conocidos:
Nombre Axioma

K O(a—¢)— (Oa— 0y)
T Oa — «

4 Oa — O0q

) oo — Do

B a—Odow

Diferentes combinaciones de axiomas dan lugar a diferentes sistemas de
logica modal. El sistema K (llamado asi en honor a Saul Kripke) es el que
menos axiomas utiliza: aparte de los axiomas de la logica proposicional, el
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sistema K se sirve solo del axioma K (no confundir el axioma con el siste-
ma). Por esta misma razon, sin embargo, el sistema K también es el mas
débil de los sistemas, es decir, el que menos teoremas puede demostrar. Sis-
temas mas fuertes se construyen agregando axiomas a K. A continuacion

hay una tabla con los nombres de los sistemas mas conocidos y sus axiomas:
Sistema  Axiomas

K K

T KT
S4 K, T, 4
S5 K, T,5
B K T,B

3.3. Logicas Normales
Definicion 3.2. Una ldgica es Normal si y solo si K es cerrado bajo necesi-
dad.

Si I' es un conjunto de férmulas bien formadas, KT denota la logica
normal generada por agregar los miembros de I' como axiomas adicionales a
el sistema que genera K.

Definicion 3.3. Sea A una légica modal, ' C ® y o € ®. Entonces

1. a es A-derivable de I', I' by « si y sdlo si exwisten ay,...,a, € ' tal
que (A A+~ Nay, — o) €A

2. I es A-consistente si existe al menos un wff no A-derivable de T', y
es A-inconsistente en otro caso.

3. T' es A-mazimal si y solo si I'-consistente y para cada wff «, o bien
ael o-~ael.

Denotamos por Wy la clase de subconjunto A-maximales de ®. Para cada
aed |ahh={reW :acz}yparal CO, | p=({|araael}=
{reW,:T Cuz}

3.4. Algebras Modales y Frame de Kripke

Definicion 3.4. Una dlgebra modal normal (AM) es una estructura.

u:<A7m7,’l>
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donde:
1. (AN} es un dlgebra Booleana (AB), y

2. 1 es un operador unario sobre A que satisface: llanb) = lanlb, y 1 =1
donde 1 es un elemento unitario de U

Ahora inducimos para cada wf f a(pi,...,p,) con n variables inducimos
una funciéon polinomial n-aria h¥ sobre 4 que puede definirse inductivamente
de la siguiente manera:

L (ay,... an) = a;

2. W (ay,...,a,) = (W (ay,...,a,))

3. M g(an, ... an) = h¥(ay, ... an) N Y (ay, ... ay)
4. W4 (ai,...,a,) = U(hY (ay, ... ay)).

« es valida en U (U = «) siy solo si B = 1 (es decir, h% toma el valor
de 1 para todos los argumentos en su dominio). Una logica A se dice que es
determinada o caracteristica por la clase C de algebras modales si y solo si
para cualquier o € ®, F « si y solo si U = « para todo U € C.

El siguiente resultado establece que toda logica se caracteriza por un
algebra simple.

Definicion 3.5. Si A es una ldgica modal, entonces el dlgebra Lindembaum
de A es la estructura

Z/{A = <AA7m>/al>

definida como sigue:

1. Ay ={l|a||la : a € ®}, donde ||a||p = {B:a=r B} ya =40 siy sdlo
sitprae— [

2 Nlally = lI=alla
3. Ylalla) = |Balla

4 NlellanliBlls = llee A Bl a-

Una interpretacion para un lenguaje modal es un conjunto ordenado de
dos elementos, definido de la siguiente manera:
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Definiciéon 3.6. Una frame de Kripke (K-frame) es una estructura § =
(W, R), donde W es un conjunto no vacio, denominado el conjunto base o
portador de §, y R una relacion en W.

Definicion 3.7. Una valuacion V en § es una funcion que asocia cada va-
riable p un subconjunto V(p) de W. El dominio de V se extiende a todo ®
por las siguientes:

1. xeV(aNp) siysolosizeV(ia)yxeV(F).

2. x e V(na) siy solo siz ¢ Via).

3. z € V(Oa) sty sdlo si, para todo y, si xRy entonces y € V(«).

4. v € V(oa) siy sdlo si, existe y tal que Ry y y € V().
Definiciéon 3.8.

1. a es vdlida en § (F = «) siy sdlo si V(a) = W, para toda valuacion
Veng.

2. « es vdlida en un clase C de frames C = « para todo § € C.

3. C determina o caracteriza una logica A si y solo si para todo o € P,
A« siy solo siC = a.

Intuitivamente tenemos que W es el conjunto de mundos posibles y que
x 'y y estan relacionados (xRy) si y solo si x es un mundo accesible a y.

Definicion 3.9. Si A es una ldgica modal normal, el K-frame candnico para
A es la estructura

%f = <WA) RA>7
donde:

1. Wy es la clase de subconjuntos A maximales de ®, y
2. xRy siy solo si {A€®:0Acx} Cysiysdlosi{oA: Acy}Cux
La valuacion canénica Vi es definida por Vy () =| a |a.

Teorema 3.10. Para todo a € @, Viy(a) =| « |5.-
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Definicion 3.11. Un modelo de Kripke para una logica modal es un par
M= (F,V), donde:

1. §=(W,R),
2.V es una valuacion en §

Sea x € §. Por induccion en la construccion de ¢ definimos una relacion
de verdad (M, z) = ¢, "p es verdadera en el mundo x en el modelo M,
tomando:

1. (M, z) E=p sty sdlo six € V(p), para cada p variable;

(M, 2) = oA x siysdlosi (M, z) =@y (M) =X

(M, z) =V x siysolosi(Mz)E=po (M) EX;

(M, z) = o — x sty sdlo si (M, z) = ¢ implica (M, ) = x;

(M, x) EL;

M = Oy siy solo si (M, y) = ¢ para todo y € W tal que xRy, y asi

M,z = —p sty sdlo si (M, z) ¥ p.

o RS T e e

M = o siy solo si (M, y) | ¢ existe y € W tal que zRy.
Si (9, z) ¥ ¢ entonces decimos que ¢ es falsa en el mundo = € 9.

Definiciéon 3.12. Dos modelos (algebraicos) son semdnticamente equivalen-
tes si ellos vdlidan precisamente las mismas formulas modales.

Definicion 3.13. Sea § = (W, R) un frame y z,y € W. Decimos que y
es accesible de x por n > 0 pasos y escribimos xRy oy € x 1" o x €,
si ezisten puntos (no necesariamente distintos) zi,...,z,_1 € W, tales que

rRz1 Rz ... Rz, 1 Ry.
Entenderemos xR, y e x 1y x € y |o como z = y.

Observacion 3.14.
1. Si R es transitiva entonces xR™y implica xRy, para n > 0.

2. Si R es refleriva entonces el inverso también se tiene.
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Definicién 3.15.

1. Un punto x es llamado reflexivo si xRx, para tal x, xRz se cumple
para n > 0.

2. Un frame es reflexivo si todos los puntos son reflexivos.

Definiciéon 3.16. Sea § frame transitivo.
Definimos en W una relacion de equivalencia ~ de la siguiente manera: Para
cualesquiera x,y € W

r~ysiysolosiz=yoxRyyyRx.

Las clases de equivalencia respecto a ~ son llamados cluster. Los cluster
que contienen un punto x se denotaran por C(x).

Definicion 3.17. El frame cociente de un frame transitivo con respecto a ~,

es el frame (W/ ~, R/ ~), donde:
1. W) ~={C(z) :x e W}y
2. C(x)R/.C(y) siy sdlo si zRy.
Es llamado el esqueleto de § y lo denotamos por p§ = (pW, pR).
Observacion 3.18.
1. Si R es reflexivo entonces p§ es un orden parcial por pg§.
2. Una relacion binaria reflexiva y transitiva es llamada casi-orden.
Distinguimos 2 tipos de Cluster.
1. Un cluster simple consiste de un punto singular reflexivo.

2. Un cluster propio contiene al menos dos puntos reflexivos.
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3.5. Frames de Primer Orden

Las conexiones entre algebras modales y frames de Kripke fueron estu-
diados por Lemmon en [12], donde se muestra que cada K-frame tiene un
algebra modal semanticamente equivalente.

Definicion 3.19. Si § = (W, R) es un K-frame entonces § es el dlgebra
modal 2V, N, \, Ir), donde:

1. 2% es el conjunto potencia de W
2. N interseccion, \ complementacion.
3. S SCW,Ig(S)={zeW: :Vy(xRy — y € 5)}.

Teorema 3.20. Sea a(py,...,p,) € ®. Entonces para toda valuacion V' en
+
S, hS (V(p1),- ... Vipa)) = V(e).

Demostracion. Por inducciéon sobre la complejidad de la formula .

1. Sia=p,.
WS (V1) Vipa) = V(p).
Supongamos que el Teorema se cumple para féormulas de complejidad
menor que .

2. Sia=-p.
Por demostrar que hf;(V(pl), o Vipn)) = V(20).
z € WS, (Vpy),...,V(P.) = (h (V(pr), ..., V(pa))), siy solo si @ ¢
hgi(V(pl),...,V(pn)) = V(pB), si y solo si ¢ V(B). Por lo tanto
Ws(V(p1),.... V() = V(=5).

3. Sia=L0A7y.
Por demostrar que hgjw(‘/(pl, o Vipn) = V(B AY).
x € thW(V(pl), ..., V(pn)) siysolosix € hg+(V(p1), o Vipn)) Az €
h§+(V(p1), .., Vi(pn)), sty solosixz € V(B) Az € V(y) siy solo si
x € V(G A~). Por lo tanto thW(V(pl, o Vipn)) = V(B AY).

4. Sia=046.
Por demostrar que hg;(V(pl), ..., V(pn)) = V(3Op). Por Definiciéon 3.4
tenemos que hg;(V(pl), L Vipn)) = l(hg+(V(p1), o, Vi(pn))). Asi
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verifiquemos que l(h?(V(pl), .., Vipn))) =V(Op).
x € l(hg+(V(p1), ..., V{(pn))) si y solo si, para toda y, si Ry implica

que y € l(hg(V(pl), .., Vi(pn))) = V(B), es decir, y € V(). Por lo
tanto, para todo y, si xRy entonces y € V(f3), esto es por Definicion
3.6 que x € V(p).

Corolario 3.21. § | « si y sdlo si §+ F a.

Demostracion. Supongamos que § = «, esto es que para toda V' valuacion

en § se tiene que V(a) = 1, entonces por Teorema 3.20, se cumple que
1=V(a)=hS" (V(p1),...,V(py)). Por lo tanto hS" (V(p1),...,V(p,)) = 1,
esto es, § = a. De manera analoga se tiene el reciproco. ]

Definicion 3.22. Un frame (modal normal) es una estructura
§ = (W,R, P), donde:

1. (W, R) es un K-frame, y

2. P es una coleccion no vacia de subconjuntos de W que es cerrado bajo
ﬂ,\ Yy lR-
Una valuacion V' en un frame § es una funcion como Definicion en 3.6
con el agregado:

3. V(p) € P, para toda variable p. Condicion 2. garantiza que

4. V(a) € P, para todo o € ®

Definicion 3.23. Si § = (W, R, P) es un frame, entones §t es la estructura
(P,N,\,1), es una dlgebra modal en virtud de 2 de la definicion anterior.
Un frame § se dice que es completo si P = 2"V,

3.6. Subframes

Teorema 3.24. Sean § = (W, R, P) y §1 = (W,R, P\) son frames con
P, C P. Entonces § = « si y sdlo si §1 | .
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Demostracion. Sean § = (W, R, P) y §1 = (W, R, P;) frames con P, C P
y § E «. Como P es una coleccién no vacia de subconjuntos de W que es
cerrado bajo N, \, Iz, entonces F; es una sub-AM de F*, entonces hf =1

idénticamente solo si ha' = 1, es decir, §© = a si y solo si §{ = «, entonces

§ E asiysolosi §T | a. Por otro lado tenemos que §1 Fay§Easiy
solo si §1 = a. O

Definicion 3.25. Sea R una relacion en W. Para cada k € N, definimos la
relacion R* CW x W por el esquema inductivo.

1. xR siy solo six =y
2. xR* 1y si y solo si emiste z (xRz A zRFy).

Definicién 3.26. Si R C W2, entonces W C W es R-hereditaria si y sélo
six € W'y xRy implican y € W'.

Proposicion 3.27. La interseccion de una clase de conjuntos R-hereditarios
es R-hereditario.

Demostracion. Sea C = {W' C W : W’ es R — hereditario , R C W?}. Que-
remos ver que [|C es R-hereditario, R C W x W. Sea z € (|C y xRy. Por
demostrar que y € [C. Como = € [C, entonces para toda C' € C se tiene
que x € C'y como C' es R-hereditario, entonces para toda C' € C se tiene que
y € C. Por lo tanto y € (C. O

De esta forma, para cualquier W’ C W hay un conjunto mas pequeno
W, el cual esR-hereditario y contiene a .

Teorema 3.28.
Wg = {y: Jz3k(x € W y 2R*y)}.

Demostracion. 2| Sean C = {y : a3k(z € W'y xR*y)}, 2 € C y 2Rw. Por
demostrar que w € C. Como z € C, entonces existen x, k tales que w € w’
y xR¥z y como zRw, entonces xR 1w. Por lo tanto w € C. Asi C es R-
hereditario y como W’ C C, entonces W}, C C.

C| Sea W' = {D C W : D es R-hereditario y W’ C D}. Veamos que C C
Wh. Sea D C W R-hereditario tal que W' C D, veamos que C C D. Sea
y € C, entonces existen x € W'y k > 0 tal que xtR¥y y xtRzRz, ... Rz,_1 Ry.
Por lo tanto y € D, asi C C D. Por lo tanto C C Wrp,. O
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Definicién 3.29. Si§ = (W, R, P) y§ = (W', R', P') son frames, entonces
§ es un subframe de § (§' C §) si cumple:

1. W' es un subconjunto R-hereditario de W,
2. R=RnNn(W' x W),
3. PP={W'nsS:SeP}.

Teorema 3.30. Si W’ es un subconjunto R-hereditario de W y R’ = RN
(W' x W), entonces:

LW\ (W' NS)=W'n(W\S),
2.(W'NS)N(W' NSy =wn(Sns),
3. mp(W'NS)=W nNmg(S),
4. lpg(W'NS) =W NIg(S).
Demostracion.

1. Seaa € W\ (W' NS) entonces a € W Aa ¢ W' NS, es decir a €
WA\ (W'\S)=W\W)UW\S), entoncesa € W\W'VaeW\S
implicamos que a € W Aa € W\ S. Por lo tanto a € W' N (W \ 5).

2. 2e WS N(W'NSy)siysdlosize (WNS)Axe (W NS))siy
solosi (x e W Az e S)AN(zeW ANz e S))siysolosi (v e WAz e
WHNxeSANxeS))siysolosize W A(xeSANxeS))siy solo
sizeW' N(xeSnzes)

3. Sea x € mp(W'NS), entonces v € W'y xR'y para algin y € W' N S,
entonces xRy y como y € S, se cumple que x € mg(S) . Por lo tanto
r € W'Nmpg(S). Por otro lado, sea . € W Nmpg(S), entonces z € W'y
x € mg(9S), entonces xRy para algin y € Sy como w’ es R-hereditario
entonces y € W’. Por lo tanto © € mp/ (W' NS).

4. Sea x € lp(W'NS), entonces x € W'y para todo y se tiene que xRy,
tenemos que y € W' NS entonces xRy pues R = RN (W' x W), asi
z € W' N Ig(S). Por otro lado sea x € W' N Ix(S), entonces x € W'y
x € lr(S), entonces para toda y se tiene que xRy implica que y € S'y
como W’ es R-hereditario se tiene que y € W' asi tR'yyy € W' NS,
es decir z € lp(W'NS).
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O

Corolario 3.31. Si§ = (W, R, P) es un frame y W' C W es R-hereditario,
entonces §w = (W', R', Py/) es un subframe de §, donde:

I R=RO(W x W'y
2. PW/:{WIHSSSEP}

Demostracion. Sea § = (W, R, P) un frame y W' C W tal que W’ es R-
hereditario. Por demostrar que §w» = (W', R, Py/) es un subframe de §F,
donde R = RON(W'xW') y Py, = {W'NS : S € P}. Veamos que se satisface
la Definicién 3.29. El tnico requisito que no se satisface inmediatamente es

que Fyy es un frame, es decir, Py se cerrado bajo N, \,y lg, pero esto se sigue
de Teorema 3.30. O

Corolario 3.32. Sea {§; : i € I} es una coleccion de frames de §, y W' =
Nic; Wi. Entonces st W' # 0, Fwr es un subframe de §.

Demostracion. Veamos que W' es R-hereditario. Sea © € W'y zRy. Por
demostrar que y € W’. Como x € W' = N;¢c;W;, entonces para todo i € [
x € W; y como para cada ¢ € I W; es R-hereditario y ademés xRy se tiene
que para cada i € I y € W;. Por lo tanto y € N;c;W;, asi W’ es R-hereditario.
En virtud del Corolario 3.31, se tiene que §yr = (W' = NMje/W;, R, Py) es
un subframe de §. O

El corolario 3.32 afirma en efecto que la intersecciéon de subframes es un
subframe, por lo que cada W' C W tiene un subframe mas pequeno de § que
lo contiene. Este subframe es §y;, y es llamado el subframe de § generado
por W'. Si W' = {z} entonces Swy, 1o escribiremos como §,, el subframe
generado por X.

Teorema 3.33. Si§' C 3§, alpr,...,pn) €L, y S1,...,5, € P,
RS (W' A Sy,..., W' NS, =W NRS (S,.... S,
Demostracion. Haremos inducciéon sobre la complejidad de a.

1. Sia=p;,i=0,1,... (&tomo).

W TW NS, W'NS,) = WnS
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Por otro lado,
W'NhS (Sy,....S,) = W'NS.
Por lo tanto hS “(W/ N Sy,..., W' N S,) = W NS (Si,...,5,).

Supongamos ahora que el teorema se cumple para formulas de comple-
jidad menor que a.

2. Sia=-0.
Wy NS, W'NS,) = B (WNS,...,Ww NS,
= W' Nh(Si,....S)
= [WA\WUW\ RS (S,.... S
= W\hS (Si....,5)
= W' N[k (Sy,....S)
= W'NhS;(S,....S,).
3. Sia= [0 Ay.
WS o (W' NS,....W'NS,) = [BS (W NS,..., W NS,)N

hEW NS, W' NS,

W RS (S,...,Su)] N

W' NhS (Sy,..., )]

= W Nh§(S,....,S)]N
[R5 (S1, ..., Su)]

= W'NnhS (S1,...,5).

BAY

[
[
[
[

4. Si =00
Por demostrar que hgg (W'nsSy,....,S8%) =wn hgg(Sl, ey Sn), por
la Definicion 3.4 es equivalente a probar lo siguiente:

LlhS (WA Sy, .., W A8 =W N Lg(hS (S, ).

Seax € lp [hg+(W’ﬂ51, ..., W'NS,)], entonces x € W'y xR’y implica
que y € hg +(VV’ NSy, ....,W'NS,) y por hipdtesis esto ultimo es igual
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aW'n hgl(Sl, ...Sy), entonces y € W'y y € h?(Sl, .o, Sp) y como
xR’y se tiene que xRy. Por lo tanto x € W' N lR(hg+)(5’1, ceySh).
Por otro lado sea x € W' N lR(hg+(Sl, ...,Sy)), entonces z € W'y
x € lg(hg).

Ahora sea x € W' N lR(thr(Sl,...,Sn)), entonces x € W'y x €
lR(hg+(Sl,...,Sn)), entonces x € W' C W y xRy, entonces y €
thr(Sl, ..., Sn) y como W’ es R-hereditario, entonces

y € W’ﬂh?(& ..., S,), entonces por hipotesis inductiva, y € hgl+(W’ﬂ
Si,...,W'NS,). Asiz € lR(hgl+(W’ NSy,...,W'NS,)). Por lo tanto

WSy (W' NSy, 8) =W N hSH(Sy, ..., S,).

Corolario 3.34. Si§ C§ y 5 = «, entonces § | a.

Demostracion. Como § | « si y solo si § | «, es suficiente probar que
FtEastlosiFT = a. SiFT ¥ a entonces, existen Ty,...,T, € P’ tales

que hg/+ (Ty,...,T,) # W' Por inciso 3) de la Definicion 3.29, para 1 <i < n
existen S; € P tales que T; = W' N S;. Por lo tanto, por el Teorema 3.33

W' KT T,) = h3 (W'NS,...,W'NS,)
W N hS (Sy,...,5,)
Entonces W’ N A3 (Sy,...,S,) # W', asi W' & h3(Sy,...,S,) pues de lo

contrario W' N hg/(Sl, Sy =W AW CW.L
Por lo tanto h3(Sy,...,S,) # W, asi + ¥ a. ]

En contexto de K-frames, tenemos el siguiente caso especial de 3.33.

Teorema 3.35. Sea V' una valuacion en (W, R), W C W y sea (W, R')
el sub-K-frame generado por W' (W}, como se definio en 3.28 y R' = RN
(W5 x W) ). Definimos Viyr, por Viy:(p) = Wi NV (p), todas las variables p,
Entonces Viyr (o) = Wi NV (a), todo o € P.

La funciéon Vi se llamara la valuacion derivada de (generada por) V.
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3.7. Homomorfismos

El hecho de que los subframes preservan la validez de 3.34 puede en efec-
to establecerse indirectamente a partir de la preservacion de las identidades
polinémicas en homomorfismos de algebras. En efecto, por la Definicion 3.29
y el Teorema 3.30 si §' C §, entonces la funcion S — W/'NS es un homomor-
fismo de algebras modales de § en §. Hay otras construcciones algebraicas
que preservan las identidades (subélgebras) y, como veremos, cada una de
ellas estéa asociada con una construcciéon de frame en particular. En esta sec-
cion, se muestra que la estructura de la preservacion de las funciones entre
los frames estédn vinculados con las subélgebras modales.

Definicién 3.36. St § = (W, R, P) y § = (W' R, P’) son frames, una
funcion Q@ : W — W' es un homomorfismo de frames de § a §' si y sdlo si

1. xRy sdlo si Q(z)R' Q(y),
2. Q(x)R'z sdlo si Jy(xRy y Qy) = =),
3. S e P solosi QYS) e P, donde Q7 1(S)={x e W:Q(x) € S}.

Si Q es sobreyectiva (i.e. QW) = W’), entonces § es una imagen
homeomorfa de § (escribimos §' < §).

Q es un encaje si y solo si es inyectivo y satisface

4. Se€eP=3TeP(QS)=9W)NT).

Si Q es biyectiva y Q71 es un homomorfismo entonces Q es un iso-
morfismo, en cada caso § y § son isomorfos (§ = §).

Un isomorfismo puede alternativamente describirse como un encaje so-
breyectivo. Note que un homomorfismo biyectivo necesariamente no es un
isomorfismo, es decir, si P # 2" entonces la funcién identidad de (W, R, 2")
a (W, R, P) es un homomorfismo biyectivo cuya inversa no satisface 3.36 (3).

Teorema 3.37. Si Q : § — §' es un homomorfismo de frames, entonces
para S, T C W',

1. QI W'\ 8) =W\ Q7I(S),
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2. QY(SNT)=Q(S)NnQ (1),
3. Q7 mp(S)) = ma(Q7),
4 QI (5)) = lr(Q7(S)).

Demostracion.
QI (W'\ S) =W\ Q1(5)
Q_I(W'\S) {reW:Q(x) e W\ S}

)
{reW:Q(x) e W AQ(x) ¢ S}
{a:GW Q(x)EW}ﬂ{xEW:Q(x)¢S}
)N
W\Q 'S

N(Q7(9))

(
)
2. 971(SNT)=971(S)NnQ (T
QHSNT) = {zeW:9(x)eSNT}
{reW :Q(x)e SAQ(x) e T}

{reW:9(x)eStNn{reW:Q(x)eT}
= Q7S NQ (1)

3. Q7 (mp (S)) = mp(Q7'(9)
Sea x € Q7' (my (S)) entonces Q(x) € my (S), luego Q)R z para
algin z € S, entonces existe y tal que xRy y Q(y) = z. Por lo tanto
y € Q71(9). Por ende z € mp(Q7').
Por otro lado sea x € mr(Q~1(9)), entonces x Ry y para algtn y tal que
y € Q7Y(S), es decir, zRy y Q(y) € S. Y por definicion Q(z)R Q(y),
asi Q(z) € mpy (9). Por lo tanto z € @~ (m)(9).

4. Q7' (1y(8)) = Lr(Q7Y(9))

©
L
—
o~
=l
—
2
Il

QI (W' \ my (9))
WA\ Q7 (mr(Q7'(9))
= W\ mgp(Q7'(9))

= 1r(Q7'(9))
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O

Teorema 3.38. Sean Q : § — § un homomorfismo y Fo = (Wo, R, Pg) el
subframe de §' generado por Q(W). Entonces:

1. Q es una imagen homeomorfa de § bajo Q y
2. o =T si Q es un encage.
Demostracion.

1. Notamos que Q(W) es un conjunto R -hereditario. En efecto, supon-
gamos que z € Q(W) y xR'y. Veamos que para y € Q(W) existe
wy € W tal que Q(wy) = y. Como = € W, entonces existe wy, € W
tal que Q(w;) = z y xRy, entonces Q(w;)R'y, asi existe wy € W tal
que wyRwy y Q(wy) = y entonces y € Q(W). Por lo tanto Q(W) es
R-hereditario, asi Q es una funcién sobre §o. Ahora si S € Pg entonces
existe T € P': S = Q(W)NT, entonces

Q7'(S) = @ H(QW)NT)
Q™ (QW))nQ(T)
= Wnao T
= Q' (T)eP

Finalmente tenemos que xRy, implica Q(x)R Q(y).

2. Si Q es inyectiva, entonces (Q')"! = Q implica por definicion de
encaje tenemos que, dada S € P, se cumple que (Q1)71(S) = Q(9) €
Pg por lo que Q! es un homomorfismo. Esto, junto con (1), nos da
que Q es un isomorfismo entre § y §o

]

Teorema 3.39. Si Q : § — §' es un homomorfismo, a(py,...,p,) € ®, y si
Si,...,S, € P, entonces Q1 (hZ"(S1,...,Sn)) = S (Q71(S1),..., Q7 (Sh)).

Demostracion. Por induccion de la longitud de a.

1. Sia= Pi,
QY (h3(S1,...,5.)) = Q1(S)).
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Por otro lado
WS (Q7(S1),. .., Q71 (Sn)) = Q7N(S).

Supongamos que el Teorema se vale para férmulas de complejidad me-
nor que a.

.Sia:—ﬂ.

QUK (S1, .., 8)) = QU W\ A (Sy....,5.))
— WA\Q (S (S, S0))
— WA\KS(Q(S),...,Q7'S,)
= hS,(Q7(S),..., Q(Sh).

.Sia=pFA7y,
QI (hS,(Sh,...,S,) = Q*l(hg:+(51,...,5n)ﬂ(h§’+(Sl,...,Sn)
— QA5 (1., 8)) N QRS T (Sh,y ., 50)
S Q7N (Sh), -, Q7H(S))N
hS(Q7Y(Sh), ... Q7(S))
= 5 (Q7H(S1), -, Q7 (Sw))!

.S =00,

Por demostrar
Q (L (Si,- . Sn)) = hE5(Q7(S1), ..., Q71 (Sh))
Por Definicién 3.4 verifiquemos los siguiente

QM Ly (W] (S1, .., Su) = Lr(hS (Q7(Sh), ..., Q7 (Sw)).

Q 'Ly (B} (S1,---,S) = Lr(Q MRS (S1,...,5.))
= 1p(h5 (Q7(S)),..., Q7 (Sh))



3.7 Homomorfismos 71

Corolario 3.40. Si§' <F y § F «a, entonces §' = «a.

Demostracion. Se/a Q0 : § — § homomorfismo.
Por demostrar h3 " (Sy,...,S,) = W’

WS (S,. .S 2 Q@M (WS, .., Sh)
— Q¥ (Q(S1,. ., 5))
= QW)
= W

Por lo tanto W' C h§/+(51, ..., Sn). Por otro lado, por definicion tenemos
que h3 7 (Sy,...,5,) CW'. Asi h3 " (Sy,...,S,) =W O

Corolario 3.41. Cualesquiera dos frames isomorfos son semdnticamente
equivalentes.

Demostracion. Sea Q : § — § isomorfismo de frames.

Por demostrar que § = a si y solo si § = a.

Supongamos que § = a. Queremos ver que § |= . Bastara ver que §t = o
entonces § * |= a. Por demostrar que h§+(81, ..., Sn) = W'. Esto se sigue
del Corolario 3.40.

Ahora si § 2 § v § E a. Por demostrar que § | a. Consideremos P =
Q~!': § — & homomorfismo. Verifiquemos que hS" (Sy,...,S,) = W

K (Sy,...,8,) 2 PP YAE)(Sy,....S))
= P(hS (P7Y(S1),...,P7(SW))
= P(W")
= W.

Y por otro lado se tiene que A3 (Sy,...,S,) € W, esto por definicion. Por
lo tanto A3 (Sy,...,S,) = W. O

Teorema 3.42. Si § esta encajado en §', entonces § | « implica que

S E a.

Demostracion. Sean § FayQ:§— & un encaje. Entonces por el Teorema
3.38, se tiene que Fo C F v Fo = §. Por otro lado, por Corolario, 3.34 como
FoC T vT [ a, entonces Fo = a y como Fo = § por Corolario 3.41,
entonces § = a.

]
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Definicion 3.43. Si Q : § — § es un homomorfismo de frames, entonces

QF : F't — FT es definida por QF(S) = Q7(S), para todo S € P'.

Teorema 3.44.

1.

Q1 es un homomorfismo de dlgebras modales.
QT es inyectivo si Q es sobre.
QT es sobre si Q es un encaje.

Q1 es un homomorfismo de dlgebras modales si Q es un isomorfismo
de frame.

Demostracion.

1.

Por demostrar:

a) QT(SNT) = Q7 (5)NQ7(S) N Q™(T),
b) @7(\5) =\Q"(9),
¢) QF(mp(S)) = ma(Q*(S)).

Se sigue de la Definicion 3.43 y el Teorema 3.37.

Supongamos que Q es sobre. Por demostrar que Q% es inyectivo. Sean
S, T € P tal que Q7(S) = Q7 (T). Como QF(S) = Q(T) por De-
finicion 3.43, se tiene que Q7(S) = Q7 H(T) entonces Q(Q7(9)) =
Q(Q HT)) y como Q es sobre, se tiene que S = T.

Supongamos que Q es un encaje. Por demostrar que Q" es sobre. Sea
S € Py como Q es encaje, entonces existe T € P’ tal que Q(S) =
Q(W)NT. Notamos que S C Q' Si z € Q1(T), entonces Q(x) €
T NOW) = Q(S), asi para algin y € S se tiene que Q(z) = Q(y).
Pero Q es inyectivo, entonces z = y. Por lo tanto Q7 (T')(S), es decir,

Q*(T) = 5.

4. Se sigue de 1-3).
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3.8. Inmersion de CPI en S4

Uno puede notar la cercania de la C'PI y S4 cuando se piensa en la
implicacion intuicionista como implicaciéon necesaria y notar la semejanza de
los modelos. Gddel vio la conexiéon mucho antes de la existencia de modelos
de Kripke al senalar que la interpretacion de O como la nocién intuitiva de
probabilidad. El construy¢ la siguiente traslacion 7' de I PC' en S4.

Definicion 3.45. (Traslacion de Gédel) Para toda p variable intuicionista y
para cualesquiera @ y 1 formulas intuicionistas,

1. T(p) = Op;

2. T(L)=01;

3. T Ap) =T(p) NT();
4. T(e Vi) =T(p) VT(¥);
5. T(p =) =T(p) = T(¥).

los conectivos Intuicionistas son transformados por T en las correspon-
dientes Clésicas, pero se entienden ahora en el contexto de demostrabilidad.

Sea M = (F, V) un modelo modal en un frame casi-ordenado §.
Definimos en el esqueleto p§ de § una valuacion intuicionista pV por tomar,
a cada variable intuicionista p,

pV(p) ={C(x) : (M, ) |= Op},

pV (p) es upward closed.

Decimos que el modelo pPt = (pF, pV') es el esqueleto de el modelo 9.
Inversamente, si 91 = (pF, U) es un modelo intuicionista basado en un es-
queleto de un frame-casi ordenado § = (W, R), entonces tomando a cada
variable intuicionista p

Vip) ={z e W:(N,C(x)) = p}

obtenemos un modelo modal M = (F, V') cuyo esqueleto es (isomorfo a N).
En particular, si todos los clusters en § son simples y ademés § es isomorfo
a pg, entonces el modelo 91 es también isomorfo a su esqueleto .
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Lema 3.46. (Esqueleto) Para cada modelo M de logica modal basado en un
frame casi-ordenado, todo punto x en M y cada formula intuicionista p,

(P, C(x)) = ¢ siy sdlo si (M, z) =T (p).

Demostracion. Sean N un modelo de logica modal basado en un frame casi-
ordenado y x en 9. Haremos induccién sobre la complejidad de la formula

©.
1. Si ¢ = p atomo, entonces
(P, C(x)) Ep siysolosi C(x)e V(p)
sty solo si (M, z) = Op.
Por otro lado (M, z) = T'(p) = Op. Supongamos que el Teorema se

cumple para féormulas de complejidad menor que .

2. Si ¢ =1V x, entonces
(pM,C(x)) Ev VX siysdlosi (pI,C(x)) v o (p9M,C(x)) = x

siy solosi (Mx) =9 o (M) =X
sty solo si (M, z) =V x.

3. Si ¢ = A x, entonces

(P, C(x)) EY Ax siysdlosi (pPM,C(x)) =1
y (P, C(x)) = x
siy solo si (M, z) =
y (M, 2) = x
siy solo si (M, x) =¥ A x.

4. Si ¢ =1 — x, entonces

(P, C(x)) ¥ ¢ siysolosi existey € x 1:
(P, C(y)) = oy (09, C(y)) ¥ x

sty solo si emiste y € x T:

(M, y) = T) y (M, y) ¥ T(x)

)
siy solo si (M, z) # O(T () — T(x))
siy solo si (M, z) E T (Y — x)
siy solo si (M, z) ¥ T(p).
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O

Corolario 3.47. Para cada frame casi-ordenado § y cada formula intuicio-
nista @,

P = ¢ siy sdlo si § = T(p).
Teorema 3.48. La traslacion de Gadel es un encaje de IPC' a S4.

Demostracion. Deseamos probar que, para toda formula intuicionista ¢
w € CPI siy solo si T(p) € S4.

Supongamos que T'(p) ¢ S4. Entonces existe un frame casi-ordenado § tal
que § ¥ T(p). Por el Corolario 3.47, pF ¥ ¢ v asi ¢ ¢ CPI. Inversamente,
supongamos que ¢ ¢ CPI. Entonces por Teorema 2.15, existe un frame
intuicionista finito § refutando ¢ y como un frame modal es isomorfo a su
esqueleto. Por el corolario anterior, § ¥ T'(¢), de esto se sigue que T'(p) ¢
S4. O
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Conclusion

La logica proposicional clasica fue creada por Boole hace unos 150 anos
y se mantiene en posicién central entre las logicas proposicionales no sélo
debido a su venerable edad. De hecho, representa el modelo més simple de
razonamiento basado en la suposicién de que toda proposicion es verdadera o
falsa. Muchas otras logicas estan contenidas en la logica clasica o construidas
en su base para enriquecer el lenguaje con nuevas conectivas.

Las algebras de Boole se presentaron como un modelo de la légica clasica
y se denomina asi en honor a George Boole, que fue el primero en definirla
como parte de un sistema logico. El algebra de Boole fue un intento de utilizar
las técnicas algebraicas para tratar expresiones de la logica proposicional. El
algebra de Lindenbaum-Tarski de la légica intuicionista clasica es un algebra
de Boole.

La loégica intuicionista, o légica constructivista, es el sistema logico ori-
ginalmente desarrollado por Arend Heyting. La logica intuicionista rechaza
el principio del tercero excluido. Esto se debe a una observacion de Brou-
wer de enfatizar las pruebas en vez de la verdad. Desde el punto de vista
de teoria de conjuntos la logica proposicional intuicionista es un subconjun-
to de la clasica: se puede definir al descartar la ley del tercero excluido del
CPC. Seméanticamente las élgebras de Heyting se presentaron como mode-
los de la logica intuicionista, el dlgebra de Lindenbaum-Tarski de la logica
intuicionista proposicional es un algebra de Heyting.

Dentro de un sistema de légica clésica, se tiene =—a — a. En logica intui-
cionista, una proposicién implica su doble negacion, pero no reciprocamente.
Esto marca una importante diferencia entre logica clasica e intuicionista. Sin
embargo, en légica intuicionista, si tenemos la equivalencia entre ———a y
—«. Es mas, en el caso proposicional, una férmula es demostrable de forma
clasica, si su doble negacién es demostrable de manera intuicionista. Este
resultado es conocido como el teorema de Glivenko.

La logica modal esta disenada para formalizar el comportamiento de-
ductivo de la necesidad y posibilidad. El sistema proposicional modal 54 es
obtenido agregando Do — oy Do — OO« a T'.

Por supuesto, uno puede notar la cercania de la CPI a S4, cuando pen-
samos a la implicacién intuicionista como una implicacién necesaria y nos
damos cuenta de la semejanza de los modelos. Gbédel vio esta conexiéon mu-
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cho antes de la existencia de los modelos de Kripke. El medio para lograrlo
fue interpretar al conectivo O con la nocién de demostrabilidad, creando con
ello la traslacion entre C'PI y S4 que lleva su nombre.



78

Loégica modal




Referencias

1]

2l

13l

4]
[5]

(6]

17l

8]

19]

[10]

[11]

J. Arrazola, I. Martinez, J.P.Munoz y J. Lavalle, Topologia y Sistemas
Dinamicos IV, Capitulo 1. Logica Intuicionista y sus Interpretaciones,
3-49, (2011).

N. Bezhanishvili, Lattices of intermediate and cylindric modal logics,
ILLC Dissertation Series DS-2006-02, (2006).

N. Bezhanishvili and D. de Jong, Intuitionistic Logic, ILLC Universiteit
van Amsterdam, (2005).

G. Birkhoff, Lattice Theory, American Mathematical Society, (1963).

S. Burris and H. P. Sankappanavar, A course in Universal Algebra, The
Millennium Edition, (1981).

A. Chagrov and M. Zakharyaschev, Modal Logic, Oxford University
Press, (1997).

B.F. Chellas, Modal Logic an Introduction, Cambridge University Press,
(1980).

N.B. Cocchiarella and M.A. Freud, Modal Logic, Oxford University
Press, (2008).

D.M. Gabbay and L. Maksimova, Interpolation and Definability, Oxford
Science Publications, (2005).

R. Goldblatt, Mathematics of Modality, CSLI Lecture Notes No. 43,
(1993).

P.T. Johnstone, Stone Space, Cambridge Studies in Advanced Mathe-
matics 3, (1992.)

79



80 REFERENCIAS

[12] E.J Lemmon, Semantics for Modal Logic I, Journal Symbolic Logic 31
,46-65,(1966).

[13] 1. Martinez, Algebras de Heyting y Ldgica Constructiva, (2004).

[14] E. Mendelson, Introduction to Mathematical Logic, CHAPMAN &
HALL/CRC, Fourth Edition, (1997).

[15] G. Priest, An Introduction to Non-Clasical Logic, Cambridge University
Press, Second Edition, (2008).

[16] H. Rasiowa, An Algebraic Approach to Non-classical Logics, North-
Holland Publishing Company, (1974).

[17] H. Rasiowa and R. Sikorski, The mathematics of methamathematics,
PWN Warzawa, (1970).

[18] D. Van Dalen, Intuitionistic Logic, Handbook of Philosophical Logic Vol.
III, D. Reidel Publishing Company, 225-339, (1986).

[19] D. Van Dalen, Logic and Structure, Springer-Verlag, New York Inc.
(1989).

[20] E. N. Zalta, Basic Concepts in Modal Logic, Center for the Study of
Language and Information Stanford University, (1995).



Indice alfabético

CPC,5

ConA, 44

ConA, 44

Eq(A), 44

Idg(X), 41

K-frame canonico, 57

Ly, 50

Log(§), 21

R-hereditario, 62

A
-consistente, 55
-derivable, 55
-maximal, 55

= (modT), 11

BA, 50

HA, 48

L, 15

3+, 60

ConA, 44

Ok (X), 44

ar(o), 7

Algebra, 7
Booleana, 9
modal normal, 55
abstracta, 7
cociente, 10, 44
de Heyting, 28

de Lindenbaum-Tarski, 12, 49

de términos, 39
Algebras

Booleanas, 7
similares, 8

Back, 22

Cadena, 1
Casi-orden, 9, 59
Clase

de equivalencia, 44

ecuacional, 47
Cluster, 59

propio, 59

simple, 59
Conjunto cociente, 44
CPC, 11
CPI, 15

Downward close, 20

Encaje, 67
Esqueleto, 59

Formula
valida, 13
Formulas
atomicas, 2
Filtro, 50
propio, 51
Forth, 22
Frame
modal normal, 61
cociente, 59



82

INDICE ALFABETICO

de Kripke intuicionista, 19
reflexivo, 59
transitivo, 59

Funciéon natural, 45

H(K), 36
Homomorfismo, 8, 40
de frames, 67
de Heyting, 34

[(K), 36

Ideal, 10
maximal, 10
propio, 10

Identidad, 41

K-frame, 57
Kernel, 40
Kripke completa, 21

Logica
finitamente aproximable, 21
intermedia, 18
modal, 54
normal, 55
superintuicionista, 18
consistente, 18
Lattice, 8, 26
acotada, 27
completa, 28
distributiva, 9, 28
Lema
del Esqueleto, 74
Ley
de Antimonotonia, 11
de Cambio, 11
de Monotonia, 11
distributiva infinita, 31

Modelo

de Kripke intuicionista, 19
de Kripke modal, 58
Morfismos acotados, 22

Operador
Idempotente, 36

P(K), 36
p-morfismo, 22
sobreyectivo, 22
PROP, 2, 15
Propiedad
del modelo finito, 21
de compatibilidad, 44
universal de funciones, 39
Prueba, 6

Reducciones, 23

S(K), 36
Sistema deductivo, 11
Sub
algebra, 35
algebra, 8
algebra generada, 8
frame generado, 22
frame generado por w, 22
modelo generado, 22
formula, 5
frame, 63
Sucesion
de formacion, 4

Teoria formal, 5
Teorema, 6

de Birkhoff, 28, 45

de Tarski, 37

de Glivenko, 17
Traslacion de Godel, 73



INDICE ALFABETICO

83

Unioén disjunta, 23
Upset, 22
Upward Closed, 19

V(K), 37
Valuacion, 12, 48, 57
canénica, 13
estandar, 51
inducida por V, 13
intermedia, 19
Variedad, 36
finitamente generada, 37
generada, 37



