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Introducción

La lógica intuicionista surge como una explicación formal de las ideas de
Brouwer(1907,1908). Fue construida en la forma de cálculo tipo Hilbert por
Kolmogorov (1925), Orlov(1928) y Glivenko (1929), quienes consideraron el
lenguaje proposicional, posteriormente para el caso predicativo, por Heyting
(1930).
El significado de los conectivos intuicionistas fue explicado por primera vez
en términos de la interpretación de prueba dada por Brouwer, Kolmogorov
y Heyting. Esta no fue clara, sin embargo, la manera de construir una forma
razonable semánticamente con esta interpretación informal, o incluso cual-
quier semántica con respecto a que CPI pueda ser completa (Gödel acababa
de probar sus teoremas de completitud para cálculo proposicional clásico). El
estudio de la semántica de CPI fue iniciado por Gödel (1932), el cual mos-
tró que CPI no es tabular, además da una interpretación de los conectivos
intuicionistas a través de las correspondientes clásicas por encajar CPI en el
sistema modal de Lewis S4 (basada en lógica clásica) y tratando su operador
necesidad como " es probable".
El encaje de CPC en CPI fue construido por Glivenko (1929), Gödel(1933b),
Gentzen (1934-35) y Lukasiewics (1952).

La semántica relacional fue introducida en (1965) por Kripke. De hecho,
se remonta a Jónnson y Tarski (1951) quienes representaron a las álgebras de
la lógica modal S4 y por consiguiente implícitamente para CPI, en la forma
de frames, y para Dummett y Lemmon (1959) que lo hizo expresamente para
álgebras finitas.

En el Capítulo 1 presentamos la definición de Lógica Formal. Se muestra
como primer ejemplo al Cálculo Proposicional Clásico , exponiendo algunos
resultados y ejemplos, los cuales serán necesarios para nuestro estudio pos-
terior. A continuación, se introducen las definiciones de álgebras Booleanas
y álgebra de Lindenbaum-Tarsky, para concluir este capítulo con la caracte-
rización algebraica del Cálculo Proposicional Clásico.

El Capítulo 2 se enfoca al estudio de la Lógica Intuicionista y Superintui-
cionista. Abordamos un resultado importante conocido como el Teorema de
Glivenko, el cual afirma que una proposición es demostrable de forma clásica,
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si su doble negación es demostrable en la lógica intuicionista. Proporciona-
mos la definición de Lógicas Superintuicionistas y listamos algunas de ellas.
En el aspecto semántico, similar a lo presentado para la Lógica Clásica, se
desarrolla una caracterización algebraica para CPI. Para ello se introduce la
definición de lattice, y posteriormente se presenta la definición de álgebras de
Heyting. Además, se exponen algunas propiedades relevantes de las mismas.
Usando la construcción del álgebra de Lindenbaum-Tarski obtenemos la com-
pletitud algebraica de CPI. Finalmente, extendemos la semántica algebraica
de CPI de todas las lógicas intermedias.

El Capítulo 3 estudiamos a las Lógicas Modales para ello, listamos al-
gunos axiomas conocidos y a partir de estos axiomas enunciamos algunos
sistemas lógicos, como lo es S4. Se establecen las Semánticas de Kripke para
la Lógica Modal y se exponen algunas propiedades importantes. Se concluye
el Capítulo 3 con una sección en la que se establece la traslación de Gödel T
y se demuestra que es un encaje de CPI en S4.

Miguel Pérez Gaspar
Facultad de Ciencias Físico Matemáticas, BUAP

Puebla, Puebla, México
Agosto de 2012
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Capítulo 1

Lógica Clásica

1.1. Sintaxis
Definición 1.1. Un lenguaje formal de primer orden L es una colección de
signos divididos en las categorías siguientes:

(a) Un conjunto numerable {xi : i ∈ ω} de variables. Llamaremos a la
variable xi la variable del índice i en L.

(b) Conectivos lógicos: negación (¬) e implicación (→).

(c) Símbolos auxiliares: paréntesis derecho, paréntesis izquierdo y coma.

Generalmente se agrega al lenguaje de primer orden un conjunto (posible-
mente vacío o posiblemente infinito) llamado tipo de símbolos no lógicos de
alguna de las siguientes clase.

(d) Símbolos de relación: cada uno asociado con un entero positivo llamado
aridad.

(e) Símbolos de función con su aridad.

(f) Constantes individuales.

Definición 1.2. Sea L un lenguaje formal. Una cadena de signos en L es
una sucesión finita de signos de L, repetidos o no, con un cierto orden. El
número de signos que componen a la cadena se llama longitud de la cadena.

Ejemplo 1.1.1.

1



2 Lógica Clásica

1. x1, c c→ ¬x2

2. ((x1 → ¬x2)→ x1)

Definición 1.3. De forma recursiva se definen las fórmulas bien formadas
de tipo L de la siguiente manera:

(a) Las fórmulas atómicas son fórmulas de tipo L.

(b) Si ϕ y ψ son dos fórmulas, entonces (¬ϕ) y (ϕ→ ψ) son fórmulas.

Denotaremos al conjunto de fórmulas por PROP .

Ejemplo 1.1.2.

1. ((ϕ→ ψ)→ ¬ϕ) donde ϕ y ψ son fórmulas

2. (x1 → ¬ → x2) esto no es fórmula

Observación 1.1.1.

1) Abreviaciones:

α ∧ β = ¬(α→ ¬β)

α ∨ β = ¬α→ β

α↔ β = (α→ β) ∧ (β → α)

2) Algunos autores definen a PROP como el conjunto más pequeño X que
cumple las siguientes propiedades:

a) El conjunto de fórmulas atómicas está contenido en X.

b) Si ϕ, ψ ∈ X, entonces ϕ ∧ ψ, ϕ ∨ ψ, ψ → ϕ ∈ X.

c) Si ϕ ∈ X, entonces ¬ϕ ∈ X.

Estudiar el conjunto PROP nos permite establecer un procedimiento
inductivo para estudiar propiedades de fórmulas: Estudiar primero lo que
ocurre con las fórmulas atómicas y posteriormente ver que ocurre con las
fórmulas más generales. Si A es una propiedad denotamos por A(x) el hecho
de que el elemento x satisface la propiedad A.
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Teorema 1.4. Sea A una propiedad. Si ocurre que:

1. A(α) se cumple para toda fórmula atómica α.

2. Si α y β son fórmulas tales que A(α) y A(β), entonces A(α → β),
A(α ∧ β), A(α ∨ β).

3. Si α ∈ PROP es tal que A(α), entonces A(¬α).

Demostración. Sea X = {α ∈ PROP : A(α)}. Por 1. Sabemos que el con-
junto de subfórmulas atómicas pertenece a X.
Supongamos que α, β ∈ X, i.e., A(α) y A(β). Entonces, por 2. A(α → β),
A(α ∧ β) y A(α ∨ β).
Si α ∈ X entonces, por 3. A(¬α).
Por minimalidad, PROP ⊆ X ⊆ PROP . Por lo tanto X = PROP .

1.2. Fórmulas bien formadas
Si A es una propiedada que cumple:

1. A(pi) para todo símbolo proposicional pi y

2. Sean ϕ, ψ ∈ PROP , si A(ϕ) y A(ψ) entonces A((ϕ → ψ)) y A((¬ϕ)).
Entonces, toda fórmula bien formada satisface la propiedad A.

Teorema 1.5. Toda fórmula tiene un número par de paréntesis.

Demostración. Sea ϕ una fórmula.

1. Caso I. ϕ es átomo, es decir, ϕ = pi para algún i ∈ N. Entonces ϕ
tiene 0 paréntesis i.e. 0 = 2 · 0 una cantidad par.

2. Caso II. Supongamos que ϕ = (ψ → γ) donde ψ tiene una cantidad
par de paréntesis, digamos 2n y γ tiene una cantidad par de paréntesis,
digamos 2m por lo tanto ϕ tiene 2m+2n+2 = 2(m+n+1) paréntesis,
es decir, un número par.

3. Caso III. Supongamos que ϕ = (¬ψ) y ψ tiene 2n paréntesis entonces
ϕ = (¬ψ) tiene 2n+ 2 = 2(n+ 1) paréntesis.
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Definición 1.6. Una sucesión ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn es llamada sucesión de forma-
ción de una fórmula ϕ si ϕn = ϕ y para cada 1 ≤ i ≤ n :

a) ϕi es atómica o;

b) ϕi = (ϕj → ϕk), para ciertos j, k < i o;

c) ϕi = (¬ϕj) para algún j < i.

Observación 1.7. Toda fórmula admite una sucesión de formación. Más
aún se verifica el siguiente Teorema.

Teorema 1.8. PROP es el conjunto de todas las expresiones que tienen una
sucesión de formación.

Demostración. Sea X = {ϕ | ϕ admite una sucesión de formación }. Por el
resultado anterior, PROP ⊆ X. Basta probar que X ⊆ PROP . La prueba
se hace por inducción sobre la longitud de la sucesión de formación.

1. Sea ϕ ∈ X que admite una sucesión de formación de longitud 1. En
este caso ϕ es un átomo y así ϕ ∈ PROP

2. Supongamos que para todo k < n, si ϕ admite una sucesión de forma-
ción de longitud k, entonces ϕ ∈ PROP y sea ψ tal que admite una
sucesión de formación de longitud n, digamos ψ1, ψ2, . . . , ψn−1, ψn = ψ.
Por definición, ocurren los siguientes casos:

a) ψ es fórmula atómica. En este caso ψ ∈ PROP
b) Existen i, j < n tales que ψ = (ψi → ψj). En este caso ψ1, . . . , ψi y

ψ1, . . . , ψj son sucesiones de formación de ψi, ψj respectivamente.
Por hipótesis inductiva, ψi, ψj ∈ PROP , de lo cual se sigue que
(ψ = ψi → ψj) ∈ PROP .

Definición 1.9. El rango de una proposición ϕ, denotado por r(ϕ), está
definido como sigue:

1. r(ϕ) = 0, si ϕ es átomo

2. r((ϕ→ ψ)) = máx{r(ϕ), r(ψ)}+ 1
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3. r((¬ϕ)) = r(ϕ) + 1

Teorema 1.10. (Inducción sobre el Principio del rango) Si para toda fórmula
ϕ [ A(ψ) se cumple para toda ψ con r(ψ) < r(ϕ) ] implica A(ϕ), entonces se
cumple A(ϕ) para toda ϕ ∈ PROP .

Proposición 1.11. Si A es una propiedad que cumple:

1. A(ϕ) para toda ϕ atómica

2. Si para toda n ∈ N, A(ψ) para toda fórmula ψ tiene menos de n conecti-
vos y ϕ tiene n conectivos, entonces A(ϕ) ocurre para toda ϕ ∈ PROP .

Definición 1.12. Sean α y β fórmulas. Diremos que β es subfórmula de α
si cumple:

1. β = α ó

2. α = (ϕ→ γ) y β es subfórmula de ϕ ó es subfórmula de γ

3. α = (¬ϕ) y β es subfórmula de ϕ

Ejemplo 1.2.1. Si α = ((p1 → p2)→ (¬p3))→ p2). Entonces:
ψ = (p1 → p2) es subfórmula de α, pero
ψ = (¬p3))→ p2) no lo es.

1.3. Cálculo Proposicional Clásico
Nuestro interés será ahora dar una definición precisa de lo que entende-

remos por Teoría lógica y deducción lógica.

Definición 1.13. Una Teoría formal F sobre un lenguaje L está determi-
nada por un conjunto de fórmulas llamadas axiomas y una colección de rela-
ciones llamadas reglas de inferencia que determinan cuándo una fórmula es
consecuencia lógica inmediata de otra u otras fórmulas.

Como primer ejemplo, introduciremos una teoría axiomática para el cálcu-
lo proposicional clásico, el cual denotaremos mediante CPC. Denotaremos
por L a la Teoría axiomática del Cálculo Proposicional Clásico, de la siguien-
te manera: Sean α, β y γ son fórmulas, entonces los siguientes son axiomas
en L:
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(A1) β → (α→ β)

(A2) (α→ (β → γ))→ ((α→ β)→ (α→ γ))

(A3) (¬γ → ¬β)→ ((¬γ → β)→ γ)

La única regla de inferencia de L es Modus Ponens, el cual denotaremos
mediante (MP): ψ es consecuencia de (ϕ→ ψ) y de ϕ.

Observación 1.3.1.

Cada uno de los axiomas anteriores es en realidad lo que se denomina una
instancia de axioma; es decir, una expresión metamatemática que determina
infinitos axiomas, los cuales resultan de sustituir las "variables" ϕ, ψ, γ por
fórmulas particulares en L.

Los axiomas y las reglas de inferencia de una teoría formal son, en principio
arbitrarias. Si elegimos otros axiomas u otras reglas de inferencia, posible-
mente obtengamos, una teoría axiomática diferente.

Definición 1.14. Sea F una teoría formal.

1. Una prueba en F es una sucesión α1, . . . , αn tal que para cada i ≤ n,
αi es un axioma o consecuencia directa de las αj (fórmulas previas) a
partir de alguna regla de inferencia.

2. Un Teorema en F es una fórmula α tal que existe una prueba α1, . . . , αn,
con αn = α.

3. Diremos que la teoría F es decidible si dada cualquier fórmula, es po-
sible determinar, a partir de un proceso mecánico, si la fórmula es
teorema o no. En otro caso, diremos que es indecidible.

Definición 1.15. Sea Γ un conjunto de fórmulas en una teoría F .
Diremos que una fórmula ϕ se deduce de Γ en F si existe una sucesión
α1, . . . , αn de fórmulas tales que αn = ϕ y para cada i ≤ n, donde αi es
axioma o αi ∈ Γ o αi es consecuencia por MP de fórmulas anteriores en la
sucesión.

Observación 1.3.2. Los elementos de Γ serán llamados premisas o hipótesis
de la prueba. Usaremos la notación Γ `F ϕ para abreviar la expresión "ϕ es
consecuencia en F de Γ".
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Cuando no exista riesgo de confusión escribiremos únicamente Γ ` ϕ. Final-
mente, si Γ es un conjunto finito {β1, β2, . . . βm}, escribiremos β1, β2, . . . βm `
ϕ en lugar de {β1, β2, . . . βm} ` ϕ.

Observación 1.3.3. Si Γ = ∅ y ϕ es una fórmula entonces Γ ` ϕ si y sólo
si ϕ es un teorema. En este caso, escribiremos ` ϕ.

1.4. Semántica del Cálculo Proposicional Clá-
sico

1.4.1. Algebras Booleanas

Definición 1.16. Sea A un conjunto no vacío, entonces una función o :
An → A será llamada una operación n-aria en A. El número n es llamado
la aridad de la aplicación o, la cual se denotará como ar(o).

Observación 1.4.1. Se acepta el caso en que n = 0. Por una operación
0-aria en A entenderemos un elemento constante o ∈ A.

Definición 1.17. Un subconjunto A′ ⊆ A es llamado cerrado bajo una ope-
ración n-aria o, si o(a1, . . . , an) ∈ A′, para todo a1, . . . , an ∈ A.

Definición 1.18. Un álgebra abstracta (o simplemente un álgebra) es una
pareja A = (A, {oφ}φ∈Φ) donde A es un conjunto no vacío y para cada φ ∈ Φ,
oφ es una operación en A. El conjunto A es llamado el universo de A y las
oφ son llamadas operaciones fundamentales de A.

Observación 1.4.2.

1. El conjunto Φ puede tener cardinalidad finita o infinita, incluso puede
ser el conjunto vacío.

2. Si Φ es finito, por ejemplo {1, 2, . . . , n}, entonces escribiremos A =
(A, o1, . . . , on).

Ejemplo 1.4.1. Un grupo G es un álgebra (G, ·,−1 , e) dotado de tres opera-
ciones una binaria otra unaria y una mas 0-aria satisfaciendo las siguientes
identidades:

(G1) x · (y · z) = (x · y) · z
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(G2) x · e = e · x = x

(G3) x · x−1 = x−1 · x = e

Definición 1.19. Un subconjunto A′ de un álgebra abstracta A es llamada
un subálgebra de A, si A′ es cerrado bajo las operaciones heredadas de A.

Observación 1.4.3. Si {Ai}i∈I es una clase de subálgebras de A, entonces
A′ =

⋂
i∈I Ai es un subálgebra de A. Así para todo conjunto A0 ⊆ A existe

la menor subálgebra A′ de A que contiene A0. Esta subálgebra es llamada la
subálgebra generada por A0 y A0 recibe el nombre de conjunto de generadores
de A′.

Definición 1.20. Sean A = (A, {oφ}φ∈Φ) y B = (B, {o′φ}φ∈Φ′) dos álgebras.

1. Se dice que A y B son similares si Φ = Φ′ y para cada ψ ∈ Φ, ar(oφ) =
ar(o′ψ).

2. Si A y B son álgebras similares, entonces una aplicación h : A → B es
un homomorfismo de A en B si preserva todas las operaciones, i.e.,

h(oφ(a1, . . . , an)) = o′φ(h(a1), . . . , h(am))

donde m = ar(oφ).

Proposición 1.21. 1. Si A = (A, {oφ}φ∈Φ), B = (B, {o′φ}φ∈Φ) y C =
(C, {o′′φ}φ∈Φ) son álgebras similares, y h : A → B, g : B → C son
homomorfismos, entonces g ◦ h : A→ C es un homomorfismo.

2. Si h es un homomorfismo de un álgebra A = (A, {oφ}φ∈Φ) en un álgebra
B = (B, {o′φ}φ∈Φ) entonces h(A) es una subálgebra de B.

Definición 1.22. Una lattice es un álgebra (M,∩,∪), donde ∩ y ∪ son ope-
raciones binarias llamadas intersección y unión respectivamente, las cuales
satisfacen para cualesquiera a, b, c ∈M

1. a ∩ a = a ∪ a = a.

2. a ∩ b = b ∩ a, a ∪ b = b ∪ a.

3. a ∩ (b ∩ c) = (a ∩ b) ∩ c , a ∪ (b ∪ c) = (a ∪ b) ∪ c

4. a ∩ (a ∪ b) = a ∪ (a ∩ b).
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Definición 1.23. Una relación binaria ≤ en un conjunto X es un casi-orden
si satisface, para cualesquiera x, y, z ∈ X :

1. x ≤ x,

2. x ≤ y, y ≤ z implican x ≤ z.

Si x ≤ y, y ≤ x implica que x = y, diremos que ≤ es un orden parcial.

Teorema 1.24.

1. Si (M,∩,∪) es una lattice y se define "≤" como a ≤ b si y sólo si
a ∪ b = b, entonces ≤ es un orden parcial en M .

2. Si ≤ es un orden parcial en un conjunto M tal que para cada a, b ∈M
existen inf{a, b} y sup{a, b}, los cuales se denotan por a ∩ b y a ∪ b
respectivamente, entonces (M,∩,∪) es una lattice.

Si M tiene un elemento mínimo (máximo) respecto al orden inducido, este
se denotara por 0 (respectivamente 1). En este caso se cumple que a∪ 0 = a
(a ∩ 1 = a).

Definición 1.25. Una lattice (M,∩,∪) es distributiva, si para cualesquiera
a, b, c ∈M :

1. a ∩ (b ∪ c) = (a ∩ b) ∪ (a ∩ c).

2. a ∪ (b ∩ c) = (a ∪ b) ∩ (a ∪ c).

Definición 1.26. Un álgebra booleana es un álgebra (A,∩,∪,−), donde ∩,∪
son operaciones binarias y − es una operación unaria, tal que (A,∩,∪) es
una lattice distributiva con elemento mínimo y máximo, que satisface, para
cualesquiera a, b ∈ A :

a ∩ −a = 0; a ∪ −a = 1

Ejemplo 1.4.2.

1. Si X es un conjunto y ∩, ∪ son las operaciones usuales de conjuntos,
entonces (P(X),∩,∪), donde P(X) es el conjunto potencia de X, es
una lattice distributiva tal que 0 = ∅, 1 = X. Si se define −A := X \
A, el complemento usual de conjunto, entonces (P(X),∩,∪,−) es un
álgebra booleana, llamada el álgebra booleana de conjuntos determinada
por X.
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2. Sea X={0,1} y defínase:

a) 0 ∩ 0 = 0

b) 0 ∪ 0 = 0

c) −0 = 1

d) 0 ∩ 1 = 0

e) 0 ∪ 1 = 1

f) −1 = 0

entonces (X,∩,∪,−) es un álgebra booleana.

Observación 1.4.4. Sean (X,∩,∪) un álgebra booleana y a, b ∈ X entonces
introducimos un nuevo símbolo "→" definido de la siguiente forma

a→ b := −a ∪ b

Definición 1.27. Un subconjunto no vacío I de un álgebra booleana (A,∩,∪,−)
es un ideal si cumple:

1. Si a, b ∈ I, entonces a ∪ b ∈ I,

2. Si a ≤ b y b ∈ I, entonces a ∈ I.

Definición 1.28. Un ideal I en A = (A,∩,∪,−) será llamado propio si es
un subconjunto propio de A. Si además, I no está contenido propiamente en
algún ideal propio de A, diremos que es maximal.

La prueba de los siguientes resultados se presenta en [16].

Proposición 1.29. Si A es un álgebra booleana e I es un ideal en A, en-
tonces A/I es un álgebra booleana respecto a las operaciones determinadas
por las operaciones fundamentales de A. Más aún, h : A → A/I dada por
h(a) = [a]I es un homomorfismo de álgebras booleanas.

Teorema 1.30. Si A es un álgebra booleana entonces para cada elemento
a0 ∈ A tal que a0 6= 1, existe un ideal maximal I tal que a0 ∈ I.

Teorema 1.31. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo ideal
I de un álgebra booleana A:

1. I es un ideal maximal,

2. El álgebra cociente A/I es el álgebra booleana de dos elementos.
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1.4.2. Álgebra de Lindenbaum-Tarski del Cálculo Pro-
posicional Clásico

Definición 1.32. Un subconjunto D ⊆ PROP es un sistema deductivo si
cumple:

1. A ⊆ D, donde A es el conjunto de axiomas,

2. Si x, x→ y ∈ D entonces y ∈ D.

Lema 1.33. Sea {Di}i∈I la familia de todos los sistemas deductivos, entonces
T =

⋂
i∈I Di es un sistema deductivo.

T será llamado el conjunto de tesis del CPC . Es decir, el conjunto de
tesis es el menor sistema deductivo que contiene al conjunto de axiomas y es
cerrado bajo Modus Ponens.

Proposición 1.34.

1. Si t ∈ T entonces x→ t ∈ T para todo x ∈ L.

2. x→ x ∈ T para todo x ∈ L.

Observación 1.35. Escribiremos x ≤ y para indicar que x→ y ∈ T .

Definición 1.36. Si x, y ∈ L, se define la relación ≡ (modT ) como

x ≡ y(modT ) si y sólo si x ≤ y e y ≤ x.

Observación 1.37. x ≡ y(modT ) si y sólo si x ≡ y ∈ T , y → x ∈ T .

Para una demostración de los siguientes lemas véase [17], [13].

Lema 1.38. "≡ (modT ) " es una relación de equivalencia.

Lema 1.39. (Ley de Cambio) Si a ≤ b→ c entonces b ≤ a→ c.

Lema 1.40. (Ley de Monotonía) Si b ≤ c entonces a → b ≤ a → c, para
todo a ∈ L.

Lema 1.41. (Ley de Antimonotonía) Si a ≤ b entonces b→ c ≤ a→ c para
todo c ∈ L
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Teorema 1.42. La relación "≡ (modT )" es compatible con →,∧,∨ y ¬;
es decir , si a, b ∈ L cumplen que a ≡ b(modT ) y c ∈ L entonces ¬a ≡
¬b(modT ), a � c ≡ b � c(modT ) y c � a ≡ c � b(modT ), donde � = {→,∧,∨}.

Dados x, y ∈ L definimos las siguientes operaciones en L/ ≡ :

x→ y := x→ y
x ∧ y := x ∧ y
x ∨ y := x ∨ y
¬x := ¬x

El teorema anterior garantiza la buena definición; más aún, se puede esta-
blecer un cuasi-orden “≤” en L/ ≡ como sigue:

x ≤ y si y sólo si x ≤ y

Definición 1.43. El sistema (L/ ≡,∧,∨,→,¬) es llamado el álgebra de
Lindenbaum-Tarski del Cálculo Proposicional Clásico.

Observación 1.44. T es una clase de L/ ≡ con la propiedad: si x ∈ L/ ≡
entonces x ≤ T .

Teorema 1.45. El álgebra de Lindenbaum-Tarski del Cálculo Proposicional
Clásico es un álgebra booleana.

Definición 1.46. Sea (A,∩,∪,−) un álgebra booleana entonces:

1. Una valuación v en A es una aplicación v : G → A, donde G es el
conjunto de letras proposicionales del CPC.

2. Dada una valuación v en A, defínase la aplicación []v : L → A como
sigue:

(a) [p]v = v(p), si p ∈ G.

(b) [ϕ ∨ ψ]v = [ϕ]v ∪ [ψ]v.

(c) [ϕ ∧ ψ]v = [ϕ]v ∩ [ψ]v.

(d) [ϕ→ ψ]v = [ϕ]v ⇒ [ψ]v, donde “⇒” es como en (1.4.4) .

(e) [¬ϕ]v = − [ϕ]v.
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Observación 1.47. Denotaremos a [ϕ]v como v(ϕ). Convenimos en llamar
también valuación a la aplicación inducida por v.

Observación 1.48. Sean (A,∩,∪,−) un álgebra booleana, v una valuación
en A y Γ ∪ {ϕ} ⊆ L. Escribiremos:

(i) A, v |= ϕ si v(ϕ) = 1.

(ii) A |= ϕ si A,w |= ϕ, para toda valuación w.

(iii) A, v |= Γ si A, v |= ψ, para toda ψ ∈ Γ.

(iv) A |= Γ si A,w |= ψ, para toda valuación w.

(v) |= ϕ si B,w |= ϕ, para toda álgebra booleana B y toda valuación w.

(vi) Γ |= ϕ cuando B,w |= Γ implica que B,w |= ϕ para toda álgebra
booleana B y toda valuación w.

Observación 1.49.

1. Si ocurre (1.48) (v), diremos que ϕ es una fórmula válida.

2. Si A |= ϕ, donde A es el álgebra booleana de dos elementos, diremos
que ϕ es una tautología.

3. Consideremos (L/ ≡,∧,∨,→,¬), el álgebra de Lindenbaum-Tarsky del
CPC. Entonces v0 : L → L/ ≡, dada por v0(ψ) = ψ, recibirá el nombre
de valuación canónica.

Proposición 1.50. Toda fórmula derivable en CPC es válida.

Proposición 1.51. Para toda fórmula α ∈ L las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. α es derivable en CPC,

2. α es válida,

3. α es tautología.
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Capítulo 2

Lógica Intuicionista y Lógica
Intermedia

2.1. Sintaxis y Semántica
Sea L denota un lenguaje proposicional que consiste de:

1. variables proposicionales infinitas (letras) p0, p1, . . .

2. conectivos proposicionales ∧,∨,→

3. constante proposicional ⊥.

Denotamos por PROP al conjunto de todas las variables proposicionales.
Las fórmulas en L son definidas como usualmente lo hacemos. Denotamos por
FORM(L) (o simplemente FORM) al conjunto de formulas bien formadas
en el lenguaje L. Supongamos que p, q, r, . . . son variables proposicionales y
α, β, ψ, . . . son fórmulas arbitrarias.

Para toda fórmula φ y ψ abreviamos:

¬α := α→ ⊥
φ↔ α := (ϕ→ α) ∧ (α→ ϕ)

> := ¬⊥

Definición 2.1. El cálculo proposicional intuicionista, el cual denotaremos
mediante CPI es el conjunto más pequeño de fórmulas que contiene los si-
guientes axiomas:

15
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(I1) α→ (β → α)

(I2) (α→ (β → γ))→ ((α→ β)→ (α→ γ))

(I3) α ∧ β → α

(I4) α ∧ β → β

(I5) (α→ β)→ ((α→ γ)→ (α→ (β ∧ γ)))

(I6) α→ α ∨ β

(I7) β → α ∨ β

(I8) (α→ γ)→ ((β → γ)→ ((α ∨ β)→ γ)))

(I9) (α→ ¬α)→ ¬α

(I10) ¬α→ (α→ β)

Además CPI es cerrado bajo las reglas de inferencia:
Modus Ponens (MP): de φ y φ→ ψ inferir ψ,
Substitución: (Subst) de φ(p1, . . . , pn) inferir φ(ψ1, . . . , ψn).

2.2. Algunas propiedades
Lema 2.2. Si α y β son fórmulas entonces:

(i) α `CPI ¬¬α

(ii) `CPI ¬¬(¬¬α→ α)

(iii) ¬¬α, ¬¬(α→ β) `CPI ¬¬β

(iv) ¬¬¬α `CPI ¬α

(v) `CPI ¬¬((¬α→ α)→ α)

Para una demostración véase [1].

Definición 2.3. Dadas dos teorías H y K.
Diremos que H ⊆ K si th(H) ⊆ th(K), donde th(H) y th(K) denota a los
teoremas de H y K respectivamente.
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Es bien sabido que el CPC contiene propiamente al CPI. En efecto te-
nemos que α ∨ ¬α, ¬¬α→ α ∈ CPC, pero ¬¬α→ α /∈ CPI.
Dentro de un sistema de lógica clásica, la doble negación, esto es, la nega-
ción de la negación de una proposición α, es lógicamente equivalente a α.
Expresado simbólicamente, ¬¬α → α. En lógica intuicionista, una proposi-
ción implica su doble negación, pero no al revés. Esto marca una importante
diferencias entre lógica clásica e intuicionista. Algebraicamente, la negación
clásica es llamada una involución de periodo dos.

Sin embargo, en lógica intuicionista, sí tenemos la equivalencia entre
¬¬¬α y ¬α. Es más, en el caso proposicional, una oración es demostrable de
forma clásica, si su doble negación es demostrable de manera intuicionista.
Este resultado es conocido como el teorema de Glivenko.

Teorema 2.4. Si α es una fórmula y `CPC α si y sólo si `CPI ¬¬α.

Demostración. Supongamos que `CPI ¬¬α y como CPI ⊂ CPC entonces
`CPC ¬¬α y por otro lado tenemos que `CPC ¬¬α ↔ α, aplicando (MP )
obtenemos que `CPC α.
Por otro, lado supongamos que `CPC α. Entonces existe una prueba de α en
CPC. Cada linea de la prueba es:

(a) una instancia de esquema de axioma (I1)− (I9) ó

(b) una instancia de esquema de axioma ¬¬α→ α ó

(c) una consecuencia de alguna par de líneas anteriores a partir de la regla
de MP .

Probaremos que para cada línea γ de dicha prueba se verifica que `CPI ¬¬γ,
aplicando inducción sobre la posición de γ en la prueba.

1. Si γ es la primera línea de la prueba entonces debe ser algún esquema
de axioma (I1)− (I9). Si ocurriera el caso (a) entonces `CPI γ y por (i)
de el lema anterior se sigue que `CPI ¬¬γ.
Si ocurriera el caso (b) entonces el Lema 2.2 (ii) garantiza que `CPI`
¬¬γ.

2. Supongamos que γ es una consecuencia de aplicar la regla MP a las
líneas anteriores β y β → γ. Por hipótesis de inducción `CPI ¬¬β y
`CPI ¬¬(β → γ) y así de (iii) se sigue que `CPI ¬¬γ. Así en particular,
`CPI ¬¬α.
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Teorema 2.5.

1. CPC es el conjunto más pequeño de fórmulas que contiene CPI, la
fórmula α ∨ ¬α, y es cerrado bajo (MP) y (Subst).

2. CPC es el conjunto más pequeño de fórmulas que contiene CPI, la
fórmula ¬¬α→ α, y es cerrado bajo (MP) y (Subst).

Definición 2.6. Un conjunto de fórmulas L ⊆ FORM cerrado bajo (MP)
y (Subst) es llamado una lógica intermedia si CPI ⊆ L ⊆ CPC.

Por lo tanto, las lógicas intermedias se denotan así a partir de la relación
que guardan con CPI y CPC A continuación se introduce una clase que
contiene todas las lógicas intermedias.

Definición 2.7.

1. Un conjunto de fórmulas L ⊆ FORM cerrado bajo (MP) y (Subst) es
llamado superintuicionista si CPI ⊆ L.

2. Una lógica superintuicionista L se dice que es consistente si ⊥/∈ L, y
es inconsistente si ⊥∈ L.

L es inconsistente si y sólo si L = FORM . Usaremos la notación L ` φ
para denotar φ ∈ L. La siguiente proposición nos dice que no sólo toda
lógica intermedia es superintuicionista, pero que para lógicas consistentes, el
recíproco también se obtiene.

Proposición 2.8. Para cada lógica consistente superintuicionista L conteni-
da propiamente en FORM tenemos que L ⊆ CPC. Esto es, L es intermedia.

Por otra parte, toda lógica superintuicionista es intermedia y viceversa.
Sean L1 y L2 lógicas intermedias. Decimos que L2 es una extensión de L1 si
L1 ⊆ L2. Para toda lógica intermedia L y una fórmula φ, L+φ denotaremos
la lógica intermedia más pequeña que contiene L ∪ {φ}. Entonces podemos
reformular el Teorema 2.5 como:

CPC = CPI + (α ∨ ¬α) = CPI + (¬¬α→ α)
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Listado de lógicas superintuicionistas estándar.
For = CPI + α
CPC = CPI + α ∨ ¬α
Sml = CPI + (¬β → α)→ (((α→ β)→ α)→ α)
KC = CPI + ¬α ∨ ¬¬α
LC = CPI + (α→ β) ∨ (β → α)
SL = CPI + ((¬¬α→ α)→ ¬α ∨ α)→ ¬α ∨ ¬¬α
KP = CPI + (¬α→ β ∨ γ)→ (¬α→ β) ∨ (¬α→ γ)
WKP = CPI + (¬α→ ¬β ∨ ¬γ)→ (¬α→ ¬β) ∨ (¬α→ ¬γ)
NDk = CPI + (¬α→ ¬β1 ∨ . . . ∨ ¬βn)→

(¬α→ ¬β1) ∨ . . . ∨ (¬α→ ¬βk), k ≥ 2
BDn = CPI + bdn
BWn = CPI +

∨n
i=0(αi →

∨
j 6=i αj)

Recordemos la semántica de Kripke para lógica intuicionista.
Sea R es una relación binaria en un conjunto W . Para cada w, v ∈ W escri-
bimos wRv si (w, v) ∈ R y escribimos ¬(wRv), si (w, v) /∈ R.

Definición 2.9.

1. Un frame de Kripke intuicionista es un par F = 〈W,R〉 donde:

(i) W es un conjunto no vacío.

(ii) R es un orden parcial; es decir R es una relación reflexiva, tran-
sitiva y anti-simétrica en W .

2. Un modelo de Kripke es un par M = 〈F, V 〉 tal que

(iii) F es una frame de Kripke intuicionista

(iv) V es una función V : PROP → P(W ), que satisface la condición:
w ∈ V (p) y wRv implica v ∈ V (p). A una función de este tipo se
le denomina valuación intermedia.

Subconjuntos de W que satisfacen la condición (iv) son llamados
upward closed.

Definición 2.10. Sean M = 〈F, V 〉 un modelo de Kripke Intuicionista,
w ∈ W y φ ∈ FORM . Lo siguiente provee una definición inductiva de
M, w |= φ.
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1. M, w |= p si y sólo si w ∈ V (p),

2. M, w |= φ ∧ ψ si y sólo si M, w |= φ y M, w |= ψ,

3. M, w |= φ ∨ ψ si y sólo si M, w |= φ o M, w |= ψ,

4. M, w |= φ→ ψ si y sólo si ∀v con wRv, si M, w |= φ entonces M, v |=
ψ,

5. M, w 2⊥.

Si M, w |= φ, decimos que "φ es verdadera en w" o "w satisface la fórmula
φ en M". Escribimos w |= φ en lugar de M, w |= φ si el modelo M es claro en
el contexto. Si φ no es verdadera en M entonces decimos que φ es refutado
en M o M es un contramodelo para φ y escribimos M 2 φ.
El conjunto de puntos donde φ no es verdadera se llamara downward closed.

Como ¬φ abrevia φ →⊥ podemos precisar las definiciones de verdad de
las fórmulas con la negación de la siguiente manera:

6. M, w |= ¬φ si y sólo si M, v 2 φ, para todo v con wRv,

7. M, w |= ¬¬φ si y sólo si para todo v con wRv existe u tal que vRu y
M, u |= φ.

Definición 2.11. Sean φ ∈ FORM , F un frame de Kripke, M un modelo
en F y K una clase de frames de Kripke decimos que:

1. φ es verdadera en M, y escribimos M |= φ, si M, w |= φ para todo
w ∈ W .

2. ψ es válida en M, y escribimos M |= φ, si para toda valuación V en F

tenemos que M |= φ, donde M = 〈F,V〉

3. φ es válida en K, y escribimos K |= φ, si F |= φ, para todo F ∈ K

Para toda lógica intermedia, sea Fr(L) la clase de frames de Kripke que
válidan todas las fórmulas en L. Decimos que Fr(L) es la clase definida por
L.

Definición 2.12.
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1. Para todo frame de Kripke F, Log(F) denota el conjunto de todas las
fórmulas que son válidas en F, es decir,

Log(F) = {φ : F |= φ}.

2. Para una clase K de frames de Kripke, sea

Log(K) =
⋂
{Log(F) : F ∈ K}.

3. Una lógica intermedia L es llamada Kripke completa si existe una clase
K de frames de Kripke tal que L = Log(K). En tal caso se dice que L
es Kripke completa con respecto a K.

La prueba del teorema siguiente es estándar y utiliza el argumento de
la llamada modelo canónico. Para una demostración véase [3],[[5], Teorema
1.16 y 5.12],[18].

Teorema 2.13.

1. CPI es completa con respecto a la clase de todos los frames parcial-
mente ordenados.

2. CPC es completo con respecto a los frames que consisten de un punto
reflexivo.

Definición 2.14. Una lógica L se dice que es finitamente aproximable (o
tiene la propiedad del modelo finito) si existe una clase C de frames finitos
tal que

L = {ϕ : ∀F ∈ C F |= ϕ}.

Teorema 2.15. [6] CPI es finitamente aproximable.

Recordamos algunas operaciones en frames de Kripke y modelos de Krip-
ke.

2.3. Subframes generados, submodelos genera-
dos, p-Morfismos, uniones disjuntas

Definición 2.16.
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1. Sea F = 〈W,R〉 un frame de Kripke. Un subconjunto U ⊆ W es llamado
un upset de F, si para cualquiera w, v ∈ W tenemos que w ∈ U y wRv
implica v ∈ U .

2. Un frame F′ = 〈U,R′〉 es llamado subframe generado de F, si U ⊆ W ,
U es un upset de F y R′ es la restricción de R a U , es decir, R′ =
R ∩ (U × U). Sea M = (F, V ) es un modelo de Kripke.

3. Un modelo M′ = (F′, V ′) es llamado submodelo generado de M, si
F′ es un subframe de F y V ′ es la restricción de V a U , es decir,
V ′(p) = V (p) ∩ U .

4. Sea F = (W,R) un frame de Kripke y sea w ∈ W .

a) El subframe generado de F generado por w es el frame Fw :=
(R(w), R′), donde R(w) = {v ∈ V : wRv} y R′ es la restricción
de R a R(w).

Sea M = (F, V ) un modelo de Kripke y w ∈ W .

a) El submodelo de M generado por wes el modelo Mw := (Fw, V
′),

donde Fw es el subframe de F generado por w y V ′ es la restricción
de V a R(w).

Definición 2.17. Sean F = 〈W,R〉 y F′ = 〈W ′, R′〉 frames de Kripke. Una
función f : W → W ′ es llamado un p-morfismo entre F y F′ si para todo
w, v ∈ W y w′ ∈ W ′:

1. wRv implica f(w)R′f(v),

2. f(w)R′w′ implica que existe u ∈ W tal que wRu y f(u) = w′.

Algunos autores llaman a tales funciones morfismos acotados . Llamare-
mos a las condiciones (1) y (2) las condiciones "forth " y "back" respectiva-
mente.

Definición 2.18.

1. Decimos que f es monótona si satisface la condición forth.

2. Si f es un p-morfismo sobreyectivo de F sobre F′, entonces F′ es llamada
una imagen p-morfismo de F.
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3. Sean M = 〈F, V 〉 y M′ = 〈F′, V ′〉 modelos de Kripke. Una función
f : W → W ′ es llamada un p-morfismo entre M y M′ si f es un
morfismo entre F y F′ y para todo w ∈ W y p ∈ PROP :

M, w |= p si y sólo si M′, f(w) |= p.

4. Si f es sobreyectiva, entonces M es llamada una imagen p-morfismo
de M′. Imágenes p-morfismo son también llamadas reducciones.

Definición 2.19. Sea {Fi}i∈I una familia de frames de Kripke, donde Fi =
〈Wi, Ri〉 para todo i ∈ I.
La Unión disjunta de {Mi}i∈I es el modelo

⊎
i∈I Mi := (

⊎
i∈I Fi, V ) tal que⊎

i∈I Fi es la unión disjunta de Fi
′s.

V (p) =
⋃
i∈I vi(p).

Ahora formulamos las propiedades de conservación de verdad de estas
operaciones.

Teorema 2.20.

1. Si un modelo M′ = 〈F′
, V ′〉 es un submodelo generado de un modelo

M = 〈W,R, V 〉, entonces para toda φ ∈ FORM y v ∈ W ′ tenemos

M, v |= φ si y sólo si M′, v |= φ.

2. Si un modelo M′ = 〈F′
, V ′〉 es una imagen p-morfismo de un modelo

M = 〈W,R, V 〉 vía una función f , entonces para toda φ ∈ FORM y
v ∈ W tenemos:

M, w |= φ si y sólo si M′, v |= φ.

3. Sea {M}i∈I una familia de modelos de Kripke, donde Mi = 〈Fi, Vi〉,
para todo i ∈ I. Sea φ ∈ FORM y w ∈ Wi para algún i ∈ I. Entonces⊎

i∈I

Mi, w |= φ si y sólo si Mi, w |= φ.
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Demostración. Haremos inducción sobre la complejidad de la fórmula.

1. Sea φ ∈ FORM y v ∈ W ′.

a) Si φ = p, átomo.

M, v |= p si y sólo si v ∈ V (p) y v ∈ W ′

si y sólo si v ∈ V (p) ∩W ′

si y sólo si v ∈ V ′(p)
si y sólo si M′, v |= p.

Supongamos que el Teorema 2.20(1) se cumple, para fórmulas de
complejidad menor que φ.

b) φ = γ ∧ ψ.

M, v |= γ ∧ ψ si y sólo si M, v |= γ y M, v |= ψ

si y sólo si M′, v |= γ y M′, v |= ψ

si y sólo si M′, v |= γ ∧ ψ.

c) Si φ = γ → ψ.

M, v |= γ → ψ si y sólo si ∀w con vRw, si M, v |= γ,

implica M, v |= ψ

si y sólo si ∀w con vR′w, si M′, v |= γ,

implica M′, v |= ψ

si y sólo si M′, v |= γ → ψ.

2. Sea φ ∈ FORM y w ∈ W .

a) Si φ = p es átomo.
Por definición se tiene M, w |= p si y sólo si M′, f(w) |= p.
Supongamos que el Teorema 2.20 (2) se cumple, para fórmulas de
complejidad menor que φ.

b) φ = γ ∧ ψ.

M, w |= γ ∧ ψ si y sólo si M, w |= γ y M, w |= ψ

si y sólo si M′, f(w) |= γy M′, f(w) |= ψ

si y sólo si M′, f(w) |= γ ∧ ψ.
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c) Si φ = γ → ψ.

M, w |= γ → ψ si y sólo si ∀vcon wRv, si M, v |= γ

implica M, v |= ψ

si y sólo si ∀f(v)con f(w)Rf(v),

si M, f(v) |= γ

implica M, f(v) |= ψ

si y sólo si M′, f(w) |= γ → ψ.

3. Sea φ ∈ FORM y w ∈ Wi para algún i ∈ I.

a) Si φ = p átomo.⊎
i∈I

Mi, w |= p si y sólo si w ∈ V (p) =
⋃
i∈I

Vi(p)

si y sólo si existe i ∈ I : w ∈ Vi(p)
si y sólo si Mi, w |= p.

Supongamos que el Teorema 2.20 (3) se cumple para fórmulas de
complejidad menor que ψ.

b) Si φ = γ ∧ ψ.⊎
i∈I

Mi, w |= γ ∧ ψ si y sólo si
⊎
i∈I

Mi, w |= γ y
⊎
i∈I

Mi, w |= ψ

si y sólo si Mi, w |= γ y Mi, w |= ψ

si y sólo si Mi, w |= γ ∧ ψ.

Ahora formulamos las propiedades de conservación de verdad para frames.

Teorema 2.21.

1. Si un frame F′ es un subframe generado de un frame F, entonces para
todo φ ∈ FORM tenemos

F |= φ implica F′ |= φ.
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2. Si un frame F′ es una imagen p-morfismo de un frame F vía una función
f , entonces para cada φ ∈ FORM tenemos

F |= φ implica F′ |= φ.

3. Sea {Fi∈I} es una familia de frames de Kripke y sea φ ∈ FORM .
Entonces ⊎

i∈I

Fii∈I |= φ si y sólo si Fi |= φ para toda i ∈ I.

Demostración. Sean φ ∈ FORM y F |= φ. Queremos ver que F′ |= φ.
Supongamos que F′ 2 φ, entonces existe V valuación en F′ tal que M′ 2 φ,
se sigue del Teorema 2.20(1), que M 2 φ. Por otro lado como F |= φ para
V valuación tenemos que M |= φ, lo que es una contradicción. Los demás
incisos se verifican de manera análoga.

2.4. Álgebras de Heyting

En esta sección definimos álgebras de Heyting, formulamos la completez
algebraica de lógica intermedia y precisamos la conexión entre álgebras de
Heyting y frames de Kripke.

2.4.1. Lattices, lattices distributivas y álgebras de Hey-
ting

La semántica de Kripke, que se analizan en la sección anterior, propor-
ciona una semántica muy intuitiva para la lógica intermedia. Sin embargo,
existen lógicas intermedias que no son Kripke completas. Así que no podemos
restringir el estudio de las lógicas intermedias al estudio de sus semánticas de
Kripke. En esta sección recordamos una semántica algebraica del CPI. Como
veremos más adelante, una característica atractiva de la semántica algebrai-
ca es que toda lógica intermedia es completa con respecto a sus modelos
algebraicos. Comenzaremos introduciendo algunas nociones básicas.

Definición 2.22. Un conjunto parcialmente ordenado (A,≤) es llamado lat-
tice si cada subconjunto A de dos elementos tiene ínfimo y supremo.
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Figura 2.1: Ejemplo de Lattices

Definición 2.23. Sea (A,≤) una lattice. Para a, b ∈ A sea a∨b := sup{a, b}
y a ∧ b := inf{a, b}.

Supongamos que toda lattice es acotada, es decir, tiene un ínfimo y un su-
premo denotado por 0 y 1, respectivamente. La siguiente proposición muestra
que las lattices también pueden definirse axiomáticamente.

Proposición 2.24. Una estructura (A,∨,∧, 0, 1), donde A 6= ∅, ∨ y ∧ son
operaciones binarias y 0, 1 son elementos de A, es una lattice acotada si y
sólo si para a, b, c ∈ A las siguientes se tienen:

1. a ∨ a = a, a ∧ a = a,
2. a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a,
3. a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c, a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c,
4. a ∨ 0 = a, a ∧ 1 = a,
5. a ∨ (b ∧ a) = a, a ∧ (b ∨ a) = a.

Demostración. Sea (A,∨,∧, 0, 1) una lattice acotada. Por demostrar que se
satisfacen los axiomas 1− 5.
Veamos que se satisface a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c.
Como (A,∨,∧, 0, 1) es una lattice acotada, veamos que sup{a, (b ∨ c)} =
sup{(a∨ b), c}. Denotamos por (b∨ c) = sup{b, c} y (a∨ b) = {a, b}, es decir,
veamos que sup{a, sup{b, c}} = sup{sup{a, b}, c}. Si z = sup{a, sup{b, c}}
entonces a ≤ z y sup{b, c} ≤ z entonces a ≤ z y b ≤ z y c ≤ z, así
sup{a, b} ≤ z y c ≤ z. Entonces sup{sup{a, b}, c} ≤ z. Por otro lado si
k = sup{sup{a, b}, c} entonces sup{a, b} ≤ k y c ≤ k entonces a ≤ k y b ≤ k
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Figura 2.2: Lattices no distributivas M5 y N5

y c ≤ k entonces a ≤ k y sup{b, c} ≤ k. Por lo tanto sup{a, sup{b, c}} ≤ k.
Así hemos demostrado que sup{a, sup{b, c}} = sup{sup{a, b}, c}. Los demás
incisos son análogos.

A partir de ahora denotamos por (A,∨,∧, 0, 1) a una lattice acotada.

Definición 2.25. Decimos que una lattice (A,∨,∧, 0, 1) es completa si para
cada subconjunto X ⊆ A existen

∨
X = sup(X) y

∧
X = inf(X).

Definición 2.26. Una lattice acotada (A,∨,∧, 0, 1) es llamada distributiva
si satisface las leyes distributivas:

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c),

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

Observación 2.27. Notar que las lattices mostradas en la Figura 2.2. no
son distributivas.

El siguiente teorema, debido a Birkhoff, muestra que, en efecto estos son
ejemplos típicos de lattices no distributivas. Para la prueba se puede referir
a [ Teorema 3.6 [5]].

Teorema 2.28. L es una lattice distributiva si y sólo si M5 o N5 puede ser
encajado dentro de L.

Definición 2.29. Una lattice distributiva (A,∨,∧, 0, 1) se dice que es una
álgebra de Heyting, si para cada a, b ∈ A existe un elemento a → b tal que
para cada c ∈ A tenemos:

c ≤ a→ b si y sólo si a ∧ c ≤ b.
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Llamamos→ una implicación de Heyting o simplemente una implicación.
Para cada elemento a de un álgebra de Heyting, sea ¬a := a→ 0.

Observación 2.30. Note que 0→ 0 = 1. Por lo tanto, podemos excluir 1 de
nuestra sintonía de álgebras de Heyting. De ahora en adelante denotaremos
por (A,∨,∧,→, 0) a un álgebra de Heyting.

Similarmente al caso de lattice, las álgebras de Heyting pueden ser defi-
nidas de una forma axiomática.

Teorema 2.31. Una lattice distributiva U = (A,∨,∧, 0, 1) es un álgebra de
Heyting si y sólo si existe una operación binaria → en A tal que para cada
a, b, c ∈ A :

i) a→ a = 1,

ii) a ∧ (a→ b) = a ∧ b,

iii) b ∧ (a→ b) = b,

iv) a→ (b ∧ c) = (a→ b) ∧ (a→ c)

Demostración. Supongamos que U = (A,∨,∧,→, 0) es una lattice distribu-
tiva y existe,→, operación binaria en A que cumple i-iv). Deseamos verificar
que U es un álgebra de Heyting. Sean a, b ∈ A tal que existe a → b y sea
c ∈ A tal que c ≤ a → b, por demostrar que a ∧ c ≤ b. Como c ≤ a → b
entonces c ∧ a ≤ (a→ b) ∧ a y (a→ b) ∧ a = a ∧ b entonces, c ∧ a ≤ a ∧ b y
a ∧ b ≤ b, entonces c ∧ a ≤ b.
Ahora sean a, b ∈ A tales que existe a → b y sea c ∈ A tal que a ∧ c ≤ b.
Por demostrar que c ≤ a→ b. Primero demostraremos que para todo a ∈ A
la función (a → ·) es monótona. En efecto, como b1 ≤ b2, tenemos que
b1 ∧ b2 = b1. Entonces por 4) (a→ b1) ∧ (a→ b2) = a→ (b1 ∧ b2) = a→ b1.
Por lo tanto a → b1 ≤ a → b2. Ahora supongamos c ∧ a ≤ b. Por 3),
c = c ∧ (a → c) ≤ 1 ∧ (a → c), por 1) y 4) 1 ∧ (a → c) = (a → a) ∧ (a →
c) = a → (a ∧ c). Finalmente, como (a → ·) es monótona, obtenemos que
a→ (a ∧ c) ≤ a→ b y por lo tanto c ≤ a→ b.
Ahora supongamos que U es un álgebra de Heyting. Por demostrar que existe
una operación binaria tal que para todo a, b, c ∈ A se cumple i-iv).
Veamos que →, de la definición 2.29 anterior cumple i-iv).
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1. Por demostrar que a → a = 1. Como 1 es el elemento mayor en A,
para cada a ∈ A se cumple a ≤ 1, en particular a → a ≤ 1. Por otro
lado para cada a ∈ A se tiene que a ≤ a, entonces a ∧ 1 ≤ a entonces
1 ≤ a→ a.

2. Por demostrar que a ∧ (a→ b) = a ∧ b. Tenemos que para cada a ∈ A
se tiene que a ≤ a en particular a → b ≤ a → b entonces de la
definición se sigue que a ∧ (a → b) ≤ b, por otra parte se tiene que
a∧ (a→ b) ≤ a. Por lo tanto a∧ (a→ b) ≤ a∧ b. Además tenemos que
a∧ b ≤ b y de la definición se tiene que b ≤ a→ b, de aquí se sigue que
a ∧ b ≤ a ∧ (a→ b).
Por lo tanto a ∧ (a→ b) = a ∧ b.

3. Por demostrar que b ∧ (a → b) = b. Tenemos que a ∧ b ≤ b y de la
definición se sigue que b ≤ a→ b. Luego, se tiene que b ∧ (a→ b) = b.

4. Por demostrar que a → (b ∧ c) = (a → b) ∧ (a → c). Veamos que se
tiene lo siguiente:

a→ (b ∧ c) ≤ (a→ b) ∧ (a→ c) (2.1)
(a→ b) ∧ (a→ c) ≤ a→ (b ∧ c) (2.2)

Para (2.1) se tiene que (b∧c) ≤ b y como (a→ ·) es monótona entonces
a→ (b ∧ c) ≤ a→ b. Análogamente se tiene que a→ (b ∧ c) ≤ a→ c.
Por lo tanto a→ (b ∧ c) ≤ (a→ b) ∧ (a→ c).
Para (2.2) veamos que ((a→ b) ∧ (a→ c)) ∧ a ≤ (b ∧ c). Notemos que

((a→ b) ∧ (a→ c)) ∧ a = ((a→ b) ∧ a) ∧ (a→ c)

≤ ((a→ b) ∧ a)

= a ∧ b
≤ b

Por lo tanto se tiene ((a → b) ∧ (a → c)) ∧ a ≤ b. Análogamente se
tiene que ((a → b) ∧ (a → c)) ∧ a ≤ c. Por lo tanto ((a → b) ∧ (a →
c)) ∧ a ≤ (b ∧ c), es decir, (a→ b) ∧ (a→ c)∧ ≤ a→ (b ∧ c).

Proposición 2.32.
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1. En toda álgebra de Heyting, U = (A,∨,∧,→, 0) se cumple que para
cada a, b ∈ A :

a→ b =
∨
{c ∈ A : a ∧ c ≤ b}.

2. Una lattices distributiva completa, (A,∧,∨, 0, 1) es un álgebra de Hey-
ting si y sólo si satisface la ley distributiva infinita

a ∧
∨
i∈I

bi =
∨
i∈I

(a ∧ bi)

para cada a, bi ∈ A, i ∈ I.

Demostración.

1. Sean U = (A,∨,∧,→, 0) un álgebra de Heyting y a, b ∈ A. Por demos-
trar a → b =

∨
{c ∈ A : a ∧ c ≤ b}. Tenemos que a ≤ a para cada

a ∈ A, en particular a → b ≤ a → b. Como U es álgebra de Heyting,
a ∧ (a → b) ≤ b. Por lo tanto a → b ≤

∨
{c ∈ A : a ∧ c ≤ b}. Por

otro lado, si c ∈ A es tal que a ∧ c ≤ b, entonces c ≤ a → b. Así,
a → b es una cota superior de {c ∈ A : a ∧ c ≤ b}. Por lo tanto,∨
{c ∈ A : a ∧ c ≤ b} ≤ a→ b.

2. Supongamos que U es un álgebra de Heyting. Por demostrar

a ∧
∨
i∈I

bi =
∨
i∈I

(a ∧ bi)

Para cada i ∈ I tenemos bi ≤
∨
i∈I bi y como para cada a ∈ A ocurre

que a ≤ a, entonces, para cada i ∈ I a ∧ bi ≤ a ∧
∨
i∈I bi. Por lo tanto∨

i∈I

(a ∧ bi) ≤ a ∧
∨
i∈I

bi.

Ahora sea c ∈ A tal que
∨
i∈I(a ∧ bi) ≤ c. Entonces para cada i ∈ I

tenemos a ∧ bi ≤ c. Por lo tanto bi ≤ a → c para cada i ∈ I . Esto
implica que

∨
i∈I bi ≤ a → c, lo que nos da que a ∧

∨
i∈I bi ≤ c. Por lo

tanto, tomando c =
∨
i∈I(a ∧ bi), obtenemos

a ∧
∨
i∈I

bi ≤
∨
i∈I

(a ∧ bi).
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Ejemplo 2.33.

1. Toda lattice distributiva es un álgebra de Heyting.
Se sigue de la Proposición anterior.

2. Cada cadena, C, con elemento mínimo y máximo es un álgebra de Hey-
ting y para cada a, b ∈ C tenemos

a→ b :=

{
1 si a ≤ b,
b si a > b.

3. Toda álgebra Booleana, B, es un álgebra de Heyting, donde para cada
a, b ∈ B tenemos

a→ b := ¬a ∨ b
Veamos que se cumplen i-iv) del Teorema 2.31. Sean a, b ∈ U.
Verifiquemos primero que a→ a = 1. Tenemos que

a→ a := ¬a ∨ a
= ¬(¬¬a ∧ ¬a)

= ¬(a ∧ ¬a) = ¬0

= 1

Ahora veamos que a ∧ (a→ b) = a ∧ b. Observemos que

a ∧ (a→ b) := a ∧ (¬a ∨ b)
= (a ∧ ¬a) ∨ (a ∧ b)
= 0 ∨ (a ∧ b)
= a ∧ b

Veamos que b ∧ (a→ b) = b.

(a→ b) := b ∧ (¬a ∨ b)
= (b ∧ ¬a) ∨ (b ∧ b)
= (b ∧ ¬a) ∨ b

Hay tres posibles casos:
I) Si b ∧ ¬a = b, entonces b ≤ ¬a, entonces (b ∧ ¬a) ∨ b = b ∨ b = b.
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II) Si b∧¬a = ¬a, entonces ¬a ≤ b, entonces (b∧¬a)∨b = ¬a∨b = b.
III) Si b ∧ ¬a = 0, entonces (b ∧ ¬a) ∨ b = 0 ∨ b = b.

Finalmente veamos que a→ (b∧ c) = (a→ b)∧ (a→ c). Tenemos que

a→ (b ∧ c) := ¬a ∨ (b ∧ c)
= (¬a ∨ b) ∧ (¬a ∨ c)
= (a→ b) ∧ (a→ c).

La siguiente proposición caracteriza a aquellas álgebras de Heyting que
son álgebras Booleanas.

Proposición 2.34. [11] Sea U = (a,∨,∧,→, 0) un álgebra de Heyting. En-
tonces las siguientes son equivalentes:

1. U es un álgebra Booleana,

2. Para cada a ∈ A : a ∨ ¬a = 1,

3. Para cada a ∈ A : ¬¬a = a.

Demostración.
1⇒ 2] Supongamos que U es álgebra booleana.
Por demostrar que a ∨ ¬a = 1.
Como toda álgebra booleana es de Heyting, se define a ⇒ b := ¬a ∨ b. Así
para cada a ∈ A : a → a = 1, entonces 1 = a → a := a ∨ ¬a. Por lo tanto
a ∨ ¬a = 1.
2⇒ 1] Supongamos que para todo a ∈ A : a ∨ ¬a.
Por demostrar que U álgebra booleana.
Bastará ver que para todo a ∈ A existe ¬a tal que (¬a ∨ a) ∧ b = b , (¬a ∧
a) ∨ b = b. Sea a ∈ A, por hipótesis tenemos que a ∨ a = 1 entonces ¬a es el
complemento de a. Entonces (¬a∨a)∧b = b. Por otro lado tenemos que para
todo a ∈ A : a ∨ ¬a = 1, con lo cual ¬(a ∨ ¬a) = ¬1, entonces ¬a ∧ a = 0,
entonces (¬a ∧ a) ∨ b = 0 ∨ b = b.
1⇒ 3] Supongamos que U es álgebra Booleana.
Por demostrar para cada a ∈ A ¬¬a = a .



34 Lógica Intuicionista y Lógica Intermedia

Sea a ∈ A entonces:

¬¬a = ¬a→ 0

= (a→ 0)→ 0

= ¬(a→ 0) ∨ 0

= (a ∧ ¬0) ∨ 0

= (a ∧ 1) ∨ 0

= a ∨ 0

= a

3⇒ 1] Supongamos que ¬¬a = a para cada a ∈ A. Por demostrar U álgebra
booleana.
Sea a ∈ A, entonces:

a ∨ ¬a = ¬¬a ∨ ¬¬¬a
= ¬(¬a ∧ ¬¬a)

= ¬(¬a ∧ a)

= ¬0

= 1

2.5. Completez álgebraica de CPI y sus exten-
siones

En esta sección discutiremos la conexión entre lógica intuicionista y álge-
bras de Heyting.

Definición 2.35. Sean U = (A,∨,∧,→, 0) y U′ = (A′,∨′,∧′,→′, 0′) álgebras
de Heyting, una función h : A→ A′ es llamada un homomorfismo de Heyting
o simplemente homomorfismo si

1. h(a ∨ b) = h(a) ∨′ h(b),

2. h(a ∧ b) = h(a) ∧′ h(b),

3. h(a→ b) = h(a)→′ h(b),



2.6 Operadores de clase y Variedades 35

4. h(0) = 0′.

Un álgebra de Heyting, U′, es llamada imagen homeomorfa de U, si existe
una homomorfismo de Heyting de U sobre U′.

Definición 2.36. Sean U = (A,∨,∧,→, 0) y U′ = (A′,∨′,∧′,→′, 0′) dos
álgebras de Heyting. Decimos U′ es un subálgebra de U si A′ ⊆ A, las opera-
ciones ∨′,∧′,→′ son las restricciones de ∨,∧,→ a A′ y 0′ = 0.

Definición 2.37.

1. Sean U1 = (A1,∨1,∧1,→1, 01) y U2 = (A2,∨2,∧2,→2, 02) álgebras de
Heyting. El producto de U1 y U2 es el álgebra

U1 × U2 := (A1 × A2,∨,∧,→, 0)

donde:

(a1, a2) ∨ (b1, b2) := (a1 ∨1 b1, a2 ∨2 b2),
(a1, a2) ∧ (b1, b2) := (a1 ∧1 b1, a2 ∧2 b2),
(a1, a2)→ (b1, b2) := (a1 →1 b1, a2 →2 b2),
0 := (01, 02).

2. Más generalmente, sea {U}i∈I una familia de álgebras de Heyting, don-
de Ui = (Ai,∨i,∧i,→i, 0i). El producto de {Ui}i∈I es el álgebra de Hey-
ting

∏
i∈I Ui := (

∏
i∈I Ai,∨,∧,→, 0), donde para toda f1, f2 ∈

∏
i∈I Ai,

es decir, funciones f1, f2 : I →
⋃
i∈I Ai tal que f1(i), f2(i) ∈ Ai, tene-

mos:

(f1 ∨ f2)(i) := f1(i) ∨i f2(i),
(f1 ∧ f2)(i) := f1(i) ∧i f2(i),
(f1 → f2)(i) := f1(i)→i f2(i),
0(i) := 0i.

2.6. Operadores de clase y Variedades
Un tema importante es el estudio de las clases de álgebra del mismo tipo

cerrado bajo una o más construcciones
Introducimos las siguientes clases de operadores clases de funciones de

álgebras a clases de álgebras (todos del mismo tipo).
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Definición 2.38. Sea K una clase de álgebras, diremos que:

1. A ∈ I(K) si y sólo si A es isomorfo a algún miembro de K.

2. A ∈ S(K) si y sólo si A es un subálgebra de algún miembro de K.

3. A ∈ H(K) si y sólo si A es una imagen homomorfa de algún miem-
bro de K.

4. A ∈ P (K) si y sólo si A es un producto directo de una familia no va-
cía de álgebras de K.

Observación 2.39.

1. Si O1 y O2 son dos operadores en clases de álgebras escribimos O1O2

para la composición de dos operadores, ≤ denota el orden usual parcial,
es decir, O1 ≤ O2 si O1 ⊆ O2 para todas las clases de K.

2. Un operador es idempotente si O2 = O.

3. Una clase K de álgebras es cerrada bajo un operador O, si O(K) ⊆ K.

Lema 2.40. Las siguientes desigualdades se cumplen: SH ≤ HS, PS ≤ SP
y PH ≤ HP . Además H,S e IP son idempotentes.

Demostración. Queremos ver que SH ≤ HS. Sean K una clase de álgebras
y A ∈ SH(K). Como A ∈ SH(K) tenemos que A es subálgebra de algún
miembro deH(K), digamos C ∈ H(K), luego C es una imagen homomorfa de
algún miembro de K; es decir, existe α : B → C homomorfismo sobreyectivo,
con lo cual A ≤ α(B) = C. Por lo tanto, α−1(A) ≤ B y como α(α−1(A)) = A,
tenemos que A ∈ HS(K).
Ahora veamos que PS ≤ SP . Sean K una clase de álgebras y A ∈ PS(K).
Dado que A ∈ PS(K) se tiene que A =

∏
i∈I Ai y para cada i ∈ I existe

Bi tal que Ai ≤ Bi. Como
∏

i∈I Ai∈I ≤
∏

i∈I Bi∈I , tenemos que A ∈ SP (K).
De manera similar se prueba que PH ≤ HP . Finalmente veamos que H2 =
H, esto se sigue del hecho de que composición de homomorfismos es un
homomorfismo. Análogamente se tiene para S e IP .

Definición 2.41. Una clase K de álgebras es llamada variedad si K es
cerrado bajo subálgebras, imágenes homeomorfas, y productos directos.
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Definición 2.42. Si K es una clase de álgebras del mismo tipo, sea

V (K) =
⋂
{F : F variedad y K ⊆ F}.

Decimos que V (K) es la variedad generada por K.

Observación 2.43. Una variedad es finitamente generada si V = V (K),
para algún K de álgebras finita.

Teorema 2.44. [5],[6] (Tarski) Si V es una variedad entonces V = HSP .

Demostración. Por ser V variedad se tiene que HV = SV = IPV = V
y además I ≤ V , entonces se sigue que HSP ≤ HSPV = V . Del Lema
2.40 vemos que H(HSP ) = HSP . Por otro lado, S(HSP ) = (SH)(SP ) ≤
(HS)(SP ) = HSP , y

P (HSP ) = (PH)(SP ) ≤ (HP )(SP ) = H(PS)P

≤ H(SP )P = HSPP

≤ HSIPIP = HSIP

≤ HSHP

≤ HHSP = HSP

Por lo tanto, para cualquier K, HSP (K) es cerrado bajo H,S,P. Como V (K)
es la clase más pequeña que contiene a K y es cerrado bajo H,Sy P tenemos
que V = HSP .

2.7. Términos, álgebras de Términos, y álge-
bras libres

Dada una álgebra A, hay muchas funciones que, además de las operaciones
fundamentales, son compatibles con las congruencias en A y que preservan
"subálgebras" de A. Las funciones más evidentes de este tipo son obtenidos
por las composiciones de las operaciones fundamentales. Esto nos lleva a el
estudio de los términos.

Definición 2.45. Sea X es un conjunto de objetos llamados variables. Sea
F es un tipo de álgebras. El conjunto, T (X), de términos de tipo F sobre X,
es el conjunto mas pequeño tal que:
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1. X ∪ F0 ⊆ T (X), donde F0 denota a los términos constantes.

2. Si p1, p2, . . . , pn ∈ T (X) y f ∈ Fn, entonces la cadena f(p1 . . . pn) ∈
T (X).

Para un símbolo funcional, "·" usamos preferentemente p1 · p2 en vez de
·(p1, p2). Para p ∈ T (X), usualmente escribimos p como p(x1, . . . , xn) para
indicar que las variables que ocurren en p están entre x1, . . . , xn. Un término
p es n-ario, si el número de variables que aparecen explícitamente en p es
≤ n.

Ejemplo 2.46.

1. Si F consiste de un símbolo funcional binario simple ·, y X = {x, y, z}.
Entonces x, y, z, x · y, x · (y · z) y (x · y) · z son algunos términos sobre
X.

2. Si F consiste de dos operaciones binarias + y ·, y X = {x, y, z}.
Entonces x, y, z, x · (y+z) y (x ·y)+(x ·z) son algunos términos sobre
X.

Definición 2.47. Dado un término, p(x1, . . . , xn), de tipo F sobre algún
conjunto X y dado un álgebra A, de tipo F, definimos una función pA :
An → A como sigue:

1. Si p es una variable xi, entonces

pA(a1, . . . , an) = ai

para a1, . . . , an ∈ A, a la función pA se le denomina la i-ésima proyec-
ción.

2. Si p es de la forma f(p1(x1, . . . , xn), . . . , pk(x1, . . . , xn)), donde f ∈ Fk,
entonces

pA(a1, . . . , an) = fA(pA1 (a1, . . . , an), . . . , pAk (a1, . . . an)).

En particular, si p = f ∈ F, entonces pA = fA · pA es el término función en
A correspondiente al término p.
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Definición 2.48. Dado F un tipo de álgebras y X un conjunto de variables,
si T (X) 6= ∅, entonces el álgebra de términos de tipo F sobre X, denota-
do por T(X), tiene como su universo el conjunto T (X), y las operaciones
fundamentales satisfacen

fT(X) : 〈p1, . . . , pn〉 7→ f(p1, . . . , pn)

para f ∈ Fn y pi ∈ T (X), 1 ≤ i ≤ n.

Definición 2.49. Sea K una clase de álgebras de tipo F y sea U(X) un tipo
de álgebras de tipo F sobre X. Si para cada A ∈ K y para toda función

α : X → A

existe un homomorfismo
β : U(X)→ A

que extiende a α (es decir, β(x) = α(x) para x ∈ X), decimos que U(X)
tiene la propiedad universal de funciones para K sobre X. X es llamado un
conjunto de generadores libres de U(X) y U(X) se dice que es un generador
libre para X.

Lema 2.50. Supongamos que U(X) tiene la propiedad universal de funciones
para K sobre X. Entonces, si A ∈ K y α : X → A, existe una única extensión
β de α tal que β es un homomorfismo de U(X) a A.

Demostración. Esto es consecuencia simplemente de verificar que un homo-
morfismo está completamente determinado por cómo se asigna un conjunto
de generadores desde el dominio.

Dado cualquier clase de álgebras K, el álgebra de términos proporcio-
nan álgebras que tienen la propiedad universal de funciones para K. Con
el fin de encontrar álgebras con la propiedad universal de morfismo de K
que dan una visión más clara en K vamos a introducir a las K-álgebras li-
bres. Desafortunadamente no todas las clases K contienen álgebras con la
propiedad universal de funciones para K. Sin embargo, vamos a ser capaces
de demostrar que cualquier clase W que es cerrada bajo I, S y P, contiene
sus K-álgebras libres. No obstante existe una dificultad razonable en proveer
una descripción clara de K-álgebras libres para la mayoría K. Sin embargo,
la mayoría de las aplicaciones de K-álgebras libres vienen directamente de la
propiedad universal de morfismo del hecho de que existen en las variedades
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y su relación con las identidades en K. Un entendimiento propio de álgebras
libres es esencial en nuestro desarrollo de álgebra. En nuestro caso las usa-
mos para mostrar que las variedades son las mismas como clases definidas por
ecuaciones (Birkhoff), y así dar caracterizaciones importantes de propiedades
útiles de variedades.

Teorema 2.51. Para cualquier tipo de álgebras F y X cualquier conjunto
de variables, donde X 6= ∅ si F0 = ∅, el álgebra de términos, T(X), tiene la
propiedad universal de funciones para la clase de todas las álgebras de tipo F

sobre X.

Demostración. Sea α : X → A, donde A es de tipo F. Definimos

β : T (X)→ A

recursivamente por
βx = αx

para x ∈ X, y
β(f(p1, . . . , pn)) = fA(βp1, . . . , βpn)

para p1, . . . , pn ∈ T (X) y f ∈ F. Entonces

β(p(x1, . . . , xn)) = pA(αp1, . . . , αxn)

y β es el homomorfismo deseado que extiende a α.

Definición 2.52. Supongamos que A y B son dos álgebras de mismo tipo F.
Una función α : A→ B es llamada homomorfismo de A a B si

αfA(a1, . . . , an) = fB(αa1, . . . , αan).

Definición 2.53. Sea α : A→ B un homomorfismo, entonces el Kernel de
α, denotado por Ker(α), es definido por

Ker(α) = {〈a, b〉 ∈ A2 : α(a) = α(b)}.
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2.8. Identidades, álgebras Libres y Teorema de
Birkhoff

Definición 2.54. Una identidad de tipo F sobre X es una expresión de la
forma

p ≈ q

donde p, q ∈ T (X). Sea Id(X) el conjunto de identidades de tipo F sobre X.
Un álgebra A de tipo F satisface una identidad

p(x1, . . . , xn) ≈ q(x1, . . . , xn)

(o la identidad es verdadera en A), abreviada por

A |= p(x1, . . . , xn) ≈ q(x1, . . . , xn)

o más brevemente
A |= p ≈ q,

si para cada elección a1, . . . , an ∈ A tenemos

pA(a1, . . . , an) = qA(a1, . . . , an).

Una clase K de álgebras satisface p ≈ q, lo cual escribimos como

K |= p ≈ q,

si para cada A ∈ K, A |= p ≈ q.
Si Σ es un conjunto de identidades, decimos que K satisface Σ, lo cual

se denota por
K |= Σ,

si para cada p ≈ q ∈ Σ se tiene K |= p ≈ q.

Definición 2.55. Dados K y X, sea

IdK(X) = {p ≈ q ∈ Id(X) : K |= p ≈ q}.

Usamos el símbolo 2 para denotar no satisface.
Podemos reformular está definición de satisfactibilidad usando la noción

de homomorfismo.
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Lema 2.56. Si K es una clase de álgebras de tipo F sobre X, entonces K |=
p ≈ q si y sólo si para cualquier A ∈ K y α : T(X) → A, homomorfismo,
tenemos que αp = αq.

Demostración.
⇒] Sean K una clase de álgebras de tipo F sobre X tal que K |= p ≈ q.
Deseamos probar que para cada A ∈ K y para α : T(X)→ A homomorfismo,
se cumple αp = αq.
Sea p = p(x1, . . . , xn), q = q(x1, . . . , xn) ∈ T (X), A ∈ K y α : T(X) → A.
Como K |= p ≈ q y A ∈ K se tiene que A |= p ≈ q entonces para cada
elección a1, . . . , an ∈ A tenemos pA(a1, . . . , an) = qA(a1, . . . , an) y dado α
homomorfismo, entonces

pA(a1, . . . an) = qA(a1, . . . an)

pA(αx1, . . . αxn) = qA(αx1, . . . αxn)

αpT (X)(x1, . . . xn) = αqT (X)(x1, . . . xn)

αp = αq

⇐] Supongamos que para cada A ∈ K y cada α : T(X)→ A homomorfismo,
se cumple que αp = αq.
Por demostrar que K |= p ≈ q.
Sean A ∈ K y a1 . . . , an ∈ A. Por la propiedad universal de funciones existe
un homomorfismo α : T(X) → A tal que αxi = ai, para 1 ≤ i ≤ n. Lo
anterior implica:

pA(a1, . . . , an) = pA(αx1, . . . , αxn)

= αp

= αq

= qA(αx1, . . . , αxn)

= qA(a1, . . . , an)

Así K |= p ≈ q.

Lo siguiente es ver que las clases básicas de operadores preservan identi-
dades.

Lema 2.57. Para cualquier clase K de tipo F, las clases

K, I(K), S(K), P (K) y V (K)

satisfacen las mismas identidades sobre cualquier conjunto de variables X.
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Demostración. Veamos que K e I(K) satisfacen las mismas identidades.
Como I ≤ IS, I ≤ H y I ≤ IP , debemos tener que:

IdK(X) ⊇ IdS(K)(X), IdH(K)(X), IdP (K)(X).

Resta verificar

IdK(X) ⊆ IdS(K)(X), IdH(K)(X), IdP (K)(X).

Para el resto de la prueba supongamos que K |= p(x1, . . . xn) ≈ q(x1 . . . , xn).
Veamos primero que IdK(X) ⊆ IdS(K)(X).
Sean A ∈ IdK(X), B ≤ A ∈ K y b1, . . . , bn ∈ B. Como B ≤ A y b1, . . . , bn ∈
B, entonces b1, . . . , bn ∈ A. Tenemos pA(b1, . . . , bn) = qA(b1, . . . , bn), entonces
pB(b1, . . . , bn) = qB(b1, . . . , bn). Así B |= p ≈ q.
Por lo tanto IdK(X) = IdS(K)(X).
Ahora veamos que IdH(K)(X) ⊆ IdK(X). Supongamos que α : A→ B es un
morfismo sobreyectivo con A ∈ K. Si b1, . . . , bn ∈ B, elegimos a1, . . . , an ∈ A
tal que α(ai) = bi para 1 ≤ i ≤ n. Entonces

pA(a1, . . . , an) = qA(a1, . . . , an)

y como α es morfismo, tenemos que

αpA(a1, . . . , an) = αqA(a1, . . . , an).

Por lo tanto,

pB(α(a1), . . . , α(an)) = αqB(α(a1), . . . , α(an))

pB(b1, . . . , bn) = αqB(b1, . . . , bn).

Así B |= p ≈ q. Por lo tanto IdK(X) = IdH(K)(X).
Finalmente veamos que IdP (K)(X) ⊆ IdK(X). Supongamos que Ai ∈ K para
i ∈ I. Entonces para a1, . . . , an ∈ A =

∏
i∈I Ai∈I tenemos:

pAi(a1(i), . . . , an(i)) = qAi(a1(i), . . . , an(i));

entonces
pA(a1, . . . , an)(i) = qA(a1, . . . , an)(i)

para i ∈ I, con lo cual

pA(a1, . . . , an) = qA(a1, . . . , an)

Por lo tanto IdK(X) = IdP (K)(X). Como V = HSP por Teorema 2.44, la
prueba está completa.
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Ahora vamos a formular la conexión crucial entre K-álgebras libres e
identidades.

Definición 2.58. Sea A una álgebra de tipo F y sea θ congruente en A, si θ
satisface la siguiente: Propiedad de compatibilidad: (P.C.) Para cada función
de aridad-n, f ∈ F, y elementos ai, bi ∈ A, si para cada 1 ≤ i ≤ n, aiθbi,
entonces

fA(a1, . . . , an)θfA(b1, . . . , bn).

En adelante, Eq(A) es el conjunto de todas la relaciones de equivalencia
en A.

Definición 2.59. Sea θ ∈ Eq(A).

1. Para a ∈ A, se define la clase de equivalencia de un modulo θ como el
conjunto.

a/θ = {b ∈ A : 〈a, b〉 ∈ θ}

2. El conjunto cociente de A y θ se define como

A/θ = {a/θ : a ∈ A}

Definición 2.60. El conjunto de todas las congruencias en un álgebra A es
denotado por ConA. Sea θ es una congruencia en un álgebra A. Entonces el
álgebra cociente de A por θ, denotada por A/θ, es el álgebra cuyo universo
es A/θ y cuyas operaciones fundamentales satisfacen:

fA/θ(a1/θ, . . . , an/θ) = fA(a1, . . . , an)/θ

donde a1, . . . , an ∈ A y f es un símbolo funcional en F de aridad n.

Definición 2.61. La lattice de congruencias de A, denotada por ConA, es
la lattice cuyo universo es ConA.

Definición 2.62. Sea K una familia de álgebras de tipo F. Dado un conjunto
X, de variables, definimos la congruencia θK(X) en T(X) por

θK(X) =
⋂

ΦK(X),

donde
ΦK(X) = {φ ∈ ConT(X) : T(X)/φ ∈ IS(K)};
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y definimos FK(X), la K-álgebra libre sobre X, por

FK(X) = T(X)/θK(X)

donde
X = X/θK(X).

Para x ∈ X escribimos x en vez de x/θK(X) y para p = p(x1, . . . , xn) ∈
T (X) escribimos p en lugar de pFK(X)(x1, . . . , xn). Si X es finito, digamos
X = {x1, . . . , xn}, escribimos a menudo FK(x1, . . . , xn) en lugar de FK(X).
FK(X) se denomina el universo de FK(X).

Definición 2.63. Sea A un álgebra y sea θ ∈ ConA. La función natural
νθ : A→ A/θ es definida por νθ(a) = a/θ.

Teorema 2.64. La función natural de un álgebra a un cociente del álgebra
es un homomorfismo sobreyectivo.

Para una demostración del siguiente Teorema véase [5].

Teorema 2.65. (Birkhoff) Supongamos que T(X) existe. Entonces para
K 6= ∅, FK(X) ∈ ISP (K). Por lo tanto, K es cerrado bajo I, S, P , en
particular, si K es variedad entonces FK(X) ∈ K.

Teorema 2.66. Dada una clase K de álgebras de tipo F y términos p, q ∈
T (X) de tipo F. Las siguientes son equivalentes:

1. K |= p ≈ q

2. FK(X) |= p ≈ q

3. p = q en FK(X)

4. 〈p, q〉 ∈ θK(X)

Demostración. Sean F = FK(X), p = p(x1, . . . , xn) y q = q(x1, . . . , xn) ∈
T (X) y sea ν : T (X)→ F el morfismo natural.
1 ⇒ 2). Por el Teorema 2.66, F ∈ ISP (K) = K. Por lo tanto, tenemos que
F |= p ≈ q.
2⇒ 3). Supongamos que F(X) |= p ≈ q entonces

pF(x1, . . . , xn) = qF(x1, . . . , xn)

p = q en F.
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3⇒ 4). Supongamos que p = q en F, entonces

ν(p) = p

= pFK(X)(x1 . . . , xn)

= qFK(X)(x1 . . . , xn)

= q

= ν(q)

así, ν(p) = ν(q), entonces 〈p, q〉 ∈ Kerν = θK(X).
4 ⇒ 1). Supongamos que 〈p, q〉 ∈ θK(X). Por demostrar que K |= p ≈ q.
Dados A ∈ K y a1, . . . , an ∈ A, elegimos α : T(X) → A tal que αxi = ai,
para 1 ≤ i ≤ n. Como Kerα ∈ ΦK(X), tenemos que

Kerα ⊇ Kerν = θK(X)

Se sigue que existe un morfismo β : F→ A tal que α = β ◦ ν. Entonces

α(p) = β ◦ ν(p)

= β ◦ ν(q)

= α(q).

Corolario 2.67. Sea K una clase de álgebras de tipo F y supongamos que
p, q ∈ T (X). Entonces para cualquier conjunto de variables, Y , con |Y | ≥ |X|
tenemos:

K |= p ≈ q si y sólo si FK(Y ) |= p ≈ q.

Demostración. Como FK ∈ ISP (K), tenemos que FK(Y ) ∈ K y por hipó-
tesis k |= p ≈ q, esto es para todo A ∈ K : A |= p ≈ q. Luego, en particular
FK(Y ) |= p ≈ q. Para el recíproco supongamos que FK(Y ) |= p ≈ q.
Queremos ver que K |= p ≈ q. Elegimos X0 ⊇ X tal que |X0| = |Y | entonces
FK(X0) ∼= FK(Y ) y como K |= p ≈ q si y sólo si FK(X0) |= p ≈ q, por el
Teorema 2.40 se sigue que K |= p ≈ q si y sólo si FK |= p ≈ q.

Corolario 2.68. Supongamos que K, es una clase de álgebras de tipo F y
X es un conjunto de variables, entonces para cualquier conjunto infinito de
variables Y .

IdK(X) = IdFK(Y )(X).
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Demostración. Para p ≈ q ∈ IdK(X), digamos p = p(x1, . . . , xn) y q =
q(x1, . . . , xn), tenemos que p, q ∈ T ({x1, . . . , xn}). Como |{x1, . . . , xn}| ≤ |Y |,
por el Corolario 2.67 tenemos que K |= p ≈ q si y sólo si FK(Y ) |= p ≈ q.

Las clases más populares de álgebras son definidas por identidades.

Definición 2.69. Sea Σ un conjunto de identidades de tipo F y sea M(Σ)
la clase de álgebras, A, que satisface a Σ.
Una clase K, de álgebras es una clase ecuacional si existe un conjunto de
identidades, Σ, tal que K = M(Σ). En este caso, decimos que K es definida
o axiomatizada por Σ.

Lema 2.70. Si V es una variedad y X es un conjunto infinito de variables,
entonces V = M(IdV (X)).

Demostración. Sean V una variedad y X un conjunto infinito de variables.
Por demostrar que V = M(IdV (X)).
Sea V ′ = M(IdV (X)). Del Lema 2.40 tenemos que V ′ es una variedad, pues
tomandoM(IdV (X)) = HSP (IdX), se tiene lo deseado y como V es variedad
tenemos que V = HSP ⊆ V ′. Por lo tanto V ⊆ V ′. Luego, vimos en el
Lema 2.57 que subálgebras preservan identidades así tenemos que IdV ′(X) ⊆
IdV (X). Así, por Lema 2.40, tenemos que FV ′(X) = FV (X).
Ahora sea Y un conjunto infinito de variables, por el Corolario 2.68, tenemos
que

IdV ′(Y ) = IdFV ′ (X)(Y ) = IdFV(X)(Y ) = IdV (Y )

Por Lema 2.40, tenemos que θV ′(Y ) = θV (X) y usando (4⇒ 2) de ese mismo
lema, tenemos FV ′(Y ) = FV (Y ). Ahora para A ∈ V ′ tenemos, para Y infinita
se tiene que A ∈ H(FV ′(Y )); es decir, A es una imagen homomorfa de algún
miembro de FV′(Y) = FV (Y ) ∈ V . Así A ∈ V , entonces se tiene V ′ ⊆ V .
Por lo tanto V ′ = V .

Ahora tenemos todos los antecedentes necesarios para probar el famoso
teorema de Birkhoff.

Teorema 2.71. [5],[6] (Birkhoff). K es una clase ecuacional si y sólo si K
es una variedad.

Demostración. Supongamos que K es una clase ecuacional. Por demostrar
que V = V (K). ComoK es una clase ecuacional se tieneK = M(Σ) entonces
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por Lema 2.40, se tiene que V (K) |= Σ; es decir, V (K) es una clase de álgebra
que satisface Σ. Por lo tanto V (K) ⊆M(Σ). Y por otro lado K ⊆ V (K). Por
lo tanto K = V (K); es decir, V es una variedad. Para la otra implicación,
basta aplicar el Lema 2.70.

Observación 2.72. HA denota la clase de todas las álgebras de Heyting.

Corolario 2.73. HA es una variedad.

Demostración. Por el Teorema 2.71, veamos que HA es una clase ecuacional.
Consideremos a Σ = IdU(X).
Afirmación: HA = M(IdU(X)).
Sea A ∈ M(IdU(X)), entonces A es una clase de álgebras tal que A |=
IdU(X). Por lo tanto A ∈ HA. Por otro lado, sea A ∈ HA, entonces A es
un álgebra de Heyting, entonces existe, →, en A tal que para a, b, c ∈ A se
cumplen 1−4) del Teorema 2.31. Entonces A |= IdU(X). Así A ∈M(IdU(X)).
Por lo tanto HA = M(IdU(X)).

Ahora estamos en condiciones de explicar la conexión entre el álgebra
de Heyting y la lógica intuicionista además de un resultado algebraico de
completitud para CPI.

Definición 2.74. Sea U = (A,∨,∧,→, 0) un álgebra de Heyting. Una fun-
ción v : PROP → A, es llamada una valuación en el álgebra de Heyting U.
Extendemos la valuación de PROP a la totalidad de FORM vía definición
recursiva.

1. v(φ ∨ ψ) = v(φ) ∨ v(ψ)

2. v(φ ∧ ψ) = v(φ) ∧ v(ψ)

3. v(φ→ ψ) = v(φ)→ v(ψ)

4. v(⊥) = 0.

Observación 2.75. Una fórmula φ es verdadera en U bajo v si v(φ) = 1; φ
es válida en U si es verdadera en toda valuación de U.

Llamaremos T al conjunto de tesis del Cálculo Proposicional Intuicionis-
ta, es decir, T es el menor sistema deductivo que contiene al conjunto de
axiomas de la Definición 2.1 y que es cerrado bajo la regla Modus Ponens.
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Definición 2.76. Definimos en L la siguiente relación de equivalencia:

x ≡ y(modT ) si y sólo si x ≤ y e y ≤ x,

Entonces tenemos que L/ ≡ es un conjunto ordenado, donde están definidas
cuatro operaciones dadas por:

x→ y = x→ y

x ∧ y = x ∧ y
x ∨ y = x ∨ y
¬x = ¬x (2.3)

(2.4)

y la relación de orden

x ≤ y si y sólo si x ≤ y

El sistema (L/ ≡,→,∧,∨,¬) será llamado el álgebra de Lindenbaum-Tarski
del Cálculo Proposicional Intuicionista, donde T es el último elemento del
conjunto ordenado (L/ ≡,≤).

Usando la construcción del álgebra de Lindenbaum-Tarski obtenemos la
completitud algebraica de CPI.

Teorema 2.77. CPI ` φ si y sólo si φ es válida en toda álgebra de Heyting.

Demostración. Supongamos que CPI ` φ, entonces φ es válida en toda ál-
gebra de Heyting. Para verificar esto veamos que los axiomas de CPI son
válidos. Presentamos dos casos:
Sea (U) = (A,∨,∧, 0, 1) un álgebra de Heyting.
1) p→ (q → p)
Sean a, b, c ∈ A a ≤ b→ a ≡ a ∧ b ≤ a.
2) (p→ (q → r))→ ((p→ q)→ (p→ r)).
Sean a, b, c ∈ A

0 ≤ (a→ (b→ c))→ ((a→ b)→ (a→ c)) ≡ [(a→ (b→ c))∧(a→ b)∧a ≤ c
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(a→ (b→ c)) ∧ (a→ b) ∧ a = (a→ (b→ c) ∧ a) ∧ ((a→ b) ∧ a)

= (a ∧ (b→ c)) ∧ (a ∧ b)
= a ∧ ((b→ c) ∧ b)
≤ (b→ c) ∧ b
= b

≤ c

Por lo tanto (a→ (b→ c)) ∧ (a→ b) ∧ a ≤ c.
Para el recíproco supongamos ahora que φ es válida en toda álgebra de

Heyting, por demostrar CPI ` φ.
Supongamos que CPI 0 φ. Sea v′ : G → L/ ≡ dada por v′(p) = p, como
CPI 0 φ entonces p 6= 1 ∈ L/ ≡, por hipótesis φ = 1, pues L/ ≡ es álgebra
de Heyting.

También recordamos la completitud del cálculo proposicional clásico, para
una prueba de este resultado véase [14],[19], [6], [18].

Teorema 2.78. CPC ` φ si y solo si φ es válida en toda álgebra Booleana.

Podemos extender la semántica algebraica de CPI de todas las lógicas
intermedias. Con cada lógica intermedia, CPI ⊆ L, asociamos la clase VK de
álgebras de Heyting en donde todos los teoremas son validos. Por el Teorema
2.71, tenemos que VL es variedad. Por ejemplo VCPI = HA y VCPC = BA
donde BA denota la variedad de todas las álgebras booleanas.
Para toda variedad V ⊆ HA, sea LV la lógica de todas las fórmulas válidas
en V. Note que LHA = CPI y LBA = CPC. La construcción Lindenbaum-
Tarski muestra que toda lógica intermedia es completa con respecto a sus
semánticas algebraicas.

2.9. Filtros en Álgebras de Heyting
Definición 2.79. Sea U = (A,∧,∨,→, 1) álgebra de Heyting. Un conjunto
∇ ⊆ A es llamado filtro en U si

1. > ∈ ∇ y

2. Para cualesquiera x, y ∈ A, si x ∈ ∇ y x→ y ∈ ∇, entonces y ∈ ∇.

Ejemplo 2.9.1. {>} y A son filtros.
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Un filtro diferente de A es llamado Propio.

Definición 2.80. Sea ∇ un filtro en un álgebra de Heyting U. Definimos una
relación ≡∇ en U tomando

x ≡∇ y si y sólo si x↔ y ∈ ∇.

Definición 2.81. Sean U álgebra de Heyting con un universo A y ∇ un filtro
en U.

1. Denotamos por ||x|| la clase de equivalencia (con respecto a ≡∇) gene-
rada por un elemento x ∈ U, es decir, ||x||∇ = {y ∈ A : x ≡∇ y}.

2. Definimos el conjunto ||A|| = {||x||∇ : x ∈ A} de esta clase de opera-
ciones ∧,∨,→,⊥ tomando para cualesquiera x, y ∈ A,

||x||∇ � ||y||∇ = ||x� y||∇, para � ∈ {∧,∨,→},

⊥ = ||⊥||∇.

El álgebra resultante (||A||∇,∧,∨,→,⊥) es llamada el álgebra cociente
de U con respecto a el filtro ∇ y denotada por U/∇.

Definición 2.82. Definimos una valuación BL en UL álgebra de Lindenbaum-
Tarski, llamada la valuación estándar en UL, por tomar para toda variable p
BL(p) = ||p||L.

Para la demostración de los siguientes resultado, ver [6].

Teorema 2.83. 1. Supongamos que f es un morfismo de un álgebra de
Heyting U sobre B y ∇ = f−1(>). Entonces la función definida por
g(f(x)) = ‖x‖∇ es un morfismo de B sobre U/∇.

2. Supongamos que ∇ es un filtro en un álgebra de Heyting U. Entonces
la función definida por f(x) = ‖x‖∇ es un morfismo de U sobre U/∇
con f−1(>) = ∇.

Proposición 2.84. Si una fórmula ϕ es válida en un álgebra de Heyting U

entonces ϕ es válida en todo imagen homomorfa de U.

Teorema 2.85. Toda extension L de IPC es robusta y completa con respecto
a VL.
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Demostración. Supongamos que Γ |= ϕ y Γ 0 ϕ consideramos el álgebra de
Lindenbaum-Tarski UL con la valuación estándar BL, SeaX = {‖ϕ‖ : ϕ ∈ Γ}
y construimos ∇ = {y : ∃ϕ1, . . . , ϕn ∈ Γ : ‖ϕ1‖ ∩ . . . ∩ ‖ϕn‖ ≤ y}.

Afirmación 2.9.1. ‖ϕ‖ /∈ ∇.

En otro caso, existen ψ1, . . . , ψn ∈ Γ tal que ‖ψ1‖, . . . , ‖ψn‖ ≤ ‖ϕ‖, enton-
ces ‖ψ1∧, . . . ,∧ψn‖ ≤ ‖ϕ‖, entonces ‖ψ1∧, . . . ,∧ψn → ϕ‖ ≤ ‖>‖, entonces
ψ1, . . . , ψn |= >.

Afirmación 2.9.2. BL(ϕ) 6= 1UL/∇

Si BL(ϕ) = 1Ul/∇, entonces ‖ϕ‖∇ = ‖>‖∇, en particular ‖ϕ ↔ >‖ ∈ ∇
‖(ϕ→ >)∧(> → ϕ)‖ ∈ ∇, luego ‖(> → ϕ)‖ ∈ ∇, entonces ‖>‖ → ‖ϕ‖ ∈ ∇
y ‖>‖ ∈ ∇, entonces ‖ϕ‖ ∈ ∇, lo cual es una contradicción con la hipótesis.



Capítulo 3

Lógica modal

3.1. Sintaxis

La lógica modal está diseñada para formalizar el comportamiento deduc-
tivo de la necesidad y posibilidad. Tiene los siguientes símbolos primitivos.

1. Una colección numerable de variables proposicionales (p, q, p1, q1, . . . ,
etc)

2. Los conectivos Booleanos ¬ y ∧

3. el conectivo Modal 2 (necesidad)

4. Paréntesis (, )

La clase Φ de todas las fórmulas bien formadas (wff) es definido por las
tres reglas de formación:

1. Cada variable es una formula bien formada

2. Si α es una formula bien formada, también lo son ¬α y 2α

3. Si α y β son formulas bien formadas, también lo es α ∧ β

Introducimos las abreviaciones:

53
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α ∧ β := ¬(¬α ∧ ¬β)

α→ β := ¬α ∨ β
α↔ β := (α→ β) ∧ (β → α) (3.1)
�α := ¬2¬α

Definición 3.1. Una lógica modal es un conjunto Λ ⊆ Φ satisface:

1. Λ contiene todas las tautologías del el cálculo proposicional clásico

2. Si α, (α→ β) ∈ Λ entonces β ∈ Λ (Modus Ponens)

3. Si α ∈ Λ y β se obtiene de α por reemplazar uniformemente alguna
variable por otra formula bien formada, entonces β ∈ Λ (Sustitución
Uniforme)

El símbolo K (para Kripke) denota la lógica axiomática por el sistema
que tiene una base estándar para cálculo proposicional clásico (incluyendo
MP y Sustitución Uniforme como reglas de inferencia) junto con el axioma
K. 2(p→ q)→ (2p→ 2q). Y la regla de Necesidad De α inferir 2α.

3.2. Axiomas

Cuáles deben ser los axiomas de la lógica modal es algo muy debatido.
Diferentes conjuntos de axiomas posiblemente permiten demostrar diferentes
teoremas, por ende los axiomas que se eligen muchas veces dependen de los
teoremas que se quieren demostrar. La siguiente es una lista de algunos de
los axiomas más conocidos:

Nombre Axioma
K 2(α→ ψ)→ (2α→ 2ψ)
T 2α→ α
4 2α→ 22α
5 �α→ 2 � α
B α→ 2 � α

Diferentes combinaciones de axiomas dan lugar a diferentes sistemas de
lógica modal. El sistema K (llamado así en honor a Saul Kripke) es el que
menos axiomas utiliza: aparte de los axiomas de la lógica proposicional, el
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sistema K se sirve sólo del axioma K (no confundir el axioma con el siste-
ma). Por esta misma razón, sin embargo, el sistema K también es el más
débil de los sistemas, es decir, el que menos teoremas puede demostrar. Sis-
temas más fuertes se construyen agregando axiomas a K. A continuación
hay una tabla con los nombres de los sistemas más conocidos y sus axiomas:
Sistema Axiomas

K K
T K, T
S4 K, T, 4
S5 K, T, 5
B K, T, B

3.3. Lógicas Normales
Definición 3.2. Una lógica es Normal si y sólo si K es cerrado bajo necesi-
dad.

Si Γ es un conjunto de fórmulas bien formadas, KΓ denota la lógica
normal generada por agregar los miembros de Γ como axiomas adicionales a
el sistema que genera K.

Definición 3.3. Sea Λ una lógica modal, Γ ⊆ Φ y α ∈ Φ. Entonces

1. α es Λ-derivable de Γ, Γ `Λ α si y sólo si existen α1, . . . , αn ∈ Γ tal
que (α1 ∧ · · · ∧ αn → α) ∈ Λ

2. Γ es Λ-consistente si existe al menos un wff no Λ-derivable de Γ, y
es Λ-inconsistente en otro caso.

3. Γ es Λ-maximal si y sólo si Γ-consistente y para cada wff α, o bien
α ∈ Γ o ¬α ∈ Γ.

Denotamos por WΛ la clase de subconjunto Λ-maximales de Φ. Para cada
α ∈ Φ, | α |Λ= {x ∈ W : α ∈ x} y para Γ ⊆ Φ, | Γ |Λ=

⋂
{| α |Λ α ∈ Γ} =

{x ∈ WΛ : Γ ⊆ x}

3.4. Álgebras Modales y Frame de Kripke
Definición 3.4. Una álgebra modal normal (AM) es una estructura.

U = 〈A,∩,′ , l 〉
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donde:

1. 〈A,∩,′ 〉 es un álgebra Booleana (AB), y

2. l es un operador unario sobre A que satisface: l(a∩b) = la∩ lb, y l1 = 1
donde 1 es un elemento unitario de U

Ahora inducimos para cada wff α(p1, . . . , pn) con n variables inducimos
una función polinomial n-aria hU

α sobre U que puede definirse inductivamente
de la siguiente manera:

1. hUpi
(a1, . . . , an) = ai

2. hU¬α(a1, . . . , an) = (hUα(a1, . . . , an))′

3. hUα∧β(a1, . . . , an) = hUα(a1, . . . , an) ∩ hUβ (a1, . . . , an)

4. hU2α(a1, . . . , an) = l(hUα(a1, . . . , an)).

α es válida en U (U |= α) si y sólo si hUα = 1 (es decir, hUα toma el valor
de 1 para todos los argumentos en su dominio). Una lógica Λ se dice que es
determinada o característica por la clase C de algebras modales si y sólo si
para cualquier α ∈ Φ, `Λ α si y sólo si U |= α para todo U ∈ C.

El siguiente resultado establece que toda lógica se caracteriza por un
álgebra simple.

Definición 3.5. Si Λ es una lógica modal, entonces el álgebra Lindembaum
de Λ es la estructura

UΛ = 〈AΛ,∩,′ , l 〉

definida como sigue:

1. AΛ = {‖α‖Λ : α ∈ Φ}, donde ‖α‖Λ = {β : α =Λ β} y α =Λ β si y sólo
si `Λ α↔ β

2. ‖α‖′Λ = ‖¬α‖Λ

3. l‖α‖Λ) = ‖2α‖Λ

4. ‖α‖Λ ∩ ‖β‖β = ‖α ∧ β‖Λ.

Una interpretación para un lenguaje modal es un conjunto ordenado de
dos elementos, definido de la siguiente manera:
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Definición 3.6. Una frame de Kripke (K-frame) es una estructura F =
〈W,R〉, donde W es un conjunto no vacío, denominado el conjunto base o
portador de F, y R una relación en W .

Definición 3.7. Una valuación V en F es una función que asocia cada va-
riable p un subconjunto V (p) de W. El dominio de V se extiende a todo Φ
por las siguientes:

1. x ∈ V (α ∧ β) si y sólo si x ∈ V (α) y x ∈ V (β).

2. x ∈ V (¬α) si y sólo si x /∈ V (α).

3. x ∈ V (2α) si y sólo si, para todo y, si xRy entonces y ∈ V (α).

4. x ∈ V (�α) si y sólo si, existe y tal que xRy y y ∈ V (α).

Definición 3.8.

1. α es válida en F (F |= α) si y sólo si V (α) = W, para toda valuación
V en F.

2. α es válida en un clase C de frames C |= α para todo F ∈ C.

3. C determina o caracteriza una lógica Λ si y sólo si para todo α ∈ Φ,
|=Λ α si y sólo si C |= α.

Intuitivamente tenemos que W es el conjunto de mundos posibles y que
x y y están relacionados (xRy) si y sólo si x es un mundo accesible a y.

Definición 3.9. Si Λ es una lógica modal normal, el K-frame canónico para
Λ es la estructura

FKΛ = 〈WΛ, RΛ〉,

donde:

1. WΛ es la clase de subconjuntos Λ maximales de Φ, y

2. xRy si y sólo si {A ∈ Φ : 2A ∈ x} ⊆ y si y sólo si {�A : A ∈ y} ⊆ x

La valuación canónica VΛ es definida por VΛ(α) =| α |Λ.

Teorema 3.10. Para todo α ∈ Φ, VΛ(α) =| α |Λ.
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Definición 3.11. Un modelo de Kripke para una lógica modal es un par
M = (F, V ), donde:

1. F = (W,R),

2. V es una valuación en F

Sea x ∈ F. Por inducción en la construcción de ϕ definimos una relacion
de verdad (M, x) |= ϕ, "ϕ es verdadera en el mundo x en el modelo M",
tomando:

1. (M, x) |= p si y sólo si x ∈ V (p), para cada p variable;

2. (M, x) |= ϕ ∧ χ si y sólo si (M, x) |= ϕ y (M, x) |= χ;

3. (M, x) |= ϕ ∨ χ si y sólo si (M, x) |= ϕ o (M, x) |= χ;

4. (M, x) |= ϕ→ χ si y sólo si (M, x) |= ϕ implica (M, x) |= χ;

5. (M, x) 2⊥;

6. M |= 2ϕ si y sólo si (M, y) |= ϕ para todo y ∈ W tal que xRy, y así

7. M, x |= ¬ϕ si y sólo si (M, x) 2 ϕ.

8. M |= �ϕ si y sólo si (M, y) |= ϕ existe y ∈ W tal que xRy.

Si (M, x) 2 ϕ entonces decimos que ϕ es falsa en el mundo x ∈M.

Definición 3.12. Dos modelos (algebraicos) son semánticamente equivalen-
tes si ellos válidan precisamente las mismas fórmulas modales.

Definición 3.13. Sea F = 〈W,R〉 un frame y x, y ∈ W . Decimos que y
es accesible de x por n > 0 pasos y escribimos xRny o y ∈ x ↑n o x ∈↓n
si existen puntos (no necesariamente distintos) z1, . . . , zn−1 ∈ W , tales que
xRz1Rz2 . . . Rzn−1Ry.
Entenderemos xR0y, y ∈ x ↑0 y x ∈ y ↓0 como x = y.

Observación 3.14.

1. Si R es transitiva entonces xRny implica xRy, para n > 0.

2. Si R es reflexiva entonces el inverso también se tiene.
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Definición 3.15.

1. Un punto x es llamado reflexivo si xRx, para tal x, xRnx se cumple
para n > 0.

2. Un frame es reflexivo si todos los puntos son reflexivos.

Definición 3.16. Sea F frame transitivo.
Definimos en W una relación de equivalencia ∼ de la siguiente manera: Para
cualesquiera x, y ∈ W

x ∼ y si y sólo si x = y o xRy y yRx.

Las clases de equivalencia respecto a ∼ son llamados cluster . Los cluster
que contienen un punto x se denotarán por C(x).

Definición 3.17. El frame cociente de un frame transitivo con respecto a ∼,
es el frame 〈W/ ∼, R/ ∼〉, donde:

1. W/ ∼= {C(x) : x ∈ W} y

2. C(x)R/∼C(y) si y sólo si xRy.

Es llamado el esqueleto de F y lo denotamos por ρF = 〈ρW, ρR〉.

Observación 3.18.

1. Si R es reflexivo entonces ρF es un orden parcial por ρF.

2. Una relación binaria reflexiva y transitiva es llamada casi-orden.

Distinguimos 2 tipos de Cluster.

1. Un cluster simple consiste de un punto singular reflexivo.

2. Un cluster propio contiene al menos dos puntos reflexivos.
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3.5. Frames de Primer Orden
Las conexiones entre álgebras modales y frames de Kripke fueron estu-

diados por Lemmon en [12], donde se muestra que cada K-frame tiene un
álgebra modal semánticamente equivalente.

Definición 3.19. Si F = 〈W,R〉 es un K-frame entonces F+ es el álgebra
modal 〈2W ,∩, \, lR〉, donde:

1. 2W es el conjunto potencia de W

2. ∩ intersección, \ complementación.

3. Si S ⊆ W , lR(S) = {x ∈ W : ∀y(xRy → y ∈ S)}.

Teorema 3.20. Sea α(p1, . . . , pn) ∈ Φ. Entonces para toda valuación V en
F, hF+

α (V (p1), . . . , V (pn)) = V (α).

Demostración. Por inducción sobre la complejidad de la fórmula α.

1. Si α = pi.
hF+

pi
(V (p1), . . . , V (pn)) = V (pi).

Supongamos que el Teorema se cumple para fórmulas de complejidad
menor que α.

2. Si α = ¬β.
Por demostrar que hF+

¬β(V (p1), . . . , V (pn)) = V (¬β).
x ∈ hF+

¬β(V (p1), . . . , V (Pn)) = (hF+

β (V (p1), . . . , V (pn)))′, si y sólo si x /∈
hF+

β (V (p1), . . . , V (pn)) = V (β), si y sólo si x /∈ V (β). Por lo tanto
hF+

¬β(V (p1), . . . , V (Pn)) = V (¬β).

3. Si α = β ∧ γ.
Por demostrar que hF+

β∧γ(V (p1, . . . , V (pn)) = V (β ∧ γ).
x ∈ hF+

β∧γ(V (p1), . . . , V (pn)) si y sólo si x ∈ hF+

β (V (p1), . . . , V (pn))∧x ∈
hF+

γ (V (p1), . . . , V (pn)), si y sólo si x ∈ V (β) ∧ x ∈ V (γ) si y sólo si
x ∈ V (β ∧ γ). Por lo tanto hF+

β∧γ(V (p1, . . . , V (pn)) = V (β ∧ γ).

4. Si α = 2β.
Por demostrar que hF+

2β(V (p1), . . . , V (pn)) = V (2β). Por Definición 3.4
tenemos que hF+

2β(V (p1), . . . , V (pn)) = l(hF+

β (V (p1), . . . , V (pn))). Así
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verifiquemos que l(hF+

β (V (p1), . . . , V (pn))) = V (2β).
x ∈ l(hF+

β (V (p1), . . . , V (pn))) si y sólo si, para toda y, si xRy implica
que y ∈ l(hF+

β (V (p1), . . . , V (pn))) = V (β), es decir, y ∈ V (β). Por lo
tanto, para todo y, si xRy entonces y ∈ V (β), esto es por Definición
3.6 que x ∈ V (β).

Corolario 3.21. F |= α si y sólo si F+ |= α.

Demostración. Supongamos que F |= α, esto es que para toda V valuación
en F se tiene que V (α) = 1, entonces por Teorema 3.20, se cumple que
1 = V (α) = hF+

α (V (p1), . . . , V (pn)). Por lo tanto hF+

α (V (p1), . . . , V (pn)) = 1,
esto es, F+ |= α. De manera análoga se tiene el recíproco.

Definición 3.22. Un frame (modal normal) es una estructura

F = 〈W,R, P 〉, donde:

1. 〈W,R〉 es un K-frame, y

2. P es una colección no vacía de subconjuntos de W que es cerrado bajo
∩, \ y lR.
Una valuación V en un frame F es una función como Definición en 3.6
con el agregado:

3. V (p) ∈ P , para toda variable p. Condición 2. garantiza que

4. V (α) ∈ P , para todo α ∈ Φ

Definición 3.23. Si F = 〈W,R, P 〉 es un frame, entones F+ es la estructura
〈P,∩, \, l 〉, es una álgebra modal en virtud de 2 de la definición anterior.
Un frame F se dice que es completo si P = 2W .

3.6. Subframes

Teorema 3.24. Sean F = 〈W,R, P 〉 y F1 = 〈W,R, P1〉 son frames con
P1 ⊆ P . Entonces F |= α si y sólo si F1 |= α.
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Demostración. Sean F = 〈W,R, P 〉 y F1 = 〈W,R, P1〉 frames con P1 ⊆ P
y F |= α. Como P es una colección no vacía de subconjuntos de W que es
cerrado bajo ∩, \, lR, entonces F+

1 es una sub-AM de F+, entonces hF+

α = 1

idénticamente sólo si hF+
1
α = 1, es decir, F+ |= α si y sólo si F+

1 |= α, entonces
F |= α si y sólo si F+ |= α. Por otro lado tenemos que F1 |= α y F |= α si y
sólo si F+ |= α.

Definición 3.25. Sea R una relación en W . Para cada k ∈ N, definimos la
relación Rk ⊆ W ×W por el esquema inductivo.

1. xR0y si y sólo si x = y

2. xRk+1y si y sólo si existe z (xRz ∧ zRky).

Definición 3.26. Si R ⊆ W 2, entonces W ′ ⊆ W es R-hereditaria si y sólo
si x ∈ W ′ y xRy implican y ∈ W ′.

Proposición 3.27. La intersección de una clase de conjuntos R-hereditarios
es R-hereditario.

Demostración. Sea C = {W ′ ⊆ W : W ′ es R − hereditario , R ⊆ W 2}. Que-
remos ver que

⋂
C es R-hereditario, R ⊆ W ×W . Sea x ∈

⋂
C y xRy. Por

demostrar que y ∈
⋂
C. Como x ∈

⋂
C, entonces para toda C ∈ C se tiene

que x ∈ C y como C es R-hereditario, entonces para toda C ∈ C se tiene que
y ∈ C. Por lo tanto y ∈

⋂
C.

De esta forma, para cualquier W ′ ⊆ W hay un conjunto más pequeño
WR′ , el cual esR-hereditario y contiene a W ′.

Teorema 3.28.

WR′ = {y : ∃x∃k(x ∈ W ′ y xRky)}.

Demostración. ⊇] Sean C = {y : ∃x∃k(x ∈ W ′ y xRky)}, z ∈ C y zRw. Por
demostrar que w ∈ C. Como z ∈ C, entonces existen x, k tales que w ∈ w′
y xRkz y como zRw, entonces xRk+1w. Por lo tanto w ∈ C. Así C es R-
hereditario y como W ′ ⊆ C, entonces W ′

R ⊆ C.
⊆] Sea W ′ = {D ⊆ W : D es R-hereditario y W ′ ⊆ D}. Veamos que C ⊆
W ′
R. Sea D ⊆ W R-hereditario tal que W ′ ⊆ D, veamos que C ⊆ D. Sea

y ∈ C, entonces existen x ∈ W ′ y k ≥ 0 tal que xRKy y xRzRz2 . . . Rzk−1Ry.
Por lo tanto y ∈ D, así C ⊆ D. Por lo tanto C ⊆ W ′

R.
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Definición 3.29. Si F = 〈W,R, P 〉 y F′ = 〈W ′, R′, P ′〉 son frames, entonces
F′ es un subframe de F (F′ ⊆ F) si cumple:

1. W ′ es un subconjunto R-hereditario de W ,

2. R′ = R ∩ (W ′ ×W ′),

3. P ′ = {W ′ ∩ S : S ∈ P}.

Teorema 3.30. Si W ′ es un subconjunto R-hereditario de W y R′ = R ∩
(W ′ ×W ′), entonces:

1. W ′ \ (W ′ ∩ S) = W ′ ∩ (W \ S),

2. (W ′ ∩ S) ∩ (W ′ ∩ S1) = W ′ ∩ (S ∩ S1),

3. mR′(W ′ ∩ S) = W ′ ∩mR(S),

4. lR′(W ′ ∩ S) = W ′ ∩ lR(S).

Demostración.

1. Sea a ∈ W ′ \ (W ′ ∩ S) entonces a ∈ W ′ ∧ a /∈ W ′ ∩ S, es decir a ∈
W \ (W ′ \S) = (W \W ′)∪ (W \S), entonces a ∈ W \W ′ ∨ a ∈ W \S
implicamos que a ∈ W ′ ∧ a ∈ W \ S. Por lo tanto a ∈ W ′ ∩ (W \ S).

2. x ∈ (W ′ ∩ S)∩ (W ′ ∩ S1) si y sólo si x ∈ (W ′ ∩ S)∧ x ∈ (W ′ ∩ S1) si y
sólo si (x ∈ W ′ ∧ x ∈ S)∧ (x ∈ W ′ ∧ x ∈ S1) si y sólo si (x ∈ W ′ ∧ x ∈
W ′) ∧ (x ∈ S ∧ x ∈ S1) si y sólo si x ∈ W ′ ∧ (x ∈ S ∧ x ∈ S1) si y sólo
si x ∈ W ′ ∩ (x ∈ S ∩ x ∈ S1)

3. Sea x ∈ mR′(W ′ ∩ S), entonces x ∈ W ′ y xR′y para algún y ∈ W ′ ∩ S,
entonces xRy y como y ∈ S, se cumple que x ∈ mR(S) . Por lo tanto
x ∈ W ′∩mR′(S). Por otro lado, sea x ∈ W ′∩mR(S), entonces x ∈ W ′ y
x ∈ mR(S), entonces xRy para algún y ∈ S y como w′ es R-hereditario
entonces y ∈ W ′. Por lo tanto x ∈ mR′(W ′ ∩ S).

4. Sea x ∈ lR′(W ′ ∩S), entonces x ∈ W ′ y para todo y se tiene que xR′y,
tenemos que y ∈ W ′ ∩ S entonces xRy pues R′ = R ∩ (W ′ ×W ′), así
x ∈ W ′ ∩ lR(S). Por otro lado sea x ∈ W ′ ∩ lR(S), entonces x ∈ W ′ y
x ∈ lR(S), entonces para toda y se tiene que xRy implica que y ∈ S y
como W ′ es R-hereditario se tiene que y ∈ W ′, así xR′y y y ∈ W ′ ∩ S,
es decir x ∈ lR′(W ′ ∩ S).
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Corolario 3.31. Si F = 〈W,R, P 〉 es un frame y W ′ ⊆ W es R-hereditario,
entonces FW ′ = 〈W ′, R′, PW ′〉 es un subframe de F, donde:

1. R′ = R ∩ (W ′ ×W ′) y

2. PW ′ = {W ′ ∩ S : S ∈ P}

Demostración. Sea F = 〈W,R, P 〉 un frame y W ′ ⊆ W tal que W ′ es R-
hereditario. Por demostrar que FW ′ = 〈W ′, R′, PW ′〉 es un subframe de F,
donde R′ = R∩(W ′×W ′) y PW ′ = {W ′∩S : S ∈ P}. Veamos que se satisface
la Definición 3.29. El único requisito que no se satisface inmediatamente es
que FW es un frame, es decir, PW se cerrado bajo ∩, \, y lR, pero esto se sigue
de Teorema 3.30.

Corolario 3.32. Sea {Fi : i ∈ I} es una colección de frames de F, y W ′ =⋂
i∈IWi. Entonces si W ′ 6= ∅, FW ′ es un subframe de F.

Demostración. Veamos que W ′ es R-hereditario. Sea x ∈ W ′ y xRy. Por
demostrar que y ∈ W ′. Como x ∈ W ′ = ∩i∈IWi, entonces para todo i ∈ I
x ∈ Wi y como para cada i ∈ I Wi es R-hereditario y además xRy se tiene
que para cada i ∈ I y ∈ Wi. Por lo tanto y ∈ ∩i∈IWi, asíW ′ es R-hereditario.
En virtud del Corolario 3.31, se tiene que FW ′ = 〈W ′ = ∩i∈IWi, R

′, PW ′〉 es
un subframe de F.

El corolario 3.32 afirma en efecto que la intersección de subframes es un
subframe, por lo que cada W ′ ⊆ W tiene un subframe mas pequeño de F que
lo contiene. Este subframe es FW ′

R
y es llamado el subframe de F generado

por W ′. Si W ′ = {x} entonces FW ′
R
lo escribiremos como Fx, el subframe

generado por x.

Teorema 3.33. Si F′ ⊆ F, α(p1, . . . , pn) ∈ Φ, y S1, . . . , Sn ∈ P ,

hF
′+

α (W ′ ∩ S1, . . . ,W
′ ∩ Sn) = W ′ ∩ hF+

α (S1, . . . , Sn).

Demostración. Haremos inducción sobre la complejidad de α.

1. Si α = pi, i = 0, 1, . . . (átomo).

hF
′+

pi
(W ′ ∩ S1, . . . ,W

′ ∩ Sn) = W ′ ∩ Si



3.6 Subframes 65

Por otro lado,

W ′ ∩ hF+

pi
(S1, . . . , Sn) = W ′ ∩ Si.

Por lo tanto hF
′+
pi

(W ′ ∩ S1, . . . ,W
′ ∩ Sn) = W ′ ∩ hF+

pi
(S1, . . . , Sn).

Supongamos ahora que el teorema se cumple para formulas de comple-
jidad menor que α.

2. Si α = ¬β.

hF
′+

¬β (W ′ ∩ S1, . . . ,W
′ ∩ Sn) = [hF

′+

β (W ′ ∩ S1, . . . ,W
′ ∩ Sn)]′

= [W ′ ∩ hF+

β (S1, . . . , Sn)]′

= [W ′ \W ′] ∪ [W ′ \ hF+

β (S1, . . . , Sn)]

= W ′ \ hF+

β (S1, . . . , Sn)

= W ′ ∩ [hF+

β (S1, . . . , Sn)]′

= W ′ ∩ hF+

¬β(S1, . . . , Sn).

3. Si α = β ∧ γ.

hF
′+

β∧γ(W
′ ∩ S1, . . . ,W

′ ∩ Sn) = [hF
′+

β (W ′ ∩ S1, . . . ,W
′ ∩ Sn)] ∩

[hF
′+

γ (W ′ ∩ S1, . . . ,W
′ ∩ Sn)]

= [W ′ ∩ hF+

β (S1, . . . , Sn)] ∩

[W ′ ∩ hF+

γ (S1, . . . , Sn)]

= W ′ ∩ [hF+

β (S1, . . . , Sn)] ∩

[hF+

γ (S1, . . . , Sn)]

= W ′ ∩ hF+

β∧γ(S1, . . . , Sn).

4. Si α = 2β

Por demostrar que hF
′+

2β (W ′ ∩ S1, . . . , Sn) = W ′ ∩ hF+

2β(S1, . . . , Sn), por
la Definición 3.4 es equivalente a probar lo siguiente:

lR′ [hF
′+

β (W ′ ∩ S1, . . . ,W
′ ∩ Sn)] = W ′ ∩ lR(hF+

β (S1, . . . , Sn)).

Sea x ∈ lR′ [hF
′+

β (W ′∩S1, . . . ,W
′∩Sn)], entonces x ∈ W ′ y xR′y implica

que y ∈ hF
′+

β (W ′ ∩S1, . . . ,W
′ ∩Sn) y por hipótesis esto ultimo es igual
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a W ′ ∩ hF
′

β (S1, . . . Sn), entonces y ∈ W ′ y y ∈ hF+

β (S1, . . . , Sn) y como
xR′y se tiene que xRy. Por lo tanto x ∈ W ′ ∩ lR(hF+

β )(S1, . . . , Sn).
Por otro lado sea x ∈ W ′ ∩ lR(hF+

β (S1, . . . , Sn)), entonces x ∈ W ′ y
x ∈ lR(hβ).
Ahora sea x ∈ W ′ ∩ lR(hF+

β (S1, . . . , Sn)), entonces x ∈ W ′ y x ∈
lR(hF+

β (S1, . . . , Sn)), entonces x ∈ W ′ ⊆ W y xRy, entonces y ∈
hF+

β (S1, . . . , Sn) y como W ′ es R-hereditario, entonces

y ∈ W ′∩hF+

β (S1 . . . , Sn), entonces por hipótesis inductiva, y ∈ hF
′+

β (W ′∩
S1, . . . ,W

′ ∩ Sn). Así x ∈ lR(hF
′+

β (W ′ ∩ S1, . . . ,W
′ ∩ Sn)). Por lo tanto

hF
′+

2β (W ′ ∩ S1, . . . , Sn) = W ′ ∩ hF+

2β(S1, . . . , Sn).

Corolario 3.34. Si F′ ⊆ F y F |= α, entonces F′ |= α.

Demostración. Como F |= α si y sólo si F′ |= α, es suficiente probar que
F+ |= α sólo si F

′+ |= α. Si F
′+ 2 α entonces, existen T1, . . . , Tn ∈ P ′ tales

que hF
′+
α (T1, . . . , Tn) 6= W ′. Por inciso 3) de la Definición 3.29, para 1 ≤ i ≤ n

existen Si ∈ P tales que Ti = W ′ ∩ Si. Por lo tanto, por el Teorema 3.33

W ′ 6= hF
′+

α (T1 . . . , Tn) = hF
′+

α (W ′ ∩ S1, . . . ,W
′ ∩ Sn)

= W ′ ∩ hF+

α (S1, . . . , Sn)

Entonces W ′ ∩ hF+

α (S1, . . . , Sn) 6= W ′, así W ′ 6⊆ hF
α(S1, . . . , Sn) pues de lo

contrario W ′ ∩ hF
′

α (S1, . . . , Sn) = W ′ 6= W ′ ⊆ W .
Por lo tanto hF

α(S1, . . . , Sn) 6= W , así F+ 2 α.

En contexto de K-frames, tenemos el siguiente caso especial de 3.33.

Teorema 3.35. Sea V una valuación en 〈W,R〉, W ′ ⊆ W y sea 〈W ′
R, R

′〉
el sub-K-frame generado por W ′ (W ′

R como se definió en 3.28 y R′ = R ∩
(W ′

R×W ′
R)). Definimos VW ′, por VW ′(p) = W ′

R ∩V (p), todas las variables p,
Entonces VW ′(α) = W ′

R ∩ V (α), todo α ∈ Φ.

La función VW ′ se llamará la valuación derivada de (generada por) V .
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3.7. Homomorfismos
El hecho de que los subframes preservan la validez de 3.34 puede en efec-

to establecerse indirectamente a partir de la preservación de las identidades
polinómicas en homomorfismos de álgebras. En efecto, por la Definición 3.29
y el Teorema 3.30 si F′ ⊆ F, entonces la función S 7→ W ′∩S es un homomor-
fismo de álgebras modales de F+ en F+. Hay otras construcciones algebraicas
que preservan las identidades (subálgebras) y, como veremos, cada una de
ellas está asociada con una construcción de frame en particular. En esta sec-
ción, se muestra que la estructura de la preservación de las funciones entre
los frames están vinculados con las subálgebras modales.

Definición 3.36. Si F = 〈W,R, P 〉 y F′ = 〈W ′, R′, P ′〉 son frames, una
función Q : W → W ′ es un homomorfismo de frames de F a F′ si y sólo si

1. xRy sólo si Q(x)R′Q(y),

2. Q(x)R′z sólo si ∃y(xRy y Q(y) = z),

3. S ∈ P ′ sólo si Q−1(S) ∈ P , donde Q−1(S) = {x ∈ W : Q(x) ∈ S}.

Si Q es sobreyectiva (i.e. Q(W ) = W ′), entonces F es una imagen
homeomorfa de F (escribimos F′ � F).

Q es un encaje si y sólo si es inyectivo y satisface

4. S ∈ P ⇒ ∃T ∈ P ′(Q(S) = Q(W ) ∩ T ).

Si Q es biyectiva y Q−1 es un homomorfismo entonces Q es un iso-
morfismo, en cada caso F y F′ son isomorfos (F ∼= F′).

Un isomorfismo puede alternativamente describirse como un encaje so-
breyectivo. Note que un homomorfismo biyectivo necesariamente no es un
isomorfismo, es decir, si P 6= 2W , entonces la función identidad de 〈W,R, 2W 〉
a 〈W,R, P 〉 es un homomorfismo biyectivo cuya inversa no satisface 3.36 (3).

Teorema 3.37. Si Q : F → F′ es un homomorfismo de frames, entonces
para S, T ⊆ W ′.

1. Q−1(W ′ \ S) = W \ Q−1(S),
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2. Q−1(S ∩ T ) = Q−1(S) ∩Q−1(T ),

3. Q−1(mR′(S)) = mR(Q−1),

4. Q−1(lR′(S)) = lR(Q−1(S)).

Demostración.

1. Q−1(W ′ \ S) = W \ Q−1(S)

Q−1(W ′ \ S) = {x ∈ W : Q(x) ∈ W ′ \ S}
= {x ∈ W : Q(x) ∈ W ′ ∧Q(x) /∈ S}
= {x ∈ W : Q(x) ∈ W ′} ∩ {x ∈ W : Q(x) /∈ S}
= Q−1(W ′) ∩ (Q−1(S))

′

= W \ Q−1(S)

2. Q−1(S ∩ T ) = Q−1(S) ∩Q−1(T )

Q−1(S ∩ T ) = {x ∈ W : Q(x) ∈ S ∩ T}
= {x ∈ W : Q(x) ∈ S ∧Q(x) ∈ T}
= {x ∈ W : Q(x) ∈ S} ∩ {x ∈ W : Q(x) ∈ T}
= Q−1(S) ∩Q−1(T )

3. Q−1(mR′ (S)) = mR(Q−1(S)
Sea x ∈ Q−1(mR′ (S)) entonces Q(x) ∈ mR′ (S), luego Q(x)R

′
z para

algún z ∈ S, entonces existe y tal que xRy y Q(y) = z. Por lo tanto
y ∈ Q−1(S). Por ende x ∈ mR(Q−1).
Por otro lado sea x ∈ mR(Q−1(S)), entonces xRy y para algún y tal que
y ∈ Q−1(S), es decir, xRy y Q(y) ∈ S. Y por definición Q(x)R

′Q(y),
así Q(x) ∈ mR′ (S). Por lo tanto x ∈ Q−1(mR′ )(S).

4. Q−1(lR′ (S)) = lR(Q−1(S))

Q−1(lR′ (S)) = Q−1(W ′ \mR′ (S))

= W \ Q−1(mR(Q−1(S))

= W \mR(Q−1(S))

= lR(Q−1(S))
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Teorema 3.38. Sean Q : F→ F′ un homomorfismo y FQ = 〈WQ, R′, PQ〉 el
subframe de F′ generado por Q(W ). Entonces:

1. Q es una imagen homeomorfa de F bajo Q y

2. FQ ∼= F si Q es un encaje.

Demostración.

1. Notamos que Q(W ) es un conjunto R′-hereditario. En efecto, supon-
gamos que x ∈ Q(W ) y xR

′
y. Veamos que para y ∈ Q(W ) existe

w1 ∈ W tal que Q(w1) = y. Como x ∈ W , entonces existe w1 ∈ W
tal que Q(w1) = x y xR′

y, entonces Q(w1)R
′
y, así existe w2 ∈ W tal

que w1Rw2 y Q(w2) = y entonces y ∈ Q(W ). Por lo tanto Q(W ) es
R-hereditario, así Q es una función sobre FQ. Ahora si S ∈ PQ entonces
existe T ∈ P ′

: S = Q(W ) ∩ T , entonces

Q−1(S) = Q−1(Q(W ) ∩ T )

= Q−1(Q(W )) ∩Q−1(T )

= W ∩Q−1(T )

= Q−1(T ) ∈ P

Finalmente tenemos que xRy, implica Q(x)R
′Q(y).

2. Si Q es inyectiva, entonces (Q−1)−1 = Q implica por definición de
encaje tenemos que, dada S ∈ P , se cumple que (Q−1)−1(S) = Q(S) ∈
PQ por lo que Q−1 es un homomorfismo. Esto, junto con (1), nos da
que Q es un isomorfismo entre F y FQ

Teorema 3.39. Si Q : F→ F′ es un homomorfismo, α(p1, . . . , pn) ∈ Φ, y si
S1, . . . , Sn ∈ P ′, entonces Q−1(hF

′+
α (S1, . . . , Sn)) = hF+

α (Q−1(S1), . . . ,Q−1(Sn)).

Demostración. Por inducción de la longitud de α.

1. Si α = pi,
Q−1(hF

′+

α (S1, . . . , Sn)) = Q−1(Si).
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Por otro lado

hF+

α (Q−1(S1), . . . ,Q−1(Sn)) = Q−1(Si).

Supongamos que el Teorema se vale para fórmulas de complejidad me-
nor que α.

2. Si α = ¬β.

Q−1(hF
′+

¬β (S1, . . . , Sn)) = Q−1(W ′ \ hF
′+

β (S1, . . . , Sn))

= W \ Q−1(hF
′+

β (S1, . . . , Sn))

= W \ hF
′+

β (Q−1(S1), . . . ,Q−1Sn)

= hF+

¬β(Q−1(S1), . . . ,Q(Sn).

3. Si α = β ∧ γ,

Q−1(hF
′+

β∧γ(S1, . . . , Sn)) = Q−1(hF
′+

β (S1, . . . , Sn) ∩ (hF
′+
γ (S1, . . . , Sn)

= Q−1(hF
′+

β (S1, . . . , Sn)) ∩Q−1(hF
′+
γ (S1, . . . , Sn))

= hF+

β (Q−1(S1), . . . ,Q−1(Sn))∩
hF+

γ (Q−1(S1), . . . ,Q−1(Sn))

= hF+

β∧γ(Q−1(S1), . . . ,Q−1(Sn)).

4. Si α = 2β,
Por demostrar

Q−1(hF
′+

2β (S1, . . . , Sn)) = hF+

2β(Q−1(S1), . . . ,Q−1(Sn))

Por Definición 3.4 verifiquemos los siguiente

Q−1(lR′ (hF
′+

β (S1, . . . , Sn)) = lR(hF+

β (Q−1(S1), . . . ,Q−1(Sn)).

Q−1(lR′ (hF
′+

β (S1, . . . , Sn))) = lR(Q−1(hF
′+

β (S1, . . . , Sn)))

= lR(hF+

β (Q−1(S1), . . . ,Q−1(Sn))
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Corolario 3.40. Si F′ � F y F |= α, entonces F′ |= α.

Demostración. Sea Q : F→ F
′ homomorfismo.

Por demostrar hF
′+
α (S1, . . . , Sn) = W ′

hF
′+

α (S1, . . . , Sn) ⊇ Q(Q−1(hF
′+

α )(S1, . . . , Sn))

= Q(hF
′+

α (Q−1(S1, . . . , Sn)))

= Q(W )

= W ′

Por lo tanto W ′ ⊆ hF
′+
α (S1, . . . , Sn). Por otro lado, por definición tenemos

que hF
′+
α (S1, . . . , Sn) ⊆ W ′. Así hF

′+
α (S1, . . . , Sn) = W ′.

Corolario 3.41. Cualesquiera dos frames isomorfos son semánticamente
equivalentes.

Demostración. Sea Q : F→ F
′ isomorfismo de frames.

Por demostrar que F |= α si y sólo si F
′ |= α.

Supongamos que F |= α. Queremos ver que F
′ |= α. Bastará ver que F+ |= α

entonces F
′+ |= α. Por demostrar que hF

′+
α (S1, . . . , Sn) = W ′. Esto se sigue

del Corolario 3.40.
Ahora si F � F′ y F′ |= α. Por demostrar que F |= α. Consideremos P =
Q−1 : F′ → F homomorfismo. Verifiquemos que hF+

α (S1, . . . , Sn) = W

hF+

α (S1, . . . , Sn) ⊇ P (P−1(hF+

α )(S1, . . . , Sn))

= P (hF+

α (P−1(S1), . . . , P−1(Sn)))

= P (W ′)

= W.

Y por otro lado se tiene que hF+

α (S1, . . . , Sn) ⊆ W , esto por definición. Por
lo tanto hF+

α (S1, . . . , Sn) = W .

Teorema 3.42. Si F esta encajado en F′, entonces F′ |= α implica que
F |= α.

Demostración. Sean F
′ |= α yQ : F→ F

′ un encaje. Entonces por el Teorema
3.38, se tiene que FQ ⊆ F

′ y FQ ∼= F. Por otro lado, por Corolario, 3.34 como
FQ ⊆ F

′ y F
′ |= α, entonces FQ |= α y como FQ ∼= F por Corolario 3.41,

entonces F |= α.
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Definición 3.43. Si Q : F → F
′ es un homomorfismo de frames, entonces

Q+ : F′+ → F+ es definida por Q+(S) = Q−1(S), para todo S ∈ P ′.

Teorema 3.44.

1. Q+ es un homomorfismo de álgebras modales.

2. Q+ es inyectivo si Q es sobre.

3. Q+ es sobre si Q es un encaje.

4. Q+ es un homomorfismo de álgebras modales si Q es un isomorfismo
de frame.

Demostración.

1. Por demostrar:

a) Q+(S ∩ T ) = Q+(S) ∩Q+(S) ∩Q+(T ),

b) Q+(\S) = \Q+(S),

c) Q+(m ′
R(S)) = mR(Q+(S)).

Se sigue de la Definición 3.43 y el Teorema 3.37.

2. Supongamos que Q es sobre. Por demostrar que Q+ es inyectivo. Sean
S, T ∈ P ′ tal que Q+(S) = Q+(T ). Como Q+(S) = Q+(T ) por De-
finición 3.43, se tiene que Q−1(S) = Q−1(T ) entonces Q(Q−1(S)) =
Q(Q−1(T )) y como Q es sobre, se tiene que S = T .

3. Supongamos que Q es un encaje. Por demostrar que Q+ es sobre. Sea
S ∈ P y como Q es encaje, entonces existe T ∈ P ′ tal que Q(S) =
Q(W ) ∩ T . Notamos que S ⊆ Q−1, Si x ∈ Q−1(T ), entonces Q(x) ∈
T ∩ Q(W ) = Q(S), así para algún y ∈ S se tiene que Q(x) = Q(y).
Pero Q es inyectivo, entonces x = y. Por lo tanto Q−1(T )(S), es decir,
Q+(T ) = S.

4. Se sigue de 1-3).
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3.8. Inmersión de CPI en S4

Uno puede notar la cercanía de la CPI y S4 cuando se piensa en la
implicación intuicionista como implicación necesaria y notar la semejanza de
los modelos. Gödel vio la conexión mucho antes de la existencia de modelos
de Kripke al señalar que la interpretación de 2 como la noción intuitiva de
probabilidad. El construyó la siguiente traslación T de IPC en S4.

Definición 3.45. (Traslación de Gödel) Para toda p variable intuicionista y
para cualesquiera ϕ y ψ fórmulas intuicionistas,

1. T (p) = 2p;

2. T (⊥) = 2⊥;

3. T (ϕ ∧ ψ) = T (ϕ) ∧ T (ψ);

4. T (ϕ ∨ ψ) = T (ϕ) ∨ T (ψ);

5. T (ϕ→ ψ) = T (ϕ)→ T (ψ).

los conectivos Intuicionistas son transformados por T en las correspon-
dientes Clásicas, pero se entienden ahora en el contexto de demostrabilidad.

Sea M = 〈F, V 〉 un modelo modal en un frame casi-ordenado F.
Definimos en el esqueleto ρF de F una valuación intuicionista ρV por tomar,
a cada variable intuicionista p,

ρV (p) = {C(x) : (M, x) |= 2p},

ρV (p) es upward closed.
Decimos que el modelo ρM = 〈ρF, ρV 〉 es el esqueleto de el modelo M.
Inversamente, si N = 〈ρF, U〉 es un modelo intuicionista basado en un es-
queleto de un frame-casi ordenado F = 〈W,R〉, entonces tomando a cada
variable intuicionista p

V (p) = {x ∈ W : (N, C(x)) |= p}

obtenemos un modelo modal M = 〈F, V 〉 cuyo esqueleto es (isomorfo a N).
En particular, si todos los clusters en F son simples y además F es isomorfo
a ρF, entonces el modelo M es también isomorfo a su esqueleto N.
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Lema 3.46. (Esqueleto) Para cada modelo M de lógica modal basado en un
frame casi-ordenado, todo punto x en M y cada fórmula intuicionista ϕ,

(ρM, C(x)) |= ϕ si y sólo si (M, x) |= T (ϕ).

Demostración. Sean M un modelo de lógica modal basado en un frame casi-
ordenado y x en M. Haremos inducción sobre la complejidad de la fórmula
ϕ.

1. Si ϕ = p átomo, entonces

(ρM, C(x)) |= p si y sólo si C(x) ∈ V (p)

si y sólo si (M, x) |= 2p.

Por otro lado (M, x) |= T (p) = 2p. Supongamos que el Teorema se
cumple para fórmulas de complejidad menor que ϕ.

2. Si ϕ = ψ ∨ χ, entonces

(ρM, C(x)) |= ψ ∨ χ si y sólo si (ρM, C(x)) |= ψ o (ρM, C(x)) |= χ

si y sólo si (M, x) |= ψ o (M, x) |= χ

si y sólo si (M, x) |= ψ ∨ χ.

3. Si ϕ = ψ ∧ χ, entonces

(ρM, C(x)) |= ψ ∧ χ si y sólo si (ρM, C(x)) |= ψ

y (ρM, C(x)) |= χ

si y sólo si (M, x) |= ψ

y (M, x) |= χ

si y sólo si (M, x) |= ψ ∧ χ.

4. Si ϕ = ψ → χ, entonces

(ρM, C(x)) 2 ϕ si y sólo si existe y ∈ x ↑:
(ρM, C(y)) |= ψ y (ρM, C(y)) 2 χ

si y sólo si existe y ∈ x ↑:
(M, y) |= T (ψ) y (M, y) 2 T (χ)

si y sólo si (M, x) 2 2(T (ψ)→ T (χ))

si y sólo si (M, x) 2 T (ψ → χ)

si y sólo si (M, x) 2 T (ϕ).
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Corolario 3.47. Para cada frame casi-ordenado F y cada fórmula intuicio-
nista ϕ,

ρF |= ϕ si y sólo si F |= T (ϕ).

Teorema 3.48. La traslación de Gödel es un encaje de IPC a S4.

Demostración. Deseamos probar que, para toda fórmula intuicionista ϕ

ϕ ∈ CPI si y sólo si T (ϕ) ∈ S4.

Supongamos que T (ϕ) /∈ S4. Entonces existe un frame casi-ordenado F tal
que F 2 T (ϕ). Por el Corolario 3.47, ρF 2 ϕ y así ϕ /∈ CPI. Inversamente,
supongamos que ϕ /∈ CPI. Entonces por Teorema 2.15, existe un frame
intuicionista finito F refutando ϕ y como un frame modal es isomorfo a su
esqueleto. Por el corolario anterior, F 2 T (ϕ), de esto se sigue que T (ϕ) /∈
S4.
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Conclusión
La lógica proposicional clásica fue creada por Boole hace unos 150 años

y se mantiene en posición central entre las lógicas proposicionales no sólo
debido a su venerable edad. De hecho, representa el modelo más simple de
razonamiento basado en la suposición de que toda proposición es verdadera o
falsa. Muchas otras lógicas están contenidas en la lógica clásica o construidas
en su base para enriquecer el lenguaje con nuevas conectivas.

Las algebras de Boole se presentaron como un modelo de la lógica clásica
y se denomina así en honor a George Boole, que fue el primero en definirla
como parte de un sistema lógico. El álgebra de Boole fue un intento de utilizar
las técnicas algebraicas para tratar expresiones de la lógica proposicional. El
álgebra de Lindenbaum-Tarski de la lógica intuicionista clásica es un álgebra
de Boole.

La lógica intuicionista, o lógica constructivista, es el sistema lógico ori-
ginalmente desarrollado por Arend Heyting. La lógica intuicionista rechaza
el principio del tercero excluido. Esto se debe a una observación de Brou-
wer de enfatizar las pruebas en vez de la verdad. Desde el punto de vista
de teoría de conjuntos la lógica proposicional intuicionista es un subconjun-
to de la clásica: se puede definir al descartar la ley del tercero excluido del
CPC. Semánticamente las álgebras de Heyting se presentaron como mode-
los de la lógica intuicionista, el álgebra de Lindenbaum-Tarski de la lógica
intuicionista proposicional es un álgebra de Heyting.

Dentro de un sistema de lógica clásica, se tiene ¬¬α→ α. En lógica intui-
cionista, una proposición implica su doble negación, pero no recíprocamente.
Esto marca una importante diferencia entre lógica clásica e intuicionista. Sin
embargo, en lógica intuicionista, sí tenemos la equivalencia entre ¬¬¬α y
¬α. Es más, en el caso proposicional, una fórmula es demostrable de forma
clásica, si su doble negación es demostrable de manera intuicionista. Este
resultado es conocido como el teorema de Glivenko.

La lógica modal está diseñada para formalizar el comportamiento de-
ductivo de la necesidad y posibilidad. El sistema proposicional modal S4 es
obtenido agregando 2α→ α y 2α→ 22α a T .

Por supuesto, uno puede notar la cercanía de la CPI a S4, cuando pen-
samos a la implicación intuicionista como una implicación necesaria y nos
damos cuenta de la semejanza de los modelos. Gödel vio esta conexión mu-
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cho antes de la existencia de los modelos de Kripke. El medio para lograrlo
fue interpretar al conectivo 2 con la noción de demostrabilidad, creando con
ello la traslación entre CPI y S4 que lleva su nombre.
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