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Introduccion

En muchas situaciones de la vida cotidiana, se pueden solucionar problematicas
con solo abordarlos de intuitivamente con la finalidad de obtener un resultado lo mas
satisfactorio posible, sin embargo en el campo de la ciencia y la investigacién tratamos
con situaciones mas complejas que requieren ser analizados de manera eficiente para
poder dar solucién a problemas que marcan la evolucion del desarrollo cientifico y
social. Las matematicas pueden proporcionar la economia requerida del lenguaje y el
marco conceptual para poder abordar diversas problematicas de forma exacta y eficaz.
Durante el siglo XVII uno de los problemas més abarcados era encontrar la solucién de
ecuaciones diferenciales

El método de Newton, fue uno de los avances en el problema de encontrar soluciones
de ecuaciones polinémicas, Newton (1643-1727) quien fue un fisico, filosofo, teélogo,
inventor, alquimista y matematico inglés. En 1669, trabajé en la ecuacién 23 —2x—5 = 0,
donde buscaba raices reales por medio de aproximaciones. Empezé con la aproximacion
To = 2 a una raiz real p, Newton escribié x = 2+ p, que le permitié obtener la ecuacion
polinédmica: p® 4+ 6p* + 10p — 1 = 0, y mediante un proceso iterativo obtuvo mejores
aproximaciones.

En 1690, Joseph Raphson (1648-1715) culminé el célculo de polinomios sucesi-

vos,usando la derivada. Asi, el proceso iterativo de Newton-Rapson

F<xn—1)

Ty = Tp-1 — —F/(xnil)

tiene un argumento en el marco tedrico de los sistemas dindmicos para responder bajo
que condiciones esta sucesion de iteraciones converge a una raiz de F', esto es, cuando

la condicion z es un punto fijo de la ecuacion anterior.
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Dinamica discreta y la familia F),

En este capitulo enunciaremos algunos conceptos bésicos de los sistemas dindamicos,
asi como resultados para el desarrollo de esta tesis. Analizaremos también la dindmica

real de la conocida familia logistica o familia cuadratica.

1.1. Preliminares y definiciones generales

Para las siguientes definiciones asumamos que [ C R es un intervaloy f: [ — [

una funcion.

Definicién 1.1. 1. Sea n € N, definimos a la n ésima iteracion de f como la fun-

cion fo fo---of, esto es, la funcion que resulta de componer n veces a f y la
—_—

n veces
denotaremos por f*. También se dird que f°(x) = x para toda x € I.

2. Un punto x € I es llamado un punto fijo de f si f(x) = x.

3. Un punto x € I es un punto periodico de f de periodo n siempre que x sea punto

fijo de f™ y n sea el menor natural con esta propiedad.

4. Al conjunto OF(f,z) = Ot (z) = {f™(x) : n > 0} se le llamard la drbita hacia
adelante del punto x, y de manera similar O~ (x) = J,-o An donde A, = {z €

I: f*(z) =x} se llama la drbita hacia atras de x.

5. Cuando el punto x sea un punto periodico de periodo n, se dird que su orbita es

una orbita periodica de periodo n.
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6. Un punto x serd eventualmente periodico de periodo n, si existe m > 0 tal que
x) = x) y ademds (z) = f/(x) para toda j > m y f™(x) es un
n+m m d 7o fnt] J tod >

punto periodico.

El objetivo de los sistemas dinamicos es el estudio del comportamiento a largo plazo
de los estados del sistemas que en nuestro caso estan representados por las érbitas. En

seguida se da la definicion del conjunto estable e inestable de un punto.

Definicién 1.2. 1. Un punto q es asintético hacia adelante a p siempre que |f7(q)—
fi(p)| tienda a cero cuando j tienda a infinito, si p es un punto periddico de
periodo n, entonces q es asintético a p si |f™(q) — p| tiende a cero cuando j

tiende a infinito. El conjunto estable de p es definido como:

W4(p) =:{q : q es asintético hacia adelante a p}.

Cuando el punto p es un punto fijo de periodo n, el conjunto estable de p se conoce

como la cuenca de atraccion de p.

2. Un punto q es asintdtico hacia atrds a p siempre que |f7(q) — f(p)| tienda a cero

cuando j tienda a menos infinito. El conjunto inestable de p es definido como:

W*(p) =:{q : q es asintdtico hacia atras a p}.

3. Un punto se dice Liapunov estable siempre que: Para cada € > 0 exista § > 0 tal
que si |x — p| < & entonces | f7(x) — f7(p)| < € para toda j > 0, esto es si x y p se
encuentran lo suficientemente cerca, entonces sus respectivas orbitas también lo
estan. Ademds un punto p se dice asintoticamente estable si es Liapunov estable
y W*(p) contiene una vecindad de p, cuando p es también un punto periddico, se

dird que es un punto periodico atractor.

4. St W*(p) de un punto periddico p contiene una vecindad de dicho punto se dird

que p es un punto periodico repulsor.
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Observacién: Considere f : I — I una funcién de clase C! de tal manera que
|f'(p)| <1 para algin punto fijo p en I, por lo tanto existird un intervalo de radio € y
0 < X < 1tal que |f'(z)| < A para toda = € (p — €,p + €). Luego por el teorema del
valor medio se tiene que existe ¢ un punto entre x y p tal que la siguiente desigualdad

se cumple:

() =pl = 1f(@) = f(p)| = [F'(O)llz = pl < Alz = pl < |z = pl,

esto es, f(z) estd mds cercano a p que x aplicando el mismo procedimiento inductiva-
mente para j > 0 se tendrd que |f/(z) — p| < M|z — c| que claramente tiende a cero
cundo j tiende a infinito, por lo tanto la érbita hacia adelante del punto x es convergente
a p.

En la definicién y observacién anterior hemos visto que el punto fijo p atrae a las
orbitas hacia adelante de puntos relativamente cercanos a él. A continuacién se da

definiciones equivalentes y relativamente més sencillas de estos sucesos.

Definicién 1.3. 1. Un punto p se dice un punto fijo atractor si |f'(p)| < 1 de igual

forma si p es un punto periddico de periodo n es atractor si |(f™)'(p)| < 1.

2. Un punto p se dice un punto fijo repulsor si |f'(p)| > 1 de igual forma si p es un

punto periddico de periodo n es repulsor si |(f™)'(p)| > 1.

3. Un punto p se dice un punto fijo indiferente si no es un punto fijo atractor ni

repulsor.
4. p un punto fijo es superatractor si f'(p) =0 .

La definicién anterior le da un especial interés a los puntos criticos de una funcién
diferenciable.

Una problematica que comuinmente aparece en el estudio de la dindmica de una
funcién es descubrir la naturaleza de los puntos y sus érbitas, es decir, si estas son
atractoras, repulsoras periddicas o indiferentes, sin embargo, el s6lo hecho de buscar

los puntos fijos de una funcién no siempre resulta ser una tarea sencilla, pues como fue
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mencionado antes se trata de resolver la ecuacién f(z) = x. La siguiente proposicién

garantiza la existencia de puntos fijos.

Proposicién 1.4. Sea I = [a,b] un intervalo y f : I — I una funcién de clase C'.
Entonces f tiene al menos un punto fijo en I, y este punto es unico siempre que para

cada punto x € I se cumpla que |f'(z)| < 1.

Demostracion. Sea g(x) = f(x) — x la cual claramente es una funcién continua en [ y
suponga que f(a) > ay f(b) < b, (pues en el caso de que los puntos extremos fueran
fijos, hemos terminado) por lo tanto g(a) > 0y g(b) < 0, aplicando el teorema de valor
intermedio existe un punto ¢ entre los puntos a y b tal que g(c) = 0 es decir, f(c) = c.
Andalogamente se cumple la existencia del punto fijo para el caso en el que f(a) < ay
f(b) > b.

Suponga ahora que |f'(x)| < 1 para toda x € I y suponga también que x y y son
dos puntos fijos de f distintos en el intervalo I, por el Teorema del valor Medio existe

fW)—f(z)

un punto ¢ entre x y y de tal manera que |f'(c)| = e =1 lo cual contradice la

hipétesis. O
Observacion 1.5. Utilizando nuevamente el Teorema de valor medio en el supuesto
que si |f'(z)| < 1 para cada x € I, entonces se cumple que | f(z)—f(y)| = |f'(c)||z—y| <
|z —y| para x #y.

3 — 2. Los puntos fijos de esta funcién

Ejemplo 1.6. considerar la funcion f(z) = x
son los puntos solucion de z° — v = x que son £v/2 y 0, ademds notemos que £1 son

periodicos de periodo dos.

1.2. Analisis grafico de las érbitas

Uno de los métodos para analizar la 6rbita de un punto bajo una funcién real es a
partir de su grafica. Como los puntos fijos satisfacen la condicién de ser enviados bajo
la funcién a si mismos, se tiene que la grafica de la funcion debe interceptar a la grafica
de funcién identidad y por consiguiente un método para analizar la érbita de los puntos

de manera grafica es la siguiente.
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Considere f : R — R una funciéon continua y un punto inicial zg, se localiza
al punto f(xg) = x; sobre el eje Y, posteriormente se localiza el punto (z1,z), la
proyeccion de este punto sobre el eje X dara como resultado la ubicacion de la primera
iteracion del punto xy. Aplicando el mismo procedimiento al punto x; se obtendra
como resultado la ubicacién de la primera iteracién del punto zq, es decir f(x;) =
f(f(zo)) = f*(x0), en general etiquetando para cadan € Na z, = f(z,_1) = f"(z0) ¥
se realiza este proceso a los puntos x,, se tendra una descripcion del conjunto de puntos

{0, x1,29,...} esto es, la érbita hacia adelante del punto .

|
I
|
I
|
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
&

[ SRR
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Figura 1.1: Ejemplo del andlisis grafico de la érbita del punto xg

Ejemplo 1.7. Analizando un poco la dindmica de f(x) = z*, los puntos fijos de esta

Y = 2 que son 0 y 1. Analizando los res-

funcion son los puntos que satisfacen que x
pectivos conjuntos estable e inestable tenemos que si x un punto en el intervalo (0, 1),
entonces 0 < f(z) < x y en general se tiene que x > f(x) > f?(x) > -+ > 0 for-
ma una sucesion de puntos mondtona decreciente que converge al punto fijo O esto es,
(0,1) € W*(0). Analicemos la oérbita hacia atrds de un punto x € (0,1). En primer
lugar notemos que para cada n € N, f*(z) = %" luego (f")(x) = 4"2*"~! de donde
(fY(z) = 42" "' =0 < x = 0 ademds f"(x) es decreciente en (—1,0) y creciente
en (0,1) y por lo tanto 0 es minimo para f™ por lo que si x € (0,1) entonces x tiene
dos preimdgenes bajo ™ esto es, tanto f~"(x) como —f~"(x) pertenecen al conjunto
O~ (z) y fi(x) es creciente a 1 en (0,1) cuando j tiende a menos infinito, — f7(x) es

decreciente a —1 en (0,1) cuando j tiende a menos infinito.
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Figura 1.2: Grafica de z* para el andlisis de la érbita cuando 0 < z < 1

De manera andloga (—1,0) C W*(0), O~ (y) = 0 para y € (—00,0), claramente
0 € W*(0), esto es W*(0) = (—1,1) por lo que como era de esperarse el 0 es un punto
atractor. Es fdcil ver con este método grafico que O () tiende a infinito y O~ (y) tiende
a infinito para x € (1,00) yy € (—o0, —1) respectivamente, por lo que (1,00) C W*(1)

y ademas (0,1) C W*(1) esto es 1 es un punto repulsor.

e

Figura 1.3: Grafica de x* para el anélisis de la érbita cuando z > 1

1.3. La familia F)\ en la modelacion matematica

1.3.1. Introduccion

En la actualidad hay muchos problemas que pueden ser modelados mediante una

funcién o una ecuacién que describa al fenomeno de estudio,y una de las herramien-
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tas principales en la modelacién matematica son los sistemas dinamicos, ya que estos
ayudan a predecir lo que posiblemente ocurrird en diferentes fases de un proceso. En

seguida presentamos dos ejemplos de modelacion:

= En el mundo de las finanzas se encuentra el modelo de interés compuesto, el cual,

tiene asociada por lo general la siguiente ecuacion:

donde ¢ representa la tasa de crecimiento del interés y el término P, es el capi-
tal ganado en el lapso de tiempo n. Notemos que en este caso para calcular el

incremento del capital es necesario calcular el capital anterior.

= El modelo de infeccién. Este modelo es usado en el area de la salud para calcular el
numero de contagios y determinar si hay alguna posibilidad de epidemia. Suponga
que consideramos una poblaciéon de tamano N y sea I, el nimero de individuos
infectados después de un tiempo n entonces, podemos decir que el nuevo niimero
de individuos infectados después de un tiempo n + 1 queda determinado por la
siguiente ecuacion:

I,.1 =1, —rl,+ nuevos casos,

donde r representa una proporcionalidad de los individuos curados sobre los ya
infectados y de esta manera 0 < r < 1. Los nuevos casos también tienden a ser

modelados por una ecuacién

I,
nuevos casos = CI,(N —1I,) = CNI, <1 — N)

donde C es una constante no negativa, notemos que el nimero C'N es la tasa de

infeccion.

Estos ejemplos muestran que el comportamiento de cada nuevo calculo estd sujeta
a la tasa de interés o a la tasa de crecimiento respectivamente; lo que cominmente

conoceremos como parametro. Estos casos nos muestran modelos que se conocen como
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ecuaciones en diferencias.

1.3.2. Familias parametrizadas

Cada modelo que se pretende traducir en una ecuaciéon matematica debe estar sujeta
a condiciones iniciales y restricciones que la hagan representar de manera adecuada la
situacion estudiada con lo que buscamos obtener resultados lo més exactos posibles. Es-
tas condiciones generalmente son representadas por valores, los cuales, son introducidos
en la ecuacion con la finalidad obtener mejores resultados, por ejemplo, en el modelo
de infeccién introducimos el pardmetro r que como hemos dicho representa la propor-
cionalidad de los individuos curados sobre los individuos que ya estaban infectados.
Naturalmente tendremos que restringir el valor de r al intervalo [0, 1] esto debido a que
el peor de los casos sucede cuando a ninguna persona infectada fue curada exitosamente
entonces, el valor de r serd cero y el mejor de los casos sucede cuando la totalidad de
individuos infectados han sido curados exitosamente; en cuyo caso el valor de r sera

uno.

Definicién 1.8. A la familia de ecuaciones obtenida por las variaciones de algin con-
junto de pardametros se les llamard familias parametrizadas. Se dird que la familia es

uniparametrizada cuando solo se cuente con un pardametro.

1.3.3. El modelo logistico de crecimiento de poblacion

Muchos de los modelos matematicos en donde aparece el crecimiento de una pobla-
cion son asociados a los sistemas dinamicos discretos, en dichos modelos se busca la
manera mas realista de cuantificar a la poblacién y detectar el comportamiento de su
crecimiento. Uno de los modelos mas populares para el crecimiento de una poblacion
es el llamado modelo logistico, el cual involucra una serie de condiciones que depen-
den de la densidad de la poblaciéon en determinada region, este simple hecho hace mas
factible el estudio del crecimiento de una poblacién a largo plazo, la idea central de la
dependencia en la densidad de la poblacién estd dada de la siguiente forma:

Supongamos que en cierta region tenemos una poblacién cuyo tamano inicial es
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N es claro que mientras la region cuente con todos los recursos necesarios para la
supervivencia de la especie entonces el tamano de la poblacién seguird creciendo, sin
embargo, si en determinado momento dicha regién cuenta con una sobre poblacién de la
especie, entonces los recursos de la regiéon que aseguraban su supervivencia comenzaran
a escasear y por ende el crecimiento de la especie deberda empezar a decrecer. Esta

situacion puede modelarse como sigue; sea

donde T representa el nimero maximo de individuos que puede sustentar la region y
P, la poblacién en un tiempo n, notemos ademas que x,, representa la fraccion de la
poblacién maxima soportada en ese tiempo . De esta forma la poblacion crecera siempre
y cuando 0 < z,, < 1. por otro lado, nos interesa que la tasa de crecimiento del niimero
de individuos permitido sea igual a la tasa de consumo por lo que aun se puede crecer,

es decir,
Lp+1 — Tn

=r(1— ).
(1)

Esto es,

Tpt1 = Tp +12,(1 — 24)

la cual resulta ser una ecuaciéon en diferencias cuadratica que como veremos mas ade-

lante es dinamicamente equivalente a la ecuacion
Tnp1 = 120 (1 — ),
o equivalentemente

P, P,
TP, =rTP,(1—- — P.,=rP,[1—-——/).
+1 =T ( T ) < Ip41 =T ( T )
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Figura 1.4: FamiliaF\
1.4. La dinamica de la familia F

Sea A € RT y F) : R — R definamos la familia uniparametrizada F)(z) = Az(1—x),
a esta familia se le conoce como la familia cuadrética real o en algunos autores como la
familia logistica. El objetivo es analizar algunos resultados referentes a la dinamica de
dicha familia, asi como el desarrollo de algunas definiciones y conceptos utilizados a lo

largo de esta tesis.

Proposicion 1.9. 1. Los puntos fijos de la familia F son 0 y p) = %

2. St A€ (0,1) el punto cero es atractor y repulsor si A > 1.

3. El punto py es atractor para X € (1,3) y repulsor para X € (0,1) y 3 < \.

4. El unico valor critico es x = % el cual es no degenerado (la sequnda derivada de

F\ evaluada en ese punto es diferente de cero).

Demostracion. Es claro por definicion que los puntos fijos deben satisfacer la ecuacién
M—-df-rz=0zA-d-1)=02=00A-Az—-1=0&z=2"1
o x = 0. Para analizar la estabilidad de F) utilizando la Definicién 1.3, tenemos que
|F{(x)| = [A—2xA|. Por lo tanto el valor de esta derivada en 0 es |F}(x)| = |F5(0)| = |l
el cual, claramente es atractor si —1 < A < 1 y repulsor para A > 1.

Por otro lado |F§(px)| = |A — 2(A — 1)| = |2 — A| consecuentemente resolviendo la

inecuacion correspondiente se obtiene que:

2-N<lel<A<3
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con lo cual se concluye que los puntos py son atractores para valores del parametro en
(1,3) y repulsores para A € (0,1) y A > 3. El ultimo caso resulta claro porque cuando
A # 0 entonces —2\ # 0. O

Observacion 1.10. Para A = 2 el punto py coincide con el valor del punto critico y
en consecuencia es un punto fijo superatractor esto es, Fi(pn) = 0. También notar que
F{(px) = 2 — X es una recta decreciente, por lo que para valores del pardmetro en el
intervalo (1,2) el valor de la derivada de Fy en el punto py estd en el intervalo (0,1),
y para valores del pardmetro en (2,3) el valor de la derivada de Fy en este punto estd

en (—1,0).
Proposicién 1.11. Para x ¢ I = [0, 1] la drbita converge a menos infinito para X > 1.

Demostracion. Si z < 0, entonces F§(z) > 1 por lo tanto
0> a2 > Fy(z) > Fi(z) > --- > Fi(2).

Esta sucesiéon sigue siendo decreciente y no acotada inferiormente; porque si lo fuese
convergeria a su infimo, el cual seria un punto fijo, lo cual no pude suceder. Asi, la
sucesion diverge a menos infinito. De manera similar si z > 1, entonces F)(z) < 0 por

lo que la orbita diverge a menos infinito. n

Proposicién 1.12. Sil1 <A <3 yx € (0,1), entonces F/{(x) converge a py cuando j

tiende a infinito.

Demostracion. Supongamos que 1 < A < 2. Notar que
1
/\—Qx)\:O<:>x:§.

Asi, % es el punto donde F)\ alcanza su maximo luego, FA(%) = %, por lo que % < % < %
lo cual implica py < % Considerando z € (0,py) y dado que F) es creciente en (0, py)
su 6rbita converge al punto py, ahora si z € (p,,0.5) (notar que si A = 2,p, =.5 se
procede de la misma forma anterior) de igual forma F) es creciente en ese intervalo

por lo que aplicando el método grafico se concluye que F/{ () converge a py cuando j
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tiende a infinito. Ahora suponga que 2 < A < 3, para este caso py > % por lo que se
considerard al unico punto py € (0,0.5) que bajo F) le corresponde a py, de esta manera
se tiene que la segunda iteracién de F)\ manda bajo la funcién al intervalo [py,p,] en
el intervalo [%,p)\] de donde se sigue que F}(z) — py cuando n —> oo para cada
T € [Py, pal-Suponga que x < p) entonces nuevamente por el método grafico es posible
hallar un K > 0 de tal manera que F¥ € [py, pa] y por lo tanto la érbita converge a pj.
Finalmente si ahora se considera x € (py, 1), dado que dicho intervalo es mapeado bajo

F) al intervalo (0, p)) la prueba es completa. O

Como es de sospecharse que entre mas grande es el parametro mayor es la compli-

cacion del estudio de la dindmica de la familia.

1.5. El conjunto de Cantor invariante para \ > 4

Hasta ahora hemos descrito como es la dindmica de la familia logistica real para
ciertos valores del pardmetro X y los puntos que se encuentran en el intervalo [0, 1], sin
embargo dicha dinamica se comienza a complicar para valores del pardmetro mayores

a cuatro como se hace en seguida

1.5.1. Construcciéon del conjunto de Cantor

Toca el turno de analizar la familia para valores del parametro A > 4 para esto es
claro que 2 > 1 nuevamente considerando F) : I — R dada por F)(z) = Az(1 — z)
donde I = [0, 1] Notemos que F; '(I) es la unién de dos intervalos disjuntos. Intercep-
tando estos dos intervalos con I estaremos quitando un intervalo central, si ahora se
considera la preimagen de la preimagen de I, esto es Fy '(Fy (1)) = Fy ?(I) se obtiene
como resultado cuatro intervalos disjuntos.

Repitiendo este proceso de tomar preimagenes a los conjuntos restantes es decir,
FoM(I) = FyYFCN (Y (1) -+ ) noveces, se obtienen 27 intervalos cerrados disjuntos,

esto es Fy"(I) es la unién de 2" intervalos cerrados disjuntos. Usando la notacién
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Figura 1.5: Grafica para la construccién del conjunto de Cantor

F;l(f) :IIUIQy

_ ~k—1p—i
]no,n17n2,---7nk—1 - r\'i:O FA (Im)

donde n; € {1,2} y
Sn = mZ:OF)\_k(I)

Definicién 1.13. 1. Sea X un espacio topologico S C X se dice denso en ninguna
parte si Int(CI(S)) = 0, también diremos que S es totalmente disconexo si sus

componentes conexas son los conjuntos singulares.

2. S C X es perfecto siempre que S = S" donde S" es el conjunto de puntos limete

de s.

3.8 C X es invariante siempre que f(S) = S donde f : X — X es un mapeo

continuo

En R los conceptos de conjunto denso en ninguna parte y totalmente disconexo son
equivalentes. Suponga que S C R es denso en ninguna parte y contiene un conjunto
conexo de mas de un punto, entonces dicho conjunto es un intervalo y como se sabe
en R todo intervalo tiene interior no vacio, lo cual contradice la hipétesis. Ahora su-
ponga que S es totalmente disconexo y Int(cl(S) # () entonces existe int(z € cl(S))
en consecuencia existe un intervalo abierto completamente contenido en ¢l(S), como
c(S) = S U fr(S) se tiene que dicho intervalo debe estar completamente contenido

en S por lo que hay un conexo de mas de un punto en que tiene a z lo cual es una
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contradiccion.

Definicién 1.14. Un conjunto C' es un conjunto de Cantor siempre que sea totalmente

disconezxo, perfecto y compacto.

Sea

Ay={xe€l: f"(z) € Ipara cadan € N} = ﬂSn

n=0

Proposicién 1.15. A, es un conjunto de Cantor.

Demostracion. como cada S, es la unién finita de intervalos cerrados se tiene que
Mo, Sn es cerrado y claramente ()~ S, C I por lo tanto es compacto, resta probar
que A, es perfecto y denso en ninguna parte, para ello basta mostrar que la longitud
de los intervalos I, ,.  n—1 converge a 0 cuando n tiende a infinito, lo cual permite

probar que el interior del conjunto A, es vacio como se ve a continuacion.

Afirmacién 1: |F{(z)| > 1 para toda z € S; = [, N I, si y sélo si A > 2+ /5. En
efecto la derivada de F) esta dada por F3(x) = A—2Az por lo que su segunda derivada
F!'(z) = —2X < 0 por lo que el menor valor se produce en Fy(z) = 1 & g = 2EVAI W

y para estos puntos

|Fl(z)] = |A —2X ([Ai V;j _4”) | = £ VX2 —4)\ =VA2—4)\| > 1

SV A>T N —4N-1>02)1>2+V5

esta 1ltima desigualdad se cumple tomando la solucién positiva de A2 — 4\ — 1 = 0.

Afirmacién 2: Sea A > 2 + /5 entonces la longitud de cada intervalo I, ,,, n—1
es acotado por a". En efecto: Sea a = inf{|F}(z)| : = € I, U I1}. Por el método
de induccién para k = 1 pongamos I,,, = [a,b], dando que F\([,,) = [0,1] y ademés
{Fx\(a), F\(b)} = {0,1} es decir los manda a los puntos extremos de [a, b] a los puntos
extremos de [0, 1], luego aplicando el teorema de valor medio se tiene que existe ¢ € [a, b]

tal que Fy(b) — Fi(a) = F}(c)(b—a), por lo tanto 1 = |Fy\(b) — Fx(a)| = |Fi(c)|-|b—a| >
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alb—al = [b—a| < a™'. Ahora supongamos el paso inductivo para k — 1. Considerando
una componente I, .. n,_, de Sk nuevamente por la construccién de Sy es claro que
F\(Ingny...npy) = Iny...m._, €s una componente de Sy_; y por hipdtesis se tiene que
L(lny...np ) < a1 donde L(Ingmy...n,_,) denota la longitud de I, pn,,.. ., - Como

anteriormente se hizo, aplicando el teorema de valor medio para [a,b] = Ly ny...np_;

existe un ¢ € [a, b] tal que
F(b) = Fx(a) = F3(c)(b — a),
entonces
L(Iny my...nscr) = |Ex(0) = Fa(a)| = [FA(e)(b — a)| = alb — a| = aL(Ingn,....ni,)

y por lo tanto L(Lngmny..mp ) < @ ' L(Lny g ) < o . Eso prueba la afirmacion.

ng_1

Para probar que A, es perfecto para el caso cuando 4 < 2+ V5 < \, sea p € A,,
de S; a la cual pertenece p, dado que Iy, ., N Sit1 es la unién de dos intervalos
disjuntos (ya que S;;; toma cada componente de S; y le resta un intervalo abierto
central, obteniendo asi dos intervalos cerrados disjuntos de longitud menor), eligiendo
Yi € Lugny,..miy — Sit1 en la diferencia y ¢; un punto de la frontera de Iy pn, 5 im,
donde p & Iy n,...n: ,n; €Dtonces y; no pertenece a S;11 y por lo tanto y; ¢ Ay, esto
prueba que A es denso en ninguna parte y dado que|q; — p| < L(Ingmy.n; ) <@t <
277, q; se acerca a p cuando j tiende a infinito esto prueba que A, es perfecto ya que

los puntos frontera de los intervalos I, n,...n, ;n €stan en Ay y cada ¢; # p. O

La prueba del teorema anterior solo se dio de manera parcial para valores del parame-
tro 2 4+ /5 < A, puesto que para valores 4 < A\ < 2 + /5 existen puntos z y y en S
para los que |F(z)| < 1y |F3(y)| > 1 por lo que ya no es posible acotar la longitud de
cada componente de S,, por A™" por lo que es necesario definir una nueva norma que
nos permita realizar esto pero que ademéds tenga una relacién con la norma usual de la

recta real.
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Para esto definimos una nueva norma o longitud en [0, 1]

Definicién 1.16. Sea p(z) > 0 una funcion de densidad continua definida sobre un

intervalo K, para x,y € K se define la p- distancia de x ay como dy(x,y) = | fy t)dt|.

Es claro que d,(z,y) > 0siz # y, d,(z,z) =0, d,(x,y) = d,(y, ) y por propiedades
de la integral y de la desigualdad triangular del valor absoluto se tiene que d,(z,y) =
| [Y pt)dt| = | [Z pt)dt+ [Y p(t)dt| > | [7 p(t)dt| +]| [V p(t)dt| = dy(z, z) +d,(z,y), por
lo que esta define una métrica sobre K

Como en la demostracién del teorema anterior denotemos por L,(J) a la longitud
de un intervalo J en términos de la p-distancia, de igual manera pensemos a p(x) como

la definicién de una nueva longitud o norma de un vector v a x de la siguiente forma

[0l = [lv]lp(2),

donde ||v]| es la norma usual del vector v.

Observacion 1.17. Sea J un intervalo y p : J — RT una funcidén de densidad positiva
para la cual existen dos constantes positivas C y Cy tales que Cy; < p(x) < Cy para
toda x € J, aplicando la integral en los miembros de la desigualdad anterior es sencillo
verificar que Cy|lx —y| < d,(z,y) < Colr — y| para cualesquiera x,y € J y dado que
Cilz —y| > 0, si las p-longitudes de los intervalos tienden a cero entonces su longitud

usual también tiende a cero.

Lema 1.18. Sea J un intervalo y p : J — RT una funcion de densidad positiva y sea

f:R — R una funcion de clase C*, supongamos que existe un o > 0 tal que

p(f @) @) (@)l s
p(z) [0]]p.e

para cada x € K, donde K C J es un subintervalo de J, entonces para este subintervalo

K, Ly(f(K) = aL,(K)
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Demostracion. Haciendo un calculo directo se tiene el resultado.

Ly(f(K)) = | p(t)dt]

tef(K)

= | p(f(s))f (s)ds| (t = f(s))

seK)

P(F(s)F'(s)
/s VA sy

| antsjas

= alL,(K).

v

v

O

La siguiente proposicion afirma las condiciones mas generales del Lema anterior para

cualquier norma en lugar de la ya conocida norma | |,

Proposicién 1.19. Sea : R — R una funcion de clase C'. Sea J un intervalo y
p:J — R una funcidn de densidad positiva para la cual existen constantes Cy y Co

tal que Cy < p(x) < Cy para toda x € J, suponga que existe § > 0 tal que

|f'(@)lp.s) 2 Blvlpa

con x, f(z) € J. Entonces tomando la constante positiva C = C/Cy, la derivada de la

n-ésina iterada satisface

(/") (@)v] = OBl

para cadan >0 yx € J en términos del valor absoluto usual.

Demostracion. Nuevamente por un calculo directo y porque las dos normas son unifor-

memente equivalentes tenemos:

v

|(f") ()] Cy ™Y @)l
Cy B vl pe

> OO 8.

Vv
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[

Notar que gracias al uso del Lema anterior podemos elegir la funciéon de densidad a

nuestra conveniencia.

Lema 1.20. Sea p(z) = [#(1 —x)]7" entonces para X > 4 y F)\(x),z € (0,1) sucede que

p(Ex(@)EX ()] _ [EA(@)]pm )

> 1.
,0(55) ‘1|p,w

Demostracion. Consideremos el mapeo F) de variable compleja, esto es, Fy(z) = Az(1—
z). Sea Dy 5 el disco de radio 1/2 con centro en el punto 1/2. Notar que F) manda
circulos de radio 7 centrados en el punto 1/2 a circulos de radio Ar? con centro en \/4
pues F)\(1/2 +re®) = X\(1/2 + 7€) (1/2 — re?) = A\(1/4 — r2e?0) = X\ /4 — A\r?e™. En
particular, Fy, manda el disco de radio 1/2 al disco de radio A/4 centrado en A/4 por lo
tanto para A\/4 el mapeo manda el circulo de radio 1/2 fuera del disco D; /5. También
es de observar que F3(1/2) = A\/4 > 1 esta fuera de D;, por lo tanto F)(D;/s) cubre a
D)3 dos veces y por lo tanto la imagen inversa de D;/; consta de dos conjuntos bajo
F en si mismo cuya restricciéon al eje real corresponde a [; U I, cuando F) actia como
una funcion de variable real. Luego se tiene que cada una de esas imdagenes inversas es
una contraccion en términos de la métrica de Poincaré sobre el el disco D; o, asi F) es
una expansion para los puntos z, Fj(z) € Dy s.

Resta determinar que norma de Poincaré actia sobre el disco D;/, de manera ade-
cuada ya que esta debe actuar sobre el disco unitario centrado en el origen. Notar que
el mapeo h(z) = 2z — 1 envia el disco D/, en el disco unitario centrado en el origen,
por lo que si se considera la norma usual de Poincaré sobre el disco unitario, esto es
p(W) = (1 — WW) y tomando en cuenta que 2z = |z|%, 2 +Z = 2Re(z), entonces
poh(z) = (—42Z + 22+ 2z)~! que cuando z es real, esta resulta un multiplo constante
de la norma que se tiene en la hipétesis general. Definiendo [vl. . = |W'(2)v|,n(-) ¥ dado
que h'(z) = 2 se tiene que |v|,, = |v|(—22Z 4+ 2 + Z) ! que cuando z es real se obtiene
[v]4. = |[v]27 [#(1 — 2)]~! por lo tanto si aplicamos esta norma dos veces obtenemos la

norma del lema la cual también es una expansion de F3. O
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Observacion 1.21. En el Lema anterior se tiene dos singularidades en 0 y 1, sin
embargo es posible modificar esta condicion de la siguiente manera: Sea € > 0 una
cantidad pequena, consideremos nuevos extremos —e y € + 1 los cuales es claro que
estan fuera de [0,1] y acoplando el mapeo para el disco de radio € + 1 centrado en el
punto 1/2 sobre el disco unitario, es decir podemos replantear el lema anterior como:
Sea A >4 yp(x) =[(x+€)(1+¢€—x)]! sobre [0,1], entonces para 0 < e < \/4—1y

z, F\(z) € [0,1] se tiene que

PRI B@hnw

p(x) |1|p7x

para la demostracion de esta nueva modificacion del lema anterior, nuevamente debemos
encontrar la norma de Poincaré por medio de un mapeo h que actue del nuevo disco en
el disco unitario, para ello se considera a

_22—1
2% +1

h(z)

que manda el disco de radio € + 1 centrado en 1/2,D; /oy, nuevamente consideran-

do la norma usual de Poincaré p(z) = 1 — 2Z y dado que h'(z) = df;)eg

p(h(2)) = [((1+2€) ") (—422) +2(1 +2¢) "(z + 2)] ' = 17 f;]—;zz(l T2y

luego considerando a z real se tiene que |v|.. = |W/(2)v],n-)es igual a

entonces

(1+ 26)2°1
(x+e)(14+€—1x)

la cual es claramente un multiplo escalar de la norma definida en la modificacion del
lema. Para terminar la prueba de dicha modificacion es necesario se cumpla que F)
mande fuera del disco Dyjaqe al punto critico z = 1/2 y F\(D1ja1e) cubra dos veces a
Dija+e, la primera condicion se cumple ya que Fx(1/2) = A/4 de donde A\/4 > e+ 1 &
e < A4 —1 lo cual ya estamos suponiendo. La sequnda condicion se cumple que ya
que F\ toma circulos de radio v centrados en el punto 1/2 sobre circulos de radio Ar?
centrados en el punto X\/4 por lo tanto se requiere que \(1/2+¢)* > \/4 lo cual siempre

es cierto para € >0 y A > 4.
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|F3 (@) p, Py ()

e
[0,1]} con la nueva norma inducida por una funcién de densidad positiva acotada y es

La observacién anterior muestra que existe o = inf = { cx, F\(z) €
claro que a~" tiende a cero cuando n tiende a infinito y ademas que la p-longitudes

de los intervalos I, n,. ., €s acotada por a y por la Observacién 1.17 su longitud

k—1
Euclidiana o usual es acotada por ca™" para algtin ¢ > 0, esto prueba el teorema anterior

para todos los valores del parametro.

1.6. Conjugacion topolégica

Definicién 1.22. Sean X,Y dos espacios métricos. dadas f : X — X yg:Y —
Y dos funciones continuas, se dice que [ es topolégicamente conjugada a g si existe un
homeomorfismo h : X — Y tal que para todo punto x € X se tiene que h(f(z)) =
g(h(x)). También diremos que [ es semi-conjugada a g por h : X —'Y siempre que h

solo cumpla ser continua, sobreyectiva y ho f = go h.

Es decir dos funciones f y g son topoldgicamente conjugadas si el siguiente diagrama

conmuta.
S
X — X
h{ I h
Yy — Y
g
Observacién 1.23. 1. La conjugacion topoldgica es una relacion de equivalencia.

2. La conjugacion topoldgica lleva orbitas periodicas de una funcion a orbitas del

mismo periodo de la otra funcion.

3. El seqgundo punto de esta observacion nos sugiere que las funciones que son to-

pologicamente conjugadas tienen esencialmente la misma dindmica.

4. Si f y g son dos funciones conjugadas bajo el homeomorfismo h y x es un punto

fijo de f, entonces h(x) es un punto fijo de g.
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5. En particular st X, Y son espacios vectoriales normados y h es un homeomorfismo
diferenciable con h'(x) # 0 donde x es un punto critico de una de las funciones, el

homeomorfismo h envia el punto critico x en un punto critico de la otra funcion.

Demostracion. 1. Notar que Ido f = fold = f, donde Id denota la funcién identi-
dad, y si f es topoldgicamente conjugada a g por definicién existe un homeomor-
fismo h tal que ho f = goh, asi que tomando la inversa de dicho homeomorfismo
se tiene que g es topoldgicamente conjugada a f, si f es topoldgicamente con-
jugada a g y g es topolégicamente conjugada a g, por lo tanto existen hy y ho
homeomorfismos tales que hio f = gohy y hyog = g 0 hy respectivamente por lo
que hyohy es un homeomorfismo tal que (hoohy)o f = hyo(gohy) = (gaohs)ohy

esto es f es conjugada a gs.

2. Suponga que f y g son dos funciones topolégicamente conjugadas, entonces existe
un homeomorfismo h tal que ho f = g o h. Dado que un punto de periodo uno
es un punto fijo, se tiene que si x es un punto fijo de f entonces h o f(x) =
goh(x) = h(z) = g(h(z)). En general sea x un punto periédico de f de periodo
n, entonces su érbita queda determinada por el conjunto {xz, f(x),..., f"1(z)}
yseay € {z,...,f" }(z)} entonces, existe 0 < k < n — 1 tal que y = f*(2)
luego h(y) = h(f*(z)) = A(F(F*1(2)) = g(h(f'(x))) = ¢*(h(z)) ¥ como
h(z) = h(f"(z)) = h(f(f*'(2))) = g(h(f*"}(2))) = g" (h(f(2))) = g"(h(z))

se concluye 2.
3. Se concluye de 2.
4. Se concluye de 1. cuando la 6rbita es de periodo 1.

5. Suponga nuevamente que f y g son dos funciones topolégicamente conjugadas
por el homeomorfismo h. Como h o f = g o h, aplicando la regla de la cadena a
esta igualdad se tiene que 0 = ¢'(h(x))h/(z) entonces 0 = ¢'(h(x)).

O

Ejemplo 1.24. La familia F\ es conjugada a la familia g, definida de la siguiente

manera: g,(y) = ay*—1 por medio de un homeomorfismo de la forma h(x) = mxz+b, la
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cual es conocida como conjugacion afin. Para construir una conjugacion topolégica entre
Fy\ y g, tenemos que hacer notar el resultado de la Observacion 1.23, luego los puntos

1++vV1+4a
2a ’

fijos de g, deben satisfacer g,(y) =ay®* — 1=y S ay* —1—-y=0&y =

Denotemos por y, = YL o como y = 1—%};%

o respectivamente. Ademds note

Go(—yy) = a(—y)? — 1 =alyy)? — 1 = y,, también sabemos que F\(1) = 0 y que los

puntos criticos de g, y F\ son 0y % respectivamente.

Dado que —yy < y_ < yy y 0 < px < 1, entonces para la conjugacion que se
quiere construir se deberd cumplir que h(—yy) = 1, h(y_) = pa, h(y+) = 0 y finalmente

h(0) = 1/2 con lo se obtiene un sistema de ecuaciones

m(—y,) +b=1 (1.1)
m(y)—i—b:;lzl—% (1.2)
m(y;) +b=10 (1.3)
m-0+b:% (1.4)

de la ecuacion 1.4 se obtiene que b = % Sustituyendo la ecuacion 1.1 en la ecuacion

1.2 tenemos que
my-+b=m(—y.)+b— %
—~m (1—\/2}14-4(1) — —m <1+\/1+4a> _ %

2a
—~m (17\/2}1+4a X 1+\/22+4a>

>

= m(l/a) = —3 = m = —4%.

-1 1+4 1
[—l—;/)\—i— a]:_§:>)\:

1+V1+4a = N2 =2 +1 = 14+4a = 4a = \* —2)\ de esta dltima expresion obtenemos

Sustituyendo este valor en la ecuacion 1.8 obtenemos

que el valor del parametro a debe ser igual a ’\3%2’\ yh(y) = —Sy+ % Una vez hallado

el valor del pardmetro a y el homeomorfismo h resta verificar que h o g, = F\ o h en
1 1 1 A 22
efecto: F)oh(z) = F) <—g:c + —) = A <—g:c + —) <ga: + —> =—-— ﬁ, por otro

A 2 A 2 A 2 4 A
1 2q2 1
lado h o g,(x) = h(az® — 1) = —%(axQ -1+ 3= —% + % + 3 sustituyendo el valor

de a en la expresion § + % se concluye que este valor es igual % por lo tanto Fy y ga

son conjugadas.
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Observacion 1.25. En el ejemplo anterior se aplico el hecho de que todo homeomor-
fismo que hace conjugadas a dos funciones debe mandar puntos fijos de una de esas
funciones sobre puntos fijos de la otra funcion, por lo que si ahora se considera la fami-

1+ 1+yT—4p
- 2

lia g,(x) = 2* + p se tendrd que sus puntos fijos son x , los cuales siempre

existiran cuando 1 —4p > 0 & % > p. Si ese es el caso, nuevamente —xt < 7 < xt

y gp(—x) = T y se tendrd el siguiente sistema para encontrar el homeomorfismo
h(y) =my+b

m(—zt)+b=1

mz7)+b=22=1-1

m(zt) +b=0

m-0+b= %
por un proceso andlogo al ejemplo, se tiene que b = %, m = —\"!,de donde entonces Fy
es conjugada a g, cuando p = —X\?/4 + X\/2. En otras palabras buscando el valor apro-

piado de los coeficientes y del parametro se concluye que cualesquiera dos polinomios

cuadrdticos son topologicamente conjugados en alguna restriccion de su dominio.

1.7. Dinamica simbdlica para la familia F)

Consideraremos el conjunto de sucesiones con valores en un conjunto A denotado
por ¥ = AN 4 Jos elementos de A los llamaremos simbolos y definamos el mapeo
Shift o corrimiento como sigue: o : ¥ — 3 tal que para cada (sg,$1,...) = 5 €
¥, 0(5) = 5= (8, $1,...) donde §,, = s,41 para todan € NU{0}. Al espacio denotado
por (X,0) se le conoce como espacio de simbolos. A este espacio lo dotaremos de la
métrica definida como sigue:

1
2n

NE

d(7,7) = 6(Tn, Yn), (1.5)

3
Il
o

0 si z,=19Yn

donde §(z,, y,) =
1 si z, # yn.
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Para nuestra familia F cuando A\ > 4 consideraremos el espacio Yy := {1, 20},
Vamos a considerar la funcién itinerario como sigue: ip, : Ay — X9 tal que a cada
x € A, le asigna la sucesién m = (ng,ni, ng,...) donde F¥(x) € I, ..., para cada
k € NU{0}. Puesto que es mas sencillo analizar la dindmica de la funcién corrimiento
(mapeo shift) en el espacio {1, 2}"{% que analizar la dindmica de la familia F actuando
sobre el conjunto de Cantor Ay, nos restringiremos a estudiar en este caso al mapeo o

ya que ambos mapeos son topoldgicamente conjugados como se muestra a continuacion.

Teorema 1.26. Para A\ > 4 y el mapeo shift o : Lo — Yo se tiene que Fi|a, es

topologicamente conjugada a o.

Demostracion. Sea x € Ay, entonces toda iteracion de este punto bajo el mapeo F) es
enviada al conjunto de Cantor. Consideremos la funcién itinerario ip, : Ay — Xo y
veamos es un homeomorfismo en efecto: sea ¢ = (cy,c1,...) € Xy por la construccion
del Cantor es claro que Iy o, ., = Ni_oFy¥(1,,) es no vacio por lo que N Fy*(1I,,) es
no vacio y por lo tanto existe y € Ay tal que ip, (y) = c y con ello ip, es suprayectiva.
Si ahora suponemos que ig, (r) = ip (y) = {Siy,Si,,- .-} es decir, las sucesiones que
determinan sus respectivos itinerarios son iguales término a término pero con x # y sin

pérdida de generalidad suponga que x < y entonces, z,y € I s;, para todan >0

ioysila--w
y por lo tanto [z,y] C Is, i,
que L(I

8ig18iq ++rSin

s;, spor otro lado sabemos de los resultados anteriores

) < a " entonces L([z,y]) < L(I

Sig15iq ++rSin

) < a ™ paratodan €Ny
a~ ™ tiende a cero cuando n tiende a infinito con lo cual concluimos que x =y y por lo
tanto ip, es inyectiva.

Ahora probemos que ig, es continua, sea x € Ay y s = (So, S1,...) = ip (z) para
e > 0 existe n € N de tal forma que 27" < € y elijamos § > 0 lo bastante pequeno de
tal manera que si y € Ay entonces |z —y| < 0 implique que y € I, 5,... s, PONgamMos t =
ir, (y) = (to,t1,...) notar que s =t para 0 < k < n. Por lo tanto d(ir, (), ip (y)) <

50

1
Z 97k = il y ol 4224 =2 D _Z _ — 97 o ¢

1—1
k=n+1 2
Debido a que Ay yX, son conjuntos compactos y la funcién itinerario iy, es continua

e inyectiva se sigue que su inversa es continua y por lo tanto ¢, es un homeomorfismo.

Ademés se cumple ip, 0 F\ = 0 oip,) en efecto: Sea z € Ay, s = (59, 51,...) =ip(2)y
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t = (to,t1,...) = ip (Fa(2)). Entonces FF(Fy\(2)) € Lty v F¥(Fx(z)) = FY™(2) €
L1, snpn PO 0o que t, = spq y por lo tanto t = o(s) y con ello ip (F\(z)) =

o(ip, (x)). O

Teorema 1.27. El conjunto de orbitas periodicas del mapeo shift es denso en el con-

Junto Yo y el numero de puntos periodicos de periodo n es 2™.

Demostracion. Sea n € Ny s € Yy y consideremos un bloque de este elemento de
longitud n, dado que para este caso como el conjunto de simbolos consta tinicamente de
dos elementos existen 2" posibles bloques de longitud n formado con éstos dos elementos
(considerando repeticiones). Tomando A = {{sg,...,sp-1} : s € {1,2} y 0 < k <
n—1} y B={x € 33 : x es una sucesién formada por repeticiones de elementos deA}
se demostrard que Per(n,o) = {z € X5 : 0™(z) = x} = B de esta manera habra 2"
puntos de periodo n, sea s € B entonces, 0"(s) = s por otro lado si z € Per(n,o)
notar que o(z) = (1, T,...),0%(x) = (v, 23,...),0™"(x) = (Tp, Tny1,-..) = (0,21, .. .)
entonces ro = x, con lo que x,r = x; para toda k € N y se concluye que = € B.

Sea s = (S0, 51,...) € X, sea € > 0, existe n € N tal que 27" < § considérese b la

sucesion formada de la repeticion del bloque de los primeros n términos de s entonces

por el argumento anterior b € Per(n,o) y d(s,b) < 22”“ = 27"2 < ¢, esto prueba
k=n

que X5 C Per(o) con lo que se concluye el conjunto de érbitas periddicas de o es denso

en 2. O

Como se demostré con anterioridad el mapeo F) es topolégicamente conjugado al
mapeo Shift, por lo que de la Observacién 1.23 y del teorema anterior, se sigue que los

puntos periédicos de Fy son densos sobre el conjunto de Cantor invariante Aj.

1.8. Diagramas de o6rbitas

En la esta secciéon toca el turno analizar lo que ocurre cuando el parametro es
considerado en el intervalo [3,4]. Aqui ocurre una situacién interesante y aunque la
dinamica resulta en alguna forma simple, cuando se incrementa el valor del parametro,

la dindmica de esta familia resulta complicarse hasta llegar a un estado cadtico muy
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complejo como se verd a lo largo de la exposicion. El analisis del comportamiento
dinamico debido a la perturbacion de un parametro puede ser representado de manera

grafica por medio de los diagramas de érbitas o diagramas de bifurcacion.

1.8.1. Bifurcacién de duplicaciéon de periodo

Por la Proposicién 1.9, sabemos que si A € (0, 1) el origen es un punto fijo atractor
y el punto p, es un punto repulsor y se puede pensar que las orbitas cercanas al punto
py son alejadas de este pero son atraidas por el punto cero. Por otra parte por la
proposicién 1.9 y la Proposicién 1.12 para A € (1,3) resulta que p) es un punto fijo
atractor mientras que el origen es un punto fijo repulsor por lo que se puede pensar en
el mismo argumento sin embargo, la misma proposicién 1.9 afirma que para A > 3 el
punto p, es un punto fijo repulsor mientras que el origen también lo es, por lo cual de
manera intuitiva debe haber un punto entre cero y py, que estd atrayendo a las érbitas
que estan siendo alejadas por el punto 0 y p,. Notar que aunque 1 no es un punto
fijo de F), si podemos saber lo que ocurre con su orbita, puesto que la orbita de este
punto es {1,0} el cual es un conjunto finito. Por otra parte si consideramos un punto
x € [0, 1] cercano a 1 para valores del pardmetro ligeramente mayores que 3, entonces

O(z) eventualmente se acercard a dos valores fijos como se muestra en la siguiente

tabla.
Iteracion valor
1 0.00061988
2 0.00192042
3 0.00594188
7 0.42317683
9 0.57071883
11 0.56625099

12 0.76139348
13 0.56318768
17 0.55993551
18 0.76386395
19 0.55916501
20 0.76414843

Cuadro 1.1: Iteracion del punto z =0.9988 bajo F) para A =3.1
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S

Figura 1.6: Grafica de F}, A\ > 3

Si se analiza la segunda iteracion de la funcion para valores del parametro A < 3, se
observa que los tnicos puntos fijos de la funcién siguen siendo py y 0 y esta situacién
se preserva continuamente hasta el valor A = 3. En forma exacta debemos notar que
para este valor del parametro el valor de la derivada en el punto p) es igual a 1 por lo
que la funcion identidad es tangente a la grafica de la segunda iteracién sin embargo,
al aumentar el valor del parametro A se produce un cambio de suma importancia en el
comportamiento en la dindmica de la familia F) el cual es la aparicién de dos nuevos
puntos fijos para F¥ como se muestra en la grafica. La naturaleza de estos nuevos puntos

debiera ser como se sospecha.
Proposicion 1.28. Para A > 3 existen dos nuevos puntos periddicos de periodo dos.

Demostracién. Es claro que los puntos fijos deben resolver la ecuacién FZ(x) — z = 0,
y dado que las raices del polinomio Fy(x) — x también lo son de FZ(z) — x, entonces

F\(z) — z divide a F?(x) — z por lo que
Fy(x) —x = (Fx(z) — 2) P(2),

donde P(z) es un polinomio de grado 2.

Fi(z)—=x _ ANz(1—2)(1 = z(1 —x))
F\(z) — =z (1l —2x) —x '

Efectuando la divisién se tiene que P(z) = —A%z% + (A2 4+ X\)z — A — 1 por lo que los

nuevos puntos periodicos de periodo 2 serdn las raices de este polinomio, hagamos un
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—(A+ 1)/ (A+1)2—4(A+1)

cambio de variable y = z\ luego x\ = —

, entonces

L A+l (A+1)(A=3)
A %)

son los puntos buscados por lo tanto existen soluciones reales cuando A < —1 0 A > 3
que es el rango de pardmetros que nos interesa. Cuando A\ = 3, P(z) solo tiene una raiz
en % = p, en consecuencia no hay nuevos puntos fijos para F} sin embargo, si A > 3
existen dos soluciones reales de P(z) y en consecuencia existen dos nuevos puntos

periédicos de periodo dos. [

El cambio en el comportamiento de la dinamica de la familia F, esto es, la aparicion
de nuevos puntos fijos para su segunda iteracién es un cambio cualitativo el cual se
debe a la perturbacion del valor del parametro A que se conoce como bifurcacion de
doblamiento de periodo. Sin embargo existe un nuevo intervalo en el que los nuevos
puntos fijo de F} son atractores y fuera de éste dichos puntos son repulsores. Recordar
que en el caso de F), los tinicos puntos fijos 0 y p, ambos son repulsores para A > 3
y de esta manera para los nuevos puntos fijos de F}? para A > 3 también debe haber
un intervalo de valores del parametro en el cual ambos nuevos puntos son atractores y
posteriormente se vuelven repulsores. Por medio de la regla de la cadena, el valor de la
derivada de F} evaluada en los puntos xf coincide, por lo que se puede expresar a este
valor como (F3)(xy) = (F?) () = F{(x)F5(z}), lo que nos ayudard a demostrar lo

que se sospecha de estos puntos.

Proposicion 1.29. FExiste Ay > 3 tal que xf\t son puntos fijos atractores para X € (3, \1)

y repulsores para A\ > ;.

Demostracion. Como (F}) (z5) = Fy(zy)Fx(z]) v

Fi(z3) = A—2X (A - W;; DO = 3)> =—1-/OA+1)(A—-3)




1.8 Diagramas de orbitas 29

Fl(xt) = A — 2 (A LS \/(;; D= 3>> - 1+ VOFI0=3)

por lo tanto (F2)(z¥) =1 — (A4 1)(A — 3), que claramente, es una parabola que abre
hacia abajo, por lo que esta ecuacién es decreciente, como en la Observacién 1.10 basta
determinar cuando —1 < (F2)'(zy) < 1. Notar que (F?)'(zy¥) = 1 cuando A = 3 y
(F2)(2) = -1 2—(A+1)(A=3) =0 < X\ = 1 £ 6. En consecuencia el valor
buscado es 1 + /6 por lo tanto, si A € (3, \; = 1 + v/6) los puntos xf son atractores y

repulsores para A > Ap. O]

Nuevamente para A > \; > 3 los puntos fijos de 7, 0, py y xf son todos repulsores
de manera simultdnea y es de notar que 0 < z; < py < 23 < 1 por lo tanto debe haber
nuevos puntos entre cada uno de ellos que atrae las 6rbitas que estan siendo repelidas

por los puntos 0, py y xf\[ y se trata de una nueva Bifurcacién de duplicacion de periodo.

0,1)

(1,0

Figura 1.7: gréfica de F}, A > 1+ /6

Si se observa la gréafica de Fy para A = \;, atin no hay nuevos puntos fijos de los
que ya se tenfan para F}? pero la funcién identidad es tangente a la grafica de F} en
dichos puntos fijos por lo que para X ligeramente mayor a A\; nacen nuevos puntos fijos
para F} a los lados de cada punto fijo que ya se tenfa, de esta manera se repite el
proceso para Fy. Al pasar del perfodo 1 al perfodo 2, existia un nuevo rango del valor
del parametro A para el cual los nuevos puntos fijos son atractores y fuera de él son
repulsores, por lo que al cambiar del periodo 2 al periodo 4 para analizar los nuevos

puntos fijos sucede lo mismo al ir incrementando el valor del parametro es decir, existe
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el valor \; = 14 /6 que determina el rango del valor del pardmetro en donde los nuevos
puntos fijos son atractores y fuera de el son repulsores. De esta manera puede repetirse
el mismo proceso infinitamente, denotamos como A, el valor del parametro para el cual
hay una nueva bifurcacién de duplicaciéon del periodo al pasar del periodo 2™ al periodo

2"t Sea Ao = lim \,.
n—o0

Notar que el valor de A\, < 4 ya que las nuevas orbitas atractoras que van apare-
ciendo son potencias de 2 y el Teorema 1.27 afirma que hay orbitas de cualquier periodo
de F para A > 4 y se verd en el siguiente capitulo que la dindmica de F) es cadtica

cuando \ = 4.

1.8.2. Diagrama de orbitas para la familia F)

Este diagrama es una representacién grafica de lo que esta ocurriendo con las 6rbitas
de los puntos dentro del intervalo I conforme se varia el parametro, por lo que la
elaboracion del mismo requiere del uso de un software que nos ayude a calcular las
iteraciones de un punto en I previamente elegido, y asi saber lo que estd ocurriendo
con la orbita de dicho punto. En el eje horizontal de dicha representacién grafica, se
colocan el intervalo de los valores del parametro y en el eje vertical el intervalo I o
algin subintervalo de éste en donde se observe el valor a donde se acumula la orbita
de un punto del intervalo I previamente elegido, dado que una dérbita puede contener
una cantidad de elementos numerables distintos, se escoge un nimero de iteraciones del
punto por ejemplo 1000 y se ignora el valor de las primeras 950 observando el valor de

las dltimas 50.

En la figura 1.8 se muestra claramente lo que hasta ahora se ha expuesto con respecto
a las orbitas de los puntos atractores, es decir, para 0 < A < 1 el punto atractor es cero,
mientras que para 1 < A < 3 el punto atractor es p) vy en A = 3 se observa el inicio de
la primera bifurcacion de duplicaciéon del periodo. Al aumentar el valor del pardmetro
también se observa la segunda duplicacion del periodo es decir la aparicién de la orbita
atractora de periodo 4. Gracias al teorema de Sharkovskii sabemos que la sucesién

{A\n} es estrictamente creciente, en 1978 Faigenbum calculé con que rapidez converge
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0.8]
0.6
0.4]

0.2

Figura 1.8: Grafica completa del diagrama de bifurcacién de F)(x) = A\zx(1 — x)4 para
A € [0, 4] obtenida de [21].

— A

la sucesién anterior al valor A, por medio de lim ““—"""! o] cual es una contante
n—00 )\n—i-l -\

para cualquier n, cuyo valor es aproximadamente 4,669202... que resulto se repetia al

estudiar otras familias, y posteriormente trabajo en el proceso de universalizacién de

dicha constante mediante métodos de renormalizacién y consecuentemente los intervalos

(A Ans1) ¥ (An—1, A\n) son proporcionales lo cual ayudé finalmente a calcular el valor

de Ao = 3,5699456. También mediante métodos computacionales es posible calcular

cada valor de )\, considerando algunos métodos numéricos como el de Newton y las

condiciones de inestabilidad es decir,

(F) (x) = —1

donde  es uno de los m nuevos puntos fijos que aparecen al pasar del perfodo 27!
al periodo 2". Se puede ampliar el diagrama de bifurcacién si se acota el intervalo de
parametros asi como el intervalo en donde se considera el valor que toma la o6rbita
atractora.

Como se puede apreciar en el diagrama si se acota el valor del parametro A antes
del valor Ay, se observa el efecto de duplicacién del periodo, el cual culmina en el valor
del pardmetro A\, por lo que al examinar la dindmica de F)__ se sabe deberd poseer

puntos fijos de periodo 2" para toda n y todos ellos repulsores.

Teorema 1.30. Eziste un conjunto de Cantor Cy_ el cual es invariante bajo F_ que
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//Q

Figura 1.9: Ampliacion del diagrama de bifurcacion en ramas que indican la duplicacién
del periodo, obtenida de [21].

no contiene puntos periodicos repulsoras.

Demostracion. Una manera de la demostracion es utilizando la herramienta de cu-
brimiento, en primer lugar consideremos el intervalo cerrado I, cuyos extremos son
los puntos de periodo dos y notemos que Iy C Fy_(Ip) y sea G el intervalo cerrado
contenido en I tal que F\_(G) = Iy al cual se llamard componente completa, ahora
consideremos los dos intervalos cerrados cuyos extremos son los puntos de periodo 4
denotados por Iy, e Iy, respectivamente, dichos intervalos contienen a los puntos de
periodo 2, notar ademds que Iy, C F\_(14,) y Fi. (ls,) D 14, entonces, existen K C I,
y Ky C I, intervalos cerrados tales que Fy_(K;) = I» y F\_(K32) = I,. Pongamos
G1 = K1 U K5 es decir, G; es la union de las componentes completas K7 y K. Debido
al fenomeno de duplicacion del periodo en ésta familia, dichas componentes excluyen
al punto de periodo 1 y de esta manera, repitiendo este proceso considerando esta vez
a los 4 intervalos cerrados cuyos extremos son los puntos periédicos de periodo 8 y que
contienen a los puntos de periodo cuatro se construye al conjunto G5 que ahora excluye
los puntos de periodo 1 y 2. Utilizando este proceso aseguramos que el conjunto G,
esté compuesto de 2" componentes completas y que a su vez excluya a los puntos de
periodo 27 para toda j € {0,...,n — 1}. Pongamos a C\__ = fr (Ufnozo nee Gn>.
Recordemos la aparicion de nuevos puntos periddicos es alrededor de los puntos
periédicos previos por lo que la longitud de cada componente completa es cada vez mas

corta es decir, converge a cero y con ello este conjunto obtenido al final es parte de los
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Figura 1.10: Ventana mas notoria del diagrama, obtenida de [21].

puntos adherentes del conjunto de los puntos periddicos y se concluye que C_ es un

conjunto de Cantor. O

El Teorema 1.30 describe a grandes rasgos la dinamica de la familia F)\ cuando
A = A, resta describir lo que sucede con la dinamica de ésta familia para valores del
pardmetro en el intervalo (A, 4). Cuando se estudia con mas detenimiento el diagrama
de bifurcacién de esta familia al acotar el intervalo del valor del parametro al intervalo
que ahora es de interés se observa que la imagen se hace més grande y en el diagrama se
observan huecos por muchas partes, si se observa con atencién en el hueco mas notorio
y se hace un zoom al imagen del diagrama, en dicho hueco se observa que hay tres
lineas y en cada una de estas lineas se aprecia la misma figura que define el diagrama
de bifurcacién construido por la variacién del pardmetro en el intervalo (1, ), v en
cada hueco es posible observar la repeticion de figuras, las cuales son autosimilares al

diagrama original. Este fenémeno se define a continuacién.

Definicién 1.31. Llamaremos ventana de periodo j al intervalo (1o, o) en donde se
produce la aparicion de 5 cascadas infinitas de bifurcaciones de duplicacion del periodo

a partir de j puntos fijos atractores.

En la definicién anterior, ¢y representa el valor del parametro en donde inicia la
cascada de duplicacion del periodo y i, €l valor del pardmetro donde culmina, como

en el caso de la primera cascada tg = 1 ¥ oo = Aso-
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1.9. Aparicion de o6rbitas de periodo 3 en la familia

F)

Se pretende estudiar la tercera iteracion de F para encontrar el valor del parametro
A en el que existen puntos fijos de periodo tres, es decir, la grafica de la tercera iteracién
debera ser tangente a la funcién identidad en esos nuevos puntos. Al incrementar el valor
del parametro se rompe dicha tangencia y en consecuencia aparecen seis puntos fijos
mas, por lo tanto, se repite el proceso de la bifurcacion de duplicacién del periodo. Con
algunos calculos la tercera iteracion de la familia F\ queda definida por el polinomio

Az 4 (=A% = M = N)z® + 20 + N+ A0z 4 (=M = A = 6A° — AT)z" 4 (6A° +
AN 25 4 (—6AT — 200) 28 + 4NT27 — AT,

Usando a la familia G,(z) = a — 2%, la cual es topolégicamente conjugada a la

familia F), se tiene el siguiente sistema:

m(—zT)+b=1
m(z~) + b ,\A1
m(zt) +b=
m -0+
en donde 2% = lim son los puntos fijos de GG,, de aqui se obtiene que b =
También tenemos que m(z~) +b = m(—2") — + = m(z~ +a™) = —% = m =
e = 1 h) = b= () = Lo A o 1o VT = A -1

)2 X2 A
por lo tanto 4a = \* — 2\ = a = 7 — %.

Por otro lado la tercera iteracién de a — 22 esté determinada por el polinomio

28 + 4ax® + (2a — 6a?)xt + (4a® — 4a®)2? + a — a® — a* + 24>

Notemos que los cambios cualitativos en el comportamiento de la dinamica de la
familia F debido a la variacion del parametro se puede resumir de la siguiente forma:
para A = 1 + /0 aparece el punto fijo atractor py, para A = 1 + v/1 hay un cambio en

la forma de atraccién del punto py, en el valor 1+ /4 aparece la primera bifurcacién de

duplicacién del periodo, para el valor del pardmetro A\ = 1+ /6 cambia la clasificacién
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de los puntos de perfodo dos y para A = 1+ v/8 aparece la primera ventana de perfodo

3. Esto se puede verificar si consideramos el valor del pardmetro A = 1 + /n, entonces
(I+vn)?*—2(1++yn) 14+2yn+n—-2-2yn n-1
4 B 4 4

tenemos que a = <. La aparicién del periodo 3 para la familia G,(z) = a—2? justamente
q 1 p p p

por lo que para 1++/8

cuando a = ;Z acontece debido a que las raices del polinomio GG g(x) — z, son también
7 147 238
raices del polinomio G% () —x = 356 T+ 1—6x2 — 1—6:104 + 72% — 2%, por lo tanto

Gr(z) — x divide a G% () — .

En efecto: multiplicando el polinomio G‘% () por la constante 64 para facilitar el
manejo de los coeficientes nos queda Z + 5882% — 95221 + 4482°% — 642® por lo que,
al dividir G‘%(:p) —z por GG %(x) —x = I — 1z — 2% obtenemos el polinomio resultante
1 — 36z 4 31622 + 1602® — 2722* — 642° + 642° = (1 — 18z — 4a? + 82°)? esto 1ltimo
completando cuadrados, por lo tanto 64 - (G‘%(I) —z) = (Gz —2)(1 - 18z — 42” + 827)?

Por otra parte (G%)’(z) = %x - %a:?’ + 422° — 82" de donde

8- ((G’%)’(w) — 1) = =8 + 147x — 476x2> + 33625 — 6427

el cual es igual a

(—8 + 3z + 2222 — 42 — 8x*)(1 — 18z — 42% + 82?)

es decir, los polinomios ((G%)’(z) -1y (G% (x) —z) tienen 3 raices en comin y esto
verifica la aparicién del perfodo 3 en la familia Fy para A = 1 + /8.

La aparicién de los puntos de periodo 3 para un parametro fijo A > 3 garantiza
la existencia de puntos de todos los periodos (Teorma de Li y Yorke Véase [18]) en
la dindmica de F). La siguiente pregunta es si el comportamiento de estos puntos es
igual que cuando aparecian los periodos de potencias de dos, atractores para cierto
intervalo de valores del parametro, los cuales se vuelven repulsores al incrementar el
parametro fuera del intervalo es decir, jse produce alguna bifurcacién?. En el diagrama
ampliado de observa la aparicién de muchas ventanas, las cuales como se ha dicho son
autosimilares a todo el diagrama. Verificar la densidad de las mismas es una forma de
responder la pregunta sin embargo, demostrar que las ventanas son densas no es una
tarea sencilla. En 1997, Jacek Gracik y Grzegorz Swiatek probaron la densidad de las

ventanas en su articulo [9], més tarde en 1998 publicaron [10] un extenso explicando

algunos conceptos utilizados en los resultados de técnicas de variable compleja.
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Introduccion a la entropia topoldgica

La entropia topoldgica es un valor usado en el estudio del sistema dindmico generado
por {f"}>2, el conjunto de iteradas de f, donde f : X — X es una funcién continua
definida sobre un espacio métrico compacto X, que nos otorga informacién sobre su
comportamiento dinamico. Existen varias definiciones de dindamica cadtica, varios au-
tores como L. S. Block, W. A. Copel (véase [3]) definen un sistema dindmico cadtico si

su entropia es positiva.

2.1. Definicion del caos

Para las definiciones de ésta y la siguiente seccion establecemos una funcion continua

f: X — X donde X es un espacio métrico compacto.

Definicién 2.1. 1. Diremos que f es topologicamente transitiva en X si existe un
punto cuya orbita es densa en X, es decir: para cualesquiera U,V abiertos en X

existe n > 0 tal que f"(U)NV # (.

2. La funcion f tiene dependencia sensible a sus condiciones iniciales en X si existe
r > 0 tal que para cada v € X y cada € > 0 existe y € B(z) (la bola abierta de

radio € centrada en el punto x) tal que d(f*(x), f*(y)) > r para algin k > 0.

3. Se dird que f es cadtica en sentido de Devaney (véase [6] y [5]) si cumple las

condiciones 1 y 2.

37
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Sin embargo para este trabajo adoptaremos principalmente la definicién de sistema

dindmico cadtico si su entropia tipoldgica es positiva.

2.2. Dos definiciones para la entropia

2.2.1. Conjuntos € separables y € abarcados

Para definir estos conjuntos denotemos con la letra d a la métrica sobre X y con-
sideremos d, f(,y) = supg<;, d(f’(x), f’(y)), donde n € NU {0}, la cual también es

una métrica sobre X.

Definicién 2.2. Diremos que S C X es (n,e) separado por f si d, s(x,y) > € para

cada par de puntos distintos de S.

Consideremos ahora el nimero maximo de las cardinalidades de estos subconjuntos

de X denotado por s(n,e, f), es decir,
s(n, e, f) = max{#(S) : S C X es un conjunto (n,e) separado por f}
Definicién 2.3. Sean e >0,n e N K C X y S C K, se dice que S es (n,€) abarcado

por f sobre K siempre que para cada x € K, existay € S tal que d, ¢(x,y) < e.

Consideremos ahora a la menor cardinalidad de los subconjuntos de X que son

(n, €) abarcados, es decir:
a(n, e, f) = min{#(S) : S C X es un conjunto (n,e)- abarcado por f sobre K}.

Cuando no se especifique sobre que conjunto es abarcado S, entenderemos que es
abarcado sobre X. Los nimeros s(n, €, f) y a(n, €, f) son siempre finitos sobre conjuntos

compactos, esto se verifica en seguida:
Corolario 2.4. Para cada € > 0 se tiene que a(n, e, f) < s(n, e, f) < co.

Demostracion. Sea e > 0y considérese D C X tal que D es un conjunto (n, €) separado

y cuya cardinalidad es s(n, €, f), como s(n, ¢, f) es la méxima cardinalidad de conjuntos
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(n,€) separables entonces para x € X — D y cada y € D se tiene que d,, s(x,y) < €
y claramente d, f(x,z) = 0 < € para cada z € X. Esto muestra que D es también un

conjunto (n, €) abarcado luego,

a(n.e, f) < #(D) = s(a,€, f).

Para demostrar que s(n, €, f) es una cantidad finita, probemos primero que si X es
compacto con la métrica d entonces X es compacto con la métrica d,, ; para ello basta
mostrar que la métrica d y d,, r son equivalentes, considérese U un abierto con la métrica
d es claro que para cualquier € > 0 la bola Bg"‘f(a:) C BY(z) por lo que U es un abierto
bajo la métrica d,, ;. Sea ahora U un abierto con la métrica d,, f y © € U entonces existe
e > 0 para el cual BS™ (z) C U como las funciones f°, f1,..., f"~1 son continuas y X
es compacto entonces f°, f1. ..., f*~! son uniformemente continuas, por lo que existen
numeros positivos €y, ..., €,_1 tales que y € Bi (z) implica que fi(y) € BY(f'(z)) para

todo i € {0,...,n — 1} pongamos
0= mfn{Eo, €1,... ,Enfl}

luego, Bi(z) C B! (x) por lo tanto U es un abierto con la métrica d.

Esto demuestra que X es compacto bajo la métrica d,, y lo cual implica que X es
precompacto bajo la métrica d,, s por lo tanto existen x4, ..., ,, elementos distintos de
X tal que

X C U, B(x;),

donde B.(z;) es la d, s-bola abierta de radio € centrada en el punto z;. Sea D como
antes, notemos que para cada i € {1,...,m} la bola B.(z;) tiene a lo més un punto
de D, ya que de lo contrario existirfan u,v € D con u # v tales que u,v € B.(x;)
para algin ¢ € {1,...,m} lo que implica que d, ;(u,v) < €, lo que es una contradicciéon

porque D es un conjunto (n,€) separado. Finalmente se concluye que

s(n,e, f) < m.
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[]

Para continuar con la definicién de entropia se tiene que tomar en cuenta la definicién
de lim sup de una sucesién véase [8]. Nos interesa el crecimiento del nimero s(n, €, f)

cuando n tiende a infinito y ese crecimiento es medible mediante el limite

log(s(n, e,
Lt sup g(s(n, €, f))
n—00 n
posteriormente hacemos tender € a cero y esta es la entropia de f que se enuncia a

continuacion:

Definicién 2.5. Se define la entropia de f como

ent(f) = lim (Hm sup M) .

€—0,e>0 n—00 n

Observacion 2.6. Puesto que al pedir por definicion que los conjuntos (n,€) separables

y (n, €) abarcados sean no vacios se tiene que los nimeros s(n, €, f) y a(n, e, f) siempre

IOg(s(nvenf)) <

son mayores o iguales a 1 para cualquier par (n,e), por lo que 0 < limsup,, _, .,

(0. 9]

Considérese también la tasa de crecimiento de este niimero cuando n tiende a infinito

por medio del limite

1
lim sup — log(a(n, €, f)).
n

n—oo

Estos limites guardan una relacién que se expone en seguida.

Lema 2.7. a) Sean €, y €5 dos nimeros positivos con €; < €, entonces
lim sup,, ., }L log(s(n, €1, f)) > limsup,,_, %log(s(n,@,f)) Y
h’msupn_m%lo a(n, e, f)) > limsupnﬁw%log(a(n, €a, f))-

b) s(n,€, f) < aln, 5, f).

Demostracion. (a) Notemos que para cada niimero natural n, si un conjunto es (n, €3) separado
es también (n,€;) separado por lo que s(n, e, f) > s(n, e, f) de donde se concluye
que lim sup, ., £ log(s(n,c1, £)) > limsup, . 2 log(s(n, e, ). De manera similar sc

prueba la otra desigualdad.
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(b) Sea G'; un conjunto (n, §) abarcado, si G es un conjunto (n, €) separado, entonces
para cada z € G podemos elegir un punto P, € G tal que d, y(Py,z) < §.

Afirmamos que P,, # P,, si ©1 # x2. En efecto: si Pxy = P,, entonces, para
cada i < 1 se cumple que d(fi(z1), f1(22)) < d(fi(21), f1(Por)) + d(fi(w2), 1(Pry)) < €

y esto no es posible porque G es (n,€) separado. De la afirmaciéon obtenemos que

#(G) < #(G1). Ast s(n, e, f) < #(G1) y por lo tanto s(n, e, f) < a(n, 3¢, f). O

72

Del lema anterior se sigue que los limites, cuando € tiende a 0,

lim,, o log%s(n, 6, f)y lim, o log%a(n, ¢, f) existen y ademads son iguales, es decir:

ent(f) = limsup(h’m w)

e—0,e>0 \N o0 n
log(a(n, e
e—0,e>0 \" 70 n

Para calcular el valor de la entropia es necesario calcular el valor de las cardinalidades
de los conjuntos (n, €) separables o bien (n, €) abarcados como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.8. Considérese a S' como el circulo unitario identificado con el intervalo
[0, 1] donde los puntos 0 y 1 son identificados. Para este ejemplo se tomard a f como la
conocida Doubling map o mapeo duplicador, esto es f : S* — S x + 22 mod 1. Este
mapeo también puede ser considerado como el mapeo cuadrdtico z — z* en el plano
complejo restringido al circulo unitario. Recordemos de la aritmética modular que mod
1én este caso significa ignorar la parte entera, por ejemplo 1.54 mod 1 =.54. Queremos
calcular la entropia de este mapeo, para ello considérese el siguiente conjunto: para cada
jeN
Mj= {£:ie{0,...,27 —1}} .

Afirmacién: El conjunto M, ; es un conjunto (n, €)abarcado y M,_14; es un conjunto
(n,€) separado. Sea € > 0 entonces existe 7 > 0 tal que 2% < €/2. Probaremos que para
todo n > 1 el conjunto M, ; es (n,e) abarcado. En efecto: por induccion, si n = 1,

1 eri T : ; it
para v € S existe y = i € My tal que w esta en el intervalo [#, §j+1> para

algin i € {0,...,277 — 1} asi, [z —y| < 57 < 55 < € y también |f(z) — f(y)| =
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2]z —y| < 2% < € por lo tanto dy s(x,y) < e. Ahora supongamos que el conjunto M,y
es un conjunto (k, €) abarcado. Sea x € S*, es claro que My C Mjp1 y por hipdtesis,
existe y € M,y tal que dy ¢(x,y) < €, por otra parte |f*(z) — f*(y)| = 2%z — y| =
2028 e —y|) =2 | (2) — [N y)| < 2dip(z,y) < €y por lo tanto diy1 (7, y) < €.
Sea € > 0, nuevamente existen K > 1 y J > 0 tal que 2% <eye< 2/ <27 pongamos
n=J+ K +1 entonces, el conjunto My es un conjunto (n,€) separable. En efecto: si
u,v € Mk entonces, |u—v| > 5¢ = |fX(u) — fE(0)] > 1= [f/T5(u) — /()] >

27 > ¢ por lo tanto d,, ;(u,v) > e.

Claramente las cardinalidades de los conjuntos M, y My son 27tk y 2K=n=J-1

respectivamente de donde se tiene que:
s(n,e, f) 22"

y por lo tanto

1 1 2n—J—1
h/m Og[s(n’ 67 f)] Z h’m Og[ ]
n—o00 n n— 00 n
— lm [n— J — 1]log(2)
n—00 n
=log(2).

Tomando el limite superior cuando € tiende a 0 en ambos lados de la desigualdad se

obtiene
1
lim sup (lim M) > lim sup(log(2))
e—0,e>0 \"7° n e—0,e>0
=log(2),
esto es,

ent(f) >1og(2).
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De manera similar obtenemos que

ent(f) = h’msup(h’m M)

e—0,e>0 \"7© n

< lfmsup (Hm M)

€—0,e>0 \N 7> n

= log(2).

Finalmente se concluye que ent(f) = log(2) > 0.

2.2.2. Entropia por cubiertas

Para esta seccién considérese (X, d) un espacio métrico compacto nuevamente. Sean
U y W cubiertas abiertas de X, denotemos como U V W al conjunto {ANB : A €

U y B € W}, notemos que este nuevo conjunto es también una cubierta de X.

Definicién 2.9. Diremos que W es un refinamiento de U en simbolos U < W si para

cada B € W existe AcU : B C A.

Observacion 2.10. De la definicion de la relacion V y refinamiento se cumplen las

siguientes propiedades

L.U<UNVIWV) W< (UVW).
2.U<UVW),UVW)<U.
UKW= UVIWV)<W.

4 U<WyB<V=UVB)<WVYV).

Como X es un espacio compacto, entonces dada U una cubierta abierta de X, posee
al menos una subcubierta finita W Denotemos N (U) como la menor cardinalidad de las

subcubiertas finitas de U, esto es, N(U) = min{#(W) : W es subcubierta finita de U}.

Corolario 2.11. si Y < W entonces N(U) < N(W) y ademds para cualesquiera
dos cubiertas abiertas finitas se tiene que N(U VW) < NU)N(W), debido a que

#UNVW) < #UFW).



44 Introduccién a la entropia topoloégica

Demostracion. Sea V una subcubierta abierta de W tal que #(V) = N(W) por lo que
Y C W y por hipétesis, para todo B € V existe Ag € U tal que B C A de donde X =
Ugey B € U Ap. Definamos A = {Ap : B € V}. Es claro que #(A) < #(V)=NW)y
A es una subcubierta finita de ¢ y finalmente se concluye N(U) < #(A) < N(W). O

Dada una funcién continua f : X — X y sea U una cubierta abierta de X, entonces
A ={f @) Acuyy f7(A) = (f") ' (A) tal que A C X

de esta manera para cada cubierta U de X se define V=0 ' fU) = UV FHU) Vv
UV -V W),

Observacion 2.12. Para cualesquiera par de niumeros naturales m,n se tiene por de-
finicion que f~""™(A) = (f*T™)THA) = f(f™(A)). SiUd y W son cubiertas de X,
entonces f[~(U VW) = f(U)V f"(W). En efecto:

f uUvw) = {(fM YA :Acuvwl
= {(f") HarNby):ay €U y b, €W} donde A =a;Nb
= {(MMa)n (")) s €U y by € W}
= f"U) V).

Lema 2.13. Sean X,Y compactos, f: X — Y una funcion continua y U una cubierta

abierta de Y entonces N(f~(U)) < N(U).

Demostracion. sea B una subcubierta de U tal que N(U) = #(B) entonces X =
Uf1(B) y ademés f~!(B) es una subcubierta de f~!'(I/) con exactamente N(U) ele-
mentos de aqui se sigue que N(f~1(U)) < N(U). O

A partir de f y U obtenemos la sucesién de cubiertas U, U V f~H({U), UV f~H({U) Vv
f2U),..., V2o f7'(U), . . ., donde cada una ellas refina a la anterior por el Corolario

2.11 se tiene una susecién de numeros naturales

NU) < NUVfHU) S NUV UV FU) < SNV M) <
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La idea central es descubrir que tan simple o complicado es el estudio del sistema

dindamico generado por f a través del estudio de la sucesion

{N(ViZo T U)hL

cuando n tiende a infinito.

Una funcién sencilla (dindmicamente) f : X — X que mueve muy poco los puntos
de X estarfa relacionada con un crecimiento lento del valor N (V!Z0~" f~(i/)) mientras
que una funcién con dindmica mas complicada movera los puntos de X tanto que el
crecimiento del valor N(V:=0~! f~#(U)) serfa exponencial. Para descubrir que tan rapi-
do es el crecimiento de dicho valor, la tasa de crecimiento nuevamente calculamos el
siguiente limite

lim — log(N (Vi3 L/ )). (2.1)

n—oo M,

Proposicién 2.14. Sea U una cubierta de X, para cada m,n € N se cumple
log(N(Vi=g" ™™ 7 (U))) < log(N(ViZg™ /' (U))) + log(N (ViZg ™ F 7 (U))).

Demostracion. Utilizando la Observacién 2.12 y el Lema 2.13 obtenemos los siguientes

calculos.

log(N(V;=¢" ™ ™' 7))
= log(NUV f U V-V [P UV UV -V T U)))
= log(NUV fHU) V-V [f" UV FHU) V-V FWU)))
Slog(NUV FHUY V-V FHU)) - N UN FHUY V-V N U)))
<log(NUV F7H UV -V F7 1 U)) +log(N(F UV FTHU) V-V f1WU)))
Slog(NUV fHU) V-V FU)) + log(NU NV fHUY V-V f7HWU)).

]

Como para cualquier cubierta U de X, N(U) > 1 luego log(N(U)) > 0 y ahora
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considérese la sucesién de nimeros reales (a,)°, donde cada término a,, esta dado de

la siguiente forma.

an = log(N(Vi5g ™ f7'(U)))-

Lema 2.15. Sea {b,}5°, una sucesion de términos no negativos tal que para cuales

quiera n,n, by < by + by, Entonces lim, o b, existe y es igual a inf{b,/n : n € N}.

La demostracién puede consultarse en [17].

Por lo tanto 0 < im0 = log(N(ViZg~ f7/(U))) < log(N(U)).
Definicién 2.16. Sea f : X — X una funcion continua donde X es un espacio métrico
compacto y U una cubierta abierta de X. La entropia de [ respecto a U es:

ent(f,U) = lim ~ log(N (Vi3 1)),

n—oo 1

Finalmente la entropia topoldgica de [ esta dada por
ent(f) = sup{ent(f,U) : U es una cubierta de X}.

Ejemplo 2.17. Una funcion con dinamica sencilla es la funcion identidad, ya que para
cualquier cubierta abierta U yn > 2 se tiene que V'Zy ' fHU) = UV (VI FU)) =
UV (VYU = UV f7HU) por lo que la sucesion {N(VZg~ f~H(U))}2, no
crece y asi ent(f,U) = 0.

Ejemplo 2.18. Consideremos la circunferencia unitaria S' = {z € C : |z| = 1} y un

™ como fi(z) = z

nimero racional 0 < § < 1,p,q € N la fucion dada por f(z) = zeq? (
para todo z € S* por el ejemplo anterior se tiene que ent(f?) =0 de donde ent(f) =0

por el siguiente Teorema 2.19.

2.3. Algunos resultados y propiedades de la entropia

Teorema 2.19. Sea f : X — X una funcion continua y X un espacio métrico compacto

y k € N. Entonces la entropia de f* es k vees la entropia de f.
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Demostracion. Sea U y f una funcién como en las hipétesis del teorema y sea
W=UV UV U V-V ),
entonces

ent(f*, W) = lim ~log(NOVV (f) W) v v (75) 1 0)

n—oo

= 1m0 = og(NOWV fTRFW)V- -V TR (W) = Ty, o0 = Llog(N UV fHU) V- - -V
fEUNVFRU)N -V T U))) y como { T log(N(UV fHU) V- -V U) FE,
es subsucesion de la sucesién anterior se tiene dividiendo y multiplicando por k que
ent(f) > ent(f* W) =k - ent(f,U).

Por otro lado como U V (X)X U) Vv --- Vv (fF)y™U) < UV (fF)TU) V-V
(f%)~" 1), entonces

101100 ¢ Tog (N UV () UV -V (5 (U))) < Ui Tog(N @V S UV
-V ™ (UY))) de aqui se tiene:

% ent(f*,U) < ent(f,U) < ent(f)

de esta tultima desigualdad se obtiene el resultado. O

Teorema 2.20. Sean X,Y dos espacios métricos compactos con métricas dx y dy
respectivamente, sea f: X — X yg:Y — Y dos funciones para las cuales existe

¢ : X — Y homeomorfismo tal que ¢ o f = go ¢, entonces ent(f) = ent(g).

Demostracion. Sea e > 0y considérese a ¢! : Y — X la funcién inversa de ¢, puesto
que Y y X son compactos, entonces, existe 6 > 0 tal que ¢ es uniformemente continua
sobre X y considérese 0 < §; < . Sea A C X tal que A es un conjunto (n, d;) abarcado
v #(A) = a(n,dy, f), entonces el conjunto (¢~1)7H(A) = ¢(A) es (n.€) abarcado, en
efecto: Sea w € Y, para ¢! (w) € X existe a € A tal que d,, (a, ¢! (w)) < &; entonces
para cada i € {0,...,n — 1} se tiene que dx(f*(a), f(¢~ (w))) < & y esto implica
que dy (¢(fi(a)), p(fi(¢~ (w)))) < € por lo tanto dy(g'(¢(a)), ¢'(w)) < € de donde se

concluye que d, 4(¢(a), w) < e. Ademds el conjunto ¢(A) es el menor de los conjuntos
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(n,€) abarcados ya que de lo contrario existirfa B C ¢(A) luego ¢~'(B) C A serfa un

conjunto (n,d1) abarcado lo cual no es posible. Dado que ¢ es una biyeccién #(A) =

#(p(A)) por lo que ent(f) = ent(g). O

Teorema 2.21. Sea f: X — X una funcion continua, X un espacio métrico compacto
y k € N. Si existen k subconjuntos cerrados en X, no vacios disjuntos dos a dos digamos
Ay, Ag, ..., AL tales que

Ui As © NI (A,

entonces ent(f) > logk.

Demostracion. Sean Oy, ..., conjuntos abiertos tales que A; C O;,1 < i < ky
pongamos O = X — U A; entonces U = {Oy,...,0,,0} es una cubierta abierta para

X. Consideremos

—_——
11 veces

T=Kx.. xE=]]K,

donde K ={1,...k} para cada = (1,...,x,) € T formemos el conjunto

E,={peX:pe€ A f(p) € Apy....["(p) € A}

afirmamos que para cada n € N,n > 2 el conjunto E, es no vacio: para n = 2 notar
que A,, C Ur A, C NEf(As) C f(Ag)i € {1,2} por lo tanto existen puntos
v tales que x € A, y f(z) € A, ademds para j € {1,2},j # i también A,, C
UF_ A, € NE,f(AL) C f(Ay,) esto implica que existen puntos tales que z € A, y
f(z) € Ay, y como A, N A;; = 0 la afirmacién se cumple. Ahora suponga que la
afirmacién es vélida para n = s, sea y = (y1,...,¥s) € [[, K y suponga que existe
un elemento z = (y1,...,¥s,7) € {y} x K tal que £, = § denotemos como T al
conjunto de puntos que vuelven Ej, no vacio por lo que f5YT) c A,, por otro lado
A, C U A, €Nl f(AL,) por lo que A, debe tener puntos provenientes del conjunto
T. Ademas cada uno de los elementos de E, esta contenido en un tnico elemento de la

cubierta U V f7HU) V -+ V f~D(U) a saber

O:v1 N f_l(Om) M---N f_n+1<0:vn)
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de aqui se sigue que
NUV FAUYV -V D) = ke

entonces ent(f,U) > logk de donde ent(f) > logk. ]

2.4. Entropia del mapeo Tienda

Para esta seccién se define la conocida funcién tienda como sigue: Sea I = [0,1] y

T :1— I tal que

2 six
T(x) =

NI o=

2—2x six>

Aunque esta funcion es sencilla por definiciéon cuenta con una dindmica interesante,
sin embargo no se abarcard mucho acerca de esta funcion. Lo que es de interés es que

la tienda es topolégicamente conjugada a F\ cuando A = 4.

Considerando el homeomorfismo ¢ : I — I dado por ¢(z) = sen? (%) se tiene

Fyo¢(r) = 4sen? (7;—:6) (1 — sen? <%I>>

- b () () = (20 () o= (3)

= sen®(mr).

Mientras que si x < %

poT(x) = ¢(2x) = sen? ( 5

ysix > % se tiene

poT(x) = ¢(2—2x)=sen’ (M)

= sen’(m — mx) = sen®(nx).
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La funcion T es continua y ademads observemos que posee una érbita de periodo 3

(2 - 8
9/ 9
9 9 9 9
T3 é :Tg — gg:é
9 9 9 9

Esto es suficiente para concluir que la entropia de 1" es positiva como lo muestra el

pues para r = % se tiene que

siguiente teorema.

Teorema 2.22. Sea A un intervalo compacto y f : A — A una funcion continua en A,

si f tiene tiene un punto periddico de periodo 3, entonces la entropia de f es positiva.

Demostracion. Sea xy un punto periédico de periodo 3 de f y sea a el elemento mas
pequeno de la orbita de xg, entonces la orbita sigue uno de los siguientes érdenes a <
f(a) < f?(a)oa < f*(a) < f(a). Consideraremos el primer caso porque la demostracién
del segundo es andloga. Sea b = f(a) y ¢ = f(b), observemos que [a, c] C f([b,c]) existe
[b1,c1] C [b, cJtal que f([b1,c1]) = [a,c] y como [by,c1] C f([b,c]) existe [be, ca] C [b, c|tal
que f([ba,ca]) = [b1, 1], notar que a no esta en [by, cq]. Entonces ¢ no esta en [bg, ¢s]
y como [by, co] C f([b,c]) y [ba, 2] C f([a,b]) existen intervalos J C [b,c] y K C [a,b]
tales que f(J) = [ba,co] y f(K) = [ba, 2] de esta forma estos intervalos son ajenos,
ast f3(J) = f3(K) = [a,c] y por el Teorema 2.21 y el Teorema 2.19 obtenemos que
ent(f) > @ > 0. O

Por Teorema previo y el Teorema 2.20 se concluye que F) tiene entropia positiva
cuando el pardmetro A = 4 y por tanto Fj es cadtica. Sin embargo la aparicion de la
érbita de periodo 3 para A = (1 + \/g) < 4 nos asegura desde entonces la complejidad

de la dinadmica de F).



Continuidad de la entropia topoldgica

En este capitulo probaremos la continuidad de la entropia topoldgica para una fa-
milia parametrizada de funciones multimodales. Para ello introduciremos algunos con-

ceptos de la llamada Kneadig Theory y algunos resultados posteriores.

3.1. Aplicaciones unimodales

Consideremos un mapeo continuo f : I — I y monotono a trazos, tal que sélo hay
un unico punto extremo (unimodal) en el interior de I y f(9I) C OI.
Nota: un punto extremo es un maximo (minimo) en la grafica de la funcién por lo

que se consideran funciones del tipo:

C C

Figura 3.1: ¢ es el maximo de las funciones

Se mostrara mas adelante que este tipo de mapeos son conjugados.
Como se observa en el caso de F\ donde I = [0,1] suceden complicaciones en la

dindmica de la funcién cuando se incrementa el valor del pardmetro.

o1
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Esta familia uniparametrizada es uno de los mas populares ejemplos de mapeo
unimodal.

Como se expuso en la secciéon ”Dinamica simbdlica para la familia F\”la dinamica
simbolica es una herramienta 1til para entender la dindmica de esta familia de mapeos
cuadréticos. Cuando el pardmetro A\ es suficientemente grande (mayor que 4) ocurre
una dinamica interesante en un conjunto de Cantor, la cual es equivalente la dindmica
del mapeo Shift o corrimiento.

Con las propiedades de la entropia desarrolladas en el capitulo anterior se concluye
que la entropia del mapeo corrimiento o : X5 — )5 igual a la entropia de F para \ > 4.

Proposicién: La entropia del mapeo o es igual a log(2).

La demostracion puede ser consultada en [18].

Proposicién:Si Fy(z) = Az(1 — ), entonces ent(Fy) = 0 para A € (0,3). La
demostracién puede ser consultada en [18].

En esta seccién tomaremos en cuenta las definiciones de la seccion ”Dindmica
simbdlica para la familia F\”.

Extenderemos el estudio de la o6rbita del punto extremo utilizando dinamica simbdli-
ca. Consideremos para F) : [0,1] — [0,1] = I y el espacio de simbolos {I3, ¢y = %,IQ},

donde I; = [0,C,) e I, = (C,, 1].

Definamos la funcién itinerario ip, : I — {Iy, co, L} % tal que ip, () = (io(z), 1 (2), . . .

donde

[ si F(z)el
in(z) =19 ¢ si FP(z)=co
_[2 Si FKL(ZE) € _[2
para toda n € NU{0}.

Definicién 3.1. Liamaremos sucesién de doblamiento de 3 a la sucesion ip, (3).

Nota: en el caso mas general donde el mapeo cuente con méas de un punto extremo
se agregaran los puntos a los simbolos y también los subintervalos que los definen y los
itinerarios de los puntos extremos los llamaremos sucesiones de doblamiento.

Denotemos a estas sucesiones como: K¢(c¢) (¢ es un punto extremo).
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s Cuando A = 4,KF>\(%) = (%,[2,[1,[1, .. )
» Cuando A =2,Kp(3) =(3,3,.--)

» Cuando 1 < A < 2, las posibles sucesiones de doblamiento son:

(1,11, I, ...)
(I, I, 11,17 .. .)

(1/2, L, I1,...)

esto se debe a que Fy(I) C I;.

Similarmente, si 2 < A < 3 los posibles sucesiones de doblamiento son:

(1/2,15, I, I, . ..)

(I, 11, I, ...

(Iy, I, I, . ..)

(I, I, Iy, I, I, )
(

LD, 12,1, 1, .. ).

Notemos qe a pesar de que F)\ cuenta con un sélo punto fijo atractor para 1 < A < 3
las sucesiones de doblamiento varian.

El cambio en las posibles sucesiones de doblamiento sucede justamente cuando A =
2, es decir, el punto extremo 1/2 es periédico y por lo tanto la sucesién de doblamiento
también lo es. Por lo que, el estudio de la érbita del punto maximo o minimo codifica

la dindmica de la funcién.

3.2. Entropia de mapeos multimodales

Definicién 3.2. Un mapeo f : I — I se dice mondtono por tramos si el intervalo

I puede dividirse en subintervalos tal que la restriccion de f a cada subintervalo es
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Figura 3.2: Mapeo multimodal.

mondtona.

Definicién 3.3. Sea f : R D I = [a,b] — I una funcion continua y mondtona por

tramos, x € I es un punto extremo si x € int I y x es un minimo o mdzimo local de f.

De forma general los puntos extremos de la definicién anterior son conocidos en la

Kneading Theory como turning points

Definicién 3.4. Sea [a,b] C R un intervalo cerrado, diremos que f : I — R es una
aplicacion (mapeo) unimodal siempre que f sea continua sobre I y cuente con un unico
punto extremo. También se dird que la aplicacion f es | modal siempre que f tenga l

puntos exrtremos.

Cuando [ > 1, se dice que f es un mapeo multimodal. Adicionalmente en este

trabajo consideramos a los mapeos que cumplan con la hipétesis f(9I) C OI.

Definicién 3.5. Sea f : I — I una funcion continua y mondtona por tramos definimos
el nimero de vueltas de [ denotado por L(f) como el nimero mdzimo de subintervalos

de I donde f es mondtona.

Notemos que el niimero L(f) es igual al el niimero de puntos extremos de f
mas uno. Sea f : X — X un mapeo continuo donde X es un espacio métrico compacto

y K C X denotaremos como ent(f|K) a la entropia de f respecto al subconjunto K.



3.2 Entropia de mapeos multimodales 55

Lema 3.6. Sea f : I — I un mapeo continuo donde I es un intervalo compacto y sea
K C I un subintervalo cerrado tal que f" es mondtona sobre K para cualquier n > 0.

Entonces ent(f|K) = 0.

Demostracién. Seae > 0yi € {0,...,n—1}. Consideremos E; = {1, ..., z,} C fi(K)
tal que para todo a € K y cada z € E; se tenga que | —a| < €y suponga que I = [b, c|.
Es claro que podemos elegir E; tal que #(E;) < L([b CD . Tomemos G,, = U f{(E;)NK;
como [ restringida a K es mondtona f': K — f’( ) es un homeomorfismo, se tiene
#(G,) < n- (%) En seguida probaremos que G,, es un conjunto (n,e€) abarcado
sobre K, para ello tomemos s € K y s’ € G, tal que d(s, s') = d(s', G,,) (d es la métrica
usual de R), entonces existe i € {0,...,n — 1} tal que s’ € (f*)"'(E;) lo que implica
que |f(s) — fi(s')] < e. Ahora supongamos que j € {0,...,n — 1},j # i satisface
que [f7(s) — fi(s')] > €, sea t € E; el punto mds cercano a {f’(s), f/(s')}, por lo
que tenemos varios casos. Primero supondremos que f’ es mondtona creciente sobre
K con s < syt < fi(s) < fi(s'), entonces [f/(s), fI(s')] C [t, f7(s')] y por lo tanto
[t—f7(s")| > € que es una contradiccién. Ahora supongamos que f7(s) <t < fi(s') y sea
{c} = (f/)"(t)N K, como f7 es mondtona creciente sobre K tenemos s < ¢ < s’ luego,
|s—c| < |s—¢| de donde se concluye que ¢ = ¢’ lo cual no puede suceder. Andlogamente
se llega a una contradiccién en el caso cuando f7(s) < f/(s') <t y también cuando f7

es mondtona decreciente sobre K y por tanto d, f(s,s’) < e. Finalmente,
L([b,c])

logo(ne) < logl#(Gn)] < PECEE) _ tostm) | 14 (L‘Jif”)_

n

Tomando los limites cuando n tiende a infinito y posteriormente € a cero se concluye

que ent(f|K) = 0. O

Teorema (Bowen). Sean (X, d) y (Y,d) dos espacios métricos compactos, f: X — X,
g:Y — Y dos mapeos continuos. St h : X — 'Y es un mapeo continuo y suprayectivo

tal que ho f = go h, entonces

ent(g) < ent(f) < ent(g) + sup ent(f R~ (y))-

La demostracién de este teorema puede ser consultada en [13].
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Corolario 3.7. Sea f : I — I un mapeo continuo y monotono por tramos. Entonces la

sucesion { {/L(f™)} converge cuando n tiende a infinito.

Demostracion. Sea f y g dos mapeos continuos y mondtonos por tramos, afirmamos
que L(go f) < L(g)L(f). En efecto: notemos que en cada imagen de un intervalo donde
f es mondétona tiene a lo mas L(g) intervalos donde g es mondtona y por lo tanto la
desigualdad se cumple. Si n € N, entonces existen p, k, ¢ tales que n = pk + ¢, donde

0 < g < k, por lo que de la desigualdad previamente probada tenemos que

0 < L(f") = L(f™*) < (L(H)PL().

Por lo tanto (L(f™))= < (L(f*))#+ - (L(f))#7+. Cuando n tiende a infinito tenemos

que —2— tiende a i tiende a cero, por lo que

_4q
pk+q k y pk+q

limsup(L(f"))n < (L(f*))*,

n—oo

para todo k € N y por lo tanto

lim inf(L(f*))*.

n—00 k n—00

B
o)
=
=
=
~
=
-
IN
E\
=
=
s
ES
S~—
S~—
ESll
IN

]

Como la funcién logaritmo es continua y la sucesion { {/L(f™)} converge tenemos

que 10g (1imn oo {/T(F7}) = oo log ({/Z0F}) = limy oo 2L,

Nota: Hemos visto que L(g o f) > L(f) - L(g), entonces L(f™) < (L(f))", por lo
tanto {/L(f") < L(f). Cuando f es un mapeo k modal se tendrd que s < k.

Teorema 3.8. Si f : I — I un mapeo continuo mondtono por tramos, entonces la

entropia de f es igual al logaritmo del nimero s(f) = lim, o {/L(f™).

Demostracion. Sea I = [0,1] y consideremos a f del tipo k£ modal cuyos puntos ex-
tremos tienen el siguiente orden ¢y = 0 < ¢; < -+ < ¢ < 1, denotemos por

I =10,¢1), I = (c1,¢2), ..., Ixr1 = (ck, 1] a los subintervalos que forman los k puntos
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extremos. Consideremos la dindmica simbdlica de f de la siguiente manera: denotemos
como Ay(f) al conjunto de sucesiones {1, ..., k+ 1} las cuales sirven como indices
para los intervalos formados por los puntos extremos y tomemos las intersecciones no

vacias de preimagenes de iteraciones, es decir,

Ao(f) = {(an)2y : NI f"(1,,) # () para toda i € N}.

Dotemos al conjunto Aq(f) con la métrica de la ecuacion 1.5. Este nuevo espacio métrico

es compacto e invariante bajo el mapeo corrimiento. Sea
Ar(f) ={(@,2) € Ao(f) x I : f*(z) € cl(1,,) para todan € NU{0}}

al cual se le asigna la métrica dy ((u, ), (0,y)) = max{d'(u,v),d(z,y)}, donde d’ re-
presenta a la métrica asignada al espacio A(f) y d la métrica usual de R. A con-
tinuaciéon se probard que ent(f) = ent(o). Para esto, definamos una nueva funcién
¢ Ar(f) = Ai(f) como ¢(Z,y) = (0(T), f(y)). Notemos que si (7,y) € A;(f), en-
tonces para cada n € NU {0} se tiene que existe z € NZ0f~(L.,) y ["(y) € cl(I.,),
denotemos por o, = T,11 , por lo que f(z) € N f~(L,,) yf"(f(y) = f"*(y) €
c(l,,,,) = cl(l,,) vy por lo tanto (0(Z), f(y)) € Ai(f) vy esto concluye que la funcién ¢
esta bien definida. Consideremos a la primera y segunda proyeccién 7 = A;(f) — Ao(f)
y 7yt Ar(f) — [0, 1] definidas como m (Z,y) = Ty m (T, y) = y, las cuales son continuas

y suprayectivas (véase [4]) y ademés se satisface que

T OWY=00Tm (3.1)

T 0@ = f om. (3.2)
Observemos que cada fibra 7, (%) es el conjunto {Z} x ¢(Z), donde ¢(%) es el conjunto
c [{a: f'(a) € I, para toda i > 0}] .

En efecto: por definicién del conjunto A;(f) es claro que m; '(T) C {Z} x ¢(7), por
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otro lado, si (Z,y) € {T} X ¢(T) se cumple que para toda n € N, f"(y) € [cz, -1, ¢z, ]| =
cl(l,). Esto se puede comprobar utilizando la continuidad de f™ como sigue, si su-
ponemos que existe k € N tal que f*(y) ¢ cl(Iy), entonces existe ¢ > 0 de tal
forma que (f*(y) — €, f*(y) + €) N cl(I) = 0. Sin embargo existe § > 0 tal que
fflly — 6,y +0)] € (f*(y) — e, f5(y) + €) lo cual contradice que y € c(Z). Ahora
observe que ent(f|c(T)) = ent(p|{ZT} x ¢(T)), esto puede ser verificado de la siguiente
manera: considérese a C ¢(T) un conjunto (n,€) abarcado tal que #(a) = a(n, €, f) y
A={{T} xa:a€a}l. Si(Tvy) € {T} xcT), entonces y € ¢(T), por lo cual existe
a’ € o que satisface que d,, s(a’,y) < € lo cual implica que d,,,((Z,y), (T,a")) < €, por
lo tanto A es (n, €) abarcado. Asi, ent(p|{T} x ¢(T)) < ent(f|c(T)). De manera similar,
si ahora 5 C {T} X ¢(T) es un conjunto (n, €) abarcado tal que #(8) = a(n, ¢, ) y para
cada elemento b € [ identificamos a su segunda entrada con un subindice, es decir,
b= (T, y) entonces el conjunto B = {y, : b € B} es también (n, ) abarcado. En efecto,
si s € ¢(T) entonces la pareja (T, s) € {T} x ¢(T) por lo que existe b’ = (T, yy) € ( tal
que dy, ,((Z, 5), (%, yy)) < € por lo tanto d,, s(s,yy) < €y esto prueba que ent(f|c(T)) <

ent(p|{T} x (7).

Como la restriccién de las iteraciones de f a ¢(Z) son mondtonas, se concluye que

ent(f|c(z)) = 0. Aplicando el Teorema de Bowen [18] a la ecuacién 3.1 obtenemos

ent(o) < ent(p) <ent(c) + sup ent(pm; ' (T))
zeAo(/)
y por lo tanto ent(yp) = ent(o). Por otro lado si la cardinalidad de un conjunto 7" es m se
tiene que 0 < s(n, ¢, f) < m de aqui es claro que ent(f|T) = 0, y como la cardinalidad
7, '(y) es a lo mas 2, aplicando nuevamente el Teorema de Bowen a la ecuacién 3.2

obtenemos que ent(f) = ent(y) y finalmente se concluye que ent(f) = ent(o).

En seguida se probard que ent(c) = logs(f), para ello, para cada T € Ay(f) y
cada n > 0 definamos al conjunto E,z como {y € A(f) : ©; = y; para toda i €
{0,...,n —1}} asi, el conjunto E, 7 corresponde a las sucesiones para los respectivos
intervalos en los cuales f" es mondtona. Denotemos como F, a la familia de todos

los conjuntos E, 7, es claro que #(E,) = L(f"). Si Enz # Eny) entonces x; # y;
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para algin ¢ < n y por lo tanto d'(c%(Z), 0" (y)) > %, es decir, si elegimos un punto en

1

,3) separado y por lo tanto

L(f™) = #(E,) < s(n,1,0) lo cual implica que log[(L L(fm))a] < M de donde:

cada elemento de la familia E,, obtenemos un conjunto (n

lim sup log[(L(f”))%] < limsup M

n—00 n—00 n
1
< limsup <lim —Og(s(n,e,a))) = ent(o).
e—>0,%>e>0 nreo n

Sea t un entero positivo, es claro que si E,4;z) = F(,1.y entonces

para cualquier ¢ < n. Por lo que si nuevamente elegimos un punto de cada elemento

de la familia F,;; obtenemos un conjunto (n, 2t) abarcado y por lo tanto a(n, 57, 0) <
#(Epnye) = L(f™) lo cual implica que M < log[(L(f™)~] de donde
log(a(n, =, 0 , t
lim sup 8lan, 5,9)) < limsup nt log[(L (f”)%]
n—oo n n—oo n t
haciendo tender a t a infinito se concluye ent(o) < limsup, _,_ log[(L(f™)x]. O

Observacion 3.9. El teorema anterior le da una vital importancia al nimero de pun-
tos extremos para el comportamiento dindmico de una funcion, porque la tasa de care-
cimiento de los puntos extremos codifica la entropia topoldgica. Por lo tanto el estudio

de la sucesion {L(f")}n>0 nos otorga también esa informacion sobre la entropia de la

funcion.
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3.3. Invariantes de doblamiento como series de po-

tencias

En esta seccion se obtendra una fuerte relacion entre el nimero de vueltas de una
funcion f y los llamados invariantes de doblamiento por medio de una serie de potencias
de variable compleja que es convergente. Como ya hemos visto el ejemplo mas popular,
que pasa de dinamica simple a dinamica cadtica es la familia cuadratica, la cual, con
s6lo variar el parametro de un valor menor ahora hacia un valor mayor, obtenemos una
ruta al caos, por lo que en algunos ejemplos tomaremos su caso particular como mapeo
unimodal para facilitar los calculos de las series de potencias.

En primer lugar se retomard algunas definiciones de variable compleja. sea f : C —
C donde C denota el plano complejo con la topologia inducida por la métrica usual en

C

Definicién 3.10. n Sea V C C un conjunto abierto. Un mapeo f :V — C se dice
holomorfo en V' siempre que f sea diferenciable en sentido complejo en todo punto

zeV.

s V C C un conjunto abierto que contiene al punto a y f : V — C. El punto a es

un polo de f silim,,, f(z) = cc.

s Sea f: C — C, diremos que f es meromorfa en'V C C siempre que sea holomorfa

en V' excepto por polos.

Enseguida se construird un mapeo meromorfo a partir del nimero de vueltas de
un mapeo multimodal, el cual es expresado como una serie de potencias convergente.
Para ello recordemos la técnica utilizada inicialmente en la demostracién del teorema
anterior, es decir:

Sea I =[0,1] y f: I — I un mapeo [ modal y mondtono a tramos con [ puntos
extremos y ademas f(9I) C 0I. Denotemos como ¢y = 0y ¢;+1 = 1 a los puntos finales
de I, es claro que los [ puntos extremos presentan un orden por lo que denotémoslos

como 0 < ¢y < ey <...<¢<1ypongamos I1 =[0,¢1), Iz = (c1,¢) ... L1113 = (¢, 1].
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Se utilizara nuevamente la herramienta de dindmica simbodlica considerando al es-

pacio de simbolos

{I,Is,...,Iis1,c1,...,¢1}

y el espacio de sucesiones ¥ = {I}, I, ..., Ij1,c1,. .., c; )19 también el subespacio g
tal que si T = (zg,z1,...) € Xg entonces ,, € {I1, Is,..., 111} para toda n € NU{0}.
Al espacio X se le dota la métrica descrita por la ecuacién 1.5 del Capitulo 1.

Vamos a definir para cada k € {1,...,l+ 1} y n € NU {0} un mapeo como sigue
©F : ¥ — {£1,+1,0} dado por la siguiente regla:

1 si =1 v €(T)=1
-1 si =1 v €(T)=-1
O, (T) = 3 si T, €01 v €(T)=1
-3 si T, €0l v €(T)=-1
0 en otro caso,

\

donde para cada n € N, €,(T) = €(zo) - €(x1) - - €(xp—1) ¥y

0 S T; es punto extremo
€(x;)) =19 1 si x;=1; y f escreciente en [

—1 st x;=1; y f esdecreciente en I;

para algin j € {1,...,l+ 1} ysin =0,¢/(7) = 1.

Observacién 3.11. Notar que OF(T) = 1 si g = Iy, OF(T) = 5 si xg € 0l =
{ck,cr1} y OF(T) = 0 si g no pertenece al conjunto {1y, cx, cr_1}.

Considere D ={z € C: |z| < 1}, sea k € {1,...,]l 4+ 1} definamos para cada T € X

el mapeo [ : D — C como la serie de potencias
o
Br(T; 2) = Z oF(x)2".
n=0

Observemos que los coeficientes de la series (5, son acotados, pues para cada n €

N U {0} se tiene que ©%(7) < 1, entonces OF (T)|z"| < |2"| esto implica Y - Ok (7) <
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Yool = 1+M fijando T, Bk (T; 2) es una funcién holomorfa sobre el disco unitario D,

de donde el mapeo definido como

B(T;z) = (B1, B2y -5 i)

es una funcién holomorfa con valores en C*! también como funcién de la variable z € .

Notemos que la k-ésima componente de 5(T; z) solo depende de lo que ocurre en los
términos donde aparecen cg, I 0 ¢;_1 de T.

De manera analoga se definen las series de potencias para cada sucesion T € ¥ que
representa el itinerario de los puntos del intervalo I esto es, T = if(x), donde z € I y
i¢(z) denota la funcién itinerario de = bajo f. Cada término de la sucesién itinerario
estd determinado como sigue:

El n-ésimo término de is(z) es el intervalo I; si la n-ésima iteracién del punto
pertenece al subitervalo I; o bien, el n-ésimo término de if(x) es el punto extremo c¢; si
la n-ésima iteracién del punto z es el punto c;.

Usaremos la notacién f(ct) = lim, .+ f(y) y andlogamente f(c¢™) = lim, . f(y)
donde f es una funcién.

Sea T% : I — {+1,0,+1} definida como:

Ty (2) = O, (if(x))

Y,(z) = (TL(2), T2(2),..., T (2)) € {%,o, 1}

. Las funciones coordenadas de un punto x € I son definidas como:

g (2) = Blig(2); 2) = (Bu(ip(2); 2), Bolig(2); 2), -, Bra(ip(2); 2)) =

(Z O, (ip(x))2", Y Onlis(@))2", .. ) 92“(%(?6))”) = Ta(2)2".

De esta manera, como las funciones coordenadas de «,, actuando sobre z esto es

k

2,(2) = Bi(if(2);2) quedan determinadas por los mapeos f); con

z + oy donde
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ke {l,...,l41} se tiene que o es también una funcién holomorfa sobre D con valores

en CH1,

Observacién 3.12. 1. Si algin término de la sucesion ig(x) no pertenece al subes-
pacio Yo entonces existe m € N tal que f™(z) € {c1,¢a,..., i1} y por lo tanto
€(if(z)) = 0 para toda i > m de esta manera By(if(x);2) =Y oy OF (ip(x))2z" =
S OF(ip(x))2™ ya que OF(if(z)) = 0 para toda i > m. Similarmente si x
esta en la orbita negativa de los puntos extremos, entonces existe n € N tal que
= f"(c) para algin k € {1,...,1+ 1} por lo que x = (f™) " (cx) implica que
f™(x) = cx y supongamos que z, ..., f"1(x) no son puntos extremos entonces
para toda k € {1,..., 1+ 1}, Bp(ip(x);2) = Yooy OF (ip(z))2™ = > T (v)2" =

S o Tk (x)z™, en otras palabras son polinomios de grado a lo mds n.

2. Six no pertenece a la drbita negativa de los puntos extremos se tendrd que f(x) #

¢k para todan € N y toda k € {1,...,14+ 1}, entonces O () € Ly y por lo tanto

1 si f™(x) € Iy y f es localmente creciente
@Z(Zf(f)) =9 —1 si f*(x) € Iy y fes localmente decreciente

0 st f™(x) no pertenece a Ij.

3. Fijando z el mapeo (v;2) — au,(2) no es continuo como funcion de la variable
x. De hecho dado que [ es continua los limites izquierdo y derecho son respecti-

vamente

ap-(2) = Blig(z7); 2),
az+(2) = Bif(zh); 2).

Por lo que a es discontinua justamente en donde la funcion itinerario es discon-
tinua esto es, en la orbita negativa de los puntos extremos. De la definicion de

OF(@) para 1 <k <l+1el<i<lI setiene que

. 1 cuando k =1,
To(e) =

0 en otro caso.
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y stmilarmente

1 cuando k=1+1,
TH(c) =

0 en otro caso.
A pesar de que la funcion itinerario no es continua en los puntos extremos y su
orbita negativa para cada x € I existe 6 > 0 y k € NU{0} de tal manera que ix(y)
es constante en (x — 6,z + &) por lo tanto lim,_,,— ir(y) y lim, .+ if(y) siempre

existen.

Definicién 3.13. Llamaremos a las sucesiones {iz(c;) : i € {1,...,1}} como Inva-

riantes de doblamiento de f.

Cada componente O‘ij (2) = Bj(ig(x™); 2) de a+(z) es una serie de potencias sobre

el disco unitario que involucra a dichas sucesiones.

Ejemplo 3.14. Consideremos el mapeo unimodal fy dado por fi(z) = 4z(1 — ) cuyo
unico punto extremo es ¢ = % el cual tiene por coordenadas (%, 1), notemos que I, =
[0,¢) e Iy = (¢, 1], si tomamos un punto x € I tal que x este cercano por la izquierda

de ¢ (x = ¢~ ) se tiene que

B(z;2) = (Buli(z); 2), Ba(i(); 2))
= Z@L(i(w))Z”,Z@Z(i(ﬂc))Z”)
= (©y(i(x)) + O1(i(x))z + -+, 05(i(x)) + O3 (i(x))z + - -+ ).

Para poder calcular los coeficientes de estas series es mecesario conocer el itinerario
de x cuando tiende a c, notemos que si dicho punto es cercano a ¢ por la izquierda
se tiene x = f2(x) € I, entonces ig(x) = I} y como fy es continua en ¢ entonces
fa(x) — fa(c) = 1 lo cual nos indica que fy(x) € Iy lo que implica i(x) = Iy,
nuevamente dado que fy es continua en fy(c) entonces fZ(x) — fi(c) = 0 entonces
is(z) = I;. Como fi(x) — 0 y cero es un punto fijo de fy (el cual es repulsor para
este valor del pardmetro sin embargo por la observacion anterior hay un intervalo de c

donde su itinerario es constante para valores a la izquierda de ¢) con una argumentacion
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similar con la continuidad de fy en cero, obtenemos que f"(x) € I; para toda n € N
con n > 3 por lo tanto

Z(ZL’) = (]1, ]2, ]1, ]1, .. )

luego (O3(i(x))+OL(i(2))z+ O3(i())=* +- -, OR(i(2)) + O3(i(x))2+ O (i(w)) >4+ ) =
1+0+ (=122 +(=1)22+- 0+t+0+0+---)=(1—-(22+23+21+--);2)

22

— 1=;2). De manera andloga si x € I tal que x es cercano

por lo tanto a.-(z) = (1

a ¢ por la derecha (v = ¢t ) obtenemos que
Z(l‘) = ([2, [2, [1, [1, .. .),

entonces B(i(x); 2) = (X OL(i(x))=", ¥ O2(i(2))=") = (0+ 0+ 22 + 28 4 24 4o, 1 -

z—i—O—l—O—i—'--):(lZfz,l—z), entoncesozc+(z):(sz,l—z).

Denotemos ahora como H(D) al espacio de funciones holomorfas sobre I con valores
en C*! con la topologia compacto abierta, notemos que dado que D y C*! con
su norma usual son espacios métricos la topologia compacto abierta coincide con la

topologia conocida como la topologia de la convergencia uniforme cuya base es
{Bc(g,€) : g € H(D), C C D compacto y € > 0},

donde
Bo(g,€) = {f € C7 :sup{| f(2) — ()| : t € C} < €}

Una base de vecindades para ¢ € H(D) es V(e, K) = {¢ € H(D) : |(2) — ¢(2)| <
e para toda z € K C D compacto y € > 0}, de las expresiones previas se sigue que el
mapeo a, € H(D) (escribiremos a, en lugar de a,,) no es continuo en z, por otro lado
B(T; z) como mapeo de su segunda variable pertenece al espacio H(DD) y la cual esta
definida como z — (3(Z; z) donde T pertece al espacio . Ademéds el mapeo z — 5(T; 2)
es continuo en efecto:

Sea T € ¥, K C D un conjunto compacto y € > 0, eligiendo r < 1 tal que |z| < r
para todo z € K. Por la propiedad arquimediana podemos elegir N € N tal que f—i\; <3

Sea V' una vecindad de T € ¥ de tal manera que si ¥ € V entonces y; = x; para toda
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1 < N. Entonces
1Be(®)(2) — Br@)(2)] < D 105(T) — O5(@)]2" < > 22"

202N 2rm
Cl—z] T 17

<€

por lo tanto [ es continua respecto a z.
En el siguiente resultado mostraremos que para cada x € I las funciones componen-

tes del vector Y, (x) tienen una relacion.

Lema 3.15. Para cada x € I se cumple la identidad

I+1

Z(l — e(ig)2)ar(2) = 1.

k=1

Demostracion. Afirmamos que:
(i) X Th(x) =1y
(i) S0 ()T (2) = Y07 T4, (2) para toda n > 0.

Para probar (i) sea j € {1,...,1+ 1}, si € I; entonces T)(z) = O} (if(x)) = 1 pues
io(x) = I; porque f°(z) = x € I;, por otro lado para k # j como z € I; = f°(z) no
esta en [j, luego Of(is(x)) = 0 y por lo tanto se cumple (i). Por otro lado si z = ¢,
entonces & € 9, y © € Olyy se tiene Ok (ig(z)) = 5 = OF(ip(x)) y O%(if(z)) =0
para toda j # k,k + 1 y por lo tanto esto completa la prueba de (i). Si €,(if(z)) =
e(ig(x)) -+ - €(in—1(x)) = 0 entonces T%(z) = Y% ,(z) = 0 para cada k € {1,--- , 1+ 1}
y por lo tanto se cumple (ii) ya que ambos miembros de la ecuacién son cero. Ahora
supongamos que €, (if(z)) # 0. Si f*(x) € I y f***(x) € I, entonces €(I};) = €(in())
notemos ademds que O, (if(x)) = =10 O, ,(if(x)) = 1, en el caso que O, , (if(x)) =
—1 se tiene que €,41(if(x)) = —1 lo que implica €(ig(x)) - - - €(in(z)) = —1 y se tendrdn
dos subcasos a) cuando f es creciente en I luego €(I) = €(i,(x)) = 1 y por tanto
en(if(x)) = €(io(x)) -+ €(in_1(z)) = =1 = €(I})TH(z) = —1 b) cuando f es decreciente

en [j, entonces €(Iy)e(iy(x)) = —1 y con ello €,(if(z)) = €(ip(x)) - - €(in-1(x)) =1 =
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€(I)Yk(z) = —1. En ambos casos se obtiene que O, (is(x)) = €(I;) Y% (z). Con una
argumentacién analoga en el caso en que O7,, (if(x)) = 1 se obtiene la misma igualdad.
Notar ademds que Y7, (z) = 0 para j # m y Ti(z) = 0 para j # k por lo tanto los
dos miembros de (ii) son iguales a e(I;) Yk (z).

Si f"(z) = ¢ entonces el segundo miembro de (ii) es igual a cero y el primer
miembro es igual a €(I,)Y*(x) + €(Ix11)TE+ () el cual también es igual a cero ya que
e(Iy) = —e(Ip11) vy YE(x) = €, - 1/2 = YE+L Finalmente si f*(z) € I, y f""(z) =
Cm el primer miembro de (ii) es igual a e(I;)YT%(z) y el segundo miembro es igual a
T (z) + T () = TE(2)e(1y) 5 = (1) YE(x). Esto prueba la afirmacin.

De donde

Z [ (1 —e(Iy)z Zw ] :ZZ(Tﬁ(:c)zn—e(fk)mx)znﬂ)

- <Z Th () =3 (e(lm,’i(x)z”“))

n=0 \k=1 k=1

de (i) la ultima igualdad se convierte en

I+1 N I+1 I+1
=3 ) Tha z+z<zr’f S uk)Tﬁ(x)z"“))
k=1 n=

y utilizando (ii) obtenemos que Z; e(1)TE(z) = S TE(2) v sustituyéndolo en la

expresion anterior tenemos

I+1 I+1 I+1

1- Z TH(x)z + Z TH(z)z — Z (L)Y (x)2?
k=1 k=1

k=1

+ Z; (Z x)Z" — e([@Tﬁ(m)z”“)

Observemos que si seguimos aplicando la identidad (ii) a los sumandos entonces se iran

cancelando de lo cual obtendremos

I+1

L= e(T)Ph ()2

k=1
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tomando el limite cuando N — oo para la expresion S =" [(1—€(I,)2)- 320, T (x)2"] =

1— S0 e(1) Yk () 2N+ obtenemos el resultado. O

3.4. La matriz de doblamiento

Definicién 3.16. 1. La matriz de dimensiones | x [ + 1
Ny 1(2’) N 2(2) o Ny l+1(2)
Ny 1(2) Ny 2(2) o Ny z+1(2)
N 1(2) N, 2(2) N l+1(2’)

donde N; ;(z) son las funciones holomorfas definidas por

Ni j(z) = Oéij(z) - Oéjf(z>

K3

es llamada la Kneading matriz o matriz de doblamiento.

2. El vector de doblamiento asociado al i-ésimo punto extremo es el i-ésimo renglon

de esta matriz, es decir el mapeo holomorfo N; : D — C'*! definido por

Notemos que la matriz de doblamiento es una buena representacién de lo que ocurre
con la dinamica de los puntos extremos ya que permite recuperar el itinerario de dichos

puntos y también de todo punto en el interior de I.

Ejemplo 3.17. 1. Usando el Ejemplo 3.14 tenemos que la matriz de doblamiento
para fi(x) = 4x(l — x) es igual a

z

(N11(2), N12(2)) = < 1232 1 1-—-2z ) = ( % 1-—2z )

1

2. Si ahora analizamos la funcion fy(x) = 2x(1 — x) en donde ¢ = 5 es el punto

extremo, nuevamente Iy = [0.c) y I = (¢, 1] y nuestro objetivo es hallar su matriz
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de doblamiento. Como f(I = [0,1]) C [0,c]|, si tomamos un punto x € I cercano
a ¢ por la izquierda, entonces el itinerario de x es igual a i(z) = (I1, 1, I1,...)
porlo que a—(z) = (1+z+ 2>+ 24+ ,040+---) = (:,0) y para un punto

x cercano a ¢ por la derecha su itinerario estard dado por i(x) = (I, I1, 11, .. .),

—z
1-27

(e 1)=(-= 1)

Definicién 3.18. Sea M; la matriz que resulta de eliminar la i-ésima columna de

entonces a+(2) = (0—2z— 22 — -+, 1) = ( 1) y por lo tanto su matriz de

doblamiento es

la matriz de doblamiento, llamaremos Determinante de doblamiento a la funcion

D¢(z) = (—1)i+1% donde D;(z) denota el determinante de M,.

Lema 3.19. Sea D;(z) como antes, entonces
1. D; es una funcion holomorfa sobre .

2. La funcion Determinante de doblamiento es independiente de la eleccion de 1 €

a,...0}
3. Dp(0) = 1.

Demostracion. 1. Se sigue del hecho que la suma y producto de funciones holomorfas
es una funciéon holomorfa.

2. Sea N' N2 ... N"! las columnas de la matriz de doblamiento y M, la matriz
obenida de eliminar la i-ésima columna a la matriz de doblamiento, del Lema 3.15

obtenemos que:

I+1 I+1

Y (L—e)2)N(2) = Z(l — €(1;)2)(N1;(2), - .., Nijaj(2))
J= . | J=

= (1= )% () = (). (e () —al (2
I+1 "~ I+1
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Usando que el determinante es una [ 4+ 1 funcién alternante en el cambio de signo por

intercambio de columnas y el ultimo resultado obtenemos que

(—1)*2(1 — e(I;41)2) - det[N', ... Ni,... N\, N'*1]
= det[N',... Ni,. .. N' (=1)"*2(1 = €(I,41)2) N1

= det[N', ... Ni,_ .. N' (=1)""' Y7 (1—e(I))2)N]
JAI+1

= ) det[N',.. N, N (1)L = (1)) 2) N

=det[N",... Ni,... N', (=1)"*(1 — (I;)2) N']

= (=1)"det[NY, ..., (=)l 4+ 1(1 — €(L;)2)N?, ..., N1

esto prueba 2.

3. Es verdadero porque la matriz que tiene por columnas N2(0),..., N**1(0) es una

matriz triangular inferior con un 1 en cada término de su diagonal. O

Ejemplo 3.20. Haciendo un calculo directo se tiene que la Determinante de dobla-

miento de Fy(x) = 4x(1 — x) es

1—22 2 1 >
SRV N 1— - 12 D

n=1

Lema 3.21. Siz € I es tal que f*(x) = ¢ donde ces un punto extremo y f(x) no es

un punto extremo para cada 0 < i <n, entonces

ap+(2) = ag(z) + %Z"Nk(z)

ap-(2) = ag(z) — %Z"Nk(z)

y a,(z) es un polinomio de grado n. Donde Ni(z) es el vector de doblamiento asociado
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a k-ésimo punto extremo es decir, el k-ésimo renglon de la matriz de doblamiento.

Demostracion. Denotemos porig(x~) =z, if(zh) =27, if(z) = z y tambiénis(c; ) =

v, if(c) = w. Dado que para cada 0 < i < n la i-ésima iterada no es un punto extremo

se tiene que zj = z; y como lim, .+ f(z) = lim,__,.- f(z) = f(c) obtenemos que
To; = 2y, j > 1dedonde v; = w; =z}, ; luego €;(V) = —¢;(W) para toda j > 1
pues vo = I y wo = Ij41.

Finalmente si f™ es localmente creciente cerca de x para k > 0 se tiene que

coskl37) = en(2) - 4le) = 16(0) = 5(ex(0) ~ aw))

pues €;(v) + €x(v) = €x(v) — ex(w) v f™ es localmente creciente y también

oskla) = en(2) - ulw) = Le(w) = 3 (ex(o) — ex(w)

por otro lado si f™ es localmente decreciente cerca de x, nuevamente para k > 1 se

tiene que

nsil7) = enla) - () = ~lea(w) = a(w) = 5 (64(2) — ex(w))

ari() = eala) - ex(v) = ~lexle) = — 5 (ex(2) — ).

De esto tltimo y de la definicién de la funcion © se sigue que todos los coeficientes de
las series a,+(2) ¥ ap(2) + 22" Ni(2) coinciden excepto posiblemente en aquel corres-

pondiente al término 2" de donde se sigue las igualdades del lema. O

Observacion 3.22. En particular del lema anterior para los puntos extremos obtene-

mos que Ni(2) = 1Nu(2) = (~1Ni(2)) = e, (2) — e, () + ANu(2) — (= 1Ni(2)) por lo

tanto
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dado que

con el valor % localizado en el k y k+1 componenete del vector o, (z), esto es debido
a que si tomamos j € {1,2,...,1+ 1} con j #k yj # k+ 1 obtenemos que para n >
1, ©(i(ck)) = 0 ya que €,(i(c)) = 0 porque i(ck) = (io(ck) = cx,i1(ck), ta(ck),...) =
€(io(ck)) = 0. Ademds dado que para toda j # k y j # k + 1, iy(ck) = ¢ no pertenece
{I,;,0I;} entonces ©J(i(cy)) = 0 para cada n > 0, entonces Y O (i(cg))z" = 0 y
como ¢, € Ol y ¢ € Olq se tiene Of(i(cy))2" = & = O (i(cx))2° por lo tanto
S 0Ok (i(cr))z" = 5 = > O (i(cx))z". Por lo tanto los términos de a+(2), a-(2)

y Ni(z) quedan determinados por los otros dos, esto implica que ozczr(z) = —a,- (2).

El Lema 3.21 y la Observacion 3.22 proporcionan una facilidad para poder calcular

la sucesién {L(f")} para un subintervalo J . Estos resultados se exponen en seguida:

Lema 3.23. Sea J un intervalo tal que J C I pongamos p;,(J) := #{x € int(J) :
f(z) = c; y f¥(x) no es un punto extremo para k < n}.

Dada i € {1,2,...,1+ 1} la funcion definida como

i, (2) = 3 pinlJ)2"

n>0
es una funcion holomorfa sobre el disco de radio % donde s = lim,,_, {/L(f")

Demostracion. Dado que ¢;,(J) < L(f"|J) < L(f") se tiene {/@;n(J) < {/L(f")
entonces limsup,,_, o V/@in(J) <limsup,_,. ¥/ L(f") = s.
por lo tanto el radio de convergencia de la serie de ¢;, mayor o igual a % de donde

se concluye que la funcién ¢;, es holomorfa sobre el disco de tal radio. O]

Existe una fuerte relacién entre cada vector de doblamiento N;(z) (el vector asociado

a cada punto extremo) y la serie de potencias ¢;,(z). Esta relacién se expresa en el
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siguiente teorema. Cabe mencionar que este resultado permite contabilizar el niimero

de doblamientos o vueltas de la funcién.

Teorema 3.24. Sea J = (a,b) C I un subintervalo abierto de I y y;, la funcidn

anteriormente definida, entonces para cada z € {z € C: |z| < %} tenemos que

I
ap-(2) — ag+(2) = Z ©i, (2) - Ni(2).
i=1
Donde p;,(2)-N;(2) es el producto escalar de la funcion p;,(2) y el kneding vector N;(z)

asociado al i-éstmo punto extremo.

Demostracion. Sean € Ny sea F, = Uy, (Ui, Eix(J)) donde E;;(J) es el conjunto
de todos los puntos z € int(J) para los cuales f*(x) = ¢; y f/(x) no es un punto
extremo para j < k, por el lema 3.23 sabemos que la cardinalidad de estos conjuntos
no crece tan rapido cuando n tiende a co. Ademads notemos que el conjunto finito F),
es igual al conjunto de los puntos extremos de f"!|J. Notemos también que si z < y
son dos puntos consecutivos de F,,, entonces para cada t € (z,y) las series a,+(z)
, oy (2) ¥y au(z) coinciden en este orden a partir del n-ésimo término, por lo tanto
ap-(2) — g+ (2) tienen la misma suma parcial bajo ese orden. Dado que el mapeo
holomorfo » . (a,+(2) — a,-(2)) y nuevamente por el lema 3.21 la n-ésima suma

parcial de ap-(2) — au+(2) es por lo tanto a la n-ésima suma parcial de

n

l !
SN AN =YD e Ni(2)

i=0 k=0 z€E;,(J) =0 k=0
por lo tanto la igualdad requerida se cumple O

Corolario 3.25. Sea (a,b) = J C I como antes, entonces la funcion ¢;, tiene una
extension meromorfa en D para cada i € {1,...,1} y los polos de estas funciones me-

romorfas pueden ser unicamente los ceros de la funcion Determinante de doblamiento.

Demostracion. Por el Lema 3.19 se tiene que el determinante que resulta de eliminar
la [ + 1 columna de la matriz de doblamiento, esto es D;y; es una funcion holomorfa

sobre todo ID la cual no es una funcién idénticamente cero por lo que existe una matriz
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de dimensiones [ x [ con entradas meromorfas que es la inversa de la matriz M
que resulta de eliminar la [ 4+ 1 columna a la matriz de doblamiento, y por el teorema

anterior se tiene que para cada j € {1,... 1},

l
0 (2) = ol (2) = 3 i, (o)
i=1
Por lo tanto

S i(ad(2) — ol () Ma(2) = S (00 i, (2) - Nij) Mi(2) =
S 0i, (2) 0y Nig(2)Min(2) = i1 00, (2) Sy Nig(2) M(2) =
Zizl SDiJ(Z)5i,k = Pk,

donde [My;] es la matriz inversa de la matriz cuyo determinante es D;y; por lo tanto
¢k, es una funciéon meromorfa. Ademas multiplicando ambos miembros de la dltima

ecuacion por la funcién Determinante de doblamiento

Dy (2)(=1)"**

D¢(z) =
f( ) 1— €(Il+1)2
tenemos que Dy(2)py, es igua a
; .
3 0y (2) — o (2)Mji(2) Dy (2) (=1)"*?
1-— 6([[+1)Z

Jj=1

ya que Dy es el determinante de la matriz [M;;] se sigue por la regla de Cramer
que M;,(2)Di41(2) es el determinante de una matriz [ — 1 x [ — 1 y dado que estos

determinantes son holomorfos sobre D se sigue que Df(2)py,(2) es también holomorfa

sobre D ]

Para los siguientes resultados consideremos la funcién L(z) = L(I;2) = >, oo L(f")2"

Corolario 3.26. La funcion L¢(z) es meromorfa sobre D y sus polos estan contenidos
en los ceros de la funcion Determinante de doblamiento, en particular Ls(z) tiene un

polo en el punto %
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Demostracion. Consideremos como J al interior de I, el nimero de puntos extremos

de fmen J es 32000(300 wip(J)) luego L(f") = 32570 321 ¢ip + 1 por lo tanto

co n—1

l
1
Li(z) = Z L(f")" = Z Z Z ©ip(J)2" + T de la férmula para el producto de
n>0 i=1 n=0 p=0
%} oo oo oo n—1
series de potencias ] i ; ;anz" = (; z”“) (; anz”> = ;(; a,)z" usando

esta expresion para L;(z) se tiene que Ly(z) = 1 + P == vi,(2). Por lo tanto del

corolario anterior Lf(z) tiene una extensién meromorfa sobre D y los polos de L¢(z)
estan contenidos en los polos de ;. los cuales son subconjunto del conjunto de ceros
de la Determinante de doblamiento, sigue probar que L(z) tiene un polo en el punto

%. Dado que los coeficientes de la serie £¢(z) son nimeros enteros positivos

1Lr(2)] <D LM

Se tiene que lim, 1 (3~ L(f™)|z"|) = oo ya que de lo contrario L¢(z) estaria acotada
el disco de radio % por lo que podria ser extendida holomorfamente a un disco de radio

mas grande, y esto contradice que el radio de convergencia de L¢(2) es % O]

3.5. Algunos resultados para funciones cuadraticas

332 —a

2

En el estudio de la funcién Determinante de doblamiento en la familia f,(z) =
la cual es tologicamente conjugada a la familia F\ se obtuvieron conjeturas por medio
del cdlculo de la serie Dy, y que después se generalizaron a el caso unimodal. La de-

mostracién de los siguientes resultados puedeen se consultados en [15].

Lema: San f y g dos funciones cuadrdticas diferenciables tal que su punto critico

pertenece a una orbita de periodo p entonces, son linealmente conjugadas.

Y

Este Lema fue empleado para probar los siguientes resultados.

Consideremos nuevamente a la familia uniparametrizada F)(z) = (1 — z) la cual

es topolégicamente conjugada a la familia f,(z) = x22_ 2. Como en el Ejemplo 1.24 es
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facil verificar a = A2 — 2. La familia f, fue utilizada para calcular las invariantes de

doblamiento, de donde se obtuvieron ideas para los siguientes resultados

Teorema: La funcion a — D(f,) es mondtona creciente.

Corolario: Para todo n € N, L(fI) es mondtona creciente como funcion de a. Por

lo tanto s(f,) es también mondtona como funcién del pardmetro a.

Figura 3.3: Monotonicidad de s(f,)

En el trabajo de Milnor y Thurston los coeficientes de la serie de potencias para el
caso unimodal de mapeos suaves fue el conjunto {—1,0, 1} que eran parte del espacio
de tres simbolos que facilito el célculo de las series invariantes de doblamiento y la serie
Determinante de doblamiento.Con estas simplificaciones en es estudio de estas series
series, de donde obtuvieron para el caso unimodal que la serie que define lafuncion

determinante de doblamiento es calculable mediante la férmula
Di(2)=1+ez+e -2 +6 €9 €32° + -+

con €, = €,(in(c)), n € N.

3.6. Mapeos continuos estrictamente lineales por tra-

mos

A continuacién se mostrara que los mapeos suaves continuos y monétonos por tramos

son semi conjugados a los mapeos lineales continuos y estrictamente monoétonos. para
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esto se define una medida de probabilidad sobre I, como se puede notar el mapeo
L(Js2) = S L)
n=0

converge para |z| < % y de echo puede ser extendida meromorficamente sobe D y cuyos
L(J;z)

es
L(I; z)

una funcion meromorfa, sin embargo el punto % es una singularidad removible porque

polos estan contenidos en los ceros de la kneading derterminant por lo tanto

0<L(J;z) < L(I;z) para cada 0 < t < %

En particular el limite

existe y satisface la desigualdad 0 < T'(J) < 1.

Lema 3.27. 1. Si dos subintervalos de I , Jy y Jo tienen un unico punto en comun

en su frontera, entonces I'(J; U Jo) = T'(J1) + I'(Js)
2. El nimero I'(J) depende continuamente de los extremos del intervalo j
3. St f es mondtona en J, entonces I'(f(J)) = sI'(J)

Demostracion. 1 Como los intervalos J; y Jo tienen un tnico punto en comun en su
frontera se tiene que el numero L(f"|Jy) + L(f"|.J2) difiere de L(f™|Jy U J3) en a lo
més uno de donde se tiene que para cada n > 0, L(f"|Jy) + L(f"|Js) — L(f"|J; U
J2)) < 1= L")l + L )27 = LU U ) 27| < |2 = 32 LU J)]2"] +
STL(f™Jo) |2 =D L(f 1 UJa) 2" < D0 |2 = 1+|Z| lo cual nos indica que la diferencia
de las funciones meomorfas L(.Jy; z) + L(Jo; z) — L(J1 U Js; 2) es acotada por 1+|Z‘ para
|z <1 <1 tomando en cuenta que lim, L1 L(I; z) = oo dividiendo la diferencia de las
funciones y la cota entre L([; z) y posteriormente tomando el limite cuando z tiende al
valor % se cumple 1.

Para probar la parte 3 notemos f|J es un homeomorfismo entonces, L(f""!|J) =

L(f™f(J)) de esto se sigue que

L(J;2) =Y L(f"1J)2" =1+ > L(f"J)" =142 L(f"[f(]))=",

n=0
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LU 14U L(f()i2)
entoncesr(«])—il_fg (I;z)_zl_r:% (I 2) —zh_{%L(I;z)—i_Zh_% L2
1
L.

Para probar 2, consideremos J = [a, b]. Par cualquier n € N podemos elegir x > b
tal que [b,x] este contenido en algunos de los subintervalos que describe el nimero
de vueltas de f™ entonces, usando 1. y 3. obtenemos I'([a,z]) = T'(J) + I'([b,z]) ¥
L([b,z]) = s7"T'(f™([b, z])) < s~ solo resta notar que dado que s > 1, s7™ < 1 lo cual

completa la prueba O
Con estos resutado para probar el siguiente resultado

Teorema (Perry,Milnor y Thurston). Suponga que f : I — I es un mapeo conti-
nuo y mondtono (extrictamente) por tramos con entropia tolégica positiva y sea s =
exp(ent(f)). Entonces existe un mapeo continuo lineal por tramos T : [0, 1] — [0, 1] con
pendiente +s y un mapeo A : I — [0,1] continuo y mondtono creciente el cual es una

semi-congacion entre f y T es decir,
Aof=ToA\

Demostracion. Como sabemos I = [0,1] pongamos a A : I — I como A(x) = I'([co =
0,z]) por el Lema 3.27 A es continua, mondtona y suprayectiva. Afirmemos que si
z,y € I son tales que A(z) = AN(y) = A(f(x)) = A(f(y)) en efecto: Sea Jy, Jo, ..., J,

una particiéon del intervalo [z,y] con x < y tal que f|J; es monétona, lugo por el

n 1 n
Lema 3.27 tenemos que 0 = ['([z,y]) = ZF(Ji) = ZF(f(Ji)) y dado que
i=1 i=1

(@), )] © Uiy £, esto nos indica que T([f(x), f»)]) < Sy T(F(0) = 0,
por lo tanto [A(£(2)) — A(F()] = T(f (), F®)]) = 0 = A(F(z)) = M(f(3)).

De la afirmacién anterior se sigue que el mapeo T' : [0,1] — [0, 1] definido como
T(z) = Mf(A\1(x))) v es tal que satisface que Ao f = T o \, notemos que T" esta bien
definida, resta probar que T es lineal por tramos, tomemos un punto = € I, = (¢, Cx41)
y supongamos que f es monétona creciente en I entonces T'(A(z)) = A(f(z)) =
A f(ex-1)) + T(f(ck—1,2)) pero T'(f(ck—1,2)) = sT'((ck—1,2)) = sA(x) — sA(ck_1) por lo
tanto T'(A(x)) = ax + sA(x) donde ay, es la constante \(f(cx)) — sA\(cr_1) por lo tanto
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T tiene pendiente s en A({) y por lo tanto T" es lineal. Se sigue una argumentacién

similar para el caso cuando f es mondétona decreciente en [y O]

Nuestro objetivo es probar la continuidad del mapeo que asigna a cada funcién su
entropia, vamos a considerar un subconjunto del espacio de funciones C' conformado
de las funciones [-modales. Recordemos que la entropia de una funcién es calculable a
partir del logaritmo del nimero s(f) = nh_}n(glo \/W que como hemos visto es un polo

de Lf(z) y por lo tanto un cero de la funcién Determinante de doblamiento.

3.7. El espacio de funciones P’

Sea r > 0 y consideremos el espacio de funciones C"(I, I) dotado de la topologia C".

Nota: Recordemos que la topologia C" esta definida por la métrica || f — ¢g||, dada
por sup{|f(z) — g(2)|,|D'f(x) — D'g()|,....|D"f(x) — D"g(x)| : « € I} donde D"
denota la r-ésima derivada de la funcién.

Consideremos el conjunto {cy, ca, . . ., ¢, } formado por m puntos al azar en el interior
de I tomados sobre la recta real con ese orden esto es ¢; < 3 < - -+ < ¢, PONgAMOS POT
P = P(I;cy,...,cp) al subespacio de C" (I, I) cuyos elementos son mapeos monétonos

por pedazos y que el conjunto de todos sus puntos extremos es precisamente el conjunto

{c1,¢2,...,¢cn} v que ademds cumplen que la imagen de su frontera esta contenida en
si misma.
Teorema (Milnor y Thurston). La funcién que le asocia a cada mapeo g € PY(I;cy, ... )

su entropia topoldgica es continua.

Para probar este resultado es necesario considerar los siguientes resultados, para los

cuales escribiremos I = [co, Cinp1]-

Lema 3.28. Sea f € P'(I;c1,...,¢n) y Dy(2) la funcidn Determinante de doblamiento,
s = im0 {/L(f"), entonces z =% es un cero de Dy y Dy(2) # 0 para |z| < L.

Demostracién. Denotemos por N1,...,N™l v Ny, ... N; a las columnas y los ren-

glones de la matriz de doblamiento asociada a f respectivamente por el Teorema 3.24
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tenemos que
ack ( aCO § 907, leg, (‘k] )
1

para cada 1 < k < m. Dado que también «, (2) = ac,(2) — 5Nk(2) sustituyendo

tenemos

1
Qe (2) — Qo (2 Z(plcock] )+2Nk( z).

Si ponemos a ;) = Pitegen] (z) + %5% donde [J; x| es la matriz identidad entonces

Qe \ 2 ( aco Z Pi, k:

o escribiendo el vector por componentes

ol (z)— o ( Z%k

para toda 0 < j < m + 1. Sea A(z) la matriz m x m definida por A(z) = [A;k]1<jr<m
donde A;; = o, (z)—a/ (z). Por lo que si usamos unicamente la expresién en coordena-
das anterior para j = 1,...,m, la matriz A es el producto de la matriz traspuesta de la
matriz [¢; ;] con la [N, ..., N™] la cual resulta de eliminar a la matriz de doblamiento
su tultima columna y ademas su determinante es igual a D,,,;. Dado que las entradas
de las matrices anteriores son funciones holomorfas sobre el disco de radio % se deduce
que para z < %, Dyii(z) = 0 implica que el determinante de A(z) también es cero.
Dado que la funcién Determinante de doblamiento Dy(z) tiene los mismos ceros que
D,,(z) en el disco unitario,el determinante de A(z) se anula si D¢(z) = 0. Por lo tanto
para probar D¢(z) no tiene ceros en el disco abierto de radio i, es suficiente probar que

la matriz A(z) es una matriz no singular para |z| < L.

Calculemos la matriz A(z) y su determinante. Ya que f(0I) C OI tenemos que

)
OéCO

(2) =0sii# m+ 1,1. También se tiene que

o

sij ¢ {kk+1},
sij=kk+1,

N[ —=
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por lo que la matriz m x m A(z) es igual a

;—al —at —a! —al —at
: 0 0 0
0 i1 0 0
0 0 0 L0
0 0 0 1

1

1_
donde o’ = ag

(z). Con la utilizacién de operaciones elementales de renglones sobre la
matriz anterior podemos eliminar un nimero par de términos —a! del primer renglén
de donde tenemos que el determinante de la matriz A(z) es igual al determinante de la

siguiente matriz

s—al(z) 00 -~ 00
: 000
0 i1 0 0
0 0 0 3 0
0 00 : 1

si m es impar.

Por otro lado si m es par el determinante de A(z) corresponde a la siguiente matriz.

Lo o 0 0
11 0 0
o1 1 00
000 L
000 33
Por lo tanto det(A(z)) = 3™ si m es par y det(A(z)) = %m_l(% — o, (%)) si m es par.
Porque
1 st f(co)) = Cms1
Oy (2) = 2 1
Il+z+22+- == sif(c)=co
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Como el determinante A(z) no se anula cuando z esta en el disco unitario se sigue que
la Determinante de doblamiento no es cero en el disco de radio % Ya que la funcién Ly

tiene como polo al punto % este debe ser un cero de la Determinante de doblamiento. [

Lema 3.29. Si f € P° y la drbita positiva de cada punto extremo no tiene puntos
extremos, entonces para cada i,j = 1,2,...,m el mapeo h;; : P° — H(D) tal que

g € P° hi;(9) = Nij(z;9) es continua en f.

Demostracion. Notemos que en este caso estamos considerando la C° topologia o la

métrica del supremo. Sea ¢ > 0, K C D compacto tal que |z| < r para todo z € K y

T,N+1

elijamos NV € N tal que 5

— < 7. Como no hay puntos extremos en la dérbita positiva
de ¢, podemos elegir una vecindad A" de f en P° de tal manera que si ¢ € N entonces
ir(cr) v de i4(ck) coinciden a partir del N-ésimo término para toda k € {1,...,m}. Por
lo tanto las series Ny;(2; f) v Ni;(2; g) coinciden a partir del N-ésimo término y dado

que todos los coeficientes de estas series de potencias estédn en el conjunto {0, +1, £2}

entonces tenemos que

> . pN+1
[Nij(2:9) = Nig(z: ) < Y 42" <4— <ee.
n=N+1

]

Observacion 3.30. Dado que la suma y producto de funciones continuas es continua
se sique que si f € P° cuenta con las condiciones del lema previo entonces el mapeo

g +— Dy es continua en f. Esto se detalla de manera mds precisa en el siguiente Lema.

Lema 3.31. Sea f € P el espacio de las funciones continuas y mondtonas por tramos.
Suponga que ningun punto extremo de f es un punto periodico. Entonces el mapeo

P% — H(D) tal que g — D, es continua en f.

Demostracion. por simplicidad de la exposicién supongamos que fP(¢;) = ¢; y que
para k # i no hay puntos extremos en la érbita positiva de ¢;. El caso general se sigue
de las siguientes ideas: afirmamos que si € > 0 y K C D subconjunto compacto de
K entonces, existe una vecindad N de f tal que para cada g € N se satisfacen las

siguientes condiciones



3.7 El espacio de funciones P 83

1. Si k # i entonces,
|Nk,r<z; f) - Nk,r(’z;g)’ <€

conr =1,...,my cualquier z € K.

2. Para k£ = i una de las siguientes proposiciones se cumple para toda z € K y
r=1,....m

|Nis(2; f) = Nir(2:9)| < € 0 bien

|Nipw (2 f) = 22PN (2 f) — Nir(259)| <€

En efecto: La prueba de 1 es exactamente la prueba del lema previo, tomando algin
N € N lo suficientemente grande puesto que para k # i los puntos extremos ¢; nunca
son enviados bajo el mapeo f a puntos extremos, por lo tanto los itinerarios definidos

por i;(cF) v iy(ci) coinciden a partir de N siempre que g este suficientemente cerca de

f. Dado que las series que describen afi(z) y a’.(2) coinciden en el orden de N para
k k
k # 1y continuamos como en el resultado anterior. Dado que f?(¢;) = ¢; y es el minimo

con esta propiedad, se tiene que
ig(e) = (io(cy ) ialey ), - ipa(e)) - 0(i(ey))

o bien
ip(c;) = (io(ci )y inley ), - - yipa(c)) - a”(i(c]))

dependiendo si fP(¢;) = ¢; o fP(c;) = cj donde ademés, el producto sefialado para
dos elementos z = (zo,71,...) ¥y ¥ = (Yo, 1, .. .) pertenecientes al espacio X definimos
Tn -y = (To, -, Tp1,Y0,Y1, - --). Dado que fP(c;) = ¢; y que las iteraciones positivas
de ¢; no tiene puntos extremos, siempre que g este lo suficientemente cerca de f, las
primeras N iteraciones de ¢; debidas a f y ¢ coinciden, exceptuando posiblemente en
la p-ésima iteracién, por lo tanto para las primeras N iteraciones una de las siguientes

igualdades se cumplen:

ig(ci’) = (iole; ), 0a () - s ipa(e;)) - 0P (iley) (3.3)



84 Continuidad de la entropia topoldgica

o bien

ig(c;) = (io(c; ), ia(ey ), -y ipa(ey) - 0P (i) ) (3.4)

de esta manera utilizando las ecuaciones 3.3 y 3.4 se sigue la parte 2 de nuestra
afirmacién.

De la afirmacién se sigue que para cada z € K la matriz de doblamiento de g
esta cercana a la matriz de doblamiento de f o a alguna matriz obtenida a partir de
operaciones elementales realizadas en la matriz de doblamiento de f. Dado que las
operaciones elementales de filas no cambian el determinante de una matriz, se sigue
que la Determinante de doblamiento de g es uniformemente cercana a la Determinante
de doblamiento de f sobre el conjunto compacto K. En el caso general, la matriz
de doblamiento tiene las mismas discontinuidades, pero todas son del mismo tipo, es
decir corresponden a operaciones elementales de filas por lo que se llega a la misma

conclusion. 0

Definicién 3.32. Sea g € P y n,p € N llamaremos signo de x como el signo de

g""(x) — ¢; para x > ¢; cercano a ¢;

Lema 3.33. Suponga que fP(c;) = ¢; donde f es de clase C*. Si g € P! esta suficien-

temente cerca de f en la C* topologia, entonces

tienen el mismo signo para toda n = 1,2,... mds aun dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

lg™(c;) — f™(ci)] < € para toda m € N siempre que ||g — f|l1 < 0.

Demostracion. Como fP(¢;) = ¢; y D fP(¢;) = 0 tenemos que |DfP(¢;)| < 1 para toda
7 in una pequeiia vecindad S de ¢;. Ademds si g es C! cercana a f entonces g* es C!
cercana a fP y por consiguiente |DgP(z)| < % para toda x € Sy existe un tnico punto
fijo atractor zo de g en S. De esto se sigue que la distancia entre ¢"?(¢;) y zo tiende
mondtonamente a cero cundo n — oo. En particular ¢"?(¢;) — ¢; tiene el mismo signo

para toda n € N. O

Observacién 3.34. Consideremos el caso de una funcion parametrizada f, : [0,1] —
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[0,1] unimodal y f es creciente en I; = [0, c), también suponga que el valor del punto
critico varia debido a la perturbacion del parametro. Para los valores del pardmetro en

el cual se tenga que f,(I) C I se procede como en el sequndo punto del Ejemplo 3.17

para concluir que la matriz de doblamiento es igual a

<_1_12jz ]'>

Sin embargo si se considera un valor del pardmetro para el cual f,(c) es ligeramente

mayor que ¢ se tiene que

Z'(C+)(IQ, Ig, 127 . )

l'(C_> = (]1, ]2, 127 .. )

ali(z) =0
ol (2) =
. 22—z
oz (2) :Z(—l) T =14 T
n>0
2
. z—z
af(2) =) (-1t =
n>0

por lo tanto la matriz de doblamiento correspondiente es igual a

(—1 1+%>:(—1 1—%)

la cual es igual a

1—2( 1 0, 1)
l+2z \ 1= '

Lema 3.35. Sea c; un punto periédico de periodo p de f en P y suponga que la érbita

de ¢; no tiene otro punto extremo entonces:
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1. Eli-ésimo vector de doblamiento Ni(z; f) es de la forma = P(z) donde P : C —

1—2zP

C! es una funcién polinomial de grado p.

2. Si g € P! esta suficientemente cerca de f, entonces el i-ésimo vector de dobla-

miento N;(z;g) de g es igual a

1 — 2P

T ZpNi<Z§ f)-

Ni(z; f) o

El primer caso ocurre cuando gP(cl) — c; y fP(c) — ¢ tienen el mismo signo y

el sequndo de cualquier otra forma.

Demostracion. Como hemos visto antes,
Nij=al.(z) —al (2) = 2a]. ()

para j > 1. Sin embargo, dado que f?(¢;) = ¢; obtenemos aplicando el lema anterior

que los coeficientes de las series O‘Zi para j = 1,2, ... tienen periodo p para x cerca de
7

¢;. Haciendo un analisis para determinar el valor de la convergencia de las series como

en la observacion anterior tenemos que:

A ~

R — 22P
Ni(z; f) = ( 0---0 =1 =22 1 0---0 ) + @)
cuando f? tiene un maximo local en ¢; y
Z ~
A ~- — 2zP
Ni(z; f) = ( 0---0 =1 1+:=5; 0---0 > + 1—ZPQ(Z)

cuando fP tiene un minimo local en ¢;, donde Q(z) es un polinomio con valores en C™*1
de grado p—2. Si f? tiene un maximo local en ¢;, entonces para cada g lo suficientemente

C! cercana a f,

Ni(z; f) si gP(¢;) < ¢
(0---0 -1 1- 2 o--~0)+1fsz(Z) st g7(ci) > ¢

1—2zP

Ni(z;9) =

Un argumento similar se aplica cuando f? tiene un minimo local en ¢;: en ese caso
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Ni(z; ) st gP(ci) 2 ¢
Ni(z;9) = Voo .~ _
(0---0 -1+325 1 omo> + 35 0@(2) st ¢gP(a) <a.
Las afirmaciones 1 y 2 se siguen inmediatamente de esto. O

Ejemplo 3.36. Nuevamente consideremos a [ = [0,1] y f : I — I, f € P' bimodal con
puntos extremos ¢y = 3 y o = 2 tal que f(0) =0, f(3) =3, f(3) =3y f(1)=1. En

1

5 €s de periodo 2 y ademds la orbita de este punto contiene

este caso el punto extremo

otro punto extremo. Hagamos notar que debido a que uno de los puntos extremos estd en

Figura 3.4: funciones f y ¢ cercanas c!

Wl

con g(3) <

la orbita positiva de otro entonces uno de los subintervalos permanece invariante, de la
observacion anterior para calcular la matriz de doblamiento es necesario los itinerarios

y €stos son

-~
—~ —~ —~ —
(@)
=
N— N—— N—r N—
— — — —
~
=
ey
ey
N— N— N— N—

Nl(z):<—1 ] — 22222 0)

1—22
Moz = (0 —14%2 1),

1

St ahora consideramos una funcion bimodal g la cual es ¢ cercana a f con los
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mismos puntos extremos tal que *(1/3) = y g(2/3) < , en este caso tenemos que los

itinerarios i(cT) se vuelven periddicos mds precisamente

=(Iy, I3, 11, I3, 11 . . .)
=0, 13,11, I3 . .)
=(I3, 11,13, 14,...)
=(Iy, I, I3, 11, I3 . ..),

haciendo un cambio de variable w = 2% calculamos las respectivas series

2

Z_Z 1— 22

n>1

2

1 2n
O‘c;('z)—z _1+1_Z2

n>0

y también

2

—22 z
ai}(z) _ Z_ZZn—&—l _ — ai;(z> _ ZZ2n+1 _ 1+U7

n>0 n>0

por lo que el vector de doblamiento es

Nl(z) = < -1 12_252 1 _1%22 ) .

De manera andloga haciendo los cdlculos correspondientes se tiene que

M) = (12 -1 14 22)

z

ademds, como en la observacion anterior notemos que la matriz

1 22

1—22 1—2z

2z -1 1+-2

1—22

es iqual a
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1422 2z 22—222

1—22  ~ 1-22 —1 1— 1—22 0
22 1422 22222

1—22 1—22 0 -1+ 1—22 1

De manera similar si g(2/3) > %, entonces la correspondiente matriz de doblamiento

es igual a
-1 1-2=% 9,
0 —14+2Z2

que puede ser vista como el producto de las matrices

1 —22) (-1 1-%22 o
0 -1 0 —1+%% 1

Lema 3.37. Sea c;1) un punto periédico de periodo p de f € P' y suponga que la drbita
de ¢; contiene los puntos extremos ¢y, Ci2),- - -, Ci(k), Citk+1) = Ci(1) (en este orden).

Entonces para g € P! lo suficientemente cercana a f tenemos que

Ni(o)(2§ 9) Ni(o)(ZQ f)
. _ B(») .
Niy(2: 9) Niwy (23 f)
Y
Ni(0)<z§ f) Ni(O)(Z; 9)
Niwy(2; f) Niw (23 9)

donde C(z) y B(z) son matrices k X k con coeficientes racionales.

Demostracion. Dado que c¢;1) es un punto periddico y la orbita de ¢; contiene puntos

extremos se tiene

O+(Ci> = {Ci, . ~Ci(1)7 .. ,Ci(g), C ,Ci(k), .. }

= {Ci; ce 7Ci(1)7 NN fn(CZ(Z)), . .},

es decir, una orbita preperiddica y los respectivos limites laterales de los itinerarios del

punto ¢; también se vuelve una cadena repetitiva de simbolos /; y se procede con un
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analisis de las respectivas series como en el ejemplo y la observacion anterior, por lo

que las matrices
Niw)(2; 9) Nioy(z; f)

Nigy (2 9) Niwy (23 f)

estdn relacionados por una matriz B(z). El (i,4) -ésimo coeficiente de B(z) es igual a

142P
1—2pP

1 o bien a y cuando i # j entonces el (i,7)-ésimo coeficiente de B(z) es igual a
0, 21211—(:5)0 bien a £22"%) donde b(i, j) representa el m,menor entero positivo tal que
fo@)(¢;) = c;. Larazoén de esto es como sigue. Por ejemplo el efecto de una perturbacién
de g sobre el i-ésimo coeficiente del i-ésimo vector de doblamiento es debido al cambio de
signo de ¢V )(ci(j)) — Ci(j+1)- Esto puede ser desarrollado por una operacion de reglones
como en el lema 3.31 pero ahora con un efecto periddico. Esto explica el (i, j)-ésimo

coeficiente de B(z). Un posible cambio de orientacién de los limites laterales como en

el lema 3.35 explica el (7,7)-esimo coeficiente de B(z). O

Pruba del Teorema de Milnor y Thurston. Sea f € P!y K € D un conjunto compacto
que contenga al punto % Dado que el punto % es un cero de la funcién D(z), entonces,
por la férmula integral de Cauchy, que para cada € > 0 existe 0 tal que si ¥ : D — C
es una funcién analitica tal que |¥(z) — Dy(z)| < § para todo z € K entonces ¥
tiene un cero en la bola de radio € centrada en 1. Claramente Dy(z) # 0 para |z| < 1
implica que W(z) # 0 para |2] < 1 — ¢ En el caso de que f no cuente con puntos
periddicos extremos, entones, por los lemas 3.29 y 3.31, existe una vecindad n de f tal
que |D¢(z) — Dy(z)| < 6 para cada g € . Por lo tanto el nimero de crecimiento de g,
s(g) satisface |Tlg) —I<e

En el caso de que algin punto extremo sea peridodico podemos usar los lemas del
3.29 al 3.37 para obtener una vecindad 7 de f tal que si ¢ € n entonces la matriz
N;;(t : g)i1<ij<i es cercana a la matriz N; ;(t : f)i<i ;< multiplicado por la izquierda

por una matriz B(z). También N; ;(t : f)i<ij<i es cercana a la matriz N; j(t : g)1<ij<i

multiplicada a la derecha por la matriz C(z). por lo tanto

|det(C(2))Dy(2) = Dy(2)] = |Dy(2) — det(B(2))Dy(2)] < 8
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para todo z € K. De donde se sigue que los ceros de Df(z) y D,(2) son € cercanos sobre
D. Por lo tanto el nimero de crecimiento de g, s(g) satisface ]ﬁ — 1] < €. Esto prueba

s

la continuidad de la entropia dado que ent(g) = log(s(g)). O

3.8. Conclusiones

= Como hemos visto las herramientas como la codificacion del comportamiento
dindamico de los puntos criticos son una poderosa herramienta que facilito la de-
mostracion de la continuidad de la entropia topoldgica, ademas de proporcionar

un amplio marco tedrico en los sistemas dinamicos.

» Una de las consecuencias del resultado anterior es la continuidad de la entropia
topoldgica para familias que dependen continuamente de un parametro, es decir,

si¥ : SP — P! es continua, entonces
oo¥:SP—R

es continua, donde SP es un espacio de pardmetros (un intervalo en R) y o :

P! — Res tal a cada f € P!, o(f) = ent(f).

Pl 5 R

SP

Figura 3.5: continuidad de la entropia.

= Existen mas resultados en la caracterizacion del estudio de la entropia por ejemplo

la monotonicidad de la entropia, conexidad en el espacio de parametros de mapeos
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multimodales entre otros que involucran técnicas y conceptos de variable compleja.
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