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Introduccion

La creacion del método Monte Carlo suele ligarse a los nombres de los matemdticos

norteamericanos J. von Neumann y S. Ulam. Se considera a 1949 como el afio del naci-
miento del método Monte Carlo. El nombre de Monte Carlo se debe al de una poblaciéon
del principado de Modnaco, célebre por su casa de juego [8].
El método Monte Carlo es un método numérico que permite resolver problemas mate-
mdticos mediante la simulacion de variables aleatorias. Muchos problemas niimericos en
clencias, ingenieria, estadistica y finanzas son resueltos hoy en dia atraves del método
Monte Carlo, esto es, a trdves de experimentos aleatorios en una computadora [7],[10].

Como Monte Carlo proporciona una estimacion, tiene asociado un estimador, en esta
tesis se utilizard la media muestral, X, cuyo error estandar es o/ \/N donde o2 es la va-
rianza y N el tamafio de la muestra. Asi que para reducir el error de estimacion, se puede
aumentar la muestra o reducir la varianza. En muchos casos, aumentar el tamarno de la
muestra no es factible computacionalmente, por esta razon nos enfocamos en reducir la
varianza.

En esta tesis logramos la reduccién de varianza utilizando variables aleatorias antité-
ticas y variables aleatorias de control, que implementamos en el contexto financiero.

El método de reduccion de varianza con variables aleatorias antitéticas construye un

estimador de menor varianza que el del método Monte Carlo, con el par antitético (¥, Y™),
mediante la simulacion de la mitad de las variables aleatorias con distribucion Y, la otra
mitad con distribucion Y* y obteniendo el promedio de los resultados.
El método de reduccion de varianza con variables aleatorias de control construye un
estimador de menor varianza que el método Monte Carlo mediante la simulacién de Y y
Y*, con Y y Y* correlacionadas, obteniendo el promedio del total de simulaciones de Y y
Y* menos la esperanza de Y".

Se hicieron simulaciones en “The R Project for Statistical Computing" del costo de
un activo financiero con riesgo y sin riesgo, el valor de una opciéon de tipo Americana y
de tipo Europea, suponiendo que el costo de los activos siguen el movimiento Browniano
Geométrico. Con ayuda del algoritmo que obtiene el valor de la opcion de tipo Europea,
se probd la efectividad de las simulaciones comparando el valor obtenido con el valor
exacto de la Férmula Black-Scholes [5] para el valor de una opcién Europea. Ademas, en
este algoritmo se implementaron las técnicas de reduccion de varianza desarrolladas.

La tesis estda dispuesta de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se proporcionan los

conocimientos preliminares para la lectura de esta tesis. En el Capitulo 2 se desarrolla
toda la teorla necesaria para la programacion de algoritmos porque el corazon de Monte
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Carlo son los nimeros aleatorios. En el Capitulo 3 se define y se ejemplifica el método
Monte Carlo y se da una descripcion de las técnicas de reduccion de varianza aquil estu-
diadas. Por 1iltimo, en el Capitulo 4 se definen los conceptos financieros y se exhiben las
simulaciones financieras.



Capitulo 1

Procesos Estocasticos

La teorfa de los procesos estocasticos se centra en el estudio y modelacion de sistemas
que evolucionan a lo largo del tiempo de acuerdo a leyes no deterministicas, esto es, de
caracter aleatorio. Su estudio se ha extendido a diversas areas del conocimiento porque
es posible describir a la naturaleza como un proceso estocdstico.

El objetivo de este capitulo es el de contextualizar al lector con los conceptos basicos
necesarios para la lectura de esta tesis. En éste, se proporcionan definiciones y teoremas
relacionados con procesos estocdsticos, cadenas de Markov y el movimiento Browniano.

1.1. Preliminares

Definiciéon 1.1 Un espacio de probabilidad es una terna (Q,.% ,P), donde Q es el espacio
muestral conformado por el conjunto de resultados de un experimento, % una sigma dlgebra
con .7 C Pot(Q):= {A| AC Q}, .F es llamado el espacio de eventos, P:. % —[0,1] una medida
de probabilidad, la cual cumple con:

1. Paratodo Ae .#,0<PA) <1
2. P(Q)=1.
3. Para eventos mutuamente excluyentes, {A;, i >1}, P (U, A;) = Xy P(A)).

Definiciéon 1.2 Sean A, B € .#, tal que P(B)>0, la probabilidad condicional del evento
A dado B es

P(A N B)

P(A|B) = =B

Definicion 1.3 Sean A, B €.%. A es independiente de B si P(A|B)=P(A) y P(B|A)=P(B).
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Observacion 1.1 Egquivalentemente si A es independiente de B se tiene que P (ANB)=P(A)P(B).

Definicion 1.4 Sea X: Q—R, X es una variable aleatoria si para todo Ae B(R) se tiene
que {weQ | X(w) € A} €%, donde HB(R) denota la o— dlgebra de Borel.

Observacion 1.2
1. En forma simplificada el conjunto anterior se puede representar por {X € A}.

2. Debido a que la sigma dlgebra de Borel se puede ver como la minima sigma algebra
generada por la clase € = {(o0, x]|x € R} la Definicion 1.4 puede escribirse de forma
equivalente como: "X es una variable aleatoria si para todo x en R, {X < x}e.#".

Ejemplo 1.1 Sea X una variable aleatoria. Si RanX := {y € R| X(w)=y para algiin w € Q}
es finito o infinito numerable, llamamos a X una variable aleatoria discreta. En este caso
podemos describir al rango de X como RanX= {xy, x5...}.

Para todo resultado posible x; de la variable aleatoria asociamos un numero p;, donde
pii=P(X = x)).

Observemos que la sucesion {p;, i=1,2,3,... } satisface las siguientes propiedades:

1. p;> 0, para todo i=1,2,3,... .
2. Zfo pi:1 .

Al valor p; se le denomina funcién de probabilidad puntual de la variable aleatoria
X en el punto x;.

Ejemplo 1.2 Sea X una variable aleatoria. Si el nimero de valores posibles de X es no
numerable, llamamos a X una variable aleatoria continua. Para X existe una funcion no
negativa f, definida para todo x € R, que cumple la propiedad de que para todo conjunto B

€ BR):
P {XeB)= [, fx)dx.

La funcion f es llamada la funcion de densidad de la variable aleatoria X.

Las variables aleatorias son funciones matemdticas que permiten asignar valores nu-
méricos a cada uno de los posibles resultados obtenidos en un experimento de natura-
leza aleatoria. Las distribuciones de probabilidad son funciones numéricas asociadas a
la variable aleatoria que describen la asignacion de probabilidad para cada uno de los
elementos del espacio muestral.



1.2. Procesos Estocasticos

Definicion 1.5 Sea (Q,.%,P) un espacio de probabilidad y S un conjunto no vacio. Un
proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias, {X; : Q—S, teT}, donde T es
un conjunto no vacio que denota el conjunto de indices.

El conjunto § es el espacio de estados. Si S es numerable se dice que el proceso
tiene espacio de estados discreto mientras que si S es continuo decimos que tiene espacio
de estados continuo. Existen cuatro tipos de procesos estocdsticos: tiempo discreto con
espacio de estados discreto, tiempo discreto con espacio de estados continuo, tiempo
continuo con espacio de estados continuo y tiempo continuo con espacio de estados
discreto.

Un proceso estocdstico puede considerarse como una funcion de dos variables
X:TxQ—S tal que a la pareja (f,w) se le asocia el estado X(f,w), lo cual también
puede escribirse como X,(w). Para cada valor de ¢t en T, el mapeo w — X,(w) es llama-
da una trayectoria o realizacion del proceso. Es decir, a cada w del espacio muestral le
corresponde una trayectoria del proceso.

A continuacion se mostraran algunos ejemplos de procesos estocdsticos importantes
para el desarrollo de la tesis.

1.2.1. Cadenas de Markov

Definicion 1.6 Sea (Q,.-%,P) un espacio de probabilidad y S un conjunto no vacio, finito o
numerable. Un proceso estocastico o sucesion de variables aleatorias { X,,: Q—S , n € N},
se llama cadena de Markov con espacio de estados S si satisface la propiedad de Markov,
es decir, si para todo n>1 y toda Sucesion Xxg, Xi, ..., Xn_1, Xn, Xn+1 € S se cumple:

P(Xn+1 = xn+1|X0 = X05 ooy Xpo1 = X1, Xy = Xn) = P()(n+1 = xn+1|Xn = xn)'

La distribucion de X, se llama distribucion inicial de la cadena y usualmente la denota-
remos por my(x) = P(Xy = x), x€ S.

Si el sistema pasa del estado x al estado y en un periodo se dice que ha ocurrido una
transicion de x a y. Las probabilidades de transicion de la cadena las denotaremos por:

DPxyi= P(X,41 = yIX,, = x), con x,y € S.
Las cuales satisfacen:

L X esPo=1, XES.

2. 0<p,<1, x,y€eS.



Cuando el espacio de estados es finito, es comiin representar a las probabilidades de
transicion en forma matricial, para ello supongamos que S={1,2...,s}, de esta manera las
probabilidades de transicion se disponen en la matriz P:

P P2 0 Pus

D21 D22 - D2s
P=| . . )

ps,l ps,Z e ps,‘v

Observacion 1.3 En el desarrollo de la tesis se usaran probabilidades de transicion en
n-etapas, n> 1 las cuales se definen de la siguiente forma:

P(X, =y|Xo =x) = Py, x,y € S.

En el caso matricial la probabilidad de transicion de n-etapas de un estado se puede obtener
elevando la matriz de transicion a la n.
Esto se deriva de

P"(x,y) = Zyl "'Zy,,,_lp(X, YWPOLY2) ... POz, Y- ) PY-1,¥),

ver([14]).

Una cadena de Markov esta caracterizada por su distribucion inicial y su matriz de
transicion. La distribucién inicial es necesaria para conocer el estado en donde inicia la
cadena de Markov y con la matriz de transicion, por la Observacion 1.3 se obtienen todas
las probabilidades de transicion de la cadena.

Distribucion estacionaria

Definicion 1.7 Sea {X,, n>0}, una cadena de Markov con espacio de estados S y una
matriz de transicion P = P,,. Si n(x) con x€S cumple:

1. Y2, n(x)=1, x; €S, n(x;) > 0,
2. Yn(x)Py=n(y),y €S,
se le llama distribucion estacionaria.

Definicion 1.8 Sea {X,} una cadena de Markov, con matriz de transicion P. Si definimos
Y, = X_,, se dice que M’" = {Y,} es también una cadena de Markov y le llamamos la cadena
revertida de M.

Definicion 1.9 Una cadena de Markov M es reversible si la cadena de Markov revertida
coincide con M, i.e.



PXpi1 = jIXy = D=P(X,, = jIXus1 =0, i, JES.

Teorema 1.1 Supongase que M={X,} es una cadena de Markov con matriz de transicion
P, con distribucion estacionaria tnica n. M es reversible si y solo si:

ﬂ'ipij:ﬂ'j Pj,' con i,jen S.

Demostracion:
Veamos que si M reversible entonces m;P;j=n;Pj con i, jen §.
Como M es reversible, existe P=(Pj;) matriz de transicion de la cadena revertida M'={Y,}
donde Y, = X_,, i.e.

Pji =P(Y, = i1y, = j),
=PX_p1 =1l X = ),
_PX =i X, =)
- P(X_, = )) ’
_PX, = X = DP(X 1 =)
B P(X_, = )) '

Como X, tiene distribuciéon x para todo n,

_ P(X_, = jl X1 = D

Pﬁ
T
P,‘jﬂi
= 9
Ty
ﬂiPij = 7TjPﬁ.

Para demostrar que si se cumple que m;P;j=n;P;, con i,j en S, entonces M es una
cadena reversible, se realizan los pasos invertidos de la demostracion anterior partiendo
de m;P;j=n;P; con i, j en S hasta llegar a P;=P(X_,_; = i| X_, = j).

Por definicion de Pj; se concluye que

Pji = P(X—n—l =il X, = j):P(X—n =il X = ])’

y por Definicion 1.9, M es reversible m.



1.2.2. Movimiento Browniano

En 1827, el médico y botanico escocés Robert Brown (1773-1858) mientras examinaba
particulas de polen (de Clarckia Pulchella) en el microscopio, observé que cuando éstas
se encontraban suspendidas en agua y en otros liquidos se movian sin cesar en forma
errdtica [1]. A principios del siglo XX se demostré que el movimiento irregular de las
particulas de polen se debfa al golpeteo constante de las moléculas invisibles de agua
sobre las moléculas visibles de las particulas de polen. En 1900, el matemadtico francés
Louis Bachelier (1870-1946) en su tesis “Théorie de la spéculation” hizo la formulacién
matematica del Movimiento Browniano. También el fisico Albert Einstein (1879-1955) hizo
una formulacion del mismo en su articulo de mecanica estadistica [3], [4].

Definiciéon 1.10 Sea (Q,.%#,P) un espacio de probabilidad, el movimiento Browniano o
proceso de Wiener es un proceso estocastico {W(t) : t > 0}, que cumple las propiedades
siguientes:

1. W©)=0,

2. Para 0< s <t < T, la variable aleatoria dada por el incremento W(t)-W(s)~ N(O,t-s);
i.e., Wt)-W(s)~t— sN(0,1).

3. Para 0< s <t <u <v £ T, los incrementos W()-W(s) y W(v)-W(u) son independientes.

4. Las trayectorias t — W(t) son continuas.

Definiciéon 1.11 Sea (Q,.%#,P) un espacio de probabilidad, {W(t) : t > 0}, el movimiento
Browniano Geométrico se define como,

X, =exp(cW+ut), t>0,

con o > 0 y ueR constantes.



Capitulo 2

Programacion de Algoritmos

La simulacion es una indispensable metodologia para la descripcion y andlisis de una

amplia variedad de problemas reales. Usada apropiadamente, proporciona considerables
beneficios seglin el contexto en la que se use: ahorro de tiempo; ahorro de recursos econo-
micos; permite analizar la ocurrencia de ciertos fendmenos a través de la reconstruccion
de escenas y un minucioso andlisis, que no podria llevarse a cabo en una situacion
real; una vez desarrollado un modelo de simulacion valido, se pueden explorar nuevas
politicas, procedimientos operativos, o métodos sin necesidad de afectar al sistema. Para
realizar una simulacion es necesario elaborar un algoritmo. Un algoritmo es un conjunto
de instrucciones que especifican la secuencia de operaciones a realizar para resolver un
sistema especifico o clase de problema. En otras palabras, un algoritmo es una féormula
para la resolucion de un problema.
En nuestro contexto, es indispensable el estudio de algoritmos para implementar el mé-
todo Monte Carlo. En este capitulo se estudia la generacion de niimeros aleatorios, los
cuales son necesarios para la implementacion del método Monte Carlo en la computado-
ra, propiedades importantes de los algoritmos, estimacion del tiempo de ejecucion y se
establece un orden en los algoritmos para poder compararlos y decidir cudl es el mejor.

2.1. Simulacion

Una simulacion es un experimento usualmente realizado en una computadora que
involucra el uso de niimeros aleatorios [11].

En general, la simulacion puede ser apropiada cuando tenemos un problema que es
muy dificil de resolver analiticamente.

2.1.1. Numeros Aleatorios

Suelen distinguirse tres procedimientos para obtener variables aleatorias: tablas de
nimeros aleatorios, generadores de nimeros aleatorios y el método de niimeros seudo-
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aleatorios.

1. Tablas de ntimeros aleatorios: Tomemos 10 tarjetas iguales y escribamos los nime-
ros del O al 9. Al seleccionar las tarjetas al azar con reemplazo estamos generando
niimeros aleatorios.

La ruleta es uno de los aparatos mecanicos mas sencillos que permite obtener va-
riables aleatorias. En el caso de usarla, el disco giratorio es parado en seco y se
toma la cifra que sefala la flecha.

Las tablas de numeros aleatorios se emplean sélo cuando los cédlculos correspon-
dientes al método de Monte Carlo se realizan a mano.

2. Generadores de numeros aleatorios: Suele emplearse los ruidos en las lamparas
electronicas, si durante un intervalo fijo de tiempo el nivel del ruido sobrepasa el
umbral escogido un niimero par de veces, se inscribe el cero; si esto ocurre un
numero impar de veces se inscribe el uno.

3. Numeros seudoaleatorios: LLos niimeros que se obtienen a partir de una férmula y
que imitan los valores de la variable aleatoria se denominan niumeros seudoaleato-
rios. Por ejemplo, x, = (ax,_; + ¢), modulo m, con a, b €Zy m € N.

El primer algoritmo destinado a la construccion de niimeros seudoaleatorios fue propuesto
por J. von Neumann y se conoce como el método de centros de cuadrados, el cual se
ejemplifica a continuacion.

Ejemplo 2.1 Consideremos el numero ay =0.9876 formado por cuatro cifras. Al elevarlo
al cuadrado obtendremos el niimero a(2):0.97535376 de ocho cifras. Tomemos las cuatro
cifras que aparecen en el centro de este numero y pongamos a;= 0.5353. Elevando ahora a,
al cuadrado (a3=0.28654609), escojamos de nuevo las cuatro cifras del centro y pongamos
as =0.6546. Procediendo de la misma forma, tendremos az =0.8501, etc. (Algoritmo 2.1).
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Algoritmo 2.1 Simulacion del Algoritmo de Neumann en C’.

#include "milib.h"
#include <stdio.h>
#include <string.h>

int mainQ)

{

char digitos[100];char aleatorio[100];float numerol;float definitivos[100];
double nl;

int n,i,j,1;

float 11;

scanf("%f%d" ,&numerol,&n) ;
11=numerol;
for(j=1;j<=n;j++)

{

11=11*11;
sprintf(digitos,"%.8f",11);
digitos[1]="0";
for(i=4;i<=7;i++)

{
aleatorio[i-4]=digitos[i];
}

ll1=atoi(aleatorio);
11=(float)11/10000.0;
definitivos[j]=11;
printf("%.8f\n",definitivos[j]);
3}
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2.1.2. Algoritmos

La solucion a un problema por medio de una computadora, requiere un conjunto de
instrucciones precisas. Informalmente, a tal conjunto de instrucciones precisas se le llama
algoritmo. Un algoritmo es un conjunto finito de instrucciones que tiene las siguientes
caracteristicas [15]:

1. Precision.

2. Unicidad. Los resultados intermedios de cada paso de la ejecucion se definen uni-
camente y solo dependen de las entradas y los resultados de los pasos anteriores.

3. Finitud. El algoritmo se detiene después de un nimero finito de instrucciones que
han sido ejecutadas.

4. Entradas. El algoritmo recibe entradas.
5. Salidas. El algoritmo produce salidas.

6. Generalidad. El algoritmo se aplica a un conjunto de entradas.

2.1.3. Complejidad de Algoritmos

Muchas preguntas pueden hacerse acerca de un algoritmo en particular:

1. ;Es correcto?.

2. ¢Hace lo que tiene que hacer cuando se introducen entradas vdlidas?.

3. (Cuadl es el tiempo que tarda en ejecutarse?.

4. ;Cudl es el espacio de memoria que se necesita para ejecutar el algoritmo?.

En un programa computacional, aunque sea derivado de un algoritmo correcto, puede ser
inutil para ciertos tipos de entradas ya sea porque la memoria requerida es demasiada
o porque el tiempo necesario para ejecutar el programa es demasiado grande. Por ello
es importante estimar el tiempo y espacio requerido para la ejecucion de un algoritmo.
Determinar el rendimiento de los pardmetros de un programa es una tarea dificil y
depende de un niimero de factores tales como el equipo utilizado, la forma de representar
los datos y el compilador usado. Aunque las estimaciones precisas del tiempo de ejecucion
de un programa deben tener en cuenta esos factores, es posible obtener informacion util
si se analiza el tiempo del algoritmo subyacente.

El tiempo necesario para ejecutar un algoritmo estd en funcion del niimero de datos
de entrada. Denotemos por n al tamafio de la entrada. Debemos decidir como medir el
tiempo y espacio requerido por el algoritmo. Podemos medir los requerimientos de espacio
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determinando la cantidad de memoria requerida por las variables, contando el niimero
de instrucciones ejecutadas. Para los fines de estimar el tiempo y espacio requerido de un
algoritmo y para comparar algoritmos que realizan la misma funcion, usualmente es ttil
tener estimaciones mas altas del rendimiento de los pardmetros que el valor exacto. Estas
estimaciones se han escrito utilizando la notacion “O grande”.

Definicion 2.1 Sean fy g funciones con dominio {1,2,3,...}.

a) Se denota

Jf)=0(g(n))

y se lee que f(n) es de orden a lo mds g(n), si existe una constante positiva C tal que

[F(mI<Clg(n),

para todos los enteros positivos n, excepto un numero finito de ellos.

b) Se denota

J)=Q(g(n))

y se lee que f(n) es de orden al menos g(n) si existe una constante positiva C; tal que

[f(m)|=Cilg(n)|

para todos los enteros positivos n, excepto un numero finito de ellos.

¢) Sean f y g funciones con dominio {1,2,3,... ). Se denota

J)=0(g(n))

Decimos que f(n) es del orden g(n) o f(n) es theta de g(n) si f(n)=0@gn))y f(n)=Qgn))
para todos los enteros positivos n, excepto un numero finito de ellos.

Ejemplo 2.2 Si f(n)=ny g(n)=2", n € N, entonces f(n)=0(g(n)), en este caso g crece mucho
mads rapido que f.

Ejemplo 2.3 Observe que con f(n)=n?+n+ 3, g(n)=n?, neN, se cumple que f(n) = O(g(n)).

Como n? < 3n%, n < 3n?y 3 < 3n?, se tiene que f(n) = n® + n+ 3 < 9g(n) = 3n? + 3n? + 3n?,
esto quiere decir que |[f(n)| < Clg(n)|, con C=9.
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Ejemplo 2.4 Si f(n)=60n? + 5n + 1y g(n)=66n? con neN, entonces f(n)=0(g(n)).

Por un lado, si 60n* < 60n% 5n < 5n? y 1 < n® se tiene que f(n) =60n? +5n+1 <
60n?+5n?+n? = 66n* = g(n), esto quiere decir que |f(n)| < Clg(n)|, C=1 y asi, f(n) = O(g(n)).

Por otro lado, si 60n* < 60n?, 0 < 5n, 0 < 1 se tiene que 60n* < f(n) = 60n? + 5n + 1.
Si g(n)=60n?, entonces |g(n)| < C|f(n)| con C=1 y asi, f(1)=Q(g(n)).

Teorema 2.1 Sea an* +a,_1n* ' +---+ain+ay un polinomio de grado k con keNU{0}, neN,
a; > 0, se tiene que f(n)=an* + ai_n* + - - + an + ag=Om"~).

Demostracion:
Sea fn)=an* + aj_n*' + - - - + ayn + ay un polinomio de grado k con keNU{0}, a; # 0 ¥ ke
NU{0}. Tomemos C:=max{|a|, |ax-l,...,|ail,|aol}. Por la desigualdad del triangulo tenemos
que:

k-1

|aknk +an’ + -+ am+ag < |aknk| + |ak_1nk_1| + .-+ |an| + lagl,n € N,

ooy ain + ag| < |ak|nk + Iak_llnk_1 + -+ |ayn + lagl,
<Crf+Ccr'+---+Cn+C,
<Crf+Cnf + -+ Cn*f + O,

= (k + 1)Cr*.

Iakn" + ai_in

Si g(n)= n* se tiene que |f(n)| < Cilg(n)| con C; = (k + 1)C. Por lo tanto, f(n)=0@n").

Por otra parte, si C:=min{ay, ay_y, . ..,day, dy} tenemos que:

Cn* < aun*

Cn! < ap_n*!

C <ay,
Cnf+Cn* '+ + C < au + ol + -+ - + ay,
Cn*+Crn '+ + C < |lapd* + gl + - + ay),
Cln*+n* 1+ +1] < |lawn® + a4 -+ + ay,
cn* < |l + a7+ -+ qy).

Si g(n)= n* se tiene que: Clg(n)| < |f(n)|, esto es, f(n)=Qm*). Por lo tanto, f(n)=O*), lo que
significa que todo polinomio de grado k con coeficientes positivos es @m*) m.

Si un algoritmo requiere f(rn) unidades de tiempo para ejecutarse con una entrada de
tamano n y
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Jf)=0(g(n)),

decimos que el tiempo requerido por el algoritmo es de orden a lo mas g(n). Similarmente,
st un algoritmo requiere f(n) unidades de memoria durante su ejecucion para una entrada
de tamafno n y

f()=0(g(n)),
decimos que el espacio requerido por el algoritmo es de orden a lo mas g(n).

Ejemplo 2.5 Considerar el problema de determinar el mejor, el peor y el caso promedio
del tiempo requerido para ejecutar el siguiente algoritmo:

Dada una secuencia S(1),5S(2),...,S(N) y un valor KEY ( KEY representa algo de interés
en la secuencia). El Algoritmo 2.2 encuentra la primera ocurrencia de KEY y devuelve su
ubicacion en I. Si KEY no es encontrada, el algoritmo devuelve 0.

1. [Inicializar] I:=1.
2. [No encontrado] si I>N, entonces regresa 0 y termina.
3. [Prueba] Si KEY=S(@i), con i € {1,..., N} entonces termina y regresa el valor de i.

4. [Continua la busqueda] I:'=1+1 vaya al paso 2.

Algoritmo 2.2

(1) for(i=1;i<=N;i++)
(2) {

3 if(S[i]==key)

4 {printf("%d\n",i);
(5) return 0; }

(6) if(i==N)
) {print£("%d\n",0); }
(8) }

En el mejor caso KEY sera encontrado cuando i= 1, i.e., que el paso 3 solo se ejecuto una
vez. Asi que el mejor caso del algoritmo tiene un tiempo de ejecucion O(1). En el peor caso,
KEY no es encontrado en la secuencia y esto quiere decir que (3) se ejecuto N veces. Asi
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que el peor caso del algoritmo tiene un tiempo de ejecucion O(N).
Finalmente, en el caso promedio, KEY puede ser encontrado en la posicion uno hasta la N;
El promedio de pasos que pueden ser ejecutados es:

(1+~-+N)+Nk<N2+N__
N+1 - N+1 7

Asi que el caso promedio tiene un tiempo de ejecucion O(N).

A continuacion se presenta el Algoritmo 2.3, cuyo objetivo es, ejemplificar la determi-
nacion del orden de un Algoritmo.

Ejemplo 2.6
Algoritmo 2.3
(1)exponencial <- function(n)
2){
3 X<-cO
(CY) R<-c(Q)
(5) F<-cO
(6) M<-cO
@) for(i in 1:n)
@’ A
(€©)) R[i]<-abs(rnorm(1,0))
(10 1}
(11) for(i in 1:n)
1z {
(13) X[il<-(-log(R[i],2.71828183))
(14) 1}
(15) M<-sort(X)
(16) for(i in 1:n)
a7 {
(18) Flil<-exp(-M[i])
(19)
(20) }
(21) plot(F,M,type="1",col="orange’)
(22) 3}
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El resultado de ejecutar el algoritmo anterior es la grdfica de la funcion e™*.

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

Figura 2.1: Funcion e~ para n=1000.

El numero de pasos que el algoritmo realiza son 6+3n:

~

. 4 pasos de las lineas (3-6).

n pasos de las lineas (7-10).
n pasos de las lineas (11-14).
1 paso en la linea (15).

n pasos de las lineas (16-20).

S o kW

1 paso en la linea (21).

Asi que f(n)=6+3n. Por lo tanto, por el Teorema 2.1 se tiene que f(n)=0(n).
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Funciones de crecimiento comunes:

Forma Nombre
thetha

o) Constante
O(lgn) Logaritmica
B(n) Lineal

On?) Cuadrética
Omn™) Polinomial
OMm!) Factorial
O@m"), Exponencial
m>2

10+

Figura 2.2: Funciones de Crecimiento.
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2.2. Simulaciones de Procesos Estocasticos

2.2.1. Cadena de Markov en ‘The R Project for Statistical Computing’.

El siguiente algoritmo computacional genera valores de una cadena de Markov con
una distribucion inicial y matriz de transicion dada. Dicho algoritmo se elabord en el
lenguaje de programacion “The R Project for Statistical Computing’.

De acuerdo al Teorema 2.1, el Algoritmo 2.4 es de orden 6(n?).

Sea < X, > una cadena de Markov definida en el espacio de estados S= {0, 1,2} con
distribucion inicial (1, 1, 1) y matriz de transicion:

3°3°3
1/2 1/2 O
1/3 1/3 1/3
2/5 3/5 0

Algoritmo 2.4

Markov<-function(n)
{
Y<-c();j<-0;k<-0;m<-0;Y[1]<-sample(c(0,1,2),1, prob=c(1/3,1/3,1/3))
for (i in 1:n)

{
if (Y[i]==0)
{Y[i+1]<-sample(c(®, 1, 2),1, prob=c(l/2, 1/2, 0))
j<- j+1}

else if (Y[i]==1)

{Y[i+1]<-sample(c(0,1, 2),1, prob=c(1l/3, 1/3, 1/3))
k<- k+1}

else

{Y[i+1]<-sample(c(®, 1, 2),1, prob=c(2/5, 3/5, 0))
m<- m+1}} Y}
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2.2.2. Proceso Wienner en The R Project for Statistical Computing’.

El siguiente algoritmo computacional genera n valores del movimiento browniano
con una particion aleatoria en el lenguaje de programacion The R Project for Statistical
Computing’.

De acuerdo al Teorema 2.1, el Algoritmo 2.5 es de orden 6(n).

Algoritmo 2.5
Browniano<-function(n)
{
t<-c() ;w<-cQ;t[1]=0;w[1]=0
for(i in 1:(n-1))

{t[i+1]<-t[i]+runif(1)}

for(i in 1:(n-1))
{wli+l]<-w[i]+rnorm(1,0,t[i+1]-t[i])}

plot(w, type="1")
}

30
1

20

10

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Index

Figura 2.3: Simulaciéon del Proceso Browniano hasta el tiempo t[1000].
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Capitulo 3

Método Monte Carlo

La creacion de este método suele ligarse a los nombres de los matematicos norte-
americanos J. von Neumann y S. Ulam. Se considera a 1949 como el afio del nacimiento
del método de Monte Carlo. El nombre de Monte Carlo se debe al de una poblacion del
principado de Monaco, célebre por su casa de juego [S].

El método de Monte Carlo es un método numérico que permite resolver problemas mate-
madticos mediante la simulacion de variables aleatorias.

Es una técnica de resolucion de problemas que se utiliza para aproximar la probabilidad
de ciertos resultados mediante la realizacion de varias ejecuciones de una prueba, llamada
simulaciones, usando variables aleatorias.

3.1. Método Monte Carlo

Muchos problemas numéricos en ciencias, ingenieria, estadistica y finanzas son resuel-
tos hoy en dia a traves del método de Monte Carlo [12]; esto es, a trdves de simulacion
de experimentos aleatorios en una computadora. Monte Carlo permite estimar valores
que son dificiles de obtener analiticamente por medio de la repeticion de un algoritmo
computacional y el computo de los resultados obtenidos.

El siguiente procedimiento es una descripcion del Método Monte Carlo en 5 pasos.

P1) Crear un modelo que dependa de Xi,...,X, variables aleatorias.
P2) Generar una realizacion de Xi,..., X, variables aleatorias.
P3) Evaluar el modelo con los resultados obtenidos en P2).

P4) Repetir los pasos P1), P2) y P3) N-veces.
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P5) Analizar los resultados por medio de operaciones matematicas y evaluar los resulta-
dos.

Ejemplo 3.1 Metropolis-Hastings

El método de Metropolis-Hastings fue propuesto en 1953 por Nicholas Constantine
Metropolis y extendido en 1970 por Keith Hastings [18]. El algoritmo produce una cadena
de Markov cuya distribucion limite es la densidad de una distribucion dificil de simular.
Las principales caracteristicas de estos métodos para el muestreo de una distribucion de
densidad p(x) son:

1. Los calculos solo dependen de p(x) a través de razones de la forma p(x’)/p(x), donde
X"y x son puntos muestrales. Asi, la constante de normalizacion no tiene que ser
conocida y ninguna factorizacion de p(x) es necesaria.

2. Una secuencia de muestras se obtiene por la simulacion de una cadena de Markov.
Las muestras resultantes estan correlacionadas, esto es, que son dependientes.

Como ya sabemos, una cadena de Markov esta caracterizada por su distribucion inicial y
su matriz de transicion. Asi que para simular una cadena de Markov necesitamos construir
una matriz de transicion.

Construccion de la Matriz de Transicién

Sea m una distribucion estacionariay S el espacio de estados, SCZ. Vamos a construir una
matriz de transicion P cuya distribucion estacionaria es n. Ahora describiremos un proce-
dimiento general para determinar la matriz de transicion P, el cual contiene como casos
especiales los métodos que han sido usados para problemas de mecanica estadistica, en
aquellos casos donde la matriz P fue hecha para satisfacer la condicion de reversibilidad,
Teorema 1.1.

La irreducibilidad de P se debe comprobar en cada aplicacion especifica. Es solamente
necesario verificar que existe una probabilidad positiva de ir del estado i al estado j en un
numero finito de transiciones, para cada par de estados iy jen S.

Supondremos que p;j=q;;;, (i#j), con p; =1- }.;.;pij, donde Q={q;;} es la matriz de transi-

cion de una cadena de Markov arbitraria con espacio de estados 0,1,...,s y «; j estd dado
por:
_ Sy
YTy man
Pj 4qji

donde S;; es una funcion simétrica de i y j escogida de tal forma que 0 < a;; <1,V iy j.
Con esta forma de p;; se verifica que m;p;j = m;pji, COMO S€ requiere.
Con el fin de simular el proceso, llevamos a cabo los pasos siguientes para cada tiempo

1. Asumamos que X(t) = i y seleccionemos un estado j usando la distribucion dada por
la fila i-ésima de Q.
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2. Tomamos X(t + 1) = j con probabilidad «;; y X(t + 1) = i con probabilidad 1-a;;.

Para la seleccion de §;; consideraremos, solo la cantidad (r;q;))/(m;q;;) en la simulacion y
de ahora en adelante nos referiremos a ella como la prueba de la razon. Dos opciones son
dadas para S ;;, para todo iy j:

+ i para I >,

s ridi xigi)
1+ =L para Lf <1
Tidij Tidij

S ?.) =1con qg;j=qj y si ]—s( ) tenemos el método ideado por Metropolis et. al. (1953) con

qij=4i Y Si J—s( ) tenemos el método de Barker’s (1965). Observemos que en la Dinamica de

i4ji
)

Metropolis se tiene que a;; =min{1, cuando m;; # 7j; ya que:

+ 240 para S >,

N _ dji midij
ij 1+ 28 para 24 <1,
Tiqij iqij
. >
Si i > 1, SM — 14+ 59 entonces por definicion, a =]1.
iqij tj jqji
i4 ji
it y
. T M M miq; Vg miqji
Si “4i <1, S( ) =1+ Y enronces a/( )= = i e a;; =minfl, 222},
igij igij 1+ L ”qu iqij

7iqji
Cuando g;j=q;; nosotros tenemos:

Q.. j

.
o _ ) 1 para 2 >1
i ~1 % para Z

T i

B
agj) =n;/(m; + 7).

Ast, cuando nj = m;, nosotros tomaremos X(t+1) = j con probabilidad 1 con el método de
Metropolis y con probabilidad 1/2 con el método de Barker. Esto sugiere que el método de
Metropolis puede ser preferible, ya que da un mejor muestreo de los estados. Mas general,
escogemos:

= glmin{(m;q;;/(7;q;), (7;q i/ (miqij)}]
donde la funcion g(x) es escogida tal que 0 < g(x) < 1+ x para 0 < x <1, y gx) puede

ser simétrica en j e i. Por simplicidad nosotros consideramos solo cadenas de Markov
reversibles.

Observacion 3.1 a) El algoritmo en términos computacionales es [17]:
*Repetir for j =1,2,..,N.
*Generar y con ¢(x,.) y u con U(0,1).
ifu < a(xV,y)
XU =y
*else
_xUD = ()

*Regresar los valores{xV, x®, ... x™}.
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b) Los resultados son considerados como una muestra de la densidad objetivo solo después
de que la cadena ha pasado la etapa transitoria y el efecto del valor inicial fijo se ha
vuelto tan pequenio que puede ser ignorado.

Ejemplo:
Usando el método de Metropolis-Hastings, construir una cadena de Markov reversible y
ergddica en el espacio de estados S={1,2,3} con distribucion estacionaria,

S 11 2
T=\—=—=-=1>
1818 18
y ql] = 1/3, Y L,jGS
Tenemos que,

1 1 2/5
a;=|5/11 1 2/1
1 1 1

8/15 1/3  2/15
P;=| 5/33 26/33 2/33
/3 1/3  1/3

El siguiente algoritmo, realizado en R, obtiene una muestra de una cadena de Markov con
las caracteristicas del ejemplo

Algoritmo 3.1
metropolis<-function(x®,pil,pi2,pi3,n)
{
PI<-c(pil,pi2,pi3);Q <-matrix(c(1/3),nrow = 3, ncol = 3)
P<-matrix(nrow=3,ncol=3); M<-c(); A<-matrix(nrow=3,ncol=3)
for(j in 1:3)
{
for(i in 1:3)
{
Ali,jl<-min(1, PI[j]/PI[i])}
ks
for(j in 1:3)
{
for(i in 1:3)
{
if(i>j [ i<3)
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P[1i,j]<-Q[i,j]*Al[1,]]
else
P[i,jl<-0
}
}
i<-cO
W<-rowSums (P)
for(j in 1:3)
{
for(i in 1:3)
{
if(i>j [ i<3)
{
P[i,j]<-Q[i,j]*A[i,]]
}
else
{
P[i,jl<- (1-W[iD)
}
}
}
M[1]<-x0
for (i in 1:(n-1))
{
if (M[i]==1)
{
M[i+1]<-sample(c(l, 2, 3),1, prob=c(P[1,1], P[1,2], P[1,3]))
}
else if (M[i]l==2)
{
M[i+1]<-sample(c(1,2, 3),1, prob=c(P[2,1], P[2,2], P[2,3]))
}
else
{
M[i+1]<-sample(c(1l, 2, 3),1, prob=c(P[3,1], P[3,2]1, P[3,3]1))
}

}
M}
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Ejecucion del programa anterior con metropolis(1,5/18,11/18,2/18,10)

La matriz de aceptacion :

[,11 [,2] [,3]
[1,] 1.0000000 1 0.4000000
[2,] 0.4545455 1 0.1818182
[3,] 1.0000000 1 1.0000000

La matriz de transicion de la nueva cadena de Markov:

[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.5333333 0.3333333 0.13333333
[2,] 0.1515152 0.7878788 0.06060606
[3,] 0.3333333 0.3333333 0.33333333

Una realizacion:

[1] 1332221222

Ejemplo 3.2 Una aplicacion comun para el método Monte Carlo es el calculo del valor de
una integral.
Supongase que se desea calcular la siguiente integral,

M = f xf(x)dx.
0
Sea f una funcion de densidad de una variable aleatoria X concentrada en [0, +co]
M = E¢[X].

Por la Ley de los Grandes Numeros, se tiene que el mejor estimador de la media poblacional
es la media muestral, i.e., un buen estimador para M es la media aritmética de una muestra
finita de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas X, . .., Xy, es decir:

M es un estimador insesgado ya que E[M] = M y su varianza esta dada por

Var(M) = VaxM).
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En lo que resta de este trabajo el paso P5) del Método Monte Carlo serd promediar los
resultados obtenidos en los pasos anteriores.

Teorema 3.1 Sea X una poblacion normal con media desconocida u o dificil de calcular y
varianza finita o?. Un estimador para u es X, el cual cumple que,

1. Es insesgado.

2. Es suficiente.

3. Es consistente.
Demostracion:

1. Es insesgado porque

EX)=E|= Xk]:_ EXo)=—= ) p=pm
N k=1 N k=1 N k=1
2. Sean Xi,...,X, i.i.d N(u,c?), suponiendo que la poblacion es normal, se tiene que
T(xy,...,x,) = X, es una estadistica suficiente para y porque:

_fn  @Cra®)y " Pexpl—[ X (xi — B + n(X - p)*1/207
O (2102 /n)"V2expl— n(x — pu)2/20%)

= w2 (@r0?) " expl— Y (x — D /(207),
i=1

J(IT = 1)

la cual no depende de u m

3. Por la desigualdad de Chebyshev, para cualquier numero dado € > 0,

_ v
PUR -2 0 <5,

2
PR —ul<e)>1-L,
ne

Por lo tanto,

lim X — =
lim P(X—pl<e)=1 g
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Observacion 3.2 En este estudio se considera al estimador de Monte Carlo como X, el

cual tiene un error estandar:
DX) = A|V(X) = ‘/‘72 -7
N N

Una forma de reducir el error, es reducir la varianza o aumentar el tamario de la muestra.
En este trabajo nos enfocaremos a reducir la varianza usando dos técnicas bdsicas de
reduccion de varianza, variables aleatorias antitéticas y variables aleatorias de control, las
cuales serdan implentadas en el siguiente capitulo en el contexto de opciones financieras [2].

3.2. Reduccion de Varianza

El valor esperado y la varianza son los parametros por medio de los cuales es posible
caracterizar el comportamiento de los datos reunidos en el desarrollo de una situacion
experimental; el valor esperado permite establecer el valor sobre el cual se centra la
distribucion de la probabilidad, mientras que la varianza proporciona informacion acerca
de la manera como se distribuyen los datos obtenidos.

Las simulaciones que proveen una estimacion de un parametro de interés siempre lo
hacen con un error estandar proporcional a 1/ VN donde N es el tamafio de la muestra.
Las técnicas de reduccion de varianza discutidas en este capitulo son:

1. Variables aleatorias antitéticas.

2. Variables de Control.

3.2.1. Variables Aleatorias Antitéticas

Un par de variables aleatorias reales (Y, Y*) es llamado un par antitético si Y y Y~
tienen la misma distribucion y estan negativamente correlacionadas. La principal aplica-
cion de variables aleatorias antitéticas en la estimacion de Monte Carlo estd basada en
el siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Estimador antitético). Sea Y una variable aleatoria, N un niumero par y
sean (Y1,Y{),....(Ynj2,Yy /2 ) pares de variables aleatorias antitéticas, donde cada Y y Y, esta
distribuida como Y. El estimador antitético:

[o=L $V2y, + Y;).
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Es un estimador insesgado de |= EY, con varianza,

Var(l®)

N/2

1
Var(5; ) 1Y+ Y()
k=1
N/2

1
ﬁ\/ar(Z{Yk )

N/2 N/2 N/2 N/2
Var(z Yi)) + Var(Z{Y* )+ 2Cov(z Y, Z{Y*

1N N N/2 N/2
~a g Var(V) + 5 Var(Y) + ZCOV(Z{Yk}, ;{Y;})
N N/2 N/2
5 Var(¥) + 5 Var(Y') + 2Cov( ) (Yi+ Yil, D Yy + ¥7))

k=2 k=2

1 N
N2 2

N/2 N/2 N/2 N/2

%vVar(Y) + 5 Var(Y) + 2[C0v(§ Yi, Z Yy) + COV(Z Y, Y7) + Cow(Yy, Z Yy

COV(YI’ Yl*)]

I N N N/2  NJ2

~a g Var(y) + 5 Var(Y') + 2| Cov(kz; Y, kz; Y;) + Cov(Yy, Y]
%gVar(Y) + NVar(Y )+ 2—[C0v(Y Y]

]\;]—/Z[Var(Y) + Var(Y") + 2Cov(Y, Y")]

N/2

W[zvm(y) +2Cov(Y, Y")]

Var(Y) + Cov(Y,Y")
N
Var(Y) N Cov(Y,Y")
N N
Var(Y) N Cov(Y,Y*) Var(Y)
N N Var(Y)
Var(Y) N Var(Y)
N Pry: N
Var(Y)

(1 + pyy).

Donde pyy- es el coeficiente de correlacion entre Y y Y.
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Como la varianza del estimador de Monte Carlo es:

S Y
N

Var(i) = Var( ) = Var(Y)/N,

Var(Y
YD s (1+ pyy), es

y =1 < pyy- < 0, se tiene que la varianza del estimador antitético,
menor que la varianza del estimador de Monte Carlo.

Esto muestra que el uso de variables aleatorias antitéticas conduce a una menor varianza
del estimador. La cantidad de reduccion depende crucialmente de la cantidad de correla-

cion negativa entre las variables antitéticas.

3.2.2. Variables de Control

Sea Y una variable aleatoria que representa la salida de una ejecucién de una simu-
lacion. Una variable Y*, obtenida de la misma ejecucion de una simulacion, es llamada
variable de control de Y si Y y Y* estan correlacionadas (negativamente o positivamente)
y la esperanza de Y* es conocida. El uso de variables de control para la reduccion de
varianza estd basado en el siguiente:

Teorema 3.3 (Estimador de variable de control) Sea Yi,...,Yy la salida de N ejecuciones
independientes de una simulacion y sean Y|, ..., Y}, sus correspondientes variables de con-
trol, con E(Yy) =I",k =1,..., n, conocida. Sea pyy- el coeficiente de correlacion entre cada
Y.y Y;, Para cada a € R el estimador (lineal) se define como

N
- 1 3k k
= N E Yy —a(Y; =1)).

k=1

Tomemos @ = Cov(Y,Y*)/VarY* = pyy-,

Var(l)

1 & |
Var(N Z(Yk -a(Y" =1Y)),
=1

1 N
= ﬁ[vm;(n —a(Y* = )],

1 N N N N |
= ﬁ[Var(Z Y, — Z aY)) + Var(al’) + 2C0v(z Y, - Z Y, al)],
k=1 k=1 k=1

k=1
1 N N
= lVar() Y= ) ¥,
k=1 k=1
N

1 N N N
= ﬁ[Var(Z Y+ Var() | a¥y) = 2Cov(y Y, )" a¥;)l,
k=1 k=1 =1

k=1
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1 N N N N
= ﬁ[Var(Z Yi) + Var() a¥y) = 2aCov(y Yi, Y ¥o)l,
k=1 k=1

k=1 k=1

1 N N
= ﬁ[Var(Z Y, + Var(z aY,) — 2aNCov(Y, Y")],
k=1

k=1
1
= ﬁ[NVar(Y) + a*NVar(Y) — 2aNCov(Y, Y*)],
Var(Y) + a*Var(Y) — 2aCov(Y, Y*)
N b
Var(Y)[1+ a? — 2aCov(Y, Y*)/Var(Y)]
N b

Var(Y)[1 - p%,.]
N :

Como la varianza del estimador de Monte Carlo es:

22/:1 Yi

Var(i) = Var( N

) = Var(Y)/N,

Var(V)[1-p3 .1

y0< piy* <1, se tiene que la varianza del estimador de control, N

que la varianza del estimador de Monte Carlo.
La cantidad de reduccion de varianza depende crucialmente de la cantidad de correlacion
entre las variables de control.

, €S menor
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Capitulo 4

Finanzas

La historia de los mercados de futuros inicia en la Edad Media con la necesidad

de satisfacer las demandas de los agricultores y comerciantes. El agricultor en afos de
escasez es posible que obtenga precios relativamente altos para su cosecha y en afios de
abundancia precios bajos. En el caso de un comerciante, la situacion de exceso de oferta
puede que le aporte precios favorables, en otros casos precios exorbitantes. As{ que para
mediar esa situacion, es conveniente que meses antes de tener la cosecha fisicamente,
el agricultor y el comerciante pacten un precio para la cosecha esperada. Uno de los
mercados financieros creados para servir de enlace entre agricultores y comerciantes es
el ‘Chicago Board of Trade’ fundado en 1848. Al cabo de pocos afios se produjo el primer
tipo de contrato de futuros llamado "to-arrive"[9].
Existen bdsicamente dos tipos de mercados financieros: el mercado organizado y el mer-
cado sobre mostrador, también llamado mercado OTC (por las iniciales en inglés de
“over-the-counter” markets) [6]. L.a ventaja clave del mercado “over-the-counter” es que el
objeto y términos de la contratacion no tienen porqué ser los que especifica el mercado
organizado. Una desventaja que presenta es que en las transacciones “over-the-counter”
normalmente se dard cierto riesgo de crédito (es decir, hay un pequefo riesgo de que el
contrato no sea satisfecho por alguna de las dos partes).

Definicion 4.1 Un acuerdo para comprar o vender un activo en una fecha futura a un
precio determinado en un mercado organizado es un Contrato de futuros.

Definicion 4.2 Un acuerdo entre dos partes (reforzado legalmente) que obliga a una de
las partes a comprar y a la otra a vender un activo (financiero) a un precio preestablecido
en una fecha futura es un Contrato a plazo o “forward”. Estos contratos son exclusivos
de los mercados “over-the-counter”.

4.0.3. Contratos de Opcion

Existen bdsicamente dos tipos de opciones: de compra y de venta (call y put).
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Definicion 4.3 Una opcidn es un contrato financiero que otorga a su comprador (o pro-
pietario) el derecho, pero no la obligacion, de comprar o vender un bien subyacente (o una
cierta cantidad de un bien) a un precio pactado de antemano, llamado precio de ejercicio.

Esta compra o venta se efectiia en alguna fecha futura o lapso de tiempo establecido al
inicio del contrato. El vendedor de dicha opcion se obliga a vender o comprar el activo
subyacente al precio convenido.

Las opciones se clasifican en dos tipos, dependiendo del derecho que adquiere el com-
prador,

1. Una Opcidén de compra el propietario adquiere el derecho pero no la obligacion de
comprar el bien subyacente al precio de ejercicio y en una fecha futura establecida
al inicio del contrato. En este caso el vendedor de la opcion se obliga a vender el
activo subyacente al precio convenido.

2. Una Opcion de venta el propietario adquiere el derecho pero no la obligacion de
vender el bien subyacente al precio de ejercicio y en una fecha futura establecida
al inicio del contrato. En este caso el vendedor de la opcion se obliga a comprar el
activo subyacente al precio convenido.

El estilo de la opcion lo define el periodo o fecha en que ésta puede ser ejercida. En
esta tesis solo nos enfocaremos a las siguientes:

1. Una Opcion Europea otorga a su comprador el derecho, pero no la obligacion, de
comprar o vender un bien subyacente al precio de ejercicio en una fecha futura
convenida al inicio del contrato, llamada fecha de vencimiento.

2. Una Opcion Americana otorga a su comprador el derecho, pero no la obligacion,
de comprar o vender un bien subyacente al precio de ejercicio durante el lapso de
tiempo comprendido entre la emision del contrato y la fecha de vencimiento.

En la negociacion de un opcidén estan involucrados el comprador o poseedor de la
opcion y el vendedor o emisor de la opcion, para estas dos partes el riesgo asumido por
la compra-venta del contrato es diferente, pues el poseedor siempre tiene el derecho y
ninguna obligacion, mientras que el emisor siempre tiene la obligacion de satisfacer la
demanda del poseedor de la opcidon. El vendedor o emisor recibird un pago por parte del
poseedor de la opcion, a este pago se le conoce comuinmente como la prima del contrato
(costo de la opcidn en t=0), i.e., la prima es la compensacion al vendedor de la opcion
por el riesgo que asume. El cdlculo de este precio es el problema conocido como valuacion
de opciones (option pricing).
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4.0.4. Valuacion de Opciones

La prima de una opcion o costo de una opcion se negocia en funcion de la ley de
oferta y demanda que establece el mercado. No obstante, existen modelos tedricos que
tratan de determinar el precio de la opcidon en funcidén de una serie de parametros. Sea
S (1) el precio del activo en el tiempo ¢ € [0,T] y k el precio de ejecucion.

La ganancia que da lugar en el momento del ejercicio por parte del comprador se deno-
mina “pay-off’.

El valor de la opcion (‘pay-off”) para una opcion Europea tipo call es una funcion
V: [0,00) — [0, o0), definida como:

V(S (t),t) = max{S (t) — k, 0}.
Para el caso de una opcién Europea tipo put,
V(S (?),t) = max{k — S (1), 0}.

El valor de la opcion (“‘pay-off’) para una opcion Americana tipo call es una funcion
G: [0,00) — [0, o0), definida como:

G(S(1),t) = max{S(r) — k, 0}.
Para el caso de una opcion Americana tipo put,
G(S (1), 1) = maxtk - S (1), 0}.

Para obtener el valor del “pay-off” al dia de hoy, los multiplicamos por el factor de
descuento e con r la tasa de interés instantanea.

Existen diferentes modelos para simular el precio de un activo con riesgo y sin riesgo
en un pertodo de tiempo. En este trabajo, se tomaron en cuenta los siguientes modelos:

Definicion 4.4 Sea S(¢), t € [0,T], decimos que es un activo sin riesgo, que paga una
tasa de interés instantanea r>0, si evoluciona de acuerdo a la siguiente ley:

ds (1)

SO = rdt, s(0) = 1,

cuya solucion es:
S =e€".

Definicion 4.5 Sea S(¢), t € [0,T], decimos que es un activo con riesgo, si evoluciona

aleatoriamente, segun la ley,
dsS (1)

= udt + odW,,

donde,
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1. u es la tendencia o rendimiento medio de un activo.
2. o la volatilidad.
3. W, es un movimieto Browniano estandar.

Una solucion a la ecuacion diferencial estocdstica anterior fue propuesta por Samuelson en

[16]:
S(t) = S(0)exploW, + (,u - %0’2) 1,

donde S (t) representa al movimiento Browniano Geométrico.

Debido a la consideracion de un rendimiento esperado u, la Definicion 4.5 no es inde-
pendiente de las preferencias al riesgo de los agentes que participan en el mercado del
subyacente. En efecto, entre mayor sea la aversion al riesgo de un agente, mayor tiene que
ser el rendimiento medio esperado, u, a fin de que el premio v = u — r le sea atractivo al
agente. Si se supone que todos los agentes son neutrales al riesgo, es decir, no requieren
de un premio para inducirlos a participar en el mercado, entonces v = 0, as{, u = ry
de esta manera el rendimiento medio esperado de cualquier activo es la tasa de interés
libre de riesgo, r. Otra forma de medir el premio al riesgo, de uso mas frecuente, consiste
en estandarizar v por unidad de varianza (mds precisamente por unidad de desviacion
estandar), es decir, 4 = v/o. Como antes, si los agentes no requieren de un premio para
inducirlos a participar en el mercado, entonces A = 0, lo cual implica, a su vez, que u =r.
En este caso se dice que el movimiento Browniano Geométrico estd definido sobre
una medida de probabilidad neutral al riesgo. El teorema que formaliza esto fue demos-
trado por Gisanov en [6].

El teorema de Girsanov (1960) construye explicitamente una medida de probabilidad
equivalente, definida sobre el espacio original, que permite transformar un movimiento
Browniano Geométrico con tendencia igual al rendimiento medio esperado del activo en
un movimiento Browniano Geométrico, neutral al riesgo, con tendencia igual a la tasa de
interés libre de riesgo. Esto quiere decir que si dos agentes tienen diferentes expectativas
sobre el rendimiento promedio del activo subyacente, ellos estdn dispuestos a omitirlas
en sus decisiones de inversion siempre y cuando la volatilidad del activo subyacente se
mantenga constante [6].
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Black, Scholes y Merton

A principios de la década de los setentas, Fisher Black y Myron Scholes publicaron

su articulo en “The Pricing of Options and Corporate Liabilities, The Journal of Political
Economy” [5].

En

su investigacion, bajo condiciones de equilibrio (condiciones de no arbitraje), desarro-

llaron un modelo para valuar opciones europeas sobre una accion que no paga dividendos.
Los supuestos bdsicos (o condiciones ideales de los mercados de acciones y opciones) del
modelo de Black-Scholes son:

)

)

II1)

IV)

V)

vI)

VII)

VIII)

IX)

XI)

El activo subyacente es una acciéon que no paga dividendos durante la vida del
contrato.

El precio del activo subyacente es conducido por el movimiento Browniano Geomé-
trico con riesgo neutral.

La volatilidad del precio del activo subyacente se mantiene constante a través del
tiempo.

Las ventas en corto del subyacente en cuestion son permitidas.

El mercado del subyacente es liquido y divisible, es decir, el subyacente siempre se
puede comprar y vender en cualquier fraccion del titulo.

No hay costos de transaccion (comisiones e impuestos).

El mercado opera en forma continua, es decir, no hay sabados, domingos ni dfas
festivos.

Existe un mercado de crédito, un sistema bancario, en el que los agentes pueden
prestar y pedir prestado a una tasa de interés constante para todos los plazos, y libre
de riesgo (tasa de interés pasiva igual a la activa).

Todos los agentes comparten exactamente la misma informacion, es decir, la infor-
macion es simétrica.

Los mercados estan en equilibrio, es decir, no existen oportunidades de arbitraje.

La tasa de interés libre de riesgo es igual a la tendencia e igual a la tasa de descuento
e igual a la tasa de rendimiento.

El modelo de Black-Scholes describe la evolucion de los precios de los activos a través

de la ecuacion diferencial

ds(r)

= rdt + cdW,,
S@ | aToat
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donde:

1. r es la tasa de interés libre de riesgo [13].
2. o la volatilidad.
3. W, es un movimieto Browniano estandar.

Cuya solucion es el movimiento Browniano Geométrico con riesgo neutro.
La formulacion de la valuacion de una opcion europea de Black, Sholes y Merton es:

Opcion tipo Europea call,

. S¢[zn(£)+(r+ ;az)T)_ke_r%(m(i)qr_ ;UZ)T]

o \(T)

Opcion Europea tipo put,

el iolr) (it

_ 3T
P =ke ¢[ o)
donde:
1. T es el tiempo de ejecucion.
2. S el precio inicial del activo.
3. 0 la tasa de variacién en el precio del activo.

4. r tasa de interés libre de riesgo.

5. k es el precio de ejercicio de la opcion.
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4.0.5. Algoritmos Financieros

En esta seccion se dard una descripcion de los algoritmos financieros.
Los Algoritmos desarrollados en esta seccion son:

1. Costo de un activo sin riesgo.
2. Costo de un activo con riesgo.

Costo de una opcion Americana y Europea tipo call.

- w

Costo de una opcion Americana y Europea tipo call al riesgo neutral.
5. Simulacion MC del ejercicio de una opcion Americana tipo call.
6. Variables Antitéticas: Costo de una opcion Europea tipo call al riesgo neutral.

7. Variables de Control: Costo de una opcion Europea tipo call al riesgo neutral.

Costo de un activo sin riesgo (Algoritmo 4.1)

El algoritmo requiere de los parametros r y t, donde r es la tasa de interés instantdanea
y t es el tiempo.

Paso 1. Generar los precios S,59,...,5, de acuerdo a la Definicion 4.4 con simula-
ciones independientes.

Paso 3. Imprimir y graficar los precios S1,52,...,5; .

Costo de un activo con riesgo (Algoritmo 4.2)

El algoritmo requiere de los pardmetros n, So, vy m, donde n es el tiempo, So el precio
de un activo al dia de hoy, v la volatilidad y m la tendencia.

id . .
Paso 1. Generar fy,...,t, con ti — 8 ~U(0,1), i = 1,...,nt, donde nt es el nimero
de tiempos generados en el intervalo (0,n).
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jid . .
Paso 2. Generar wi,..., Wy CON Wiy — w; <~ N(O,ty1 —t;), i = 1,...,nt, con los tiempos

generados en el Paso 1.

Paso 3. Obtener yi,...,y, de acuerdo a la Definicion 4.5 con los valores generados
en los Pasos 1y 2.

Paso 4. Graficar los valores obtenidos en el Paso 3.

Costo de una opcion Americana y Europea tipo call. (Algoritmo 4.3)
El algoritmo requiere de los parametros nl, n, So, v, m, k y r donde nl es el niimero

de simulaciones del precio de un contrato al tiempo n, So el precio al dia de hoy de un
activo, v la volatilidad, m la tendencia, k el precio de ejercicio y r es la tasa de descuento.

Paso 1. Generar los precios yi,Vs,..., YV, de un activo de acuerdo al Algoritmo 4.2.

Paso 2. Para cada yy,ys,..., YV, obtener el max{y; —k,0}coni=1,2,3,...nt.

Paso 3. So6lo guardar max{y,, — k,0} en nuevo vector, M, de longitud nl.

Paso 4. Obtener el promedio de M al dia de hoy que es el precio de la opcion.
Observacion 4.1 El (Algoritmo 4.3) se puede convertir al algoritmo que genera el costo
de una opcion Americana y Europea tipo call al riesgo neutral, solo haciendo la tendencia

igual a la tasa de interés.
En esta tesis no es utilizo esa modificacion. Se utilizo una particion unitaria del tiempo.
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Costo de una opcion Americana y Europea tipo call al riesgo neutral. (Algoritmo
4.4)

El algoritmo requiere de los pardmetros nl, n, So, v, k y r donde nl es el niimero de

simulaciones del precio de un contrato al tiempo n, So el precio al dia de hoy de un
activo, v la volatilidad, k el precio de ejercicio y r es la tasa de descuento y la tendencia.
Lid .
Paso 1. Generar wy,...,w, con wiy —w;~ N(0,1),i=1,...,n.

Paso 2. Obtener yy,...,y, de acuerdo a la Definicién 4.5 con los valores generados en
el Paso 1.

Paso 3. Para cada yi,ys,...,y, obtener el max{y; —k,0} coni=1,2,3,...n.
Paso 4. Sélo guardar méx{y, — k,0} en nuevo vector, M, de longitud nl.

Paso 5. Obtener el promedio de M al dia de hoy que es el precio de la opcion.

Simulacion MC del ejercicio de una opcion Americana tipo call (Algoritmo 4.5)

El algoritmo requiere de los parametros nl, n, So, v y m, donde nl es el niimero de
simulaciones, n es el tiempo, So el precio de un activo al dia de hoy, v la volatilidad, m
la tendencia, precio de ejercicio y r factor de descuento.

Paso 1. Generar los precios yi,Vs,..., YV, de un activo de acuerdo al Algoritmo 4.2.

Paso 2. Para cada yy,ys,..., Y, obtener el max{y; —k,0}coni=1,2,3,...n.

Paso 3. Si el max{y; —k,0}coni=1,2,3,...n es mayor que cero detener el programa
e imprimir el precio de la opcion al dia de hoy.
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Técnicas de reduccion de varianza: Variables antitéticas (Algoritmo 4.6)

Paso 1. Generar wy,...,w, COn wi,; — w,-i'id N@O,1),i=1,...,n.

Paso 2. Obtener wly,...,wl, con wl,; — wl,-i'l;d -N(0,1), i =1,...,n, con los inversos
aditivos de N(0,1) del Paso 1.

Paso 3. Obtener yy,...,y, de acuerdo a la Definicion 4.5 con los valores generados en

el Paso 1y para cada yi,ys,...,y, obtener el max{y; —k,0}coni=1,2,3,...n.

Paso 4. Obtener yy,...,y, de acuerdo a la Definicion 4.5 con los valores generados en
el Paso 2 y para cada yi,ys,...,y, obtener el max{y; —k,0} coni=1,2,3,...n.

Paso 5. Guardar el promedio del max{y,—k, 0} obtenido en el Paso 3 con el max{y,—k, 0}
obtenido en el Paso 4 en el vector M.

Paso 6. Obtener el promedio de M al dia de hoy, el cual es el precio de la opcion con
reduccion de varianza.

Observacion 4.2 a) El par antitético aqui utilizado es (N(0,1),—-N(0,1)).

b) El estimador es:
nl Y+ Y
k:l{T}

nl 2nl
si nl = N/2, tenemos el estimador antitético:

LAY+ Vix)

kN:/12{Yk + Yyx}

N
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Técnicas de reduccion de varianza: Variables de control (Algoritmo 4.7)

Paso 1. Obtener el costo de la opcion con el Algoritmo 4.3.

iid .
Paso 2. Generar wy,...,w, con wi,y —w; ~ N(0,1),i=1,...,n.

Paso 3. Obtener yy,...,y, de acuerdo a la Definicion 4.5 con los valores generados en
el Paso 2 y para cada yi,ys,...,y, obtener el max{y; —k,0} coni=1,2,3,...n.

iid

Paso 4 Obtener wly,...,wl, con wl; —wl;~ =N(0,1), i = 1,...,n, con los inversos
aditivos de N(0,1) del Paso 2.
Paso 5. Obtener yy,...,y, de acuerdo a la Definicion 4.5 con los valores generados en

el Paso 4 y para cada yi,ys,...,y, obtener el max{y; —k,0} con i =1,2,3,...n.

Paso 6. Sumar el max{y, — k, 0} obtenido en el Paso 3, con el obtenido en el Paso 5
menos el costo de la opcion obtenido en el Paso 1. Guardarlo en un vector, M, y ejecutar
todo el algoritmo nl veces.

Paso 7. Obtener el promedio de M al dia de hoy, el cual es el precio de la opcion con
reduccion de varianza.

Observacion 4.3 a) En este caso, la variable de control es obtenida en el Paso 1 con
EXY)=1.

b) Las variables estdan perfectamente correlacionadas negativamente.
c¢) El estimador de control es:

Y+ Y- 1)

nl
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4.0.6. Simulaciones Financieras

Las siguientes simulaciones fueron realizadas en el lenguaje de programacion “The R
Project for Statistical Computing”.

Simulacion de un activo sin riesgo

El siguiente programa genera S(0),...,S(¢) precios de un activo sin riesgo.
De acuerdo al Teorema 2.1, el Algoritmo es de orden 6(n).

Algoritmo 4.1
activo<-function(r,t)

{
S<-c(O
S[1]<-1
for(i in 2:t)

{
S[il<-(exp(r*i))
}

print(S,digits=10)
matplot(S,type="1",xlab = "TIEMPO", ylab = "COSTO DEL ACTIVO SIN RIESGO")
}
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Simulacion de un activo con riesgo

De acuerdo al Teorema 2.1, el Algoritmo es de orden 6(n).

Algoritmo 4.2
activo<-function(n,So,v,m)

{

t<-cQ)

w<-cQ)

y<-cQ

nt<-0

t[1]=0

w[1]=0

i<-1

while(t[il<n)

{

t[i+l]<-t[i]+runif(1)

i<-i+1

}

t[il<-n

nt<-i

for(i in 1:(nt-1))

{
wli+l]l<-w[i]+rnorm(1,®,t[i+1]-t[i])
}

for(i in 1:nt)

{
y[il<-(So*exp(v*w[i]+(m-(.5*v*v))*t[i]))
}

matplot(t,y,type="1",xlab = "TIEMPO", ylab = "COSTO DEL ACTIVO")
h
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Simulacion MC del costo de una opcion Americana y Europea tipo call

De acuerdo al Teorema 2.1, el Algoritmo es de orden 6(n?).

Algoritmo 4.3
activo<-function(nl,n,So,v,m,k,r)
{

t<-c() ;w<-cQ;y<-cQQ;nt<-0;t[1]=0
w[1]=0

i<-1

co<-c()

col<-c(Q

for(j in 1:nl)

{

while(t[i]<n)

{

t[i+1]<-t[i]+runif(1)

i<-i+1

3

t[i]<-n

nt<-i

for(i in 1:(nt-1))

{
wli+l]<-w[i]+rnorm(1,0,t[i+1]-t[i])
}

for(i in 1:nt)

{

y[il<-(So*exp(v*w[i]l+(m-(.5*v*v))*t[i]))

co[il<-max(y[i]-k,®)

}

col[jl<-coli]

}

print (mean(col) *exp(-r*n))

matplot(t,y,type="1",xlab = "TIEMPO", ylab = "COSTO DE LA OPCION")
}
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Simulacion MC del costo de una opcion Americana y Europea tipo call al riesgo
neutral

De acuerdo al Teorema 2.1, el Algoritmo es de orden 6(n?).

Algoritmo 4.4
activo<-function(nl,n,So,v,k,r)

{

w<-cQ)
y<-cQ
co<-c()
con<-c()
y[1]<-So
w[1l]=0
m<-r

for(j in 1:nl)

{

for(d in 1:(n-1))

{
wli+l]<-w[i]+rnorm(1,0,1)
}

for(i in 1:n)

{
y[il<-(So*exp(v*w[i]+(m-(.5*v*v))*i))
co[il<-max(y[i]-k,®)

}

con[jl<-co[i]

3

print (mean(con) *exp(-r*n))

}
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Simulacion MC del ejercicio de una Opcion Americana tipo call

De acuerdo al Teorema 2.1, el Algoritmo es de orden 6(n?).

Algoritmo 4.5 activo<-function(nl,n,So,v,m,k,r)
{
t<-cQ;w<-cQ);y<-cOQ;nt<-0;t[1]=0;w[1]=0;i<-1;co<-c();col<-c();te<-c()
for(j in 1:nl)

{

while(t[i]<n)

{

t[i+l]<-t[i]+runif(l)

i<-i+1

3

tlil<-n

nt<-i

for(i in 1:(nt-1))

{

wli+l]<-w[il+rnorm(1,0,t[i+1]-t[i])

}

for(i in 1:nt)

{

y[il<-(So*exp(v*w[i]+(m-(.5*v*v))*t[i]))
if(max(y[i]l-k,®)>0)

{

co[jl<-max(y[i]-k,®)*exp(-r*n)

te[jl<-i

break

3

3

i<-1

}

print ("Precio de la Opci\’on Americana al d\’ia de hoy ")
print (mean(co))

print ("Tiempo promedio de ejecuci\’on de la Opci\’on Americana")
print (mean(te))

}
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4.0.7. Técnicas de Reduccion de Varianza
Variables Antitéticas

Se presenta una simulacion del costo de una Opcion Europea tipo call al riesgo neutral.
De acuerdo al Teorema 2.1, el Algoritmo es de orden 0(n?).

Algoritmo 4.6
activo<-function(nl,n,So,v,k,r)

{

w<-cQ);

wl<-cQ);

y<-cQ;

co<-cQ);

col<-cQ)

con<-c()

nor<-c()

y[1]<-So

w[1]=0

wl[1]=0

m<-r

for(j in 1:nl)

{

for(i in 1:(n-1))

{
nor[i]<-rnorm(1,0,1)
wli+l]<-w[i]+nor[i]

}

for(i in 1:(n-1))

{
wl[i+1]<-wl[i]-nor[i]
3

for(i in 1:n)

{
y[il<-(So*exp(v*w[i]+(m-(.5*v*v))*i))
coll[il<-max(y[i]l-k,0)

}
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for(i in 1:n)

{
y[il<-(So*exp(v*wl[i]+(m-(.5%v*Vv))*i))
col[i]<-max(y[i]-k,0)

b

con[jl<-(co[i]+col[i])/2

}

print(mean(con) *exp(-r*n))

}
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Variables de Control

Es una simulacion del costo de una Opcion Europea tipo call con riesgo neutro. De
acuerdo al Teorema 2.1, el Algoritmo es de orden 6(n?).

Algoritmo 4.7
activo<-function(nl,n,So,v,k,r)

{

w<-cQ)
wl<-c(O
y<-cQ
co<-c()
col<-c()
con<-c()
coll<-cQ)
cl<-cO
c2<-cO)
nor<-c()
y[1]<-So
w[1]=0
wl[1]=0
est<-c(Q)
m<-r

for(j in 1:nl1)

{

for(i in 1:(n-1))

{

nor[i]<-rnorm(1,0,1)
wli+l]l<-w[i]-rnorm(1,0,1)

}

for(i in 1:n)

{
y[il<-(So*exp(v*w[i]+(m-(.5*v*v))*i))
co[il<-max(y[i]-k,®)

}

con[jl<-coli]

51



}

est[1]<-mean(con)*exp(-r*n)

print("Costo de la Opci\’on Monte Carlo")
print(est[1])

for(j in 1:nl1)
{

for(i in 1:(n-1))

{

nor[i]<-rnorm(1,0,1)
wli+l]<-w[i]+nor[i]

3

for(i in 1:n)

{
y[i]l<-(So*exp(v*w[i]+(m-(.5*v*v))*1i))
col[i]l<-max(y[i]-k,0)*exp(-r*n)
b

coll[1l]<-col[i]

for(i in 1:(n-1))
él[i+1]<—w1[i]—nor[i]

ior(i in 1:n)
i[i]<—($o*exp(v*w1[i]+(m—(.5*V*V))*i))
co[il<-max(y[i]-k,0)*exp(-r*n)
i2[1]<—co[i]

con[jl<-(coll[1]+c2[1]-est[1])
3

print("costo de la opcion aplicando reduccion de varianza')
print (mean(con))

}
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4.0.8. Tablas y Graficas

15

COSTO DEL ACTIVO SIN RIESGO
10

T T T T T
2 4 6 8 10

TIEMPO

Figura 4.1: Simulacién del costo de un activo sin riesgo con r=0.3 y n=10.

COSTO DEL ACTIVO

TIEMPO

Figura 4.2: Simulacion del costo de un activo con riesgo con n=100, So=5, v=0.2 y
m=0.008.
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COSTO DE LA OPCION

TIEMPO

Figura 4.3: Simulacion del costo de una Opcion Europea tipo call con nl=100, n=10,
So=5, v=0.2 , m=0.008, k=14 y r=0.02.

25
|

COSTO DE LA OPCION
15

10

TIEMPO

Figura 4.4: Simulacion del costo de una Opcion Europea tipo call al riesgo neutral con
n1=100, n=100, So=5, v=0.1, k=14 y r=0.02.
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El objetivo de la siguiente tabla es mostrar el funcionamiento de los siguientes algoritmos:

1. Simulacion MC del costo de una opcion Americana y Europea tipo call al riesgo
neutral.

2. Técnica de reduccion de varianza con variables antitéticas.

Se compara los valores obtenidos en los algoritmos con la Férmula de Black-Scholes para
el costo de una Opcion Americana tipo call al riesgo neutral.

Monte Carlo Vs. Black-Sholes

NoS| T |So| V k R BS MC | VMC | EMC || MCA | VMCA | EMCA

100 6 | 5] 01 | 7] 02 2891|265 |12546 | 0.236 || 2.702 | 0.199 0.189

100 [ 10 | 12 | 0.01 |15 | 0.02 | 0.051 | 0.036 | 0.017 | 0.015 || 0.038 | 0.005 0.013

100 2 1211002 |15 0.03|6.588 6898 | 0.200 | 0.309 || 6.860 0 0.272

1000 | 4 | 8 | 0.03 10| 0.04| 0.037 | 0.021 | 0.010 | 0.016 || 0.023 | 0.005 0.014

1000 {20 3 | 01 | 5 |0.04| 0932 | 0.671 | 5148 | 0.261 || 0.703 | 1.552 0.229
Donde:

1. No.S: Es el niimero de simulaciones del algoritmo.

10.
11.

12.

. T es el tiempo.

So: Es el valor inicial del precio del activo.

V: Es la volatilidad del activo.

k: Es el precio de ejercicio.

R: Es la tasa libre de riesgo.

BS: Es el valor de la Opcién Europea tipo call obtenido con la Formula de Black-
Scholes.

MC: Es el valor de la Opcion Europea tipo call obtenido con la simulacién 1.

VMC: Es el valor de la varianza del estimador de Monte Carlo en la simulacion 1.

EMC: Es el error de Monte Carlo.

MCA: Es el valor de la Opcion Europea tipo call obtenido con la simulacion 2.

VMCA: Es el valor de la varianza del estimador de Monte Carlo Antitético.
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13. EMCA: Es el error de Monte Carlo Antitético.

En la siguiente tabla se muestra el funcionamiento de los siguientes algoritmos:

a) Simulacion MC del costo de una opcion Americana y Europea tipo call al riesgo

neutral.

b) Técnica de reduccion de varianza con variables de control.

Se compara los valores obtenidos en los algoritmos con la Férmula de Black-Scholes para

el costo de una Opcion americana tipo call al riesgo neutral.

NoS | T | So \% k R BS MC | EMC | MCC | EMCC
100 |50 |10 [0.001]|21| 04 10 9.993 | 0.007 || 10.005 | 0.005
100 2 110 10.001| 8 [0.02 | 2313 | 2312 | 0.001 | 2.314 | 0.001
100 5 (10 | 0.01 |10 | 0.02 | 0.951 | 0.944 | 0.007 | 0.952 | 0.001
100 |22 |10 | 0.01 |10 | 0.02 | 3.559 | 3.506 | 0.053 || 3.588 | 0.029
1000 | 22 | 10 | 0.01 | 10 | 0.02 | 3.5359 | 3.525 | 0.034 | 3.570 | 0.011
Donde:
1. No.S: Es el numero de simulaciones del algoritmo.
2. T es el tiempo.
3. So: Es el valor inicial del precio del activo.
4. V: Es la volatilidad del activo.
5. k: Es el precio de ejercicio.
6. R: Es la tasa libre de riesgo.
7. BS: Es el valor de la Opcion Europea tipo call obtenido con la Férmula de Black-
Scholes.
8. MC: Es el valor de la Opcion Europea tipo call obtenido con la simulacion a).
9. EMC: Es el error de Monte Carlo.
10. MCC: Es el valor de la Opcion Europea tipo call obtenido con la simulacién b).

Variable de Control
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11. EMCC: Es el error de Monte Carlo de Control.

Observacion 4.4 La simulacion (Algoritmo 4.4) del costo de una opcion Americana y
Europea tipo call al riesgo neutral, se convierte en la simulacion del costo de una opcién
Americana y Europea tipo call con riesgo, solo quitando la tendencia igual a la tasa
de interés libre de riesgo.

Para aplicar la técnica de reduccion de varianza antitética (Algoritmo 4.6) y la técnica de
reduccion de varianza de control (Algoritmo 4.7) al (Algoritmo 4.4) modificado, se utiliza
nuevamente que la tendencia es diferente a la tasa de interés libre de riesgo en los corres-
pondientes algoritmos.

A continuacion se ejemplifican los Algoritmos 4.4, 4.6 y 4.7 con tendencia diferente a
la tasa de interés.

Costo de una opcion Americana y Europea tipo call con riesgo

NoS | T | So \Y% M| k| R MC VMC MCA | VMCA | MCC | VMCC

100 |10 | 15 | 0.001|0.2|20| 03| 4.53 0.11 4.52 0 4.523

100 |10 | 15 | 0.001 | 0.2 | 20 | 0.3 | 301.94 | 308.59 || 300.287 | 0.001 | 300.35

100 |10 | 50 | 0.001 | 0.8 | 20 | 0.3 | 7477 | 214445 7419 0.989 || 7423.5 | 0.006

100 |10 33| 0.01 | 03|20 | 0.1 ] 242.46 | 306.75 236.4 0.303 || 236.62 | 0.128

100 |10 10| 04 | 03|20 02| 80.40 | 1171496 22 54372 18 1403
Donde:

1. No.S: Es el numero de simulaciones del algoritmo.

N

. T es el tiempo.

So: Es el valor inicial del precio del activo.

> w

V: Es la volatilidad del activo.

5. M: La tendecia.

6. k: Es el precio de ejercicio.

7. R: Es la tasa de descuento.

8. MC: Es el valor de la Opcion Europea tipo call obtenido con método Monte Carlo.
9. VMC: Varianza Monte Carlo.

10. MCA: Valor de la Opcion Europea tipo call obtenido con método Monte Carlo
Antitético.
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11. VMCA: Varianza Monte Carlo Antitético.

12. MCC: Valor de la Opcion Europea tipo call obtenido con método Monte Carlo de
Control.

13. VMCC: Varianza Monte Carlo de Control.
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Capitulo 5

Conclusiones

Las simulaciones son titiles cuando no podemos obtener valores analiticamente o son
dificiles de calcular. Modelar fenomenos ayuda a la solucion y prevencion de todo tipo
de problemas como los incendios forestales, pandemias, escasez de alimentos, etc.

En este trabajo nos enfocamos al problema de simular activos financieros, que es una
solucion al problema de la estabilidad econdémica.

Muchos investigadores han propuesto modelos para los activos financieros, como Sa-
muelson, Robert C. Merton, Fisher Black y Myron Scholes, con los cuales se intenta
modelar los activos financieros. Nosotros siguiendo la linea de Samuelson, consideramos
que los precios de los activos siguen un movimiento Browniano Geométrico, con esa
hipotesis, simulamos el costo y tiempo de ejecucion de una opciéon americana tipo call
en “The R Project for Statistical Computing” utilizando el método de Monte Carlo. Cabe
hacer mencion que hasta el momento no hay una formula para el costo de una opcion
americana como la propuesta por Black y Scholes para el costo de una Opcién Europea.

Ademas, mejoramos el valor del costo de una Opcion Americana y Europea tipo call
obtenido con el método de Monte Carlo, proponiendo dos algoritmos apegados a las téc-
nicas de reduccion de varianza antitéticas y de control. Corroboramos su efectividad al
comparar nuestros algoritmos, en el caso particular, donde la tendencia es igual a la tasa
de interés, con el valor obtenido con la formula de Black-Scholes.

Es importante mencionar que con las técnicas de reduccion de varianza se gana en
cuanto a precision pero se pierde en cuanto a tiempo de ejecucion. El Algoritmo 4.4 se
ejecuta en 3n? +9 pasos y el Algoritmo 4.6 en 7n? +n + 12 pasos, esto es, que el algoritmo
antitético tarda mds en ejecutarse que el algoritmo de Monte Carlo. Lo mismo con el
algoritmo de control, 11n* + 4n + 20 pasos, y el de Monte Carlo. Podemos concluir que en
cuanto a tiempo de ejecucion, el algoritmo de reduccion de varianza antitético, es mejor
que el algoritmo de reduccion de varianza de control aqui propuesto.
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