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Introduccion

El dlgebra es una de las areas de la matemaética de mayor importancia tanto
desde el punto de vista tedrico como aplicado. Una de las areas de mayor
aplicacion de las matematicas en general, y en particular del dlgebra lineal
es la estadistica. La teoria de espacios vectoriales de dimension finita pro-
porciona un marco para trabajar conceptos de inferencia en el modelo lineal
general (MLG). Conceptos como subespacio columna, operador proyector or-
togonal u oblicuo, matriz inversa generalizada, entre otros, juegan un papel
de suma importancia en el estudio del MLG. Por otro lado, los modelos li-
neales estadisticos juegan un papel muy importante en la teoria estadistica.
La teoria de los modelos lineales proporciona la base tedrica para una gran
variedad de técnicas estadisticas tales como andlisis de regresién, andlisis
de varianza, analisis de covarianza, disenos experimentales, analisis discrimi-
nante, modelos multivariados estadisticos, entre otras. Estudiar la relacién
de una variable con otra es una actividad cientifica importante en casi toda
rama de la ciencia. Es de importancia ya que nos puede capacitar para pre-
decir el valor de una variable a partir del conocimiento de otras y esto puede
ser 1til para tareas futuras.

La caracterizacion de los estimadores de los coeficientes de regresién [ y
de la varianza o2 en el MLG por medio del operador proyector ortogonal
Px = X (X'X)™ X’ u oblicuo Pxy = X (X!V~!1X)” X!*V~! permite la me-
jor comprensién de las propiedades, ya que estda basada en los principios
del operador proyector y del subespacio generado por las columnas de las
matrices involucradas. En el criterio de minimos cuadrados para definir el
mejor ajuste, el estimador de minimos cuadrados ordinarios del vector de
coeficientes en el MLG se puede expresar en términos del operador proyec-
tor ortogonal Px sobre el espacio columna S(X); asf mismo, el estimador de
minimos cuadrados generalizados se puede expresar en términos del operador
proyector oblicuo Pxv.

Nuestro objetivo es dar la caracterizacion de los estimadores de los coefi-
cientes de regresion y de la varianza en el modelo lineal general en términos
de los operadores proyectores. En particular, expresar la estimacién de los
coeficientes de regresion en términos de los operadoradores proyector, expre-
sar la estimacién de los coeficientes de la varianza en términos del operador
proyector ortogonal, expresar la estimacion de los coefientes de regresion en
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términos del operador proyector oblicuo y expresar la estimacién de los coe-
ficientes de la varianza en términos del operador proyector oblicuo.
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Capitulo 1

SUBESPACIO SUMA
DIRECTA

En este capitulo se introduce el concepto de espacio vectorial, asi como tam-
bién algunas de sus propiedades, esto nos permitira posteriormente introdu-
cirnos en el concepto de subespacio suma directa de subespacios, asi como
también algunos resultados de tal subespacio, los cuales se usan a lo largo
del trabajo.

1.1. Espacio vectorial

En esta seccién definiremos que es un espacio vectorial, para después intro-
ducir el concepto de combinacion lineal, el cual sera parte importante en el
desarrollo de este trabajo.

Definicién 1.1.1 Sea R el conjunto de los numeros reales. Un espacio
vectorial sobre R es un conjunto V- # () sobre el que hay definidas dos
0Peraciones:

1. Adicion:
+:VxV =V
(a,B) > a+p
2. Producto por un escalar:
S RXxV =V
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(c,a) > ¢«

tales que cumplen las siguientes condiciones:

Respecto a la adicion:
1. Conmutativided: c +B3 =B+ oo,V a,3 € V.
2. Asociatividad: (a+B)+v=a+ (B+7),Va,B,v€ V.

3. Emistencia del elemento neutro aditivo: Existe un dnico elemento 0 €
V,talquea+0=0+a=ao,VacV.

4. Existencia del elemento inverso aditivo: Para cada oo € V' existe un
unico elemento —a € V tal que o+ (—a) = (—a) + o = 0.

Respecto al producto por un escalar:
S 1l-a=a,Vael.
6.c-(b-a)=(c-b)-a,VbceR VacV.
7 (c+b) - a=ca+b-aVcbeR, VaceV.
. c-(a+PB)=c-a+c-BYceR, Va,BeV.

Los elementos de un espacio vectorial se denominan vectores.

Proposiciéon 1.1.1 Sea V' un espacio vectorial. Entonces, se tiene que
1. ¢- 0= 0, para todo c € R
2. 0-a= 0, para todo o € V.
3. Sic-a=0,paraceER ya €V entonces, c=0, o bien aa = 0

4. (1) -a = —a, para todo a € V.

Definicién 1.1.2 Un vector 3 de V' se dice una combinacion lineal de
los vectores oy, s, . .., en'V, si existen escalares ¢y, ca, ..., c, de R tales

que
n

B =ca+cas+...+ca, = g C; 0.

=1
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1.1.1. Ejemplos de un espacio vectorial

Ejemplo 1.1.1 El espacio de n-adas, R". Sea V el conjunto de todas
las n-adas o = (xq,xa,...,2,) de escalares x; de R. Si B = (y1,Y2,---,Yn)
con y; en R, la suma de o y B se define por

a+ﬂ: (xl +y17x2+y27'”7xn+yn)-
El producto por un escalar ¢ € R y el vector a se define por

ca = (cxy, €Ty, ..., CTy).

Ejemplo 1.1.2 FEl espacio de matrices m x n, M™*". Sean m y n en-
teros positivos. Sea M™*™ el conjunto de todas las matrices m x n sobre M.
La suma de dos matrices A y B en M"™*" se define por

(A+ B);; = A;j + Byj.
El producto por un escalar ¢ € R y la matriz A se define por

(CA)Z']' = CAZ']'.
1.2. Subespacio vectorial

En esta seccion se introducira el concepto de subespacio vectorial, asi co-
mo algunos conceptos relacionados con los espacios vectoriales, ademas de
algunos de sus resultados.

Definicién 1.2.1 Sea V' un espacio vectorial sobre R. Un subespacio de
V' es un subconjunto W de V' que, con las operaciones de adicion vectorial y
multiplicacion por un escalar sobre V', es él mismo un espacio vectorial sobre

R.

Teorema 1.2.1 Un subconjunto no vacio S de V' es un subespacio de V' si
y solo si para cada par de vectores o, 3 en S y cada escalar ¢ en R el vector
ca+ 3 estd en S.
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Demostracién: Ver [6], pag 35.

Teorema 1.2.2 Sea V un espacio vectorial sobre R. La interseccion de
cualquier coleccion de subespacios de V' es un subespacio de V.

Demostracién: Ver [6], pag 36.

Definicién 1.2.2 Sea S un conjunto de vectores de un espacio vectorial V.
El subespacio generado por S se define como la interseccion W de todos
los subespacios de V' que contienen a S. Cuando S es un conjunto finito de
vectores, S = {a, o, ..., a,} se dice simplemente que W es el subespacio
generado por los vectores o, s, ..., Q.

Teorema 1.2.3 El subespacio generado por un subconjunto S no vacio de
un espacio vectorial V' es el conjunto de todas las combinaciones lineales de
los vectores de S.

Demostracién: Ver [6], pag 37.

1.2.1. Ejemplos de subespacios vectoriales

Ejemplo 1.2.1 SiV es cualquier espacio vectorial, el subconjunto que cons-
ta de solamente el vector nulo es un subespacio vectorial de V', llamado
subespacio nulo de V. Es decir

W ={(xy,...,2,) € R"|x; = 0}.

Ejemplo 1.2.2 En R", el conjunto de las n-adas (xy,...,x,) con x1 =0
es un subespacio, pero el conjunto de las n-adas con x1 = 1+ x5 no es un
subespacio.

W ={(z1,...,2,) € R"|zy =1+ 22}

Ejemplo 1.2.3 El espacio de las funciones polinomios sobre R es un subes-
pacio del espacio de todas las funciones de R en R, con las operaciones usua-
les.
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1.3. Dependencia lineal de vectores

Aqui se definird la independecia de vectores y la dimensién de un espacio
vectorial, mediante la definicién de base del mismo.

El concepto de combinacion lineal antes mencionado, nos permite dar la de-
finicién de dependencia e independencia lineal.

Definicién 1.3.1 Sea V' un espacio vectorial sobre R. Un subconjunto S de
vectores de V' se dice que es linealmente dependiente si existen distintos
vectores iy, Qg, ..., 0y, €NS Y C1,Co, ..., C, escalares en R, no todos iguales
a 0, tales que

ciay + o + -+ o, = 0.

Si esto no se cumple, se dice que S es linealmente independiente. Es decir,
si
C101 + Cog + - - - + Oy, =0

=c=c=-=c¢,=0.

Notese que cualquier conjunto de vectores que contenga al elemento neutro
es linealmente dependiente.

Definicién 1.3.2 Sea V' un espacio vectorial. Una base para V' es un con-
Jjunto de vectores linealmente independiente en V' que genera al espacio V.

Definicién 1.3.3 La dimension de un espacio vectorial de dimension fi-
nita es el numero de elementos de una base cualquiera de V'

El espacio V' es de dimensién finita si tiene una base finita.

Proposicion 1.3.1 Sea V' un espacio vectorial de dimension n. Entonces:

1. Todo conjunto de n wvectores linealmente independientes de V' es una
base de V.

2. Todo sistema generador de V' de n elementos, es decir, todo conjunto
de n vectores pertenecientes a V' a partir de los cuales se puede generar
V', es una base de V.
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1.4. Producto interno

En esta seccién trabajaremos con espacios vectoriales reales. Se dara la defi-
nicién de producto interno.

Definicién 1.4.1 Sea V un espacio vectorial sobre R. Un producto in-
terno sobre V' es una funcion que asigna a cada par ordenado de vectores
a, B de V un escalar (a|B) en R de tal modo que para cualesquiera o, 3,
~ de V y todos los escalares c

1. (oc+ Bly) = (aly) + (Bly);
2. (cal|B) = c(alB);
3. (a]ax) >0 si a # 0.
En R"™ existe un producto interno llamado producto interno canénico

o producto escalar y se denota por (a,3), este producto es el que uti-
lizaremos a lo largo del trabajo. Esta definido sobre a = (z1,...,2,) ¥

B = (y1,...,yn) POr

Definicién 1.4.2 Un espacio producto interno es un espacio real junto
con un producto interno definido sobre ese espacio.

1.5. Matriz no singular y matriz definida po-
sitiva
En esta seccion se veran algunas definiciones y resultados de las matrices que

seran de importancia a lo largo de este trabajo. En general trabajaremos con
matrices reales.

1.5.1. Matriz no singular

Definicién 1.5.1 El nidmero de lineas de una matriz A (filas o columnas)
que son linealmente independientes, se le conoce como el rango de la matriz
A y se denota por r(A).

Definicién 1.5.2 Una matriz A de orden nxn se dice que es no singular
si r(A) = n; de otra manera, la matriz es singular.
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Teorema 1.5.1 Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes:

1. A es no singular, i.e., 7(A) = n.
2. Para cualquier b € R", Ax = b tiene un unica solucion.

3. FExiste una unica matriz B tal que AB= BA =1

Demostracién: Ver [1], pag 14.

Teorema 1.5.2 Una matriz es no singular si y solo st su determinante es
diferente de cero.

Demostracién: Ver [1], pag 14.

1.5.2. Matriz definida positiva

Definicién 1.5.3 Una matriz cuadrada A es llamada stmétrica si
A = At donde A? denota la transpuesta de A.

Definicién 1.5.4 Una matriz A n X n se dice que es definida positiva si es
simétrica y si para cualquier vector no nulo x, x*Ax > 0 .

Teorema 1.5.3 Si A es definida positiva, entonces es no singular.
Demostracién: Ver [1], pag 18.

Si los menores principales son mayores o iguales que 0, entonces la matriz es
semidefinida positiva. Veamos algunas propiedades de estas matrices.

Teorema 1.5.4 Si A es definida positiva entonces existe una matriz no
singular P tal que PPAP = I.

Teorema 1.5.5 A es definida positiva si y solo si existe Q no singular tal

que A = Q'Q.
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1.6. Suma directa

Dados dos subespacios U y W de un espacio V, cada vector v € U + W,
tiene descomposicién v = a« + 3, con @ € U y B € W, pero en general
no es unica. En esta seccién veremos la importancia de trabajar con sumas
directas.

Definicién 1.6.1 Sean Vi, V5, Vs, ..., V) subespacios del espacio R™. El subes-
pacio suma lineal de Vi, V5, Vs, ... Vi se define como

Vi+Veat+.. .+ Vi={aeR"|la=a;+...+ag, donde ;€ V;}.

Definicién 1.6.2 Sean Vi, V5, Vs, ..., Vi subespacios del espacio R™. Se dice
que los subespacios Vi, Vo, Va3, ..., Vi son independientes si

a;+...+tap =0 donde a; €V,

implica que cada o; es el vector 0.

Teorema 1.6.1 Sean Vi, V5, Vs, ..., Vi subespacios del espacio R™ 1y sea
Vi+Vo+ ...+ Vi su suma lineal. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. Los subespacios Vi, Va, ..., Vi son independientes;

2. Se cumple la relacion

Vin(Vit+...+Via+Via+...+Vg) ={0},

para todo j tal que 1 < 5 < k.

Demostracién: Supéngase que los subespacios Vi, Vs, ..., Vi son indepen-
dientes y sea

acVin(Vi+... +Via+Vig+...+ Vi),
por lo que,

a=oa; y a=a1+...+0aj_1+aj1+...+ Q.
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Entonces tenemos
Oza—a:a1—|—+aJ_1+—aJ+aJ+1+—b—ak

y, como por hipdtesis los subespacios son independientes tenemos que cada
vector a; es el vector 0, entonces o = 0.

Esto implica que
Vin(Vi+...+ Vo + Vi +...+ Vi) = {0}.

Ahora, supongase que se cumple la relacion
Vin(Vi+...+ Vi + Vi +...+ Vi) ={0}

y se tiene
oar+...+ta,=0 con «a; €V,

Sea p el mayor entero j tal que o es distinto del vector 0. Entonces

ap = (—al) 4+ ...+ (—ap_;[) + (—ap+1) + ...+ (—ak),
que es un vector no nulo en

Von(Vi+...+ Vo + Vo + ...+ Vi) = {0},

lo cual nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, a; = 0 para todo j
(1 <j <k),y concluimos que los k subespacios Vi, Vs, ..., Vi son indepen-
dientes. B

Como consecuencia del Teorema 1.5.1 se tiene que si Vi, Vs, ..., V) son subes-

pacios independientes, entonces tales subespacios cumplen la relaciéon V; N
V; = {0}, si ¢ # j. La suma lineal de subespacios independientes recibe un
nombre especial.

Definicién 1.6.3 Sean Vi, Vs, ..., Vi subespacios del espacio R"™. El subes-
pacto suma lineal Vi + Vo + ... 4+ Vi se denomina suma directa de los
subespacios Vi, Vo, ..., Vi, si se cumple cualesquiera de las dos condiciones
del Teorema 1.5.1. En este caso denotaremos el subespacio suma lineal por

VieVe®d...oV,.
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Al tener el subespacio suma directa de subespacios, cada uno de los vectores
de la suma directa tendra descomposicion tnica, como lo muestra el siguiente
teorema.

Teorema 1.6.2 Sean Vi, Vs, ..., Vi subespacios del espacio R™. La suma
lineal de estos subespacios es suma directa si y solo si cualquier vector B €
Vi+ Vo + ... 4+ Vi tiene descomposicion unica de la forma

B=oai1+...+ar donde a; €V,

Demostracién: Supéngase que los subespacios Vi, Vs, ..., Vi son indepen-
dientes y que el vector 3 tiene ademaés la descomposicion

B=co,+...+a; donde afcV,
formemos la diferencia
0=8-B=(an—a))+...+(ar—a;) donde (a;—a)) €V,
Como los subespacios Vi, Vs, ..., Vi son independientes se tiene que
(a1 —a))=...= (g — ;) =0,

entonces
/ . .
a; =a;, Vi (1=1,...,k),

por lo que la descomposicion del vector 3 es tnica.

Ahora, supdéngase que cualquier vector 3 de V; +V5+...+V} tiene una tnica
descomposicion de la forma

B=a;+...+a, donde a; €V,

Sea aj € Vyparaj=1,...,k ysea as +...+ ap = 0. Puesto que 0 € V}
para cada j y 0 = 0+0+...+0, se sique que o; = 0 para todo j, implicando
la independencia de los subespacios Vi, V5, ..., V. R

Definicién 1.6.4 Sean Vi y Vs subespacios de R™, decimos que Vi y Vo son
ortogonales si para cualquier par de vectores o y 3 tal que v € Vi y § € Vs
se tiene (o, 3) = 0. Denotaremos que Vi y Vo son ortogonales por Vi LVs.
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En particular, dado cualquier subespacio V' de R", podemos determinar todos
los vectores ortogonales a V. Este conjunto de vectores recibe el siguiente
nombre.

Definicién 1.6.5 Sea V' un subespacio de R™. Se define el subespacio com-
plemento ortogonal del subespacio V', como el subespacio de todos los
vectores 3 € R", tales que {(a,3) = 0, para todo o« € V. Denotamos el
complemento ortogonal de V', por V.

Si Vi, Va, ..., Vi son subespacios de R", tales que V; LV} sii # j, decimos que
son mutumente ortogonales.

Teorema 1.6.3 Sean Vi, Vs, ..., Vi subespacios del espacio R™ mutuamente
ortogonales, entonces su suma lineal es directa.

Demostracion: Supéngase
acVin(Vi+.. . +Via+Vig+...+ Vi)

AsaeViyae(Vi+...+ Vi + Vi +...+Vg)
lo cual implica

(a, a) = (aj,00) + ... + (o, a-1) + (@, 0541) + ... + (g, o)
pero por hipdtesis los subespacios son ortogonales, es decir, (e, ap) = 0,
para todo p = 1,...,k con p # j, asi tenemos que (a, ) = 0, de lo que se
sigue que o« = 0, y asi

Vjﬂ(V1+...+Vj_1+Vj+1+...+Vk):{O}.

Por lo tanto, finalmente tenemos el subespacio suma directa de los subespa-
cios Vi, Vo, ..., Vi. I
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Capitulo 2

OPERADOR PROYECTOR Y
SUS PROPIEDADES

En este capitulo introduciremos el concepto de transformacién lineal, asi co-
mo los de operador lineal y operador proyector, incluyendo algunas de sus
propiedades.

2.1. Transformaciones lineales

Aqui veremos la definicién de una transformacién lineal, la cual nos permi-
tira definir un operador lineal. Sean V' y W espacios vectoriales sobre R. Una

transformacién lineal de V en W es una funcién 7" de V en W tal que

T(co+B) = c(T(a) + T(B)

para todo a y 3 en V' y para todo escalar ¢ en R.

Proposicion 2.1.1 Sea T : V — W una transformacion lineal. Entonces:
1. 8i Vi es un subespacio de V', entonces T'(V1) es un subespacio de W.

2. Si Wi es un subespacio de W, entonces T~H(W,) es un subespacio de

V.

Teorema 2.1.1 Sean V' y W espacios vectoriales sobre R. Sean T y U
transformaciones lineales de V- en W. La funcion (T + U)(ex) definida por

(T+U)(a) =T(ax) + U(ex)

13
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es una transformacion lineal de V-en W. Si ¢ es cualquier elemento de R la
funcion (cT') definida por

(T)(@) = «(T(e))

es una transformacion lineal de V' en W, el conjunto de todas las transfor-
maciones lineales de V' en W, junto con la adicion y la multiplicacion por
un escalar aqui definidas, es un espacio vectorial sobre R.

Demostracién: Ver [6], pag 74.

Definicién 2.1.1 Si V' es un espacio vectorial en R, un operador lineal
sobre V' es una transformacion lineal de V en V.

2.1.1. Ejemplos de transformaciones lineales

Ejemplo 2.1.1 Si V es cualquier espacio vectorial, la transformacion
identidad I, definida por Iae = «, es una transformacion lineal de V en V.

Ejemplo 2.1.2 Sea A una matriz m X n dada, con elementos en R. La
funcién T definida por T(X) = AX es una transformacidn lineal de R™*! en
R™Y. La funcion U definida por U(a) = A es una transformacion lineal
de R™ en R".

2.1.2. Traza y rango de una matriz

Aqui se introduciran los conceptos de traza y rango de una matriz, los cuales
utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Definicién 2.1.2 Si A es una matriz n X n con elementos en R, la traza

de A es el escalar .
t?"(A) = Z (077}
i=1

donde los a; son los elementos de la matriz que estan sobre la diagonal.
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2.2. Matriz asociada a una transformacion li-
neal

En esta seccién veremos como a cada transformacion lineal en algin espacio
V', se le asocia un matriz respecto a sus bases.

Si V' y W son espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente, una
transformacién lineal 7' : V' — W queda univocamene determinada por los
n vectores de W que son los valores de T" en una base de V. Se define una
matriz asociada a T' que contiene toda esta informacién. T esta determinada
por su efecto sobre los vectores a;. Cada uno de los n vectores T'(et;) se
expresan de manera Unica como combinacion lineal

T(aj) = Z Ay Bi,
i=1

de los 3, los escalares Ay, ..., A,  son las coordenadas de T'(a;) en la base
ordenada G .

Teorema 2.2.1 Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre R, y W
un espacio vectorial de dimension m sobre R. Sea By una base ordenada
de V y Bw una base ordenada de W. Para cada transformacion lineal T de
V en W, existe una matrizmxn, A, cuyos elementos pertenecen a R, tal que

[T()lpw = Alals,

para todo vector o en V. Ademas, T — A es una correspondecia biyectiva
entre el conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W y el
conjunto de todas las matrices de m X n sobre R.

Demostracién: Ver [6], pag 86.

Definicién 2.2.1 La matriz A, que estd asociada aT' en el teorema anterior
se llama la matriz de T respecto a las bases By y Bw .

Obsérvese que A es la matriz cuyas columnas Ay, ..., A, son dadas por

Aj = [Taglpy -
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2.3. Operador proyector

Aqui se trabajara con algunas propiedades del operador proyector.

Sean V] y V5 subespacios independientes de R™, tales que Vi & V, = R™. Por
la seccion de suma directa, tenemos que cualquier elemento a € R”, tiene
descomposicion tinica o = a1 + aig, donde ay € V; y ap € Vs, Denotemos
por P al mapeo de R" a V; dado por P(a) = ay. El operador P es un
operador lineal sobre R".

T =100y +|12

¥

Figura 2.1: Operador proyector P(a) = .

Definicién 2.3.1 Al operador P se le denomina el operador proyector
sobre Vi a lo largo de V5.

A continuancién presentaremos algunas propiedades del operador proyector.

Teorema 2.3.1 Un operador P sobre R™ es un operador proyector sobre
algun subespacio Vi st y solo si, es idempotente, es decir, si PP = P.

Demostracién: Sea P el operador proyector sobre V; a lo largo de V5. Si
ay € Vi, la proyeccion de aiy sobre Vi a lo largo de V5 es ;. Para cualquier
a € R” se tiene @ = a; + a2, donde a; € V) v ag € V. Tenemos que
PP(a) = P(a;) = a1 = P(av), por lo que, P es un operador idempotente.
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Inversamente, sea P un operador idempotente. Definamos V; como el con-
junto de todos los vectores a € R", tales que o = P(ax) y sea V3 el conjunto
de todos los vectores a € R™ tales que P(a) = 0; es decir,

Vi ={a € R"|P(a)

aj,
Vo ={a € R"|P(a) )

0}

Ahora, supéngase que a € V3 N Va, entonces o« = 0, asi, V4 NV, = {0};
ademds, para cualquier a € R", se tiene que @ = P(a)+ (I —P)a. Definamos
a1 = Pla) y az = (I — P)a, entonces o« = a3 + ez y se tiene que

P(a1) = PP(a) = P(a) = aq

por lo que a7 € V1, y
P(a2) = 0,

lo cual implica que ag € Vs. Asi, Vi + V5 = R™. Asi tenemos que V; &V, = R™.
Ademas, como o = a; + g, se tiene que

Pla) = P(ag) + Plag) = o1 + 0 = oy (2.1)

Entonces, por la definicién de operador proyector se tiene de (2.1) que P es
el operador proyector sobre V; a lo largo de V5. B

Teorema 2.3.2 Sean Vi y V5 dos subespacios independientes de R™, tales
que Vi @& Vo = R", y sea P un operador lineal sobre R™. Tenemos que P es
el operador proyector sobre Vi a lo largo de Vy si y solo si P satisface

| a siaeV;

Demostracién: Denotemos con P, 5 el operador proyector sobre V; a lo largo
de V4 y con P, el operador proyector sobre V5 a lo largo de V;. Sea cualquier
a € R" con @ = a; + as, en donde a; € V; vy ag € V5. Ahora, a =
a1+ o = P o(aq) + Pyi(a), de lo cual obtenemos P(a) = P(Pr (o)) +
P(Ps1(c2)). Ademds, tenemos que P o(aq) € Vi y Pay(az) € Va; asi, por
la condicién (2.2) tenemos que

Pla) = Pia(a1) = ou;



18 CAPITULO 2. OPERADOR PROYECTOR Y SUS PROPIEDADES

asi P(a) = aup, con lo que se tiene, por definicién de operdor preyector, que
P es el operador proyector sobre V; a lo largo de V5.

Inversamente, sea P el operador proyector sobre Vi a lo largo de V5, y sean
los vectores ai; € Vi y ag € V3, asi se tiene que P(ay) = P(a1 +0) =ay y
P(az) = P(0 + a2) = 0. Entonces, P satisface

| a siaeV
P<O‘)_{o sia € V5.

Notemos que si P es el operador proyector sobre V; a lo largo de V5, entonces
por el Teorema 2.3.2 tenemos que (I — P) es el operador proyector sobre V5

a lo largo de Vi. Ademés, P(I — P) = (I — P)P =0.

Ahora veremos la relacién entre proyectores y subespacios.

Teorema 2.3.3 Sean Vi y Vi subespacios del espacio R", tales que V; C
Va, con subespacios complementarios Wy y Ws, respectivamente; es decir,
VieW, =R" y Vo ® Wy =R" Sean P, y Py los proyectores sobre Vi a lo
largo de Wi y sobre V5 a lo largo de Wy, respectivamente, entonces

PlPQ(a) = PgPl(a) = Pl(a)

Demostracion: Sean ()1 = I — Py, el proyector sobre W; a lo largo de Vi,
y Q2 = I — P, el proyector sobre W5 a lo largo de V5. Sea cualquier vector
a € R™, como por hipétesis V] C Va, tenemos que P () € Va, entonces

PP =P. (2.3)

Ahora, por hipétesis también se cumple que Wy C W, entonces de (2.3)
tenemos que QQ1Q)2 = ()2, lo cual implica

(I =P)I—-P)=1-P,

obteniéndose
—P+PP=0,

de lo cual tenemos que
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P, = PP, (2.4)

Asi, de (2.3) y de (2.4), obtenemos

P1P2:(PQPl)P2:P2<P1P2):P2P1.

Asi, tenemos que PP, = PP, I
Ahora presentaremos una clase especial del operador proyector.

Definicién 2.3.2 Sea V' un subespacio del espacio R, y sea V* su comple-
mento ortogonal. Entonces el operador proyector sobre V a lo largo de V*,
se denomina proyector ortogonal sobre V.

Se denotard por S (X) al espacio generado por los vectores columna de la
matriz X.

Teorema 2.3.4 P es el operador proyector ortogonal sobre S (X) si'y sdlo
st

a) P (a)=a para cualquier o« € S (X) y

b) P (B)=0 para cualquier 3 € S (X)*
Demostracién: Se tiene que S (X) @ S (X)" = R”, asi por la definicién de
proyector ortogonal y por el Teorema 2.3.2 se cumple el resultado.
2.4. Matriz inversa generalizada

Definicion 2.4.1 Una matriz inversa generalizada de A es una matriz G

que satisface que AGA = A.

La notacién usada para denotar una inversa generalizada de la matriz A es
A~
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Teorema 2.4.1 Si G es una matriz inversa generalizada de X'X, entonces
GX! es una matriz inversa generalizada de X, es decir, se cumple que

XGX'X = X.

Demostracion: Sea a € R", éste tiene descomposicion tnica a = aj+as,
en donde a; € S (X) y ag € S (X)'. Asi, oy = Xy, para algtin ;. Entonces

A'XGX'X = olXGX'X
= 71 (X'X) G (X'X)
= 7 (X'X)
= o'X.

Asf se cumple, XGX!X = X.

Teorema 2.4.2 Sea (X'X)™ wuna inversa generalizada de la matriz (X'X),
entonces X (X!X)™ X" es el operador proyector ortogonal sobre S (X).

Demostracién: Si a € S (X) entonces @ = Xy y por el Teorema 2.4.1 se
tiene

X (X'X) X' () = X(X'X) X'Xy
= Xvy=a.
Ahora, si 8 € S (X)" se tiene que X (X'X)~ X! (8)=0. Asf se cumple que
a) X (X!X)” X! ()=« para cualquier a € S (X) y
b) X (X'X)~ X! (8)=0 para cualquier 5 € S (X)*
y por el Teorema 2.3.4 se tiene el resultado.
Sea V una matriz definida positiva. Asi existe una matriz no singular R para

la cual se cumple V = RR'. Es de interés el operador proyector ortogonal
Pg sobre S (R7'X), el cual, por el Teorema 2.4.2 estd dado por medio de

(RX) [RT'X)Y(R'X)]” (RX)".
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Teorema 2.4.3 Sea V una matriz definida positiva, entonces
X (XtV_lX)_ Xtv!
es un operador proyector sobre S (X).
Demostracién: Denotaremos por Pxy al operador X (X'V~1X)” XV~

En primer lugar veamos que efectivamente es un operador proyector. Se tiene
que

Pxv! = |[X(X'V'X) X H (X'VIX) XV
= [ X(XVIX)T(XVIX) (XVX) XV
- X(XtV X)*Xtv—
= Pxv,

y por lo tanto se tiene que se cumple la idempotencia, asi por el Teorema
2.3.1 Pxv es un operador proyector. Ahora veamos que es un proyector sobre
S (X). Se tiene que el operador proyector ortogonal Pr sobre S (R™!X),
cumple la relacion

(R'X) [RIX)(R'X)]” (R7'X)" (R'X) = (R'X),
lo cual puede ser escrito como:
R'X (X'V'X) X'V X =R 'X,
de lo que se obtiene que
X (X'V1'X) X'V IX=X. (2.5)
Si o € S(X) entonces a = Xy. Entonces

Pxv(a) = X(X'V'X) X'V 'a
= X (X'V'X) X'V Xy

= Q.

Asi se cumple que Pxv (o) = a para a € S (X).
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Capitulo 3

OPERADOR PROYECTOR
EN EL MODELO LINEAL
GENERAL

3.1. Modelo lineal general

Esta seccion trata sobre el modelo lineal general, comenzando por la idea
de la posible relaciéon lineal entre dos variables, una variable respuesta y la
otra una variable explicatoria, esto nos permitira introducir el modelo lineal
general.

El modelo lineal general que es usado para determinar una observacién y de
una variable Y de algin valor x conocido de una variable X es usualmente
escrito de la forma

y=flz)+e

en donde e es una variable aleatoria, f(z) es una funcién de =, y = es una
variable que no es aleatoria. La funcién f(z) es definida como la parte de-
terminista del modelo, Y y e la parte aleatoria. También, Y se refiere como
variable dependiente o la variable respuesta, y x es definida como variable
independiente o variable predictora. La variable e no es observable, pero al-
gunas cosas acerca de la distribucion de e se afirman como parte del modelo.

En el caso méas simple f(x) = Sy + S1x1, Bo y f1 son pardmetros desconoci-
dos. A menudo fy y 57 pueden ser cualquier niimero real. Entonces podemos
escribir este modelo como

Y =By + fiz1 +e.

23
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En su forma més general, f(z) es una funcién lineal de k 4+ 1 pardmetros
desconocidos 8y, b1, ..., Bk v se puede escribir como

f(x) = Bo+ Biry + ... + Bry,
donde las x; contienen parametros desconocidos.

Para la i-ésima observacion, el modelo queda dado por:

Y = Bo + Bixi; + e, E(e;) =0, para i =1,2,...,n.

Este conjunto de relaciones es llamado el modelo simple. Con las observacio-
nes podemos calcular las estimaciones de By y (.

Definicion 3.1.1 Consideremos las n ecuaciones
Yi = Bo + Biz1i + Bowai + ..+ Brws + €, Ele;) =0, 1=1,2,...,n.
en donde

1. Las'Y; son variables aleatorias observables;
2. Las xj son observables;
3. Boy Bi parai=1,...,k son parametros desconocidos;

4. Las e; son variables aleatorias no observables tales que cov(e;,e;) = oy y
cov(e;, ex) = 0.

Estas especificaciones definen un modelo lineal simple.

Podemos escribir las n ecuaciones del modelo de la definicién anterior como

Yy = Bo + Bz + Bazor + ... 4 Brxr + e
Yo = Bo + Bizia + Bozaa + ... + Brxre + €2

Yn = BO + 51x1n + 62x2n +...+ ﬁkmkn +en



3.2. ESTIMACION EN EL MODELO LINEAL GENERAL 25

o en forma matricial

Y, I 2z oo x| [ Bo €1
Y, _ I 212 ... T2 |B €2
Y, 1 21, oo Tpal| | B en
Es decir:
Y =Xp(+e, E(e) =0, y cov(e) = o*I.

3.2. Estimacién en el modelo lineal general

N
Con el fin de estimar  necesitamos determinar un estimador (3, el cual es
una funcién de Y y de otras cantidades como X, tal que 8 sea cercano a (3 en
algin sentido. En este caso, si sustituimos 8 por 3, entonces Y estara cercano
A
a X (. La diferencia

A
Y —X[f=c¢

se denomina el vector de residuales, mientras que
Y — X[ =e,

A
se denomina el vector de errores. Un método de elegir 3 es minimizar la suma
de cuadrados de los elementos de e.

Se tiene que E(Y) = Xf, pero 3 es desconocido, lo que se sabe es que
E(Y) € S(X). Para la estimacién de E(Y) se toma el vector perteneciente
a S(X) que esté mds cercano a Y. La distancia estd dada en términos de
(Y — X3)" (Y — X3). Asi, se tiene la siguiente definicién.

A

Definicién 3.2.1 Un estimador B se denomina un estimador por minimos
A

cuadrados de 3, si X [ es el vector perteneciente a S(X) que esta mdas cercano

A
a Y. En otras palabras, B es un estimador de minimos cuadrados si

(Y—Xﬁ)t(Y—Xﬁ) :mﬁin(Y—Xﬁ)t(Y—Xﬁ). (3.1)
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3.3. Operador proyector en la estimacién en
el modelo lineal general

En esta seccién se muestra como el operador proyector ortogonal sobre S(X)
interviene en la estimacion de los parametros en el modelo lineal general;
es decir, en la estimacion de los coeficientes de regresion y en la estimacon
de la varianza, se presentan los estimadores por minimos cuadrados y los
estimadores por minimos cuadrados generalizados.

3.3.1. Minimos cuadrados ordinarios

Uno de los métodos mas utilizados para obtener estimaciones de los coefi-
cientes de regresion es el método de minimos cuadrado, el cual se muestra a
continuacion.

Considérese el modelo

Y=XB+e, E(e)=0, Cov(e)=o"1, (3.2)

donde Y € R", X es una matriz de constantes de orden n x p, € R? es un
vector de parametros desconocidos, y € € R™ es un vector de errores aleato-
rios no observables.

Teorema 3.3.1 Sea Px el operador proyector ortogonal sobre S(X), en-
tonces

(Y = XB)' (Y = Xp) = (Y = PxY)" (Y —= PxY)+(PxY — Xp)' (PxY — X5).

Demostracion: Lo anterior se demuestra en base a las propiedades del ope-
rador proyector ortogonal, (I - Px)Px =0y (I-Px)X =0. 1

A
Teorema 3.3.2 [ es un estimador por minimos cuadrados de 3 si y solo
A
si X p=PxY, donde Px es el operador proyector ortogonal sobre S(X), es
A
decir, si y sdlo si X f=X (X'X)” X'Y.
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Demostracion: Por el Teorema 3.3.1 se cumple la relacion

(Y -Xp) (Y =XB) = (Y -PxY) (Y - PxY)
+ (PxY —Xp) (PxY — X§).

Observe que ambos términos de la derecha son no negativos, y el primer
término no depende de 3. Por lo tanto (Y — X3)" (Y — X3) es minimizado
cuando se minimiza

(PxY — XB)"' (PxY — Xf),

la cual es minima si y sélo si PxY = X/, lo cual prueba el teorema. B

Teorema 3.3.3 * dado por f* = (X'X)” X'Y es un estimador de mini-
mos cuadrados de [3.

Demostracion: Por el Teorema 3.3.2 se tiene que $* es un estimador de
minimos cuadrados de 3 si y sélo si X3* = PxY, donde Px es el operador
proyector ortogonal sobre S(X). En este caso se tiene que

X8 =X [ (X'X)”X'Y| = [X (X'X)” X| Y = PxY,

Por lo que, 8* = (X'X)™ X"Y es un estimador de minimos cuadrados de 5. B

Otro parametro de interés en el modelo lineal general es la varianza o2. Aho-
ra se vera como el operador proyector ortogonal interviene en la estimacion
del pardmetro o2

Teorema 3.3.4 Sea el modelo

Y =XB+e, E(e)=0, Couv(e)=o"l (3.3)
Entonces
Y{I-Px)Y

2

es un estimador insesgado de o, respecto al modelo (3.2).
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Demostracién: Para la funcién cuadratica Y'BY se cumple la siguiente
relacion

E[Y'BY] = tr(B[Cou(Y)]) + [E(Y)]'B[E(Y)).

En el caso de interés se tiene que

B=1-Px,E(Y)=Xg3,Cov(Y) =02,

asi se tiene que
E[Y'I-Px)Y] =tr(c*(I-Px)) + 8'X'(I - Px)Xp.
Ademas, se cumple que
tr(o0*(I - Px)) = o*[tr(I — Px)] = 0*(n — r (X))
vy (I-Px)X =0, asi, /X' (I -Px)X3 =0.

De lo anterior
E[Yt(I - Px)Y]| = 02(n —r(X)).

Asi, se cumple que
YI(I -
E —(I Px)Y =o”.
n —r(X)

Y/ (I — Px)Y se denomina la suma de cuadrados para el error (SCE). Al
rango de (I — Px) se le denomina los grados de libertad para el error (gl).
Y a la razon entre la suma de cuadrados del error y los grados de libertad
para el error se le denomina el error cuadrado medio (ECM).

Asi, el error cuadrado medio respecto al modelo (3.2), estd dado por medio

de
Yi(I- Px)Y
n—r(X)

De lo anterior se tiene que una estimacién insesgada de o? estd dada por
la razén de la suma de cuadrados para el error dividida entre los grados de
libertad para el error.
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3.3.2. Minimos cuadrados generalizados

Ahora considérese el modelo

Y =XB+e, E(e)=0, Cov(e)=0"B, (3.5)

donde B es alguna matriz definida positiva. Asi, existe una matriz no singular
R para la cual se cumple que B = RR'. Del modelo (3.5) se obtiene el modelo

R'Y=R 'Xg+R'e, E(R'e)=0, Cov(R'e)=0"L. (3.6)
Para el modelo (3.6) las estimaciones de minimos cuadrados minimizan
(RY —R'XA) (RYY —RIXf) = (Y - XB)' V(Y - XB). (3.7)

. . . ., t
Esta distancia es una generalizaciéon de (Y — X5)" (Y — X/3), por lo que los
estimadores del parametro [ que minimizan tal distancia se conocen como
estimadores por minimos cuadrados generalizados.

A
Teorema 3.3.5 Bajo el modelo (3.6), B es un estimador de minimos cua-
drados de B si y solo si

A
X =X (X'V'X) X'V'Y. (3.8)

En términos del operador proyector Pxv del Teorema 3.3.2, el Teorema an-
A
terior se expresa, bajo el modelo (3.6), como: B es un estimador por minimos
A
cuadrados de 3 sty solo si X f= PxvY donde
Pxv =X (XtVle)_ Xivi (3.9)

es un proyector sobre S (X).

Anteriormente se vié que una estimacién insesgada de o? estd dada por la
razén de SCE dividida entre los grados de libertad. Lo anterior bajo el
modelo propuesto.

Bajo el modelo (3.2) la SCE estaba dada en términos del operador proyector
ortogonal Px sobre S (X) por medio de Y/(I — Px)Y.
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En este caso, el modelo de interés es el dado en (3.6) por lo cual se tiene que
la SCE esta dada en términos del operador proyector ortogonal Pgr sobre
S (R™'X). El operador proyector ortogonal Pr sobre S (R7'X) estd dado
por medio de

(RX) [RTX){(RX)] (RX)".

Asi, la SCE est4 dada por medio de (R™'Y)" (I — Pg) (R™'Y).

SCE = (R™'Y)' [I- R'X [R'X)'(R7'X)]” (R'X)'| (R™'Y).

Teorema 3.3.6 Bajo el modelo (3.6), la SCE se puede expresar como
Y'I-Pxy) V'1(I-Pxv)Y.
Demostracién:
SCE = (R'Y)' [I ~ROX [(RIX)(RX)] (Rflx)t} (R7YY)

= YVI'Y - YV IX(XV'X) X'VY
= Y'(I-Pxv)V'I-Pxv)Y.

Se tiene que R es una matriz no singular, asf se cumple que 7 (R™'X) = r (X)
y se tiene que los grados de libertad para el error bajo el modelo (3,6) estén
dados por medio de n — r (X).

De lo anterior se tiene que:

Teorema 3.3.7 Bajo el modelo (3.6) una estimacion insesgada para o>

esta dada por medio de

Y!(I-Pxy) V'I-Pxy)Y

X (3.10)
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