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Introduccion

En 1960 se publico el texto Rings of Continuous Functions
escrito por Leonard Guillman y Meyer Jerison. Este libro es un
compendio de resultados acerca de la relacién entre un espacio
topologico X y el anillo de funciones continuas de X en R, C'(X),
donde R es el conjunto de los niimeros reales con la topologia
usual.

Los métodos y técnicas para observar en C'(X) una estructura
algebraico-topologica, se pueden generalizar. La intencion de este
trabajo es presentar de manera general (usando categorias, el con-
cepto abstracto de estructura algebraica y estructura algebraico-
topologica) al conjunto C (X, F) como una estructura algebraico-
topologica, donde X es un espacio topologico, E es una estructura
algebraico-topologica y C(X, E) es el conjunto de funciones con-
tinuas de X a F.

En el Capitulo 1, presentamos los conceptos topoldgicos bésicos
necesarios para nuestro trabajo, asi como el conjunto de los nulos
de un espacio topologico X, Z(X), tan importante para entender
a la estructura algebraico-topologica de C'(X).

En el Capitulo 2, ademés de estudiar a C(X), en particu-
lar estudiamos a los espacios completamente regulares o espacios
Tychonoff, ya que en estos espacios su topologia estd profunda-
mente relacionada con su anillo de funciones continuas, y ademés
cumplen una propiedad universal respecto a los espacios topologi-
cos, ver Teorema 2.20. En el desarrollo de este capitulo seguimos
el Capitulo 3 de Guillman y Jerison [5].

En el Capitulo 3, una vez que hemos presentado a C(X) co-
mo ejemplo clasico de estructura algebraico-topologica, ahora de-
sarrollamos los conceptos basicos de categorias para describir en
el Capitulo 4 a C(X, F) como estructura algebraico-topologica.
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Cabe mencionar que en los capitulos 3 y 4, seguimos algunas
partes del trabajo de Agustin Contreras [3]. También usamos el
texto Abstract and Concrete Categories, The Joy of Cats [1], para
desarrollar los conceptos bésicos de categorias.

Al final, en el Capitulo 4, como resumen de todo el trabajo de-
sarrollamos con detalle los conceptos de estructura algebraica, es-
tructura algebraico-topologica, construimos estructuras algebraicas
para €%, donde ¢ es una estructura algebraica y X un conjunto;
y cuando € es una estructura algebraico-topologica, construimos
la estructura algebraico-topologica para £X.

Finalmente, estas construcciones definen funtores entre la cate-
goria de conjuntos, Con, y la categoria de estructuras algebraicas
del mismo tipo, C, o bien entre Con y C; (la categoria de estruc-
turas algebraico-topoldgicas del mismo tipo).

Lugar aparte ocupa el funtor F), entre Top y Top (la cate-
goria de espacios topologicos), donde F),(X) = C,(X, E), E es un
conjunto subyacente de una estructura algebraica o algebraico-to-
pologica y C,(X, E) es C(X, E) con la topologia de la convergen-
cia puntual. Tal funtor nos proporciona herramientas importantes
para analizar la estructura algebraica o algebraico-topologica de
Cyp(X, E). Por tltimo, en el Teorema 4.28, hacemos una aplicacion
de este funtor.

Maria Elena Vargas Martinez

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Benemérita Universidad Autéonoma de Puebla
Julio 2014
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se enuncian los conceptos y resultados que son
necesarios para el desarrollo de esta tesis.

1.1. Conceptos basicos y notaciones

Como es usual, R denotara al conjunto de los niimeros reales
y R, denotard a R con la topologia usual.

Para un espacio topolégico X, consideremos los siguientes con-
juntos:

RX = {f : f es una funcién de X a R},
C(X)={feR*: f: X — R, es continua} y
C*(X)={f eR¥: f: X = R, es continua y acotada}.

La suma y el producto de funciones de R¥ definidas por:

(f+9)(@) = f(z) +9(x) vy (- 9)(x) = f(z) - g(x), para cada
r € X; dotan a este conjunto y a C'(X) de una estructura de
anillo conmutativo con elemento unitario.

En efecto, es claro que R¥ es un anillo conmutativo con elemen-
to unitario. El elemento cero es la funcién constante 0, el elemento

1



2 Preliminares

unitario es la funcién constante 1, el inverso aditivo de f es —f y
estda dada por (—f)(z) = —f(x).

Para C'(X) la suma y producto de funciones continuas son fun-
ciones continuas. Si f es un elemento de C'(X), entonces existe
— f que es una funcién continua, y la funciéon constante 1 esta en

O(X).

Sea X un espacio topolégico y sean f,g € R¥. La relacion
f > g significa que para todo x € X, f(z) > g(x). La funciéon
fVg e RY sedefine fV g(x) = méx{f(z),g(x)}, para cada
xr € X. Notemos que para cualesquiera funciones continuas, f y
g, v x € X, la funciéon k definida por £ = f V g satisface que
k> fyk?>g, vk esuna funciéon continua; ademés para toda
h € C(X) tal que h > fy h > g, entonces h > k. Por tanto
f Vg = sup{f, g}, es decir, k = sup{f,g}. Por otro lado, la
funcion f A g € R¥ se define f A g(x) = min{f(z), g(z)}, para
cada x € X. De forma anéloga (f A g)(z) = f(x) A g(z).

Si f es una funcion continua, entonces |f| esta definida como
fV —f, es continua y satisface que

|f|(z) = |f(x)|, para cada z € X.

Definicion 1.1. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico
X. Definimos:

(1) Elinterior de A, el cual denotaremos por int(A), es la union
de la coleccion de subconjuntos de A que son abiertos en X.
A los puntos que pertenecen a int(A) les llamaremos puntos
interiores de A.

(2) Un subconjunto V' de X es una vecindad del punto x en el
espacio X si podemos encontrar un conjunto abierto A que
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satisfaga * € A C V, que lo denotaremos por V. Luego,
una vecindad de un conjunto A es un conjunto U tal que

A Cint(U).

(3) Un punto x € X estd en la clausura de A si cada vecindad
de x contiene al menos un punto de A (puede ser x mismo).
El conjunto cl(A) = {x € X : V, N A # () para cada, V,,
vecindad de x} es llamado la cerradura de A.

Definicion 1.2. Sea X un espacio topoldgico,

(1) X es Ty si para cada par de puntos distintos x y y de X
existe un subconjunto abierto U tal que U contiene a uno de
los puntos x oy, pero no al otro.

(2) X es 11, si para cualesquiera puntos distintos x y y de X,
ezisten subconjuntos abiertos, U y V', de X tales quexz € U\V
yyeV\U.

(3) X es espacio Hausdorff o Ty si satisface la siguiente condi-
cion: para cualesquiera puntos distintos x y y de X, existen
abiertos, U y'V, de X tales quex € U,y €V, yUNV = .

Recordemos que si X y Y son espacios topologicos, una funcion
f X — Y es un homeomorfismo si y solo si f es continua,
biyectiva y abierta.

Definiciéon 1.3. Sean X y Y espacios topologicos y f : X —
Y wuna funcion. f es encaje si y solo si f : X — f(X) es un
homeomorfismo.

Lema 1.4. Sean E y F subconjuntos de un espacio topologico
X. St E y p tienen vecindades ajenas, para cada p € F, y F es
compacto, entonces E/ y F' tienen vecindades ajenas.
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Demostracion. Para cada p € F, sean U, y V) vecindades
ajenas de p y E, respectivamente. Luego, se tiene que {int(U,) :
p € F'} es una cubierta abierta del compacto F'. Asi existen puntos
en ', p1, pa, ..., pn, tales que ' C Ul ;int(U),). Consideremos V' =
NV, vy U= U yint(Up,,). Tenemos que, ECV y F CU.

Es claro que U es abierto y que V' es una vecindad de E. Ahora,
supongamos que U y V no son ajenos, es decir, supongamos que
existe z € U NV, luego z € int(U),), para algin j € {1,...,n} y
z € Vp, paratodoi € {1,...,n}. Asi z € int(Uy,,)NV,, C U, NV,,,
lo cual es una contradiccion, puesto que Uy, y V), son ajenos.

Por lo tanto, tenemos que E y F' tienen vecindades ajenas. [

Corolario 1.5. En un espacio Hausdorff, un conjunto compacto
y un punto en su complemento tienen vecindades ajenas. Por lo

tanto, cada conjunto compacto en un espacio Hausdorff es cerra-
do.

Demostraciéon. Sean X un espacio Hausdorff, /' un subcon-
junto compacto y p € X \ F. Tomemos F = {p}, por el Lema
1.4, F' y p tienen vecindades ajenas. [

Corolario 1.6. Cualesquiera dos conjuntos compactos y ajenos
en un espacio Hausdorff, tienen vecindades ajenas.

Demostraciéon. Sean X un espacio Hausdorft y K y F' con-
juntos compactos y ajenos de X. Para cada p € K y F' compacto,
por el Corolario 1.5, existen vecindades ajenas. Luego por Lema
1.4, K y F tienen vecindades ajenas. [

1.2. Conjuntos nulos

En la presente seccion revisamos las nociones de conjuntos nu-
los asi como los resultados relacionados con estos conceptos que
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vamos a utilizar en los siguientes capitulos.

Definicion 1.7. Sea X un espacio topoldgico y consideremos a
Z(X)=Af7(0): f e C(X)}, a Z(X) se le llama el conjunto
de nulos de X, y al complemento de un conjunto nulo se le deno-
mina como conjunto co-nulo de X. Para f € C(X) denotaremos
Z(f)=f7(0) =4z € X : f(x) = 0}. Ademds el conjunto Z(f)
es cerrado en X, para cada f € C(X).

Observemos que Z(0) = X, Z(1) = (). Dado un espacio topo-
logico X, las funciones constantes las denotaremos por k, para
cada k € R.

Notacion 1.8. 5t X es un conjunto y T es una topologia sobre
X, entonces Z*(X) ={f(0): f € C(X) y [ es acotada}.

Ejemplo 1.9. Notemos que para cada funcion f de valores reales
sobre N, como N es discreto, f es una funcion continua, asi que
C(N) (respectivamente C*(N) ) es el anillo de todas las sucesiones
de numeros reales (respectivamente, las sucesiones de nimeros
reales acotadas). La funcion identidad i sobre N definida pori(n) =
n, pertenece a C(N); sin embargo, i no pertenece a C*(N). Asi,
C(N) # C*(N). Por otro lado el conjunto Z(i) es vacio. Por
supuesto existe i~'; de hecho i~' = j, donde j es la sucesion
(%)%N. FEs claro que j € C*(N), es decir, es una funcidn acota-
da. Luego Z(j) = 0, peroi = j~1 ¢ C*(N) y de aqui se obtiene
un ejemplo de una funcion en C*(N) cuyo conjunto nulo es vacio.

Lema 1.10. Sea X wun espacio topoldgico. Si f,g € C(X) en-
tonces Z(f -g) = Z(f)U Z(g).

Demostracién. El punto z € Z(f-g),siysolosi (f-g)(x) =0
siy solo si f(x)-g(x) =0,siysolosi f(x) =00g(x) =0,siy
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solosiz € fT(0) oz € g=(0),siysolosiz e Z(f)U Z(g). O

Lema 1.11. Si X es conjunto y T es una topologia sobre X, en-
tonces Z(X,:) ={f ((—oo,r]) :r € R, f € C(X)}U{f([r,00)) :
reR feC(X)}=2(X).

Demostraciéon. Para demostrar la primera contencion, sea
Z(f) € Z(X) es decir, Z(f) = {x € X : f(x) =0} ={z €
X |fl(2) = 0} = {w € X £ [£](2) < 0} = {|fI((—00,0]): f €
C(X)}.

Para la otra contencion, sean f € C(X,) y r € R, notemos
que (f —r) V0 € C(X), por tanto ((f —r) V0)~(0) € Z(X).
Afirmamos que (f —r Vv 0)(0) = f((—o0,r]). En efecto, si
(f—rVv0)(z) =0, entonces (f—r)(z) <0, luego, f(z)—r(z) <0,
por tanto f(z) < r. Por otro lado, si f(w) < r entonces f(w)—r <
0, asi, ((f —r) Vv 0)(w)=0.

Anélogamente (f —r A0)<(0) = f<([r,00)). O



Capitulo 2

Algunas caracterizaciones de
espacios Tychonoff

En este capitulo damos algunas caracterizaciones de espacios
Tychonoff (completamente regulares), utilizando la herramienta
topologica algebraica.

La clase de los espacios Tychonoff fue introducida poco tiempo
después de que H. Tietze introdujera los espacios normales. En
1930 el matematico ruso Andrei Nikolaevich Tychonoft demostro
en su articulo Uber die topologische Erweiterung von Riimen [2]
que todo espacio normal es homeomorfo a un subespacio de un
espacio producto de tipo [0, 1], para un adecuado conjunto M
(los espacios [0, 1]* son conocidos hoy en dfa como cubos de Ty-
chonoff); y pregunto si la condicion de normalidad en su resultado
era una condicion necesaria. En este articulo Uber die topologische
Erweiterung von Rimen [2]|, A. N. Tychonoff not6 que esto no era
asf e introdujo los espacios Tychonoff, haciendo ver que dichos es-
pacios topologicos, y unicamente ellos, tienen la propiedad de ser
homeomorfos a subespacios de cubos de Tychonoft.

Definicion 2.1. Un espacio topoldgico X es Tychonoff (o com-
pletamente regular) si satisface las siguientes condiciones:

7



8 Algunas caracterizaciones de espacios Tychonoff

(1) X es un espacio Ty; y

(2) para cualquier cerrado F de X y cualquier punto x € X\ F,
existe una funcion continua, f : X — [0,1], tal que f(F) C {0}
y flx) =1

2.1. Primera caracterizaciéon de espacios Tycho-
nofft

En esta parte demostraremos una primera caracterizacion de
un espacio Tychonoff (Teorema 2.3), asi como algunos resultados
importantes.

Definicion 2.2. Si X es un espacio Hausdorff, Z(X) es una base
para los conjuntos cerrados, st y solo si dado un cerrado en X,
F, eziste una familia {Zy}aer C Z(X) tal que F = NperZa.

Teorema 2.3. Sea X un espacio Hausdorff. Entonces X es com-
pletamente regular si y solo si la familia Z(X), es una base para
los conjuntos cerrados.

Demostraciéon. (=) Sea F' un cerrado en X, si F = X en-
tonces F' = Z(0). Ahora, supongamos que F & X. Como X es
completamente regular, para cualquier cerrado F' de X y cualquier
punto x ¢ F, existe f, € C'(X) tal que f.(x) =1y f.(F) C {0},
entonces F' C Z(f,), es decir F' C Myex\pZ(f2). Por otro lado, su-
pongainos que (mxeX\FZ(fa?))\F 7A 0. Sea y e (meX\FZ(fx))\Fa
se tiene que y € Z(f,), para toda x € X \ F, asi, cuando
y € Z(fy), fy(y) = 0y cuando y ¢ F, f,(y) = 1 lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto Nyex\pZ(fz) C F.

(<) Sean F un cerrado en X y un punto x ¢ F. Por hipotesis
existe una familia {Z,}aer en Z(X) tal que F' = NyerZy. Luego,
existe g € C(X) tal que Z, = Z(g9), F C Z(g) y x ¢ Z(g).
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Notemos que g(x) = r, r # 0 asi existe r1: X — R que esté

definida por 7~ !(w) = L. Se tiene que existe f = gr! € C(X).
1

Si m € F, entonces f(m) = g(m) -1 =2 =0, por otro lado
fl)y =2 —r—1q

T r
Como X es Hausdorft, X es completamente regular. [l

Definicién 2.4. Sean A y B conjuntos de un espacio topoldgico
X, se dice que A y B son completamente separados si existe f :
X — [0,1], continua tal que f(x) = 0, para cada x € A, y
f(z) =1, para cada x € B.

Teorema 2.5. Dos conjuntos estdn completamente separados i
y solo si estdn contenidos en conjuntos nulos ajenos. Mds ain,
conjuntos completamente separados tienen vecindades nulas aje-
nas.

Demostracion. Para la necesidad, si A y B estan completa-
mente separados, entonces existe f : X — [0, 1] continua, tal que
f(z) =0, para todo x € Ay f(x) =1, para todo x € B. Asi los
conjuntos

F={z:f(z) <3ty E={z: f(z) >3}
son vecindades ajenas de A y B, respectivamente. Por el Lema
1.11 se tiene que F'y E son conjuntos nulos.

Para la suficiencia, sean A y B conjuntos de X tales que existen
Z(f), Z(g) € Z(X) con AC Z(f), BC Z(g) y Z(f)"Z(g) = 0.
Entonces |f| + |g| no es cero. Luego se puede definir

h(z) = %, para cada x € X.
Notemos que h : X — [0, 1] es continua, ademas h es igual a 0
sobre Z(f) y es igual a 1 sobre Z(g). O

Observacion 2.6. Si X es un espacio completamente regular,
F un cerrado en X yx € X \ F, entonces existe una funcion,
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que existe f € C(X) tal que f(F) C {0} y f(x) Sea h = |1—
(fAD)], f(F) CA{0}. Siz € F entonces h(z) = |1—(f(2)A1)| =
|1-0| = 1. Six ¢ F entonces h(z) = |[1—(f(z)A1)| = |1 1| =0.
Ahora sea T =1 — h, entonces T(z) = (1 —h)(z) =1—h(z) =
1-1=0yT(x)=(1—-h)(z) =1—h(x) =1—-0=1. Luego
(ITIND)(2) =0y ([T|AND)(z)=1, asi 0 < |T| AN 1< 1.

T : X — [0,1] continua, tal que T(F) C {0} yT(x) = 1. Se tiene
= 1.
1

El siguiente teorema es una consecuencia de la Observacion 2.6
y la Definicion 2.4.

Teorema 2.7. Sean X un espacio completamente reqular, x € X
y F un cerrado de X tal que x ¢ F, entonces {x} y F estin
completamente separados.

Teorema 2.8. Sean X un espacio completamente reqular y F
un cerrado de X. Entonces F' es una interseccion de vecindades
nulas.

Demostracion. Consideremos un punto z € X \ F, por el
Teorema 2.7 y el Teorema 2.5, se tiene que existen V,, W, € Z(X)
vecindades ajenas tales que F' Cint(V,) y x € int(W,).

Afirmamos que F' = Nyex\rV,. Notemos que F' C Myex\rVi.
Supongamos que existe un punto zy € Nyex\p Vs \ F. Por el Teo-
rema 2.5, existen V,,, W,, € Z(X) vecindades ajenas, tales que
F C int(Vy,) vy xzo € int(W,,). Como zg € Nyex\pVe \ F y
xo € V4, lo cual es una contradiccion.

Ast que F' = Myex\r Ve - [

Teorema 2.9. Sean X un espacio completamente reqular y un
punto x € X, entonces para cada vecindad, U, de x existe una
vecindad, V', nula de x tal que x € V C U.
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Demostracion. Se tiene que x € int(U), notemos que (X \
int(U)) = F es cerrado en X y x ¢ F. Por el Teorema 2.7 y el
Teorema 2.5, existen vecindades nulas y ajenas, V' y W, de x y
F, respectivamente. Como V N W = (), entonces VC X \ W C
X\F=int(U)CcU.AsiV CU. O

2.2. Segunda caracterizaciéon de espacios Ty-
chonoff

En esta secciéon, vamos a probar otra caracterizacion de espa-
cios completamente regulares. Para esto, probaremos unos resul-
tados importantes.

Primero, citamos la proposicion siguiente que estéa demostrada
en 2], pagina 30.

Proposicion 2.10. St B es una familia de subconjuntos de un
conjunto X que satisface:

(1) X =UB, y

(2) si By y By son elementos de B, y x € By N By, entonces
existe B € B tal que x € B C B; N Bs.

Entonces, la coleccion T3 = {A C X : A C B con A = UA}
es una topologia en X que contiene a B como base.

Consideremos un conjunto X y una familia ¢° C R¥.

Se define la coleccion 7 como la minima topologia para X tal
que, para cada f € C', se tiene que f : X; — R, es una funcion
continua.

Notemos que las colecciones :

C, = {f1(O) : O es abierto en Ry f € C'} es una subbase
para 7.
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Cy = {2 f710y) « fi € C'yO; € 1yyi € {1,2,...,n}} es
una base para 7.

Asim = {UF : F C Cy}.

Notacion 2.11. Seanz € X, r >0y f € C' denotamos

L(fw) ={y e X:[f(y) = f@)| <r} = FH(f(z) —r f(x) + 7)) y
Dy={l,(f,z): feC,r>0yze X}

Observacion 2.12. Notemos que I,(f,z) € C,. Denotemos
Dy = {NF : F es un subconjunto finito de D;}.

Ast, se tiene que D1 C Dy y Dy C C’é.

Lema 2.13. Sea 7 = {UL : L C Dy} entonces 7 = Ty.

Demostracion. Por definicion de 7y por la Observacion 2.12,
7 C 7i. Resta ver que 71 C 7. Para esto, probaremos primero
que Dy es base para 71, es decir, demostraremos (1) y (2) de la
Proposicion 2.10.

Prueba de (1). Es claro que UDy C X. Para la otra contencion,
sean v € Xy f € C, se tiene que = € [;(f,2) = {y € X :
|f(y) — f(z)] < 1}. Como Dy C Dy entonces x € UD, para cada
x € X. Asi, UDy = X.

Prueba de (2). Sean Fj y JF» subconjuntos finitos de D; y
x € (NF1) N (NFz). Pongamos F3 = Fy U Fy, se tiene que Fj es
un subconjunto finito en D; y satisface que © € NF3 = (NFy) N
(NF2). Por lo tanto, 7 es una topologia para X.

Por otro lado, sea f € C', vamos a probar que f : X — Ry es
una funcién continua. Para esto, sean x € X, O un abierto en R tal
que f(x) € O. Por definicion de la topologia usual para R, existe
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r > 0 tal que (f(x) —r, f(z) +7) C O, tenemos que I,(f,z) € 7
v x € l.(f,x). Ademas, f(l.(f,x)) C (f(x) —r, f(z)+71) C O.

Por lo tanto, f es continua con 7. Luego, 7 C 7. ]

Teorema 2.14. Si X es espacio topoldgico, entonces Z*(X) =
Z(X).

Demostraciéon. Claramente Z*(X) C Z(X). Por otra parte,
para cualquier Z(g) € Z(X), sabemos que Z(g) = g 1(0), asi
Z(g) = Z(lg|) = Z(ﬂ). Ahora notemos que 0 < —4- < 1y

lgl+1 lg|+1
lg| € C(X), por lo tanto Z(g) € Z*(X). O

Teorema 2.15. Sean X un conjunto, T es una topologia sobre
X y 1 es la minima topologia para X que hace continua a cada
elemento f € C(X;). Entonces Z(X;) es una base de cerrados
de T1-

Demostraciéon. Para probar esto se define v = {O C X
X\O=nF,FCZ(X;)}. Vamos a probar que = satisface:
(a) v es una topologia para X;
(b) v =m.

Prueba de (a): Notemos que X,() € ~ puesto que, sea a €
R\ {0}, tenemos que Z(a) =), asi ) = X \ X, es decir, X € 7.
Luego, X = Z(0) = X \ 0, por lo tanto () € 7. Ahora, sea
{Oy : @ € I} C . Paracada o € I, X \ Oy = Ngea,Z(gsa)
con gga € C(X;), por la definicién de . Asi se tiene que, X \
UaeIOa = ﬂaeI(X\Oa) = maEI(ﬂﬁeAaZ(gﬁa))- ASi; UaGIOa €.
Por otro lado, sean Oy, 0, € 7, entonces X \ O1 = (NaecrZ(ga))
y X\ O2 = (NesZ(f5)) donde ga, fs € C(X;). Aplicando leyes
de D’Morgan se tiene que X \ (O N O9) = (X \ O1) U (X \
O2) = (NaerZ(9a)) U (NpesZ(f3)) = Naerpes(Z(ga) U Z(f5)) =
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Naer,sesZ(ga - f5), la tltima igualdad es por el Lema 1.10. Luego,
O1 N Oy € . Por tanto v es una topologia para X.

Prueba de (b): Por el Lema 1.11 se tiene que si f € C(X),r €
Ry xz € X, entonces X \ I.(f,z) = f“((—o0, f(z) — r]) U
f([f(x)+r,00)) € Z(f). Sea O € 1, entonces por el Lema 2.13,
se tiene que O = Uqer (N7 Fy,) paracadaa € 1,7 € {1,2,...,n,}
y F,, € D;. Por la Observacion 2.12 se tiene que I, (fa,z) €
Dy para cada o € I. Més aiun F,, = [, .(fai,Tai) donde i €
{1,2,...,n,} vy @ € I. Luego, X \ O = X \ User(N2 Fy,) =
maeI(X \ ﬂ?:alFai) = ﬂae](u?il(X \ l?”m'(faiymai)) = maGIZOu
donde Z, = U (X \ l;,,(faisTai)), es decir, O € ~. Lo que
implica que 71 C 7. Ahora demostraremos que v C 7. Para es-
to notemos que v = {0 C X : X\ O =nNF,F C Z(X,)} =
{Uaer(X \ Z(ga)) : ga € C(X;)}. Asi, bastard probar que X \
Z(g) € 7y para cualquier g € C'(X,). Notemos que X \ Z(g) =
(XN ST (=00, r)U(X\ f7[r 00)) = (f(r;00) U(f (00,7)) tal
que f € C(X;)yr € R. Asi un elemento O de 7 se puede expre-
sar como union de preimagenes de abiertos de funciones continuas
de R. Por lo tanto, O esta en 7. Asi v = 7.

Para demostrar el teorema, sea F' un cerrado en X, _, entonces
X\ F € mr,esdecir, X \ (X \ F)=F = NuerZ(ga), para cada
ga € C(X;). Luego se concluye que Z (X ) es una base de cerrados
de T1. ]

Teorema 2.16. Sean X un conjunto, T es una topologia sobre
X y 1 la minima topologia para X que hace continua a cada
elemento f € C*(X;). Entonces Z*(X;) es una base de cerrados
de 7.

Demostraciéon. La demostracion de este teorema es analoga
a la demostracion del Teorema 2.15, también se define v = {O C
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X : X\O=nF,FC Z*(X;)}yse puede probar que y satisface:
(a) v es una topologia para X;

(b) v = 7.

De esto inferimos que Z*(X) es una base de cerrados de 7. [

Teorema 2.17. Sean X, un espacio topologico Hausdorff. En-
tonces, X, es completamente reqular si y solo si la topologia T
coincide con la topologias inducidas por C(X) y C*(X), 1 y T,
respectivamente. Es decir, T = 11 = To.

Demostraciéon. Observemos que por el Teorema 2.15 y el Teo-
rema 2.16 tenemos que 7, = 75 = . Asi basta demostrar que
v = T; para esto sea O € ~ entonces X \ O = NF, tal que
F € Z(X;). Por el Teorema 2.3 tenemos que Z(X;) son cerrados
en 7, asi X \ O es cerrado en 7, luego O € 7, es decir, v C 7.
Por otra parte, sea V' € 7, entonces X \ V es cerrado en 7, por
tanto X \ V = NF y F € Z(X,;). Por el Teorema 2.3, tal que
F e Z(X;), luego V' € v. Asi se concluye que 7 =71 = 15 = 7.

Para la suficiencia tenemos que 7 = 71 = 7 = 7y, utilizamos el
reciproco del Teorema 2.3, es decir, como v es topologia cuya base
de cerrados es Z(X,), entonces X, es completamente regular. [J

2.3. Resultados importantes de espacios Tycho-
noff

Teorema 2.18. 57 X es un espacio Hausdorff cuya topologia es-
ta determinada por alguna subfamilia C' de R, entonces X es
completamente reqular.

Demostracion. Claramente, cada funcion en la familia C” es
continua, es decir, C' C C(X). Por tanto la topologia débil induci-
da por C" esta contenida en la topologia débil inducida por C(X).



16 Algunas caracterizaciones de espacios Tychonoff

Pero esta ultima topologia siempre esta contenida en la topologia
dada en el espacio X. Por lo tanto, las dos topologias coinciden.
Se sigue del Teorema 2.17 que X es completamente regular. [

Teorema 2.19. Si C' es una subfamilia de C(Y) que determina
la topologia de Y. Una funcion o de un espacio S sobre Y es
continua si y sélo si la funcion composicion g o o estd en C(S),
para cada g € C'.

Demostraciéon. Veamos la necesidad. Como g : ¥ — R y
o : S — Y son funciones continuas, entonces se tiene que g o o
es continua. Para la suficiencia, primero notemos que si O es un
abierto en R, entonces ¢ (O) es un abierto en Y, para toda g €
C'. Ademas, la familia {g~(0) : g € C" y O es un abierto en R}
es una subbase de Y. Como ¢ (¢ (0)) = (g 0o 0)*(O) vy, por
hipotesis (g 0o o) (O) es abierto en S. Por lo tanto, la fuciéon o es
continua. ]

Teorema 2.20. Para cualquier espacio topologico X, existe un
espacio completamente reqular Y y una funcion continua 6 de
X sobre Y, tal que la funcion ¢ : C(Y) — C(X), dada por
Y(g) = g o8, es un isomorfismo de anillos.

Demostracion. Sean z,z € X. Definimos la clase de equi-
valencia = 2 si y sélo si f(z) = f(x), para cada f € C(X).
Notemos que ésta es una relacion de equivalencia, puesto que los
valores en R satisfacen las propiedades simétrica, reflexiva y tran-
sitiva. Sea Y el conjunto de todas la clases de equivalencia. Defi-
namos la funcion 6 de X sobre Y, dada por 6(z) = [z].

Para cada f € C(X), le asociamos gy € RY definida por

91((a]) = ().

Notemos que f = gy o 6. Veamos que g¢ es una funcién. Sean

[21], [22] € Y si[21] = [22] entonces h([z1]) = h([22]) para cualquier
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h € C(X), en particular f(z1) = f(22).

Sea C' = {g; € RY : gy 00 € C(X)}. Afirmamos que C' =
{g € RY : go# € C(X)}. Observemos que en particular ' C
{g € RY : gof € C(X)}, para la otra contenciéon demostraremos
que dada g € RY tal que gof € C(X), entonces existe f € C(X)
tal que g = gy, para esto, sea f = go 8 € C(X), asi g¢([z]) =
(g00)(2) = g([2])-

Ahora, dotaremos a Y con la topologia débil inducida por la

familia C". Por definicion, cada funciéon en C” es continua en Y, es
decir, C" € C(Y). La continuidad de 6 se sigue del Teorema 2.19.

Si [x1], [x2] € Y son tales que [z1] # [x9] entonces, existe f €

C(X) con f(z1) £ f(zs). Como f(z1) = g7 0 6(z1) = gs((m1]) ¥
f(x2) = gy o 0(x2) = gr([z2]), con g([z1]) # gr([z2]) € R, por
lo tanto, existen O1,02 C R tales que f(z1) € Oy, f(x2) € Oy
y O1N Oy = . Luego, como gy es funcién entonces g3 (O1) N
g5 (O2) = 0y, ademas g5 (O1), g5 (O1) € 7. Por lo tanto, Y
es un espacio Hausdorff y por Teorema 2.18, Y es completamente
regular.

Consideremos h € C(Y'). Ya que 6 es continua, ho# es continua
en X, es decir, h € C'. Por lo tanto, ' D C(Y). Asi, C" = C(Y).

Vamos a probar que 1) es un isomorfismo de anillos. Observemos
que 1 es sobreyectiva puesto que ¥ (gs) = f. Por otra parte, si
¥(g1) = g1 00 = ga 0 = p(go) veamos que g1 = go. Supongamos
que gi([z]) # ga([z]), pero gi([z]) = g1(0(x)) = (910 0)(z) =
b(g1) v ga[z]) = g2(0(x)) = (g1 0 0)(x) = ¢(g2), luego ¥(g1) #

¥(g2) lo cual es una contradiccion. Asf ¢ es inyectiva. Luego ¢ es
biyectiva. Ademas satisface que ¥(g1 + g2) = (g1 + g2) 0 O(x) =
(91 + 92)([z]) = g1([z]) + ga([z]) = ¥(g1) + ¢¥(g2) ¥ también
V(g1 - g2) = (91 g2) 0 0(x) = (91 - 92)([z]) = a1([z]) - g2([z]) =
(g1)(x) - Plg2)(x) = (W(g1) - ¥(g2))(@).
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Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de anillos. Esto completa la
prueba del teorema. ]

Teorema 2.21. Sean X un espacio topologico y Ry un subcon-
gunto denso de R. Supongamos que U, son conjuntos abiertos de

X, para todo v € Ry tales que \J U, = X, (U, =0, y

reRy reRy

cl(U,) C Us donde r < s entonces f(x) = inf{r € Ry : z € U,}
para toda x € X, define una funcion continua sobre X .

Demostraciéon. Primero veamos que f esta bien definida. Da-
do x € X el conjunto {r € Ry : x € U,} # () ya que por hipotesis,
U U, = X. Vamos a probar que {r € Ry : x € U, } esta acotado

reRy
inferiormente. Para esto supongamos lo contrario, es decir, para

cualquier s € R existe v € {r € Ry : v € U} tal que r < s.

Veamos que si esto ocurre entonces x € (| U,. Sea r € Ry, en-
reRy

tonces existe v € {r € Ry : € U,} tal que r < r. Como
cl(U,) C U,, entonces x € cl(U,) C U,, asi x € Uy, lo cual impli-

caque () U, #0. Porlo tanto, {r € Ry : x € U, } esta acotado
reRy
inferiormente. Es decir, {r € Ry : x € U, } tiene infimo. Luego, f

estd bien definida.
Afirmacion. Si r < f(z) < s entonces x € U \ cl(U,), para
cada s,r € Ry. En efecto. Primero veamos que

Si f(x) < s entonces x € Us. (2.1)

Si f(x) < s, entonces, dado que f(x) es un infimo, existe r €
{reRy:xcU}talque f(z) <r < s. Luego,z € cl(U,) C Us,.
Asi z € Us. Por lo tanto, (2.1) esta probada.

Ahora demostraremos que

Sir < f(x) entonces x ¢ cl(U,). (2.2)
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Supongamos que r < f(x) y € cl(U,). Por densidad de Ry,
existe s € Ry tal que r < so < f(x). Como z € cl(U,) C Us,,
asi © € Us,. Asi que f(x) < s¢, lo cual contradice que sy < f(z).
Luego, (2.2) esta probada.

Finalmente, de (2.1) y de (2.2) se obtiene la afirmacion.

Vamos a probar que f es continua en X . Para esto, sea a € X.
Sean ¢, d € R tales que f(a) € (¢, d). Consideremos r € (¢, f(a))N
Ryy s € (f(a),d)NRy. Notemos que f(a) € [r,s] C (¢,d). Vamos
a probar que:

(1) a € Us \ cl(Uy).

(2) fFUN\ cl(Uy)) € [, 8] C (e, d).

La parte (1) se sigue de la Afirmacion.

Ahora, para la parte (2), sea x € Uy \ ¢l(U,) entonces x € Us,
es decir, f(x) < s. Ahora, supongamos que f(x) < r entonces
x € U, C cl(U,), pero por hipotesis z ¢ cl(U,). Por lo tanto,
r < f(x) <s. Esdecir, f(Us\ cl(U,)) C[r,s] C (c,d).

Asi, se concluye que f es continua en X. O]

Teorema 2.22. (Lema de Uryshon). Sea X un espacio normal.
Supongamos que F y G son subconjuntos cerrados y ajenos de
X. Entonces existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que

f(F) {0} y f(G) c{1}.

Demostracion. Sea D = {g, : n = 0,1,2,...} una enu-
meracion del conjunto Q N[0, 1] tal que g = 0y ¢4 = 1. Primero,
construiremos una familia 4 = {U,, : n =0,1,2,...} de subcon-
juntos abiertos de X que tiene las siguientes dos propiedades:

(WFCUyyU CX\G;y

(2) sir < s, conr,s € D,entonces cl(U,) C Us.

Construccion de la familia /. Primero, tomamos U, = () cuando
r <0,y U, =X cuando r > 1. Definamos U; = X \ G. Como
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X es un espacio normal, existen subconjuntos abiertos U y V' de
X tales que F C U, G CV yUNV = 0. Definamos Uy = U.
Entonces, Uy C X\ V; por lo cual, cl(Uy) C X\V C X\G = U;.
De esta forma hemos demostrado que los subconjuntos abiertos Uy
y U, satisfacen las condiciones (1) y (2).

Supongamos ahora que n > 2 y que hemos construido los
subconjuntos abiertos Uy, U,,, Uy, ..., U,,, de tal forma que sa-
tisfacen las condiciones (1) y (2). Sea r = méx{qr : k¥ < n
Vg < qnerty s =min{qg : Il < nyqgw1 < ¢} Entonces
r,s € {qo,q1,---,qn} y son tales que r < s. Por la hipotesis
de induccion, tenemos que ¢l(U,) C Us. Como X es un espacio
normal, para los subconjuntos cerrados cl(U,) y X \ Us, existen
abiertos ajenos A y B tales que cl(Ur) C Ay X\ Us; C B.
Definamos Uy, +1 = A. Entonces cl(U,,,,) C X \ B C U,. Asi
{Us, Uy, Ugys ..., Uy, Uy, ., } satisfacen las condiciones requeridas.
Ademas, notemos que si t € {qo,...,qn} v t < @ui1, entonces
t < r,es decir, c(U;) C U, € A CU,,,. Por otra parte, si
€440, qn} YV qni1 < I, entonces s < [, luego, cl(Uy) C Uy, y
como Uy, ., C Uy, entonces cl(Uy41) C U;. Esto completa la cons-
truccion inductiva de la familia U = {U, : r € D} que satisface
las condiciones (1) y (2).

Para terminar la demostracion, definamos a f. Siz € X \ G
entonces f(xr) = inf{r € Ry : v € U,}, si x € G, entonces
f(x) = 1. Luego, por el Teorema 2.21, la funciéon f es continua.
Ademés satisface que f(F) C {0} v f(G) C {1}. O

Teorema 2.23. 57 X es completamente reqular y'Y es un subes-
pacio de X, entonces Y es completamente reqular .

Demostraciéon. Sean F un cerrado en Yy ¢ € Y \ F. Di-
gamos F' = T NY con T cerrado en X. Como z ¢ Ty X es
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completamente regular, existe f : X — [0, 1] continua tal que
f(r) c {1} y f(z) = 0. Tomemos f 1y Y — [0,1], asi como
F C T entonces f 1y (F) C {1}. Luego, si z € Y \ F entonces
f 1y (x) =0, es decir, Y es completamente regular. O

Teorema 2.24. Todo subespacio de un espacio compacto X, es
completamente reqular.

Demostraciéon. Sean Fj, F, cerrados y ajenos en X. Como
X es compacto, entonces X es Hausdorff. Luego, como F} y Fj
son compactos, por Corolario 1.6, se deduce que F; y F5 tienen
vecindades ajenas. Por lo tanto, X es un espacio normal. Por
Lema de Uryshon, es completamente regular. Asi, por Teorema
2.23, todo subespacio es completamente regular. [l

De hecho todo espacio completamente regular, es isomorfo a
un subespacio de un espacio compacto.



22

Algunas caracterizaciones de espacios Tychonoff




Capitulo 3

Introduccién a categorias y
fuentes iniciales

En la presente secciéon revisaremos las nociones de categoria y
funtor, asi como algunos ejemplos de éstos.

3.1. Introduccién a categorias

A continuacion consideramos la definicion de categoria, como
sigue.

Definicion 3.1. Una categoria es un cuddruple A = (O, hom, id, o)
que consiste en

(1) una clase O cuyos elementos se llaman A-objetos,

(2) para cada par (A, B) de A-objetos, un conjunto hom(A, B),
cuyos elementos son llamados A-morfismos de A a B (la
afirmacion “f € hom(A, B)” se expresard mediante el uso
de las flechas; por ejemplo, “f : A — B es un morfismo” o

“A L5 B esun morfismo”),

23
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(3) para cada A-objeto A, un morfismo A 24 A s denominada
la A-identidad en A,

(4) una ley de composicion, que asocia a cada par de A-morfis-
mos A -5 B y B -1 C, un A-morfismo A 20 & llamado
la composicion de f y g, sujeto a las siguientes condiciones:
(a) la composicion es asociativa; es decir, para A-morfismos
AL B,B-LCycC "Dl composicion h o (go f) =
(hog)o [ sostiene que
(b) A-identidades actian como identidades con respecto a la

composicion; es decir, para los A-morfismos A L B se tiene
que idpo f=fy foids=Ff,
(¢) los conjuntos hom(A, B) son ajenos por pares, es de-
cir, si A, B,C, D son A-objetos y (A, B) # (C, D), entonces
hom(A, B) N hom(C, D) = 0.

Notacion 3.2. Sea A = (O, hom,id, o) una categoria, se tiene
que

(1) La clase de los A-objetos se denotard por Ob(A).

(2) La clase de todos los A-morfismos se denotard por Mor(A),
notemos que Mor(A) es la union de todos los conjuntos

hom(A, B) con A, B € Ob(A).

(3) Si A L5 B esun A-morfismo, llamamos a A el dominio de
f (denotado por dom(f)) y llamamos a B el codominio de
f (denotado por cod(f)). Obsérvese que la condicion (4)(c)
de la Definicion 3.1 garantiza que cada A-morfismo tiene un
dominio y un codominio Unicos.
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(4) La composicion, o, es una operacion binaria parcial en la clase
Mor(A). Es decir, para un par (f,g) de morfismos, f o g
se define st y solo si el dominio de f y el codominio de g
coinciden.

(5) Los morfismos en una categoria, se denotaran por letras minis-
culas, y con mayisculas a los objetos. El morfismo h = go f,
serd denotado por el triangulo siguiente

Ejemplo 3.3. (1) La categoria Con cuyos objetos es la clase de
todos los conjuntos; hom(A, B) es el conjunto de todas las
funciones de A a B, la idy es la funcion identidad en A, y o
es la composicion usual de funciones.

(2) En general, las categorias de conjuntos con estructuras y fun-
ciones que preservan estructuras entre ellos, o siempre serd
la composicion de funciones y la 1d4 siempre serd la funcion
identidad sobre A; por ejemplo:

(a) Vec con objetos todos los espacios vectoriales reales y
morfismos todas las transformaciones lineales entre ellos.

(b) Grp con objetos todos los grupos y morfismos todos los
homomorfismos entre ellos.

(¢) Top con objetos todos los espacios topoldgicos y morfis-
mos todas las funciones continuas entre ellos.

(d) Rel con objetos de todos los pares (X, p), donde X es
un conjunto y p es una relacion (binaria) en X. Los mor-
fismos f . (X, p) — (Y,0) son las funciones que preservan
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relaciones, es decir, si xpx entonces f(z)of(x').

Definicion 3.4. Sea A = (O, hompy,id, o) una categoria. La ca-
tegoria dual (u opuesta) de A es la categoria AP = (O, hom gor,
id, o), donde hom gor(A, B) = homy(B,A) y fo?g=go f.
(Por lo tanto, A y A tienen los mismos objetos y, excepto por
sus direcciones, los mismos morfismos).

Definicion 3.5. Si A y B son categorias, entonces un funtor F
covariante de A a B es una funcion que asigna a cada A-objeto

A un B-objeto, F(A), y a cada A-morfismo A L A un B-
morfismo F(A) ruy F(A)) de tal forma que

(1) F preserva composiciones; es decir, F(ho g) = F(h)o F(g)
siempre que f o g estd definida, y

(2) F preserva morfismos identidad; es decir, F(idy) = idp(a)
para cada A-objeto A.

St F' . A’ — B es funtor, decimos que F' es un funtor con-
travariante de A a B.

Si C es una categoria, cuya clase de objetos consisten de con-
juntos con estructura y cuya clase de morfismos entre dichos con-
juntos con estructura, dado (X,&) € Ob(C) para referirnos a
X sin estructura suele decirce: el conjunto subyacete del objeto
(X,&). Analogamente si f : (X,€) — (Y,n) € Mor(C), la fun-
cion f: X — Y la funcion subyacente del morfismo f : (X, &) —
(Y,n) € Mor(C).

Ejemplo 3.6. (1) Para cada categoria A, existe el funtor iden-

tidad id4 : A — A definido por id (A SR B)=A 1B
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(2)

Para cualquiera categoria A de los Ejemplos 3.3 (2) y (3);
existe el funtor que olvida (o funtor subyacente) U : A —
Con, donde en cada caso U(A) es el conjunto subyacente de
A, yU(f) es la funcion subyacente del morfismo f.

Para cualquier categoria A y cualquier A-objeto A, existe
el funtor covariante hom(A,—) : A — Comn, definido co-
mo hom(A,—)(X) = hom(A,X), si X € Ob(A) y para
las funciones, hom(A,—)(B R C) = hom(A, B) homA)
hom(A,C), donde hom(A, f)(g) = fog.

Para cualquier categoria A y cualquier A-objeto A, existe el
funtor contravariante hom(—, A) : A? — Con definido so-
bre cualquier A°’-morfismo B 1 c por hom(—, A)(B N
C) = homy (B, A) o) homa(C, A) con hom(f,A)(g) =

go f, donde la composicion es la unica en A.

Definicion 3.7. Sea C una categoria,

(1)

Se dice que un C-morfismo, A AN B, es C-seccion si tiene
inverso izquierdo, es decir, si existe un C-morfismo B 25 A
tal que go f = idy. Se llama C-retraccion si tiene inverso
derecho, es decir, si existe un C-morfismo B - A tal que

fog=1idp.

. f . . . .
St el C-morfismo A — B tiene al mismo tiempo inverso
izquierdo e inverso derecho, entonces f es un C-isomorfismo.

Un C-morfismo A i> B es C-monomorfismo si es cance-
lable por la izquierda, es decir, si para cualesquiera dos C-
morfismos h y k, si foh = f ok, implica que h = k. Por
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otro lado, f es C-epimorfismo si es cancelable por la derecha,
es decir, si ho f = ko f, implica que h = k.

Definiciéon 3.8. Una categoria concreta es una categoria, cuyos
objetos son conjuntos con estructura (por ejemplo de anillo, de
grupo, de espacio vectorial o de espacio topoldgico), cuyos mor-
fismos son funciones entre conjuntos que respetan las correspon-
dientes operaciones o relaciones que la hacen un morfismo de ca-
tegoria.

Lema 3.9. Sea f : A — B una funcion. Las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

(1) f es una funcion inyectiva.
(2) Existe g: B — A tal que go f =1idy.

(3) Para cada h,k : Ay — A funciones tales que foh = fok,
entonces h = k.

Demostraciéon. (1) = (2) Primero vamos a probar el caso
cuando f es suprayectiva, entonces f es biyectiva y asi f tiene
inversa, en particular tiene inversa izquierda. Ahora, el otro caso,
supongamos que f no es suprayectiva, es decir, f(A) # B. Sea
xg € A, definimos g : B — A como ¢(y) = z¢ siy € B\ f(A);
g(y) = a,siy = f(a), para algin a € A. Veamos que g es funcion.
Siy e f(A), g(y) = a1y g(y) = ag, entonces f(a1) =y = f(az);
por hipétesis a3 = ao. Asi, g es funcién. Ademas, notemos que
(90 x) = g(f(2)) = 2.

(2) = (3) Por hipotesis, existe g : B — A tal que go f = ida.
Luego, si foh = fok entonces go (foh)=go(fok). Asi, se
tiene que (go f)oh = (go f)ok. Se sigue que (idy)oh = (idy)ok.
Es decir, h = k.
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(3) = (1) Supongamos que existen xy,zy € A tales que x1 #
X9, definamos las funciones h : Ay — Ay k : Ay — A por
h(a) = x1 y k(a) = x9, para cada a € A;. Notemos que h #
k. Supongamos f(x1) = f(x2) entonces (f o h)(a) = f(zx1) =
f(x2) = (fok)(a), para cada a € A;. Luego, por hipotesis, h = k,
que es una contradiccion. Por lo tanto f(x1) # f(x2). Asi, f es
inyectiva. [l

Lema 3.10. Sea f : A — B una funcion. Las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

(1) f es una funcidn sobreyectiva.
(2) Existe g: B — A tal que fog=1idg.

(3) Para cada h,k : Ay — A funciones tales que ho f = ko f,
entonces h = k.

Demostracion. (1) = (2) Notemos que A = Uyepf“(y).
Sean y,y € B tales que y # 1y, entonces f<(y) N f<(y) = 0,
porque f es funcion. Asi {f“(y) : y € B} es una particion de X.
Por el axioma de eleccion existe C' C A tal que CN [ (y) = {z,}.
Definamos g : B — C C A como ¢(y) = z,, para cada y € B.
Observemos que z, es el tnico elemento de C'N f<(y). Ademas
(feg)y) = fl9(w)) = f(zy) = .

(2) = (3) Por hipotesis, existe g : B — A tal que fog =idg.
Luego, si ho f = ko f entonces (ho f)og= (ko f)og. Asi, se
tiene que ho(fog) = ko(fog). Se sigue que ho(idg) = ko (idp).
Es decir, h = k.

(3) = (1) Supongamos que f no es sobreyectiva, asi existe
by € Btal que f<(by) = 0. Seah : B — {0,1} dada por h(b) = 0,
asi ho f(a) = 0, para cada a € A. Sea k : B — {0,1} definida
por k(b) = 0, si b # by y k(bp) = 1. Notemos que k o f(a) =
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k(f(a)) = 0. Pero, k # h, es decir no se vale la cancelacion, la
cual es una contradiccion. Por lo tanto f es sobreyectiva. [

Observacion 3.11. (1) En la categoria Con son equivalentes
los conceptos de funcion inyectiva, seccion y monomorfismo. Asi,
también los conceptos de funcion sobreyectiva, retraccion y epi-
morfismo.

(2) Todo morfismo en una categoria concreta que es funcion
inyectiva sobre los conjuntos subyacentes, es un C-monomorfismo
y cuando es funcion sobreyectiva entonces, es un C-epimorfismo.

Proposicion 3.12. St C es una categoria, entonces toda C-seccion
es C-monomorfismo y toda C-retraccion es C-epimorfismo

Demostraciéon. Primero, sean A, B € Ob(C) y f € hom(A, B)
una C-seccion, asi existe g : B — A tal que g o f = 1d4. Luego,
si foh = fokentonces go (foh)=go(fok). Asi, se tiene
que (go f)oh = (go f)ok. Se sigue que (idy) o h = (idy) o k,
es decir, h = k. Asi f es C-monomorfismo. Por otra parte, sea f
C-retraccion, asf existe g : B — A tal que f o g = idp. Luego, si
hof=ko fentonces (ho f)og= (ko f)og. Asi, se tiene que
ho(fog)=~Fko(fog). Sesigue que ho (idg) = ko (idg). Es
decir, h = k. Por lo tanto f es C-epimorfismo. ]

Proposiciéon 3.13. Si A y B son categorias y F : A — B es un
funtor covariante, entonces F preserva secciones, es decir, si f
es una A-seccion entonces F(f) es una B-seccion.

Demostracion. Por hipotesis, existe g : A — B tal que gof =
idy. Luego, F(g) o F(f) = F(go f) = F(ida) = idp(a). O
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Proposicion 3.14. Si A y B son categorias y F': A — B es un
funtor covariante, entonces I preserva retracciones, es decir, si
[ es una A-retraccion entonces F(f) es una B-retraccion.

Demostracion. Por hipotesis, existe g : B — A tal que fog =
idp. Luego, FI(f) o F(g) = F(f og) = F(idp) = idp(p O

Proposicion 3.15. Si A y B son categorias y F : A — B es
un funtor contravariante, entonces F' manda A-secciones en B-
retracciones.

Demostracion. Por hipotesis, existe g : A — B tal que gof =
idy. Luego, F(f) o F(g) = F(go [) = F(ida) = idpa O

Proposiciéon 3.16. St A y B son categorias y F' : A — B es
un funtor contravariante, entonces F' manda A-retracciones en
B-secciones.

Demostracién. Por hipotesis, existe g : B — A tal que fog =
idg. Luego, F'(g) o F/(f) = F(f og) = F(idg) = idp(p). O

3.2. Introduccion a fuentes iniciales

En esta seccion presentamos las nociones de fuentes, Top-fuentes,
fuentes iniciales y la amalgama de una familia de funciones, asi
como algunos resultados importantes de estas nociones.

Definicion 3.17. (1) Una fuente es una familia de funciones
con dominio comun.

(2) Una Top-fuente es una familia de funciones continuas entre
espacios topologicos, con dominio comain.
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(3) Dadas una familia de espacios topoldgicos € = {(Yy, 7o) @ @ €
A}y una fuente F = {f, : X = Y, : a € A}, la topologia
inicial o topologia débil de X respecto a la pareja (¢, F) es la
que tiene por subbase a la familia S r) = {fs (U) : U € 74
yae A}

Observacion 3.18. S5t 7 es la topologia inicial de X respecto
a la pareja (e, F) definida como en la Definicion 3.17(3), todas
las funciones de la fuente F son continuas, es decir, la fuente
H=Afo:(X,7) = (Yo, 7a) : @« € A} es Top-fuente.

Definicion 3.19. Se dird que una Top-fuente H = {f, : (X, 7) —
(Yo, 7a) - o € A} es una Top-fuente inicial si T es la topologia ini-
cial de X respecto la pareja (G, F), donde G = {(Ya, 7o) : a € A}
y F esla fuente {fo : X = Y,,: a € A}.

Proposicion 3.20. Si F = {f, : (X,7) = (Yo, 7a) : @ € A} es
una Top-fuente, entonces son equivalentes:

(a) F es Top-fuente inicial.

(b) Siempre que (Z,0) es un espacio topolégico y g : Z — X
es una funcion tales que {foog: (Z,0) = (Ya,7a) : @ € A} es
una Top-fuente, entonces g : (Z,0) — (X, 7T) es continua.

(c) Sty es una topologia de X tal que {fo : (X,7) = (Yo, Ta) :
a € A} es Top-fuente, entonces T C 7.

Demostraciéon. (a) = (b) Supongamos que (Z,0) es un es-
pacio topologico y g : Z — X es una funcion tal que, para toda
a€ A foog: (Z,0) = (Y7, es continua. Como F es Top-
fuente inicial, 7 tiene por subbase a la familia S, ) = {f5(U) :
Ué€r,yaée A}. Asi para probar que g : (Z,0) — (X, 7) es
continua, basta darse cuenta de que si U € 7, y o € A, entonces
g (fSU)) = (faog)T(U) es abierto en (Z,0) porque f, 0 g es
continua, para cada a € A.



3.2 Introduccién a fuentes iniciales 33

(b) = (c) Sea ~ una topologia para X tal que F = {f, :
(X,v) = (Ya,7a) : a € A} es una Top-fuente. Entonces, para
cada a € A, es continua la composicion:

(X, 7) 25 (X, 1) 22 (Yo, 7).

Por (b), 1x : (X,~v) — (X, 7) es continua, es decir, 7 C .

(¢) = (a) Sea o la topologia inicial de X respecto a la pareja
(G,F), donde G = {(Ya,7s) : @ € A} y F es la fuente {f, :
X =Y, :a€ A} Vamos a probar que v = 7. Entonces la fuente
H={fo:(X,0) = (Yo, 7a) : @ € A} es una Top-fuente inicial
y, de las implicaciones (a) = (b) y (b) = (c¢), ya demostradas,
obtenemos que o C 7 porque F es Top-fuente. Por otro lado, H
es una Top-fuente y estamos suponiendo (¢), 7 C 0. AsiT =0y
con ello, F = H es Top-fuente inicial. [l

Corolario 3.21. Si F = {f, : (X,7) = (Yo, 7a) : @ € A} y para
cada o« € A, Foy = {gap : Yo 7o) = (ZapsTap) : B € Ay} son
Top-fuentes iniciales, entonces también lo es la “composicion de
las Top-fuentes”, es decir, la Top-fuente G = {ga 50 fo : (X, 7) —
(ZapsTap): B €Ay ya e A} es una Top-fuente inicial.

Demostraciéon. Sean Z un espacio topolégicoy g : Z — X
una funcion, la cual satisface que (ga30 fo)0g: Z — Z,p es con-
tinua, para cualquier « € Ay g € A,. Utilizando la Proposicion
3.20 bastara demostrar que g es continua. Como (ga 30 fo) 0 g =
Jo3 © (fa © g) y Fa es una Top-fuente inicial. Por la Proposicion
3.20, tenemos que f, o g es continua. Como F es una Top-fuente
inicial y utilizando nuevamente la Proposicion 3.20, se tiene que

g es continua. Por lo tanto, G es una Top-fuente inicial.
O]

Corolario 3.22. Si F = {f, : (X,7) = (Yo, 7a) : @ € A} y para
cada o € A, Foy ={90p : Yo Ta) = (Zap: Tap) = B € Aa} son
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Top-fuentes tales que la “composicion” G = {gapo fo : (X,7) —
(Zap,Tap): B € Ay ya € A} es una Top-fuente inicial, entonces
F es Top-fuente inicial.

Demostraciéon. Sean Z un espacio topolégicoy g : Z — X
una funcion tal que f,oqg: Z — Y, es continua, para cualquier
a € A. Utilizando la Proposicion 3.20 bastara demostrar que g
es continua. Pero, gog o (fa0g) : Z — Z, 4 es continua para
cualquier § € A, y a € A, ya que F, es una Top-fuente. Luego
como go 30 (fa ©g) = (gap o fa) ©g y G es Top-fuente inicial,
entonces por la Proposicion 3.20, g es continua. l

Corolario 3.23. Si f : (X,7) — (Y, ) es una funcion inyectiva,
entonces f es encaje si y solo si F = {f : (X,7) = (Y,7)} es
una Top-fuente inicial.

Demostraciéon. (=) Sea O un abierto en X. Como f es en-
caje, f(O) =V N f(X), donde V es abierto en Y. Notemos que
si z € O, entonces f(z) € f(O) = VN f(X), asi, f(z) € V,
por lo tanto z € f<(V), es decir, O C f< (V). Por otro lado, si
w e f(V), entonces f(w) € VNF(X) = f(O). Asi f(w) = f(1),
donde [ € O. Como f es inyectiva w =1 € O, asi w € O. Por lo
tanto, O = f(V).

(<) Sea O un abierto en X. Como F es una Top-fuente inicial,
O = f~1(V), donde V es abierto en Y. Luego, f(O) = VN f(X).
Asi f es encaje. O

Definicion 3.24. Sean I un conjunto y {E, : « € 1} una familia
de conjuntos.

(1) Si f : I = UyerEy tal que f(a) € E,, para cada o € 1,
diremos que f es una funcion selectora.
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(2) [loer Bo=1{f:1 = UacrEy 1 [ es una funcion selectora}.

(3) Si E es un conjunto, entonces BT = {f : I — E : f es
funcion}.

(4) Para cada oy € I, definimos o, : [loe; Ba — Eap, por
Tao(f) = f(ow), para cada f € [[,c; Ea- A la funcion m,, se
le llama la ag-proyeccion.

Observacion 3.25. (1) Notemos que de la Definicion 3.24, {m, :
[lie; Ea = Eo o € I} es una fuente y, ademds si o« € I y
2,y € [[.e; Ea entonces st x =y < x(a) = y(a), para toda
a €l & my(x) =m(y), para toda o € I.

(2) Si{E, : a € I} esuna familia de conjuntos con E, = E, para
toda o € I, entonces BT = [loc; Eoas ya que si f : 1 — E es
una funcion, entonces f : I — UyerE,, es selectora.

Definicion 3.26. Si I es un conjunto, F = {(Ya, 7o) : @ € I}
es una familia de espacios topoldgicos y e = {ma : [[,c; Yo —
Y, : o € I} una fuente, entonces la topologia inicial de [],c; Ya
respecto de (F,¢€) es la topologia producto o topologia Tychonoff.

Observacion 3.27. (1) Notemos que si T es la topologia Tychonoff
de [1,e; Ya, entonces {mq : (I1,e; Yo, 7) = (Yo, 7o) : v € I}
es una Top-fuente inicial.

(2) Sig: (Z,7) = [l,es Yo es una funcion tal que {m, 0 g :
(Z,v) = (Yo, 7a) : « € I} es una Top-fuente, entonces g :
(Z,7) = (I1aes Yo, 7) es una funcion continua.

Definicion 3.28. Sea F = {f, : X = Y, : a € I} una fuente,
podemos definir Nperfo : X = [,e; Yo como Dperfo(x)(on) =
foo (%), para cada x € X y ag € I, que se le llama la amalgama
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de la familia F. Notemos que To,(Daerfo(x)) = fo,(x), es decir,
el siguiente diagrama conmuta, para cada o € 1.

AO& [e3%
X et Hae[ YO‘
X\ iﬂ'ao
Yoo

Observacion 3.29. Dada {f, : X — Y, : a € I} una fuente,
entonces Noer fo €S la unica funcion con la propiedad de la Defini-
cion 3.28, es decir, si F' : X — [].,c;Ya tal que el siguiente
diagrama conmuta, para cada o € 1,

acl

X £ Hael Ya
\ i”“
Yo

entonces ' = Ngerfa. En efecto, st x € X, para cada o €
I, entonces mo(DNperfa(z)) = fo(x) = mo(F(x)). Luego, por la
Observacion 3.25, F(x) = Aserfa(x), para cada v € X. Por lo
tanto, F' = Nqerfa-

o~

Notacién 3.30. Es usual, denotar a x € [[,c; Ea, como x =
(Ta)acr, en realidad x, = x(a) o dicho de otra manera x, =

Ta ().

Lema 3.31. S5i (X, 71) y (Ya,7a), @ € I son espacios topoldgi-
cos, Yy {fa : (X;11) = (Ya,7a) : a € I} es una Top-fuente,
entonces Naerfo + (X, 71) = (I1,e; Yo, 7) es continua, donde T
es la topologia Tychonoff.

Demostracion. Como f, = m, o Ayerfa €s continua, para
cada o € [ y por la Observacion 3.27, {7y @ ([[,e; YasT) —
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(Yo, 7o) : a € I} es una Top-fuente inicial, entonces Aqerfa €s
continua. O

Teorema 3.32. (Propiedad universal del producto) Si {f, :
(Z,7) = (Yo, Ta) : @ € A} es una Top-fuente, entonces existe
una unica funcion continua h : (Z,7) — ([1,cq Yo, T) tal que,
para toda o € A, w0 h = f,.

Demostracion. Bastara tomar h = Aqcrfa. ]

Lema 3.33. Si (X, 7) es un espacio topologico y K es subespacio
de X con la topologia de subespacio, 7y, entonces {i : (K,7y) <
(X, 7) : i es la funcion inclusion} es una Top-fuente inicial.

Demostraciéon. Sea Z un espacio topolégicoy g : Z7 — K
es una funcion tal que 10 g : Z — X es continua, utilizando la
Proposicion 3.20 bastara demostrar que g es continua. Sea U un
abierto en K, luego existe un abierto O en X tal que U = ONK.
Notemos que ¢ (0O N K) = ¢g“(i*(0). Ademas, ¢~ (i*(0) =
(i0g)7(0). Como i o g es continua, (i o g)~(O) es abierto en Z.
Por lo tanto, g (U) es abierto en Z. Asi, g es continua. O

Definicion 3.34. Sea F = {fo : (Z,7) = (Yo, 7a) : @ € A} una
Top-fuente. Diremos que:

(1) F separa puntos de X si para cualesquiera dos elementos dis-
tintos, x y vy, existe a € A tal que fo(z) # faly).

(2) F separa puntos de cerrados de X si para cualquier cerrado
F en X y cualquier x € X \ F, existe o € A tal que f,(z) ¢

Clyafa(F).
Proposicion 3.35. Sea F = {f, : (X,7) = (Yo, 7) : @ € A}
una Top-fuente y S = {f(U) : U es abierto en 'Y, y o € A}.
Se cumple lo siguiente:
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(1) F separa puntos de X si y solo si Npeafa : X = [loea Yo
es 1nyectiva.

(2) F separa puntos de cerrados de X si y solo si S es una base
para la topologia de X.

(3) Si F separa puntos de X y es una Top-fuente inicial, entonces
Naeafa s un encaje.

(4) Si F separa puntos de cerrados de X, entonces F es una
Top-fuente inicial.

(5) Si F separa puntos de X y separa puntos de cerrados de X,
entonces Noeafa €5 un encaje.

(6) Si X es Ty y F separa puntos de cerrados de X, entonces
Naeafa es encaje.

Demostracion. (1) Es suficiente tomar en cuenta que para
toda a € A, T 0 Dpeafa = fa, donde mo : [[eq Yo = Yo es la
funcion proyeccion.

(2) Supongamos que F separa puntos de cerrados de X. Sean
O un abierto en X y z € O. Existe a € A tal que f,(z) ¢
cly fo(X\O). SiU = f(Y, \ cy, fo(X \ O)) entonces x € U.
Ahora, si y € U, entonces fo(y) ¢ cly, fo(X \ O), asi fo(y) ¢
fo(X\O), luego y ¢ X \ O, donde y € O. Por lo tanto, U C O.
Asi, x e U C Oy U € S8. Lo cual prueba que § es una base para
la topologia de X.

Ahora supongamos que S es una base para la topologia de X.
Sean F'un cerrado en X y x € X\ F', entonces existen a € A y un
abierto U de Y, tales que x € f5(U) C X\ F. Siy € F entonces
y ¢ fS(U), por lo tanto f,(y) ¢ U, resulta que U N f(F) = 0.
Como f.(x) € U, fo(z) ¢ cly, fo(F). Asi vemos que F separa
puntos de cerrados de X.
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(3) Como F es Top-fuente inicial y F = {7, 0 Apeafa : X —
Y, : a € A} es Top-fuente inicial, por el Corolario 3.22, {Apeafa
X — Tl,ea Yo} es Top-fuente inicial. Por otra parte, ya que F
separa puntos de X, por (1), Agecafa es inyectiva. Afirmamos
que si O es abierto en X, Apeafa(O) =V N Ageafa(X), donde
V es abierto en [],. 4 Ya. Para demostrar esta igualdad, primero
observemos que 7 es la topologia inicial de X respecto de F,
entonces O = (Dpeafa)T(V), donde V es abierto en [[,c 4 Ya-
Asi, si w € Npeafa(O), entonces w € Ageafaly), con y € O,
ademas si y € O, entonces y € (DNaeafa) T (V), asi Npeafaly) €
V' y luego Apeafa(y) € Daecafa(X). Por lo tanto Ayeafa(O) C
VN Ageafa(X). Por otro lado, si z € VN Ageafa(X), entonces
2 € Npeafa(xo), paraalgin zg € X. Asi, g € (Dpeafa) (V) es
decir, g € O. Por lo tanto z € Ayeafo(O). Luego, Apeafa(O) =
VN Ageafa(X). Es decir, Ayeafa es encaje.

(4) Si F separa puntos de cerrados de X, entonces por (2), S
es base de la topologia de X y en particular es subbase de dicha
topologia. Asi que por la Definicion 3.19, F es una Top-fuente
inicial

(5) Si F separa puntos de X, Ayeafa s inyectiva y si ademas
separa puntos de cerrados de X, entonces por (4), F es una Top-
fuente inicial. Como F es “composicion” {m, o0 AgeaF : X — Y, :
a € A}, por el Corolario 3.22 resulta que la fuente {Aqeafa :
X — [l,caYa} es una Top-fuente inicial, es decir, X tiene la
topologia inicial respecto a Ayeqfo. Entonces Ayeqfa €s encaje.

(6) Si X es Ty y F separa puntos de cerrados de X entonces F
también separa puntos de X. En efecto, sean 1,29 € X, x1 # 29
como X es Ty existe O abierto tal que 1 € O. Notemos que
1 ¢ cl{xy}. Como F separa puntos de cerrados de X, existe

fo € F tal que fo(z1) ¢ cl(fa(cl{z2})). Asi como, xo € cl{xs}
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entonces fo(x2) € cl(fu(cl{z2})). Por tanto fu(x1) # fa(z2), €s
decir, F separa puntos de X. Por (5), Aqecafa €s encaje. O

Notacion 3.36. (1) St X y E son conjuntos, con F(X, E) o con
EX se denotard la fuente {f : X — E : f es funcion}.

(2) St X y E son espacios topologicos, se denotard por C(X, F)
a la Top-fuente {f : X — E : f es funcidn continua}.



Capitulo 4

Estructuras en C(X,E)

4.1. Estructuras algebraicas y estructuras
algebraico-topolégicas

La idea de esta seccion es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 4.1. Dados cualquier espacio topologico X y cualquier
estructura algebraico-topoldgica E, la funcion ¢ : C(X, E) —
Clap(X), E) tal que para cada f € C(X,E), ¥(f) = agf,
y su inversa o @ Clag(X),E) — C(X,FE), que a cada g €
Clap(X), E) le asocia a5,(g) = g o ag, son isomorfismos de es-
tructuras algebraicas (del mismo tipo que F).

Para esto es necesario demostrar algunos resultados prelimina-
res y definir los conceptos necesarios.

Definicion 4.2. (1) Sea v un nimero cardinal, entonces una ope-
racion v-aria o en E, es una funcion o : BV — E, donde E
es un conjunto.

(2) Sea v un nimero cardinal, entonces una relacion v-aria R en
E, es un subconjunto R C E".

41
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Ejemplo 4.3. 1. Si E es un grupo y a : E — E una funcion

definida como a(x) = 7! para cada x € E, es una operacion
en B donde v = 1.

S1 E es un espacio vectorial sobre un campo K, ay, : E — E
definida como ay(x) = kx para cada x € E yk € K, es una
operacion en E en la cual v = 1.

Si E es un espacio vectorial sobre un campo K, oy : EXE —
E definida como ay(x,y) = x4+ y para cada x,y € E, es
una operacion en B en la cual v = 2.

. SiR CRxR, definida como (a,b) € R < sia < b entonces

R es una relacion.

Definiciéon 4.4. (1) Una estructura algebraica es una terna

e = (E, (0, .., O, .. )keo, (Pos -y Pes - )eep), donde E es un
conjunto, 0 y B son miumeros cardinales, para cada k € 0, «y

es una operacion sobre E, y para cada § € 3, pe es un relacion
sobre E .

El tipo de la estructura algebraica

€= (E, (00, ..s Qky - )k (P05 --s Pey ---)ecp), €5 UNG pareja T =
(M0, ooy Viy - )kt (Mo, -y fes -2 )eep), de sucesiones transfini-
tas, tal que para cada k € 0, oy es una operacion vg-aria v,
para cada & € 3, pe es una operacion fi¢-aria.

Dadas dos estructuras algebraicas

e=(E, (0, ... W, .. )ket, (P05 -y Py --)ecB) Y

g = (E, (ag, sy, - ress (o) ...,plf, ...)eep), ambas del mis-
mo tipo T :/((1/0, ooy Uky o ke (HOy ooy g, - )eep), una funcion
p: E — E es morfismo de estructuras algebraicas del tipo
T, St
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(1) @ preserva operaciones, es decir, para cada k € 6 y para
cada (T4 )ren, € E™, o(ar((T)rer,)) = 04;4(90((1'7)76%))-

(4i) @ preserva relaciones, para cada § € 8y cada (Ts)sey, €
Eve, (25)sep € pe implica que (0(25))sepe € pe.

Sie ye son estructuras algebraicas del mismo tipo como en
(3) una funcion ¢ : E — E' es isomorfismo de estructuras
algebraicas de tipo T, si © es biyectiva, y satisface

(1) @ preserva operaciones, es decir, para cada k € 6 y para
cada (Ty)yen, € B, o(ar((2y)yen,)) = O‘;f(‘P((xv)vewc))-

(i) Para cada § € B y cada (v§)scu, € EM, (25)sepe € pe si
y s6lo si (p(5))sep € plg.

Sea ¢ = (E, (ap, ..., Ok, ... )keo, (00, s P, ---)ecp) una estruc-

tura algebraica de tipo T = ((Vy, .., Vi, - )kt (J40s -5 Py ---)ecp)-
Diremos que € es una estructura algebraico-topologica de

tipo 7, si ¥ es un espacio topologico Hausdorff y para cada
ke, a,: E" — E es una funcion continua.

Para entender (7) y (i¢) de la Definicion 4.4(3) mostramos estos

ejemplos:

Ejemplo 4.5. (1) Sea ay, una operacion binaria, vy, = 2, (i) sena-
la que si (x1,12) € B2, entonces o(ay(x1,12)) = o (@(21), p(2)).

(2) Sea pe una relacion binaria, pe = 2, (ii) senala que si

(z1,12) € E?, (x122) € pe, entonces (p(z1), p(x2)) € ,0/5.

Teorema 4.6. S5iC es la clase de todas las estructuras algebraicas

del tipo T = (L0, -y Uiy - ke ([0, -y He, ---)ecp), entonces C es
una categoria.
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Demostraciéon. Definimos a los C-objetos como las estruc-
turas algebraicas del tipo 7 y los morfismos como los morfismos de
estructuras algebraicas del mismo tipo. Ya que C es una categoria
concreta, bastara demostrar que la composicion de morfismos de
estructuras algebraicas del tipo 7, es morfismo de estructuras
algebraicas. Sean ¢, = (E1, (af, ..., 04,14;,...)/{69,(,0(1),...,,0%,...)565),
g9 = (En, (a3, ..., a2, .. kes, (03, .-, pf, eep) v €3 = (B3, (ad, ...
i, .k, (P2, -~-7P§7---)565) estructuras algebraicas de tipo 7 y
w1 By — FEy, w91 By — E3 morfismos de estructuras algebraicas
del tipo 7. Notemos @9 0 1 : E; — Ej3 es una funcion. Ademas

ik €0y (¥))en € EY*, entonces (20 ¢1)(a)((24)ren)) =
i (wl( E(#9)yen))) = wa(ozk((sol(%))veuk))=

2 (
0 ((02(1(24)) )ven) = a2 (((p2 0 ©1)(24))5en,)- Por lo tanto,
2 ((02(p1((+)yen,)) preserva operaciones. Ahora observemos que

ié& e Py (335)56% € E'r¢ entonces (x5)5eug S pg si y solo

i (¢1(26))seue € pi- Luego, (pa(w1(25))sepe € pi. Asi, ((p2 o
©1)(75))sepe € pg. Es decir, 9 0 1 preserva relaciones. O

U)UJQ

Observacion 4.7. Si C' es la clase de todas las estructuras alge-
braicas-topoldgicas del tipo T, entonces C es una categoria.

Proposicion 4.8. Sie = (E, (g, ..., Ok, ... )ket, (P05 -5 Pey - )ceB)
es una estructura algebraica de tipo T = (Vo ..y Vi, ke, (140, -+
fie, - )eep) y X es un conjunto, entonces existe ey = (EX, (046, e
s ke (P, - p%, ...)eep) estructura algebraica de tipo 7.

Demostracion. Para demostrar la existencia es suficiente de-
finir las operaciones y relaciones de ¢, y ademés ver que ¢ es del
mismo tipo que €.

Si oz;C fuera una operacion vi-aria de EX | entonces o/k : (EX W —
EX es una funcién. Notemos que oy ((f;)re,) : X — F, donde
[y + X — E para cualquier v € v;. Asi, definimos a la funcién o/k
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como a,,((f;)yen) () = ax((f1(2))ew,, para cada z € X, donde
(F2(@)en € B

Ahora, definamos ,0/§ C (EX)# de la siguiente manera: sea
fs € EX, para cada 6 € 4. Proponemos: (f5)sep, € pé si y s6lo
si para cualquier x € X, (f5(7))seu, € pe. Como se utilizan las
mismos sucesiones transfinitas de 7, entonces g = (EX ) (ozz), s

Oé;g;---)ke%(Pz)w--yp/g,---)geﬁ) es de tipo 7. O

Proposicion 4.9. Sie = (E, (g, ..., Ok, - )ket, (P05 -5 P - )ecp)
es una estructura algebraico-topologica de tipo T = ((vy, ...,

Uk, ket (00 -y Pes - )ecp) Y X €S un espacio topoldgico, entonces
existe €1 = (C(X, E), (s vy Qs - ket (Pgs o Pes - )cep) €struc-
tura algebraica de tipo T.

Demostracion. Para demostrar la existencia es suficiente de-
finir las operaciones y relaciones de €1, y ademés ver que €7 es del
mismo tipo que €.

Si oz;; fuera una operacion vg-aria de C(X, E), entonces oz;; ;
(C(X, E))" — C(X, E) es una funcion. Sean f, € C(X, E) para
cualquier v € v. Definimos a la funcion «;, como o ((f;)yew, ) ()
= ay(fy(2)yen,) € £, para cada x € X, donde a3, : B — E
son funciones continuas. Vamos a demostrar que o ((f;)-en,) €
C(X,E), donde f, € C(X,E), para cada vy € v;. Notemos que
O‘;;((fv>7€1/k)($) = p((f5(@))yen) = au(Dyen fy(x)) = (w0
ANney fy)(x). Como Ayey, fy s continua (ver Lema 3.31) y oy, son
continuas, para cada k € 6, se tiene que a,((f,)yer,) € C(X, E).

Definamos pg C (C(X, E))"« de la siguiente manera: sea f5 €
C(X, E). Proponemos: (fs)seu € pg si y s6lo si para cualquier x €
X, (f5(7))seue € pe. Como se utilizan las mismas sucesiones trans-
finitas de 7, entonces g1 = (C(X, E), (ag, ..., Ay, - Jreo, (Pgs s
pg, ...)¢ep) es de tipo 7. O
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Proposicion 4.10. Si X y E son espacios topoldgicos, C(X, E) =
{futwenr v ag = Djenfu : X — EM, entonces para toda f €
C(X, E) existe una unica apf € Clag(X), F) tal que apfoap =
f.

Demostraciéon. Primero observemos que la funcion ap f debe
hacer conmutativo el siguiente diagrama:

ap=Lpuem f
X H H CYE(

Definimos ag f como 7y 1,,(x). Notemos que = A epr fu(x) =
(fu(2)) e, para cada x € X. Asi que, (z,,),en € ap(X) C EM
si y solo si existe + € X tal que ag(x) = (x,)uem, sl y s6-
lo existe + € X tal que f,(x) = x,, para cada p € M. Como
[ = fu para algin py € M, si (z,)em € ap(X) entonces
apf((@)uen) = Tp((@p)pers) = Ty = fu(x) = f(z), para al-
gin ¢ € X. Ahora, demostremos la unicidad. Supongamos que
existe G funcion tal que G o ap = f. Sea A e fu(x) € ap(X),
entonces G(f,(#))uerr = (G 0 ax)(@) = F(z) = anf (za)uert) =
apf(fu(x))uem. Por lo tanto G = apf. O

El siguente Colorolario es una consecuencia de la Proposicion
4.10.

Corolario 4.11. Sean X y E espacio topoldgicos, f € C(X, E)
yg € Clag(X),E). Sigoag = f, entonces g = agf.

Proposicion 4.12. 51 X y E son espacios topoldgicos, definimos
la funcion ¢ : C(X,E) — C(ag(X), E) por v(f) = agf, para
cada f € C(X,E). Entonces la funcion aj, : Clag(X),E) —
C(X, E) definida por a(g) = g o ag, es la inversa de 1.
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Demostracion. Es suficiente demostrar que:

(1) ¥ oak = ldep(x).p) ¥

(2) apot = ldeo(x,E).

Prueba de (1). Sea g € C(ag(X), E) entonces (¢ o aj)(g) =
Y(aj(g)) = ¥ (goar), por lo tanto, se demostrara que i (goag) =
g.

Primero, observemos que los siguientes diagramas conmutan:

X o ap(X) C EM
|
MA \‘I(g
E
X o ap(X) C EM
s iaEgan
E

Notemos que ¥ (goag) = apgoag, entonces por los diagramas
y por el Corolario 4.11 se satisface la igualdad ¢ = agg o ag.

Prueba de (2). Sea f € C(X, E) entonces (ajov)(f) = (a} 0
apf) =aglapf) =apfoap=f.
Por lo tanto, v es biyectiva. (]

Proposiciéon 4.13. Sie = (E, (v, ..., Ok, - )ked, (P05 -5 Pe - )ecp)
es una estructura algebraico-topoldgica de tipo T = ((Vo, ..., Vk, --- ) keds

([0, -y gy - )eep) y X es un espacio topoldgico, entonces existe
gg = (Clag(X), E), (01, .., Ok, - )kes (Ay ooy Ay - )eep) estructu-
ra algebraica de tipo T.

Demostracion. Notemos que ag(X) es un espacio topoldgico
y € una estructura algebraico-topologica. Se definen las mismas
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operaciones y relaciones que se definieron en la Proposicion 4.9
para obtener la conclusion. [

Proposicion 4.14. Sie = (E, (o, ..., Ok, - ) ket (005 -5 Pes - )eep)
es una estructura algebraico-topologica de tipo T = ((vy, ..., Vk, --- ) keo,
(fo, -y fe, ---)eep), X es un espacio topoldgico, €1 = (C(X, E),

(CYS, cey a;;, ---)ke% (,06, ey pg, ---)feﬁ) Yeg = (C(O[E(X), E), (51, ceny
Oks - ket (A1, oy Ag, .. )eep) son estructuras algebraicas del mismo
tipoT yv: C(X,FE) = Clap(X), E) es la funcion definida co-
mo U(f) = agf, para cada f € C(X, E). Entonces ¢ preserva
Operaciones.

Demostracion. Lo que se demostrara es que para cada k € 0

Y (fy)yen, € C(X, E)™, @D(O‘;;((fv)%wc)) = 0k (Y((f5)rem)). Ob-

servemos el siguiente diagrama:

X Y ap(X)
, lw«mmk»
ak ((f’y)’yéuk.)
E

Si designamos por g = 6 (Y ((f,)en)) v por f = i ((f1)ren).
Es suficiente demostrar que g o ag = f, puesto que por el Coro-

lario 4.11, tenemos que g = agf, es decir, si 6x(¢Y((fy)en)) ©
XE i ((fy)ren) entonces Su(¥((f)ren)) = apay((fy)ren) =
(0, ((fy)vew)), luego, la igualdad es cierta.

Ahora, veamos que 0 (V((f,)ren)) © o = ap((f,)yen,)- Sean
v € X v ap(z) =& ast (b ((f)enm)an () =
0k (V((fy)yen))(€), por la Proposicion 4.13, 0x(¢((f5)yen))(€) =
ar((V(f1)(€))ren) = ar((apfy(€)en) = arlapfr(ap(®))en),
luego, por la Proposicion 4.10, ai(apfy(ap(x)) e, ) =
O‘fg((fv(x))%w)» es decir, por la Proposicion 4.9, i, ((f1(2) )yen,) =
a,((fy)yen ) ().
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Asi, se concluye la proposicion. (]

Lema 4.15. Sean Q = (E, (ao, ..., %k, .- ) ket (P05 -5 Pty ---)ecB) Y
Q = (Ey, (agy -, Oy, .. ) kep estructuras algebraicas del tipo T =
(0, ooy Viy o)kt (Hoy ooy fles - )eep), y f o+ E— Ey funcion biyec-
tiva que preserva operaciones. Entonces f~' 1 By — E preserva
operaciones.

Demostraciéon. Es suficiente demostrar que para cualquier

!/ /

ke0y (@)hen € B, FHa((@))ren)) = anlF~H((@))ren)-

/ /

Note que f(f_l(oz;c((:pv)veyk))) = o/k((a:y)veyk). Por otro lado, por

!

hipotesis f preserva operaciones, es decir, f(or(f~((2,)ren,)))

= o, (f(f (@5 )sen))) = 03 ((25)se)- Luego, como f es inyec-

tiva f7H (@ (25 )ren)) = an(f 7 ((25)rem)- O
Para terminar de demostrar el Teorema 4.1, demostremos la
siguiente proposicion:

Proposicion 4.16. Sie = (E, (g, ..., Ok, - )keo, (P05 -5 Pey - )ecp)
es una estructura algebraico-topoldgica de tipo T = ((vy, ..., Vk, ... ) keo,
(fo, -y fhe, - )eep), X es un espacio topoldgico, €1 = (C(X, E),

(g, -y Ve (P s pg, Jeep) yer = (Clap(X), E), (41, ...,
Oks - ke, (A1, ooy Ag, .. )eep) son estructuras algebraicas del mis-
mo tipo Ty : C(X,E) = Clag(X), E) es la funcion definida
como Y(f) = agpf, para cada f € C(X,E), entonces para ca-
da & € By (fy)veue € (C(X,E)", (fy)rene € pg si y sdlo si
(w(fv))wéﬂs = /\5'

Demostracion. (=) Si (f5)yeu € pg entonces, por la Proposi-
cion 4.9, para cualquier x € X, (f5(2))yeue € pe. Ast, (g f5(Y))vepe
€ pe, cuando y = ap(x). Es decir, (apfy(ap(®)))yen € pe.
Luego, (¥(f1)(¥))veue € pe, paratodoy € ag(X), por la Proposi-
cion 4.13, (Y(f7)(Y))repe € Ae-



50 Estructuras en C(X,E)

(<) Seay = ap(z) € ap(X), paraalginz € X. Si (V(f5))yeu

€ A¢ entonces (V(f5)yeu () € A¢. Por definicion, (¥(f;)yeu (¥))
= (O‘Efv(y))’yelzga entonces (@Efv(y))%ug = (aEfV(O‘E(x)))Veug
= (f4(®))yer, por la Proposicion 4.10. Luego, por la Proposicion

4.9, (f\)repe € pe- O

Notacion 4.17. Si X es un conjunto ye = (E, (ag, ..., Qk, ... ) ko,
(P, - pPe, ...)56/3) es una estructura algebraica, entonces vamos a
denotar a la estructura algebraica (EX, (ag, ..., ap, - ked, (Poy s

/

Pe» -+ )eep), definida en la Proposicion 4.8, como eX.

Proposiciéon 4.18. Si E es un conjunto y Con es la categoria
de todos los conjuntos con morfismos las funciones entre ellos,

entonces podemos obtener un funtor contravariante Fy : Con —
Con.

Demostracion. Primero asociamos a cada conjunto X, Fj(X)
= BEX yacadafuncion f: X — Y, Fi(f) = f* donde f*: EY —
E* es definida como f*(g) = go f, para cada g € EY.

Veamos que efectivamente I es un funtor contravariante. Sean
f: X —=>Yyg:Y — Z funciones. Notemos que Fi(go f) =
(go f)F, por definicién. Ademas, para cada h € EY, Fi(go f)(h) =
(go f(h) =ho(gof)=(hog)of=fihog)= f s (h)) =
ffogt(h) = F(f)o F(g)(h). Por otra parte, si h € EX entonces
F(idx)(h) = hoidx = h, es decir, F(idx) = idpx. Asi, F} es un
funtor contravariante. ]

Observacion 4.19. (1) Sea C la categoria de las estructuras al-
gebraicas de tipo T, entonces Fy : Con — C. Asocidndole a
cada conjunto X, €, y a cada funcion f: X =Y, la fun-
cion f*: EY — EX tal que, para cada g € EY, definida como
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(2)

ff(g) = g o f. Entonces por la Proposicion 4.18, Iy es un
funtor cotravariante.

Sean X un conjunto y E un espacio topoldgico, entonces EX
es un espacio topologico con la topologia Tychonoff del pro-
ducto; y para cada x € X, representamos con m, : BX — E
a la x-ésima proyeccion. Si f es una funcion cualquiera en-
tonces la funcion f*: EY — EX es tal que para cada v € X y
he B, (meo fH)(h) = meo (fi(R) = mu(ho f) = ho f(x) =
hf(z)) = mpwy(h), es decir mp o f* = wpyy + BV — E,
que es una funcion continua y por la Observacion 3.27, {m, :
EX - E:x € X} es una Top-fuente inicial, entonces f* es
continua. De modo que obtenemos un funtor contravariante
F5: Con — Top, como en (1).

Sean € = (E, (0, ..., Qs - ket (P05 - Pesy -2 )eep) Una estruc-
tura algebraico-topologica y Cy la categoria de las estructuras
algebraico-topologicas del mismo tipo que €, entonces se puede

definir el funtor contravariante Fy : Con — Cy. En efecto, si
X,Y € Ob(Con) y f: X =Y, entonces Fy(f) : EX — EY
definida por Fi(£)(g) = g o f = fi(g) para cada g € EY,
que por (2) f* es continua. Ahora, si X € Ob(Con) en-
tonces Fy(X) = &*. Notemos que por la Proposicion 4.8,
eX es una estructura algebraica. Veamos que X es una es-
trucutura algebraico-topologica. Para esto, probemos que a}c ;
(EX) — EX es una funcion continua. Por el Teorema 3.32,
oz}f es continua si y solo si 7, o 04;,€ es continua para cualquier
x € X. Ahora, notemos que para cada 6 € 0 yx € X
w5 o (B — EX y7m, : BEX — E son funciones conti-
nuas. Mds ain 7, o w5 : (EX)"* — E es continua. Fijemos
v € X, asi Nsey,mp 0 5+ (EX)* — E" es continua. Es
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decir, bastard demostrar que T, o o/k = ) 0 DNsey, Ty O T
En efecto, sea H € (EX)", asi H : vy — EX. Si H(6) =
fs, para cada § € v, entonces (Dgey, Ty © 5)(H) = (7, ©
75(H))ser, = (m:(H(9)))ser, = (fs(x))sen,. Por lo tanto,
i (Dsenmr 0 1) (H) = ar((f5(2)sen) = ap((f5)sen) (@) =
T (ay ((fs)sen)) = m(ay(H)). Luego a,, es continua. Asi, eX
es una estructura algebraica-topoldgico.

4.2. Estructura topologica de C(X,E)

En esta seccion veremos a C'(X, E) como espacio topologico y
como estructura algebraico-topologica.

Definicion 4.20. 5t X y E son espacios topoldgicos cualesquiera,
Co(X, E) serd el espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente es
C(X, E) y cuya topologia es la que hereda como subespacio del
producto topoldgico EX, con la topologia Tychonoff. A dicha to-
pologia se le llama la topologia de la convergencia puntual en
C(X, E). De ahi el subindice p.

Para caracterizar de otra forma la topologia de la convergencia
puntual en C(X, E), definimos:

Definicion 4.21. St X y E son espacios topologicos, entonces

para toda x € X, la funcion evaluacion en x es la funcion T :
Cp(X,E) — E tal que (f) = f(x), para toda f € C(X, E).

Proposicion 4.22. 5i X y E son espacios topologicos, entonces:

(1) Para cadax € X, T es la restriccion a Cy(X, E) de la z-ésima
proyeccion w, 1 EX — E vy, por lo tanto & es continua.
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(2) La topologia de la convergencia puntual en C(X,FE) es la
topologia débil o inicial respecto a la fuente {2 : C(X, E) —
E:zeX}.

(3) La familia de conjuntos de la forma 37 (Uy) N --- Nz (Uy),
donde n € N, x1, ..., x, son elementos de X y Uy, ...,U, son
abiertos en E, forman una base para la topologia de la con-
vergencia puntual en C(X, F).

Demostracién. (1) Notemos que & = 7, |¢(x,p), la cual es
continua, dado que se estd tomado el producto Tychonoff.

(2) Sabemos que Fy = {m, : EX — E : 2 € X} es una
Top-fuente inicial y por el Lema 3.33, {i : C(X,E) — EX : i
es la funcion inclusion} es una Top-fuente inicial. Luego, por el
Corolario 3.21, {& = m, 04 : Cp(X,E) - E : v € X} es una
Top-fuente inicial.

(3) Es consecuencia de la parte (2). O

Observacion 4.23. (1) Sea E un espacio topdlogico. Vimos que
por la Observacion 4.19(2), si f : X — Y es una funcion,
entonces f* : EY — EX, tal que f*(g) = go f, para cada
g € EY, f! es una funcion continua. Si f es continua, para
toda g € C,(Y, E), entonces f* = go f € C)(Y, E).

Llamemos f* a la funcion f* ]gpgg Como f* es conti-

nua, entonces f* también lo es. Asi que obtememos, como
en 4.19(2), un funtor contravariante

F, : Top — Top

que a cada espacio topologico X le asocia el espacio topologico
Cp(X, E) y a cada funcion continua f: X —Y le asigna la
funcion continua f*: Cp(Y, E) = Cp(X, E).
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(2) Sea E una estructura algebraico-topoldgica del tipo T, se sabe
por la Proposicion 4.9, que dado cualquier espacio topologi-
co X, entonces Cy(X, E) es una estructura algebraica del
mismo tipo que E. Veamos que Cp(X, E) es una estructura
algebraico-topologica del tipo 1. Sea «y una operacion vj-
aria sobre E. Por la Observacion 4.19(2) la operacidn a, :
(EX) — EX | definida puntualmente sobre EX, es una fun-
cion continua. Por otra parte, si (fy)yen, € (EX)", entonces
Q0 ()ren)(@) = arl(fy (@) ren). Bs decir, ((f,)en) (@)
= (a0 Dyey, f) (), como f, € Cp(X, E), para toda vy € vy,
entonces Dyey, (fy)vew, €S continua y como por hipdtesis tam-
bién es continua ay; se tiene que oy ((f)yen) € Cp(X, E).
Esto quiere decir que o/k restringida a C,(X, E) es una ope-
racion bien definida y es continua. Luego, Cy(X, E) es una
estructura algebraico-topologica. Si C es la categoria de las
estructuras algebraico-topologicas del mismo tipo que E, el
funtor contravariante F,, definido en (1), puede ahora con-
siderarse como un funtor de Top en C.

Definicion 4.24. 51 Y es un espacio topologico y Z C Y, en-
tonces Z es retracto de 'Y si y solo si existe una funcion continua
h:Y — Z tal que h(z) = z, para cada z € Z. A la funcion h se
le llama retraccion.

Teorema 4.25. $i X 15 Y es un Top-morfismo, entonces f es
Top-seccion si y solo si f es encaje y f(X) es retracto de Y .

Demostracion. (=) Como f es Top-seccion, existe g €
homrop (Y, X) tal que g o f = idx. Observemos que si z1, 22 €
X'y f(m) = f(x), entonces g(f(:1)) = g(f(z2)), es decir,
idx(x1) = idx(xe), asi x1 = w9, se sigue que f es una funcion
inyectiva. Ahora, sea O abierto en X, notemos que g(f(0)) = O
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y ademés ¢ (O) es abierto en Y, pues g es una funciéon con-
tinua. Para demostrar que f es encaje, solo resta demostrar que
f(O) = g (0)N f(X). Seay € g~ (0) N f(X), ast, y = f(x)
para algin x € X entonces g(y) = g(f(z)) = = € O, se sigue
que y € f(O). Por lo tanto, ¢ (0O) N f(X) C f(O). Por otro
lado, si y € f(O) C f(X). Luego, si y = f(z) con z € O, en-
tonces ¢g(y) = g(f(x)) = x € O, asi, y € g*(0). Por lo tanto
f es encaje. Ahora, veamos que f(X) es retracto de Y. Si defi-
nimos h : Y — f(X) como h(y) = f(g9(y)), para cada y € Y.
Notemos que h es una funciéon continua, pues es composicion de
funciones continuas. Luego, h(f(z)) = f o g(f(x)), por hipotesis
fog(f(x)) = f(x). Es decir, f(X) es retracto de Y.

(<) Sea f : X — f(X) encaje, asi f es homeomorfismo,
entonces existe f~1 : f(X) — X continua. Como f(X) es re-
tracto de Y, existe una funcion continua h : Y — f(X) tal que
h(f(x)) = f(z), para cada v € X. Sea g = floh :Y —

X entonces (g0 f)(@) = (/) o W(f(x) = 7 (B(F@) =
7Y f(x)) = z. Es decir, f es Top-seccion. O

Teorema 4.26. Sea X —5 Y un Top-morfismo, entonces f es
Top-retraccion st y solo existe Z C X, r : X — Z retraccion y
h:Z —Y homeomorfismo, tal que hor = f.

Demostracion. (=) Como f es Top-retraccion, existe g €
homrop(Y, X) tal que fog = idy. Veamos que f es sobreyectiva,
si y € Y, entonces g(y) € X y f(g(y)) = y. Por otro lado,
si g(y1) = g(y2), entonces f(g(y1)) = f(9(y2)), asi, y1 = wo,
es decir g es inyectiva. Ahora, sean Z = (go f)(X) C X y y
r=gof:X — Z. Veamos que r es retraccion. Observemos que
r es continua, puesto que es la composicion de funciones continuas.
Ademas, si z € Z, entonces z = (g o f)(x) para algin z € X.

Ast, r(z) = r((go f)(x)) = go f((go f)(x) = g(f(g(f(x)))) =
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go f(x) = z. Por lo tanto, Z es retracto de X. Por otra parte,
como h = f |sop(x): Z — Y es restriccion de funciones continuas
entonces h es continua. Asimismo, si z; = go f(z1), 22 = go f(x9)
y h(z1) = h(z), entonces h(z1) = f(go f(z1)) = h(z2) = f(go
F(22)), tuego, flar) = f(w2), ast g(f(w1)) = g(F(xa)), es decir,
21 = 2. Se sigue que h es inyectiva. Ahora, si y € Y, como f
es sobreyectiva, entonces existe x € X, tal que f(x) = v, luego,
y = fogly) = fog(f(z)) = h(g(f(x))). Por lo tanto, h una
funcion sobreyectiva. Luego, h es una funciéon biyectiva. Veamos
que h es una funciéon abierta. Sea V' abierto de Z. Demostremos
que h(V') es abierto en Y, es decir, que f(ON(go f)(X)) es abierto
en Y donde O es abiertoen X y V= 0OnN(go f(X)).Siy € f(ON
(9o f)(X)), entonces y = f(x) conz € Oy x = go f(x) para
algtin 11 € X. Asi, y = f(2) = f(g o [(a1)) = (0 9)(f(11)) =
f(x1). Aplicando g, obtenemos que g(y) = g(f(z1)) = =z € O.
Asi y € ¢7(0), que es abierto de Y por la continuidad de g.
Asi, es suficiente demostrar que ¢~ (0O) C f(ON(go f)(X)). Sea
[ € g7(0),asig(l) € O. Como f es sobreyectiva, existe x € X tal
que f(z) = I. Luego, g(I) = g(f(x)), es decir, g(I) € (g o f)(X).
Asi g(l) € ON(go f)(X). Si aplicamos f, tenemos que [ =
f(g(1)) € F(ON(go f)(X)). Es decir, g™ (O) € f(ON(go f)(X)).
Por lo tanto f(ON(go f)(X)) es abierto en Y. De modo que h
es homeomorfismo. Ademés, h o r(z) = h(go f)(z)) = f((g o
(X)) = f(x). Es decir, se cumple que hor = f.

(<) Como h es homeomorfismo, entonces existe h™!: Y — Z
funcién continua. Se sabe que ¢ : Z — X donde ¢ es la funciéon
inclusion, es continua. Asi, podemos definir a g = ioh™': Y — X,
la cual es continua. Veamos que fog(y) = f(ioh™1)(y) = y, para
caday €Y. Seay €Y y 2= h"1(y), asi h(z) = y. Por lo tanto,

se tiene que f(i o h ™) (y) = foi(h i (y)) = foi(z) = f(z) =
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hor(z) =h(z) =y. Es decir, f es Top-retraccion. O

Ejemplo 4.27. (1) Todos los funtores definidos en la Observacion
4.19 son funtores contravariantes, si F': Con — C es uno de
ellos, donde C es una categoria; EX es un objeto C, para cada
funcion f : X =Y, F(f) es el C-morfismo f*: EY — EX,
tal que f*(g) = go f, para cada g € EY . Por la Observacion
3.11 y por la Proposicion 3.16, si f es una funcion sobreyecti-
va, entonces f* es C-seccion y con ello C-monomorfismo. En
particular, f* es una funcion inyectiva, pero se puede decir
mds cuando E es un espacio topdlogico, como en (2) y (3) de
la Observacion 4.19, ya que f* al ser Top-seccion, entonces
por el Teorema 4.25, f* es encaje y f*(E) = EY es retracto
de EX.

Ahora, si f es inyectiva, entonces por la Proposicion 3.15, f*
es C-retraccion, y en particular es sobreyectiva, en particu-
lar cuando E es un espacio topoldgico, f* es Top-retraccion,
es decir, existen un subespacio Z de EY, una retraccion r :
EY — Z y un homeomorfismo h : Z — EX, tales que
ff=hor.

(2) Si E es un espacio topoldgico y F, : Top — Top es el funtor
definido en la Observacion 4.23(1), para cada funcion con-
tinua y sobreyectiva f : X — Y, la funcion continua f* =
E,(f): C)(Y, E) — C,(X, E) es la restriccion de F3(f) = f*,
y esta funcion, como acabamos de decir, es encaje. Notemos
que si iy : Cp(X, E) — EX yiy: C)(Y,E) = EY son fun-
ciones inclusion, se obtiene que iy o f* = ftoiy. Por el Coro-
lario 3.23 se tiene que {f* : EY — EX} es una Top-fuente
inicial. Ahora, por el Lema 3.33, {i1 : C,(X,E) — EX} y
{iy : C)(Y,E) — EY} son Top-fuentes iniciales. Se sigue
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del Corolario 3.21 que {f* oiy : Cp(X,Y) — EX} es una
Top-fuente inicial; ast que {iy o f* : Co(X,Y) — EX} es
una Top-fuente inicial. Finalmente, por el Corolario 3.22,
{f*: Co(Y,E) = C,(X, E)} es una Top-fuente inicial; equi-
valentemente, por el Corolario 3.23, f* es un encaje.

Teorema 4.28. Si E es una estructura algebraico-topologica de
tipo T y C es la categoria de las estructuras algebraico-topologicas
del tipo T, entonces:

(1) F,: Top — C y

(2) si f € hommp(X,Y) es sobreyectiva, entonces f* es C-mo-
nomorfismo y f* es encaje en Top.

Demostracion. (1) Como vimos en la Observacion 4.23, F,(X)
= Cp(X, E) € C, para cada X € Ob(Top). Asi que F, : Top —
C.

(2) Dado que F}, es un funtor contravariante y f € homryop(X,Y)
es una funcién sobreyectiva, entonces f es Top-epimorfismo, asf
que F,(f) = f* es C-monomorfismo y por el Ejemplo 4.27(2), f*
es un encaje. l
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