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Introducción

En 1960 se publico el texto Rings of Continuous Functions
escrito por Leonard Guillman y Meyer Jerison. Este libro es un
compendio de resultados acerca de la relación entre un espacio
topológico X y el anillo de funciones continuas de X en R, C(X),
donde R es el conjunto de los números reales con la topología
usual.

Los métodos y técnicas para observar en C(X) una estructura
algebraico-topológica, se pueden generalizar. La intención de este
trabajo es presentar de manera general (usando categorías, el con-
cepto abstracto de estructura algebraica y estructura algebraico-
topológica) al conjunto C(X,E) como una estructura algebraico-
topológica, donde X es un espacio topológico, E es una estructura
algebraico-topológica y C(X,E) es el conjunto de funciones con-
tinuas de X a E.

En el Capítulo 1, presentamos los conceptos topológicos básicos
necesarios para nuestro trabajo, así como el conjunto de los nulos
de un espacio topológico X, Z(X), tan importante para entender
a la estructura algebraico-topológica de C(X).

En el Capítulo 2, además de estudiar a C(X), en particu-
lar estudiamos a los espacios completamente regulares o espacios
Tychonoff, ya que en estos espacios su topología está profunda-
mente relacionada con su anillo de funciones continuas, y además
cumplen una propiedad universal respecto a los espacios topológi-
cos, ver Teorema 2.20. En el desarrollo de este capítulo seguimos
el Capítulo 3 de Guillman y Jerison [5].

En el Capítulo 3, una vez que hemos presentado a C(X) co-
mo ejemplo clásico de estructura algebraico-topológica, ahora de-
sarrollamos los conceptos básicos de categorías para describir en
el Capítulo 4 a C(X,E) como estructura algebraico-topológica.

ii



Cabe mencionar que en los capítulos 3 y 4, seguimos algunas
partes del trabajo de Agustín Contreras [3]. También usamos el
texto Abstract and Concrete Categories, The Joy of Cats [1], para
desarrollar los conceptos básicos de categorías.

Al final, en el Capítulo 4, como resumen de todo el trabajo de-
sarrollamos con detalle los conceptos de estructura algebraica, es-
tructura algebraico-topológica, construimos estructuras algebraicas
para εX , donde ε es una estructura algebraica y X un conjunto;
y cuando ε es una estructura algebraico-topológica, construimos
la estructura algebraico-topológica para εX .

Finalmente, estas construcciones definen funtores entre la cate-
goría de conjuntos, Con, y la categoría de estructuras algebraicas
del mismo tipo, C, o bien entre Con y C1 (la categoría de estruc-
turas algebraico-topológicas del mismo tipo).

Lugar aparte ocupa el funtor Fp entre Top y Top (la cate-
goría de espacios topólogicos), donde Fp(X) = Cp(X,E), E es un
conjunto subyacente de una estructura algebraica o algebraico-to-
pológica y Cp(X,E) es C(X,E) con la topología de la convergen-
cia puntual. Tal funtor nos proporciona herramientas importantes
para analizar la estructura algebraica o algebraico-topológica de
Cp(X,E). Por último, en el Teorema 4.28, hacemos una aplicación
de este funtor.

María Elena Vargas Martínez
Facultad de Ciencias Físico Matemáticas

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla
Julio 2014
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se enuncian los conceptos y resultados que son
necesarios para el desarrollo de esta tesis.

1.1. Conceptos básicos y notaciones

Como es usual, R denotará al conjunto de los números reales
y Ru denotará a R con la topología usual.

Para un espacio topológico X, consideremos los siguientes con-
juntos:

RX = {f : f es una función de X a R},
C(X) = {f ∈ RX : f : X → Ru es continua} y
C∗(X) = {f ∈ RX : f : X → Ru es continua y acotada}.

La suma y el producto de funciones de RX definidas por:
(f + g)(x) = f(x) + g(x) y (f · g)(x) = f(x) · g(x), para cada
x ∈ X; dotan a este conjunto y a C(X) de una estructura de
anillo conmutativo con elemento unitario.

En efecto, es claro que RX es un anillo conmutativo con elemen-
to unitario. El elemento cero es la función constante 0, el elemento
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2 Preliminares

unitario es la función constante 1, el inverso aditivo de f es −f y
está dada por (−f)(x) = −f(x).

Para C(X) la suma y producto de funciones continuas son fun-
ciones continuas. Si f es un elemento de C(X), entonces existe
−f que es una función continua, y la función constante 1 está en
C(X).

Sea X un espacio topológico y sean f, g ∈ RX . La relación
f ≥ g significa que para todo x ∈ X, f(x) ≥ g(x). La función
f ∨ g ∈ RX se define f ∨ g(x) = máx{f(x), g(x)}, para cada
x ∈ X. Notemos que para cualesquiera funciones continuas, f y
g, y x ∈ X, la función k definida por k = f ∨ g satisface que
k ≥ f y k ≥ g, y k es una función continua; además para toda
h ∈ C(X) tal que h ≥ f y h ≥ g, entonces h ≥ k. Por tanto
f ∨ g = sup{f, g}, es decir, k = sup{f, g}. Por otro lado, la
función f ∧ g ∈ RX se define f ∧ g(x) = mı́n{f(x), g(x)}, para
cada x ∈ X. De forma análoga (f ∧ g)(x) = f(x) ∧ g(x).

Si f es una función continua, entonces |f | está definida como
f ∨ −f , es continua y satisface que

|f |(x) = |f(x)|, para cada x ∈ X.

Definición 1.1. Sea A un subconjunto de un espacio topológico
X. Definimos:

(1) El interior de A, el cual denotaremos por int(A), es la unión
de la colección de subconjuntos de A que son abiertos en X.
A los puntos que pertenecen a int(A) les llamaremos puntos
interiores de A.

(2) Un subconjunto V de X es una vecindad del punto x en el
espacio X si podemos encontrar un conjunto abierto A que
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satisfaga x ∈ A ⊆ V , que lo denotaremos por Vx. Luego,
una vecindad de un conjunto A es un conjunto U tal que
A ⊆ int(U).

(3) Un punto x ∈ X está en la clausura de A si cada vecindad
de x contiene al menos un punto de A (puede ser x mismo).
El conjunto cl(A) = {x ∈ X : Vx ∩ A 6= ∅ para cada, Vx,
vecindad de x} es llamado la cerradura de A.

Definición 1.2. Sea X un espacio topológico,

(1) X es T0 si para cada par de puntos distintos x y y de X
existe un subconjunto abierto U tal que U contiene a uno de
los puntos x o y, pero no al otro.

(2) X es T1, si para cualesquiera puntos distintos x y y de X,
existen subconjuntos abiertos, U y V , de X tales que x ∈ U\V
y y ∈ V \ U .

(3) X es espacio Hausdorff o T2 si satisface la siguiente condi-
ción: para cualesquiera puntos distintos x y y de X, existen
abiertos, U y V , de X tales que x ∈ U , y ∈ V , y U ∩ V = ∅.

Recordemos que siX y Y son espacios topológicos, una función
f : X → Y es un homeomorfismo si y sólo si f es continua,
biyectiva y abierta.

Definición 1.3. Sean X y Y espacios topológicos y f : X →
Y una función. f es encaje si y sólo si f : X → f(X) es un
homeomorfismo.

Lema 1.4. Sean E y F subconjuntos de un espacio topológico
X. Si E y p tienen vecindades ajenas, para cada p ∈ F , y F es
compacto, entonces E y F tienen vecindades ajenas.
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Demostración. Para cada p ∈ F , sean Up y Vp vecindades
ajenas de p y E, respectivamente. Luego, se tiene que {int(Up) :
p ∈ F} es una cubierta abierta del compacto F . Así existen puntos
en F , p1, p2, ..., pn, tales que F ⊂ ∪ni=1int(Upi). Consideremos V =
∩ni=1Vpi y U = ∪ni=1int(Upi). Tenemos que, E ⊂ V y F ⊂ U .

Es claro que U es abierto y que V es una vecindad de E. Ahora,
supongamos que U y V no son ajenos, es decir, supongamos que
existe z ∈ U ∩ V , luego z ∈ int(Upj), para algún j ∈ {1, ..., n} y
z ∈ Vpi para todo i ∈ {1, ..., n}. Así z ∈ int(Upj)∩Vpj ⊂ Upj∩Vpj ,
lo cual es una contradicción, puesto que Upj y Vpj son ajenos.

Por lo tanto, tenemos que E y F tienen vecindades ajenas. �

Corolario 1.5. En un espacio Hausdorff, un conjunto compacto
y un punto en su complemento tienen vecindades ajenas. Por lo
tanto, cada conjunto compacto en un espacio Hausdorff es cerra-
do.

Demostración. Sean X un espacio Hausdorff, F un subcon-
junto compacto y p ∈ X \ F . Tomemos E = {p}, por el Lema
1.4, F y p tienen vecindades ajenas. �

Corolario 1.6. Cualesquiera dos conjuntos compactos y ajenos
en un espacio Hausdorff, tienen vecindades ajenas.

Demostración. Sean X un espacio Hausdorff y K y F con-
juntos compactos y ajenos de X. Para cada p ∈ K y F compacto,
por el Corolario 1.5, existen vecindades ajenas. Luego por Lema
1.4, K y F tienen vecindades ajenas. �

1.2. Conjuntos nulos

En la presente sección revisamos las nociones de conjuntos nu-
los así como los resultados relacionados con estos conceptos que
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vamos a utilizar en los siguientes capítulos.

Definición 1.7. Sea X un espacio topológico y consideremos a
Z(X) = {f←(0) : f ∈ C(X)}, a Z(X) se le llama el conjunto
de nulos de X, y al complemento de un conjunto nulo se le deno-
mina como conjunto co-nulo de X. Para f ∈ C(X) denotaremos
Z(f) = f←(0) = {x ∈ X : f(x) = 0}. Además el conjunto Z(f)
es cerrado en X, para cada f ∈ C(X).

Observemos que Z(0) = X, Z(1) = ∅. Dado un espacio topó-
logico X, las funciones constantes las denotaremos por k, para
cada k ∈ R.

Notación 1.8. Si X es un conjunto y τ es una topología sobre
X, entonces Z∗(X) = {f←(0) : f ∈ C(X) y f es acotada}.

Ejemplo 1.9. Notemos que para cada función f de valores reales
sobre N, como N es discreto, f es una función continua, así que
C(N) (respectivamente C∗(N)) es el anillo de todas las sucesiones
de números reales (respectivamente, las sucesiones de números
reales acotadas). La función identidad i sobre N definida por i(n) =
n, pertenece a C(N); sin embargo, i no pertenece a C∗(N). Así,
C(N) 6= C∗(N). Por otro lado el conjunto Z(i) es vacío. Por
supuesto existe i−1; de hecho i−1 = j, donde j es la sucesión
( 1n)n∈N. Es claro que j ∈ C∗(N), es decir, es una función acota-
da. Luego Z(j) = ∅, pero i = j−1 /∈ C∗(N) y de aquí se obtiene
un ejemplo de una función en C∗(N) cuyo conjunto nulo es vacío.

Lema 1.10. Sea X un espacio topológico. Si f, g ∈ C(X) en-
tonces Z(f · g) = Z(f) ∪ Z(g).

Demostración. El punto x ∈ Z(f ·g), si y sólo si (f ·g)(x) = 0
si y sólo si f(x) · g(x) = 0, si y sólo si f(x) = 0 o g(x) = 0, si y
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sólo si x ∈ f←(0) o x ∈ g←(0), si y sólo si x ∈ Z(f) ∪ Z(g). �

Lema 1.11. Si X es conjunto y τ es una topología sobre X, en-
tonces Z(Xτ) = {f←((−∞, r]) : r ∈ R, f ∈ C(X)}∪{f←([r,∞)) :
r ∈ R, f ∈ C(X)} = Z(X).

Demostración. Para demostrar la primera contención, sea
Z(f) ∈ Z(X) es decir, Z(f) = {x ∈ X : f(x) = 0} = {x ∈
X : |f |(x) = 0} = {x ∈ X : |f |(x) ≤ 0} = {|f |←((−∞, 0]) : f ∈
C(X)}.

Para la otra contención, sean f ∈ C(Xτ) y r ∈ R, notemos
que (f − r) ∨ 0 ∈ C(X), por tanto ((f − r) ∨ 0)←(0) ∈ Z(X).
Afirmamos que (f − r ∨ 0)←(0) = f←((−∞, r]). En efecto, si
(f−r∨0)(z) = 0, entonces (f−r)(z) ≤ 0, luego, f(z)−r(z) ≤ 0,
por tanto f(z) ≤ r. Por otro lado, si f(w) ≤ r entonces f(w)−r ≤
0, así, ((f − r) ∨ 0)(w) = 0.

Análogamente (f − r ∧ 0)←(0) = f←([r,∞)). �



Capítulo 2

Algunas caracterizaciones de
espacios Tychonoff

En este capítulo damos algunas caracterizaciones de espacios
Tychonoff (completamente regulares), utilizando la herramienta
topológica algebraica.

La clase de los espacios Tychonoff fue introducida poco tiempo
después de que H. Tietze introdujera los espacios normales. En
1930 el matemático ruso Andrei Nikolaevich Tychonoff demostró
en su artículo Über die topologische Erweiterung von Rümen [2]
que todo espacio normal es homeomorfo a un subespacio de un
espacio producto de tipo [0, 1]M , para un adecuado conjunto M
(los espacios [0, 1]M son conocidos hoy en día como cubos de Ty-
chonoff); y preguntó si la condición de normalidad en su resultado
era una condición necesaria. En este artículo Über die topologische
Erweiterung von Rümen [2], A. N. Tychonoff notó que esto no era
así e introdujo los espacios Tychonoff, haciendo ver que dichos es-
pacios topológicos, y unicamente ellos, tienen la propiedad de ser
homeomorfos a subespacios de cubos de Tychonoff.

Definición 2.1. Un espacio topológico X es Tychonoff (o com-
pletamente regular) si satisface las siguientes condiciones:

7



8 Algunas caracterizaciones de espacios Tychonoff

(1) X es un espacio T1; y
(2) para cualquier cerrado F de X y cualquier punto x ∈ X\F ,

existe una función continua, f : X → [0, 1], tal que f(F ) ⊆ {0}
y f(x) = 1.

2.1. Primera caracterización de espacios Tycho-
noff

En esta parte demostraremos una primera caracterización de
un espacio Tychonoff (Teorema 2.3), así como algunos resultados
importantes.

Definición 2.2. Si X es un espacio Hausdorff, Z(X) es una base
para los conjuntos cerrados, si y sólo si dado un cerrado en X,
F, existe una familia {Zα}α∈I ⊂ Z(X) tal que F = ∩α∈IZα.

Teorema 2.3. Sea X un espacio Hausdorff. Entonces X es com-
pletamente regular si y sólo si la familia Z(X), es una base para
los conjuntos cerrados.

Demostración. (⇒) Sea F un cerrado en X, si F = X en-
tonces F = Z(0). Ahora, supongamos que F  X. Como X es
completamente regular, para cualquier cerrado F deX y cualquier
punto x /∈ F , existe fx ∈ C(X) tal que fx(x) = 1 y fx(F ) ⊂ {0},
entonces F ⊂ Z(fx), es decir F ⊂ ∩x∈X\FZ(fx). Por otro lado, su-
pongamos que (∩x∈X\FZ(fx))\F 6= ∅. Sea y ∈ (∩x∈X\FZ(fx))\F ,
se tiene que y ∈ Z(fx), para toda x ∈ X \ F , así, cuando
y ∈ Z(fy), fy(y) = 0 y cuando y /∈ F , fy(y) = 1 lo cual es
una contradicción. Por lo tanto ∩x∈X\FZ(fx) ⊂ F .

(⇐) Sean F un cerrado en X y un punto x /∈ F . Por hipótesis
existe una familia {Zα}α∈I en Z(X) tal que F = ∩α∈IZα. Luego,
existe g ∈ C(X) tal que Zα = Z(g), F ⊂ Z(g) y x /∈ Z(g).
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Notemos que g(x) = r, r 6= 0 así existe r−1 : X → R que está
definida por r−1(w) = 1

r . Se tiene que existe f = gr−1 ∈ C(X).
Si m ∈ F , entonces f(m) = g(m) · 1r = 0

r = 0, por otro lado
f(x) = g(x)

r = r
r = 1.

Como X es Hausdorff, X es completamente regular. �

Definición 2.4. Sean A y B conjuntos de un espacio topológico
X, se dice que A y B son completamente separados si existe f :
X → [0, 1], continua tal que f(x) = 0, para cada x ∈ A, y
f(x) = 1, para cada x ∈ B.

Teorema 2.5. Dos conjuntos están completamente separados si
y sólo si están contenidos en conjuntos nulos ajenos. Más aún,
conjuntos completamente separados tienen vecindades nulas aje-
nas.

Demostración. Para la necesidad, si A y B están completa-
mente separados, entonces existe f : X → [0, 1] continua, tal que
f(x) = 0, para todo x ∈ A y f(x) = 1, para todo x ∈ B. Así los
conjuntos

F = {x : f(x) ≤ 1
3} y E = {x : f(x) ≥ 2

3}
son vecindades ajenas de A y B, respectivamente. Por el Lema
1.11 se tiene que F y E son conjuntos nulos.

Para la suficiencia, sean A y B conjuntos deX tales que existen
Z(f), Z(g) ∈ Z(X) con A ⊂ Z(f), B ⊂ Z(g) y Z(f)∩Z(g) = ∅.
Entonces |f |+ |g| no es cero. Luego se puede definir

h(x) = |f(x)|
|f(x)|+|g(x)| , para cada x ∈ X.

Notemos que h : X → [0, 1] es continua, además h es igual a 0
sobre Z(f) y es igual a 1 sobre Z(g). �

Observación 2.6. Si X es un espacio completamente regular,
F un cerrado en X y x ∈ X \ F , entonces existe una función,
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T : X → [0, 1] continua, tal que T (F ) ⊆ {0} y T (x) = 1. Se tiene
que existe f ∈ C(X) tal que f(F ) ⊆ {0} y f(x) = 1. Sea h = |1−
(f ∧1)|, f(F ) ⊆ {0}. Si z ∈ F entonces h(z) = |1−(f(z)∧1)| =
|1−0| = 1. Si x /∈ F entonces h(x) = |1−(f(x)∧1)| = |1−1| = 0.
Ahora sea T = 1− h, entonces T (z) = (1− h)(z) = 1− h(z) =
1 − 1 = 0 y T (x) = (1 − h)(x) = 1 − h(x) = 1 − 0 = 1. Luego
(|T | ∧ 1)(z) = 0 y (|T | ∧ 1)(x) = 1, así 0 ≤ |T | ∧ 1 ≤ 1.

El siguiente teorema es una consecuencia de la Observación 2.6
y la Definición 2.4.

Teorema 2.7. Sean X un espacio completamente regular, x ∈ X
y F un cerrado de X tal que x /∈ F , entonces {x} y F están
completamente separados.

Teorema 2.8. Sean X un espacio completamente regular y F

un cerrado de X. Entonces F es una intersección de vecindades
nulas.

Demostración. Consideremos un punto x ∈ X \ F , por el
Teorema 2.7 y el Teorema 2.5, se tiene que existen Vx,Wx ∈ Z(X)
vecindades ajenas tales que F ⊆ int(Vx) y x ∈ int(Wx).

Afirmamos que F = ∩x∈X\FVx. Notemos que F ⊂ ∩x∈X\FVx.
Supongamos que existe un punto x0 ∈ ∩x∈X\FVx \ F . Por el Teo-
rema 2.5, existen Vx0,Wx0 ∈ Z(X) vecindades ajenas, tales que
F ⊆ int(Vx0) y x0 ∈ int(Wx0). Como x0 ∈ ∩x∈X\FVx \ F y
x0 ∈ Vx0 lo cual es una contradicción.

Así que F = ∩x∈X\FVx . �

Teorema 2.9. Sean X un espacio completamente regular y un
punto x ∈ X, entonces para cada vecindad, U , de x existe una
vecindad, V , nula de x tal que x ∈ V ⊂ U .
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Demostración. Se tiene que x ∈ int(U), notemos que (X \
int(U)) = F es cerrado en X y x /∈ F . Por el Teorema 2.7 y el
Teorema 2.5, existen vecindades nulas y ajenas, V y W , de x y
F , respectivamente. Como V ∩W = ∅, entonces V ⊂ X \W ⊂
X \ F = int(U) ⊂ U . Así V ⊆ U . �

2.2. Segunda caracterización de espacios Ty-
chonoff

En esta sección, vamos a probar otra caracterización de espa-
cios completamente regulares. Para esto, probaremos unos resul-
tados importantes.

Primero, citamos la proposición siguiente que está demostrada
en [2], página 30.

Proposición 2.10. Si B es una familia de subconjuntos de un
conjunto X que satisface:

(1) X = ∪B, y
(2) si B1 y B2 son elementos de B, y x ∈ B1 ∩ B2, entonces

existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ B1 ∩B2.
Entonces, la colección τB = {A ⊆ X : ∃A ⊆ B con A = ∪A}

es una topología en X que contiene a B como base.

Consideremos un conjunto X y una familia C ′ ⊆ RX .
Se define la colección τ1 como la mínima topología para X tal

que, para cada f ∈ C ′, se tiene que f : Xτ1 → Ru es una función
continua.

Notemos que las colecciones :
C

′

1 = {f−1(O) : O es abierto en R y f ∈ C ′} es una subbase
para τ1.
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C
′

2 = {∩ni=1f
−1
i (Oi) : fi ∈ C

′ y Oi ∈ τu, i ∈ {1, 2, ..., n}} es
una base para τ1.

Así τ1 = {∪F : F ⊆ C
′

2}.

Notación 2.11. Sean x ∈ X, r > 0 y f ∈ C ′ denotamos
lr(f, x) = {y ∈ X : |f(y)− f(x)| < r} = f−1((f(x)− r, f(x) + r)) y

D1 = {lr(f, x) : f ∈ C ′
, r > 0 y x ∈ X}.

Observación 2.12. Notemos que lr(f, x) ∈ C ′

1. Denotemos

D2 = {∩F : F es un subconjunto finito de D1}.

Así, se tiene que D1 ⊆ D2 y D2 ⊂ C
′

2.

Lema 2.13. Sea τ ′
= {∪L : L ⊆ D2} entonces τ

′
= τ1.

Demostración. Por definición de τ ′ y por la Observación 2.12,
τ

′ ⊆ τ1. Resta ver que τ1 ⊆ τ
′. Para esto, probaremos primero

que D2 es base para τ1, es decir, demostraremos (1) y (2) de la
Proposición 2.10.

Prueba de (1). Es claro que ∪D2 ⊆ X. Para la otra contención,
sean x ∈ X y f ∈ C

′, se tiene que x ∈ l1(f, x) = {y ∈ X :
|f(y)− f(x)| < 1}. Como D1 ⊆ D2 entonces x ∈ ∪D2 para cada
x ∈ X. Así, ∪D2 = X.

Prueba de (2). Sean F1 y F2 subconjuntos finitos de D1 y
x ∈ (∩F1) ∩ (∩F2). Pongamos F3 = F1 ∪ F2, se tiene que F3 es
un subconjunto finito en D1 y satisface que x ∈ ∩F3 = (∩F1) ∩
(∩F2). Por lo tanto, τ ′ es una topología para X.

Por otro lado, sea f ∈ C ′, vamos a probar que f : Xτ ′ → Ru es
una función continua. Para esto, sean x ∈ X,O un abierto enR tal
que f(x) ∈ O. Por definición de la topología usual para R, existe
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r > 0 tal que (f(x)− r, f(x) + r) ⊆ O, tenemos que lr(f, x) ∈ τ ′

y x ∈ lr(f, x). Además, f(lr(f, x)) ⊆ (f(x) − r, f(x) + r) ⊆ O.
Por lo tanto, f es continua con τ ′. Luego, τ ′ ⊆ τ1. �

Teorema 2.14. Si X es espacio topológico, entonces Z∗(X) =
Z(X).

Demostración. Claramente Z∗(X) ⊆ Z(X). Por otra parte,
para cualquier Z(g) ∈ Z(X), sabemos que Z(g) = g−1(0), así
Z(g) = Z(|g|) = Z( |g||g|+1). Ahora notemos que 0 < |g|

|g|+1 < 1 y
|g| ∈ C(X), por lo tanto Z(g) ∈ Z∗(X). �

Teorema 2.15. Sean X un conjunto, τ es una topología sobre
X y τ1 es la mínima topología para X que hace continua a cada
elemento f ∈ C(Xτ). Entonces Z(Xτ) es una base de cerrados
de τ1.

Demostración. Para probar esto se define γ = {O ⊆ X :
X \O = ∩F ,F ⊆ Z(Xτ)}. Vamos a probar que γ satisface:
(a) γ es una topología para X;
(b) γ = τ1.

Prueba de (a): Notemos que X, ∅ ∈ γ puesto que, sea α ∈
R \ {0}, tenemos que Z(α) = ∅, así ∅ = X \X, es decir, X ∈ γ.
Luego, X = Z(0) = X \ ∅, por lo tanto ∅ ∈ γ. Ahora, sea
{Oα : α ∈ I} ⊆ γ. Para cada α ∈ I, X \ Oα = ∩β∈AαZ(gβα)
con gβα ∈ C(Xτ), por la definición de γ. Así se tiene que, X \
∪α∈IOα = ∩α∈I(X \Oα) = ∩α∈I(∩β∈AαZ(gβα)). Así, ∪α∈IOα ∈ γ.
Por otro lado, sean O1, O2 ∈ γ, entonces X \ O1 = (∩α∈IZ(gα))
y X \ O2 = (∩β∈JZ(fβ)) donde gα, fβ ∈ C(Xτ). Aplicando leyes
de D’Morgan se tiene que X \ (O1 ∩ O2) = (X \ O1) ∪ (X \
O2) = (∩α∈IZ(gα)) ∪ (∩β∈JZ(fβ)) = ∩α∈I,β∈J(Z(gα) ∪ Z(fβ)) =
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∩α∈I,β∈JZ(gα ·fβ), la última igualdad es por el Lema 1.10. Luego,
O1 ∩O2 ∈ γ. Por tanto γ es una topología para X.

Prueba de (b): Por el Lema 1.11 se tiene que si f ∈ C(X), r ∈
R y x ∈ X, entonces X \ lr(f, x) = f←((−∞, f(x) − r]) ∪
f←([f(x)+r,∞)) ⊆ Z(f). Sea O ∈ τ1, entonces por el Lema 2.13,
se tiene que O = ∪α∈I(∩nαi=1Fαi) para cada α ∈ I, i ∈ {1, 2, ..., nα}
y Fαi ∈ D1. Por la Observación 2.12 se tiene que lrα(fα, x) ∈
D2 para cada α ∈ I. Más aún Fαi = lrαi(fαi, xαi) donde i ∈
{1, 2, ..., nα} y α ∈ I. Luego, X \ O = X \ ∪α∈I(∩nαi=1Fαi) =
∩α∈I(X \ ∩nαi=1Fαi) = ∩α∈I(∪nαi=1(X \ lrαi(fαi, xαi)) = ∩α∈IZα,
donde Zα = ∪nαi=1(X \ lrαi(fαi, xαi)), es decir, O ∈ γ. Lo que
implica que τ1 ⊆ γ. Ahora demostraremos que γ ⊆ τ1. Para es-
to notemos que γ = {O ⊆ X : X \ O = ∩F ,F ⊆ Z(Xτ)} =
{∪α∈I(X \ Z(gα)) : gα ∈ C(Xτ)}. Así, bastará probar que X \
Z(g) ∈ τ1 para cualquier g ∈ C(Xτ). Notemos que X \ Z(g) =
(X \ f←(−∞, r])∪ (X \ f←[r,∞)) = (f←(r,∞)∪ (f←(∞, r)) tal
que f ∈ C(Xτ) y r ∈ R. Así un elemento O de γ se puede expre-
sar como unión de preimagenes de abiertos de funciones continuas
de R. Por lo tanto, O está en τ1. Así γ = τ1.

Para demostrar el teorema, sea F un cerrado enXτ1=γ entonces
X \ F ∈ τ1, es decir, X \ (X \ F ) = F = ∩α∈IZ(gα), para cada
gα ∈ C(Xτ). Luego se concluye que Z(Xτ) es una base de cerrados
de τ1. �

Teorema 2.16. Sean X un conjunto, τ es una topología sobre
X y τ2 la mínima topología para X que hace continua a cada
elemento f ∈ C∗(Xτ). Entonces Z∗(Xτ) es una base de cerrados
de τ2.

Demostración. La demostración de este teorema es análoga
a la demostración del Teorema 2.15, también se define γ = {O ⊆
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X : X \O = ∩F ,F ⊆ Z∗(Xτ)} y se puede probar que γ satisface:
(a) γ es una topología para X;
(b) γ = τ2.
De esto inferimos que Z∗(Xτ) es una base de cerrados de τ2. �

Teorema 2.17. Sean Xτ un espacio topológico Hausdorff. En-
tonces, Xτ es completamente regular si y sólo si la topología τ
coincide con la topologías inducidas por C(X) y C∗(X),τ1 y τ2,
respectivamente. Es decir, τ = τ1 = τ2.

Demostración. Observemos que por el Teorema 2.15 y el Teo-
rema 2.16 tenemos que τ1 = τ2 = γ. Así basta demostrar que
γ = τ ; para esto sea O ∈ γ entonces X \ O = ∩F , tal que
F ∈ Z(Xτ). Por el Teorema 2.3 tenemos que Z(Xτ) son cerrados
en τ , así X \ O es cerrado en τ , luego O ∈ τ , es decir, γ ⊆ τ .
Por otra parte, sea V ∈ τ , entonces X \ V es cerrado en τ , por
tanto X \ V = ∩F y F ∈ Z(Xτ). Por el Teorema 2.3, tal que
F ∈ Z(Xτ), luego V ∈ γ. Así se concluye que τ = τ1 = τ2 = γ.

Para la suficiencia tenemos que τ = τ1 = τ2 = γ, utilizamos el
recíproco del Teorema 2.3, es decir, como γ es topología cuya base
de cerrados es Z(Xτ), entonces Xτ es completamente regular. �

2.3. Resultados importantes de espacios Tycho-
noff

Teorema 2.18. Si X es un espacio Hausdorff cuya topología es-
tá determinada por alguna subfamilia C ′ de RX , entonces X es
completamente regular.

Demostración. Claramente, cada función en la familia C ′ es
continua, es decir, C ′ ⊆ C(X). Por tanto la topología débil induci-
da por C ′ está contenida en la topología débil inducida por C(X).
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Pero esta última topología siempre está contenida en la topología
dada en el espacio X. Por lo tanto, las dos topologías coinciden.
Se sigue del Teorema 2.17 que X es completamente regular. �

Teorema 2.19. Si C ′ es una subfamilia de C(Y ) que determina
la topología de Y . Una función σ de un espacio S sobre Y es
continua si y sólo si la función composición g ◦ σ está en C(S),
para cada g ∈ C ′.

Demostración. Veamos la necesidad. Como g : Y → R y
σ : S → Y son funciones continuas, entonces se tiene que g ◦ σ
es continua. Para la suficiencia, primero notemos que si O es un
abierto en R, entonces g←(O) es un abierto en Y , para toda g ∈
C

′. Además, la familia {g←(O) : g ∈ C ′ y O es un abierto en R}
es una subbase de Y . Como σ←(g←(O)) = (g ◦ σ)←(O) y, por
hipótesis (g ◦ σ)←(O) es abierto en S. Por lo tanto, la fución σ es
continua. �

Teorema 2.20. Para cualquier espacio topológico X, existe un
espacio completamente regular Y y una función continua θ de
X sobre Y , tal que la función ψ : C(Y ) → C(X), dada por
ψ(g) = g ◦ θ, es un isomorfismo de anillos.

Demostración. Sean x, x
′ ∈ X. Definimos la clase de equi-

valencia x ≡ x
′ si y sólo si f(x) = f(x)

′, para cada f ∈ C(X).
Notemos que ésta es una relación de equivalencia, puesto que los
valores en R satisfacen las propiedades simétrica, reflexiva y tran-
sitiva. Sea Y el conjunto de todas la clases de equivalencia. Defi-
namos la función θ de X sobre Y , dada por θ(x) = [x].

Para cada f ∈ C(X), le asociamos gf ∈ RY definida por
gf([x]) = f(x).

Notemos que f = gf ◦ θ. Veamos que gf es una función. Sean
[z1], [z2] ∈ Y si [z1] = [z2] entonces h([z1]) = h([z2]) para cualquier
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h ∈ C(X), en particular f(z1) = f(z2).
Sea C ′

= {gf ∈ RY : gf ◦ θ ∈ C(X)}. Afirmamos que C ′
=

{g ∈ RY : g ◦ θ ∈ C(X)}. Observemos que en particular C ′ ⊆
{g ∈ RY : g ◦ θ ∈ C(X)}, para la otra contención demostraremos
que dada g ∈ RY tal que g ◦ θ ∈ C(X), entonces existe f ∈ C(X)
tal que g = gf , para esto, sea f = g ◦ θ ∈ C(X), así gf([z]) =
(g ◦ θ)(z) = g([z]).

Ahora, dotaremos a Y con la topología débil inducida por la
familia C ′. Por definición, cada función en C ′ es continua en Y , es
decir, C ′ ⊂ C(Y ). La continuidad de θ se sigue del Teorema 2.19.

Si [x1], [x2] ∈ Y son tales que [x1] 6= [x2] entonces, existe f ∈
C(X) con f(x1) 6= f(x2). Como f(x1) = gf ◦ θ(x1) = gf([x1]) y
f(x2) = gf ◦ θ(x2) = gf([x2]), con gf([x1]) 6= gf([x2]) ∈ R, por
lo tanto, existen O1, O2 ⊆ R tales que f(x1) ∈ O1, f(x2) ∈ O2

y O1 ∩ O2 = ∅. Luego, como gf es función entonces g←f (O1) ∩
g←f (O2) = ∅ y, además g←f (O1), g

←
f (O1) ∈ τC ′ . Por lo tanto, Y

es un espacio Hausdorff y por Teorema 2.18, Y es completamente
regular.

Consideremos h ∈ C(Y ). Ya que θ es continua, h◦θ es continua
en X, es decir, h ∈ C ′. Por lo tanto, C ′ ⊇ C(Y ). Así, C ′

= C(Y ).
Vamos a probar que ψ es un isomorfismo de anillos. Observemos

que ψ es sobreyectiva puesto que ψ(gf) = f . Por otra parte, si
ψ(g1) = g1 ◦ θ = g2 ◦ θ = ψ(g2) veamos que g1 = g2. Supongamos
que g1([x]) 6= g2([x]), pero g1([x]) = g1(θ(x)) = (g1 ◦ θ)(x) =
ψ(g1) y g2([x]) = g2(θ(x)) = (g1 ◦ θ)(x) = ψ(g2), luego ψ(g1) 6=
ψ(g2) lo cual es una contradicción. Así ψ es inyectiva. Luego ψ es
biyectiva. Además satisface que ψ(g1 + g2) = (g1 + g2) ◦ θ(x) =
(g1 + g2)([x]) = g1([x]) + g2([x]) = ψ(g1) + ψ(g2) y también
ψ(g1 · g2) = (g1 · g2) ◦ θ(x) = (g1 · g2)([x]) = g1([x]) · g2([x]) =
ψ(g1)(x) · ψ(g2)(x) = (ψ(g1) · ψ(g2))(x).
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Por lo tanto, ψ es un isomorfismo de anillos. Esto completa la
prueba del teorema. �

Teorema 2.21. Sean X un espacio topológico y R0 un subcon-
junto denso de R. Supongamos que Ur son conjuntos abiertos de
X, para todo r ∈ R0 tales que

⋃
r∈R0

Ur = X,
⋂
r∈R0

Ur = ∅, y

cl(Ur) ⊂ Us donde r < s entonces f(x) = ı́nf{r ∈ R0 : x ∈ Ur}
para toda x ∈ X, define una función continua sobre X.

Demostración. Primero veamos que f está bien definida. Da-
do x ∈ X el conjunto {r ∈ R0 : x ∈ Ur} 6= ∅ ya que por hipótesis,⋃
r∈R0

Ur = X. Vamos a probar que {r ∈ R0 : x ∈ Ur} está acotado

inferiormente. Para esto supongamos lo contrario, es decir, para
cualquier s ∈ R existe r′ ∈ {r ∈ R0 : x ∈ Ur} tal que r′

< s.
Veamos que si esto ocurre entonces x ∈

⋂
r∈R0

Ur. Sea r ∈ R0, en-

tonces existe r′ ∈ {r ∈ R0 : x ∈ Ur} tal que r′
< r. Como

cl(Ur′) ⊆ Ur, entonces x ∈ cl(Ur′) ⊆ Ur, así x ∈ Ur, lo cual impli-
ca que

⋂
r∈R0

Ur 6= ∅. Por lo tanto, {r ∈ R0 : x ∈ Ur} está acotado

inferiormente. Es decir, {r ∈ R0 : x ∈ Ur} tiene ínfimo. Luego, f
está bien definida.

Afirmación. Si r < f(x) < s entonces x ∈ Us \ cl(Ur), para
cada s, r ∈ R0. En efecto. Primero veamos que

Si f(x) < s entonces x ∈ Us. (2.1)

Si f(x) < s, entonces, dado que f(x) es un ínfimo, existe r′ ∈
{r ∈ R0 : x ∈ Ur} tal que f(x) ≤ r

′
< s. Luego, x ∈ cl(Ur′) ⊆ Us.

Así x ∈ Us. Por lo tanto, (2.1) está probada.
Ahora demostraremos que

Si r < f(x) entonces x /∈ cl(Ur). (2.2)
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Supongamos que r < f(x) y x ∈ cl(Ur). Por densidad de R0,
existe s0 ∈ R0 tal que r < s0 < f(x). Como x ∈ cl(Ur) ⊆ Us0,
así x ∈ Us0. Así que f(x) ≤ s0, lo cual contradice que s0 < f(x).
Luego, (2.2) está probada.

Finalmente, de (2.1) y de (2.2) se obtiene la afirmación.

Vamos a probar que f es continua en X. Para esto, sea a ∈ X.
Sean c, d ∈ R tales que f(a) ∈ (c, d). Consideremos r ∈ (c, f(a))∩
R0 y s ∈ (f(a), d)∩R0. Notemos que f(a) ∈ [r, s] ⊆ (c, d). Vamos
a probar que:

(1) a ∈ Us \ cl(Ur).
(2) f(Us \ cl(Ur)) ⊆ [r, s] ⊂ (c, d).
La parte (1) se sigue de la Afirmación.
Ahora, para la parte (2), sea x ∈ Us \ cl(Ur) entonces x ∈ Us,

es decir, f(x) ≤ s. Ahora, supongamos que f(x) < r entonces
x ∈ Ur ⊆ cl(Ur), pero por hipótesis x /∈ cl(Ur). Por lo tanto,
r ≤ f(x) ≤ s. Es decir, f(Us \ cl(Ur)) ⊆ [r, s] ⊂ (c, d).

Así, se concluye que f es continua en X. �

Teorema 2.22. (Lema de Uryshon). Sea X un espacio normal.
Supongamos que F y G son subconjuntos cerrados y ajenos de
X. Entonces existe una función continua f : X → [0, 1] tal que
f(F ) ⊂ {0} y f(G) ⊂ {1}.

Demostración. Sea D = {qn : n = 0, 1, 2, ...} una enu-
meración del conjunto Q∩ [0, 1] tal que q0 = 0 y q1 = 1. Primero,
construiremos una familia U = {Uqn : n = 0, 1, 2, ...} de subcon-
juntos abiertos de X que tiene las siguientes dos propiedades:

(1)F ⊂ U0 y U1 ⊂ X \G; y
(2) si r < s, con r, s ∈ D, entonces cl(Ur) ⊂ Us.

Construcción de la familia U . Primero, tomamos Ur = ∅ cuando
r < 0, y Ur = X cuando r > 1. Definamos U1 = X \ G. Como
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X es un espacio normal, existen subconjuntos abiertos U y V de
X tales que F ⊂ U , G ⊂ V y U ∩ V = ∅. Definamos U0 = U .
Entonces, U0 ⊂ X \V ; por lo cual, cl(U0) ⊂ X \V ⊂ X \G = U1.
De esta forma hemos demostrado que los subconjuntos abiertos U0

y U1 satisfacen las condiciones (1) y (2).
Supongamos ahora que n ≥ 2 y que hemos construido los

subconjuntos abiertos Uq0, Uq1, Uq2, ..., Uqn, de tal forma que sa-
tisfacen las condiciones (1) y (2). Sea r = máx{qk : k ≤ n

y qk < qn+1} y s = mı́n{ql : l ≤ n y qn+1 < ql}. Entonces
r, s ∈ {q0, q1, ..., qn} y son tales que r < s. Por la hipótesis
de inducción, tenemos que cl(Ur) ⊂ Us. Como X es un espacio
normal, para los subconjuntos cerrados cl(Ur) y X \ Us, existen
abiertos ajenos A y B tales que cl(Ur) ⊂ A y X \ Us ⊂ B.
Definamos Uqn+1 = A. Entonces cl(Uqn+1

) ⊂ X \ B ⊂ Us. Así
{Uq0, Uq1, Uq2, ..., Uqn, Uqn+1

} satisfacen las condiciones requeridas.
Además, notemos que si t ∈ {q0, ..., qn} y t < qn+1, entonces
t < r, es decir, cl(Ut) ⊆ Ur ⊆ A ⊆ Uqn+1

. Por otra parte, si
l ∈ {q0, ..., qn} y qn+1 < l, entonces s < l, luego, cl(Us) ⊆ Ul, y
como Uqn+1

⊆ Us, entonces cl(Un+1) ⊆ Ul. Esto completa la cons-
trucción inductiva de la familia U = {Ur : r ∈ D} que satisface
las condiciones (1) y (2).

Para terminar la demostración, definamos a f . Si x ∈ X \ G
entonces f(x) = ı́nf{r ∈ R0 : x ∈ Ur}, si x ∈ G, entonces
f(x) = 1. Luego, por el Teorema 2.21, la función f es continua.
Además satisface que f(F ) ⊆ {0} y f(G) ⊆ {1}. �

Teorema 2.23. Si X es completamente regular y Y es un subes-
pacio de X, entonces Y es completamente regular .

Demostración. Sean F un cerrado en Y y x ∈ Y \ F . Di-
gamos F = T ∩ Y con T cerrado en X. Como x /∈ T y X es
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completamente regular, existe f : X → [0, 1] continua tal que
f(T ) ⊂ {1} y f(x) = 0. Tomemos f �Y Y → [0, 1], así como
F ⊂ T entonces f �Y (F ) ⊂ {1}. Luego, si x ∈ Y \ F entonces
f �Y (x) = 0, es decir, Y es completamente regular. �

Teorema 2.24. Todo subespacio de un espacio compacto X, es
completamente regular.

Demostración. Sean F1, F2 cerrados y ajenos en X. Como
X es compacto, entonces X es Hausdorff. Luego, como F1 y F2

son compactos, por Corolario 1.6, se deduce que F1 y F2 tienen
vecindades ajenas. Por lo tanto, X es un espacio normal. Por
Lema de Uryshon, es completamente regular. Así, por Teorema
2.23, todo subespacio es completamente regular. �

De hecho todo espacio completamente regular, es isomorfo a
un subespacio de un espacio compacto.
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Capítulo 3

Introducción a categorías y
fuentes iniciales

En la presente sección revisaremos las nociones de categoría y
funtor, así como algunos ejemplos de éstos.

3.1. Introducción a categorías

A continuación consideramos la definición de categoría, como
sigue.

Definición 3.1. Una categoría es un cuádrupleA = (O, hom, id, ◦)
que consiste en

(1) una clase O cuyos elementos se llaman A-objetos,

(2) para cada par (A,B) de A-objetos, un conjunto hom(A,B),
cuyos elementos son llamados A-morfismos de A a B (la
afirmación “f ∈ hom(A,B)” se expresará mediante el uso
de las flechas; por ejemplo, “f : A → B es un morfismo” o
“A f−→ B es un morfismo”),

23
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(3) para cada A-objeto A, un morfismo A IdA−→ A es denominada
la A-identidad en A,

(4) una ley de composición, que asocia a cada par de A-morfis-
mos A f−→ B y B g−→ C, un A-morfismo A g◦f−→ C llamado
la composición de f y g, sujeto a las siguientes condiciones:

(a) la composición es asociativa; es decir, para A-morfismos
A

f−→ B, B g−→ C y C h−→ D la composición h ◦ (g ◦ f) =
(h ◦ g) ◦ f sostiene que

(b) A-identidades actúan como identidades con respecto a la
composición; es decir, para los A-morfismos A f−→ B se tiene
que idB ◦ f = f y f ◦ idA = f ,

(c) los conjuntos hom(A,B) son ajenos por pares, es de-
cir, si A,B,C,D son A-objetos y (A,B) 6= (C,D), entonces
hom(A,B) ∩ hom(C,D) = ∅.

Notación 3.2. Sea A = (O, hom, id, ◦) una categoría, se tiene
que

(1) La clase de los A-objetos se denotará por Ob(A).

(2) La clase de todos los A-morfismos se denotará por Mor(A),
notemos que Mor(A) es la unión de todos los conjuntos
hom(A,B) con A,B ∈ Ob(A).

(3) Si A f−→ B es un A-morfismo, llamamos a A el dominio de
f (denotado por dom(f)) y llamamos a B el codominio de
f (denotado por cod(f)). Obsérvese que la condición (4)(c)
de la Definición 3.1 garantiza que cada A-morfismo tiene un
dominio y un codominio únicos.
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(4) La composición, ◦, es una operación binaria parcial en la clase
Mor(A). Es decir, para un par (f, g) de morfismos, f ◦ g
se define si y sólo si el dominio de f y el codominio de g
coinciden.

(5) Los morfismos en una categoría, se denotaran por letras minús-
culas, y con mayúsculas a los objetos. El morfismo h = g ◦ f ,
será denotado por el triángulo siguiente

A
f //

h
**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU B
g

��
C

Ejemplo 3.3. (1) La categoría Con cuyos objetos es la clase de
todos los conjuntos; hom(A,B) es el conjunto de todas las
funciones de A a B, la idA es la función identidad en A, y ◦
es la composición usual de funciones.

(2) En general, las categorías de conjuntos con estructuras y fun-
ciones que preservan estructuras entre ellos, ◦ siempre será
la composición de funciones y la idA siempre será la función
identidad sobre A; por ejemplo:
(a) Vec con objetos todos los espacios vectoriales reales y
morfismos todas las transformaciones lineales entre ellos.
(b) Grp con objetos todos los grupos y morfismos todos los
homomorfismos entre ellos.
(c) Top con objetos todos los espacios topológicos y morfis-
mos todas las funciones continuas entre ellos.
(d) Rel con objetos de todos los pares (X, ρ), donde X es
un conjunto y ρ es una relación (binaria) en X. Los mor-
fismos f : (X, ρ) → (Y, σ) son las funciones que preservan
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relaciones, es decir, si xρx′ entonces f(x)σf(x
′
).

Definición 3.4. Sea A = (O, homA, id, ◦) una categoria. La ca-
tegoría dual (u opuesta) de A es la categoría Aop = (O, homAop,
id, ◦op), donde homAop(A,B) = homA(B,A) y f ◦op g = g ◦ f .
(Por lo tanto, A y Aop tienen los mismos objetos y, excepto por
sus direcciones, los mismos morfismos).

Definición 3.5. Si A y B son categorías, entonces un funtor F
covariante de A a B es una función que asigna a cada A-objeto
A un B-objeto, F (A), y a cada A-morfismo A

f−→ A
′ un B-

morfismo F (A)
F (f)−→ F (A

′
) de tal forma que

(1) F preserva composiciones; es decir, F (h ◦ g) = F (h) ◦ F (g)
siempre que f ◦ g está definida, y

(2) F preserva morfismos identidad; es decir, F (idA) = idF (A)
para cada A-objeto A.

Si F : Aop → B es funtor, decimos que F es un funtor con-
travariante de A a B.

Si C es una categoría, cuya clase de objetos consisten de con-
juntos con estructura y cuya clase de morfismos entre dichos con-
juntos con estructura, dado (X, ξ) ∈ Ob(C) para referirnos a
X sin estructura suele decirce: el conjunto subyacete del objeto
(X, ξ). Análogamente si f : (X, ξ) → (Y, η) ∈ Mor(C), la fun-
ción f : X → Y la función subyacente del morfismo f : (X, ξ)→
(Y, η) ∈Mor(C).

Ejemplo 3.6. (1) Para cada categoría A, existe el funtor iden-
tidad idA : A→ A definido por idA(A

f−→ B) = A
f−→ B
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(2) Para cualquiera categoría A de los Ejemplos 3.3 (2) y (3);
existe el funtor que olvida (o funtor subyacente) U : A →
Con, donde en cada caso U(A) es el conjunto subyacente de
A, y U(f) es la función subyacente del morfismo f .

(3) Para cualquier categoría A y cualquier A-objeto A, existe
el funtor covariante hom(A,−) : A → Con, definido co-
mo hom(A,−)(X) = hom(A,X), si X ∈ Ob(A) y para

las funciones, hom(A,−)(B
f−→ C) = hom(A,B)

hom(A,f)−→
hom(A,C), donde hom(A, f)(g) = f ◦ g.

(4) Para cualquier categoría A y cualquier A-objeto A, existe el
funtor contravariante hom(−, A) : Aop → Con definido so-
bre cualquier Aop-morfismo B f−→ C por hom(−, A)(B

f−→
C) = homA(B,A)

hom(f,A)−→ homA(C,A) con hom(f, A)(g) =
g ◦ f , donde la composición es la única en A.

Definición 3.7. Sea C una categoría,

(1) Se dice que un C-morfismo, A f−→ B, es C-sección si tiene
inverso izquierdo, es decir, si existe un C-morfismo B g−→ A

tal que g ◦ f = idA. Se llama C-retracción si tiene inverso
derecho, es decir, si existe un C-morfismo B g−→ A tal que
f ◦ g = idB.

(2) Si el C-morfismo A
f−→ B tiene al mismo tiempo inverso

izquierdo e inverso derecho, entonces f es un C-isomorfismo.

(3) Un C-morfismo A f−→ B es C-monomorfismo si es cance-
lable por la izquierda, es decir, si para cualesquiera dos C-
morfismos h y k, si f ◦ h = f ◦ k, implica que h = k. Por
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otro lado, f es C-epimorfismo si es cancelable por la derecha,
es decir, si h ◦ f = k ◦ f , implica que h = k.

Definición 3.8. Una categoría concreta es una categoría, cuyos
objetos son conjuntos con estructura (por ejemplo de anillo, de
grupo, de espacio vectorial o de espacio topológico), cuyos mor-
fismos son funciones entre conjuntos que respetan las correspon-
dientes operaciones o relaciones que la hacen un morfismo de ca-
tegoría.

Lema 3.9. Sea f : A → B una función. Las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

(1) f es una función inyectiva.

(2) Existe g : B → A tal que g ◦ f = idA.

(3) Para cada h, k : A1 → A funciones tales que f ◦ h = f ◦ k,
entonces h = k.

Demostración. (1) ⇒ (2) Primero vamos a probar el caso
cuando f es suprayectiva, entonces f es biyectiva y así f tiene
inversa, en particular tiene inversa izquierda. Ahora, el otro caso,
supongamos que f no es suprayectiva, es decir, f(A) 6= B. Sea
x0 ∈ A, definimos g : B → A como g(y) = x0 si y ∈ B \ f(A);
g(y) = a, si y = f(a), para algún a ∈ A. Veamos que g es función.
Si y ∈ f(A), g(y) = a1 y g(y) = a2, entonces f(a1) = y = f(a2);
por hipótesis a1 = a2. Así, g es función. Además, notemos que
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = x.

(2)⇒ (3) Por hipótesis, existe g : B → A tal que g ◦ f = idA.
Luego, si f ◦ h = f ◦ k entonces g ◦ (f ◦ h) = g ◦ (f ◦ k). Así, se
tiene que (g◦f)◦h = (g◦f)◦k. Se sigue que (idA)◦h = (idA)◦k.
Es decir, h = k.
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(3) ⇒ (1) Supongamos que existen x1, x2 ∈ A tales que x1 6=
x2, definamos las funciones h : A1 → A y k : A1 → A por
h(a) = x1 y k(a) = x2, para cada a ∈ A1. Notemos que h 6=
k. Supongamos f(x1) = f(x2) entonces (f ◦ h)(a) = f(x1) =
f(x2) = (f ◦k)(a), para cada a ∈ A1. Luego, por hipótesis, h = k,
que es una contradicción. Por lo tanto f(x1) 6= f(x2). Así, f es
inyectiva. �

Lema 3.10. Sea f : A→ B una función. Las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

(1) f es una función sobreyectiva.

(2) Existe g : B → A tal que f ◦ g = idB.

(3) Para cada h, k : A1 → A funciones tales que h ◦ f = k ◦ f ,
entonces h = k.

Demostración. (1) ⇒ (2) Notemos que A = ∪y∈Bf←(y).
Sean y, y′ ∈ B tales que y 6= y

′, entonces f←(y) ∩ f←(y
′
) = ∅,

porque f es función. Así {f←(y) : y ∈ B} es una partición de X.
Por el axioma de elección existe C ⊆ A tal que C∩f←(y) = {xy}.
Definamos g : B → C ⊆ A como g(y) = xy, para cada y ∈ B.
Observemos que xy es el único elemento de C ∩ f←(y). Además
(f ◦ g)(y) = f(g(y)) = f(xy) = y.

(2)⇒ (3) Por hipótesis, existe g : B → A tal que f ◦ g = idB.
Luego, si h ◦ f = k ◦ f entonces (h ◦ f) ◦ g = (k ◦ f) ◦ g. Así, se
tiene que h◦(f ◦g) = k◦(f ◦g). Se sigue que h◦(idB) = k◦(idB).
Es decir, h = k.

(3) ⇒ (1) Supongamos que f no es sobreyectiva, así existe
b0 ∈ B tal que f←(b0) = ∅. Sea h : B → {0, 1} dada por h(b) = 0,
así h ◦ f(a) = 0, para cada a ∈ A. Sea k : B → {0, 1} definida
por k(b) = 0, si b 6= b0 y k(b0) = 1. Notemos que k ◦ f(a) =
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k(f(a)) = 0. Pero, k 6= h, es decir no se vale la cancelación, la
cual es una contradicción. Por lo tanto f es sobreyectiva. �

Observación 3.11. (1) En la categoría Con son equivalentes
los conceptos de función inyectiva, sección y monomorfismo. Así,
también los conceptos de función sobreyectiva, retracción y epi-
morfismo.

(2) Todo morfismo en una categoría concreta que es función
inyectiva sobre los conjuntos subyacentes, es un C-monomorfismo
y cuando es función sobreyectiva entonces, es un C-epimorfismo.

Proposición 3.12. Si C es una categoría, entonces toda C-sección
es C-monomorfismo y toda C-retracción es C-epimorfismo

Demostración. Primero, seanA,B ∈ Ob(C) y f ∈ hom(A,B)
una C-sección, así existe g : B → A tal que g ◦ f = idA. Luego,
si f ◦ h = f ◦ k entonces g ◦ (f ◦ h) = g ◦ (f ◦ k). Así, se tiene
que (g ◦ f) ◦ h = (g ◦ f) ◦ k. Se sigue que (idA) ◦ h = (idA) ◦ k,
es decir, h = k. Así f es C-monomorfismo. Por otra parte, sea f
C-retracción, así existe g : B → A tal que f ◦ g = idB. Luego, si
h ◦ f = k ◦ f entonces (h ◦ f) ◦ g = (k ◦ f) ◦ g. Así, se tiene que
h ◦ (f ◦ g) = k ◦ (f ◦ g). Se sigue que h ◦ (idB) = k ◦ (idB). Es
decir, h = k. Por lo tanto f es C-epimorfismo. �

Proposición 3.13. Si A y B son categorías y F : A→ B es un
funtor covariante, entonces F preserva secciones, es decir, si f
es una A-sección entonces F (f) es una B-sección.

Demostración. Por hipótesis, existe g : A→ B tal que g◦f =
idA. Luego, F (g) ◦ F (f) = F (g ◦ f) = F (idA) = idF (A). �
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Proposición 3.14. Si A y B son categorías y F : A→ B es un
funtor covariante, entonces F preserva retracciones, es decir, si
f es una A-retracción entonces F (f) es una B-retracción.

Demostración. Por hipótesis, existe g : B → A tal que f◦g =
idB. Luego, F (f) ◦ F (g) = F (f ◦ g) = F (idB) = idF (B) �

Proposición 3.15. Si A y B son categorías y F : A → B es
un funtor contravariante, entonces F manda A-secciones en B-
retracciones.

Demostración. Por hipótesis, existe g : A→ B tal que g◦f =
idA. Luego, F (f) ◦ F (g) = F (g ◦ f) = F (idA) = idF (A) �

Proposición 3.16. Si A y B son categorías y F : A → B es
un funtor contravariante, entonces F manda A-retracciones en
B-secciones.

Demostración. Por hipótesis, existe g : B → A tal que f◦g =
idB. Luego, F (g) ◦ F (f) = F (f ◦ g) = F (idB) = idF (B). �

3.2. Introducción a fuentes iniciales

En esta sección presentamos las nociones de fuentes, Top-fuentes,
fuentes iniciales y la amalgama de una familia de funciones, así
como algunos resultados importantes de estas nociones.

Definición 3.17. (1) Una fuente es una familia de funciones
con dominio común.

(2) Una Top-fuente es una familia de funciones continuas entre
espacios topológicos, con dominio común.
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(3) Dadas una familia de espacios topológicos ε = {(Yα, τα) : α ∈
A} y una fuente F = {fα : X → Yα : α ∈ A}, la topología
inicial o topología débil de X respecto a la pareja (ε,F) es la
que tiene por subbase a la familia S(ε,F) = {f←α (U) : U ∈ τα
y α ∈ A}.

Observación 3.18. Si τ es la topología inicial de X respecto
a la pareja (ε,F) definida como en la Definición 3.17(3), todas
las funciones de la fuente F son continuas, es decir, la fuente
H = {fα : (X, τ)→ (Yα, τα) : α ∈ A} es Top-fuente.

Definición 3.19. Se dirá que una Top-fuenteH = {fα : (X, τ)→
(Yα, τα) : α ∈ A} es una Top-fuente inicial si τ es la topología ini-
cial de X respecto la pareja (G,F), donde G = {(Yα, τα) : α ∈ A}
y F es la fuente {fα : X → Yα, : α ∈ A}.

Proposición 3.20. Si F = {fα : (X, τ) → (Yα, τα) : α ∈ A} es
una Top-fuente, entonces son equivalentes:

(a) F es Top-fuente inicial.
(b) Siempre que (Z, σ) es un espacio topológico y g : Z → X

es una función tales que {fα ◦ g : (Z, σ) → (Yα, τα) : α ∈ A} es
una Top-fuente, entonces g : (Z, σ)→ (X, τ) es continua.

(c) Si γ es una topología de X tal que {fα : (X, γ)→ (Yα, τα) :
α ∈ A} es Top-fuente, entonces τ ⊆ γ.

Demostración. (a) ⇒ (b) Supongamos que (Z, σ) es un es-
pacio topológico y g : Z → X es una función tal que, para toda
α ∈ A, fα ◦ g : (Z, σ) → (Yα, τα) es continua. Como F es Top-
fuente inicial, τ tiene por subbase a la familia S(ε,F) = {f←α (U) :
U ∈ τα y α ∈ A}. Así para probar que g : (Z, σ) → (X, τ) es
continua, basta darse cuenta de que si U ∈ τα y α ∈ A, entonces
g←(f←α (U)) = (fα ◦ g)←(U) es abierto en (Z, σ) porque fα ◦ g es
continua, para cada α ∈ A.
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(b) ⇒ (c) Sea γ una topología para X tal que F ′
= {fα :

(X, γ) → (Yα, τα) : α ∈ A} es una Top-fuente. Entonces, para
cada α ∈ A, es continua la composición:

(X, γ)
1X−→ (X, τ)

fα−→ (Yα, τα).
Por (b), 1X : (X, γ)→ (X, τ) es continua, es decir, τ ⊆ γ.
(c) ⇒ (a) Sea σ la topología inicial de X respecto a la pareja

(G,F ′
), donde G = {(Yα, τα) : α ∈ A} y F ′ es la fuente {fα :

X → Yα : α ∈ A}. Vamos a probar que γ = τ . Entonces la fuente
H = {fα : (X, σ) → (Yα, τα) : α ∈ A} es una Top-fuente inicial
y, de las implicaciones (a) ⇒ (b) y (b) ⇒ (c), ya demostradas,
obtenemos que σ ⊆ τ porque F es Top-fuente. Por otro lado, H
es una Top-fuente y estamos suponiendo (c), τ ⊆ σ. Así τ = σ y
con ello, F = H es Top-fuente inicial. �

Corolario 3.21. Si F = {fα : (X, τ)→ (Yα, τα) : α ∈ A} y para
cada α ∈ A, Fα = {gα,β : (Yα, τα) → (Zα,β, τα,β) : β ∈ Aα} son
Top-fuentes iniciales, entonces también lo es la “composición de
las Top-fuentes”, es decir, la Top-fuente G = {gα,β ◦fα : (X, τ)→
(Zα,β, τα,β) : β ∈ Aα y α ∈ A} es una Top-fuente inicial.

Demostración. Sean Z un espacio topológico y g : Z → X

una función, la cual satisface que (gα,β ◦ fα)◦ g : Z → Zαβ es con-
tinua, para cualquier α ∈ A y β ∈ Aα. Utilizando la Proposición
3.20 bastará demostrar que g es continua. Como (gα,β ◦ fα) ◦ g =
gα,β ◦ (fα ◦ g) y Fα es una Top-fuente inicial. Por la Proposición
3.20, tenemos que fα ◦ g es continua. Como F es una Top-fuente
inicial y utilizando nuevamente la Proposición 3.20, se tiene que
g es continua. Por lo tanto, G es una Top-fuente inicial.

�

Corolario 3.22. Si F = {fα : (X, τ)→ (Yα, τα) : α ∈ A} y para
cada α ∈ A, Fα = {gα,β : (Yα, τα) → (Zα,β, τα,β) : β ∈ Aα} son
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Top-fuentes tales que la “composición” G = {gα,β ◦ fα : (X, τ)→
(Zα,β, τα,β) : β ∈ Aα y α ∈ A} es una Top-fuente inicial, entonces
F es Top-fuente inicial.

Demostración. Sean Z un espacio topológico y g : Z → X
una función tal que fα ◦ g : Z → Yα es continua, para cualquier
α ∈ A. Utilizando la Proposición 3.20 bastará demostrar que g
es continua. Pero, gα,β ◦ (fα ◦ g) : Z → Zα,β es continua para
cualquier β ∈ Aα y α ∈ A, ya que Fα es una Top-fuente. Luego
como gα,β ◦ (fα ◦ g) = (gα,β ◦ fα) ◦ g y G es Top-fuente inicial,
entonces por la Proposición 3.20, g es continua. �

Corolario 3.23. Si f : (X, τ)→ (Y, γ) es una función inyectiva,
entonces f es encaje si y sólo si F = {f : (X, τ) → (Y, γ)} es
una Top-fuente inicial.

Demostración. (⇒) Sea O un abierto en X. Como f es en-
caje, f(O) = V ∩ f(X), donde V es abierto en Y . Notemos que
si z ∈ O, entonces f(z) ∈ f(O) = V ∩ f(X), así, f(z) ∈ V ,
por lo tanto z ∈ f←(V ), es decir, O ⊆ f←(V ). Por otro lado, si
w ∈ f←(V ), entonces f(w) ∈ V ∩f(X) = f(O). Así f(w) = f(l),
donde l ∈ O. Como f es inyectiva w = l ∈ O, así w ∈ O. Por lo
tanto, O = f←(V ).

(⇐) Sea O un abierto en X. Como F es una Top-fuente inicial,
O = f−1(V ), donde V es abierto en Y . Luego, f(O) = V ∩f(X).
Así f es encaje. �

Definición 3.24. Sean I un conjunto y {Eα : α ∈ I} una familia
de conjuntos.

(1) Si f : I → ∪α∈IEα tal que f(α) ∈ Eα, para cada α ∈ I,
diremos que f es una función selectora.
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(2)
∏

α∈I Eα = {f : I → ∪α∈IEα : f es una función selectora}.

(3) Si E es un conjunto, entonces EI = {f : I → E : f es
función}.

(4) Para cada α0 ∈ I, definimos πα0
:
∏

α∈I Eα → Eα0
, por

πα0
(f) = f(α0), para cada f ∈

∏
α∈I Eα. A la función πα0

se
le llama la α0-proyección.

Observación 3.25. (1) Notemos que de la Definición 3.24, {πα :∏
α∈I Eα → Eα : α ∈ I} es una fuente y, además si α ∈ I y

x, y ∈
∏

α∈I Eα entonces si x = y ⇔ x(α) = y(α), para toda
α ∈ I ⇔ πα(x) = πα(y), para toda α ∈ I.

(2) Si {Eα : α ∈ I} es una familia de conjuntos con Eα = E, para
toda α ∈ I, entonces EI =

∏
α∈I Eα; ya que si f : I → E es

una función, entonces f : I → ∪α∈IEα es selectora.

Definición 3.26. Si I es un conjunto, F = {(Yα, τα) : α ∈ I}
es una familia de espacios topológicos y ε = {πα :

∏
α∈I Yα →

Yα : α ∈ I} una fuente, entonces la topología inicial de
∏

α∈I Yα
respecto de (F , ε) es la topología producto o topología Tychonoff.

Observación 3.27. (1) Notemos que si τ es la topología Tychonoff
de

∏
α∈I Yα, entonces {πα : (

∏
α∈I Yα, τ)→ (Yα, τα) : α ∈ I}

es una Top-fuente inicial.

(2) Si g : (Z, γ) →
∏

α∈I Yα es una función tal que {πα ◦ g :
(Z, γ) → (Yα, τα) : α ∈ I} es una Top-fuente, entonces g :
(Z, γ)→ (

∏
α∈I Yα, τ) es una función continua.

Definición 3.28. Sea F = {fα : X → Yα : α ∈ I} una fuente,
podemos definir 4α∈Ifα : X →

∏
α∈I Yα como 4α∈Ifα(x)(α0) =

fα0
(x), para cada x ∈ X y α0 ∈ I, que se le llama la amalgama
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de la familia F . Notemos que πα0
(4α∈Ifα(x)) = fα0

(x), es decir,
el siguiente diagrama conmuta, para cada α0 ∈ I.

X
4α∈Ifα //

fα0 **UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU
∏

α∈I Yα
πα0

��
Yα0

Observación 3.29. Dada {fα : X → Yα : α ∈ I} una fuente,
entonces4α∈Ifα es la única función con la propiedad de la Defini-
ción 3.28, es decir, si F : X →

∏
α∈I Yα tal que el siguiente

diagrama conmuta, para cada α ∈ I,

X
F //

fα
**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

∏
α∈I Yα

πα
��
Yα

entonces F = 4α∈Ifα. En efecto, si x ∈ X, para cada α ∈
I, entonces πα(4α∈Ifα(x)) = fα(x) = πα(F (x)). Luego, por la
Observación 3.25, F (x) = 4α∈Ifα(x), para cada x ∈ X. Por lo
tanto, F = 4α∈Ifα.

Notación 3.30. Es usual, denotar a x ∈
∏

α∈I Eα, como x =
(xα)α∈I , en realidad xα = x(α) o dicho de otra manera xα =
πα(x).

Lema 3.31. Si (X, τ1) y (Yα, τα), α ∈ I son espacios topológi-
cos, y {fα : (X, τ1) → (Yα, τα) : α ∈ I} es una Top-fuente,
entonces 4α∈Ifα : (X, τ1) → (

∏
α∈I Yα, τ) es continua, donde τ

es la topología Tychonoff.

Demostración. Como fα = πα ◦ 4α∈Ifα es continua, para
cada α ∈ I y por la Observación 3.27, {πα : (

∏
α∈I Yα, τ) →
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(Yα, τα) : α ∈ I} es una Top-fuente inicial, entonces 4α∈Ifα es
continua. �

Teorema 3.32. (Propiedad universal del producto) Si {fα :
(Z, γ) → (Yα, τα) : α ∈ A} es una Top-fuente, entonces existe
una única función continua h : (Z, γ) → (

∏
α∈A Yα, τ) tal que,

para toda α ∈ A, πα ◦ h = fα.

Demostración. Bastará tomar h = 4α∈Ifα. �

Lema 3.33. Si (X, τ) es un espacio topológico y K es subespacio
de X con la topología de subespacio, γ, entonces {i : (K, γ) ↪→
(X, τ) : i es la función inclusión} es una Top-fuente inicial.

Demostración. Sea Z un espacio topológico y g : Z → K
es una función tal que i ◦ g : Z → X es continua, utilizando la
Proposición 3.20 bastará demostrar que g es continua. Sea U un
abierto en K, luego existe un abierto O en X tal que U = O∩K.
Notemos que g←(O ∩ K) = g←(i←(O). Además, g←(i←(O) =
(i ◦ g)←(O). Como i ◦ g es continua, (i ◦ g)←(O) es abierto en Z.
Por lo tanto, g←(U) es abierto en Z. Así, g es continua. �

Definición 3.34. Sea F = {fα : (Z, γ)→ (Yα, τα) : α ∈ A} una
Top-fuente. Diremos que:

(1) F separa puntos de X si para cualesquiera dos elementos dis-
tintos, x y y, existe α ∈ A tal que fα(x) 6= fα(y).

(2) F separa puntos de cerrados de X si para cualquier cerrado
F en X y cualquier x ∈ X \ F , existe α ∈ A tal que fα(x) /∈
clYαfα(F ).

Proposición 3.35. Sea F = {fα : (X, τ) → (Yα, τα) : α ∈ A}
una Top-fuente y S = {f←α (U) : U es abierto en Yα y α ∈ A}.
Se cumple lo siguiente:
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(1) F separa puntos de X si y sólo si 4α∈Afα : X →
∏

α∈A Yα
es inyectiva.

(2) F separa puntos de cerrados de X si y sólo si S es una base
para la topología de X.

(3) Si F separa puntos de X y es una Top-fuente inicial, entonces
4α∈Afα es un encaje.

(4) Si F separa puntos de cerrados de X, entonces F es una
Top-fuente inicial.

(5) Si F separa puntos de X y separa puntos de cerrados de X,
entonces 4α∈Afα es un encaje.

(6) Si X es T0 y F separa puntos de cerrados de X, entonces
4α∈Afα es encaje.

Demostración. (1) Es suficiente tomar en cuenta que para
toda α ∈ A, πα ◦ 4α∈Afα = fα, donde πα :

∏
α∈A Yα → Yα es la

función proyección.
(2) Supongamos que F separa puntos de cerrados de X. Sean

O un abierto en X y x ∈ O. Existe α ∈ A tal que fα(x) /∈
clYαfα(X \ O). Si U = f←α (Yα \ clYαfα(X \ O)) entonces x ∈ U .
Ahora, si y ∈ U , entonces fα(y) /∈ clYαfα(X \ O), así fα(y) /∈
fα(X \ O), luego y /∈ X \ O, donde y ∈ O. Por lo tanto, U ⊆ O.
Así, x ∈ U ⊆ O y U ∈ S. Lo cual prueba que S es una base para
la topología de X.

Ahora supongamos que S es una base para la topología de X.
Sean F un cerrado enX y x ∈ X\F , entonces existen α ∈ A y un
abierto U de Yα tales que x ∈ f←α (U) ⊆ X \F . Si y ∈ F entonces
y /∈ f←α (U), por lo tanto fα(y) /∈ U , resulta que U ∩ fα(F ) = ∅.
Como fα(x) ∈ U , fα(x) /∈ clYαfα(F ). Así vemos que F separa
puntos de cerrados de X.
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(3) Como F es Top-fuente inicial y F = {πα ◦4α∈Afα : X →
Yα : α ∈ A} es Top-fuente inicial, por el Corolario 3.22, {4α∈Afα :
X →

∏
α∈A Yα} es Top-fuente inicial. Por otra parte, ya que F

separa puntos de X, por (1), 4α∈Afα es inyectiva. Afirmamos
que si O es abierto en X, 4α∈Afα(O) = V ∩4α∈Afα(X), donde
V es abierto en

∏
α∈A Yα. Para demostrar esta igualdad, primero

observemos que τ es la topología inicial de X respecto de F ,
entonces O = (4α∈Afα)←(V ), donde V es abierto en

∏
α∈A Yα.

Así, si w ∈ 4α∈Afα(O), entonces w ∈ 4α∈Afα(y), con y ∈ O,
además si y ∈ O, entonces y ∈ (4α∈Afα)←(V ), así 4α∈Afα(y) ∈
V y luego 4α∈Afα(y) ∈ 4α∈Afα(X). Por lo tanto 4α∈Afα(O) ⊆
V ∩4α∈Afα(X). Por otro lado, si z ∈ V ∩4α∈Afα(X), entonces
z ∈ 4α∈Afα(x0), para algún x0 ∈ X. Así, x0 ∈ (4α∈Afα)←(V ), es
decir, x0 ∈ O. Por lo tanto z ∈ 4α∈Afα(O). Luego,4α∈Afα(O) =
V ∩4α∈Afα(X). Es decir, 4α∈Afα es encaje.

(4) Si F separa puntos de cerrados de X, entonces por (2), S
es base de la topología de X y en particular es subbase de dicha
topología. Así que por la Definición 3.19, F es una Top-fuente
inicial

(5) Si F separa puntos de X, 4α∈Afα es inyectiva y si además
separa puntos de cerrados de X, entonces por (4), F es una Top-
fuente inicial. Como F es “composición” {πα ◦4α∈AF : X → Yα :
α ∈ A}, por el Corolario 3.22 resulta que la fuente {4α∈Afα :
X →

∏
α∈A Yα} es una Top-fuente inicial, es decir, X tiene la

topología inicial respecto a 4α∈Afα. Entonces 4α∈Afα es encaje.

(6) Si X es T0 y F separa puntos de cerrados de X entonces F
también separa puntos de X. En efecto, sean x1, x2 ∈ X, x1 6= x2
como X es T0 existe O abierto tal que x1 ∈ O. Notemos que
x1 /∈ cl{x2}. Como F separa puntos de cerrados de X, existe
fα ∈ F tal que fα(x1) /∈ cl(fα(cl{x2})). Así como, x2 ∈ cl{x2}
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entonces fα(x2) ∈ cl(fα(cl{x2})). Por tanto fα(x1) 6= fα(x2), es
decir, F separa puntos de X. Por (5), 4α∈Afα es encaje. �

Notación 3.36. (1) Si X y E son conjuntos, con F (X,E) o con
EX se denotará la fuente {f : X → E : f es función}.

(2) Si X y E son espacios topológicos, se denotará por C(X,E)
a la Top-fuente {f : X → E : f es función continua}.



Capítulo 4

Estructuras en C(X,E)

4.1. Estructuras algebraicas y estructuras
algebraico-topológicas

La idea de esta sección es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 4.1. Dados cualquier espacio topológico X y cualquier
estructura algebraico-topológica E, la función ψ : C(X,E) →
C(αE(X), E) tal que para cada f ∈ C(X,E), ψ(f) = αEf ,
y su inversa α∗E : C(αE(X), E) → C(X,E), que a cada g ∈
C(αE(X), E) le asocia α∗E(g) = g ◦ αE, son isomorfismos de es-
tructuras algebraicas (del mismo tipo que E).

Para esto es necesario demostrar algunos resultados prelimina-
res y definir los conceptos necesarios.

Definición 4.2. (1) Sea ν un número cardinal, entonces una ope-
ración ν-aria α en E, es una función α : Eν → E, donde E
es un conjunto.

(2) Sea ν un número cardinal, entonces una relación ν-aria R en
E, es un subconjunto R ⊆ Eν.

41
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Ejemplo 4.3. 1. Si E es un grupo y α : E → E una función
definida como α(x) = x−1 para cada x ∈ E, es una operación
en E donde ν = 1.

2. Si E es un espacio vectorial sobre un campo K, αk : E → E
definida como αk(x) = kx para cada x ∈ E y k ∈ K, es una
operación en E en la cual ν = 1.

3. Si E es un espacio vectorial sobre un campoK, α+ : E×E →
E definida como α+(x, y) = x + y para cada x, y ∈ E, es
una operación en E en la cual ν = 2.

4. Si R ⊆ R×R, definida como (a, b) ∈ R ⇔ si a < b entonces
R es una relación.

Definición 4.4. (1) Una estructura algebraica es una terna
ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β), donde E es un
conjunto, θ y β son números cardinales, para cada k ∈ θ, αk
es una operación sobre E, y para cada ξ ∈ β, ρξ es un relación
sobre E.

(2) El tipo de la estructura algebraica

ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β), es una pareja τ =
((ν0, ..., νk, ...)k∈θ, (µ0, ..., µξ, ...)ξ∈β), de sucesiones transfini-
tas, tal que para cada k ∈ θ, αk es una operación νk-aria y,
para cada ξ ∈ β, ρξ es una operación µξ-aria.

(3) Dadas dos estructuras algebraicas
ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β) y
ε
′

= (E
′
, (α

′

0, ..., α
′

k, ...)k∈θ, (ρ
′

0, ..., ρ
′

ξ, ...)ξ∈β), ambas del mis-
mo tipo τ = ((ν0, ..., νk, ...)k∈θ, (µ0, ..., µξ, ...)ξ∈β), una función
ϕ : E → E

′ es morfismo de estructuras algebraicas del tipo
τ , si
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(i) ϕ preserva operaciones, es decir, para cada k ∈ θ y para
cada (xγ)γ∈νk ∈ Eνk, ϕ(αk((xγ)γ∈νk)) = α

′

k(ϕ((xγ)γ∈νk)).

(ii) ϕ preserva relaciones, para cada ξ ∈ β y cada (xδ)δ∈µξ ∈
Eµξ, (xδ)δ∈µξ ∈ ρξ implica que (ϕ(xδ))δ∈µξ ∈ ρ

′

ξ.

(4) Si ε y ε′ son estructuras algebraicas del mismo tipo como en
(3) una función ϕ : E → E

′ es isomorfismo de estructuras
algebraicas de tipo τ , si ϕ es biyectiva, y satisface

(i) ϕ preserva operaciones, es decir, para cada k ∈ θ y para
cada (xγ)γ∈νk ∈ Eνk, ϕ(αk((xγ)γ∈νk)) = α

′

k(ϕ((xγ)γ∈νk)).

(ii) Para cada ξ ∈ β y cada (xδ)δ∈µξ ∈ Eµξ, (xδ)δ∈µξ ∈ ρξ si
y sólo si (ϕ(xδ))δ∈µξ ∈ ρ

′

ξ.

(5) Sea ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β) una estruc-
tura algebraica de tipo τ = ((ν0, ..., νk, ...)k∈θ (µ0, ..., µξ, ...)ξ∈β).
Diremos que ε es una estructura algebraico-topológica de
tipo τ , si E es un espacio topológico Hausdorff y para cada
k ∈ θ, αk : Eνk → E es una función continua.

Para entender (i) y (ii) de la Definición 4.4(3) mostramos estos
ejemplos:

Ejemplo 4.5. (1) Sea αk una operación binaria, νk = 2, (i) seña-
la que si (x1, x2) ∈ E2, entonces ϕ(αk(x1, x2)) = α

′

k(ϕ(x1), ϕ(x2)).

(2) Sea ρξ una relación binaria, µξ = 2, (ii) señala que si
(x1, x2) ∈ E2, (x1x2) ∈ ρξ, entonces (ϕ(x1), ϕ(x2)) ∈ ρ

′

ξ.

Teorema 4.6. Si C es la clase de todas las estructuras algebraicas
del tipo τ = ((ν0, ..., νk, ...)k∈θ, (µ0, ..., µξ, ...)ξ∈β), entonces C es
una categoría.
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Demostración. Definimos a los C-objetos como las estruc-
turas algebraicas del tipo τ y los morfismos como los morfismos de
estructuras algebraicas del mismo tipo. Ya que C es una categoría
concreta, bastará demostrar que la composición de morfismos de
estructuras algebraicas del tipo τ , es morfismo de estructuras
algebraicas. Sean ε1 = (E1, (α

1
0, ..., α

1
k, ...)k∈θ, (ρ

1
0, ..., ρ

1
ξ, ...)ξ∈β),

ε2 = (E2, (α
2
0, ..., α

2
k, ...)k∈θ, (ρ

2
0, ..., ρ

2
ξ, ...)ξ∈β) y ε3 = (E3, (α

3
0, ...,

α3
k, ...)k∈θ, (ρ

3
0, ..., ρ

3
ξ, ...)ξ∈β) estructuras algebraicas de tipo τ y

ϕ1 : E1 → E2, ϕ2 : E2 → E3 morfismos de estructuras algebraicas
del tipo τ . Notemos ϕ2 ◦ ϕ1 : E1 → E3 es una función. Además
si k ∈ θ y (xγ)γ∈νk ∈ Eνk

1 , entonces (ϕ2 ◦ ϕ1)(α
1
k((xγ)γ∈νk)) =

ϕ2(ϕ1(α
1
k((xγ)γ∈νk))) = ϕ2(α

2
k((ϕ1(xγ))γ∈νk)) =

α3
k((ϕ2(ϕ1(xγ)))γ∈νk) = α3

k(((ϕ2 ◦ ϕ1)(xγ))γ∈νk). Por lo tanto,
α3
k((ϕ2(ϕ1((xγ)γ∈νk)) preserva operaciones. Ahora observemos que

si ξ ∈ β y (xδ)δ∈µξ ∈ Eµξ , entonces (xδ)δ∈µξ ∈ ρ1ξ si y sólo
si (ϕ1(xδ))δ∈µξ ∈ ρ2ξ. Luego, (ϕ2(ϕ1(xδ))δ∈µξ ∈ ρ3ξ. Así, ((ϕ2 ◦
ϕ1)(xδ))δ∈µξ ∈ ρ3ξ. Es decir, ϕ2 ◦ ϕ1 preserva relaciones. �

Observación 4.7. Si C ′ es la clase de todas las estructuras alge-
braicas-topológicas del tipo τ , entonces C ′ es una categoría.

Proposición 4.8. Si ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β)
es una estructura algebraica de tipo τ = ((ν0, ..., νk, ...)k∈θ, (µ0, ...,
µξ, ...)ξ∈β) y X es un conjunto, entonces existe ε0 = (EX , (α

′

0, ...,
α

′

k, ...)k∈θ, (ρ
′

0, ..., ρ
′

ξ, ...)ξ∈β) estructura algebraica de tipo τ .

Demostración. Para demostrar la existencia es suficiente de-
finir las operaciones y relaciones de ε0, y además ver que ε0 es del
mismo tipo que ε.
Si α′

k fuera una operación νk-aria de EX , entonces α′

k : (EX)νk →
EX es una función. Notemos que α′

k((fγ)γ∈νk) : X → E, donde
fγ : X → E para cualquier γ ∈ νk. Así, definimos a la función α′

k
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como α′

k((fγ)γ∈νk)(x) = αk((fγ(x))γ∈νk , para cada x ∈ X, donde
(fγ(x))γ∈νk ∈ Eνk .

Ahora, definamos ρ′

ξ ⊆ (EX)µξ de la siguiente manera: sea
fδ ∈ EX , para cada δ ∈ µxi. Proponemos: (fδ)δ∈µξ ∈ ρ

′

ξ si y sólo
si para cualquier x ∈ X, (fδ(x))δ∈µξ ∈ ρξ. Como se utilizan las
mismos sucesiones transfinitas de τ , entonces ε0 = (EX , (α

′

0, ...,
α

′

k, ...)k∈θ, (ρ
′

0, ..., ρ
′

ξ, ...)ξ∈β) es de tipo τ . �

Proposición 4.9. Si ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β)
es una estructura algebraico-topológica de tipo τ = ((ν0, ...,
νk, ...)k∈θ, (µ0, ..., µξ, ...)ξ∈β) y X es un espacio topológico, entonces
existe ε1 = (C(X,E), (α

′′

0, ..., α
′′

k, ...)k∈θ, (ρ
′′

0, ..., ρ
′′

ξ , ...)ξ∈β) estruc-
tura algebraica de tipo τ .

Demostración. Para demostrar la existencia es suficiente de-
finir las operaciones y relaciones de ε1, y además ver que ε1 es del
mismo tipo que ε.
Si α′′

k fuera una operación νk-aria de C(X,E), entonces α′′

k :
(C(X,E))νk → C(X,E) es una función. Sean fγ ∈ C(X,E) para
cualquier γ ∈ νk. Definimos a la función α′′

k como α′′

k((fγ)γ∈νk)(x)
= αk(fγ(x)γ∈νk) ∈ Eνk , para cada x ∈ X, donde αk : Eνk → E
son funciones continuas. Vamos a demostrar que α′′

k((fγ)γ∈νk) ∈
C(X,E), donde fγ ∈ C(X,E), para cada γ ∈ νk. Notemos que
α

′′

k((fγ)γ∈νk)(x) = αk((fγ(x))γ∈νk) = αk(4γ∈νkfγ(x)) = (αk ◦
4γ∈νkfγ)(x). Como4γ∈νkfγ es continua (ver Lema 3.31) y αk son
continuas, para cada k ∈ θ, se tiene que α′′

k((fγ)γ∈νk) ∈ C(X,E).
Definamos ρ′′

ξ ⊆ (C(X,E))µξ de la siguiente manera: sea fδ ∈
C(X,E). Proponemos: (fδ)δ∈µξ ∈ ρ

′′

ξ si y sólo si para cualquier x ∈
X, (fδ(x))δ∈µξ ∈ ρξ. Como se utilizan las mismas sucesiones trans-
finitas de τ , entonces ε1 = (C(X,E), (α

′′

0, ..., α
′′

k, ...)k∈θ, (ρ
′′

0, ...,
ρ

′′

ξ , ...)ξ∈β) es de tipo τ . �
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Proposición 4.10. Si X y E son espacios topológicos, C(X,E) =
{fµ}µ∈M y αE = 4µ∈Mfµ : X → EM , entonces para toda f ∈
C(X,E) existe una única αEf ∈ C(αE(X), E) tal que αEf◦αE =
f .

Demostración. Primero observemos que la función αEf debe
hacer conmutativo el siguiente diagrama:

X
αE=4µ∈Mfµ //

f
++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW αE(X) ⊆ EM

αEf
���
�
�

E

Definimos αEf como πf �αE(X). Notemos que = 4µ∈Mfµ(x) =
(fµ(x))µ∈M , para cada x ∈ X. Así que, (xµ)µ∈M ∈ αE(X) ⊆ EM

si y sólo si existe x ∈ X tal que αE(x) = (xµ)µ∈M , si y só-
lo existe x ∈ X tal que fµ(x) = xµ, para cada µ ∈M . Como
f = fµ0

para algún µ0 ∈ M , si (xµ)µ∈M ∈ αE(X) entonces
αEf((xµ)µ∈M) = πf((xµ)µ∈M) = xµ0

= fµ0
(x) = f(x), para al-

gún x ∈ X. Ahora, demostremos la unicidad. Supongamos que
existe G función tal que G ◦ αE = f . Sea 4µ∈Mfµ(x) ∈ αE(X),
entonces G(fµ(x))µ∈M = (G ◦αE)(x) = f(x) = αEf((xµ)µ∈M) =
αEf(fµ(x))µ∈M . Por lo tanto G = αEf . �

El siguente Colorolario es una consecuencia de la Proposición
4.10.

Corolario 4.11. Sean X y E espacio topológicos, f ∈ C(X,E)
y g ∈ C(αE(X), E). Si g ◦ αE = f , entonces g = αEf .

Proposición 4.12. Si X y E son espacios topológicos, definimos
la función ψ : C(X,E) → C(αE(X), E) por ψ(f) = αEf , para
cada f ∈ C(X,E). Entonces la función α∗E : C(αE(X), E) →
C(X,E) definida por α∗E(g) = g ◦ αE, es la inversa de ψ.
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Demostración. Es suficiente demostrar que:
(1) ψ ◦ α∗E = IdC(αE(X),E) y
(2) α∗E ◦ ψ = IdC(X,E).

Prueba de (1). Sea g ∈ C(αE(X), E) entonces (ψ ◦ α∗E)(g) =
ψ(α∗E(g)) = ψ(g◦αE), por lo tanto, se demostrará que ψ(g◦αE) =
g.

Primero, observemos que los siguientes diagramas conmutan:

X
αE //

g◦αE
**TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT αE(X) ⊆ EM

g
���
�
�

E

X
αE //

g◦αE
**TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT αE(X) ⊆ EM

αEg◦αE
���
�
�

E

Notemos que ψ(g◦αE) = αEg◦αE, entonces por los diagramas
y por el Corolario 4.11 se satisface la igualdad g = αEg ◦ αE.

Prueba de (2). Sea f ∈ C(X,E) entonces (α∗E ◦ψ)(f) = (α∗E ◦
αEf) = α∗E(αEf) = αEf ◦ αE = f .

Por lo tanto, ψ es biyectiva. �

Proposición 4.13. Si ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β)
es una estructura algebraico-topológica de tipo τ = ((ν0, ..., νk, ...)k∈θ,
(µ0, ..., µξ, ...)ξ∈β) y X es un espacio topológico, entonces existe
ε2 = (C(αE(X), E), (δ1, ..., δk, ...)k∈θ, (λ1, ..., λξ, ...)ξ∈β) estructu-
ra algebraica de tipo τ .

Demostración. Notemos que αE(X) es un espacio topológico
y ε una estructura algebraico-topológica. Se definen las mismas
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operaciones y relaciones que se definieron en la Proposición 4.9
para obtener la conclusión. �

Proposición 4.14. Si ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β)
es una estructura algebraico-topológica de tipo τ = ((ν0, ..., νk, ...)k∈θ,
(µ0, ..., µξ, ...)ξ∈β), X es un espacio topológico, ε1 = (C(X,E),
(α

′′

0, ..., α
′′

k, ...)k∈θ, (ρ
′′

0, ..., ρ
′′

ξ , ...)ξ∈β) y ε2 = (C(αE(X), E), (δ1, ...,
δk, ...)k∈θ, (λ1, ..., λξ, ...)ξ∈β) son estructuras algebraicas del mismo
tipo τ y ψ : C(X,E) → C(αE(X), E) es la función definida co-
mo ψ(f) = αEf , para cada f ∈ C(X,E). Entonces ψ preserva
operaciones.

Demostración. Lo que se demostrará es que para cada k ∈ θ
y (fγ)γ∈νk ∈ C(X,E)νk , ψ(α

′′

k((fγ)γ∈νk)) = δk(ψ((fγ)γ∈νk)). Ob-
servemos el siguiente diagrama:

X
αE //

α
′′
k ((fγ)γ∈νk ) ))RRRRRRRRRRRRRRRRRRR αE(X)

δk(ψ((fγ)γ∈νk ))
��
E

Si designamos por g = δk(ψ((fγ)γ∈νk)) y por f = α
′′

k((fγ)γ∈νk).
Es suficiente demostrar que g ◦ αE = f , puesto que por el Coro-
lario 4.11, tenemos que g = αEf , es decir, si δk(ψ((fγ)γ∈νk)) ◦
αE = α

′′

k((fγ)γ∈νk) entonces δk(ψ((fγ)γ∈νk)) = αEα
′′

k((fγ)γ∈νk) =
ψ(α

′′

k((fγ)γ∈νk)), luego, la igualdad es cierta.
Ahora, veamos que δk(ψ((fγ)γ∈νk)) ◦ αE = α

′′

k((fγ)γ∈νk). Sean
x ∈ X y αE(x) = ē, así δk(ψ((fγ)γ∈νk))(αE(x)) =
δk(ψ((fγ)γ∈νk))(ē), por la Proposición 4.13, δk(ψ((fγ)γ∈νk))(ē) =
αk((ψ(fγ)(ē))γ∈νk) = αk((αEfγ(ē))γ∈νk) = αk(αEfγ(αE(x))γ∈νk),
luego, por la Proposición 4.10, αk(αEfγ(αE(x))γ∈νk) =
αk((fγ(x))γ∈νk), es decir, por la Proposición 4.9, αk((fγ(x))γ∈νk) =
α

′′

k((fγ)γ∈νk)(x).



4.1 Estructuras algebraicas y estructuras
algebraico-topológicas 49

Así, se concluye la proposición. �

Lema 4.15. Sean Ω = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β) y
Ω

′
= (E1, (α

′

0, ..., α
′

k, ...)k∈θ estructuras algebraicas del tipo τ =
((ν0, ..., νk, ...)k∈θ, (µ0, ..., µξ, ...)ξ∈β), y f : E → E1 función biyec-
tiva que preserva operaciones. Entonces f−1 : E1 → E preserva
operaciones.

Demostración. Es suficiente demostrar que para cualquier
k ∈ θ y (x

′

γ)γ∈νk ∈ E
νk
1 , f−1(α′

k((x
′

γ)γ∈νk)) = αk(f
−1((x

′

γ)γ∈νk)).
Note que f(f−1(α

′

k((x
′

γ)γ∈νk))) = α
′

k((x
′

γ)γ∈νk). Por otro lado, por
hipótesis f preserva operaciones, es decir, f(αk(f

−1((x
′

γ)γ∈νk)))

= α
′

k(f(f−1((x
′

γ)γ∈νk))) = α
′

k((x
′

γ)γ∈νk). Luego, como f es inyec-
tiva f−1(α′

k((x
′

γ)γ∈νk)) = αk(f
−1((x

′

γ)γ∈νk)). �

Para terminar de demostrar el Teorema 4.1, demostremos la
siguiente proposición:

Proposición 4.16. Si ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β)
es una estructura algebraico-topológica de tipo τ = ((ν0, ..., νk, ...)k∈θ,
(µ0, ..., µξ, ...)ξ∈β), X es un espacio topológico, ε1 = (C(X,E),
(α

′′

0, ..., α
′′

k, ...)k∈θ, (ρ
′′

0, ..., ρ
′′

ξ , ...)ξ∈β) y ε2 = (C(αE(X), E), (δ1, ...,
δk, ...)k∈θ, (λ1, ..., λξ, ...)ξ∈β) son estructuras algebraicas del mis-
mo tipo τ y ψ : C(X,E) → C(αE(X), E) es la función definida
como ψ(f) = αEf , para cada f ∈ C(X,E), entonces para ca-
da ξ ∈ β y (fγ)γ∈µξ ∈ (C(X,E))µξ, (fγ)γ∈µξ ∈ ρ

′′

ξ si y sólo si
(ψ(fγ))γ∈µξ ∈ λξ.

Demostración. (⇒) Si (fγ)γ∈µξ ∈ ρ
′′

ξ entonces, por la Proposi-
ción 4.9, para cualquier x ∈ X, (fγ(x))γ∈µξ ∈ ρξ. Así, (αEfγ(y))γ∈µξ
∈ ρξ, cuando y = αE(x). Es decir, (αEfγ(αE(x)))γ∈µξ ∈ ρξ.
Luego, (ψ(fγ)(y))γ∈µξ ∈ ρξ, para todo y ∈ αE(X), por la Proposi-
ción 4.13, (ψ(fγ)(y))γ∈µξ ∈ λξ.
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(⇐) Sea y = αE(x) ∈ αE(X), para algún x ∈ X. Si (ψ(fγ))γ∈µξ
∈ λξ entonces (ψ(fγ)γ∈µξ(y)) ∈ λξ. Por definición, (ψ(fγ)γ∈µξ(y))
= (αEfγ(y))γ∈µξ , entonces (αEfγ(y))γ∈µξ = (αEfγ(αE(x)))γ∈µξ
= (fγ(x))γ∈νξ por la Proposición 4.10. Luego, por la Proposición
4.9, (fγ)γ∈µξ ∈ ρ

′′

ξ . �

Notación 4.17. Si X es un conjunto y ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ,
(ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β) es una estructura algebraica, entonces vamos a
denotar a la estructura algebraica (EX , (α

′

0, ..., α
′

k, ...)k∈θ, (ρ
′

0, ...,

ρ
′

ξ, ...)ξ∈β), definida en la Proposición 4.8, como εX .

Proposición 4.18. Si E es un conjunto y Con es la categoría
de todos los conjuntos con morfismos las funciones entre ellos,
entonces podemos obtener un funtor contravariante F1 : Con →
Con.

Demostración. Primero asociamos a cada conjuntoX, F1(X)
= EX , y a cada función f : X → Y , F1(f) = f ] donde f ] : EY →
EX es definida como f ](g) = g ◦ f , para cada g ∈ EY .

Veamos que efectivamente F1 es un funtor contravariante. Sean
f : X → Y y g : Y → Z funciones. Notemos que F1(g ◦ f) =
(g◦f)], por definición. Además, para cada h ∈ EY , F1(g◦f)(h) =
(g ◦ f)](h) = h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f = f ](h ◦ g) = f ](g](h)) =
f ] ◦ g](h) = F (f) ◦ F (g)(h). Por otra parte, si h ∈ EX entonces
F (idX)(h) = h ◦ idX = h, es decir, F (idX) = idEX . Así, F1 es un
funtor contravariante. �

Observación 4.19. (1) Sea C la categoría de las estructuras al-
gebraicas de tipo τ , entonces F2 : Con → C. Asociándole a
cada conjunto X, εX , y a cada función f : X → Y , la fun-
ción f ] : EY → EX tal que, para cada g ∈ EY , definida como
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f ](g) = g ◦ f . Entonces por la Proposición 4.18, F2 es un
funtor cotravariante.

(2) Sean X un conjunto y E un espacio topológico, entonces EX

es un espacio topológico con la topología Tychonoff del pro-
ducto; y para cada x ∈ X, representamos con πx : EX → E
a la x-ésima proyección. Si f es una función cualquiera en-
tonces la función f ] : EY → EX es tal que para cada x ∈ X y
h ∈ EY , (πx ◦ f ])(h) = πx ◦ (f ](h)) = πx(h ◦ f) = h ◦ f(x) =
h(f(x)) = πf(x)(h), es decir πx ◦ f ] = πf(x) : EY → E,
que es una función continua y por la Observación 3.27, {πx :
EX → E : x ∈ X} es una Top-fuente inicial, entonces f ] es
continua. De modo que obtenemos un funtor contravariante
F3 : Con→ Top, como en (1).

(3) Sean ε = (E, (α0, ..., αk, ...)k∈θ, (ρ0, ..., ρξ, ...)ξ∈β) una estruc-
tura algebraico-topológica y C1 la categoría de las estructuras
algebraico-topológicas del mismo tipo que ε, entonces se puede
definir el funtor contravariante F4 : Con→ C1. En efecto, si
X, Y ∈ Ob(Con) y f : X → Y , entonces F4(f) : EX → EY

definida por F4(f)(g) = g ◦ f = f ](g) para cada g ∈ EY ,
que por (2) f ] es continua. Ahora, si X ∈ Ob(Con) en-
tonces F4(X) = εX . Notemos que por la Proposición 4.8,
εX es una estructura algebraica. Veamos que εX es una es-
trucutura algebraico-topológica. Para esto, probemos que α′

k :
(EX)νk → EX es una función continua. Por el Teorema 3.32,
α

′

k es continua si y sólo si πx ◦ α
′

k es continua para cualquier
x ∈ X. Ahora, notemos que para cada δ ∈ θ y x ∈ X
πδ : (EX)νk → EX y πx : EX → E son funciones conti-
nuas. Más aún πx ◦ πδ : (EX)νk → E es continua. Fijemos
x ∈ X, así 4δ∈νkπx ◦ πδ : (EX)νk → Eνk es continua. Es
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decir, bastará demostrar que πx ◦ α
′

k = αk ◦ 4δ∈νkπx ◦ πδ.
En efecto, sea H ∈ (EX)νk, así H : νk → EX . Si H(δ) =
fδ, para cada δ ∈ νk, entonces (4δ∈νkπx ◦ πδ)(H) = (πx ◦
πδ(H))δ∈νk = (πx(H(δ)))δ∈νk = (fδ(x))δ∈νk. Por lo tanto,
αk(4δ∈νkπx ◦ πδ)(H) = αk((fδ(x)δ∈νk) = α

′

k((fδ)δ∈νk)(x) =
πx(α

′

k((fδ)δ∈νk)) = π(α
′

k(H)). Luego α′

k es continua. Así, εX

es una estructura algebraica-topológico.

4.2. Estructura topológica de C(X,E)

En esta sección veremos a C(X,E) como espacio topológico y
como estructura algebraico-topológica.

Definición 4.20. Si X y E son espacios topológicos cualesquiera,
Cp(X,E) será el espacio topológico cuyo conjunto subyacente es
C(X,E) y cuya topología es la que hereda como subespacio del
producto topológico EX , con la topología Tychonoff. A dicha to-
pología se le llama la topología de la convergencia puntual en
C(X,E). De ahí el subíndice p.

Para caracterizar de otra forma la topología de la convergencia
puntual en C(X,E), definimos:

Definición 4.21. Si X y E son espacios topológicos, entonces
para toda x ∈ X, la función evaluación en x es la función x̂ :
Cp(X,E)→ E tal que x̂(f) = f(x), para toda f ∈ C(X,E).

Proposición 4.22. Si X y E son espacios topológicos, entonces:

(1) Para cada x ∈ X, x̂ es la restricción a Cp(X,E) de la x-ésima
proyección πx : EX → E y, por lo tanto x̂ es continua.
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(2) La topología de la convergencia puntual en C(X,E) es la
topología débil o inicial respecto a la fuente {x̂ : C(X,E) →
E : x ∈ X}.

(3) La familia de conjuntos de la forma x̂←1 (U1) ∩ · · · ∩ x̂←n (Un),
donde n ∈ N, x1, ..., xn son elementos de X y U1, ..., Un son
abiertos en E, forman una base para la topología de la con-
vergencia puntual en C(X,E).

Demostración. (1) Notemos que x̂ = πx |C(X,E), la cual es
continua, dado que se está tomado el producto Tychonoff.

(2) Sabemos que F0 = {πx : EX → E : x ∈ X} es una
Top-fuente inicial y por el Lema 3.33, {i : C(X,E) ↪→ EX : i
es la función inclusión} es una Top-fuente inicial. Luego, por el
Corolario 3.21, {x̂ = πx ◦ i : Cp(X,E) → E : x ∈ X} es una
Top-fuente inicial.

(3) Es consecuencia de la parte (2). �

Observación 4.23. (1) Sea E un espacio topólogico. Vimos que
por la Observación 4.19(2), si f : X → Y es una función,
entonces f ] : EY → EX , tal que f ](g) = g ◦ f , para cada
g ∈ EY , f ] es una función continua. Si f es continua, para
toda g ∈ Cp(Y,E), entonces f ] = g ◦ f ∈ Cp(Y,E).

Llamemos f ∗ a la función f ] |Cp(X,E)

Cp(Y,E) . Como f ] es conti-
nua, entonces f ∗ también lo es. Así que obtenemos, como
en 4.19(2), un funtor contravariante

Fp : Top→ Top

que a cada espacio topológico X le asocia el espacio topológico
Cp(X,E) y a cada función continua f : X → Y le asigna la
función continua f ∗ : Cp(Y,E)→ Cp(X,E).
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(2) Sea E una estructura algebraico-topológica del tipo τ , se sabe
por la Proposición 4.9, que dado cualquier espacio topólogi-
co X, entonces Cp(X,E) es una estructura algebraica del
mismo tipo que E. Veamos que Cp(X,E) es una estructura
algebraico-topológica del tipo τ . Sea αk una operación νk-
aria sobre E. Por la Observación 4.19(2) la operación α

′

k :
(EX)νk → EX , definida puntualmente sobre EX , es una fun-
ción continua. Por otra parte, si (fγ)γ∈νk ∈ (EX)νk, entonces
α

′

k((fγ)γ∈νk)(x) = αk((fγ(x))γ∈νk). Es decir, α′

k((fγ)γ∈νk)(x)
= (αk ◦ 4γ∈νkfγ)(x), como fγ ∈ Cp(X,E), para toda γ ∈ νk,
entonces 4γ∈νk(fγ)γ∈νk es continua y como por hipótesis tam-
bién es continua αk; se tiene que α′

k((fγ)γ∈νk) ∈ Cp(X,E).
Esto quiere decir que α′

k restringida a Cp(X,E) es una ope-
ración bien definida y es continua. Luego, Cp(X,E) es una
estructura algebraico-topológica. Si C es la categoría de las
estructuras algebraico-topológicas del mismo tipo que E, el
funtor contravariante Fp, definido en (1), puede ahora con-
siderarse como un funtor de Top en C.

Definición 4.24. Si Y es un espacio topológico y Z ⊆ Y , en-
tonces Z es retracto de Y si y sólo si existe una función continua
h : Y → Z tal que h(z) = z, para cada z ∈ Z. A la función h se
le llama retracción.

Teorema 4.25. Si X f−→ Y es un Top-morfismo, entonces f es
Top-sección si y sólo si f es encaje y f(X) es retracto de Y .

Demostración. (⇒) Como f es Top-sección, existe g ∈
homTop(Y,X) tal que g ◦ f = idX . Observemos que si x1, x2 ∈
X y f(x1) = f(x2), entonces g(f(x1)) = g(f(x2)), es decir,
idX(x1) = idX(x2), así x1 = x2, se sigue que f es una función
inyectiva. Ahora, sea O abierto en X, notemos que g(f(O)) = O
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y además g←(O) es abierto en Y , pues g es una función con-
tinua. Para demostrar que f es encaje, sólo resta demostrar que
f(O) = g←(O) ∩ f(X). Sea y ∈ g←(O) ∩ f(X), así, y = f(x)
para algún x ∈ X, entonces g(y) = g(f(x)) = x ∈ O, se sigue
que y ∈ f(O). Por lo tanto, g←(O) ∩ f(X) ⊆ f(O). Por otro
lado, si y ∈ f(O) ⊆ f(X). Luego, si y = f(x) con x ∈ O, en-
tonces g(y) = g(f(x)) = x ∈ O, así, y ∈ g←(O). Por lo tanto
f es encaje. Ahora, veamos que f(X) es retracto de Y . Si defi-
nimos h : Y → f(X) como h(y) = f(g(y)), para cada y ∈ Y .
Notemos que h es una función continua, pues es composición de
funciones continuas. Luego, h(f(x)) = f ◦ g(f(x)), por hipótesis
f ◦ g(f(x)) = f(x). Es decir, f(X) es retracto de Y .

(⇐) Sea f : X → f(X) encaje, así f es homeomorfismo,
entonces existe f−1 : f(X) → X continua. Como f(X) es re-
tracto de Y , existe una función continua h : Y → f(X) tal que
h(f(x)) = f(x), para cada x ∈ X. Sea g = f−1 ◦ h : Y →
X, entonces (g ◦ f)(x) = (f−1 ◦ h)(f(x)) = f−1(h(f(x))) =
f−1(f(x)) = x. Es decir, f es Top-sección. �

Teorema 4.26. Sea X f−→ Y un Top-morfismo, entonces f es
Top-retracción si y sólo existe Z ⊆ X, r : X → Z retracción y
h : Z → Y homeomorfismo, tal que h ◦ r = f .

Demostración. (⇒) Como f es Top-retracción, existe g ∈
homTop(Y,X) tal que f ◦ g = idY . Veamos que f es sobreyectiva,
si y ∈ Y , entonces g(y) ∈ X y f(g(y)) = y. Por otro lado,
si g(y1) = g(y2), entonces f(g(y1)) = f(g(y2)), así, y1 = y2,
es decir g es inyectiva. Ahora, sean Z = (g ◦ f)(X) ⊆ X y y
r = g ◦ f : X → Z. Veamos que r es retracción. Observemos que
r es continua, puesto que es la composición de funciones continuas.
Además, si z ∈ Z, entonces z = (g ◦ f)(x) para algún x ∈ X.
Así, r(z) = r((g ◦ f)(x)) = g ◦ f((g ◦ f)(x)) = g(f(g(f(x)))) =
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g ◦ f(x) = z. Por lo tanto, Z es retracto de X. Por otra parte,
como h = f |g◦f(X): Z → Y es restricción de funciones continuas
entonces h es continua. Asimismo, si z1 = g◦f(x1), z2 = g◦f(x2)
y h(z1) = h(z2), entonces h(z1) = f(g ◦ f(x1)) = h(z2) = f(g ◦
f(x2)), luego, f(x1) = f(x2), así g(f(x1)) = g(f(x2)), es decir,
z1 = z2. Se sigue que h es inyectiva. Ahora, si y ∈ Y , como f
es sobreyectiva, entonces existe x ∈ X, tal que f(x) = y, luego,
y = f ◦ g(y) = f ◦ g(f(x)) = h(g(f(x))). Por lo tanto, h una
función sobreyectiva. Luego, h es una función biyectiva. Veamos
que h es una función abierta. Sea V abierto de Z. Demostremos
que h(V ) es abierto en Y , es decir, que f(O∩(g◦f)(X)) es abierto
en Y , donde O es abierto enX y V = O∩(g◦f(X)). Si y ∈ f(O∩
(g ◦ f)(X)), entonces y = f(x) con x ∈ O y x = g ◦ f(x1) para
algún x1 ∈ X. Así, y = f(x) = f(g ◦ f(x1)) = (f ◦ g)(f(x1)) =
f(x1). Aplicando g, obtenemos que g(y) = g(f(x1)) = x ∈ O.
Así y ∈ g←(O), que es abierto de Y por la continuidad de g.
Así, es suficiente demostrar que g←(O) ⊆ f(O ∩ (g ◦ f)(X)). Sea
l ∈ g←(O), así g(l) ∈ O. Como f es sobreyectiva, existe x ∈ X tal
que f(x) = l. Luego, g(l) = g(f(x)), es decir, g(l) ∈ (g ◦ f)(X).
Así g(l) ∈ O ∩ (g ◦ f)(X). Si aplicamos f , tenemos que l =
f(g(l)) ∈ f(O∩(g◦f)(X)). Es decir, g←(O) ⊆ f(O∩(g◦f)(X)).
Por lo tanto f(O ∩ (g ◦ f)(X)) es abierto en Y . De modo que h
es homeomorfismo. Además, h ◦ r(x) = h(g ◦ f)(x)) = f((g ◦
f)(X)) = f(x). Es decir, se cumple que h ◦ r = f .

(⇐) Como h es homeomorfismo, entonces existe h−1 : Y → Z
función continua. Se sabe que i : Z ↪→ X donde i es la función
inclusión, es continua. Así, podemos definir a g = i◦h−1 : Y → X,
la cual es continua. Veamos que f ◦g(y) = f(i◦h−1)(y) = y, para
cada y ∈ Y . Sea y ∈ Y y z = h−1(y), así h(z) = y. Por lo tanto,
se tiene que f(i ◦ h−1)(y) = f ◦ i(h−1(y)) = f ◦ i(z) = f(z) =
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h ◦ r(z) = h(z) = y. Es decir, f es Top-retracción. �

Ejemplo 4.27. (1) Todos los funtores definidos en la Observación
4.19 son funtores contravariantes, si F : Con→ C es uno de
ellos, donde C es una categoría; EX es un objeto C, para cada
función f : X → Y , F (f) es el C-morfismo f ] : EY → EX ,
tal que f ](g) = g ◦ f , para cada g ∈ EY . Por la Observación
3.11 y por la Proposición 3.16, si f es una función sobreyecti-
va, entonces f ] es C-sección y con ello C-monomorfismo. En
particular, f ] es una función inyectiva, pero se puede decir
más cuando E es un espacio topólogico, como en (2) y (3) de
la Observación 4.19, ya que f ] al ser Top-sección, entonces
por el Teorema 4.25, f ] es encaje y f ](E) = EY es retracto
de EX .

Ahora, si f es inyectiva, entonces por la Proposición 3.15, f ]

es C-retracción, y en particular es sobreyectiva, en particu-
lar cuando E es un espacio topológico, f ] es Top-retracción,
es decir, existen un subespacio Z de EY , una retracción r :
EY → Z y un homeomorfismo h : Z → EX , tales que
f ] = h ◦ r.

(2) Si E es un espacio topológico y Fp : Top→ Top es el funtor
definido en la Observación 4.23(1), para cada función con-
tinua y sobreyectiva f : X → Y , la función continua f ∗ =
Fp(f) : Cp(Y,E)→ Cp(X,E) es la restricción de F3(f) = f ],
y esta función, como acabamos de decir, es encaje. Notemos
que si i1 : Cp(X,E) → EX y i2 : Cp(Y,E) → EY son fun-
ciones inclusión, se obtiene que i1 ◦ f ∗ = f ] ◦ i2. Por el Coro-
lario 3.23 se tiene que {f ] : EY → EX} es una Top-fuente
inicial. Ahora, por el Lema 3.33, {i1 : Cp(X,E) → EX} y
{i2 : Cp(Y,E) → EY } son Top-fuentes iniciales. Se sigue
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del Corolario 3.21 que {f ] ◦ i2 : Cp(X, Y ) → EX} es una
Top-fuente inicial; así que {i1 ◦ f ∗ : Cp(X, Y ) → EX} es
una Top-fuente inicial. Finalmente, por el Corolario 3.22,
{f ∗ : Cp(Y,E)→ Cp(X,E)} es una Top-fuente inicial; equi-
valentemente, por el Corolario 3.23, f ∗ es un encaje.

Teorema 4.28. Si E es una estructura algebraico-topológica de
tipo τ y C es la categoría de las estructuras algebraico-topológicas
del tipo τ , entonces:
(1) Fp : Top→ C y
(2) si f ∈ homTop(X, Y ) es sobreyectiva, entonces f ∗ es C-mo-
nomorfismo y f ∗ es encaje en Top.

Demostración. (1) Como vimos en la Observación 4.23, Fp(X)
= Cp(X,E) ∈ C, para cada X ∈ Ob(Top). Así que Fp : Top →
C.

(2) Dado que Fp es un funtor contravariante y f ∈ homTop(X, Y )
es una función sobreyectiva, entonces f es Top-epimorfismo, así
que Fp(f) = f ∗ es C-monomorfismo y por el Ejemplo 4.27(2), f ∗

es un encaje. �
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