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Seaα ∈ C, luego

‖αA‖ = sup
x 6=0̄

‖αAx‖
‖x‖

= sup
x 6=0̄

|α|‖Ax‖
‖x‖

= |α| sup
x 6=0̄

‖Ax‖
‖x‖

= |α|‖A‖.

SeaB ∈ Cn×n , luego

‖A + B‖ = sup
x 6=0̄

‖(A + B)x‖
‖x‖

= sup
x 6=0̄

‖Ax + Bx‖
‖x‖

≤ sup
x 6=0̄

‖Ax‖ + ‖Bx‖
‖x‖

≤ sup
x 6=0̄

‖Ax‖
‖x‖

+ sup
x 6=0̄

‖Bx‖
‖x‖

= ‖A‖ + ‖B‖.

Por lo tanto f es una norma enCn×n . DadasA,B ∈ Cn×n y dadox ∈ Cn

distinto de cero tenemos que‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖Bx‖ y ‖Bx‖ ≤ ‖B‖‖x‖, luego
‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖ de donde obtenemos

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Definición 3.8 Sean x, y ∈ Cn . Los vectoresx y y son ortogonales si
〈x, y〉 = 0 . Un subconjuntoS de Cn es ortogonal si para cualesquiera dos
vectores distintos enS se tiene que son ortogonales entre s��. Un vectorx ∈ Cn

se dice que esunitario s�� ‖x‖ = 1 . Finalmente, un subconjuntoS deCn es
ortonormal si S es ortogonal y todos sus vectores son unitarios.

N�otese que siS ⊆ Cn es ortogonal yα ∈ C entonces si tomamosx ∈
S y lo sustituimos por αx el nuevo conjunto sigue siendo ortogonal. Por
otro lado para cualquierx ∈ Cn distinto de �0 se tiene que x

‖x‖ es un vector
unitario. El proceso de multiplicarx por el rec��proco de su norma se llama
normalización.

3.3. Factorización QR

Definición 3.9 Un subconjunto deCn es unabase ortonormal para Cn

si es una base y es ortonormal.
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luego

aik =
n∑

j =1

qij rjk .

N�otese queR = ( rij ) es una matriz triangular superior tal querii ∈ R
y rii > 0. SeaQ =

[
q1 q2 · · · qn

]
donde qi es la i-�esima columna deQ,

luegoQ es tal queran(Q) = n y es tal queQQ∗ = Q∗Q = In , es decir,Q es
unitaria. As�� A = QR. �

Se mostrar�a que la descomposic�onQR tambi�en es �unica, antes veamos
otros conceptos �utiles para mostrar la unicidad de la descomposici�onQR.

Definición 3.18 Diremos que una matrizA ∈ Cn×n eshermitiana si A =
At . A la matriz At la denotaremos comoA∗.

DadasA,B ∈ Cn×n se tiene (AB)∗ = B∗A∗ y (A + B)∗ = A∗ + B∗. Si
A ∈ Cn×n es hermitiana entonces dadox ∈ Cn se tienex∗Ax = α ∈ C luego,
visto como una matriz de 1× 1, α = α∗ = ( x∗Ax)∗ = x∗A∗x = x∗Ax = α,
as�� α es un real. SiA es invertible se tiene(A−1)∗ = ( A∗)−1 y si adem�asA es
hermitiana se tiene (A∗)−1 = A−1, es decir,A−1 tambi�en es hermitiana.

Definición 3.19 Sea A ∈ Cn×n . Diremos que esde�nida positiva si
cumple:

A es hermitiana y,

Para cadax ∈ Cn distinto de cero se tienex∗Ax > 0.

Dada A ∈ Cn×n de�nida positiva y ei ∈ Cn se tienee∗i Aei = aii > 0.
Ahora consideremos queA est�a particionda de la siguiente forma:

A =
[
A11 A12

A21 A22

]
dondeA11 ∈ Cm×m y A22 ∈ Cn−m×n−m . Seayt =

[
xt �0t

n−m
]

dondex ∈ Cm ,
as�� y∗Ay = x∗A11x > 0. Por lo tanto obtenemos queA11 es de�nida positiva,
an�alogamente se tiene queA22 es de�nida positiva. Por otro lado siλ es un
valor propio deA y u es un vector propio deA unitario asociado aλ, entonces
se tieneλ = u∗Au > 0, de donde obtenemos que los valores propios deA son
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Por otro lado (A22−A∗12A
−1
11 A12)∗ = A∗22−A∗12(A

−1
11 )∗A12 = A22−A∗12A

−1
11 A12,

dado queA22 y A−1
11 son hermitianas. Por lo tantoA22−A∗12A

−1
11 A12 es de�nida

postiva. �

Teorema 3.22 Descomposici�on de Cholesky. DadaA ∈ Cn×n de�nida
positiva existe una matrizR ∈ Cn×n triangular superior, cuyos elementos en
la diagonal son positivos, tal queA = R∗R.

Demostración:
Probaremos el teorema por inducci�on sobren. Para n = 1 tomamos

R =
√
a11 y se tiene el resultado. Supongamos que el teorema se cumple

para n− 1. SeaA ∈ Cn×n , particionemos la matrizA de la siguiente forma

A =
[
B a1n
a∗1n ann

]
,

donde B ∈ Cn−1×n−1. Usando la hip�otesis de inducci�on existe una �unica
matriz R1 ∈ Cn−1×n−1 triangular superior tal queB = R∗1R1. N�otese queR1

al tener entradas positivas en su diagonal y ser triangular superior entonces
es invertible, an�alogamente se puede ver queR∗1 es invertible. Sear1n =
(R∗1)−1a1n = ( R−1

1 )∗a1n , luegor1n est�a �unicamente determinado. Observemos
que

ann − r∗1nr1n = ann − a∗1nR
−1
1 (R∗1)−1a1n

= ann − a∗1n (R∗1R1)−1a1n

= ann − a∗1nB
−1a1n .

As��, por el lema anterior,ann−a∗1nB
−1a1n > 0. Searnn =

√
ann − a∗1nB

−1a1n ,
luegornn est�a �unicamente determinado. As�� se tiene

A =
[
B a1n
a∗1n ann

]
=
[
R∗1 0
r∗1n rnn

] [
R1 r1n
0 rnn

]
= R∗R.

�

A la matriz R (�unica) del teorema anterior le llamaremos el factor de
Cholesky de la matrizA. Veamos que la descomposici�onQR de una matriz
A ∈ Cm×n tal que ran(A) = n es �unica.
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obtenemos que la norma alcanza el m��nimo sis = y. �

Veamos la relaci�on del teorema anterior con el problema de m��nimos
cuadrados. TomandoS = R(A) tenemos que existe un �unicoy ∈ R(A)
tal que

‖b− y‖ = m��n
s∈R(A )

‖b− s‖ = m��n
z∈Cn
‖b− Az‖.

As��, dado que y ∈ R(A), existe unx ∈ Cn tal que Ax = y y en consecuencia
el problema de m��nimos cuadrados tiene soluci�on. SiN (A) = {�0} entonces la
soluci�on es �unica. Veamos que la segunda parte del teorema tambi�en es una
condici�on su�ciente para el problema de m��nimos cuadrados

Teorema 3.31 SeaA ∈ Cm×n y seanx ∈ Cn y b ∈ Cm . Entoncesb− Ax ∈
R(A)⊥ si y s�olo si

‖b− Ax‖ = m��n
z∈Cn
‖b− Az‖.

Demostración:

Supongamos queb − Ax ∈ R(A)⊥, entonces existes⊥ ∈ R(A)⊥ tal que
b − Ax = s⊥, luego b = Ax + s⊥, n�otese que por el Teorema 3.26 esta des-
composici�on es �unica. Seaz ∈ Cn , aplicando el lema previo al Teorema 3.30
obtenemos‖b−Az‖2 = ‖Ax−Az‖2 + ‖s⊥‖2, as�� la norma alcanza el m��nimo
si Az = Ax. Por lo tanto ‖b− Ax‖ = m��n z∈Cn ‖b− Az‖.

Supongamos ahora que‖b − Ax‖ = m��n z∈Cn ‖b − Az‖, luego por el Teo-
rema 3.30 se tiene queb− Ax ∈ R(A)⊥. �

Por el Teorema 3.28 tenemos queR(A)⊥ = N (A∗). Si b − Ax ∈ R(A)⊥
entoncesA∗(b − Ax) = �0, luegoA∗Ax = A∗b. Esto nos lleva al siguiente
corolario.

Corolario 3.32 SeaA ∈ Cm×n y seanx ∈ Cn y b ∈ Cm . EntoncesA∗Ax =
A∗b si y s�olo si

‖b− Ax‖ = m��n
z∈Cn
‖b− Az‖.

Dado x ∈ Cn , (Ax)∗Ax = x∗A∗Ax ≥ 0. Si ran(A) = n entoncesA∗A es
de�nida positiva.
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estos vectores siempre se pueden tomar, ver [8]. As�� el �angulo m�as peque~no
entre U y V es

� 1 = arc coshu1; v1i :

Llamaremos a� 1 el primer �angulo principal entre U y V. Si k > 1 el
segundo �angulo principal est�a de�nido como el �angulo m�as peque~no entre un
vector unitario en U ortogonal au1 y un vector unitario en V ortogonal av1,
es decir,

� 2 = arc coshu2; v2i ;

donde

hu2; v2i = m�ax fhu; vi : u 2 U \ gen(f u1g)? ; v 2 V \ gen(f v1g)? ;
kuk = kvk = 1; hu; vi � 0g

y en general el i-�esimo �angulo principal� i es aquel entre los vectoresui y vi

tales que

hui ; vi i = m�ax fhu; vi : u 2 U \ gen(f u1; u2; : : : ; ui � 1g)? ;
v 2 V \ gen(f v1; v2; : : : ; vi � 1g)? ; kuk = kvk = 1; hu; vi � 0g

N�otese que 0 � � 1 � � 2 � � � � � � k � 2� . Los vectores ortonormales
u1; u2; : : : ; uk 2 U y v1; v2; : : : ; vn son llamados vectores principales de los
subespaciosU y V. Los vectores principales no est�an determinados �unica-
mente sin embargo los �angulos principales si lo est�an. Una forma de calcular
los �angulos principales entre dos subespacios es utilizando la descomposi�on
de una matriz en sus valores singulares. Antes veamos el siguiente teorema

Teorema 3.46 Sean f u1; u2; : : : ; ukg y f v1; v2; : : : ; vkg bases ortonormales
de U y V, respectivamente y sean

~U =
�
u1 u2 � � � uk

�
y ~V =

�
v1 v2 � � � vk

�
:

Si ~U� ~V = C es una matriz diagonal con entradas no negativas, dondeC =
diag

�
c1 c2 � � � ck

�
y c1 � c2 � � � � � ck � 0, entoncesu1; u2; : : : ; uk

y v1; v2; : : : ; vk son los vectores principales de los subespaciosU y V. Los
�angulos principales son� i = arc cosci , 1 � i � k.

Demostraci�on
Seanu 2 U y v 2 V vectores unitario tales quehu; vi � 0. Luego existen

vectores �unicosx; y 2 Ck tales queu = ~Ux y v = ~V y. Extendiento ~U a
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Dado un espacio vectorial con producto interno inmediatamente se puede
hablar de la norma (o magnitud) de cada vector la cual nos permite hablar
de la distancia o cercan��a entre dos vectores. La cercan��a entre dos vectores
nos permite saber si una sucesi�on de vectores se aproxima a un vector.

Dada una funci�on F : N → Cn , consideremos el conjunto{F (n) ∈ Cn :
n ∈ N}. Dadon ∈ N, seaxn = F (n). El conjunto {xn}n∈N ser�a llamadosuce-
sión en Cn y lo denotaremos s�olo como{xj }. Dada una sucesi�on podemos
de�nir cu�ando converge a un vectory ∈ Cn .

Definición 4.1 Sea{xj } una sucesi�on enCn y seav ∈ Cn . Diremos que la
sucesi�on {xj } converge a v si y s�olo si para cadaε > 0 existeN ∈ N tal
que sij > N entonces‖xj − y‖ < ε.

Si la sucesi�on{xj } converge ay s�olo escribiremosxj → y. De la de�nici�on
podemos ver quexj → y si y s�olo si xj − y → �0.

Teorema 4.2 Sea{αj } una sucesi�on enC y sea{xj } una sucesi�on enCn .
Seanα ∈ C y x ∈ Cn tales queαj → α y xj → x, entonces:

1. Para cadaβ ∈ C se tieneβxj → βx.

2. Para caday ∈ Cn se tieneαj y → αy.

3. La sucesi�on {αj xj } converge aαx.

4. Si αj 6= 0 para cadaj ∈ N y α 6= 0 entonces(αj )−1 → α−1.

La demostraci�on de este teorema se puede encontrar en [4].

4.1. Método de las Potencias

Supongamos queA ∈ Cn×n es diagonalizable, luego existen vectores pro-
pios v1, v2, . . . , vn linealmente independientes asociados a los valores propios
λ1, λ2, . . . , λn , respectivamente. Supongamos que|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn |.
Bajo estas condiciones es posible encontrar un vector propio dominante uti-
lizando elmétodo de las potencias.

El valor propio λ1 es llamado el valor propiodominante, el cual es dis-
tinto de cero. Siv es un vector propio asociado aλ1 se dir�a quev es un vector
propio dominante.
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La idea es tomar un vectorq ∈ Cn , generar la sucesi�onq, Aq,A2q, . . . y
a partir de esta sucesi�on crear una sucesi�on convergente a un vector propio
dominante. Dadoq ∈ Cn existen escalaresa1, a2, . . . , an tales queq = a1v1 +
a2v2 + · · · + anvn . Supongamosa1 6= 0, luego aplicando la transformaci�on
A obtenemosAq = a1λ1v1 + a2λ2v2 + · · · + anλnvn y en general se tiene
Aj q = a1λ

j
1v1 + a2λ

j
2v2 + · · · + anλ

j
nvn , de donde obtenemos

Aj q = λj
1(a1v1 + a2(λ2/λ1) j v2 + · · · + an (λn/λ1) j vn ).

N�otese que siv es un vector propio deA entoncesαv es un vector propio de
A para cualquierα ∈ C y as�� la magnitud del vector αv pierde importancia.
Seaqj = Aj q0/λ

j
1, luego se tiene

‖qj − a1v1‖ = ‖a2(λ2/λ1) j v2 + · · · + an (λn/λ1) j vn‖
≤ |a2||(λ2/λ1)|j ‖v2‖ + · · · + |an ||(λn/λ1)|j ‖vn‖
≤ (|a2|‖v2‖ + · · · + |an |‖vn‖)|(λ2/λ1)|j

y dado que|λ2/λ1|j → 0, obtenemos queqj → a1v1. Por lo tanto para j
su�cientemente grande se tiene queqj es una buena aproximaci�on del vec-
tor propio dominante a1v1. N�otese que la multiplicidad deλ1 no afecta a la
construcci�on anterior, si la multiplicidad de λ1 es mayor que uno an�aloga-
mente se puede construir la sucesi�onqj .

En la pr�actica la sucesi�on {qj } es inaccesible dado que en principio no
conocemos el valor propioλ1. Por otro lado no es conveniente utilizar la
sucesi�on (Aj q) dado que si|λ1| < 1 entoncesAj q → �0, y si |λ1| > 1 entonces
Aj q →∞, sin embargo es posible tomar una sucesi�on convergente a un vector
propio dominante, para esto utilizaremos la norma in�nito. Seau0 ∈ Cn tal
que ‖u0‖∞ = 1 y

u0 = a1v1 + a2v2 + · · · + anvn

para a1, a2, . . . , an ∈ C, sin p�erdida de generalidad supongamos que‖vi‖∞ =
1 para cadai ∈ {1,2, . . . , n} y que la coordenada de mayor magnitud dev1

es igual a uno.
Supongamosa1 6= 0. Sea w0 = Au0 y sea u1 = w0/c1 donde |x0

k | =
m�ax {|x0

i | : 1 ≤ i ≤ n}, la coordenada de mayor magnitud que en caso de
empate se toma la de menor ��ndice, yc1 = x0

k . De este modo se tiene

w0 = Au0 = λ1(a1v1 + a2

(
λ2

λ1

)
v2 + · · · + an

(
λn

λ1

)
vn ) y
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u1 =
(
λ1

c1

)
(a1v1 + a2

(
λ2

λ1

)
v2 + · · · + an

(
λn

λ1

)
vn ),

donde‖u1‖∞ = 1. En general se tiene

wj −1 = Auj −1 =

(
λj

1

c1c2 · · · cj −1

)
(a1v1 + a2

(
λ2

λ1

)j

v2 + · · ·+ an

(
λn

λ1

)j

vn ) y

uj =

(
λj

1

c1c2 · · · cj −1cj

)
(a1v1 + a2

(
λ2

λ1

)j

v2 + · · · + an

(
λn

λ1

)j

vn ),

donde ‖uj ‖∞ = 1 y cj = xj −1
k , la coordenada dewj −1 de mayor magni-

tud. As�� la componente de mayor magnitud deuj es igual a 1. Seazj =
a2(λ2/λ1) j v2 + · · · + an (λn/λ1) j vn , luegozj → �0 y se tiene

l��m
j→∞

uj = l��m
j→∞

(
λj

1

c1c2 · · · cj −1cj

)
(a1v1 + zj ) = l��m

j→∞

(
λj

1a1

c1c2 · · · cj −1cj

)
v1.

Dado que las coordenadas de mayor magnitud deuj y v1 son iguales a 1
entonces se tiene

l��m
j→∞

(
λj

1a1

c1c2 · · · cj −1cj

)
= 1

y as��
l��m

j→∞
uj = v1.

Por otro lado, dado que (λj
1a1)/c1c2 · · · cj 6= 0 para cada j ∈ N entonces

se tiene

1 = l��m
j→∞

λj
1a1/c1c2 · · · cj

λj −1
1 a1/c1c2 · · · cj −1

= l��m
j→∞

λ1

cj
,

de donde obtenemos que l��mj→∞ cj = λ1.

4.1.1. Implementación Computacional

A continuaci�on se presenta la implementaci�on en MATLAB del algoritmo
descrito en el m�etodo de las potencias.

Como datos de entrada se requiere:
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En el cap��tulo 4 se vi�o que el valor �optimo cumple la ecuaci�on

q∗qρ = q∗Aq.

Dado queq∗q ∈ C entonces tenemos que el valor �optimo tiene la forma

ρ =
q∗Aq

q∗q
=
q∗Aq

‖q‖2
,

el cual es el cociente de Rayleigh deq respecto aA.
As�� en el i-�esimo paso de la iteraci�on se toma el escalar

ρj −1 = ( u∗j −1Auj −1)/‖uj −1‖2,

se resuelve el sistema (A − ρi )wj = uj −1 y se tomauj = wj /cj donde cj es
la coordenada dewj de mayor magnitud. Esta variante del m�etodo de las
potencias inversas con desplazamiento es la llamada iteraci�on del cociente
de Rayleigh. La convergencia al aplicar esta variante no est�a garantizada
sin embargo cuando se da la convergencia entonces converge con un orden
cuadr�atico de convergencia, ver [1].

Cuando esta variante converge la sucesi�on de escalares (ρj ) converge el
valor propio desconocido. As�� el cociente de Rayleigh nos permite tomar una
sucesi�on de escalares que converge al valor propio que deseemos obtener.

Teorema 4.3 SeanA ∈ Cn×n y v ∈ Cn un vector propio deA asociado al
valor propio λ tal que‖v‖ = 1 . Seaq ∈ Cn tal que‖q‖ = 1 y seaρ = q∗Aq,
entonces

|λ− ρ| ≤ 2‖A‖‖v − q‖.

Demostración:
Dado queAv = λv y ‖v‖ = 1, entoncesλ = v∗Av. As��

λ− ρ = v∗Av − q∗Aq = v∗Av − v∗Aq + v∗Aq − q∗Aq
= v∗A(v − q) + ( v − q)∗Aq

y obtenemos
|λ− ρ| ≤ |v∗A(v − q)| + |(v − q)∗Aq|. (4.1)

Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

|v∗A(v − q)| ≤ ‖v∗‖‖A(v − q)‖ = ‖A(v − q)‖,
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as�� tomando la factorizaci�on QR de la matrizA, A = Q1R1, obtenemos que

gen({Ae1, Ae2, . . . , Aen}) = gen({q(1)
1 , q

(1)
2 , . . . , q(1)

n }),

dondeq(1)
i es la i-�esima columna deQ1.

SeaA1 = Q∗1AQ1, luegoA1 es unitariamente equivalente a la matrizA
y A1 = R1Q1. Tomemos la factorizaci�on QR deAQ1, AQ1 = ~Q2R2, luego
dado que la factorizaci�on QR de cualquier matriz es �unica obtenemos la
factorizaci�on QR deA1, dondeA1 = Q∗1

~Q2R2 = Q2R2.
SeaA2 = Q∗2A1Q2 = Q∗2Q

∗
1AQ1Q2, as�� A2 es unitariamente equivalente a

la matriz A y se tieneA2 = R2Q2.
Por otro lado A2 = Q1R1Q1R1 = Q1A1R1 = Q1Q2R2R1 = Q̂2R̂2, donde

Q̂2 = Q1Q2 y R̂2 = R2R1. N�otese que

gen({A2e1, A
2e2, . . . , A

2en}) = gen({q(2)
1 , q

(2)
2 , . . . , q(2)

n }),

dondeq(2)
i es la i-�esima columna deQ̂2.

Este proceso se puede hacer recursivamente para obtener las matrices
Q̂m = Q1Q2 · · ·Qm y R̂m = RmRm−1 · · ·R1, tales queAm = Q̂m R̂m .

Cada iteraci�on del m�etodo se aplica de la siguiente forma:

Factorizar Am−1 = QmRm

Q̂m = Q̂m−1Qm

R̂m = Rm R̂m−1

Am = RmQm = Q∗mAm−1Qm

Teorema 4.10 Sean Q̂m , R̂m y Am las matrices descritas anteriormente,
entonces:

1. Am = Q̂∗mAQ̂m .

2. Am = Q̂m R̂m .

Demostración:
La prueba se har�a por inducci�on sobrem.
1) Para m = 1 el teorema se cumple evidentemente. Supongamos que el

teorema se cumple param− 1. Se tiene queAm = Q∗mAm−1Qm y aplicando
la hip�otesis de inducci�on obtenemosAm = Q∗mQ̂

∗
m−1AQ̂m−1Qm = Q̂∗mAQ̂m .
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2) Trivialmente se veri�ca que el teorema se cumple param = 1. Supong-
amos que el teorema se cumple param−1. Aplicando la hip�otesis de inducci�on
obtenemos

Am = AAm−1 = AQ̂m−1R̂m−1 = Q̂m−1Q̂
∗
m−1AQ̂m−1R̂m−1

= Q̂m−1Am−1R̂m−1 = Q̂m−1QmRm R̂m−1 = Q̂m R̂m

as�� se tiene el resultado deseado.�
Del teorema anterior podemos ver que en general se tiene

gen({Ame1, A
me2, . . . , A

men}) = gen({q(m)
1 , q

(m)
2 , . . . , q(m)

n }),

dondeq(m)
i es la i-�esima columna de la matrizQ̂m .

Como criterio de convergencia podemos tomar las matriceŝQm−1 y Q̂m ,
y calcular el �angulo principal de mayor magnitud entre los subespacios que
generan.

Comenzar con los vectores can�onicos no es una mayor desventaja ya que
si dim(Uk) < n entonces deben existir vectores can�onicos tales el subespacio
generado por ellos se intersecte conUk s�olo en el vector nulo, ver [8].



Conclusiones

El estudio de las transformaciones lineales entre espacios vectoriales de
dimensi�on �nita se reduce al estudio de las matrices, buscar los valores pro-
pios de un operador lineal es equivalente a buscar los valores propios de
su representaci�on matricial. Si el espacio vectorial en qu�e se est�a tratando
est�a dotado de un producto interno �o de una norma entonces podemos hablar
de la distancia entre vectores y se pueden plantear problemas de �optimizaci�on
dentro del c�alculo de valores y vectores propios, adem�as de poder de�nir la
norma para los operadores matriciales. Tanto los problemas de optimizaci�on
como los problemas que necesitan del c�alculo de valores propios son de gran
importancia en muchas aplicaciones. Si bien te�oricamente es posible encon-
trar los valores propios de una matriz a trav�es de su polinomio caracter��stico,
en la pr�actica, dado que los datos con que se trabaja usualmente se toman
con errores, se opta por trabajar con otras t�ecnicas como los m�etodos i-
terativos. Por otro lado antes de abordar la b�usqueda de valores y vectores
propios a trav�es de m�etodos iterativos se mostraron distintas factorizaciones
matriciales, las cuales facilitan los c�omputos necesarios en los m�etodos ite-
rativos. En este trabajo se estudi�o el M�etodo de las Potencias y su variante,
el M�etodo de las Potencias Inversas con desplazamiento. Estos m�etodos nos
proporcionan sucesiones de vectores y sucesiones de escalares que convergen
a un vector propio y un valor propio respectivamente. En el caso del M�etodo
de las potencias inversas con desplazamiento este nos d�a la ventaja de poder
calcular cualquier valor propio as�� como su vector propio asociado, lo cual en
el M�etodo de las potencias no es posible. Por otro lado se presentaron teore-
mas propios de la Teor��a de la Perturbaci�on de las matrices, los cuales dan
sentido al hecho de trabajar con datos con errores. Finalmente se abord�o el
M�etodo QR el cual es una generalizaci�on del M�etodo de las potencias. Este
m�etodo lleva la b�usqueda de valores propios a matrices de menor tama~no
donde los valores propios son de igual magnitud.
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14 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIONES MATRICIALES

Dado un espacio vectorialV de dimensi�on �nita n con base ordenada
β y un operador linealT a este operador lo podemos identi�car con una
matrix A ∈ F n×n , luego la matriz A tiene los mismos valores propios que
T y los vectores propios deA, elementos deF n , los podemos identi�car con
los vectores propios deT , elementos deV . Es por esto que restringiremos
nuestro estudio s�olo a los elementos deF n×n . Por otro lado dada una matriz
A ∈ Rn×n puede que esta no tenga valores propios, como podemos ver en el
siguiente ejemplo:

Dada A =
[

0 1
−1 0

]
, det(A − λI) = λ2 + 1 luego A no tiene valores

propios enR.
Es por esto que trataremos con matrices enCn×n donde se tiene, por el

Teorema Fundamental del�Algebra en [5], que la ecuaci�ondet(A − λI) = 0
siempre tiene soluci�on paraλ, es decir, la matrizA tiene valores propios.

3.1. Factorización LU

SeanA ∈ Cn×n y b ∈ Cn . Supongamos que queremos resolver la ecuaci�on

Ax = b

en caso de queA sea invertible simplemente podemos tomar su inversa y con
ella obtenerx = A−1b. En caso de queA no sea invertible puede que el sistema
Ax = b tenga o no soluci�on. SiA es una matriz triangular, superior o inferior,
f�acilmente se puede determinar si el sistema tiene soluci�on o no y mas a�un
encontrar la soluci�on. SiA no es una matriz triangular podemos factorizar a
la matriz A en matrices que facilitan resolver el sistema de ecuaciones. Esto
lo haremos a trav�es de la factorizaci�on LU. Para esto necesitamos la siguiente
de�nici�on.

Definición 3.1 SeaP ∈ Cn×n tal que P 6= I y seapi la i-�esima columna
deP . La matriz P es una matriz de permutaci�on sipi ∈ {e1, e2, . . . , en}, los
vectores can�onicos, ypi 6= pj para i 6= j.

Las matrices de permutaci�on son utilizadas para intercambiar las colum-
nas o las �las de una matriz, seg�un sea el orden en que se mupltiplique.
N�otese que siA es matriz de permutaci�on entoncesAt es una matriz de per-
mutaci�on, y m�as a�un P tP = PP t = I. Si B es una matriz de permutaci�on
entoncesAB y BA son matrices de permutaci�on.
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Teorema 3.2 SeaA 2 Cm� n una matriz distinta de la matriz nula, entonces
existen un n�umero natural k � m��n f m; ng y matrices de permutaci�onP 2
Cm� m y Q 2 Cn� n tales que

P tAQ = LU;

dondeL 2 Cm� k es una matriz tal quel ij = 0 para i > j y U 2 Ck� n es una
matriz tal que uij = 0 para i < j .

Demostraci�on:
La prueba se har�a por inducci�on sobrem. Para m = 1 tomamos P = 1 y

seaQ la matriz de permutaci�on tal que (AQ)11 6= 0. SeaL = 1 y U = P tAQ,
luego PAQ = LU y obtenemos el resultado deseado. Supongamos que el
teorema se cumple param � 1. SeaA 2 Cm� n y seanP̂ y Q̂ matrices de
permutaci�on tales que (P̂ tAQ̂)11 6= 0. Particionemos a la matriz P̂ tAQ̂ de la
siguiente forma:

P̂ tAQ̂ =
�
� d t

c B

�
;

dondec; d 2 Cn� 1, � 2 C y B 2 Cn� 1� n� 1. Sean

l =
�

1
� � 1c

�
y ut =

�
� d t

�
;

luego se tiene

P̂ tAQ̂ � lu t =
�
� d t

c B

�
�

�
� d t

c � � 1cdt

�
=

�
0 �0t

�0 B � � � 1cdt

�
:

Si B � � � 1cdt es la matriz nula entonces se tiene el resultado deseado. Si
B � � � 1cdt es una matriz no nula por hip�otesis de inducci�on se tiene

�P t (B � � � 1cdt ) �Q = �L �U;

donde las matrices�P ; �Q; �L y �U cumplen con las propiedades enunciadas en
el teorema. Sean

L =
�

1 �0t

� � 1 �P tc �L

�
y U =

�
� d t �Q
�0 �U

�
;
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Seaα ∈ C, luego

‖αA‖ = sup
x 6=0̄

‖αAx‖
‖x‖

= sup
x 6=0̄

|α|‖Ax‖
‖x‖

= |α| sup
x 6=0̄

‖Ax‖
‖x‖

= |α|‖A‖.

SeaB ∈ Cn×n , luego

‖A + B‖ = sup
x 6=0̄

‖(A + B)x‖
‖x‖

= sup
x 6=0̄

‖Ax + Bx‖
‖x‖

≤ sup
x 6=0̄

‖Ax‖ + ‖Bx‖
‖x‖

≤ sup
x 6=0̄

‖Ax‖
‖x‖

+ sup
x 6=0̄

‖Bx‖
‖x‖

= ‖A‖ + ‖B‖.

Por lo tanto f es una norma enCn×n . DadasA,B ∈ Cn×n y dadox ∈ Cn

distinto de cero tenemos que‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖Bx‖ y ‖Bx‖ ≤ ‖B‖‖x‖, luego
‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖ de donde obtenemos

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Definición 3.8 Sean x, y ∈ Cn . Los vectoresx y y son ortogonales si
〈x, y〉 = 0 . Un subconjuntoS de Cn es ortogonal si para cualesquiera dos
vectores distintos enS se tiene que son ortogonales entre s��. Un vectorx ∈ Cn

se dice que esunitario s�� ‖x‖ = 1 . Finalmente, un subconjuntoS deCn es
ortonormal si S es ortogonal y todos sus vectores son unitarios.

N�otese que siS ⊆ Cn es ortogonal yα ∈ C entonces si tomamosx ∈
S y lo sustituimos por αx el nuevo conjunto sigue siendo ortogonal. Por
otro lado para cualquierx ∈ Cn distinto de �0 se tiene que x

‖x‖ es un vector
unitario. El proceso de multiplicarx por el rec��proco de su norma se llama
normalización.

3.3. Factorización QR

Definición 3.9 Un subconjunto deCn es unabase ortonormal para Cn

si es una base y es ortonormal.
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Dado un espacio vectorial con producto interno inmediatamente se puede
hablar de la norma (o magnitud) de cada vector la cual nos permite hablar
de la distancia o cercan��a entre dos vectores. La cercan��a entre dos vectores
nos permite saber si una sucesi�on de vectores se aproxima a un vector.

Dada una funci�on F : N → Cn , consideremos el conjunto{F (n) ∈ Cn :
n ∈ N}. Dadon ∈ N, seaxn = F (n). El conjunto {xn}n∈N ser�a llamadosuce-
sión en Cn y lo denotaremos s�olo como{xj }. Dada una sucesi�on podemos
de�nir cu�ando converge a un vectory ∈ Cn .

Definición 4.1 Sea{xj } una sucesi�on enCn y seav ∈ Cn . Diremos que la
sucesi�on {xj } converge a v si y s�olo si para cadaε > 0 existeN ∈ N tal
que sij > N entonces‖xj − y‖ < ε.

Si la sucesi�on{xj } converge ay s�olo escribiremosxj → y. De la de�nici�on
podemos ver quexj → y si y s�olo si xj − y → �0.

Teorema 4.2 Sea{αj } una sucesi�on enC y sea{xj } una sucesi�on enCn .
Seanα ∈ C y x ∈ Cn tales queαj → α y xj → x, entonces:

1. Para cadaβ ∈ C se tieneβxj → βx.

2. Para caday ∈ Cn se tieneαj y → αy.

3. La sucesi�on {αj xj } converge aαx.

4. Si αj 6= 0 para cadaj ∈ N y α 6= 0 entonces(αj )−1 → α−1.

La demostraci�on de este teorema se puede encontrar en [4].

4.1. Método de las Potencias

Supongamos queA ∈ Cn×n es diagonalizable, luego existen vectores pro-
pios v1, v2, . . . , vn linealmente independientes asociados a los valores propios
λ1, λ2, . . . , λn , respectivamente. Supongamos que|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn |.
Bajo estas condiciones es posible encontrar un vector propio dominante uti-
lizando elmétodo de las potencias.

El valor propio λ1 es llamado el valor propiodominante, el cual es dis-
tinto de cero. Siv es un vector propio asociado aλ1 se dir�a quev es un vector
propio dominante.
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cerrado. Así,x es el único punto de acumulación de la sucesiónfxn : n < ! g:
Si fxn : n < ! g en infinito entoncesx 2 K; si el rango de la sucesiónfxngn<!
es finito entoncesx 2 fxn : n < ! g � K: Por lo tantoK es cerrado. y

Corolario 2.25. [Aull] Un espacio secuencial tiene límites secuenciales œni-
cos si y sólo si cada subconjunto secuencialmente compacto es cerrado.

Demostración. Todo subconjunto secuencialmente compacto de un espacio
secuencial con límites únicos es numerablemente compacto. La necesidad es
trivial. y

Un espacio topológico es localmente secuencial si para cada punto en el
espacio existe una vecindad abierta que es secuencial.

Teorema 2.26. Todo espacio localmente secuencial es secuencial.

Demostración. SeanU secuencialmente abierto en un espacio topológicoX;
x 2 U y V una vecindad secuencial y abierta dex: EntoncesV 0 = U \ V es
abierto enV y con elloV 0 es abierto enX: AdemásV 0� U y x 2 V 0: Por lo
tantoU es abierto enX: y

2.3. Espacios numerables con un solo punto no
aislado

Sea F un filtro sobre!: Denotaremos por� (F ) al espacio topológico
definido sobre el conjuntofFg [ ! donde ! es discreto y las vecindades de
F son de la formaUF = fFg [ F conF 2 F :

Teorema 2.27. SeanF un �ltro sobre ! y A � !: Entonces,F 2 cl� (F )(A)
si y sólo si A 2 F + :

Demostración. Si F 2 cl� (F )(A) entonces para cadaF 2 F se tiene que
A \ F 6= ; es decir,A 2 F + : Inversamente, si para cualquierF 2 F ocurre
queA \ F 6= ; entoncesF 2 cl� (F )(A): y

Teorema 2.28. SeaF un �ltro sobre !: El espacio� (F ) es Hausdorff si y
sólo si F es un �ltro libre.
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(2) Existe una biyección f : ! ! ! tal que f [F ] = G :

Demostración. Suponga que� (F ) �= � (G ); entonces existe un homeomorfis-
mo h : � (F ) ! � (G ) tal queh(F ) = G : Sea f : ! ! ! la restricción deh a
!; es decirf (n) = h(n) para cadan < !: Veamos quef [F ] = G : Considere
A 2 f [F ] entoncesf � 1(A) 2 F ; dado queh es una función abierta entonces
h(Uf � 1 (A )) = UA y h(f � 1(A)) = f (f � 1(A)) = A; esto implica queA 2 G :

Ahora si existe una biyecciónf : ! ! ! tal que f [F ] = G y definimos
h : � (F ) ! � (G ) comoh(F ) = G y para cadan < !; h (n) = f (n): Es claro
que la funciónh es sobreyectiva, continua y abierta. Por lo tantoh es un
homeomorfismo. y

Definición 2.31. SeanF y G �ltros libres sobre !: Si existe una biyección
f : ! ! ! de modo quef [F ] = G se dirÆ entonces que los �ltrosF y G son
equivalentes y se denotarÆ porF � G :

Definición 2.32. Un �ltro libre F sobre! es un �ltro secuencial si el espacio
� (F ) es un espacio secuencial.

A pesar de que la propiedad de que un espacio sea de Fréchet-Urysohn
se define en el Capítulo 3 (ver Definición 3.1) el resultado siguiente se sigue
inmediatamente de la definición anterior, no es difícil de demostrar ni de
comprender.

Teorema 2.33. SeaF un �ltro libre sobre ! . Entonces, � (F ) es secuencial
si y sólo si � (F ) es un espacio de FrØchet-Urysohn.

Demostración. Es sabido que todo espacio Fréchet-Urysohn es secuencial
(vea Teorema 3.3). Suponga ahora que� (F ) es secuencial, entonces para
todoA 2 F + existe una sucesiónB � A que converge aF ; es decir que� (F )
es de Fréchet-Urysohn. y

2.4. El grado de secuencialidad
En esta sección presentaremos la definición del grado de secuencialidad

de un espacio secuencialX; puesto que en el Capítulo 5 revisaremos algu-
nos resultados relacionados con el grado de subsecuencialidad de un espacio
topológico subsecuencial, estos conceptos se definirán en ese mismo capítulo.

Sean X un espacio yA � X: HacemosA0 = A y para cada número
ordinal� definimosA � = fx 2 X : 9fxngn<! � A � (xn ! x)g si � = � + 1 ; y
A � =

S
�<� A � si � es un ordinal límite.
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Teorema 2.34. Un espacioX es secuencial si y sólo si para cadaA � X
existe � � ! 1 tal queclX (A) = A � :

Demostración. Necesidad. SeaA � X; veamos queclX (A) =
S

�<! 1
A � : Es

evidente queA0 � clX (A); ya queA0 = A: Suponga que para todo� < � con
� < ! 1 fijo, se tiene queA � � clX (A): Si � = � +1 es trivial queA � � clX (A):
Ahora si � es límite, también resulta claro queA � � clX (A): Probemos
ahora, la otra contención. Suponga que existex 2 clX

� S
�<! 1

A �
�
n

S
�<! 1

A � :
Dado queX es secuencial, entonces es posible hallar una sucesiónfxngn<!
contenida en

S
�<! 1

A � de modo quexn ! x: Luego, para cadan < !; existe
� n < ! 1 con la propiedad de quexn 2 A � n: Sea � = supf� n : n < ! g; entonces
la sucesiónfxngn<! está contenida enA � ; esto implica quex 2 A � +1 ; esto
contradice nuestra suposición. Por lo tanto se tiene la igualdad deseada.

Suficiencia. Bastará ver que siA no es cerrado entonces existe una sucesión
contenida enA que converge a algún punto enX n A: Procederemos por
inducción transfinita. SeaA � X no cerrado, entonces si para� = 1 se
tieneA1 n A es no vacío, por definición deA1 existe una sucesiónfxngn<!
contenida enA que converge a algúnx 2 A1 nA: Si � < ! 1 suponga entonces
que el resultado es válido para todo� < �: Sin perder generalidad suponga
que � = � + 1 es un ordinal sucesor. Así, six 2 A � n A entonces existe una
sucesiónfxngn<! contenida enA � que converge ax: Así, si existen0 < !
de modo quexn0 =2 A se tiene el resultado por hipótesis inductiva. De lo
contrario, si para cadan < ! el puntoxn pertenece aA; ya terminamos. Por
lo tantoX es secuencial. y

Al mínimo ordinal� con esta propiedad se llama el grado de secuencia-
lidad del espacio secuencialX y será denotado por� (X ): Observe que para
cada espacio secuencialX se tiene que� (X ) � ! 1: Para un espacio secuencial
X y x 2 X se define:

� (x; X ) = min f� � ! 1 : 8A 2 P (X )(x 2 clX (A) ) x 2 A � )g:

Es claro que� (X ) = supf� (x; X ) : x 2 X g (vea [9]).
A continuación veremos que existen espacios secuenciales de grado ar-

bitrariamente grande. Consideremos el conjuntoS1 = f 1
n : n 2 Ng con la

topología heredada deR como espacio métrico.

Definición 2.35. [Arhangel’skii-Franklin] SeafX ngn2 N una familia de
espaciosT1 y para cadan 2 N seaxn 2 X n un punto cualquiera. Se de�ne
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la suma secuencial de la familiafX ngn2 N con la sucesiónS1 como el espacio
de adición �

� n2 N X n
�
� Seq S1;

donde el conjuntoA = fxn : n 2 Ng es cerrado en la suma topológica ajena
� n2 NX n y Seq: A ! S1 a cadaxn 2 A le asigna 1

n 2 S1:

Definición 2.36. La suma secuencial de un espacioX con un punto distin-
guido x 2 X con S1 es la suma secuencial de una familiafX ngn2 N de copias
del espacioX con S1 y se denotarÆ porX � Seq S1:

Procederemos ahora con nuestra construcción de espacios secuenciales
con grado arbitrariamente grande.

SeaS0 = f0g el espacio del singular del cero. Es evidente que� (S0) = 0 :
ConsidereS1 la sucesión

� 1
n : n 2 Ng [

�
0
	
con la topología heredada de

R con su topología usual. Observe queS1 = S0 � Seq S1 y que � (S1) = 1 :
Para el cason = 2 ; sea S2 = S1 � Seq S1; el espacioS2 cumple tener grado
de secuencialidad igual a 2. En general, si� < ! 1 es un ordinal sucesor
y � = � + 1 entonces,S� = S� � Seq S1; además � (S� ) = �: Si � es un
ordinal límite menor que! 1 entoncesS� =

�
� �<� S�

�
� Seq S1: Es claro que

� (S� ) = �:
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Teorema 2.34. Un espacioX es secuencial si y sólo si para cadaA � X
existe � � ! 1 tal queclX (A) = A � :

Demostración. Necesidad. SeaA � X; veamos queclX (A) =
S

�<! 1
A � : Es

evidente queA0 � clX (A); ya queA0 = A: Suponga que para todo� < � con
� < ! 1 fijo, se tiene queA � � clX (A): Si � = � +1 es trivial queA � � clX (A):
Ahora si � es límite, también resulta claro queA � � clX (A): Probemos
ahora, la otra contención. Suponga que existex 2 clX

� S
�<! 1

A �
�
n

S
�<! 1

A � :
Dado queX es secuencial, entonces es posible hallar una sucesiónfxngn<!
contenida en

S
�<! 1

A � de modo quexn ! x: Luego, para cadan < !; existe
� n < ! 1 con la propiedad de quexn 2 A � n: Sea � = supf� n : n < ! g; entonces
la sucesiónfxngn<! está contenida enA � ; esto implica quex 2 A � +1 ; esto
contradice nuestra suposición. Por lo tanto se tiene la igualdad deseada.

Suficiencia. Bastará ver que siA no es cerrado entonces existe una sucesión
contenida enA que converge a algún punto enX n A: Procederemos por
inducción transfinita. SeaA � X no cerrado, entonces si para� = 1 se
tieneA1 n A es no vacío, por definición deA1 existe una sucesiónfxngn<!
contenida enA que converge a algúnx 2 A1 nA: Si � < ! 1 suponga entonces
que el resultado es válido para todo� < �: Sin perder generalidad suponga
que � = � + 1 es un ordinal sucesor. Así, six 2 A � n A entonces existe una
sucesiónfxngn<! contenida enA � que converge ax: Así, si existen0 < !
de modo quexn0 =2 A se tiene el resultado por hipótesis inductiva. De lo
contrario, si para cadan < ! el puntoxn pertenece aA; ya terminamos. Por
lo tantoX es secuencial. y

Al mínimo ordinal� con esta propiedad se llama el grado de secuencia-
lidad del espacio secuencialX y será denotado por� (X ): Observe que para
cada espacio secuencialX se tiene que� (X ) � ! 1: Para un espacio secuencial
X y x 2 X se define:

� (x; X ) = min f� � ! 1 : 8A 2 P (X )(x 2 clX (A) ) x 2 A � )g:

Es claro que� (X ) = supf� (x; X ) : x 2 X g (vea [9]).
A continuación veremos que existen espacios secuenciales de grado ar-

bitrariamente grande. Consideremos el conjuntoS1 = f 1
n : n 2 Ng con la

topología heredada deR como espacio métrico.

Definición 2.35. [Arhangel’skii-Franklin] SeafX ngn2 N una familia de
espaciosT1 y para cadan 2 N seaxn 2 X n un punto cualquiera. Se de�ne
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Dado que cualquier cociente de un espacio secuencial es secuencial, cada
X � es secuencial, en particularX ! 1 es secuencial. Además, dado que cada
sucesión enX ! 1 está contenida en algúnX � ; es más, ésta tiene un límite en
X � +1 ; X ! 1 es numerablemente compacto. Por lo tanto se tiene lo deseado.y

Sabemos del Teorema 2.12 que la suma topológica de cualquier familia
de espacios secuenciales ajenos es un espacio secuencial, esto permite que la
suma topológica ajena de cualquier familia de espacios subsecuenciales sea
un espacio subsecuencial. Esto se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 5.4. [N. Noble] SeafX � g� 2 I una familia de espacios topológi-
cos. Si para cada� 2 I el espacioX � es secuencial, entonces

L
� 2 I X � es

subsecuencial.

Demostración. Para cada� 2 I sea Y� un espacio secuencial de modo que
X � sea un subespacio deY� : Es claro que

L
� 2 I X � es un subespacio del

espacio secuencial
L

� 2 I Y� : Por lo tanto se tiene lo deseado. y

Recordemos que un espacio topológico está determinado por subconjuntos
numerables si[A]ACP = clX (A) para cadaA � X; donde

[A]ACP = A [ fx 2 X n A : 9B � A(jBj � ! y clX (B ) = B [ fxg)g

Teorema 5.5. [T. Rishel [5]] SeanX un espacio determinado por subcon-
juntos numerables yB = [ X ]� ! la familia de todos los subconjuntos nume-
rables deX: Entonces la proyección natural de la suma topológica

L
B 2B B

sobreX es una función cociente.

Demostración. Es claro quep :
L

B 2B B ! X es una función sobreyectiva.
Además, por la definición de la topología del espacio suma, la preimagen de
todo abierto enX es abierto en

L
B 2B B: Y si U es abierto en el espacio

suma, entonces su imagen bajop es

p(U) = p
� [

fB 2 B : U \ Bg
�

=
[

B 2B

p(B \ U) =
[

B 2B

B \ U = U:

Por lo tantop es una función cociente. y

Teorema 5.6. Sea X un espacio determinado por conjuntos numerables.
Entonces, si cada subconjunto numerable deX es subsecuencial, entoncesX
es subsecuencial.
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suponga que existe un espacio secuencialS tal que� (F ) � S y S = clX (! ):
Considere la funciónf : S ! S definida porf (x) = x si x 2 S n ! y
f (x) = n si x 2 An : Considere aS con la topología débil inducida por la
funciónf y denote a este espacio topológico porT: EntoncesT es secuencial
y � (F 
 A ) � T: y

Usaremos la suma de ultrafiltros para demostrar que todo filtro secuencial
tiene una� � base numerable. Se dice queP � [! ]! es una � � base de un
filtroF si para cadaF 2 F existeP 2 P tal queP � F: Para tal finalidad
necesitaremos el siguiente lema.

Lema 5.19. Sea F un �ltro libre y fAn : n < ! g una partición de ! en
conjuntos in�nitos y suponga queF n es un �ltro sobre An ; para cadan < !:
Si P n es una � � base paraF n ; para cadan < !; entonces

S
n<! P n es una

� � base para
P

F F n :

Demostración. Si F 2
P

F F n ; entoncesE = fn < ! : F \ An 2 F ng 2 F :
Fijemosn 2 E y seaP 2 P n tal queP � F \ An : Entonces, se tiene que
P � F: Esto demuestra el Lema. y

Teorema 5.20. Si F es un �ltro subsecuencial, entoncesF tiene una� � base
numerable.

Demostración. SeanF un filtro subsecuencial yS un espacio secuencial tal
que � (F ) � clS(! ) = S:Entonces, existeA 2 F + y 0 � � < ! 1 tales queF 2

A � +1 ; donde la iteraciónA � +1 es tomada en el espacioS: Procederemos por
inducción transfinita sobre�: Si � = 0 ; entonces existe una sucesiónfsngn<!
en ! que converge aF : Entonces, la familia

�
fsk : n � k < ! g : n < !

	
es

la � � base buscada. Suponga ahora que1 < �; entonces es posible hallar una
sucesiónfsngn<! en S n ! y � n < � tales quesn ! F y sn 2 A � n; para cada
n < ! y � n < �: Sea fAn : n < ! g una partición de! de modo que para
todon < !; s n 2 A � n

n : HagaF n = fV \ An : V 2 � (sn )g e identifiquesn con
F n ; para cadan < !: Es claro queF n es un filtro subsecuencial, para cada
n < !: AdemásF �

P
F r F n : Por hipótesis inductiva,F n tiene una� � base

numerable. Es claro que siF y G son filtros libres conF � G ; entonces toda
� � base deG es una � � base paraF : Aplicando el Lema 5.19 se tiene el
resultado. y
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5.6. Algunos ejemplos
En [9], se define la� � potencia de un filtro libre, para cada número ordinal

1 � � < ! ( la idea de esta noción fue tomada de la potencia original, definida
en [3]):

Sea F un filtro libre sobre!: Fije una particiónfAn : n < ! g de ! en
conjuntos infinitos, y para cada ordinal límite� < ! 1 fijamos una sucesión
estrictamente crecientef� n : n < ! g no acotada en� donde para cadan < !;
� n no es un número ordinal límite. Para cadan < !; sea F n un filtro libre
sobreAn equivalente aF : Entonces, definimosF 1 = F y F 2 =

P
F r F n :

Usando inducción transfinita, definimosF � para cada2 � � < ! 1 como
sigue:

Si � = � + 1 y � no es un número ordinal límite, entonces se define

F � =
X

F r

Gn ;

dondeGn � F � ; para cadan < !: Ahora, suponga que� es un ordinal límite.
Entondes, definimos

F � =
Y

F n y F � +1 =
X

F

F n ;

dondeF n es equivalente aF � n
r para cadan < !: Destacamos que la definición

de cada potencia de los filtrosF � es única salvo equivalencia de filtros, ya que
depende de la partición que hemos fijado y de los filtros sobre cada elemento
de la partición que elegimos. Las propiedades básicas de estas potencias de
filtros fueron estudiadas en [9] y de ahí hemos tomado el siguiente resultado
que muestra el principal papel de las potencias del filtro de FréchetF r :

Ahora mostramos un ejemplo de [16] de un filtro no subsecuencial.

Ejemplo 5.21. Sea fM k : k < ! g una partición de! en conjuntos finitos
tales quesupfjM kj: k < ! g = !: Entonces, definimos un idealI de subcon-
juntos de! declarando queE 2 I si existem < ! tal quejE \ M kj< m para
todo k < !: Veamos que el filtro dual deI no es subsecuencial (de hecho
no tiene� � base numerable). SeafAn : n < ! g una familia de subconjuntos
infinitos de!: Por inducción, podemos hallar puntosxk 2 Ak \ M ik para todo
k < ! tales quei k 6= i j parai < k < !: El conjutnosV = � (F ) nfxk : k < ! g

es una vecindad deF ; dondeF es el filtro dual del idealI ; tal que para cada
k < !; A k 6�V:Esto demuestra queF no admite� � base numerable alguna,
y por lo tanto el filtroF no es subsecuencial.
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El siguiente ejemplo muestra que la proposición inversa del Teorema 5.15
no es verdadera.

Ejemplo 5.22. Para comenzar con nuestro ejemplo, consideremos el filtro
F 2

r =
�

A � ! � ! : fn < ! : fm < ! : (n; m) 2 Ag 2 F r g 2 F r
	
como

subconjuntos deP (! � ! ) (en la literatura, este filtro es conocido como el
filtro tensor y se denota porF r 
 F r ); fije un filtro libre arbitrarioG sobre
!: Entonces, definimos:

F G =
n

(A � ! ) [
� [

n2 ! nA

fng � (! n f (n))
�

: A 2 G y f 2 ! (! n f0g)
oS

donde, en general,D S = fA � ! : 9D 2 D (D � A)g paraD � [! ]! : Es claro
que F G es un filtro libre sobre! � !; F G � F 2

r y ! � f 0g 2 F +
G : También

es evidente que el filtroF Gj! �f 0g es equivalente aG : Sea G cualquier filtro
libre sobre! no subsecuencial (de hecho, el filtro dado en el Ejemplo 5.21),
entonces el filtroF Gj! �f 0g no es subsecuencial y de igual formaF G:

Ahora presentaremos una clase de ejemplos de filtros subsecuenciales.
Sea Seq=

S
n<!

n !: Para una función� que asigna a cadas 2 Sequn
filtro libre� (s) sobre!; definimos una topología� � sobreSeqde la siguiente
maneraU 2 � � es abierto si y sólo sifn < ! : s a n 2 Ug 2 � (s) para cada
s 2 Seq;dondes a n = s [ f (dom(s); n)g (para más propiedades acerca
de los espaciosSeq se puede considerar [16]). Este espacio será denotado
porSeq(� ): Es sabido queSeq(� ) es un espacio Hausdorff, cero-dimensional
y extremadamente disconexo sin puntos aislados (vea [16]). SeaF un filtro
libre sobre!: Si � (s) = F para cadas 2 Seq;entoncesSeq(� ) será denotado
por Seq(F ): Es también sabido que el espacioSeq(F r ) es homeomorfo al
espacio de Arhangelskii-Franklin (ver [2]) que es secuencial mas no Fréchet-
Urysohn.

Para s 2 Seq;definimos los conjuntosC(s) = ft 2 Seq : s � tg y
X s = fsg [ fs a n : n < ! g: Observe queC(s) es abierto enSeq(� ) y X s
es un subconjunto cerrado deSeq(� ); para cadas 2 Seq:Además note que,
C � Seq(� ) es cerrado si y sólo siC \ X s es cerrado para cadas 2 Seq:
En efecto, suponga queC \ X s es cerrado enX s; para todos 2 Seq;y que
existe t 2 clSeq( � )(C) n C: Sin perder generalidad, asuma quefn < ! : t a
n 2 Cg 2 � (t)+ (esto se puede demostrar inductivamente). Esto implica que
t 2 clX t(C \ X t ) n C lo cual es imposible ya queC \ X t es cerrado. Cabe
mencionar que los espaciosX s y � (� (s)) son homeomorfos, para cadas 2 Seq:
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