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Maŕıa Castro Sánchez

con la dirección de

Fernando Maćıas Romero

Puebla, Pue., 9 de agosto de 2013.





Dedicado a
mi familia

Con todo mi cariño para:

Mis padres:
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Iván, Enrique, Ángel, Ricardo, Miguel, Fernanda, Alejandra,
Cristina, Karina, Carmen, Martha Patricia, Valeria Montserrat
y Trinidad que considero como parte de mi familia y quienes
durante la carrera estuvimos juntos para apoyarnos en los mo-
mentos de trabajo y de diversión, en cada uno de ustedes hay



una persona muy especial, de la cual he aprendido y disfrutado,
gracias por su amistad sincera.

Además, a Noemi, Pilar, Germán, Francisco y Luis, quienes
también me brindaron su ayuda durante las sesiones de semi-
nario y una linda amistad.

Agradezco a todos los profesores de la facultad que han con-
tribuido a mi formación como matemática. En especial, le agra-
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I

Introducción

La Teoŕıa de los Continuos es una rama del área de Topoloǵıa,
que trata del estudio de las propiedades topológicas de los es-
pacios no vaćıos, métricos, compactos y conexos. De hecho a
un espacio topológico con estas propiedades se le llama conti-
nuo. La topoloǵıa, en ocasiones, se torna demasiado abstracta
y es complicado tener una idea geométrica de lo que estamos
haciendo; por otro lado, en la Teoŕıa de los Continuos tenemos
siempre la ayuda de la métrica, que nos invita a imaginar por
lo menos la distancia que hay entre los puntos del espacio. Los
hiperespacios son ciertas familias de subconjuntos de un conti-
nuo X con alguna caracteŕıstica particular. En esta tesis, cuando
X es un continuo, analizamos propiedades relacionadas con los
hiperespacios 2X = {A ⊂ X : A es no vaćıo y cerrado en X} y
C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}, topologizados con la métrica
de Hausdorff.

El tema en el que nos enfocamos, en esta tesis, trata de las
funciones de Whitney, presentamos una demostración de la e-
xistencia de las funciones de Whitney, y algunas propiedades de
los niveles de Whitney.

Las funciones de Whitney constituyen una herramienta muy
importante para estudiar la estructura de los hiperespacios; uno
de los resultados fundamentales en la teoŕıa de hiperespacios
garantiza la existencia de funciones de Whitney, para el hiperes-
pacio de subconjuntos cerrados no vaćıos de un continuo; este
resultado se debe a Whitney, quien en 1933 fue el primero en
construir este tipo especial de funciones en ciertos espacios de
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conjuntos.

Sin embargo, el primero en utilizar estas funciones, ahora lla-
madas funciones de Whitney, para el estudio de los hiperespacios
fue Kelley en 1942, vea [8, Pág. 105].

En el Caṕıtulo 1 enunciamos algunos conceptos y revisamos
los resultados que son necesarios para el desarrollo de esta tesis.

En el Caṕıtulo 2 definimos la función de Whitney, y además
garantizamos la existencia; enunciamos algunos resultados de
manera que podemos ver nuevas funciones de Whitney a partir
de funciones de Whitney dadas y como parte final de esta sección
veremos los niveles de Whitney.

La contribución de este trabajo consiste en que hemos intro-
ducido el estudio de las funciones de Whitney ofreciendo resul-
tados conocidos que se encuentran, en la mayoŕıa de los casos,
en referencias muy especializadas sobre este tema, damos prue-
bas detalladas de la mayoŕıa de las afirmaciones con la intención
de que esto sirva como base para posteriores estudios que nos
abrirán camino para el acercamiento de otras propiedades, que
no se estudian en este trabajo, como las propiedades Whitney-
reversibles, fuertemente Whitney-reversible y secuencialmente
fuerte Whitney-reversible, entre otras; particularmente, se puede
estudiar el trabajo realizado por Alejandro Illanes y Roćıo Leonel
denominado “Whitney Equivalent Continua” publicado en To-
pology Proceedings 2012, vea [9].

A continuación se habla brevemente de la vida y obra de
Hassler Whitney:

Whitney asistió a la Universidad de Yale, donde recibió su
primer grado en 1928. En la Universidad de Harvard, fue galar-
donado con el doctorado en 1932, otorgado por una tesis sobre
la teoŕıa de grafos bajo la supervisión de George David Birkhoff,
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haciendo una importante contribución al teorema de los cuatro
colores. Whitney se casó con Margaret Howell R., el 30 de mayo
de 1930, tuvieron tres hijos, James, Carol, y Marian; él con-
tinuó trabajando en Harvard, siendo nombrado instructor en
matemáticas desde 1930 hasta 1935, aunque entre los años de
1931− 1933 los pasó como Investigador en el Consejo Nacional
de Investigación en Harvard y Princeton. A partir de 1935 fue
ascendido a profesor asistente y luego a partir de 1940 profesor
asociado. De 1943 a 1945 fue miembro del Grupo de Matemática
Aplicada de la Comisión de Investigación de la Defensa Nacional.
Harvard hizo a Whitney profesor de tiempo completo en 1946 y
ocupó esta cátedra hasta que aceptó una oferta del Instituto de
Estudios Avanzados de Princeton de una plaza de profesor en
1952. Whitney publicó el libro integración geométrica en 1957
que describe su trabajo sobre las interacciones entre la topoloǵıa
algebraica y la teoŕıa de la integración. Este tema fue objeto de la
conferencia que dio Whitney para el Congreso Internacional de
Matemáticos, celebrado en Cambridge, Massachusetts en 1950.
Su segundo libro de variedades anaĺıticas complejas se publicó en
1972; más información de la vida de Whitney se puede revisar en:
http : //www−history.mcs.st−and.ac.uk/Biographies/Whit-
ney.html.

Maŕıa Castro Sánchez
Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas,

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
2013





Caṕıtulo 1

Hiperespacios de continuos

En este caṕıtulo enunciamos algunos conceptos y resultados
que son necesarios para el desarrollo de esta tesis. La inten-
ción de este trabajo es que cualquiera que posea cierta madurez
matemática, sea capaz de entenderlo. Es importante resaltar que
los criterios para decidir probar un resultado se deben a que al-
gunos teoremas resultan no ser tan obvios y fue necesario hacer
notar dicho procedimiento, además, cada uno de los resultados
presentados nos fue abriendo camino para llegar a nuestro obje-
tivo de este trabajo que es dar las demostraciones a detalle de
dos propiedades de Whitney. En todo este trabajo si X es un
espacio topológico y A un subconjunto de X, los śımbolos A,
Fr(A) e Int(A) denotan la cerradura de A, la frontera de A y el
interior de A en X, respectivamente. Si A ⊂ Y ⊂ X, entonces
AY , FrY (A) e IntY (A) denotan la cerradura de A, la frontera
de A y el interior de A en el subespacio Y de X, respectiva-
mente. La cardinalidad de un conjunto A se representa por |A|.
Como es usual, los śımbolos ∅, N, R y R2, representan el con-
junto vaćıo, el conjunto de los números naturales, el conjunto
de los números reales y el plano euclidiano, respectivamente. Un
espacio topológico es no degenerado si tiene más de un punto.

1



2 Hiperespacios de continuos

Sean X un espacio topológico y p ∈ X; un subconjunto V de
X es una vecindad de p si existe un abierto U en X tal que
p ∈ U ⊂ V .

1.1. Continuos

A continuación mencionamos las definiciones transcenden-
tales de nuestro trabajo de investigación.

Las ráıces del concepto de continuo están en la noción de
continuidad. En la segunda mitad del siglo XIX los matemáticos
iniciaron un lento (y dif́ıcil) avance para establecer los concep-
tos básicos del Analysis Situs, como se llamaba en ese tiempo la
topoloǵıa. Muchos de los objetos estudiados en el periodo ini-
cial de la topoloǵıa eran considerados como subconjuntos de la
ĺınea real, el plano o más generalmente del n-espacio Euclidiano
para un entero positivo arbitrario n. La primera clase de espa-
cios abstractos a la cual fueron generalizados varios conceptos y
resultados fue la clase de los espacios métricos, definidos en 1906
por M. Fréchet, aunque el término espacio métrico fue introduci-
do hasta 1914 por F. Hausdorff. Uno de los conceptos básicos de
la topoloǵıa es la conexidad; la definición actual de este concepto
fue introducida en 1893 por C. Jordan. Otro concepto topológico
relacionado con la noción de continuo es el de compacidad; su
origen está vinculado con un teorema demostrado en 1895 por
É. Borel, el cual establece que toda cubierta abierta numerable
de un intervalo cerrado tiene una subcubierta finita. La defini-
ción actual esencialmente se debe a P. S. Aleksandrov y a P. S.
Urysohn, vea [2, pág. 225].

Definición 1.1. Un continuo es un espacio métrico no vaćıo,
compacto y conexo.
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Ejemplo 1.2. (1) El intervalo cerrado [0, 1] es un continuo.

(2) Un arco es un espacio topológico homeomorfo al intervalo
cerrado [0, 1].

(3) La circunferencia unitaria S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}
es un continuo.

(4) Una curva cerrada simple es un espacio topológico ho-
meomorfo a S1.

1.2. Hiperespacios

La teoŕıa de los hiperespacios tiene sus inicios en los primeros
años del siglo XX con los trabajos de F. Hausdorff y L. Vietoris.

Definición 1.3. Dado un continuo X, sean

2X = {A : A 6= ∅ y A es cerrado en X} y

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}.

Definición 1.4. Sean X un continuo con métrica d , A ∈ 2X y
ε > 0, la ε-nube alrededor de A (o la nube con centro en A y
radio ε) es el conjunto N(ε, A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que
d(a, x) < ε}.

Definición 1.5. Sean X un continuo con métrica d. Si a ∈ X
y ε > 0, la bola abierta en X con centro en a y radio ε es el
conjunto

B(a, ε) = {x ∈ X : d(a, x) < ε}.

El siguiente resultado relaciona el conjunto con su nube, y la
nube con las bolas.
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Teorema 1.6. Si X es un continuo, A ∈ 2X y ε > 0, entonces

A ⊂ N(ε, A) y N(ε, A) =
⋃
a∈AB(a, ε).

Demostración. Supongamos ε > 0 y A ∈ 2X . Para cada a ∈ A,
d(a, a) = 0 < ε. Aśı A ⊂ N(ε, A).

Por otro lado, sea p ∈
⋃
a∈AB(a, ε), consecuentemente existe

a1 ∈ A tal que p ∈ B(a1, ε), es decir, d(a1, p) < ε, luego p ∈
N(ε, A). Aśı,

⋃
a∈AB(a, ε) ⊂ N(ε, A).

Sólo falta mostrar que N(ε, A) ⊂
⋃
a∈AB(a, ε). Para esto, sea

p ∈ N(ε, A), consecuentemente existe a0 ∈ A tal que d(a0, p) < ε

luego p ∈ B(a0, ε), por lo que p ∈
⋃
a∈AB(a, ε). Aśı N(ε, A) ⊂⋃

a∈AB(a, ε).
Por lo tanto, N(ε, A) =

⋃
a∈AB(a, ε).

Por consiguiente, cada conjunto de la forma N(ε, A) es abier-
to en X. Más aún, si a ∈ X, entonces N(ε, {a}) = B(a, ε).

El siguiente resultado contiene propiedades relacionadas con
el concepto de nube.

Teorema 1.7. Sean X un continuo, A,B ∈ 2X y ε > 0. En-
tonces se cumplen las siguientes propiedades.

(1) si 0 < δ < ε y A ⊂ B, entonces N(δ, A) ⊂ N(ε, B).

(2) N(ε, A) ∪N(ε, B) = N(ε, A ∪B).

(3) N(ε, A) =
⋃

0<δ<ε

N(δ, A).

Demostración. (1) Sea x ∈ N(δ, A). Existe a ∈ A tal que d(a, x)
< δ. Como δ < ε, tenemos que d(a, x) < ε. Puesto que, A ⊂ B,
consecuentemente a ∈ B, de donde x ∈ N(ε, B). Por lo tanto,
N(δ, A) ⊂ N(ε, B).
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(2) Por el inciso (1) de este teorema, N(ε, A) ⊂ N(ε, A ∪B)
y N(ε, B) ⊂ N(ε, A ∪B). Aśı,

N(ε, A) ∪N(ε, B) ⊂ N(ε, A ∪B). (1.2.1)

Ahora, sea z ∈ N(ε, A∪B). Existe b ∈ A∪B tal que d(b, z) <
ε. Tenemos dos casos b ∈ A o b ∈ B.

(i) Si b ∈ A, entonces z ∈ N(ε, A).

(ii) Si b ∈ B, entonces z ∈ N(ε, B).

En ambos casos, z ∈ N(ε, A) ∪N(ε, B). Por lo tanto,

N(ε, A ∪B) ⊂ N(ε, A) ∪N(ε, B). (1.2.2)

De (1.2.1) y (1.2.2), tenemos queN(ε, A)∪N(ε, B) =N(ε, A∪
B).

(3) Sea x ∈ N(ε, A). Existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε. Sea δ
tal que d(x, a) < δ < ε. De aqúı, 0 < δ < ε y x ∈ N(δ, A). Por
lo tanto

N(ε, A) ⊂
⋃

0<δ<ε

N(δ, A) (1.2.3)

Por el inciso (1) de este teorema,⋃
0<δ<ε

N(δ, A) ⊂ N(ε, A) (1.2.4)

De (1.2.3) y (1.2.4), tenemos que N(ε, A) =
⋃

0<δ<ε

N(δ, A).

Recordemos que

d(A,B) = ı́nf {d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}
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denota la distancia entre los subconjuntos A y B del continuo
X con métrica d.

Una propiedad adicional relacionada con el concepto de nube,
de suma importancia, es la que sigue.

Teorema 1.8. Si X es un continuo, A ∈ 2X y U un abierto en X
tales que A ⊂ U, entonces existe ε > 0 tal que A ⊂ N(ε, A) ⊂ U.

Demostración. Como A es cerrado en X, X − U es compacto y
A ⊂ U, tenemos que d(A,X−U) > 0. Sea ε = d(A,X−U)

2 y supon-
gamos que p ∈ N(ε, A). De aqúı, para algún a ∈ A, p ∈ B(a, ε).

Si p ∈ X−U, notemos que d(A,X−U) ≤ d(p, a) < ε = d(A,X−U)
2 ,

esto es una contradicción. Por tanto p ∈ U. Luego N(ε, A) ⊂ U.

Finalmente, por el Teorema 1.6, tenemos que A ⊂ N(ε, A).

Definición 1.9. Sea X un continuo, para cada A,B ∈ 2X , sea

H(A,B) = ı́nf{ε > 0: A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)}.
De acuerdo a [12, Teorema (0.2), pág. 2], tenemos lo siguiente.

Teorema 1.10. Si X es un continuo, entonces (2X , H) es un
espacio métrico.

Si X es un continuo, la métrica de Hausdorff es H. Aśı 2X

con la métrica de Hausdorff se llama el hiperespacio de los
subconjuntos no vaćıos y cerrados en X y el subespacio de
(2X , H), C(X) es el hiperespacio de los subcontinuos de X.

Definición 1.11. Sean X un continuo, n ∈ N y U1, U2, . . . , Un
subconjuntos de X, no vaćıos. El vietórico de U1, U2, . . . , Un,
denotado por 〈U1, U2, . . . , Un〉, es el conjunto{
A ∈ 2X : A ⊂

n⋃
i=1

Ui y A∩Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}
}
.
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El siguiente resultado dota de una topoloǵıa al hiperespacio
2X de un continuo X dado, la demostración se puede consultar
en [5, Teorema (2.20), pág. 26].

Teorema 1.12. Si X es un continuo y B = {〈U1, U2, . . . , Un〉 :
U1, U2, . . . , Un son abiertos en X y n ∈ N}, entonces B es una
base para una topoloǵıa del hiperespacio 2X .

La topoloǵıa generada por B, denotada por τV es conocida
como la Topoloǵıa de Vietoris .

Todos los hiperespacios de un continuo los podemos conside-
rar ya sea con la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff
o con la topoloǵıa de Vietoris, de manera indistinta, vea [5, Teo-
rema (2.22), pág. 27].

Los hiperespacios 2X y C(X) siempre los consideramos con
la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff.

La demostración del siguiente resultado se puede consultar
en [12, Teorema (1.13), pág. 65].

Teorema 1.13. Si X es un continuo, entonces 2X y C(X) tam-
bién son continuos.

Teorema 1.14. Si X es un continuo con métrica d, entonces se
cumple lo siguiente:

(1) Si A,B ∈ 2X y ε > 0, entonces H(A,B) < ε si y sólo si
A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A).

(2) Para cada m ∈ N, sean Am, Bm ∈ 2X tales que Am ⊂ Bm.
Si las sucesiones {Am}∞m=1 y {Bm}∞m=1 convergen a A y B
en 2X , respectivamente, entonces A ⊂ B.



8 Hiperespacios de continuos

Demostración. (1) Sean E = {δ > 0: A ⊂ N(δ, B) y B ⊂
N(δ, A)}. Supongamos que H(A,B) < ε. Luego existe δ ∈ E
tal que δ < ε. De donde A ⊂ N(δ, B) y B ⊂ N(δ, A). Por
el Teorema 1.7 inciso (1), N(δ, A) ⊂ N(ε, A) y N(δ, B) ⊂
N(ε, B), concluimos que A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A).

Rećıprocamente:

(i) Supongamos B ⊂ N(ε, A). Por el Teorema 1.7 inciso (3),
tenemos que N(ε, A) =

⋃
0<δ<εN(δ, A). De donde, B ⊂⋃

0<δ<ε N(δ, A). Luego, dado que B es compacto, existen
n ∈ N y números positivos δ1, . . . , δn tales que B ⊂

⋃n
i=1

N(δi, A). Pongamos r1 = máx{δ1, . . . , δn}. Tenemos que
0 < r1 < ε y B ⊂ N(r1, A).

(ii) Análogamente al caso (i). Suponiendo que A ⊂ N(ε, B),
existe r2 tal que 0 < r2 < ε y A ⊂ N(r2, B).

Finalmente, sea r = máx{r1, r2}, tenemos que 0 < r < ε, A ⊂
N(r, B) y B ⊂ N(r, A). Aśı r ∈ E, luego ı́nf E ≤ r. Por lo
tanto, H(A,B) < ε.

Por lo tanto, si A,B ∈ 2X y ε > 0, entonces H(A,B) < ε si
y sólo si A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A).

(2) Supongamos que A 6⊂ B. Fijemos a ∈ A − B y ε > 0
tal que ε < d({a}, B). Sea k ∈ N tal que H(A,Ak) < ε

2 y
H(B,Bk) < ε

2 , se sigue de la parte (1) que A ⊂ N(ε2 , Ak)
y Bk ⊂ N(ε2 , B). Luego existe x ∈ Ak tal que d(a, x) < ε

2 .
Como Ak ⊂ Bk, tenemos que x ∈ Bk; luego existe b ∈ B tal
que d(x, b) < ε

2 . Finalmente, d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, b) < ε
2 +

ε
2 = ε. Notemos que, ε < dist(a,B) ≤ d(a, b) < ε, esto es una
contradicción.

Por lo tanto, A ⊂ B.
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El Teorema 1.15, conocido como el criterio M. de Weierstrass,
muestra una manera de construir funciones continuas a partir
de sucesiones de funciones continuas. Esto ayudará para dar una
expresión expĺıcita de algunas funciones de Whitney como en el
Teorema 2.9. Una demostración de este criterio de Weierstrass
se puede deducir del resultado que se encuentra en [7, Teorema
(10.5), pág. 85].

Teorema 1.15. Sea X un espacio topológico. Si {µn}∞n=1 es una
sucesión de funciones continuas de X en R tales que para toda
n ∈ N y para toda x ∈ X, | µn(x) |≤ M , entonces la función µ,

definida por µ(x) =
∑∞

n=1
µn(x)

2n , es una función continua.

El resultado que sigue, conocido como el Teorema del pegado
(o empalme) de funciones, también muestra una manera de cons-
truir funciones continuas a partir de funciones continuas dadas.
Esto nos servirá para probar la continuidad de la función defini-
da como el máximo de dos funciones de Whitney. Una prueba
de este Teorema se puede consultar en [4, Teorema (1.F.6), pág.
32].

Teorema 1.16. Sean X y Y espacios topológicos y A y B sub-
conjuntos cerrados en X, tales que X = A∪B. Sean f : A→ Y
y g : B → Y funciones continuas. Si f(x) = g(x) para cada
x ∈ A ∩ B, entonces f y g se combinan para dar una función
continua h : X → Y , definida mediante h(x) = f(x) si x ∈ A, y
h(x) = g(x) si x ∈ B.

En la teoŕıa de los hiperespacios es de mucha ayuda tener
ideas geométricas de cómo son. A continuación, presentamos los
hiperespacios para el continuo más simple que es el intervalo
cerrado [0, 1] y S1.
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Ejemplo 1.17. (1) El hiperespacio de los subcontinuos del in-
tervalo cerrado C([0, 1]) = {(a, b) ∈ R2 : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1},
vea [10, Teorema (3.2)].

(2) El hiperespacio de los subcontinuos de la circunferencia
C(S1) = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, vea [10, Teorema
(3.4)].

1.3. Funciones continuas entre continuos

Varias de las propiedades de las funciones continuas entre
continuos son muy importantes. Ellas han representado un tema
muy interesante de estudio e investigación para los especialistas
en teoŕıa de continuos.

Las funciones continuas y homeomorfismos entre espacios abs-
tractos fueron considerados por primera vez por M. Fréchet en
1910. Desde un punto de vista estrecho, la noción de homeomor-
fismo, fue presentada primero por H. Poincaré (1854−1912). La
primera exposición sistemática y exhaustiva sobre estas clases
de funciones fue dada, en 1914, por F. Hausdorff. Una de las
clases más importantes de funciones, que de manera natural
está colocada entre la clase de todas las funciones y la clase
de los homeomorfismos, es la de las funciones abiertas. En 1913,
H. Weil introdujo la noción de función abierta para funciones del
plano en si mismo. En 1931, N. Aronszajn definió las funciones
abiertas entre espacios topológicos y en 1937, G. T. Whyburn
estudió las funciones abiertas entre espacios compactos, vea [2,
pág. 225].

Definición 1.18. SeanX y Y continuos, una función f : X → Y
es abierta si para cualquier conjunto abierto U en X, la imagen
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f(U) es un conjunto abierto en Y .

De manera similar, también existe el concepto que sigue.

Definición 1.19. SeanX y Y continuos, una función f : X → Y
es cerrada si para cualquier conjunto cerrado E en X, la imagen
f(E) es un conjunto cerrado en Y .

Las funciones continuas entre continuos siempre son cerradas,
como mostramos a continuación.

Teorema 1.20. Si X, Y son continuos y f : X → Y es una
función continua, entonces f es cerrada.

Demostración. Supongamos queX y Y son continuos y f : X →
Y es una función continua. Tomemos A cerrado en X, luego A
es compacto, consecuentemente f(A) es compacto.

Mostremos que Y − f(A) es abierto en Y .
Sea x0 un punto de Y − f(A). Para cada punto a de f(A),

como Y es de Hausdorff, existen abiertos y ajenos Ua y Va que
contienen a los puntos x0 y a, respectivamente. La colección
{Va : a ∈ f(A)} es una cubierta de f(A) de conjuntos abiertos en
Y ; por lo tanto, existe un número finito Va1, . . . , Van que cubren
a f(A). El conjunto abierto V = Va1 ∪ . . .∪Van contiene a f(A),
y es ajeno del conjunto abierto U = Ua1 ∩ . . . ∩ Uan formado
por las intersecciones de los correspondientes abiertos de Y que
contienen a x0. Sea z ∈ V, para alguna i, tenemos que z ∈ Vai.
Por lo tanto z /∈ Uai, aśı z /∈ U . De manera análoga, se puede
ver que si z ∈ U, entonces z /∈ V. Luego, U es un abierto de Y
que contienen a x0 ajeno de f(A). Aśı, Y − f(A) es abierto en
Y . Por lo tanto, f(A) es cerrado en Y .

Las funciones monótonas fueron estudiadas por primera vez,
en 1925, por R. L. Moore en términos de descomposiciones semi-
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continuas superiores ; las funciones monótonas fueron introduci-
das, en 1934, por G. T. Whyburn, quien demostró que las propie-
dades de ser un arco o una curva cerrada simple son invariantes
bajo funciones monótonas, vea [2, pág. 225].

Definición 1.21. SeanX y Y continuos, una función f : X → Y
es monótona, si para cada y ∈ Y, tenemos que f−1(y) es conexo.

Veamos que existe una función abierta que no es monótona,
como sigue.

Ejemplo 1.22. Si f : [−1, 1] → [0, 1] es la función definida,
para toda t ∈ [−1, 1] , por f (t) = |t| , entonces

f es abierta y no es monótona.

Demostración. Veamos que f es una función abierta. Para esto,
basta considerar los siguientes casos:

(1) Para un subconjunto abierto (a, b) del arco [−1, 1], tenemos
que

f ((a, b)) =


(a, b) , si 0 < a,
(−b,−a) , si b < 0,
[0,máx {−a, b}), si a < 0 < b,
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aśı, f ((a, b)) es un subconjunto abierto de [0, 1].

(2) Sea [−1, b) un subconjunto abierto de [−1, 1], luego

f ([−1, b)) =

{
(−b, 1] , si b ≤ 0,
[0, 1] , si b > 0.

que son conjuntos abiertos en [0, 1].

(3) Sea (a, 1] un subconjunto abierto de [−1, 1], luego

f ((a, 1]) =

{
(a, 1] , si a ≥ 0,
[0, 1] , si a < 0.

que son conjuntos abiertos en [0, 1].

La función f no es una función monótona por que f−1 (1) =
{x ∈ [−1, 1] : f (x) = 1} = {−1} ∪ {1}, es disconexo.

Veamos que existe una función monótona y que no es abierta,
como sigue.

Ejemplo 1.23. SiX =
([

1
4 ,

1
2

]
×
{

3
4

})
∪
({

1
2

}
×
[

1
4 ,

3
4

])
∪ (
[

1
2 ,

3
4

]
×
{

1
4

}
) y Y =

[
1
4 ,

3
4

]
, entonces la función f : X → Y definida,

para cada punto (x, y) ∈ X por f ((x, y)) = x, es monótona y
no es abierta.
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Demostración. Veamos que f es una función monótona. Consi-
deremos los dos casos posibles.

(1) Si y ∈ Y \
{

1
2

}
, entonces

f−1 (y) =

{ (
y, 3

4

)
, si 1

4 ≤ y < 1
2 ,(

y, 1
4

)
, si 1

2 < y ≤ 3
4 .

Aśı, f−1 (y) es conexo.
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(2) Si y = 1
2 , entonces

f−1 (y) =

{
1

2

}
×
[

1

4
,
3

4

]
.

Aśı, f−1 (y) es conexo.

Por lo tanto, f es monótona.
El conjunto A =

{
1
2

}
×
(

1
3 ,

1
2

)
es abierto en X. Como f (A) ={

1
2

}
y
{

1
2

}
no es abierto en Y , tenemos que f no es abierta.

El siguiente teorema, conocido como el Teorema del Cable
Cortado es muy utilizado en la teoŕıa de los continuos. Una de-
mostración de este resultado se puede consultar en [11, Teorema
(5.2), pág. 72].

Teorema 1.24. Sean A y B subconjuntos cerrados de un espa-
cio métrico compacto X. Si ningún subconjunto conexo de X
intersecta tanto a A como a B, entonces existen dos subconjun-
tos cerrados y ajenos X1 y X2 de X tales que X = X1 ∪ X2,
A ⊂ X1 y B ⊂ X2.

El resultado que sigue lo usaremos para probar el Teorema
1.27. Una demostración de este resultado se puede consultar en
[1, Proposición (2.8), pág. 47].

Teorema 1.25. Sean X, Y continuos y f : X → Y una función
abierta. Si Z ⊂ Y, entonces f |f−1(Z) : f−1(Z)→ Z es abierta.

Las funciones confluentes son una generalización de las fun-
ciones monótonas y abiertas, esta noción la introdujo Janusz J.
Charatonik en 1964, vea [2, pág. 225].

Definición 1.26. SeanX y Y continuos, una función f : X → Y
es confluente, si para cada subcontinuo B de Y y cada compo-
nente conexa C de f−1(B), tenemos que f(C) = B.
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De aqúı en adelante a las componentes conexas se les lla-
mará simplemente componentes.

Teorema 1.27. Sean X y Y continuos, f : X → Y una función
continua y suprayectiva. Si f es una función abierta, entonces f
es confluente.

Demostración. Supongamos que f no es confluente, aśı, existen
un subcontinuo B de Y y una componente C de f−1(B) tales que
f(C) 6= B. Ya que f(C) ⊂ B, existen b ∈ B tal que C∩f−1(b) =
∅. Dado que C es componente de f−1(B), tenemos que C es
cerrado en f−1(B). Como f es continua, f−1(b) es cerrado en
f−1(B).

Veamos que ningún subconjunto conexo de f−1(B) intersecta
tanto a C como a f−1(b). Para esto suponemos lo contrario, es
decir, existe un conexo R en f−1(B) tal que R ∩ f−1(b) 6= ∅ y
R ∩ C 6= ∅.

Dado que C es una componente de f−1(B), tenemos que R ⊂
C, lo cual implica que C∩f−1(b) 6= ∅, esto es una contradicción.

Por el Teorema 1.24, tenemos que f−1(B) = G ∪H donde G
y H son subconjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos en f−1(B),
con C ⊂ G y f−1(b) ⊂ H.

Veamos que f(G) es abierto, cerrado y distinto del vaćıo.
Puesto que G = (X − H)

⋂
f−1(B), se sigue que G es abierto

en f−1(B). Como f es una función abierta, por el Teorema 1.25,
tenemos que f |f−1(B) (G) = f(G) es abierto en B. Dado que G
es compacto y f es una función continua, f(G) es cerrado en B
y F (G) 6= ∅, ya que G 6= ∅. Por la conexidad de B, se cumple
que B = f(G). Luego, b ∈ f(G), es decir, f−1(b) ∩ G 6= ∅, esto
contradice que H y G son ajenos. Por lo tanto, f es una función
confluente.
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Veamos que existe una función continua, suprayectiva y con-
fluente que no es abierta.

Ejemplo 1.28. Sean X1 = {(x, y) ∈ R2 : 1 < x < 2, y =
sen( 1

x−1)}, X2 = {(x, y) ∈ R2 : x = 1,−1 ≤ y ≤ 1} y X3 =
{(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, y = 1}. Definamos X = X1∪X2∪X3,
Y = X1 ∪X2 y consideremos la función f : X → Y definida por

f (x, y) =

{
(x, y) , si (x, y) ∈ X1 ∪X2,
(y, x) , si (x, y) ∈ X3.

Entonces f es confluente y no es abierta.

Demostración. Notemos que f es continua y suprayectiva. Vea-
mos que f es confluente. Sea B ∈ C(Y ). Tenemos los siguientes
casos:

(1) B ∈ C(X1). En este caso, f−1(B) = B. Aśı que f−1(B) sólo
tiene una componente, B, y es tal que f(B) = B.

(2) B ∈ C(X2). En este caso, f−1(B) tiene dos componentes,
digamos A1 y A2. Además, una de estas dos componentes,
supongamos que A1, es igual a B. Luego, por la definición
de f , tenemos que f(A1) = B = f(A2).

(3) Existe b ∈ (1, 2] tal que B = X2 ∪ {(x, y) ∈ R2 : 1 < x ≤
b, y = sen 1

(x−1)}. En este caso, notemos que f−1(B) = B ∪
X3. Aśı que, f−1(B) tiene sólo una componente, B ∪X3, y
es tal que f(B ∪X3) = B.

Por lo tanto, f es confluente.

Ahora veamos que f no es abierta. Para esto, tomemos el
conjunto abierto U = {(x, y) ∈ R2 : − 1 < x < 1, y = 1} en X.
Notemos que f(U) = {(x, y) ∈ R2 : x = 1,−1 < y < 1}. Fijemos
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z ∈ f(U). Observemos que, para cada ε > 0, B(z, ε) 6⊂ f(U).
Consecuentemente, f(U) no es un conjunto abierto en Y . Por lo
tanto, f no es abierta.

El siguiente resultado es una caracterización de una función
monótona; con el cual se demuestra en el Teorema 1.30, que
las funciones monótonas son confluentes. Una demostración del
Teorema 1.29 se puede consultar en [1, Teorema (2.4), pág. 45].

Teorema 1.29. Sean X y Y continuos, f : X → Y una función
continua y suprayectiva es monótona si y sólo si para cada B ∈
C(Y ), tenemos que f−1(B) ∈ C(X).

Teorema 1.30. Sean X y Y continuos, f : X → Y una fun-
ción continua y suprayectiva. Si f es monótona, entonces f es
confluente.

Demostración. Sean B ∈ C(Y ) y C una componente de f−1(B).
Veamos que f(C) = B. Como f es monótona, por el Teorema
1.29, tenemos que f−1(B) ∈ C(X). Luego, C = f−1(B). Como
f es suprayectiva, f(C) = f(f−1(B)) = B. Por lo tanto, f es
confluente.

Veamos que existe una función continua, suprayectiva y con-
fluente que no es monótona.

Ejemplo 1.31. Si f : [−1, 1] → [0, 1] es una función definida,
para toda t ∈ [−1, 1] , por

f (t) = |t| ,
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entonces f es una función confluente y no es monótona.

Demostración. Veamos que f es confluente.

Los subcontinuos de [0, 1] se pueden caracterizar de dos for-
mas: los subespacios homeomorfos a [0, 1] y los subespacios sin-
gulares.

(1) Para el intervalo cerrado [a, b] de [0, 1], tenemos que

f−1 ([a, b]) =

{
[−b,−a] ∪ [a, b] , si a > 0,
[−b, b] , si a = 0.

Cada componente de f−1 ([a, b]), evidentemente, tiene ima-
gen, bajo f, igual al intervalo [a, b] .

(2) Para cualquier punto c en [0, 1], tenemos que

f−1 (c) =

{
{−c} ∪ {c} , si c 6= 0,
{c} , si c = 0.

Cada componente de f−1 (c) consiste de un punto cuya ima-
gen, bajo f, es igual al conjunto de partida {c} .
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De lo visto en los casos (1) y (2) se sigue que f es confluente.
Ahora veamos que f no es monótona.
Como f−1 (1) = {−1} ∪ {1}, tenemos que f−1 (1) es dis-

conexo. Por lo tanto f no es una función monótona.

Teorema 1.32. Sean X, Y y Z continuos. Si f : X → Y y
g : Y → Z son funciones confluentes, entonces la función g ◦
f : X → Z es confluente.

Demostración. Sean B un subcontinuo de Z y C una compo-
nente de (g ◦ f)−1(B). Veamos que (g ◦ f)(C) = B.

Sean D la componente de g−1(B) tal que f(C) ⊂ D y E

la componente de f−1(D) tal que C ⊂ E. De donde, tenemos
que C ⊂ E ⊂ f−1(D) ⊂ f−1(g−1(B)). Luego, C ⊂ E ⊂ (g ◦
f)−1(B), entonces C = E, por que C es una componente de
(g◦f)−1(B). Como, f es confluente, f(C) = f(E) = D. Además,
g es confluente, aśı g(f(C)) = g(f(E)) = g(D) = B, es decir,
(g ◦ f)(C) = B. Por lo tanto, g ◦ f : X → Z es confluente.

Definición 1.33. Sea X un espacio métrico, X es totalmente
disconexo, si cada componente de X consiste de un sólo punto.

Definición 1.34. Una función continua f : X → Y es lige-
ra si para cada x ∈ X, tenemos que f−1(f(x)) es totalmente
disconexo.

Teorema 1.35. Sean X, Y y Z continuos. Si f : X → Y y
g : Y → Z son funciones ligeras, entonces la función g ◦ f : X →
Z es ligera.

Demostración. Sean A ∈ C(X) y z ∈ Z tales que A ⊂ (g ◦
f)−1(z). Como (g ◦ f)−1(z) = f−1(g−1(z)), tenemos que f(A) ⊂
g−1(z). Sabemos que g es una función ligera y f(A) ∈ C(Y ),
tenemos que f(A) es degenerado, es decir, existe y ∈ Y tal
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que f(A) = {y}. Dado que f es una función ligera, f−1(y) =
f−1({y}) es totalmente disconexo. Y además, A ⊂ f−1(f(A)) =
f−1(y), consecuentemente A es degenerado. Es decir, para cada
x ∈ X, cada componente de (g ◦ f)−1(g ◦ f(x)) consiste de un
sólo punto. Por lo tanto, la función g ◦ f : X → Z es ligera.

En los Teoremas 2.20, 2.21 y 2.22 estudiaremos funciones li-
geras.

1.4. Arcos ordenados

Definición 1.36. Sean X un continuo y A,B ∈ 2X tales que
A  B. Una función continua α : [0, 1] → 2X es un arco orde-
nado de A a B en 2X si cumple lo siguiente:

(1) α(0) = A y α(1) = B.

(2) si t, s ∈ [0, 1] tales que t < s, entonces α(t)  α(s).

Definición 1.37. Sean X, Y continuos, una función f : X → Y

es un homeomorfismo si f es una función biyectiva, continua y
f−1 es una función continua.

A continuación presentamos unos resultados importantes, para
el estudio de ciertas propiedades en los hiperespacios.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [6,
Teorema (1.54), pág. 40].

Teorema 1.38. Sean X un continuo con métrica d y A0, A1 ∈
2X tales que A0 6= A1, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) existe un arco ordenado en 2X de A0 a A1.
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(2) A0 ⊂ A1 y cada componente de A1 intersecta a A0.

Teorema 1.39. Sea X un continuo. Si α es un arco ordenado
en 2X comenzando con A0 ∈ C(X), entonces el arco ordenado
está contenido en C(X), es decir, α([0, 1]) ⊂ C(X).

Demostración. Sean t ∈ (0, 1] y B = α(t). Sea β el subarco de α
con puntos finales A0 y B. Por la Definición 1.36, β es un arco
ordenado de A0 a B. Aśı, por el Teorema 1.38, tenemos que

(1) A0 ⊂ B y

(2) cada componente de B intersecta a A0.

De (1), tenemos que

(3) B = ∪{A0 ∪K : K es una componente de B}.

Por (2) y además como A0 es conexo, tenemos que

(4) para cada componente K de B, tenemos que A0 ∪ K es
conexo.

Por (3) y (4), concluimos queB ∈ C(X). Por lo tanto, α([0, 1]) ⊂
C(X).

Tenemos la siguiente consecuencia.

Corolario 1.40. Si X es un continuo, A,B ∈ C(X) con A  B,
entonces existe un arco ordenado de A a B contenido en C(X).

Demostración. Si X es un continuo, A,B ∈ C(X) con A  B
y cada componente de B intersecta a A, por el Teorema 1.38
existe un arco ordenado en 2X de A a B. Aśı, por el Teorema
1.39, el arco ordenado de A a B está contenido en C(X).



Caṕıtulo 2

Dos Propiedades de Whitney

2.1. Funciones de Whitney

Definición 2.1. Sea X un continuo. Una función de Whitney
para el hiperespacio 2X es una función continua µ : 2X → R
tal que

(1) para cada x ∈ X, µ({x}) = 0 y

(2) para cada A, B ∈ 2X tales que A ⊂ B y A 6= B, tenemos
que µ(A) < µ(B).

Una función de Whitney para el hiperespacio C(X) es
una función continua de C(X) en R que satisface las condiciones
(1) y

(3) para cada A, B ∈ C(X) tales que A ⊂ B y A 6= B, tenemos
que µ(A) < µ(B).

La restricción a C(X) de una función de Whitney para 2X

es una función de Whitney para C(X), como se muestra en el
siguiente resultado.

23
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Teorema 2.2. Si X es un continuo y µ : 2X → R es una función
de Whitney para 2X , entonces µ |C(X) es una función de Whitney
para C(X).

Demostración. (i) Por demostrar que µ |C(X) : C(X)→ R es una
función continua.

Sea U un subconjunto abierto en R, es decir, por demostrar
(µ |C(X))

−1(U) es un abierto en C(X), es decir, (µ |C(X))
−1(U) =

V
⋂
C(X) para algún abierto V en 2X . Como µ es una fun-

ción continua, tenemos que µ−1(U) es un abierto en 2X , y luego
µ−1(U)

⋂
C(X) es un abierto en C(X). Como (µ |C(X))

−1(U) =
µ−1(U)

⋂
C(X), tenemos que µ |C(X) : C(X)→ R es una fun-

ción continua.
(ii) Para cada x ∈ X, tenemos que µ |C(X) ({x}) = µ({x}) =

0.
(iii) Como µ |C(X) (B) = µ(B) para cada B ∈ C(X), resulta

que como A,B ∈ C(X) en particular A,B ∈ 2X , tales que
A ⊂ B y A 6= B, tenemos que µ(A) < µ(B), es decir, µ |C(X)

(A) < µ |C(X) (B). Por lo tanto, µ |C(X) es una función de
Whitney para C(X).

Ejemplo 2.3. La rećıproca del Teorema 2.2 no se cumple: La
función diámetro diám: 2[0,1] → [0, 1] no es una función de
Whitney para 2[0,1], ya que diám([0, 1]) = diám({0, 1}).

Sin embargo, si restringimos esta función a C([0, 1]), la nueva
función śı es una función de Whitney para C([0, 1]).

Teorema 2.4. Si X es un continuo arco conexo y la función
diámetro es una función de Whitney para C(X), entonces X es
un arco.

Demostración. Supongamos que d es la métrica del continuo X.
Sean p, q ∈ X tales que el diám(X) = d(p, q). Por hipótesis
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existe un arco A en X que une los puntos p y q; es decir,
d(p, q) ≤ sup {d(x, y) : x, y ∈ A} = diám(A) ≤ diám(X) =
d(p, q). Por tanto, diám(A) = diám(X). Como diám es una fun-
ción de Whitney para C(X), tenemos que A = X. Por lo tanto,
X es un arco.

El resultado que sigue lo utilizamos para probar el Teorema
2.6.

Teorema 2.5. Sean X un continuo y µ una función de Whitney
para 2X . Para cada m ∈ N, sean Am, Bm ∈ 2X tales que Am ⊂
Bm y µ(Bm) − µ(Am) < 1

m . Si la sucesión {Am}∞m=1 converge a
A en 2X y {Bm}∞m=1 converge a B en 2X , entonces A = B.

Demostración. Como para cada m ∈ N, tenemos que Am ⊂ Bm,

por Teorema 1.14 (2), tenemos que A ⊂ B. Como µ es una
función de Whitney para 2X , tenemos que

µ(A) ≤ µ(B).

Notemos que

0 ≤ µ(B)− µ(A) = µ(ĺımBm) −µ(ĺımAm).

Como µ es continua, µ(ĺımBm) − µ(ĺımAm) = ĺımµ(Bm) −
ĺımµ(Am) = ĺım(µ(Bm)− µ(Am)) ≤ ĺım 1

m = 0.

Aśı, µ(B)−µ(A) = 0. Por lo tanto, µ(B) = µ(A). Como µ es
una función de Whitney para 2X , concluimos que A = B.

El siguiente resultado establece condiciones para estimar la
distancia entre dos elementos de 2X , mediante funciones de Whit-
ney.

Teorema 2.6. SiX es un continuo, µ es una función de Whitney
para 2X y H es la métrica de Hausdorff para 2X , entonces para
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cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada A, B ∈ 2X con A ⊂ B
y µ(B)− µ(A) < δ, tenemos que H(A,B) < ε.

Demostración. Supongamos, por el contrario, que existe ε > 0
tal que para cada δ > 0 existen Aδ, Bδ ∈ 2X con Aδ ⊂ Bδ,
µ(Bδ)− µ(Aδ) < δ y H(Aδ, Bδ) ≥ ε. En particular, para cada
m ∈ N, existen Am, Bm ∈ 2X con Am ⊂ Bm, µ(Bm)− µ(Am) <
1
m y H(Am, Bm) ≥ ε.

Como 2X es métrico compacto, la sucesión {Am}∞m=1 tiene una
subsucesión {Amk

}∞k=1 que converge a algún elemento A ∈ 2X .
Ahora, la respectiva subsucesión {Bmk

}∞k=1 de {Bm}∞m=1 tiene
una subsucesión {Bmkj

}∞j=1 que converge a algún elemento B ∈
2X . Aśı, tenemos dos subsucesiones {Amkj

}∞j=1 y {Bmkj
}∞j=1 de las

sucesiones {Am}∞m=1 y {Bm}∞m=1, respectivamente, que convergen
a A y B, respectivamente, tales que Amkj

⊂ Bmkj
y µ(Bmkj

) −
µ(Amkj

) < 1
mkj

.

Por el Teorema 2.5, tenemos que A = B, luego H(A,B) =
0. Por otro lado, como H(Amkj

, Bmkj
) ≥ ε > 0 = H(A,B),

consecuentemente ĺımH(Amkj
, Bmkj

) ≥ ε > 0, tenemos que 0 =

H(A,B) = H(ĺımAmkj
, ĺımBmkj

) ≥ ε > 0, esto es una contradic-
ción.

Teorema 2.7. SiX es un continuo, µ es una función de Whitney
para C(X) y ε > 0, entonces existe δ > 0 tal que para cada
K ∈ C(X) con diám(K) < δ cumple que µ(K) < ε.

Demostración. Supongamos, por el contrario, que para δ > 0
existe Kδ ∈ C(X) tal que diám(Kδ) < δ y µ(Kδ) ≥ ε. En
particular, para cada n∈N, existe Kn∈C(X) con diám(Kn) <

1
n

y µ(Kn) ≥ ε.
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Como C(X) es métrico compacto, la sucesión {Kn}∞n=1 tiene
una subsucesión {Knj}∞j=1 que converge a algún K ∈ C(X).

Como la función diámetro es continua consecuentemente, la
sucesión { diám(Knj)}∞j=1 converge a diám(K). Dado que para
cada j ∈ N, diám(Knj) <

1
nj
, tenemos que diám(K) = 0, es

decir, K = {x}. Por lo tanto, µ(K) = 0.
Por otro lado, para cada j ∈ N, µ(Knj) ≥ ε; y dado que

{µ(Knj)}∞j=1 converge a µ(K), tenemos que µ(K) ≥ ε. Esto es
una contradicción.

Teorema 2.8. SiX es un continuo, µ es una función de Whitney
para 2X y ε > 0, entonces existe δ > 0 tal que para cada K ∈ 2X

con diám(K) < δ cumple que µ(K) < ε.

Demostración. La prueba es similar a la demostración del Teo-
rema 2.7.

2.2. Existencia de funciones de Whitney

Las funciones de Whitney nos proporcionan una manera de
medir el tamaño de los elementos de 2X y constituyen una he-
rramienta muy importante para estudiar la estructura de los
hiperespacios.

Aqúı vemos la existencia de las funciones de Whitney y pre-
sentamos de manera expĺıcita la función.

Teorema 2.9. Si X es un continuo, entonces existen funciones
de Whitney para el hiperespacio 2X .

Demostración. Como X es un espacio métrico compacto, pode-
mos elegir un subconjunto denso y numerable D = {a1, a2, . . .}
de X.
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Para cada n ∈ N, sea µn : 2X → R definida, para cada A ∈
2X , por µn(A) = máx{d(a, an) : a ∈ A}− mı́n{d(a, an) : a ∈ A}.

(1) Para cada n ∈ N, veamos que µn es continua.

Demostración de (1). Sean ε > 0 y A,B ∈ 2X tales que
H(A,B) < ε

2 , mostremos que | µn(A) − µn(B) |< ε, es de-
cir, mostraremos que µn es uniformemente continua, con lo que
podemos asegurar que µn sea continua.

Como A y B son compactos, existen a0, a∗ ∈ A y b0, b∗ ∈ B
tales que

(i) d(an, a0) = máx{d(an, a) : a ∈ A},

(ii) d(an, a∗) = mı́n{d(an, a) : a ∈ A},

(iii) d(an, b0) = máx{d(an, b) : b ∈ B} y,

(iv) d(an, b∗) = mı́n{d(an, b) : b ∈ B}.

Es decir, µn(A) = d(an, a0)− d(an, ak).

Como H(A,B) < ε
2 , por el Teorema 1.14 (1), tenemos que

A ⊂ N(ε2 , B) y B ⊂ N(ε2 , A).

Como b0, b∗ ∈ B existen a, x ∈ A tales que d(a, b0) <
ε
2

y d(x, b∗) <
ε
2 . Tenemos que d(an, b0) ≤ d(an, a) + d(a, b0) <

d(an, a) + ε
2 ≤ d(an, a0) + ε

2 . Aśı que d(an, b0) − d(an, a0) <
ε
2 .

Por otra parte, d(an, a∗) ≤ d(an, x) ≤ d(an, b∗) + d(b∗, x) <
d(an, b∗) + ε

2 . Obtenemos d(an, a∗)− d(an, b∗) <
ε
2 .

Similarmente, d(an, a0)−d(an, b0) <
ε
2 y d(an, b∗)−d(an, a∗) <

ε
2 .

Como a0, a∗ ∈ A existen b, y ∈ B tales que d(a0, b) < ε
2

y d(a∗, y) < ε
2 . Tenemos que d(an, a0) ≤ d(an, b) + d(b, a0) <

d(an, b)+ ε
2 ≤ d(an, b0)+ ε

2 . Aśı, d(an, a0)−d(an, b0) <
ε
2 . Por otro
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lado, d(an, b∗) ≤ d(an, y) ≤ d(an, a∗) + d(a∗, y) ≤ d(an, a∗) + ε
2 .

Aśı, d(an, b∗)− d(an, a∗) <
ε
2 .

Por lo tanto, |d(an, b0) − d(an, a0)| < ε
2 y |d(an, a∗) −

d(an, b∗)| < ε
2 . De aqúı, | d(an, b0) − d(an, b∗) − (d(an, a0) −

d(an, a∗)) | < ε. Es decir, |µn(B)− µn(A)| < ε.

(2) Veamos que si x ∈ X y n ∈ N, entonces µn({x}) = 0.

Demostración de (2). Sean x ∈ X y n ∈ N. Notemos que
{d(an, a) : a ∈ {x}} = {d(an, x)}, luego µn({x}) = máx{d(an, x)}
− mı́n{d(an, x)} = d(x, an)− d(x, an) = 0.

(3) Mostremos que si A,B ∈ 2X y A ⊂ B, entonces para cada
n ∈ N, tenemos que µn(A) ≤ µn(B).

Demostración de (3). Sean A,B ∈ 2X tales que A ⊂ B. Note-
mos que para cada n ∈ N, {d(an, a) : a ∈ A} ⊂ {d(an, b) : b ∈
B}. De aqúı, máx{d(an, a) : a ∈ A} ≤ máx{d(an, b) : b ∈ B} y
mı́n{d(an, a) : a ∈ A} ≥ mı́n{d(an, b) : b ∈ B}.

Luego, máx{d(an, a) : a ∈ A} ≤ máx{d(an, b) : b ∈ B} y
−mı́n{d(an, a) : a ∈ A} ≤ −mı́n{d(an, b) : b ∈ B}. De donde,
µn(A) = máx{d(an, a) : a ∈ A} − mı́n{d(an, a) : a ∈ A} ≤
máx{d(an, b) : b ∈ B} − mı́n{d(an, b) : b ∈ B} = µn(B). Por
lo tanto, µn(A) ≤ µn(B) para n ∈ N.

(4) Veamos que la sucesión {µn}∞n=1 es uniformemente acota-
da.

Demostración de (4). Sea M = diám(X). Como X es com-
pacto, en particularX es acotado, luego µn(A) = máx{ d(an, a) :
a ∈ A} − mı́n{d(an, a) : a ∈ A} ≤ máx{d(an, a) : a ∈ A} ≤M .
De donde µn(A) ≤M , para toda n ∈ N y para toda A ∈ 2X .
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(5) Tenemos que la serie Σ∞n=1
1
2n es una serie de términos posi-

tivos que convergen a 1 y además por (4), Σ∞n=1
µn(A)

2n ≤ Σ∞n=1
M
2n =

M. Aśı, Σ∞n=1
µn(A)

2n converge y por tanto la función µ : 2X → R
definida, para cada A ∈ 2X , por µ(A) =

∑∞
n=1

µn(A)
2n ∈ R está bi-

en definida.

Por (1) y (4), tenemos que µn es continua para n ∈ N y
{µn}∞n=1 es uniformemente acotado. Aśı por el Teorema 1.15 la
función µ : 2X → R definida, para cada A ∈ 2X , por µ(A) =∑∞

n=1
µn(A)

2n ∈ R es continua.

(6) Veamos que si x ∈ X, entonces µ({x}) = 0.

Demostración de (6). Es inmediato de (2).

Sólo nos falta probar que si A  B, entonces µ(A) < µ(B).

(7) Veamos que para cada A,B ∈ 2X tal que A  B, tenemos
que existe n ∈ N tal que µn(A) < µn(B).

Demostración de (7). Sean A,B ∈ 2X tales que A  B.
Elijamos b0 ∈ B −A. Como A es cerrado en X, existe ε > 0 tal
que B(b0, ε)∩A = ∅. Como D es denso, existe an ∈ D∩B(b0,

ε
2).

Para esta n veamos que µn(A) < µn(B).

Notemos que máx{d(an, a) : a ∈ A} ≤ máx{d(an, b) : b ∈ B}
y mı́n{d(an, b) : b ∈ B} ≤ d(an, b0).

Además mı́n{d(an, a) : a ∈ A} ≥ ε
2 , pues de lo contrario,

si mı́n{d(an, a) : a ∈ A} < ε
2 , entonces existe a ∈ A tal que

d(an, a) < ε
2 y esto implica que d(a, b0) ≤ d(a, an)+d(an, b0) < ε,

aśı que a ∈ B(b0, ε) ∩ A, esto contradice la elección de ε.

De donde, mı́n {d(an, a) : a ∈ A} ≥ ε
2 > d(an, b0) ≥ mı́n

{d(an, b) : b ∈ B}.
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Luego, µn(A) = máx {d(an, a) : a ∈ A} − mı́n{d(an, a) : a ∈
A} < máx {d(an, b) : b ∈ B} − mı́n{d(an, b) : b ∈ B} = µn(B).

(8) Si A  B, entonces µ(A) < µ(B).

Demostración de (8). Se sigue de (3) y (7).

Por lo tanto µ es una función de Whitney.

2.3. Funciones de Whitney a partir de fun-

ciones de Whitney

Como observamos en la sección anterior, una expresión ex-
pĺıcita de una función de Whitney en general no es sencilla. En
esta sección obtenemos nuevas funciones de Whitney a partir de
funciones de Whitney dadas.

Teorema 2.10. La función producto de dos funciones de Whit-
ney es una función de Whitney.

Demostración. Sean X un continuo, µ1, µ2 : 2X → R funciones
de Whitney y µ : 2X → R definida por µ(A) = µ1(A)µ2(A), para
cada A ∈ 2X .

Veamos que µ es una función de Whitney, para esto demos-
tremos lo siguiente.

(a) La función µ es continua.

(b) Para cada x ∈ X, µ({x}) = 0.

(c) Para cada A,B ∈ 2X tales que A  B, tenemos que µ(A) <
µ(B).



32 Dos Propiedades de Whitney

Demostración de (a). Tenemos que µ1 y µ2 son funciones de
Whitney para 2X , de aqúı, µ1 y µ2 son funciones continuas, luego
µ es continua ya que por el Teorema [4, Teorema (1.F.3), pág.
27] el producto de dos funciones continuas es continua.

Demostración de (b). Para cada x ∈ X, notemos que µ({x})
= µ1({x})µ2({x}) = 0.

Demostración de (c). Si A,B ∈ 2X son tales que A  B,
entonces 0 ≤ µ1(A) < µ1(B) y 0 ≤ µ2(A) < µ2(B). Por lo
tanto, 0 ≤ µ1(A)µ2(A) < µ1(B)µ2(B), es decir, µ(A) < µ(B).

Aśı, resulta que µ es una función de Whitney.

Teorema 2.11. Si X es un continuo, µ es una función de Whit-
ney para 2X y A0 ∈ 2X , entonces la función ϕ : 2X → R definida,
para cada B ∈ 2X , por ϕ(B) = (µ(A0∪B)µ(B))

1
2 es una función

de Whitney.

Demostración. Veamos lo siguiente.

(a) La función ϕ es continua.

(b) Para cada x ∈ X, ϕ({x}) = 0.

(c) Para cada A,B ∈ 2X tales que A  B, tenemos que ϕ(A) <
ϕ(B).

Demostración de (a). Vamos a probar que la función g : 2X →
2X definida, para cada A ∈ 2X , por g(A) = A∪A0, es continua.
En efecto, sean A ∈ 2X y ε > 0. Pongamos a δ = ε. Ahora,
sea B ∈ 2X tal que H(A,B) < δ. Veamos que H(g(A), g(B)) =
H(A ∪ A0, B ∪ A0) < ε. Por el Teorema 1.14 (1), basta ver que
A ∪ A0 ⊂ N(ε, B ∪ A0) y B ∪ A0 ⊂ N(ε, A ∪ A0). Veamos que
A ∪ A0 ⊂ N(ε, B ∪ A0). Sea x ∈ A ∪ A0, aśı, x ∈ A o x ∈ A0.
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Si x ∈ A, como A ⊂ N(ε, B), entonces existe y ∈ B tal que
d(x, y) < ε, luego x ∈ N(ε, B). Por lo tanto, x ∈ N(ε, B ∪ A0).
Ahora, si x ∈ A0, tenemos que x ∈ N(ε, B ∪ A0). De manera
análoga resulta que, B ∪ A0 ⊂ N(ε, A ∪ A0). Por lo tanto, g es
continua.

Sea µ1 : 2X → R definida, para cada A ∈ 2X , por µ1(A) =
µ(A∪A0). Observemos que µ1 = µ◦g. Como µ y g son funciones
continuas, por el Teorema (1.F.1) de [4, pág. 27] la composición
resulta una función continua. Por lo tanto, µ1 es continua.

Por otro lado, definamos µ2 : 2X → R definida, para cada
A ∈ 2X , por µ2(A) = µ1(A)µ(A). Dado que µ1 y µ son funciones
continuas, por el Teorema (1.F.3) de [4, pág. 27] el producto de
funciones continuas es continua. Aśı, µ2 es continua. Podemos
ver a la función ϕ como ϕ(A) = (µ2(A))

1
2 . Aśı, ϕ es continua ya

que es una composición de funciones continuas.
Demostración de (b). Para cada x ∈ X, tenemos que ϕ({x})

= (µ2({x}))
1
2 = (µ({x})µ1({x}))

1
2 = 0.

Demostración de (c). Sean A,B ∈ 2X tales que A  B,
aśı µ(A) < µ(B). Además, notemos que µ(B) > 0; por tan-
to, µ(B ∪ A0) > 0. Como A ⊂ B, consecuentemente A ∪ A0 ⊂
B ∪A0, luego µ(A∪A0) ≤ µ(B ∪A0); por consiguiente ϕ(A) =
(µ(A ∪ A0)µ(A))

1
2 < (µ(B ∪ A0)µ(B))

1
2 = ϕ(B). Por lo tanto,

ϕ(A) < ϕ(B).
Concluimos por (a), (b) y (c) que ϕ es una función de Whit-

ney.

Corolario 2.12. En relación con el Teorema 2.11, tenemos que
ϕ(A) = µ(A) si y sólo si A = {x} para algún x ∈ X o A0 ⊂ A.

Demostración. Si A = {x}, entonces ϕ(A) = µ(A). Ahora, si A
es un conjunto con más de un elemento, entonces ϕ(A) = µ(A)
si y sólo si µ(A ∪ A0)µ(A) = µ(A)2. Es decir, ϕ(A) = µ(A)
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si y sólo si µ(A ∪ A0) = µ(A). Aśı, ϕ(A) = µ(A) si y sólo si
A ∪ A0 = A, lo cual ocurre si y sólo si A0 ⊂ A.

Teorema 2.13. Las funciones máximo y mı́nimo de dos fun-
ciones de Whitney son ambas funciones de Whitney.

Demostración. Veamos primero que el máximo de dos funciones
de Whitney es una función de Whitney.

Sean X un continuo, µ1, µ2 : 2X → R funciones de Whitney y
µ : 2X → R definida por µ(A) = máx{µ1(A), µ2(A)} para cada
A en 2X .

Demostremos lo siguiente.

(a) La función µ es continua.

(b) Para cada x ∈ X, µ({x}) = 0.

(c) Para A,B ∈ 2X tal que si A  B, entonces µ(A) < µ(B).

Demostración de (a). Como Z1 = {A ∈ 2X : µ1(A) ≥ µ2(A)}
= {A ∈ 2X : (µ1 − µ2)(A) ≥ 0} = (µ1 − µ2)

−1([0,∞)), y Z2 =
{A ∈ 2X : µ1(A) ≤ µ2(A)} = {A ∈ 2X : 0 ≤ (µ2 − µ1)(A)} =
(µ2 − µ1)

−1([0,∞)). Notemos que 2X = Z1 ∪ Z2.

Ahora veamos que Z1 y Z2 son cerrados en 2X .
Como µ1 y µ2 son funciones de Whitney, obtenemos que µ1 y

µ2 son funciones continuas, luego por [4, Teorema (1.F.3), pág.
27] resulta que (µ1−µ2) y (µ2−µ1) son continuas. Como [0,∞)
es cerrado en R, luego (µ1 − µ2)

−1([0,∞)) (µ2 − µ1)
−1([0,∞))

son cerrados en 2X . Además µ |Z1
: Z1 → R es tal que µ |Z1

(A) = µ1(A) para cada A ∈ Z1 y µ |Z2
: Z2 → R es tal que

µ |Z2
(B) = µ2(B) para cada B ∈ Z2. Por lo tanto, µ |Z1

y
µ |Z2

son funciones continuas. Ahora, si A ∈ Z1 ∩ Z2, entonces
µ1(A) = µ2(A). Aśı, µ |Z1

(A) = µ |Z2
(A).

Definimos F : 2X → R, para cada A ∈ 2X , por
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F (A) =

{
µ |Z1

(A), si A ∈ Z1,
µ |Z2

(A), si A ∈ Z2.

Por el Teorema 1.16, la función F es continua. Dado que para
cada A ∈ 2X , tenemos que F (A) = µ(A) luego µ es una función
continua.

Demostración de (b). Por definición µ({x}) = máx{µ1({x}),
µ2({x})}. Como µ1({x}) = 0 y µ2({x}) = 0 aśı, µ({x}) = 0.

Demostración de (c) Sean A,B ∈ 2X tales que A  B, luego
µ1(A) < µ1(B) y µ2(A) < µ2(B).

Consideramos los siguientes casos:

(i) Si µ(A) = µ1(A), entonces µ(A) = µ1(A) < µ1(B) ≤
máx{µ1(B), µ2(B)} = µ(B). Aśı, µ(A) < µ(B).

(ii) Si µ(A) = µ2(A), entonces µ(A) = µ2(A) < µ2(B) ≤
máx{µ1(B), µ2(B)} = µ(B). De donde, µ(A) < µ(B).

Por (a), (b) y (c), concluimos que µ es una función de Whit-
ney.

Ahora veamos que el mı́nimo de dos funciones de Whitney es
una función de Whitney.

Sean X un continuo, µ1, µ2 : 2X → R funciones de Whitney y
χ : 2X → R definida por χ(A) = mı́n{µ1(A), µ2(A)} para cada
A en 2X . Veamos que χ es función de Whitney para esto demos-
tremos lo siguiente.

(a) La función χ es continua.

(b) Para cada x ∈ X, tenemos que χ({x}) = 0.

(c) Para cada A,B ∈ 2X tal que si A  B, entonces χ(A) <
χ(B).
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Demostración de (a). De manera similar a como se probó que
µ es una función continua, se puede probar que χ es continua.

Demostración de (b). Por definición χ({x}) = mı́n{µ1({x}),
µ2({x})}. Como µ1({x}) = 0 y µ2({x}) = 0, tenemos que
χ({x}) = 0.

Demostración de (c). Si A,B ∈ 2X tales que A  B, entonces
µ1(A) < µ1(B) y µ2(A) < µ2(B).

Consideramos los siguientes casos:

(i) Si χ(B) = µ1(B), entonces χ(A) ≤ µ1(A) < µ1(B) = χ(B).
Aśı, χ(A) < χ(B).

(ii) Si χ(B) = µ2(B), entonces χ(A) ≤ µ2(A) < µ2(B) = χ(B).
De donde, χ(A) < χ(B).

En conclusión por (a), (b) y (c), χ es una función de Whitney.

Teorema 2.14. Cualquier combinación lineal con coeficientes
positivos de dos funciones de Whitney es también una función
de Whitney.

Demostración. Sean X un continuo y µ1, µ2 : 2X → R funciones
de Whitney. Veamos que si α > 0, entonces la función χ : 2X →
R dada por χ(A) = αµ1(A) es una función de Whitney para
esto demostremos lo siguiente.

(a) La función χ es continua.

(b) Para cada x ∈ X, χ({x}) = 0.

(c) Para cada A,B ∈ 2X con A  B, tenemos que χ(A) <
χ(B).
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Demostración de (a). Sea A ∈ 2X y ε > 0. Dado que µ1 es
continua existe δ > 0 tal que si H(A,B) < δ, entonces | µ1(A)−
µ1(B) |< ε

α . Sólo resta mostrar que δ sirve para comprobar que χ
es continua. Si B ∈ 2X tal que H(A,B) < δ, entonces | χ(A)−
χ(B) | = | αµ1(A) − αµ1(B) | = | α(µ1(A) − µ1(B)) | = α
| µ1(A) − µ1(B) | < α ε

α = ε. Por lo tanto, χ es continua.

Demostración de (b). Por definición χ({x}) = αµ1({x}). Co-
mo µ1 es función de Whitney, de aqúı, αµ1({x}) = α0 = 0. Por
lo tanto, χ({x}) = 0 para cada x ∈ X.

Demostración de (c). Ahora bien, si A,B ∈ 2X son tales
que A  B, entonces µ1 es una función de Whitney, resulta
que µ1(A) < µ1(B) y por hipótesis α > 0, entonces αµ1(A) <
αµ1(B), y por definición, tenemos que χ(A) = αµ1(A) y χ(B) =
αµ1(B). Aśı, χ(A) < χ(B).

Con los incisos (a), (b) y (c), χ es una función de Whitney.

Ahora consideramos la función µ : 2X → R dada por µ(A) =
µ1(A) + µ2(A) para cada A ∈ 2X . Veamos que µ es una función
de Whitney para esto demostremos lo siguiente.

(a) La función µ es continua.

(b) Para cada x ∈ X, µ({x}) = 0.

(c) Para cada A,B ∈ 2X tales que si A  B, entonces µ(A) <
µ(B).

Demostración de (a). Tenemos que µ1 y µ2 son funciones de
Whitney, aśı µ1 y µ2 son funciones continuas, luego por el Teo-
rema [4, Teorema (1.F.3), pág. 27] resulta que la suma de dos
funciones continuas es continua. Por lo tanto, µ es continua.
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Demostración de (b). En efecto, tenemos por definición que
µ({x}) = µ1({x}) + µ2({x}). Como µ1 y µ2 son funciones de
Whitney, tenemos que µ1({x}) = 0 y µ2({x}) = 0. Por lo
tanto, µ({x}) = 0.

Demostración de (c). Si A,B ∈ 2X tales que A  B, en-
tonces µ1(A) < µ1(B) y µ2(A) < µ2(B). Luego, µ1(A)+µ2(A) <
µ1(B)+µ2(B), y por definición, µ(A) = µ1(A)+µ2(A) y µ(B) =
µ1(B) + µ2(B), es decir, µ(A) < µ(B).

Con los incisos (a), (b) y (c), µ es una función de Whitney.
La prueba del Teorema 2.14 se tiene al combinar las funciones

χ y µ.

A continuación consideramos una clase particular de fun-
ciones llamadas funciones inducidas entre los continuos X y Y .
Notemos que, para cada A en C(X), la imagen de A bajo f es
un subcontinuo de Y y, de aqúı, la relación A 7→ f(A) está bien
definida. De manera análoga, para cada A en 2X . Aśı, obtenemos
lo siguiente.

Definición 2.15. Sean X y Y continuos y f : X → Y una
función continua, la función f̂ : C(X) → C(Y ) definida, para
cada A ∈ C(X), por f̂(A) = f(A) es la función inducida por
f .

Definición 2.16. Sean X y Y continuos y f : X → Y una
función continua, la función 2f : 2X → 2Y definida, para cada
A ∈ 2X , por 2f(A) = f(A) es la función inducida por f .

Cuando la función es continua, la continuidad de la función
inducida se preserva, como lo garantizamos en el siguiente re-
sultado.

Teorema 2.17. Si X y Y son continuos y f : X → Y es una
función continua, entonces la función inducida f̂ es continua.
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Demostración. Sea W1, . . . ,Wn un número finito de subconjun-
tos abiertos de Y , por el Teorema 1.20, tenemos que f es una
función cerrada. Veamos que:

(f̂)−1(〈W1, . . . ,Wn〉) = 〈f−1(W1), . . . , f
−1(Wn)〉. (2.3.1)

Para comprobar esta igualdad (2.3.1), primero veamos que

(f̂)−1(〈W1, . . . ,Wn〉) ⊂ 〈f−1(W1), . . . , f
−1(Wn)〉.

Sea B ∈ (f̂)−1(〈W1, . . . ,Wn〉), luego f̂(B) ∈ 〈W1, . . . ,Wn〉.
Por la Definición 1.11, para cada i ∈ {1, . . . , n}; tenemos que

f(B) ⊂
n⋃
i=1

Wi y f(B) ∩Wi 6= ∅.

Luego, para cada i ∈ {1, . . . , n} resulta, B ⊂ f−1(
n⋃
i=1

Wi) y

f(B) ∩Wi 6= ∅.

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, obtenemos que B ⊂
n⋃
i=1

f−1(Wi) y

B ∩ f−1(Wi) 6= ∅.

Por lo tanto, B ∈ 〈f−1(W1), . . . , f
−1(Wn)〉.

Para concluir la prueba de (2.3.1) resta probar que

〈f−1(W1), . . . , f
−1(Wn)〉 ⊂ (f̂)−1(〈W1, . . . ,Wn〉).

Sea B ∈ 〈f−1(W1), . . . , f
−1(Wn)〉. Por la Definición 1.11, para

cada i ∈ {1, . . . , n}, tenemos que B ⊂
n⋃
i=1

f−1(Wi) y B ∩

f−1(Wi) 6= ∅.
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Luego, para cada i ∈ {1, . . . , n}; B ⊂ f−1(
n⋃
i=1

Wi) y B ∩

f−1(Wi) 6= ∅. Aśı, para cada i ∈ {1, . . . , n}, tenemos que B ⊂

f−1(
n⋃
i=1

Wi) y f(B) ∩Wi 6= ∅.

De donde f(B) ⊂
n⋃
i=1

Wi y f(B) ∩Wi 6= ∅ para cada i ∈

{1, . . . , n}. Tenemos que f es una función cerrada, aśı f̂(B) ∈
〈W1, . . . ,Wn〉.

Por lo tanto, B ∈ (f̂)−1(〈W1, . . . ,Wn〉).

Como f es continua y W1, . . . ,Wn son abiertos en Y , tenemos
que f−1(W1), . . . , f

−1(Wn) son abiertos en X. Luego, 〈f−1(W1),
. . . , f−1(Wn)〉 es abierto en C(X). Aśı, (f̂)−1(〈W1, . . . ,Wn〉) es
abierto en C(X). Como 〈W1, . . . ,Wn〉 son subbásicos de C(X)
consecuentemente, la función inducida f̂ es continua.

Terminamos esta sección analizando cuándo una función in-
ducida preserva las propiedades de una función de Whitney. Es
decir, dados X y Y continuos, una función continua f : X → Y

y una función de Whitney µ : C(Y ) → R, bajo qué condiciones
la composición µ ◦ f̂ : C(X) → R es una función de Whitney.
El Teorema 2.19 resuelve esta pregunta para el caso en que
X = [0, 1] = Y.

Definición 2.18. SeanX y Y continuos, una función f : X → Y
es un encaje si X es homeomorfo a f(X).

Teorema 2.19. Sean f : [0, 1] → [0, 1] una función continua y
µ : C([0, 1]) → R una función de Whitney. Entonces, µ ◦ f̂ es
una función de Whitney si y sólo si f es un encaje.
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Demostración. Supongamos que µ◦f̂ es una función de Whitney
y probemos que f es un encaje; para esto, basta probar que f
es inyectiva.

Supongamos que f no es inyectiva, luego existen a, b ∈ [0, 1],
con a < b, tales que f(a) = f(b). Por hipótesis, como µ ◦
f̂ : C([0, 1]) → R es una función de Whitney y {a}  [a, b],
tenemos que

(µ ◦ f̂)([a, b]) > (µ ◦ f̂)({a}) = 0,

Además,

0 < (µ ◦ f̂)([a, b]) = µ(f̂([a, b]) = µ(f([a, b])

Luego, f([a, b]) es un continuo no degenerado contenido en [0, 1].
Aśı, existen c, d ∈ [0, 1], con c < d, tales que

f([a, b]) = [c, d]. (2.3.2)

Sean x, y ∈ [a, b] tales que

f(x) = c y f(y) = d. (2.3.3)

Sin pérdida de generalidad suponemos que x < y. Como
f(a) = f(b), tenemos que x 6= a o y 6= b. En cualquier caso,
obtenemos que:

[x, y]  [a, b]. (2.3.4)
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Sin embargo, por (2.3.2) y (2.3.3), tenemos que:

(µ ◦ f̂)([a, b]) = µ(f̂([a, b]))

= µ(f([a, b]))

= µ([c, d])

= µ(f([x, y]))

= µ(f̂([x, y]))

= (µ ◦ f̂)([x, y]).

Esto y (2.3.4) contradicen la hipótesis de que µ ◦ f̂ es una
función de Whitney.

Por lo tanto, concluimos que f es inyectiva.

Supongamos ahora que f es un encaje y probemos que µ ◦ f̂
es una función de Whitney para esto demostremos lo siguiente.

(a) La función µ ◦ f̂ es continua.

(b) Para cada x ∈ X, tenemos que (µ ◦ f̂)({x}) = 0.

(c) Para cada A,B ∈ C(X) tales que A  B, tenemos que
(µ ◦ f̂)(A) < (µ ◦ f̂)(B).

Demostración de (a). Por Teorema 2.17 la función inducida f̂
es continua y por hipótesis µ es una función de Whitney, de aqúı,
µ es continua consecuentemente, por el [4, Teorema (1.F.3), pág.
27] resulta que µ ◦ f̂ también es continua.

Demostración de (b). Notemos que si x ∈ X, entonces (µ ◦
f̂)({x}) = (µ(f̂({x})) = (µ(f({x})) = µ({f(x)}) = 0.

Demostración de (c). Sean A,B ∈ C(X) tales que A  B.
Como f es un encaje, f(A)  f(B), luego (µ◦ f̂)(A) = µ(f̂(A))



2.3 Funciones de Whitney a partir de funciones de Whitney 43

= µ(f(A)) < µ(f(B)) = µ(f̂(B)) = (µ ◦ f̂)(B). Aśı obtenemos
que (µ ◦ f̂)(A) < (µ ◦ f̂)(B).

Por lo tanto, por (a), (b) y (c), concluimos que µ ◦ f̂ es una
función de Whitney.

El siguiente teorema se encuentra originalmente demostrado
en [3, Teorema (3.6), pág. 183].

Teorema 2.20. Sean X y Y continuos y f : X → Y una función
continua. Entonces, la función inducida 2f : 2X → 2Y es ligera
si y sólo si para cada A,B ∈ 2X la condición A  B y cada
componente de B intersecta a A implica f(A)  f(B).

Como una consecuencia de Teorema 2.20 y algunos resultados
de [3] obtenemos el siguiente resultado de J. B. Fugate y S.
B. Nadler, Jr., que está formulado como un ejercicio en [12,
(1.212.3), pág. 204].

Teorema 2.21. Sean X y Y continuos y f : X → Y una función
continua. Entonces la función inducida f̂ : C(X) → C(Y ) es
ligera si y sólo si para cada B ∈ C(X) y para cada A ∈ C(B)−
{B}, tenemos que f(A)  f(B).

A continuación presentamos una caracterización general de
las funciones que preservan las propiedades de una función de
Whitney.

Teorema 2.22. Sean X y Y continuos, f : X → Y una función
continua y µ : C(Y ) → R una función de Whitney. Entonces
µ ◦ f̂ : C(X) → R es una función de Whitney si y sólo si f̂ es
ligera.

Demostración. Supongamos que f̂ es ligera y veamos que µ ◦
f̂ : C(X)→ R es una función de Whitney para esto demostremos
lo siguiente.
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(a) La función µ ◦ f̂ es continua.

(b) Para cada x ∈ X, µ ◦ f̂({x}) = 0.

(c) Para cada A,B ∈ C(X) tales que si A  B, entonces (µ ◦
f̂)(A) < (µ ◦ f̂)(B).

Demostración de (a). Por el Teorema 2.17 la función inducida
f̂ es continua y por hipótesis µ es una función de Whitney, de
aqúı resulta que µ es continua, tenemos que µ ◦ f̂ es continua.

Demostración de (b). Notemos que si x ∈ X, entonces (µ ◦
f̂)({x}) = µ(f̂({x})) = µ(f({x})) = µ({f(x)}) = 0.

Por lo tanto, (µ ◦ f̂)({x}) = 0.
Demostración de (c). Sea B ∈ C(X) y A ∈ C(B) − {B}.

Como f̂ es ligera, por el Teorema 2.21, f(A)  f(B). Aśı, (µ ◦
f̂)(A) = µ(f̂(A)) = µ(f(A)) < µ(f(B)) = µ(f̂(B)) = (µ ◦
f̂)(B).

Por lo tanto, (µ ◦ f̂)(A) < (µ ◦ f̂)(B).

Por (a), (b) y (c), resulta que µ◦f̂ es una función de Whitney.

Ahora, veamos que f̂ es ligera.
Supongamos que µ ◦ f̂ : C(X)→ R es una función de Whit-

ney. Luego, para cada B ∈ C(X) y para cada A ∈ C(B)−{B},
(µ◦ f̂)(A) < (µ◦ f̂)(B). Aśı, µ(f(A)) < µ(f(B)), como µ es una
función de Whitney, tenemos que f(A)  f(B). Por el Teorema
2.21, la función inducida f̂ es ligera.

2.4. Niveles de Whitney

El estudio de los niveles de Whitney ha resultado ser de gran
utilidad para el estudio de los hiperespacios (por ejemplo, las
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propiedades de Whitney). En esta sección damos algunas de sus
propiedades básicas.

Definición 2.23. Sean X un continuo, µ : 2X → R una función
de Whitney y t ∈ [0, µ(X)], el nivel de Whitney para 2X en
t es el conjunto de la forma µ−1(t).

Definición 2.24. Sean X un continuo, µ : C(X)→ R una fun-
ción de Whitney y t ∈ [0, µ(X)], el nivel de Whitney para
C(X) en t es el conjunto de la forma µ−1(t).

Definición 2.25. Un continuo X es unicoherente si cada vez
que A,B son subcontinuos de X, tales que A ∪ B = X, resulta
que A ∩B es un conexo.

El siguiente resultado se encuentran en [12, Corolario (1.176),
pág. 178].

Teorema 2.26. Si X es un continuo, entonces 2X y C(X) son
unicoherentes.
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Definición 2.27. Sea X un continuo, F1(X) = {{x} : x ∈ X}.
Notar que como F1 ⊂ 2X , F1(X) con la métrica de Hausdorff es
un espacio métrico.

Además, X y F1(X) son homeomorfos de forma natural me-
diante la asociación x con {x}.

Luego, µ−1(0) = F1(X).

El siguiente también es un resultado conocido, aqúı podemos
notar como la unión de los elementos de un nivel de Whitney es
igual a X.

Teorema 2.28. Si X es un continuo, µ : C(X) → [0,∞) es
una función de Whitney y 0 ≤ t < µ(X), entonces

⋃
{A : A ∈

µ−1(t)} = X.

Demostración. Por definición, la unión de los elementos de µ−1(t)
está contenida en X, resta ver que todo elemento de X pertenece
a un elemento de µ−1(t).

Sea p ∈ X. Veamos que existe A ∈ µ−1(t) tal que p ∈ A. Por el
Corolario 1.40 existe un arco ordenado α : [0, 1]→ C(X) de {p}
a X, contenido en C(X). La función ϕ = µ◦α : [0, 1]→ [0, µ(X)]
es continua; ϕ(0) = µ(α(0)) = µ({p}) = 0 y ϕ(1) = µ(α(1)) =
µ(X).

El Teorema del Valor Intermedio nos asegura que existe s ∈
[0, 1] tal que t = ϕ(s) = µ(α(s)). Aśı, α(s) ∈ µ−1(t). Como α es
un arco ordenado, {p} ⊂ α(s). Aśı, p ∈

⋃
{A : A ∈ µ−1(t)}. Por

lo tanto,
⋃
{A : A ∈ µ−1(t)} = X.

Ahora, veamos que los niveles de Whitney son no degenera-
dos.
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Teorema 2.29. Sean X un continuo y µ alguna función de
Whitney para C(X). Si 0 ≤ t < µ(X), entonces µ−1(t) es no
degenerado.

Demostración. Sea µ−1(t) un nivel de Whitney. Elegimos A ∈
µ−1(t). Como t 6= µ(X), µ(A) < µ(X), por lo que A 6= X,
aśı que podemos elegir un punto p ∈ X−A. Por el Teorema 2.28,
existe B ∈ µ−1(t) tal que p ∈ B. Luego, A,B son dos elementos
diferentes de µ−1(t). Por lo tanto, µ−1(t) es no degenerado.

2.5. Propiedades de Whitney

Definición 2.30. Sea P una propiedad topológica. Decimos que
P es una propiedad de Whitney si cada vez que el continuo
X tiene la propiedad P , para cada función de Whitney µ para
C(X) y para cada t ∈ [0, µ(X)), tenemos que µ−1(t) tiene la
propiedad P .

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [12,
Teorema (1.3), pág. 57].

Teorema 2.31. Sean X un continuo con métrica d, µ una fun-
ción de Whitney y Λ ⊂ 2X tal que si A,B ∈ Λ, entonces A ⊂ B

o B ⊂ A. Aśı, µ es uno a uno sobre Λ y por consiguiente, si Λ
es compacto, la restricción de µ a Λ es un homeomorfismo.

Teorema 2.32. Si X es un continuo, µ : C(X)→ [0,∞) es una
función de Whitney y 0 ≤ t < µ(X), entonces µ−1(t) es un
continuo.

Demostración. Sean X un continuo, µ : C(X)→ [0,∞) una fun-
ción de Whitney y 0 ≤ t < µ(X).

Veamos que µ−1(t) es un continuo.
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Si t = 0, entonces µ−1(0) = {{x} : x ∈ X} = F1(X) el cual
es homeomorfo a X. De donde, µ−1(0) es un continuo.

Aśı, para el propósito de la demostración, asumimos que t 6=
0.

Veamos que µ−1([0, t]) es un continuo.

Sean A ∈ µ−1(t) y a ∈ A. Por el Teorema 1.38, existe un
arco ordenado αA : [0, µ(X)] → 2X tal que αA(0) = {a} y
αA(µ(X)) = A. Como {a} ∈ C(X) por el Teorema 1.39, αA ⊂
C(X).

Afirmamos que µ−1([0, t]) =
⋃

A∈µ−1(t)

αA ∪ F1(X).

Veamos que µ−1([0, t]) ⊂
⋃

A∈µ−1(t)

αA ∪ F1(X).

Sea L ∈ µ−1([0, t]), tenemos que µ(L) ∈ [0, t], es decir, existe
r ∈ [0, t] tal que µ(L) = r.

Si r = 0, entonces L = {p}, aśı L ∈ F1(X).

Ahora, si 0 < r < t, entonces L ∈ µ−1(r), r < t. Sea e ∈ L.
Por el Teorema 1.38 existe un arco ordenado σL : [0, r] → 2X

tal que σL(0) = {e} y σL(r) = L. Por el Teorema 1.39,
como {e} ∈ C(X), σ ⊂ C(X) ⊂ 2X . Por el Teorema 2.31
ψ |σ : σ → [0, r] es un homeomorfismo, tenemos que existe su in-
verso h : [0, r]→ σ tal que h(0) = {e} y h(r) = L, si t, s ∈ [0, r]
tales que t < s, entonces h(t)  h(s).

Sea L ∈ X. Por el Teorema 1.38 existe un arco ordenado
ψL : [r, µ(X)] → 2X tal que ψL(r) = L y ψL(µ(X)) = X. Por
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el Teorema 1.39, como L ∈ C(X), ψL ⊂ C(X) ⊂ 2X . Por el
Teorema 2.31 µ |ψ : ψ → [µ(L), µ(X)] es un homeomorfismo.

Como µ |ψ es suprayectiva y t ∈ [r, µ(X)], tenemos que existe
T ∈ ψ tal que µ(T ) = t. Por lo tanto, T ∈ µ−1(t).

Sea γ ⊂ ψ el arco ordenado con extremos en L y T . Por el Teo-
rema 2.31 µ |γ : γ → [µ(L), µ(T )] es un homeomorfismo, luego
existe su inverso h1 : [r, t] → γ tal que h1(r) = L y h1(t) = T,

si r, s ∈ [r, t] tales que r < s, entonces h1(r)  h1(s).

Definimos αT : [0, T ]→ C(X).

αT (x) =

{
h(x), si x ∈ [0, r]
h1(x), si x ∈ [r, t]

tal que αT (0) = {e} y αT (t) = T, si r, s ∈ [0, T ] tal que r < s,

entonces h(r)  h(s).

Aśı, L ∈ αT , luego L ∈
⋃

A∈µ−1(t)

αA.

Por lo tanto, µ−1([0, t]) ⊂
⋃

A∈µ−1(t)

αA ∪ F1(X).

Ahora, veamos que
⋃

A∈µ−1(t)

αA ∪ F1(X) ⊂ µ−1([0, t]).

Sea B ∈ F1(X) consecuentemente, µ(B) = 0. Luego, B ∈
µ−1(0). Como µ−1(0) ⊂ µ−1([0, t]), resulta que B ∈ µ−1([0, t]).

Aśı, F1(X) ⊂ µ−1([0, t]).
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Sean A ∈ µ−1(t) y a ∈ A. Tomemos αA el arco ordenado
contenido en C(X), con extremos en {a} y A. Aśı, para todo
B ∈ αA, tenemos que {a} ⊂ B ⊂ A.

De aqúı, 0 ≤ µ(B) ≤ µ(A) = t, es decir, µ(B) = r con
0 ≤ r ≤ t. Por lo que, B ∈ µ−1(r), con 0 ≤ r ≤ t. Como
µ−1(r) ⊂ µ−1([0, t]), tenemos que B ∈ µ−1([0, t]). Luego, αA ⊂
µ−1([0, t]).

Por lo tanto,
⋃

A∈µ−1(t)

αA ∪ F1(X) ⊂ µ−1([0, t]).

Aśı, µ−1([0, t]) =
⋃

A∈µ−1(t)

αA ∪ F1(X).

Para cada A ∈ µ−1(t), el arco ordenado αA es conexo. Aśı,
αA ∩ F1(X) 6= ∅.

Por lo tanto,
⋃

A∈µ−1(t)

αA ∪ F1(X) es conexo.

Por consiguiente, µ−1([0, t]) es conexo.
Notemos que µ−1([0, t]) es un conjunto cerrado en C(X), ya

que µ es una función continua y [0, t] es cerrado.
Por el Teorema 1.13, tenemos que C(X) es compacto. Por lo

tanto, µ−1([0, t]) es compacto.

Como µ−1([0, t]) ⊂ C(X), tenemos que µ−1([0, t]) es métrico.

De donde, µ−1([0, t]) es un continuo.

Ahora, veamos que µ−1([t, µ(X)]) es un continuo.
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Sean A ∈ µ−1(t) y a ∈ A. Por el Teorema 1.38, existe un arco
ordenado βA : [t, µ(X)]→ 2X tal que βA(t) = A y βA(µ(X)) =
X. Como A ∈ C(X) por el Teorema 1.39, βA ⊂ C(X).

Afirmamos que, µ−1([t, µ(X)]) =
⋃

A∈µ−1(t)

βA.

Su demostración es de manera similar a:

µ−1([0, t]) =
⋃

A∈µ−1(t)

αA ∪ F1(X).

Como para cada A ∈ µ−1(t), el arco ordenado βA es conexo.

Como X ∈ βA, tenemos que
⋃

A∈µ−1(t)

βA es conexo. Por consi-

guiente, µ−1([t, µ(X)]) es conexo.

Además, µ−1([t, µ(X)]) es un conjunto cerrado en C(X), ya
que µ es una función continua y [t, µ(X)] es cerrado.

Por el Teorema 1.13, tenemos que C(X) es compacto. Aśı,
µ−1([t, µ(X)]) es compacto.

Como µ−1([t, µ(X)]) ⊂ C(X), luego µ−1([t, µ(X)]) es métrico.

Por lo tanto, µ−1([t, µ(X)]) es un continuo.

Además, veamos que µ−1([0, t]) ∪ µ−1([t, µ(X)]) = C(X).

Por definición,

µ−1([0, t]) ∪ µ−1([t, µ(X)]) ⊂ C(X).
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Sólo basta demostrar que

C(X) ⊂ µ−1([0, t]) ∪ µ−1([t, µ(X)]).

Tenemos que A ∈ C(X), luego µ(A) = r, con r ∈ [0, µ(X)].

Ahora, si 0 ≤ r ≤ t, entonces A ∈ µ−1(r), con r ≤ t. Como
µ−1(r) ⊂ µ−1([0, t]), tenemos que A ∈ µ−1([0, t]).

Ahora, si t ≤ r ≤ µ(X), entonces A ∈ µ−1(r), con t ≤
r ≤ µ(X). Como µ−1(r) ⊂ µ−1([t, µ(X)]), tenemos que A ∈
µ−1([t, µ(X)]).

Aśı, A ∈ µ−1([0, t]) ∪ µ−1([t, µ(X)]). Por lo que C(X) ⊂
µ−1([0, t]) ∪ µ−1([t, µ(X)]).

Por lo tanto, µ−1([0, t]) ∪ µ−1([t, µ(X)]) = C(X).

Ahora, veamos que µ−1([0, t]) ∩ µ−1([t, µ(X)]) = µ−1(t).

Para esto notemos que las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

(1) A ∈ µ−1([0, t]) ∩ µ−1([t, µ(X)]),

(2) A ∈ µ−1([0, t]) y A ∈ µ−1([t, µ(X)]),

(3) 0 ≤ µ(A) ≤ t y t ≤ µ(A) ≤ µ(X),

(4) µ(A) = t,

(5) A ∈ µ(t).

Por lo tanto, µ−1([0, t]) ∩ µ−1([t, µ(X)]) = µ−1(t).

Tenemos que:
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(i) µ−1([0, t]) es un subcontinuo de C(X).

(ii) µ−1([t, µ(X)]) es un subcontinuo de C(X).

(iii) µ−1([0, t]) ∪ µ−1([t, µ(X)]) = C(X).

(iv) µ−1([0, t]) ∩ µ−1([t, µ(X)]) = µ−1(t).

Aśı, por (i), (ii), (iii), (iv) y por Teorema 2.26, resulta que
µ−1(t) es conexo.

Tenemos que µ−1([0, t]), µ−1([t, µ(X)]) son cerrados en C(X),
por (iv) resulta que µ−1(t) es cerrado en C(X) y como C(X) es
compacto. Por lo tanto, µ−1(t) es compacto.

Además, como µ−1(t) ⊂ C(X), tenemos que µ−1(t) es métri-
co.

Como t < µ(X), por Teorema 2.29, tenemos que µ−1(t) es no
degenerado.

Por lo tanto, µ−1(t) es un continuo.

Ejemplo 2.33. Veamos la siguiente construcción de una fun-
ción de Whitney µ, que la definimos para ser utilizada en la
demostración del Teorema 2.34.

Sean X un continuo, A ∈ 2X y n ≥ 2 un número natural fijo.

Sea λn : Fn(A)→ [0,∞) definido, para cada K = {a1, a2,. . . ,

an} ∈ Fn(A), por λn(K) = mı́n{d(ai, aj) : i 6= j}.

Notemos que 0 ≤ λn(K) ≤ diám[A] para cada K ∈ Fn(A).
Notemos que {λn(K) : K ∈ Fn(A)} está acotado superiormente



54 Dos Propiedades de Whitney

y no es vaćıo.

Sea µn(A) = sup {λn(K) : K ∈ Fn(A)}.
Como 0 ≤ µn(A) ≤diám[A] para cada n = 2, 3, . . . , la serie

0 ≤
∞∑
n=2

µn(A)

2n−1

converge por comparación de la serie

0 ≤
∞∑
n=2

diám[A]

2n−1
.

Sea µ : 2X → [0,∞) definida, para cada A ∈ 2X , por

µ(A) =
∞∑
n=2

µn(A)

2n−1
.

La función µ es de Whitney; vea [13, págs. 275-278].

Ahora, veamos que existen funciones de Whitney para 2X y
t ∈ [0, µ(X)], pero µ−1(t) no es conexo.

Teorema 2.34. Existen X continuo, µ : 2X → [0,∞) una fun-
ción de Whitney y t ∈ [0, µ(X)], entonces µ−1(t) no es conexo
y además µ no es una función abierta.

Demostración. Sea X un arco poligonal en R2 dado por X =
{(x, y) ∈ R2 : máx{| x |, | y |} = 1 y tal que si x = 1, entonces
y ≤ 0 o y ≥ 1

2}, es decir, X = {(x, y) ∈ R2 : máx{| x |, | y |} =
1} menos los puntos (x, y) de este conjunto tales que cuando
x = 1, 0 < y < 1

2 .
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Sea la métrica d para X, la métrica usual para R2 restringido
a X × X. Sea µ que denota una función de Whitney para 2X

construida como en el Ejemplo 2.33.

Sean A0 = {(1, 0), (1, 1
2)} y W = {K ∈ 2X : H(A0, K) < 1

4}.

Sea B ∈ W tal que B 6= A0. Como A0 ⊂ N(1
4 , B), existe

un subconjunto de dos elementos B0 de B tal que B0 6= A0 y
B0 ∈ W.

Supongamos B0 = {(1, 1
2 +r1), (1,−r2)} tal que | (1, 1

2 +r1)−
(1, 1

2) |=| r1 − 1
2 |<

1
4 .

Observemos que:

(1) diám[A0] < diám[B0].

Por la manera que µ2, µ3, . . . , µn, . . . son definidos en el Ejem-
plo 2.33 y del hecho que A0 y B0 son conjuntos de dos elementos,
tenemos que:

(2) µ2(A0) = diám[A0],

(3) µ2(B0) = diám[B0],
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(4) Para cada n ≥ 3, µn(A0) = 0 = µn(B0).

Por (2), (3), (4) y por la fórmula para µ en el Ejemplo 2.33,
tenemos:

(5) µ(A0) = diám[A0]
2 y µ(B0) = diám[B0]

2 .

Por (1) y (5), resulta que

(6) µ(A0) < µ(B0).

Como B0 ⊂ B, tenemos que µ(B0) ≤ µ(B). Por (6), tenemos
que:

(7) µ(A0) < µ(B).

Sea t0 = µ(A0). Por (7), para todo B ∈ W , tenemos que
B 6= A0 y µ(A0) < µ(B) de donde:

(8) µ(W ) ⊂ [t0, µ(X)] y µ−1(t0) ∩W = {A0}.
Como W es un subconjunto abierto de 2X , tenemos que A0

es un punto aislado de µ−1(t0).

Luego, µ−1(t0) no es conexo.

Por lo tanto, µ no es monótona.
Además, como W es un subconjunto abierto de 2X y t0 6= 0,

se deduce de (8) y t0 ∈ µ(W ), t0 /∈ Intµ(W ) de [0, µ(X)], que
µ(W ) no es un subconjunto abierto de [0, µ(X)].

Por lo tanto, µ no es una función abierta.

Pudimos notar que las funciones de Whitney para 2X , se com-
portan de manera distinta a C(X).

Teorema 2.35. Si g : C([0, 1]) → R está definida, para cada
[a, b] ∈ C([0, 1]), por g([a, b]) = a, entonces g es continua.

Demostración. Sea A ∈ C([0, 1]).

(1) Supongamos que A = {a}.
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Sea {An}∞n=1 una sucesión en C([0, 1]) tal que ĺım An = {a}.

Demostremos que ĺım g(An) = g({a}).

Sea ε > 0, existe N ∈ N tal que si n > N, entonces An ∈
BC([0,1])({a}, ε). Aśı, si n > N, entoncesH(An, {a}) < ε, es decir,
An ⊂ N(ε, {a}) y {a} ⊂ N(ε, An). Supongamos que para cada
n ∈ N, cada An = [an, bn]. Si n > N, como an ∈ An, tenemos
que | g(An)− g({a}) | = | an − a |< ε. Aśı, ĺım g(An) = g({a}).

(2) Ahora supongamos que A = [a, b], con a < b.

Sea {An}∞n=1 una sucesión en C([0, 1]) tal que ĺım An = A.

Demostremos que ĺım g(An) = g(A).

Sea ε > 0, existe N ∈ N tal que si n > N, entonces An ∈
BC([0,1])(A, ε). Aśı, si n > N, entonces H(An, A) < ε, es decir,
An ⊂ N(ε, A) y A ⊂ N(ε, An). Supongamos que para cada
n ∈ N, cada An = [an, bn]. Como an ∈ An, existe pn ∈ A tal que

| an − pn |< ε (2.5.1)

y existe qn ∈ An tal que

| a− qn |< ε. (2.5.2)

(i) Suponemos que n1 > N y que 0 ≤ an1−a. Como an1 ≤ qn1,

tenemos que an1 − a ≤ qn1 − a. Luego, | an1 − a | ≤ | qn1 − a |,
por (2.5.2), tenemos que | an1 − a | < ε.

(ii) Suponemos que n2 > N y 0 ≤ a − an2. Como a ≤ pn2,
tenemos que a−an2 ≤ pn2−an2. Luego, | a−an2 | ≤ | pn2−an2 |,
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por (2.5.1), tenemos que | an2 − a | < ε.

Aśı, si n > N, por caso (i) y (ii), entonces | an − a | < ε. De
donde, ĺım g(An) = g(A). Por lo tanto, g es continua.

Veamos que los niveles de Whitney para el intervalo [0, 1] son
arcos.

Teorema 2.36. Si µ : C([0, 1]) → [0,∞) es una función de
Whitney y 0 ≤ t < µ([0, 1]), entonces µ−1(t) es homeomorfo
a [0, 1].

Demostración. Sea µ : C([0, 1])→ [0, 1] una función de Whitney.
Sea t ∈ [0, µ(X)) definimos f : µ−1(t) → [0, µ(X)] por f(A) =
mı́nA. Notemos que la función f es la mismı́sima función g del
Teorema 2.35 restringida al nivel de Whitney µ−1(t). Aśı, f es
continua. Para ver que f es inyectiva, tomemos dos elementos
A,B ∈ µ−1(t) tales que f(A) = f(B), luego A y B son de la
forma A = [a, u] y B = [a, v] por lo que A ⊂ B o B ⊂ A.

Ya que, µ(A) = t = µ(B), obtenemos que A = B. Por lo tanto,
f es inyectiva. Por el Teorema 2.32, µ−1(t) es compacto, luego
f es homeomorfismo sobre su imagen, µ−1(t) es homeomorfo a
f(µ−1(t)). Por el Teorema 2.32, µ−1(t) es un continuo, luego
f(µ−1(t)) es un subcontinuo de [0, µ(X)]. Por el Teorema 2.29,
µ−1(t) es no degenerado, aśı f(µ−1(t)) es no degenerado. De mo-
do que f(µ−1(t)) es un subintervalo no degenerado de [0, µ(X)].
Aśı, f(µ−1(t)) es un arco, y por lo tanto, µ−1(t) es un arco.

Veamos que los niveles de Whitney para S1 son homeomorfos
a S1.

Teorema 2.37. Si S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} es la circun-
ferencia unitaria, µ : C(S1)→ [0,∞) es una función de Whitney
y 0 ≤ t < µ(S1), entonces µ−1(t) es homeomorfo a S1.
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Demostración. Sean µ : C(S1)→ [0, µ(S1)) una función de Whit-
ney y t ∈ [0, µ(S1)). Para cadaA ∈ µ−1(t), definimos f : µ−1(t)→
S1 por f(A) = punto medio de A.

Veamos que f es continua. Parametrizamos la circunferen-
cia por α : [0, 2π] → S1 definida, para ` ∈ [0, 2π], por α(`) =
(cos`, sen`). Si B 6= S1, sean PB = α(t1

B) y QB = α(t2
B),

donde t1
B < t2

B, B es el arco con extremos PB y QB y lo de-
notaremos por B = [PB, QB]. Notemos que la longitud de B,

`(B) =

∫ t2
B

t1
B

(
√

(−cost)2 + (sent)2) dt = t2
B − t1

B. Notar que

f(B) = (cos( t2
B−t1B

2 ), sen( t2
B−t1B

2 )).

Sean A ∈ µ−1(t), y A 6= S1. Supongamos que el punto
(1, 0) /∈ A. Sea la sucesión {An}∞n=1 contenida en µ−1(t) tales
que An converge al A. Por demostrar que f(An) converge a
f(A). Podemos suponer que para cada n ∈ N, (1, 0) /∈ An.

Como `, la función longitud de arco, es continua, `(An) con-
verge a `(A), es decir, t2

An − t1
An converge a t2

A − t1
A. Aśı,

f(An) = (cos( t2
An−t1An

2 ), sen( t2
An−t1An

2 )) converge a (cos( t2
A−t1A

2 ),

sen( t2
A−t1A

2 )) = f(A). Para cuando (0, 1) ∈ A, se prueba de
manera similar. Con todo esto f es continua.

Veamos que f es inyectiva. Sean A,B ∈ µ−1(t) con A =
[PA, QA] y B = [PB, QB] y α(t1

A) = PA y α(t2
A) = QA con

t1
A < t2

A y α(t1
B) = PB y α(t2

B) = QB con t1
B < t2

B.
Supongamos f(A) = f(B) y A 6= B. Aśı, `(A) = `(B). Supon-

gamos `(A) < `(B), de donde `(A)
2 < `(B)

2 , luego `([PA, f(A)])
< `([PB, f(B)]) = `([PB, f(A)]) < `([PB, QB]). De aqúı, PA ∈
(PB, QB). De manera similar, QA ∈ (PB, QB). Por lo tanto,
A = [PA, QA]  [PB, QB] = B lo cual es una contradicción,
por que µ(A) = µ(B). Aśı, A = B, luego f es inyectiva.

Por el Teorema 2.29, µ−1(t) es no degenerado, aśı f(µ−1(t))
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es no degenerado. De modo que, f(µ−1(t)) es un subcontinuo no
degenerado de S1. De aqúı, f(µ−1(t)) ⊂ S1. Sólo basta probar
que S1 ⊂ f(µ−1(t)) para ver que f es suprayectiva. Sea p ∈ S1.
Sea β es el conjunto que consta de {p}, S1 y todos los arcos que
tienen a p como punto medio.

β = {{p}, S1} ∪ A(p),

donde

A(p) = {A ∈ C(S1) = A es un arco con punto medio p}.

Vamos a parametrizar β como un arco ordenado que va de
{p} a S1. Sea h1 : [0, 1]→ C(S1), un arco ordenado que va de {p}
a S1. Definimos h2 : h1 → β de la siguiente manera, sea A ∈ h1,

existe t ∈ [0, 1] tal que h1(t) = A. Aśı que h2(A) = B, donde B ∈
β y longitud de (B) = t. Aśı, α = h2 ◦ h1 : [0, 1]→ C(S1) es un
arco ordenado de {p} a S1 tal que α([0, 1]) = β. Por el Teorema
del Valor Intermedio a µ◦α, dado t ∈ [0, µ(S1)], existe s ∈ [0, 1]
tal que µ(α(s)) = t. Aśı, α(s) es un arco con p como punto medio
tal que α(s) ∈ µ−1(t). Por tanto, p = f(α(s)) ∈ f(µ−1(t)). De
modo que S1 ⊂ f(µ−1(t)). Aśı, que f(µ−1(t)) = S1. Por lo tanto,
µ−1(t) es homeomorfo a S1.

El resultado que sigue fue inspirado para probar los futuros
Teoremas 2.39 y 2.40, se puede decir que son nuestras contribu-
ciones originales, hasta donde nosotros sabemos.

Teorema 2.38. Si X y Y son continuos, µ : C(X) → [0,∞)
es una función de Whitney, σ : Y → X es un homeomorfismo,
µ1 : C(Y ) → [0, µ(X)] está definida, para cada A ∈ C(Y ), por
µ1(A) = (µ◦ σ̂)(A) y 0 ≤ t < µ(X), entonces µ1

−1(t) es homeo-
morfo a µ−1(t).
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Demostración. Para σ : Y → X consideremos la función induci-
da σ̂ : C(Y ) → C(X). Sea µ1 : C(Y ) → [0, µ(X)] definida, para
cada A ∈ C(Y ), por µ1(A) = (µ ◦ σ̂)(A). Tenemos que µ es
una función de Whitney, de aqúı, µ es continua. Por el Teorema
2.17, σ̂ es continua. Luego, µ1 es una función continua ya que
composición de dos funciones continuas es continua. Sea p ∈ X.
µ1({p}) = (µ◦ σ̂)({p}) = µ(σ̂({p})) = µ(σ({p})) = µ({σ(p)}) =
0. Sean A,B ∈ C(Y ), tal que A  B. Aśı, σ(A) ⊂ σ(B). Si
σ(A) = σ(B), entonces A = σ−1(σ(A)) = σ−1(σ(B)) = B. Por
lo tanto, σ(A)  σ(B). Luego, µ1(A) = (µ ◦ σ̂)(A) = µ(σ̂(A)) =
µ(σ(A)) < µ(σ(B)) = µ(σ̂(B)) = (µ ◦ σ̂)(B) = µ1(B). Aśı,
µ1 es una función de Whitney para C(Y ). Además, µ1

−1(t) =
(µ ◦ σ̂)−1(t) = σ̂−1(µ−1(t)) = σ−1(µ−1(t)). Luego, σ(µ−1

1 (t)) =
µ−1(t). Por lo tanto, µ1

−1(t) es homeomorfo a µ−1(t).

Los niveles de Whitney para un arco también son arcos.

Teorema 2.39. Si X es un arco, µ : C(X) → [0,∞) es una
función de Whitney y 0 ≤ t < µ(X), entonces µ−1(t) es un
arco.

Demostración. Tomemos σ : [0, 1] → X un homeomorfismo y
consideremos la función inducida σ̂ : C([0, 1]) → C(X). Sea
µ1 : C([0, 1]) → [0, µ(X)] definida, para cada A ∈ C([0, 1]), por
µ1(A) = (µ◦ σ̂)(A). Como se demostró dentro del Teorema 2.38,
µ1 es una función de Whitney para C([0, 1]). Sea t ∈ [0, µ(X)].
Por el Teorema 2.36, tenemos que µ−1

1 (t) es homeomorfo a [0, 1].
Luego por el Teorema 2.38, µ−1(t) es un arco.

Los niveles de Whitney para una curva cerrada simple tam-
bién son curvas cerradas simples.
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Teorema 2.40. Si X es una curva cerrada simple, µ : C(X)→
[0,∞) es una función de Whitney y 0 ≤ t < µ(X), entonces
µ−1(t) es homeomorfo a X.

Demostración. Tomemos σ : S1 → X un homeomorfismo y con-
sideremos la función inducida σ̂ : C(S1)→ C(X). Sea µ1 : C(S1)
→ [0, µ(X)] definida, para cada A ∈ C(S1), por µ1(A) = (µ ◦
σ̂)(A). Como se demostró dentro del Teorema 2.38, µ1 es una
función de Whitney para C(S1). Sea t ∈ [0, µ(X)]. Por el Teo-
rema 2.37, tenemos que µ−1

1 (t) es homeomorfo a S1. Luego por
el Teorema 2.38, µ−1(t) es homeomorfo a X.
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