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Introduccion

La Teoria de los Continuos es una rama del area de Topologia,
que trata del estudio de las propiedades topoldgicas de los es-
pacios no vacios, métricos, compactos y conexos. De hecho a
un espacio topologico con estas propiedades se le llama conti-
nuo. La topologia, en ocasiones, se torna demasiado abstracta
y es complicado tener una idea geométrica de lo que estamos
haciendo; por otro lado, en la Teoria de los Continuos tenemos
siempre la ayuda de la métrica, que nos invita a imaginar por
lo menos la distancia que hay entre los puntos del espacio. Los
hiperespacios son ciertas familias de subconjuntos de un conti-
nuo X con alguna caracteristica particular. En esta tesis, cuando
X es un continuo, analizamos propiedades relacionadas con los
hiperespacios 2% = {A C X: A es no vacio y cerrado en X} y
C(X) = {A € 2%: A es conexo}, topologizados con la métrica
de Hausdorff.

El tema en el que nos enfocamos, en esta tesis, trata de las
funciones de Whitney, presentamos una demostracion de la e-
xistencia de las funciones de Whitney, y algunas propiedades de
los niveles de Whitney.

Las funciones de Whitney constituyen una herramienta muy
importante para estudiar la estructura de los hiperespacios; uno
de los resultados fundamentales en la teoria de hiperespacios
garantiza la existencia de funciones de Whitney, para el hiperes-
pacio de subconjuntos cerrados no vacios de un continuo; este
resultado se debe a Whitney, quien en 1933 fue el primero en
construir este tipo especial de funciones en ciertos espacios de
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conjuntos.

Sin embargo, el primero en utilizar estas funciones, ahora lla-

madas funciones de Whitney, para el estudio de los hiperespacios
fue Kelley en 1942, vea [8, Pag. 105].

En el Capitulo 1 enunciamos algunos conceptos y revisamos
los resultados que son necesarios para el desarrollo de esta tesis.

En el Capitulo 2 definimos la funcion de Whitney, y ademés
garantizamos la existencia; enunciamos algunos resultados de
manera que podemos ver nuevas funciones de Whitney a partir
de funciones de Whitney dadas y como parte final de esta seccion
veremos los niveles de Whitney.

La contribucién de este trabajo consiste en que hemos intro-
ducido el estudio de las funciones de Whitney ofreciendo resul-
tados conocidos que se encuentran, en la mayoria de los casos,
en referencias muy especializadas sobre este tema, damos prue-
bas detalladas de la mayoria de las afirmaciones con la intencion
de que esto sirva como base para posteriores estudios que nos
abriran camino para el acercamiento de otras propiedades, que
no se estudian en este trabajo, como las propiedades Whitney-
reversibles, fuertemente Whitney-reversible y secuencialmente
fuerte Whitney-reversible, entre otras; particularmente, se puede
estudiar el trabajo realizado por Alejandro Illanes y Rocio Leonel
denominado “Whitney Equivalent Continua” publicado en To-
pology Proceedings 2012, vea [9].

A continuacion se habla brevemente de la vida y obra de
Hassler Whitney:

Whitney asisti6 a la Universidad de Yale, donde recibié su
primer grado en 1928. En la Universidad de Harvard, fue galar-
donado con el doctorado en 1932, otorgado por una tesis sobre
la teoria de grafos bajo la supervision de George David Birkhoff,
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haciendo una importante contribucion al teorema de los cuatro
colores. Whitney se cas6é con Margaret Howell R.; el 30 de mayo
de 1930, tuvieron tres hijos, James, Carol, y Marian; él con-
tinué trabajando en Harvard, siendo nombrado instructor en
matematicas desde 1930 hasta 1935, aunque entre los anos de
1931 — 1933 los pasé como Investigador en el Consejo Nacional
de Investigacién en Harvard y Princeton. A partir de 1935 fue
ascendido a profesor asistente y luego a partir de 1940 profesor
asociado. De 1943 a 1945 fue miembro del Grupo de Matematica
Aplicada de la Comision de Investigacion de la Defensa Nacional.
Harvard hizo a Whitney profesor de tiempo completo en 1946 y
ocupd esta catedra hasta que aceptd una oferta del Instituto de
Estudios Avanzados de Princeton de una plaza de profesor en
1952. Whitney publico el libro integracién geométrica en 1957
que describe su trabajo sobre las interacciones entre la topologia
algebraica y la teoria de la integracion. Este tema fue objeto de la
conferencia que dio Whitney para el Congreso Internacional de
Matematicos, celebrado en Cambridge, Massachusetts en 1950.
Su segundo libro de variedades analiticas complejas se publicé en
1972; mas informacion de la vida de Whitney se puede revisar en:
http : / /www — history.mcs.st —and.ac.uk | Biographies /W hit-
ney.html.

Maria Castro Sanchez
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,

Benemérita Universidad Autonoma de Puebla.
2013






Capitulo 1

Hiperespacios de continuos

En este capitulo enunciamos algunos conceptos y resultados
que son necesarios para el desarrollo de esta tesis. La inten-
cion de este trabajo es que cualquiera que posea cierta madurez
matematica, sea capaz de entenderlo. Es importante resaltar que
los criterios para decidir probar un resultado se deben a que al-
gunos teoremas resultan no ser tan obvios y fue necesario hacer
notar dicho procedimiento, ademas, cada uno de los resultados
presentados nos fue abriendo camino para llegar a nuestro obje-
tivo de este trabajo que es dar las demostraciones a detalle de
dos propiedades de Whitney. En todo este trabajo si X es un
espacio topolégico y A un subconjunto de X, los sfmbolos A,
Fr(A) e Int(A) denotan la cerradura de A, la frontera de A y el
interior de A en X, respectivamente. Si A C Y C X, entonces
Ay, Fry(A) e Inty(A) denotan la cerradura de A, la frontera
de A y el interior de A en el subespacio Y de X, respectiva-
mente. La cardinalidad de un conjunto A se representa por |A|.
Como es usual, los simbolos @), N, R y R?, representan el con-
junto vacio, el conjunto de los niimeros naturales, el conjunto
de los niimeros reales y el plano euclidiano, respectivamente. Un
espacio topoldgico es no degenerado si tiene mas de un punto.

1



2 Hiperespacios de continuos

Sean X un espacio topoldgico y p € X; un subconjunto V' de
X es una vecindad de p si existe un abierto U en X tal que
pelUcCV.

1.1. Continuos

A continuacién mencionamos las definiciones transcenden-
tales de nuestro trabajo de investigacion.

Las raices del concepto de continuo estan en la nocién de
continuidad. En la segunda mitad del siglo XIX los mateméaticos
iniciaron un lento (y dificil) avance para establecer los concep-
tos basicos del Analysis Situs, como se llamaba en ese tiempo la
topologia. Muchos de los objetos estudiados en el periodo ini-
cial de la topologia eran considerados como subconjuntos de la
linea real, el plano o mas generalmente del n-espacio Euclidiano
para un entero positivo arbitrario n. La primera clase de espa-
cios abstractos a la cual fueron generalizados varios conceptos y
resultados fue la clase de los espacios métricos, definidos en 1906
por M. Fréchet, aunque el término espacio métrico fue introduci-
do hasta 1914 por F. Hausdorff. Uno de los conceptos basicos de
la topologia es la conexidad; la definiciéon actual de este concepto
fue introducida en 1893 por C. Jordan. Otro concepto topoldgico
relacionado con la nociéon de continuo es el de compacidad; su
origen esta vinculado con un teorema demostrado en 1895 por
k. Borel, el cual establece que toda cubierta abierta numerable
de un intervalo cerrado tiene una subcubierta finita. La defini-
cién actual esencialmente se debe a P. S. Aleksandrov y a P. S.
Urysohn, vea [2, pag. 225].

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio,
compacto y conexo.
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Ejemplo 1.2. (1) El intervalo cerrado [0, 1] es un continuo.

(2) Un arco es un espacio topoldgico homeomorfo al intervalo
cerrado [0, 1].

(3) La circunferencia unitaria S* = {(z,y) € R*: 2% + y* = 1}
es un continuo.

(4) Una curva cerrada simple es un espacio topolégico ho-
meomorfo a S?.

1.2. Hiperespacios

La teoria de los hiperespacios tiene sus inicios en los primeros
anos del siglo XX con los trabajos de F. Hausdorff y L. Vietoris.

Definicién 1.3. Dado un continuo X, sean
28 ={A: A# 0y Aescerradoen X} y
C(X)={A€2%: A es conexo}.

Definicién 1.4. Sean X un continuo con métrica d , A € 2% y
e > 0, la e-nube alrededor de A (o la nube con centro en A y
radio €) es el conjunto N(g, A) = {x € X: existe a € A tal que
d(a,z) < e}.

Definicion 1.5. Sean X un continuo con métrica d. Si a € X
y € > 0, la bola abierta en X con centro en a y radio ¢ es el
conjunto

B(a,e) ={x € X: d(a,z) < e}.

El siguiente resultado relaciona el conjunto con su nube, y la
nube con las bolas.
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Teorema 1.6. Si X es un continuo, A € 2% y £ > 0, entonces
AC N(&,A) y N(EvA) - UaeAB(avg)'

Demostracion. Supongamos € > 0y A € 2X. Para cada a € A,
d(a,a) =0<e. Asi A C N(g,A).

Por otro lado, sea p € |J,.4 B(a, €), consecuentemente existe
a; € A tal que p € B(ay,¢), es decir, d(ay,p) < &, luego p €
N(e, A). Asi, U, Bla,e) C N(eg, A).

Sélo falta mostrar que N (e, A) C J,.4 B(a, €). Para esto, sea
p € N(g, A), consecuentemente existe ag € A tal que d(ag, p) < €
luego p € B(ao,€), por lo que p € |J,c4 B(a, ). Asi N(g,A) C

UaeA B(a7 8)'
Por lo tanto, N(e, A) = J,c4 B(a,¢). O

Por consiguiente, cada conjunto de la forma N(e, A) es abier-
to en X. Mas auin, si a € X, entonces N(e,{a}) = B(a,¢).

El siguiente resultado contiene propiedades relacionadas con
el concepto de nube.

Teorema 1.7. Sean X un continuo, A, B € 2% y ¢ > 0. En-
tonces se cumplen las siguientes propiedades.

(1) si0<d<ey AC B, entonces N(6,A) C N(e, B).
(2) N(e,A)UN(e,B) = N(e,AUB).
(3) Nz, 4) = ] N(,A).

0<é<e

Demostracion. (1) Sea x € N(9, A). Existe a € A tal que d(a, z)
< 4. Como § < €, tenemos que d(a,r) < €. Puesto que, A C B,

consecuentemente a € B, de donde z € N(e, B). Por lo tanto,
N(6,A) C N(e, B).
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(2) Por el inciso (1) de este teorema, N(g, A) C N(e, AU B)
y N(e,B) C N(e,AU B). Asi,

N(s, A)UN(e, B) C N(s, AUB). (1.2.1)

Ahora, sea z € N(g, AUB). Existe b € AUB tal que d(b, z) <
. Tenemos dos casos be Ao b e B.

(i) Si b € A, entonces z € N(g, A).
(ii) Si b € B, entonces z € N (e, B).
En ambos casos, z € N(e, A) U N(g, B). Por lo tanto,

N(e,AUB) C N(¢,A)UN(e, B). (1.2.2)

De ([1.2.1)) y (1.2.2)), tenemos que N (e, A)UN (e, B) = N (e, AU
B).

(3) Sea xz € N(e, A). Existe a € A tal que d(x,a) < e. Sea 0
tal que d(z,a) < § <e. Deaqui,0 <d <eyax e N(d,A). Por
lo tanto

N(e,A)c | N5, 4) (1.2.3)
0<d<e

Por el inciso (1) de este teorema,

LJ N5, A) c N(e, A) (1.2.4)
0<é<e
De (|1.2.3)) y (1.2.4)), tenemos que N(g, A) = U N0, A). O
O0<d<e

Recordemos que

d(A, B) = inf {d(a,b): a € A,b € B}
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denota la distancia entre los subconjuntos A y B del continuo
X con métrica d.

Una propiedad adicional relacionada con el concepto de nube,
de suma importancia, es la que sigue.

Teorema 1.8. Si X es un continuo, A € 2% y U un abierto en X
tales que A C U, entonces existe € > 0 tal que A C N(e, A) C U.

Demostracion. Como A es cerrado en X, X — U es compacto y
A C U, tenemos que d(A, X —U) > 0. Sea e = w y supon-
gamos que p € N(g, A). De aqui, para algiin a € A, p € B(a,¢).
Sip € X—U, notemos que d(A, X —-U) < d(p,a) <e = w,
esto es una contradiccion. Por tanto p € U. Luego N(g, A) C U.

Finalmente, por el Teorema , tenemos que A C N(g,A). O
Definicién 1.9. Sea X un continuo, para cada A, B € 2%, sea
H(A,B)=inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(g,A)}.

De acuerdo a [12, Teorema (0.2), pag. 2|, tenemos lo siguiente.

Teorema 1.10. Si X es un continuo, entonces (2%, H) es un
espacio métrico.

Si X es un continuo, la métrica de Hausdorff es H. Asi 2%
con la métrica de Hausdorff se llama el hiperespacio de los
subconjuntos no vacios y cerrados en X y el subespacio de
(2%, H), C(X) es el hiperespacio de los subcontinuos de X.

Definicién 1.11. Sean X un continuo, n € Ny Uy, Us, ..., U,
subconjuntos de X, no vacios. El vietérico de Uy, U, ..., U,,
denotado por (Uy,Us, ..., U,), es el conjunto

{AGQX: ACUUZ-yAﬂUﬁé@, para cada i € {1,2,...,71}}.
i=1
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El siguiente resultado dota de una topologia al hiperespacio
2% de un continuo X dado, la demostracién se puede consultar
en [5, Teorema (2.20), pag. 26].

Teorema 1.12. Si X es un continuo y B = {(Uy,Us,...,U,) :
Uy, Us, ..., U, son abiertos en X y n € N}, entonces B es una
base para una topologia del hiperespacio 2¥.

La topologia generada por B, denotada por 7 es conocida
como la Topologia de Vietoris.

Todos los hiperespacios de un continuo los podemos conside-
rar ya sea con la topologia inducida por la métrica de Hausdorff
o con la topologia de Vietoris, de manera indistinta, vea [3, Teo-
rema (2.22), pag. 27].

Los hiperespacios 2% y C(X) siempre los consideramos con
la topologia inducida por la métrica de Hausdorff.

La demostracion del siguiente resultado se puede consultar
en [12, Teorema (1.13), pag. 65].

Teorema 1.13. Si X es un continuo, entonces 2% y C'(X) tam-
bién son continuos.

Teorema 1.14. Si X es un continuo con métrica d, entonces se
cumple lo siguiente:

(1) Si A,B € 2¥ y e > 0, entonces H(A, B) < ¢ si y sélo si
ACN(e,B)y BC N(g,A).

(2) Para cada m € N, sean A,,, B,, € 2% tales que A,, C B,,.
Si las sucesiones {A,,}>°_; v { B, }5°_; convergen a Ay B
en 2%, respectivamente, entonces A C B.
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Demostracion. (1) Sean E = {§ > 0: A C N(§,B) y B C

N(0,A)}. Supongamos que H(A, B) < . Luego existe 6 € E

tal que d < . De donde A C N(§,B) y B C N(4,A). Por

el Teorema inciso (1), N(6,A) C N(e,A) y N(0,B) C

N(e, B), concluimos que A C N(¢,B) y B C N(g, A).
Reciprocamente:

(i) Supongamos B C N(g, A). Por el Teorema inciso (3),
tenemos que N(e,A) = Uyo5-. N(9,A). De donde, B C
Uos<c N(0, A). Luego, dado que B es compacto, existen
n € Ny ntmeros positivos d1, ..., d, tales que B C |J;_,
N(d;, A). Pongamos r = max{di,...,d,}. Tenemos que
0<ri<eyBCN(r,A).

(ii) Analogamente al caso (i). Suponiendo que A C N(e, B),
existe ry tal que 0 <1y <e y A C N(re, B).

Finalmente, sea r = max{ry, 9}, tenemos que 0 < r < e, A C
N(r,B) y B C N(r,A). Asi r € E, luego inf E < r. Por lo
tanto, H(A, B) < e.

Por lo tanto, si A, B € 2% y ¢ > 0, entonces H(A, B) < ¢ si
y sélosi AC N(e,B)y B C N(g,A).

(2) Supongamos que A ¢ B. Fijemosa € A— B y ¢ >0
tal que ¢ < d({a},B). Sea k € N tal que H(A, Ay) <
H(B,B) < 5, se sigue de la parte (1) que A C N(
y Bp C N(5,B). Luego existe z € A tal que d(a,r) <
Como Ap C By, tenemos que x € By; luego existe b € B t
que d(z,b) < 5. Finalmente, d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < 5+
[

5 = €. Notemos que, ¢ < dist(a, B) < d(a,b) < ¢, esto es una

contradiccién.
Por lo tanto, A C B. ]
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El Teorema [1.15], conocido como el criterio M. de Weierstrass,
muestra una manera de construir funciones continuas a partir
de sucesiones de funciones continuas. Esto ayudara para dar una
expresion explicita de algunas funciones de Whitney como en el
Teorema 2.9 Una demostracién de este criterio de Weierstrass

se puede deducir del resultado que se encuentra en [7, Teorema
(10.5), pag. 85].

Teorema 1.15. Sea X un espacio topoldgico. Si {1, }5°; es una
sucesion de funciones continuas de X en R tales que para toda
n € Ny para toda x € X, | u,(x) |< M, entonces la funcién p,

definida por pu(z) => £ g(m ) es una funcién continua.

El resultado que sigue, conocido como el Teorema del pegado
(o empalme) de funciones, también muestra una manera de cons-
truir funciones continuas a partir de funciones continuas dadas.
Esto nos servira para probar la continuidad de la funcién defini-
da como el maximo de dos funciones de Whitney. Una prueba

de este Teorema se puede consultar en [4, Teorema (1.F.6), pag.
32].

Teorema 1.16. Sean X y Y espacios topolégicos y A y B sub-
conjuntos cerrados en X, tales que X = AUB. Sean f: A > Y
y g: B — Y funciones continuas. Si f(x) = g(x) para cada
xr € AN B, entonces f y g se combinan para dar una funcién
continua h: X — Y, definida mediante h(z) = f(x)siz € A,y
h(z) =g(z) siz € B.

En la teoria de los hiperespacios es de mucha ayuda tener
ideas geométricas de cémo son. A continuacién, presentamos los
hiperespacios para el continuo més simple que es el intervalo
cerrado [0,1] y St
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Ejemplo 1.17. (1) El hiperespacio de los subcontinuos del in-
tervalo cerrado C'([0,1]) = {(a,b) € R*: 0 < a < b < 1},
vea [10, Teorema (3.2)].

(2) El hiperespacio de los subcontinuos de la circunferencia
C(SY = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}, vea [10, Teorema
(3.4)].

1.3. Funciones continuas entre continuos

Varias de las propiedades de las funciones continuas entre
continuos son muy importantes. Ellas han representado un tema
muy interesante de estudio e investigacion para los especialistas
en teoria de continuos.

Las funciones continuas y homeomorfismos entre espacios abs-
tractos fueron considerados por primera vez por M. Fréchet en
1910. Desde un punto de vista estrecho, la nocién de homeomor-
fismo, fue presentada primero por H. Poincaré (1854 —1912). La
primera exposicion sistematica y exhaustiva sobre estas clases
de funciones fue dada, en 1914, por F. Hausdorff. Una de las
clases mas importantes de funciones, que de manera natural
estd colocada entre la clase de todas las funciones y la clase
de los homeomorfismos, es la de las funciones abiertas. En 1913,
H. Weil introdujo la nocién de funcion abierta para funciones del
plano en si mismo. En 1931, N. Aronszajn definié las funciones
abiertas entre espacios topoldgicos y en 1937, G. T. Whyburn
estudié las funciones abiertas entre espacios compactos, vea [2]
pag. 225].

Definicién 1.18. Sean X y Y continuos, una funcion f: X — Y
es abierta si para cualquier conjunto abierto U en X, la imagen
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f(U) es un conjunto abierto en Y.
De manera similar, también existe el concepto que sigue.

Definicién 1.19. Sean X y Y continuos, una funcion f: X — Y
es cerrada si para cualquier conjunto cerrado £ en X, la imagen
f(E) es un conjunto cerrado en Y.

Las funciones continuas entre continuos siempre son cerradas,
como mostramos a continuacién.

Teorema 1.20. Si X, Y son continuos y f: X — Y es una
funcién continua, entonces f es cerrada.

Demostracion. Supongamos que X y Y son continuosy f: X —
Y es una funcién continua. Tomemos A cerrado en X, luego A
es compacto, consecuentemente f(A) es compacto.

Mostremos que Y — f(A) es abierto en Y.

Sea zp un punto de Y — f(A). Para cada punto a de f(A),
como Y es de Hausdorff, existen abiertos y ajenos U, v V, que
contienen a los puntos xg y a, respectivamente. La coleccion
{Va: a € f(A)} es una cubierta de f(A) de conjuntos abiertos en
Y'; por lo tanto, existe un numero finito V,,,...,V, que cubren
a f(A). El conjunto abierto V =1V, U...UV, contiene a f(A),
y es ajeno del conjunto abierto U = U,, N ... N U,, formado
por las intersecciones de los correspondientes abiertos de Y que
contienen a xy. Sea z € V, para alguna ¢, tenemos que z € V..
Por lo tanto z ¢ U,,, asi z ¢ U. De manera analoga, se puede
ver que si z € U, entonces z ¢ V. Luego, U es un abierto de Y
que contienen a xy ajeno de f(A). Asi, Y — f(A) es abierto en
Y. Por lo tanto, f(A) es cerrado en Y. O

Las funciones mondtonas fueron estudiadas por primera vez,
en 1925, por R. L. Moore en términos de descomposiciones semi-
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continuas superiores; las funciones mondétonas fueron introduci-
das, en 1934, por G. T. Whyburn, quien demostré que las propie-
dades de ser un arco o una curva cerrada simple son invariantes
bajo funciones mondétonas, vea [2, pag. 225].

Definicion 1.21. Sean X y Y continuos, una funciéon f: X — Y
es mondétona, si para cada y € Y, tenemos que f!(y) es conexo.

Veamos que existe una funcién abierta que no es mondétona,
como sigue.
Ejemplo 1.22. Si f: [-1,1] — [0,1] es la funcién definida,
para toda t € [—1,1], por f(t) = |t|, entonces

—1 1

f es abierta y no es monotona.

Demostracion. Veamos que f es una funcién abierta. Para esto,
basta considerar los siguientes casos:

(1) Para un subconjunto abierto (a,b) del arco [—1, 1], tenemos
que
(a,b), si 0<a,
f ((CL, b)) - (_b7 —CL) ) sib< 07
[0, méx {—a,b}), si a<0<b,
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asi, f ((a,b)) es un subconjunto abierto de [0, 1].

(2) Sea [—1,b) un subconjunto abierto de [—1, 1], luego

(=b,1], si b<0,
f([—Lb)):{ 0,1, si b>0.

que son conjuntos abiertos en [0, 1].

(3) Sea (a, 1] un subconjunto abierto de [—1, 1], luego

(a,1], si a>0,

f((a’l]):{ 0,1], si a<0.

que son conjuntos abiertos en [0, 1].

La funcién f no es una funcién mondtona por que f~1 (1) =
{re[-1,1]: f(z) =1} = {1} U {1}, es disconexo. O

Veamos que existe una funcién monoétona y que no es abierta,
Como sigue.

Ejemplo 1.23. Si X = ([3,3] < {3}) U ({3} x [5,3]) W ([3. 1]
X {%}) yY = [i, %} , entonces la funcién f: X — Y definida,
para cada punto (z,y) € X por f((x,y)) = x, es mondtona y

no es abierta.
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Demostracion. Veamos que f es una funcién mondtona. Consi-
deremos los dos casos posibles.

(1) Siy € Y\ {3}, entonces

3 1 1
-1 _ (yaz)a S1 Z§y<§7
/ @)—{(y,i),ams%

Asi, f71(y) es conexo.
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(2) Siy = 3, entonces

1 13
) = {5} X [Z’Z] :
Asi, f71(y) es conexo.

Por lo tanto, f es mondtona.

El conjunto A = {3} x (3, %) es abierto en X. Como f (A) =

{%} y {%} no es abierto en Y, tenemos que f no es abierta. [
El siguiente teorema, conocido como el Teorema del Cable
Cortado es muy utilizado en la teoria de los continuos. Una de-

mostracion de este resultado se puede consultar en [11], Teorema
(5.2), pag. 72].

Teorema 1.24. Sean A y B subconjuntos cerrados de un espa-
cio métrico compacto X. Si ningtin subconjunto conexo de X
intersecta tanto a A como a B, entonces existen dos subconjun-
tos cerrados y ajenos X; y Xy de X tales que X = X; U Xo,
A C X1 y B C X2.

El resultado que sigue lo usaremos para probar el Teorema
1.27| Una demostracién de este resultado se puede consultar en
[T, Proposicion (2.8), pag. 47].

Teorema 1.25. Sean X, Y continuos y f: X — Y una funcién
abierta. Si Z C Y, entonces f |-1z): f7H(Z) = Z es abierta.

Las funciones confluentes son una generalizacién de las fun-
ciones mondétonas y abiertas, esta nocién la introdujo Janusz J.
Charatonik en 1964, vea [2, pag. 225].

Definicién 1.26. Sean X y Y continuos, una funciéon f: X — Y
es confluente, si para cada subcontinuo B de Y y cada compo-
nente conexa C' de f~!(B), tenemos que f(C) = B.



16 Hiperespacios de continuos

De aqui en adelante a las componentes conexas se les lla-
mara simplemente componentes.

Teorema 1.27. Sean X y Y continuos, f: X — Y una funcion
continua y suprayectiva. Si f es una funcion abierta, entonces f
es confluente.

Demostracion. Supongamos que f no es confluente, asi, existen
un subcontinuo B de Y y una componente C' de f~1(B) tales que
f(C) # B.Yaque f(C) C B, existen b € B tal que CNf~1(b) =
0. Dado que C es componente de f~(B), tenemos que C es
cerrado en f~1(B). Como f es continua, f~1(b) es cerrado en
fH(B).

Veamos que ningtin subconjunto conexo de f~1(B) intersecta
tanto a C' como a f~1(b). Para esto suponemos lo contrario, es
decir, existe un conexo R en f~1(B) tal que RN f~1(b) # 0y
RNC # 0.

Dado que C' es una componente de f~1(B), tenemos que R C
C, lo cual implica que C'N f~1(b) # 0, esto es una contradiccion.

Por el Teorema [1.24], tenemos que f~}(B) = G U H donde G
y H son subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios en f~1(B),
con C C Gy f1(b)C H.

Veamos que f(G) es abierto, cerrado y distinto del vacio.
Puesto que G = (X — H)( f~YB), se sigue que G es abierto
en f~1(B). Como f es una funcién abierta, por el Teorema m,
tenemos que f |f-1(py (G) = f(G) es abierto en B. Dado que G
es compacto y f es una funcién continua, f(G) es cerrado en B
y F(G) # 0, ya que G # (). Por la conexidad de B, se cumple
que B = f(G). Luego, b € f(G), es decir, f71(b) NG # 0, esto
contradice que H y G son ajenos. Por lo tanto, f es una funcién
confluente. O]



1.3 Funciones continuas entre continuos 17

Veamos que existe una funcién continua, suprayectiva y con-
fluente que no es abierta.

Ejemplo 1.28. Sean X; = {(z,y) € R*: 1 < x < 2,y =
sen(—5)}, Xo = {(z,y) e R%:zx =1,-1 <y <1}y X3 =
{(x,y) e R?: —1 <2 <1,y =1}. Definamos X = X;UX,UXj3,

Y = X; U X, y consideremos la funcion f: X — Y definida por

_ (x,y), Si (may)EXIUXZa
f @) ‘{ (v.2), si (x.y) € X

Entonces f es confluente y no es abierta.

Demostracion. Notemos que f es continua y suprayectiva. Vea-
mos que f es confluente. Sea B € C'(Y'). Tenemos los siguientes
casos:

(1) B € C(X}). En este caso, f1(B) = B. Asi que f~(B) sélo
tiene una componente, B, y es tal que f(B) = B.

(2) B € C(X3). En este caso, f~1(B) tiene dos componentes,
digamos A; y As. Ademas, una de estas dos componentes,

supongamos que Aj, es igual a B. Luego, por la definicion
de f, tenemos que f(A;) = B = f(As).

(3) Existe b € (1,2] tal que B = Xo U{(z,y) e R?*: 1 <z <
by = senﬁ}. En este caso, notemos que f~}(B) = BU

X3. Asf que, f~1(B) tiene sélo una componente, BU X3, y
es tal que f(BU X3) = B.

Por lo tanto, f es confluente.

Ahora veamos que f no es abierta. Para esto, tomemos el
conjunto abierto U = {(z,y) € R*: —1 <z <1l,y=1}en X.
Notemos que f(U) = {(z,y) € R*: x = 1,—1 < y < 1}. Fijemos
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z € f(U). Observemos que, para cada ¢ > 0, B(z,¢) ¢ f(U).
Consecuentemente, f(U) no es un conjunto abierto en Y. Por lo
tanto, f no es abierta. ]

El siguiente resultado es una caracterizacion de una funcién
monoétona; con el cual se demuestra en el Teorema [1.30, que

las funciones mondotonas son confluentes. Una demostracion del
Teorema se puede consultar en [I, Teorema (2.4), pag. 45].

Teorema 1.29. Sean X y Y continuos, f: X — Y una funcion
continua y suprayectiva es mondtona si y sélo si para cada B €

C(Y), tenemos que f~}(B) € C(X).

Teorema 1.30. Sean X y Y continuos, f: X — Y una fun-
ciéon continua y suprayectiva. Si f es mondtona, entonces f es
confluente.

Demostracion. Sean B € C(Y') y C una componente de f~1(B).
Veamos que f(C) = B. Como f es monétona, por el Teorema
[1.29] tenemos que f~1(B) € C(X). Luego, C' = f~(B). Como
f es suprayectiva, f(C) = f(f~1(B)) = B. Por lo tanto, f es
confluente. O

Veamos que existe una funcién continua, suprayectiva y con-
fluente que no es monotona.

Ejemplo 1.31. Si f: [—1,1] — [0, 1] es una funcién definida,
para toda t € [—1, 1], por

ft) =1t
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—] 1

entonces f es una funcién confluente y no es monétona.

Demostracion. Veamos que f es confluente.

Los subcontinuos de [0, 1] se pueden caracterizar de dos for-
mas: los subespacios homeomorfos a [0, 1] y los subespacios sin-
gulares.

(1) Para el intervalo cerrado [a,b] de [0, 1], tenemos que

Pt ={ [ g ez

Cada componente de f~! ([a, b]), evidentemente, tiene ima-
gen, bajo f, igual al intervalo [a, b] .

(2) Para cualquier punto c en [0, 1], tenemos que

1,8 {=ctUud{c}, st c#0,
/ (C)_{{c}, si c=0.

Cada componente de f~! (c) consiste de un punto cuya ima-
gen, bajo f, es igual al conjunto de partida {c} .
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De lo visto en los casos (1) y (2) se sigue que f es confluente.
Ahora veamos que f no es mondtona.
Como f71(1) = {1} U {1}, tenemos que f~1(1) es dis-
conexo. Por lo tanto f no es una funciéon monotona. ]

Teorema 1.32. Sean X, Y y Z continuos. Si f: X — Y y

g: Y — Z son funciones confluentes, entonces la funciéon g o
f: X — Z es confluente.

Demostracion. Sean B un subcontinuo de Z y C' una compo-
nente de (g o f)~1(B). Veamos que (go f)(C) = B.

Sean D la componente de g~ '(B) tal que f(C) C Dy FE
la componente de f~}(D) tal que C C E. De donde, tenemos
que C ¢ E C f74D) c f(¢g%B)). Luego, C C E C (go
f)7Y(B), entonces C = E, por que C es una componente de
(gof)~1(B). Como, f es confluente, f(C) = f(E) = D. Ademss,
g es confluente, asi g(f(C)) = g(f(F)) = g(D) = B, es decir,
(go f)(C) = B. Por lo tanto, go f: X — Z es confluente. [

Definicién 1.33. Sea X un espacio métrico, X es totalmente
disconexo, si cada componente de X consiste de un sélo punto.

Definicién 1.34. Una funciéon continua f: X — Y es lige-
ra si para cada x € X, tenemos que f~!(f(x)) es totalmente
disconexo.

Teorema 1.35. Sean X, Y y Z continuos. Si f: X — Y y
g: Y — Z son funciones ligeras, entonces la funcion go f: X —
Z es ligera.

Demostracion. Sean A € C(X) y z € Z tales que A C (g o
f)7H(z). Como (go f)~'(2) = f~1(g7"(2)), tenemos que f(A) C
g 1(2). Sabemos que g es una funcién ligera y f(A4) € C(Y),
tenemos que f(A) es degenerado, es decir, existe y € Y tal
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que f(A) = {y}. Dado que f es una funcién ligera, f~!(y) =
f1({y}) es totalmente disconexo. Y ademés, A C f~1(f(A)) =
f~Y(y), consecuentemente A es degenerado. Es decir, para cada
x € X, cada componente de (go f) (g o f(x)) consiste de un
solo punto. Por lo tanto, la funcién go f: X — Z es ligera. [

En los Teoremas [2.20] [2.21] y [2.22] estudiaremos funciones li-
geras.

1.4. Arcos ordenados

Definicién 1.36. Sean X un continuo y A, B € 2 tales que
A ¢ B. Una funcién continua a: [0,1] — 2% es un arco orde-
nado de A a B en 2% si cumple lo siguiente:

(1) a(0) =Ay «a(l) = B.
(2) sit,s €[0,1] tales que t < s, entonces a(t) & afs).

Definicién 1.37. Sean X, Y continuos, una funciéon f: X — Y
es un homeomorfismo si f es una funcion biyectiva, continua y
f~1 es una funcién continua.

A continuacion presentamos unos resultados importantes, para
el estudio de ciertas propiedades en los hiperespacios.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [6),
Teorema (1.54), pag. 40].

Teorema 1.38. Sean X un continuo con métrica d y Ay, Ay €
2X tales que Ay # Aj, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) existe un arco ordenado en 2% de Ay a Aj.
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(2) Ag C Ay y cada componente de A; intersecta a Ay.

Teorema 1.39. Sea X un continuo. Si « es un arco ordenado
en 2% comenzando con Ay € C(X), entonces el arco ordenado
estd contenido en C'(X), es decir, a([0,1]) C C(X).

Demostracion. Seant € (0,1] y B = «a(t). Sea [ el subarco de «
con puntos finales Ay y B. Por la Definicién [1.36] 5 es un arco
ordenado de Ay a B. Asi, por el Teorema [1.38, tenemos que

(1) Ay C By
(2) cada componente de B intersecta a Ay.

De (1), tenemos que
(3) B =U{AyU K: K es una componente de B}.
Por (2) y ademds como A es conexo, tenemos que

(4) para cada componente K de B, tenemos que Ay U K es
conexo.

Por (3) y (4), concluimos que B € C(X). Por lo tanto, a([0, 1]) C
C(X). []

Tenemos la siguiente consecuencia.

Corolario 1.40. Si X es un continuo, A, B € C'(X) con A & B,
entonces existe un arco ordenado de A a B contenido en C(X).

Demostracion. Si X es un continuo, A, B € C(X) con A & B
y cada componente de B intersecta a A, por el Teorema [1.38
existe un arco ordenado en 2¥ de A a B. Asi, por el Teorema

1.39, el arco ordenado de A a B esté contenido en C'(X). [



Capitulo 2

Dos Propiedades de Whitney

2.1. Funciones de Whitney

Definicién 2.1. Sea X un continuo. Una funcién de Whitney
para el hiperespacio 2% es una funcién continua u: 2¥ — R
tal que

(1) paracada z € X, p({z}) =0y

(2) para cada A, B € 2% tales que A C By A # B, tenemos
que p(A) < p(B).

Una funcién de Whitney para el hiperespacio C'(X) es
una funcién continua de C'(X) en R que satisface las condiciones

(1) y

(3) paracada A, B € C(X) talesque A C By A # B, tenemos
que pu(A) < p(B).

La restriccién a C(X) de una funcién de Whitney para 2%
es una funcién de Whitney para C'(X), como se muestra en el
siguiente resultado.

23
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Teorema 2.2. Si X es un continuo y i: 2% — R es una funcién
de Whitney para 2%, entonces |c(x) es una funcién de Whitney

para C'(X).

Demostracion. (i) Por demostrar que 41 |¢(x): C(X) — R es una
funcién continua.

Sea U un subconjunto abierto en R, es decir, por demostrar
(1 lex)) H(U) es un abierto en C'(X), es decir, (1 |c(x)) H(U) =
V(N C(X) para algin abierto V en 2%. Como p es una fun-
cién continua, tenemos que p~1(U) es un abierto en 2%, y luego
1~ HU) (N C(X) es un abierto en C(X). Como (1 |c(x)) ' (U) =
p HU) N C(X), tenemos que p |ox) : C(X) — R es una fun-
cién continua.

(ii) Para cada = € X, tenemos que p |c(x) ({7}) = p({z}) =
0.

(iii) Como g |¢(x) (B) = u(B) para cada B € C'(X), resulta
que como A, B € C(X) en particular A, B € 2%, tales que
A C By A# B, tenemos que pu(A) < u(B), es decir, p |o(x)
(A) < p |exy (B). Por lo tanto, 1 |¢(x) es una funcién de
Whitney para C(X). O

Ejemplo 2.3. La reciproca del Teorema no se cumple: La
funcién didmetro diam: 2% — [0,1] no es una funcién de
Whitney para 2% ya que diam([0, 1]) = diam({0, 1}).

Sin embargo, si restringimos esta funcién a C'([0, 1]), la nueva
funcion si es una funcion de Whitney para C([0, 1]).

Teorema 2.4. Si X es un continuo arco conexo y la funcién
didmetro es una funcién de Whitney para C(X), entonces X es
un arco.

Demostracion. Supongamos que d es la métrica del continuo X.
Sean p,q € X tales que el didm(X) = d(p,q). Por hipdtesis
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existe un arco A en X que une los puntos p y ¢; es decir,
d(p,q) < sup {d(x,y): z,y € A} = didm(A) < didam(X) =
d(p, q). Por tanto, didm(A) = didm(X). Como didm es una fun-
cién de Whitney para C'(X), tenemos que A = X. Por lo tanto,
X es un arco. ]

El resultado que sigue lo utilizamos para probar el Teorema
2.0l

Teorema 2.5. Sean X un continuo y p una funciéon de Whitney
para 2%. Para cada m € N, sean A,,, B,, € 2% tales que A4,, C
By t(Bn) — p(An) < L. Sila sucesién {A4,,}°_; converge a
Aen 2% y {B,,}>°_, converge a B en 2%, entonces A = B.

Demostracion. Como para cada m € N, tenemos que A,, C B,,,
por Teorema [1.14] (2), tenemos que A C B. Como pu es una
funcién de Whitney para 2%, tenemos que

u(A) < p(B).
Notemos que
0 < pu(B) = m(A) = p(imBy,) —p(limAy,).
Como p es continua, p(limB,,) — p(limA,,) = limu(B,,) —
ltmp(An,) = Um(p(Bn) — p(Ay)) < limt = 0.

Asi, u(B) — u(A) = 0. Por lo tanto, u(B) = p(A). Como p es
una funcién de Whitney para 2%, concluimos que A = B. H

El siguiente resultado establece condiciones para estimar la
distancia entre dos elementos de 2%, mediante funciones de Whit-
ney.

Teorema 2.6. Si X es un continuo, p es una funcion de Whitney
para 2% y H es la métrica de Hausdorff para 2%, entonces para



26 Dos Propiedades de Whitney

cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para cada A, B € 2X con A C B
y u(B) — p(A) < 6, tenemos que H(A, B) < e.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que existe € > 0
tal que para cada & > 0 existen As, Bs € 2% con A5 C By,
w(Bs) — u(As) <6 vy H(As, Bs) > . En particular, para cada
m € N, existen A,,, B,, € 2% con A,, C By, (By) — p(Ay) <
Ly H(A,, By) >e.

Como 2 es métrico compacto, la sucesién {A,, }>_, tiene una
subsucesién {4, }2°, que converge a algin elemento A € 2%.
Ahora, la respectiva subsucesion {B,,, }72, de {B,,}>_; tiene
una subsucesion {Bmkj 521 que converge a algin elemento B €
2% Asi, tenemos dos subsucesiones {Am, 1521 Y { By, 1721 de las
sucesiones { A, }>°_, v { B, }°°_,, respectivamente, que convergen
a Ay B, respectivamente, tales que Ay, C By, v p(Bm,,) —
M(Amkj) < mij

Por el Teorema 2.5, tenemos que A = B, luego H(A, B) =
0. Por otro lado, como H(Am, ,Bm, ) =2 ¢ > 0 = H(A,B),
consecuentemente limH (Amkj, Bmkj) > ¢ > 0, tenemos que 0 =
H(A, B) = H(limA,,, ,1imB,,, ) > € > 0, esto es una contradic-
cién. j ] ]

Teorema 2.7. Si X es un continuo, p es una funciéon de Whitney
para C(X) y € > 0, entonces existe § > 0 tal que para cada
K € C(X) con didm(K) < 0 cumple que u(K) < e.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que para 6 > 0
existe Ky € C(X) tal que didm(K;) < 6 y p(Ks) > €. En
particular, para cada neN, existe K,€C(X) con didm(K,) < =
y u(Ky) > €.
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Como C(X) es métrico compacto, la sucesion {K,}22, tiene
una subsucesién { K, }52; que converge a algiin K € C(X).

Como la funcién didametro es continua consecuentemente, la
sucesion { didam(K,;)}32, Converge a didm(K). Dado que para
cada j € N, dlam( J) < nj tenemos que diam(K) = 0, es
decir, K = {z}. Por lo tanto, u(K) = 0.

Por otro lado, para cada j € N, u(K,,) > ¢; y dado que
{u(Ky,)}52, converge a p(K), tenemos que u(K) > e. Esto es
una contradiccion. H

Teorema 2.8. 5i X es un continuo, p es una funcion de Whitney
para 2% y ¢ > 0, entonces existe § > 0 tal que para cada K € 2%
con didm(K) < § cumple que pu(K) < e.

Demostracion. La prueba es similar a la demostracion del Teo-
rema 2.7 O

2.2. Existencia de funciones de Whitney

Las funciones de Whitney nos proporcionan una manera de
medir el tamaiio de los elementos de 2% y constituyen una he-
rramienta muy importante para estudiar la estructura de los
hiperespacios.

Aqui vemos la existencia de las funciones de Whitney y pre-
sentamos de manera explicita la funcién.

Teorema 2.9. Si X es un continuo, entonces existen funciones
de Whitney para el hiperespacio 2%.

Demostracion. Como X es un espacio métrico compacto, pode-

mos elegir un subconjunto denso y numerable D = {aq,as,...}
de X.
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Para cada n € N, sea i,: 2¥ — R definida, para cada A €
2% por ju,(A) = méx{d(a,a,): a € A}— min{d(a,a,): a € A}.

(1) Para cada n € N, veamos que f, es continua.

Demostracién de (1). Sean ¢ > 0 y A, B € 2% tales que
H(A,B) < 5, mostremos que | p,(A) — pn(B) |< ¢, es de-
cir, mostraremos que i, es uniformemente continua, con lo que
podemos asegurar que i, Sea continua.

Como A y B son compactos, existen ag,a, € A y by, b, € B

tales que

(i) d(an, ap) = méx{d(an,a): a € A},
(ii) d(ay,a.) = min{d(an,a): a € A},
(iii) d(an,bo) = max{d(an,b): b€ B}y,
(iv) d(an,b,) = min{d(a,,b): b€ B}.

Es decir, Mn(A) - d(ana CL()) d(ana ak)
Como H(A, B) < §, por el Teorema [1.14] (1), tenemos que
ACN(,B) y BCN( JA).

Como bo,b € B existen a,z € A tales que d(a,by) < 5
y d(z,b.) < 5. Tenemos que d(a,,by) < d(an,a) + d(a,by) <
d(an,a) + 5 < d(a,,ap) + 5. Ast que d(ay, by) — d(a,,ap) < 5.
Por otra parte, d(a,,a.) < d(a,,z) < d(a,bs) + d(by,x) <

d(ay,b,) + 5. Obtenemos d(ay,, a.) — d(an, by) < 5.
Similarmente, d(a,, ag)—d(a,, bo) < 5y d(an, bs)—d(a,, a.) <

D™

3

Como ag,a, € A existen b,y € B tales que d(ag,b) < 5
y d(as,y) < 5. Tenemos que d(ay,ap) < d(a,,b) + d(b,ap) <
d(an,b)+5 < d(an, by) +5. Asi, d(ay,, ap) —d(an, by) < 5. Por otro
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lado, d(ay, b)) < d(an,y) < d(ap,a:) + d(as,y) < d(ap,a.) +

Asi, d(ap,b.) — d(a,, a,) < 5.

Por lo tanto, |d(a,,by) — d(an,a0)] < 5 y  |d(an,a.) —

d(an,by)| < 5. De aqui, | d(a,,by) — d(an,bs) — (d(an,ap) —
)

2
d(an,ay)) | < e. Es decir, |u,(B) — un(A)| < €.

D™

(2) Veamos que si x € X y n € N, entonces u,({z}) =0.

Demostracién de (2). Sean x € X y n € N. Notemos que

{d(ap,a): a € {z}} = {d(a,,x)}, luego p,({z}) = max{d(a,, x)}
— min{d(a,,z)} = d(z,a,) — d(z,a,) = 0.

(3) Mostremos que si A, B € 2% y A C B, entonces para cada
n € N, tenemos que p,(A) < u,(B).

Demostracién de (3). Sean A, B € 2% tales que A C B. Note-
mos que para cada n € N, {d(a,,a): a € A} C {d(a,,b): b €
B}. De aqui, méx{d(a,,a): a € A} < max{d(an,b): b€ B} y
min{d(a,,a) : a € A} > min{d(a,,b): b € B}.

Luego, max{d(a,,a): a € A} < max{d(a,,b): b € B}y
—min{d(a,,a): a € A} < —min{d(a,,b): b € B}. De donde,
pn(A) = max{d(a,,a): a € A} — min{d(a,,a): a € A} <
méx{d(a,,b): b € B} — min{d(a,,b): b € B} = u,(B). Por
lo tanto, p,(A) < p,(B) paran € N.

(4) Veamos que la sucesion {p, }2° ; es uniformemente acota-
da.

Demostracién de (4). Sea M = diam(X). Como X es com-
pacto, en particular X es acotado, luego p,,(A) = max{ d(a,, a):
a € A} — min{d(a,,a) : a € A} < méx{d(a,,a): a € A} < M.
De donde p,(A) < M, para toda n € N y para toda A € 2.
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oo 1

(5) Tenemos que la serie X272, 57 es una serie de términos posi-

tivos que convergen a 1 y ademas por (4), E%‘;l% <y M

M. Asi, Z;’le% converge y por tanto la funcién p: 2% — R
definida, para cada A € 2%, por u(A4) =S >7 M”Q(AA) € R esta bi-
en definida.

Por (1) y (4), tenemos que u, es continua para n € Ny
{pn}22, es uniformemente acotado. Asi por el Teorema la
funcién p: 2X — R definida, para cada A € 2%, por pu(A) =

D et MTLQSlA) € R es continua.

(6) Veamos que si x € X, entonces u({z}) = 0.

Demostracién de (6). Es inmediato de (2).

Sélo nos falta probar que si A & B, entonces u(A) < p(B).

(7) Veamos que para cada A, B € 2% tal que A & B, tenemos
que existe n € N tal que p,(A) < p,(B).

Demostracién de (7). Sean A, B € 2% tales que A ¢ B.
Elijamos by € B — A. Como A es cerrado en X, existe € > 0 tal
que B(by,e)NA = (. Como D es denso, existe a,, € DN B(by, 5).

Para esta n veamos que p,(A) < u,(B).

Notemos que max{d(a,,a): a € A} < max{d(a,,b): b € B}
y min{d(a,,b): b € B} < d(ay,by).

Ademds min{d(a,,a): a € A} > 5, pues de lo contrario,
si min{d(a,,a): a € A} < 5, entonces existe a € A tal que
d(ay,,a) < 5y esto implica que d(a, by) < d(a, ap)+d(a,, by) < €,
asi que a € B(by,e) N A, esto contradice la eleccién de e.

De donde, min {d(a,,a): a € A} > 5 > d(a,, by) > min
{d(a,,b): b € B}.
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Luego, p,(A) = max {d(ap,a): a € A} — min{d(a,,a): a €
A} < méx {d(a,,b): b € B} — min{d(a,,b): b € B} = pu,(B).

(8) Si A & B, entonces pu(A) < u(B).
Demostracién de (8). Se sigue de (3) y (7).

Por lo tanto p es una funcién de Whitney. ]

2.3. Funciones de Whitney a partir de fun-
ciones de Whitney

Como observamos en la seccién anterior, una expresion ex-
plicita de una funcién de Whitney en general no es sencilla. En
esta seccién obtenemos nuevas funciones de Whitney a partir de
funciones de Whitney dadas.

Teorema 2.10. La funcién producto de dos funciones de Whit-
ney es una funcion de Whitney.

Demostracion. Sean X un continuo, ju, p2: 2X — R funciones
de Whitney y p: 2% — R definida por p(A) = p1(A)pa(A), para
cada A € 2%,

Veamos que p es una funcion de Whitney, para esto demos-
tremos lo siguiente.

(a) La funcién p es continua.
(b) Para cada z € X, u({z}) =0.

(c) Para cada A, B € 2% tales que A ¢ B, tenemos que u(A) <
p(B).
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Demostracion de (a). Tenemos que g1 y o son funciones de
Whitney para 2%, de aqui, ;1 y 2 son funciones continuas, luego
i es continua ya que por el Teorema [4, Teorema (1.F.3), pég.
27] el producto de dos funciones continuas es continua.

Demostracién de (b). Para cada = € X, notemos que u({z})
= m({z})p({z}) = 0.

Demostracién de (c). Si A, B € 2% son tales que A ¢ B,
entonces 0 < pu(A) < pi(B) y 0 < pe(A) < po(B). Por lo
tanto, 0 < iy (A)pe(A) < py(B)ua(B), es decir, u(A) < u(B).

Asi, resulta que p es una funcién de Whitney. ]

Teorema 2.11. Si X es un continuo, i es una funciéon de Whit-
ney para 2% y Ay € 2%, entonces la funcién ¢: 2% — R definida,
para cada B € 2%, por p(B) = (u(AgUB)u(B))? es una funcién
de Whitney.

Demostracion. Veamos lo siguiente.

(a) La funcién ¢ es continua.

(b) Para cada z € X, p({z}) = 0.

(c) Paracada A, B € 2X tales que A G B, tenemos que ¢(A) <
p(B).

Demostracién de (a). Vamos a probar que la funcién g: 2% —
2% definida, para cada A € 2%, por g(A4) = AU Ay, es continua.
En efecto, sean A € 2% y ¢ > 0. Pongamos a § = ¢. Ahora,
sea B € 2% tal que H(A, B) < §. Veamos que H(g(A), g(B)) =
H(AU Ay, BUA) < e. Por el Teorema [1.14] (1), basta ver que
AUA) C N(e,BUAy) y BUAy C N(g,AU Ap). Veamos que
AUAy C N(e,BUAj). Seaz € AUAj, asi, x € Ao x € Ay.
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Six € A, como A C N(e, B), entonces existe y € B tal que
d(xz,y) < e, luego x € N (e, B). Por lo tanto, x € N(g, BU Ay).
Ahora, si x € Ay, tenemos que x € N(g, BU Aj). De manera
analoga resulta que, BU Ay C N(g, AU Ap). Por lo tanto, g es
continua.

Sea p;: 2%¥ — R definida, para cada A € 2%, por uy(A) =
1(AUA). Observemos que p; = pog. Como 'y g son funciones
continuas, por el Teorema (1.F.1) de [4, pag. 27] la composicion
resulta una funcién continua. Por lo tanto, p; es continua.

Por otro lado, definamos py: 2% — R definida, para cada
A € 2% por ps(A) = p1(A)u(A). Dado que iy y p son funciones
continuas, por el Teorema (1.F.3) de [4, pdg. 27] el producto de
funciones continuas es continua. Asi, us es continua. Podemos
ver a la funcién ¢ como ¢(A) = (ua(A))z. Asi, ¢ es continua ya
que es una composicion de funciones continuas.

Demostracién de (b). Para cada = € X, tenemos que p({z})
= (m2({z}))?> = (u({z})m({z}))> = 0.

Demostracién de (c). Sean A, B € 2% tales que A ¢ B,
asi u(A) < p(B). Ademads, notemos que pu(B) > 0; por tan-
to, u(B U Ap) > 0. Como A C B, consecuentemente A U Ay C
B U Ay, luego u(AU Ag) < u(B U Ap); por consiguiente p(A) =
((A U Ag)pu(A))7 < (u(B U Ag)u(B))? = @(B). Por lo tanto,
o(4) < (B).

Concluimos por (a), (b) y (¢) que ¢ es una funcién de Whit-
ney. []

Corolario 2.12. En relacion con el Teorema [2.11, tenemos que
©(A) = p(A) siy sélosi A= {zx} para algin x € X o Ay C A.

Demostracion. Si A = {z}, entonces p(A) = u(A). Ahora, si A
es un conjunto con mas de un elemento, entonces p(A) = p(A)

siy sélo si u(AU Ag)u(A) = p(A)% Es decir, p(A) = u(A)
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si y s6lo si u(A U Ag) = u(A). Asi, o(A) = u(A) siy sélo si
AU Ay = A, lo cual ocurre si y sélo si Ag C A. []

Teorema 2.13. Las funciones maximo y minimo de dos fun-
ciones de Whitney son ambas funciones de Whitney.

Demostracion. Veamos primero que el maximo de dos funciones
de Whitney es una funcion de Whitney.

Sean X un continuo, 1, it2: 2% — R funciones de Whitney y
p: 2% — R definida por u(A) = max{ui(A), u2(A)} para cada
A en 2%,

Demostremos lo siguiente.

(a) La funcién p es continua.
(b) Para cada z € X, u({z}) = 0.
(c) Para A, B € 2% tal que si A & B, entonces u(A) < u(B).

Demostracién de (a). Como Z; = {A € 2%: uy(A) > pa(A)}
={A €2%: (i — 2)(A) > 0} = (1 — p2)~([0,00)), ¥ Zo
{Ae2: u(A) < m(A)} ={A€2%:0< (no - )( )}
(p2 — p1)71([0, 00)). Notemos que 2% = Z; U Zs.

Ahora veamos que Z; y Z, son cerrados en 2X.

Como 1 v o son funciones de Whitney, obtenemos que 11 y
2 son funciones continuas, luego por [4, Teorema (1.F.3), pég.
27] resulta que (p1 — p2) v (o — 1) son continuas. Como [0, 00)
es cerrado en R, luego (u1 — p2) ([0, 00)) (2 — p1) ([0, 00))
son cerrados en 2%. Ademds p |z,: Z; — R es tal que p |z
(A) = m(A) para cada A € Z1 y p |z, Z2 — R es tal que
i |z, (B) = po(B) para cada B € Zy. Por lo tanto, |z, v
i |z, son funciones continuas. Ahora, si A € Z; N Z,, entonces
i (A) = ol A). AST, 1 7, (A) = i |, (A).

Definimos F': 2¥ — R, para cada A € 2%, por
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o ‘Z (A), si Ae AR
F(A) = !
(4) {,u |z, (A), si A€ Z,.

Por el Teorema|l1.16} la funcion F' es continua. Dado que para
cada A € 2%, tenemos que F(A) = u(A) luego u es una funcién
continua.

Demostracién de (b). Por definicién p({z}) = max{u({z}),

po({z})}. Como pn({z}) =0 y m({z}) =0 asi, p({z}) = 0.

Demostracién de (c) Sean A, B € 2% tales que A & B, luego
pi(A) < p(B) y pa(A) < pa(B).
Consideramos los siguientes casos:
(i) Si pu(A) = p(
{1 (B), jo(B)} = u(B). Asf, u(A) < p(B).
(i) Si p(A) = pa(A), entonces u(A) = pa(A) < p2(B) <
méx{ i (B), p2(B)} = p(B). De donde, u(A) < pu(B).

Por (a), (b) y (c¢), concluimos que p es una funcién de Whit-
ney.

p1(A), entonces p(A) = m(A) < wm(B) <

Ahora veamos que el minimo de dos funciones de Whitney es
una funcién de Whitney.

Sean X un continuo, puy, fo: — R funciones de Whitney y
x: 2% — R definida por x(A) = min{u;(A), u2(A)} para cada
A en 2%, Veamos que x es funcién de Whitney para esto demos-

2X

tremos lo siguiente.

(a) La funcién x es continua.
(b) Para cada x € X, tenemos que x({z}) = 0.

(c) Para cada A, B € 2% tal que si A & B, entonces x(A) <
X(B).
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Demostracion de (a). De manera similar a como se prob6 que
1 es una funcién continua, se puede probar que x es continua.

Demostracién de (b). Por definicién x({z}) = min{u({z}),
po({z})}. Como m({z}) = 0y pe({z}) = 0, tenemos que
x({z}) = 0.

Demostracién de (c). Si A, B € 2% tales que A & B, entonces
p1(A) < pa(B) y pa(A) < pa(B).

Consideramos los siguientes casos:

(i) Six(B) = p1(B), entonces x(A) < p1(A) < (B) = x(B).
Ast, x(A) < x(B).

(ii) Six(B) = p2(B), entonces x(A) < pa(A) < pa(B) = x(B).
De donde, x(A4) < x(B).

En conclusién por (a), (b) y (¢), x es una funcién de Whitney.
[]

Teorema 2.14. Cualquier combinacién lineal con coeficientes
positivos de dos funciones de Whitney es también una funcién

de Whitney.

Demostracion. Sean X un continuo y ju, f2: 2% — R funciones
de Whitney. Veamos que si o > 0, entonces la funcién y: 2% —
R dada por x(A) = aui(A) es una funcién de Whitney para

esto demostremos lo siguiente.

(a) La funcién x es continua.

(b) Para cada z € X, x({z}) = 0.

(c) Para cada A,B € 2% con A ¢ B, tenemos que x(A) <
X(B).
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Demostracién de (a). Sea A € 2% y € > 0. Dado que j; es
continua existe d > 0 tal que si H(A, B) < 6, entonces | p1(A) —
p1(B) |< £. Sélo resta mostrar que d sirve para comprobar que
es continua. Si B € 2% tal que H(A, B) < 4, entonces | x(A4) —
X(B) | = [ am(A) =y (B) | = | a(pm(A) — m(B)) | = a
| 11 (A) — p1(B) | < a £ = e. Por lo tanto, x es continua.

Demostracién de (b). Por definicién x({z}) = ap({z}). Co-
mo g es funcién de Whitney, de aqui, ap; ({z}) = a0 = 0. Por
lo tanto, x({z}) = 0 para cada = € X.

Demostracién de (c). Ahora bien, si A, B € 2% son tales
que A & B, entonces pp es una funcion de Whitney, resulta
que p1(A) < py(B) y por hipétesis a > 0, entonces apq(A) <
apy(B), y por definicién, tenemos que x(A) = api(A) y x(B) =
api(B). Asf, x(A) < x(B).

Con los incisos (a), (b) y (c¢), x es una funcién de Whitney.

Ahora consideramos la funcién p: 2X — R dada por pu(A) =
p1(A) + pa(A) para cada A € 2%, Veamos que p es una funcién
de Whitney para esto demostremos lo siguiente.

(a) La funcién u es continua.

(b) Para cada z € X, u({z}) =0.

(c) Para cada A, B € 2% tales que si A ¢ B, entonces ju(A) <
1(B).

Demostracion de (a). Tenemos que p1 y o son funciones de
Whitney, asi 1 y o son funciones continuas, luego por el Teo-
rema [4, Teorema (1.F.3), pag. 27] resulta que la suma de dos
funciones continuas es continua. Por lo tanto, u es continua.
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Demostracion de (b). En efecto, tenemos por definicién que

p({x}) = m{{z}) + pe({z}). Como py y pe son funciones de
Whitney, tenemos que ui1({z}) = 0 y wp2({z}) = 0. Por lo

tanto, u({z}) = 0.

Demostracién de (c). Si A, B € 2% tales que A ¢ B, en-
tonces pu1 (A) < pu(B)y pa(A) < pa(B). Luego, pun(A)+pa(A) <
pi1(B)+p2(B), y por definicion, p(A) = i (A)+p2(A) y p(B) =
in(B) + o B), es decir, j(A) < pu(B).

Con los incisos (a), (b) y (¢), u es una funciéon de Whitney.

La prueba del Teorema [2.14]se tiene al combinar las funciones

XY H [

A continuacién consideramos una clase particular de fun-
ciones llamadas funciones inducidas entre los continuos X y Y.
Notemos que, para cada A en C'(X), la imagen de A bajo f es
un subcontinuo de Y y, de aqui, la relacién A — f(A) estd bien
definida. De manera andloga, para cada A en 2%. Asi, obtenemos
lo siguiente.

Definicién 2.15. Sean X y Y continuos y f: X — Y una
funcién continua, la funcién f: C(X) — C(Y) definida, para
cada A € C(X), por f(A) = f(A) es la funcién inducida por
f-

Definicién 2.16. Sean X y Y continuos yv f: X — Y una

funcién continua, la funcién 27: 2X¥ — 2 definida, para cada
A € 2% por 2/(A) = f(A) es la funcién inducida por f.

Cuando la funcién es continua, la continuidad de la funcién
inducida se preserva, como lo garantizamos en el siguiente re-
sultado.

Teorema 2.17. Si X y Y son continuos y f: X — Y es una
funcién continua, entonces la funcién inducida f es continua.
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Demostracion. Sea Wy, ..., W, un ntmero finito de subconjun-
tos abiertos de Y, por el Teorema [1.20], tenemos que f es una
funcion cerrada. Veamos que:

~

)YV, W) = (), W), (2.3.1)
Para comprobar esta igualdad (2.3.1)), primero veamos que

()7 (Wi, W) C (FH W), fH (W)

Sea B € (f)L((Wh,...,W,)), luego f(B) € (W,...,W,).
Por la Definicién [1.11], para cada i € {1,...,n}; tenemos que

FByclJw: y f(B)NW; £0.
i=1
Luego, para cada i € {1,...,n} resulta, B C f_l(U Wi) y
i=1
f(B)NW; #0.
Para cada i € {1,...,n}, obtenemos que B C Uf_l(m) y
i=1

BN (W) #0.
Por lo tanto, B € (f Y (W1),..., f~{(W,)).
Para concluir la prueba de (2.3.1)) resta probar que

AW, S W) € (D)7 W W),
Sea B € (f~Y(W1),..., f1(W,)). Por la Definicién [1.11], para
cada i € {1,...,n}, tenemos que B C Uf_l(M) y BN

i=1
fH W) #0.
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Luego, para cada i € {1,...,n}; B C f_l(U W) y BN
i=1
L(W;) # 0. Asi, para cada ¢ € {1,...,n}, tenemos que B C

+-
FUYw) vy FB) W £ 0.
1=1

De donde f(B) C UM/’ y f(B)NW; # () para cada i €
i=1

~

{1,...,n}. Tenemos que f es una funcién cerrada, asi f(B) €
(Wi, ..., Wy).

Por lo tanto, B € (f) " 1((W1,..., W,)).

Como f es continuay W7y, ..., W, son abiertos en Y, tenemos
que fHWy),..., f1(W,) son abiertos en X. Luego, {f~1(W1),
., [Y W) es abierto en C(X). Asf, (f)L((Wh,...,W,)) es
abierto en C(X). Como (W1y,...,W,) son subbésicos de C'(X)
consecuentemente, la funcién inducida fes continua. ]

Terminamos esta secciéon analizando cuando una funcién in-
ducida preserva las propiedades de una funciéon de Whitney. Es
decir, dados X y Y continuos, una funcién continua f: X — Y
y una funciéon de Whitney p: C(Y) — R, bajo qué condiciones
la composicién p o f: C(X) — R es una funcién de Whitney.
El Teorema resuelve esta pregunta para el caso en que
X =[0,1=Y.

Definicién 2.18. Sean X y Y continuos, una funciéon f: X — Y

es un encaje si X es homeomorfo a f(X).

Teorema 2.19. Sean f: [0,1] — [0, 1] una funcién continua y
p: C([0,1]) — R una funcién de Whitney. Entonces, po f es
una funcién de Whitney si y sélo si f es un encaje.
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Demostracion. Supongamos que ,uofes una funcion de Whitney
y probemos que f es un encaje; para esto, basta probar que f
es inyectiva.

Supongamos que f no es inyectiva, luego existen a,b € [0, 1],
con a < b, tales que f(a) = f(b). Por hipétesis, como pu o
F:C(0,1]) — R es una funcién de Whitney y {a} & [a,],

tenemos que

~ ~

(o f)(la,b]) > (uo f)({a}) =0,

Ademas,

~ ~

0 < (o f)(la,b]) = u(f(la,b]) = u(f(la,b])

Luego, f([a, b]) es un continuo no degenerado contenido en [0, 1].
Asi, existen ¢, d € [0, 1], con ¢ < d, tales que

f(fa.4) = le.d. (232)

Sean x,y € [a,b] tales que

flx) =cy fly) =d. (2.3.3)

Sin pérdida de generalidad suponemos que z < y. Como
f(a) = f(b), tenemos que = # a o y # b. En cualquier caso,
obtenemos que:

[z, y] & la, b]. (2.3.4)
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Sin embargo, por (2.3.2)) y (2.3.3), tenemos que:

~ ~

(1o f)(la,b]) = p(f(la,b]))
= pu(f([a,0]))
= p([c,d])
= pu(f([z,9))

-~

- ,u(f([%, y]))

~

= (wo f)([z,y])-

Esto y ([2.3.4)) contradicen la hipdtesis de que p o J/C\ es una
funcion de Whitney.

— =

Por lo tanto, concluimos que f es inyectiva.

Supongamos ahora que f es un encaje y probemos que o f
es una funcién de Whitney para esto demostremos lo siguiente.

(a) La funcién po f es continua.

~

(b) Para cada x € X, tenemos que (o f)({z}) =0.
(c) Para cada A,B € C(X) tales que A & B, tenemos que

~ ~

(o [)(A) < (uo f)(B).

Demostracién de (a). Por Teorema|2.17|la funcién inducida J/C\
es continua y por hipétesis i es una funcion de Whitney, de aqui,
i es continua consecuentemente, por el [4, Teorema (1.F.3), pdg.
27] resulta que p o ftambién es continua.

Demostracién de (b). Notemos que si x € X, entonces (u o

N
Nz} = w(f{z}) = ((f{z}) = p({f(2)}) = 0.

Demostracién de (c). Sean A, B € C(X) tales que A & B,
Como f es un encaje, f(4) & f(B), luego (0 F)(A) = u(f(A))
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— 1(f(4)) < u(f(B)) = u(F(B)) = (o F)(B). Asi obtenemos
que (10 f)(A) < (1 F)(B). )

Por lo tanto, por (a), (b) y (c), concluimos que p o f es una
funcién de Whitney. ]

El siguiente teorema se encuentra originalmente demostrado
en [3, Teorema (3.6), pag. 183].

Teorema 2.20. Sean X y Y continuosy f: X — Y una funcion
continua. Entonces, la funcién inducida 2/: 2X — 2V es ligera
si y s6lo si para cada A, B € 2% la condicién A ¢ B y cada
componente de B intersecta a A implica f(A) & f(B).

Como una consecuencia de Teorema[2.20]y algunos resultados
de [3] obtenemos el siguiente resultado de J. B. Fugate y S.
B. Nadler, Jr., que estd formulado como un ejercicio en [12]
(1.212.3), pag. 204].

Teorema 2.21. Sean X y Y continuosy f: X — Y una funcién
continua. Entonces la funcién inducida f: C(X) — C(Y) es
ligera si y sélo si para cada B € C(X) y para cada A € C(B) —

{B}, tenemos que f(A) & f(B).

A continuacién presentamos una caracterizacion general de

las funciones que preservan las propiedades de una funcion de
Whitney.

Teorema 2.22. Sean X y Y continuos, f: X — Y una funcion
continua y p: C(Y) — R una funcién de Whitney. Entonces
po f:C(X)— R es una funcién de Whitney si y sélo si f es
ligera.

Demostracion. Supongamos que ]? es ligera y veamos que u o

F: C(X) — R es una funcién de Whitney para esto demostremos
lo siguiente.
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(a) La funcién u o f es continua.
(b) Para cada z € X, po f({z}) = 0.

(c) Para cada A, B € C(X) tales que si A & B, entonces (u o
N(A) < (o )(B).

Demostracién de (a). Por el Teorema[2.17]1a funcién inducida
f es continua y por hipotesis y es una funcién de Whitney, de
aqui resulta que p es continua, tenemos que u o f es continua.
__ Demostracién de (b). Notemos que si € X, entonces (u o
NHx}) = p(f({2}) = n(f({2})) = p{f(2)}) =

Por lo tanto, (o f)({z}) = 0.

Demostracién de (c). Sea B € C(X) y A € C(B) — {B}.
Como f es ligera, por el Teorema [2.21 f(A) & f(B). Asi, (uo
)(A) = p(f(A) = p(f(A) < u(f(B) = p(f(B) = (o
)(B). _ -

Por lo tanto, (110 )(A) < (1o F)(B).

*h>*~>

Por (a), (b) v (c), resulta que o f es una funcién de Whitney.

Ahora, veamos que fes ligera.

Supongamos que fi o f: C'(X) — R es una funciéon de Whit-
ney. Luego, para cada B € C(X) y para cada A € C(B) —{B},
(10 P)(A) < (o D(B). Asi, pu(f(4)) < p(£(B)), como t es wna
funcion de Whitney, tenemos que f(A) & f(B). Por el Teorema
2.21} la funcién inducida fes ligera. []

2.4. Niveles de Whitney

El estudio de los niveles de Whitney ha resultado ser de gran
utilidad para el estudio de los hiperespacios (por ejemplo, las
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propiedades de Whitney). En esta seccion damos algunas de sus
propiedades basicas.

Definicién 2.23. Sean X un continuo, x: 2¥ — R una funcién
de Whitney y t € [0, u(X)], el nivel de Whitney para 2% en
t es el conjunto de la forma pu~1(%).

Definicién 2.24. Sean X un continuo, x: C(X) — R una fun-
cién de Whitney y ¢t € [0, u(X)], el nivel de Whitney para
C(X) en t es el conjunto de la forma p~1(¢).

1~1(0) Lo
C(X)

Definicién 2.25. Un continuo X es unicoherente si cada vez
que A, B son subcontinuos de X, tales que AU B = X, resulta
que AN B es un conexo.

El siguiente resultado se encuentran en [12, Corolario (1.176),
pag. 178].

Teorema 2.26. Si X es un continuo, entonces 2% y C'(X) son
unicoherentes.
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Definiciéon 2.27. Sea X un continuo, F1(X) = {{z}: v € X}.
Notar que como Fy C 2%, Fi(X) con la métrica de Hausdorff es
un espacio métrico.

Ademads, X y F1(X) son homeomorfos de forma natural me-
diante la asociacion x con {z}.

Luego, 1~(0) = F1(X).

El siguiente también es un resultado conocido, aqui podemos
notar como la unién de los elementos de un nivel de Whitney es
igual a X.

Teorema 2.28. Si X es un continuo, u: C(X) — [0,00) es
una funciéon de Whitney y 0 < ¢ < pu(X), entonces [ J{A: A €

poit)) = X.

Demostracién. Por definicién, la unién de los elementos de p 1 (¢)
estd contenida en X, resta ver que todo elemento de X pertenece
a un elemento de p~1(t).

Sea p € X. Veamos que existe A € p~1(t) tal que p € A. Por el
Corolario existe un arco ordenado «: [0,1] — C(X) de {p}
a X, contenido en C'(X). La funcién ¢ = poa: [0,1] — [0, u(X)]
es continua; ¢(0) = p(a(0)) = u({p}) =0 v ©(1) = p(a(l)) =
p(X).

El Teorema del Valor Intermedio nos asegura que existe s €
0,1] tal que t = p(s) = p(a(s)). Asi, a(s) € p=t(t). Como « es
un arco ordenado, {p} C a(s). Asi, p € [J{A: A € p71(t)}. Por
lo tanto, (J{A: A€ pul(t)} = X. O

Ahora, veamos que los niveles de Whitney son no degenera-
dos.
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Teorema 2.29. Sean X un continuo y p alguna funcion de
Whitney para C(X). Si 0 < t < u(X), entonces pu~'(t) es no
degenerado.

Demostracion. Sea p~'(t) un nivel de Whitney. Elegimos A €
pt(t). Como t # u(X), u(A) < w(X), por lo que A # X,
asi que podemos elegir un punto p € X — A. Por el Teorema [2.28]
existe B € u~1(t) tal que p € B. Luego, A, B son dos elementos
diferentes de p~1(¢). Por lo tanto, ;1 1(¢) es no degenerado. [J

2.5. Propiedades de Whitney

Definicién 2.30. Sea P una propiedad topologica. Decimos que
P es una propiedad de Whitney si cada vez que el continuo
X tiene la propiedad P, para cada funcién de Whitney u para
C(X) y para cada t € [0, u(X)), tenemos que p~1(t) tiene la
propiedad P.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [12),
Teorema (1.3), pag. 57].

Teorema 2.31. Sean X un continuo con métrica d, p una fun-
cién de Whitney y A C 2% tal que si A, B € A, entonces A C B
o B C A. Asi, ;4 es uno a uno sobre A y por consiguiente, si A
es compacto, la restriccion de p a A es un homeomorfismo.

Teorema 2.32. Si X es un continuo, p: C(X) — [0,00) es una
funcién de Whitney y 0 < ¢ < u(X), entonces p~1(¢) es un
continuo.

Demostracién. Sean X un continuo, p: C(X) — [0, 00) una fun-
cién de Whitney y 0 <t < u(X).
Veamos que g~ *(t) es un continuo.
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Si t = 0, entonces p1(0) = {{z}: v € X} = F(X) el cual
es homeomorfo a X. De donde, 1~1(0) es un continuo.

Asi, para el propdsito de la demostracion, asumimos que t #
0.

Veamos que 1~ 1([0,]) es un continuo.

Sean A € u~1(t) y a € A. Por el Teorema [1.38, existe un
arco ordenado ay: [0, u(X)] — 2% tal que as(0) = {a} v
as(pu(X)) = A. Como {a} € C(X) por el Teorema [1.39, sy C
C(X).

Afirmamos que p~1([0,]) = U aq U Fi(X).
Aep~1(t)

Veamos que p~1([0,t]) C U aq U Fi(X).
Aep~1(t)

Sea L € p~1([0,1]), tenemos que p(L) € [0, ], es decir, existe
r € [0,t] tal que u(L) = 1.

Sir =0, entonces L = {p}, asi L € Fi(X).

Ahora, si 0 < r < t, entonces L € u=*(r), r < t. Seae € L.
Por el Teorema existe un arco ordenado oy : [0,7] — 2%
tal que o,(0) = {e} y or(r) = L. Por el Teorema [1.39
como {e} € C(X), o c C(X) C 2%. Por el Teorema [2.31
Y |, 0 — [0,7] es un homeomorfismo, tenemos que existe su in-
verso h: [0,7] — o tal que h(0) = {e} y h(r) = L,sit,s € [0,7]
tales que t < s, entonces h(t) & h(s).

Sea L € X. Por el Teorema existe un arco ordenado
Y [r (X)) — 2% tal que Yr(r) = L y r(u(X)) = X. Por
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el Teorema [1.39, como L € C(X), ¢, C C(X) C 2%, Por el
Teorema ply: v — [p(L), u(X)] es un homeomorfismo.

Como f | es suprayectiva y ¢t € [r, 1(X)], tenemos que existe
T € tal que u(T) = t. Por lo tanto, T' € u~1(¢).

Sea v C 1 el arco ordenado con extremos en L y T'. Por el Teo-
rema plyey = [p(L), (T)] es un homeomorfismo, luego
existe su inverso hy: [r,t] — v tal que hi(r) =L y hi(t) =T,
sir,s € [r,t] tales que r < s, entonces hy(r) & hi(s).

Definimos ar: [0,7] — C(X).

[ h(x), sizel0,r]
ar(r) = {hl(x), six e [rt

{e} v arp(t) =T, sir,s€[0,T] tal que r < s,
h(s).

Asi, L € ar, luego L € U oy.
Aep=i(t)

tal que ar(0) =
entonces h(r) &

Por lo tanto, p1([0,]) U ays U Fi(X).
Aep(t)

Ahora, veamos que U ayUF(X) cpl([0,1).
Aep~1(t)

Sea B € Fi(X) consecuentemente, u(B) = 0. Luego, B €
p~1(0). Como p~1(0) C p([0,#]), resulta que B € u~1([0,]).
Ast, Fi(X) C p1([0,4]).
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Sean A € 7 1(t) v a € A. Tomemos a4 el arco ordenado
contenido en C(X), con extremos en {a} y A. Asi, para todo
B € ay, tenemos que {a} C B C A.

De aqui, 0 < u(B) < u(A) = t, es decir, u(B) = r con
0 <r <t Porloque, Be pur),con0<r <t Como
pH(r) c p([0,t]), tenemos que B € u~1([0,t]). Luego, ay C
p=([0,1]).

Por lo tanto, U asUF(X) Cp'([0,1).

Aep1(t)

Ast, 171([0,1]) = U aAUFl

Para cada A € u_l(t), el arco ordenado a4 es conexo. Asi,

A N Fl(X) 7& Q)
Por lo tanto, U aq U F1(X) es conexo.
Aep~1(t)

Por consiguiente, 1~ 1([0,¢]) es conexo.

Notemos que p~1([0,#]) es un conjunto cerrado en C'(X), ya
que  es una funcién continua y [0, ] es cerrado.

Por el Teorema , tenemos que C'(X) es compacto. Por lo
tanto, u~1([0,]) es compacto.

Como 1 1([0,t]) € C(X), tenemos que ([0, 1]) es métrico.
De donde, ([0, ¢]) es un continuo.

Ahora, veamos que p 1 ([t, 4(X)]) es un continuo.
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Sean A € u~1(t) y a € A. Por el Teoremall.38|, existe un arco
ordenado fa: [t,ju(X)] ~ 2% tal que fa(t) = A v Ba(u(X)) =
X. Como A € C(X) por el Teorema [1.39, 84 C C(X).

Afirmamos que, 1 ([t, U Ba.
Aep~1(t)

Su demostracion es de manera similar a:

(0,) = | aaUR(X)
Aep~1(t)

Como para cada A € u~1(t), el arco ordenado 3,4 es conexo.

Como X € [y, tenemos que U B4 es conexo. Por consi-
Aep~(t)
guiente, p([t, u(X)]) es conexo.

Ademds, p1([t, 1(X)]) es un conjunto cerrado en C'(X), ya
que p es una funcién continua y [t, u(X)] es cerrado.

Por el Teorema [1.13, tenemos que C(X) es compacto. Asi,
= ([t, w(X)]) es compacto.

Como p~H([t, u(X)]) € C(X), luego u 1 ([t, u(X)]) es métrico.
Por lo tanto, u1([t, u(X)]) es un continuo.
Ademas, veamos que ([0, ¢]) U u=([t, n(X)]) = C(X).

Por definicion,

P[0, ) U ([t p(X)]) € C(X).
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Sélo basta demostrar que

C(X) € p ([0, 2]) U ([t (X))
Tenemos que A € C(X), luego u(A) =r, con r € [0, u(X)].

Ahora, si 0 < r < t, entonces A € p~!(r), con r < t. Como
pH(r) € p([0,1]), tenemos que A € ([0, 1]).

Ahora, si t < r < p(X), entonces A € p~i(r), con t <
r < p(X). Como pu=Y(r) C pu ([t, n(X)]), tenemos que A €
P ([t (X))

Asi, A € p([0,¢]) U p1([t, w(X)]). Por lo que C(X) C
p ([0, 2]) U ([t (X)),

Por lo tanto, p1([0,¢]) U (¢, u(X)]) = C(X).

Ahora, veamos que i~(0,1]) M~ ([t, (X)) = (1),
Para esto notemos que las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

Por lo tanto, p~1([0,¢]) N p= ([t w(X)]) = p=t(t).

Tenemos que:
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1 1([0,]) es un subcontinuo de C'(X).
([t w(X)]) es un subcontinuo de C'(X).

(i) = (
(
(
(

(ii

)
)
(i) ([0, ) U p ([t p(X)]) = C(X).
(iv) ([0, 2]) N p ([t (X)) = 17t ().

Asi, por (i), (ii), (iii), (iv) y por Teorema [2.26, resulta que
pt(t) es conexo.

Tenemos que = 1([0,]), u =1 ([t, u(X)]) son cerrados en C(X),
por (iv) resulta que p~1(t) es cerrado en C(X) y como C(X) es
compacto. Por lo tanto, u~*(¢) es compacto.

Ademés, como p~t(t) C C(X), tenemos que p~'(t) es métri-
co.

Como t < p(X), por Teorema [2.29], tenemos que ;1 (t) es no
degenerado.

Por lo tanto, ;1 1(¢) es un continuo. O

Ejemplo 2.33. Veamos la siguiente construccién de una fun-
ciéon de Whitney u, que la definimos para ser utilizada en la
demostracion del Teorema [2.34]
Sean X un continuo, A € 2% y n > 2 un nimero natural fijo.
Sea \,: F,,(A) — [0, 00) definido, para cada K = {a1, as,. . .,
an} € F,(A), por \,(K) = min{d(a;,a;): i # j}.

Notemos que 0 < A\, (K) < didm[A] para cada K € F,(A).
Notemos que {\,(K): K € F,(A)} esta acotado superiormente
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y no es vacio.

Sea i, (A) = sup {\,(K): K € F,(A)}.
Como 0 < p,(A) <didm[A] para cada n = 2,3,... la serie

- Nn(A)
0 S Z 2n—1
n=2

converge por comparacion de la serie
o0 .
didm[A]
0>
=2

Sea p: 2% — [0, 00) definida, para cada A € 2%, por

La funcién p es de Whitney; vea [13], pags. 275-278].

Ahora, veamos que existen funciones de Whitney para 2% y
t € [0, u(X)], pero p1(t) no es conexo.

Teorema 2.34. Existen X continuo, p: 2X — [0, 00) una fun-
cién de Whitney y ¢ € [0, u(X)], entonces u~*(t) no es conexo
y ademas p no es una funcién abierta.

Demostracién. Sea X un arco poligonal en R? dado por X =
{(z,y) € R?: max{| z |,| v |} =1y tal que si z = 1, entonces
y <00y >3} esdecir, X = {(z,y) e R*: méx{|z | |y|} =
1} menos los puntos (z,y) de este conjunto tales que cuando
r=10<y<i
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-, 12

Sea la métrica d para X, la métrica usual para R? restringido
a X x X. Sea i que denota una funcién de Whitney para 2%
construida como en el Ejemplo [2.33]

Sean Ay = {(1,0),(1,1)} y W ={K € 2¥: H(4,,K) < 1}.

Sea B € W tal que B # Ap. Como Ay C N(;ll,B), existe
un subconjunto de dos elementos By de B tal que By # Ay y
ByeW.

Supongamos By = {(1, %4—7“1), (1,—r9)} tal que | (1, %—i—rl) —
(Lg) =l —5l<i

Observemos que:

(1) didam[Ay] < diam|[By.

Por la manera que ps, i3, - . ., tn, - . . Son definidos en el Ejem-
plo y del hecho que Ay y By son conjuntos de dos elementos,
tenemos que:

(2) pa(Ag) = didm[A],
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(4) Para cada n > 3, u,(Ao) = 0 = p,(By).

Por (2), (3), (4) y por la férmula para 4 en el Ejemplo [2.33]
tenemos:

(5) p(Ao) = —di{m;[AO] y 1(Bo) = diénzl[BO}-

Por (1) y (5), resulta que

(6) u(Ao) < u(Bo).
Como By C B, tenemos que p(By) < u(B). Por (6), tenemos
que:

(7) u(Ao) < u(B).
Sea tg = p(Ag). Por (7), para todo B € W, tenemos que
B # Ay y 1(Ao) < p(B) de donde:

(8) (W) C [to, w(X)] y pH(to) "W = {Ag}.
Como W es un subconjunto abierto de 2%, tenemos que Ay
es un punto aislado de pu=*(tp).

Luego, 11 1(ty) no es conexo.

Por lo tanto, © no es monétona.

Ademés, como W es un subconjunto abierto de 2% y tq # 0,
se deduce de (8) y tg € u(W), to & Intu(W) de [0, u(X)], que
(W) no es un subconjunto abierto de [0, u(X)].

Por lo tanto, p no es una funcion abierta. ]

Pudimos notar que las funciones de Whitney para 2%, se com-
portan de manera distinta a C'(X).

Teorema 2.35. Si g: C([0,1]) — R estd definida, para cada
la,b] € C([0,1]), por g([a,b]) = a, entonces g es continua.
Demostracion. Sea A € C([0,1]).

(1) Supongamos que A = {a}.
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Sea {A,}>°, una sucesiéon en C([0, 1]) tal que lim A,, = {a}.
Demostremos que lim g(A,) = g({a}).

Sea ¢ > 0, existe N € N tal que si n > N, entonces A, €
Beqoay({a}, €). Asi,sin > N, entonces H(A,,{a}) < ¢, es decir,
A, C N(e,{a}) y {a} C N(e, A,). Supongamos que para cada
n € N, cada A, = [a,,b,). Si n > N, como a, € A,, tenemos
que | g(A,) —g({a}) | = | an —a|<e. Asi, lim g(A,) = g({a}).

(2) Ahora supongamos que A = [a, b], con a < b.
Sea {A,}>°, una sucesiéon en C([0, 1]) tal que lim A, = A.
Demostremos que lim g(A4,) = g(A).

Sea ¢ > 0, existe N € N tal que si n > N, entonces A, €
Beo (A, €). Asi, si n > N, entonces H(A,, A) < ¢, es decir,
A, C N(e,A) y A C N(g,A,). Supongamos que para cada
n € N, cada A, = [ay, b,]. Como a,, € A,, existe p, € A tal que

| an —pn |< € (2.5.1)
y existe ¢, € A, tal que

la—qn |<e. (2.5.2)

(i) Suponemos que ny > N y que 0 < a,,, —a. Como a,, < ¢y,
tenemos que a,, —a < ¢q,, — a. Luego, | a,, —a | < | g, —a |,

por (2.5.2), tenemos que | a,, —a | < .

(ii) Suponemos que ny > N y 0 < a — ay,,. Como a < p,,,
tenemos que a — ay,, < Pp, — ap,. Luego, | a—ay, | < | pp, —an, |,
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por (2.5.1)), tenemos que | a,, —a | < e.

Asi, si n > N, por caso (i) y (ii), entonces | a, —a | < . De
donde, lim g(A,) = g(A). Por lo tanto, g es continua. O

Veamos que los niveles de Whitney para el intervalo [0, 1] son
arcos.

Teorema 2.36. Si pu: C([0,1]) — [0,00) es una funcién de
Whitney y 0 < t < u([0,1]), entonces p~*(t) es homeomorfo
a [0, 1].

Demostraciéon. Sea u: C([0,1]) — [0, 1] una funcién de Whitney.
Sea t € [0, u(X)) definimos f: u=(t) — [0, u(X)] por f(A) =
minA. Notemos que la funcién f es la mismisima funcién ¢ del
Teorema restringida al nivel de Whitney pu~1(t). Asi, f es
continua. Para ver que f es inyectiva, tomemos dos elementos
A, B € ul(t) tales que f(A) = f(B), luego A y B son de la
forma A = [a,u] vy B = [a,v] por lo que A C B o B C A.
Ya que, pu(A) =t = u(B), obtenemos que A = B. Por lo tanto,
f es inyectiva. Por el Teorema , p~t(t) es compacto, luego
f es homeomorfismo sobre su imagen, p~!(¢) es homeomorfo a
f(u71(t)). Por el Teorema 2.32) () es un continuo, luego
f(u71(t)) es un subcontinuo de [0, 2(X)]. Por el Teorema [2.29]
p~t(t) es no degenerado, asi f(u~1(t)) es no degenerado. De mo-
do que f(u1(t)) es un subintervalo no degenerado de [0, (X))
Asi, f(u1(t)) es un arco, y por lo tanto, u~*(¢) es un arco. [J

Veamos que los niveles de Whitney para S! son homeomorfos
a St
Teorema 2.37. Si S! = {(z,y) € R?: 2% +y* = 1} es la circun-

ferencia unitaria, p: C(S') — [0, 00) es una funcién de Whitney
y 0<t< pu(Sh), entonces u~*(t) es homeomorfo a St.
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Demostracién. Sean p: C(S') — [0, u(S?)) una funcién de Whit-
ney yt € [0, u(S1)). Paracada A € p~1(t), definimos f: p~1(t) —
St por f(A) = punto medio de A.

Veamos que f es continua. Parametrizamos la circunferen-
cia por a: [0,27] — St definida, para ¢ € [0,27], por a(f) =
(cosl,senl). Si B # S', sean Pp = a(t;®) y Qp = a(t?),
donde t,2 < t,8, B es el arco con extremos Pp y Qp v lo de-
notaremos por B = [Pp,Qp|. Notemos que la longitud de B,

toB

{(B) = /B (v/(—cost)? + (sent)?) dt = t,® — ;5. Notar que
tq

f(B) = (cos(517), sen(27512)).

Sean A € pl(t), y A # S!. Supongamos que el punto
(1,0) ¢ A. Sea la sucesién {4,}°°, contenida en p~'(t) tales
que A, converge al A. Por demostrar que f(A,) converge a
f(A). Podemos suponer que para cada n € N, (1,0) ¢ A,.
Como /, la funcién longitud de arco, es continua, ¢(A,) con-
verge a ((A), es decir, ty" — t;4" converge a t,4 — t;4. Asf,
f(A,) = (COS(M), sen(w)) converge a (cos(#),
sen(tQA%lA)) = f(A). Para cuando (0,1) € A, se prueba de

manera similar. Con todo esto f es continua.

Veamos que f es inyectiva. Sean A, B € pu~1(t) con A =
[P1,Qa] y B = [Pp,Qp] y a(ti!) = Pay a(tz?) = Q4 con
tht < 'y ati?) = Py a(ts?) = Qp con H,7 < t,7.
Supongamos f(A) = f(B)y A # B. Asi, {(A) = {(B). Supon-
gamos ((A) < {(B), de donde @ < &f), luego (([Pa, f(A)])
< U([Pg, f(B)]) = {[Ps, f(A)]) < U([Pp,Qp]). De aqui, P4 €
(Pp,Qp). De manera similar, Q4 € (Pp,@p). Por lo tanto,
A = [P4,Q4] & [Pp,®@p] = B lo cual es una contradiccién,
por que p(A) = u(B). Asi, A = B, luego f es inyectiva.

Por el Teorema 2.29, 11 1(¢) es no degenerado, asi f(u (1))
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es no degenerado. De modo que, f(x~1()) es un subcontinuo no
degenerado de S1. De aqui, f(u1(t)) C St Sélo basta probar
que ST C f(u~Y(t)) para ver que f es suprayectiva. Sea p € S*.
Sea f3 es el conjunto que consta de {p}, S! y todos los arcos que
tienen a p como punto medio.

B ={{pr},S'}UA([p),
donde

A(p) = {A € C(S) = A es un arco con punto medio p}.

Vamos a parametrizar S como un arco ordenado que va de
{p}a St Seah;: [0,1] — C(S1), un arco ordenado que va de {p}
a S'. Definimos hy: hy — [ de la siguiente manera, sea A € hq,
existe t € [0, 1] tal que hy(t) = A. Asi que hy(A) = B, donde B €
By longitud de (B) =t. Asf, & = hyo hy: [0,1] — C(S?) es un
arco ordenado de {p} a S! tal que ([0, 1]) = 8. Por el Teorema
del Valor Intermedio a po«, dado t € [0, u(S1)], existe s € [0, 1]
tal que p(a(s)) = t. Asi, a(s) es un arco con p como punto medio
tal que a(s) € p~t(¢). Por tanto, p = f(a(s)) € f(u1(t)). De
modo que ST C f(pu~t(t)). Asi, que f(u~1(t)) = St. Por lo tanto,
p~t(t) es homeomorfo a S*. O

El resultado que sigue fue inspirado para probar los futuros
Teoremas y [2.40| se puede decir que son nuestras contribu-
ciones originales, hasta donde nosotros sabemos.

Teorema 2.38. Si X y Y son continuos, u: C(X) — [0, 00)
es una funcién de Whitney, o: ¥ — X es un homeomorfismo,
pi: C(Y) — [0, u(X)] estd definida, para cada A € C(Y), por
p1(A) = (uod)(A)y 0 <t < u(X), entonces p; ' (t) es homeo-
morfo a pu~1(t).
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Demostracion. Para o: Y — X consideremos la funcién induci-
dac: C(Y) = C(X). Sea uy: C(Y) — [0, u(X)] definida, para
cada A € C(Y), por ui(A) = (uod)(A). Tenemos que p es
una funciéon de Whitney, de aqui, i es continua. Por el Teorema
2.17] 0 es continua. Luego, i1 es una funcién continua ya que
composicion de dos funciones continuas es continua. Sea p € X.
m({p}) = (o3 ({p}) = nE({p}) = mlo({p}) = o)) =
0. Sean A, B € C(Y), tal que A & B. Asi, 0(A) C o(B). Si
o(A) = o(B), entonces A = 07 (0(A)) = 07 (c(B)) = B. Por
lo tanto, 0(A) & o(B). Luego, u1(A) = (noo)(A) = u(a(A)) =
w(o(4)) < u(o(B)) = u(E(B) = (1o d)(B) = m(B). As,
g1 es una funcién de Whitney para C(Y). Ademds, u; 1(t) =
(nod) '(t) = 3 H(u'(t)) = o (u (). Luego, o(uy' (1)) =
pt(t). Por lo tanto, u; () es homeomorfo a pu~1(t). O

Los niveles de Whitney para un arco también son arcos.

Teorema 2.39. Si X es un arco, p: C(X) — [0,00) es una
funcién de Whitney y 0 < ¢t < u(X), entonces () es un
arco.

Demostracion. Tomemos o: [0,1] — X un homeomorfismo y
consideremos la funcién inducida o: C([0,1]) — C(X). Sea
p1: C([0,1]) — [0, u(X)] definida, para cada A € C([0, 1]), por
p1(A) = (o) (A). Como se demostré dentro del Teorema[2.38]
(1 es una funcién de Whitney para C([0, 1]). Sea t € [0, u(X)].
Por el Teorema [2.36], tenemos que 1, (¢) es homeomorfo a [0, 1].
Luego por el Teorema [2.38, 1~1(¢) es un arco. O

Los niveles de Whitney para una curva cerrada simple tam-
bién son curvas cerradas simples.
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Teorema 2.40. Si X es una curva cerrada simple, p: C(X) —
[0,00) es una funciéon de Whitney y 0 < ¢ < u(X), entonces
pt(t) es homeomorfo a X.

Demostracion. Tomemos o: S' — X un homeomorfismo y con-
sideremos la funcién inducida o: C(S') — C(X). Sea uy: C(S?)
— [0, #(X)] definida, para cada A € C(S'), por ui1(A) = (po
7)(A). Como se demostré dentro del Teorema [2.38 1 es una
funcién de Whitney para C(S?). Sea t € [0, u(X)]. Por el Teo-
rema , tenemos que ,ul_l(t) es homeomorfo a S'. Luego por
el Teorema [2.38] 1~1() es homeomorfo a X O



Bibliografia

1]

4]

5]

Franco Barragan Mendoza, Funciones Inducidas entre
Hiperespacios de Continuos, Tesis de Maestria dirigida por
Rail Escobedo Conde y Maria de Jesus Lopez Toriz, Facul-
tad de Ciencias Fisico Matemaéaticas, BUAP, Puebla 2007.

Janusz J. Charatonik, Bosquejo de la historia de la teoria de
continuos, Capitulo 9, del libro Invitacion a la Teoria de los
Continuos y sus Hiperespacios, editores Raul Escobedo, Ser-
gio Macias y Héctor Méndez, Aportaciones Matemaéticas,
Serie Textos, 31, Sociedad Matematica Mexicana, 2006.

Janusz J. Charatonik and Wlodzimierz J. Charatonik,
Lightness of induced mappings, Tsukuba J. Math., 22, No.1
(1998), 179-192.

Charles O. Christenson and William L. Voxman, Aspects of

Topology, Monographs and Textbooks in Pure and Applied
Math., Vol. 39, Marcel Dekker, New York, 1977.

Vianey Cordova Salazar, Elementos Basicos de Hiperes-
pacios de Continuos, Tesis de Licenciatura dirigida por
David Herrera Carrasco y Fernando Macias Romero, Fa-
cultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP, Puebla,
26 de agosto de 2011, http://www.fcfm.buap.mx/sec-
acad /tesisL/VianeyCordovaSalazar.pdf.

63



64

BIBLIOGRAFIA

6]

[10]

[11]

[12]

Betsy C. Cuevas Martinez, Propiedades Bdsicas del n-ésimo
Hiperespacio de un Continuo, Tesis de Licenciatura dirigi-
da por David Herrera Carrasco y Fernando Macias Romero,
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP, Puebla,
22 de junio de 2012, http://www.fcfm.buap.mx/sec-
acad /tesisL/BetsyChristianCuevasMartinez.pdf.

James Dugundji, Topology, Allyn and Bacon, Inc., Boston,
1966.

Alejandro Illanes and Sam B. Nadler, Jr., Hyperspaces :
Fundamentals and Recent Advances, Monographs and Text-
books in Pure and Applied Math. Vol. 216, Marcel Dekker,
Inc., New York, Basel, 1999.

Alejandro Illanes and Rocio Leonel, Whitney Equivalent
Continua, Topology Proceedings Vol. 39, pages. 293-315,
2012.

Maria del Rocio Macias Prado, Modelos de Hiperespacios,
Tesis de Licenciatura dirigida por David Herrera Carrasco
y Fernando Macias Romero, Facultad de Ciencias Fisico
Matemaéticas, BUAP, Puebla, agosto de 2013.

Sam B. Nadler, Jr. Continuum theory: an introduction,
Monographs and Textbooks in Pure and Applied Math.,
Vol. 158, Marcel Dekker, Inc., New York, N. Y., ISBN: 0-
8247-8659-9, 1992.

Sam B. Nadler, Jr. Hyperspaces of sets, Monographs and
Textbooks in Pure and Applied Math., Vol. 49, Marcel
Dekker, Inc., New York, N. Y., 1978.



BIBLIOGRAFIA 65

[13] Hassler Whitney, Regular families of curves, I, Proc. Nat.
Acad. Sci., Vol. 18, pages. 275-278, 1932.



Indice alfabético

Arco,

Arco ordenado,

Bola abierta,
Confluente,
Continuo, [2]

Curva cerrada simple,
Encaje, [40]

Funcion abierta,
Funcién cerrada,
Funcion de Whitney,
Funciones inducidas,
Funciones ligeras,
Hiperespacio, [0]

Métrica de Hausdorff, [¢]
Monotona,

Nivel de Whitney,
Nube,

No degenerado,
Propiedad Whitney,
Topologia de Vietoris,
Totalmente disconexo,
Unicoherente,
Vecindad,

Vietérico, [0]

66






	 Introducción
	Hiperespacios de continuos
	Continuos
	Hiperespacios
	Funciones continuas entre continuos
	Arcos ordenados

	Dos Propiedades de Whitney
	Funciones de Whitney
	Existencia de funciones de Whitney
	Funciones de Whitney a partir de funciones de Whitney
	Niveles de Whitney
	Propiedades de Whitney

	  Bibliografía
	 Índice alfabético

