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Introduccion

Uno de los principales problemas abiertos, después del descubrimiento de las
férmulas cibicas y cuadraticas en los 1500, fue encontrar una férmula para las
raices de polinomios de grado superior, y continué abierto por lo menos durante
300 anos. En los primeros 100 anos, los matematicos reconsideraron qué sig-
nifica “ntimero”, para comprender la férmula cibica forzaron preguntas como,
si los nimeros negativos son en realidad nimeros 6 si los niimeros complejos
son entidades legitimas. Cerca de 1800, P. Ruffini afirmaba que no existia una
férmula quinta (que tuviera la misma forma como las cuadréticas, cibicas o
cudrticas; es decir, usando operaciones aritméticas y las raices n-ésimas), pero
sus contemporaneos no aceptaron su prueba (sus ideas son de hecho correctas,
pero, su prueba tenfa lagunas). En 1815, A. L. Cauchy introdujo la multipli-
cacién de permutaciones y probé propiedades basicas de lo que llamamos el
grupo simétrico S,,. En 1824, N. Abel (1802-1829) otorgd una prueba acepta-
ble sobre el hecho de que no existe una férmula quintica; en su prueba, Abel
construyé permutaciones de las raices de una quintica, usando ciertas funciones
racionales introducidas por J. L. Lagrange en 1770. E. Galois (1811-1832), el
joven mago quien seria asesinado antes de su cumpleanos nimero 21, modificé las
funciones racionales pero, aiin méas importante, observé que la llave para enten-
der el problema involucraba un concepto que él llamaba “grupo”: subconjuntos
de S, que son cerrados bajo la multiplicacién (en nuestro lenguaje, subgrupos
de S,,). Para cada polinomio f(x), él asocié un grupo, ahora llamado el grupo
de Galois de f(z). El reconoci6 la conjugacién, subgrupos normales, grupos co-
cientes y grupos simples; y él demostrd, en nuestro lenguaje, que un polinomio
(sobre un campo de caracteristica 0) tiene férmula para sus raices, andloga a la
férmula cuadratica, si y sélo si su grupo de Galois es un grupo soluble (solubi-
lidad es una propiedad general de la conmutatividad). Un descubrimiento tan
importante que hace a Galois uno de los mas destacados fundadores del dlgebra
moderna.
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Capitulo 1

Grupos

1.1. Permutaciones

Definicién 1.1.1
Una permutaciéon de un conjunto X es una biyeccion de X en X. También
decimos que una permutacién es una reordenacién de los elementos de X.

Ejemplo 1
Los reordenamientos de X = {1, 2, 3} son:

{1, 2,35 {1, 3, 2}, {2, 1, 3}, {2, 3, 1}, {3, 1, 2}, {3, 2, 1}

Sea X ={1, 2, 3,..., n}. Un reordenamiento de X es una lista sin repeticiones
de todos sus elementos; y el nimero de permutaciones de X es exactamente n!.

Ahora, un reordenamiento de 47, 4o,..., i, de X determina una funcién « :
X — X tal que a(l) = i1,..., a(n) = iy,. Claramente es una biyeccién. En
el ejemplo {2, 1, 3} determina la funcién a(l) = 2, «(2) = 1y «a(3) = 3.
Usaremos la siguiente notacién:

Una de las ventajas de ver las permutaciones como funciones, es la posibilidad de
usar la composicién de funciones como operacion. Lo que nos lleva a la siguiente
definicién.

Definicién 1.1.2
La familia de todas las permutaciones de X la denotaremos por Sx (llamada el
grupo de simetrias de X).
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Cuando X = {1, 2, 3,..., n}, Sx se denota por S,, (llamado el grupo simétrico
de n letras).

Usaremos la notacién Sa en lugar de foa y (1) en lugar de 1x.

Observacion 1
La composicién en S3 no es conmutativa, por ejemplo considere las permutacio-

nes.
1 2 3 1 2 3 1 2 3
a-(l 3 2>yﬂ—<2 3 1),entoncebﬁa—(2 1 S)y
1 2 3
0‘5_<3 2 1>
Definicién 1.1.3

Sean 41, ia,..., i, enteros distintos de {1, 2, 3,..., n} si a € S, fija los otros
n — r elementos y

a(il) = 7:2, Oé(’ig) = ig, ceey Ol(’ir_l) = ir, Oé(ir) = ’il

Entonces a es llamado un r-ciclo, o bien, un ciclo de tamano r y lo denotaremos
por

Oé:(il ig"' ir)

1) Un 2-ciclo intercambia i1 con iy y deja fijos el resto de los elementos. Un
2-ciclo es llamado una transposicién.

2) Un 1-ciclo es la identidad.
3) Ciclo es del griego circulo.

En la siguiente ilustracién podemos ver como una permutacién puede ser repre-
sentada como un circulo, con los elementos i,, “girando” sobre el.

I

Figura 1.1: Las permutaciones de S,
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Hay r diferentes notaciones para un r-ciclo.
(i g+ dp)=(ig i3 Gp i1)=...=(lp 91 p_g tp_1)

A continuacién presentamos un algoritmo para factorizar una permutaciéon en
producto de ciclos. Sea o una permutaciéon en Sy

o 12 3 45 6 7 8 9

~\6 47 25 18 9 3
El primer ciclo comienza con el uno, hasta cerrar el primer ciclo, en este caso
(1 6). El segundo ciclo comienza con el primer simbolo que no aparece en el
primer ciclo, en este caso “2”, cerramos el segundo ciclo, obteniendo en este caso
(2 4). El tercer ciclo comienza con el primer simbolo que no aparece en los ciclos
anteriores, en este caso “3”, asi sucesivamente hasta obtener una factorizacion

de la permutacién.
a=(16)(24)(3789)(5)

Ejemplo 2
Sea o = (12)(13425)(2513) € S5, encontrar su notacién en forma de
permutacion:

Primero iniciamos con el 1, y vemos que el primer ciclo lo manda al 3, lue-
go vemos que el siguiente ciclo manda el 3 al 4 y en la transposicién el cuatro
queda fijo. Para el 2 vemos que el primer ciclo lo manda al 5, en el segundo
vemos que el 5 va al 1 y en la transposicién el 1 va al 2 y queda fijo en la
permutacién o. Y asi seguimos sucesivamente.

(123 45
7=\4 2 5 1 3

Usando el algoritmo para descomponer en ciclos, tenemos — o = (1 4)(2)(3 5)
y hemos factorizado en “ciclos ajenos”.

Definicién 1.1.4

Dos permutaciones «, § € S, son llamadas ajenas o disjuntas si toda i que
mueve una es fija bajo la otra permutacién, es decir: Si a(i) #i¢ = p(i) =iy
si B(4) #7 = aj) =7; 1, ..., Pt son permutaciones ajenas si dos a dos son
ajenas.

Lema 1.1.1
Si a, 8 € S, son permutaciones ajenas, conmutan.

Demostracion. Por demostrar, Si 1 <i <n, = af(i) = fa(i).
Si 8 mueve a i, digamos (i) = j # 4, entonces 3(j) # j, ya que si 8(j) = j
y j # i, pero esto es una contradiccion, pues ( es inyectiva como « y 8 son
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disjuntas, entonces a(i) = ¢ y a(j) = j. Por lo tanto pBa(i) = 8(i) = j y
af(i) = a(j) = j.

Andlogamente si a mueve a i. Por tltimo, es claro que Sa(i) = af(i) si ambos
fijan a 1. |

Proposicién 1.1.1
Toda permutaciéon « € S, es un ciclo o bien producto de ciclos ajenos.

Demostracion. Por induccién sobre el nimero de puntos que o mueve. Sea k
dicho ntmero:

i)Si k = 0, entonces a = (1), por lo tanto « es un ciclo.

i1)Si k > 0, sea ¢ un punto que a mueve. Definimos i1 = a(i),i2 = «(i1), iz =
a(ia),. . - ir+1 = a(iy), donde r es el menor entero positivo, tal que 4,41 €
{i1, ..., ir}. Puesto que sélo hay n elementos, la lista i1, ia,... eventual-
mente tiene que tener una repeticién. Veamos que a(i,) = i1. Supongamos que
a(iy) = 1i;, con ij € {ia, ..., i,}. Tenemos que «(ij_1) = i;, pero esto es una
contradiccién, pues « es inyectiva y j — 1 < r. Denotemos por o = (i1 ig- - i)
un r-ciclo. Si r = n, entonces o = o; por lo tanto « es ciclo. Si r < n, entonces
o fija cada punto en Y, donde Y son los otros n — r puntos de X,y a(Y) =Y.
Definimos o la permutacion tal que «r(i) = (i) Vi € Y, y deja fijo toda i ¢ Y.
Observamos que a = oa’. Por hipétesis de induccién tenemos que v = Sy - - - By,
donde f1, ..., B son ciclos disjuntos. Puesto que o, o’ son disjuntos, entonces
« es producto de ciclos disjuntos. |

Definicién 1.1.5
Una factorizacién completa de una permutacién «, es una factorizaciéon a en
ciclos disjuntos que contiene un tnico 1-ciclo (i), para todo i fijo bajo «.

Ejemplo 3
La factorizacién completa de a = (1 3 5) € S5 es @ = (1 3 5)(2)(4)

Observacion 2
Si 8= (i1 ig--- i) un r-ciclo, entonces
ﬂk(il) =idgy1, paratodo k=1,...,r— 1y B"(i1) =1

Teorema 1.1.1
Seaa €S, ya=p - B su factorizacion en ciclos disjuntos. Esta factoriza-
cién es Unica salvo el orden.

Demostracion. Sea a = 7, - - -7 otra factorizacion en ciclos disjuntos de ta-
mafio mayor igual que 2 (es decir, extraemos todos los 1-ciclos).

Observemos que si 3; mueve iy, entonces 3¢ (i;) = a*(i1), Vk > 1. Donde ¥ (i)
representa los simbolos que mueve f;.
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Ademas algtn v; debe mover a %1 y puesto que ciclos ajenos conmutan, podemos
tomar ; = 75 y asumir que s mueve a ;. En consecuencia BF(i1) = v¥(i1)
para todo k > 1, por lo que 8¢ = s y por lo tanto

Bro Bic1 =71 Ys—1

Ahora, usando un argumento inductivo con respecto del niero de factores, se
tiene que s =t y los factores B; = ~; para i=1,..., s. |

Proposicion 1.1.2
i) El inverso del ciclo a= (i iz ---i,) es el ciclo (i1 dg -+ i,)" = (i Gp_1--i1).

i1) Si*yeSny*yzﬁy--ﬁk,entoncesy‘l:ﬂk_l~--,81_1.

Definicién 1.1.6
Dos permutaciones «, 8 € S, tienen la misma estructura ciclica si sus descom-
posiciones completas tienen el mismo nimero de r-ciclos para cada r.

Observacién 3
Hay L[n(n—1)(n—2)...(n—r+1)] r-ciclos en S,. Esta férmula puede usarse
para contar el nimero de permutaciones de cierta estructura ciclica dada.

Ejemplo 4
El nimero de permutaciones en Sy de la forma (a b)(c d) ciclos ajenos, se cdlcula
1yl

a
como 1[2@@)][2@ ()] = 3; multiplicamos por 3 para no contar (a b)(c d) =

(¢ d)(a b) dos veces.

Ejemplo 5
Tipos de permutaciones de Sy

Estructura ciclica. Numero de permutaciones.

(12 6= 1)
(123) §=3(1)3)(2)
(1234) 6= L)W
(12)(34) 3
Total 24 = 4!
Ejemplo 6
v = (13)2 (2 5 6)(1 4 3) se puede ver que aya~! =

N)6) y o

4 =
(41)(537)(6)(2) = (al a3)(a2 ad aT)(ab)(ab)

Lema 1.1.2
Si vy, a € S,, entonces aya~! tiene la misma estructura ciclica que y. Més
detalladamente, si la factorizacién completa de 7 es

y=P01Be(inda ) By
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entonces aya ! es la permutacién obtenida de v por la aplicacién « a los simbo-
los en los ciclos de ~.

Demostracion. Veamos un ejemplo numérico de o. Sean v, « € S, definidas
como: ¥y =(1275)(436)y a=(13)(45). Entonces la permutacién o es la
permutacién que obtenemos al aplicar « en todos los simbolos i de ~.

Sea ¢ la permutacién definida en el enunciado anterior. Observe que si v deja
fijo a i, entonces o deja fijo a a(i) ya que por definicién («(7)) es un 1-ciclo, en
la factorizacién de o. Por otro lado tenemos que aya~! también deja fijo a (i)
pues

aya™t(a(i)) = ay(i) = afi)
Ahora, si v mueve a i1, digamos v(i1) = iz esto dice que uno de los ciclos de
en su factorizacién completa es

(il Gy - )
por definicién, uno de los ciclos de o es
(ki)
donde k = }a(il) y | = a(iz), es decir o(k) = I; por otro lado aya=t(k) =

aya~Yal(iy)] = 1, entonces aya~t(k) = o(k). Por lo tanto aya™! y o coinciden
en todos los simbolos de la forma k = «(i1), y puesto que « es sobreyectiva,

todo k es de esta forma, entonces o = arya~!. ]
Ejemplo 7
En S5 sean

B=(123)4)(5),

)
v=024)(1)3)

By « tienen la misma estructura ciclica. Sea
(12345
““\5 2413
ademds a = (1 5 3 4) € S5 se puede ver que v = (al a2 a3)(ad)(ab) y por el
Lema 1.1.2 se tiene

aﬂofl =7

observamos que para 8 = (1 2 3)(5)(4) se requiere un « distinto, es decir «(5) =
1y a(4) =3.
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Teorema 1.1.2
Dos permutaciones v y o en S, tienen la misma estructura ciclica si y sélo si
existe a € 9, tal que 0 = aya™ .

Demostracion. La suficiencia se prueba con el Lema 1.1.2. Necesidad. Toma-
mos la factorizacién completa de tal forma que los ciclos que estan “uno encima
del otro” tienen la misma longitud

N =010y (igig--- )0
0‘:7717)2...(k l)nt
definimos (i) = k y a(iz) =1---, se puede ver que o = aya ™! |

Proposiciéon 1.1.3
Sin > 2 todo a €S, es producto de transposiciones.

Demostracion. Es suficiente hacer la demostraciéon para un r-ciclo 8. Si g =
(12---7r), entonces f=(1r)(1r—1)---(13)(12). |

Observacién 4
En la factorizacién anterior, los ciclos (transposiciones) no son ajenas, y ademds
la factorizacién no es tnica

(123)=(13)(12)#(12)(13)=(132) (noconmutan)
ademds (12 3) = (2 3)(1 3).

Definicién 1.1.7
Una permutacién « € S, es par si esta puede factorizarse en un niimero par de
transposiciones. En otro caso « es impar.

Ejemplo 8
(123)y (1) son pares ya que

(123)=(13)(12)y1)=012)(12)

Definicién 1.1.8
Sia €S, ya=p--- B esuna factorizacion completa en ciclos ajenos, el signo
de « se define como

sgn(a) = (=1)"""
estd bien definida ya que esta factorizacién es unica, salvo el orden.

Observacién 5
Para todo T un 1-ciclo, sgn(7) = 1 ya que t = n, luego

T=(1)(2)...(n).
Ahora si 7 es una transposicién, entonces 7 deja fijo a n — 2 nimeros para los

cuales hay exactamente un 1-ciclo en la factorizaciéon completa de 7, entonces
t=(n—2)+1=n—1.Por lo tanto sgn(r) = (—1)"~ "~V = —1.
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Teorema 1.1.3
Para cualesquiera a, 8 € S, sgn(af) = sgn(a)sgn(B)

Demostracion. Sea a = 1 -+ -5 su descomposiciéon completa en ciclos aje-
nos. Sea 7 = (a b) una transposicién. Vamos a demostrar que sgn(ra) =

sgn(T)sgn(a).

Caso 1. Si (a) y (b) son 1-ciclos en la descomposicién de «a tenemos que T =
(ab)yr---(a)---(b)---vs es la descomposicién completa de de T en ciclos aje-
nos. Por lo tanto sgn(ra) = (—1)sgn(«).

Caso 2. Si (b) es 1-cicloy (a---1) un ciclo de orden mayor o igual a dos en la des-
composicién completa en ciclos ajenos de a tenemos que (a b)(a---1) = (a---1b),

entonces Taw = (a---1b)yy - -+ (i))(a - 1)+ -7, es la descomposicién completa en
ciclos ajenos de 7a. Por lo tanto sgn(ra) = (—1)sgn(a).

Caso 3. Sea (acy . ..cxbdy -+ - d;) con k, | > 0 un ciclo de tamafio mayor o igual a
dos, en la descomposicién completa de o tenemos que (a b)(acy- - -cxbdy- - -d;) =
(acy...ck)(bdy .. .d;), entonces

Ta=(acy--cp)(bdy -+ -di)vr...(acy - cpbdy -+ dp) - s
es la descomposicién completa de Ta en ciclos ajenos. Por lo tanto

sgn(ta) = (—1)sgn(«).

De los tres casos anteriores concluimos que, para todo a € S, y 7 € S, una
transposicién
sgn(ta)=(—1)sgn(a).

Por 1ltimo si a =7 - - - 7,, donde cada 7; es una transposiciéon por induccién en
n; podemos probar que sgn(a)=(—1)", entonces

sgn(af) = (=1)"sgn(B) = sgn(a)sgn(B), VB € Sn.

Teorema 1.1.4
Se cumplen las siguientes proposiciones:

1) Sea o € S,
i) Si sgn(a)=1, entonces « es par.
ii) Si sgn(a)=—1, entonces « es impar.

2) Una permutacién « es impar si y s6lo si es producto de un nimero impar de
transposiciones.
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Demostracion. 1) Sea o = 7 - - - 74 su descomposicién en producto de trans-
posiciones; de la demostracién del Teorema 1.1.3 sgn(a) = (—1)?

Si sgn(a) = 1, entonces ¢ es par.
Si sgn(a) = —1, entonces ¢ es impar.

donde ¢ es el numero de transposiciones.

2) Necesidad. Si « es impar, entonces sgn(a) # 1, por lo cual sgn(a) = —1.
Ahora si o= ... 7, producto de transposiciones, se sigue que sgn(a)=(—1)9,
por lo tanto ¢ es impar.

Suficiencia. Si o = 71 ---7; es un producto de transposiciones y ¢ es impar,
entonces sgn(a) = (—1)? = —1, luego por lo anterior, « es impar. |

Corolario 1.1.1
Sea o, f € 5,. Si ay B tienen la misma paridad, entonces af es par, mientras
que si « y (B tienen paridad distinta, entonces a3 es impar.

1.2. Monoides

Definicién 1.2.1
Dado S un conjunto no vacio, llamaremos ley de composicion interna a cualquier
aplicacién f: S xS — S.

Definicién 1.2.2
Enunciaremos propiedades basicas sobre aplicaciones binarias.

1) Si para cualquiera z, y, z € S se tiene que (zy)z = z(yz) diremos que la ley
de composicién interna es asociativa.

2) Cualquier elemento e € S tal que xe = ex = x para todo z € S serd llamado
elemento neutro.

3) El elemento neutro es unico (e = ee’ = e’ si ambos fuesen neutros).

4) Si zy = yx diremos que la ley de composicién interna es conmutativa.

Una particularidad de la Definicién 1.2.2 es que si para todo x € S se tie-
ne re = z, el elemento e es llamado, neutro por la derecha; y si para todo
x € 5, se cumple ex = z, este elemento e serd llamado neutro por la izquierda.
Si ambas igualdades se satisfacen para todo x € S, el elemento e sera llamado
simplemente, elemento neutro.

Definicién 1.2.3
Un conjunto S no vacio con una ley de composicion interna asociativa, y
dotado de un elemento neutro e. Es llamado monoide, y se denota por (S, -).

“oo»
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Definicién 1.2.4
Si{z1,...,z,} C Sy (S,) un monoide, definimos y denotamos

DD _ 2, =e.
ii)H}C:lxk = 1.
W)Yz, = (21 Tp1) - Tp.

Proposicién 1.2.1
Dado S un monoide y {x1,..,7,} C S, entonces IIJ" zy - 117 _ 2,1 j = H;-":l"xj.

Demostracidén. (Por induccién sobre n). Para n = 1 tenemos
m 1 _Tm _ 1ym—+1
il wp - W @y = Uil 2 - @ = 5 @y

Supongamos que para h < n tenemos II}* ;zy - H;-Lzlxm_H = H;-":'ﬁhacj.

Dado que Ty xy, T_ 2t j, Zimyng1 € S tenemos

+ht+l,, _ +h — h
I ey = (2" %) @gng = (TGS 2k - TGy ) Tmgng

= 2k - (T g Tongngr) = Iy - (I 2y 5)
Luego para h 4+ 1 < n se cumple. ]

La proposicién anterior nos garantiza que el producto de elementos de un mo-
noide es independiente de la colocacién de los paréntesis.

Definicién 1.2.5
Sea S un monoide y n,m € NU {0}, para « € S definimos z" = I, z.

Por todo lo anterior tenemos:

i)' =T0_jx =e

”) x(n+m) = " .M

itg) (z™)™ = g"m

Ejemplo 9

1) (N,) es asociativo y 1 es el neutro.
2) (Z,-) es asociativo y 1 es el neutro.

3) Sea X un conjunto, (P(X),U) es un monoide, como (AUB)UC =AUBUC) y
el conjunto vacio “P” es el neutro.

4) Sea Y un conjunto, (P(Y),N) es un monoide, y claramente es asociativo,
ademas el neutro es Y.
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Definicién 1.2.6
Un subconjunto H del monoide S es llamado submonoide, si: 1) e € H, 2) H es
cerrado respecto a la ley de composicién de S, y lo denotamos (H, ).

Ejemplo 10
(N,-) submonoide de (Z,-). Como podemos ver (2N,-) no es submonoide de
(N, ) y por ende tampoco de (Z,-)

Definicién 1.2.7

Sea (5,-) una estructura algebraica con elemento neutro, si para cualesquiera
x, y se cumple x - y = e, entonces x es llamado el elemento inverso por la
izquierda de y; por otro lado a y se le da el nombre de elemento inverso por
la derecha de z. Si z -y = e = y - x diremos que x e y son inversos.

Proposicién 1.2.2
Sea (S,-) un monoide, con e neutro por la izquierda. Suponga que para todo
x € S existe su inverso por la izquierda, entonces e es neutro y todo inverso
izquierdo es inverso.

Demostracion. Sean a, b € S tales que ba = e, ademas existe ¢ € S tal que
cb = e. Luego tenemos que ab = e(ab) = (cb)(ab) = ¢(ba)b = ¢b = e. Por otro
lado ae = a(ba) = (ab)a = ea = a. |

Proposicion 1.2.3
Sea (.9, -) un monoide, si para cualquier x € S existe su inverso por ambos lados,
entonces estos inversos son iguales.

Demostracion. Supongamos que y'x = e = zxy; luego tenemos que y = ey =
(a)y=y(zy) =ye=y. u

Observe, en la prueba anterior la asociatividad fue fundamental, ya que si la
quitamos el resultado anterior no se cumple.

Definicién 1.2.8
Si en el monoide S, x € S tiene inversos, diremos que x es invertible.

Por la Proposicién 1.2.3, si x es invertible en S entonces su inverso es Unico, y
lo denotaremos por x~!. Ademds se tiene que ! es invertible y (z71)~! = 2.
Proposicion 1.2.4

Si (G,-) es un monoide. Denotaremos por G* = {x € G : x es invertible},
entonces G* es submonoide de G.

Demostracion. En efecto, e € G* y si z, y € G*, entonces existen 1, y~! €
G*, note que (zy)~! = y~ oz~ Ademas (zy)(y tax~!) = e = (y~ Lz 1) (ay)

asf que 2y € G* y (zy) L=y ta~ L [ |
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1.3. Grupos

Definicién 1.3.1
Diremos que G es un grupo si y sélo si:

1) G es un monoide.

2) G = G*.

Ejemplo 11
Enunciamos algunos ejemplos de grupos, con sus respectivas operaciones.

1) (Z,+), con + suma usual.
2) (Q,4+), (R,+), (C,+), con + la suma usual.

3) El grupo circular,

S'={zeC:|z| =1},

es el grupo en el cual la operacién es la multiplicacién de niimeros complejos; esta
es una operacion ya que el producto de niimeros complejos de médulo 1 también
tienen médulo 1. La multiplicacién en los nimeros complejos es asociativa, la
identidad es el 1 (que tiene médulo 1), y el inverso de cualquier nimero complejo
de médulo 1 es su conjugado complejo, que también tiene médulo 1. Por lo tanto,
S1 es un grupo.

4) Dado n €N fijo, sea p, ={z € C|z"™ = 1}, entonces (i, ) con - el producto
definido en C es un grupo.

5) Sea X # ¢ ysea S ={f: X — X|f es biyeccién}. (S, o) forma un grupo.
6) {1, i?iji%},fz? =k ji=k K2=2=32=1 (Cuaternios de Hamilton).

7) (El cuarto Grupo de Klein) {e,a,b,c}, a®> =b% =c? =e.

Para cuando = € G y G monoide tenemos definido ya z" para n € NU{0}.
Ahora si x € G y G es un grupo tiene sentido pensar en =" para n € Z, pues si
—neN, zg" = (z71)" "

Definicién 1.3.2

Si la ley de composicién es conmutativa para el grupo G diremos que G es un
grupo abeliano. Para estos grupos utilizaremos la notacién aditiva, bajo ésta
notacién, ! es sustituido por —z y z™ por nz.

Lema 1.3.1

Todo conjunto G dotado de una ley de composicién asociativa, con elemento
neutro izquierdo, en el cual todo elemento de él tenga un inverso izquierdo,
entonces G es un grupo.
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Demostracion. Sea x € (G, entonces existe y € G tal que yxr = e y existe z € G
tal que zy = e luego zy = exy = (2y)(zy) = z(yx)y = z(ey) = zy = e. Ademds
ze = z(yx) = (xy)xr = ex = . |

Teorema 1.3.1

Sea G un conjunto dotado de una ley de composicién asociativa. Entonces G es
un grupo si y sélo si para cualesquiera a,b € G existen tnicos z,y € G tales que
axr=>b, ya=>

Demostracion. Necesidad. G es grupo entonces = ¢~ 'by y = ba~! en forma
univoca.

Suficiencia. Para a € G, existe e € G tal que ea = a ahora dado cualquier b € G,
existe € G tal que ax = b, entonces eb = e(ax) = (ea)r = ax = b, es decir, e
es neutro por la izquierda. Ya que para todo a existe y tal que ya = e, es decir,
a tiene inverso por la izquierda, se tiene que por Lema 1.3.1, G es un grupo.
|

Observacion 6
Del Teorema 1.3.1, se sigue que las dos leyes de cancelacion,

a-u = a-wimplica u =w
y
u-a = w-aimplica u=w

se verifican en G.

Ejemplo 12
A continuacién algunos ejemplos.

1) Dado que (N,-), (Z,:), (Q,:), (R,-), (C,-) son monoides, tenemos que:
(N*, ), (Z*,-), (Q*,-), (C*,-) son grupos.

2) (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) son grupos abelianos.

3) Sea G el conjunto de los ntimeros reales distintos de cero y definase para
a, b € G, a*b = a’b; de modo que 4 x5 = 4%(5) = 80. ;Cudles axiomas de
grupo en G son validos respecto a esta operacién * y cudles no? Desde luego,
G es cerrado respecto a *. | Es asociativa 7 Si as{ fuera, (a*xb) x c = a* (bx*c),
es decir, (a x b)%c = a(b* ¢), y entonces (a?b)?c = a?(b%c), lo cual se reduce a
a® = 1, que es valido solamente para a = +1. Por consiguiente, en general, la

ley asociativa no es valida en G relativa a .
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4) El grupo Booleano 3(X) [nombrado asi en honor a G. Boole (1815-1864)]
es la familia de todos los subconjuntos de X con la adiciéon definida como la
diferencia simétrica A + B, donde

A+B=(A-B)U(B-A)

la diferencia simétrica se muestra en la siguiente figura.

Figura 1.2: La diferencia simétrica de 2 y 3 conjuntos.

Es claro que A + B = B + A, entonces la diferencia simétrica es conmutativa;
la identidad es el conjunto vacio @, y el inverso de A es el mismo A , es decir
A+ A =0. Es fécil verificar que A+ (B+C)=(A+ B) +C.

Definicién 1.3.3

Sea G un grupo y a € G. Si a¥ = 1 para algtin k£ > 1, entonces el menor entero
positivo es llamado el orden de a. Si este nimero k no existe, diremos que a
tiene orden infinito.

Observacion 7
Sin esel orden de x € Gy 2™ =1, entonces n < m.

Ejemplo 13

Algunos ejemplos de la definicién anterior.

1) 1 € Z tiene orden infinito yaque 1 +14+1+---+1#0.

2) En cualquier grupo el orden de e es 1, y es el inico elemento de
orden 1.

3) a? =1, siysélosi a =a"!. Es decir, de orden 2.

Teorema 1.3.2
Sia € G es un elemento de orden n, entonces a™ = 1, si y sélo si n|m.

Demostracion. Necesidad. Asuma que a™ = 1. Sabemos que m = qn + r,
donde 0 < r < n. Observamos que a” = a™ %" = 1 y por la minimalidad
de n, se tiene que r=0. Suficiencia. Si n|m, entonces m = nk, luego entonces
am™ = (a")k = 1. [ |
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Proposiciéon 1.3.1
Sea a€ S,

i) Si a es un r-ciclo, entonces « tiene orden 7.

ii) Si @ = By - - - B es un producto disjunto de r;-ciclos 3;, entonces « tiene orden
memq{ry, ..., 7}

iii) Si p es primo, entonces « tiene orden p, si y sélo si v es p-ciclo 6 un producto
disjunto de p-ciclos.

Demostracion. Vamos a probar una a una las proposiciones.
i) Esto ya se demostré en la Proposicién 1.1.1. Pues a”(i1) = 414+ = 1.

ii) Asuma que o™ = 1, como los 3; conmutan, se tiene que o™ = M ... gM =1,
B; disjuntos, entonces M = 1, se sigue que r;|M para todo i, luego entonces
M es comin miltiplo de los r;. Por otro lado si m =mcm{r;} es claro que

=B B =1,

iii)Necesidad; si @ es un ciclo no hay nada que probar. Sea o = 31 -+ 3¢ con
B1, ..., B¢ ciclos disjuntos de orden r; > 2 por b) p = mem{r; }, entonces p = r;l;
p primo, por lo tanto I; = 1. Suficiencia. Es claro de i) y ii) respectivamente.
|

Ejemplo 14
Tipos de permutaciones de S5, recuerde que para calcular los r ciclos de

cierto tipo usamos la férmula L[n(n —1)...(n — r + 1)), entonces tenemos

Estructura ciclica Numero de permutaciones Orden Paridad

(1) 1 1 Par.
(12) 10 2 Impar.
(123) 20 3 Par.
(1234) 30 4 Impar.
(12345) 24 5  Par
(12)(345) 20 6 Tmpar.
(12)(34) 15 2 Par.
120

Proposicién 1.3.2
Si G es un grupo finito, entonces todo x € G tiene orden finito.

Demostracién. Sea a € G, consideramos el conjunto {1, a, a?,..., a"} C G
puesto que G es finito, existe m > n tal que a™ = a", es decir, hay una
repeticién, y observe que a™ "™ = 1. Por lo tanto el conjunto {k € N : k >
1, a¥ =1} # () tiene elemento minimo, y el cual es el orden de a. |
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Definicién 1.3.4

Sea ¢ : R? — R? es una mosién, si es una biyeccién que preserva distancias. Si
7 es un poligono en R?, entonces () su grupo de simetrias, consiste de todas
las mosiones ¢ tales que () = .

Ejemplo 15
Sea I, el cuadrado con lados de tamano 1 y vértices vy, v, v3, v4.

Se puede ver que todo ¢ € > (Il4) per-

2 muta los vértices de Il4, de hecho que-
da determinada por {p(v;):1<i<4}.
Por lo tanto, a lo mas hay 4! posibles
simetrias.

o

m

Figura 1.3: El grupo diédrico > (Il4).

Ahora, no toda permutacién en Sy proviene de una simetria de Il4: Si v; y v;
son adyacentes, entonces |v; — vj| =1, pero |v; — v3]| =+v/2=|vs — v4]. Por lo
tanto, si ¢ € (Il4), entonces ¢ preserva adyacencias.

Hay 8 simetrias de Il4: la identidad, las tres rotaciones alrededor del O, es
[{3))

decir, 90°, 180°, 270°; las reflexiones alrededor de los ejes “x”, “y” y los ejes
V103, VaV4.

Observacién 8

> (I14) es llamado el grupo diédrico Dg. Los elementos de Y (I14): (1), (1 2 3 4),
(13)(24), (1432),(12)(34), (14)(23),(13),(24).Se puede ver que
Dg=(z, y:2*=1, y*=1, yry=2"1),donde 2 = (123 4) y y = (2 4).

Ejemplo 16
El grupo diédrico > (II5)

1) 5 rotaciones. (725)°, j =0,...,4.
2) 5 reflexiones alrededor de los ejes
Omyy, k=1,...,5

Figura 1.4: El grupo diédrico  (II5).
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Definicién 1.3.5

Si IT,, es el poligono regular de n lados y vértices vy, ..., v, y centro O. Entonces
el grupo de simetrias es llamado Ds,, el grupo diédrico de 2n elementos, con n
rotaciones alrededor de O por (%@j)", 0<j<n—1y n reflexiones:

1) n impar reflexiones alrededor de Ov;, 1<i <n.

2) n par reflexiones alrededor de Om;, m; puntos medios, con 1<i<n

1.4. El teorema de Lagrange

Definicién 1.4.1
Un subconjunto H < G es un subgrupo de G si:

1)eec H
2) Six,y € H, entonces xy € H.
3) Siz € H, entonces 2% € H.

Usaremos la notacion H < G si H estd contenido propiamente en G.

Observacién 9
{e} v G son los subgrupos triviales de G.

Si H < G es un subgrupo, H es un grupo en si. La asociatividad se hereda
de G.

Ejemplo 17

El grupo 4 de Klein V = {(1),a = (12)(34),b = (13)(24),c = (14)(23)} < Sy4.
1 € V,a? =1 para todo a € V, entonces a = o~ ! para todo o € V, ademas
ab=c,ac=0by bc=a.

Proposicién 1.4.1

Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo si y sélo si H # () y siempre
que z,y € H entonces vy~ ! € H.

Demostracidon. Necesidad. Como e € H, entonces H # (). Ademds si z,y € H
entonces y~! € H, pues H < G. Por lo tanto zy~! € H < G cerrado bajo la
operacion.

Suficiencia. 1) H # 0, esto implica que existe x € H. Asi que =,z € H por
loque e =xz2"1 € H.

2) Sea y € H, como e € H, entonces y~ ' =ey~ ' € H.

3) Sea z,y € H, entonces x,y~! € H. Por lo que zy = z(y~!)~! € H. [ |
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Proposicion 1.4.2
Un subconjunto H # @) de un grupo finito G' es un subgrupo, si y sélo si H es
cerrado bajo la operacion, es decir, a,b € H, entonces ab € H.

Demostracion. Necesidad. Como H < G es un subgrupo de G, por definicién
es cerrado bajo la operacién, lo tanto ab € H.

Suficiencia. G finito y H # () existe a € H y el orden de a es finito, diga-
mos n, es decir, a™ = e. Como H es cerrado, entonces, a™ = e € H, ademas
al=a""'cH |

Observacién 10
Si G no es finito, la proposicién anterior puede ser falsa. Por ejemplo, N # ) es
cerrado bajo la suma en Z pero (N, +) £ (Z,+) no es subgrupo.

Ejemplo 18

El subconjunto de todas las permutaciones pares, 4, < S, es un subgrupo.
El subgrupo es llamado el “grupo alternante”. A,, es no vacio pues (1) es par,
ademds es cerrado bajo la composicién pues (par)(par)=(par).

Definicién 1.4.2
G grupo y a € G, escribimos (a) = {a™ : n € Z} como “todas las potencias de
a”. Es el subgrupo ciclico de G generado por a.

Decimos que G es ciclico si existe a € G tal que G = (a) y diremos que a
es un generador de G.

Ejemplo 19
’ s . . RT 27i
lr las raices n-ésimas de la unidad es ciclico y p, =< e™» >.

Definicién 1.4.3
Los enteros médulo m, es decir, Z,, es la familia de todas las clases de con-
gruencias médulo m.

[a] = [b] en Z,, si y sblo si a = b mod m; en particular [a] = [0] si y sé6lo
si m|a.

Observacién 11
Para m > 2; Z,, es ciclico generado por [1].

Un grupo ciclico puede tener varios generadores.

Ejemplo 20
El grupo generado por (a) = (a™').

Teorema 1.4.1
Si G = (a) es el grupo ciclico de orden n, entonces a
y sblo si (k,n) = 1.

k es un generador de G si
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Demostracion. Si a® genera a G, entonces a € <ak> por lo que a = a** para
algun t € Z,

luego a**=1 = 1 como el orden de a es n, entonces n|kt — 1. Por lo tanto

kt — 1 = vn para algin v € Z, se tiene 1 = kt — vn luego entonces (k,n)=1.

Ahora si (k,n) = 1, entonces 1 = t¢n + ks para t,s € Z por lo que

fntsk — gingks = (a¥)* € (a*). Concluyendo que G esté contenido en
d. |

a=a
<ak>, de donde obtenemos la igualda

Proposicion 1.4.3

Sea G un grupo finito y sea a € G. Entonces el orden de a es |(a)| el ndmero de
elementos en (a).

Demostracién. G finito, entonces, existe un entero k > 1 con 1,a,a?, ..., a*!
son k elementos distintos , pero, 1,a,a?,...,a" tiene una repeticién. Entonces
af = o’ para algin 0 < i < k, si i > 1, entonces a*~% = 1, pero esto es una
contradiccién, pues por hipétesis la lista 1, a, . .., a* ! no tiene repeticiones, en-
tonces i = 0, por lo que a¥ = 1 . Por lo tanto k es el orden de a (es decir, k es
el menor entero positivo tal que a® = 1).

Ahora sea H = {1,a,...,a* '} tal que |H| = k. Por demostrar H = (a).
Observe que H C (a). Ademds para a’ € (a), tenemos por el algoritmo de la
division que i = gk 4+ con 0 < r < k, entonces a' = a?**" = (a¥)%a" =a”" € H
por lo cual (a) C H. Por lo tanto (a) = H. |

Definicién 1.4.4
Si G es un grupo finito, el nimero de elementos en G denotado por |G|, es
llamado el orden de G.

Proposicion 1.4.4
La interseccion ﬂIHi de cualquier familia de subgrupos de un grupo es nueva-
i€

mente un subgrupo de G. En particular si H, K < G, entonces H N K < G.

Demostracion. Sean H, K < G subgrupos de G; por hipétesise € Hy e € K,
por lo tantoe € H N K.

Ahora; sean z,y € HNK; por lo cual z,y € Hy z,y € K. Como Hy K
son subgrupos de G por hipdtesis tenemos que xy € H y xy € K. Por lo tanto
zye HNK.

Nuevamente, seax € HNK, entoncesx € Hyx € K,y como H y K son subgru-
pos por hipétesis, tenemos que 2~ € H y 2~ € K, por lo tanto z~! € HN K.
Por lo tanto HN K < G. |

Podemos usar el mismo argumento para probar que capH; una familia arbitraria
iel
de subgrupos es nuevamente un subgrupo de G.
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Corolario 1.4.1
Si X C @ subconjunto, entonces, existe un subgrupo (X) < G de G que contiene

a X. (X) es el menor subgrupo de G que contiene a X, es decir, si H < G tal
que X C H, entonces (X) < H

Demostracion. Existen subgrupos de G que contienen a X, por ejemplo G
mismo contiene a X.

Definimos (X) = HQGH , la interseccion de todos los subgrupos de G que
XCH

contienen a X. Por la Proposicién 1.4.4 (X) es un subgrupo de G; ademds

X C (X) < H para todo H subgrupo de G que contiene a X. Por lo tanto

(X)<Hsi X CH. |

Observacién 12
Si X = (; puesto que @ es subconjunto de cualquier conjunto, tenemos que
() C H < G subgrupo en particular (#) < {e}. Por lo tanto (§) = {e}.

Definicién 1.4.5
Si X C G subconjunto de un grupo G, entonces (X) < G es llamado el subgrupo
generado por X.

Si X # ) subconjunto de un grupo, definimos una “palabra” en X como un
elemento g € G tal que g = z7* -+ 2t~, donde 2; € X y e; = £1 para todo
ie{l,...,n}.

Proposicién 1.4.5
Si () # X C G subconjunto de un grupo G, entonces (X) es el conjunto de todas
las palabras en X.

Demostracion. Sea W(X) el conjunto de todas las palabras de X, obser-
ve que W(X) < G pues si # € X, tenemos que z~! € W(X), puesto que
e =xx~! € W(X); el producto de dos palabras en X es nuevamente una palabra
en X. Entonces W(X) < G y ademds X C W(X). Por lo tanto (X) < W(X).

Por otro lado, para todo H < G tal que X C H se cumple que W(X) C H
(pues es cerrado).

Puesto que (X) es la interseccién de los subgrupos de G que contienen a X,

entonces W (X) C (X). [ |

Ejemplo 21

El grupo diédrico Do, = {p,0 : p" = 1,0% = 1,0pc = p~'} donde p es la
360°

rotacién por y o es una reflexion.

n



1.4 El teorema de Lagrange 23

Observacién 13

G un grupo finito y H < G subgrupo, tenemos que |H| < |G|; ahora para poder
probar que |H| | |G| introduciremos un nuevo concepto que llamaremos “clases
laterales”.

Definicién 1.4.6

H < G subgrupo y a € G la clase lateral aH C G es el subconjunto: aH =
{ah : h € H} “clase lateral izquierda”; Ha = {ha : h € H} “clase lateral
derecha”.

Observaciéon 14
Para (G, +) usaremos la notacién a + H = {a+ h : h € H} para clases laterales
izquierdas y H + a = {h+ a : h € H} para clases laterales derechas.

Las clases laterales usualmente no son subgrupos. Por ejemplo, si a ¢ H,
entonces e ¢ H pues de lo contrario e = ah, luego a = h=' € H, lo cual es
una contradiccion.

Ejemplo 22
(R%, +) grupo abeliano. Sea (a,b) # (0,0) € R2.

Ahora sea L = {(ra,rb) : r € R} es una linea recta que pasa por el origen.

Entonces L < (R?,+). Si 8 € R? observe que si ra € L, entonces 3+ ra € L'
por “Ley del paralelogramo”. L’ = 3 + L, la cual es una recta paralela a L y
pasa por f.

-7 /

Figura 1.5: Suma de vectores.
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Ejemplo 23
Sea G = S5y H = ((1 2)). Hay tres clases laterales izquierdas de H.

Ss={(1),(12),(13),(23),(123),(132)}

H={(1),(12)}=(12)H
(13)H={(13),(123)}=(123)H
(23)H={(23),(132)}=(132)H

Son tres clases laterales izquierdas; son disjuntas y de tamano 2.
H={(1),(12)} = H(1 2)

H(13)={(13),(132)}=H(132)
H(23)={(23),(123)} = H(123)

Son tres clases laterales derechas; son disjuntas y de tamano 2.

Lema 1.4.1
Sea H< Gya,bed.

i) aH = bH si y s6lo si b~'a € H. En particular, aH = H siy s6lo si a € H.
ii) Si aH NbH # (), entonces aH = bH.

ili) |aH| = |H| para todo a € G.

Demostracion. i) Necesidad. Si aH = bH tenemos que a = ae € aH, por lo
que a € bH, luego a = bh para algtin h € H, por lo tanto b~'a = h € H.

Suficiencia. Sea b~'a = hgy para hg € H. Observe que ah = (bho)h = b(hoh)
bH, para todo h € H. Por lo tanto aH C bH; andlogamente bh = (ahy *)h =
a(halh) € aH, para todo h € H. Por lo tanto bH C aH.

ii) Si aH NbH # 0, entonces ah; = bhy para hy,hy € H. Entonces b~la =
hohi' € H. Por 1) aH = bH.

m

iii) Definimos ¢ : H — aH como ¢ : h — ah. Es claro que ¢ es una biyeccién.

[ |
Teorema 1.4.2 (Lagrange)
Sea G un grupo finito y H < G un subgrupo, entonces [H| | |G|.
Demostracion. Sea {a1H,...,a,H} la familia de las distintas clases laterales

de H en G. Entonces G = a1 H UasH U--- U a;H, ya que para todo g € G,
g € gH = a;H para algin i; por otra parte |G| = |a1H|+ -+ + |a;H| y por el
lema anterior |a;H| = |H| para toda i, por lo tanto |G| = t|H]|.

Definicién 1.4.7
El indice de H en G es el numero de clases laterales de H en GG, denotado por
G : HJ.
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Si G es finito, entonces de la demostracién del teorema de Lagrange y de la
definicién anterior tenemos [G : H] = t, es decir, |G| = [G : H] |H|. Esta férmula
muestra que [G : H| | |G|, entonces [G : H] = |G|/|H]|.

Ejemplo 24

Recordemos el grupo diédrico Ds,, = {(p, o), con p una rotacién y o una reflexion.
Entonces, sabemos que contiene un subgrupo ciclico de orden n generado por
una rotacién p. El subgrupo (p) tiene indice dos, es decir, [Da, : {p)]=2; por lo
tanto tiene dos clases laterales: (p) y o (p) donde o es cualquier reflexién que
no estd en (p). Por lo tanto, todos los elementos o € Dy, se pueden factorizar
como o'p? coni=0,1,y0<j<n.

Corolario 1.4.2
Si G es un grupo finito, a € G, entonces el orden de a es un divisor de |G]|.

Demostracion. Sea (a) el subgrupo generado por a; sea n el orden de a. Co-
mo podemos ver a’ = e, entonces el subgrupo (a) sélo tiene exactamente n
elementos, luego usando el teorema de Lagrange tenemos que n| |G|. ]

Corolario 1.4.3
Si G es un grupo finito, entonces a!¢! = e, para todo a € G.

Demostracion. Usando el corolario anterior y su notacion tenemos que n| |G|
con n el orden de a. Entonces |G| = nm, para algin m € Z, por lo que

alfl =g = (a™)" =em =e
que es justamente lo que deseabamos probar. |

Corolario 1.4.4
Si p es un primo, entonces cualquier grupo G de orden p es ciclico.

Demostracion. Primero veamos que G no tiene subgrupos no triviales. Sea
H < G, entonces tenemos que |H| tiene que dividir |G| = p, dejéndo sélo dos
posibilidades, es decir, |H| =1 o |H| = p.

Lo primero implica que H = (e), y el segundo que H = G. Suponga ahora
que a # e € G, y sea H = (a) usando la observacién anterior y puesto que H es
distinto de e, entonces H tiene exactamente p elementos. Por lo tanto H = G.
[ |

Observacién 15
Hemos visto que (Z,,, +) bajo la adicién es un grupo ciclico de orden m. Ahora
definamos la multiplicacién como

W Ly X Loy, = Ly, donde [a][b] = [ab].
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Como podemos ver este producto es asociativo, conmutativo, y [1] es el elemento
identidad. Sin embargo no es grupo bajo esta operacion, pues los inversos no
existen; por ejemplo [0] no tiene inverso multiplicativo.

Proposicion 1.4.6
El conjunto U(Z,, ), definido por

U(Zm) = {lr] € Zm : (r,m) =1},

es un grupo multiplicativo de orden ®(m), donde ® es la funcién ® de Euler
(Definicién 1.6.5). En particular, si p es un primo, entonces U(Z,) = Zj, los
elementos no nulos de Z,, es un grupo multiplicativo de orden p — 1.

Demostracion. Observe que si (r,m) = 1 = (r',m), entonces (rr’,m) = 1
pues rs+mt = 1y r's’ + mt' + 1 para s,t,s',t' € Z, por lo cual (rr')(ss") +
m(tr's’ + t'rs + mit’) = 1. Por lo tanto U(Z,,) es cerrado bajo el producto.
Ademds hemos mencionado antes es asociativo y [1] es la identidad. Ahora, si

(a,m) = 1, entonces veamos que [a][z] = [1] tiene solucién [z] € Z,,. Como
(a,m) = 1 entonces existen z,s € Z tal que ax + sm = 1, entonces (z,m) = 1
por lo tanto [x] € Z,, le cual cumple lo deseado. [ ]

Corolario 1.4.5
Si p es primo y a € Z, entonces a? = a mod p.

Demostracion. Es suficiente con demostrar que [a”] = [a] en Z,,. Si [a] = [0],
entonces [a?] = [a]’ = [0]? = [0] = [a]. Ahora, si [a] # [0], entonces [a] € Zj,
sabemos que |Z5| = p — 1, por lo cual [a]?~! = [1] por lo tanto [a]? = [a]. [ ]

Ejemplo 25
Es facil ver que

U(Zs) = {[1], 3], [5], [7]}

€s un grupo.

Teorema 1.4.3
Un entero p es primo si y sélo si (p — 1)! = —1 mod p.

Demostracion. Necesidad. Suponga que p es primo. En general para un grupo
abeliano G. Sea G = {ay,...,ay}, considere el producto a; - as - - a,. Como G
es abeliano tenemos que a; - az - -+ - ap = a/1 . a/2 ceee a;c donde (a;)2 =1y
k < n, es decir, cancelamos todos los elementos que no sean su propio inverso.
En particular en Zj el tinico elemento de orden 2 es [—1], por lo cual el producto
de todos los elementos de Zy es [(p—1)!] = [~1] por lo tanto (p—1)! = —1 mod p.

Suficiencia. Ahora suponga que m es un niimero compuesto, es decir, hay enteros
aybconm=abyl<a<b<m.Sia< b, entonces m = ab divide a (m —1)!
por lo tanto (m — 1)! = 0 mod m. Si a = b, entonces m = a?. Si a = 2, entonces
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(@>-1)!'=3'=6=2mod 4y 2% —1mod 4. Si 2 < a, entonces 2a < a?, y
entonces a y 2a son factores de (a? — 1)!; por lo que (a® — 1)! = 0 mod a?. Por
lo tanto, (a? — 1)! £ —1 mod a?. [ ]

1.5. Homomorfismos

Definicién 1.5.1
Si (G, %), (H, o) grupos, entonces la funcién f : G — H es un homomorfismo de
grupos. Si

flaxy) = f(z)o f(y)

para todo z,y € G. Si también es una biyeccién, entonces f es llamado un
isomorfismo. Dos grupos G y H son llamados isomorfos, denotado por G = H,
si hay un isomorfismo f : G — H entre ellos.

Definicién 1.5.2
Sea ai,...,a, la lista de elementos distintos de G una tabla de multiplicacién
de G es un arreglo de n x n en donde la entrada ij es a;a;.

G ay a cee aj ce (7%

ay ayaq a1as N aia; N a1Qp
a; a; a; a2 e ;G e Qi Qp
Qp QAp a1 anao PN Anaj RPN ApQAp

Esta tabla depende del orden de las a; y hay n! tablas de multiplicar distintas.
Siai,...,a, es una lista de los elementos de G sin repeticion y si f : G — H
es un isomorfismo de grupos, entonces f(ai), ..., f(ay,) es una lista de todos los
elementos de H sin repeticién por ser f una biyeccion, y esta lista determina
una tabla de multiplicacién para H.

T (@) fa) . ) . Flaw
flar) | flar)f(ar) flar)f(az) ... flar)f(a;) ... f(a1)f(an)
fan) | fafla)  fladflaz) .. fla)fa) .. Flas)f(an)
flan) | Fla)f@)  flaas) ... Fa)fla) ... flan)f(an)

Si a;a; es la ij-ésima entrada en la tabla de multiplicacién de G, entonces
f(ai)f(a;) = f(asa;) es la ij-ésima entrada en la tabla de multiplicacién de H.
En este sentido, grupos isomorfos tienen la misma tabla de multiplicacién. Por
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lo tanto grupos isomorfos, son esencialmente lo mismo, difiriendo tnicamente
por la notacién de los elementos y la operacién.

Ejemplo 26

Sea G = S el grupo simétrico de permutaciones de {1,2,3},y H = Sy, el grupo
simétrico de todas las permutaciones de Y = {a, b, ¢}, son isomorfos. Primero,
enumeramos los elementos de G:

(1), (12), (13), (23), (123), (132)

Después definimos la funcién ¢ : S3 — Sy, entonces reemplace niimeros por
letras:

(1), (ad), (ac), (be), (abe), (ach).

¢ : G — H es un isomorfismo y se puede ver que las tablas de multiplicar
coinciden.

Lema 1.5.1
Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. Se cumple lo siguiente:

i) f(lg) =14.
i) fa) = f(2) .
iii) f(z") = f(z)", para todo n € Z.

Demostracion. Denotemos por * a la operacion en G y por o la operacién en
H

i) f(lg) = f(lgx1g) = f(1) o f(1), entonces f(lg) =1g.

ii) 1g =  * 271, lo que implica 1y = f(z)o f(z7!) y 1y = f(z™1) o f(x),
por lo tanto f(z=1) = f(x)~ L.

iii) Haremos la prueba por induccién sobre n. Para n > 0, el punto ii) es la
base de la induccién.

fla™) = f@" " xa) = fa" ) o f(w) = f(z)" " o f(z) = fla)".

Ahora 7" = (x~1)", entonces

=1 @) = fa)

Observacién 16

Una propiedad de un grupo G que es compartida con otro grupo que es iso-
morfo a él es llamada un invariante de G. Por ejemplo, el orden de |G| es un
invariante de GG, porque grupos isomorfos tienen el mismo orden. Ser abelianos
es un invariante (si f es un isomorfismo y a,b conmutan, entonces ab = ba y

f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) = f(b) f(a).
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por lo tanto, f(a) y f(b) conmutan). Zg y S5 ambos tienen orden 6, pero no son
isomorfos, porque Zg es abeliano y S3 no lo es.

Ejemplo 27
Dos grupos abelianos del mismo orden que no son isomorfos

V={(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}.

y sea

M4 = {17 _Z.a _17 _Z}
si f : v — py isomorfismo, entonces existirfa z € V' tal que f(z) = 4, pero todos
los elementos distintos de 1 tienen orden 2, por lo cual i? = f(z)? = f(2?) =

f((1)) = 1, contradiciendo el hecho de que i = —1. Por lo tanto, V' y 4 no son
isomorfos.

Definicién 1.5.3
Si f: G — H es un homomorfismo, se define el nicleo y la imagen de f como

kerf={x e G: f(x) =1} yimf={h € H:h= f(z) para algin z € G}
Ejemplo 28
Si po es el grupo multiplicativo ps = {£1}, entonces sgn : S, — po2 es un
homomorfismo. Tenemos que
kerf(sgn) = A, e imf = uo.

Proposicién 1.5.1
Sea f : G — H un homomorfismo.

i) kerf es un subgrupo de G y imf es un subgrupo de H.

ii) Si 2 € kerf y si a € G, entonces axa~! € kerf.

iii) f es inyectiva si y sélo si kerf = {1}.

Demostracion. i) Sabemos que f(lg) = 1g, entonces 1g € kerf. Si x,y €
kerf, se sigue que f(xy) = f(x)f(y) = 1y. Finalmente; si x € kerf, entonces
f(z™Y) = f(x)~! = 1y por lo tanto 2! € kerf.

Ahora, tenemos que 1z = f(1g), por lo que 1y € imf. Si a,b € imf, entonces
a = f(z), b= f(y) para algunos x,y € G, por lo cual ab = f(x)f(y) = f(zy).
Por lo tanto a,b € imf. Luego, si a € imf, entonces a = f(z) para algin z € G

ademas f(z71) = f(x)~!, luego entonces a=! = f(z~!). Por lo tanto a=! € imf.

i) f(aza™') = f(a)f(x)f(a)™! = f(a)f(a)~! = 1, entonces aza™! € kerf.

ili) Necesidad. Sea a € kerf, entonces f(a) = 1y, ademds f(1g) = 1y y como
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f es inyectiva, entonces a = 1¢.

Suficiencia. Si kerf = {lg} v f(a) = f(b), entonces f(ab~—!) = 1y por lo
que ab~! = 1, entonces a = b. [ |

Definicién 1.5.4
Un subgrupo K < G es normal. Si k € K y g € G implica que gkg~! € K. Si
K es un subgrupo normal, escribimos K < G.

Observacion 17
La parte ii) de la proposicién anterior nos dice que el nicleo de un homomor-
fismo siempre es un grupo normal.

Si G es un grupo abeliano, entonces todo subgrupo K es normal. Ya que, para
todo k € K <Gy g € G; tenemos que gkg ' =kgg ' =kec K.

El subgrupo ciclico H = {(1 2)) de Ss; formado por (1) y (1 2), no es es un
1 ( 2

subgrupo normal de S3. Si a = (1 2 3), entonces o' = ),y
a(12)at=(123)(12)((321)=(23)¢H
por lo tanto H no es normal.

Definicién 1.5.5
Si G es un grupo y a € G, entonces un conjugado de a es cualquier elemento en
G de la forma gag~' donde g € G.

Es claro que un subgrupo K < G es normal si y s6lo si K contiene todos los
conjugados de sus elementos: Si k¥ € K, entonces gkg~! € K para todos los
g€ G.

Definicién 1.5.6
Sea G un grupo y g € G, definimos la conjugacién v, : G — G por
v4(a) = gag™! para todo a € G.

Proposicion 1.5.2
i) Si G es un grupo y g € G, entonces 7, : G — G es un isomorfismo.

ii) En un grupo los elementos conjugados tienen el mismo orden.

Demostracién. i) Observe que si g, h € G, entonces
(Y7 )(a) = vg(hah™")
= g(hah™')g™"
= (gh)a(h™'g™")
= (gh)a(gh)™
= Ygn(a)
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Yg © Yh = 7Ygh,en particular, v, 0 v,-1 = Idg = 71 asi que 4 es una biyeccion.
Ahora si a,b € G, entonces

Yg(ab) = g(ab)g~" = gag~'gbg™" = v4(a)y,(b)
Por lo tanto v, es isomorfismo.
ii) Suponga que a, b € G son conjugados, entonces existe g € G tal que b = gag—!
esto es b = 74(a), puesto que 7y, es homomorfismo de grupos entonces si n es
el orden de a y m el orden de b, entonces 1 = ~,4(a™) = b", entonces m < n.
Similarmente a = v,-1(b), 1 = 7,-1(b™) = a™, entonces n < m Por lo tanto
m=n. |

Definicién 1.5.7
El centro de un grupo G, denotado por Z(G), definido como

Z(G)={z€ G: zg =gz para todo g € G}

esto es, Z(G) contiene a todos elementos que conmutan con todos los elementos
G. Un grupo G es abeliano si y sélo si Z(G) = G.

Ejemplo 29

Si G es un grupo, entonces un automorfismo de G es un isomorfismo f : G — G.
Por ejemplo, toda conjugacién v, es un automorfismo de G. El conjunto Aut(G)
formado de todos los automorfismos de GG es un grupo, bajo la composicién, y
el conjunto de todas las conjugaciones,

{79 : 9 € G},

es un subgrupo normal de Aut(G). La funcién I' : G — Aut(G) definida por
g — 7, es un homomorfismo de grupos, ademds imI' = {7, : g € G} y
kerl' = Z(G).

Veamos que kerl' = Z(G). Sea g € G tal que 74 = Id. Es decir, para cada
z € G se tiene que v,(2) = gzg~! = z, entonces gzg~'g = zg, asociamos y
tenemos gz(g~'g) = zg, por lo cual gz = zg. Por lo tanto g conmuta con todos
los elementos de G. Por lo tanto kerl’ C Z(G). La otra contencién es clara.

Ejemplo 30
El grupo de Klein V' es un subgrupo normal de S;. Recuerde que todos los
elementos de V' son

V={(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

un conjugado preserva la estructura ciclica y V' contiene todas las estructuras
ciclicas de este tipo.
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Proposicion 1.5.3
i) Si H es un subgrupo de indice 2 en un grupo G, entonces g> € H para todo
ge€aqG.

il) Si H es un subgrupo de indice 2 en un grupo G, entonces H es un sub-
grupo normal de G.

Demostracion. i) Como H tiene indice 2, es decir, [G : H] = 2, entonces sdlo
hay dos clases laterales de H digamos H y aH, recordemos que son ajenas y
a & H. Sea g € G, si g € H, entonces ¢g> también. Ahora si ¢ ¢ H, entonces
g = ah para algtin h € H. Supongamos que g2 ¢ H, entonces g> = ah’ observe
que
g=g '¢*=h"ta Y ak)=h"W € H

pero esto es una contradiccion.

ii) Veamos que si h € H, entonces ghg~' € H para todo g € G, como en
el inciso anterior sea G = H UaH con a ¢ H las dos clases laterales de H.
Si g € H, entonces ghg~! € H por ser subgrupo. Ahora, si g € aH, entonces
g = ah’ por lo cual ghg™! = ah’hh/~'a~! = ah”a' con k" = Whh'. Suponga
que

ghg™' ¢ H, por lo cual ghg~' € aH. Por lo tanto ah”a™! = ah/” para algin

R € H, entonces a = (h"")~*h” € H, pero esto es una contradiccién. Por lo
tanto ghg~' € H. |

Definicién 1.5.8
El grupo de los cuaternios es el grupo @ de orden 8 definido como:

Q={I,A A% A% B,BA,BA? BA3}

donde I es la matriz identidad,
0 1 0
SRR

El elemento A € @ tiene orden 4, as{ que (A) es un subgrupo de orden 4 y
por eso de indice 2, es decir [@ : (A)] = 2. Se puede ver que las clases laterales
izquierdas de A en Q, son (A) y B(A) = {B,BA, BA?, BA®}. Por lo tanto,
todo elemento en @ tiene una expresiéon de la forma BA’, donde i = 0,1 y
j=0,1,2,3.

Ejemplo 31
Se puede ver que @ es un grupo no abeliano de orden 8 teniendo exactamen-
te un elemento de orden 2, y por lo tanto un subgrupo de orden 2, es decir, (—I).

Veamos que todos los subgrupos de ¢ son normales. Por el teorema de
Lagrange, si H < @ es subgrupo, entonces |HH8 Por lo tanto |H| = 1,2,4,8.
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Para |H| = 1, entonces H = {e}. Si |H| = 8, entonces H = Q. Si |H| = 2, luego
entonces H = (—1I) = Z(Q) < Q. Ahora si |H| = 4, entonces [Q : H] = 2. Por lo
tanto H < ) por la proposicién anterior.

Definicién 1.5.9
Un grupo finito no abeliano es llamado Hamiltoniano si todo subgrupo es
normal.

Observacién 18

El teorema de Lagrange prueba que el orden de un subgrupo de un grupo finito,
divide el orden de G. ;Si d||G| existe H < G tal que |H| = d? La respuesta es:
No necesariamente.

Proposicion 1.5.4
Sea A4 el grupo alternante de orden 12, entonces no tiene subgrupos de orden
6.

Demostracién. Supongamos que existe H < Ay tal que |H| = 6. Se tiene que
[A4 : H] = 2.Por lo tanto, para todo a € A4 tenemos que o? € H; observe que
si a es un 3-ciclo, entonces a = a* = (a?)? € H. Por lo tanto H contiene a
todos los 3-ciclos pero esto es una contradiccion, pues hay 8 3-ciclosen A;. W

1.6. Grupo cociente

Definicién 1.6.1
Sea S(QG) el conjunto formado de todos los subconjuntos diferentes del vacio de
un grupo G. Si X,Y € S(G) definimos: XY ={zy:z € X yyeY}.

Esta multiplicacién es asociativa, ya que: X (Y Z) es el conjunto de todos los
elementos de la forma z(yz) donde x € X,y € Y y z € Z. Y por la asociati-
vidad de G tenemos que z(yz) = (xy)z que es justamente un elemento en el
conjunto (XY)Z.

Observacién 19
En particular; si a € Gy K < G un subgrupo de G, tenemos que:

{a}K = aK la clase lateral izquierda de a.

Ejemplo 32
Sea H < G cualquier subgrupo de GG, entonces

HH=H

Si h,h' € H, entonces hh/ € H, ya que los subgrupos son cerrados bajo la
multiplicacién, por lo cual HH C H. Ahora; si h € H, entonces h = he € HH,
porque e € H, por locual H C HH. Por lo tanto HH = H. Es posible que XY
conmute a pesar de que sus elementos no lo hagan.
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Ejemplo 33
Sea G =S5y K = ((1 2 3)); vea que (1 2) no conmuta con (1 2 3) € K. Pues

[(123)12))(1)=3y[(12)(123)]1) =1
sin embargo (1 2)K = K(12) = {(12),(2 3),(1 3)}

Lema 1.6.1
Un subgrupo K < GG es normal si y sélo si gK = Kg para todo g € G.

Demostracién. Necesidad. Sea gk € gK, puesto que K <G, entonces gkg~! €
K, es decir, gkg~! = k' para algin k' € K, por lo que gk = k’g € Kg. Por lo
tanto gK C Kg.

Ahora K < G, entonces (gfl)k(g*ly1 € K. Por lo tanto g~ 'kg = k" para
algun k" € K, por lo cual kg = gk”, luego se tiene que Kg C gK. Por lo tanto
K 4G, entonces gK = Kg para todo g € G.

Suficiencia. gK = K g para todo g € G. Por lo tanto, para cada k € K, gk € Kg,
entonces gk = k’g, implica gkg=* = k' € K. Por lo tanto K <G es normal. W

Observacién 20
En general, si H, K < G subgrupos H K no necesariamente es subgrupo.

Ejemplo 34
SiH={((12))y K={(13))en Ss tenemos HK = {(1), (1 2),(1 3),(132)} de

orden 4 1 6 por lo cual HK no puede ser subgrupo, de acuerdo con el teorema
de Lagrange.

Proposicion 1.6.1
Se cumplen las siguientes afirmaciones:
i) Si H, K < @G, si uno de ellos es normal, entonces HK = KH < G.

ii) Si H, K <G son normales, entonces HK < G.

Demostracion.
i) Asumamos que K <G, veamos que HK = KH. Para cada k € K <G, por defi-
nicién tenemos que gkg~' € K en particular para cada h € H, hkh~! = k' € K.

Asf que hk = k'h. Por lo tanto HK C K H. De forma similar kh = h(h~'kh) =
hk’ € HK. Esto implica que KH C HK. Por lo tanto KH = HK.

Ahora veamos H K es subgrupo de G.
1=(1)(1) € HK.

Si (hk) € HK, entonces (hk)~! =k~ 'h~' € KH = HK.
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(h1k1)(h2ke) € H(KH)K = H(HK)K = (HH)(KK). Por lo tanto HK es
cerrado bajo la operacion.

ii) Sea g € G arbitrario pero fijo. Entonces
gHK = H(gK) = HKg
|

Teorema 1.6.1

Sea G/K = {gK : g € G}. Si K <G, entonces G/K es grupo con operacién
(aK)(bK) = abK para todo a,b € G. G/K es llamado “Grupo cociente de G
moédulo K.

Demostracién. (aK)(bK) = a(Kb)K = abKK = (ab)K esto es por asociati-
vidad en S(G) (recordemos que aK = {a} K).

Por lo tanto; el producto de clases laterales izquierdas es otra vez una clase
lateral izquierda. Por lo tanto la operacién en G/K estd bien definida.

La asociatividad se hereda de S(G).

K € G/K es la identidad, es decir (¢K)(K) = K(gK) = gK.
El inverso de aK es a ' K. [ |

Observacion 21
Cuando G es finito, |G/K| =[G : K] = |G|/|K]|

Observaciéon 22

El producto no depende de los representantes. Si aK = o' K y bK = VK,
entonces existen k, k' € K tales que o/ = ak y b = bk’, por lo que ' V'K =
d KV K = akKbk'K = aKbK = abK

Ejemplo 35
(Z,+) grupo abeliano, entonces (m) <Z con m € Z; tenemos que Z/(m)=2Z,, y

a+(m)={a+km:keZ}=]d

Observacién 23
(a+ (m))+ (b+ (m)) = (a+b)+ (m) y [a] + [b] = [a + b].

Corolario 1.6.1
Todo subgrupo normal K < G es el nicleo de algin homomorfismo.

Demostracién. Definimos el mapeo natural

II:G— G/K comoIl: g —1I(g9) = gK
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observe que (aK)(bK) = abK, entonces II(a)II(b) = II(ab).

Por lo tanto Il es homomorfismo de grupos y es sobreyectivo. K es la iden-
tidad de G/ K.

Ahora kerll = {a € G : II(a) = {K}} = {a € G : o{ K} = {K}} = {K}.
Por lo tanto kerIl = {K}. [ |

Teorema 1.6.2 (Primer teorema de isomorfismos)
Si f: G — H es un homomorfismo, entonces

kerf QG y G/kerf ~imf.

Con més detalle, si K = kerfy ¢ : G/K — imf < H definida como ¢ : (aK) —
f(a), entonces ¢ es isomorfismo.

Observacion 24
El siguiente diagrama describe la prueba del primer teorema de isomorfismos,
donde IT: G — G/K es el mapeo natural IT: a — aK.

¢ —t.pm

DN

G/K

Demostracion. Sea K = kerf <G.

Veamos que ¢ estd bien definida: Si aK = bK, entonces a = bk para algun
k € K, entonces f(a) = f(b)f(k), pero f(k) = 1 pues k € kerf. Por lo tanto
f(a) = f(b). Resta demostrar que ¢ es homomorfismo de grupos. Note que f es
homomorfismo de grupos y ¢(aK) = f(a), tenemos que

P(aKbK) = p(abK) = f(ab) = f(a)f(b) = ¢(aK)p(bK)

observe que imy < imf. Ahorasiy € imf, entonces y = f(a) paraa € G, por lo
cual y = f(a) = p(aK). Por lo tanto ime = im f. Por dltimo si p(aK) = ¢(bK),
entonces f(a) = f(b), luego entonces f(a~'b) = 1, entonces a~*b € K. Por lo
tanto a~'bK = K siy sélo si bK = aK. Podemos concluir que ¢ : G/K — imf
es isomorfismo. |

Ejemplo 36
Sea G = (a) con a de orden m € Z. Definimos un homomorfismo f : Z — G con
f:n—a”, paratodon € Z.

Se puede ver que f es homomorfismo de grupos y sobreyectivo, entonces im f =
G. Ademas kerf ={n € Z:a"™ =1} = (m). Por lo tanto Z,, = Z/ (m) ~ G.
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Ejemplo 37

. Cémo es el grupo cociente R/Z? Definimos f : R — S’ por x + 2™, Tenemos
que (R,+4) y (9, %), entonces f es homomorfismo ya que f(z +y) = f(z)f(y);
ademds f es sobreyectiva,

kerf = {x € R: e*™" = cos(2mx) + isen(2nz) = 1}

esto es cos(2rx) =1y sen(2wx) = 0 donde = es un nimero entero. Puesto que
1€ kerfy (1) <kerf tenemos que kerf = Z. Por lo tanto, usando el primer
teorema de isomorfismos, tenemos que R/Z ~ §’.

Proposicién 1.6.2
Sea G un grupo finito y H, K < G subgrupos, entonces |H||K| = |HK||H N K|
donde HK = {hk:h e Hy k € K}.

Demostracidon. Definimos f : H x K — HK, como f : (h, k) — hk. Es claro
que f es sobreyectiva. Observe que H x K es la unién disjunta de Uye grx f~1(2).
Por lo tanto, es suficiente con ver que |f~1(x)| = |H N K|, para todo = € HK;
en donde f~Y(z) = {(h,k) € H x K : hk = z}.

Veamos que si @ = hk, entonces f~(z) = {(hd,d"'k) : d € HN K}. Sea
(hd,d='k) con d € HN K, entonces f(hd,d"'k) = (hd)(d~*k) = hk = z, por lo
tanto {(hd,d"‘k)|de HN K} C f~(x).

Ahora, sea (h/, k') € f~1(x), entonces Kk’ = hk, luego h~*h/ = kk'~! € HNK;
denotemos d = h~'h’ = kk'~!, entonces ' = hd v k' = d~'k. Entonces
f~Yx) C{(hd,d"'k)|d € HN K}.

Por lo tanto |f~(z)] = |[{(hd,d" k) : d € HNK}| = |H N K| ya que
d — (hd,d~'k) es una biyeccién. Por lo tanto, |H||K| = |H N K||HK|. |

Teorema 1.6.3 (Segundo teorema de isomorfismos)
Si H, K < G subgrupos y H <G, entonces HK es subgrupo, HN K <K y

HK/H ~ K/HNK.

Demostracion. H <G, entonces HK es subgrupo. Observe quesi H < S < G
entonces H < S (ghg~! € H para todo g € G en particular ghg~* € H para
todo g € S) por lo que H < HK.

Veamos ahora que las clases ©tH € HK/H son de la forma kH para algin
k € K. Por definicién tenemos que xH = hkH para algunos h € Hy k € K
ademds H < G, entonces hk = k(k~'hk) = kh' para algtin b’ € H. Por lo
tanto hkH = kh'H = kH. Por lo tanto f : K — HK/H, donde k — kH; es
sobreyectiva. Luego, f es homomorfismo de grupos ya que es la restriccion de
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I1: G — G/H. Observe que kerll = H, entonces kerf = H N K por lo que
HN K <K, del primer teorema de isomorfismos para f obtenemos que

K/(HNK)~ HK/H.

Teorema 1.6.4 (Tercer teorema de isomorfismos)
Si H, K <4 G normales, con K < H, entonces H/K <G/K y

(G/K)/(H/K) ~G/H.
Demostracion. Definimos f : G/K — G/H como aK — aH. f estd bien

definida pues aK = a/K si y sélo si a='a’ € K < H. Entonces a~'a’ € H siy
s6lo si a’ H = aH. Ademés tenemos que f es homomorfismo de grupos ya que

aKbK = abK — abH = aHbH

y es sobreyectivo. Observe que aH = H si y sélo si a € H, entonces kerf =
H/K 4 G/K, deduciendo lo deseado por el primer teorema de isomorfismos.
|

Teorema 1.6.5 (Teorema de correspondencia)
Sea G un grupo, K <G y II: G — G/K el mapeo natural, entonces

S > T(S) = S/K

es una biyeccién entre Sub(G; K), la familia de subgrupos de S en G que contie-
nen a K y Sub(G/K), la familia de todos los subgrupos de G/K. Si denotamos
S* = S/K, entonces

T<S<GsiysblosiT* < S*entalcaso [S:T]=[S":T"],

T <8 siysélosi T <S* en tal caso S/T ~ S*/T*
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El siguiente diagrama nos ayudara a recordar este teorema

:S*

:T*

Y
{1}
Demostracion. Definimos
D : Sub(G; K) — Sub(G/K), por ®: S — S/K
se puede ver que si K < S < G, entonces S/K € Sub(G/K) (ya que K <.5).

Recuerde que II es sobreyectiva. Veamos que II es inyectiva, para ello K <
S < G, entonces II7I(S) = S. Sabemos que S C IT7I(S).

Ahora sea a € TI7!TI(S), entonces II(a) = TI(s) para algiin s € S, por lo cual
(as™!) = 1, es decir as™! € kerll = K, lo cual implica a = sk para algtin
ke K con K C S, entonces a =sk € S.

Suponga que II(S) = II(S’) para K < S < Gy K < 8§ < G subgrupos,
por lo cual tenemos II7TI(S) = IT~II(S’), entonces S = S’. Por lo tanto ® es
inyectivo.

Veamos que ® es sobreyectivo; sea U < G/K un subgrupo. Vamos a verifi-
car que I[I71(U) < G.

Tenemos que 1 € K CII-}(U) yaque K = H_l(lg/K). Ahora, sia,b € II71(U),
entonces Il(a),II(b) € U, por lo cual II(a)II(b) = II(ab) € U, por lo tanto
ab € I=Y(U). También si a € 171 (U), entonces I(a) = aK € U, por lo cual
H(a=t) =a 'K € U, por lo tanto a=! € I71(U).

Es claro que II(IT"!(a)) = U (II es sobreyectiva), es decir, K < TI~}(U) — U.
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Por lo tanto, ® es sobreyectiva.

Veamos que K < T < S siysélosiT* < 5% Suponga que K <T <S5 <G,
entonces II(T) < II(S), es decir, T/K < S/K como podemos ver, ambos son
subgrupos y la contencién es clara.

Ahora suponga que T/K < S/K, sit € T, entonces tK € S/K. Por lo tan-
to tK = sK para algun s € S, entonces t = sk para algun k € K < S, entonces
t=skeS, porlotanto K <T < S.

Para ver que [S : T = [S* : T*] es suficiente probar que
sT = II(s)T* = (sK)(T/K)
es una biyeccion.
Veamos que es inyectiva; II(sy)T* = TI(so)T*, luego M(s] *s2) € T* = T/K.

sflng = tK para algin t € T, luego, sflsg = tk para algin k € K, por
lo cual sy = s1tk, por lo tanto soT = s1tkT = s1T, pues tk € T.

Ahora veamos que la aplicacién inversa es inyectiva
(sK)(T/K)=1I(s)T* — sT,s€ S

si 511 = soT, entonces 52_151 =t para algin t € T, por lo cual II(so) !TI(s1) =
M(sy'sy) = TI(t) € T/K = T* si y sélo si I(s,)T* = I(s3)T*. Por lo tanto
sT < II(s)T™ es una biyeccién.

Por tltimo veamos que T'< S siy sélo si T* I9.5* y S/T ~ S*/T*.

Observe que K <Gy K < T < S, entonces K IS y T <5 por el tercer
teorema de isomorfismos T/K < S/K y (S/K)/(T/K) ~ S/T.

SiT*<S* yseat € T yseas € S tenemos que I (sts™1) = I(s)II(¢)II(s) " € T*
por ser normal, por lo tanto (sts™!)K = t'K para algin t' € T, entonces
stsTt=t'keT.

Es decir, los subgrupos de G/K son de la forma S/K donde K < S < G
[ ]

Ejemplo 38

Sea G = (a) un grupo ciclico de orden 30. Sea f : Z — G un homomorfismo
sobreyectivo definido como f(n) = a™.

Observe que kerf = (30), luego G ~ Z/ (30)
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Los subgrupos
(30) < (15) < (5) < Z

corresponden a

(1) = () < (a*) < (a°) < (a) =G
G ~ 7/ (30) por el teorema de la correspondencia: {a®’) ~ (30) / (30}, (a'®) ~
(15) /(30), {a®) ~ (5) / (30) , (a) ~ (1) / (30) y los cocientes

(@) (48 g, 0) LBy ) gy g,

~

(@) ~ (30) ~ 7 (a¥®) — (15)

Proposicién 1.6.3
Si G es grupo abeliano finito y d | |G|, entonces G contiene un subgrupo de orden
d.

Demostracién. Haremos induccién sobre n = |G| y p un primo divisor de
n. Para n = 1 se verifica la afirmacién. Ahora sea a € G de orden k£ > 1. Si
pl|k, entonces k = pl, entonces a' tiene orden p, por lo que <al> es un subgru-
po de orden p. Siptk sea H = (a) <G por ser abeliano, entonces G/ H es grupo.

Observamos que |G/H| = n/k es divisible por p. Por hipétesis inductiva, |G/H|
tiene un elemento de orden p, digamos bH € G/H recordemos que Il : G — G/H
es homomorfismo de grupos.

Sea m el orden de b, entonces b™ = 1 por lo cual ¥ H = H puesto que el
orden de bH es p implica p|m. Sea m = ps, entonces (b*) es de orden p.

Ahora sea d||G| y pld por lo anterior existe S < G tal que |S| = p. Ahora
S < G por ser abeliano y G/S es grupo y |G/S| = n/p. Por induccién y por
el teorema de la correspondencia existe H/S < G/S de orden d/p; ademds
[G:H|=[G/S:H/S|=n/d, entonces |H| = d. |

Definicién 1.6.2
Sean H, K subgrupos, entonces definimos el producto directo H x K con

(h, k)(W', k) = (hI kL)
la identidad es el elemento (1, 1x) y el inverso (h,k)~! = (A= k71).

Proposicion 1.6.4
Sean G y G’ grupos, con K <G y K’ < G’ normales, entonces

KxK <GxG

es normal y
(GxG/(K x K') ~(G/K) x (G'/K").
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Demostracion. Consideramos I1: G — G/K y II' : G’ — G'/K' se puede ver
que f: G x G — (G/K) x (G'/K’) definido como

(9,9") = (II(g),1T'(¢")) = (9K,g'K’)

es un mapeo sobreyectivo y kerf = K x K’ y el resultado se obtiene por el
primer teorema de isomorfismos. ]

Proposicion 1.6.5
Si G es un grupo y H, K <G normales y HN K = {e} y HK = G, entonces
G~HXxK.

Demostracion. Veamos que para todo g € G la factorizacion g = hk es tnica.
Supongamos que hk = h'k’, entonces h'~'h = K’k € HN K = {e}, entonces
h =h"y k =Fk. Ahora la funcién ¢ : G - H x K como g — (h,k) donde
g = hk esta bien definida por lo anterior.

Observe que kh = hk. Sea h € H y k € K; puesto que K es normal, en-
tonces (hkh™1)k™! € K similarmente h(kh='k~') € H pero HN K = {e},
entonces hkh~'k~! = 1, entonces hk = kh.

Demostremos que es homomorfismo; sea g’ = h'k’, en el parrafo anterior proba-
mos que los elementos de H conmutan con los de K, entonces

0(99') = o(hkh'K') = @(hW'kE") = (hI kK') = (h, k) (W, k) = o(g)(g")

Resta demostrar que ¢ es una biyeccién. Para ello sea (h, k) € H x K, defi-
nimos g = hk € G, tenemos que p(g) = (h, k). Por lo tanto es sobreyectiva.
Ahora si ¢(g) = (1, 1), entonces g = (1)(1) = 1. Por lo tanto es inyectiva. W

Teorema 1.6.6
Si (m,n) = 1, entonces Zyp =~ Ly X L.

Demostracion. Sea a € Z'y [alm € Zm, se puede ver que
f:Z — Zy, X Ly, definida como a — ([a],, [a],) es un homomorfismo, es claro

que (mn) C kerf.

Ahora si a — (0,0), entonces mla y nla y (m,n) = 1, entonces mn|a. Por
lo tanto kerf = (mn).

Por el primer teorema de isomorfismos tenemos que Z/ (mn) ~ imf < Z,, X Zy,.
Por lo tanto Z,,n, ~ Z,, X Z, ya que f es sobreyectiva. |

Ejemplo 39
Tenemos Zg ~ Z3 X Zo sin embargo Z4 % Zo X Zs pues el de la izquierda tiene
elementos de orden 4 y el de la derecha no.
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Proposicion 1.6.6
Sea G un grupo y a,b € G tal que ab = ba, donde m es el orden de a y n el
orden de by (m,n) = 1, entonces ab tiene orden mn.

Demostraciéon. Como ab = ba, entonces (ab)™" = a™"b™" = 1. Ahora supon-
ga que (ab)* = 1, entonces a*b* = 1, asi que a* = b=*. Como a tiene orden m,

entonces 1 = a™* = b~k y dado que b tiene orden n, entonces n|(—mk) puesto
que (m,n) = 1, entonces n|k; andlogamente m|k. Por lo tanto mn|k. |
Lema 1.6.2

Un grupo ciclico de orden n tiene un tnico subgrupo de orden d, para cada
divisor de n y este subgrupo es ciclico.

Demostracion. Sea G = (a). Si n = cd, sabemos que ( €) es de orden d. Vea-
mos que es tinico. Sea (z) < G de orden d, x = a™ y 2% = a¥™ = 1, entonces
n|dm sea s € Z tal que dm = ns. Por lo tanto z = a™ = (a™/%)* = (a®)*, por lo

que () < {a®) puesto que ambos son de orden d tenemos que (x) = {(a > |

Definimos una relacién de equivalencia en un grupo G por = ~ y si y sélo
si (z) = (y), es decir, z,y generan el mismo grupo ciclico. Denotamos la clase de
equivalencia de  por gen(C) donde C = (z); las clases de equivalencia forman
una particién de G.

G= chgen(C)

donde la unién ajena corre sobre todos los subgrupos ciclicos de G.

Si |C| = n, entonces |gen(C)| = {k < n: (k,n) = 1}| = ®(n) es la funcién de
Euler.

Definicién 1.6.3
Sin >1 un entero, ( € Cesunaraizndelsi (" =1

Observacion 25
Las raices de la unidad son €*™**/" con k =0,1,2,...,n — 1.

Diremos que ( es una raiz primitiva de 1, si n es el minimo entero positivo
tal que (" =1

Definicién 1.6.4
Si d es entero positivo, entonces el d-ésimo polinomio ciclotémico se define por

Pq(z) = (z - ()
que corre sobre todas las raices primitivas d de la unidad.

Proposicién 1.6.7
Paran € Z con n > 1, entonces z" — 1 = Iy, Pg(x).
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Demostracion. Denotamos el producto de todas las raices n-ésimas de 1 como
2" —=1=1(z -

este producto corre sobre todas las raices n-ésimas de uno por lo que el resultado
se obtiene al agrupar los factores que contienen raices d-primitivas de la unidad
para cada n. ]

Definicion 1.6.5
La funcién ® de Euler
®(n) = grado(®,(z)).

Proposicion 1.6.8

Si n > 1 entero, entonces ®(n) ={k <n:(k,n)=1}.

Demostracién. S6lo necesitamos observar que e2™*#/™ es rafz primitiva de 1,
siy solo si (k,n) =1. [ |
Corolario 1.6.2

Se cumple que n =3, ®(d). Observe que ®(d) = grado(®4(z)).

Teorema 1.6.7
Un grupo G de orden n es ciclico si y sélo si para cada divisor d en n existe a
lo més un subgrupo ciclico de orden d.

Demostracion. Si G es ciclico por el Lema 1.6.2 obtenemos lo deseado. Ahora;
tenemos que G = Uc<ggen(C), entonces

n=|Gl= Y |gen(C)| = > &(|C))

C<G C<G

por hipétesis para cada divisor d|n existen a lo mds un subgrupo ciclico de orden
d.

Por lo tanto n = 3 ®(|C|) < >,, ®(d) = n. A lo més hay un subgrupo
c<a
ciclico de orden d.
Por lo tanto > @(|C|) = > 4, ®(d). Para cada din, ®(d) viene de ©(|C])
c<a

donde C es ciclico de orden d, en particular ®(n) viene de un subgrupo ciclico
(a) de orden n. Por lo tanto G = (a) por cardinalidad. [ ]

1.7. Acciones en grupos.

Teorema 1.7.1 (Teorema de Cayley.)
Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo del grupo de simetrias Sg. En parti-
cular, si |G| = n, entonces G es isomorfo a un subgrupo de S,.
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Demostracion. Para cada a € G definimos

Ta : G — G tal que 7,(g) = ag para todo g € G

(T4 no es homomorfismo para a # 1).
Observe que T4 © Tp = Tap-
Ta © T(g) = Ta(bg) = abg = T4s(g) para todo g € G.

por lo anterior 7, o 7,1 = 7. = Idg. Luego entonces 7, es biyeccién para toda
a € G. Por lo tanto 7, € S, donde 7, reordena los elementos en G definimos
¢ : G = Sg como a — 7,. Rescribiendo ¢(ab) = 74 = 7o = ©(a)p(b). Por lo
tanto ¢ es homomorfismo de grupos.

Ademas si p(a) = ¢(b), entonces 7, = Ty, luego 74(z) = () para todo x € G,
en particular z = 1 implica a = b. Por lo tanto ¢ es inyectiva por el primer

teorema de isomorfismos, tenemos que G ~ kg(p <imp < Sg. |

Teorema 1.7.2
Sea G un grupo y H < G, [G : H| = n, entonces existe un homomorfismo
p:G— S, con kerp < H.

Demostracién. Sea G/H la familia de clases laterales izquierdas. Definimos
para cada a € G:

To: G/H = G/H y gH — agH para todo g € G.

se puede ver que T,T, = Tqp, €ntonces 7, es biyectiva con inverso 7,-1. Ademés
o €s un reordenamiento de G//H. Por lo tanto 7, € Sg/ -

Ahora, definimos ¢ : G — Sg g, como a +— T7,. Andlogamente ¢ es homo-

morfismo de grupos. Ahora si a € keryp, entonces 7, = Idg,u, por lo que
Ta(gH) = gH para todo g € G en particular si g = e entonces aH = H si y sélo
sia € H. Por lo tanto kerp < H'y Sq/u =~ Sn. ]

Observaciéon 26
Vea que si H = e obtendremos el teorema de Cayley.

Recordemos que todo grupo de orden primo es isomorfo a Z, por lo que para
estudiar a los grupos de orden menores a 7 sélo hace falta estudiar a los de
orden 4 y 6. Ya que hasta isomorfismos sélo hay 4 grupos, uno de orden 2, otro
de orden 3, 5y 7.

Proposicién 1.7.1
Todo grupo de orden 4 es isomorfo a Z4 o al grupo V. Por otra parte Z4 22 V.
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Demostracion. Sabemos por el teorema de Lagrange que todo elemento dis-
tinto de la unidad en G es de orden 2 o 4.

Si hay un elemento de orden 4, entonces G es ciclico isomorfo a Z4. Por otra
parte si 2 = 1 para todo z € G.

Si g1,92 # 1 dos elementos distintos entre si, entonces g192 € G = {1,91,92}
por lo tanto G = {1, g1, 92,9192} Ahora tenemos la biyeccién:

f:G—=>V

= (12)34), f(g2) = (1 3)(24) y f(9192)

definida como f(1) = 1, f(g
13)(24)]

- D)
(14)(23) = [(12)3 4)J[(1 3)(2

Proposicion 1.7.2
Si G es un grupo de orden 6, entonces G ~ (Zg =~ Zy X Z3) 0 G ~ S3.

Demostracion. Por el teorema de Lagrange si 1 # = € G, entonces x tiene
orden 2 o0 3 o 6.

G =~ Zg si G contiene un elemento de orden 6. Afirmamos que
G ={l,91,...,9s}, existe un elemento en G de orden 2. Supongamos que no,
entonces g; tiene inverso distinto de g1 (sin pérdida de generalidad digamos que
su inverso es ¢gs), luego gs tiene inverso distinto de gs, g1, g2 digamos g4 (sin
pérdida de generalidad), pero, g5 queda solo y su inverso estd en G y ademds es
distinto de la unidad, por lo cual g5 es de orden 2. Por lo tanto G contiene un
elemento de orden 2, digamos t. Veamos los otros dos casos.

Caso 1. G es abeliano. Supongamos que existe otro elemento a de orden 2,
entonces at = ta, por lo cual H = {1,t,a,ta} < G, pero esto es una contra-
diccién al teorema de Lagrange, pues 4 6. Por lo tanto existe un elemento de
orden 3, digamos b y puesto que 2 y 3 son primos relativos, entonces (¢ b) tiene
orden 6. Por lo tanto G ~ Zg.

Caso 2. G no es abeliano. Si G no tiene elementos de orden 3, entonces z2 = 1.
Para todo z € G, por lo cual G es abeliano ya que yz[(zy)(zy) = 1], por lo
tanto xy = yx.

De lo anterior, existe un elemento de orden 3; digamos “s”. Por lo tanto
| (s)| = 3, entonces |G/ (s) | = 2, por lo cual (s) <G es normal.

por lo tanto tst € (s), entonces tst = s* con i =0, 1, 2.

Ahora si i = 0, entonces tst = 1, luego st = t por lo cual s = 1, pero, esto
es una contradiccion.
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Por lo cual, si ¢ = 1, entonces tst = s, lo cual implica st = ts y st € G es
de orden 6, por lo tanto G es ciclico. Por lo tanto G es abeliano, pero también
es una contradiccién.

Concluimos que tst = s = s7!, es decir, t, s no conmutan. Veamos que G ~ Ss.

Sea H = (t), con t*> = 1. Entonces
©: G — S(;/H

tal que p(a) = agH por el teorema anterior kery < H, por lo cual kerp = {1}.
(Por lo tanto ¢ es inyectiva) o kerg = H.

Ahora G/H = {H,sH,s*H}, con H = {1,t} y

< H sH s*H
(p ==

(H tsH  ts2H ) si p(t) es la identidad.

entonces sH = tsH, lo cual implica s~'ts € H, por lo cual s~'ts = 1, luego
t =1, pero esto es una contradiccién; o s~1ts = t, entonces ts = st, también es
una contradiccion, ademdas no conmutan.

Por lo tanto ¢ € kerp = {1}. Por lo tanto ¢ es inyectiva. Finalmente tene-
mos G y S3 de orden 6, tal que G ~ S3. Observe que Zg % Ss. ]

Definicién 1.7.1
Sea X un conjunto y G un grupo. G actia en X si hay una funcién.

G x X — X definida como (g,z) — ge x

tal que
i) e ez = x para todo z € X.

ii) (gh) ex = g e (h e x) para todo g,h € G y para todo = € X.
diremos que X es un G-conjunto y e es una acciéon de G en X.

Observacién 27

Para cada g € G tenemos la biyeccién (permutacién) (o, ® ) = gy con
ag: X — X con ay : ¥ — g con inverso ag-1: X — X con x — g .
Observe que a : G — Sx definida como a : g — a4 es un homomorfismo
de grupos.

Ejemplo 40
i) (Teorema de Cayley) Vimos que G actia en G con la accién g e h = gh.

ii) G actia en G/H (el conjunto de las clases laterales) con la accién ge (aH) =
(9a)H.
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iii) G actia en G por conjugacion, con la accién g e a = gag™!.

a) ee®a = eae = a. Para todo a € G.

b) gh e a = gha(gh)~" = g(hah™')g~" =g e (hah™') = ge (hea).

Definicién 1.7.2

Sea X un G-conjunto y € X. El conjunto Og(z) = {gex: g€ G} = Gex C X
la llamaremos la drbita de x en G. Al subgrupo stabg(z) = {g € G:gex =
z} < G lo llamaremos el estabilizador de x.

Observacion 28
El estabilizador de x es un subgrupo de G.

i) e e x = x, entonces e € stabg(x).
ii) g € stabg(x), entonces g @ x = x, por lo cual tenemos por otro lado
-1 T B | _ _
g e(gex)=g ‘ex=(g9 )ex=cex=uz.
por lo tanto ¢! € stabg(z).
iii) Si g1, g2 € stabg(z), entonces
gigzexr=gie(gaexr)=giex=ux
por lo tanto g1 g2 € stabg(x).

Observacion 29
Tenemos una relacién de equivalencia en X con z ~y si y = gex para g € G.

Demostracion. i) Si x € X, entonces e @ x = x, es decir, © ~ x.

ii) Si & ~ y, entonces existe g € G tal que y = g e x, por lo que

g ley=gle(ger)=(g'g)er=cox=uz
Por lo tanto y ~ x.

iii) Six ~y y y ~ z, entonces existe g1,go € Gtalquey =g exy 2 =gy e y.
Por lo tanto
z=grey=g2e(grex)=(g201) 0

Por lo tanto =z ~ z. [ |

Proposicién 1.7.3
Las orbitas son ajenas
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Demostracion. Supongamos Og(z) NOg(y) # 0, entonces existen a,b € G tal
que aex = bey, entonces x = a~'bey, después tenemos gex = ga~'bey € O (y),
para todo g € G por lo que Og(z) C Og(y) vy y = b ta e z, lo que implica ,
entonces Og(y) € Og(x). Por lo tanto Og(z) = Og(y), gey = gb"laex €
O¢(z) para todo g € G |

Corolario 1.7.1
Sea X = UX(’)G () la unién ajena de las érbitas, donde Og(z) = [z] clase de
e

equivalencia. Si X es finito, entonces | X| = vazl |Oc(z:)].

Definicién 1.7.3

Sean X,Y G-conjuntos definimos f : X — Y una funcién es homomorfismo de
G-conjuntos si f(gex) = ge f(z), para todo g € Gy x € X y diremos que
X ~¢ Y como G-conjuntos si f es biyectiva.

Proposicion 1.7.4
Sea X un G-conjunto y = € X, entonces Og(x) ~ G/stabg(x).

Demostracion. Tenemos que Og(z) € X y la accién de G en Og(x) es la
misma que X. Luego, gea(stabg(z)) = ga(stabg(x)) es la accién de G en G/H,
H < @G, con H = stabg(x).

Vamos a definir f : Og(x) — G/stabg(z), como f : g e x — gH. Veamos
que f estd bien definida. Si g; @ x = g5 e x, entonces gflgg e x =z, por lo que
gy g2 H = H. Entonces g; *g2 € H, lo que implica que g1 H = go H.

Ahora vamos a ver que f es homomorfismo de G-conjuntos f(a e (g e x)) =
flagex) = agH = ae (gH) = a e f(g e x) Es claro que es sobreyectiva.
Finalmente veamos que es inyectiva. Si g1H = g2 H, entonces g; Y9, € H, por
lo cual g;lggo:z:::lc7 por lo tanto g; ez = go @ . |

Corolario 1.7.2
Sean X un G-conjunto y « € X. Entonces |O¢(z)| = [G : stabg(z)].

Observacién 30

Si G es un grupo, entonces G actiia en G por conjugacién, es decir, gea = gag'.
Observe que, Og(z) es la clase de conjugacién de z, es decir, O, = {y € G :
y = axa~! para algin a € G}.

Definicién 1.7.4

Definamos al conjunto Cg(x) = {g € G : ¥ = gzg~'}, como el centralizador
de = en G. El centralizador estd formado de todos los elementos que conmutan
con z € G, es decir, gr = xg. El centralizador es un subgrupo de G, es decir,
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Definicién 1.7.5
Sea H < G, el conjunto Ng(H) = {g € G : gHg™! = H} es un subgrupo de G
N¢(H) < G. Lo llamaremos normalizador H en G. H < N¢(H).

Teorema 1.7.3 (Teorema de Cauchy)
Si G es un grupo finito de orden divisible por p primo, entonces existe a € G de
orden p.

Demostracion. Sea |G| = pm con p t m, haremos induccién sobre m. Sea
m=1ye#ac€ G, entonces (a) = G, es decir, el orden de a es p.

Ahora, recordemos que G actua en G por conjugacién. Sea x € G, entonces
Og(x) = {gzg~' : g € G}, stabg(x) = Cg(x), el ntimero de conjugados de z es
|0c(z)| =[G : Ca(x)].

Si z ¢ Z(G), implica que existe g € G tal que gz # xg, por lo cual grg~! # .
Por lo tanto hay al menos dos elementos en |Og(z)| pues = exe # grg~! €
Og(l‘)

Por lo tanto |Cg ()| < |G, entonces si p||Cq ()|, por hipdtesis inductiva existe
un elemento de orden p, z € Co(z) < G.

Ahora si pt|Cq(x)| para todo & € Z(G). Tenemos que |G| = [G : Ca(x)]|Ca(z)],
entonces p|[G : Cg(z)]. Ademds G = _gIOg(mi), unién disjunta. Observe que si
y € Z(Q), entonces O (y) = {y}, lo que implica |Og(y)| = 1.

Por lo tanto

Gl =12(A)| + Y _[G : Colai)]

entonces p||Z(G)| observe que Z(G) es un grupo abeliano finito p||Z(G)| (para
cada divisor d del grupo, existe H subgrupo tal que |H| = d), entonces existe
H < Z(G) de orden p. Por lo tanto a € H < Z(G) < G tiene orden p. [ ]

Definicién 1.7.6
La ecuacién de clase de un grupo finito G es

G| = 12(G)] +Z[G :Co(wi)]

donde z; € Z(G). (Su érbita tiene mas de un elemento).

Definicién 1.7.7
Sea p € Z un entero primo G es un p-grupo si |G| = p™, para n > 0.

Teorema 1.7.4
Si p es primo y G es p-grupo, entonces Z(G) # {1}.
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Demostracion. De la ecuacion de clase

G =12(6)+ Y6 : Cola)]

tenemos que para x; ¢ Z(G), Ca(x;) < G es no trivial, entonces p|[G : Ca(w;)]
y p||G|, entonces p||Z(G)|. Por lo tanto Z(G) # 1. |

Corolario 1.7.3
Si p es primo, entonces todo grupo G de orden p? es abeliano.

Demostracion. G es abeliano, si Z(G) = G. Supongamos que G no es abeliano,
entonces Z(G) < G.

1 no puede ser pues G es un p-grupo y Z(G 1
|Z(G)|:{p p P p-grupo y Z(G) # {1}

Por lo tanto, si G es no abeliano, entonces |Z(G)| = p, ademés Z(G) <G , por
lo cual G/Z(G) = (aZ(@G)) donde a & Z(G).

Sea g € G, si g € Z(G), entonces ag = ga. Ahora si g ¢ Z(G), esto impli-
ca que gZ(G) # Z(G). Por lo tanto ¢Z(G) = a'Z(G) con i = 1,...,p — 1,
entonces g = a'z, con z € Z(G), implica ga = a’2a = (a*)az = a(a’)z = ag. Por
lo tanto a € Z(G), pero esto es una contradiccién. Por lo tanto Z(G) = G y es
abeliano. |

Definicién 1.7.8
Un G-conjunto es transitivo si tiene una sola orbita.

Ejemplo 41
1. G actia en G con accién gea = ga. Se tiene que Og(a) = Gy stabg(a) = {1}.

2. G actia en G/H con accién g e aH = gaH. Entonces Og(aH) = G/H y
stabg(aH) = aHa™!.

Ejemplo 42
G actia en X (la familia de todos los subgrupos de GG) por conjugacion:

geH=gHg™ ', Og(H)={gHg " : g € G}, stabg(H) = Ng(H)

Ejemplo 43
Sea X = {v1,v2,v3,v4} el conjunto de los vértices de un cuadrado y G = Dg
actia en X.

Para todo v; € X,0(v;) = X

Por lo tanto X es transitivo. El stab(v;) es un subgrupo de orden 2.
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Proposicion 1.7.5
Sea G un grupo de orden |G| = p”, entonces G tiene un subgrupo normal de
orden p* para todo k < n.

Demostracion. Haremos induccién sobre n > 0. Si e = 0, entonces G = {1}.
Ahora si, n > 1, entonces Z(G) < G es no trivial, es decir, distinto de {1}. Ob-
serve que Z(G) es un grupo finito y que p|Z(G) por teorema de Cauchy, existe
a € Z(G) de orden p, sea Z = (a).

Tenemos que Z < Z(G), entonces Z < G es normal. Si k& < n, entonces
k—1<n-1yp ! <pr ! =|G/Z|, por induccién, existe H* < G/Z de
orden p*~! por teorema de la correspondencia H* = H/Z con H < G de orden
k

pr. ]

Observacion 31

Los grupos abelianos y cuaternios tienen la propiedad de que todos sus sub-
grupos son normales. En el otro extremo se encuentran los grupos cuyos tnicos
subgrupos normales son los triviales {1}, G.

Definicién 1.7.9
Un grupo G es llamado simple, si sus tinicos subgrupos normales son G y {1}.

Proposicién 1.7.6
Un grupo abeliano G es simple si y sélo si G es finito y G es de orden primo p.

Demostracion. Necesidad. Sea G abeliano y simple, entonces los subgrupos de
G es normal. Sea 1 # a € G, entonces {1} # (a) IG como G es simple, entonces
G = (a). Si a es de orden infinito, entonces todas sus potencias son distintas.
Esto implica que {1} # (a?) << (a) = G, entonces (a?) es un subgrupo normal
propio. Por lo tanto a tiene orden finito digamos m.

Sim no es primo, entonces m = kl con 0 < k,1 < m, entonces {1} # (a*) << (a)
(a* es de orden 1) serfa un subgrupo propio normal. Por lo tanto G es de orden
p para algiin p-primo.

Suficiencia. Si G es finito y de orden p primo, sus tnicos subgrupos son {1}

y G (Teorema de Lagrange). [ |
Denotaremos parax € G, 2% = {gzg~! : g € G}. Si z tiene k conjugados, || =
k. Si H < G subgrupo, 1 = {hah=' : h € H} C 2%. Por lo tanto |z| < [2¢]
los cuales son el nimero de conjugados de x en H y G respectivamente.

Observacién 32
Se puede dar la desigualdad estrica, por ejemplo:

H=(12)<85012"={12}y12)%={12),013),(23)}
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todas las transposiciones son conjugados. Por lo tanto 1= (1 2)| < |(1 2)%2|=3.
Recordemos que 2 permutaciones con la misma estructura ciclica son conjuga-
dos.

Lema 1.7.1
Todos los 3-ciclos son conjugados en As.

Demostracién. Sea G = S5, a = (1 2 3) y H = Az sabemos que [a®| = 20
pues hay veinte 3-ciclos distintos (los cuales son conjugados en Ss). Recordemos
que el nimero de conjugados de a es |a%| = [S5 : Cs, (a)] (donde Cs, () son
los elementos que conmutan con «), entonces

[S5]/|Cs. ()] =20y |S5| = 120, entonces |Cs, ()| =6

Por lo tanto hay exactamente 6 permutaciones que conmutan con « dichas
permutaciones son

{(1),(123),(132),(45),(45)(123),(45)(132)} = Cs,(a)

Por lo cual concluimos C4, () = {(1), (1 2 3),(1 3 2)}, entonces |Cy, (a)| = 3,
obtenemos que

As| 1A . _|As] 60 _
| |—[A5.CA5(a)}—7|CA5(a)|— 3 =20

esto es, todos los 3-ciclos son conjugados en As. Es decir, (i1 ia i3), (j1 j2 j3) €
S5, entonces existe v € Aj tal que

V(i1 i i3)Y" " = j1 j2 Js

Lema 1.7.2
Si n > 3, todo elemento en A,, es un 3-ciclo o producto de 3-ciclos.

Demostracion. Sea oo € Ay, paran > 3. o = T1Ta - - - Tag—1T24 €S producto de
un ntimero par de transposiciones ademés podemos asumir que los 7; adyacentes
son distintos y los podemos agrupar de 2 en 2. Digamos

{08
(i §)(k 1)

(i j k) no ajenas

(1 Ekj)kld)

Lema 1.7.3
Todos los 3-ciclos son conjugados A,, para n > 5.
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Demostracion. Sean (1 2 3), (i j k) € Sp.

Caso 1. Tenemos (1 2 3)(¢ j k) no ajenos. Sin pérdida de generalidad, i = 1,
entonces (12 3), (i j k) € S{1,2,3,5,61 = S5y por el lema anterior (12 3) y (i j k)
son conjugados en As, es decir, existe (12 3) = a(i j k)a! ya € A5 C A,
conn > 5.

Caso 2. (1 2 3),(i j k) son ajenos. Note que (1 2 3) es conjugado de (3 j k) y
que (3 j k) es conjugado de (i j k), por el parrafo anterior. Por lo tanto (1 2 3)
es conjugado de (i j k). [ |

Lema 1.7.4
Si H< A, conn>5y H contiene un 3 ciclo, entonces H = A,,.

Demostracion. Por el Lema 1.7.3 tenemos que H contiene a todos los 3-ciclos,
pues H es cerrado bajo conjugacion, por ser normal. Ademds todo elemento en
A, es producto de 3-ciclos y H cerrado bajo producto, entonces H 2 A,,. Por
lo tanto H = A,,. [ |

Teorema 1.7.5
As es simple.

Demostracién. Sea {1} # H < As un subgrupo normal, por demostrar que
H = Aj;. Por el Lema 1.7.4, es suficiente con probar que H contiene un 3-ciclo.

Existe (1) # 0 € H Estructura de S5 Estructura de o € A;

(12) (123)
(123) (12345)
(1234) (12)(34)
(12345)

(12)(34)

(12)(345)

Sio=(12)(34)seat=(12)(35),(ror" )o~! € H por ser normal, es decir,
(12)(35)(12)(34)(35)(12)(34)(12)=(35)(34)(35)(34)=(354)
Sic=(12345)yp=(132),entonces pop~to~! =(134)¢€H. [ |

Lema 1.7.5
Ag es simple.

Demostracién. Sea H # {1} un subgrupo normal de Ag, por demostrar que
H = Ag. Asumimos que existe (1) # o € H tal que « fija algin i € {1,2,...,6},
definimos F' = {0 € Ag : (i) = i} ~ A5 simple. Observe que {1} Za€ HNF
por el segundo teorema de isomorfismos H N F' < F'. Pero F simple, entonces
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HNF =F C H. Ademés F contiene un 3-ciclo (en 5 letras), por lo cual H
contiene un 3-ciclo, por lo tanto H = Ag.

Estructura de Sg
(1) par

2)
123)p
123@
1234 5)par
12 3 45 6)

3 4) par

34)(56)
345)
345 6) par

(1
(
(
(
(
(
(
(
(
( )(4 5 6) par

R R

Supongamos que no existe « € H con a # 1 que fija algin i € {1,...,6},
entonces « es de la forma.

(12)(3456)6
(123)(456)

En el primer caso o? € H, o? # 1y fija {1,2}, pero, esto es una contradiccién.

En el segundo caso H contiene a a(fa~371) el cual fijaa 1 con 8 = (2 3 4),
pero, esto también es una contradiccion. |

Teorema 1.7.6
A, es simple, para todo n > 5.

Demostracion. Sea {1} # H <4 A,,. Vamos a demostrar que H = A,,, as{ que
basta demostrar H contiene un 3-ciclo.

Sea 8 € Hy B # (1), entonces existe un ¢ € {1,...,n} tal que 8 mueve a
i, digamos 3(i) = j # 1.

Sea « un 3-ciclo que fija a ¢ y mueve a j. Observe que «, no conmutan,

pues af(i) = a(j) # iy fa(i) = aj) = Jj.

Entonces af8 # Ba, luego (1) # (aBa~1)B~t € H. Como a~! es un 3-ciclo,
entonces Ba~!B~! es 3-ciclo (pues conjugacién preserva estructura), entonces
v = [a][(Ba™1)B71] es producto de dos 3-ciclos. Por lo tanto v mueve a lo més
seis elementos digamos {i1,...,ig}-

Definamos F = {0 € A, : o fijaatodoi # i1,...,ig} entonces los elemen-
tos de F' son producto de un nuimero par de transposiciones que mueven seis
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simbolos. Por lo tanto F' ~ Ag simple y (1) # v € HN F < F simple, entonces
HNF =F < H y contiene los 3-ciclos en seis simbolos. ]

Lema 1.7.6 (Burnside)
Sea G un grupo que acttia en un conjunto finito X, con X = UY,Og(z;) unién
disjunta. Entonces
Fix(g
|G‘ >

geG

donde Fiz(g) ={r € X :gex =2x}

Demostracion. Consideramos el conjunto A = {(g,2) € G x X : gex = z}
sea g € (G, definimos

Ay ={(g,2) e Gx X :gex=x}={(9,2) € Gx X :2x € Fiz(g)}
entonces |Ag| = |Fiz(g)|.
Observe que A = Ugea Ay unién disjunta, por lo cual [A] = - , [Fiz(g)|.
Por otro lado sea x € X, definimos

Ay, ={(g,x) eGx X :gex =12} ={(g9,2) € Gx X : g€ stabg(x)}
observe que A = ngAx’ entonces |A| ="y |stabg(x)|.

Por lo tanto

N
Z |Fiz(g)| = |A|l = Z |stabe (z Z Z |stabc;( )|
geG zeX i=1 ze0¢
N
- ﬁ
i=1 xé@c(xi) |OG($1)‘
|O0c(z
G
- 'Z Oola
= |G|N

Observacién 33
Ahora si z € O¢(x;), entonces O¢(x) = Og(z;) ademds O¢(x) ~ G/stabg(x;).

Por lo tanto |stabg(x)| = %
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1.8. Teoremas de Sylow

Definicién 1.8.1
Sea p un ndmero primo. Un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G es un
p-subgrupo méaximo P. Es decir, si @) es un p-subgrupo de Gy P < @, entonces

P=0Q.

Proposicion 1.8.1
Si S es un p-subgrupo de G (posiblemente S = {e}), entonces existe un p-
subgrupo de Sylow P tal que S < P.

Demostracion. Sino existe un p-subgrupo de Sylow que contiene propiamente
a S, entonces S es un p-subgrupo de Sylow.

En otro caso, si existe un p-subgrupo p’ que contiene propiamente a S. En-
tonces tenemos dos casos P’ es maximal o P’ no es maximal. Si P’ es maximal,
entonces es de Sylow.

Si P’ no es méaximo, entonces existe P” p-subgrupo tal que P’ < P, este
proceso continta y es finito, el subgrupo P* de orden mayor es un p-subgrupo
de Sylow. ]
Recordemos que para un subgrupo H < G, se tiene que

aHa™' = {aha™ : h € H con a € G}

Ng(H)={g€G:ghg~' = H}

el nimero de conjugados de H es [G : Ng(H)|y H<IN¢(H), entonces Ng(H)/H
es grupo.

Lema 1.8.1

Sea P un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G. Entonces

i) Para todo a € G, aPa~! es un p-subgrupo de Sylow de G.

ii) |[Ng(P)/P|, es primo relativo a p.

iii) Si @ € G tiene orden una potencia de p y si aPa~! = P, entonces a € P.
Demostracién. i) Las conjugaciones son biyecciones |aPa~!| = | P|, entonces

aPa~1 es

un p-grupo. Supongamos que aPa! no es maximal, lo que implica que existe
Q un p-subgrupo tal que aPa~!' < @Q, entonces P < a~'Qa, pero es una con-
tradiccién pues a~'Qa es un p-subgrupo.

i) Si p||Ng(P)/P|, por el Teorema de Cauchy tenemos que Ng(P)/P tiene un
elemento de orden p, digamos aP, entonces S = (aP) es subgrupo de Ng(P)/P
de orden P, por el teorema de la correspondencia existe P < S < Ng(P) tal
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que (aP) = S. Notar que |%| = % = p, entonces |S| = P|P|, es decir, S es un

p-subgrupo de G, lo que es una contradiccién con el hecho de P de ser maximo.

iii) Si aPa~! = P, entonces a € Ng(P). Si a ¢ P, entonces aP # P en
Ng(P)/P. Como a de orden una potencia de p, entonces aP tiene orden una
potencia de p en Ng(P)/P, esto implica que p||[Ng(P)/P|, lo que es una con-
tradiccion. |

Teorema 1.8.1 (Sylow)
Sea G un grupo finito de orden p{'...p;* y sea P un p-subgrupo de Sylow de
G para algtin primo p = p;.

i) Todo p-subgrupo de Sylow es conjugado a P.
ii) Si hay r; p;-subgrupos de Sylow, entonces erG\/p;j yr; = 1 mod p,.

Demostracion. i) Sea X = {Py,..., P.} el conjunto de conjugados de P don-
de P = P;. Si Q es cualquier p-subgrupo de Sylow de G entonces ) actia en
X por conjugacién. Sea P; € X y sea ¢ € @, lo cual implica P; = gin;1 y
qe (9iPg; ") = qgiPg; *q¢~! € X recordemos Og(P;) ~ Q/stabg(P;), entonces
|Oc(P)|[|Q|. Por lo tanto |Og(P;)| es una potencia de p.

Si existe una 6rbita de tamafio 1, entonces existe P; tal que ¢Pig~! = P; pa-
ra todo ¢ € @ por la parte iii) del lema anterior, entonces ¢ € P; para todo
q € @, por lo cual Q < P; implica Q = P;, con Q = P; el tnico elemento en
X cuya 6rbita sélo tiene un elemento. Pues si P; con j # 4 tiene 6rbita de ta-
maifo 1, similarmente tendriamos @) = P; pero esto es una contradiccién, pues
Q = P; = P; con i # j. Por lo tanto, cada P; con j # ¢ tiene 6rbita de tamano
una potencia de p estrictamente positiva. Si X = U;_; O(F}), entonces

r=]XI=1+)|0(p;)l
J#i
observe que ) = P satisface lo anterior. Por lo tanto r = 1mod (p).

Suponga ahora que existe un @ un p subgrupo de Sylow de G' que no es conju-
gado a P, entonces ) # P; para todo i.

@ actia en X por conjugacion.

En este caso tenemos que no hay oérbitas de tamano 1 pues de lo contrario si
{Px} es una érbita, entonces @ = Py, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
cada orbita tiene orden una potencia estrictamente positiva de p. Esto implica
que 7 = | X| es multiplo de p, entonces r = 0 mod p, pero es una contradiccion,
pues [r] = [1].

Por lo tanto, todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados.
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ii) Por otro lado r; = [G : Ng(P;)] = |G|/|Na(P;)|, entonces r; divide al
orden del grupo 7, ’ |G| y r; =1 mod p, luego (rj,p;j) = 1 primos relativos. Por
G

o "

lo tanto r;

Corolario 1.8.1

Un grupo finito G tiene un unico p-subgrupo de Sylow P de G para algin
nimero primo p si y sélo si P < G.

Demostracién. Necesidad. Para cada g € G, gPg~! es un p-subgrupo de Sy-
low pero P es tinico, entonces gPg~' = P para todo g € G. Por lo tanto P <G.

Suficiencia. Si P < G, si @ es cualquier p-subgrupo de Sylow, entonces @ =
aPa!
para algin a € G pero P <G, por lo tanto @ = P. |

Teorema 1.8.2 (Sylow)
Si G es un grupo finito de orden p®m, donde p es un primo y p { m, entonces
todo p-subgrupo de Sylow P de G tiene orden p°.

Demostracion. Veamos que p t [G : P]. Tenemos
[G: P] =[G : N(P)|[Na(P) : P] = r[Ng(P) : P

(r es el nimero de conjugados de P) recordemos que r = 1 mod p, entonces p £ r.

Por la parte ii) del Lema 1.8.1 tenemos que p y [Ng(P) : P] son primos re-
lativos, entonces p { [Ng(P) : P], por lo tanto pt [G : P].

Ahora |P| = p* para algin k < e, es decir, [G : P] = |G|/|P| = p°m/p* =
p°~Fm, puesto que p no divide a [G : P], entonces e = k por lo tanto |P| = p°.

Ejemplo 44
Sea G un grupo de orden 42, entonces G no es simple. Ademds |G| =2 x 3 x 7

7’7\@ = 6 por lo que 77 = 1, 2, 3, 6 ademas 7 = 1 mod 7 obteniendo que
r7 = 1 concluyendo que el 7 grupo de Sylow es normal.

Proposicion 1.8.2
Un grupo finito G en el que, todos sus subgrupos de Sylow son normales, en-
tonces G es igual al producto directo de sus subgrupos de Sylow.

Demostracion. Sea |G| = p{'...p;" y sea G, el p;-subgrupo de Sylow de G.
Sea S el subgrupo generado por la unién de todos los subgrupos de Sylow te-
nemos que Gy, < S, entonces p{*||S| para todo i € {1,...,t}, entonces |G|||S|.
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Por lo tanto G = S.

Ahora sea z € G, N <U#¢Gpj> por lo que existe ¢; una potencia estrictamente
positiva de p; tal que z% =1y x = H#i sj con s; € G, y existen g; potencias
estrictamente positiva de p; tal que sgj =1lseaq= Hj# 4; ¥ (¢i,q) = 1 primos
relativos, es decir, existen ¢,1 € Z tal que tg; + lqg = 1, entonces = = 2%tz =1
ya que los s; conmutan. Por lo tanto G es el producto directo de sus subgrupos

de Sylow. m

Nota 1

En la siguiente seccién de grupos abelianos finitos, veremos el producto directo
generalizado, el cual se puede aplicar en el caso no abeliano, si asumimos que los
elementos de un subgrupo conmutan con los elementos de los otros subgrupos.
Observemos que esto sucede en nuestra proposicién: Sean p y ¢ primos distintos,
y P el p-subgrupo de Sylow y Q el ¢ subgrupo de Sylow. Ambos son normales,
por ser tnicos. Por teorema de Lagrange, tenemos que PN Q = {1}, y por la
normalidad de P y @ tenemos que (t~1)st(s7!) =1, paratodo s € Py t € Q.

Lema 1.8.2
No existe G grupo simple no abeliano de orden |G| = p®m, donde p es nimero

primo, pfm y p®1{ (m — 1)l

Demostracién. Si p es un niimero primo, entonces todo p-grupo H con |H| > p
no es simple:

De la ecuacién de clase tenemos que Z(H) # {1} ademds sabemos que Z(H)<H,
entonces:

1. Si Z(H) es subgrupo propio, entonces H no es simple.
2. Si Z(H) = H, entonces H es abeliano y H serfa simple si y sélo si |H| = p.

Supongamos que G existe. Sabemos que hay algin P, p-subgrupo de Sylow
de G y |P| = p®, por lo que [G : P] = m.

Podemos asumir que m > 1, pues por la afirmacién anterior los p-grupos no
abelianos con e > 1 nunca son simples.

Sabemos por el Teorema 1.7.2 que existe
¢ : G — S;, homomorfismo de grupos
tal que kere < P, puesto que G es simple y kerp < G, entonces kerg = {1}, ¢

es inyectiva, por lo tanto G ~ ¢(G) < S, y por el teorema de Lagrange p®m|m!,
por lo tanto p¢|(m — 1)! [ ]
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Proposicion 1.8.3
No existen grupos simples no abelianos G con |G| < 60.

Demostracion. Si |G| = p, G es abeliano simple.

Si |G| = p%, e > 1 si G no es abeliano, entonces no es simple, ya que el centro
serfa un subgrupo normal propio {1} < Z(G) < G.

Si |G| =p°m, ptmy p¢t(m—1)! (por el lema anterior G no puede ser simple
y no abeliano).

Observe los enteros entre 2 y 59 omitiendo primos y potencias de primos, la ma-
yorfa pueden ser descartados por el lema anterior, por ejemplo para 12 = (2%)3
témese p =2y m = 3.

Se puede ver que 30, 40, 56 son los unicos ordenes para grupos candidatos a
ser no abelianos simples.

Ahora sea |G| = 30 = 2(3)(5) supongamos que G es simple. Sea P un 5-subgrupo
de Sylow de G, entonces 5 es igual al nimero de conjugados de P. Tenemos que
r5 divide a 6 y 75 = 1 mod 5, entonces 5 = 1 0 6 pero G es simple, por lo cual
r5 # 1 pues de lo contrario P <G pero es una contradiccién. Por lo tanto r5 = 6.

Observe que si P;, P; son 2-conjugados distintos de P, entonces Py N P, = {1}
ya que, si Py N Py # {1} y entonces cualquier elemento distinto de la identidad,
generaria tanto a P; como a P», por lo que estos serian iguales.

Por la observacién anterior, los seis 5-subgrupos de Sylow solo comparten la
identidad, dando origen a 4 elementos de orden 5 por cada uno, es decir, en
total hay 24 elementos distintos del 1 de orden 5.

Ahora 7“3’10 yvrs = 1 mod 3y rs # 1, entonces r3 = 10. Por lo que simi-
larmente tenemos 20 elementos distintos de la unidad de orden 3. Como vemos
24 + 20 = 44, lo cual excede el nimero total de elementos. Por lo tanto, si
|G| = 30, entonces G no es simple.

|G| = 40 = 8(5). Sea P un 5-subgrupo de Sylow de G, entonces r5|8 y
rs = 1 mod 5, se tiene que r5 = 1. Por lo tanto P < G.

|G| = 56 = 8(7). Supongamos G simple. Sea P un 7-subgrupo de Sylow de
G.

r7|8 y r7 = 1 mod (7) y G-simple, entonces r7 # 1 por lo tanto r; = 8.
Como anteriormente los 7-subgrupos de G son ciclicos de orden primo 7, la

interseccién de cualesquiera dos es {1} por lo que tenemos 48 elementos distin-
tos de 1 de orden 7.
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Ademsds, si @ es un 2-subgrupo de Sylow de G, tenemos que |Q| = 8 teniendo
56 elementos, pero @ no es unico pues de lo contrario @ <G. Por lo tanto, existe
Q' otro 2-subgrupo de Sylow de G y ademés tiene un elemento distinto de la
unidad que no esta en @ lo cual excede al orden de G. ]

Proposicion 1.8.4
Sea G un grupo finito. Si p es primo y pkHG\, entonces G tiene un subgrupo de
orden p*.

Demostraciéon. |G| = p®m donde p { m. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G,

entonces |P| = p®. Si pk“G\, se tiene que pk\UP| y P un p-grupo, se sigue la

existencia de un subgrupo H < P de orden p”, por lo tanto H < G de orden
k

pr. ]

1.9. Grupos abelianos libres.

Definicién 1.9.1
Si § <Gy T < G subgrupos de GG un grupo abeliano, entonces G es la suma
directa interna denotada por

G=SeT

siS+7T = G (paracadaa € G, existe s€ Syt € T cona = s+t) y SNT = {0}.

Proposiciéon 1.9.1
Los siguientes enunciados son equivalentes para un grupo abeliano G con S'y T'
subgrupos de G.

NG=SaT.

ii) Todo g € G tiene una tnica expresién de la forma
g=s+1

donde se SyteT.

iii) Existen homomorfismos p : G — Sy q : G — T, llamados proyecciones,
1: 5 = Gyj:T — G, llamados inclusiones tales que

pi=1s, qj =11, pj =0, ¢i=0y ip+jq=lg.

Observacion 34
Las ecuaciones pi = 1g y qj = 17 implica que los mapeos j e ¢ tienen que ser
inyectivos, y los mapeos p y g sobreyectivos.

Demostracion. i) implica ii) Por hipdtesis, G = S + T, entonces para ca-
dage G,g=s+tconseSyteT. Verificaremos la unicidad, suponga
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que g = So + 1ty con so € Sy to € T, entonces s +t = sg + to, implica que
s—8y=ta—t € SNT = {0}. Por lo tanto s = sy t = t3. Finalmente, la
expresion g =s+t,con s € Syt €T es unica.

ii) implica iii) Si g € G, entonces ¢ = s+t con s € Syt € T. Ahora
definimos las funciones p y ¢ por
plg) =syalg) =t

estan bien definidas por ser s y t tnicos. Es facil verificar que se cumplen las
ecuaciones mencionadas en donde i y j son las inclusiones de S 'y T en G
respectivamente.

iii) implica i) Si g € G, de la ecuacién 1g = ip + jq obtenemos

g =1p(g) +jalg) € S+ T,
vaque S =imiy T =1imj.
Ahora sea g € S, por tanto tenemos que g = ig y pg = pig = g. Si g € T, en-

tonces g = jg de donde pg = pjg = 0, implica que g = 0, entonces SNT = {0}.
Por lo tanto G =S & T. |

Definicion 1.9.2
Sea G un grupo abelianoy si S, T < G.SiG = S@T, entonces SO®T = S x T,
la cual llamaremos suma directa externa.

(Sl,tl) + (Sg,tg) = (81 + Sz,tl + tg).

Corolario 1.9.1
Sean S y T grupos abelianos, definimos S’ = Sy T = T por

S ={(5,0):5€ Sty T ={(0,t): t €T}

entonces Sx T =S"®T".

Demostracién. Definamos f : S®T — S x T como f : a — (s,t) es una
funcién bien definida y es un isomorfismo.

Ahora si g = (s,t) € S x T, entonces g = (s5,0) + (0,¢) € "+ T y ' NT’ =
{(0,0)}, por lo tanto S x T = 5" @ T". [ |

Observacién 35
En esencia no hay diferencia entre suma directa interna y suma directa externa
finitas.

Definicién 1.9.3
Si S1,S55,...,8,,... son subgrupos de un grupo abeliano G, definimos la suma
directa finita S7 ® Sy ® - -- @ S, de forma inductiva para n > 2
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n+1
ZSZ,251@52@...@5’n+1:[51@52@---@Sn]@5n+1

i=1

Proposicion 1.9.2
Sea G = S1 4+ Sy + -+ + Sy, donde S; son subgrupos, esto es, para cada a € G,
existe s; para todo 7, con

a=381+S2+ -+ 8y,.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
NG=5@---®S,.

ii) Para todo a € G existe una tnica expresion de la forma a = s1+so+- -+ sy,
donde s; € S; para todo 1.

iii) Para cada 1,
S;iN(Si+ So+-+8i+-+8,) = {0},

donde 5’1 significa que el término .S; se omite de la suma.

Demostracion. i) implica ii) La prueba es por induccién sobre n > 2, el caso
base es la proposiciéon anterior. Para n > 2 definimos T = S1 ® S @ ---® Sy,
entonces G =T @ S, 41, sl a € G entonces a =t+sp41 cont €Ty Spp1 € Spya
donde esta expresion es unica, por hipétesis inductiva t = s; + ...s,, donde
s; € S; para todo i < n, donde esta expresion es tnica.

ii) implica iii) Supongamos que
2 €SN (Si+ 82+ + S+ +5Sn)

entonces x = s; € 5;y 8; = Zj;ti s; donde s; € S;. Entonces 0 = —si—l—zjﬂ 55
y 0=0+0+---+0 puesto que la expresion es uinica, entonces s; = 0 para todo
Jysi=0.

iii) implica ii) Tenemos en particular que S, 1 N (S1 + Sz +---+S,) = {0} por
tanto
GZSn+1@(Sl+SQ+"'+Sn)

Observemos que para todo ¢ < n se tiene que
S;N(Si4-+8j+-+8,)CSN(S1++8++ S+ Spi1) = {0}

por hipétesis inductiva S +---+ S5, =S1®--- D5, n
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Corolario 1.9.2
Sea G = (y1,...,yn). Si para todo m; € Z, tenemos que >, m;y; = 0 implica
que m;y; = 0, entonces

G=)® & yn).

Demostracién. Por la parte ii) de la proposicién anterior es suficiente con
probar que si Y . k;jy; = . l;y;, entonces k;y; = l;y; para todo i. Pero esto es

claro ya que ), (k; — l;)y; = 0 implica que (k; — [;)y; = 0 para todo i. |
Ejemplo 45
Sea V' un espacio vectorial n-dimensional sobre un campo K, si vy,...,v, es

una base, entonces
V= (v1) ®(v2) & & (vn)

como grupo abeliano donde
(v;) ={rv; :r € K}

cada v € V tiene una tunica expresién de la forma v = s; + --- + s, donde
s; = rv; € (v;), ya que v,..., v, es una base.

Proposicién 1.9.3
Si G1,Ga, ..., G, son grupos abelianos y H; C G; son subgrupos, entonces

(Gr @ @G/ (H @ ®Hy) 2 G /Hy % - % Gy /Hy.

Demostracién. Definimos f: G1 & - & G,, » G1/H; X -+ X G,,/H,, como
(91, gn) = (g1 + Hi1,..., gn+ Hy). f es un homomorfismo sobreyectivo y
kerf=H,&®---® H,. [ |

Notacion. G un grupo abeliano y m un entero, escribimos
mG = {ma :a € G}
es facil ver que mG < G es subgrupo.

Proposicion 1.9.4
Si G es un grupo abeliano y p es un primo, entonces G /pG es un espacio vectorial
sobre Zj,.

Demostracion. Si [r] € Z, y a € G, definimos la multiplicacién por escalares
como
[r](a + pG) = ra + pG.

Este producto esta bien definido, pues si k = r mod p, entonces k = r + pm
para algun m € Z, entonces ka = ra + pma donde pma € pG, por lo tanto
ka + pG = ra + pG. [ |
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Definicién 1.9.4
Sea F' = (x1,...,x,) un grupo abeliano. Si

F=(r)&- & (zn)
donde cada (z;) & Z, F es llamado un grupo abeliano libre con base 1, ..., z,.

Ejemplo 46
Sea Z™ =7 X --- X 7, m copias de Z

Proposicion 1.9.5
Z™ =2 7" siy sélo si m = n.

Demostracion. Necesidad. Sea G un grupo abeliano, tal que G = G1®- - -®G,,,
entonces 2G = 2G1 @ --- ® 2G,, . Por lo tanto

G/QGg G1/2G1 @"'@Gn/2Gn

tomando H = Z™, entonces |H/2H| = |(Z2)™| = 2™, similarmente K = Z",
entonces |K/2K| = 2", de donde 2™ = 2™ por lo tanto m = n. [ ]

Corolario 1.9.3
Si F' es libre, dos bases de F' tienen el mismo ntimero de elementos.

Demostracion. {x1,...,x,} base de F, entonces F = Z"™, {y1,...,ym} base de
F', por lo cual se tiene F' = Z™, el resultado se sigue de la proposicién anterior.
|

Definicién 1.9.5
Sea F' un grupo abeliano libre con base {z1,...,z,}, entonces n es llamado el
rango de F', y lo denotamos como rango(F).

Observacién 36
Rango(F') esta bien definido usando el Colorario 1.9.3.

Teorema 1.9.1

Sea F' un grupo libre con base X = {z1,...,2,}. Si G es un grupo abeliano
arbitrario y v : X — G una funcién, entonces existe un homomorfismo tnico
g: F — G tal que g(z;) = vy(x;) para todo z; € X.

B!
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Demostracion. Para todo elemento existe una tnica expresion de la forma

n
a = E m;x;
i=1

donde m; € Z. Defina g : F — G por
gla) =Y miy(z;).
i=1

Si h: F — G es un homomorfismo con h(x;) = g(x;) para todo i, entonces
h = g, ya que ambos homomorfismos coinciden con la base. |

Proposicion 1.9.6

Sea A un grupo abeliano y X = {z1,...,2,} C A con la propiedad, para todo
grupo abeliano G y toda funcién v : X — G existe un tnico g : A — G
homomorfismo tal que g(z;) = v(x;) para todo 4, entonces A = Z" esto es A es
grupo abeliano libre de rango(n).

Demostracion. Sea q : {x;} < {e;} una biyeccién y p,i inclusiones. Por la
propiedad de A tenemos que existe o : A — Z™ tal que hace conmutativo el
siguiente diagrama:

A

*-.. Existe o propiedad de A

N

{z;} —— {e} z"
i)aop=iogq
Z’rb
. Existe 8 con Z" libre
1
{e;} ?’ {a;} A
ii) Boi=pogq!
A
o Boa

{z;} — A
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Vemos que el diagrama conmuta por i. y ii. pues (8 o a) o p = p. Veamos otro
diagrama que conmuta

A

Ida

{zj} — A

El morfismo es tinico foa = Idy4.

Z?’L

aof3

%

{e;} —— 77
Este diagrama conmuta por i) y ii) ademds c o foi = i.
7n
‘.'-_ Idzn
' kN

{ej} —— 2"

.z ’ . (6%
también conmuta y el morfismo es tUnico « o § = Idyn, entonces A — Z" es

. . B
isomorfismo con inverso Z" — A. [ |

Definicién 1.9.6
Sea p un numero primo, decimos que un grupo abeliano G es p-primario, si para
cada a € G existe n > 1 tal que p"a = 0.

Si G es abeliano la componente p-primaria de G es
Gp={aeG:p'a=0paraalginn>1} <G.

Teorema 1.9.2 (Descomposicién primaria.)
i) Todo grupo abeliano finito G es suma directa de sus componentes p-primarias

G:GPI@”'@GIM
ii) Dos grupos abelianos finitos G y G’ son isomorfos si y sélo si G, = G}, para
todo primo p.
Demostracidn. i) Sea d el orden del grupo G y € G no nulo. De acuerdo

con el teorema fundamental de la aritmética tenemos que

d=pi...p5
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con p; € Z nimeros primos.

Sean r; = d/p;* asi que d = p;’r; puesto que dz = 0, por lo tanto r;z € G,
para todo i; ademds MCD{r;} = 1. Por lo tanto, existen n enteros s; tal que
> s;r; = 1 por lo tanto

x:ZSirixGGpl+~~+Gpn‘
i

Sea Hy = Gp, +Gp, + -+ + ép\ + .-+ G,, . Entonces hay que probar que si
z € G)p, N H;, entonces = = 0.

Si ¢ € Gy,, entonces plz = 0 para alguna [ > 1; ademas = € H; por lo que

se tiene que z = ) y; donde p?jyj = 0 para g; > 1. Sea u = Hpgj, entonces
J#i J#i

uzr = 0. Cémo pli y u son primos relativos, entonces existen enteros s y t con

spl + tu = 1. Por lo tanto

x = (spl + tu)z = splx + tuz = 0.
Por lo tanto G =G, ® -+ @ Gp,, .

ii) Si f : G — G’ es un homomorfismo, si p-primo y p'a = 0, entonces
f(pla) = p'f(a) = 0. Por lo tanto f(G,) C Gy, para todo primo p. Si f
es un isomorfismo, entonces f_l(G;) C G, para todo p primo, por lo tanto
fla, : Gp = Gy es isomorfismo con inverso f~!|G,.

De manera inversa, si hay un isomorfismo f, : G, — G;

isomorfismo para todo p, entonces ¢ : Y G, — > G}, dado por Y a, — > fp(ap)
P P P P
es isomorfismo. |

Definicién 1.9.7
Sea p-primo y sea GG un grupo abeliano p-primario. Un subgrupo S C G es un
subgrupo puro si para todo n > 0,

SNp"G =p"S.

Observacion 37
La inclusién p™S < S N p"G siempre se cumple por lo que S C G es puro si
dada la ecuacién s = p"g para s € Sy g € G existen s’ € S tal que s = p"s’.

Ejemplo 47
Todo sumando S directo de G es un subgrupo puro. Si G = S@® T y (s,0) =
p"(u,v) parau € Sy v €T es claro que (s,0) = p"(u,0).

Ejemplo 48
Si G = {(a) es ciclico de orden p?, donde p es un primo, entonces S = (pa) no es
un subgrupo puro pues si s = pa € S N pG no existe s’ € S tal que s = ps’.
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Lema 1.9.1
Si p primo y G es un grupo abeliano p-primario, entonces G tiene un subgrupo
ciclico puro no nulo.

Demostracion. Ya que G es finito, sea y € G de orden mayor, digamos p'.
Veamos que S = (y) es un subgrupo puro de G.

Si s € S, entonces s = (mp')y, donde t > 0y ptm y sea para algin a € G
s=p'a

sin>1,s=p"a=0pues p'g = 0 para todo g € G ya que y es de orden mayor

y elegimos s’ = 0.

Sin < I: Caso 1) t > n, definimos s’ = mp'~"y € S, por lo cual p"s’ = s.

Caso 2) t < n, entonces

pla _ plfnpna _ plfnmpty _ mplfnth

y —n+1t <0, entonces | —n -+t <[y p{m, por lo tanto p'a # 0, pero esto es
una contradiccion ya que y es de orden maximo. ]

Definicién 1.9.8
Sea p primo y G un grupo abeliano p-primario, entonces

d(G) = dim(G/pG)
Observe que d es aditivo sobre sumas directas,
d(G® H)=d(G)+d(H)
ya que
GoH/p(Go H)=Gao H/pG @ pH =G/pG @ H/pH

Por lo tanto dimensién es d(G) + d(H) ya que la unién de bases es una base.

Lema 1.9.2
Si G # {0} es p-primario, entonces d(G) =1 si y sélo si G es ciclico.

Demostracion. Necesidad. Ahora sea G/pG = (z + pG), entonces G/pG = Z,,.
Cémo Z,, es simple, por el teorema de la correspondencia, no hay subgrupos in-
termedios entre pG y G. Por lo tanto pG < G es subgrupo maximo propio.
Veamos que pG es el unico subgrupo méximo propio de G.

Sea L C G otro subgrupo méximo propio de G, entonces se tiene que G/L
es abeliano simple de orden una potencia de p, asi que G/L = Z, por lo que,
si a € G entonces p(a + L) = L en G/L, entonces pa € L por lo que se tiene
pG C L pero pG es maximo, entonces pG = L.
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Concluimos que todo subgrupo propio de G estd contenido en pG, en parti-
cular si (z) < G subgrupo propio de G, entonces (z) C pG, pero esto es una

contradiccién pues z + pG genera G/pG. Por lo tanto (z) = G ciclico.

Suficiencia. Si G es ciclico, entonces G/pG es ciclico, por lo que

dim(G/pG) = 1.
Lema 1.9.3
Sea GG un grupo abeliano finito p-primario.
i) Si S C G, entonces d(G/S) < d(G).

ii) Si S es un subgrupo puro de G, entonces

d(G) = d(S) + d(G/S).

Demostracion. i) Por el teorema de la correspondencia, puesto que p(G/S) <

G/S, entonces
p(G/S) = (pG +5)/S

entonces

(G/8)/p(G]S) = (G/9)/((pG + 8)/S5) = G/(pG + 5)
puesto que pG C pG + S, existe un homomorfismo sobreyectivo de

G/pG — G/(pG + S)
(de espacios vectoriales)
g+pG =g+ (pG+S)
entonces dim(G/pG) > dim(G/pG + S), por lo que
d(G) > d(G/S)

ii) El nucleo del homomorfismo anterior es (pG + S)/pG y por el segundo teo-
rema de isomorfismos (pG + 5)/pG = S/pG N S puesto que S es puro, se sigue
S NpG = pS, entonces (pG + S)/pG = S/pS, por lo cual dim((pG + S)/pG) =

d(s).

Recordemos que si W es un subespacio vectorial de V de dimension finita sobre
un campo K, se puede probar que dimV = dimW + dim(V/W) con V = G/pG

y W= (pG+ S)/pG, tenemos que
d(G) =d(S) +d(G/S)
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Teorema 1.9.3 (Teorema base.)
Todo grupo abeliano finito G es suma directa de grupos ciclicos de orden po-
tencias de primos.

Demostracion. Por el teorema de la descomposicién primaria podemos asu-
mir que G es p-primario para algin p-primo. Vemos que G es suma directa de
grupos ciclicos por induccién en d(G) > 1.

La base de induccién. Si d(G) = 1 por Lema 1.9.2 G es ciclico.

Para el paso inductivo sabemos por Lema 1.9.1 que existe un subgrupo S C G
puro, no cero y ciclico y por el lema anterior

d(G/S) = d(G) — d(S) = d(G) — 1 < d(G)

pues S es ciclico si y sélo si d(S) = 1, por induccién G/S es suma directa de
grupos ciclicos digamos

q
G/S =Y ()
i=1
donde T; = x; + S.

Ahora para cada 2 € Gy T =  + S de orden p', veamos que existe z € G
tal que z+ S =T = x + S tal que orden de z es igual al orden de T. Pero
pl(x +9) = p'T = 0, entonces p'z € S, se sigue que plz = s para algin s € S,
por lo cual existe s’ € S tal que p'z = s = p's’, definimos z = x — s’ por lo tanto
plz =0y 2+S =+, ahorasi z tiene orden p™ tenemos p™(z+5) = p"x = 0
por lo que [ < m pero p'z = 0, entonces m < I. Por lo tanto el orden de z es p'.

Para cada i elegimos z; € G con z; + S = T; = x; + S con orden z; igual
al orden de ;.

Definimos T como T = (z1...,2,), ahora tenemos que G = S + T ya que
G es generado por Sy los z;,

g € G, entonces g + S = va(zZ +.5), por lo cual g — Zmzzl es

por ultimo para ver que G =S @ T hay que ver SNT = {0}.

Sea y € SNT, entonces y = > . miz; € S, se sigue ) _m;z; = 0 € G/S
puesto que G/S es suma directa, entonces m;z; = 0 para cada i ya que m;z; =
— 3 my Ty € () N[(@D) + -+ (T) + - + (Tg)] = {0} , entonces m;z; = 0
para todo 4, por lo cual y = 0. Por lo tanto G = S & T', entonces
d(G)=d(S)+d(T)=1+d(T).

Por lo tanto d(T) < d(G) por induccién T es suma directa de subgrupos ciclicos.
|
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Recordemos que
d(G) = dim(G/pQG)
En particular
d(pG) = dim(pG/p*G)
y més general

d(p"G) = dim(p”G/p”+1G).

Lema 1.9.4

Sea G un grupo abeliano finito p-primario, con p un entero primo sea G = > j C;
donde cada Cj es ciclico. Si b, > 0 es el nimero de sumandos C; de orden p".
Entonces, existe t > 1 con d(p"G) = b1 + bpyo + -+ + by.

Demostracion. Sea B, la suma directa de los C; de orden p" entonces
G=B1®B,® - @B
para algin t. Ahora p"G = p"Bpi1 @ --- @ p"B; ya que p"B; = {0} para

todo j < n, ya que p" es mayor al orden de los sumandos de B;. Similarmente
p" G = (p"T1B,41) @ --- @ p" T B; usando una propiedad anterior tenemos

que

"B p"B

ne /G D DBn+i . ¢
p"G/p [p"HBn-H ® pntipB,

luego tenemos que

"B,,

d(pan) = dim <}?+13> = bm para todo n <m
P By,

ya que si By, = (x1) @ -+ & (xp,,) es suma directa de b,, grupos ciclicos de
orden p™, entonces, si n < m tenemos que {p"z; + p" 1 B,,} es una base de
p" B, /p" 1 B,, y puesto que d es aditivo, obtenemos que

d(p"G) = bpy1 +bpyo 4+ by

Definicién 1.9.9
Sea G un grupo finito p-primario con p-primo para n > 0 definimos

Up(n,G) = d(p"G) — d(p" ' G).

El lema anterior muestra que d(p"G) = b1 + -+ + b vy dp"G) = byyo +
-++ =+ by. Por lo tanto U, (n, G) = bp1.

El cual es el nimero de sumandos directos de la descomposicién G = C1®- - -BC;
en ciclicos de orden p"t!.
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Teorema 1.9.4

Si p es un primo, cualesquiera dos descomposiciones de GG un grupo abeliano
finito p-primario en sumas directas de grupos ciclicos, tienen el mismo ntimero
de sumandos directos de cada tipo. Mas aun para cada n > 0 el nimero de
sumandos ciclicos de orden p"*! es U,(n, G).

Demostracion. Sabemos que G = ). C; con Cj ciclicos por el Teorema 1.9.3
y usando el lema anterior se muestra que para cada n > 0 el nimero de C; de
orden p"*! es U,(n,G) y este nimero fue definido independientemente de la
descomposicién de G en suma directa de ciclicos.

Entonces si G = ) ; Dj es otra descomposicién de G con D; ciclicos, enton-
ces el nimero de D; de orden p"*! es también Uy (n,G). [ ]

Corolario 1.9.4
Si G y G’ son dos grupos abelianos finitos p-primarios, entonces G = G’ si y
sélo si Up(n,G) = Uy(n,G’) para todo n > 0.

Demostracion. Sea ¢ : G — G’, un isomorfismo de grupos. Por ser ¢ un
homomorfismo, tenemos que p(p"G) C p"G’'. Ahora, por ser ¢ ismorfismo,
también tenemos que ¢~ (p"G’) C p"G, entonces p(p"G) = p"G’ para todo
n > 0, entonces ¢ induce isomorfismos entre

p"G/p" TG = p"G' /p"T G de Z,
espacio vectorial para todo n > 0, dado por la asignacién
phg+p" G = pe(g) + "G
entonces sus dimensiones son las mismas. Por lo tanto
dim(p"G/[p" ™' G) = dim(p"G' /p" ' C)
entonces Uy (n, G) = Uy(n, G).

De forma contraria; si Up(n,G) = Uy(n,G’) para todon >0.Si G =>,C; y
G’ =3_,;C} donde C; y C} son ciclicos.

Tenemos que G,G’ tienen el mismo nimero de sumandos ciclicos de mismo
tipo. El isomorfismo de G — G’ es claro. |

Definicién 1.9.10

Sea G un grupo abeliano p-primario, entonces sus divisores elementales son
Up(0,G)p's,Up(1,G)p*s, ..., Uy(t — 1)pts con p' el orden mds grande de un
sumando ciclico de G.

Observacién 38
Si G es abeliano finito sus divisores elementales son los divisores elementales de
todos sus componentes p-primarios.
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Teorema 1.9.5 (Fundamental de grupos abelianos finitos)

Dos grupos abelianos G y G’ son isomorfismos si y sélo s cualesquiera dos
descomposiciones de G y G’ en suma directa de grupos ciclicos primarios, estas
tienen el mismo nimero de sumandos de cada orden. (G = G’ si y sélo si tienen
los mismos divisores elementales.)

Demostracidn. Por el teorema de la descomposicién primaria G = G’ si y sélo
si G = G, para todo p; por otro lado G}, = G}, por el Corolario 1.9.4 si y sélo si
Up(n,G) = Up(n,G"), con n > 0 es decir tienen el mismo nimero de sumandos
del mismo tipo. |

Proposicién 1.9.7
Todo grupo abeliano finito G es suma directa de grupos ciclos

G=S5(C1)& - @ S(C;) donde t > 1, S(C;) ciclico de orden C;
y Cl|02| . |Ot

Demostracion. Sean p1, ..., p, los divisores primos de |G|, luego
G=Gp @G,

por el Teorema 1.9.3 para cada p; (G, es suma de ciclicos de orden potencias
de p;)
Gp, =Spi") @@ S(p™)

. . e1. ez €n
podemos asumir que 0 < e;; < -+ < ey definimos C; = pllj p;’ ...pn’ donde

algunos e;; = 0 es claro que C;|Cs| . ..|C; finalmente
SEY) @ Spy”) @ -+ ® S(pi) = 8(Cy).
|

Definicién 1.9.11
Si G es un grupo abeliano entonces el exponente de G es el entero positivo mas
pequenio m tal que mG = {0}

Corolario 1.9.5
Si G es un grupo abeliano finito y G = S(C1) ® - - - @ S(C4) con S(C;) ciclico de
orden C; y C1|Cs]|...|C, entonces C; es el exponente de G.

Demostracion. Puesto que C;|C; para todo 4, entonces C.S(C;) = {0} para
todo i, se tiene que C;G = {0}; por otro lado, no existe un nimero 1 < e < C;
tal que eS(Ct) = {0} por lo que C} es el entero positivo mds pequeno tal que
C:G = {0} (anulador de G). |

Corolario 1.9.6
Todo grupo abeliano finito G no ciclico tiene un subgrupo isomorfo a Z¢ @ Z¢
para algin ¢ > 1.
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Demostracion. Por la proposiciéon anterior G = Z¢, ® Zc, ® --- & Z¢, con
t > 2, ya que G no es ciclico; ademds C1|Cy el grupo ciclico Z¢, contiene un
subgrupo isomorfo a Zc, . Por lo tanto G tiene un subgrupo isomorfo Z¢, ®Zc, .
[ |

Definicién 1.9.12

Si G es un grupo abeliano finito y G = S(Cy) @ --- @ S(Cy), t > 1, S(Cj)
es ciclico de orden C; y C1|Cs|...|C;. Entonces Ci,...,C; son llamados los
factores invariantes de G.

Teorema 1.9.6 (Factores invariantes)
Dos grupos abelianos finitos son isomorfos si y sélo si tienen los mismos factores
invariantes.

Demostracion. Dados los divisores elementales de G podemos construir los
factores invariantes como en la proposiciéon anterior

_ elj 62]' €
Ci;=p,"py” ...pon3
donde los factores p{™*, pi*,...que no son de la forma pY =1, son los divisores

elementales de la componente
Gpi

entonces los factores invariantes dependen sélo de G ya que son definidos en
términos de los divisores elementales.

Ahora veamos que los divisores elementales se pueden calcular a partir de los
factores invariantes puesto que C; = p;"”ps™ ...pn" por el teorema fundamen-
tal de la aritmética C; determina todas estas potencias p?” . Por lo tanto dos
grupos tienen los mismos factores invariantes si y sélo si estos tienen los mismos

divisores elementales si sélo si G = G'. [ |

1.10. Ejercicios.

Ejercicio 1.1
i) jCudntos elementos de orden 2 hay en S5 y Sg?

ii) ;Cuéntos elementos de orden 2 hay en S,,?

Ejercicio 1.2

Si G es un grupo, probar que el tnico elemento g € G con g2 = g es el
1.

Ejercicio 1.3

Sea H un conjunto que contiene un elemento e, y suponga que hay una opera-
cién binaria asociativa x sobre H que cumple las siguientes propiedades:
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1) exx =z para todo © € H;

2) Para todo x € H, existe 2’ € H con 2’ x x = e.

i) Probar que si h € H satisface h x h = h, entonces h = e.
ii) Para todo « € H, probar que x x a2’ = e.

iii) Para todo x € H, probar que x x e = .

iv) Probar que si ¢/ € H cumple e’ * x = z para todo x € H, entonces e’ = e.

v) Sea x € H. Probar que si 2" € H cumple que 2" * © = e, entonces " = 2.

vi) Probar que H es un grupo.

Ejercicio 1.4
Sea y un elemento en algin grupo de orden m; si m = pt para algin primo p,
probar que y' tiene orden p.

Ejercicio 1.5
Sea G un grupo y sea a € G de orden k. Si p es un divisor primo de k, y si existe
z € G con zP = a, probar que x tiene orden pk.

Ejercicio 1.6
Sea G = GL(2,Q), y sea

0 -1 0 1
a1 e[ 4]
Mostrar que A* = I = B® pero que (AB)" # I para todo n > 0, dénde
I = [ (1) (1) ] es la matriz identidad. Concluya que AB puede tener orden

infinito aunque ambos factores A y B tienen orden finito (esto es imposible en
un grupo finito).

Ejercicio 1.7
Si G es un grupo en el cual 22 = 1 para todo = € G, probar que G tiene que ser
abeliano. [Los grupos Boleanos §(X) son grupos de este tipo].

Ejercicio 1.8

Si G es un grupo con un numero par de elementos, probar que el nimero de
elementos en G de orden 2 es impar. En particular, G tiene que contener un
elemento de orden 2.

Ejercicio 1.9
. Cudl es el orden mas grande de un elemento en S, donde n =1,2,...,107
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Ejercicio 1.10
Sea H un subgrupo de un grupo G.

i) Probar que las clases laterales Ha y Hb son iguales si y sélo si ab™! € H.

ii) Probar que la relacién a = b si ab™! € H es una relacién de equivalen-
cia en G cuyas clases de equivalencia son clases laterales derechas de H.

Ejercicio 1.11
Definimos el grupo lineal especial por

SL(2,R) = {A € GL(2,R) : det(A) = 1}.
i)Probar que SL(2,R) es un subgrupo de GL(2,R).
ii) Probar que GL(2,Q) es un subgrupo de GL(2,R).

Ejercicio 1.12
i) Dar un ejemplo de dos grupos H y K de un grupo G cuya unién no sea un
subgrupo de G.

ii) Probar que la unién H U K de dos subgrupos es un subgrupo si y sélo si
H es un subconjunto de K o K es un subconjunto de H.

Ejercicio 1.13
Sea G un grupo finito con subgrupos H y K. Si H < K, probar que

[G:H|=[G: K|[K : H].

Ejercicio 1.14
Si H y K son subgrupos de un grupo G y si |H| y |K| son primos relativos,
probar que H N K = {1}.

Ejercicio 1.15
Probar que todo subgrupo S de un grupo ciclico G = (a) es ciclico.

Ejercicio 1.16
Probar que un grupo ciclico G de orden n tiene un subgrupo de orden d para
todo d divisor de n.

Ejercicio 1.17
Sea G un grupo de orden 4. Probar que G es ciclico o 22 = 1 para todo = € G.

Ejercicio 1.18
Si H es un subgrupo de un grupo G, probar que el nimero de clases laterales
izquierdas de H en G es igual al nimero de clases laterales derechas de H en G.
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Ejercicio 1.19
Sea p un primo impar, y sea ai,...,ap,—1 una permutacién de {1,...,p — 1}.
Probar que existe ¢ # j con ia; = ja; mod p.

Ejercicio 1.20
i) Mostrar que la composicién de homomorfismos es un homomorfismo.

ii) Mostrar que el inverso de un isomorfismo es un isomorfismo.

Ejercicio 1.21
Probar que un grupo G es abeliano si y sélo si la funcién f : G — G, dada por
f(a) = a=!, es un homomorfismo.

Ejercicio 1.22
En este ejercicio observaremos algunos invariantes de G. Sea f : G — H un
isomorfismo.

Probar que si a € G tiene orden infinito, entonces también f(a), y si a tie-
ne orden finito, entonces también f(a). Concluya que si G tiene un elemento de
algin orden n y H no, entonces G 2 H.

Ejercicio 1.23
Mostrar que todo grupo G con |G| < 6 es abeliano.

Ejercicio 1.24
Sea G={f:R—=R: f(z) = ax + b, donde a # 0}. Probar que G es un grupo
bajo la composicién que es isomorfo al subgrupo de GL(2,R) que consiste de

las matrices de la forma { 8 b ] .

Ejercicio 1.25
i) Si f : G — H es un homomorfismo y x € G tiene orden k, probar que
f(z) € H tiene orden m, donde m|k.

ii) Si f : G — H es un homomorfismo y si (|G|, |H|) = 1, probar que f(z) =1
para todo x € G.

Ejercicio 1.26
i) Mostrar que H es un subgrupo con bH = Hb = {hb : h € H} para todo
b € G, entonces H tiene que ser un subgrupo normal.

ii) Si H < G tiene indice 2, entonces H < G.
Ejercicio 1.27

Probar que la interseccion de cualquier familia de subgrupos normales de un
grupo G es un subgrupo normal de G.
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Ejercicio 1.28

Se define W = ((1 2)(3 4)), el subgrupo ciclico de Sy generado por (1 2)(3 4).
Mostrar que W es un subgrupo normal de V', pero que W no es un subgrupo
normal de Sy. Concluya que la normalidad no es transitiva: W <V y V <G no
implica que W < G.

Ejercicio 1.29
Recuerde que el grupo de cuaternios @ consiste de las ocho matrices en GL(2,C),

Q= {I,A A% A% B,BA, BA? BA3}

A{_Ol é]yBH H

i) Probar que —I es el dnico elemento en @ de orden 2, y los otros elementos
M # I satisfacen M? = —1I.

donde

ii) Probar que @ es un grupo no abeliano con la operacién de multiplicacién
de matrices.

iii) Probar que @ tiene un tnico subgrupo de orden 2, y es el centro de Q.

Ejercicio 1.30
Suponga que hay un grupo G de orden ocho cuyos elementos

41, 44, £, £k

cumplen
?=42=k>=—1,ij =k, jk=1, ki =73,
ij = —ji, ik = —ki, jk = —kj.
Probar que G = @ y, que @ es un grupo de este tipo.

Ejercicio 1.31
i) Probar que Aut(V) & S5y que Aut(S3) = Ss. Concluya que grupos no
isomorfos pueden tener grupos de automorfismos isomorfos.

ii) Probar que Aut(Z) & Z,. Concluya que un grupo infinito puede tener un
grupo de automorfismos finito.

Ejercicio 1.32
Si G es un grupo para el cual Aut(G) = {1}, probar que |G| < 2.

Ejercicio 1.33
Probar que si G es un grupo para el cual G/Z(G) es ciclico, donde Z(G) denota
el centro de GG, entonces GG es abeliano.
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Ejercicio 1.34
Sea G un grupo finito con K 9 G. Si (|K|,[G : K]) = 1, probar que K es el
unico subgrupo de G que tiene orden |K].

Ejercicio 1.35
Si H y K son subgrupos de un grupo G, probar que HK es un subgrupo de G
siysélosi HK = KH.

Ejercicio 1.36
Si H y K son subgrupos normales de un grupo G con HK = G, probar que

G/(HNK) = (G/H) x (G/K).

Ejercicio 1.37
Se define el centralizador C(H) de un subgrupo H < G como

Ce(H) ={z € G : xh = hx para todo h € H}.
Para todo subgrupo H < G, probar que Cq(H) < Ng(H).

Ejercicio 1.38
Probar que H <« Ng(H) v que Ng(H) es el subgrupo méds grande de G que
contiene a H como subgrupo normal.

Ejercicio 1.39
Encuentra Ng(H)si G =S4y H={((123)).

Ejercicio 1.40
Si H es un subgrupo de G y si x € H, probar que

Cr(z) = HN Ca(x).

Ejercicio 1.41

i) Sea G un grupo arbitrario, posiblemente no abeliano, luego sea S y T subgru-
pos normales de G. Probar que S NT = {1}, entonces st = ts para todo s € S
yteT.

ii) Probar que la Proposicién 1.9.2 se cumple para grupos no abelianos si supo-
nemos que todos los subgrupos S; son subgrupos normales.

Ejercicio 1.42
Sea G un grupo abeliano, no necesariamente primario. Se define un subgrupo
S C G como un subgrupo puro si, para todo m € Z,

SNmG =msS.

Probar que si G es un grupo abeliano p-primario, entonces un subgrupo S C G
es puro justamente como se definié si y sélo si SNp"G = p™.S para todo n > 0.
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Ejercicio 1.43
., Cudntos 2-subgrupos de Sylow tiene S4?

Ejercicio 1.44
Proporcione un ejemplo de un grupo finito G que tiene p-subgrupos de Sylow
(para algin p) P,Qy R tal que PNQ = {1} y PN R # {1}.

Ejercicio 1.45

Un subgrupo H de un grupo G es llamado caracteristico si ¢(H) < S para todo
isomorfismo ¢ : G — G. Un subgrupo S de un grupo G es llamado invariante
completo si ¢(S) < S para todo homomorfismo ¢ : G — G.

Probar que todo grupo invariante completo es un subgrupo caracteristico, y que
todo subgrupo caracteristico es un subgrupo normal.

Ejercicio 1.46
Sea ) un p-subgrupo normal de un grupo finito G. Probar que @ < P para
todo p-subgrupo de Sylow P de G.

Ejercicio 1.47
Probar que un 2-subgrupo Sylow de Aj; tiene exactamente cinco conjugados.

Ejercicio 1.48
Probar que no hay grupos simples de orden 96, 120, 300, 312 o 1000.

Ejercicio 1.49
Sea G un subgrupo de orden 90.

i) Si un 5-subgrupo de Sylow P de G no es normal, probar que este tiene seis
conjugados.

ii) Probar que G no es simple.

Ejercicio 1.50
Probar que no hay grupo simple de orden 120.

Ejercicio 1.51
Probar que no hay grupo simple de orden 150.



Capitulo 2

Anillos conmutativos

2.1. Anillos

Definicién 2.1.1

Un anillo conmutativo R es un conjunto con dos operaciones binarias (R, +, %),
digamos suma y producto, tal que

i) R es un grupo abeliano con respecto a la suma;

ii) (Conmutatividad) ab = ba para todo a,b € R;

ili) (Asociatividad) a(bc) = (ab)c para todo a,b,c € R;

iv) Existe un elemento 1 € R con la = a para todo a € R;

v) (Distributividad) a(b + ¢) = ab + ac para todo a,b,c € R.

El elemento 1 en un anillo R lo llamaremos uno, unidad o identidad en R.

La suma y multiplicacién en un anillo conmutativo R son operaciones binarias,
entonces hay funciones

a:RXR— Rcona(rr)=r+r' €R

y
H:RXR— Rconp(r,r')=rr" €R

para todo r, 7’ € R. La ley de substitucién se cumple: Sir = r’ y s = s’, entonces
r+s=r'"+s yrs=r's.

83
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Ejemplo 49
i) Z,Q,R, y C son anillos conmutativos con la suma usual y la multiplicacién.

il) Zm, los enteros médulo m, es un anillo conmutativo.
iii) Sea Zli] el conjunto de los nimeros complejos de la forma a + bi, donde
a,b € Z y i*> = —1. Se puede verificar que Z[i] es un anillo conmutativo y lo

llamaremos Anillo de enteros Gausianos.

iv) Consideremos el conjunto R = {x € R: 2 = a+bw con a,b € Q y w = /2};
no es un anillo conmutativo.

Si fuese cerrado bajo el producto, entonces w? € R. Por lo tanto w? = a + bw
tal que a,b € Q; multiplicando por w y b respectivamente obtenemos 2 = w? =
aw + bw? y bw?, entonces 2 — aw = ab + b>w por lo tanto

2 —ab= (b’ +a)w
ahora si (b2 +a) # 0, entonces w es racional, pero es una contradiccién; de forma
similar si (b + a) = 0, entonces 2 = ab = (—b)3, por lo cual V/2 = —b es un
racional pero es una contradiccion.
Proposiciéon 2.1.1
Sea R un anillo conmutativo.

i) 0 xa = 0 para todo a € R.

ii) Si1 =0, entonces R consiste inicamente del elemento 0. Entonces R serd lla-
mado el anillo cero.

iii) Si —a es el inverso aditivo de a, entonces (—1)(—a) = a.
iv) (—1)a = —a para todo a € R.
v) Sin € Ny nl =0, entonces na = 0 para todo a € R.

vi) El teorema del binomio se preserva. Si a,b € R, entonces

S

r=0
Demostracion. i) Tenemos que 0xa = (0+0)xa = 0xa+0x%a, entonces Oxa = 0.
ii) Seaa € R,a=1%a=0%a=0 para todo a € R.

ili) Tenemos que 0 = (=1 + 1)(—a) = (=1)(—a) + 1(—a) = (-1)(—a) + (—a).
Por lo que a = (—1)(—a).
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iv) Por iii) (—1)(—a) = a, entonces (—1)(—1)(—a) = (—1)(a), por lo cual

)
(D(=a) = (=1)(a)
v) Tenemos que na =n(l*xa) = (n*1l)a=0%a =0.

vi)(Teorema del binomio) La haremos por induccién sobre n mayor que cero.

Sabemos que
n+1 n n
= + para0<r<n+1
r r—1 r

ahora sea (a + b)"* = (a + b)(a + b)"

n n
_ Z (n) an—r+1b7‘ + Z <n> an—rbr+1
r r
r=0 r=0
n+1 S n n—r+1r = n n—rir+1 n+1
=a + Z a b+ Z a” """+ b
r=1 r r=0 r
— an+1 4 i n anfrJrlbr +i n anfr'Jrlbr' +bn+1
r=1 r r=1 ’I"/ -1

n
_ an+1 + Z (n + 1) anJrlfrbr + anrl
r
r=1

n+1
1
= (n K )a”“%r
r

r=0

Definicién 2.1.2
Un subconjunto S de un anillo conmutativo R es un subanillo de R si:

i)yles;
ii) Si a,b €S, entonces a — b € S
iii) Si a,b € S, entonces ab € S.

Contrario a la teoria de grupos, el uso de H < G para denotar subgrupos;
usaremos en teoria de anillos la siguiente notacion: S C R para subanillos.
También escribiremos S C R para denotar un subanillo propio; esto es S C Ry

S # R.

Proposiciéon 2.1.2
Un subanillo S de un anillo conmutativo R es un anillo conmutativo.
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Demostracion. Tenemos que (S,4+) < (R,+) pues 1 € S usando ii) en la

definicién, tenemos 1 — 1 =0 € S ademds 0 —1 = —1 € S, entonces si a € S,
se tiene que (—1)(a) = —a € S por tltimo a — (—b) = a+ b € S. Las demds
propiedades del producto se heredan de R. ]
Ejemplo 50

Sin > 3 es un entero, sea ¢, = €>™/™ la n-ésima rafz primitiva de la unidad, y
defina

Z[¢) ={z€C:z= ao+a1Cn+a2§‘fL+~~+an_1Cg*1 ca; €7}

Cuando n = 4, entonces Z[(4] es el conjunto de los enteros Gausianos Z[i]. Es
facil verificar que Z[(,] es un subanillo de C, para probar que Z[(,] es cerrado
bajo la multiplicacién, note que si m > n, entonces m = gn+r, donde 0 < r < n,
Y Gt =G

Definicién 2.1.3
Un dominio (dominio entero) es un anillo conmutativo R que cumple dos axio-
mas extras: primero,

1#0;

segundo, la ley de cancelacion para la multiplicaciéon: Para todo a,b,c € R
Sica=cby c#0, entonces a = b.

Ejemplo 51
Los anillos conmutativos, Z, Q, R, C son dominios; el anillo cero 0 no es un
dominio.

Proposicion 2.1.3
Un anillo conmutativo R distinto del cero es un dominio si y sélo si el producto
de cualesquiera dos elementos distintos del cero en R es distinto del cero.

Demostracion. Necesidad. Sea a,b € Ry 0 # ¢ € R, tenemos que ca = cb si
ysélosic(a—b) =0.Sic# 0y c(a—b) =0, entonces (a—b) = 0 por lo que a = b.

Suficiencia. Ahora si a # 0 y b # 0, entonces ab # 0 pues de lo contrario
a*x0=0=abcon a0, por lo tanto b = 0. ]

Proposiciéon 2.1.4
El anillo conmutativo Z,, es un dominio si y s6lo si m es primo.

Demostracién. Necesidad. Si m = ab con 1 < a,b < m, entonces [a] # 0 y

[b] # 0, pero sin embargo [a][b] = [m] = 0.
Suficiencia. Si m es primo y [ab] = [a][b] = [0], entonces p|adb, por lo cual o
pla o p|b; por lo tanto [a] =0 o [b] = 0. [ |
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Ejemplo 52
Sea F(R) el conjunto de todas las funciones R — R, dado f, g € F(R) definimos
la suma de funciones f 4 g y el producto de funciones fg como:

f+g:a— fla)+gla)y fg:a— f(a)g(a)

observe que fg no es su composicién. F(R) es anillo conmutativo donde 0 es
la funcién constante cero que denotaremos por Z, es decir Z(a) = 0 para toda
a € R; de manera similar el 1 es la funcién constante uno que denotaremos por
€, es decir, €(a) = 1 para todo a € R. Mostraremos que F(R) no es dominio.

f(a):{asiagO g(a):{OSiaSO

0sia>0; asia>0.

Asi definidas, f y g son distintos de Z pero fg = Z.

Definicién 2.1.4
Sea a y b elementos del anillo conmutativo R. Entonces a divide a b € R (a es
un divisor de b 6 b es un multiplo de a), denotado por alb, si existe un elemento
c € R con b= ca.

Observacion 39
Como un caso extremo, si Ola, entonces a = 0b. Por lo tanto, 0 divide a a si y
solo si a = 0.

Que a|b no depende unicamente de los elementos a y b sino también del anillo
R. Por ejemplo, 3 divide a 2 en Q, pues 2 = 3 X %, vy % € Q, pero, 3 no divide a
2 en 7Z, porque no existe entero c¢ tal que 3¢ = 2.

Definicién 2.1.5
Un elemento « en un anillo conmutativo R es llamado una unidad si u|l € R,
esto es, si existe v € R con uwv = 1; el elemento v es llamado el inverso de u y v;

usualmente lo denotamos por u~!.

Observacién 40
Una propiedad interesante es que siempre podemos dividir entre ellas: Sia € R
y w es una unidad en R (entonces existe un v € R tal que uwv = 1) , entonces

a = u(va)

es una factorizacién de a € R, por va € R; por lo tanto podemos definir el

cociente a/u como va = ua.

Igual que en la definicién anterior, dados elementos a y b, nuevamente que alb
no sélo depende de los elementos sino también del anillo R donde esté definido;
similarmente que un elemento u € R sea una unidad depende del anillo donde
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esté definido. Por ejemplo, el nimero 2 es una unidad en Q, para % es un ele-
mento de Q y 2 x % =1, pero 2 no es una unidad en Z, pues no existe entero v
con 2v = 1. Las unicas unidades en Z son 1y —1.

Proposicion 2.1.5
Sea R un dominio, y sea a,b € R distintos del cero. Entonces a|b y bla si y sdlo
si b = ua para alguna unidad u € R.

Demostracién. Necesidad. Si alb, se tiene que b = ua para u € R, de forma si-
milar si bla, entonces a = vb para algin v € R, por lo que se tiene vb = vua = a
y como R es dominio, entonces vu = 1. Por lo tanto v € R es unidad.

Suficiencia. Si b = wa para v € R unidad (es decir alb). Sea v € R tal que
vu = 1, entonces vh = a. Por lo tanto b|a. [ |

Proposicion 2.1.6
Si a es un entero, entonces [a] es una unidad en Z,, si y sélo si a y m son primos
relativos.

Demostracion. Si a 'y m son primos relativos, entonces existen enteros s y ¢
tales que, sa + tm = 1, entonces [a] ! = [s]. Si sa = 1 mod m entonces si
sa+ mt =1 para s,t € Z. Por lo que a y m son primos relativos. |

Corolario 2.1.1
Si p es un primo, entonces todo 0 # [a] € Z,, es una unidad.

Demostracion.
Tenemos que [a] # [0], si y sblo si 1 < a < p, entonces (a,p) = 1. [ |

Definicién 2.1.6
Si R es un anillo conmutativo, entonces el grupo de las unidades de R es

U(R) = {Todas las unidades en R}.
Se puede verificar que U(R) es un grupo multiplicativo.

Definicién 2.1.7
Un campo F' es un anillo conmutativo en el cual 1 # 0 y para todo elemento no
nulo a este es una unidad; es decir, ™' € F con ¢ 'a = 1.

Los ejemplos mas naturales que conocemos son los campos Q, Ry C.

La definicién de campo puede ser expresada en términos del grupo de las uni-
dades; un anillo conmutativo R es un campo si y sélo si U(R) = R*, el conjunto
de los elementos no nulos de R. Es decir, R es un campo si y sélo si R* es un
grupo multiplicativo. Vea que U(R*) # () pues por definicién 1 # 0.
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Proposicion 2.1.7
Todo campo es un dominio.

Demostracién. Si ¢ # 0y ca = cb al multiplicarlo por ¢!

, entonces a = b.

Observaciéon 41
El reciproco de esta proposicion es falso. Por ejemplo tome Z y sabemos que es
dominio entero pero no es un campo.

Proposicion 2.1.8
El anillo conmutativo Z,, es un campo si y s6lo si m es un nimero primo.

Demostracion. Necesidad. Si Z,, es campo, entonces es dominio entero si y
sélo si m es primo.

*

T, son unidades |

Suficiencia. Si m es primo todos los elementos en 7Z

Teorema 2.1.1

Si R es un dominio, entonces existe un campo F que contiene a R como un
subanillo. Por otra parte, F' puede ser elegido de modo que, para cada f € F,
existen a,b € Rconb#0y f =ab™ .

Demostracion. Sea X = {(a,b) € R x R:b# 0} un conjunto. Definimos una
relacion de equivalencia “=” en X por:

(a,b) = (¢,d) si ad = be
reflexiva, simétrica, transitiva y conmutativa.

Veamos que es transitiva. Si (¢,d) = (e, f), entonces ¢f = de por definicién.
Tenemos que afd = bfc = bed cancelando d tenemos que af = be, entonces

(a,0) = (e, f)-

Denotaremos la clase de equivalencia de (a,b) por [a, b]. Definimos F' = {[a, ] :
(a,b) € X}, F es X mdédulo la equivalencia y la equipamos con la siguientes
operaciones binarias:

[a,b] + [, d] = [ad + be, bd]

[a, b][c, d] = [ac, bd]
Tenemos que b # 0 y d # 0 por ser R dominio entero, entonces bd # 0, por lo
que (ad + bc, bd), (ac,bd) € X.

La suma estd bien definida. Ya que si [a,b] = [@/,V] v [e,d] = [¢/,d'] ya que
(ad + be)b/'d’ = ab'dd + bb'ed’ = a’bdd’ + bb' ¢'d = (a'd’ + b'c')bd.
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De manera similar se puede ver que la multiplicacion estd bien definida.

Con estas operaciones se puede ver que R tiene estructura de anillo conmutati-
vo, en el cual el cero es [0, 1], el uno es [1, 1]; el inverso aditivo es —[a, b] = [—a, b].

Definimos R’ = {[a,1] : @ € R} C F es subanillo; identificamos a € R con
[a,1] € R'.

F es campo pues si [a,b] # [0,1], entonces a # 0y [a,b]™! = [b,a].
Por tltimo si b # 0, entonces [b, 1]~ = [1,b] y [a,b] = [a,1][b, 1]. [ |

Definicién 2.1.8

El campo F' construido en el teorema anterior a partir de R es llamado el
campo de las fracciones de R; y lo denotaremos por Frac(R), y sus elemen-
tos los denotaremos como [a, b] € Frac(R) por a/b; en particular los elementos
[a,1] € Frac(R) son denotados por a/1 o més simplemente, por a.

Observe que el campo de fracciones de Z es Q; esto es, Frac(Z) = Q.

Definicién 2.1.9
Un subcampo de un campo K es un subanillo £ de K que también es campo.

Podemos ver que un subconjunto k£ de un campo K es un subcampo si y sélo si
k es un subanillo que es cerrado bajo inversos; esto es, sia € k'y a # 0, entonces
a~! € k. Otra cosa comun es verificar que la interseccién de subcampos de K
es un subcampo de K (la interseccién no es igual al vacio porque el 1 estd en
todos los subcampos).

2.2. Polinomios.

Definicién 2.2.1
Si R es un anillo conmutativo, una sucesién en R es:

0':(80,817...782‘,...)

donde las entradas s; € R para todo i > 0; donde los s; son los coeficientes de o.

o la definimos como o : N — R es una funcién donde i — o(i) = s;. Aho-
rasi 7: N — R tal que 7 = (to,t1,t2,...,%,...) una sucesion, entonces o = 7
si y s6lo si o(i) = 7(i) para todo i > 0; es decir, 0 = 7 si y sélo si s; = t; para
todo i > 0.

Definicién 2.2.2
Una sucesién o = (8o, 81, - - -, Si,- .. ) en un anillo conmutativo R es llamado un
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polinomio, si existe m € N tal que s; = 0 para todo ¢ > m, esto es
o =(80y-+s8m,0,...)

un polinomio tiene sélo un numero finito de coeficientes distintos de cero. El
polinomio cero lo definimos como (0,...,0,...).

Definicién 2.2.3

Sic = (80,---558n,0,0,...) # 0 es un polinomio, entonces hay s,, # 0 con s; = 0
para todo 7 > n llamamos a n el grado de o y lo denotaremos por deg(o). s, es
el coeficiente principal.

El polinomio cero no tiene grado pues no tiene coeficientes no nulos.

RJx] es el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en R.

Proposicion 2.2.1
Si R es un anillo conmutativo, entonces R[z] también, ademds R C R[z].

Sea o = (s0,81,...) vy 7 = (to,t1,...) definimos

O'+’T=(S()-I-t(),Sl+t1,...,8n+tn,...)

Y k
ot = (co,¢1,Ca,...) donde ¢ = Z sit; = Zsitk_i
iti=k i=0
coni,j=0,....ky R={(r,0,0,...): 7 € R}.
Demostracién. Sean o = (sg, $1,...),7 = (to,t1,...) y v = (do,d1,...) en

Rlz]. Vemos que (R[z],+) grupo abeliano, entonces
047 = (s0+to,s1 + 11,52 +ta,...)

entrada a entrada. Tenemos el polinimo cero por (0,0,0,...). Es fcil ver que
o+T7=7+o0,yademds o+ (1+7v) =(c+7)+y; pues 8; +t;, =t; + 8 y
s; + (ti + d;) = (s; + t;) + d; respectivamente, y esto se cumple para todo i.
Definimos —o = (—sp, —81, —S2,. .. )-

Definimos la unidad como (1,0,0,...), tenemos que o7 = 7o puesto que
D siti= ) s
i+j=k jHi=k

las entradas k-ésimas coinciden, para toda k. Ahora tenemos y(c+7) = yo+~7,
donde las k-ésimas entradas son

Z di(Sj—‘rtj): Z diSj—i- Z ditj

i+j=Fk i+j=Fk i+j=k
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Asociatividad del producto; sea 0 < [, observe que

Z sitjdkzz coni,j, k=0,...,1

i+jtk
Fijemos i y agrupamos todos los términos que contengan a s; obtenemos
si| Y tidi | dondei+m =1,
Jjt+k=m
por lo que

Z = Z S; Z tidy donde es la [-ésima entrada de o (7 * §).

i+m=l Jj+k=m m

Ahora si fijamos k y agrupamos todos los términos que contengan dj, obtenemos

Z s;tj | di donde n+k =1,

i+j=n

por lo que

Z = Z Z sit; | di es la entrada [-ésima de (o * 7)d.

n+k=l \i+j=n

Lema 2.2.1
Sea R un anillo conmutativo y sean o, 7 € R[z] polinomios distintos de cero.

i) o1 =06 deg(or) < deg(o) + deg(T).

ii) Si R es un dominio entero, entonces o7 # 0y deg(o7) = deg(o) + deg(7).
iii) Si R es un dominio entero, entonces R[x] es un dominio entero.
Demostracion. Observemos que ii) implica iii)

i) Sean m = deg(o) y n = deg(T), entonces para k > m + n tenemos que

k
C = Zi:O Sitk—i~

Si i > m, entonces s; = 0, entonces s;ti_; = 0. Si i < m, entonces k —i > n, se
tiene que t;_; = 0, por lo tanto s;tx_; = 0.
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Por lo tanto ¢, = 0 para k > m + n. Por lo tanto deg(o7) < dego + deg(7).

ii) Cada término en Z:’:g" Sitman_si €s cero (Si i > m, entonces s; = 0, si
i < m, entonces t,,+n,—; = 0) con la excepciéon de s,,t, puesto que R es dominio
entero y s, # 0y t, # 0, entonces (sp,)(tn) # 0. Por lo tanto deg(o1) = m +n.
[ |

Definicién 2.2.4
Si R es un anillo conmutativo, entonces R[z] es llamado el anillo de polinomios
sobre R.

Definicién 2.2.5
Definimos el elemento = € R[z] por

z=(0,1,0,0,...).

Lema 2.2.2
Se cumplen las siguientes propiedades.

i) Si o = (s, $1,- .. ), entonces xo = (0, sg, S1, - - . ).
ii) Si n > 1, entonces z™ = (0,0,...,0,1,0,...), con 1 = ¢t,.
iii) Si r € R, entonces (7,0,0,...)(S0,51,---,Sj,...) = (TS0, 781, ..,7Sj,...).

Demostracion. i) Observemos que la k-ésima entrada de (o)x es ¢, = Sp—_171 =
sp—1;k=1,...,m+1yco =570 =0, en donde los (7)i son los coeficientes de x.

ii) Usando induccién en i.

iii) Sean los (o) los coeficientes de (r,0,0,0,...), entonces el coeficiente k-ésimo
del prod =y = =
el producto es ¢, = Y, 0iSk—i = 00Sk = T'S.

Identificando a r con (r,0,0,...) tenemos que 7(Sg,s1,...) = (rsg,rs1,...).
|

Proposicion 2.2.2

Si o = (50,81,---581,0,0,...), entonces ¢ = so + 817 + s922 + -+ + 5,2" en
donde cada s € R lo identificamos con (s,0,0,...,...).

Demostracion. Tenemos

o = (s0,0,0,...)+(0,51,0,0,...)+(0,0,82,0,...)+---+(0,...,0,8,)

=50+ 512 + sx? 4+ -+ + spa"
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En adelante identificaremos a o con
F(2) = o+ 13+ -+ 5,2

donde sg es el término constante y s, el coeficiente principal. Si s, = 1 f(x)
se llamara polinomio moénico. Un polinomio constante es el polinomio 0 6 un
polinomio de grado 0; si es de grado 1 es llamado polinomio lineal a + bx con

b+#0.

Corolario 2.2.1
Dos polinomios f(z) = so+s12+ -+ s,2" y g(x) =to+t12+ - +tma™ son
iguales si y s6lo si m =n y s; = t; para todo 1.

Demostracion. Es clara de la definicién. [ |

Observacién 42

Si R es un anillo conmutativo cada polinomio f(z) = so+s1x+- - +8,2™ € R|x]
define una funcién polinomial. f : R — Rtal que f(a) = sp+s1a+---+s,a" € R;
las funciones polinomiales y los polinomios son distintos.

Ejemplo 53
En Zs solo hay un numero finito de funciones de

ZQ-)ZQ

sin embargo hay una infinidad de polinomios en Zs[x] por ejemplo

L,z 23, ... 2", ...
Definicion 2.2.6
Sea k un campo, el campo de fracciones de k[x] lo denotaremos por k(z), y es
llamado el campo de funciones racionales sobre k.

Proposicion 2.2.3
Si k es un campo, entonces los elementos de k(z) tienen la forma f(x)/g(x) para

f(@),9(x) € k[z] y g(z) # 0.

Demostracion. La prueba se deduce del Teorema 2.1.1 cuando se construyo el
campo de fracciones de un dominio entero. ]

Proposicion 2.2.4
Si p es un primo, entonces Zy,(x) es un campo infinito que contiene a Z,.

Demostracion. Zy[z] es un dominio entero infinito, para las potencias z”,
con n € N, entonces Zy[z] C Z,(x) el campo de fracciones infinito y Zp[z] es
subanillo. Ademés Z,, C Z,[x] subanillo. [ |

R[z] es comunmente llamado el anillo de todos los polinomios sobre R en una
variable si A = R[z], entonces A[y] es llamado el anillo de todos los polinomios



2.3 Maximo comun divisor. 95

sobre R en dos variables x e y y es denotado por R[z,y].

Por induccién se puede formar el anillo conmutativo R[z1,...,z,] de todos
los polinomios en n variables con coeficientes en R. Ademds como R es dominio
entero, entonces R[z1,...,z,] también lo serd.

2.3. Maximo comun divisor.

Teorema 2.3.1 (Algoritmo de la divisién.)
Si K es un campo y f(z), g(z) € K[x] con f(x) # 0 entonces existen polinomios
q(z),r(x) € K[x] tal que

g(x) = q(z) f(z) + r(z) tal que r(z) =0 o grad(r) < grad(f).

Demostracion.

Existencia de ¢(z) y r(x).
a) Si f(z)|g(x), entonces g(x) = q(x) f(z) y definimos r(x) = 0.

b) Si f(z) t g(z) considere el conjunto {De todos los polinomios no cero de
la forma g(x) — q(x)f(x) donde ¢ € K[x]}; ahora por ultimo axioma de los
nimeros enteros existe un polinomio r tal que el grado de r es menor que el
grado de todos los elementos de este conjunto. r(z) = g(x) — ¢(x) f(x), entonces
g(z) = q(z) f(x) + r(z), entonces por demostrar grad(r) < grad(f).

Sea f(r) = spa™ + -+ + 512 + so y r(x) = tpa™ + -+ + to sabemos que
sp # 0 en K. Por lo tanto es unidad, entonces existe s, € K.

Suponga grad(r) > grad(f), definimos
h(z) = r(x) — tys, 2™ " f(x) € K[z].

Observemos que h(z) = 0 6 grad(g) < grad(r). Si h(x) = 0, entonces g =
(tms,; ta™~ ™) f(x) pero eso es una contradicciéon ya que f no divide a g. Pero
si h # 0, tenemos que grad(h) < grad(r) ademds g(z) — q(x)f(z) = r(x) =
h(z) + tms, ta™ " f(z), entonces h(z) = g(x) — (q(z) + tims, la™ ") f(x) €
{g9(z) — q(x)f(x) # 0: q € K[x]} pero esto contradice la minimalidad de r(z).
Por lo tanto grad(r) < grad(f).

Unicidad. Sea g(z) = ¢'(z)f(z) + /() donde el grad(r’) < grad(f), enton-
ces (q(z) — ¢'(z)) f(x) =7'(z) — r(z) si ' (x) # r(z) tenemos que:
grad((¢(x) — ¢'(x)) f ()] = grad(q(x) — ¢'(x)) + grad(f) > grad(f)

pero grad(r’'(z) — r(x)) < maz{grad(r’), grad(r)} < grad(f), pero esto es una
contradiccién.



96 Anillos conmutativos

Por lo tanto r'(z) = r(x), entonces (¢(x) — ¢'(x)) f(z) = 0, con f(x) # 0 por ser
dominio entero tenemos que ¢(z) — ¢'(z) = 0, por lo tanto ¢'(z) = g(x). [ |

Definicién 2.3.1
Si f(x) y g(x) son polinomios en KJ[z]|, donde K es un campo, los polinomios
q(z) y r(z) son llamados cociente y residuo de dividir g(x) entre f(x).

Corolario 2.3.1
Sea R un anillo conmutativo y sea f(z) € R[z] ménico, si g(x) € R[z], entonces
existen ¢(x),r(z) € R[x] con

9(x) = q(2)f(x) +r(z)
donde 7(z) = 0 o grad(r(x)) < grad(f(z)).

Demostracion. En el teorema anterior se usé el hecho de que el coeficiente
principal de f(x) (s, # 0) y de que ademds tenfa inverso, pero como f es
monico, entonces s, = 1. Por lo tanto t,,s;! € Ry la demostracién se sigue de
la misma forma. |

Definicién 2.3.2
Si f(x) € K[z], K campo, entonces una raiz de f(z) en K, es un elemento
a € K tal que f(a) =0.

Ejemplo 54
Si f(z),g(x) € R[z] con R anillo conmutativo. Sea a(z) = f(x)+g(x) y m(z) =
f(x)g(z) la evaluacién a(a) = f(a) + g(a) y m(a) = f(a)g(a).

Lema 2.3.1
Sea f(x) € K[z], donde K es un campo y sea a € K, existe un ¢(z) € K[x] tal
que

f(z) = q(z)(z — a) + f(a).
Demostracién. Por el algoritmo de la divisién, existe g(x) y r(z) tal que

f(@) = q(z)(x —a) +r(x) y grad(r(z)) < grad(f(z)) o r(x) =0

por lo tanto r(z) = 0 o el grado de r(x) es cero, por lo tanto r(x) es un polinomio
constante; ahora f(a) = r(a), entonces r(z) = f(a) es constante. Por lo tanto

fx) = q(z)(x — a) + f(a).
|

Proposicion 2.3.1
Si f(z) € K[x], K campo, entonces a es raiz de f(x) en K siy sélosi (z—a)|f(x)
en K|z].
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Demostracion. Directa del lema anterior. |

Teorema 2.3.2
Sea K-campo, f(z) € K[z], entonces si f(z) tiene grado n, entonces f(z) tiene
a lo més n-raices en K.

Demostracion. Por induccién sobre n > 0. En el caso base tenemos que si
n = 0, entonces f(x) es una constante distinta de cero. Por lo tanto el nimero
de raices es cero.

Si f(x) no tiene raices en K, tenemos que 0 < n.

Supongamos que existe a € K tal que f(a) = 0siy sélo si f(z) = q(z)(x — a)
mas aun ¢(z) € K[z] es de grado (n — 1).

Si hay una raiz b € K de f(x) con b # a, entonces
0= f(b) = q(b)(b— a), entonces g(b) =0

Por lo tanto b es raiz ¢(z) y a lo més hay (n — 1) raices de g en K, por hipétesis
de induccién. Por lo que f(z) tiene a lo més n-raices en K. |

Ejemplo 55
El teorema es falso si R es un anillo conmutativo arbitrario.

x? — 1 € Zg[z] tiene 4 raices y estas son [1],[3],[5], [7].

Corolario 2.3.2

Sea K un campo infinito y sean f(z) y g(z) polinomios en K[z|. Si f(x) y
g(x) determinan la misma funcién polinomial (f(a) = g(a) para todo a € K),
entonces f(z) = g(x).

Demostracion. Si f(x) # g(x), entonces h(x) = f(z) — g(z) # 0. Sea n =
grad(h(z)), con f(a) = g(a) para todo a € K, y tenemos que a es raiz de h(z)
para todo a € K y puesto que es infinito, entonces h(z) tiene més raices de n,

pero es una contradiccién. Por lo tanto f(x) = g(z) como polinomios en K|[z].
|

Corolario 2.3.3

Sea K un campo (probablemente finito). Si f(z),g(z) € Klx], si grad(f) <
grad(g) <nysi f(a) = g(a) para n+ 1 elementos a € K, entonces f(z) = g(x)
en K|[z], lo cual no puede ser.

Demostracion. Si f(z) # g(z), entonces grad(f(z) — g(x)) estd definido y
grad(f(x) —g(x)) < ny tiene n + 1 raices en K, lo cual no puede ser. |



98 Anillos conmutativos

Observacién 43
Un grupo finito es ciclico si y sélo si para cada divisor de |G| hay a lo mas un
subgrupo de ese orden.

Teorema 2.3.3
Si K es un campo y G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo K*,
entonces G es ciclico. En particular, si K = Z,, entonces K> es ciclico.

Demostracion. Sea d||G|. Sean Sy T dos subgrupos de G de orden d distintos,
entonces | SUT| > d, ademés para toda a € SUT a? = 1 por lo tanto el polinomio
% — 1 € K|x] tiene més de d raices, pero es una contradiccién. Por lo tanto
para cada divisor d’ |G| a lo més hay un subgrupo de G con ese orden. ]

Definicién 2.3.3
Si K es campo finito, un generador del grupo K* es llamado elemento primitivo
de K.

Definicién 2.3.4

Si f(z),9(z) € K[z], K campo, entonces ¢ € K|z] es un divisor comun si te-
nemos que c(x)|f(x) y c(z)|g(x). Si f(z) y g(x) en K[x] no son ambos cero,
definimos el maximo comun divisor, abreviado como MCD, como el polino-
mio moénico que es comun divisor de mayor grado. La notacién que usaremos

serd MCD{f, g} := (f,9). Si f=0=g, (f,9) =0.

Teorema 2.3.4
Sea K campo y f(x),g(x) € K[z], entonces su MCD d(z) es una combinacién
lineal de f(z) y g(x); es decir, hay s(z),t(z) € K[z] con

d(z) = s(x) f(x) + t(zx)g(x).
La demostracién se vera en Dominios de Ideales Principales.

Corolario 2.3.4

Sea K un campo y sea f(z),g(z) € K[z]. Un divisor ménico comin d(x) es el
MCD si y sélo si es divisible por cualquier divisor comin; esto es, ¢(x) es un
divisor comun, entonces ¢(z)|d(x). Mds aun el MCD es tinico.

Demostracién. Tenemos que d(z) = s(z)f(z) + t(z)g(z). Ahora si c(x)|f(x)
y c(z)|g(z) en K[x], entonces c(x)|d(z). La suficiencia por la definicién queda
probado. Para demostrar la unicidad tenemos que d'(x)|d(z) y d(x)|d' (x), en-
tonces d(z) = v(z)d'(z) y d'(x) = u(z)d(z), por lo que d'(z) = u(x)v(x)d' (x),
luego u(z)v(z) = 1. Por lo que u y v son unidades. Finalmente y puesto que d
y d’ son moénicos, tenemos que u = v = 1, por lo que d = d'. ]

Definicién 2.3.5

Un elemento p en un dominio es irreducible si p ni es 0 ni es unidad, en cualquier
factorizacién p = uv € R, u es unidad o v es unidad. Los elementos a,b € R son
asociados si hay una unidad v € R con b = ua.
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Proposicion 2.3.2

Si K es campo, entonces un polinomio p(z) € K[x] es irreducible si y sélo si
grad(p) = n > 1y no tiene factorizacién en K[z] de la forma p(z) = g(x)h(x)
donde los grados de h(z) y g(x) son ambos menores que n.

Demostracion. Veamos que h(z) € K[x] es unidad si y sélo si grad(h(z)) = 0.
Si h(x)u(x) = 1, entonces grad(h(z))+grad(u(x)) = 0, por lo cual grad(h(z)) =
0. Si grad(h(x)) = 0, entonces h(x) es una constante no cero en K y es una
unidad.

Si p es irreducible y p(x) = g(x)h(x), entonces g es unidad 6 h es unidad,
por lo que grad(h) =n 6 grad(g) = n.

Ahora, si p no es irreducible, entonces p(x) = g(x)h(z) para el cual g(z) y
h(z) no son unidades, entonces g(x) y h(z) no tienen grado cero; por lo tanto
tienen grado positivo menores que n. |

Ejemplo 56
Como podemos ver
2r —2=2(x — 1) € Zlx]

no es irreducible ya que 2 no es unidad en Z.

Ejemplo 57
El polinomio 22 + 1 € R[z] es irreducible pero en C[x] tenemos que 22 — 1 =
(x — ) (x +10).

Corolario 2.3.5
Sea K un campo y sea f(z) € K[z] un polinomio cuadratico o cibico. Entonces
f(x) es irreducible en K|x] siy s6lo si f(z) no tiene raices en K.

Demostracion. Si f(x) = g(z)h(x) y g, h son ambos de grado menor que f(x)
si y sélo si al menos uno de los dos tiene grado 1 si y sélo si f(x) tiene al menos
una raiz en K. [ ]

Ejemplo 58
Esto es falso para el polinomio de grado 4.

(2 +1)? =2+ 222 +1
no tiene raices en Rx]

Lema 2.3.2
Sea K un campo y p(z), f(x) € KJz], y sea d(z) = (p, f) su MCD. Si p(z) es
un polinomio ménico irreducible, entonces

L [1sip@) )
i) {pm si )l (@)
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Demostracion. Si dlp con d = (p, f) ménico y p(r) también moénico. Sea
p = dg, si d es unidad, entonces d = 1 por ser ménico. Si ¢ es unidad, puesto
que p y d son moénicos, comparando los coeficientes principales, tenemos que
q =1 de donde d = p. Por lo que, entonces d =16 d = p.

Sip1t f, entonces ¢ no es unidad, pues de lo contrario p|d|f, pero es una contra-
diccion. Por lo tanto d es una unidad y d = 1.

Ahora si, p|f, entonces p|d lo cual implica d no es una unidad. Por lo tanto
q es unidad, entonces d = p. ]

Teorema 2.3.5 (Lema de Euclides)
Sea K un campo, y sean f(z),g(x) € K[z]. Si p(x) es un polinomio irreducible
en Kz, y p(x)]f(x)g(x), entonces

p(x)|f(x) o p(z)|g(x)

més generalmente, si p(z)|f; ... fn,entonces p(z)|f; para algin i.

Demostracién. Suponga que p|fg y p1 f, entonces (p, f) = 1 luego entonces
1= sp+tf para algin s,t € K[x]. Por lo tanto

g = spg +t(fg) = spg + ph
para h € K|g], por lo tanto p|g. [ |

Definicién 2.3.6
Si f,g € K[z] con K campo son llamados primos relativos si (f,g) = 1.

Corolario 2.3.6
Sean f,g,h € K[x] con K un campo, si f y h son primos relativos y h|fg,
entonces h|g.

Demostracién. Tenemos que (h, f) = 1, entonces 1 = hs + ft para s,t € K[x]
luego entonces g = hsg + fgt como h|fg, por lo tanto h|g. ]

Definicién 2.3.7
Si K es un campo, una funcién racional f/g € K(x) es la fraccién reducida si
f, g son primos relativos.

Proposicion 2.3.3
Sea K un campo, con 0 # f/g € K(z). f/g se puede reducir a su minima
expresién (fraccién reducida).

Demostracion. Sea d = (f,g), entonces f = df’ y g = dg’. Observe que
d = sdf’ +tdg’, por lo cual 1 = sf’ +t¢g’ en K(z), por lo tanto (f',¢') =1y
f'/g" es la fraccién reducida. [ |
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Teorema 2.3.6 (Algoritmo de Euclides.)
Sea K-campoy f(z), g(z) € K]z]. Existen algoritmos para calcular (f, g) y para
encontrar s(x),t(z) € K[z] tal que

d(z) = s(z)f(x) + t(z)g(z)
Demostracion.

g=qf+mn
f=qri+re

1 =(q3r2 + 73

Th—4 = qn—2Tn—3 + Tn—2
Th—3 = qn—1Tn—2 + Tn—1
Tn—2 = qpTn—1 1+ Tn

Tn—1 = gn+1Tn

Los grados de los residuos son estrictamente decrecientes, el procedimiento se
termina en un nimero finito de pasos. Se asegura que d = r, una vez que se
hace ménico. Por sustitucién hacia atras se puede observar que d|f y d|g. Sea
¢ divisor comun de f, g por sustitucién de arriba hacia abajo podemos observar
que c|r; para todo ¢, en particular ¢ divide a 7.

Para hallar s y t sustituimos de abajo hacia arriba. Es decir:

T'n =Th—2 —qnTn—-1 =Tn—-2 — Qn(rn—3 - Qn—lrn—2)
:(1 - Qn—l)rn—Q — QqnTn-3

:(1 - anl)(Tnfél - Qn727ﬂn73) — qnTrn-3

=sf+tg
[ |

Corolario 2.3.7
Sea k un subcampo de K, entonces k[z] es subanillo de K[z]. Si f,g € E[x],
entonces (f,g) € k[z] es igual al (f,g) € K[x].

Demostracién. Observe que existen tnicos @, R € Klz], g = Qf + R (algo-
ritmo de la divisién) en K[x], analogamente existen unicos ¢,r € k[z] tal que
g = qf +r (algoritmo de la divisién) en k[z], pero g = qf + r es vélido en K|z]
y por la unicidad de Q y R, entonces ¢ = Q y r = R ambos en K[x].
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Por lo que las ecuaciones del algoritmo de Euclides en K[z]| son las mismas
que k[z]. Por lo tanto En ambos anillos se obtiene el mismo (f, g). n

Teorema 2.3.7 (Unicidad de la factorizacién.)

Si K es campo todo polinomio f(z) € Klz| de grado mayor o igual a 1 es
producto de constantes diferentes del cero y polinomios irreducibles ménicos.
Méds aun si f(z) tiene 2 factorizaciones f(x) = api(x) - pm(z) vy f(z) =
bgi(x) - -+ qn(x), entonces a = b, m =n y p; = ¢; para todo i.

Demostracion. Existencia. Por induccién en grad(f) > 1. En el caso base te-
nemos que si grad(f) = 1, entonces f(z) = ax + b = a(z + ba~'). Ahora vamos
a asumir que grad(f) > 1. Si f(x) es irreducible y a es su coeficiente principal,
entonces f(x) = a(a™!f(z)) en donde el tltimo factor es ménico e irreducilbe.

Si f(x) no irreducible, entonces f(x) = g(x)h(x) en donde grad(g), grad(h) <
grad(f) ambos por induccién, tienen factorizaciones g(z) = bp1(z) -+ pm(x) ¥y
cq1(x) - - - ¢n(z) donde p, ¢ son moénicos irreducibles, entonces

f(@) = (be)pr(x) - pm(@)q1 () - - g ().

Unicidad. Por induccién en M = max{m,n}

f(z) = api(z) - -pm(x) = bq1 () - -~ 4 ()
Para el caso base tenemos que si M = 1 entonces el polinomio f(x) = ap;(z) =

bg1(x).

f(z) = ap1(x), entonces el coeficiente principal de f es a; f(x) = by (), enton-
ces el coeficiente principal de f es b; entonces por lo anterior a = b por lo tanto

b1 =q1.

Para M > 1. Observe que p,,|q1 - . . ¢n. Por lema de Euclides se tiene que existe
un i tal que p,,|g; pero ¢; es moénico irreducible, entonces p,, = ¢; reindexando,
podemos escribir p,,, = ¢, y cancelando obtenemos que

ap1(2) ... pm—1(x) = bq1(2) ... gn—1

por hipétesis inductiva a = by m —1 = n—1 por lo tanto m = n y reindexando
pi=q coni=1...m-—1. ]

Sea K campo, asumimos que existen ay,71,...,7, € K tales que
n
f@)=a]]@—-r)
i=1

si r,...,7s con s < n son las raices distintas de f entonces f(z) = a(x —
)% ... (x —rs)% con r; raices distintas, e; > 1 con e; multiplicidad de la raiz
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r;. Por la factorizacién unica la multiplicidad de raices esta bien definida.

Sabemos que si f(z) € K|x] tiene una raiz r € K, entonces f(z) = (x—r)g(x) €
K|z]. Por lo tanto f no es irreducible. En el caso de polinomios de grado 2 y 3
(f es irreducible si y sélo si no tiene raices en K|[x]).

Teorema 2.3.8
Sea f(x) = ap+ a1x + -+ + apa™ € Zlx] C Q[z]. Toda raiz racional de f tiene
la forma % € Q en donde blag y c|an.

Demostracion. Sea r = % tal que (b, ¢) = 1 sustituyendo r obtenemos que

- tir=aran () 4 (?)’

multiplicado por ¢”,
0=agc™ + a1bc” P 4+ axb?c™ 2+ - 4 a1 V" e+ anb”

entonces a,b" = —(apc™ ! + a1be? + agb?c" 3 + - + a,_1b""1)c entonces
cland™. (b,c) =1, luego (b™,c) = 1, entonces tenemos que c|a,; ademés agc” =
—(a1c™ ™t + eabe™ % 4 -+ ap_1b"2e + a,b" )b por lo tanto blagc™. Ahora
(b,¢) = —1, luego (b, ¢™) = 1, por lo tanto blagp. |

Definicién 2.3.8
Un ntmero complejo a@ € C es llamado entero algebraico si « es raiz de un
polinomio ménico f(z) € Z[z].

Es claro que cualquier nimero algebraico z € C que es raiz de g € Q[z] es
necesariamente una raiz de un polinomio h(x) € Z[z].

Por supuesto, cualquier z € Z es un entero algebraico pues es raiz de z—z € Z[x]
para contrastar los elementos en Z con los enteros algebraicos en general, lla-
maremos a los elementos de Z enteros racionales.

Corolario 2.3.8

Un ntimero racional z, que es un entero algebraico debe estar en Z. Es decir, si
f € Z|z] C Q[z] es mdnico, toda rafz racional de f es un entero que divide al
término constante.

Demostracion. Si f = ag+ a1x + -+ - + apx™ es ménico, entonces a,, = 1 por
el teorema anterior, las raices racionales de f son los divisores de ag. |

Ejemplo 59

flx) = 2% + 422 — 20 — 1 € Q[z] (es irreducible si y sélo si no tiene raices
racionales) las tnicas posibles raices son +1 pero f(1) =2y f(—1) = 4. Por lo
tanto f no tiene raices en Q, entonces f es irreducible en Q[z].
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2.4. Homomorfismos

Al igual que en grupos, los homomorfismos son utilizados para comparar anillos
conmutativos.

Definicion 2.4.1
Si A, R anillos conmutativos. Entonces f : A — R una funcién es homomorfismo
de anillos si:

i) f(1)=1.
ii) f(a+da') = f(a) + f(a'), para todo a,a’ € A.

iii) f(aa’) = f(a)f(a’), para todo a,a’ € A.

Observaciéon 44
Si f: A— R es biyeccién decimos que f es un isomorfismo de anillos y A =2 R
son isomorfos como anillos.

Ejemplo 60
Sea R un dominio entero y F' su campo de fracciones. Se dijo que R es subanillo
de F' (lo cual no es cierto).

F ={[a,b]:a,be Ry b+#0}

Recordemos que [a,b] = [¢,d] si y sblo si ad = be, 1 = [1,1], [a,b] + [¢,d] =
[ad + be, bd),[a, b][c,d] = [ac,bd]. Y R se identificé con R’ = {[a,1] :a € R} C F.
Se puede ver facilmente que la funcién f : R — R’ dada por f(a) = [a, 1] es un
isomorfismo.

Ejemplo 61

Cuando un elemento en un anillo conmutativo R es identificado con un polinomio
constante, esto es, r es identificado con (r,0,0,...), implicamos que R es un
subanillo de R[z]. El subconjunto R’ = {(r,0,0,...) : r € R} es un subanillo
de R[z], como podemos ver la funcién f : R — R’ C R[z], definida por f(r) =
(r,0,0,...), es un isomorfismo.

Lema 2.4.1
Si f: A — R esun homomorfismo de anillos, entonces para todo a € A, con a
diferente de cero, se tiene que:

i) f(a™) = f(a)™ para todo n > 0;

ii) Si @ es una unidad, entonces f(a) es una unidad y f(a™!) = f(a)™!; es
una unidad, entonces f(a™"™) = f(a)™" para todo n > 1;

iii) Si f : A — R es un homomorfismo de anillos, entonces

f(U(A)) <U(R),
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donde U(A) es el grupo de las unidades de A4; si f es un isomorfismo, entonces

U(A) = U(R).

Demostracion. i) Por induccién en n > 0. ii) Si a una unidad en A, entonces
existe b = a~! tal que ab = 1 por lo cual 1 = f(1) = f(ab) = f(a)f(b) por lo
tanto f(b) = f(a)~!. La segunda parte es por induccién sobre n > 1. ii) implica
iii) ya que si a € U(A), entonces f(a) € U(R), si f es isomorfismo, sabemos que
f(U(A)) CU(R). Sir € U(R) existe un 7’ € R tal que 7' = 1 y como f es
sobreyectiva, entonces existen a,a’ € A tal que f(a) =7y f(a’) = v’ ademds
f(ad’) = f(a)f(a') = 1, entonces aa’ = 1 por ser f inyectiva. Por lo tanto
a € U(A). Por lo tanto f(U(A)) = U(R). |

Proposicion 2.4.1
Si Ry S anillos conmutativos y ¢ : R — S homomorfismo de anillos. Entonces
existe un homomorfismo de anillos ¢* : R[z] — S[z] dado por

O g FrirFroxt .o o(ro) + ¢(r)z + <p(r2)gc2 + ...

Definicién 2.4.2
Sif:A— R esun homomorfismo de anillos, entonces el nicleo estd definido
como

kerf ={a € A con f(a) =0}
y su imagen es
imf ={re€ R:r= f(a) para algin a € A}.

Observacién 45
Si omitimos las multiplicaciones en los anillos; A y R son grupos abelianos con
respecto a la suma y las definiciones coinciden con la teoria de grupos.

Ejemplo 62
Sea e, : K[z] — K definida como f(z) — f(a). Podemos ver que es homomor-
fismo de anillos; es sobreyectiva dadobe Ky f(z) =z —a+b—by

ker e = {f(z) : f(a) = 0}; es decir polinomios donde a es una rafz.

Si f: H— G es homomorfismo de grupos, entonces kerf < H.

Si f: A— R es de anillos kerf es casi un subanillo; sin embargo si R # 0,
entonces 1 € kerf ya que f(14) = 1g # 0. kerf es cerrado bajo multiplicacién.

Definicién 2.4.3
Un ideal I < R en un anillo conmutativo R:

iy0oelr;
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ii) Si a,b € I, entonces a + b € I;
ili) Sia € I 'y r € R, entonces ra € I.

Ejemplo 63
Los anillos {0} y R son ideales triviales de R.

Si I # R, diremos que I es un ideal propio.

Ejemplo 64
Sean by,...,b, € R un anillo conmutativo. Y sea

I={riby+---+mr,b, : 7 € R para todo i}

las combinaciones lineales de b; en R. Entonces, I < R ideal, decimos que
I ={(b,...,by) el ideal generado por b;.

Definicién 2.4.4
En particular si I = (b) = {rb: r € R} este serd llamado ideal principal.

Observacién 46
R=(1)y {0} = (0)

Ejemplo 65
El subconjunto {z € Z : z es un ndmero par} < Z es un ideal principal.

Proposicion 2.4.2
Si f: A— R es homomorfismo de anillos, entonces kerf < A es un ideal y
imf C R subanillo; ademds si A # 0 # R, entonces kerf S A propio.

Demostracion. i) kerf < A es subgrupo aditivo de A; por lo tanto contiene
al cero y es cerrado, ademds si a € Ay b € kerf, entonces f(ab) = f(a)f(b) =
f(a)f(0) =0, por lo tanto ab € kerf. Ademas si A # 0 # R, entonces 1 # 0y
1 # ker f. Por lo tanto es ideal propio.

ii) imf < R es subanillo. Tenemos f(14) = 1g € imf. Ahora si r1,r2 € imf,
entonces 11 = f(a1) y r2 = f(az), entonces rire = f(aq)f(a2) = f(araz) € imf,
ademas

r1—r2 = f(a1) — f(a2) = f(a1) + f(—az2) = f(a1 — az) € imf.

Observe que f(0) = f(040) = f(0)+f(0), entonces f(0) =0y 0 = f(a+(—a))
f(a) + (f(—=a)) por lo tanto f(—a) = —f(a)

Proposicion 2.4.3
Sea R un anillo conmutativo. Si I < R es un ideal tal que u € I para u € R una
unidad, entonces I = R.
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Demostracion. Si v € R unidad, entonces existe v € R tal que uv =1 € 1
ademaés para todo r € R tenemos que r =r1 € I, por lo tanto R C I. |

Proposicion 2.4.4
Sea K un anillo conmutativo. K es campo si y sélo si sus tnicos ideales son los
ideales triviales.

Demostracion. Necesidad. Si K es un campo. Sea I < K un ideal, si I = 0 no
hay nada que probar. Ahora supongamos I # {0}, entonces existe 0 £ a € I C
K con K un campo, entonces a es una unidad por lo tanto I = K.

Suficiencia. Sea 0 # a € K, entonces (a) # 0 por lo tanto {ka : k € K} =
(a) = Ky 1€ K por lo cual existe k € K tal que ka = 1, por lo tanto a es
unidad, entonces K es campo. |

Proposicion 2.4.5
Sea f : A — R homomorfismo de anillos, f es inyectiva si y sélo si kerf = {0}.

Demostracion. Necesidad. Si f es inyectiva. Sea a € ker f, entonces f(a) =0
ademds f(0) = 0 por lo tanto f(a) = f(0), por lo tanto a = 0.

Suficiencia. Si ker f = {0}; sea f(a) = f(b), entonces f(a—b) = f(a)— f(b) =0,
entonces a — b = 0 por lo tanto a = b. |

Corolario 2.4.1
Si f: K — R homomorfismo de anillos. K un campo y R # 0 un anillo
conmutativo, entonces f es inyectivo.

Demostracion. Si kerf = {0} 6 kerf = {K} pero R # 0, entonces kerf S K
propio. Por lo tanto kerf = {0} si y sélo si f es inyectivo. |

Teorema 2.4.1
Si K es un campo, todo ideal I de K|[z] son ideales principales. Ademds, si
I # {0}, existe un polinomio ménico que genera a I.

Demostracion. Sea K un campo, entonces K[x] es un dominio entero eucli-
diano. En la siguiente seccién se demostrara que dominio euclidiano implica
dominio de ideales principales. |

Definicién 2.4.5
Sea R un dominio entero esté serd llamado un dominio de ideales principales si
todos los ideales de R son principales.

Ejemplo 66
Los conjuntos Z y K|[z] son ejemplos de dominios de ideales principales.
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Demostracion. Z es dominio de ideales principales.

Sea 0 # I # Z un ideal propio y sea n = min{m € I : 0 < m}. Afirma-
mos que I = (n). Es claro que (n) =nZ C I.

Sea a € I, ahora por el algoritmo de la divisién tenemos que a = In + r con
0 < r < n, observe que r = a — In € I y por la minimalidad de n se tiene que
r = 0. Por lo tanto a = In para algin [ € Z, entonces a € (n) por lo tanto
I = (n) es ideal principal. [ |

Definicién 2.4.6
Un dominio euclidiano es un dominio entero con algoritmo de la division.

Ejemplo 67

Sea I = {f € Z[z] : El término constante es par.} < Z[z] es un ideal no princi-
pal. Observemos que [ esunideal, 0 € I, f+ge€ Iyage l Para f,gely
a € Z[z].

Ahora suponga que I = (d(z)), tenemos que 2 € I, por lo cual existe f(x) €
Zlx] tal que 2 = f(x)d(z) y ahora comprobando los grados tenemos que 0 =
grad(f) + grad(d), de aqui tenemos que grad(d) = 0, por lo tanto d(z) es cons-
tante; y sélo tenemos como posibilidad d = +1 y d = +2.

Suponga d(z) = 42, puesto que z € I, entonces existe g € Z[z] tal que
x = d(x)g(x) = £2g(x) donde el coeficiente de z es 1 pero del lado dere-
cho todos los coeficientes son pares, pero esto es una contradiccion. Por lo
tanto d = =£1, entonces 1 € I, tenemos que I = Z|x], pero también es una
contradiccién. Por lo tanto I no es principal.

Definicién 2.4.7
Un elemento § en R anillo conmutativo es maximo comun divisor de o, 5 € R si:

i) Si 0 es un divisor comun de «, .
ii) Si v es comtn divisor de . y 3, entonces v|d.

4 no es dnico ya que ud también es MCD con u € U(R). En Z este es tini-
co ya que ¢ se exige que sea positivo y en R[z] se forza a ser ménico.

Observacién 47

Sea R un dominio de ideales principales y m,a € R con 7 irreducible. Sea § un
MCD de «,m. En particular §|7 , entonces m = de irreducible, por lo tanto ¢ es
unidad o € es unidad. Por otro lado, & = §3. Si ¢ no es unidad, entonces € es
una unidad y tenemos § = we~! por lo cual a = we~'5. Por otro lado, si 6 es
una unidad, entonces 1 es un MCD de {a,7}. Por lo tanto, si R es un dominio
de ideales principales y m € R es irreducible y @ € R, entonces 7| 6 1 es un
MCD de {a,7}.
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Teorema 2.4.2
Sea R un dominio de ideales principales. Entonces:

i) Cualquier a, 8 € R tiene un MCD, digamos §, y 6 = oca + 7 para 0,7 € R.

ii)Si un elemento 7 € R irreducible divide a af3, entonces |a o 7|0.

Demostracion. i) Supongamos que al menos uno de los dos (a o 8) es distinto
de cero.

Sea I = {oa+ 78 : 0,7 € R}, observemos que a, € I, entonces I # {0}.
Se puede ver que I < R es ideal.

Como R es un dominio de ideales principales, tenemos que I = () para § € I,
entonces por demostrar que § es un MCD de {«, 8} puesto que a, 8 € I, por
lo cual @ = p1d para p1 € Ry B = p2d para po € R. Por lo tanto § es un
divisor comun, puesto que d € I, entonces § = ca+ 70 para 0,7 € R finalmente
si 0 es cualquier divisor comtn de a, 3, entonces a = va', f = v/3’, entonces
d = ovya/ + 78’ de aqui 7|é. Por lo tanto ¢ es un MCD de {a, 5}.

ii) Si 7|a no hay nada que probar. Ahora si 7 t @, entonces 1 es MCD de {7, a},
por lo cual tenemos 1 = o7 + 7o para 0,7 € R luego de aqui 8 = onff + Taf8
entonces | por lo tanto 7|3. |

Si I,J < R son ideales, entonces I N'J < R es un ideal; se puede verificar que
OelInd,a+belndyraelInd estoesparaa,belyre R En general
la interseccién de cualquier familia de ideales es un ideal.

Definicién 2.4.8
Si f, g son elementos en R, entonces un comun multiplo de f, g es un elemento
m € R tal que flm y g|m. Si f, g no son ambos cero, definimos

c=1f,g] = MCM{f,g}

donde ¢ es un comin miltiplo tal que ¢|m para m cualquier comtn multiplo si
f =0=g, entonces [0,0] = 0.

Vea que MCM no es tnico si ¢ = [f,g] entonces cu con u € U(R) también
serda MCM. Si R es un dominio de ideales principales y a,b € R, entonces existe
[a,b]. Sia =0,b=0, entonces [a,b] = 0. Ahora sean (a), (b) < R ideales, con
(a) N (b) < R ideal, entonces (a) N (b) = (c). Se puede ver que ¢ = [a, b].
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2.5. Dominios Euclidianos

Definicion 2.5.1
Un dominio euclidiano es: Un dominio entero R donde se ha definido una funcién

0:R—-{0} > N,
llamada funcién grado, tal que:

i) O(f) < O(fg) para todo f,g € R con f,g £ 0;

ii) Para todo f,g € R con f # 0, existe ¢, € R con

g=aqf +r,
donde r =06 9(r) < A(f).
Note que si R tiene funcién grado 0 que es identicamente 0, entonce r = 0,

y tomando g = 1, entonces todo elemento tiene inverso. Por lo tanto R es un
campo.

Ejemplo 68
Los enteros Z es un dominio euclidiano con funcién grado d(m) = |m|. En Z,
tenemos

d(mn) = |mn| = |m||n| = 9(m)d(n)
Ejemplo 69

Cuando k es un campo, el dominio k[z] es un dominio euclidiano con la funcién
usual grado para polinomios no nulos. En k[z], tenemos

d(fg) = deg(f9g)
= deg(f) + deg(g)
=0(f)+9(g).

Si 0 es multiplicativa, como sucedié en el caso de Z, O recibe el nombre de
norma.

Ejemplo 70
En los enteros Gaussianos Z[i] forman un dominio euclidiano cuya funcién grado:

d(a + bi) = a* + b* es una norma.
Para ver que 0 es una norma, primero observe si @ = a + bi, entonces

d(a) = aa,
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donde @ = a — bi es el conjugado complejo de «, entonces d(af) = 9(a)d(p)
para todo a, 8 € Z[i], pues

d(ap) = afap = afap = aafp = d(a)d(B);
Ahora tenemos que si § = c+id € Z[i], y si 8 # 0, entonces 1 < 9(8), por lo

tanto d(a) < A(a)I(B) = A(ap).
Sia,B € Zli] y B +# 0 observe que

a/B=ap/o(B) =z +iy
para x,y € Q.

Sean x = a+uy y = b+v en donde a,b € Z son los enteros mas cercanos a x,y
respectivamente, es decir |ul, [v] < %. Observe que a = B(a + bi) + B(u + vi),
luego tenemos que B(u + vi) = a — B(a + bi) € Z[i], finalmente 9(5(u + vi)) =
d(B)d(u + vi); por lo que basta ver que d(u + vi) < 1; observemos que |u| < 1
y vl < %, entonces u? < % y v? < %, por lo tanto u? + v? < % < 1.

Por lo tanto 9(B(u + vi)) < 9(B), entonces Z[i] dominio euclidiano. Puede
ocurrir que el cociente y el residuo no sean unicos.

Por ejemplo, para o = 3 + 57 y 8 = 2, entonces

3 5.
ademas % =1+ % 62— %; también % =2+ % 63— %; por lo tanto hay cuatro
residuos y cuatro cocientes.
2(142i) 4+ (1 +4)

20143+ (1—4)
SEN= N 00490 + (<1 4+4)
22+3i)+(-1—1)

Teorema 2.5.1
Si R es un dominio euclidiano, entonces R es un dominio de ideales principales.

Demostracion. Sea I un ideal de R. Si I = {0} éste es ideal principal generado
por el 0. Si I # {0}. Consideramos d € I un elemento de grado minimo en I.
Claramente (d) C I. Ahora, sea a € I, existe ¢, € R, tales que a = gd + r con
r =06 9(r) < d(d), suponiendo que r # 0, tendriamos que r € I es de grado
menor que d, lo cual es una contradiccién, por lo que a = gd, obteniendo la otra
contencién. |

Corolario 2.5.1
Z[i] es dominio de ideales principales.

Observe que, dominio de ideales principales no implica dominio euclidiano.

Como contraejemplo tenemos R = {a + b : a,b € Z, v = @}
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Proposiciéon 2.5.1
i) Sea R un anillo euclidiano tal que R no es campo. Si la funcién grado 0 es
una norma, entonces « es unidad si y sélo si 0(«a) = 1.

ii) Sea R un anillo euclidiano tal que R no es campo. Si la funcién grado 9
es una norma y d(«) = p con P primo, entonces « es irreducible.

iii) Las tinicas unidades en Z[i] son +1 y +i.

Demostracidn. i) Necesidad. Observemos que 1% = 1g, entonces [(1g)]?
d(1gr) € N, entonces 9(1g) =06 9(1g) = 1.

Si 9(1r) = 0, entonces para todo a € R tenemos d(a) = d(algr) = d(a)d(1g)
0, entonces R es un campo, pero eso es una contradiccién. Concluimos que

d(1g) = 1.

Si @ € U(R), entonces existe un § € R tal que af = 1g, 9(a)9(B) = 1, por lo
tanto d(a) = 1. Veremos que no existen elementos 8 € R tal que 9(8) = 0.

Por el algoritmo de la divisién, si 0 # 8 € R es tal que §(8) = 0, entonces
tendriamos 1 = ¢B8 +r con r =0 6 (O(r) < 9(8) = 0). Por lo tanto r =0 y
1r = ¢fB, entonces 9(F)0(q) = 1 entonces 0 = 1 pero es una contradiccién. Por
lo tanto para todo o € R tenemos que 9(a) > 0

Ahora si 9(a) = 1 del algoritmo de la divisién tenemos que o = ga? + r con
r =06 0d(a) < 1,y por lo anterior d(r) no puede ser cero, por lo tanto o = ga?
y por ser dominio entero 1 = ga. Entonces « es unidad.

iil) Sea & = v donde ni S ni v son unidades, entonces p = §(a) = §(8)I(7).
Con p-primo, entonces (8) = 1 6 d(y) = 1, por i) tenemos que S es unidad 6

es unidad, pero es una contradicciéon. Por lo tanto « es irreducible.

iii) Si @ = a + bi € Z[i] es unidad, entonces a® +b*> = 1, (a*> = 1y b> = 0)

6 (a> =0y b?>=1), entonces a = +1 6 o = +i. |
Lema 2.5.1

Sea p € 7Z primo tal que p = 1 mod 4, entonces existe m € Z tal que
m?2 = —1 mod p.

Demostracion. Sea G = Zj, entonces |G| = p—1 por hipétesis p—1 = 0 mod 4.
Por lo tanto 4||G|, puesto G es ciclico finito , existe H < G ciclico tal que
|H| = 4.

Sea |H| = (m) tenemos que [m*] = 1. Por lo tanto el orden de m? es 2,
pero el tinico elemento en Z, de orden 2 es el —1. Por lo tanto [m?] = [-1],
entonces m? = —1 mod p. [ |
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Teorema 2.5.2 (Fermat)
Si p es un nimero primo impar, entonces p = a? + b2 para a,b € Z si y sélo si
p= 1mod 4.

Demostracion. Necesidad. Supongamos que p = a?+b?, puesto que p es impar
tenemos que a y b tienen diferente paridad, digamos, a par y b impar, entonces
a=2myb=2n+ 1. Entonces

p=a?+b>=4dm®> +4n®> +4n+1= 1 mod 4.

Suficiencia. Supongamos que p = 1 mod 4, entonces existe m € Z tal que
pl(m? +1) = (m+14)(m —1i) € Z]i].

Si p|(m £ i) € ZJi], entonces m £ i = p(u + i) con u,v € Z, por lo tanto
pu=my pv =1, pero esto es una contradicciéon. Por lo tanto, p no satisface el
lema de Euclides.

Z[i] es un dominio de ideales principales. Recuerde que en un dominio de ideales
principales es 7 es irreducible y 7|a/3, entonces 7| 6 7|S. Por lo tanto, p no es
irreducible en Z[i]. Entonces existe una factorizacién p = a8 € Z[i] en donde
a=a+1iby g =c+id no son unidades.

Tomando normas

p* = 9(p) = 0(@)(B) = (a* + b*)(* + d°) € Z

@, 3 no unidades de Z[i], entonces a? +b? # 1 # ¢ +d?, entonces por el lema de
Euclides, tenemos p|(a?+b2) 6 p|(c?+d?); ahora usando el teorema fundamental
de la aritmética y factorizacién tnica en Z, p = a® + b2 y p = ¢® + d>. |

2.6. Espacios Vectoriales

Definicién 2.6.1

Si k es un campo, entonces un espacio vectorial sobre k es un grupo abeliano
(V,+) con una multiplicacién por escalares, es decir, una funcién k x V. — V
denotada por (a,v) — av que satisface para todo a,b,1 € k, u,v € V:

i) a(u +v) = au + av.

ii) (a +b)v = av + .

iii) (ab)v = a(bv).

iv) 1lv = v.
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Los elementos de V' son llamados vectores y los elementos en k son llamados
escalares.

Ejemplo 71

1) El espacio euclidiano V' = R™ es un espacio vectorial sobre R, en este es-
pacio los vectores son n-adas (a1, ...,a,) donde a; € R para todo . La suma
estd definida como

(al,...,an)—i-(bl,...,bz):(al—l—bl,...,an—i—bn)

geométricamente la suma de vectores esta descrita por la ley del paralelogramo.
La multiplicacién por escalares estd definida por

av = a(ay,-..,a,) = (aay,...,aan).

2) Una generalizacién del ejemplo anterior serfa V = K™ para K un campo,
decir,
v =(ay,...,a,) donde a; € K para todo i.

3) Sea R un anillo conmutativo y K un subanillo K < R que sea un campo,
entonces R es un espacio vectorial sobre K. Tomando los elementos de R co-
mo vectores y los elementos de K como escalares, y ahora definimos av como
la multiplicacién por escalares con a € K y v € R. Observe que los axiomas
de espacio vectorial son un caso particular de los axiomas de anillo conmutativo.

4) Si K es un campo, el anillo de polinomios R = K[z] es un espacio vectorial
sobre K. Los vectores son polinomios de la forma f(x) = b,z™ + - -+ biz + by
y los escalares de la forma a € K, y la multiplicacién por escalares como af(z);
esto es

af(x) = abpa™ + -+ + abix + abg

en particular, si un campo K es subcampo de un campo E mas grande, entonces
FE es un espacio vectorial sobre K.

Definicién 2.6.2

Si V es un espacio vectorial sobre K, entonces un subespacio de V es un
subconjunto U C V tal que

HoeU

il) u,u’ € U, entonces u +u' € U

i) u e U yac€ K, entonces au € U.

Ejemplo 72
1) Siv = (a1,...,a,) # 0 un vector en R™, entonces la recta que pasa por el
origen

l={av:a e R} CR"
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es un subespacio de R™. Similarmente el plano generado por dos vectores vy, vo
no colineales, es decir,

{avi 4+ bvy : a,b € R} C R" es subespacio.

2) Sim < n, R™ son los vectores en R" tales que las dltimas n —m coordenadas
son cero, entonces R™ C R”. Por ejemplo, podemos ver a R? como los puntos
(x,9,0) € R3.

3) Si K es un campo; un sistema lineal homogéneo sobre K de m ecuaciones
con n incdgnitas es un conjunto de ecuaciones

a11r1 + - +apx, =0

a2171 + -+ agpx, =0

Am1T1 + -+ appx, =0

donde a;; € K. Una solucién del sistema es un vector (c1,...,¢,) € K™ donde
se cumple ). ajic; = 0 para todo j. La solucién es no trivial si algin ¢; # 0. El
conjunto de soluciones forman un subespacio de K", llamado el espacio solucion.

Definicién 2.6.3
Una lista en un espacio vectorial V' es un conjunto ordenado v, ...,v, de vec-
tores en V', es decir, existe algin n > 1 y una funcién

v:{1,2,...,n} = V tal que ¢(i) = v; para todo i

entonces X = imy; X es ordenado en el sentido de que existe un primer vector
v1, un segundo vector vy y asi sucesivamente. Un vector puede aparecer muchas
veces en una lista, esto es; ¢ no necesariamente es inyectiva.

Definicién 2.6.4
Sea V un espacio vectorial sobre K un campo. Una K-combinacién lineal de
una lista vq,...,v, en V es un vector v de la forma

v =aiv; + -+ a,v, donde a; € K para todo 1.

Definicion 2.6.5

Si X :vn,...,0m es una lista en V, entonces (vq,...,v,) < V el conjunto de
todas las combinaciones lineales de v1, ..., Vp.
Lema 2.6.1

Sea V' un espacio vectorial sobre K campo.
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i) La interseccién de subespacios en V' es un subespacio en V.
i) Si X = vy,...,0n, es una lista en V, entonces la interseccién de todos los
subespacios de V' que contienen a X es es (v1,...,0y), es decir, (v1,..., V) es
el subespacio mds pequeno (minimo) de V' que contiene a X.

Demostracidn. i) La demostracién es clara usando la definicién de subespacio.

ii) Sea S la familia de todos los subespacios de V que contienen a X. Por
demostrar; ﬁss = (U1, ., Um).
sE

Sabemos que X C (vy,...,0n), entonces (v1,...,v,) € S. Por lo tanto ﬁss -
ES
(U1, Um).
Ahora s € S tenemos que X C s, entonces (vi,...,vy,) C s. Por lo tanto
(v1,...,0m) C N s. [ ]
seS

Observacién 48
Si X =0, entonces (X) = N s
seS
donde S la familia de subespacios de V' que contienen a X . Cualquier subespacio
contiene al (), en particular {0}, entonces () = ns= {0}.
s

Ejemplo 73
1) Si V. =R2 Sea e; = (1,0),e2 = (0,1), entonces V = (e1, ea).

v = (a,b) = ae; + bes.

2) Si V = K™ para K un campo definimos ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) donde 1 es
la i-ésima entrada, entonces V = (e; :i=1,...,n)

Observacién 49
Un espacio vectorial. No necesariamente estd generado por una lista finita de
vectores. Cémo ejemplo tenemos V' = K[x]. Suponga que V estd generado por

X = fi(x),..., fm(x).

Sea d = max{0(f;(x)) : i = 1,...,m} cualquier combinacién lineal de f1,..., fim
tendrfa grado a lo més d, pero, 4! no es combinacién lineal de los elementos
en X.

Definicién 2.6.6
Un espacio vectorial V' es llamado de dimension finita si estd generado por una
lista finita de vectores.

Ejemplo 74
K™ es de dimension finita pues estd generado por e; con i = 1,...,n. Por lo
tanto K[z] es dimensién infinita.
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Si vy,...,v, es una lista, entonces escribiremos vy, ...,0;,..., v, es una lista
mas corta donde hemos quitado v;.

Proposicion 2.6.1
Si V' es un espacio vectorial, entonces las siguientes condiciones en una lista
X =wv1,...,v, que genera a V' son equivalentes.

i) X no es la lista mds corta que genera a V.
ii) Algtin v; estd en lo generado por los otros generadores, es decir,

vi€<v1,...,ﬁi,...,vm>.

iii) Existen escalares ay, ..., a,; no todos cero, con
m
E au; = 0.
1=1

Demostracion. i) implica ii). Si X no es la lista més corta de generadores en-

tonces al menos podemos extraer un v; € (v1,...,9;,...,Vy) vy estos generardn
aV.

ii) implica iii). v; € (v1,...,%i,...,vm), entonces v; = >, ¢;v;, definimos
a; = —1y aj =c¢; con j # i. Por lo tanto

m
E av; = 0.
=1

iii) implica i). La ecuacién >.,", qju; = 0 para la cual existe un a; # 0, y por
lo tanto al menos un v; € (v1,...,%;,...,0m), la cual es una lista mds corta en
comparacion a X. [ |

Definicién 2.6.7

Una lista X = vq,...,v,, en un espacio vectorial es linealmente dependiente si
existen a; no todos iguales a cero tal que Y ;" av; = 0. De lo contrario X es
linealmente independiente.

El conjunto vacio () es una lista de tamafo cero, por lo tanto () es linealmente
independiente.

Ejemplo 75
1) Cualquier lista que contiene al vector cero es linealmente dependiente. Es

decir,
m

X =v1,...,0yp si v; =0, entonces Zawl =0
1=1
definimos a; # 0 y a; = 0 para todo j # 1.
2) La lista X = vy es linealmente independiente si y sélo si vy # 0.
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3) La lista X = v1,v2 es linealmente dependiente si y sélo si uno es multiplo
escalar del otro.

4) Si existe una repeticién en la lista vy, ..., v, (es decir, si v; = v; para algin
i # j), entonces vy,..., v, es linealmente dependiente. Definimos a; = —1,
a;j = 1y al resto de los a, = 0 para k # 1, j.

Entonces una condicién necesaria mas no suficiente para que la lista vy,...,v,,
sea linealmente independiente, es que los v; sean distintos.

Corolario 2.6.1
Si X =vq,...,0, es una lista tal que V = (v1,...,v,,), entonces X es la lista
mas pequena de generadores si y s6lo si X es linealmente independiente.

Definicién 2.6.8
Una lista X = vy,...,v,, es linealmente independiente si cada vez que la com-
binacién

m

Z ajv; = 0, entonces a; = 0 para todo 7.

=1

Observe que una sublista de una lista linealmente independiente es linealmente
independiente.

Definicién 2.6.9
Una base de V' es una lista X linealmente independiente y que genera a V. Una
base es una lista mas corta de generadores.

Ejemplo 76
K™ = {e1,...,en). El conjunto {ey,...,e,} es la base estdndar de K™.

Proposicion 2.6.2

Sea X = v1,...,v,, una lista en un espacio vectorial V' sobre un campo K.
X es una base si y sélo si cada vector en V tiene una tinica expresién como
K-combinacién lineal de vectores en X.

Demostracién. Necesidad. Si un vector v = > avi = > b;v;, entonces
> (a; — b;)v; = 0 por la independencia lineal, tenemos que a; = b;. Suficien-
cia. Todo vector en V es combinacion lineal de v;, entonces, los v; generan a V.
Si0=> a;v; ysilos a; no todos cero, entonces 0 = Y ov; tiene dos expresiones
como combinacién lineal de los v;, lo cual es una contradiccién, por lo tanto

a; = 0 para todo i, lo cual implica que los v; son linealmente independientes.
|

Definicion 2.6.10
Si X =wvy,...,v, es una base de V. Si v € V, entonces existen escalares tnicos
ai,...,a, con V.= 3" a;v;. Entonces (ai,...,a,) son las coordenadas de

v € V, con respecto a la base X.
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Teorema 2.6.1
Todo espacio vectorial V' de dimensién finita tiene una base.

Demostracion. Sabemos que existe X una lista finita que genera a V' por ser
V' de dimensién finita. Si los elementos en X son linealmente independientes,
entonces X es una base.

Si no, X se puede reducir a una sublista més corta X’ que genera. Si X’ es
linealmente independiente X’ es base. Si no, X’ se puede reducir a una sublista
X" que genera. Usando este proceso y como X es un conjunto finito , entonces
eventualmente llegaremos a una sublista que genera y linealmente independien-

te, dicho de otra forma, esta sublista es una base. |
Lema 2.6.2

Sea uj,...,u, elementos en un espacio vectorial V' 'y v1,..., 0 € (U1,...,Up).
Si m > n, entonces v, ..., v, son linealmente dependientes.

Demostracion. Haremos induccién sobre n. Si n = 1, entonces hay al me-
nos dos vectores vi,ve € (u1), de aqui v1 = au; y va = buy. Si w3 = 0,
entonces v; = 0. Por lo tanto {v1, v} es linealmente dependiente. Ahora su-
ponga que u; # 0. Podemos asumir que v; # 0, entonces a # 0. Por lo tanto
vy — ba"1v; = 0. Por lo tanto vy, ..., v, son linealmente dependientes.

Ahora tenemos que v; = a;1u1 + - - - + @ U, podemos asumir que algun a;; # 0

pues de lo contrario v; € (ug,...,u,) al cual aplica la hipdtesis de induc-
cién. Reordenando podemos asumir que ai; # 0. Para ¢ > 2, definimos v} =
v; —aﬂal_llvl € (ug, ..., u,) puesto que m—1 > n—1, por hipédtesis de induccién
existen escalares bo, ..., b,, no todos cero tal que

bovy + -+ + byl = 0, entonces (— Z biai1ay)v1 4 bovg 4 - + by vy, = 0
i>2

En donde no todos los coeficientes son cero, por lo tanto vy, ..., v,, son lineal-
mente dependientes. |

Corolario 2.6.2
Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales, sobre un campo K con més
incégnitas que ecuaciones tiene una solucién no trivial.

Demostracién. Suponga que (By,...,B,) es solucién del sistema

a11r1 + -+ apx, =0

Am1T1 + - + Gy =0
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si ajyBy + -+ ainBy, = 0 para todo ¢ = 1,...,m. Ahora si ¢q,...,c, son las
columnas de A = [a;;]mxn, entonces

Bicy + -+ 4+ Bpe, = 0 observemos que ¢; € K™

ahora K™ estd generado por m-vectores y n > m; por lo tanto los ¢; son

linealmente dependientes, por lo tanto, existen escalares no todos cero vy, ...,V
tal que y1¢1+- - +ynen = 05 por lo tanto (71, . .., ) €s una solucién no trivial.
|

Teorema 2.6.2 (Invariancia de la dimensidn.)
SiX=xz1,....,2, yY =¥1,...,Ym bases de V, entonces m = n.

Demostracion. Si m # n, tenemos que n < m o m < n. Primer caso, n < m;
Y1y Ym € (T1,...,2,) ya que X genera a V; por lo tanto yq,..., 4, son
linealmente dependientes. Pero es una contradiccion, 1, . . . , ¥, forman una base
de V. Similarmente si m < n, tenemos que z1,...,Z, € (Y1,...,Ym), entonces
Z1,...,%y son linealmente dependiente. Pero es una contradiccién. ]

Definicién 2.6.11
Si V es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K, la dimension de V
serd igual al nimero de elementos de una base de V.

Ejemplo 77

1) El conjunto @ es una base de V' = {0}. Po lo tanto dim{0} = 0, pues el
conjunto vacio () no tiene elementos.

Sea X = {x1,...,2,}; definimos
K* = {Funciones f : X — K}
KX tiene estructura de espacio vectorial si definimos
[f + Fl(@) = f(2) + f'(x)
como la suma de vectores y
[af](z) = af(z)

como el producto de escalares. Se puede ver que la lista

lsiy=ux;
z; = ;e X
{fxw {Oﬁy#m

forma una base, por lo tanto dimK*X = n. Observe que f(z;) = y;, de aqui f =
i Yifz, generan. Si > | a;fz, = 0 evaluando en z;, entonces a; = 0. Por lo
tanto es linealmente independiente.
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Lema 2.6.3
Si X =wv1,...,v, es una lista linealmente dependiente en V', entonces existe v,
conr >1ywv € (vy,...,v,—1). Cuando r = 1 interpretamos (vq,...,v,_1) =

{0}.

Demostracion. Sea r el médximo entero tal que vy, ...,v,_1 sean linealmente
independientes. Si v; = 0, entonces vy € {0}, tomamos r = 1. Ahora si v; # 0,
entonces r > 2 puesto que vq,..., 0, son linecalmente dependientes, entonces
r — 1 < m, ademas existen aq,...,a, no todos cero tal que

aivy + -+ av. =0

observe que a, # 0 por la independencia lineal de vy, ...,v,._1, por lo tanto
Up € (U1, .oy Up_1). [ ]

Lema 2.6.4 (Cambio.)
Si X =x1,...,2, es una base de vectores de V' y y1, ..., ¥y, es un subconjunto
linealmente independiente de V', entonces n < m.

Demostracion. Veamos primero que podemos reemplazar un elemento de X

por y, € (X) ya que X es base de V, la lista y,,x1,...,z, es linealmente de-
pendiente.
Y1,- .-, Yn linealmente independiente, entonces y,, ¢ {0} por el lema anterior,

existe ¢ tal que x; = ay, +>_._; a;z;, por lo que el conjunto

j<i
X' ={yn,x1,...,%iy-.., T} generan a V.

ahora repetimos el argumento para la lista

Yn—1,Yn, L1y, Lis- -+, Tm

por el lema anterior podemos tener:

Un € (Yn—1)s 1 € (Un—1:YUn) T2 € Yn—1,Yn,T1),---

tenemos que los y; son linealmente independientes, entonces, cualquier sublista
es linealmente independiente, entonces y, € (y,—1). Por lo tanto, del lema an-
terior, el elemento reemplazable debe ser algin z, digamos un z;. Por lo cual
reemplazando x; por y,_1 obtenemos una nueva lista de generadores X"'; repi-
tiendo este procedimiento. Cada vez que adjuntamos un vector y al principio de
la lista y quitamos un z, la opcién de elegir los y; € {yi+1,...,yn} no es posible,
por la independencia lineal de los elementos y.

Si m > m, implicaria que son mas elementos y que elementos z, por lo cual
el procedimiento anterior termina con una lista de m elementos y (es decir, una
y por cada x reemplazada) y ninguna z.

Por lo tanto una sublista de y genera a V', lo cual contradice la independen-
cia lineal de los elementos y. Por lo tanto n < m. |
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Teorema 2.6.3 (Invariancia de la dimensién.)
SiX=x,...,2,yY =v1,...,yn son bases de un espacio vectorial V', entonces
m=n.

Demostracion. Tenemos que X es una base y Y es linealmente independiente,
entonces n < m. Ademds Y es una base y X es linealmente independiente,
entonces m < n. Por lo tanto n = m. [ |

Definicion 2.6.12
Una lista linealmente independiente ug, ..., u,, es maximal si no existe v € V
tal que uq, ..., Un, v es linealmente independiente.

Lema 2.6.5
Si V' es un espacio vectorial de dimension finita, entonces una lista linealmente
independiente vy, ..., v, maximal es una base de V.

Demostracion. Si una lista no es base, entonces no genera a V', por lo tanto
existe w € V tal que w & (vy,...,v,), entonces vy,...,v,,w es linealmente
independiente. Pero esto es una contradiccién. |

Proposicion 2.6.3

Sea Z = wuq,...,u, una lista linealmente independiente en un espacio V de
dimensioén n, entonces Z se puede extender a una base, es decir, existen vectores
Um+1,---,Un tal que uy, ..., Upm, Vmt1,--.,Un €s base de V.

Demostracion. Si Z no genera, entonces existe wy; € V tal que wy & (Z) y
U, - .., Um, wy linealmente independiente, ya que si, ajwy + Y bju; = 0sia; # 0,
entonces wy € (Z), lo cual es una contradiccién, por lo que a; = 0, lo cual a su
vez implica que b; =0

Si Z,w; no genera, entonces existen un we € V' tal que we & (Z,w1). Z, wy,ws

son linealmente independientes puesto que dim V = n, este proceso es finito ya
que el tamano de la lista no puede exceder a n. ]

Corolario 2.6.3
Si dim V = n, entonces cualquier lista de n + 1 elementos o mas es linealmente
dependientes.

Corolario 2.6.4
Sea V un espacio vectorial con dim V = n.

i) Una lista de n vectores que generan a V es linealmente independientes.

ii) Una lista linealmente independiente de n vectores, generan a V.
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Demostracidn. i) Si la lista es linealmente dependiente, entonces esta se puede
recortar para dar una base, pero esta base seria de tamafno menor a n. Esto es
una contradiccién.

ii) Si la lista no genera, entonces esta se puede extender a una base, de tamano
mayor a n. También es una contradiccién. |

Corolario 2.6.5
Sea U un subespacio vectorial de V' con dim V = n, entonces

i) U es de dimensioén finita y dim U < dim V.

ii) Si dim U = dim V =, entonces U = V.

Demostracion. i) Tomamos u; € U. Si U = (uy), entonces U es de dimensién
finita, si no fuera asi, existiria ug € U tal que us & (u1) y {u1,us} linealmen-
te independiente. Si U = (uj,us) hemos terminado. Este procedimiento no se
puede repertir n + 1 veces; pues encontramos 1, . .., U,4+1 vectores linealmente

independientes en U C V| pero esto es una contradiccion.

Ahora una base de U que es linealmente independiente se puede extender a
una base de V, entonces dim U < dim V.

ii) Si dim U = dim V, entonces una base de U es una lista de tamano n

linealmente independiente en V', por lo cual esta base es una base de V', por lo
cual V C U, por lo tanto U = V. |

2.7. Transformaciones lineales.

Los homomorfismos entre espacios vectoriales sobre un campo K son llamados
transformaciones lineales. Si V, W son espacios vectoriales sobre un campo K:

T:V — W es transformacion lineal.
Si para todo u,v € V' y a € K se tiene que:
i) T(u+v) = T(u) + T(v),
ii) T(av) = aT(v).

Decimos que una transformacién lineal es no singular (o un isomorfismo) si
T es una biyeccién. En este caso V = W como espacio vectorial. Observe que

T3 awi) = o0y ail(vi).
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Definicién 2.7.1

Si V es un espacio vectorial sobre K. El conjunto GL(V') grupo general lineal
formado por todas las transformaciones no singulares V' — V. Es un grupo bajo
la composiciéon de transformaciones; ya que la composicién de transformacio-
nes no singulares es nuevamente una transformacién no singular; por ultimo la
inversa de una transformacién no singular es una transformacion no singular.

Teorema 2.7.1

Sea vy, ..., v, una base de un espacio vectorial V' sobre un campo K . Ahora sea
W un espacio vectorial sobre K y wy,...,w, una lista en W. Entonces existe
una dnica transformacioén lineal T: V' — W tal que T'(v;) = w; para todo i.

Demostracién. Para v € V la expresién v = ) a;v; es unica, por lo cual
T(v) = >.1" | a;w; estd bien definida (transformacién lineal). Ahora suponga que
S:V — W es tal que S(v;) = w;. Tenemos que para todo v € V., v = > a;v;,
por lo tanto S(v) =Y a;w; = T(v). [ |

Corolario 2.7.1
Si dos transformaciones lineales S, 7 : V — W y vy, ..., v, una base de V con
T(v;) = S(v;) para todo i, entonces T = S.

Proposicién 2.7.1
SiT: K™ — K™ es una transformacion lineal, entonces existe A,,x, tal que

Demostracion. Sea [ey,...,e,] la base estdndar de K™ y [e],...,el,] base
estandar de K™. Definimos A = [a,;] (las columnas son coordenadas de e; en
la base €}) en donde T'(e;) = Y., a;;el; observe que si S(y) = Ay, entonces
T = S pues coinciden en la base. ]

Observacion 50

En general. Si X = vy,...,v, base de V y Y = w,...,w, base de W la
matriz asociada a T : V. — W (transformacién lineal) es A = [a;;] tal que
T(vj) =3 a;jw; para j = 1,...,n, la cual denotaremos por A =y [T x.

Ejemplo 78
Sea T : R? — R? la transformacién rotacién por 90° y X = {(1,0),(0,1)} la
base estandar. Entonces:

va que T(1,0) = 0(1,0) + 1(0,1), T(0,1) = —1(1,0) + 0(0, 1).

Proposicion 2.7.2
Sean V., W espacios vectoriales sobre un campo K, y sean X = v1,...,v, ¥y
Y =wy,...,wy, bases de V' 'y W respectivamente. Denotamos por Homg (V, W)
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al conjunto de todas las transformaciones lineales de V' — W; también deno-
taremos por Mat,,x,(K) al conjunto de todas las matrices de tamafio m x
n con entradas K, entonces la funcion T — y[T]x es una biyeccién entre
Hompg (V, W) — Mat,, xn (K).

Demostracion. Sea A € My, xn(K), y

alj

am]‘

la j-ésima columna de la matriz, entonces definimos z; = >, a;;w;. Ahora
definimos T'(v;) = z;, por lo tanto A =y [T]x teniendo la sobreyectividad. Para
la inyectividad, sean Ty S en Homg (V, W) tales que y[T|x = A =y [S]x
entonces T'y S coinciden en la base y por tanto son iguales. |

Proposicién 2.7.3
Sean T : V —- W y S : W — U transformaciones lineales, y ahora sean X =
Tlyeo s T VY =Y1,--sYm Y £ = 21,...,2 bases de V, U y W respectivamente,
entonces

z[SoT)x =z [Slyv[T]x.

Demostracién. Tenemos que y[T]x = [ap,], por lo cual T'(x;) = 3> apjyp v
z[Sly = [bgp|, entonces S(y,) = >, bgp2q, por lo tanto

SoT(x;) = S(T(x;)) = Z Zapjbquq = Z Cqj%q

en donde cqj = > bgpap; la cual es la entrada gj de [bgp|[ap;]. |

Corolario 2.7.2
El producto de matrices es asociativo.

Corolario 2.7.3
Sea T : V — W una transformacién lineal y X una base de V, Y una base de
W, entonces si T es no singular x[T 1]y = (y[T]x)"!.

Demostracion. Tenemos que I =y [ly]y =y [T]x x[T ']y vy
I=x[lv]lx =x [Ty v[T]x. u

Corolario 2.7.4
Sea T : V — V una transformacion lineal, X,Y bases de V, entonces existe una
matriz no singular P con entradas en K tal que

y[T]y = Px[T]Xpil.
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Demostracion. Tenemos que y([T]y =y [IvT1lv]y =v [Ivlx x[Tlx x[lvly
defina P =y [1y]x y observe que P~ =x [ly]y. [ |

Proposicion 2.7.4
Si B = PAP~! para A,B,P € M,x,|K| y P no singular, entonces existe
T:K"— K"ybases X eY de K" tal que B=y [Ty y A =x [T]x.

Demostracion. Sea E = {ej1,...,e,} base estdndar de K". Definimos, T :
K" — K" tal que T'(e;) = Ae; es la j-ésima columna de A. Entonces tenemos
A =g [T]g, ahora vamos a definir y; = P~ 'e; (y; es la columna j-ésima de
P~1); observe que el conjunto Y = {y;} es base ya que P~! no es singular si
>-;a;y; = 0, entonces > ajP~le; = Pil(zj aje;) = 0, aplicando P en ambos
lados, obtenemos que ). aje; = 0 de donde a; = 0 para todo j. Es suficiente
con probar que B =y [Tfy; esto es, T(y;) = >_ b;;y;, donde B = [b;;]. Tenemos

T(y;) = Ay,
= AP_lej
= PilBej

=p! Z bijei

= Zbijp_lei
[

= Zbijyi

Definicién 2.7.2
Si T :V — W es una transformacién lineal, entonces el nicleo (o espacio nulo)
de T es

kerT ={v eV :T(v) =0},

y la imagen de T es
imT = {w e W :w=T(v) para algin v € V}.

Proposicion 2.7.5
Sea T : V — W una transformacion lineal.

i) kerT es un subespacio de V, imT es un subespacio de W.
ii) T es inyectiva si y sélo si kerT = {0}.
De la teoria de grupos, la prueba del inciso ii) es clara. Para el inciso i) se

sabe que kerT e ImT son subgrupos abelianos por lo que resta probar que son
cerrados bajo la multiplicacion escalar.
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Lema 2.7.1
Sea T : V — W una transformacion lineal.

i) Si T no es singular. Entonces para toda base X = vq,...,v, de V tene-
mos que T'(vy),...,T(vy,) base de W.

ii) Si existe una base X = vy,...,v, de V tal que T(vy),...,T(v,) es base
de W, entonces T es no singular.

Demostracion. i) Si T (> a;v;) = > a;T(v;) = 0siy sélo si Y av; € kerT =
{0}, entonces a; = 0 para todo i teniendo que T'(v1),...,T(vy,) es linealmente
independiente. Ahora T es no singular, por lo que para todo w € W existe v € V'
tal que w € T'(v) =T (> bjv;) = > b;T(v;). Por lo tanto T'(v;) generan a W.

ii) Para todo w € W tenemos w = Y b;T(v;) = T(>.b;v;) € imT. Por lo
tanto T' es sobreyectiva.

Ahoraseav € V tal que T'(v) = 0,siv = >, a;v;, entonces T'(v) = >, a;T(v;) =
0 por lo que a; = 0 para todo i por lo que v = 0, y entonces kerT = {0}. ]

Teorema 2.7.2
Si V' es un espacio vectorial de dimensiéon n sobre K. Entonces V ~ K™.

Demostracién. Tomamos una base de {v1,...,v,} de V y definimos T': V' —
K™ como v; — e; para todo i. T se extiende de manera lineal y por ii) del lema
anterior es no singular. |

Corolario 2.7.5
Dos espacios vectoriales de dimension finita V, W sobre K son isomorfos si y
solo si dimV = dimW.

Demostracion. Necesidad. Si T : V — W es no singular y vq,...,v, es base
de V entonces T'(vy),...,T(v,) es base de W por lo tanto dimV = dimW.

Suficiencia. dimV = dimW = n, por lo tanto V= K™y W = K™, |

Definicién 2.7.3
GL(n, K) es el conjunto de todas las matrices no singulares n x n con entradas
en K.

Proposicion 2.7.6
Sea V un espacio vectorial de dimensién n y X base de V', entonces

u: GL(V) = GL(n, K)

definido como T +— [T] =x [T]x es un isomorfismo de grupos.
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Demostracion. Anteriormente definimos la biyeccién p : Homx (V,V) —
Mat,,(K) como T — [T] =x [T]x, y se prob6é que T o S — [T o S] = [T][S],
ademds se vio que si T € GL(V), entonces [T] es no singular. Por lo tanto

u|GL(V) : GL(V) — GL(n, K) es homomorfismo inyectivo de grupos.

Por dltimo veamos que es sobreyectiva. Sea A € GL(n, K), puesto que pu es
sobreyectiva, existen S, T en Hom(V,V) tales que A = [T] y A=! = [S], luego
[T oS] =[T1[S] = Luxn, por lo tanto T o S = 1y. Por lo tanto T € GL(V). R

2.8. Anillo cociente y campos finitos

Recordemos que un ideal I C R de un anillo conmutativo, como subgrupo es
normal en R, entonces R/I estd definido. Y definimos el mapeo natural:
m:R— R/I
a—m(a)=a+1
a+I=b+TenR/Isiysblosib—a€el

Teorema 2.8.1
Si I < R ideal y R anillo conmutativo R/I es un anillo conmutativo y

m: R — R/I es un homomorfismo sobreyectivo de anillos.

Definimos (a + I)(b+ I) = ab + I como la multiplicacién.

Demostracion. Sélo veremos que las operaciones de suma y producto estan
bien definidas, puessia+1 =a +1yb+1 =0 + 1, entoncesa—a’' € [y
b—V el,ab—at =ab—ab+db—ab =(a—a)b+ (b—10)d’ €I, por lo
cual (a+I)(b+1)=(ab)+I=(a'b)+1=(a’+ 1) +I). Por otro lado,
(a+I)+(b+1I)=(a+b)+1I, ahorasi (a—a’) € I yb—1¥ € I, entonces
+b)—(a' +¥') € I, por lo tanto (a+1)+(b+1I) = (a+b)+I = (/' +V)+1 =

a
(a
(' + 1)+ (b +1I). Ademas las propiedades de R/I de anillo, se heredan R.

Observemos que 7(a) = a+1, entonces 7(a)w(b) = w(ab) y w(a)+7(b) = w(a+D).
Ademéds 7(1g) = 1g/7. Por lo tanto 7 es homomorfismo de anillos. [ |

Definicién 2.8.1
R/I es llamado el anillo cociente de R médulo 1.

Ejemplo 79
Sea Z/(m), con m un ideal principal generado por m; este coincide con el anillo
conmutativo Z,,.

(@ + (m))(b+ (m)) = ab+ (m) = [ab] = [a][b].
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Corolario 2.8.1
R anillo conmutativo, con I < R un ideal. Existe un anillo conmutativo A y un
homomorfismo de anillos 7 : R — A tal que kerm = 1.

Demostracién. Tenemos que 7 : R — R/I es tal que kerm = I. |

Teorema 2.8.2 (Primer teorema de isomorfismos.)
Si f: R — A es homomorfismo de anillos, entonces kerf < R ideal y imf C A
subanillo y R/kerf = imf.

Demostracion. Sea ¢ : R/I — A, con I = kerf definida como r + 1 —
p(r+1)= f(r). Asi definida ¢ es un isomorfismo de grupos abelianos, para el
cual p(1+7) = f(1r) = 14. Ademds

p(r+Dp(s + 1) = f(r)f(s) = f(rs) = p(rs + 1) = (p(r + Dp(s + 1))
]

Definicién 2.8.2
Si K es un campo. La interseccion de todos los subcampos de K es llamado el
campo primo de K.

Cualquier subcampo de C contiene a Q. Entonces el campo primo de C y R

es Q.

Proposicién 2.8.1
Si K es un campo, entonces su campo primo es isomorfo a Q 6 Z,. Para algin
primo p.

Demostracion. Consideremos X : Z — K, un homomorfismo de anillos defi-
nido como n — X(n) = ne; donde € es la unidad en K.

Como Z es dominio de ideales principales, entonces existe m € Z tal que tal
que kerX = (m).

Si m = 0, entonces X es inyectivo por lo cual debe existir una copia isomorfica
de Z que es un subanillo de K; Sea esta copia Z y Q = Frac(Z), entonces
QCKyQd~Q

Observe que imX C Q@ C K. Puesto que cualquier subcampo de K contiene
a €, entonces contiene a imy por lo cual contiene a Q ~ Q. Si m # 0, tenemos
que imyx ~ Z/(m) = Z, puesto que K es campo tenemos que imy es un domi-
nio entero, por lo tanto m es primo. Ademés imx = {0,¢€,2¢,...,(p — 1) e} ~ Z,
es un subcampo de K. Claramente, imy es el campo primo de K, ya que pa-
ra cualquier subcampo de K que contiene a € contiene a imy, por lo tanto
imy =~ Zy es el campo primo de K. |
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Definicién 2.8.3
Un campo k tiene caracteristica 0 si su campo primo es isomorfo a Q; un campo
k tiene caracteristica p si tiene campo primo isomorfo a Z, para algin primo p.

Los campos Q,R y C tienen caracteristica 0, cualquier campo finito tiene ca-
racteristica p.

Proposicion 2.8.2
Si k es un campo de caracteristica p > 0, entonces pa = 0 para todo a € k.

Demostracion. Como k es de caracteristica p, tenemos que p-1 = 0 pero 1 € k,
ademds 1-a = a, por lo tanto pa = p(la) = (pl)-a=0-a=0. [

Proposicion 2.8.3
Si k es un campo finito, entonces |k| = p™ para algin primo p y n > 1.

Demostracién. El campo primo de k, P es finito, por lo que no puede ser
isomorfo a el campo primo infinito @, por lo cual P ~ Z, para algin primo
p.Recordemos que k es espacio vectorial sobre P, k es finitamente dimensional,
y dimz,k = n, por lo tanto |k| = p". [ |

Proposicion 2.8.4
Sea k un campo e I = (p(x)) un ideal principal, con p(z) un polinomio no cero
en k[z], entonces los siguiente es equivalente:

i) p(x) es irreducible;
ii) k[z]/I es un campo;
iii) k[z]/I es un dominio.

Demostracion. i) implica ii). Suponga p(x) irreducible. Observe que I = (p(x))
es un ideal propio, asi que 0+ I # 1+ I € k[z]/I. Si f(z) + I € k[z]/I no es
cero, por lo tanto f(z) & I; por lo que, f(x) no es miltiplo de p(x), es decir
p(z) t f(x), por lo que p y f son primos relativos, es decir, (p(x), f(z)) = 1 por
lo tanto existen polinomios s y ¢t con 1 = sf + tp, por lo tanto 1 — sf € I luego
entonces 1+1 =sf+1= (s+I)(f+1). Por lo tanto todo elemento distinto de
cero en k[z]/I tiene inverso. Por lo tanto k[z]/I es campo. ii) implica iii); por
supuesto todo campo es un dominio entero.

iii) implica i) Si k[z]/I es un dominio. Si p(x) no es un polinomio irredu-
cible en k[z], entonces existe una factorizacién p(z) = g(z)h(x) en k[x] con
grad(g), grad(h) < grad(p); de aqui se sigue que g(x) &€ I y h(xz) & I es decir
g(x) +1 # 0% h(x) + I pero

(9(@) + D(h(z)+ 1) =pla)+ I =1

lo cual es una contradiccién y por lo tanto p(x) es irreducible. |
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Proposicion 2.8.5
Sea k un campo, sea p(z) € k[z] ménico irreducible de grado d, sea K = k[z]/I,
donde I = (p(z)) y ademds S =z + I € K:

i) Si K es un campo y k' = {a+ I : a € k} es un subcampo de K isomor-
fo a k. Por lo tanto, si k' se identifica con k. k puede expresarse como subcampo
de K.

ii) 8 es una raiz de p(z) en K.
iii) Si g(x) € k[x] y 5 es una raiz de g(z), entonces p(z)|g(z) en k[x].
iv) p(z) es el dnico polinomio ménico irreducible con raiz 3.

v) La lista 1,3, 32,..., 397! es una base de K espacio vectorial sobre el campo
k, por lo tanto dimy(K) = d.

Demostracién. i) El anillo cociente K = k[z] es un campo por proposicién
anterior. Ademds observe que 7 : k[x] — k[z]/I = K es homomorfismo de ani-
llos. Ahora tomando la restriccién n|y : k — K, definida como a — a + I es
isomorfo entre k ~ k’. Recordemos que k[x] es dominio entero. El grado de 0 no
estd definido; es inyectiva pues a +1 = b+ I, entonces a —b € I si a — b # 0,
entonces a — b € k serfa unidad, pero es una contradiccién pues I es propio. Por
lo tanto a — b = 0.

ii) Sea p(x) = ap + a1x + --- + ag_12%71 + x%, donde a; € k para todo i.
En K = k[z]/I tenemos que

p(B)=(ao+ 1)+ (ax +1)B+---+ (1+1)B*
=(a+D+(a+ D@+ +-+ QA+ I)(z+1)
=(ao+ 1)+ (az+1)+- + Lz +1)
=ap4+az+--+at+1
=plax)+I=1,

porque p(z) € I = (p(x)). Pero como I = 0+1 es el elemento cero de K = k[z]/I,
por lo tanto § es una raiz de p(z).

iti) Si p(x) t g(x) en k[z], entonces su maximo comin divisor es 1, ya que
p(z) es irreducible. Por lo tanto, existen s(x),t(z) € k[z] tal que

1= s(z)p(z) + t(z)g(z)

puesto que k[z] C K[z], podemos considerar esta ecuacién en K|[z]. Evaluando
en (8 nos llevara a la contradicciéon de que 1x = Of.
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iv) Sea h(xz) € k[z] un polinomio mdnico ireducible con 8 como rafz. Por la
parte anterior, tenemos que p(z)|h(z). Cémo h(x) es irreducible, tenemos que
h(z) = ep(x) para alguna constante ¢ € k; luego como h(z) y p(x) son ménicos,
tenemos que ¢ = 1 por lo tanto h(z) = p(z).

Todos los elementos de K son de la forma f(z) + I, donde f(x) € k[z]. Por
el algoritmo de la divisién, existen polinomios ¢(z),r(x) € k[z] con f(x) =
q(z)p(x) +r(z) y r(x) = 0 6 deg(r) < d = deg(p). Ahora como f —r =qgp € [
se tiene que f(z)+ 1 =r(x)+ 1. Sir(z) =by+bix+ - +bg_12% L conb; €k
para todo i, luego podemos ver que r(z) + I = by + b3 + - + bg_18%"1, por
lo tanto {1,3,...,3% "'} generan a K.

Para probar la unicidad, suponga que

bo+bif+ - +bi1 S = co e+ e B

definimos g(x) € k[x] por g(x) = Zf:_ol (b; — c;)x*; si g(z) = 0 hemos terminado.

Suponga que g(z) # 0, observe que g(8) = 0, entonces pl|g, entonces grad(p) <
grad(g) pero es una contradiccién. Por lo tanto g(x) = 0, entonces b; = ¢; para
todo #; de aqui se sigue que {1, 3,32%,..., 39!} es base de K. [ |

Definicién 2.8.4
Si K es un campo que contiene a k como un subcampo, entonces K es llama-
do un (campo) extensién de k y lo escribiremos K /k es una extension de campo.

Una extension de campo K de un campo k es una extensién finita de k si K es
un espacio vectorial de dimensién finita sobre k. La dimension de K, denotado
por [K : k], es llamado grado de la extensién K/k.

Ejemplo 80

El polinomio 22 + 1 € R[z] es irreducible luego entonces K = R[z]/(2% + 1) es
un campo de extensién de R de grado 2. Si 3 es una raiz de z? + 1, entonces
B2 = —1; por otro lado , todo elemento de K tiene una tnica expresién de la
forma a+b5, donde a, b € R, como podemos ver esta es una forma de construir C.

Para ver que existe un isomorfismo K — C. Considere la evaluacién ¢ : R[z] —
C, definido como f(z) — f(7).

Primero; ¢ es sobreyectiva, pues a + bi = ¢(a + bx) € imep. Segundo; tene-
mos que kero = {f(xz) € R[z] : f(¢) = 0}, el conjunto de todos los polinomios
que tienen 7 como raiz. Sabemos que x2+1 € kery, asi que (z2+1) C kery. Por
otro lado, ahora si tomamos g(z) € kere. Si i es una raiz de g(x) y su méximo
comtn divisor (g, 2% +1) # 1 en C[z]; por lo tanto (g, 22+ 1) # 1 en R[] por la
irreductibilidad de 2 + 1 en R[z] da 2% + 1|g(z), y por lo tanto g(x) € (22 +1)
por lo tanto kery = (22 + 1). Por tltimo el primer terema de isomorfismos nos
da que R[z]/(z2 +1) ~ C
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Definicién 2.8.5

Sea K /k una extensién de campo. Un elemento o € K es algebraico sobre k si
existe un polinomio no cero f(z) € k[z] tal que « es una de sus raices; en caso
contrario decimos, « es trascendental sobre k. Una extensién es algebraica si
todo a € K es algebraico sobre k.

Proposicion 2.8.6
Si K/k es una extensién de campo finita, entonces K/k es una extensién alge-
braica.

Demostracion. Por definicién, K/k finito significa que [K : k] = n < oo; esto
es, K es un espacio vectorial sobre k£ que tiene dimensiéon n. La lista de n + 1

vectores 1, o, 0?,...,a" es linealmente dependiente. Para todo o € K, entonces
existen cg,c1,...,¢, € k no todos cero, tal que > c;a® = 0. Por lo tanto el
polinomio f(r) = Y ¢;a' es distinto de cero, y a es una rafz de f(x) por lo
tanto, a es algebraico sobre k. |

Definicién 2.8.6
Si K/k es una extensién y a € K, entonces k(a) es la interseccién de todos los
subcampos de K que contienen a k y a a.

k(a) es el subcampo de K que se obtiene de k adjuntando « en k.

Andlogamente si A C K subconjunto no necesariamente finito; k(A) es el sub-
campo de K que se obtiene de k adjuntando A en k.

En particular si A = {z1,...,2,} es un subconjunto finito, entonces k(A) es
el subcampo més chico de K que contiene a A y k.

Teorema 2.8.3

i) Si K/k es una extensién y o € K es algebraico sobre k, entonces existe un
polinomio irreducible y ménico tinico p(x) € k[z] que tiene a como una raiz.
Més aun, si I = (p(x)), entonces k[x]/I ~ k(a); de hecho existe un isomorfismo

o - klal /T = k(a)

tal que (x + 1) = a'y ¢(c+ I) = ¢ para todo ¢ € k.

ii) Si o € K es otra raiz de p(z), entonces hay un isomorfismo
0: k(o) — k().

tal que 6(a) = o’ y O(c) = ¢ para todo ¢ € k.

Demostracion. i) Considere la evaluacién, el homomorfismo de anillos ¢ :
k[x] — K definido como

¢ fz) = fa).
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recordemos que tme C K subanillo, que consiste de todos los polinomios en
a. Ademds el kerp < k[z] es un ideal que consiste de todos los polinomios
f(z) € k[z] que tienen a a como rafz. Como todo ideal en k[z] es un ideal prin-
cipal, tenemos que kery = (p(z)) para algin polinomio ménico en k[z]. Pero
klz]/(p(x)) ~ imep el cual es un dominio, entonces p(x) es irreducible, por lo
anterior k[z]/p(x) es un campo, por lo tanto imep es subcampo de K que con-
tiene a k y a.

Ahora cualquier subcampo que contiene a k y « contiene imp, entonces
imy = k(). La unicidad de p(z) estd dada por la Proposicién 2.8.5

ii) Tenemos de la parte anterior i), que existen isomorfismos ¢ : k[z]/I — k(«)
y @ : klx]/I — k(') tales que p(c+ 1) = ¢y ®(¢) = ¢+ I para toda ¢ € k;
ademds p:x+I—ay ®:x+ I o, entonces la composicién § = o~ es

el isomorfismo deseado. |

Definicién 2.8.7

Si K/k es una extensién de campo y a € K es algebraico sobre k, entonces el
tnico polinomio ménico irreducible p(x) € k[z] que tiene o como una raiz es
llamado polinomio minimo de « sobre k y se denota como

irr(a, k) = p(x).
Por ejemplo irr(i,R) = 22 + 1, mientras que irr(i, C) = z — i.
Teorema 2.8.4

Sea k C E C K campos, con E extensién finita de k y K extensién finita de E.
Entonces K es extensién finita de k y

[K : k] =[K : E|[E: k]

Demostracién. Si A = {ay,...,a,} es base de E sobre k y si B = {b1,...,bn}
es una base de K sobre F, entonces es suficiente con probar que una lista X de
todo a;b; es una base de K sobre k.

Sea u € K, puesto que B es una base de K sobre E, existen escalares \; € F
tales que u = Y y Ajb;. Puesto que A es base de E sobre k, existen escalares
pji € k con \j = >, pjia;. Por lo tanto u = Zij mj;a;b;. Por lo tanto {a;bj}
generan a K sobre k.

Veamos la independencia lineal. Suponga que existen p;; € k con
Z ujiaibj =0.
]

Si definimos, A\; =Y, pjia; € E'y Zj A;b; = 0, entonces, por la independencia
lineal de B, A\; = 0 para todo j de donde, por la independencia lineal de A,
obtenemos que pj; = 0. [ |
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Ejemplo 81
Sea f(z) = z* — 1022 + 1 € Q[z]. Las posibles raices racionales de f(z) son =1,
pero f(£1) = —8 # 0. Por lo tanto f(x) no tiene factores lineales.

Observe que las raices reales de f(x) son:

3?2 = 542/6 = 242v/2v/3+3; también observe que (va+vb)? = a+2\/avb+b,
entonces f = ++v/2 + /3 son las raices reales de f(x).

Sea g(x) un factor cuadratico de f(z), entonces g(x) = (z — av/2 — bv/3)(z —
cV/2 —dv/3) con a,b,c,d € {1}, luego entonces g(z) = 22 — ((a +c)v2 + (b +
d)V/3)z + 2ac + 3bd + (ad + be)V/6.

Ahora, (a+c)v2+ (b+d)\/3 es racional si y s6losi a+c =0y b+d = 0, luego
entonces ad +cd =0y cb+ cd = 0, por lo cual ad 4 cb = —2c¢d # 0 por lo tanto
el término constante de g(z) es irracional. Por lo tanto g(z) & Q[z].

Por lo tanto f(x) es irreducible en Q[z]; por lo que E = Q(5) ~ Q[x]/(f(z)). Si
B = /24 /3, entonces irr(f,Q) = f(z).

Por otro lado sea E = Q(B) y sea F = Q(v/2,v/3) , entonces Q C E C F
extensiones de campo y

[F:Q]=[F: E|[E:Q]

Observe que [F : Q] = 4. Ademés [F : Q] = [F : Q(+v/2)][Q(v/2) : Q]; puesto
que v/2 es raiz del polinomio ménico irreducible z? — 2 en Q[z], tenemos que
[Q(v2) : Q] = 2. Por otro lado [F : Q(v/2)] < 2, ya que si v/3 pertenece a
Q(\/ﬁ)7 entonces el grado de esta extensién es 1, o el polinomio 22 — 3 es irre-
ducible en Q(v/2)[x] por lo tanto [F : Q] < 4, pero [E : Q] = 4, luego entonces
[F : Q] = 4, de aqui tenemos [F : E] = 1, por lo tanto Q(v/2++/3) = Q(v/2,V3).

Es decir F' se obtiene de Q adjuntando las raices de f pero también adjun-
tando las raices de (2% — 2)(2? — 3).

Teorema 2.8.5 (Kronecker)

Si k es un campo y f(z) € k[z], entonces existe un campo K tal que k C K
como subcampo en el cual f(x) se descompone como producto de polinomios
lineales en K|x].

Demostracidon. La prueba serd por induccién sobre grad(f). Si grad(f) = 1,
entonces f(z) es lineal, es decir, K = k. Si grad(f) > 1, tenemos f(z) =
p(x)g(zx), con p(x) irreducible; sea z una raiz de p(x), sabemos que existe un
campo F que contiene a K y z. Entonces en F[z], p(z) = (z — 2)h(z) v f(z) =
(x — 2)h(z)g(x). Por induccién existe K un campo que contiene a F en el cual
h(z)g(x), y por lo tanto f(x) son productos de factores lineales en K|[z]. |
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Definicién 2.8.8
Sea k C K y sea f(x) € k[z]. Diremos que f(z) divide sobre K si

flx)=alz—z1)...(x — zn),

con z1,...,2, € K y a € k distinto de cero.

K es el campo de descomposicién de f/k. Si f no se descompone sobre ningin
subcampo propio de K.

Por ejemplo, considere 22 +1 € Q[z] se descompone totalmente en C sin embargo
el campo de descomposicién es Q(i); el campo de descomposicién de 2% +1 € R[z]
es R(i) = C. En un ejemplo anterior vimos que E = (v/2 + /3) es campo de
descomposicién de los polinomios f(x) = 24— 1022 +1y g(z) = (22 —2)(2?-3).
La existencia de un campo de descomposicion es una consecuencia del teorema
de Kronecker

Corolario 2.8.2
Sea k un campo, y sea f(x) € k[z]. Entonces un campo de descomposicién de
f(z) sobre k existe.

Demostracién. Por el teorema de Kronecker existe K/k tal que f(x) se des-
compone en K|z]; es decir, f(z) = a(z — a1)...(x — ay,). El subcampo E =
k(aq,...,a,) de K es el campo de descomposicién de f sobre k. ]

Proposiciéon 2.8.7

Sea p un primo, y sea k un campo. Si f(z) = 2P — ¢ € k[z] y « es una raiz
p-ésima de ¢ (en algin campo de descomposicién), entonces f(x) es irreducible
en k[z] 6 c tiene una raiz p-ésima en k. En cualquier caso, si k contiene las raices
p-ésimas de la unidad, entonces k(«) es un campo de descomposicién de f(x).

Demostracion. Por el teorema de Kronecker existe una extensién de campo
K /k que contiene a todas las raices de f(z). Si of = ¢, entonces cualquier raiz
p-ésima de c es de la forma wa, donde w es una raiz p-ésima de 1, es decir, w
es raiz de zP — 1.

Si f(x) no es irreducible en k[x], entonces existe una factorizacién f(x) =
g(x)h(z) en k[z] con g(z) no constante y d = grad(g) < p.

Sea [ el término constante de g(x), es el producto de algunas de las raices
de f(z):

+b = a%w con alguna raiz p-ésima de 1,
observe que (£b)? = (adw)? = c.
Ahora p es primo y d < p, luego entonces (d,p) = 1, entonces existen s,t € Z
tal que 1 = sd + tp, entonces

c=cSIHP = 3detp — (Lp)PsctP = (£b5ch)P
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y £b°ct € k. Por lo tanto k contiene una raiz p-ésima de c.

Si a es una raiz p-ésima de ¢, entonces f(z) = [[,(z — wa), w corre sobre
las raices p-ésimas de la unidad. Asumiendo que w € k, para toda raiz p-ésima
de 1, entonces k() es campo de descomposicién de f(z). |

Ejemplo 82
Para todo primo p, 2P — 2 es irreducible en Q[x].

Teorema 2.8.6 (Galois.)
Si p es primo y n € N, entonces existe un campo que contiene exactamente p”
elementos.

Demostracion. Consideramos ¢ = p”, y el polinomio
9(z) = 2% —x € Fp[a]

por el teorema de Kronecker, existe un campo K que contiene a F), tal que g(z)
es un producto factores lineales en K|[z] (se descompone totalmente). Se define

E={a€eK:g(z)=0} CK; F,CK

K campo de caracteristica p, entonces pa = 0 para todo a € K. Observe que
g (z) = p"xz?~! —1 = —1 € F,[z], luego entonces tenemos que (g,¢’) = 1, por
lo cual todas las raices de g(x) son distintas, por lo tanto |E| = p™.

Veamos que FE es campo. Sean a,b € E, entonces a? = a y b? = b. Por lo
tanto (ab)? = ab € E. Luego tenemos que (a — b)? = a? — b? € K. Finalmente,
a # 0, entonces a? = a, por lo tanto a?~! = 1. Por lo tanto ™! = a?72 € E.
|

Notaciéon 1
Denotaremos un campo finito con ¢ = p" elementos para p primo por [Fy.

Corolario 2.8.3

Para todo primo p y todo entero n > 1, existe un polinomio irreducible g(x) €
F,[x] de grado n. De hecho, si a es un elemento primitivo de Fpn, entonces su
polinomio minimo g(z) = irr(a,F,) tiene grado n.

Demostracion. Sea E/F, una extensién finita con p” elementos, y sea a € E
un elemento primitivo. Entonces E = F,,(«), observemos que g(z) = irr(a, Fy) €}
F,[x], con g(a) = 0 es irreducible. Si grad(g) = d, entonces [Fp[z]/(g(z)) : Fp] =
d, pero, F,[z]/(g(z)) ~ F,(a) = E'y [E : Fp] = n, por lo tanto n = d, por lo
tanto g(z) es irreducible de grado n en F[z]. |
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Ejemplo 83
Si

a b
k{{ b a_’_b}.a,bGZz} es campo y |k| =4

ahora sea q(r) = 22+z+1 € Fy[x] irreducible ménico, entonces F = Fa[x]/(q(z))
campo con base {1+ {(q(z)),z + (¢(x))}; por lo tanto los elemntos de F' son de
la forma a + bz y a,b € Zsy, con z = x + {q(z)).

Observe que z es rafz de q(x) en F, entonces 0 = 22 +z2+1 € Fy 23 =
222 =2(z4+1)=22+z2=1.Porlotanto 22 =2+ 1y 2% = 1.

Se puede ver que
¢ k — F es isomorfismo de anillos

con

Lema 2.8.1
Sea f(x) € k[z], donde k es un campo y sea E campo de descomposicién de
f(x) sobre k. Sea ¢ : k — k' un isomorfismo de campos, sea ¢* : k[z] — k'[z] el
isomorfismo

n

glz) =ap+arx+- - +a,x" = g"(x) = p(ag) + plar)z + - - + plan)x

Sea E’ el campo de descomposicién de f*(z) sobre k’, entonces existe un
isomorfismo ® : E — E’ que extiende .

Demostracion. Por induccién en d = [E, k]. Si d = 1, entonces f(z) se des-
compone en factores lineales en k[x], entonces se sigue que f*(z) se descompone
en factores lineales en k'[z]. Por lo tanto d =@y k=FE — k' = F’.

Ahora sea d > 1y ¢ : k — k' isomorfismo, entonces ¢* : klx] — k'[z] iso-
morfismo de anillos. Sea f(z) = p(x)g(z) con p(z) € k[x] irreducible ménico

por lo tanto f*(z) = p*(x)g*(z) y p*(z) € k'[x].

Sea z raiz de p(x) y 2’ raiz de p*(z), entonces
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Para el paso inductivo, sea z raiz de f(x) en E sobre k y sea p(z) = irr(z, k).
Observe que grad(p) > 1 pues z € k. Ademaés [k(z) : k] = grad(p).

Sea 2z’ una raiz de f*(x) en E’ sobre k' y p* = irr(z',k’) el correspondiente
polinomio ménico irreducible en k’[z]. Entonces existe un isomorfismo entre

@ k(z) = K (2)

@ extiende ¢ con @(z) = 2’ observe que f(z) es un polinomio con coeficientes
en k(z) pues k C k(z) y klz] C k(2)[z] podemos decir que E es campo de
descomposicién sobre k(z); esto es

E= k(Z)(Zl, e 7Z7L)
donde 21, ..., 2, son raices de f(z)/(x — z); después de todo
E=k(zz1,...,20) = k(2)(21,...,20).

Similarmente, E’ es campo de descomposicién f*(x) sobre k'(z’). Pero [E :
k(z)] < [E : k] por hipdtesis de induccién existe ® : E — E’ isomorfismo que
extiende ¢ y entonces extiende a . |

Teorema 2.8.7

Si k es un campo y f(x) € k[z], entonces cualesquiera dos campos de descom-
posicién de f(x) sobre k son isomorfos con un isomorfismo que fija k punto a
punto.

Demostracion. Sea E'y E' campos de descomposicién de f(x) sobre k tomando
¢ =k — k, definido como a — a; la identidad del lema anterior, se obtiene el
resultado. ]

Corolario 2.8.4
Cualesquiera dos campos finitos de p™ elementos, son isomorfos.

Demostracion. Si E es un campo con ¢ = p” elementos , el teorema de La-
grange aplicado en E*, entonces cualquier elemento de E es raiz del polinomio
f(z) = 27 — x € F,[z]. Por lo tanto E es campo de descomposicién de f(z).
Cualquier campo de p™ elementos es campo de descomposicién de f(z) y por
teorema anterior cualesquiera dos campos de p™ elementos son isomorfos. W

2.9. Ideales primos y maximales.

Proposicién 2.9.1 (Teorema de la correspondencia.)
Si I es un ideal propio en un anillo conmutativo R, entonces existe una
biyeccién que conserva inclusién, es decir, {J < Rideales : I C J C R} +
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{Ideales de R/I} donde m : R — R/I es el mapeo natural y ¢ : J — w(J) =
J/I={a+TI:a€J}.

Demostracion. Consideremos a (R, +) s6lo como grupo abeliano y I C R co-
mo subgrupo. El teorema de correspondencia de grupos nos proporciona una
biyeccién que preserva inclusién. Sea ®:{Todos los subgrupos de R que contie-
nen a I}— {todos los subgrupos de R/I}; donde ®(J) =II(J) = J/I.

Si J € R es un ideal, entonces ®(J) < R/I ideal. Para todor € Ry a € J
tenemos que ra € J, por lo tanto (r+1I)(a+ 1) =ra+ 1 € J/I. Sea

Y= (I>|Todos los ideales en I<J<R

note que ¢ es inyectiva por que ® también lo es. Para mostrar que ¢ es sobre-
yectiva; sea J* < R/I un ideal.

Ahora II7*(J*) es un ideal entre I y R (II"*(J*) contiene a I = II"!({0}) C
-1(J)). Ademas o(IT71(J*)) = I(IT~1(J*)) = J*. Por lo tanto es sobreyectiva.
Es decir, cualquier ideal de R/I tiene la forma J/I para algin J con I C J C R
ideal. |

Ejemplo 84

Sea I = (m) un ideal no nulo y m € Z. Si J es un ideal en Z que contiene a I.
Sabemos que J = (a) para algtin a € Z pues Z es dominio de ideales principales
y (m) C (a), entonces a|m. Por el teorema de la correspondencia, cualquier ideal
en Z,, tiene la forma ([a]) para algin divisor a de m.
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Definicién 2.9.1
Un ideal I en un anillo conmutativo R es llamado un ideal primo, si I £ Ry
ab € I, entoncesaclobel.

Ejemplo 85
Algunos ejemplos de ideales primos.

1) R anillo conmutativo no cero es un dominio entero si y sélo si ab = 0,
entonces a = 0 0 b = 0. Por lo tanto el ideal (0) = {0} < R es un ideal primo si
y sblo si R es dominio entero.

2) Los ideales primos de Z son (p) con p un primo o p = 0. Observe que
(m) = (—m) generan el mismo ideal principal; asi que restringimos nuestra
atencién a generadores no negativos. Si p = 0, el resultado se sigue de 1) para
Z un dominio.

Si p > 0 primo, observe que (p) es un ideal propio pues de lo contrario 1 € (p),
entonces existe ap = 1, pero esto es una contradiccién. Ahora si ab € (p), en-
tonces p|ab; por el lema de Euclides pla o p|b, esto es a € (p) o b € (p). Por lo
tanto (p) es un ideal primo.

Contrariamente, si m > 1 no es primo, entonces m = ab para 0 < a < m y
0 < b < m; entonces ni a ni b son multiplos de m y por lo tanto a & (m) y
b ¢ (m). Pero ab=m € (m). Por lo tanto (m) no es ideal primo.

Proposicion 2.9.2
Un ideal T en un anillo conmutativo R es un ideal primo si y sélo si R/I es un
dominio.

Demostracion. Necesidad. Sea I un ideal primo. Como I es un ideal propio,
entonces tenemos que 1 ¢ I y por lo tanto 1 +1#0+ 1 en R/I.

Si(a+I)(b+ 1) =0+ I, entonces ab € I. Como I es un ideal primo, en-
toncesa € T obe I, entoncesa+I=0+10ob+1=0+1.Porlo tanto I es
primo, entonces R/I es dominio entero.

Suficiencia. Si R/I es dominio entero, tenemos que 1 + I es distinto de 0 + I,
por lo que 1 no pertenece a I, entonces I es un ideal propio en R. Ahora, sean
a,b € R tales que ab € I, entonces ab+ I =0+ 1 porloquea+I=0+1o0
b+I=0+4+1,conlocualaelobel. |

Proposicion 2.9.3
Si k es un campo, entonces un polinomio no cero p(z) € k[z] es irreducible si y
sélo si (p(z)) es un ideal primo.

Demostracién. Tenemos que p(z) € k[z] es irreducible si y sélo si k[z]/(p(x))
dominio entero si y sélo si (p(x)) es ideal primo. |
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Definicién 2.9.2
Un ideal I en un anillo conmutativo es ideal méximo si es un ideal propio y no
existe un ideal J tal que I € J € R.

Ejemplo 86
El ideal {0} es maximo si y s6lo si R es campo.

Proposicion 2.9.4
Un ideal propio I en un anillo conmutativo no cero R es ideal maximo si y s6lo
si R/I es un campo.

Demostracion. Por el teorema de la correspondencia para anillos se puede ver
que I es maximo si y sélo si R/I no tiene otros ideales méas que I/Iy R/I siy
sélo si R/I es campo. [ |

Corolario 2.9.1
Todo ideal maximal I en un anillo conmutativo R es un ideal primo.

Demostracidon. Si I es un ideal méximo, entonces R/I es un campo. Luego,
como todo campo es dominio entero, R/I es un dominio entero, y por lo tanto
I es un ideal primo. ]

Ejemplo 87

El inverso del corolario anterior es falso. Por ejemplo; considere el ideal principal
(x) € Z, observe que Z[z]/(z) ~ Z; donde Z es dominio entero, entonces (z)
es ideal primo en Z[z]. Sin embargo Z no es campo, entonces (z) no es ideal
maximo.

Ejemplo 88
Sea k un campo y a = (ay,...,a,) € k™. Definimos el mapeo evaluacién como
ea klxy, ... 20 = k
por
ea: f(X1, . xn) = flar,...,an).

Tenemos que e, es homomorfismo sobreyectivo de anillos, entonces

k[xla"'axn]
ko~ —2 2
ker e,

por lo tanto ker e, es maximo.

Teorema 2.9.1
Si R es un dominio de ideales principales, entonces cualquier ideal primo no
nulo I es un ideal méaximo.
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Demostracion. Asuma que existe un ideal propio J tal que I C J. Como R
es dominio de ideales principales, I = (a) y J = (b) para a,b € R. Ahora a € J,
entonces ¢ = rb para algin r € R, entonces rb € I; pero, I es un ideal primo
por lo tantor € T ob e 1.

Sir € I, entonces r = sa para algin s € Ry a = sab, entonces sb = 1
pertenece a J, por lo tanto J = R. Si b € I, entonces J C I, por lo tanto I = J.
[ |

Proposicion 2.9.5
Sea R un anillo conmutativo y P un ideal primo. Si I, J son ideales con IJ C P,
entonces I C Po J C P.

Demostracion. Suponga que I & Py J € P, entonces existe a € [ y b € J
con a,b ¢ P. Pero ab € IJ C P, lo cual contradice el hecho de que P es primo.
[ |

Proposicién 2.9.6
Sea B un subconjunto de un anillo conmutativo R el cual es cerrado bajo suma
y producto:

i) Sea Ji,...,J, ideales en R, y por lo menos n — 2 de ellos son primos. Si
B C JyU---UJ,, entonces B esta contenido en algin J;.

ii) Sea I un ideal en R con I C B. Si hay ideales primos P,..., P, tal que
B-ICPU---UP,, entonces B C P; para algun 1.

Demostracién. i) Por induccién sobre n > 2. Para el caso base tenemos que
n = 2, entonces ninguno de los ideales J; o Jy necesita ser primo. Si B € Js,
entonces existe by € B tal que by € Jo; como B C J; U Js, entonces by € Ji.
Similarmente, si B € Jp, existe bo € B con by &€ J; y by € Jo. Sin embargo, si
y = b1 +bs € B, entonces y ¢ J; de otro modo, bs =y —b; € J; (porque ambos
y y b1 estdn en Jp). De forma similar, y & Ja, lo cual contradice el hecho de que
BC J UdJs.

Para el paso inductivo, asuma que B C J; U --- U Jy41, donde al menos
n—1=(n+ 1) — 2 para algin J; son ideales primos. Sea

Di=JiU--UJiU-UlJpiq.

Como D; es una unién de n ideales al menos (n — 1) — 1 = n — 2 de ellos es
primo, supongamos que B ¢ D; para todo i. Por lo tanto, para todo i existe
b; € B con b; € D;; como B C D; U J;, tendremos que b; € J;. Ahora sean > 3,
entonces al menos uno de los J; es un ideal primo; por notacién asuma que J;
es primo. Considere el elemento

Yy = bl +b2b3~'~bn+1.
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Como todos los b; € B y B es cerrado bajo la suma y producto, y € B. Ahora
y & Ji; sino de otra forma babs - - - b,11 =y — by € J1. Como J; es primo, algin
b; € J; para i # 1. Esto es una contradiccion, pues b; € D; O J1. Sii > 1y
y € J;, entonces babs - - - by € J; para i # 1, porque J; es un ideal, por lo tanto
b1 = y—babs---byt1 € J;. Esto no puede ser, ya que by ¢ Dy 2 J;. Por lo tanto,
y & J; para cualquier ¢, contradiciendo el hecho de que B C J; U--- U Jy41.
Por lo anterior, obtenemos que existe un ¢ tal que B esta contenido en D;, ob-
teniendo el resultado por hipdtesis inductiva

ii) La hipdtesis nos dice que B C T U Py --- U P,, asi que de la parte ante-
rior tenemos que B C I o B C P;. Y como [ es un subconjunto propio de B, la
primera posibilidad no puede ocurrir. ]

2.10. Dominios de factorizacion unica

Definicién 2.10.1
Dos elementos a, b en un anillo conmutativo R seran llamado asociados si existe
una unidad v € R con b = ua.

Ejemplo 89

Las unidades en Z son {1, —1}, y por lo tanto, los tinicos asociados a cualquier
entero m € Z son {m,—m}; en k[x] con k un campo, las unidades son las
constantes distintas de cero, por lo tanto los inicos asociados para el polinomio
f(z) € k[z] son los polinomios uf(z), con u € k y u # 0. Las unicas unidaddes
en Z[x] son %1, por lo tanto los tinicos asociados de un polinomio f(x) € Z|x]
son £ f(x).

En un anillo conmutativo R, si a y b son asociados, entonces generan el mismo
ideal principal; el caso contrario puede ser falso si R no es un dominio.

Proposicion 2.10.1
Sea R un dominio y sean a,b € R;

i) alby bla siy sélo si a y b son asociados.
ii) Los ideales principales son (a) y (b) son iguales si sélo si a y b son asociados.

Demostracion. i) Si alby bla, entonces existen r, s € R tal que b =ray a = sb,
por lo tanto b = ra = rsb. Si b = 0, entonces a = 0; si b # 0, entonces podemos
cancelarlo (recuerde que R es un dominio) para obtener 1 = rs. Ahora a = ub
para u € R una unidad, entonces b|a. Similarmente u~'a = b para v~! unidad,
entonces alb.

ii) Necesidad. Si (a) = (b), entonces a € (b); como, a = rb para algin r € R, y
por lo tanto bla. Similarmente, b € (a) implica que alb, y por i) vemos que que
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a y b son asociados.

Suficiencia. Si @ = ub, con u una unidad, entonces a € (b) y (a) C (b). De
forma similar b = u~!a implica (b) C (a), y por lo tanto (a) = (b). [ ]
Observacion 51

Recuerde que un elemento p en un dominio entero R es irreducible si es distinto
de 0, no unidad y sus dnicos factores son unidades o asociados.

Corolario 2.10.1
Si R es un dominio de ideales principales y p € R es irreducible, entonces (p) es
un ideal primo.

Demostracion. Veamos que (p) es maximo. Sea I un ideal tal que (p) C I.
Como R es dominio de ideales principales, existe un ¢ € R tal que I = (q).
Adema&s como p € (q), entonces p = gr para algin r € R. Como p es irreducuble
nos dice que ¢ es un asociado o una unidad.En el primer caso, (p) = (¢); ahora
en el segundo caso (¢) = R. Se sigue que (p) es un ideal mdximo, y por lo tanto
es un ideal primo. |

Definicion 2.10.2
Un dominio R es un dominio de factorizacién unica si:

i) Si para todo r € R distinto de cero y no es una unidad, es producto de
irreducibles;

ii) Si upy - Pm = vq1---qn, con u y v unidades y todo p; y g; irreducibles,
entonces m = n y existe una permutacién o € Sy, con p; y ¢,(;) asociados para
todo 1.

Proposicion 2.10.2

Sea R un dominio en el cual todo r € R no cero y no unidad, es un producto
de irreducibles. Entonces R es un dominio de factorizacién tnica si y sélo si (p)
es un ideal primo en R para todo elemento irreducible p € R.

Demostracion. Suponga que R es un dominio de factorizaciéon tnica. Si a,b €
Ry ab € (p), entonces existe r € R tal que

ab = rp.

Factorizando cada a,b y r en irreducibles; por factorizacién unica, el lado iz-
quierdo de la ecuacion tiene que involucrar un asociado a p, este surge como un
factor de a o b, y por lo tanto a € (p) o b € (p).

Ahora asuma que upy - pm = vq1 - Gn con u,v unidades y p;, ¢; irreduci-
bles. La demostracién serd por induccién sobre el maz{m,n}.
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Si max{m,n} = 1, entonces up; = wvqy, por lo tanto p;,q; son asociados.
Para el paso inductivo, la ecuacién original nos muestra que p1|q; - - - ¢,. Por
hipétesis inductiva, (p1) es un ideal primo, existe algin ¢; con p1|g;. Pero ¢;,
es irreducible y no tiene divisores més que las unidades y los asociados, por lo
tanto ¢; y p1 son asociados y ¢; = up; para alguna unidad u. Cancelando p;
por ambos lados, tenemos ps -+ P, = uq1 -+ - §j - - - gn. Por hipdtesis inductiva,
m—1=n—1 (asl que m = n) y después del posible reacomodo de indices, ¢;
v p; son asociados para todo i. |

Lema 2.10.1
i) Si R es un anillo conmutativo y

Il gIQ g gln gIn+1 g
es una cadena ascendente de ideales en R. Entonces J = Uj<y, I, es unideal en R.

ii) Si R es un dominio de ideales principales, entonces no existen cadenas infi-
nitas ascendentes de ideales

IlgIQ-,ngIn_,CerHg

iii) Sea R un dominio de ideales principales. Si 7 € R no es 0 o una unidad,
entonces 7 es un producto de irreducibles.

Demostracidn. i) Afirmamos que J es un ideal. Si a € J, entonces a € I,, para
algin n; si r € R, entonces ra € I, porque I,, es un ideal; por lo tanto ra € J.
Sia,b € J, entonces existe ideales I, y I, cona € I,, y b € I,;; ya que la cadena
es ascendente, podemos asumir que I,, C I,,, entonces a,b € I,,. Como I, es
un ideal, a+ b€ I, y a+ b € J. Por lo tanto J es un ideal.

ii) Si por el contrario, existe una cadena estrictamente ascendente infinita, en-
tonces definimos J = Up,>11,. Por i), J es un ideal; y como R es dominio de
ideales principales, tenemos J = (d) para algin d € J. Ahora d estd dentro de
J por lo que d pertenece a I,, para algin n. Por lo tanto

J:(d)glngInJrnga
pero esto es una contradiccién.

iii) Un divisor r de un elemento a € R es llamado divisor propio de a si r no es
unidad o no es un asociado de a. Si r es un divisor de a, entonces (a) C (r); si
r es un divisor propio, entonces (a) C (r), pues si la inecuacién no es estricta,

entonces (a) = (1), y esto forza a y r ser asociados.

Vamos a llamar a un elemento no unidad y distinto de cero a € R bueno si
es un producto de irreducibles; de otro modo, llamaremos al elemento a malo.
Mostraremos que no hay malos elementos. Si a es malo, este no es irreducible,
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y por lo tanto a = rs, donde ambos r y s son divisores propios. Pero el pro-
ducto de buenos elementos es un buen elemento, y por lo tanto al menos uno
de los factores, digamos r es malo. Por lo anterior vemos que (a) C (7). Luego
seguimos por induccién, que existe una sucesion a; = a, as =71, A3, ..., 0n, - - -
de malos elementos con cada a,4+1 un divisor propio de a,, y esto produce una
cadena infinita estrictammente creciente

(a1) S (a2) €+ € (an) S (@nt1) S - -,
contradiciendo la parte ii) de este lema. ]

Teorema 2.10.1

Si R es un dominio de ideales principales, entonces R es un dominio de factoriza-
cién unica. En particular, todo anillo euclidiano es un dominio de factorizaciéon
unica.

Demostracion. Tenemos que R es dominio de ideales principales y p es irredu-
cible, entonces (p) es primo. Ademds como R es dominio de ideales principales,
entonces para r # 0 y no unidad, por lema anterior parte iii), r se descompone
como producto de irreducibles, entonces R es dominio de factorizacién tnica.
|

Proposiciéon 2.10.3
Si R es dominio de factorizacién tinica, entonces un méaximo comun divisor de
cualquier conjunto finito de elementos aq,...,a, € R existe.

Demostracion. La prueba serd por induccién sobre el niimero de elementos.
Es suficiente con probar la existencia para a,b € R. Sean

— €1,,62 €t
a_upl p2 pt

b= Up{1p22 .. .ptft,
con u,v unidades y e; > 0y f; > 0 para todo i. Es facil ver que si c|a, entonces
la factorizacién de c¢ en irreducibles es ¢ = wp{'p3? - - - p§*, con w una unidad y
0 < g; < e; para todo i. Por lo tanto, ¢ es un divisor comin de a y b si y sélo si
g; < m; para todo 7, con

m; = min{e;, fi}.

Ahora es claro que p*'p5? -+ py"* es maximo comun divisor de a y b. |

Definicion 2.10.3

Elementos a1, ..., a, en un dominio de factorizacién tnica son llamados primos
relativos si el maximo comun divisor de ellos es una unidad; esto es, todo divisor
comun de aq,...,a, es una unidad.
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Definicién 2.10.4

Un polinomio f(z) = anax™ + -+ a1z + ag € Rz], donde R es un dominio de
factorizacién unica, es llamado primitivo si sus coeficientes son primos relativos;
esto es, el tnico divisor comun de a,,...,ai, ag son unidades.

Observacién 52

Si R es un dominio de factorizacién unica, y p(x) € R[z] un polinomio irreducible
de grado positivo es primitivo. Si no, entonces existe un irreducible ¢ € R que
divide cada uno de sus coeficientes: p(z) = gg(x) puesto que p(x) es irreducible
y ¢ es un factor no unidad, tenemos que ¢ es asociado a p(x), sin embargo
polinomios asociados tienen el mismo grado, teniendo una contradiccion ya que
el grado de g es cero, concluyendo que todo polinomio irreducible con coeficientes
en un dominio de factorizacién tinica es primitivo.

Lema 2.10.2 (Lema de Gauss)
Si R es un dominio de factorizacién tnica y f(z), g(z) € R[x] ambos primitivos,
entonces su producto f(z)g(x) es también primitivo.

Demostracion. Sea w : R — R/(p) el mapeo natural definido como 7 : a
a+(p), es homomorfismo de anillos. Sea 7 : R[z] — R/(p)[z] el mapeo que reem-
plaza cada coeficiente ¢ de un polinomio en R[x] por 7(c), es un homomorfismo
de anillos. Si un polinomio h(z) € R[x] no es primitivo, existe algin irreducible
p € R tal que los coeficientes de 7 (h(z)) son 0 en R/(p); es decir 7(h) = 0 en
(R/(p))[z]. Por lo tanto, si el producto f(z)g(x) no es primitivo, existe algin
irreducible p con 0 = 7(fg) = 7(f)7(g) en (R/(p))[z]. Ahora como (p) es un
ideal primo, R/(p) es un dominio, y por lo tanto (R/(p))[z] es también un do-
minio. Pero, ni 7(f) ni 7(g) es 0 en (R/(p))[z], porque f y g son primitivos, y
esto contradice que (R/(p))[z] sea un dominio. [ |

Lema 2.10.3
Sea R un dominio de factorizacién unica, sea Q = Frac(R), y sea f(z) € Q|x]
distinto de cero.

i) Existe una factorizacién

f(@) = () [ (),

con c(f) € Qy f*(x) € R[z] es primitivo. La factorizacién es tnica en el sentido
de que si f(z) = qg*, con ¢ € Q y ¢g*(x) € R|x] es primitivo, entonces existe
una unidad w € R con ¢ = we(f) y g* = w=Lf*(x).

ii) Si f(z),g(z) € Rx], entonces ¢(fg) v c(f)c(g) son asociados en Ry (fg)*,
f*g* son asociados en R|x].

iii) Sea f(x) € Qx] tiene una factorizacién f(z) = gg*(x), donde ¢ € Q' y
g*(z) € R[x] primitivo. Entonces f(x) € R[x] si y sélo si ¢ € R.
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iv) Sea g*(x), f(z) € Rx]. Si g*(x) es primitivo y ¢g*(z)|bf(z), con b € Ry
b # 0, entonces ¢*|f(x).

Demostracion. i) Sea f(z) € Qlx], entonces existe b € R tal que bf(x) € R|x].
Si d es el maximo comun divisor de todos los coeficientes de bf(z), enton-
ces (b/d) f(x) € R[z] es un polinomio primitivo. Si definimos ¢(f) = d/b y
f*(x) = (b/d)f(x), entonces f*(x) es primitivo y f(x) = e(f)f*(x).

Para probar la unicidad, supongamos que c(f) f*(z) = f(z) = qg*, con ¢(f),q €
Qy f*(x),g"(z) € R[z]. Ahora tomemos ¢q/c(f) = u/v tal que u,v son primos
relativos en R. La ecuacién v f*(x) = ug*(z) estd en R[z]; igualado coeficientes,
v es un divisor comin de cada coeficiente de ug*(x). Como u y v son primos
relativos, entonces v divide a los coeficientes de g* (). Pero g*(x) es primitivo,
y por lo tanto v es una unidad. Un argumento similar muestra que u es una
unidad. Por lo tanto, ¢/c(f) = u/v es una unidad en R, llamémoslo w; tenemos

we(f) =qy f*(x) = wg*

ii) Existen dos factorizaciones de f(z)g(z) en Rlx]: f(z)g(x) = c¢(fg)(f(x)g(z))*
y f(x)g(x) = c(f)f*(x)e(9)g™(x) = c(f)e(g)f*(x)g” (). Como el producto de
polinomios primitivos es primitivo, cada uno de estos es una factorizacién y
tenemos que ¢(fg) un asociado de ¢(f)c(g) y (fg)* un asociado de f*g*.

ili) Si ¢ € R, entonces es obvio que f(z) = qg*(x) € R[x]. Contrariamente,
si f(x) € R[], entonces no hay necesidad de despejar los denominadores, por
lo tanto ¢(f) = d € R, con d el maximo comun divisor de los coeficientes de
f(z). Por lo tanto, f(z) = df*(x). Por la unicidad, existe una unidad w € R
con g =wd € R.

iv) Como bf = hg*, tenemos que be(f)f* = c(h)h*g* = c(h)(hg)*. Luego
por la unicidad de f*, (hg)*, y h*g* son asociados, y por lo tanto g*|f*. Pero
f=clf)f*, y por lo tanto g*|f. |

Definicién 2.10.5

Sea R un dominio de factorizacién tnica con @ = Frac(R). Si f(z) € Qlx],
existe una factorizaciéon f(xz) = c(f)f*(z), con ¢(f) € Qy f*(x) € R|x] es
primitivo. Llamaremos ¢(f) el contenido de f(z) y f*(x) el polinomio primitivo
asociado.

Del lema anterior ambos ¢(f) y f*(z) son unicos salvo por el producto por
unidades de R.

Teorema 2.10.2 (Gauss)
Si R es dominio de factorizacién tnica, entonces R[x] es también dominio de
factorizacién tunica.
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Demostracidén. Primero serd por induccién sobre el grad(f), veamos que todo
f(z) € R|z], no cero ni unidad, es producto de irreducibles. Si grad(f) = 0,
entonces f(x) es una constante, por lo tanto estd en R. Como R es un dominio
de factorizacién tnica, f es un producto de irreducibles. Si grad(f) > 0, enton-
ces f(x) = c(f)f*(x), con ¢(f) € Ry f*(x) es primitivo. Ahora ¢(f) es o bien
una unidad o un producto de irreducibles, por la base de la induccién. Si f* es
irreducible, no hay nada que probar, por otro lado si f*(z) = g(z)h(z) con g(x)
y h(x) ambos no unidades. Como f*(x) es primitivo, sin embargo, ni ¢ ni k son
constantes; entonces cada uno tiene grado menor que grad(f*) = grad(f), y
por lo tanto cada uno es producto de irreducibles, por hipétesis inductiva.

Para demostrar que R[z] es dominio de factorizacién tnica falta demostrar que
(p(z)) es ideal primo de R[x] para todo p(x) € R[z] irreducible. Es decir, basta
con ver que si p|fg, entonces p|f o p|g.

Supongamos que p t f. Caso i) Si grad(p) = 0. Escribimos
f@) =c(N)f*(2) y 9(x) = c(g9)g™(x),

con ¢(f),c(g) € R,y f*(x),g*(x) primitivos. Ahora p|fg, por lo tanto
ple(f)elg) f*(x)g" ().

Como f*g* es primitivo, tenemos que ¢(f)c(g) un asociado de ¢(fg). Sin embar-
go, si p|f(x)g(z), entonces p divide cada coeficiente de fg; esto es, p es un divisor
comun de todos lo coeficientes de fg, por lo tanto en R, el cual es un dominio
de factorizacién unica, p divide a los asociados ¢(fg) v ¢(f)c(g). Observe que
(p) es un ideal primo en R, por lo tanto p|c(f) o ple(g). Si ple(f), entonces p di-
vide ¢(f) f*(x) = f(z), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, p|c(g) y plg(z).

Caso ii) Suponga que grad(p) > 0. Sea

(p, f) = {s(@)p(z) + t(z) f(z) : 5(x), t(z) € Rlz]};

por supuesto, (p, f) es un ideal que contiene a p(x) y f(z). Eliga m(z) € (p, f)
de grado minimo. Si @ = Frac(R) es el campo de fracciones de R, entonces el
algoritmo de divisién en Qx] nos da polinomios ¢'(x),r'(z) € Q[z] con

f(@) = m(z)d (z) + ' (),

con r'(x) = 0 o grad(r’) < grad(m). Despejando denominadores, existen poli-
nomios ¢(z),r(z) € R[z] y una constante b € R con

bf () = q(x)m(z) +r(z),

con r(z) = 0 o grad(r) < grad(m). Como m € (p,f), existen polinomios
s(x),t(x) € R[z] con m(x) = s(z)p(x) + t(z)f(x); por lo tanto r = bf — gm €
(p, f). Como m tiene grado minimo en (p, f), tendremos que r = 0; esto es,
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bf(x) = m(z)q(x), y por lo tanto bf(x) = c(m)m*(x)q(z). Pero m* es primitivo,
y m*(z)|bf(x), por lo cual m*(z)|f(z). Usando un argumento similar, cambian-
do f(z) por p(z) (esto es, iniciando con una ecuacién v'p(z) = ¢’ (x)m(z)+r"(x)
para alguna constante b”), nos da m*(z)|p(xz). Como p(x) es irreducible, los
unicos factores son unidades y asociados. Si m*(x) fuera un asociado de p(x),
entonces p(x)|f(z) (puesto que p(x)|m*|f(x)), contrario a la hipétesis. Por lo
tanto, m* tiene que ser una unidad; esto es, m(z) = ¢(m) € R, y (p, f) contiene
a la constante ¢(m) # 0. Ahora sea ¢(m) = sp+tf, y por lo tanto

c(m)g(z) = s(x)p(x)g(z) + t(x) f(x)g(z).

Como p(z)|f(x)g(x), tenemos que p(x)|c(m)g(x). Pero p(x) es primitivo, porque
este es un irreducible y entonces que p(x)|g(x). |

Corolario 2.10.2
Si k es un campo, entonces k[z1,...,x,] es un dominio de factorizacién unica.

Demostracion. La prueba es por induccién sobre n > 1. Se demostré que
si k es campo, el anillo de polinomios k[z1] en una variable es un dominio de
factorizacién tunica. Para el paso inductivo, recuerde que

Elx1,...,Zn,Tnt1] = Rlxny1], con R = k[z1,...,2,]. Por induccién, R es un
dominio de factorizacién tnica, por lo tanto es R[zp41]. |

Corolario 2.10.3 (Gauss.)
Sea R un dominio de factorizacién unica, sea Q = FracR, y sea f(x) € R[z]. Si

f(z) = G(z)H(x) en Qlz],
entonces existe una factorizacién
f(z) = g(z)h(z) en R[z],

con grad(g) = grad(G) y grad(h) = grad(H); de hecho, G(x) es un miltiplo
constante de g(x) y H(x) es un multiplo constante de h(z). Por lo tanto, si f(x)
no tiene factores de grado menor en R[z], entonces f(z) es irreducible en Q[z].

Demostracion. La factorizacion f(z) = G(z)H(x) en Q[z] nos da ¢,q¢' € Q
con

f(x) = ¢G"(2)q H" (x) en Qlz],

con G*(z), H*(z) € R[z| son primitivos. Pero G*(x)H*(z) es primitivo, por
Lema 2.10.2. Como f(z) € R[z], por lema anterior tenemos que la ecuacién
f(z) = ¢¢'|G*(x)H*(x)] implica que g¢’ € R. Por lo tanto, ¢¢'G*(x) € R[z], y
una factorizacién de f(x) en R[z] es f(z) = [q¢'G* ()| H*(x). |

Corolario 2.10.4
Si « es un entero algebraico, entonces irr(a, Q) es un elemento en Z[z].
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Demostracion. Sea p(x) € Z[z] el polinomio ménico de grado minimo que
tiene a « como rafz. Si p(z) = G(z)H(z) en Q[z], con grad(G) < grad(p) y
grad(H) < grad(p), entonces « es una raiz de G(z) o H(x). Por el Teorema
2.10.2, existe una factorizacién p(x) = g(x)h(z) en Z[z] con grad(g) = grad(G)
y grad(h) = grad(H); de hecho, existen racionales ¢ y d con g(x) = ¢G(x)
y h(z) = dH(x). Si a es el coeficiente principal de g(z) y b es el coeficiente
principal de h(x), entonces ab = 1, para p(x). Por lo tanto, podemos asumir
que a = 1 =b, para a,b € Z; esto es, podemos suponer que ambos g(z) y h(x)
son ménicos. Como « es una rafz de g(x) o h(z), es una contradiccién al hecho
de que p(z) es un polinomio ménico en Z[z] de grado minimo que tiene a «
como una raiz. Se sigue que p(z) = irr(a, Q), este tltimo es el tnico polinomio
irreducible ménico en Q[z] que tiene o como una raiz. |

Definicién 2.10.6
Si « es un entero algebraico, entonces su polinomio minimo es el polinomio
moénico en Z[x] de grado minimo con a como raiz.

Por el corolario anterior; todo entero algebraico a tiene un polinomio mini-
mo unico m(z) € Z[z], denotado por, m(z) = irr(a, Q), con m(z) es irreducible

en Q[z].

Teorema 2.10.3
Sea f(x) = ap+ a1z + axx® + - - - + 2" € Z[z] ménico, y sea p un primo. Si f(z)
es irreducible mod p, esto es, si

(@) = [ao] + [ar] + [az]a® + - + 2™ € Zy[a]

es irreducible, entonces f(z) es irreducible en Q[z].

Demostracion. El mapeo natural ¢ : Z — Z, define un homomorfismo ¢ :
Z|x] = Zp[z] por

Gbo + by 4+ bax?® + ...) = [bo] + [b1]z + [bo]2® + ...

tal que, reduce todos los coeficientes mod p. Si g(x) € Z[x], denotamos su imagen

@(g(x)) € Zp[x] por g(z). Suponga que f(z) se factoriza en Z[x]; es decir, f(z) =
g(xz)h(x), con grad(g) < grad(f) y grad(h) < grad(f); por supuesto, grad(f) =
grad(g) + grad(h). Ahora f(z) = g(z)h(z), ya que ¢ es un homomorfismo de
anillos, por lo tanto grad (¢f) = grad(g) + grad (ﬁ) Como f(x) es ménico,

f(z) también es ménico, entonces grad(f) = grad(f). Por lo tanto, ambos §(x)
y h(z) tienen grados menores que grad(f), contradiciendo la irreductibilidad de
f(x) Por lo tanto, f(x) es irreducible en Z[z], y por Teorema 2.10.2 y corolario
de Gauss, f(z) es irreducible en Q[z]. [ |

Ejemplo 90
El reciproco del teorema anterior es falso.



2.10 Dominios de factorizacion unica 153

Tome f(z) = z* 4+ 1. Veamos que f(z) es irreducible en Z[z] C Q[z]. Las posi-
bles rafces racionales £1 y f(£1) = 2. Ahorasi 2*+1 = (22 +az+b)(z2 —az+c).

Multiplicando e igualando los coeficientes tenemos

c+tb—a*=0
alc—b)=0
bc = 1.

Sia =0, se tiene c+b = 0, luego entonces —b? = 1. Por lo que no hay soluciones
en Q. Si ¢ = b, tenemos que b> = 1, por lo cual b = £1 por lo tanto a®> = £2 y
tampoco hay solucién en Q.

Veamos que f(z) € Zp[z] no es irreducible para todo p primo. Si p = 2,
entonces f(z) = (x + 1)%. Ahora sea p primo impar (p = 2n + 1, entonces
p? =4n® +4n + 1) = 4n(n + 1) + 1). Observamos que p? = 1 mod 8.

Ademss |(Fp2)*| = p® — 1 es divisible por ocho. (F,2)* es ciclico, entonces tiene
un subgrupo ciclico de orden ocho. Por lo tanto F,> contiene todas las raices
octavas de la unidad en particular > contiene todas las raices de f(z) = 1,
es decir, F,2 es campo de descomposicién de z* + 1 sobre Fy, y [F,2 : F,] = 2. Si
fuera irreducible en Fp[x], entonces 4|[F,2 : F,]. Por lo tanto, z* + 1 se factoriza
en I, para todo primo p.

Ejemplo 91
1) Mostraremos que f(z) = x* — 52% + 22 + 3 es un polinomio irreducible en
Q[z]. Basta encontrar un primo p tal que f (x) es irreducible en F,[z].

Observe que f(z) = x* + 23 + 1 € Fylz] es irreducible. Pues no tiene raices
en Fa. Si 2 + 23 + 1 = (2% + az + 1)(2® + bz + 1), entonces a = b = 1, pe-
ro, esto es una contradiccién. Por lo tanto x* — 5z + 2z +3 es irreducible en Q[z].

2) Recordemos que si n es un entero positivo el n polinomio ciclotémico es

P, (2) = H(CU - ),

con ( recorriendo todas las n raices primitivas de la unidad.

Sabemos que, para todo entero n > 1,

"t —1= H(I)d(a:)y
d|n

con d recorriendo sobre todos los divisores d de n. Ahora ®;(z) = x — 1. Para
p primo se tiene que

2P =1 =&y (2)®p(z) = (x = 1)@p(2),
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y por lo tanto
by(z) = (2" —1)/(x—1)=aP ' +2P 2+ fa+ 1.

Lema 2.10.4
Sea g(z) € Z[z]. Si existe ¢ € Z con g(z + ¢) irreducible en Z[z], entonces g(z)
es irreducible en Q[z].

Demostracion. La funcién ¢ : Zlzx] — Z[z], dado por f(z) = f(x + ¢), es un
isomorfismo. Si g(z) = s(x)t(x), entonces g(z+c) = p(g(x)) = p(st) = ©(s)p(t)
serfa una factorizacién de g(x + ¢). Por lo tanto, g(x) es irreducible en Z[z] y
por el corolario del Teorema 2.10.3, g(z) es irreducible en Qlx]. n

Teorema 2.10.4 (Criterio de Eisenstein.)

Sea R un dominio de factorizacién tnica con Q = Frac(R), y sea f(x) =
ap + a1x + - - + apz™ € R|x]. Si existe un elemento irreducible p € R con p|a;
para todo i < n pero con pta, y p*{ ag, entonces f(z) es irreducible en Q[x].

Demostracion. Sea Il : R[x] — R/(p)[z] un homomorfismo de anillos definido

como
Z QT — Z ’iT(Oéi)iL'i,

suponga que f(x) € Q[z] no es irreducibe por corolario de Gauss, f(x) € R|x]
tiene una factorizacién propia digamos

con g(z),h(z) € R(z), m = grad(g) < grad(f) y k‘ = grad(h) < grad(f). Sea
() = bpx™ + by 2™ 4 - “+b y h(x) = cy kycp_qzF 14+ 4 ¢, T es
homomorfismo, entonces [a,|z" = f(z) = §(z )ﬁ( , por lo tanto [bo][co] = [0],
por lo tanto cobg € (p), entonces by € (p) 0 ¢y € (p) por lo tanto p|by o p|co pe-
10 ag = coby y p? 1 ag, entonces p sélo divide uno de los dos, digamos plco y p 1 bo.

Ahora p t a,, = by,ck, entonces pt b, y ptci. Sea r el indice menor i tal que
p t¢; por lo anterior 0 < r < k < n observe que plcy, ..., p|c,—1, entonces h =
[ex]r®+[ep_1]zF 1+ —l—[cr]x Ahora observe que a, = bgc,+b1c—1+- - -+b,.co,
por lo tanto [a,] = [boc,] # [0], ya que p { bo ¥y » t ¢, pero esto implica que
a, = a, ya que [a;] # 0 s6lo para i = n, por lo que tenemos una contradiccién.

Corolario 2.10.5 (Gauss.)
Para todo primo, el polinomio ciclotémico de orden n, ®,(z) es irreducible en

Q[z].
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Demostracion. ®,(x) = (2 —1)/(z — 1), tendrfamos

Oz +1) =[(z+1)P —1]/z

=aP !+ <Zl)>a:”2 + <Z2)>xp3 +-+p.

por lo tanto ®,(x + 1) es irreducible por el criterio de Eisenstein y por lema
anterior ®,(x) es irreducible. |

2.11. Ejercicios

Ejercicio 2.1

i) Si R es un dominio y a € R satisface a?

= a, probar que a =00 a = 1.

ii) Mostrar que el anillo conmutativo F(R) contiene un ndmero infinito de ele-
mentos f # 0,1 con f2? = f.

Ejercicio 2.2
i) Si R es un dominio y S es un subanillo de R, entonces S es un dominio.

ii) Probar que C es un dominio, y concluya que el anillo de los enteros Gausianos
es un dominio.

Ejercicio 2.3
i) Probar que R = {a +bv2: a,b € Z} es un dominio.

ii) Probar que R = {3(a + bv2) : a,b € Z} no es un dominio.

iii) Usando el hecho de que a = %(1 ++v/—19) es una rafz de x> — x + 5, probar
que R ={a+ba:a,b€ Z} es un dominio.

Ejercicio 2.4
i) Si R es un anillo conmutativo, se define la operacién circulo a o b por

aob=a+b—ab

probar que la operacién circulo es asociativa y que 0 o a = a para todo a € R.

ii) Probar que un anillo conmutativo R es un campo siy sélosi {r € R:r # 1}
es un grupo abeliano bajo la operacion circulo.

Ejercicio 2.5
Definimos F, como el conjunto de todas las matrices de la forma

a b
b a+b
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con a,b € Zs.

i) Probar que F4 es un anillo conmutativo bajo la suma y producto usual de
matrices.

ii) Probar que F4 es un campo con exactamente cuatro elementos.

Ejercicio 2.6
Probar que todo dominio R con un nimero finito de elementos tiene que ser un
campo.

Ejercicio 2.7

Si R es un anillo conmutativo, se define la relacién = en R por a = b si existe
una unidad u € R tal que b = ua. Probar que si a = b, entonces (a) = (b), con
(a) = {ra : r € R}. Por el contrario, probar que si R es un dominio, entonces
(a) = (b), implica a = b.

Ejercicio 2.8

i) Si R es un dominio, mostrar que si un polinomio en R[z]| es una unidad en
RJx], entonces es una constante no cero (el caso contrario es verdadero si R es
un campo).

ii) Mostrar que (22 + 1)?2 = 1 en Zy[z]. Concluir que la hipétesis en la par-
te i. donde R es un dominio es necesaria.

Ejercicio 2.9
Mostrar que la funcién polinomial definida por f(z) = 2P — x € Z, es identica-
mente cero.

Ejercicio 2.10
Si R es un anillo conmutativo y f(z) = Y1, s,z € R[z] tiene grado n > 1,
definimos su derivada f’(x) € R|x] por

f'(x) = 51 + 250x + 38322 + - + NSz

si f(z) es un polinomio constante, se define la derivada como el polinomio cero.
Probar que las reglas usuales del célculo se conservan:

(f+9) =f+4;
(f)l ( ) sir € R;
(f9) = fd' + f'g;
(f™) =nf "' f' para todo n > 1.

Ejercicio 2.11
Sea R un anillo conmutativo y sea f(z) € R|x].

i) Probar que si (z — a)?|f(x), entonces  — a|f'(x) en R[z].
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ii) Probar que si  — a|f(x) y  — a|f’(z), entonces (x — a)?|f(z).

Ejercicio 2.12
i) Si f(x) = ax® + baP + ¢ € Zy[z], probar que f'(z) = 0.

ii) Probar que un polinomio f(z) € Zy[z] tiene f'(x) = 0 si y sélo si existe un
polinomio g(z) = > a,a™ con f(x) = g(zP); esto es, f(x) =D ana™ € Z,[xP].

Ejercicio 2.13
Si R es un anillo conmutativo, se define R[[x]] como el conjunto de todas las
sucesiones (sg, $1,...) con s; € R para todo i (aqui no asumiremos que s; = 0
para i grandes).

i) Muestre que las férmulas que definen la suma y multiplicacién sobre R|x]
tienen sentido para R[[z]], y pruebe que R[[z]] es un anillo conmutativo bajo
estas operaciones (R[[z]] es llamado el anillo formal de las series de potencias
sobre R).

ii) Probar que R[z] es un subanillo de R[[z]].

iii) Probar que si R es un dominio, entonces R[[z]] es un dominio.

Ejercicio 2.14
i) Denote una serie formal de potencias o = (sg, s1,82,...,58n,...) por

O'ZSQ+S133—|—82132—|—....
Probar que si 0 = 1+ + 2% + ..., entonces 0 = 1/(1 — z) en R[[z]]; esto es,

(1-2)o=1.

ii) Probar que si k es un campo, entonces una serie formal de potencias o € k[[z]]
es una unidad si y sélo si su término constante es distinto de cero; esto es,
ord(c) = 0.

iii) Probar que si o € k[[z]] y ord(c) = n, entonces
o=z"u
con v una unidad en k[[z]].

Ejercicio 2.15
Encontrar el méximo comtn divisor de 22 —x — 2 y 2® — 7z + 6 en Zs[z], y
expresalo como una combinacion lineal de ellos.

Ejercicio 2.16
Sea R un dominio. Si f(x) € R[z] tiene grado n, probar que f(z) tiene a lo més
n raices en R.
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Ejercicio 2.17

Sea f(x),g(z) € R[z], donde R es un dominio. Si el coeficiente principal de f(x)
es una unidad en R, entonces el algoritmo de la divisién nos da un cociente g(x)
y un residuo r(x) después de dividir g(z) por f(z). Probar que ¢(z) y r(z) son
tnicos determinados por g(z) y f(x).

Ejercicio 2.18
Sea k un campo, y sea f(z), g(z) € k[z] primos relativos. Si h(x) € k[z], probar

que f(z)|h(z) y g(x)|h(z) implica f(x)g(x)|h(z).

Ejercicio 2.19
Si k es un campo, probar que v1—a? ¢ k(z), con k(x) es el campo de las
funciones racionales.

Ejercicio 2.20

i) Sea f(z) = (x —a1)...(x — ay) € klx], con k un campo. Mostrar que f(z)
no tiene raices repetidas (esto es, todos los a; son elementos distintos de k) si y
sélo si el mdximo comun divisor (f, f/) = 1, con f'(z) es la derivada de f.

ii) Probar que si p(z) € Q[z] es un polinomio irreducible, entonces p(x) no
tiene raices repetidas en C.

Ejercicio 2.21

Sea ¢ = 27/,
i) Probar que

2" 1= (=@ —a—C)...(x =)
y, si n es impar, entonces

24 1= (4 D+ e+ ().

ii) Para los nimeros a y b, probar que

a” —b" = (a—b)(a—Cb)(a—C?)...(a—C"th)
y, sl n es impar, entonces

a” +b" = (a+b)(a+Cb)(a+C?b)...(a+ " 1D).

Ejercicio 2.22
i) Mostrar que todo elemento a € Z, tiene una p-ésima raiz (es decir, existe
b€ Zy, con a=10P).

ii) Sea k un campo que contiene a Z, como un subcampo (por ejemplo, k = Z,,).
Para todo entero positivo n, mostrar que la funcién ¢, : k — k, dado por
¢(a) = a?", es un homomorfismo de anillos.
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Ejercicio 2.23
Si R es un campo, mostrar que R ~ Frac(R). Mds precisamente, mostrar

que los homomorfismos f : R — Frac(R) definido como r — [r,1], es un
isomorfismo.

Ejercicio 2.24
i) Si R y S son anillos conmutativos, mostrar que su producto directo R x S
es también un anillo conmutativo, donde la suma y el producto en R x S estan
definidas como:

(rys)+ (r',s)y=(r+7r",s+5)y (r,s)(r',s") = (rr', ss').

ii) Mostrar que si m y n son primos relativos, entonces Zy,, ~ Zy, X Zy, como
anillos.

iii) Mostrar que si ninguno de R o S es el anillo cero, entonces R X S no es
un dominio.

iv) Mostrar que R x {0} es un ideal en R x S.

v) Mostrar que R x {0} es un anillo isomorfo a R, pero no es un subanillo
de R x S.

Ejercicio 2.25
Sea F' el conjunto de todas las matrices 2 X 2 con coeficientes reales, de la forma

a b
=[5 ]
Probar que F es un campo (con la suma y producto usual de matrices), ademds
probar que existe un isomorfismo ¢ : F' — C con det(A) = p(A)p(A).

Ejercicio 2.26
Si k es un campo y [f,g] denota el minimo comin miltiplo los polinomios
ménicos f(x),g(z) € k[x], mostrar que

[f,91(f,9) = fg.

Ejercicio 2.27
Si R es un dominio de ideales principales y a,b € R, probar que su minimo
comun multiplo existe.

Ejercicio 2.28
i) Si k es un campo, probar que el anillo de las series formales de potencias k[[x]]
es un dominio de ideales principales.

ii) Probar que todo ideal no cero en k[[z]] es igual a (z™) para algin n > 0.
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Ejercicio 2.29
Si k es un campo, mostrar que el ideal (z,y) en k[z,y] no es un ideal principal.

Ejercicio 2.30

Para todo m > 1, probar que todo ideal en Z,, es un ideal principal. (Si m es
compuesto, entonces Z,, no es un dominio de ideales principales ya que no es
un dominio).

Ejercicio 2.31
Necesitaremos una definicién previa para este ejercicio.

Definicién 2.11.1

Sea k un campo. Un divisor comin de a;(x),as(z),...,a,(x) en klz] es un
polinomio ¢(x) € k[x] con ¢(z)|a;(z) para todo i; el maximo comun divisor es el
comun divisor ménico de grado méximo. Escribimos ¢(z) = (a1, as, ..., ay).

Sea k un campo, y sean los polinomios aq,as, ... ,a, en kfz]:
i) Mostrar que el mdximo comun divisor d(z) de estos polinomios tienen la for-
ma Y t;(z)a;(z), con t;(x) € klz] para 1 < i <mn.

ii) Probar que c¢(z)|d(x) para todo divisor comin ménico c¢(x) de los a;(x).

Ejercicio 2.32
i) Mostrar que z,y € k[z,y] son primos relativos, pero tal que 1 no es combi-
nacién de ellos [es decir, no existe s(x,y),t(z,y) € klz,y] con 1 = zs(z,y) +

yt(z,y)].

il) Mostrar que 2 y z son primos relativos en Z[z], pero que 1 no es combi-
nacién lineal de ellos; esto es, no existe s(z),t(x) € Z[z] con 1 = 2s(x) + zt(x).

Ejercicio 2.33
Probar que existen dominios R que contienen un par de elementos que no tienen
maximo comun divisor.

Ejercicio 2.34
Sea 0 la funcién grado de un anillo euclidiano R. Si m,n € Ny m > 1, probar
que d' también es una funcién grado sobre R, con

' (x) =mo(z) +n

para todo = € R. Concluya que un anillo euclidiano puede no tener elementos
de grado 0 o de grado 1.

Ejercicio 2.35
Sea R un anillo euclidiano con funcién grado 0.
i) Probar que 0(1) < d(a) para todos los a € R no ceros.

ii) Probar que un u € R no cero es una unidad si y sélo si d(u) = 9(1).
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Ejercicio 2.36
Sea R un anillo euclidiano, y asuma que b € R no es cero y no es unidad. Probar,
para todo i > 0, que: d(b') < A(b*T1).

Ejercicio 2.37

Probar, con todos los axiomas de la definicién de espacio vectorial, que la ley
conmutativa de la adiciéon de vectores es redundante; es decir, si V satisface los
demads axiomas, entonces u + v = v + u para todo u,v € V.

Ejercicio 2.38

Si V' es un espacio vectorial sobre Zs y si v # vy son vectores no cero en V,
probar que v1, vo es linealmente independiente. ;Esto sera verdad para espacios
vectoriales sobre cualquier otro campo?

Ejercicio 2.39

Probar que las columnas de una matriz A de m X n sobre un campo k son
linealmente dependientes en k™ si y sélo si el sistema homogéneo Az = 0 tiene
una solucién no trivial.

Ejercicio 2.40
Si U es un subespacio de un espacio vectorial V' sobre un campo k, definimos la
multiplicacién escalar sobre el grupo cociente V/U por

alv+U)=av+U,

con o € ky v € V. Probar que esta es una funcién bien definida que hace V/U
un espacio vectorial sobre k (V/U es llamado un espacio cociente).

Ejercicio 2.41
Si V' es un espacio vectorial de dimension finita y U es un subespacio, probar
que

dim(U) + dim(V/U) = dim (V).

Ejercicio 2.42
Necesitamos una definicién previa.

Definicién 2.11.2
Si U y W son subespacios de un espacio vectorial V', definimos

U+W={ut+w:uecUyweW}.

i) Probar que U + W es un subespacio de V.

ii) Si U y U’ son subespacios de un espacio vectorial de dimensién finita V,
probar que

dim(U) + dim(U’) = dim(U NU’) + dim(U + U’).
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Ejercicio 2.43
Necesitamos una definicién previa.

Definicién 2.11.3
Si U y W son espacios vectoriales sobre un campo k, entonces su suma directa
es el conjunto de todos los pares ordenados,

UasW={(u,w):ueUyweW}
con suma
(u,w) + (v, w') = (u+u',w+w')
y multiplicacién escalar

a(u,w) = (au, aw).

Si U y W son espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo k, probar
que
dim(U & W) = dim(U) + dim(W).

Ejercicio 2.44
Sea V' y W un espacio vectorial sobre un campo k, y sea S, T : V — W una
transformacién lineal.

i) Si V y W son de dimensién finita, probar que
dim(Homy,(V,W)) = dim(V)dim(W).

ii) El espacio dual V* de un espacio vectorial V' sobre un campo k estd definida
por
V* = Homy(V, k).

Si dim (V') = n, probar que dim(V*) = n, y por lo tanto V* ~ V.

iii) Si X = vy,...,v, es una base de V, definir ¢;,...d, € V* por
0 j £ i
@(vj):{ vz
1y j5=1.
Probar que 61, . ..,0, es una base de V* (esta es llamada la base dual que surge

de V1, .. .Un).

Ejercicio 2.45
Si tenemos que

a b
=[]
defina det(A) = ad — bc. Si V es un espacio vectorial con base X = vy, vs,

definimos T': V' — V por T'(v1) = avy +bvg y T'(v2) = cvy + dvy. Probar que T
es una transformacioén lineal no singular si y sélo si det(x[T]x) # 0.
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Ejercicio 2.46
Sea U un subespacio de un espacio vectorial V.

i) Probar que el mapeo natural II : V' — V/U, dado por v — v + U, es una
transformacion lineal con kernel U.

ii) Establecer y probar el primer teorema de isomorfismos para espacios vec-
toriales.

Ejercicio 2.47
Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo k, y sea B el
conjunto de todas las bases de V. Probar que B es un conjunto GL(V) transitivo.

Ejercicio 2.48
Probar que si I = {0}, entonces R/I ~ R.

Ejercicio 2.49

(Tercer teorema de isomorfismos para anillos) Si R es un anillo conmutativo que
tiene ideales I C J, entonces J/I es un ideal en R/I y existe un isomorfismo de
anillos (R/I)/(J/I) ~ R/I.

Ejercicio 2.50
Para todo anillo conmutativo R, probar que R[z]/(z) ~ R.

Ejercicio 2.51
Probar que Z3/(23 — 22 + 1) ~ Z3 /(23 — 2* + z + 1).

Ejercicio 2.52

Si X es un subconjunto de un anillo conmutativo R, definimos £(X) como la
interseccién de todos estos ideales I en R que contienen a X. Probar que £(X)
es el conjunto de todos los elementos a € R para los cuales existen un nimero
finito de elementos z1,...,x, € X y elementos r; € Rcona = riz1+- - +rpxy.

Ejercicio 2.53

Sean h(z),p(x) € k[z] polinomios ménicos, con k un campo. Si p(z) es irre-
ducible y si toda raiz de h(x) (en un campo de descomposicién apropiado) es
también una raiz de p(z), probar que h(z) = p(z)™ para algin entero m > 1.

Ejercicio 2.54

Teorema del residuo chino.

i) Probar que si k es un campo y f(z), f'(z) € k[z] son primos relativos, entonces
dados b(z), ¥ (x) € klz], entonces existe c(x) € k[x] con

c—be(f)ye—be(f):

por otra parte, si d(z) es otra solucién comin, entonces ¢ —d € (ff’).

ii) Probar que si k es un campo y f(x), g(x) € k[z] son primos relativos, entonces

kla]/(f(2)g(x)) =~ klz]/(f(2)) x k[z]/(9(x)).
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Ejercicio 2.55
i) Probar que un campo K no puede tener subcampos k' y ¥’ con k' ~ Q y
k" ~ Z, para algin primo p.

ii) Probar que un campo K no puede tener subcampos k' y k" con k' ~ Z,
y k" ~Z,, con p # ¢ primos.

Ejercicio 2.56
Probar que el grupo estocdstico > (2,F4) ~ Ay.

Ejercicio 2.57

Sea f(z) =so+s1z+---+ Sp_1z" "l 42" € k[m], con k un campo, y suponga
que f(z) = (r—a1)(x—a2) ... (x—ay). Probar gie s,—1 = —(a1+as+- -+ ay)
y que so = (—1)"ajay...a,. Concluya que la suma y producto de todas las
raices de f(x) estdn en k.

Ejercicio 2.58
Escriba las tablas de suma y multiplicacion para el campo Fg con ocho elementos.

Ejercicio 2.59
Sea k C K C FE campos. Probar que si E es una extensién finita sobre k,
entonces F es extensién finita sobre K y K es una extension finita de k.

Ejercicio 2.60
Sea k C F C K una torre de campos, y sea z € K. Probar que si k(z)/k es
finito, entonces [F(z) : F] < [k(z) : k]. En particular, [F(z) : F] es finito.

Ejercicio 2.61
i) {Es F4 un subcampo Fg?

ii) Para cualquier p, probar que si Fpn es un subcampo de F,», entonces n|m.

Ejercicio 2.62
Sea K/k una extensién de campo. Si A C K y u € k(A), probar que existen
ai,...,an, € Aconu € k(a,...,ap).

Ejercicio 2.63

Sea I un ideal en un anillo conmutativo R. Si J* y L* son ideales en R/T ,
probar que existen ideales J y L en R que contienen a I tal que J/I = J*,
L/I =L* y (JNnL)/I =JnL* Concluya que si J*N L* = {0}, entonces
JNL=1.

Ejercicio 2.64

Sea f: A — R un anillo de homomorfismos, cuando A y R son anillos conmu-
tativos distintos de cero. Proporcione un ejemplo de un ideal primo Py A con
f(P) no un ideal primo en R.
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Ejercicio 2.65

Sea f : A — R un anillo de de homomorfismos. Si Q es un ideal primo en R,
probar que f71(Q) es un ideal primo en A. Concluya que si J/I es un ideal
primo en R/I, cuando I C J C R, entonces J es un ideal primo en R.

Ejercicio 2.66
Probar que si P es un ideal primo en un anillo conmutativo R y si r™ € P para
algin r € Ry n > 1, entonces r € P.

Ejercicio 2.67
Si I y J son ideales en un anillo conmuatativo R, definimos

1J = {Todas las sumas ﬁnitasZalbl caqp€lyb e}
1

i) Probar que IJ es un ideal en Ry que IJ C INJ.

ii) Si I = (2) es el ideal de los enteros pares en Z, probar que si I2 = II C
INi=1I

Ejercicio 2.68
Sean I y J ideales en un anillo conmutativo R.
i) Probar que el mapeo R/(INJ) = R/I x R/J,dado ¢ : r — (r+I,r +J),

es una funcién inyectiva.

ii) Llame I y J coprimos si I +J = R. Probar que si I y J son coprimos,
entonces el homomorfismos de anillos ¢ : R/(INJ) — R/I x R/J en la parte
i. es una funcién sobreyectiva.

iii) Generalizar el teorema del residuo chino Como sigue. Sea R un anillo conmu-
tativo y sea Iy, ..., I, coprimos dos a dos; esto es, I; e I; son coprimos para todo
i # j. Probar que si ay,...,a, € R, entonces existe r € R con r + I; = a; + I;
para todo 1.

Ejercicio 2.69
Si I y J son ideales coprimos en un anillo conmutativo R, probar que

INnJ=1J

Ejercicio 2.70

Sea R un dominio de factorizacién dnica y sea Q@ = Frac(R) un campo de
fracciones. Probar que cada a/b € Q distinto de cero tiene una expresién de la
forma u/v con u y v primos relativos.

Ejercicio 2.71
Si R es un dominio, probar que las tinicas unidades en R[z1, ..., x,] son unidades
en R. Por otra parte, probar que 2z + 1 es una unidad en Z4[z].
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Ejercicio 2.72
i) Probar que z e y son primos relativos en k[z,y|, donde k es un campo.

ii) Probar que 1 no es una combinacién lineal de z e y en k[z,y].

Ejercicio 2.73
i) Probar que Z[x1, ..., ;] es un dominio de factorizacién tinica para todon > 1.

ii) Si k es un campo, probar que el anillo de polinomios en una infinidad de
variables, R = k[z1,22,...,Zn,...], €s también un dominio de factorizacién
Unica.

Ejercicio 2.74

i) Si a es un entero libre de cuadrados, probar que =™ — a es irreducible en Q|x]
para todo n > 1. Concluya que existen polinomios irreducibles en Q[z] para
todo grado n > 1.

ii) Si a es un entero libre de cuadrados, probar que {/a es irracional para todo
n > 2.

Ejercicio 2.75

Sea R un dominio de factorizacién tnica con Q = Frac(R). Si f(x) € R[z],
probar que f(z) es irreducible en R[x] si y sélo si f(z) es primitivo y f(x) es
irreducible en QJz].
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