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Introduccion

Este trabajo tiene como propésito investigar el concepto de inyectividad en Teoria de
Categorias, de forma mas precisa: el estudio sobre la existencia y no naturalidad de las
capsulas inyectivas. Para abordar el tema de la no naturalidad, se abordaran y desarro-
llaran algunos resultados expuestos en el articulo Injective hulls are not natural (|2|); en
cambio, para estudiar condiciones que permitan la existencia de capsulas inyectivas (o de
suficientes cdpsulas inyectivas) se ha tomado como principal referencia a los siguientes
articulos: Injective objects and cogenerating sets (|38|) y Essentiality and Injectivity (|9]).

Este texto estd organizado en tres capitulos, de los cuales los primeros dos fueron
escritos pensando en brindar al lector las herramientas necesarias para abordar los resul-
tados y demostraciones que se expondran en el tercero. Para tener un mejor panorama
sobre lo que podemos encontrar en cada capitulo podemos considerar lo siguiente:

En el Capitulo 1. se brinda la definicion de R-mo6dulo, R-morfismo y se prueban
algunos resultados relacionados a los productos y sumas directas de mdédulos. Se analiza
el concepto de divisibilidad, se exponen algunos ejemplos de médulos divisibles y se brinda
una caracterizacion de estos requerida para probar que el “p-grupo de Priifer”, denotado
por Zye, es un grupo abeliano divisible. Finalmente se da la definicién de sucesion exacta
de R-morfismos, la definiciéon de submédulo esencial y se demuestra que si N; y Ny son
submodulos esenciales de My y My respectivamente, entonces la suma directa Ny @ N es
un submoédulo esencial de M, @ M.

En el Capitulo 2., tomando como base a |1] y [39], se proporcionan algunas definiciones
y resultados primordiales para el estudio de la Teorfa de Categorias. Se define primera-
mente lo que es una categoria, asi como aquello que la conforma y se demuestran algunas
propiedades importantes que cumplen los objetos y morfismos de toda categoria. Posterior
a esto, nos centramos en las categorias de médulos R-Méd, donde considerando suce-
siones exactas de R-morfismos, se demuestra que el funtor Hom(M, —) : R-Moéd—Ab
cumple con ser exacto izquierdo. Por ultimo se definen el concepto de subcategoria, de
transformacion natural y de subobjeto, y se demuestran resultados relacionados con fuen-
tes, productos y pozos.

En el tercer y ultimo capitulo, se concentran la mayoria de resultados relacionados a
los conceptos de esencialidad e inyectividad que estudiaremos en este texto. Comenzando
con la definicién de objeto inyectivo, se muestran algunos ejemplos de estos en categorias
como Set y R-Méd, y con ayuda de los resultados del Capitulo 2, se desarrollan propo-
siciones, como por ejemplo el Criterio de Baer, para verificar si un médulo es inyectivo.
Se demuestra que el producto de una coleccién de objetos H-inyectivos también lo es,
y con ello y la definicién de clase cogeneradora tenemos lo necesario para enunciar el
Lema el cual nos dice que una categoria con un H-cogenerador H-inyectivo tiene
naturalmente suficientes H-inyectivos.
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Visto lo anterior, se procede a definir lo que es una extensién o morfismo H-esencial,
arribando con ello al concepto de capsula H-inyectiva. Luego, al preguntarnos si es posible
que en un categoria C, las capsulas inyectivas (E(A),t4) conformen una transformacion
natural ¢ = (t4)aec, : idec = E, analizaremos dos ejemplos que nos permitiran suponer
que esto no se cumple en general, demostrando posteriormente que aunque las capsulas
inyectivas estén determinadas de forma tnica, salvo isomorfismo, la respuesta es no, a
menos que la situacion sea trivial, en el sentido de que todos los objetos fueran H-
inyectivos, en cuyo caso el funtor que envia cada objeto A al objeto F(A) de su capsula
‘H-inyectiva, estaria dado por el funtor identidad ide.

Finalmente, se analizan los resultados que se nos brindan en los capitulos 2 y 3 de
|9] para desarrollar asi tres Teoremas sobre inyectividad, los cuales resultan ser de gran
importancia para establecer algunas condiciones necesarias y suficientes que debe cumplir
una categorfa para contar con capsulas H-inyectivas.

Es importante indicar, como dltimo comentario, que para algunos resultados del texto
necesitaremos el Lema de Zorn, que nos dice que “cualquier conjunto (parcialmente)
ordenado y no vacio en el cual toda cadena tiene una cota superior tiene un elemento
maximo”, por lo que asumiremos como verdadero el Axioma de Eleccién para Conjuntos; si
el lector esta familiarizado con la Teoria de Categorias, podria preguntarse si los resultados
expuestos en donde se usa el Axioma de Eleccion para Conjuntos, se pueden aplicar a
colecciones mas grandes que un conjunto, como son clases propias o conglomerados, si este
es el caso se le invita a consultar el articulo Categorial forms of the Aziom of Choice (|11]),
donde podra encontrar informacién sobre los puntos a considerar si se desea trabajar con
el Axioma de Eleccién en ese tipo de colecciones.
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Capitulo 1
Teoria de Modulos

Para el desarrollo de este capitulo, se ha tomado como referencia a [36], |27] y [21],
donde el lector podréa encontrar los conceptos bésicos de la Teoria de Anillos y resultados
adicionales de la Teorfa de Modulos. A menos de que se diga lo contrario, a lo largo del
texto al hablar de un anillo R, este serd un anillo asociativo con uno.

1.1. R-Modbdulos

Definiciéon 1.1.1. Sea R un anillo. Se define lo siguiente:

1. Un R-mddulo izquierdo es un grupo aditivo abeliano M equipado con una funcién
R x M — M (usualmente llamada multiplicacion escalar), denotada por (r,m)
rm que satisface los siguientes axiomas para cualesquiera m,m’ € M y r,r’" € R:

a) r(m+m') =rm+rm/;
b) (r+7r")m=rm-+r'm;
c) (rr"ym =r(r'm);

d) Ilgm=m

2. Un R-mddulo derecho es un grupo aditivo abeliano M equipado con una funcién
M x R — M denotada por (m,r) — mr que satisface los siguientes axiomas para
cualesquiera m,m’ € M y r,r" € R:

Observaciones. 1. Un R-médulo izquierdo M en ocasiones se denota por g M, y a un
R-moédulo derecho M por Mg.

2. Si un R-moédulo izquierdo es a su vez un R-mo6dulo derecho, omitiremos el adjetivo
derecho o izquierdo y diremos tinicamente que M es un R-mddulo. Por lo tanto, si
R es un anillo conmutativo, entonces todo R-médulo izquierdo cumple con ser un
R-moédulo.
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Ejemplos 1.1.2.
1. Todo espacio vectorial V' sobre un campo k es un k-moédulo.

2. Si Z denota al anillo de los nimeros enteros, entonces todo grupo abeliano es un
Z-moédulo.

3. Todo anillo R es un R-modulo sobre si mismo: definamos la multiplicacion escalar
R x R — R como la multiplicacién definida en R.

4. Si S es un subanillo de R, entonces R es a su vez un S-moédulo izquierdo y un
S-moédulo derecho, donde la multiplicaciéon escalar esta dada nuevamente por la
multiplicaciéon de elementos de R.

Definiciéon 1.1.3. Sean R y S anillos. Diremos que un grupo abeliano M es un (R, S)-
bimddulo, denotado por
rMs

si M es un R-modulo izquierdo, un S-moédulo derecho y las dos multiplicaciones escalares
estan relacionadas por la siguiente ley asociativa:

r(ms) = (rm)s
paracadare R me M yseS.
Ejemplos 1.1.4.

1. Todo anillo R es un (R, R)-bimddulo, donde las multiplicaciones escalares estan
dadas por la multiplicacion definida en R.

2. Si M es un R-modulo izquierdo (es decir que M = rM), entonces debido a que
por definicion M es un grupo abeliano, se tiene que M cumple a su vez con ser
un (R, Z)-bimoédulo, es decir que M = gMz. Similarmente, si N es un R-modulo
derecho, entonces N es también un bimodulo 7z Ng.

Definicién 1.1.5. Si R es un anillo y M y N son ambos R-moédulos izquierdos (o ambos
R-modulos derechos), entonces una funcion f: M — N es un R-morfismo si

L flm+m/) = f(m)+ f(m');
2. f(rm)=rf(m)

para cualesquiera m,m’ € M y r € R. Diremos ademés que f es un R-epimorfismo si
f cumple con ser una funcién suprayectiva y un R-monomorfismo si f es una funcién
inyectiva.

Ejemplo 1.1.6. Si R es un campo, entonces todo R-médulo es un espacio vectorial sobre
R, y todo R-morfismo es una transformacién lineal.

Proposicion 1.1.7. Si A, B son R-mddulos izquierdos, entonces el conjunto
Hompg(A,B) ={f:A— B|f es un R-morfismo}

es un grupo abeliano.
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Demostracion. Veamos lo siguiente:

1. Existe el morfismo 0 : A — B dado por 6((1) = 0p para cada a € A, el cual cumple
claramente con ser un R-morfismo de A en B, es decir un elemento de Hompg(A, B).

2. Para cada f,g € Homg(A, B), el morfismo (f +g) : A — B dado por (f +g)(a) =
f(a) + g(a) cumple también con ser un R-morfismo.

3. Definimos para cada f € Homp(A, B) al morfismo (—f) : A — B dado por
(=f)(a) = —f(a), de esta forma f + (= f) =0=(=f) + f.

A través de los puntos anteriores es sencillo comprobar que la suma es asociativa y
conmutativa. Por lo tanto Hompg(A, B) cumple con ser un grupo abeliano. [ ]

Definicion 1.1.8. Si M es un R-moédulo izquierdo, entonces un submddulo N de M,
denotado por N < M, es un subgrupo aditivo N de M cerrado bajo la multiplicacion
escalar: rm € N para todan € N yr € R.

Ejemplos 1.1.9.

1. Tanto el moédulo {0} como M son submo6dulos de un R-moédulo izquierdo (o derecho)
M.

2. Si f: M — N es un R-morfismo, entonces ker(f) < M y im(f) < N, donde
ker(f) ={a € dom(f): f(a) = 0},
ademés si A < N, entonces f~1[A] < M.

3. Si{S;:i € I} es una familia de submoédulos de un R-modulo izquierdo M, entonces
Nic; Si es un submodulo de M.

Definicién 1.1.10. Si N es un submoédulo de un R-médulo izquierdo M, entonces el
mddulo cociente es el grupo cociente M/N equipado con la multiplicacion escalar:

r(m+ N)=rm+ N.

Observaciones. Al R-morfismo 7 : M — M /N dado por m(m) = m + N, lo llamaremos
morfismo natural.

Definiciéon 1.1.11. Sea R un anillo y {A,;};c; una familia de R-modulos izquierdos.

1. El producto directo [],.; A; es el R-modulo izquierdo cuyo conjunto subyacente es
el producto cartesiano de los A;, es decir, el conjunto

{f: I—)UAi | f es funcion y f(i) € A; para cada i € I}
icl

cuyos elementos suelen ser llamados I-tuplas y denotados por (a;);c; (donde a; es
la coordenada i-ésima y a; € A; para cada i € I), o simplemente por (a;), equipado
con la suma y multiplicacion escalar siguientes:

(a;) + (bi) = (a; + b;)
r(a;) = (ra;)
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paracadar € Ry a;,b; € A; con i € I. Para el producto directo se definen también
las proyecciones
T . H Az — Al‘
iel
(a5) = mi((a5)) =
es decir que para cada i € I, la imagen de (a;) bajo la funcion m; es igual a la
coordenada i-ésima de (a;).

2. La suma directa de los R-modulos A;, denotada por €, ; A;, es el submoédulo de
[L;c; Ai que consiste de todos los (a;) cuyas coordenadas a; son casi todas 0, es
decir, todas salvo un numero finito de ellas son 0. Para la suma directa se definen

las inclusiones
pi s Ai — @ A;
iel
donde j1;(a) es el elemento (a;) en ,.; A; con i-ésima coordenada igual a a, y las
demas coordenadas iguales a 0.

Observaciones.

1. Cada elemento a = (a;) en €, ; A; se puede expresar de forma tinica por

a= Z,ui(ai).

iel
2. Si I es un conjunto finito, entonces [[,.; Ai = @,.; Ai.

Proposicién 1.1.12. Sea R un anillo. Dada una suma directa D = @, ; S; de R-modulos
izquierdos, un R-mo6dulo izquierdo M, y una familia {f; : S; = M };c; de R-morfismos,
existe un tinico R-morfismo f : D — M que hace conmutar el diagrama siguiente para
cada i € I:

S,

2N
7 M

Demostracion. Definamos a f : D — M por f((s;)) = > .c; fi(s:), esta funcion esta bien
definida ya que por ser (s;) un elemento de D, se cumple que )., f;(s;) es una suma de
una cantidad finita de elementos distintos de 0. Ahorasii € [ y s € S;, sea (t;) = j;(s)
y veamos que

D

Fris) = f (i) = £((15)) =D f;(t))
je€l

luego, debido a que para cada j # ¢ se cumple que ¢; = 0, entonces para cada j # 1, se
cumple que f;(t;) = 0 (ya que para cada i € I, f; es un R-morfismo), de lo que se sigue
que Y icr fi(t;) = fi(ti) = fi(s), obtenido asi que fu;(s) = fi(s). Por lo tanto fu; = f;
para cada ¢ € [.

Para corroborar la unicidad, supongamos que existe otro R-morfismo ¢ : D — M
que hace conmutar el diagrama, entonces para cada (s;) € D debido a que ¥ es un
R-morfismo, se cumple que

() = (D milsi)) = D wlun(s0) = D vpilsi) = Y filss) = F((50).

i€l iel icl icl
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Obteniendo asi que ¢ = f. |

Para la siguiente definiciéon debemos tomar en cuenta que el concepto de divisibilidad
es definido de maneras distintas en la literatura, como ejemplos véase [36], 17| y |26
(paginas. 496, 180 y 15 respectivamente), por lo cual, intentado abordar una mayor can-
tidad de posibilidades, en la siguiente definicién se consideraran no solo a los anillos que
cumplan con ser dominios:

Definicién 1.1.13. Sea R un anillo y D un R-moédulo izquierdo. Sid € Dy r € R,
diremos que d es divisible por r si existe algin elemento d’ € D que cumpla que d = rd’;
ademaés, diremos que D es divisible si para cada d € Dy r € R\ {0} no divisor de cero,
se cumple que d es divisible por 7.

Ejemplo 1.1.14. El grupo aditivo de ntmeros racionales, denotado por Q, es un Z-
modulo divisible:
Si $ €QyreZconr#0, entonces existe -7 € Q que cumple que

a ra a
==y

Es importante observar que si R es un dominio, se cumple entonces que todo elemento
r € R distinto de cero, cumple con no ser un divisor de cero. Tomando en consideracién
lo anterior veamos lo siguiente:

Proposicion 1.1.15. Sea R un dominio.

1. Todo producto directo y suma directa de R-mddulos izquierdos divisibles es divisi-
ble.

2. Todo moédulo cociente de un R-moédulo izquierdo divisible es divisible.
Demostracion.

1. Sean {M,};c; una familia de R-médulos izquierdos divisibles y r € R con r # 0.
Si (a;) € @,c; M;, entonces sea J C I el conjunto de indices en donde (a;) tiene
coordenadas no cero, es decir que j € J si y solo si el elemento j-ésimo a; de (a;),
cumple que a; # 0.

Debido a que J C I, se cumple en particular que para cada j € J, el R-modulo M;

es divisible, de esto se sigue que para cada j € J, existe m; € M; que cumple que

aj = rmy;. Definamos ahora una funcion g : I — J,c; M; por:

m; st 1€ J
g(i) =
0 si i¢lJ

Esta funcion cumple con ser un elemento de €,.; M; (ya que en este caso .J es un
conjunto finito por la manera en que se ha definido), y ademas podemos ver que
para cada ¢ € I se cumple lo siguiente:

= Sij e J, entonces (a;)(j) = a; = rm; =rg(j).

» Sijel\J,entonces (a;)(j) =0=1r0=rg(j)
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Obteniendo asi que (a;) = rg y por lo tanto &,., M; es divisible.

La demostracion de que el producto directo de R-moddulos izquierdos es divisible es
similar a la realizada para la suma directa considerando a J = I.

2. Sea M un R-moédulo izquierdo y » € R con r # 0. Observemos primero que si N
es un R-moédulo izquierdoy f: M — N es un R-epimorfismo, entonces si n € N,
existe m € M que cumple que f(m) = n, luego por ser M divisible, existe m’ € M
de tal forma que m = rm’; asi

n = f(m) = f(rm') = rf(m)

con f(m’) € N. Arribando con esto a que N es un R-moédulo izquierdo divisible.

Por lo tanto, debido a que para cada modulo cociente M/N de M, el morfismo
natural 7 : M — M/N es un R-epimorfismo, se cumple que todo modulo cociente
de M es divisible.

|
La siguiente caracterizacion de los médulos divisibles nos permitira demostrar en el
Ejemplo|1.1.17|que el grupo cociente Q,/Z es un grupo abeliano divisible.

Proposicion 1.1.16. Sea R un dominio. Un R-mdédulo izquierdo M es divisible si y s6lo
si para cada r € R distinto de cero, se cumple que rM = M.

Demostracion.

=] Sea r € R un elemento no cero. Si M es un R-modulo izquierdo divisible, entonces
claramente rM C M, ademés si m € M, entonces existe n € M tal que rn = m, es decir
que m =rn € rM, por lo que M C rM. Por lo tanto rM = M; como la eleccién de r
fue arbitraria esto se cumple para todo elemento no cero r € R.

<] SirM = M para cada r € R distinto de cero, entonces si m € M y s € R con
s # 0, tenemos que m € M = sM, por lo que existe un elemento n € M tal que m = sn.
Por lo tanto M es divisible. ]

Ejemplo 1.1.17. Dado un naimero entero primo p, el grupo cociente Q,/Z es un grupo
abeliano divisible (visto como Z modulo), donde

Qp:{;l | aEZ,nGN}

es decir el conjunto de elementos de Q cuyo denominador es una potencia de p (incluido
P’ =1):
Lo primero que debemos corroborar es que Q, € Q es un grupo abeliano, para esto

veamos que si %, -2 € Q,, entonces

pn I pm

a b ap™—bp"  ap™ — bp"

€ Q,

pn pm o pnpm pn+m
obteniendo asi que Q, es en efecto un subgrupo aditivo de Q. Ademés debido a que clara-
mente Z es un subgrupo de Q,, entonces QQ,/Z cumple con ser un grupo abeliano. Ahora
sea £ =Q,/Z. Si pi + 7 € FE, entonces por la manera en que definimos la multiplicaciéon
escalar para los modulos cociente (ver definicion|1.1.10]) se cumple lo siguiente:



1.2 Sucesiones exactas vé

s sin=0, entoncesexiste%+Z€Etalquep(%+Z):a+Z:%+Z:i+Z;

pr

= si n > 0, entonces existe pn“,l + Z € E tal que p(p;%l +7Z)= z% + 7.

obteniendo en ambos casos que ]% + 7 € pE. Por lo tanto ¥ C pE y consecuentemente
E = pE. Ademés si ¢ es un nimero primo distinto de py x = 1% + Z € E, entonces

p"xzp"(iJrZ) =a+24Z=7Z=0
pn

y debido a que ¢ y p™ son primos relativos, entonces existen a, b € Z tales que ga+p"b = 1,
por lo que

¢(ax) = qax + (0)b = gax 4+ p"bx = (ga + p"b)x = (L)z ==z

obteniendo una vez mas que x € qF, por lo cual F C gF y por lo tanto ¢F = E. Final-
mente si z € Z con z # 0, entonces si sucede que z < —1, por el Teorema Fundamental
de la Aritmética para —z > 1, existe una cantidad finita de ntimeros primos ¢, ¢2, ..., Gm
de tal forma que ¢1¢s - - - ¢, = —z, por lo que

2E=—2E=[q1¢2 gu)E = 102" - Q1] E
=g gna|E=---=E.

De manera analoga si z > 1, se obtiene que zE = E y como claramente para z =1 o
z = —1 se cumple que zE = E, entonces zE = E para todo elemento z € Z distinto de
cero, luego por la Proposicion [1.1.16{se cumple que E = Q,/Z es un Z-moédulo divisible.

El grupo Q,/Z mencionado en el ejemplo anterior, suele denotarse por Zy~ y es
conocido como el “p-grupo de Priifer”.

1.2. Sucesiones exactas

Definicion 1.2.1. Una sucesiéon de R-morfismos y R-médulos izquierdos

s My o, I M, s
es llamada una sucesion exacta si im(f,.1) = ker(f,) para toda n € N.
Observaciones.

1. No es necesario escribir un nombre para los R-morfismos {0} L Ao0B % {0},
debido a que en cualquiera de los dos casos, tales morfismos son tdnicos: tanto f
como g son el R-morfismo cero (al que en ocasiones se suele denotar por 6), es decir
el morfismo que cumple que g(y) = 0 para toda y € dom(g).

2. Usualmente denotaremos por 0 al R-médulo {0} mencionado en el punto anterior.

Proposicion 1.2.2.

1. Una sucesion 0 — A = B es exacta si y s6lo si f es una funciéon inyectiva.

2. Una sucesion B & C' — 0 es exacta si y s6lo si g es suprayectiva.
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. h D :
3. Una sucesion 0 -+ A — B — 0 es exacta si y s6lo si f es un isomorfismo.
Demostracion.

1.Si0 = AL B es una sucesion exacta, entonces debido a que la imagen de la
funcion 0 — A, cumple con ser {0}, por tratarse de una sucesion exacta, tenemos
que ker(f) = {0}, lo que implica que f es una funcién inyectiva.

En cambio si f es una funcion inyectiva, entonces la sucesion ker(f) — A Iy Bes
una sucesion exacta ya que por ser f inyectiva, tenemos que ker(f) = {0} = 0.

2. Si B4 C — 0 es una sucesion exacta, entonces im(g) = k:er(a) = C, por lo que g
es una suprayectiva. En cambio si g es suprayectiva se cumple que im(g) = C' y a

su vez C' = ker(0), por lo que B s ' — 0 cumple con ser una sucesion exacta.

3. Se sigue de los dos puntos anteriores.

1.3. Extensiones esenciales.

Definicion 1.3.1. Sea R un anillo y M un R-moédulo izquierdo. Si N es un submoédulo
de M, diremos que M es una extension esencial de N si para cada submoédulo no cero H
de M, se cumple que N N H # 0. Diremos también que, en este caso N es un submddulo
esencial de M, situaciéon que denotaremos por N <, M.

Observaciones.

1. Todo R-moédulo izquierdo M tiene siempre una extension esencial debido a que
M <, M.

2. Si para un R-modulo izquierdo M, sucede que 0 <. M, entonces M = 0.

De forma mas general, para un R-mdédulo izquierdo M, habitualmente usaremos la
expresion “extension esencial de M” para referirnos a algin R-monomorfismo f: M — N
que cumpla que f[M] <, N; al morfismo f se le suele llamar monomorfismo esencial.

Ejemplos 1.3.2.

1. Si vemos a Z como un moédulo sobre si mismo, entonces para cada n € Z \ {0}, se
cumple que nZ <, Z:

Sine€Z\{0}y M <7Zcon M # 0, entonces existe un elemento m € M < Z
distinto de cero, luego nm € M y nm € nZ, es decir que nZ N M # 0.

2. Si vemos a Q como un Z-moédulo, entonces para cada n € Z \ {0}, se cumple que
nZ <. Q:

SineZ\ {0}y M <Q con M # 0, entonces existe un elemento m € M tal que
m # 0, en particular m € Q, por lo que existen a,b € Z con a # 0 # b tal que § = m.

Luego por ser M un submédulo de @, tenemos que na = n(b(})) = nb(y) € My
claramente na € nZ. Por lo tanto nZ N M # 0.
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Proposicion 1.3.3. Sea R un anillo. Si f : M — N es un R-morfismo de R-mo6dulos
izquierdos y A <. N, entonces f~'[A] <. M.

Demostracion. Supongamos que f~'[A] no es un submoédulo esencial de M, entonces
existe un submodulo B # 0 de M, tal que f~1[A] N B = 0, luego como ker(f) C f~1[A],
entonces ker(f) N B = 0, lo cual nos indica que si z,y € B con = # y, entonces f(x) #
f(y), ya que en caso contrario tendriamos que

flx—y)=f(x) - fly) =0

obteniendo con esto que x —y € ker(f) N B, lo cual es una contradiccion debido a que
x —y # 0; por lo tanto f|5 : B — f[B] es un isomorfismo.

Se sigue que f[B] es un submé6dulo no cero de N y debido a que f~'[A]N B = 0, si
r € AN f[B], entonces existe b € B tal que f(b) = x y como x € A, entonces b € f~[A],
por lo que b € f~[A] N B, es decir que b = 0, lo que indica que z = f(b) = f(0) = 0. Asi
AN f[B] =0, lo cual es una contradiccion ya que por ser A un submodulo esencial de N
debe cumplir se que AN f[B] # 0. [ |

Proposicion 1.3.4. Sea R un anillo. Si M es un R-moédulo izquierdo y se tiene que
Ny <. M; <My Ny, <. My, <M, entonces:

1. NlﬂNg Se M1HM2-
2. NlEBNQ Se MI@MQ'
Demostracion.

1. Si H es un submodulo no cero de M7NMs, entonces H es en particular un submodulo
no cero de M; y de Ms, luego debido a que Ny <, My, se cumple que H NNy < M,
y H N Ny # 0, de igual forma como Ny <, My y HN Ny < H < Ms, tenemos que
HnN (Nl N Ng) = (Hﬂ Nl) N N2 7é 0. Por lo tanto, N1 N NQ Se M1 N MQ.

2. Si consideramos a las proyecciones w1 : My @ My — My y w9 : My & My — My, se
cumple que
T N =N My y w3 [No] = My & Ny

por lo cual, por la Proposicién tenemos que Ny @ My <, My & M, v a su vez
My ® Ny <. My ® M>. Se sigue por el punto 1. que

(N7 & My) N (My & No) <. (M; & My) N (M, & M,). (1.1)
Finalmente veamos que N1 & Ny = (N1 & My) N (M; & Ns):

» Si (n,m) € (N7 @ My) N (M; @ N3), entonces (n,m) € Ny & My y (n,m) €
M; @ Ns, por lo cual n € Ny y m € Nj. Por lo tanto (n,m) € Ny & Ns.
= En cambio si (n, m) € Ny @ Ny, entonces debido a que Ny <, M; y a que Ny <,

M, se cumple que n € M; y a su vez m € M,. Se sigue que (n,m) € Ny & Mo
y (n,m) € M; @ N,. Obteniendo asi que (n,m) € (N; @ M) N (M; ® Ny).

Por lo tanto, de se sigue que N1 @ Ny <, My & Ms.



Capitulo 2

Teoria de Categorias

2.1. Categorias

Definicion 2.1.1. Una categoria C estéd dada por una clase de objetos Cy y una clase de
flechas C; (también llamadas morfismos) que tienen la siguiente estructura:

1. Cada flecha tiene un dominio y un codominio que son objetos de C; se escribe

f: X—=>YoX Iy ¥ si X es el dominio de la flecha f, v Y su codominio. También
se escribe X = dom(f) e Y = cod(f);

2. Para cada par de objetos (A, B) de C, el conjunto de flechas con dominio A y
codominio B es denotado por hom(A, B) y sus elementos son llamados C-morfismos
de A en B;

3. Dadas dos flechas f y g tales que cod(f) = dom(g), la composicion de fy g, escrita
gf, esta definida y tiene dominio dom(f) y codominio cod(g):

XLy Lz x%2
4. La composicién es asociativa, es decir: dadas f: X - Y, g: Y =2y h:Z —> W,

h(gf) = (hg)f;

5. Para cada objeto X hay una flecha identidad idx : X — X, que satisface idxg = ¢
paracada g:Y — X y fidy = f paracada f: X — Y.

Observaciones. 1. Si se trata con méas de una categoria, usaremos subindices (como
hom¢(A, B)) para aclarar a que categoria hacemos referencia.

2. La clase de todos los C-morfismos, denotada por Mor(C) esta definida como la unién
de todos los conjuntos hom(A, B) en C.

3. Si X y Y son objetos de C, denotaremos también por C(X,Y) al conjunto de
morfismos mencionado en el punto 2 de la Definicion
Ejemplos 2.1.2. Algunas categorias de las que se hablara en este texto son:

= Set que tiene como objetos a los conjuntos y los morfismos entre objetos son las
funciones entre conjuntos.

10
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= Pos cuyos objetos son conjuntos parcialmente ordenados y los morfismos son fun-
ciones mondétonas.

= Field que tiene como objetos a campos y como flechas a los morfismos entre estos.
= Grp tiene como objetos a grupos y como flechas a los morfismos de grupos.
= Ab es la categoria de grupos abelianos y morfismos de grupos.

= La categoria vacia, que es la categoria sin objetos y, por tanto, sin morfismos, es
decir, la categoria cuya clase de objetos es el conjunto vacio. Esta categoria suele
denotarse por 0.

= Clases preordenadas vistas como categorias: Cada clase preordenada, es decir cada
par (X, <), donde X es una clase y < es una relacion reflexiva y transitiva en X,
puede se considerada como una categoria, cuyos objetos son los elementos de X,
sus morfismos estén dados por

{(z,9)} si r <y
hom(z,y) =
0 en otro caso

y la composicion de morfismos esta determinada por (y, z)(x,y) = (z, 2).

Hablaremos también de categorias que se construyen a partir de categorias ya de-
finidas, un ejemplo de esto son las categorias rebanadas que se definen de la siguiente
forma:

Definicion 2.1.3. Sea C una categoria y C' un objeto de C. La categoria rebanada C/C
tiene como objetos a todos los morfismos de la categoria C cuyo codominio es C' y un
morfismode g: D — C ah: E — CenC/C es un morfismo k : D — F en C que cumple
que hk = g, es decir que el siguiente diagrama

D b E

NA

C

conmuta.
Definicion 2.1.4. Para las flechas de una categoria C se define lo siguiente:

1. Llamamos a una flecha f : A — B mono (o monomorfismo), si para cualquier otro
objeto C'y para cualquier par de flechas g, h : C — A, fg = fh implica g = h. Se
denotara por Mono(C) a la clase de todos los monomorfismos de C.

2. Llamamos a una flecha f : A — B epi (o epimorfismo) si para cualquier par de
flechas g,h : B — C, gf = hf implica g = h. Denotaremos por Epi(C) a la clase de
todos los epimorfismos de C.

3. Un morfismo f : A — B es un isomorfismo siempre que exista un morfismo ¢ :
B — Acon gf =iday fg =idg. Al morfismo g se le llama inversa de f. Se dice
que dos objetos A y B en una categoria son isomorfos, lo cual se denota usualmente
por A = B, siempre que exista un isomorfismo f : A — B.
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En la categoria Set los monomorfismos son exactamente las funciones inyectivas y los
epimorfismos coinciden con las funciones suprayectivas; lo mismo sucede en Pos, Grp y
Ab. En cambio en la categoria Field todo morfismo es un monomorfismo.

Proposiciéon 2.1.5. Si g : B - Ay g2 : B — A son inversas de un isomorfismo
f:A— B, entonces g; = ¢s.

Demostracion. Basta observar que

g1 =1dagi = (92f) 1 = 92(f91) = go2tdp = go.

|
Por la proposicién anterior podemos hablar de la inversa de un isomorfismo f, que
denotaremos por f~1.

Dos casos importantes que hay que resaltar con respecto a lo que un isomorfismo
puede representar (de acuerdo a la categoria que consideremos) son los siguientes:

Ejemplos 2.1.6.

1. Los isomorfismos en las categorias rebanadas. Si g : D — C'y h : E — C son
objetos de una categoria C/C, entonces un isomorfismo de g a h es un isomorfismo
k: D — E en C, que hace conmutar a los siguientes diagramas:

D k E D k

S SNA

2. Si consideramos a una clase preordenada (X, <) como una categoria, entonces para
cualesquiera dos objetos x y y, se cumple que x Zysiysolosiz <yyy <z

~

Si x = y, entonces claramente x < y v y < x. En cambio, si sucede que z < y y
y < x, tenemos lo siguiente:

(v, 2)(z,y) = (z,2) = idy vy (2,9)(y,2) = (y,y) = id,
por lo que tanto (x,y) como (y,z) son isomorfismos.

Estos ejemplos vistos nos brindaran ayuda al intentar definir una relacién de orden,
como lo haremos en el Capitulo [3| en cierta clase de morfismos, resaltando que en ese
caso veremos a los morfismos como objetos, tal como sucede en las categorias rebanadas.

Definiciéon 2.1.7. Sea C una categoria, diremos que:

1. Un monomorfismo f es extremo siempre que satisfaga la siguiente condicion: si
f = gh, con h un epimorfismo, entonces A cumple con ser un isomorfismo.

2. Un epimorfismo f es extremo siempre que satisfaga la siguiente condicion: si f = gh,
con g un monomorfismo, entonces g cumple con ser un isomorfismo.

Proposiciéon 2.1.8. Sean f: A — By g: B — C morfismos:

1. Si gf es un monomorfismo extremo entonces f también lo es.
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2. Si gf es un epimorfismo extremo entonces g también lo es.
Demostracion.

1. Si gf es un monomorfismo extremo y f = hk con k un epimorfismo, entonces
gf = g(hk) = (gh)k, implica que k es un isomorfismo.

2. Si gf es un epimorfismo extremo y g = hk con h un monomorfismo, entonces
gf = (hk)f = h(kf), implica que h es un isomorfismo.

Proposicion 2.1.9. Para cualquier morfismo f : A — B en una categoria C, son equi-
valentes:

1. f es un isomorfismo.
2. f es un monomorfismo extremo y un epimorfismo.

Demostracion. Veamos por separado ambas implicaciones:

1.= 2. Si f es un isomorfismo, entonces f es un monomorfismo y un epimorfismo, por
lo cual bastard comprobar que f es un monomorfismo extremo:

Si f=ghconh:A— C un epimorfismo y g : C — B un morfismo en C, entonces
7! existe y se cumple que idy = f7'f = f~'(gh) = (f~'g)h, luego [h(f'g)]h =
h[(f~tg)h] = hida = h = idch, y por ser h un epimorfismo esto implica que h(f~'g) =
idc. Por lo tanto h es un isomorfismo.

2.= 1. Si f es un monomorfismo extremo y un epimorfismo, entonces f = idg f implica
que f es un isomorfismo. [ |

Definicion 2.1.10. Para cualquier categoria C, la categoria dual (u opuesta) de C, es
la categoria C? que tiene los mismos objetos que la categoria C, pero para cada par
A, B de objetos de C? se cumple que C?(A, B) = C(B, A), (es decir que excepto por su
direccion, tiene los mismos morfismos que C), y ademés fo?g = go f, donde o denota la
composiciéon en C.

Observaciones. Para cada morfismo f : A — B en una categoria C, utilizaremos la
notacion f para denotar al morfismo opuesto de f, es decir el morfismo f: B — A en
C. De esta forma si f : A — By g: B — C, para la composicion en C” se tiene que

9f = fg.
Ejemplos 2.1.11.

» Si A = (X,<) es una clase preordenada, considerada como categoria, entonces
AP = (X, >).

» Si A = (M,o,e) es un monoide, considerado como una categoria, entonces A% =
(M, 6,e), donde adb =bo a.
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2.2. Funtores

Definiciéon 2.2.1. Dadas dos categorias C y D, un funtor F' : C — D consta de operacio-
nes Fy:Cy — Dy y Fy: Cy — Dy, tal que para cada f: X =Y, Fi(f): Fo(X) = Fo(Y)
y:

1. Para X 5V % 7 Fi(gf) = Fu(g)Fi(f);
2. Fy(id,) = idp,(x) para cada X € (.
Diremos ademas que un funtor F': C — D es:
a) Una inmersion si F' es inyectivo sobre morfismos.

b) Pleno si para cualesquiera dos objetos A, B de C, F' : C(A, B) — D(FA, FB) es una
funcién suprayectiva.

c) Fiel si la funcion del punto anterior es siempre inyectiva.

d) Un isomorfismo si existe un funtor G : D — C tal que Go F = idec y F o G = idp.
Se dice que dos categorias C y D son isomorfas siempre que exista un isomorfismo
F:.C—>D.

Observaciones.

1. Los funtores F' de C a D se denotaran también por C Ly D. Con frecuencia usaremos
las notaciones simplificadas F'(A) y F/(f) en lugar de F1(A) y Fo(f) respectivamente.
De hecho, suele denotarse la acciéon sobre ambos objetos y morfismos de manera
simultanea a través de

F(AL B) = Fa) 72

F(B)

2. Si F': C — D es un isomorfismo, entonces el funtor G mencionado en el inciso
d) de la definicion anterior es el tnico con la propiedad mencionada, por lo que se
denotara por F'~!, la demostracién de este echo se realiza de manera analoga a la

vista en la Proposicién

3. De manera frecuente es posible encontrar el termino “funtor contravariante” en la
literatura. Lo que en la definicién anterior definimos como funtor suele ser llamado
entonces “funtor covariante”. Un funtor contravariante F de C a D invierte la di-
reccion de las flechas, por lo que si f : A — B es un morfismo de C, entonces F(f)
es un morfismo de F(B) a F(A) en D. En otras palabras, un funtor contravariante
de C a D es un funtor de C” — D (o equivalentemente, de C a D).

Ejemplos 2.2.2.

1. Para cualquier categoria C, existe el funtor identidad ide : C — C definido por
ide(ALBy=4% B

2. Para cualesquiera dos categorias C y D y cualquier objeto B de D, existe el funtor
constante Fg : C — D con valor B, definido por

idp

Fe(X LYv)=B2%B
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3. Dada una categoria C y un objeto cualquiera A de C, existe el funtor Hom(A, —) :
C — Set definido de la siguiente forma

Hom(A,f

Hom(A,—)(B L €) = hom(A, B) s hom(A,C)

donde Hom(A, f)(g) = fg.

4. De manera similar al ejemplo anterior, para cualquier categoria C y un objeto
arbitrario A de C, se define el funtor Hom(—, A) : C°? — Set determinado por

Hom(f,A)

Hom(—, A)(B %5 C) = home (B, A) home(C, A)

donde Hom(f, A)(g) = gf.
Ejemplo 2.2.3. El funtor potencia P : Set” — Set definido por

PAL B =pPa PR

donde PA es el conjunto potencia de A, y para cada X C A, Pf(X) es la preimagen
f7HX] de X bajo la funcion f : B — A, es un ejemplo de un funtor que es una inmersion
pero no es pleno.

Demostracion. Veamos primero que P definido de esta forma es efectivamente un funtor:

= Debido a que para cualquier conjunto A, el conjunto potencia de A es un conjunto,
entonces P manda objetos en objetos.

» Si f: A — Ben Set”, entonces f : B — A es funcién, por lo que si X C A,
entonces f~![X] C B, por lo que f~}[X] € PB, obteniendo asi que dom(Pf) = PA.
Ademas, si Pf(X) = B, y Pf(X) = Bs, entonces f[X] = By y f[X] = By,
por lo que B, = B,. Por lo tanto Pf es en efecto una funcién bien definida. Por lo
tanto P envia morfismos en morfismos.

= Sif: A — By g: B — C, entonces dom(Pgf) = P(A) = dom(PgPf) ya

que PA P, pB 2% pc. Luego, si X € PA, entonces PE?LX) = Pfg(X) =
(f9)1X] = g [f~'[X]] = Pg(f'[X]) = PgPT(X)) = PgPF(X). Por lo tanto
Pqgf =PgPf.

= Para cada A objeto de Set” se cumple que dom(Pids) = PA = dom(idpa), y si
X C A, entonces Pida(X) =id;'[X] = X = idpa(X). Por lo tanto Pida = idpa.

Para ver ahora que es una inmersién, sean f : A — By g: C — D dos morfismos distintos
en Set” es decir f : B — Ay g: D — C funciones distintas en Set. Observemos lo
siguiente:

» Si sucede que dom(f) = B # D = dom(g), entonces cod(Pf) = PB # PD =
cod(Pg).

» Sicod(f) = A+# C = cod(g), entonces dom(Pf) = PA # PC = dom(Pg).

» SiA=C, B= Dy existe z € B tal que f(z) # g(z), entonces z € f[{f(2)}] v
sin embargo = ¢ ¢~ [{f(z)}] ya que de ser asi, entonces g(z) = f(z) lo que es una
contradiccion. De esto se sigue que existe Y = {f(x)} C A tal que Pf(Y) # Pg(Y).
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Obteniendo en los tres casos posibles que Pf # Pg. Por lo tanto si f y g son morfismos
distintos en Set””, entonces P f # Pg, comprobando asi que P es una inmersion.

Por tltimo, veamos que P no es pleno, para esto sean A = {z} y B = {y} objetos de
Set” y consideremos a la funcion h : P(A) — P(B) (en Set(PA, PB)) definida por

B si X=0
hX) =
0 si X=A

La funcion h esta bien definida ya que P(A) = {0, A}. Supongamos ahora que existe
f: A — Ben Set”(A,B) tal que Pf = h, entonces Pf(0)) = h(d) = B, por lo que
/710 = B = {y} lo que es una contradiccién ya que y € f~![)] implica que existe z € ()
tal que f(y) = z. Por lo tanto no existe f en Set” (A, B) tal que Pf = h, obteniendo asi
que P no es pleno. [ |

Proposicion 2.2.4. Todo funtor F' : C — D preserva isomorfismos, es decir que si
f A — B es un isomorfismo en C, entonces F(f): F(A) — F(B) es un isomorfismo en
D.

Demostracion. Si f : A — B es un isomorfismo en C, entonces existe f~! : B — A de tal
forma que ff~' =idgy f~'f = idy, luego por ser F un funtor se cumple que:

F(A)F(f")=F(ff™") = F(idg) = idp)

y a su vez
F(fYOF(f) = F(f~'f) = F(ida) = idpa

obteniendo asi que F'(f) es en efecto un isomorfismo. |

2.3. Categorias de mé6dulos

Definiciéon 2.3.1. Para cualquier anillo R, denotamos por R-Méd a la categoria de R-
modulos izquierdos y R-morfismos entre ellos; similarmente denotamos por Mod-R a la
categoria de R-moédulos derechos.

Observacion. En una categorfa R-Mo6d se cumple que para cualesquiera dos objetos
M, N de esta categoria, el conjunto de morfismos hom (M, N) es exactamente el conjunto
Hompg(M, N) descrito en la Proposicion m

Ejemplos 2.3.2.
1. Si R es un anillo conmutativo, entonces la categoria R-Maod es isomorfa a Mod-R.

2. Debido a que todo grupo abeliano es un Z-modulo, se cumple que la categoria
Z-Mobd coincide con la categoria Ab.

Definicion 2.3.3. Un funtor F' : R-Méd—Ab es exacto izquierdo si la exactitud (ver
Definicion [1.2.1) de

05 AL BSC 0
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implica la exactitud de

0 — F(A) 2 pBy 29 peoy;
Un funtor F': R-M6d—Ab es exacto derecho si la exactitud de
0sA4LB% oS0

implica la exactitud de

P 29 p)y 29 peoy o,

Proposicion 2.3.4. El funtor Hom (M, —) : R-Méd—Ab es exacto izquierdo para todo
R-moédulo izquierdo M.

Demostracion. Si0 — A% B2 ¢ = 0 es una sucesion exacta, deseamos probar que

Hom

Hom(M,«a (M,B) HOmR(M, C)

0 — Homp(M, A) sy Homp(M, B)

es una sucesion exacta, donde Hom(M,«)(f) = af para cada f € Homg(M,A) y
Hom(M, B)(g) = Bg para cada g € Hom(M, ). Para comprobar esto observemos los
siguientes puntos:

» Si f € ker(Hom(M,a)), entonces af = 0, por lo que (af)(m) = 0 para toda
m € M. Luego por ser o una funcioén inyectiva, el echo de que a(f(m)) = (af)(m) =
0 = a(0) para cada m € M implica que f(m) = 0 para cada m € M, es decir que
f=0.
Por lo tanto ker(Hom(M, a)) = {0}. Obteniendo asi que ker(Hom(M, «)) = im/(0).

» Supongamos que g € im(Hom(M,«)), entonces g = af para algin morfismo f €
Hompg(M,A), luego Hom(M, 5)(g) = g = flaf) = (Ba)f; ademas por ser 0 —
A% B2 C - 0 una sucesion exacta, obtenemos que im(«) = ker(f), de donde
se sigue que (3(a(a)) = 0 para cada a € A, por lo que (Ba)(a) = 0 para cada
a € dom(fBa), es decir que fa = 0. Esto nos permite ver que

Hom(M, B)(9) = Bg = S(af) = (Ba)f =0
y de esta forma g € ker(Hom(M, 3)). Por lo tanto
im(Hom(M,«)) C ker(Hom(M, B3)).

» Ahora si g € ker(Hom(M,f3)), entonces debemos encontrar un morfismo f €
Hompg(M, A) de tal forma que g = aof. Si m € M, entonces 3(g(m)) = (Bg)(m) =
0(m) = 0, por lo que g(m) € kerf = im(«); luego por la inyectividad de «, para
cada m € M existe un tnico elemento a,, € A de tal forma que a(a,,) = g(m). Por
tltimo definase f : M — A por f(m) = an; la funcion f cumple que para toda
me M

af(m)=a(f(m)) = alam) = g(m)

por lo que af = g. Por lo tanto

ker(Hom(M,3)) C im(Hom(M, «)).
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Los tres puntos anteriores prueban que en efecto

Hom

Hom(M,«a (M,B) HomR(M, C)

0 — Homp(M, A) sy Homgp(M, B)

es una sucesién exacta. [ ]

Definicién 2.3.5. Un funtor contravariante F' : R-Mod—Ab es exacto izquierdo si la
exactitud de
0-ALBLC0=0

implica la exactitud de

0 F(c) 29 gy LV

F(A);
Un funtor contravariante ' : R-Mod—Ab es ezacto derecho si la exactitud de
0sALBS oS0

implica la exactitud de

F(g) (1)

F(C)

F(B) F(A) = 0

Proposicion 2.3.6. El funtor Hom(—, M) : R-Mo6d” —Ab es exacto izquierdo para
todo R-modulo izquierdo M.

Demostracion. La demostracion es similar a la realizada en la Proposicién [ |

Definicion 2.3.7. Un funtor F': R-M&d—Ab es exacto si es exacto izquierdo y exacto
derecho.

Observacion. Si I es un funtor exacto izquierdo que preserva epimorfismos, entonces I

es exacto: S0 = AL B % C = 0 es una sucesion exacta de R-médulos, entonces por
ser exacto izquierdo tenemos que

F(f)

0 — F(A) 29 pBy 29 po)

es una sucesion exacta, en particular se cumple que im(F(f)) = ker(F(g)); luego como
F preserva epimorfismos, tenemos que F(g) : F(B) — F(C) es un epimorfismo, por lo
que la sucesion

) F(g)

F(B F(C) =0

es exacta. Obteniendo asi la exactitud de la sucesién

P 2 )y B9 poy = o

De la misma forma, un funtor exacto derecho que preserve monomorfismos es exacto.
Para los funtores contravariantes tenemos que: un funtor contravariante exacto izquierdo
es exacto si convierte monomorfismos en epimorfismos y un funtor contravariante exacto
derecho es exacto si convierte epimorfismos en monomorfismos.
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2.4. Objetos iniciales y terminales

Definiciéon 2.4.1. Un objeto X de una categoria C se llama terminal si para cualquier
objeto Y de C, hay exactamente un morfismo Y — X en la categoria. Dualmente, X es
inicial si para todo Y existe exactamente un morfismo X — Y. Un objeto X se denomina
objeto cero siempre que sea tanto un objeto inicial como un objeto terminal.

Proposicion 2.4.2. Los objetos iniciales de un categoria C son esencialmente tnicos, es
decir,

1. Si Ay B son objetos iniciales, entonces A y B son isomorfos.
2. Si A es un objeto inicial, entonces todo objeto isomorfo a A es un objeto inicial.
De manera anéloga los puntos 1. y 2. se cumplen para los objetos terminales.

Demostracion. Veremos tnicamente lo que sucede para los objetos iniciales ya que para
verificar los puntos para los objetos terminales se requieren argumentos similares:

1. Si A y B son objetos iniciales, entonces por definicién existen morfismos tnicos
k:A— Byh:B— A, més aln, existe un Gnico morfismo con dom(A) y cod(A)
a saber id4. Entonces debe cumplirse que hk = id4 y de igual forma kh = idg por
lo que k cumple con ser un isomorfismo. Por lo tanto A y B son isomorfos.

2. Si A es un objeto inicial y B es isomorfo a A, entonces existe f : B — A un
isomorfismo. Luego por definicién, si C' es un objeto de C, entonces existe un tinico
morfismo g : A — C, por lo que la composicion gf : B — C' es un morfismo de B
a C. Este morfismo es tinico ya que si h : B — C, entonces hf ' : A — C, por lo
que hf~! = g y de esta forma h = gf. Por lo tanto B es un objeto inicial.

|
Ejemplos 2.4.3.

= En la categoria Set el inico objeto inicial es el conjunto vacio y cualquier conjunto
con un solo elemento es un objeto terminal.

= El conjunto vacio considerado como un conjunto parcialmente ordenado es el tinico
objeto inicial para Pos.

= Un grupo con un elemento es un elemento inicial y terminal de Grp al mismo
tiempo, es decir, un objeto cero.

2.5. Subcategorias

Definicion 2.5.1. Si By C son dos categorias, entonces:
1. Diremos que B es subcategoria de C si:

a) By es subclase de Cp;
b) Para cualesquiera A, B objetos de B, B(A, B) C C(A, B);
c¢) Para cada objeto B de B la identidad idg en B es igual a la identidad idg en C;
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d) La ley de composicion en B es la restriccion de la ley de composicion en C a los
morfismos de B.

2. B es llamada subcategoria plena de C si, ademés de lo anterior, se cumple que para
cualesquiera A, B objetos de B, B(A, B) = C(A, B).

Ejemplos 2.5.2.

= Para cualquier categoria C, la categoria vacia y C en si son subcategorias plenas de

C.

= Grp es una subcategoria plena de la categoria Mon que consta de todos los monoi-
des y morfismos entre monoides (es decir, morfismos de semigrupos que conservan

la unidad).

= Mon es una subcategoria no plena de la categoria Sgr de todos los semigrupos
y morfismos de semigrupos, para comprobar esto consideremos a A = (N, +,0) y
a B = (N,:,1) objetos de Mon, y a la funcién constante f : N — N dada por
f(n) =0 para toda n € N, la funcion f es claramente un morfismo de semigrupos
que no conserva la unidad ya que f(0) = 0, por lo que f no pertenece a Mon(A, B).

2.6. Transformaciones naturales

Definiciéon 2.6.1. Una transformacion natural entre dos funtores F, G : C — D consiste
en una familia de morfismos (ue : FC — GC')cec, indicados por la coleccion de objetos
de C, satisfaciendo el siguiente requisito: para cada morfismo f : C' — C" en C, el diagrama

FC -t~ qo

ol e

FC'— G’

Her

conmuta en D (el diagrama de arriba se llama el cuadrado de naturalidad). Decimos que
= (pc)cec, : F = Gy llamamos a pe la componente en C de la transformacion natural

L.

Ejemplo 2.6.2. Sea U : Grp — Set el funtor que olvida (o funtor subyacente), donde
U(G) es el conjunto subyacente de G, y U(f) = f es la funcion subyacente del morfismo

f v consideremos también al “funtor cuadratico” S : Grp — Set dado por S(G ENy S ) =
2

G2 L g2 donde f2(x,y) = (f(z), f(y)). Debido a que para cada grupo G la operacion

definida en G es una funcién 7¢ : G — G, entonces la familia de morfismos 7 = (1) es

una transformacion natural de S a U ya que si f : G — H es un morfismo de grupos y
(z,y) € G* entonces

U(f)ra(z,y) = U(f)(ra(z,y)) =U(f)(x-y) = flz-y) = f(x) - f(y) = Tu(f(x), [(y))
= 7u(f*(2,y))
:THS(f)(x7y)
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obteniendo asi que el siguiente diagrama

S(G) —>~U(G) G? 2
S(f)l lU(f) = fzk tf
S(H) —=U(H) H?—~H

conmuta.

2.7. Fuentes

Definiciéon 2.7.1. En una categoria C, una fuente es un par (A, (f;)ier) que consta de
un objeto A y una familia de morfismos f; : A — A; con dominio A, indicados por alguna
clase I. El objeto A es llamado dominio de la fuente y la familia (A;);c; el codominio de
la fuente.

Observaciones.

. . . P . fi
1. Siempre que sea conveniente, usaremos notaciones méas concisas, como (A = A;)ier

Y (A7 fz)[
2. Las fuentes indicadas por un conjunto se denominan fuentes pequenas.

3. La clase indicadora I de una fuente (A, f;); puede ser una clase propia (es decir una
clase que no es conjunto), un conjunto no vacio o el conjunto vacio. En el caso en
que I = (), la fuente estara determinada por el objeto A. En cambio, cuando I # (),
la fuente esté determinada principalmente por la familia de morfismos { f;|i € I}.

ij

Definiciéon 2.7.2. Si § = (A ER A;); es una fuente y para cada i € I, S; = (4; —
A;j)je; (con J; una clase para cada i € I) es una fuente, entonces la fuente

ij fi
(8) 08 = (A Ayierjes,
es llamada la composicion de S y la familia (S;);.
Observaciones.

1. SiS§=(A N A;) es una fuente y f : B — A es un morfismo entonces So f denotara
a la fuente So f = (B L, Aj)r.

2. La composicion de morfismos puede considerarse como un caso especial de la com-
posicion de fuentes.

Definicion 2.7.3. Una fuente (A, f;);c; se denomina mono-fuente siempre que se pueda
cancelar por la izquierda, es decir, siempre que para cualquier par r,s : B — A de
morfismos, si se cumple que para cada i € I, f;r = f;s, entonces r = s.

Ejemplos 2.7.4.

= Una fuente con un solo morfismo (A4, f) = (A EN A1) es una mono-fuente si y sélo
si f es monomorfismo.
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» En la categoria Set, las mono-fuentes son precisamente las fuentes que separan
puntos (A, f;)r, es decir, fuentes (A, f;) tales que tal para cualesquiera dos elementos
diferentes a y b de A existe i € I, de forma que f;(a) # fi(D).

Proposicion 2.7.5. Sea (A, f;); una fuente en una categoria C.

1. Si f; es un monomorfismo para algin j € I, entonces (A, f;); es una mono-fuente.

2. Si (A, f;)s es una mono-fuente para alguna clase J C I, entonces (A, f;); también
lo es.

Demostracion. Si r,s : B — A son morfismos tales que para cada i € [ se cumple que
fir = f;s, entonces para el punto 1. basta con observar que si existe j € I de tal forma
que f; es un monomorfismo, entonces f;r = f;s, implica que r = s. De forma similar si
(A, fj)s es una mono-fuente para alguna clase J C I, obtenemos que r = s. Por lo tanto,
en ambos casos se concluye que (A, f;); es una mono-fuente. |

Proposicion 2.7.6. Sea T = (S;) oS una composicion de fuentes (ver Definicion [2.7.2)).

1. Si S y todos las fuentes S; son mono-fuentes, entonces 7 es mono-fuente.

2. Si T es una mono-fuente, entonces S también lo es.
Demostracion. Sean u,v : B — A morfismos en C.

1. Si se cumple que para toda i € I, y para toda j € J;, que (g;;fi)u = (gi5fi)v,
entonces g;;(fiu) = g;;(fiv) y debido a que todas las fuentes S; son mono-fuentes,
entonces f;u = f;v para toda i € I, por lo que u = v ya que S también cumple con
ser mono-fuente.

2. Si para cada i € I se cumple que f;u = f;v, entonces para cada i € [ y para cada
J € J; tenemos que g;;(fiw) = g;;(fiv), por lo que (g;;fi)u = (gi;fi)v y como T es
mono-fuente, entonces u = v.

De esta proposicion se desprende el siguiente corolario que sera de gran utilidad mas
adelante:

Corolario 2.7.7. Si § = (A LN A;) es una mono-fuente, entonces f : B — A es un
monomorfismo si y s6lo si S o f es una mono-fuente.

Definicion 2.7.8. Sea {C;};c;r una familia de objetos en una categoria C indicada por
una clase I. Un producto de la familia {C;};c; es una fuente P = (P I, Cy)ier, donde
P es un objeto de Cy {m; : P — C; | i € I} es una familia de morfismos (llamados
proyecciones) con la siguiente propiedad universal:

Si§ = (4 LN Cy)ier es una fuente en C con el mismo codominio que P, entonces
existe un tnico morfismo f : A — P en C de tal forma que S = P o f, o dicho de otra
forma que 7; f = f; para toda ¢ € I, cumpliéndose asi que el siguiente diagrama:

AL

N,

~

conmuta para cada i € I.
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Ejemplos 2.7.9.

1. En la categoria Set, dados dos conjuntos A;, Ay, las proyecciones del producto
cartesiano m; : Ay X Ay — Ay y my @ Ay X Ay — Ay dadas por m;(x1, x9) = z; forman
un producto (A; x Ay =5 A;)i—1 9. Esto ya que dada una fuente (A ELN A;)i=12 existe
un tnico morfismo f: A — A; x Ay dado por f(a) = (fi(a), f2(a)) que cumple que
mif(a) = mi(f(a)) = m((fi(a), f2(a))) = fi(a), es decir que f; = m;f.

2. Si R es un anillo y {A;};c; es una familia de R-modulos izquierdos, entonces el
producto directo [ jer A; y las proyecciones m; (ver Definicién [1.1.11) cumplen con
ser un producto de la familia {A;};c; en la categoria R-Mod:

SiS=(A EIN A;)ier es una fuente con el mismo codominio que ([ [;.; A; T Adier,
entonces sea f : A — [[;c; A; dada por f(a) = (fj(a)), (es decir la I-tupla cuya
coordenada i-ésima esta dada por f;(a)). Es claro que para cada a € Aei € I se
cumple que

mif(a) = mi(f(a) = mi((f;(a))) = fila)

obteniendo con esto que el diagrama siguiente

/
A1l 4

\ -

A

conmuta. Para corroborar la unicidad del morfismo f supongamos que existe otro
morfismo g : A — Hje] A, que hace conmutar el diagrama anterior. Tenemos
entonces que para cada a € A e i € I se cumple que m;g(a) = f;(a), es decir que la
coordenada i-ésima de g(a) es f;(a), de la misma manera en que sucede con f(a)
debido a la manera en que definimos a la funcién f. Por lo tanto f(a) = g(a) para
cada a € A, concluyendo con esto que f = g.

3. Una fuente con un solo morfismo (A, f) = (A EN A;) es un producto de {A;} siy
sOlo si f es un isomorfismo. Para corroborar esto veamos que:

» Si f: A — Ay es un isomorfismo y h : B — A; es un morfismo, entonces
g = f~'h es un morfismo g : B — A que cumple que fg = f(f~'h) =ids,h =
h. Ademés si k : B — A es un morfismo que cumple que fk = h, entonces
fg = fk, de lo que se sigue que f~'fg = f~'fk, es decir, ¢ = k. Obteniendo
asi que g es tnico y por lo tanto (A, f) es un producto.

» Si (A, f) es un producto, entonces para el morfismo ids, : Ay — Aj, existe
h: Ay — A que hace conmutar el diagrama

A e A

b

Ay

es decir que fh = idy,. Luego, como id4 : A — A cumple que el diagrama
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Ay

conmuta, entonces, si k : A — A, es un morfismo que cumple que fk = f, debe
cumplirse que id4 = k ya que id 4 es tnico debido a que (A, f) es un producto.
Por lo tanto como f(hf) = (fh)f =ida,f = f, se cumple que hf = ids. Por
lo que f es un isomorfismo.

Proposicion 2.7.10. Todo producto P es una mono-fuente.

Demostracion. Si P = (P, fi)ier es un producto y u,v : A — P son dos morfismos en C
tales que para cada ¢ € I, se cumple que f;u = f;v, entonces S =P ou = P ow, es una
fuente con el mismo codominio que P, por lo que existe un tnico morfismo f : A — P
que cumple que § = P o f, lo que implica que forzosamente u = f y a su vez v = f, es
decir u = v. ]

Proposicion 2.7.11. Para una familia {A;|¢ € I} de objetos en C, los productos de
{A;|i € I'} son esencialmente tinicos, es decir que se cumple que si P = (P =5 A;); es un
producto de {4;|i € I}, entonces

1. Si Q = (Q & A;); es un producto de la familia {A;|i € I}, entonces existe un
isomorfismo h : () — P que cumple que @ = P o h.

2. Para cada isomorfismo h : A — P, la fuente P o h es un producto de la familia

{A;li € T}.
Demostracion.

1. Debido a que P y Q son productos con el mismo codominio, entonces existen dos
morfismos h : Q — Py k : P — () tnicos tales que cumplen que Q@ = Poh y
P = Qo k, es decir que los siguientes diagramas:

P-r.0 Q-1ls-p
\i NS

conmutan para cada i € I. Luego para cada i € I, se cumple que m;(hk) = (m;h)k =
vk = m; = miidp, y como P es mono-fuente, esto implica que hk = idp; manera
analoga se tiene que kh = idg. Por lo tanto h es un isomorfismo que cumple que

Q="Poh.

2. Si h: A — P es un isomorfismo, entonces P o h = (A il A;)r es una fuente con
el mismo codominio que P. Ahora, si S = (C' < A;); es una fuente con el mismo
codominio que P o h, entonces por ser P un producto, existe un tnico morfismo
f:C — P de tal forma que Po f =8, luego g = h™'f es un morfismo g : C — A
que cumple que para cada i € I, (m;h)g = (mh)(h™1f) = m(hh™ 1) f = mif = ¢;, por
loque (Poh)og=S.
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El morfismo ¢ es tnico ya que si k& : C — A es un morfismo que cumple que
(Poh)ok =S8, entonces para cada i € I, (m;h)g = ¢; y a su vez (m;h)k = ¢;, por
lo que para cada i € I, se tiene que m;(hg) = m;(hk), luego por ser P un producto,
es en particular una mono-fuente, por lo que en este caso se cumple que hg = hk,
y consecuentemente h~thg = h™'hk, es decir g = k.

Por lo anterior visto P o h cumple con ser un producto de la familia {A;|i € I}.

Debido al inciso a) de la proposicion anterior, si en un categoria C existen productos
para una familia de objetos {C;|i € I}, entonces a los productos de la familia {C;|i € I}

los denotaremos por ([[..;C; — C;)r; ademés si para cada i € I, C; = C, entonces

jel
[I;c; C; se escribira simplemente como Ccl.

Proposicion 2.7.12. Sea G un conjunto de objetos en una categoria C y A un objeto de
C, se cumple que: si para cada G € G, los productos

y P= ( H HCE(AH) TG, GC(A,G)>
Heg

Po = (G449 2% )

1€C(A,G) Geg

existen, entonces existe en C un tnico morfismo:

g A— H HEAH)
Heg

que cumple que, ¢4 es monomorfismo si y sélo si la fuente de todos los morfismos en C
con dominio A y codominio en G es una mono-fuente.

Demostracion. Si G € G, entonces podemos considerar a C(A, G) como una fuente S¢ =
(A 22 G)icc(a,q) donde G; = G para cada i € C(A, G), luego por la propiedad universal
del producto, existe un tnico morfismo fi en C de tal forma que el siguiente diagrama

A—Tos HieC(A,G) Gi A L GeAE)
\ lmi - 9ci jﬂci
G G

conmuta para cada i € C(A, G). Ahora si consideramos a la fuente (A LN GCAN) qeg,
entonces nuevamente por la propiedad universal del producto, existe un tnico morfismo
f en C de tal forma que el diagrama

A S [ieo FJC(AH)
x le’G
GC(AG)

conmuta para cada G € G. Ahora debemos observar que si G € G y consideramos a
un morfismo v : A — G, entonces 7 es un morfismo de la fuente Sg, por lo que existe
i € C(A,QG) tal que v = ggi, vy como mgimaf = mai(maf) = Taifa = 9ai = 7, entonces 7y
es un elemento de la fuente [(Pg) o P| o f.



26 Teoria de Categorias

Lo anterior nos permite ver que la fuente [(Pg) o P| o f, es exactamente la fuente de
todos los morfismos de A en algtn elemento G de G. Ademés como para cada G € G, Pg
cumple con ser un producto, entonces por el punto 1. de la Proposicion [2.7.6] se cumple
que (Pg) o P es una mono-fuente, por lo cual, solo resta observar que por el Corolario
se cumple que [(Pg) o P]o f es una mono-fuente si y sélo si f es un monomorfismo.
Por lo tanto 14 = f es el morfismo buscado. [ |

2.8. Pozos

El concepto dual al de fuente es llamado pozo y se define de la siguiente forma:

Definiciéon 2.8.1. En una categoria C, un pozo es un par ((fi)icr, A) (denotado también

por (fi, A)r o (A; EiN A)ier) que consta de un objeto A y una familia de morfismos
fi + A; — A indicados por alguna clase I. El objeto A es llamado codominio del pozo y
la familia (A;);e; el dominio del pozo. La composicion de pozos se define de forma dual
a la de la composicion de las fuentes (ver Definicion .

La siguiente tabla proporciona los nombres de los conceptos duales a los investigados
en la seccién anterior:

Concepto Concepto dual
Fuente Pozo
Mono-fuente Epi-pozo
Producto ([]A;,m)ier | Coproducto (p;, [T A;j)ier
Proyecciones m; Inclusiones p;

Veamos a continuacion las definiciones de los conceptos expuestos en la tabla, seguidos
de algunos ejemplos importantes:

Definicion 2.8.2. Un pozo (f;, A); se denomina epi-pozo siempre que se pueda cancelar
por la derecha, es decir, siempre que para cualquier par r,s : A — B de morfismos, si se
cumple que para cada ¢ € I, rf; = sf;, entonces r = s.

Definicion 2.8.3. Sea {C;};c; una familia de objetos de una categoria C indicada por
una clase I. Un coproducto de la familia {C;};c; es un pozo O = (C; N 0);er, donde O es
un objeto de C y {u; : C; — Oli € I} es una familia de morfismos (llamados inclusiones)
con la siguiente propiedad universal:

Si Q = (G LN Q)ier es un pozo con el mismo dominio que O, entonces existe un
inico morfismo f: O — @ en C de tal forma que @ = f o O, o dicho de otra forma que
fu; = fi para toda ¢ € I, cumpliéndose asi que el siguiente diagrama:

Q<0

Hi
N

1

conmuta para cada ¢ € I.

Ejemplo 2.8.4. En la categoria Set un pozo (4; ER A)r es un epi-pozo si y solo si

A= Uie[ filAil:
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= Si(4; LN A)r es un epi-pozo, entonces claramente | J,.; fi[4;] € A. Supongamos
ahora que existe z € A\ |J,c; fi[Ai], y consideremos a las funciones r : A — {0,1}
definida por r(a) = 0 para cada a € A y a la funcion s : A — {0, 1} dada por

0 si a#x
s(a) =

1 st a==x

Podemos observar que para cada i € I, si a; € A;, entonces f;(a;) # = (esto debido
a que x & [, filAi]), y consecuentemente

rfi(a;) =r(fi(a;)) = 0= s(fi(a;)) = sfi(a).

Por lo tanto, para cada i € I, tenemos que 7f; = sf;, luego, por ser (A; EIN A)g
un epi-pozo se debe cumplir que r = s, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto

A\ Uie[ filAi] = 0, y de esta forma A = Uiel filAil

= Supongamos ahora que A = J,.; fi[Ai] y que s,7 : A — B son funciones tales que
sfi=rfiparacadai € I.Sia € A =], fi[Ai], entonces existe j € I de tal forma
que a € f;[A;], y de esta forma a = f;(a;) para algin a; € A;; se sigue que

r(a) = r(fi(a;)) = rfila;) = sfj(a;) = s(fi(a;)) = s(a).

Por lo tanto r = s, obteniendo con esto que (A; EIN A); es un epi-pozo.

Ejemplos 2.8.5.

1. Si {A;}ier es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos (es decir, que si i,5 € I
con ¢ # j, entonces A; N A; = (), indicada por un conjunto I, entonces el pozo
(Az ﬁ> Uje[ Aj), donde ul(al)
{Ai}ie[ en Set:

Observemos primero que por ser {4, };c; una familia de conjuntos disjuntos dos a
dos, sucede que para cada a € A, existe un tnico i € I de tal forma que a = a;

a; para cada i € I, es un coproducto de la familia

para algin a; € A;. Entonces, si (4; EN A) es un pozo con el mismo dominio que
(A; & Ujer 4;), entonces definamos f : U;.; A5 — A por f(a;) = fi(a:). Esta
funcion esta bien definida debido a la observaciéon que se mencioné al principio y
ademas cumple que si i € I, entonces para cada a; € A;

fila;) = f(fli) = f(Mi(ai)) = fﬂi(ai)

comprobando con esto que el diagrama

A; = UjeI A]—

conmuta para cada ¢ € [I. Para corroborar la unicidad de f, veamos que si ¢ :
U et A; — A es otra funciéon que hace conmutar al diagrama anterior, entonces

para cada a; € Ujd A; se cumple que

g9(a;) = g(pi(a;)) = gpi(ai) = fi(ai) = fla;)
y por lo tanto g = f.
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2. Si R es un anillo y {M,;};cr es una familia de R-modulos izquierdos, entonces la
Proposicion|1.1.12|, nos muestra que la suma directa @,.; M; es un coproducto de
la familia {M,};c; en la categoria R-Mod.

2.9. Subobjetos

Al estudiar diferentes categorias, podemos observar que decir “ A es un subobjeto de B”
no es solo una propiedad del objeto A, sino también del “morfismo inclusiéon” naturalmente
asociado de A en B. Por lo tanto, definiremos a los subobjetos de un objeto B como pares
(A,m), donde A es un objeto y m: A — B es un “morfismo de inclusion”.

Dado que para diferentes categorias uno puede necesitar diferentes conceptos para
caracterizar a los “morfismos inclusién”; el concepto de subobjeto se hara dependiente de
alguna clase M de morfismos que represente (en cada caso) a dichas inclusiones.

Definicion 2.9.1. Sea C una categoria y M una clase de monomorfismos de C. Un
M-subobjeto de un objeto B de C, es un par (A, m), donde A es un objeto de C y el
morfismo m : A — B es un elemento de M, en este caso diremos también que (m, B) es
una M-extension de A.

Asi como la relacion de contencion (C) determina un orden parcial en el conjunto
potencia P(A), de un conjunto dado A, podemos intentar ordenar a los subobjetos de un
objeto A en una categorfa arbitraria considerando lo siguiente:

Definicion 2.9.2. Sean (A,m) y (A’,m’) subobjetos de un objeto B.

1. Diremos que (A, m) es mas pequernio que (A’,m’), denotado por (A, m) < (A", m’),
siempre que exista un morfismo h : A — A’ que haga conmutar al diagrama si-
guiente:

A p

BN

B

2. Diremos que (A,m) y (A’,m’) son isomorfos si existe un isomorfismo h : A — A’
tal que m'h = m.

Observaciones.

1. En caso de existir el morfismo A mencionado en el primer punto, este es tnico debido
a que, si existe algtin otro morfismo A’ tal que m’h’ = m, entonces por ser m’ un
monomorfismo (por definicion), la igualdad m’h’ = m = m’h implica que h = h'.

2. Para todo objeto A, la relacién definida en el punto 1. determina un preorden en la
clase de subobjetos de A. En general la antisimetria no se cumple, pero si para dos
subobjetos de A sucede que (A,m) < (A',m') y (A’,m’) < (A, m), entonces estos
deben ser isomorfos.

Terminaremos esta seccion con la Definicion[2.9.3|que nos permitira hacer distinciones
entre clases y conjuntos, a la hora de hablar de la colecciéon de subobjetos o extensiones
de los objetos de una categoria arbitraria.
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Definiciéon 2.9.3. Sea C una categoria y M una clase de monomorfismos de una categoria
C. Diremos que C esté:

1. M-bienpotenciada si cada objeto de C tiene una clase propia de M-subobjetos no
isomorfos por pares.

2. M-biencopotenciada si cada objeto de C tiene una clase propia de M-extensiones
(ver Definicién|2.9.1) no isomorfas por pares.



Capitulo 3

Capsulas Inyectivas

A lo largo del texto, H representara a una clase clase arbitraria de morfismos en una
categoria C. Aunque los conceptos y definiciones que trataremos nos hagan pensar a los
morfismos en H como “inmersiones", no hay una suposiciéon a priori sobre H.

En lo subsiguiente, usualmente omitiremos el prefijo H cuando consideremos a H
como la clase de todos los monomorfismos de la categoria que estemos abordando.

3.1. Objetos inyectivos

Definicion 3.1.1. Un objeto I de C es H-inyectivo si la funcion C(h,I) : C(B,I) —
C(A,I) es suprayectiva para toda h : A — B en H, de manera que para cada f: A — [
existe g : B — I que extiende a h, es decir, de tal forma que el diagrama

A-r.p

PN

I
conmuta. Los objetos H-inyectivos forma la subcategoria plena H-Inj de C.
Ejemplos 3.1.2.
1. En la categoria Set los objetos inyectivos son exactamente todos los conjuntos no
vacios:

Si A # (), sea a € A un elemento fijo y veamos que si h : B — C' es un morfismo
en H, es decir, una funcién inyectiva, entonces para cualquier funciéon f : B — A
podemos definir una funciéon g : C' = D dada por

f(b) si ¢=h(b) para algin b € B
g(c) =
a si c & Im(h)
que cumple que f = gh. La funcién g esta bien definida ya que si para algin ¢ € C

sucede que ¢ = h(b) = h(b'), entonces b = b’ debido a la inyectividad de h, y
consecuentemente f(b) = f(V').

2. Sea B un conjunto no vacio y consideremos a la categoria rebanada C = Set/B.
Si H es la clase de todas las funciones inyectivas con codominio B, entonces toda
funcién suprayectiva con codominio B es un objeto H-inyectivo en C:

30
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Sean f : X — B una funcién suprayectiva,y, g: Y — By h: Z — B objetos de C,
entonces siy: g — fya:g— hsonmorfismos de C, es decir funciones v : Y — X
vy a:Y — Z en Set que hacen conmutar el diagrama

con « un elemento de H, es decir que « es una funcién inyectiva, deseamos encontrar
un morfismo 3 : f — h de tal forma que el diagrama

g——nh

EN

f

conmuta en C; para esto notemos que si z € Z, entonces h(z) € B, y como f es una
funcién suprayectiva, entonces podemos elegir para cada z € Z, un elemento fijo b,
en la preimagen del conjunto {h(2)}, es decir b, € f~'({h(2)}). Ahora consideremos
a la funcion 5 : Z — X definida de la siguiente forma:

v(y) si z=a(y) paraalginy € Y

b,  si z & Im(a)

Para comprobar que la funcién S estd bien definida basta con observar que « es
una funciéon inyectiva y que para cada z € Z, el elemento b, es un elemento fijo de
B previamente seleccionado (es decir que al momento de evaluar la funcion £(z) no
estamos tomando un elemento cualquiera de f~'({h(z)}). Ademés se cumple que
para cada z € Z:

a) Siz e Im(a)y z=a(y) para algin y € Y, entonces

fB(z) = f(B(2) = f(v(y)) = f(y) = 9(y) = ha(y) = h(a(y)) = h(2)

Por lo que f = h, es decir que el siguiente diagrama

B

N4

B

Z X

conmuta, obteniendo asi que en efecto 5 es un morfismo en C con dominio h y
codominio f. Por ultimo veamos que si y € Y, entonces fa(y) = B(a(y)) = v(y),
por lo cual se cumple que Sa = 7, es decir que S es el morfismo buscado.
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Para las categorias de médulos R-Maéd, si elegimos a H=Mono(R-Méd), entonces el
concepto de H-inyectividad estudiado en este texto coincide con el concepto usualmente
utilizado en algebra (como ejemplos véase [17], |36, [27]); considerando esto, dado un
anillo R, veremos a continuacion en las Proposiciones (3.1.3| [3.1.5] [3.1.6] y el Teorema
algunas condiciones necesarias y suficientes para que un objeto de C = R-Méd, es
decir un R-modulo izquierdo, cumpla con ser inyectivo:

Proposicion 3.1.3. Un R-modulo izquierdo M es inyectivo si y solo si el funtor Hom/(—, M)
es exacto.

Demostracion. Veamos lo siguiente:

=] Sea £ un moédulo inyectivoy 0 — A % B Z, ¢ = 0 una sucesion exacta. Hemos
probado ya que para cualquier R-modulo izquierdo M se cumple que Hom(—, M) es un
funtor exacto izquierdo, en particular cuando M es inyectivo, por lo cual bastara con
comprobar que Hom(—, M)(«) : Homg(B, M) — Homg(A, M) es un epimorfismo de
grupos abelianos:

Debido a que « es inyectiva, se cumple que o € H, por lo que si g € Hompg(A, M),
entonces por la inyectividad de M, existe un morfismo f : B — M en C que hace conmutar
el diagrama siguiente:

A—=DB

N

M
es decir que f € Homg(B, M)y Hom(—, M)(a)(f) = Hom(a, M)(f) = fa = g.

<] Sea Hom(—, M) un funtor exacto. Si & : A — B es un morfismo de H, es decir
un monomorfismo, y 8 : A — M es un morfismo en C, entonces consideremos la sucesioén
exacta

0—A% B5S Blim(a) =0

donde 7 es el morfismo natural (véase la Definicion 1.1.10: . Debido a que Hom(—, M) es
exacto entonces Hom(a, M) : Homg(B, M) — Hompg(A, M) es un epimorfismo, luego
como 3 € Homg(A, M), existe v : B — M de tal forma que el diagrama

A—2-B
\Lv
B
M

conmuta. Por lo tanto M es inyectivo. ]

Teorema 3.1.4. (Criterio de Baer). Un R-moédulo izquierdo E es inyectivo si y s6lo si
cada morfismo f : I — FE, donde [ es un ideal izquierdo en R, puede ser extendido a R.

Demostracion.

=] Sea F un R-modulo izquierdo inyectivo y f : I — E un morfismo en C, donde
I es un ideal izquierdo en R. Debido a que todo ideal izquierdo de R es a su vez un
submodulo de R, si consideramos al morfismo inclusiéon ¢ : [ — R, este cumple con ser
un monomorfismo, por lo que i € H, y de esta forma por la inyectividad de F, existe un
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morfismo g : R — F que hace conmutar el diagrama

I—~R

N

E
es decir que g es el morfismo buscado.

<] Sif:A— EesunmorfismoenCei: A— B eselemento de H, entonces i es un
monomorfismo, por lo cual podemos considerar a i como el morfismo inclusion (de esta
forma i(a) = a para cada a € A). Consideremos ahora el siguiente diagrama

E

d

Nuestro objetivo es encontrar un morfismo g : B — F, que cumpla que gi = f, para esto
definamos al conjunto

X={A,¢)|A<A <Byg:A — F extiende a f}
={(4,¢) | A<A<B,¢J:A—>FEygla=f}
el cual cumple con ser no vacio ya que al menos (A4, f) € X (esto debido a que claramente

A< A< By f a= f). Para aproximarnos al morfismo buscado podemos observar el
siguiente diagrama

A A= A7 0B
(donde la flecha —— indica el morfismo inclusion) y de esta forma definir una relaciéon
de orden en X dada por:
(A',g") 2 (A", g") siysolosi A< A"y q" la=4d.
La relacion < cumple lo siguiente:

1. Para cualquier elemento (A’, ¢') de X, se tiene que A’ < A’y ¢’ [4= ¢/, por lo cual
(A", ¢") = (A, ¢'). Por lo tanto < es una relacion reflexiva en X.

2. Para cualesquiera (A4', ¢'), (A", ¢") € X, sisucede que (A’,¢') < (A", ¢")y (A", ¢") <
(A’ g'), entonces A’ < A” y A” < A’ por lo que A’ = A", ademas debido a que

g" Ta= ¢, entonces se tiene que

g// — g// I~A//: g// I~A/: g/-
Obteniendo con esto que (A4', ¢") = (A", ¢"), lo cual nos indica que < es una relacion

antisimétrica en X.

3. 51 (A9, (A", g") y (A", ¢") son elementos de X tales que (A',¢') < (4",¢") v
(A", ¢") < (A", g"), entonces A’ < A” y A” < A” por lo que A’ < A" y a su vez,
debido a que ¢"” [an=¢" v ¢" 4= ¢, tenemos que

"

g " Ta=4¢" Ta=4¢.

Por lo tanto (A, ¢') < (A", ¢"), por lo cual < es una relacion transitiva en X.
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Por los tres puntos anteriores, se cumple que (X, <) es un conjunto parcialmente orde-
nado no vacio. Luego, si C' = {(A;, g:) }ier es una cadena en X, entonces proponemos a
(U,er Airy) como una cota superior para C'en X, donde 7 : |J;o; 4; — E esta dada por
g(a) = gi(a) si a € A;. Veamos primero que la funcion v esta bien definida:

Sia € (U, Ai, supongamos que existen 4, j € I tales que i # j y ademasa € A; y a €
A;. Por ser C' una cadena se debe cumplir que (A4;, g;) < (4;,g;) o que (A;,g;) = (A, g:),
supongamos sin pérdida de generalidad que (4;, g;) < (A;, g;), entonces g; [4,= g; por lo
que

gi(a) = gi(a) = v(a).
Para corroborar que (Ule 1A, 7) es en efecto un elemento de X, debemos observar que
para cada i € I se cumple que A < A; < B, por lo cual A < |J,.; Ai < B, més atn, si
a € A, entonces a € A; para algin j € I, por lo que y(a) = g;(a) = f(a) ya que g; [4a= f.
Entonces v [a= f y A < UJ,e; Ai < B, comprobando asi que (Uid Ai,’y) € X.

Ahora, si (A;,g;) € C, entonces claramente A; < |J;,; 4; y por la manera en que
definimos a y se cumple también que 7y [4,= g;. Por lo tanto (4;, g;) = (UZ.GI A;, ) para
cada (A;,g;) € C, es decir que (Uiel A;,7) es realmente una cota superior de C' en X.

Se sigue, por el Lema de Zorn que existe un elemento <-maximo, llamémosle (Ag, go),
en X. Si sucede que Ay = B, entonces ggi = f y hemos terminado, supongamos en cambio
que Ay < Bj; existe entonces un elemento b € B que cumple b ¢ Aj, tomando esto en
cuenta definamos el siguiente conjunto

I={reR|rbe Ay},

si 1,79 € I, entonces mb € Ay y reb € Ay, por lo que (r; — 1r9)b = mb — r3b € Ag, lo
que implica que r; —ry € I, ademéas si s € Ry r € I, entonces (sr)b = s(rb) € Ay por
lo que sr € I. Por lo tanto I es un ideal izquierdo de R. Definamos ahora una funcién
h: 1 — E por h(r) = go(rb), esta funcion cumple lo siguiente:

1. Para cualesquiera ry,ro € I, se cumple que h(ry +12) = go((r1 + r2)b) = go(r1b +
Tgb) = g()(?"lb) + go(Tgb) = h(?"l) + h,(T'Q).
2. Sis € R, entonces paratodor € I, h(sr) = go((sr)b) = go(s(rb)) = sgo(rb) = sh(r).

Por los dos puntos anteriores h cumple con ser un R-morfismo. Luego, por hipdtesis existe
un morfismo o : R — E que hace conmutar el diagrama siguiente:

N

Como b ¢ Ay, sea Ay = Ag+ Rby g1 : Ay — E una funciéon dada por

91(y) = g1(ao +1b) = go(ao) + ra(1)
donde ag € Ag, 7 € Ry y = ap + rb. Veamos que g; esta bien definida:
Supongamos que ag + rb = af, + r’'b, entonces (r — 1')b = af, — ay € Ao, por lo que
(r —r'") € I, lo cual implica que go((r — r")b) y h(r — r’) estan definidos. Se sigue que
go(ag — ao) = go((r —r")b) = h(r —1") = aj(r —1') = a(j(r — ")) = a(r — ')
=a((r—1r)1)
= (r—r")a(l)
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cumpliéndose asi que go(ay) — go(ag) = ra(l) — r’a(l), consecuentemente
gi(ag +1'b) = go(ag) + r'a(1) = go(ao) + ra(l) = gi(ao + rb)

corroborando de esta manera que g; esta bien definida. Finalmente debido a que b €
B\ Ay, se tiene que Ag < A; < By podemos ver que si ag € Ap, entonces g;(ag) =
go(ap), por lo que g1 [4,= go; de esto se sigue que (Ao, go) < (A1, 1) y debido a que
A < Ay < A; < B, entonces g1 [4a= go [a= f, es decir que (A;,91) € X, lo cual
contradice la maximalidad de (Ag, go). Por lo tanto Ay = B y asi g = go es el morfismo
buscado. Concluyendo con esto que E es un R-modulo izquierdo inyectivo. ]

Proposicion 3.1.5. Si R es un dominio, entonces todo R-mddulo izquierdo inyectivo es
divisible.

Demostracion. Sea E un R-moédulo inyectivo, m € EF y r € R con r # 0. Definamos
una funcion f : Rr — FE por f(sr) = sm, esta funcion esta bien definida debido a que
si sr = s'r, entonces (s — §')r = 0, luego por ser R un dominio y r # 0, se cumple que
s—8 =0, es decir que s = ¢ y asi

f(sr)=sm=sm= f(s'r)

Ahora, debido a que el morfismo inclusién ¢ : Rr — R es un elemento de H, se sigue por
la inyectividad de F, que existe un morfismo g : R — E en C, es decir un R-morfismo,
que hace conmutar el diagrama siguiente

por lo cual, en particular se tiene que
m = 1m = f(1r) = gi(r) = gi(r) = g(r) = rg(1)
donde ¢(1) € E. Por lo tanto m = rg(1), comprando asi que E es divisible. |
Proposicion 3.1.6. Sea R un dominio de ideales principales. Se cumple lo siguiente:
1. Un R-médulo izquierdo E es inyectivo si y solo si es divisible.
2. Todo cociente de un R-moédulo inyectivo es inyectivo.
Demostracion.

1. Debido a la Proposiciéon probaremos tnicamente, usando el criterio de Baer,
que en este caso todo R-moédulo izquierdo divisible es inyectivo:

Sea F un R-moédulo izquierdo divisible y f : I — F un morfismo, donde I es un
ideal de R. Si I = {0}, entonces claramente el morfismo 0:R— E cumple que
f="0i (donde i : I — R es el morfismo inclusion). En cambio si I # {0}, entonces
por hipétesis existe a € I, con a # 0, de tal forma que I = Ra, luego debido a que
E es divisible y a que a # 0, existe e € E de tal forma que f(a) = ae.
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Definimos ahora una funciéon h : R — E por h(r) = re para cada r € R. El
morfismo h cumple que hi = f, donde ¢ : I — R es el morfismo inclusién, debido a
que si s € I = Ra, entonces s = ra para algin r» € R, obteniendo asi que

f(s) = f(ra) =rf(a) = r(ae) = (ra)e = h(ra) = h(s) = hi(s).
Luego por el criterio de Baer, E es inyectivo.

2. Usando 1. podemos ver que, si F es un R-moédulo izquierdo inyectivo, entonces F
cumple con ser divisible, luego por el segundo punto de la Proposicion|1.1.15] todo
modulo cociente de E es divisible, y por lo tanto inyectivo.

Como consecuencia de la Proposiciéon anterior y la Proposicién [1.1.15| se cumple que
los grupos abelianos Q y Q/Z son inyectivos (vistos, claro como Z-mo6dulos). Ademas, el
grupo Q/Z cuenta con la siguiente propiedad:

Proposicion 3.1.7. Para cualquier grupo abeliano A, si a € A con a # 0, entonces existe
un morfismo de grupos f, : A — Q/Z que cumple que f(a) # 0.

Demostracion. Sea a € A un elemento distinto de cero. Consideremos al grupo abeliano
Za como un grupo ciclico generado por a, es decir Za = (a). Utilizando el lema de Zorn
es posible corroborar que este grupo cuenta con un submodulo propio méaximo:

Sea (X, <) el conjunto parcialmente ordenado por la relacion de submodulo, de submo-
dulos propios de Za; este conjunto es no vacio ya que el médulo 0 es un submodulo propio
de Za # 0, ademas si C' = {M;};c; es una cadena en X, entonces J,.; M; es una cota
superior para C'en X, ya que claramente M; < | J,.; M; para cada i € I, y cumple ademas
con ser un submodulo propio de Za, de otra forma si suponemos que (J,c; M; = Za = (a),
entonces a € J,c; M;, por lo cual existe j € I de tal forma que a € M;, luego por ser
M; un submoédulo propio de Za debe cumplirse que Za = (a) € M; C Za, lo cual es una

contradiccion.

Denotemos entonces por M al submédulo propio maximo de Za, observemos que por
ser Za un grupo abeliano se cumple que M es a su vez un subgrupo maximo de Za.
Es posible corroborar por medio del Teorema de Correspondencia para grupos (34| pag.
38) que el grupo cociente Za/M es un grupo simple, es decir que sus tnicos subgrupos
normales son los subgrupos triviales: el subgrupo {0} y el mismo. Mas aun Za/M es
también un grupo abeliano, por lo cual debe cumplirse que Za/M es un grupo finito de
orden p, siendo p un nimero entero primo.

De lo anterior se sigue que Za/M = (z) para algin z € Za/M distinto de 0. Luego
debido a que el elemento (% + Z) € Q/Z tiene orden p, entonces existe un isomorfismo
v (z) — <;1) + Z). Entonces si denotamos por i : (% + Z) — Q/Z al morfismo inclusion,
definamos h, = itYyw, donde 7w : Za — Za/M es el morfismo natural. El morfismo h,
cumple que

ha(a) = ipm(a) = i(¢(n(a)) = ¢(w(a)) # 0

ya que en este caso 7(a) # 0 = M, debido a que a ¢ M (si sucediera lo contrario, entonces
Za = (a) € M C Za, lo cual es una contradiccion).

!Esto es consecuencia del Teorema 2.19 enunciado en la pag. 29 de |34], el cual nos brinda una
caracterizacion de los grupos ciclicos.
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Finalmente, por ser Q/Z un Z-moédulo inyectivo, existe un morfismo f, : A — Q/Z
que hace conmutar el diagrama siguiente:

Ta—t s A
k lfa
Q/Z
Obteniendo con esto que f,(a) = fu(i(a)) = fai(a) = ha(a) # 0, es decir que f, : A —
Q/Z es el morfismo buscado. |

Proposicion 3.1.8. Sea {C;|i € I} una familia de objetos H-inyectivos en una categoria
C, indicada por un conjunto I. Si P = (][], C; T )1 es un producto de {Cyli € I},
entonces [ [, C; es un objeto H-inyectivo.

Demostracion. Si h : A — B es un morfismo en H'y f: A — P es un morfismo en C,
entonces como para cada i € I, C; es un objeto H-inyectivo, entonces para cada i € [
existe un morfismo, llamémosle g; : B — C; de tal forma que el siguiente diagrama

A-".pB

PNy

&

conmuta. Luego, la fuente (B TN C;); tiene el mismo codominio que P, por lo que existe
un dnico morfismo v : B — []..; C; de tal forma que el diagrama

JeI >
Y
B Hje[ Oj
\ lﬂ'l‘
G

conmuta para cada ¢ € I, lo cual implica que para cada i € I, (myy)h = g;h, es decir
que m;(yh) = m;f. Finalmente, como P cumple con ser mono-fuente, entonces vh = f.
Obteniendo asi que ] jel C; es un objeto H-inyectivo. [ |

3.2. Cogeneradores

Definicion 3.2.1. Una clase G de objetos es cogeneradora (también coseparadora) en C si
para cualesquiera dos morfismos distintos u,v : X — A en C hay un morfismo h: A - G
con G € Gy hu # hv. En el caso en que G conste de un solo elemento G, diremos
simplemente que el elemento G es un cogenerador en C.

Observacion. De manera equivalente a la definicién anterior, una clase G es cogeneradora
en C si para todo objeto A en C, la fuente de todos los morfismos con dominio A y
codominio en G es una mono-fuente. Ademés si G es un conjunto, por la Proposicién
esto es lo mismo que decir que el morfismo canénico

LA A— H HC(A’H)
Heg

es un monomorfismo, siempre que los productos necesarios existan en C.
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La siguiente Proposiciéon nos brinda una caracterizaciéon importante sobre los coge-
neradores de R-Mod; en [30] (pag. 71) se menciona que esto se cumple en general para
categorias aditivas.

Proposicion 3.2.2. Sea R un anillo. En la categoria C = R-Méd, un R-médulo izquierdo
G es un cogenerador en C si y s6lo si para cada R-modulo izquierdo M, si m € M es un
elemento no cero, entonces existe un morfismo f : M — G tal que f(m) # 0.

Demostracion. Sean Gy M dos R-mddulos izquierdos.

=] Si G’ cumple con ser un cogenerador en C, entonces si m € M es un elemento
distinto de cero, tenemos que para los morfismos g,6 : R — M, donde g(r) = rm para
cada r € R, existe un morfismo f : M — G de tal forma que fg # fﬁ, es decir que
fg # 0. Si sucediera que f(m) =0, entonces fg(1) = f(g(1)) = f(m) = 0, pero por ser
fg un R-morfismo esto implicarfa que para cada r € R,

fa(r) = fg(rl) =rfg(1) =r0=0
lo cual es una contradiccion ya que fg # 0. Por lo tanto f(m) #0.

<] Si u,v : X — M son morfismos distintos en C, entonces existe © € X tal que
u(z) # v(x), luego por hipotesis, para m = u(x) — v(z) # 0, existe un morfismo f : M —
G en C que cumple que f(m) # 0. Se sigue que fu(z) # fv(z), ya que en caso contrario
se tendria que

f(m) = f(u(z) —v(z)) = fu(z)) — fv(z)) =0
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto fu # fuv, es decir que G es un cogenerador en

C.
|

Definicion 3.2.3. Por un H-cogenerador en C queremos decir un conjunto indicado G
de objetos en C, tal que todos los productos de G-objetos indicados por un conjunto
existen en C y que los morfismos canénicos ¢4 mencionados en la Definicién se
encuentran en H. G es un H-cogenerador H-inyectivo si, ademas, todos los objetos en G
son H-inyectivos.

Ejemplos 3.2.4.

1. Sien la categoria C = Set consideramos a H =Mono(Set), entonces cada conjunto
G que contenga al menos dos elementos distintos es un cogenerador en C:

Si G es un conjunto tal que |G| > 2, entonces sean b, ¢ € G elementos fijos distintos
entre si. Ahora si u,v : X — A son funciones distintas, entonces existe x € X tal
que u(x) # v(x), luego definimos h : A — G como sigue

b si a=u(r)
h(a) =
¢ si a#u(x)
claramente la funcién h esta bien definida y ademés se cumple que

hu(x) = h(u(z)) = b # ¢ = h(v(z)) = hv(x)

por lo que hu # hv, obteniendo asi que G es un cogenerador.
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2. Bajo las condiciones del segundo ejemplo de los Ejemplos [3.1.2] para cualquier
conjunto ¢ ¢ B, la familia de funciones

F={k:BU{c} - B|kesfuncion y k [p=idg}

es cogeneradora en C:

Sean f: X - Byg:Y — B funciones y «, 8 : f — g morfismos distintos en C, es
decir funciones que hacen conmutativo al diagrama siguiente:

Debido a que o # 3, existe z € X tal que a(x) # B(x), por lo cual si definimos una
funcion h : BU {c} — B por

b si be B

gla(z)) st b=c

esta cumple con ser un elemento de F y ademas la funcion v : Y — B U {c} dada
por

gly) si y#a()
(y) =
c st y=ax)

(la cual estd bien definida debido a que g es una funcion definida en todo Y),
satisface que para cada y € Y, si y = a(z), entonces

hy(y) = h(v(y)) = h(v(a(x))) = h(c) = gla(z)) = g(y)

en caso contrario, si y # a(x), entonces hy(y) = h(v(y)) = h(g(y)) = g(y). Por lo
tanto el siguiente diagrama

Y L~ BU{c}
N, A

conmuta, y de esta forma 7 : ¢ — h es un morfismo de C que cumple que ya(z) =
Y(a(z)) = cy asuvez y5(z) = 7(B(x)) = g(B(x)), y debido a que g(5(z)) € B
y ¢ ¢ B, se sigue que ya(z) # v5(z), concluyendo con esto que v : g — h es un
morfismo con codominio en F que cumple que ya # /.

3. Si C =Ab y H = Mono(C), entonces el grupo cociente Q/Z es un cogenerador
inyectivo en C:

Debido a que hemos comprobado ya que el grupo abeliano Q/Z es inyectivo y que
para cada conjunto I, el producto directo [[,.; Q/Z con las proyecciones m; son un
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producto en C, entonces por la observacion realizada sobre la Definicion es
suficiente observar que para cada objeto A de C, si G = Q/Z, entonces el morfismo
canoénico 14 : A — G es un elemento de H, es decir un monomorfismo, debido

a que las Proposiciones y nos indican que Q/Z es un cogenerador en esta
categoria de grupos abelianos.

4. Dado un anillo R, en la categoria R-Méd, es posible encontrar en [36](pag. 530) y
[37] (pag. 70) que el grupo abeliano Homgz(R,Q/Z) es un R-mo6dulo izquierdo in-
yectiv (con multiplicacion escalar dada por sf : R — Q/Z, donde sf : r +— f(rs))
y asi, de manera similar al ejemplo 3. es posible comprobar que Homgz(R,Q/Z) es
un cogenerador inyectivo en la categoria R-Mod probando tnicamente, a través de
la Proposicién que Homz(R,Q/Z) es un cogenerador en esta categoria:

Si M es un R-moédulo izquierdo y a € M es distinto de cero, entonces por la
Proposiciéon existe un morfismo de grupos f : M — Q/Z de tal forma que
f(a) # 0. Definamos ahora para cada m € M, una funciéon f,, : R — Q/Z dada por
fm(r) = f(rm), la cual cumple con ser un elemento de Homy(R,Q/Z). Podemos
ahora definir una funcion ¢ : M — Homgz(R,Q/Z) por ¢(m) = f, para cada
m € M, la cual cumple lo siguiente:

= Para cualesquieram,n € M, p(m+n) = p(m)+e¢(n) ya que sir € R, entonces
frin(r) = f(r(m+n)) = frm +rn) = f(rm) + f(rn) = fm(r) + fu(r).
» Sire Rym e M, entonces p(rm) = ro(m) debido a que si s € R, entonces
frm(s) = f(s(rm)) = f((sr)m) = fm(sT) =7 fim(s).

Por lo tanto ¢ es un R-morfismo que cumple ademéusA que para 1 € R, p(a)(1) =
fa(1) = f(la) = f(a) # 0, obteniendo asi que p(a) # 0 = 0.

3.3. CAapsulas inyectivas

Para poder definir el concepto de capsula inyectiva, necesitamos primero definir lo que
es una extension H-esencial, para esto consideramos el primer tipo de esencialidad (ver
Definicion mencionado en [9]; se invita al lector a revisar las diferentes nociones de
“esencialidad” que se estudian en este articulo, donde se analiza con detalle las similitudes
y diferencias entre estas formas de definir este concepto.

Definiciéon 3.3.1. Un morfismo h en ‘H es H-esencial si para cada morfismo g en C, si la
composicion gh estd en H, entonces g lo esta. La clase de todos los morfismos H-esenciales
en C se denota por H*.

Para las categorias de modulos si consideramos a H como la clase de monomorfismos,
entonces todo morfismo f : A — B que cumpla con ser H-esencial, cumple con ser una
extension esencial de A (ver Definicion (1.3.1), veamos esto a través del siguiente Lema:

Lema 3.3.2. Sea R un anillo y H =Mono(R-Mod). Si M es un R-modulo izquierdo,
entonces un monomorfismo f : M — N es una extension esencial de M si y s6lo si f es
un morfismo H-esencial.

2Compérese también con el Lema 3.50 de [16| (pag. 164).
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Demostracion. Sea f: M — N un monomorfismo. Veamos lo siguiente:

=] Si f: M — N es una extension esencial de M y g : N — H es un R-morfismo
que no es un elemento de H, es decir que g no es un monomorfismo, entonces ker(g) # 0
y como f[M] <. N, se cumple que ker(g) N f[M] # 0, luego debido a que f es un
monomorfismo y a que existe y € ker(g) N f[M] tal que y # 0, entonces f~'[f[M] N
ker(g)] # 0, més atn podemos ver que se cumple lo siguiente

= Sim € fTf[M] N ker(g)], entonces f(m) € f[M]N ker(g), por lo que gf(m) =
g(f(m)) =0, es decir que m € ker(gf). Por lo tanto f~'[f[M]Nker(g)] C ker(gf).

Lo anterior nos permite ver que ker(gf) # 0, concluyendo asi que ¢gf no es un monomor-
fismo, es decir que gf ¢ H.

<] Si f: M — N no es una extension esencial de M, entonces existe un submodulo
no cero A de N tal que f[M]N A = 0. Luego el morfismo 7f, donde 7 : N — N/A
es el morfismo natural, es un monomorfismo debido a que si m € ker(rnf), entonces
nf(m) = n(f(m)) = 0 = A, por lo que f(m) € Ay claramente f(m) € f[M], es decir
que f(m) € fIM]N A por lo que f(m) = 0; se sigue debido a que f es un monomorfismo
que m = 0y por lo tanto ker(mwf) = 0.

Sin embargo el morfismo 7 no cumple con ser un monomorfismo debido a que por ser
A # 0 existen al menos dos elementos distintos, digamos a y 0, en A que cumplen que
m(a) =a+ A= A=0=m(0). Por lo tanto f no es un morfismo H-esencial. |

Definicion 3.3.3. Si A es un objeto de una categoria C, h : A — [ es un morfismo
H-esencial y I es un objeto H-inyectivo, entonces al par (I,h) se le llamara cdpsula
H-inyectiva de A.

Proposicion 3.3.4. Las capsulas H-inyectivas son esencialmente tinicas, es decir que si
para un objeto un objeto A en un categoria C, se cumple que (I, h) y (J, k) son capsulas
‘H-inyectivas de A, entonces existe un isomorfismo f : I — J que cumple que k = fh.

Demostracion. Sean h : A — I v k : A — J morfismos H-esenciales, con I, J objetos
‘H-inyectivos. Por ser J un objeto H-inyectivo existe f : I — J un morfismo de C tal que
k= fh a)], y como h € H*, entonces f € H. De manera similar, la H-inyectividad de
I nos permite encontrar un morfismo g : J — I de C que cumple que id; = gf b)], por
lo que gk = g(fh) = (9f)h = id;h = h, y debido a que k € H*, se sigue que g € H; luego
la H-inyectividad de J nos permite nuevamente encontrar un morfismo [ : I — J de tal
forma que id; = lg c)] Pero esto implica que | = lid; = l(gf) = (lg)f =id;f = f,
obteniendo asi que id; = gf y a su vez id; = fg, por lo que f es un isomorfismo.

/ QLI S U N S G (3.1)
x Lf zd\ lg ZA ll
J I J
a) b) c)
n

Corolario 3.3.5. Si para un objeto A en un categoria C, (I,h) y (J,k) son cépsulas
‘H-inyectivas de A, entonces cada morfismo f : I — J en C que cumple que k = fh, es
un isomorfismo.
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Por la Proposicion 3.3.4} si un objeto A en una categoria C tiene capsulas H-inyectivas,
entonces a estas las denotaremos por (F(A),t4) o de forma mas simple por (EA,¢4).

Ejemplos 3.3.6.

1. En la categoria Set, si H =Mono(Set), entonces la capsula H-inyectiva de un
conjunto A puede estar dada por

(A,idy) si A#0
(EA,LA) =

(donde ¢ denota a la tnica funciéon que va del conjunto vacio al 1) ya que tanto
como id4 v ¢ cumplen con ser morfismos H-esenciales.

2. Para cualquier anillo R, y cualquier objeto M en la categoria R-Ma&d, es decir
cualquier R-modulo izquierdo M, existe un capsula inyectiva (E(M),tpr) de M, un
resultado que podemos encontrar en |35|(pag. 127).

Proposicion 3.3.7. Sea R un anillo y # =Mono(R-Méd). Si A es un objeto de R-Moéd
y E(A) es un objeto inyectivo, entonces (E(A), 1) es una capsula inyectiva de A siy solo
sityg: A— E(A) es una extension esencial de A.

Demostracion. Se sigue directamente del Lema[3.3.2 ]

La Proposiciéon anterior nos permite ver que para cada R-moédulo izquierdo inyectivo
M, si N es un submodulo esencial de M, entonces (M, iy) es una cépsula inyectiva de
N, donde iy : N — M es el morfismo inclusion, debido a que iy[N] = N <, M.

Ejemplo 3.3.8. Dado un ntimero entero primo p € Z, es posible observar que Z,~ tiene
exactamente p — 1 elementos de orden p, a saber, % + Z,% + Z, ..., % + Z, por lo cual
L, = Z/pZ es isomorfo al submodulo A = Z(% +7Z) de Zye-, mas atin podemos comprobar
que A <, Zypeo:

Si M es un submoédulo no cero de Z,, entonces cada elemento € M no cero puede
ser escrito en la forma x = ]% + Z para algin n > 0 y de tal forma que m sea un primo
relativo de p distinto de cero; luego, existen enteros a,b € Z tal que ma + p"b = 1; se
sigue que

z = (1)z = (ma+ p"b)xr = mazx + p"br = mazr + 0 = mazx

por lo cual ax = 1% + 7, obteniendo con esto que p" lar = % + Z es un elemento no

cero de A y claramente p" tax € M. Asi hemos obtenido que AN M # 0 y por lo tanto
A <. Zpes.

Visto esto podemos notar que por ser Z,e un Z-médulo divisible (ver Ejemplo|1.1.17)),
este cumple con ser inyectivo, por lo cual si f : Z, — A es un isomorfismo, entonces por
la Proposicion se cumple que (Zy~,iaf) es una cépsula inyectiva de Z,.

Definicion 3.3.9. Decimos que C tiene suficientes H-inyectivos si para cada objeto A
en C hay un morfismo 14 : A — EA en ‘H, con EA un objeto H-inyectivo; si, ademas, se
puede elegir 14 para que sea H-esencial, entonces C tiene cdpsulas H-inyectivas (a menudo
también llamadas envolventes). Si, en cualquiera de los dos casos, existe un endofuntor E,
que haga que ¢ = (14)aec, : ide = E sea una transformacion natural, diremos entonces
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que C tiene naturalmente suficientes H-inyectivos o que tiene naturalmente cdpsulas H-
inyectivas, respectivamente.

ide(A) —2= E(A) A FEA
idc(f)L lE(f) = f[ jEm
ide(B) —— E(B) B——~EB

En [38] podemos encontrar resultados que nos brindan condiciones necesarias y sufi-
cientes para que una categoria C cuente con suficientes H-inyectivos. Concluiremos esta
seccion enunciando uno de estos resultados, cuya demostracion puede ser consultada en
la pag. 3 de |2| (compérese con el punto 2. del Lema 7. de [38|, paginas 9 y 10):

Lema 3.3.10. Una categoria C con un H-cogenerador H-inyectivo tiene naturalmente
suficientes H-inyectivos.

3.4. No naturalidad de las capsulas inyectivas

Ejemplo 3.4.1. Sea C = Set y H =Mono(Set). Si para cada conjunto A, elegimos a
(E(A), 1) como en el Ejemplo entonces no es posible encontrar un funtor £ : C — C
que haga que ¢ = (ta)aec, : ide = E sea una transformacion natural, ya que de ser asi
entonces para los morfismos

) —2~ 1:;;2

donde 1y 2 son conjuntos, con uno y dos elementos respectivamente, y x y y son funciones
distintas entre si, tendriamos el siguiente diagrama conmutativo:

Lo

ide () E )——1
idc(w)t LE(@ j [

ide(1) E1 = 11—
ide () uiday) E(x)HE(y) u E(:c>uE

ide(2) — E2 )— =2

(donde E(¢p) es igual al morfismo id; debido a que este es el inico morfismo del conjunto
1 en si mismo) lo cual implica, por la naturalidad de ¢, que E(x) = E(z)id =idx =z y
asuvez E(y) = E(y)id = idy =y, lo que nos permite ver que E(z) # E(y), pero por ser
E un funtor se cumple a su vez que

E(z) = E(z)id = E(x)E(p) = E(zp) = E(p) = E(yp) = E(y)E(¢) = E(y)id = E(y)
arribando asi a una contradiccién.

La argumentacion vista en el ejemplo anterior se puede trasladar a contextos mucho
més elaborados, como lo veremos en el Ejemplo[3.4.2] para el cual si el lector desea tener
mayor informacion de los términos mencionados, como extension algébrica o cerradura
algebraica puede consultar [40] o [18].
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Ejemplo 3.4.2. Sea C = Field y elijamos a H como la clase de extensiones algebraicas.
Un argumento que utiliza el Lema de Zorn (ver Proposicion 2.48 de [40], pag. 76) muestra
que H-inyectivo significa algebraicamente cerrado, y la cédpsula inyectiva de FK de un
campo K es su cerradura algebraica.

Nuevamente, no es posible hallar un funtor £ : C — C que haga que ¢ = (t4).aec,
sea una transformacion natural, de lo contrario, los dos R-automorfismos (es decir auto-
morfismos que dejan fijos a los elementos de R) id,t : C — C, donde t(a + bi) = a — bi
para cada a + bi € C, de la cerradura algebraica C de R nos darfa el siguiente diagrama
conmutativo:

Luego, debido a que el diagrama

(L>

R
|

debe conmutar, para el morfismo F(j) tenemos dos opciones:

1. Si E(j) = id, entonces por la naturalidad de ¢, el diagrama

Cc—% E(C)

&
-
sl
~
-
=

conmuta, obteniendo asi que E(t) = t. Pero debido a que E es un funtor, entonces
E(j) = E(tj) = E(t)E(j) = tid = t,
lo cual es una contradiccion.
2. Si E(j) = t, entonces una vez més, por ser £ un funtor tenemos que
E() = E(tj) = B()EG) = tt = id
arribando nuevamente a una contradiccion.

Los ejemplos anteriores pueden verse como una consecuencia del Teoremal3.4.4| para
el cual haremos uso del siguiente Lema:

Lema 3.4.3. Si una categoria C tiene naturalmente cépsulas inyectivas dadas por t4 :
A — EA para cada objeto A en C, entonces:

Si para cada objeto A, el morfismo ¢4 : A — E(A) es un monomorfismo y el morfismo
E(14) es un epimorfismo, entonces ¢4 es un epimorfismo.
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Demostracion. Sea A un objeto de C. Si «, 5 : E(A) — B son morfismos en C tales que
aty = Py, entonces por ser £ un funtor se cumple que E(a)E(t) = E(ata) = E(fia) =
E(B)E(va), pero por hipotesis E(t4) es un epimorfismo, por lo que F(«) = E(/3). Tenemos
ademaés que por la naturalidad de ¢, el diagrama

ide(A) “ E(A) A “ EA
mcqu lEuA> LA\ jEuA>
ide(FA) —22 > B(FA) = EA—% . FEFA
MAaﬁim4ﬂ> E«nuEww auﬁ E@»“E@)
ide(B) E(B) B — EB

conmuta, por lo que:
tpa = E(a)iga = E(B)itga = tBf

lo cual implica que o« =  debido a que ¢g es un monomorfismo. Por lo tanto ¢4 es un
epimorfismo. [ ]

Teorema 3.4.4. Suponga que todo isomorfismo estéd en H* y que todo morfismo h en
H* es un monomorfismo extremo de C. Entonces C no puede tener naturalmente capsulas
inyectivas, a menos que todos los objetos en C sean H-inyectivos.

Demostracion. Supongamos que C tiene naturalmente cépsulas inyectivas dadas, por ¢4 :
A — FA para cada objeto Aen Cysea h: X — Y un morfismoen H. Si f : X — A
es un morfismo en C, deseamos encontrar un morfismo g que haga conmutar el diagrama
siguiente

Xy

N

A

Debido a que E A es un objeto H-inyectivo, existe un morfismo o : Y — EA de tal forma
que

X Moy

I

A——=FA
LA

es un diagrama conmutativo. Luego si logramos probar que ¢4 es un isomorfismo, entonces
g = t;'a seria el morfismo buscado ya que gh = (1;'a)h = ;' (ah) = 1 (taf) =
(t3'ta)f = f. Para comprobar lo anterior veamos primero que FE(t4) : E(A) — E(EA)
es en efecto un isomorfismo:

El morfismo tpy : FA — EFFEA se encuentra en ‘H por ser (FEA,1gs) una capsula
inyectiva de FA, y como FEA cumple con ser un objeto H-inyectivo, entonces existe un
morfismo (3 de tal forma que Sitga = idga, es decir que el siguiente diagrama

EAA EEA

NN

EA
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conmuta. Ademés, por ser idg4 un isomorfismo se cumple que Sigs = idga € H y por
la H-esencialidad de tga, esto implica que € H; ahora por la H-inyectividad de FEA,
existe un morfismo v : FA — FFEA, de tal forma que el diagrama

EEA—L ~EA

\ Lw
idpEa

EFEA

conmuta y debido a que v = vidga = Y(Btra) = (V8)tga = idggalpa = Lga, entonces
tgaf = idgga, obteniendo asi que tg4 es un isomorfismo.

Ahora, debido a que todo isomorfismo estd en H*, entonces podemos asumir que
LA = idga; luego para el morfismo ¢4 tenemos que

ide(A) “ E(A) A “ - FE(A)
idc(LA)l lE(LEA) = LA lE(LA)
ide(EA) ————— E(EA) EA———— B(EA)

es un diagrama conmutativo, por lo que E(t4)ta = idpata = 4, se sigue por el Corolario
que E(t4) es un isomorfismo.

Finalmente debido a que para cada objeto C' de C, el morfismo tc es un elemento
de H*, entonces para cada C' € Cy, el morfismo 1o es un monomorfismo extremo (en
particular un monomorfismo), lo cual implica por el Lema que t4 es también un
epimorfismo y por lo tanto, por la Proposicion se cumple que ¢4 es en efecto un
isomorfismo. |

Para un anillo R, podemos ver que por ser Homgz(R,Q/Z) un cogenerador inyectivo,
por la Proposicic’)n la categoria R-M6d tiene naturalmente suficientes inyectivos,
maés atn, como se menciond en el segundo ejemplo de los Ejemplos|3.3.6| estas categorias
tienen cépsulas inyectivas, pero como indica el Teorema a menos de que todo objeto
sea H-inyectivo, estas no contardn con naturalmente capsulas inyectivas. Para la demos-
tracion del Teorema m que se relaciona con este problema de existencia funtorial o de
no naturalidad en la categoria Z-Méd, demostraremos primero la siguiente Proposicion:

Proposicion 3.4.5. Sea R un anillo. Si M es un R-mo6dulo izquierdo inyectivo, entonces
M no tiene extensiones esenciales propias, es decir que si f : M — N es una extension
esencial de M, entonces f es un isomorfismo.

Demostracion. Siun monomorfismo f : M — N es una extension esencial de A, entonces

por ser M inyectivo existe un morfismo g : N — M de tal forma que el diagrama

ML nN

o\

M

conmuta. Luego por el Lema [3.3.2] ¢ es un monomorfismo, por lo que g(fg) = idyg =
gidy, implica que fg = idy. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. [ ]

Para el enunciado y demostracion del siguiente Teorema, (enunciado de una forma
ligeramente distinta en [21] pag. 23) debemos considerar que si (E(M), tpr) es una capsula
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inyectiva de un Z-médulo M, entonces ¢y es, por la manera en que hemos trabajo el
concepto de inyectividad en las categorias de moédulos, un monomorfismo, y de esta
manera para facilitar la notacién, podemos pensar a ¢); como el morfismo inclusion, de
esta forma diremos simplemente que E(M) es una cépsula inyectiva de M (haciendo
alusion al morfismo ¢y, en cada momento en que esto se mencione).

Teorema 3.4.6. No existe un funtor F' : Z-Mod— Z-Méd de tal forma que para cada
objeto A de Z-Mod, F(A) sea isomorfo a la capsula inyectiva E(A) de A.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir que existe este funtor F. Lo primero
que debemos observar es que F preserva a los morfismos cero: el morfismo 0 : A — B
siempre puede ser factorizado a través del moédulo cero como gf = 0, donde f: A — 0

o~

y g : 0 — By debido a que F(0) = E(0) = 0, podemos ver que F(0) = F(g)F(f) se
factoriza a través del modulo cero, por lo que F(0) es el morfismo 0 : F(A) — F(B).

Consideremos ahora al Z-moédulo A = Zy y a las proyecciones m; : A A — Ae
inyecciones p; : A — A @ A de la suma directa, (con i = 1,2). Como consecuencia
de la Proposicion se cumple que A ® A <, E(A) & E(A), lo que implica que
E(A® A) = E(A) ® E(A); se sigue que

FIA® A)XE(A® A) X E(A) @ E(A) X F(A) @ (A),

y a pesar de que no tenemos de manera inmediata informaciéon que nos indique si F'(;)
y F(u;) son las proyecciones e inyecciones de esta suma directa, es posible en este caso
particular, demostrar que esto se cumple:

Debido a que para cada a € A, mu;(a) = m;(pi(a)) = a, se cumple para cada i que
iy = td 4, como consecuencia de esto
es un isomorfismo, por lo cual F'(;) cumple con ser un monomorfismo y asi

(1) F(u1)[F(A)Nker(F(m)) =0, debidoaquesiy € F(u1)[F(A)|Nker(F(m)), entonces
existe © € F(A) de tal forma que y = F(u)(x) y

0= F(m)(y) = F(m)(F(wm)(2)) = F(m)F(u)(x) = ida(z)
por lo que x = 0 y consecuentemente y = F(u1)(z) = F(p1)(0) = 0.

(2) F(p2)[F(A)] < ker(F(m)), ya que siy € F(u)[F(A)] y y = F(us)(z), entonces
F(m)(y) = F(m)F(p2)(x) y como mue = 0, entonces F(m)EF (pue) = 0 por lo que
F(m)(y) = 0.

Por lo tanto, de los dos puntos anteriores se obtiene F'(u1)[F(A)] N F(u2)[F(A)] =0, lo

cual implica que el submodulo B = F(u)[F(A)]+ F(u2)[F(A)] de F(A® A) es isomorfo

a F(u)[F(A)] @ F(ps)[F(A)]. Ademés debido a para cada ¢ claramente F(u;) : F(A) —

F(11;)[F(A)] es un isomorfismo, entonces

Fp)[F(A)] + F(po) [F(A)] = F(A) @ F(A)

Luego como F(A®A) = E(A® A), entonces F(A® A) debe tener un submodulo esencial
C isomorfo a A® A. Debemos notar que por ser A = Z,, este submodulo C debe contener
exactamente cuatro elementos, a saber el 0 y otros tres elementos de orden 2.
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Se cumple también por el Ejemplo m que F(A) = Zyw, el cual es un modulo
que contiene un solo elemento de orden 2. Entonces tanto B como F(A @ A) que son
isomorfos a E(A) @ E(A), deben contener exactamente tres elementos de orden 2. Como
resultado de lo anterior, se puede ver que C' < By debido a que C' <., F(A® A), entonces
B< ., F(A® A).

Por otra parte debido a que F'(A) es inyectivo, entonces F'(A) @ F(A) también lo es,
y como B = F(A) @ F(A), entonces por la Proposici(’)n se cumple que B no tiene
extensiones esenciales propias, por lo que B = F(A® A), es decir que

F(A@ A) = F(u)[F(A)] + F(u2)[F(A)].

Puesto que F(m;)F(p;) = idpay para cada i, y F(m;)F(u) si i # k, entonces podemos
ver que si b € F(A® A), por la igualdad anterior, existen ay, as € F(A) de tal forma que
b= F(p1)(a1) + F(p2)(az), por lo cual

(F'(pa) F(m1) + F(pg) F(m2))(0) = F(p1) F(m1) (D) + F(p2) F(m2) (D)
donde

p) F () [F () (a1) + F(p2)(as)]
() F(pa)(a1) + F(pa) F(m1) F(p2)(a2)

y de manera similar F'(u2)F(ms)(b) = F(u2)(as), obteniendo asi que (F(u1)F(m) +
F(pg)F(m2))(b) = b. Por lo tanto

F(u)F(my) + F(pg) F(m2) = idpasa),

lo cual implica que en efecto, los morfismos F'(7;), F'(11;) son las proyecciones e inclusiones
respectivamente de la descomposicion F(A@® A) = F(A) @ F(A).

Finalmente sean f : A — A ® A el morfismo diagonal, es decir que f(a) = (a,a) y
g: ABA — A el morfismo suma, donde g(ay, as) = a;+as. Se cumple que 7; f = ida = gu;
para cada ¢, por lo que F(m;)F(f) = idr(A) = F(g)F(p;). Entonces

F(g)F(f) = F(9)idraoanF(f) = F (1) F(m1) + F(pg) F ()| F(f)
F(pa)F(m)F(f) + F(p2) F(m2) F(f)]
( )

= idF(A) + idF(A)

y como F(A) = E(A) = Zy~, entonces F(A) contiene elementos de orden mayor a 2,
por lo que F(g)F(f) # 0. Sin embargo, como para cada elemento a € A se cumple
que a +a = 0, entonces gf = 0 y como consecuencia F(g)F(f) = F(gf) = F(0) = 0,
arribando asf a una contradiccion. [ ]

Finalizamos esta seccién comentando que si se desea continuar estudiando este pro-
blema de existencia/naturalidad, es posible analizar la Seccion 4. de |2| y el articulo The
functor that wouldn’t be (|31]).
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3.5. Estructuras de factorizacion.

A lo largo de esta y la siguiente seccion, C denotard a una categoria arbitraria.

Definicion 3.5.1. Sean £ y ‘H dos clases de morfismos de C. El par (£,H) se deno-
mina una estructura de factorizacion para los morfismos de C y C se denomina (&, H)-
estructurado si se cumple que:

1. La clase & es cerrada bajo composicion por la izquierda con isomorfismos, es decir
que si e € £ y f es un isomorfismo, entonces si la composicion fe esta definida,
debe cumplirse que fe € €.

2. La clase H es cerrada bajo la composicion por la derecha con isomorfismos, es decir
que si h € H y f es un isomorfismo, entonces si la composicion hf esta definida,
debe cumplirse que hf € H.

3. Cada morfismo f en C tiene una factorizacion f = he, cone € £y h € H.

4. C tiene la propiedad de (&, H)-diagonalizacion inica, es decir que para todo dia-
grama conmutativo

A—“=B

.

ks

con e € £y h € H existe una tnica diagonal d : B — C que cumple que de = f y
hd = g.

Proposicion 3.5.2. Si C esta (€, H)-estructurado, entonces se cumple lo siguiente:

1.SiAS G M, B son (€, H)-factorizaciones de f : A — B, entonces existe un
isomorfismo h que hace conmutar el diagrama siguiente:

ALC&
|
CQT2>B
2. Iso(C) CENH.

3. Tanto £ como H son cerrados bajo composicion.

4. Sigf € H con g € H, entonces f € H.
Demostracion.

1. Por la propiedad de diagonalizacion, existen morfismos tnicos h y k que hacen
conmutar los diagramas siguientes:

A—s 0 A—250,

{0

CQTB OlT)B
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De esta forma se cumple que (kh)e; = k(hey) = kea = e1 y hi(kh) = (hk)h =
hoh = hq, por lo que los diagramas

A—=0y A0y
{7
ClT)B ClT)B

conmutan, luego por unicidad tenemos que kh = id¢, ; de manera analoga es posible
comprobar que hk = id¢,. Por lo tanto h es un isomorfismo.

. Si f:A— Besunisomorfismo de Cy A% C' 2 B es una (€, H)-factorizacion de

f, entonces para d = f~'h el siguiente diagrama

A—toC (3.2)

e

conmuta, luego (ed)e = e(de) = eids = ey h(ed) = (he)d = (fida)d = fd = h, por
lo que los diagramas

A—=s(C A—=>(C
eidc/lh y elyth
C—>B C—>B

conmutan; se sigue por unicidad que ed = idg y por también de = idy. Por
lo tanto e es un isomorfismo y como por hipotesis H es cerrado bajo composicién
con isomorfismos, entonces f = he € H. Similarmente para corroborar que f € &,

basta considerar al diagrama
A-1-p
[ )

cond=ef~!. Porlo tanto f € ENH.

.Sean f: A — Byg:B — C morfismosen H, si A5 D 2% C es una (€,H)-

factorizacion para g f, entonces podemos construir de manera sucesiva los siguientes
diagramas conmutativos

A—~D A—S=D
f ;(V h y L;V dy
B——=C AHB

g

y debido a que gfdy = gd; = h, entonces se obtiene también siguiente diagrama
conmutativo
A—==D

o

A*)gf C



3.6 Existencia de capsulas inyectivas 51

Finalmente, si realizamos el mismo procedimiento que en el punto 2., entonces se
obtiene que gf € H, es decir que H es cerrado bajo composicién; para comprobar
que esto se cumple también para £ realiza un procedimiento analogo al visto para

H.

4. Sean f: A — Byg: B — C morfismos tales que gf € Hy g € H. SiAS DB
es una (&, H)-factorizacion de f, entonces tanto (gh)e como (gf)ida son (€,H)-
factorizaciones de gf, por lo que por el punto 1., existe un isomorfismo ¢ que
cumple que pe = idy. Se sigue que e = ¢!, por lo que e cumple con ser un
isomorfismo, y por lo tanto f = he € H.

3.6. Existencia de capsulas inyectivas

En esta seccién consideraremos a ‘H como una subclase de Mono(C) que es isomorfismo
cerrada, es decir que contiene a todos los isomorfismos y es cerrada bajo la composicién
con estos, y veremos algunas condiciones que debe cumplir una categoria para contar
con capsulas inyectivas, siguiendo y exponiendo algunos de los resultados que podemos
encontrar en 38| y [9].

Debido a su complejidad y extension no se explicarédn en su totalidad algunos temas
implicitos del desarrollo de esta seccion, tales como son, el porque podemos considerar
al conjunto de extensiones de un objeto A (denotado por ¥ en [9]) como un conjunto
parcialmente ordenado (ver Proposicion y Teorema y porque es necesaria
la hipotesis de que la clase H sea derecha regular (ver Definicion ; sin embargo si
consideramos que una extensién f : B — A de un objeto B nos indica que B es un
subobjeto de A, entonces con base en la informacioén expuesta en la seccion 4.1 de |20,
que habla de subobjetos, podemos decir lo siguiente al respecto:

Denotemos por X a la clase de subobjetos de A. Si retomamos la relacién de orden <,
definida en la secci(’)n sobre la clase X, podemos considerar la relacion “es isomorfo
a” y particionar a los elementos de X en clases de equivalencia [f] = {g : f = g}. Luego
formar la coleccién

Sub(A) = {[f] : f es un monomorfismo y cod(f) = A}

y redefinir a los subobjetos de A como las clases de equivalencia determinadas por mo-
nomorfismos con codominio A. De esta forma obtenemos que Sub(A) es una clase par-
cialmente ordenada por la relacion

f1=2lgle f<yg

Llegado este punto debemos intentar “desvanecer” la diferencia entre clase de equivalencia
v representante; por ejemplo podriamos optar por decir que “f es un subobjeto de A”,
cuando estrictamente lo que sucede es que estamos considerando a la clase [f] como un
subobjeto de A, de igual forma decir que “f es mas pequeno ¢’ como subobjetos de A
cuando lo que sucede realmente es que [f] =< [g].

Lo que se espera al realizar este abuso de lenguaje es que podamos referirnos a los
subobjetos de A tinicamente a través de los representantes de clases, tomando en cuenta
que la relaciéon de isomorfismo, puede ayudar a preservar las propiedades de subobjeto de
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nuestro interés, resaltando que, desde un punto de vista categérico podria ser mas prove-
choso preguntar cuando dos objetos son isomorfos a cuando son iguales (en la seccion 8
de |29] que tiene como nombre “ Equality versus isomorphism” podemos hallar informa-
cién sobre el porque en la Teoria de Categorias podria resultar adecuado considerar a la
relacion de isomorfismo entre objetos sobre la relacion de igualdad entre estos)El

Como tltima observacion, podemos encontrar en |1] (pag. 45) que bajo el Axioma de
Eleccion para conjuntos, todo conjunto preordenado visto como categoria es equivalent
a un conjunto parcialmente orden (visto también como categoria).

Definiciéon 3.6.1. Decimos que la categoria C:

1. Cumple la H-condicion de Banaschewski si para cada morfismo h en H existe un
morfismo g en C de tal forma que gh € H*.

2. Tiene H-transferibilidad si para cualquier par de morfismos con el mismo dominio
f:A—= Byg:A— C,sif € H, entonces es posible completar el siguiente
diagrama conmutativo con un morfismo v € ‘H y un morfismo v en C

A-L.-B
g lv

Definiciéon 3.6.2. Dado un conjunto parcialmente ordenado I, un sistema directo en C
es un par ordenado ((4;)er, (gp{)igj) , abreviado {A;, ¢!};, donde (A;)ie; es una familia
indicada de objetos de C y (gp{ : A; = A;)i<; es una familia indicada de morfismos para
los cuales ! = id,, para cada i € I, y tal que el siguiente diagrama conmuta para cada
i1<j<k

Definicién 3.6.3. Diremos que una categoria C cumple la H-condicion de la cadena si
todo sistema directo {A;, ¢} }, cuya clase indicadora I es un conjunto bien ordenado con
un elemento minimo 0 y ¢ € H para cada ¢ € I, admite una “cota superior”, es decir un

pozo (A; EIN A)icr que cumple que fo € H y fip) = f; para cada i < j.

La expresion “cota superior” usada en la definicién anterior puede sugerirnos o ha-
cernos pensar en que debe haber un orden impuesto de forma implicita en los objetos
o morfismos del sistema directo (o bien de la categoria) que estemos considerando, sin
embargo, debido a que esta nocién difiere notoriamente (por proponer un pozo como
una cota superior) con la relacion de orden para morfismos mencionada al inicio de esta
seccion, se invita al lector a comparar la definicién anterior con la definiciéon de “limite
directo” o “colimite” descrita en la pag. 238 de |35|.

3Véase también [12|, v [3] en su apartado “ The equivalence principle”.
4La definicién de categorias equivalentes puede encontrarse en [1] (pag. 36) o bien en la secciéon 7.9
de [4].
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Definicién 3.6.4. Diremos que la clase H cumple con ser derecha regular si para cada
morfismo f de H se cumple que para cualquier morfismo g de C, la igualdad gf = f
implica que g es un isomorfismo.

Proposicion 3.6.5. Sea £ una clase de morfismos de C derecha regular. Si C esta (€, H)-
estructurado y £-biencopotenciado, entonces la H-condicién de la cadena implica la H-
condicién de Banaschewski.

Demostracion. Sea h : A — B un morfismo en H y consideremos a la siguiente subclase
de la clase de &£-extensiones de B, la cual esta parcialmente ordenada por la relacion <
(ver Definicion :

Y={g:B—=>Clge& gheH}

Esta clase cumple con ser un conjunto debido a que C en este caso es £-biencopotenciado
y X contiene solo £-extensiones del objeto B, méas atn X es no vacio ya que el morfismo
identidad idg es un elemento de £ por ser un isomorfismo y claramente idgh = h es un
elemento de ‘H. Ahora si A = {g; : B — C;};es es una cadena en X, entonces debido a
que A C ¥, se cumple que A es también un conjunto, por lo cual, por el Teorema del
Buen Orden E| existe una buena ordenaciéon para A, digamos A = {gs : B = Cs}s<,
donde ~ es el ordinal asociado al orden de este conjunto. Ahora si denotamos por

(1) Ag=A, Ay = By Apys = Cp para cada §§ < v,

(2) @b = h, (pf” =gs € Ay ¢? : A, — Ag a los morfismos que nos brinda la relacién
g < g para cada 0 < a < f < 7,

entonces podemos considerar al sistema directo {A,, ¢?};, donde I = v + 2, que con
diagramas se veria asi:

CO A2
| |
| I3
Y 2 Y
g0 ¥1
Cl A3
| |
4
% I % I3
h ' e} Y
AHB?CQ = AOHA1*4>A
; ST
k B+
C@ A5+2
v v

Es posible observar ver que para cada o € I, se cumple que pf = ¢fh = ggh para
algin 3 < v, y debido a que gg € 3, entonces ¢f = ggh € H, luego por la H-condicién
de la cadena, existe un pozo (A, ELNg4 )7 de tal forma que fy € H y fsp? = fo para cada
a < p.

Ahora sea 41 < D ™ Z una (€, H)-factorizacion para fi. Debido a que fy = f1p} =
fih = (hier)h = hy(e1h) € H, por el punto 4. de la Proposiciéon se cumple que

5El Teorema del Buen Orden es una equivalencia del Axioma de Eleccién, resultado que podemos
encontrar en [23|.
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erh es un elemento de H y por lo tanto e; € 3, més ain, por la propiedad de (€, H)-
diagonalizacién tnica, para cada o € I mayor a 1, existe un morfismo d, que hace
conmutar el siguiente diagrama

©
Al 13 o

v
€1 fa
D—~2
obteniendo con esto que e; es una cota para A, debido a que gpf T2 gs para cada 3 < 1.

Luego por el Lema de Zorn existe un elemento <-méaximo en ., denotémoslo por e, que
hace que eh sea un morfismo H-esencial:

Sig: M — N en un morfismo en C tal que geh € H, entonces sea M 2 H h—g> N una
(€, H)-factorizacion para g. Debido a que hy(eseh) = (hyey)eh = geh € H, se cumple que
eqeh € H, lo que implica que eqe € Xy como e, cumple que ege = ege, entonces e < ege,
ademas por ser e un elemento méaximo de >, se tiene también que ese < e, por lo cual
e = ege. Finalmente por ser £ derecha regular se cumple que e, es un isomorfismo y por
lo tanto g = hge, € H. [

Definicion 3.6.6. Un objeto A en C es llamado un H-retracto de su H-extension f :
A — B, si existe un morfismo g : B — A en C, llamado retraccidn, que cumpla que
gf = idy (es decir que f tenga una inversa por la izquierda). Diremos ademés que A es
un H-retracto absoluto si es un H-retracto de cada una de sus H-extensiones.

Proposicion 3.6.7. Toda retracciéon es un epimorfismo.

Demostracion. Sig: B — A es una retraccion de un morfismo f : A — B en H, entonces
si u,v: A — C son morfismos en C tales que ug = vg, entonces

u=uida = u(gf) = (ug)f = (vg)f = v(gf) = vida = v.

Lema 3.6.8.

1. Todo objeto H-inyectivo es un H-retracto absoluto. El reciproco se cumple si C
tiene H-transferibilidad o si C tiene suficientes H-inyectivos.

2. Todo H-retracto absoluto no tiene H-extensiones esenciales propias. El reciproco
se cumple si C cumple la H-condiciéon de Banaschewski.

Demostracion.

1. =] Sea E es un objeto H-inyectivo, si h : E — D es una H-extension, entonces
existe un morfismo g : D — E que hace conmutar el diagrama siguiente:

E-".D

NP

E

es decir que gh = idg. Debido a que la eleccion de h fue arbitraria, se cumple que
FE es un H-retracto absoluto.

<] Sea E un objeto en C, veamos lo siguiente:
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= Si E es un H-retracto absoluto y C tiene H-transferibilidad, entonces si h :
A — Besun morfismoen Hy f: A— E esun morfismo en C, entonces por la
‘H-transferibilidad, se cumple que existen morfismos v: B - Dy u: FE — D
con u € H que hacen conmutar el diagrama siguiente:

Ao p

fl lv

luego por ser u una H-extension de F, existe un morfismo g : D — E de tal
forma que gu = idg; asi, se obtiene que f =idgf = (gu)f = g(uf) = g(vh) =
(gv)h, es decir que el siguiente diagrama conmuta:

A-".pB

N

E

Por lo tanto E es un objeto H-inyectivo.

= En cambio si C tiene suficientes inyectivos, entonces para el objeto F existe
un morfismo v : £ — F en H, con F un objeto H-inyecto; se sigue, por la
‘H-inyectividad de F', que existe un morfismo v : B — F' que hace conmutar
el diagrama siguiente:

Al B
N

De manera anéloga a lo visto en el punto anterior, en este caso también se ob-
tiene que si F es un H-retracto absoluto, entonces E es un objeto H-inyectivo.

2. =] Sea E es un H-retracto absoluto. Si f : E — [ es una extension H-esencial,
entonces existe un epimorfismo g : F — E tal que gf = idg, y debido a que H
contiene a idg, por ser este un isomorfismo, entonces por ser la H-esencialidad de
f, se cumple que g € H, es decir que g es también un monomorfismo. Se sigue que

9(f9) = (9f)g = idpg = gidrp

y por ser g un monomorfismo lo anterior implica que fg = idp. Por lo tanto f es
un isomorfismo, obteniendo que f no es una extensiéon H-esencial propia.

<] Sea A un objeto en C que no tiene extensiones H-esenciales propias. Si C cumple
la H-condicién de Banaschewski, entonces para cada morfismo f : A — B en H,
existe un morfismo g : B — C en C de tal forma que gf € H*, por lo cual
gf : A — C es una extensién H-esencial de A, y por lo tanto, un isomorfismo. Sea

¢ = (9f)"'g, podemos ver que
of = ((af)"9)f = (9f) " (9f) = ida

por lo que ¢ : B — A es una retraccién de f. Como esto se cumple para cada
H-extension de A, entonces A es un H-retracto absoluto.
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Como consecuencia del Lema anterior, tenemos el Teorema siguiente, el cual es nom-
brado como el Primer Teorema de Inyectividad en |9]:

Teorema 3.6.9. (Primer Teorema de Inyectividad). Si C cumple la H-condicién de Ba-
naschewski y tiene ademas H-transferabilidad, entonces los siguiente puntos son equiva-
lentes para cada objeto A de C:

1. A es un objeto H-inyectivo.
2. A es un H-retracto absoluto.
3. A no tiene extensiones H-esenciales propias.

Definiciéon 3.6.10. Se dice que un morfismo H-esencial f es méximo, si gf € H* implica
que ¢ es un isomorfismo.

Teorema 3.6.11. (Segundo Teorema de Inyectividad).

1. Si f: A — B es una extension H-esencial de A y B es un H-retracto absoluto,
entonces f es una extension H-esencial maxima de A.

2. Si C tiene la H-condiciéon de Banaschewski y H es cerrado bajo composiciéon, en-
tonces: si f : A — B es una extension H-esencial maxima de A, entonces B es un
‘H-retracto absoluto.

3. Si (B, f) es una capsula H-inyectiva de A, entonces f es una extension H-esencial
méxima de A.

4. SiC tiene H-transferibilidad, cumple la H-condicién de Banaschewski y H es cerrado
bajo composicion, entonces para toda extensiéon H-esencial maxima f: A — B de
A, se cumple que (B, f) es una capsula H-inyectiva de A.

Demostracion.

1. Sig: B — C es un morfismo en C tal que gf € H*, entonces por la H-esencialidad
de f, tenemos que g € H, luego debido a que B es un H-retracto absoluto, existe
un morfismo ¢ : C' — B de tal forma que g = idg. Se sigue que g f € H y como
gf es H-esencial, entonces ¢ € H cumple con ser un monomorfismo, por lo cual
wgp = ¢ implica que gy = idc. Por lo tanto g es un isomorfismo y asi f es una
extension H-esencial méxima de A.

2. Sea A un objeto de Cy f : A — B una extensiéon H-esencial maxima de A. Si
g : B — C es un morfismo en H, entonces por hipétesis se cumple que gf € H,
luego por la H-condicién de Banaschewski, existe un morfismo i : C' — D en C que
cumple que (hg)f = h(gf) € H*; se sigue por la maximalidad de f que hg es un
isomorfismo. Luego el morfismo (hg)~'h : C'— B es una inversa izquierda de g ya
que

[(hg)~*hlg = (hg)~'(hg) = idp.

Debido a que esto se cumple para cualquier H-extension de B, tenemos que B es
un H-retracto absoluto.
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3. Por el punto 1. del Lema|3.6.8] se cumple que B es un H-retracto absoluto, por lo
cual por el primer punto de este Teorema, se sigue que f es una extension H-esencial
méxima de A.

4. Si f: A — B es una extension H-esencial maxima de A, entonces por el punto 1.
se cumple que B es un H-retracto absoluto, luego por el Teorema se cumple
que B es un objeto H-inyectivo y por lo tanto (B, f) es una capsula inyectiva de A.

Definicion 3.6.12. Decimos que C tiene H-cotas si toda fuente (A LN A;)ier de morfismo
de H indicada por un conjunto I tiene una cota superior; es decir, un morfismo h: A - B
en H que cumple que para cada i € I, existe un morfismo f; : A; — B de tal forma que

h= fih.
Al g,

N

B

Lema 3.6.13. Si H es derecha regular y C es una categoria H*-biencopotenciada que
cumple la H-condiciéon de Banaschewski, entonces: Si C tiene H-cotas, entonces cada
objeto A de C tiene una extension H-esencial maxima.

Demostracion. Sea A un objeto de H y consideremos a ¥ = {h, : A — A, |« € [, h, €
H*}. Una vez mas, debido a que C es H*-biencopotenciado, (3, <) es un conjunto no
vacio parcialmente ordenado.

Puesto que C tiene H-cotas, para toda cadena A = {hg : A — Ag}pes en 3, existe
un morfismo h : A — Y en H, que cumple que para cada € J existe un morfismo f3
que hace conmutar el diagrama siguiente:

yiayy

N

B

Luego, por la H-condiciéon de Banaschewski, existe un morfismo g : ¥ — B tal que
gh € H*; el morfismo gh cumple con ser una cota de A en X ya que si hg € A, entonces
(9f3)hs = gh. Se sigue por el Lema de Zorn, que ¥ tiene un elemento méximo, digamos
f, que cumple con ser una extension H-esencial maxima de A:

Si gf € H*, entonces claramente f < ¢gf y por la maximalidad de f, se tiene que
gf < f, por lo cual gf = f; se sigue por la regularidad derecha de H que g es un
isomorfismo. [ ]

Enunciamos, a modo de conclusion, el Tercer Teorema de Inyectividad estudiado en
[9], el cual nos brinda condiciones necesarias y suficientes para que una categoria cuente
con capsulas H-inyectivas:

Teorema 3.6.14. (Tercer Teorema de Inyectividad). Sea H cerrada bajo composicion
v derecha regular, entonces C tiene capsulas H-inyectivas, si y sblo si, tiene H-cotas,
‘H-transferibilidad, es H*-biencopotenciado y cumple la H-condiciéon de Banaschewski.
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Demostracion. La necesidad se obtiene directamente del echo de que para cada objeto A
de C, el objeto E(A) es por hipdtesis un objeto H-inyectivo. En cambio, para la suficiencia
basta con observar que bajo las hipétesis dadas, por el Lema todo objeto de A
cuenta con una extensién H-esencial maxima f : A — B, luego por el punto 2. del
Teorema [3.6.11]se cumple que B es un H-retracto absoluto. Concluyendo por el Teorema
[3.6.9que (B, f) es una capsula H-inyectiva de A.

oo obodboob oo
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