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Introduccion

En la actualidad la rama de estudio més interesante de operadores lineales
ha sido la investigaciéon de algunas clases de operadores especiales, particu-
larmente generalizaciones de los operadores normales, tal como casinormal,
hiponormal, paranormal, normaloide, entre otras.

Por tal motivo, nos hemos propuesto estudiar algunas clases de operadores
lineales acotados en el espacio de Hilbert que pertenecen a una de las clases
que generalizan a los operadores normales.

Estudiaremos propiedades mas relevantes de tales operadores, principal-
mente sus propiedades espectrales. Ya que el espectro de un operador lineal
define su comportamiento en general, es por ello que el andlisis espectral de
operadores lineales es uno de los campos mas importantes de la teoria de
operadores, en el cual muchos matemaéticos trabajan, particularmente de los
operadores normales. Ademads, la teoria espectral en ciertas clases de los o-
peradores que generalizan los operadores normales, como las ya mencionadas
anteriormente, tienen una implicacién directa en ecuaciones diferenciales e in-
tegrales y como consecuencia de los anteriores, un impacto en mecanica, teoria
cuantica, entre otros.

Como ya mencionamos anteriormente, el objetivo general de esta tesis es
el estudio de diferentes generalizaciones de los operadores normales en los es-
pacios de Hilbert.

Para ello usaremos métodos modernos del andlisis funcional, teoria de ope-
radores, teoria espectral, andlisis complejo, teoria de la medida, etc.

Esta tesis se divide en tres grandes capitulos.

En el capitulo 1 nuestro objetivo es enunciar algunas definiciones, propieda-
des y resultados de la teoria de espacios de Banach y de Hilbert y obviamente
de operadores lineales acotadas en tales espacios, los cuales serviran de base
para los capitulos posteriores.

En el capitulo 2 nuestro principal objetivo es la teoria espectral de los opera-
dores normales. Discutiremos las propiedades de los operadores auto-adjuntos
, positivos, unitarios, etc. necesarios para establecer la representacién espectral



de los operadores normales y para el desarrollo de tercer capitulo.

Finalmente, en capitulo 3 estudiamos algunos operadores que pertenecen a
una clase que generalizan a los operadores normales. Empezamos por estudiar
las propiedades més importantes de los operadores normaloide y espectraloide.
En seguida, introducimos a los operadores paranormales, hiponormales y quasi-
normales con sus respectivas propiedades. También daremos y demostraremos
algunos ejemplos de tales operadores, como son los desplazamientos unilatera-
les.

Finalmente daremos la relacion que existen entre los operadores que genera-
lizan los operadores normales. Demostraremos que las siguientes contenciones
son ciertas y estrictas, es decir, existen operadores hiponormales que no son
quasinormales, también existen operadores paranormales que no son hiponor-
males y también existen operadores normaloides que no son paranormales.

Quasinormal C Hiponormal C Paranormal C Normaloide C Espectraloide.
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Capitulo 1

Espacios de Banach y de Hilbert

En este capitulo damos los conceptos y resultados necesarios que nos per-
mitan introducir y desarrollar los capitulos 2 y 3. Cabe destacar, que como
en este capitulo no se dan resultados novedosos, gran parte de las demostra-
ciones estan remitidas a las bibliografias respectivas, tales como [9]. Ademés
haremos uso de muchos resultados del analisis funcional sin hacer cita explicita.

En concreto, daremos una descripcion de espacios de Banach, de Hilbert
y de los operadores acotados en el espacio de Banach. También daremos una
breve introduccion del concepto de algebras de Banach, homomorfismos entre
algebras de Banach, el cual nos servira para identificar algebras con subalgebras
de algebras mas grandes. En especial introduciremos el concepto de transfor-
mada de Gelfand, el cual nos sera ttil para identificar subalgebras del algebra
de los operadores acotados en el espacio de Hilbert B[H| con el algebra C'(A),
donde A es definida en la seccién 1.4. Para la seccién de algebas de Banach,
los resultados que se dejaron sin demostracién puede consultar [12].

1.1. Espacios de Banach

En esta seccion introduciremos los conceptos de espacio lineal, normado y
de Banach que son conceptos muy basicos para el desarrollo de este capitu-
lo. Usaremos F para denotar al campo de los ntimeros reales o los ntimeros
complejos. Comencemos recordando la definicién de un espacio lineal.

1.1 Definicién. Un espacio lineal sobre un campo F es un conjunto X =#
() en la que estdn definidas dos operaciones binarias que se llaman suma y
multiplicacion por escalar respectivamente. Tales operaciones se interpretan
como aplicaciones + : X x X — X tal que +(x,y) = x + y para cada
r,y € Xyx:FxX — X tal que x(a,2) = az paracadaz € X ya eFy
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que satisfacen las siguientes propiedades:

1) z4+y=y+uw.

2) z+(y+z)=(r+y) +=2
3) existe € X talesque v +60 =0+ = .

5

—_

T =

(1)
(2)
(3)
(4) existe —z € X tales que  + (—z) = (—z) + = = 6.
(5)
(6) a(fz) = (ab)z.

(7) alz+y) =ax + ay.

(8) (v + f)xr = ax + pu.

para cualesquiera x,y,z € X y «a, f € F.
Un espacio lineal sobre R se llamaré espacio lineal real y un espacio lineal
sobre C se llamara espacio lineal complejo.

1.2 Definicién. Sea X un espacio lineal sobre F. Una funcién || || : X — R
es una norma en X si cumple las siguientes condiciones:

(1) =]l = 0.

(2) ||z|| > 0siz#6.

(3) loz| = |aff|z].

(4) [lz+yll < =] + lyll-

para cualesquiera x,y € X y a € F.

Un espacio normado es un par ordenado (X, || ||), donde X es un espacio
lineal y || || es una norma en X. Ademads, si X es un espacio lineal real o
complejo, entonces diremos que (X, || ||) es un espacio normado real o complejo
respectivamente. Por comodidad denotaremos a cualquier espacio normado
(X, ]| ||) simplemente por X.

Todo espacio normado X induce una métrica d : X x X — R, dada por
d(z,y) = llz =yl

para cualesquiera x,y € X. Por lo tanto, tiene sentido hablar de la completitud
de tales espacios, formalizando la idea tenemos:
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1.3 Definicion. Un espacio de Banach es un espacio normado completo. Es
decir, un espacio de Banach es un espacio normado que es completo como un
espacio métrico con respecto a la métrica definida anteriormente.

1.1.1. Subespacios y sumas directas

Sabemos del estudio de los espacios vectoriales la importancia que tiene
el estudio de sus subespacios lineales. Aunque en los espacios normados, los
subespacios lineales y cerrados son mas interesantes, pues intervienen tanto la
estructura lineal y topoldgica.

1.4 Definicién. Sea X un espacio lineal. Un subconjunto M no vacio de X
es un subespacio lineal de X, si es un espacio vectorial con respecto a las
operaciones de suma y multiplicacion por escalares de X restringido a sus
elementos. Equivalentemente, se dice que M # ) es un subespacio lineal de
X si para cada x,y € M y cada o € F cumple que v +y € M y ax € M.
Llamaremos subespacio a un subespacio lineal de un espacio normado X que
es cerrado con la métrica inducida por X. Ademds, diremos que M es un
subespacio no trivial de un espacio normado X si {0} # M # X.

Denotemos por Lat(X) a la colecciéon de todos los subespacios lineales de
un espacio lineal X y Lat(X) a la coleccién de todos los subespacios de un
espacio normado X. Note que la interseccion de dos subespacios lineales, es
trivialmente un subespacio lineal, mas auin la interseccién arbitraria de subes-
pacios lineales, es un subespacio lineal.

A continuacién introduciremos el concepto de subespacio generado por
cualquier subconjunto de un espacio normado X.

Sea A cualquier subconjunto de un espacio lineal X y consideremos la
subcoleccién Ly de Lat(X), La = {M € Lat(X) : A C M}. Se define al
subespacio lineal generado por A, spanA = (¢ Lat(X) M. Observe que spanA
es el subespacio lineal mas pequeno de X que contiene A.

1.5 Definicion. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio lineal X y sea
x € X. Entonces x es una combinacién lineal de elementos de A si existe un
subconjunto finito {x;} ; de A y un subconjunto finito de F digamos {a; }I,
tales que © = Y1 | ;.

No es complicado demostrar que el conjunto de todas las combinaciones
lineales de elementos de un subconjunto no vacio A de un espacio lineal X es
un subespacio lineal de X que coincide con spanA.



El siguiente teorema proporciona métodos para formar subespacios a partir
de otros subespacios.

1.6 Teorema. Sea X es un espacio normado.

(a) Si M es un subespacio lineal de X, entonces M es un subespacio de X.

(b) La interseccién de una coleccién arbitraria no vacia de subespacios de X
es también un subespacio de X.

Sea X un espacio normado y sea A C X. Ahora toca definir el subespacio
lineal cerrado mas pequeno de X que contiene A. Por definicion de clausura, el
subconjunto cerrado més pequenio de X que contiene el spanA es precisamente
su clausura spanA en X. Por el teorema anterior, spanA es un subespacio de
X. Por lo tanto, el subespacio lineal cerrado mas pequenio de X que contiene A
es spanA y lo denotaremos por \/ A = spanA, y que se llamard el subespacio
generado por A. Si M es un subespacio de X tales que M = \/ A para algin
subconjunto A de X, entonces diremos que A genera M. También notemos que
la interseccion de todos los subespacios de X que contienen A es el subespacio
méas pequeno de X (ver teorema 1.6) que contiene A. Por lo tanto, \/ A es el
subespacio mas pequeno de X que contiene A, que coincide con la interseccién
de todos los subespacios de X que contienen A.

Los siguientes conceptos seran fundamentales para el desarrollo de este tra-
bajo, los cuales son la suma de subespacios de un espacio normado X y la suma
directa de subespacios lineales de un espacio lineal X.

Sean M y N subespacios lineales de un espacio lineal X, entonces es claro
que la suma de M y N definida por

M+N={zx+yeX:zeM, ye N}

es un subespacio lineal de X. Mds generalmente, si {M,},er es una sub-
coleccion de Lat(X), entonces definimos la suma de esta subcoleccién como
Zwer M, = {Zver Ty Ty € My para cada vy y x, = 0 excepto para algin
conjunto finito de indices v}, que también se puede demostrar que es un
subespacio lineal de X.

1.7 Teorema. Sea {M,},cr una subcoleccién de subespacios de un espacio

normado X . Entonces
Vo = S,

yel vel

donde \/_ . M, =V (U M7>

yel



1.8 Definicién. Sea {X;}" ; una familia de espacios lineales sobre el mismo
campo F y que no necesariamente son subespacios lineales del mismo espacio
lineal. La suma directa de {X;}"; es un subconjunto del producto cartesiano,
es decir,

@Xi ={(x1, - ,x,): z; € X, paracadai=1,--- ,n}
i=1

donde las operaciones de adicién y multiplicacion por escalar se definen como:
rDy= <$1+y17“' 7xn+yn) Yy ar = (C(xla"' ,CYZL'n)

para cualesquicra x = (1, -+ , %), ¥y = (Y1, ,Yn) € P;_, X y para cualquier
acl.

Es facil verificar que la suma directa @), X; de los espacios lineales
{Xi}, es un espacio lineal sobre F con las operaciones de adicién y mul-
tiplicacion por escalares definidas como antes.

Una generalizacion del concepto de una suma directa de espacios lineales
es la que se presenta a continuacion.

Sea {X, },er una familia de espacios lineales sobre el mismo campo F. El
conjunto P, Xy = {{z,}her + 2, € X, paracaday € T'} es un espacio
lineal sobre F con el vector de adicién y multiplicacion por escalares definidas
en P, o X, como

{x'y}ver S2) {yv}wel“ = {xw + y’Y}'YEF Y a{xv}'yéf = {O‘xv}vef

para cualesquiera {@, }yer, {yy }yer € EB%F X erycadaa € F. Esta es la suma
directa de {X,},er v es un subconjunto del producto cartesiano [ . X, de
los espacios lineales X.

Daremos fin a esta seccién introduciendo algunos ejemplos de espacios nor-
mados y de Banach.

1.9 Ejemplo. Sea [F" el espacio lineal sobre . En este espacio podemos definir
varias normas, entre ellas

Lzl = o, |$Z|p)% para cada 0 < p < 0.

2. |[2]loo = mdxi<icy |i].



para cada z = (z1,...,x,) € F"™.

Los espacios (F". || [|,) v (F", || ||c) son espacios de Banach.

1.10 Ejemplo. Ahora pasamos a subespacios de FY, donde podemos conside-
rar los casos como en el Ejemplo anterior.

1. Sea IP = {(@p)neny € FV 0 307 |za|P < 00} para 1 < p < 0oy se toma
el espacio normado (17, | ||,) donde la norma se define como

© O\
]l = (Zw) -
n=1

Més aun (17, || ||”) es un espacio de Banach.

2. 1° = {(zy)neny € FY @ sup,cy |7n| < o0} y se define la norma en este
espacio como

[z]loc = sup |zy].
neN

(1°°,]| [|s) €s un espacio de Banach.

El siguiente ejemplo es una generalizacion de los ejemplos 1.9 y 1.10.

1.11 Ejemplo. Sea {(X,, || ||»)} una coleccién de espacios normados sobre el
mismo campo . Para cada p > 1, sea

(D Xulo = Hza} e P X Y llzallh < 00}

el subespacio lineal de @, X». Se puede demostrar que tal subespacio lineal
es un espacio normado con norma dada por

o0 7
], = (Z ||an51>
n=1

para cualesquiera © = {x,} € [P, X,

Ahora sea el subespacio lineal de @, .y X»
[P Xuloo = {{zn} € @D Xon : sup [[2a]|,n < 00}
n=1 n=1 "
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que también es un espacio normado con la norma

[£]loe = sup [[zn ]|
n

para cualesquiera x = {z,} € [, X,

Ademds, también se pueden demostrar que los siguientes ([B77; Xulp, || 1)
v ([, Xnloos || loo) son espacios de Banach si y sélo si (X, || ||,) son espa-
cios de Banach.

También notemos que si los espacios normados (X, || ||,) coinciden con un
espacio normado fijo (X, ]||), entonces @ X es la suma directa de infinitas
copias de X, en tal caso usaremos la siguiente notacién X". En este caso los
espacios de Banach [@,”, X,], v [B,~; X»]e usualmente se denotan por

P(X) = {{an} € X0 3000 flaallP < oo}

1°(X) = {{zn} € X" : sup, [|z,]| < oo}
con normas [|z[l, = (32,2, [zal)? ¥ [#]lec = sup,, [zl

1.12 Ejemplo. Tomemos un espacio cualquiera X, y sobre él consideremos el
espacio (X, X, p) un espacio de medida sobre la o-dlgebra ¥ de subconjuntos de
X con medida p : ¥ — F. La coleccién L = L(X, 3, u) de todas las funciones
medibles e integrables con respecto a p. Si f € L, entonces || f|| = [ |f|dp es
una seminorma en L.

1. El primer caso es considerar el espacio
LP ={f: X — Fmedible : / |f(®)Pdu(t) < oo}
b's

y tomar el espacio vectorial con seminorma (L?, || f]],), donde

i =( If(t)l”du(t));-

La demostracién de que se trata realmente de una seminorma se sigue
de la famosa desigualdad de Minkowski.

Tomemos el subespacio de las funciones con seminorma nula

N={felr:|fll,=0}={feI: f=Opet(u)}

7



El espacio cociente médulo N, LP /N es un espacio de Banach con norma
I1£)ll, = Il £ll, para cada [f] € Lr/N, donde [f] = {g € L7 : [lg—f], = 0}
para cada f € LP, es decir, el conjunto de todas las funciones en L” que
son p-equivalentes a f (dos funciones en LP son p-equivalentes si son
iguales p-casi donde quiera).

Este espacio de Banach se denomina espacio de clases de funciones LP y
en general se denota por (L?, || ||,).

. También podemos considerar este otro subconjunto de las funciones me-
dibles L>* = L>(X, X, i) consistiendo de todas las clases de equivalencia
de funciones medibles f : X — [F que son acotadas casi en todo punto de
X, dos funciones son equivalentes cuando son iguales p-casi todo punto
de X.Si feL>®y N e€X con u(N) =0, definimos

S(N) = sup{|f(z) : © & N}y|flloc = ME{S(N): N € X, u(N) = 0}

conocido como el supremo esencial de f y que f se le conoce como una
funcion esencialmente acotada.

El espacio (L, || f|ls) s un espacio de Banach.

Cabe recordar que si (X)) < oo, entonces L> C LP paratodo 1 < p < oo
y ademds vale el limite lim,, , || f||, = || f[|oc para cualesquiera f € L.

Transformaciones lineales acotadas

En esta seccion X y Y denotaran espacios normados sobre [F, salvo que se
indique lo contrario.

Sean X y Y espacios lineales. Recordemos que una funcién 7' : X — Y es

una transformacién lineal si cumple que

Tx+y) =Tx)+T(y) y T(ax) = aT(x)

para cualesquiera z,y € X y a € .

1.13 Definicién. Una transformacién lineal T': X — Y es acotada si existe
p >0 tal que [|T(z)|| < 5||z|| para cada z € X. Equivalentemente si T mapea
subconjuntos acotados de X en subconjuntos acotados de Y.

8



Los conceptos de continuidad y acotaciéon de transformaciones lineales en
el sentido de la definicion anterior coinciden, mas aun para demostrar la con-
tinuidad de una transformacién lineal, es suficiente demostrar la continuidad

en e X.

Para cada transformacion lineal acotada T se define la norma de T como
el nimero no negativo ||T|| = inf{8 > 0: |T(z)| < f||z| paracadaz € X}.
Equivalentemente,
17 ()|l
ITIl = sup IT(z)l| = sup [T(z)]| = sup ||T(z)]| = sup ===

2] <1 2l <1 lz=1 o0 |||

Note que si T' es una transformacién lineal acotada de X en Y, entonces
existe § > 0 tal que ||T'(z)|| < B||z||, para cada x € X y por lo tanto existe
|T|| para cada tansformacion lineal acotada Ty que

1T(@)] < [T«
para cualesquiera z € X.

Se denotard por B[X, Y] a la coleccién de todas las transformaciones linea-
les acotadas de X en Y y simplemente por B[X] si X =Y, a los elementos de
B[X] les llamaremos operadores. Es facil demostrar que (B[X,Y], ]/ ||) es un
espacio normado, con respecto a la norma definida anteriormente, més ain es
un espacio de Banach si Y es un espacio de Banach.

Sea Z un espacio normado, T' € B[X,Y] y S € B[Y, Z] se llama producto
ST al operador composiciéon S oT : X — Z. Es evidente que el producto
de operadores acotados es un operador acotado, pero podemos ir mas lejos y
probar que en realidad, [|[ST'|| < ||S]|||T||- Esto resulta simplemente de utilizar
la siguiente desigualdad

ST = [1S(T2)| < |SIIIT=]] < ISl

Trataremos con mas detalle el producto de operadores cuando nos ocupe-
mos de las algebras de Banach.

Uno de los teoremas mas importantes en la teoria de los espacios de Banach
es el Teorema de la funcion inversa, que asegura la continuidad de la inversa
de una transformacién lineal acotada entre espacios de Banach.

1.14 Teorema. (Teorema de la funcién inversa). Si X y Y son espacios de
Banach y T' € B[X,Y] es biyectiva, entonces T-! € B[Y, X|.

9



Si X y Y son espacios normados, entonces diremos que 7' € B[X,Y] es
invertible si tiene una inversa T~ € B[Y, X]. El teorema de la funcién inversa
dice que si X y Y son espacios de Banach y T' € B[X,Y], entonces T tiene
una inversa acotada, 7! € B[Y, X].

Otra de las consecuencias inmediatas del Teorema de la funcién inversa,
dice que si X, Y y Z son espacios de Banach y T' € B[X,Y], S € B[Y, Z] son
invertibles entonces ST € B[X, Z] es invertible y (ST)~! = T-1571.

1.15 Definicién. Una transformacién lineal 7" de X en Y es acotada inferior-
mente si existe a > 0 tal que al|z|| < ||T'(z)]|, para cada x € X.

Sea T : X — Y una transformacién lineal, recordemos que el espacio nulo
de T es el conjunto

T'{0}) = {z € X : T(x) =0}

y que denotaremos por N (7). Si T es acotada, entonces N (T") es un subespacio
de X, en efecto, es claro que N(T') es un subespacio lineal de X y como {6}
es cerrado en Y, entonces T1({0}) es cerrado en X, porque T es continua.
Ademas, T es inyectiva si y sélo si N(T') = {6} (ver [9], pag. 56).

También recordemos que el rango de una transformacion lineal T: X — Y
es el conjunto
R(T)={T(z): x € X}
que es un subespacio lineal de Y y por el teorema 1.6 su clausura es un sub-

espacio.

El teorema que sigue nos proporciona métodos para determinar cuando
una transformacién lineal acotada entre espacios de Banach tiene una inversa
en su rango.

1.16 Corolario. Si X y Y son espacios de Banach y 7" € B[X, Y], entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) T tiene una inversa en su rango (es decir, existe T~ € B[R(T), X]).

(b) T es acotada inferiormente.

(c) N(T) =A{0} y R(T) = R(T).

A continuaciéon daremos un ejemplo de un operador lineal acotado, que
vamos a utilizar en el capitulo 2.
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1.17 Ejemplo. Sea (2,%, 1) un espacio de medida o-finita, donde p es una
medida positiva y sea ¢ € L™. Sea M, : LP(Q), X, u) — LP(£2, 3, u) el operador
multiplicacién, dado por M,¢ = @@, para cualquier ¢ € L”. Si F € ¥ tales
que u(F) =0 en la que ¢ no estd acotada tenemos

Il = ([ tooran)” < ([ torau)” sup 1oto)] = lolhliell

de donde se deduce que M, es un operador acotado con norma p menor o igual
a |¢]co-

1.3. Introduccién a los Espacios de Hilbert

De aqui hasta el final del capitulo H y K denotaran a los espacios de
Hilbert sobre F y X y Y denotaran a los espacios con producto interno sobre
[F respectivamente, al menos que se diga lo contrario.

1.18 Definicién. Sea X un espacio lineal sobre F. Una funcién (, ) : X x X —
F es un producto interior sobre [ si satisface las siguientes propiedades:

para cualesquiera z,y,z € X y a € .

Un espacio con producto interno es un par ordenado (X, (, )), donde X
es un espacio lineal y (, ) es un producto interno en X. De aqui en adelante
denotaremos simplemente por X a un espacio con producto interno (X, (, ))
y si X es un espacio lineal real o complejo, entonces diremos que es un espacio
con producto interno real o complejo, respectivamente.

De los axiomas se deducen inmediatamente las siguientes propiedades bésicas:
(a) Por (2) y (4) tenemos que (z,y) = 0 para cada y € X siy sélo si z = 0.
(b) Va,y,z € X:yVa € F: (z,y + 2) = (z,y) + (z,2) y (=, ) =z, y).
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Uno de los resultados fundamentales en la teoria de los espacios con pro-
ducto interno X, es la desigualdad de Schwarz. Lo cual dice que

[z, o) < [l [yl

para cada z,y € X. Donde ||z| = (z,2)2, para cada x € X. De esta desigual-
dad se deduce que la funcién || || : X — R, definida por, ||z| = (z,z)z, para
cada x € X, es una norma en X. Por tanto, todo espacio con producto interno
es un espacio normado y por lo tanto un espacio métrico, con la métrica dada
por

d(z,y) = |z —y| = (x —y,z — y)*2.

Esto motiva la siguiente definicion.

1.19 Definicién. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno
completo. En otras palabras, un espacio de Hilbert es un espacio con producto
interno que es completo como un espacio métrico con respecto a la métrica
definida en la observacién anterior.

Otras de las propiedades importantes de esta seccién son las que se presen-
tan a continuacion.

(a) Ley del paralelogramo.
Iz + yll* + llz = ylI* = 2(ll=]* + [ly[I*)
para cualesquiera z,y € X.

(b) Identidad de polarizacién real. Si (X, (, )) es un espacio con producto
interno real, entonces

1
(w.y) = 7(lz +yl* = ll= = yl”)
para cualesquiera z,y € X.

(c) Identidad de polarizacién compleja. Si (X, (, )) es un espacio con pro-
ducto interno complejo, entonces

1 . 4 . 4
(.y) = 7z +yl* = llz =yl +ille +iy|* = illz — iyll”)
para cualesquiera z,y € X.

Cabe senalar que no todo espacio normado es un espacio con producto
interno (ver ejemplo 1.22). Pero si X es un espacio normado que satisface la
ley del paralelogramo entonces existe un producto interior (, ) en X tal que
|z]| = (x,2)2. Ademés el tnico producto interior que induce, esté dada por la
identidad de polarizacién.
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1.20 Ejemplo. A continuacién enumeramos algunos ejemplos sencillos de es-
pacios de Hilbert.

1. Los espacios (F", (,)) v (I%,(,)) son espacios de Hilbert con (z,y) =
Do T ¥ AT, y) = Do il

2. Sea (€, 3, 1) un espacio de medida o-finita, luego (L*(u), (,)) resulta un
espacio de Hilbert con (f,g) = [, f().g(t)du(t). Es de interés especial
el caso en el que el espacio de base es un intervalo compacto de la recta
y la medida utilizada es la llamada medida de Lebesgue. Notamos a esos
espacios L?([a, b]).

3. Sea {(H,,(, )n)} una coleccién de espacios de Hilbert sobre el mismo
campo [F. Entonces

(D Hal, ()

es un espacio de Hilbert con el producto interior definida por

o

(z,y) = Z(wnv Yn)n

n=1

para cualesquiera z = {z,},y = {y,} € [D,—, Hnl2 ¥y que induce la
norma || ||z del ejemplo 1.11.

El siguiente ejemplo muestra que no todos los espacios con producto interno
son de Hilbert.

1.21 Ejemplo. Consideremos la funcién (, ) : C[0,1] x C|0, 1] — F dado por
(f,g9) = fol f(t)ﬁdt para cada f,g € C[0,1]. La funcién (, ) es un producto
interno en C0, 1] con la norma || ||2. (C[0,1],(, )) es un espacio con producto
interno pero no es un espacio de Hilbert, ya que no es un espacio de Banach.

También notemos que no todos los espacios de Banach son de Hilbert, como
lo muestra el siguiente ejemplo.

1.22 Ejemplo. Considere los espacios de Banach (2, ||,) vy (I°°, ] |leo) del
ejemplo 1.10. Estos espacios no son de Hilbert, excepto para (1%, ||]|2). Las
normas || ||, para cada p # 2y || ||oc no cumplen la ley del paralelogramo y por
lo tanto no inducen ningun producto interno en [P o en [*.
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1.3.1. Subespacios ortogonales
En esta seccién s6lo daremos algunas propiedades basicas de un espacio de

Hilbert, que seran ttiles para el desarrollo de este trabajo.

Sugerido por la nocién de perpendicularidad en espacios euclideos se puede
definir el siguiente concepto.

1.23 Definicion. Sean z,y € X y A, B C X. Entonces, diremos que = y y
son ortogonales (notacién x L y) si (z,y) = 0, x es ortogonal a A (notacién
x L A)si(x,y) = 0paracaday € A. Ay B son ortogonales (notacién A L B)
si (z,y) = 0 paracadax € Ay y € By también diremos que A es un conjunto
ortogonal si x 1 y para cada z,y € A tales que = # y.

Ahora, podemos definir el siguiente concepto:

1.24 Definicién. Sea M C X. Se dice que M es subespacio ortogonal si es
un subespacio de X y es un conjunto ortogonal.

Una de las tantas propiedades del plano R? que se conserva en cualquier
espacio de Hilbert es que en ellos puede formularse una generalizaciéon del cono-
cido teorema de Pitdgoras. Esto es

lz +yl* = l2l” + llyl?

siempre que x 1 y. Esto se sigue inmediatamente de la definiciéon de ortogo-
nalidad y de la siguiente igualdad

lz +ylI* = ll2]* + 2Re(z, y) + ||yl

Como una consecuencia importante del teorema de Pitagoras es que la
suma finita de subespacios ortogonales de H, es también un subespacio, es
decir, si M y N son subespacios ortogonales de H, entonces M + N es un
subespacio de H. Formalizando la idea tenemos:

1.25 Teorema. Si M y N son subespacios ortogonales de H, entonces M + N
es un subespacio de H.

Otro concepto que juega un papel importante en la teoria de los espacios
de Hilbert, es el siguiente:

Sea A C X, definimos el complemento ortogonal de A como
At ={z € X : (z,y) = Oparacaday € A}.
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Si A = (), entonces para cada x € A no existe y € A tales que (z,y) # 0, y por
lo tanto )+ = X. Claramente, z | {0} para cada z € X,y z L X si y sélo si
x = 0. Por lo tanto {#}+ = X y X+ = {6}.

Sean A y B subconjuntos no vacios de X. Los siguientes resultados son
consecuencias inmediatas de la definicién de complemento ortogonal.

(a) AL AL AN At C {6}, An AL = {0} siempre que § € A
(

b) AL Bsiysélosi AC B*siysélosi BC A*.

)
)
(¢) AL B implicaque ANBC {0}y ALl Bsiysolosi B L A.
(d) Si A C B, entonces B+ C At. Ademas A C A+t y A+ = AL
)

(f) El complemento ortogonal At de A es un subespacio de H. Ademas
At = (A1) = (At = (spanA)t = (VAL y si A = X, entonces
L ={6}.

El teorema que sigue caracteriza a los subespacios lineales de un espacio de
Hilbert en términos de su complemento ortogonal.

1.26 Teorema. Sea M un subespacio lineal de H.
(a) M =My M+ ={0}siysolosi M = H.

(b) Si A es cualquier subconjunto de H, entonces AL =\/ Ay AL = {0} si
ysélosi\/ A=H.

Para establecer los resultados mas generales de esta seccidn, definiremos el
siguiente concepto.

1.27 Definicién. Sea X un espacio normado y sea {z,} er una familia de
elementos de X. Diremos que {z,},er es una familia sumable con suma z =
Zyer x. sl para cada € > 0 existe un conjunto finito de indices N, C I' tal
que para todo subconjunto finito de T, si N, C N, entonces || Y

Zvef 'Q:’YH <e€.

Se llamard familia p-sumable, para algin p > 0 si {||z,||”},er es una fa-
milia sumable de nimeros positivos. En particular, {z,},er es una familia
absolutamente sumable si {||z, ||}, er es una familia sumable y es una familia
cuadrada-sumable si {||z,||*},er es una familia sumable.

neN

Sea X un espacio normado. Es claro que si I' = N y {x, }en es una familia
sumable en X, entonces la serie infinita » ~  x, converge. En efecto, si para
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cada € > 0 existe un conjunto finito N. € N tal que || >, .\ @, — || para algin
xr € X siempre que N es finito y N. € N C N, entonces poniendo n. = #N,
se sigue que || S2F_ , — || < € siempre que n > n,.

De la definicion anterior, se deducen inmediatamente las siguientes propie-

dades:

Sixz,y € X tales que Z'yGF Ty =2y Zwer Y, = y entonces

Z:(om:7 + Byy) = ax + By

yerl’

para cualquier o, 8 € F. Ademds si Y es un espacio normado y T € B[X, Y]
entonces

> T(xy) =T(x).

vyel

El siguiente teorema dice que cuando una familia no numerable de vectores
en un espacio normado es sumable, entonces sélo tiene un niimero numerable
de vectores no nulos.

1.28 Teorema. Sea X un espacio de Banach. Si {z,}.er es una familia su-
mable en X, entonces el conjunto {y € I' : x, # 6} es numerable.

Otra de las consecuencias inmediatas de la definicién 1.27, dice que si

{zy}er ¥ {y}yer son sumables en X con sumas » 2y y D cp Y,y en X,
respectivamente, entonces {(2.,y) tver ¥ {{2,y5) },er son familias sumables en

[, para cualesquiera z,y € X y con sumas

() =0 wn )y D (zys) = (2,)_u).

vyer vyer vyel yel
El siguiente teorema es una generalizacién del teorema de Pitagoras.

1.29 Teorema. Si {z,},er una familia ortogonal en H. Entonces {z,} er
es cuadrada-sumable si y sélo si es una familia sumable en H y en este caso

12 er 21 = 2 er Ny 1.

El siguiente resultado es el teorema central de la geometria de cualquier
espacio de Hilbert y que justifica el uso de la palabra complemento.

1.30 Teorema. (Teorema de la proyeccién). Sea M un subespacio de H.
Entonces H = M & M+.
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La demostracion de este teorema se sigue de que M, M L C M+ Mty por
lo tanto (M + M)t C Mt n M+ = M*NM = M*+N M = {6}, luego por
el teorema 1.26, se obtiene que H = M + M~ al ser M + M+ cerrado.

El teorema de la estructura ortogonal dice que » ser My es cerrado siempre
que {M, : v € I'} es una familia de subespacios ortogonales dos a dos de H.

1.31 Teorema. (Teorema de la estructura ortogonal). Sea {M,} er una fa-

milia de subespacios de H tales que M, L M, para cada v # «. Entonces

Vier My = 32 M, y la representacién = > 2, , ¥, € M, de z €
~er M, es unica.

Terminamos esta seccién identificando la suma de cualquier familia de sub-
espacios ortogonales dos a dos con la suma directa ortogonal de tales subes-
pacios, que es una simple aplicacién del Teorema de la estructura ortogonal,
pero antes un teorema.

En la categoria de espacios de Hilbert, el concepto natural de isomorfismo
es aquel que preserva el producto escalar junto con la estructura lineal. Es
decir, una aplicacion lineal que preserve productos escalares. Veamos que los
isomorfismos en este sentido son exactamente las isometrias.

1.32 Teorema. Sean X y Y espacios con productos internos. Una transfor-
macién lineal V' : X — Y es una isometria si y sélo si (Vx, Vy) = (z,y) para
cualesquiera z,y € X.

Una transformacién unitaria de X en Y es una isometria lineal sobreyecti-
va, equivalentemente, una isometria lineal invertible. Diremos que dos espacios
con productos internos X y Y son equivalentemente unitarios si existe una
transformacién unitaria entre ellos, equivalentemente, si son isométricamente
isomorfos. En este caso, se denotaran por X =Y.

Sea {M.,,} una coleccién de subespacios ortogonales dos a dos de un espacio
de Hilbert. Notemos que cada M, son espacios de Hilbert. Sea

[EB M,]s = {{z,} € @Mv : Z H"L‘WH2 < oo}

vyel vyel yel

con el producto interno, dado por

(T,9)e = Z(xvv Yry)

vyel’
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para cualesquiera z = {z,},y = {y,} € @, M,. Al espacio de Hilbert
(D, M, ]2 se le conoce como la suma directa ortogonal y la denotaremos sim-

plemente por B M

+, definida por

o({z,}) = Z Loy

vyer

Sea ®: . M, — >

vyel VGF

para cada {x,} € EB%F M., que es claramente lineal bien definida y biyectiva,
por el teorema de la estructura ortogonal. Més atin, ® es una isometria, pues
si Mz L M, para 8 # a y por la continuidad del producto interno, tenemos

(@(2), (1)) = Q27 ) _Ya) = DD (T¥a) = ) (2:3) = (€, 9)a

para cualesquiera z = {z,},y = {y,} € @, M,. Por lo tanto, ® es una
transformacién unitaria, luego

P, =>" M,

vyel vyel

Si {M,} genera H, entonces su suma directa ortogonal, usualmente es identi-
ficado con su imagen, es decir, @7€F M, = ZWGF M,=H.

1.3.2. Bases ortonormales

En esta seccién estudiaremos la nociéon de base de un espacio de Hilbert
y daremos algunos ejemplos. Vamos a representar todo elemento de un espa-
cio de Hilbert como combinacién lineal (que incluso puede ser no numerable)
de elementos de un conjunto ortonormal maximal, concepto que definiremos
posteriormente. Los coeficientes de dicha combinacion lineal se llamaran coe-
ficientes de Fourier del elemento dado.

Sea A un subconjunto de X. Diremos que A es ortonormal si es un con-
junto ortogonal y ||z|| = 1, para cada z € A, ademés es facil mostar que los
conjuntos ortonormales son linealmente independientes. También diremos que
A € P(X) es maximal en P(X) si no existe B € P(X) tales que A C B.

Un conjunto ortonormal B en X que genera X se llamara una base ortonor-
mal para X. Esto es equivalente a que B sea un conjunto ortonormal maximal
en X, si X es un espacio de Hilbert. Usando el lema de Zorn se puede de-
mostrar que todo espacio de Hilbert no nulo tiene una base ortonormal.
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El siguiente teorema nos da algunas caracterizaciones de las bases ortonor-
males en espacios de Hilbert.

1.33 Teorema. Sea {z r una familia ortonormal en H. Entonces las si-
yIve
guientes proposiciones son equivalentes.

(1) {z,}er es base ortonormal de H.

(2) Siz € Hysix Lz, para cada v, entonces z = 6 (es decir, {z,}1 =

{6}).

(3) (Expansién de Fourier). Si x € H, entonces z = > 1 (v,2,)z, ¥ la
representacion es unica.

(4) Siw,y € H, entonces (z,y) = >__ (¥, 2,)(y, 7).

(5) Siz € H, entonces ||lz||* =3 . [(z,2,)*.
Este se llama la identidadad de Parseval.

Cualesquiera dos bases ortonormales de un espacio de Hilbert H tienen la
misma cardinalidad, a tal cardinalidad comun se llamara la dimension de H.
Si H es dimensionalmente finito, la dimH = n para algin n € N.

El siguiente teorema caracteriza a los espacios de Hilbert separables en
términos de su dimension ortogonal.

1.34 Teorema. Un espacio de Hilbert es separable si y solo si tiene una base
ortonormal numerable.

El siguiente teorema dice que si H es un espacio de Hilbert separable es
equivalentemente unitario a 2, en particular si H es n-dimensional, entonces
es equivalentemente unitario a [F".

1.35 Teorema. Dos espacios de Hilbert son equivalentemente unitarios si y
solo si tienen la misma dimension ortogonal.

A continuacién enumeramos una lista de bases ortonormales para ciertos
espacios de Hilbert.

1.36 Ejemplo. En este ejemplo exhibimos bases ortonormales para algunos
espacios de Hilbert separables clédsicos.

1. Si H = 2, entonces

B={e,=(0,0,...,0,_ 1 ,0,.. ) }nen

n
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es una base ortonormal de H. En efecto, B es un familia ortonormal, ya

1, sin=m
que <€n7€m> - 5n,m - {07 sin 7§ m
Ademés, es claro que B+ = {x € I? 1 2 = (Tn)neny Y (T, n) = T, =
Oparacadan} = {0}. Por lo tanto, por (2) del teorema 1.33 B es una
base ortonormal de H.

2. Si el espacio de Hilbert es L*([a,b]) y (f,g) = fab f(t)g(t)dt entonces

1 . t—a
{en(t) — —e2mnm = Z}

vb—a

es una base ortonormal.

Como caso particular del ejemplo anterior es el siguiente

3. {en = \/%76”“5 : n € Z} es una base ortonormal para el espacio de Hilbert
L3([0, 27]).

1.4. Algebras de Banach

1.37 Definicion. Un &lgebra es un espacio vectorial A sobre F en la que
estd definida una operacion binaria que se llama multiplicacién

AxA— A (z,y) — xy
que satisface las siguientes propiedades:
L x(yz) = (zy)z
2. (r+y)z=wz+yz,z(y+z2)=zy+azy
3. a(zy) = (ax)y = z(ax)

para cada x,y,z € A y cada a € F. Un dlgebra conmutativa es un algebra
tales que xy = yx para cualesquiera x,y € A.

Una subalgebra de A es un subespacio vectorial B de A tales que zy € B
siempre que x,y € B.

En esta seccion sélo trataremos con algebras complejas.
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1.38 Definiciéon. Si A es un espacio normado y al mismo tiempo es un alge-
bra que satisface la propiedad multiplicativa, esto es, ||zy| < ||z||||y|] para
cualesquiera z,y € A, entonces A se llamard algebra normada. Si A tiene un
elemento unidad e tales que

re=ex=xy |e]| =1

para cualquier x € A, entonces diremos que A es un algebra normada con
unidad.

Si en la definicién anterior A es un espacio normado completo entonces A
se llamara algebra de Banach.

Es claro que la unidad e de A de la definicién anterior es tinico, pues si
e’ satisface xe/ = €'x = x para © € A, entonces ¢ = €'e = e. Ademés, la
desigualdad multiplicativa implica que la operacién multiplicacién es continua
en A.

Como ejemplos de algebras de Banach, tenemos:

Si X es un espacio de Banach, entonces por las observaciones hechos en
la seccién 1.2, B[X] es un dlgebra de Banach con unidad I si la operacién
producto es la composicion de transformaciones lineales.

Otro ejemplo de un algebra de Banach es C'(€2) el conjunto de todas las
funciones complejas continuas en €2, donde €2 C C compacto y en este caso la
unidad es la funcién constante 1. Las operaciones se definen puntualmente y

la norma es || f||o = sup{|f(N\)|: A € Q}.
Ahora pasemos a introducir el concepto de homomorfismos, que nos servira para
identificar algebras con subdlgebras de algebras mas grandes.

1.39 Definicién. Un homomorfismo de un algebra A a un algebra B es una
funcién lineal h : A — B tales que

h(zy) = h(z)h(y)
para cualesquiera x,y € A.

Un elemento x de un algebra A con unidad e, diremos que es invertible si
tiene una inversa en A, es decir, si existe 7! € A tales que x 7'z = zz7! = e.
G(A) denotard al conjunto de todos los elementos invertibles de A, entonces

G(A) es un grupo. Ademas, si x € G(A), entonces tiene inversa tnica.
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Si A es un algebra con unidad e y h : A — F es un homomorfismo, entonces
h(e) =1y h(z) #0si z € G(A). Ademads, si A es un édlgebra de Banach, h es

continua.

1.40 Definicién. Sea A un algebra de Banach con unidad e. Se define el
espectro de x € A como

oz)={NeC: e—x&G(A)}.

El complemento de o(z) es el conjunto resolvente de x, p(4) = {A € C :
Xe —x € G(A)}.

1.41 Teorema. Si A es un algebra de Banach con unidad e y z € A, entonces
el o(z) es compacto y no vacio.

Si x es un elemento de un dlgebra de Banach A con unidad, por el teorema
anterior se deduce que p(x) es un conjunto abierto y no vacio.

Sea x un elemento de un algebra de Banach A con unidad. Se define el
radio espectral de x como

sup{|A| : A € o(x)}
el cual se denotard por r(z).

1.42 Teorema. Si A es un dlgebra de Banach con unidad y x € A, entonces

’ n 1
() = lim [|lo"]% y r(z) < |Jo]|

1.43 Definicion. Una funcién z — x* de un algebra A se llama involucién si
tiene las siguientes cuatro propiedades:

L (x4 y)* =z +y~

2. (A\z)* = \a*.
3. (zy)* =y*z*.
4. v =uw

para cualesquiera x,y € Ay cualquier A € C.

1.44 Definicion. Un algebra de Banach A con involucién x — z* que satisface
lzz*|| = ll=]*

para cada x € A se llama un B*-dlgebra.
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El dlgebra de Banach con unidad C(f2) es un ejemplo de B*-algebra con la
norma || || v f* = f para cada f € C(Q).

1.45 Definicion. Sean A y B B*-dlgebras. Un *-homomorfismo es un homo-
morfismo de &dlgebras h : A — B tales que h(z*) = h(z)* para cada x € A,
es decir, preserva involuciones. Si h es un x-homomorfismo biyectiva, diremos
que es kx-isomorfismo.

Sean A y B B*-algebras. Diremos que A y B son *-isomorfos si existe un
x-isomorfismo h entre ellos. En este caso, si e es la unidad en A entonces h(e)
es la unidad de By G(B) = h(G(A)) y por lo tanto Ae —x € G(A) si y sélo si
Ah(e) —h(z) = h(Ae—2x) € G(B), es decir, o4(z) = op(h(z)) para cada x € A.

Denotemos con A al conjunto de todos los homomorfismos h : A — C en
un algebra de Banach con unidad A.

1.46 Teorema. Sea A un algebra de Banach conmutativa con unidad.
(a) z € G(A) siy sblo si h(xz) # 0 para cada h € A.
(b) XA € o(x) siy sélo si h(x) = A para algin h € A.

1.47 Definicién. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa, se define la trans-
formada de Gelfand de x € A como la funciéon £ : A — C definida por
z(h) = h(z).

Sea A el conjunto de todos z, para cada x € A, donde A es un algebra
conmutativa. La topologia de Gelfand de A es la topologia débil inducida por
/1, es decir, la topologia mas débil que hace a & continua para cada z € A.
Entonces A C C (A), el dlgebra de todas las funciones complejas continuas en

A.

Se puede demostrar que A es un espacio de Hausdorff compacto si A es un
algebra de Banach conmutativo.

La transformada de Gelfand de un dlgebra de Banach con unidad A es la
funcién ® : A — C(A) definida por ®(z) = #, para cada z € A. Esta funcién
es un homomorfismo sobre una subélgebra A de C'(A).

El rango de & es o(z), pues si A € (A), #(h) = X para algin h € A, es
decir, h(xz) = A. Por el teorema 1.46, esto ocurre si y sélo si A € o(x). De esto
también se obtiene

[£]loe = ().
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Un elemento = de un &lgebra de Banach con involucion A, se llamara auto-
adjunto si x = 2*, x se llamara normal si zz* = z*x. Un subconjunto S de A
se dice que es normal si S es conmutativo y x* € S siempre que z € S.

Notar que para cada f € C(Q), ff* = |f|*> = f*f, entonces todos los
elementos de C(K') son normales. Ademads, si f € C(Q2) entonces o(f) = f(Q).

1.48 Teorema. (Teorema de Gelfand-Naimark) Sea A un B*-dlgebra con-
mutativa con unidad. La transformada de Gelfand ® de A es *-isomorfismo
isométrico de A sobre C'(A).

La transformada de Gelfand ® del teorema anterior, preserva la involucién
dada en A a la involucién natural en C'(A), que es la conjugacién, es decir,
O (2*) = ®(z)* = 7 para z € A, o de manera equivalente

h(z*) = h(x)

para cada x € Ay h € A. En particular, z es auto-adjunto si y sélo si & es
una funcién de valores reales.

Sea A B*-adlgebra y x € A normal. La subalgebra cerrada més pequena que
contiene z, z* y e coincide con la clausura de todos los polinomios en x y z*.
Esto es,

ﬂ{B C A: Bessubalgebra cerradade Atales que {x,z*,e} C B}

= {p(z,z*) : pesun polinomioenxyzx*},

se llama B*-dlgebra generada por x y denotaremos por B*(x). Como x es nor-
mal, los polinomios en z y z* conmutan, asi que B*(z) es conmutativo y por
el teorema 1.48, resulta que B*(x) es *-isomorfa a C'(A) a través de la trans-
formada de Gelfand.

Por otro lado, sabemos que z : A — o(x) es continua y sobreyectiva.
Ademas, si h,hy € A, tales que z(h) = z(hy), es decir, h(z) = hy(z), entonces
por el teorema 1.48, h(z*) = hi(x*). Si p es cualquier polinomio de dos varia-
bles, se sigue que h(p(z,z*)) = hi(p(z,z*)), pues h y hy son homomorfismos.
Por lo tanto, h y hy son iguales en un conjunto denso, luego la continuidad de
h y hy implican que h(y) = hi(y) para cada y € B*(x), luego h = hy. Por lo
tanto, £ también es inyectiva.

Como A es compacto, 27! es continua, luego # es un homeomorfismo de

A sobre o(z). Por lo tanto la funcién ¥ : C(o(z)) — C(A), definida por
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U(f) = f o es un isomorfismo isométrico que también preserva la con-
jugacién compleja. Entonces por el teorema 1.48, cada f o Z es la trans-
formada de Gelfand de un tnico elemento de B*(x) que denotaremos por
®,(f) vy que satisface [|®.(f)|| = ||flls- De hecho, ®, = &~ o ¥, donde
¢ : B*(x) — C(A) es la tansformada de Gelfand de B*(z). Por el mismo

teorema 1.48, ®,(f) = (,(f))*, ademds si f(A) = A, entonces f o = &, esto
es, P.(f) = x.

Por lo tanto, hemos probado el siguiente teorema:

1.49 Teorema. Sea A B* algebra. Si x € A es normal entonces la férmula

—

CI)JU(f):fOi’

define un x-isomorfismo isométrico ®, de C(o(z)) sobre B*(x), tales que
o, (Id) = x.

Por lo tanto, por el teorema anterior tiene sentido escribir como @, (f) =
f(z) alos elementos de B*(x) con su respectivo transformada de Gelfand foz
y ®, se conoce como el célculo funcional continuo de z. Otra consecuencia
inmediata de dicho teorema tenemos:

1.50 Teorema. (Teorema de la funcién espectral). Sea A B*-dlgebra con
unidad y € A normal. Si f € C(o(z)) entonces o4(f(x)) = f(o(x)).

DEMOSTRACION. Sea f € C(o(x)). Puesto que ®, es un #-isomorfismo de
C(o(x)) sobre B*(a), preserva espectros, entonces

oa(f(r)) = 0o (P.(f)) = 0c(o() (f)-

Pero el espectro en C(o(x)) es la imagen directa y entonces o4(f(x)) =

f(oa(z)) O
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Capitulo 2

Estructura de los Operadores
normales

En este capitulo al igual que en el capitulo 3, asumiremos que H # {0}
y K # {0} son espacios de Hilbert complejos y que X # {6} y Y # {6} son
espacios de Banach complejos, al menos que digamos lo contrario.

En la seccion 2.1, daremos una breve introduccion de las proyecciones or-
togonales. Debido a la simplicidad, de estos operadores es un problema intere-
sante expresar operadores mas generales en términos de proyecciones ortogo-
nales, en particular de los operadores normales. En este apartado establecere-
mos algunas propiedades de las proyecciones ortogonales.

En la seccién 2.2, estudiaremos las principales propiedades del espacio de
operadores acotados en espacios de Hilbert. En particular, pondremos ma-
yor atencién en los operadores auto-adjuntos, el cual nos servira para dar
el concepto de operador positivo, a su vez este ultimo operador nos permite
definir algunos tipos de operadores no normales, en particular de los operadores
hiponormales. También estudiaremos algunas propiedades de las isometrias,
operadores unitarios, isometrias parciales y por lo tanto la descomposicién po-
lar de los operadores acotados.

En la seccion 2.3, estudiamos las propiedades principales de un operador
normal, especialmente sus propiedades espectrales.

Finalmente en la subseccion 2.3.1, analizamos el teorema de representacion

espectral para operadores normales. Dicha representacién sera en términos de
proyecciones ortogonales.
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Al igual que en el capitulo 1, varios de los resultados expuestos en todo el
capitulo no seran demostrados, debido a que se pueden encontrar en cualquier
libro de andlisis funcional, tales como [9].

2.1. Introduccién de las proyecciones ortogo-
nales

Una proyeccion en un espacio lineal X es una transformacién lineal P :
X — X tales que P2 = P. Si P es una proyeccién, entonces también lo es
I — P, ademas R(P) = N(I — P) y N(P) = R(I — P). Una proyeccién ortogo-
nal en un espacio con producto interno X es una proyeccién P € B[X] tales
que R(P) L N(P).

Sea X un espacio con producto interior. Si P es una proyeccién ortogonal
en X, entonces también lo es (I — P) : X — X. Entonces el rango R(P) de P
es un subespacio de X, ya que N(I — P) es un subespacio de X.

Sea X un espacio con producto interno. Unas de las principales propiedades
de una proyeccién ortogonal P : X — X que se usaran con mayor frecuencia

en secciones posteriores son las siguientes:
(a) P € B[X]y |P| =1 siempre que P # O.
(b) N(P)y R(P) son subespacios de X.
(c) N(P)=R(P)"y R(P)=N(P)".

(d) X = R(P)+ N(P) o de manera equivalente X = R(P) & N(P).

Otra manera de enunciar el teorema de la proyeccién, ahora en su forma
analitica es como sigue:

2.1 Teorema. (Teorema de Proyeccién-Tercera Versién). Para cada subespa-
cio M de H existe una tnica proyeccién ortogonal P € B[H] con R(P) = M.

Sea M cualquier subespacio de H. Entonces la tinica proyeccién ortogonal
P en H para el cual R(P) = M se llamara proyeccién ortogonal a lo largo de
M o proyeccién ortogonal sobre M.

Ahora consideraremos familias ortogonales de proyecciones ortogonales, que

es muy importante en la teoria del teorema espectral, que veremos més ade-
lante.
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2.2 Proposicién. Sea X un espacio con producto interior. Sean Pj, P, € B[X]
proyecciones ortogonales en X. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

(1) R(P) L R(P).
(2) PP, =O.

(3) PP =

(4) R(P2) € N(P1).
(5) R(P1) € N(P).

Si dos proyecciones ortogonales P; y P, en un espacio con producto inter-
no X satisfacen cualesquiera de las equivalencias de la proposicion anterior,
entonces diremos que son ortogonales uno del otro o mutuamente ortogonales.
Si {P,},er es una familia de proyecciones mutuamente ortogonales en X (es
decir, R(P,) L R(Ps) siempre que o # [3), entonces diremos que {P,} er es
una familia ortogonal de proyecciones ortogonales en X. Si {P,},er es una
familia ortogonal de proyecciones ortogonales y Z'yef (x) = x para cada
x € X, entonces {P,},er se llamard una resolucién de la identidad en X. Si
{P,}22, es una sucesion infinita entonces la identidad anterior en X, nos dice
convergencia fuerte en el operador fuerte, es decir, >, _, P 51

Una generalizacion del concepto de convergencia fuerte de una sucesion de
operadores es la siguiente:

2.3 Definicién. Sea X un espacio normado. Una familia {7, },cr de operado-
res en B[X] es sumable fuerte a 7', si {T',(x)},er es una familia sumable para

cada z € X. En este caso T se escribird como » T, =T.

Por lo tanto { P, },er es una resolucién de la identidad en X si es una fami-

lia ortogonal de proyecciones ortogonales en X y es sumable fuerte al operador
identidad en X.

Cualquier familia ortogonal de proyecciones ortogonales en un espacio de
Hilbert es sumable fuerte a la proyeccién ortogonal a lo largo de la suma de
los rangos de tal familia de proyecciones, fomalizando tenemos

2.4 Proposicién. Si {P,},cr es una familia ortogonal de proyecciones ortogo-
nales en H, entonces es sumable fuerte a la proyeccion ortogonal P : H — H
a lo largo de Zwer R(P,). En otras palabras, > . P, = P, donde P € B[H]
es la proyeccion ortogonal a lo largo de R(P) = Zver R(P,).
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La proposicién anterior es una consecuencia del teorema de la proyeccién y
de la estructura ortogonal. Otra version del teorema de la estructura ortogonal
en términos de proyecciones ortogonales es como sigue:

2.5 Teorema. Si {P,} cr es una resolucion de la identidad en H, entonces

H=> R(P).

vyel

Reciprocamente, si { M., },er es una familia ortogonal de subespacios de H tales
que H =) Ler M, entonces la familia {P,} er que consiste de proyecciones
ortogonales P, € B[H] a lo largo de M, es una resolucién de la identidad en
H.

Como {R(P,)}er es una familia ortogonal de subespacios de H, entonces
D, cr R(P,) = > R(P,). Por lo tanto la proposicién 2.4 dice que > . P, =
P, donde P € B[H] es la proyeccién ortogonal con R(P) = @ R(P,) y el
teorema 2.5 dice que H = P R(P,) siempre que { P, },er es una resolucién
de la identidad en H.

Sea {P,},er una resolucién de la identidad en H, donde P, # O para
cada v € I'. Sea {\,},er una familia de escalares. Sea D(T) = {x € H :
{\ Py(x) }yer es una familia sumable de vectoresen H}. La funcién T : D(T') —
H, definida como T'(z) = >_ . A\, P, (x) para cada x € D(T'), se dice que es
una combinacién lineal de proyecciones.

2.6 Proposiciéon. Cada combinacion lineal de proyecciones es una transfor-
macion lineal. Ademas, si T € L[D(T'), H| es una combinacién lineal de proyec-
ciones , entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) D(T) = H.
(2) {\y}yer es una familia acotada de escalares.

(3) T es acotada.

Si cualquiera de la equivalencias anteriores son verdaderas, entonces T' € B[H]
es tal que ||T|| = sup,er|\,|. Ademéds, > AP, =T.

vyel

2.2. Operadores auto-adjuntos y positivos

Antes de dar el concepto de un operador auto-adjunto, necesitamos prime-
ramente definir el adjunto de un operador, ya que el primero depende de este
ultimo y daremos algunas de sus principales propiedades, pero antes necesita-
mos un teorema auxiliar.
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2.7 Teorema. (Teorema de la Representacion de Riesz). Cada funcional lineal
f en H es acotada si y sélo si existe un tnico y € H tales que f(z) = (x,y)
para cada x € H. Ademés, ||f|| = |ly||. Tal vector tinico y € H se llama la
representacion de Riesz de la funcional f € B[H,F].

Sea T' € B[H, K] una transformacién lineal acotada de H en K. Para cada
y € K consideremos la funcional f, : H — F definida por f,(z) = (T'(x),v),
para cada x € H. Entonces f, es una funcional lineal acotada. Asi que, por
el teorema de la representaciéon de Riesz existe un dnico z, € H tales que
(I'(x),y) = fy(x) = (x,2,) para cada © € H. Esto define una funcién 7 :
K — H, tales que T*(y) = z, para cada y € K, y por lo tanto satisface la
siguiente identidad para cada x € H y para cada y € K se tiene que

(T(x),y) = {=,T"(y)) (2.1)
Llamaremos a 7™ como el adjunto de T € B[H, K|, ademés se puede
mostrar que T € B[K, H] y es la tinica que cumple la ecuacién 2.1.

Otras de las propiedades del adjunto de T' € B[H, K], que utilizaremos con
mayor frecuencia en las secciones posteriores son las siguientes:

(a) (S+T) =S*+T% (aT)* =al* y (ST)* = T*S*.
(b) I*=Ty O*=O.

() T =Ty [|T*|* = |T*T| = |TT*|| = ||T.
Si H = K, entonces:

(e) Si T es invertible, entonces T* también lo es y (T*)~! = (T—1)*.

Estas propiedades muestran la analogia entre los complejos conjugados
de los numeros complejos y los adjuntos de los operadores lineales acotados.
Ademas nos dice que B[H] es una B*-dlgebra, donde la involucién de un ope-
rador es su adjunto.

Sea X un espacio lineal y T': X — X una transformacién lineal. Si M es un
subespacio vectorial de X, entonces diremos que M es T-invariante si T'(M) C
M. Ahora tomemos T € B[X], donde X es un espacio con producto interno y
M es un subespacio de X. Si M y M+ son T—invariantes entonces diremos que
M reduce aT' o que M es un subespacio reductor de T'. Un subespacio reductor
no trivial M de T es un subespacio que reduce T tales que {8} # M # X. Como
es claro que {8} y X son subespacios reductores de T', entonces siempre que
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digamos M es un subespacio reductor de 7" entenderemos que es un subespacio
reductor no trivial de 7. Una manera sencilla de caracterizar a los subespacios
reductores de T, nos la proporciona el siguiente teorema:

2.8 Teorema. Sea M cualquier subespacio de H, entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(a) M reduce T.

Tly O

— _ 1
(B) T =T |y &T |pro= ( o T ) en B[M ® M*].

(¢) PT =TP, donde P es la proyeccion a lo largo de M.

Este teorema sugiere que, si M reduce 7', entonces la investigacion de T'
se reduce a la investigacién de operadores més pequenos T' |y v T |p1, que
justifica la terminologia subespacio reductor.

Sea T' € B[H| y sea M un subespacio de H. Es facil mostrar que M es T-
invariante si y sélo si M+ es T*-invariante. Por lo tanto T tiene un subespacio
invariante no trivial si y sélo si 7™ también lo tiene. Ademas, M reduce T siy
sélo si es T-invariante y T*-invariante. En este caso, (T'|y)* = T*|n-

El espacio nulo N (T ) v la clausura del rango R(T) de T" ambos son T-
invariantes. Més ain, si S € B[H| es un operador que conmuta con Ty
con T* entonces N(T) y R(T) reducen a T. El siguiente resultado muestra
que N(T*)%, R(T*)t, N(T*T) y R(TT*) también son T-invariantes para T €
B[H].

2.9 Proposicién. Si T € B[H, K| entonces:

Las siguientes proposiciones nos dan una buena caraterizaciéon de las iso-
metrias y unitarios en términos de sus adjuntos.

2.10 Proposicién. Un operador V' € B[H, K| es una isometria si y sélo si
VvV =1.
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Sabemos que un ntimero complejo A tiene longitud de 1 si A\ = 1, los
operadores unitarios también tienen esas propiedades similares en el algebra
de los operadores acotados, como lo muestra la siguiente proposicion.

2.11 Proposicién. Sea U € B[H, K]. Las siguientes proposiciones son equi-
valentes:

a) U es unitaria.

(a)

(b) U es invertible y U™ = U*.

(c) U'U=1yUU*=1.

(d) U es una isometria y su adjunto U* también lo es.

Como se mencioné anteriormente, existe un fuerte paralelismo entre el com-
plejo conjugado de un numero complejo y el adjunto de un operador. Los
nimeros reales pueden caracterizarse como aquellos nimeros complejos que
son iguales a sus complejos conjugados. Si consideramos la condicién T = T™
para un operador acotado, veremos que se tienen muchas de las propiedades
de los nimeros reales para dichos operadores.

2.12 Definicién. Un operador 7" € B[H] es auto-adjunto o hermitiano si
T = T*. Por definicién de adjunto de un operador, T' € B[H]| es auto-adjunto
siy sblo si (T'(x),y) = (x,T(y)) para cada x,y € H.

Una de las consecuencias inmediatas de la definicién de un operador auto-
adjunto es que si T € B[H]| es auto-adjunto y si M es un subespacio de H,

entonces M es T-invariante si y sélo si M+ es T-invariante si y sélo si M reduce
T.

La siguiente proposicién caracteriza a los operadores auto-adjuntos en es-
pacios de Hilbert complejo.

2.13 Proposiciéon. Sea H un espacio de Hilbert complejo. El operador T' €
B[H] es auto-adjunto si y sélo si (T'(x),z) € R para cada x € H.

Obviamente el resultado anterior es falso si H es un espacio de Hilbert
real, ya que en este caso (T'(x),y) € R para cada x,y € H y obviamente hay
operadores no auto-adjuntos.

La proposicién anterior nos permite definir un orden parcial en el conjunto
de los operadores auto-adjuntos. Sea ) € B[H] un operador auto-adjunto.
Diremos que @ es no negativa si (Q(x),x) > 0 para cada © € H y se deno-
tara por Q > O. Si (Q(z),z) > 0 para cada x € H distinto de cero, entonces
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@ se llamara positiva y lo denotaremos por () > O. Si existe a > 0 tales
que aflz||? < (Q(x),z) para cada x € H, entonces @ se llamard estrictamente
positiva y se denotard por @ > O. Denotaremos por B*[H] a la coleccién de
todos los operadores no negativos.

Tomemos S, T € B[H|. Si T — S es auto-adjuntoy O < T — S, entonces es-
cribimos S < T. De aqui que S < O si O < —5. Es facil mostrar que < define
un orden parcial en el conjunto de los operadores auto-adjutos. Similarmente,
escribimos S <T oS <TsiO<T—-500<SyS<0O0S5<0si0<-5
o O < —S respectivamente.

Los operadores postivos no necesariamente son operadores invertbles. En
efecto, @ > Oy N(Q) = {0} & T > O y si Q(z) = 0 implica que = = 0
& Q >0y Q(x) # 0 para cada x # 0 < ||Q(z)|| > 0 para cada = # 0 <
0 < [1Q)]|* < ||Q|{Q(x), z) para cada = # 6 < (Q(x), ) > 0 para cada 0 #
r€H<&T>0.Ademds, Q > Oy N(Q) = {0} & R(Q) = R(Q*) = N(Q)*,
por la proposicién 2.9 (2*) y N(Q) = {0} & R(Q)* = N(Q)**+ = N(Q) = {0}
< R(Q) = H. Por lo tanto, hemos mostrado lo siguiente:

Q>0Q=20yNQ@Q)={0} < Q=0yR(Q)=H

Por lo tanto, () > O tiene una inversa en su rango que no necesariamente es
acotada. Sin embargo, los operadores estrictamente positivos son invertibles.
En efecto, Q = O & Ja > 0: ofjz])* < (Q(z),z) < ||Q(z)||||z|| para cada
0 # 2z € H< Ja > 0: alz| < ||Q(z)], para cada x € H, es decir, Q es
acotado inferiormente. Asi que R(Q) = R(Q), entonces R(Q) = R(Q) = H,
pues @ es positivo. Por lo tanto,

Q > O & O < Qeinvertible. (2.2)

2.14 Teorema. Sean (), R € B[H], entonces:
(a) SiO <@ < R, entonces O < R7! < Q%
(b) Si O <Q < R, entonces O < R7! < Q7!
(c) SiO < Q < R, entonces O < R71 < Q!

La siguiente proposiciéon nos da condiciones necesarias y suficientes para
que una proyeccion sea una proyeccion ortogonal.

2.15 Proposicion. Si P € B[H| es una proyeccién tales que P # O, entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes.
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a) P es una proyeccion ortogonal.

()

(b) P es auto-adjunto.

(c) P es no negativa.
)

(d) [[P] = 1.

El teorema de la proyeccién y la proposicion anterior nos sugieren el resul-
tado siguiente:

2.16 Teorema. Sea M cualquier subespacio de H y sea T' € B[H]|. Si M es
T invariante entonces (T |y)* = PT* |y en B[H], donde P : H — H es la
proyeccion ortogonal a lo largo de H.

Es claro que si T' € B[H| es auto-adjunto, T es positivo, pues (T?z,x) =
(Tz,Tz) > 0, ahora nos planteamos el problema inverso, dado un operador
T € B[H] positivo, encontrar un operador auto-adjunto S € B[H] tales que
S? = T'. Esto sugiere el siguiente concepto

2.17 Definicién. Si T es un operador en B[H], y si existe un operador S en
B[H] tales que S? =T, entonces S es la raiz cuadrada de T.

El teorema que sigue generaliza el hecho de que todo los niimeros reales
positivos tienen raiz cuadrada tnica.

2.18 Teorema. Cada operador ) € BT[H]| tiene una unica raiz cuadrada
Q: € B[H], que conmuta con cada operador en B[H] que conmuta con Q.

El siguiente teorema nos proporciona unas propiedades principales de los
operadores no negativos, que sera una herramienta ttil para el desarrollo de
este trabajo.

2.19 Proposicién. Si Q € BT[H], entonces

(a) Q211 = QI = Q2>

1 T
(b) N(Q7) = N(Q) = N(@*) vy R(Q?) = R(Q) = R(Q?).
Una isometria parcial es una transformacion lineal acotada que actiia isométri-
camente en el complemento ortogonal de su espacio nulo. Esto es, W € B[H, K|
es una isometrfa parcial si W' |y(y)L: N(W)+ — K es una isometria.

Si W es una isometria parcial como en la definicién anterior, N(W)* y

R(W) se le conocen como espacios inicial y final de W.

34



2.20 Teorema. Sea W € B[H|. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) W es una isometria parcial con espacio inicial M y espacio final R.

(b) W*W es la proyeccién ortogonal sobre M y R(W) = R.

(
(d — WWW™

e) WW* es la proyeccién ortogonal sobre Ry N(W)t = M.

)

)

c) W=WW*Ww.
) W

(e)

(f) W* es una isometria parcial con espacio inicial R y espacio final M.
Sabemos que todo nimero complejo A puede ser factorizado en la forma

A = al)|, donde |a] = 1. Esto sugiere el siguiente concepto

2.21 Definicién. Si una transformacion 7' € B[H, K] es el producto de una
isometria parcial W € B[H, K] y un operador no negativo Q € B[H] y si
N(W) = N(Q), entonces la representacion 7" = W@ se llamara como la des-
composicion polar de T'.

Antes de enunciar el teorema méas importante de esta seccién, primero ob-
servemos que

TT* € B[K] y T*T € B[H] pertenecen a la clase de los operadores auto-
adjuntos, pues (TT*)* = (T*)*T* = TT*, de manera similar se muestra que
(T*T)* = T*T. Més aun son operadores no negativos, en efecto, como 0 <
|Tz||*> = (Tx, Tx) = (T*Tz,x) para cualesquiera x € H, se sigue que T*T >
0. Como T** = T, de manera inmediata se obtiene que TT* > O. Entonces
tiene sentido lo siguiente

T| = (1"T)>

que se conoce como el valor absoluto de T'. Inmediatamente se obtiene que
IT| € BT[H] y |T|> =T*T.

El siguiente teorema dice que cada transfomacion lineal acotada tiene una
Unica descomposicién polar.

2.22 Teorema. Si T € B[H, K], entonces existe una isometria parcial W €

B[H, K] con espacio inicial N(T)* y espacio final R(T) tales que T' = W|T|

y N(W) = N(|T|). Ademaés, si T = Z@Q), donde @) € B[H] es un operador no

negativo y Z € B[H, K] es una isometria parcial con N(Z) = N(Q), entonces
— Ty Z=W.
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Si T = WQ es la descomposicién polar de T', entonces W*W es la proyec-
cién ortogonal a lo largo de N(W)+ = N(Q)* = R(Q) asi que W*WQ = Q.

Entonces

T = WQ@Q implica que W*T = Q.

Como consecuencia inmediata del teorema 2.22, tenemos

2.23 Corolario. Sea T = W@ la descomposicion polar de una transformacién
lineal acotada T' € B[H, K].

(a) W € B[H, K] es una isometria si y sélo si N(T') = {6}.

(b) Sea W € B[H, K|, W* es una isometria si y sélo si R(T) = K.

Por lo tanto, si T'= W es la descomposicién polar de T', entonces W es
unitario si y sélo si 1" es inyectiva y tiene rango denso. En particular si 7" es
invertible, entonces T' = U|T|, donde U € B[H, K] es unitario.

2.3. Operadores normales

2.24 Definicién. Un operador T' € B[H]| es normal si conmuta con su adjunto,
es decir, T" es normal si TT* = T*T.

Es claro que todo los operadores auto-adjuntos son operadores normales y
por lo tanto también los operadores no negativos y en particular las proyec-
ciones ortogonales. Sin embargo, no todo operador normal es auto-adjunto,
pues es claro que todo operador diagonal es normal y no es auto-adjuto si tal
operador tiene al menos un nimero complejo en la diagonal. También es claro
que los operadores unitarios son operadores normales.

Estudiaremos en esta seccién algunas propiedades de esta clase de opera-
dores, que permitiran simplificar los argumentos en el desarrollo posterior de
la teoria.

2.25 Proposicién. Un operador T' € B[H] es normal si y sélo si ||[T*(x)|| =
|T(x)|| para cualesquiera z € H.

La prueba de este teorema es consecuencia inmediata de la definicién de
un operador normal, esto es, si x € H, tenemos

HT.CL‘H2 = (I"Tzx,x) = (TT"x,x)
= | T*x|.
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Una consecuencia inmediata de este resultado es que los niicleos N(T') y N(T%)
coinciden si 7" es normal.

Los operadores normales son cerrados bajo traslaciones y multiplicacién
por escalares.

2.26 Proposicién. Si T es un operador normal en H, entonces

(a) Al —T es normal.

(b) T es normal para cualquier a € C.

Una manera simple de demostrar la densidad del rango de un operador
normal 7" es mostrando que T es inyectiva.

2.27 Proposicién. Si T' € B[H]| es un operador normal entonces

(a) R(T') es denso en H siy sélo si N(T') = {0}.

(b) T es invertible si y sélo si existe § > 0 tales que ||T'(x)|| > o||x| para
cada x € H.

Estudiaremos a continuacion las propiedades espectrales de esta clase de
operadores. Veremos que en este caso el espectro de tales operadores se reduce
al espectro aproximado. Esto permite simplificar el estudio del espectro para
estos operadores, que son ademds los que se presentan en los ejemplos mas
comunes.

Recordemos que el espectro o(T) de T en el algebra de los operadores
acotados B[X] es el conjunto todos los nimeros complejos A tales que A\ — T
no es invertible. Entonces este conjunto puede ser dividido en las siguientes
tres partes de acuerdo al corolario 1.16:

(a) op(T)={Ae€C: NN -T) #{0}}.
(b) oo(T)={AeC: N ~T) = {8}, RO\ —T) = Xy RO\ —T) # X}
(c) or(T)={A€C: NN -T)={0}yR\ -T) # X}.

y que llaman, el espectro puntual, el espectro continuo y el espectro residual
de T respectivamente.

Note que {og(T), op(T), 0c(T)} es una particién del espectro o(7T") de
T. También observe que el espectro puntual de T" es el conjunto de todos los
valores propios de T' y que si no es vacia, entonces cada conjunto de vectores

propios asociados con valores propios distintos es linealmente independiente.

A continuacién definimos el espectro aproximado de un operador.
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2.28 Definicion. El conjunto de todos los valores aproximados de T es el
conjunto o4p(T) = {A € C: A — T noesacotadoinferiormente}. Equiva-
lentemente, A\ € o4p(T) si y sélo si para cada € > 0 existe un vector unitario
z. € X tales que |[(M — Tz || < e.

2.29 Teorema. (Teorema de la funcién espectral) Sea 7" € B[X] cualquier
operador y sea p(t) cualquier polinomio con coeficientes complejos. Entonces

2.30 Teorema. Si 7' € B[H], es un operador invertible, entonces o(T~!) =
M Nea(D)}.

Es consecuencia de la ecuacién, T-1 — A1 = (A\[ — T)AITL.
2.31 Teorema. Sea T' € B[H| cualquier operador.
(a) o(T*) ={\: A ea(T)}.
(b) Si A € ox(T), entonces A € ap(T*).
(c) Si A€ op(T), entonces X € op(T*) U ar(T).
Los operadores normales no poseen ningin valor residual.
2.32 Teorema. Si T € B[H] es normal entonces og(T) = 0.

DEMOSTRACION. Como Al — T es normal, entonces N(AM —T) = N(A —T*)
por la observacion hecho anteriormente. Ahora si A € ox(T), A € op(T*), esto
es, A € op(T). Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, og(T") = 0. O

Los vectores propios correspondientes a valores propios distintos de un
operador normal son ortogonales. Esto es,

2.33 Teorema. Sean A\, u € C. Si T' es un operador normal entonces
N —=T) L N(ul —T)
siempre que \ # L.

Recordemos que una transformacién lineal ' € B[X,Y] es compacto si
mapea subconjuntos acotados de X en subconjuntos relativamente compactos
de Y. Esto es, si T(A) es compacto en Y siempre que A es acotado en X.

El siguiente teorema dice que todo operador normal compacto posee al
menos un valor propio.
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2.34 Teorema. Si T € B[H]| es un operador normal compacto entonces
op(T) # (0 y existe A € op(T) tales que |A| = ||T].

El resultado que sigue nos proporciona una forma mas conveniente de ca-
racterizar los valores espectrales de un operador normal.

2.35 Teorema. Si T es un operador normal entonces (1) = o4p(T).

DEMOSTRACION. Si A\ € g4p(T), entonces A —T no es acotada inferiormente.
Como Al — T es normal, entonces por la proposicién 2.27, A\I — T no es inver-
tible, entonces A € o (7).

Si A € o(T), A\l — T no es invertible, luego A\I — T no es acotada inferior-
mente, esto es, A € o4p(T). Esto completa la prueba. O

A continuacién veamos un ejemplo de un operador normal.
2.36 Ejemplo. Sea (€2,%, ) un espacio de medida o-finita y tomemos al
espacio de Hilbert L?(u) del ejemplo 1.20. Para cada ¢ € L™ (u), sea M, :

L*(p) — L*(p) el operador multiplicacién definido por M,(f) = ¢.f para
cada ¢ € L*(p). Entonces M, es un operador normal.

En el ejemplo 1.17, demostramos que M, € B[L*(u)]. Ademds, si f,g €
L?(p),

M, (f)g) = /Q (o-f)-gdp = /Q f.(@9)du
= (£.79) = {f. My(g)),

de donde (M,)* = Mg. Asi, que M,(M,)* = (M,)* M, siy sélo si p.0.f =
lo|>f = P.p.f, es decir, M, es normal.

También note que M, es auto-adjunto siempre y cuando ¢.f = P.f para
toda funcién f € L?(u), lo que es equivalente a que ¢ = % en L*(p), es decir,
siempre y cuando ¢(z) € R para casi todo punto. M, es unitario si y sélo si
lo|>f = f en L?(u), es decir, ||¢|| = 1 para casi todo punto.

2.3.1. Descomposicion espectral de operadores normales

Los operadores normales T' € B[H], en el caso de dimensién finita, pueden
ser expresados como una combinacion lineal de proyecciones ortogonales, es
decir, existen proyecciones ortogonales dos a dos P, - - - , P, definidas en H tal
que

T=MPi+XP+-+ AP => AP,

i=1
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donde Aq, - -+, A, son los diferentes valores propios de T'. En esta seccion, vere-
mos que en el caso en que H es dimensionalmente infinito, una cierta generali-
zacion es posible pero sélo para la clase de los operadores normales compactos,
en tal caso, para este tipo de operadores podremos escribir como una serie con
la convergencia de la topologia fuerte de operadores, esto es

T = Z AP,
Up(T)

donde A € op(T) son los distintos valores propios de T'y { P,} es una resolucién
de la identidad en H. Pero para el caso de operadores normales cualesquiera
en espacios de dimension arbitraria no sera posible en general usar este tipo de
expresiones, puesto que algunas veces el espectro ni siquiera es numerable. Pero
una generalizacion es posible cambiando las sumas por integrales sobre el es-
pectro como veremos en esta seccién, previa una generalizacién de la medidal,
la llamada medida espectral.

2.37 Definicidon. Sea () un espacio de Hausdorff localmente compacto y sea
Y la o-dlgebra de Borel generada por los conjuntos abiertos de €2. Una medida
espectral en H es una funcién P : ¥ — B[H| con las siguientes propiedades:

(a) P)=0y P(X)=1.
(b
(c
(d

)
) P(A) es una proyeccién ortogonal para cada A € X.
) P(A1NAy) = P(A1)P(Ay) para cada Ay, Ap € 3.
) Si

{A,} C X una sucesién disjuntos dos a dos, entonces

P(|JA) =) P(A,).

En esta seccion solo trataremos con medidas regulares y o-finitas.

Por (c), las proyecciones ortogonales P(A,) en (d) conmutan, ademds si
A1NAy = 0 entonces por (a) y (¢) P(A1) y P(A2) son mutuamente ortogonales.

La convergencia en (d) es en la topologia fuerte, en efecto, la obsevacién
anterior nos dice que la sucesién en (d) es una sucesién ortogonal de proyec-
ciones ortogonales, entonces por la proposicién 2.4, {>°;_, P(Ax)}nen converge

1Sea Q un espacio de Hausdorff localmente compacto. Sea ¥ la o-dlgebra de Borel genera-
da por los conjuntos abiertos de €. Una medida positiva sobre  es una funcién p : ¥ — R*
que es o-aditiva, esto es, si {A,} C X es disjunta entonces u(U,— A,) = Ure, n(An) y
1(0) = 0, tambén pediremos que p(K) < oo para K compacto de 2.
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fuertemente a la proyeccién ortogonal en B[H] a lo largo de >~ | R(P(A,)).
Por lo tanto, la propiedad (d) dice que P(|J,-, A,) coincide con la proyeccién
ortogonal en B[H] a lo largo de Y2, R(P(A,)). Esto generaliza el concepto
de una resolucion de la identidad en H. En efecto, si {A;, }nen es una particion
de ¥, entonces la sucesién ortogonal de proyecciones ortogonales { P(A,)} es
tal que

Y PSP JA)=P(E) =1
k=1 neN

Sea z,y € H y sea P una medida espectral en (2,3, H), la funcién
P,, : ¥ — C definida por P, ,(A) = (P(A)z,y) es una medida compleja en 3.2

Como P(A) es una proyeccién auto-adjunto, se sigue que para cada x € H,
Po(A) = (P(A)z,2) = (P*(A)z,2) = (P(A)z, P(A)z) = || P(A)z*
asi que cada P, , es una medida positiva en X cuya variacion total es
1Pl = Pru(€) = [|2]? (2.3)

Sea P una medida espectral en X. Si A,, € X tales que P(A,) = O para
n=12...y A=, A, entonces P, ,(A,) = 0 para cada © € H. Como
P, . es aditiva numerable, se sigue que P, ,(A) = 0. Pero ||[P(A)x|]* = P, .(A),
es decir, P(A) = O.

Antes de enunciar el primer teorema importante de esta seccion, serd nece-
sario introducir primero el algebra L>(P).

Sea P una medida espectral en 3. Sea f una funcién compleja Y-medible
en (). Existe una coleccién numerable {D, } de discos abiertos que forma una
base para la topologia de C, ya que C es separable. Sea U = |J -, D,, tales
que P(f~1(D,)) = O. Por la observacién anterior, P(f~1(U)) = O. Adem4s,
U es el subconjunto abierto mas grande de C con esta propiedad.

El rango esencial® de f es por definicién, el complemento de U. Es el sub-
conjunto cerrado mas pequenio de C que contiene f(\) para casi todo A € €,
esto es, para todo A € € excepto en esos conjuntos A € ¥ tales que P(A) = O.

2Una medida compleja es una funcién a valores complejos definida sobre ¥ o-aditiva y
finita sobre compactos. Asociada con medida p definida por |u|(A) = sup > |u(A,)|, donde
el supremo esta tomado sobre todas las colecciones dijuntas finitas de conjuntos de Borel
A, cuya unién es A.

3El rango esencial de f es el complemento de | J{U : U esabiertoy P(f~1(U)) = O}
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Diremos que f es esencialmente acotada si su rango esencial es acotada,
por lo tanto compacto. En tal caso, el supremo esencial de f esta dado por

1 fllec = sup{|A| : A€ C\ U}.

Sea B el algebra de todas las funciones complejas acotadas »-medibles en 2,
con la norma

If[I = sup{[f(N)]: X € Q}
es facil mostrar que B es un algebra de Banach y que

N=A{feB: [|flw=0}

es un subespacio lineal de B que es cerrado y tales que fg € N siempre que
f € Bygeée N, por la ultima observacion hecho anteriormente. Por lo tanto
B\N es un élgebra de Banach, que denotaremos por L*°(P). La norma de
cualquier [f] = f+ N de L*>°(P) es entonces igual a || f||«, y su espectro o([f])
es el rango esencial de f. Como usualmente se hace en teoria de la medida, la
distincién entre f y su clase de equivalencia [f] serd ignorado.

2.38 Teorema. Si P es una medida espectral, entonces existe un x-isomorfismo
isométrico ® del dlgebra de Banach L*°(P) sobre una subdalgebra cerrada nor-
mal A de B[H], que esta relacionado con P por la férmula,

<¢Uﬁxw=iéfd%g (2.4)
para cualesquiera x,y € Hy f € L*(P). Adems4s,
@)l = [ 11PaP. (25)

y un operador S € B[H| conmuta con cada P(A) siy sélo si S conmuta con
cada ®(f).

Si 2.4, se cumple usaremos la siguiente notacién

o) = [ fap

DEMOSTRACION. Sea {A1,---,A,} una particién de Q, con A; € X y sea s
una funcién simple, tales que s = a; en A;. Definamos ®(s) € B[H| por

d(s) = ZaiP(Ai).
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De esto obtenemos

(@(s)r,y) = (Z a;P(Ni)z,y) = Zai<P(A,-):c,y>

= D Py (N) = / sdP,,. (2.6)
i=1 Q

Si{,---,Q,} es otra particién de 2 y si t = §; en €, entonces

P(s)(t) = Zai‘P(Ai)ZﬂjP(Qj) =3 > @B P(A)P()

i=1 j=1
= D > @B P(ANQ) = O(st) (2.7)
i=1 j=1

donde la dltima igualdad se debe a que st también es una funcién simple igual
a a;8; en A; N §2;. Con un argumento similar también se prueba que para

a, B e C,
O (as + ft) = ad(s) + (1) (2.8)

Como cada P(A;) es auto-adjunto, obtenemos
O(s) = > @P(A;) = 2(3).
i=1

Usando esto y 2.7, obtenemos
D(5)*D(s) = B(5)P(s) = D(3s) = B(|s]?). (2.9)

Usando 2.6, tenemos

[@(s)z]* = (D(s)"P(s)z, )
= (@(|sP), ) = / sPdP,., (2.10)
Q
asi que
[@(s)z]| < [[sllocl| Poall = [[slloc]l]] (2.11)
por 2.3. Por otro lado, si x € R(P(A\;)), entonces
O(s)r = ajP(\j)x = ajz, (2.12)
ya que las proyecciones P(A;) tienen rangos mutuamente ortogonales. Si to-
mamos j tales que || = ||s||, entonces usando 2.11 y 2.12 obtenemos
[2(s)[| = 5]l (2.13)
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Ahora sea f € L*(P). Existe una sucesién de funciones simples s,, medibles
que converge a f con la norma de L*(P). Por 2.13, los operadores correspon-
dientes ®(s,,) forman una sucesiéon de Cauchy en B[H] y por lo tanto converge
a un operador que llamaremos ®(f) con la norma en B[H]|, y que ®(f) no
depende de la eleccién particular de {s,}. Ademads, por 2.13,

IS = [1flloo- (2.14)

Ahora 2.4 se sigue de 2.6, poniendo cada s, en vez de s, 2.5 se obtiene por
2.10 y si f y g son funciones medibles acotadas aproximadas por funciones
simples medibles s, y t, con la norma de B[H|, obtenemos que 2.7 y 2.8 son
verdaderos con fy g en vez de s y t.

Por lo tanto, ® es un isomorfismo isométrico de L>(P) sobre ®(L>*(P)) C
B[H]|. Ademds, si (f,) es una sucesion de Cauchy en L>°(P), entonces existe
f € L>®(P), tal que f, — f, ya que L>(P) es completo. Entonces, por 2.14
tenemos

1@(fn) = NI = I12(fn = ) = 1fa = fllso
de donde ®(f,) — ®(f), es decir, la imagen de &, A = ®(L>®°(P)) es cerrada
en B[H].

Finalmente, si () conmuta con cada P(A), entonces ) conmuta con cada
®(s) siempre que s es funcién simple, por lo tanto los procesos de aproxima-
ciones usadas anteriormente muestra que () conmuta con cada elemento de A.

]

2.39 Teorema. Si A es una subalgebra normal cerrada de B[H| que contiene
el operador identidad [ y si X es la o-algebra de conjunto borelianos en A |
entonces

(a) Existe una tnica medida espectral P en X tales que

T = / TdP
A
para cada T € A, donde T es la transformada de Gelfand de 7T

(b) La inversa de la transformada de Gelfand extiende un x-isomorfismo
ismétrico @ del dlgebra L>°(P) sobre una subdlgebra cerrada B de B[H]|,
A C B, dado por

o(f) = [ fap
A
Explicitamente, ® es lineal, multiplicativa y satisface

of = (2f)", |0l = Ifllw (f € L).
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(c) B es la clausura del conjunto de todas las combinaciones lineales finitas
de las proyecciones P(A).

(d) Si A C A es abierto y no vacio, entonces P(A) # O.

(e) Un operador S € B[H| conmuta con cada T' € A si y sélo si S conmuta
con cada proyecciéon P(A).

DEMOSTRACION. Como B[H] es B*-dlgebra y como A es una subalgebra nor-
mal cerrada de B[H], entonces A es una B*-dlgebra conmutativa. Entonces
por el teorema de Gelfand-Naimark 1.48, el mapeo ¢ : A — C(A), dada por
(T) =T es un *-isomorfismo isométrico.

Sean x,y € H y sea o : C(A) = C, o(T) = (Tz,y). Como T+8=T+8
y por la linealidad de (, ), ¢ es una funcional lineal acotada en C(A) y que

lell = sup{{Tz,y)| : ([Tl = 1} < [ITll|[l[ly]
= Tl /Nyl = Nyl

ya que ||T|| = [|T||, por ser ¢ isometria. Entonces por el teorema de repre-
sentacién de Riesz, existe una tinica medida Borel compleja regular? p, , tales
que

Ty = [ Ty (2.15)
A

Para T fijo, el lado izquierdo de 2.15 es funcional lineal acotada en H y por
lo tanto también el lado derecho y si T es remplazado por cualquier funcién
Borel acotada f. El teorema 2.7, nos dice que existe un operador ®f € B[H|
tales que

(@f)z,y) = /Afduz,y. (2.16)

2.15 y 2.16 muestran que ®(7") = T Entonces ® es una extensién de la inversa
de la transformada de Gelfand. Es claro que ® es lineal y que T' es auto-adjunto

si y sélo si T es de valores reales. Si T es auto-adjunto,

/ATd,m,y = (T'v,y) = (z,Ty) = (T'y,x) = /ATduy,x

esto implica que fi,, = fiz,. Si T' no necesariamente es auto-adjunto, 7" tiene
una representacién tnica 7' = S + ¢R con S y R auto-adjuntos, usando el

4Una medida p sobre Q se dice regular si verifica (1) |u|(A) = sup{|u(K)]|
K escompacto, K C A}y (2) |p|(A) = inf{|u(U)| : Uesabierto, A C U} .
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mismo razonamiento hecho anteriormente, , , = fi,,. Por lo tanto,

<((I)7)*T7y> = /fd/vbry /fd,uym
(@ )y x) = (2. (2f)y),

para cualesquiera x,y € H, asi que ® preserva involuciones, es decir

(2f) =@f.

Ahora veamos que ® es homomorfismo. Sean f, g funciones Borel acotadas en
A. Sean S,T € A, como A es el conjunto de los homomorfismos definidas en
A, se sigue que ST = ST, entonces

/STdN:c,y = <ST:E7y> :/ Sd:uTI,y'
A A

Esto es cierto para cada S e C(A), por lo tanto las integrales son iguales si S
es remplazado por cualquier funcién Borel acotada f. Luego

/deHx,y = /fdﬂTx,y:<(q>f)Tmay>
A A
= (T = Td T,29
(To2) = [ Ta,

donde z = (®f)*y. También si remplazamos T por g, la tdltima y la primera
de las integrales son iguales. Esto nos da

(@(fg)r,y) = /fgduxy /Agdux,z

= ((®g)z,z) = (Pg)z, (Pf)")
= (2(f)®(g)x,y)-

Por lo tanto, ®(fg) = ®(f)P(g) y como ¢ también es lineal, & es homomor-
fismo.

Sea A un subconjunto Borel de A, sea xa la funcién caracteristica, defi-
namos P como

P(A) = @(xa)-

Como ® es homomorfismo,

P(AmAl) = (I)(XAAﬁAl) = cI)(XAXAl)
= ®(xa)®(xa,) = P(A)P(Ay)
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Si A=Ay, P(A) = P(A)2% Como x, es real, ®(x) es de valores reales, luego

P(A) = ®(xa) = ®(Xa)

asi que P(A) es auto-adjunto y por lo tanto P(A) es proyeccién ortogonal por la
proposicién 2.15. Es claro que P(()) = ®(0) = O. Usando 2.15 y 2.16, P(A) =
I. Ademas, si {A1, Ay, ---} C X disjunta, {P(A,)} converge debilmente, por
(2.16) y por lo tanto converge fuertemente a E(A), es decir,

P(UAn) = U P(An)>

pues la convergencia débil y la convergecia fuerte coinciden para series de
vectores ortogonales. También, note que para z,y € H,

Pry(A) = (P(A)z,y) = / Nadftay = tay(A).

La unicidad de P, se sigue del teorema de la representacién de Riesz®. Por 2.16
tenemos ®f = [, fdP y ||®f]| = || f|l por el teorema 2.38 y B = ®(L>(P))
es subdlgebra cerrada. Esto prueba (a) y (b).

El inciso (c) se sigue del hecho de que cada f € L*(P) es el limite uniforme
de funciones simples, (d) y (e) es una consecuencia de la parte (a). O

El siguiente teorema dice que cada operador normal acotado 7' en un espa-
cio de Hilbert induce una medida espectral P en los subconjuntos borelianos
de su espectro o(T') y que T puede ser reconstruido de P por una integral del
tipo discutido en el teorema 2.38.

2.40 Teorema. (Teorema espectral). Sea ¥ la o-dlgebra de conjuntos bore-
lianos en o(7"). Si T € B[H]| es normal, entonces existe una tnica medida
espectral P en X tales que

T— / AP()).
o(T)

Ademés, si S € B[H| conmuta con T entonces P(A) también conmuta con S.

®Teorema de representacién de Riesz. A cada funcional lineal acotada ¢ sobre C(€2) le
corresponde una tnica medida de Borel compleja regular x tal que ¢(f) = [, fdu con
|2l = [|¢]]. Ademds, si ¢(f) > 0 para todo f € C(Q2) entonces p > 0.
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DEMOSTRACION. Sea A la subélgebra cerrada mas pequenia de B[H| que con-
tiene I, Ty T*. Como T es normal, A es conmutativa y por lo tanto A aplica
el teorema 2.39. Luego por el teorema 1.49, A es topoldgicamente igual a o(7T'),
de esta manera T'(\) = A para cada A € o(T). La existencia y la unicidad de
P se sigue del teorema 2.39. Asi que,

T— / AP()).
o(T)

es verdadera.

Finalmente si S € B[H] tal que ST = TS, entonces ST* = T*S por el teo-
rema Fuglede-Putman-Rosenblum, por lo tanto S conmuta con cada elemento
de A. Por (e) del teorema 2.39, SP(A) = P(A)S para cada conjunto boreliano
ACo(T)5 O

La medida espectral de P del teorema anterior se le conoce como la des-
composicion espectral de 7.

A continuacién obtendremos una representacién concreta de los operadores
normales compactos.

Cualquier combinacién lineal de proyecciones es normal y cada combinacion
lineal de proyecciones compactos tiene un conjunto numerable de valores pro-
pios distintos. El teorema espectral de los operadores normales compactos ase-
gura la reciproca.

Probaremos el teorema espectral para operadores normales compactos pero
antes un lema.

2.41 Lema. Si T € B[H] es cualquier operador normal compacto, entonces

> N\ -T)=H.

AE€op (T)

2.42 Teorema. (Teorema espectral para operadores normales compactos). Si
T € B[H] es un operador normal y compacto, entonces existe una resolucién
de la identidad numerable {P\}xcop(r) en H tales que

T= > AR (2.17)

6Teorema de Fuglede-Putman-Rosenblum. Sean M, N,T € B[H]. Si M y N son normales
vy MT =TN, entonces M*T =TN*.
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donde P, es la proyeccién ortogonal a lo largo de N(A — T), para cada
AE O'p(T).

De este modo, el espacio H se descompone en subespacios en cada uno de
los cuales el operador T' es simplemente la multiplicaciéon de un elemento por
un numero particular.

DEMOSTRACION. Sabemos que N (A —T) es un subespacio de H, para cualquier
A € C. Como T es normal, entonces N(AI —T) L N(ul — T) siempre que
A\ € op(T) tales que A # pu, por el teorema 2.33. Por lo tanto, { N (A —
T)} reop(T) €8 una familia de subespacios ortogonales dos a dos de H tal que
H =73 \copry N(A =T) por el lema 2.41. Entonces la familia { Py} eqp(r) de
las proyecciones ortogonales a lo largo de cada N(AI —T') es una resolucién de
la identidad en H por el teorema 2.5. Entonces, x = Z/\GGP(T) Pyx y como T
es lineal y continua entonces, T'r = ZAGUP(T) T(Py\z) para cada x € H. Como

P.x € R(P\) = N(M —T), entonces T'(P\x) = AP\z, para cada A\ € op(T) y
cada x € H. Por lo tanto,

Tx = APyx

AEop (T)

para cualesquiera x € H. O]

La ecuacién 2.17 se puede reescribir como

en
H=NT)e® @ N\ -T)
0£NEap(T)

Estas representaciones se le conocen como la descomposicién espectral de
un operador normal compacto 7.

Calculo funcional de los operadores normales

A continuacién daremos lo que se conoce como el calculo funcional de ope-
radores normales.

Si T € B[H]| es normal, por el teorema 1.49, existe &1 : C'(o(T)) — B*(T)
s-isomorfismo isométrico tales que ®r(I/d) = T. Sea P es la descomposicién
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espectral de T (existe P por el teorema 2.40), luego por el teorema 2.38

(I)T<f) = fdpr

o(T)

para cada f € C(o(T)). Pero &1 (f) = f(T'), esta es la notacién que usaremos
para la ecuacién anterior. Por el mismo teorema 2.38,

|F(T)a)? = / L PP

También note que como f € C(a(T)),

IF (D = (122 ()I = [[fllec = sup{|A| : A € o(T)}.

Si f, — f uniformemente, entonces

[fn(T) = F(DI = [1®2(fn) = PN = [[@2(fn = F)]

Ifn = flloo = 0, sin — oo

luego, || fn(T) — f(T')|| = 0 cuando n — oo, esto es, f,,(T) — f(T).

Como consecuencia inmediata del teorema espectral tenemos el siguiente
teorema.

2.43 Teorema. Sea I la frontera del disco unitario en C. Si T" es un operador
normal en H, entonces

(a) T es auto-adjunto si y sélo si o(T") C R.
(b) T es unitario si y sélo si o(T) CT.

)

)

(c¢) T es no negativo si y sélo si o(T") C [0, 00).

(d) T es estrictamente positivo si y sélo si o(T") C [a, 00) para algin « > 0.
(e) T es proyeccion ortogonal si y sélo si o(7T") C {0, 1}.

Sélo probaremos el lado derecho de las implicaciones para no desviarnos
mucho del tema.

DEMOSTRACION. Sea T = fU(T) AdP(\) la representacién integral de T', en-
tonces T = fg(T) AP(N).

50



(a) Supongamos que o(T) C R. Sea A € o(T), A = ),

T:/ AP(\) :/ AP(\) =T+,
o(T) o(T)

por lo tanto T" es auto-adjunto.

(b) Supongamos que o(T) C T'. Sea A € o(T), |\ = 1, luego |A\*> = 1y
por lo tanto,

T = T*T = / AP (N)
o(T)
= [ ppapoy= [ apo,
o(T) o(T)
= P(o(T)) =1,
esto es, T' es unitario.

(c) Como cada P, , es una medida positiva y como A > 0 en o(7T), obte-
nemos (T'z,xz) > 0. Por lo tanto, T' es no negativo.

(d) Como o(T) C [a,00) para algin a > 0, es trivialmente no negativa,
por (c). Por otro lado, T es invertible porque 0 ¢ o(T). Por lo tanto, T es

estrictamente positivo por 2.2.

(e) Es consecuencia de (b) y la siguiente igualdad

T2:/ )\2P(>\):/ AP\ =T.
o(T) o(T)
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Capitulo 3

Generalizaciones de los
operadores normales

En este capitulo estudiaremos a una cierta clase de operadores que gene-
ralizan los operadores normales.

Veremos que esta clase de operadores tienen propiedades muy similares a
la clase de los operadores normales. Por comodidad empezamos estudiando
las propiedades basicas de operadores normaloides y espectraloides. Demos-
traremos que todo operador normaloide es espectraloide también daremos y
demostraremos algunos ejemplos de este tipo de operadores. En seguida, in-
troduciremos los operadores paranormales con sus respectivas propiedades y
demostraremos que estan contenidos en la clase de los operadores normaloides.

Posteriormente estudiaremos los operadores hiponormales, veremos que
este tipo de operadores pertenecen a la clase de los operadores paranormales y
por lo tanto de los operadores normaloides. Daremos condiciones bajo el cual
estos operadores llegan a ser normal y también obtendremos la parte normal
de tales operadores. Finalmente estudiaremos la estructura de los operadores
quasinormales.
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3.1. Operadores normaloides
El rango numérico de 7' € B[H] es el conjunto
W(T) = {(Tz, )« x| =1}
y el radio numérico de T es definida por
w(T) =sup{|\|: N e W(T)}.

A continuaciéon daremos algunas propiedades bésicas para el rango numérico
y el radio numérico de cualquier operador acotado T sin demostracion, para
eso puede consultar [11] en las pag. 91-98.

El rango numérico de T" es un conjunto convexo en el plano complejo y si
convo(T') es la envoltura convexa de o(T") entonces convo(T) C W(T). Para
el radio numérico de 7" tenemos

3.1 Teorema. Sea T' cualquier operador acotado en B[H].
(a) w(T") < w(T)", paran € N.
(b) r(T) <w(T) < [IT]| < 2w(T).

1 - 1
(©) Fomy < T =A< oy

para cualquier A ¢ o(T) para la primera desigualdad y para todo A\ ¢ W(T)
para la segunda desigualdad.

3.2 Definicién. Un operador T se dice que es un operador normaloide si
1T = r(T).

Note que si T es un operador normaloide en H, entonces existe A € o(T)
tal que ||T|| = |A|, ya que o(T) es compacto y | | : o(T) — R es una funcién
continua.

A continuacién daremos y demostraremos algunas caracterizaciones basicas
de este tipo de operadores, el cual nos servira para demostrar algunos ejemplos
y propiedades de ellos.

3.3 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) T es un operador normaloide.

(b) ||IT™|| = ||T||™ para cualesquiera n € N.
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() T = w(T).

DEMOSTRACION. (a) = (b) Sélo probaremos que ||T']|* < ||T"||, pues la otra
desigualdad siempre es cierto para cualquier operador acotado.

IT"™ r(T)" por hipdtesis
= ()
w(T™)

(AP

IA A

de esto se obtiene (b), donde la segunda igualdad es por el teorema 3.1 y las
ultimas dos desigualdades se deben al teorema 2.29.

(b) = (a) Si (b) es verdadero, ||[T"||= = ||T||, entonces obtenemos r(T) =
Mmoo |77 = (IT]]-

(a) = (¢) Si ||T|| = r(T), entonces ||T|| = w(T"), porque r(T) < w(T) < |7

siempre es verdadero. O
Note que si T € B[H] es un operador auto-adjunto, ||T?|| = ||T||*> pues
|TT*|| = ||T||* (ver seccién 2.2) y T = T*. Por induccién, obtenemos ||[T%"|| =

2", asi que
, n 1
) = lim |72 = r(T).

Hemos demostrado que todo operador auto-adjunto es normaloide, usando este
hecho, podemos demostrar el siguiente teorema.

3.4 Teorema. Si T un operador normal en H, entonces 1" es normaloide.

DEMOSTRACION. (T*T)™ = T*"T"™ pues T conmuta con T* y T*T es auto-
adjunto, asi que por la observacién hecho anteriormente tenemos

* l z. k n i
1Tl = 772 = Mm [|(T*T)"||2
= lim |72 = lm |T"|"
n—o0o n—oo
= r(T).
m

3.5 Definicién. Un operador T' € B[H]| se dice que es un operador espec-
traloide si w(7T) = r(7T)
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Como primera observacién de esta definicién tenemos que si T € B[H] tal
que ||T|| = r(T), entonces w(T) = r(T), ya que r(T) < w(T) < ||T||, por el
teorema 3.1, esto es, hemos demostrado el siguiente teorema.

3.6 Teorema. Todo operador normaloide es espectraloide.
Para los operadores espectraloides probaremos.

3.7 Teorema. T es un operador espectraloide en H siy sélo si w(T") = w(T)"
para todo niimero natural n.

DEMOSTRACION. (=) S6lo probaremos w(7T™) > w(T)™ pues la otra desigual-
dad siempre es verdadera. Observe que

w(T)" = r(T)" =r(T")
< w(T")

la segunda desigualdad es por el teorema 2.29 y la ultima desigualdad se debe
al teorema 3.1.

(<) Por el teorema 2.29, r(T)" = r(T™), luego por el teorema 3.1, tenemos
r(T) =r(T")" <w(T™)r = w(T) < [T,
y como || T"||# — #(T') cuando n — oo, entonces w(T) = r(T). O
A continuacién veamos algunos ejemplos de esta clase de operadores.

3.8 Ejemplo. Sea E un espacio de Hilbert de dos dimensiones, esto es, £ =
C2. Sea T un operador acotado en un espacio de Hilbert H = @ | H,, donde
H, = F dado por

1 0 0 0
0O M 0 0 -

T=|0 0 M 0 donde M:(l()).
0 0 0 M

Note que || T|| = sup{||1]|, [|M]||} = ||1|| = 1, y por lo tanto ||T'||™ = 1. Por otro
lado,

3

I
oo o
oo oo
oo oo
cooo
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y en general T = T? para todo n € N, entonces |T"|| = |[1|| = 1, por lo
tanto ||T||™ = ||T™]|, esto es, T  es normaloide por el teorema 3.3. Ademas,

o(T) = {1} U {0}.

3.9 Ejemplo. Sea {H,}°, una sucesién de subespacios ortogonales dos a dos

de un espacio de Hilbert H tal que H = Hy® H, & Hy @ - -+ y sea S dado por
S(Bwn) = S(xo D11 B T2 D+ ++) = 0B U120 @ Upwy B Uty @ - - -

y tal que Upy1 = S |g,: H, — H,1 es unitario. Asi que Hy = H,, para todo
n € N, es decir, dimH,, = dimH, 1 (0 € Hy).

Es facil de probar que S es un operador acotado en H y observe que

(S(Bygxn), Brlogrn) = (0B Uzg®Ust1 @ -+ , 20 DT B2 ®---)
= (Uyxg, x1) + (Uszy, x2) + (Usxa, x3) + - - -
= (wo, Ujz1) + (x1,Usx9) + (w9, Us3) + - -
= (20D DD U1 ®Usxo @ Ujas ® - -+ ),
por lo tanto el adjunto de S viene dado por
S (Bplotn) =S (0 D21 P22 D) =Ujr1 ®Us2 ® U303 D - - -
Finalmente veamos que S* es un operador normaloide. Note que

1S(®5gzn)||” = (0@ Uizg® Uszy @ -+ ,0 ® Urwo ® Usy B -+ )

= (Uizo, Urwo) + (U1, Usw1) + (Uswz, Usza) + - - -

= (0, Ui Urzo) + (21, UsUs1) + (22, UsUsa) + - -

= (wo,mo) + (w1, 1) + (T2, 22) + - -

= [l&nlo xn||2
Por lo tanto, S es una isometria, luego ||S|| = 1, entonces ||S*|| = 1 y por lo
tanto ||S*||" = 1. Por otro lado, como S es isometria entonces por induccion
se demuestra que S™ es una isometria. Luego [|S™|| = 1, como [|S™| = ||S™|l,

entonces [[S*™| = [|S™] = [|S"|| = 1, esto es, ||S*| = 1. Por lo tanto,
1S*(|™ = |1S™|, esto es, S* es normaloide.

Es costumbre identificar S y S* con las siguientes matrices infinitas de o-
peradores

0 0 0 0 0 U 0 0

Uy 0 0 0 0 0 U 0

s—|0 U, 0 0 y S*=|0 0 0 U;
0 0
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S se le conoce como operador de desplazamiento unilateral.

Un caso particular de este tipo de operador es cuando H = [?, y en este
caso S viene dado por

S(Z>:(O7217Z27z3a'”> Yy S*(Z):(ZQ7Z37Z4,"')

para cualquier z = (21, 22,23, -+ ) € H.

3.2. Operadores paranormales

3.10 Definicion. Un operador T se dice que es un operador paranormal si
|T%xz|| > || Tz||* para cualquier vector unitario z € H.

3.11 Teorema. (a) SiT es un operador paranormal, entonces

|7+ | 72| 72| 7]
17> - > > 2 > > > >
17| 1772:x]] 17| ]

para cualquier € H no nulo.

(b) Si T es un operador paranormal invertible, entonces 7! también es
paranormal.

DEMOSTRACION.

(a) Recordemos que T' es paranormal si y sélo si | T?z| > || Tz||* para cualquier
x € H con |jz|| = 1.
Remplazando x por Hi—” en la desigualdad y redefiniendo, obtenemos

IT%2)  |IT
[Tzl = |l

T es paranormal < para cualquier x € H. (3.1)

Remplazando x por Tz en 3.1 y repitiendo este proceso, obtenemos lo deseado.

(a) Si T es un operador paranormal invertible, entonces remplazando x por
T2z en la desigualdad 3.1, obtenemos

1

3.2
Ta] = 17 %] (3.2)

para cualquier z € H no nulo. De esta desigualdad obtenemos que ||T2z|| >
|7~ x||? para cualquier z € H con ||z|| = 1, esto es, T~! es paranormal. [
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3.12 Teorema. Si T es un operador paranormal, entonces 7™ es un operador
paranormal para cualquier n € N.

DEMOSTRACION.

Usando el inciso (a) del teorema 3.11, tenemos

[T2a] T
[T ] |
T(1T"'z) |7 |
I I ]
de esta desigualdad obtenemos que T" es paranormal. O

Como corolario de este teorema, se obtiene que T es paranormal si y s6lo
si T™ es paranormal para cada n € N.

3.13 Teorema. Si T es paranormal, entonces 7' es normaloide.

DEMOSTRACION.

Para cualquier z € H tal que ||z|| = 1, ||[T?z| > ||Tz||*. Si para cualquier
x € H tal que ||z|| =1, ||T"z|| > ||Tx|™ para algin n € N, tenemos

Tx Tx

1T 2] = NT2IT" () 2 1T 2T ()
7] [T|
= || T2 > || T|| " T2 |*
= | Tz]™"
y por induccién, obtenemos ||T"z|| > ||Tz||" para todo x € H tal que ||z|| =1

y para todo n € N. Asi que ||T™] > ||T]|™.

Por otro lado, ||T™] < ||T'||™ siempre es cierto para cualquier operador aco-
tado, luego ||T™]| = ||T"||™. Por lo tanto,

’ mn 1
H(T) = Jim [|[77]% = |17,

entonces T es normaloide. O

Este teorema asegura que todo operador paranormal es un operador espec-
traloide, ya que todo operador normaloide es espectraloide por el teorema 3.6.
Ahora demostraremos que todo operador normal es paranormal.

3.14 Teorema. Si T es un operador normal en H, entonces 1" es paranormal.

58



La demostracion de este teorema es una cosecuencia inmediata de la proposi-
cion 2.25,
|T|)* = (T"Tx, ) < |T*Tx|||z]| = | T*]|||=]]

para cualquier x € H.

Sea M un subespacio invariante de un operaror 1" en H. Un operador T
es hereditariamente normaloide si cada parte de él (incluyendo el mismo 7))
es normaloide, es decir, si T' |j; es normaloide y totalmente hereditariamente
normaloide si es hereditariamente normaloide y la inversa de cada parte in-
vertible de él (incluyendo su propio inverso si es invertible) es normaloide, esto
es, si T |y es invertible, entonces (T |3)~! también es normaloide.

Ahora probaremos que todo operador paranormal es hereditariamente nor-
maloide.

3.15 Teorema. Sea M subespacio invariante de 7" en H. Si T es paranormal,
entonces T' ), es paranormal.

DEMOSTRACION. Sea M un subespacio invariante de T'. Sea z € M,

IT s 2l = |1 T2]* < | T%]l]|]]
= (T L)zl

y por lo tanto T' | es paranormal. ]

Como una consecuencia inmediata del teorema 3.15 y del teorema 3.11,
concluimos que todo operador paranormal es totalmente hereditariamente nor-
maloide.

También es facil de probar que los operadores paranormales y normaloides
son cerrados bajo escalares no ceros. Es decir, para cada o # 0, T es para-
normal o normaloide si y s6lo si T" es paranormal o normaloide. Y por lo tanto,
ol también son hereditariamente y totalmente hereditariamente normaloides.

Ahora que sabemos que la restriccién de un operador paranormal a cualquier
subespacio invariante sigue siendo paranormal. Entonces vale la pena pregun-
tarse que si la restricciéon de un operador normal a un subespacio invariante
sigue siendo normal. La respuesta a esta pregunta es negativa, tal como mues-
tra el siguiente ejemplo.

3.16 Ejemplo. Sea T' € B[H] definida por

To®r1 BB )=0B BT BTy B -+,
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dOHdeH:Ho@Ho@Ho@"‘.

SiK=---®&M oM@ Myd My D My D --- donde M, = Hy para
cualquier n € Z y U : K — K es definida por

Ul P o®r 1 B[xg] @11 P12+ ) =B 2B [x 1]|ProBr,Paes®--- .

donde | ] es usado para localizar la posicién de la coordenada cero.

Por un célculo similar que se hizo en el ejemplo 3.9, concluimos que el
adjunto de U viene dado por

U @r_20@r_1®[xo] Dx1D22D- ) = BT_2DT_1 DD 21| D2 ®- - - .
Por lo tanto,

U*U("'@$—1@[I0]@$1@"') = U*(...@J;_QEB[x_l]@xo@xl@...)
= ---699672@:1:,169[3:0]@%@“-.

Ademas,

UU*(-- @ 1@ @1 ®--) = Ul ®Br 201 1 Pag®[r]®--)
= “‘@$—2@$—1@[1’0]@$1@"'-

Por lo tanto, U es unitario. Ademas, si H es identificado con el subespacio
- ® 0D 0D H de K, entonces H es un subespacio de K. H es U-invariante

Sin embargo, por un calculo sencillo

T*"T(vo® 109G -+ )=0Bx, Pro®asd---

TT (2o D 1122@ -+ ) =20 DT, DT D -+,

de donde se deduce que T" no es normal.

En la siguiente seccién obtendremos las condiciones para que la restriccion
de un operador normal a algin subespacio invariante siga siendo normal.

Para finalizar esta seccion veamos un ejemplo de este tipo de opeadores.

3.17 Ejemplo. Sea H = [? y sean S y P los operadores acotados dados por

S(z) = (0, 21,29,23--) y P(2) = (21,0,0,---)
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para cualquier z = (z1,29,--+) € H, y con sus respectivas representaciones
matriciales

N

I
oo Rk o
o= oo

o

oo oo

<

s

I
oo oM
L oocoo
oo oo

S+1 P
O @)
T es un operador en H & H. Es claro que P = P* y recordemos que S* esta
dado por S*(z) = (22, 23, 24 - - - ) para cualquier z = (z1, 29, -+ ) € H. Por otro
lado, si u,v € H,

(Tx®y),udv) =

Note que S es el operador del ejemplo 3.9. Sea T' = ), entonces

(S+ Dz + Py)®b,udv)
(S +1)x+ Py,u) + (0,v)
(S + Ix,u) + (Py,u)

x, (8™ + Du) + (y, Pu)
r®y,(S"+1)u® Puy),
S*+1 O )

P O )

{
{
=
{
{

esto demuestra que 7" = <

Finalmente veamos que T es paranormal. Sea z € H,

1Tz 0)|> = [(S+Dz@ 0> =1I(S+I)z| (3.3)
= H(21,Z1+22,Z2+237"'>||2

o0
= |al*+ Z b

n=1

= ||(2170’07"')||2+ (21 +Z?722+Z3>"')||2

= [Pz]* +[[(S" + D2|* = I(S" + )z & Pz|

= [Tz 0)]*
Tomemos x Gy € H® H tal que [z dy| =1,

ITeyl* = (T"T(zey).zoy)
< [[T"T(z @ y)ll
Como T(x®y) = z® 6, donde z = (S+ )z + Py € H, y usando 3.3, tenemos
IT@eyl® < IT"T@eyll=IT"(zs0)|
= TGa0)| = T*(zay)l,
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para cualquier ||z @ y|| = 1y por lo tanto T es un operador paranormal.

3.3. Operadores hiponormales

3.18 Definicién. Un operador T' € B[H| se dice que es un operador hiponor-
mal si TT* <T*T.

Note que la definicién anterior tiene sentido, ya que T*T — TT* es un
operador auto-adjunto y T*T'—TT™* > O es no negativo. También observe que
todo operador normal es hiponormal por definicién.

3.19 Proposicién. 7' € B[H| es hiponormal si y sélo si ||[T*z|| < ||Tx| para
cada x € H.

La demostracién de esta proposicion til se sigue de que 7" es hiponormal
siy sélosi 0 < ((T*T — TT*)z,z), para cualquier x € H.

3.20 Teorema. Si T es hiponormal, entonces T' es paranormal.
DEMOSTRACION. (a) Si T es hiponormal, entonces | T*(z)|| < ||T(z)|| para
cualquier x € H, asi que ||T*Tx| < ||TTz| para cualquier x € H. De esto, se

sigue que

IT2|* = (T"Tw,x) < || T"Tx| ||
< |77l

luego ||T'z||* < ||T?x|| para cualquier x € H tal que ||z|| = 1, esto es, T es
paranormal. O

En la seccién 3.2 demostramos que todo operador paranormal es un opera-
dor normaloide, entonces el teorema 3.20 nos dice que todo operador hiponor-
mal es un operador normaloide, es decir, r(T) = ||T|.

Los operadores hiponormales también pertenecen a la clase de los operado-
res hereditariamente normaloides. Tal como demuestra el siguiente teorema.

3.21 Teorema. Sea M un subespacio T-invariante en H.
(a) Si T es hiponormal, entonces T' |5, es hiponormal.

(b) Si T es hiponormal y T' |5 es normal, entonces M reduce 7.
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DEMOSTRACION.

(a) Como M es T-invariante, T |y € B[M]. Sea P la proyeccién ortogonal
sobre M, entonces (T |p)* = PT* |y en B[H]| por el teorema 2.16, asi que
para cualquier z € M,

(T [a)"ll = [1PT™ |ar ]
< [[PIIT" [m |
= 77 |ar =]
< T s

donde la segunda igualdad es por la proposicién 2.15 y la ultima desigualdad
es por la hiponormalidad de 7. Por lo tanto, T' |p; es hiponormal segin la
proposicién 3.19.

(b) Sea T' = ( g [ ]S% ) la representaciéon matricial de 7' en B[M & M*],
asi que T = g;lM) g* en M & M+,

Sea N =T |p. Como T |5 es normal tenemos:

S (NN‘ N*R )_(NN+RR m;)

R'N R‘R+S*S SR* S5
[ -RR’ N*R — RS"
~ \ R*'N - SR* R'R+5*S— RS"

Sea u € M, pongamos = = (u,0) =u® 60 € M & M*+. Sea D = T*T — TT",

luego
e — ( —BE N*R — RS* u
T 7 \ *RN-SR* R'R+S*S—RS* ) \g
= (—=RR'u,(R*N — SR")u)
—RR*u® (R*N — SR*)u

en M @ M+. Como T es hiponormal

0<(Dz,z) = (—RR'u® (R*N — SR")u,u® 0)
= —(RR'u,u) + ((R*N — SR")u,0)
= —(RR'u,u) = —(R"u, R"u)
—[[R*ul* <0,
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de donde obtenemos que R* = O y por lo tanto R = O. Por lo tanto, la

g M g en M @M+, de donde se deduce

que M es un subespacio reductor de T" por el teorema 2.8.

representacion matricial de T es

3.22 Corolario. Sea M un subespacio invariante de un operador normal 7.
Entonces T |y es normal si y sélo si M reduce 7.

La demostracion de este corolario es una consecuencia inmediata del teore-
ma anterior, pues si 7" es normal, entonces es hiponormal, y si 7" |5, es normal y
M es un subespacio invariante de T, se sigue que M reduce T'. Reciprocamente,
si M es un subespacio reductor de T, entonces T' |yy€ B[M]y (T |p)* =T |ur-
Luego usando la proposicién 2.25, obtenemos la normalidad de T |y;.

Finalmente demostraremos que todo operador hiponormal es totalmente
hereditariamente normaloide. Pero antes probaremos el siguiente teorema.

3.23 Teorema. Si T € B[H] es un operador hiponormal invertible, entonces
T—1 es hiponormal.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7' € B[H] es hiponormal e invertible. Bas-
tard demostrar que T-H(T~1)* < (T~1)*T~!, pues si T € B[H] es invertible se
sigue que T~! € B[H| por el teorema de la funcién inversa.

Sabemos que si T es invertible, entonces T* también lo es y (T*)~! = (T~1)*.
Asi que TT* € B[H] es invertible y como TT* > O, entonces TT* > O.

Usando la hiponormalidad de T, O < TT* < T*T, de donde se sigue que
(T*T)~' < (TT*)~* por el teorema 2.14. Por lo tanto,
T—1<T—l)* — T—l(T*)—l
= (T*'T)"' < (17!
— (T*)flel — (Tfl)*Tfl.

De esta desigualdad concluimos la hiponormalidad de 7!, O]

3.24 Teorema. Si T es un operador hiponormal, entonces T es totalmente
hereditariamente normaloide.

DEMOSTRACION. Por (a) del teorema 3.21, T es hereditariamente normaloide.
Entonces bastard probar que la inversa de cada parte invertible de 1" es nor-
maloide. Sea M un subespacio de H, T-invariante. Sabemos que T |y es
hiponormal y si es invertible, entonces (T |5;)~! es hiponormal por el teore-
ma 3.23 y por lo tanto normaloide. Esto es, T" es totalmente hereditariamente
normaloide. O
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3.3.1. Valores propios de un operador hiponormal

La hiponormalidad es cerrada bajo traslaciones y que dos de sus vectores
propios a valores propios distintos son ortogonales.

3.25 Teorema. Si T' € B[H| es hiponormal, entonces
(a) A — T es hiponormal, para cualquier A € C.

(b) Si A € op(T) y Tz = Az, entonces T"z = Az, es decir, N(AI —T) C
NI —T%).

(c) Sizy yson los vectores propios a valores propios distintos de 7', entonces

x Ly, estoes, N(AN[ —=T) L N(ul —T) siempre que \ # p.

DEMOSTRACION.

(a) Este se obtiene de la siguiente manera,

AN =T N =T)— (M —=T)\ - T)*

=M =T N =T) = (M =T)M - T%)

= |A\PL = AT = \T* + T*T — |[\* I + \T* + \T — TT*
=TT —TT* > O, por ser T hiponormal.

(
I
(

(¢) Supongamos que x € N(M —T) yy € N(ul —T) con A # p, entonces
Tx =Xz y Ty = py, luego por (b) tenemos T*x = Az. Por lo tanto,
(hy,z) = (Ty,z) = (y,T"x)
= <ya)‘x>
= (\y, ),

asi que (u — A\){y,x) =0y como A # u tenemos que (y,z) = 0. O

b) Por (a), AI — T es hiponormal, luego por la proposicién 3.19 tenemos
(M =T%)z|| = |(M = T)*z|| < |[(M —T)z||, para cada = € H y por lo tanto
b).

3.26 Corolario. Si T es un operador hiponormal en H, entonces N(A —T))
es un subespacio que reduce T para cualquier A € C.

3.27 Teorema. Si T € B[H]| es compacto y normaloide, entonces op(T) # ()
y existe A € op(T) tal que || = ||T]|.

Antes de probar este teorema necesitamos un lema auxiliar, el cual omi-
tiremos su demostracion para ello puede consultar [9], pag. 476.
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3.28 Lema. Si T es un operador compacto en H, entonces o(T) — {0} =
op(T) —{0}.

Ahora la demostracion del teorema.

DEMOSTRACION. Para no caer en trivialidades supongamos que 7' # O. Como
T es normaloide, o(T") # {0} y

1T} = r(T) = max{[A| : A € o(T)},

asi que existe A € o(T) tal que |A| = ||T||. Ademas, si T' es compacto y
o(T) # {0}, entonces por el lema anterior (} # o(T) — {0} C op(T) y por lo
tanto

r(T) =méax{|\: A€ a(T)} =max{|\|: A€ op(T)} =T
Por lo tanto, existe A € op(T) tal que || = ||T|]. O

3.29 Lema. Si T es un operador en H y si o(T) = 01 U 0y, donde o7 y
o9 son conjuntos cerrados disjuntos no vacios en C, entonces existen un par
de subespacios invariantes no triviales M y N de T tal que H = M + N,
MON=0,0(T |y) =01y (T |n) = 02

Ahora podemos probar el siguiente teorema.

3.30 Teorema. Todo punto aislado del espectro o(7") de un operador hiponor-
mal 7" en H es un valor propio de 7.

! DEMOSTRACION. Supongamos que o(T) tiene al menos dos elementos,
pues en caso contrario es facil de probar. Sea A un punto aislado del espectro
de T, o(T) — {\} # 0 y cerrado. En efecto, si u es punto de acumulacién de
o(T)—{A}, también es punto de acumulacién de o(7T"), por ser compacto. Por
otro lado, si 4 € o(T), entonces A = p por la misma razén de que o(T") contiene
todos sus puntos de acumulacién. Lo cual es una contradiccion, por lo tanto
o(T)—{\} contiene todo sus puntos de acumulacién, y por lo tanto es cerrado.

Por el lema previo T tiene un subespacio invariante no trivial M tal que
o(T |pm) = {A}. Sea S = T |y en el espacio de Hilbert M # {6}, por el
teorema 3.21 S es hiponormal, entonces AI — S es hiponormal por (a) del
teorema 3.25, asi que

IAL = S|| = sup{]A — u] : p € 0(S)} =0,

por teorema 2.29 y por que o(S) = {A}. Por lo tanto, A\l — T = O porque el
unico operador hiponormal quasinilpotente es el operador nulo. Como M #
{0}, existe x € M no nulo tal que S(z) = Az, esto es, A € op(T). O

1'Un operador T' € B[X] es quasinilpotente si r(T)=0.
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3.3.2. Parte normal de un operador hiponormal

3.31 Teorema. Sea T un operador hiponormal en H. Entonces ||Tz| = ||T*z||
siy solosi T*Tx =TT*x.

DEMOSTRACION.

Como T*T — TT* > O, posee raiz no negativa por la proposicién 2.18, luego
la conclusion se sigue de la siguiente ecuacion

(T*T — TT*)2z||> = (T*T — TT*)2z, (T*T — TT")2z)
= (I"T —TT")z,x)

= ||Tz|* - [|T*|*
O
3.32 Teorema. Si T es un operador hiponormal en H, entonces
{z e H: |T"z|| = ||T"z||, conn € N} = ﬂ{x €eH:TMTx =T"T"x}
n=1
y es un subespacio que reduce 7.
DEMOSTRACION.
Sean A = {x € H : |[T"z| = | T*"z|, conn € N} y B = () _{z € H :

T T"x = T"T*"x}.

Es claro que B es un subespacio lineal de H, por definicién y por la linealidad
de T*™T™ y T™T™" para cada n € N. Asi, bastara probar que B es cerrado.
Sea © € B, existe z,, € B tales que z,, — z cuando m — oo. Note que
VneN: T*" "y, =T"T""z,,, asi que,

< T — T ]
< 7T Mzm — 2l = 0, sim — oo,

de esto se sigue que

T T"x — T"T* " x| | T T"x — T T "z || + || T T " 2y, — T"T" x|
[T T =TT || + T[T 2 — T
[T T =TT || + T[T |20 — |

0, cuandom — oo.

L ININ A
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Asi que, T*"T"x = T"T"*"x, esto es, x € B y por lo tanto B es cerrado.

Ahora veamos que A = B.

re€B = VneN: T"T"y =T"T"x
= |[T"x|]® = |T*"x|* = (T*T"2, T" '2) — (TT*"x, """ 'x)
= - =(T"T"z,x) — (T"T""z,z) =0
= zcA

Sea x € A, ||Tz|| = ||T*z||. Entonces por el teorema 3.31,
T"Te =TT x (3.4)

Por (3.4) y por la proposicién 3.19, ||[T%z|| > | T*Tx|| = || TT*z| > ||T**x| y
por la ecuacién ||T%x|| = || T**x||, tenemos

IT(T2)| = |17 (T2)|| = | T(T2)]| = |1T*(T"2)|
y por lo tanto, usando el teorema 3.31 tenemos,
T*T(Tx) =TT (Tx) y T*T(T*z) =TT*(T*x)
Por (3.4),
T*T?z =TT Tz = T°T v y T*Tx = T*TT*x = TT*x. (3.5)
Por (3.5) y por la proposicién 3.19,

IT%)| > |T°T%| = |TT*Te| = [ T°T*2]
> |TTT 2| = |T°Te| = | TT%| > |IT%]

y por la ecuacién ||[T3z|| = ||T*3z]|, obtenemos

IT(T*)l| = (T*(T°2)|| = |T(T"Tx)|| = |T(T"T)]|
= |T(TT2)|| = |T"(TT"2)|| = |T(T"*z)|| = |T*(T"*2)|

y por lo tanto, usando el teorema 3.31 obtenemos

T*T(T?z) = TT*(T*z), T*T(T*Tx) = TT*(T*Tx),
T*T(TT+*z) = TT*(TT*z) y T*T(T*2x) = TT*(T*x).

Por (3.4) y (3.5), obtenemos
T3z = TT*T?*x = T*T*Tx = T3T*x,
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TTSy =T*TT*x =TTT*x =TTz y
T2T?%x = T*TT*Tx = T*T*T*x = TT*TT*x = TT*Tx = T*T**x.

Repitiendo el mismo argumento anterior, obtenemos
[T (T2)|| = T (Tx)|| = | T™(T"z)|| = [T (T"x)]
y VYn e N: Ty =TTy '

Por lo tanto, A reduce T'y x € B, esto es, A C B. Esto completa la prueba.
[

Denotemos por Hr al subespacio A del teorema 3.32, es decir,
Hr = {xe€ H: ||[T"z| = ||T""x||, conn € N}
= (MzeH: Tz =T"T"x}.
n=1

3.33 Teorema. Si T es un operador hiponormal en H, entonces Hr es el
subespacio reductor maximal de 7" en la cual su restriccién es normal.

DEMOSTRACION. Usando el teorema anterior Hp es un subespacio reductor
de T', entonces es suficiente demostrar que Hr es maximal. Como Hp reduce

T, (T |gp)* =T |u,. Sea x € Hy, entonces | T*x|| = ||Tx||, esto implica que
T )l = T [ ll = [T
= Tz} =T |u, «|

y por la proposicién 2.25, T' |y, es normal.

Si M es un subespacio que contiene Hp y reduce T y si T |y es normal,
entonces para cualquier z € M,

[Tz = (T |ag)" ]| = [[(T" |ar)™" ]
= T |ar) || = [T ]
y x € Hy y por lo tanto M = Hry.

3.34 Corolario. SiT es un operador hiponormal en H y si Hy = {0}, entonces
O'p(T) = @

DEMOSTRACION. Si Tz = Az, entonces por el teorema 3.25, T*x = Az y para
cadan =1,2,---, obtenemos

T T = AT = \"\N'e = X' = T Tz
y por el teorema 3.33, x € Hy = {0} y por lo tanto x = . Esto es, op(T) = 0.
O
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3.3.3. Condiciones en hiponormalidad implicando nor-
malidad
En esta subseccion daremos condiciones que se necesitan para que un o-

perador hiponormal siga siendo normal. Para probar uno de estos resultados
necesitaremos un lema auxiliar.

3.35 Lema. Sea T un operador hiponormal y sea

M= Y NQAI-T).

AEop (T)
Entonces M reduce Ty T' |5 es normal.

3.36 Teorema. Si T es un operador hiponormal compacto, entonces 1T es
normal.

DEMOSTRACION. Sea M = >, o Ny, donde Ny = N(AI —T') para cada
A € op(T). Supongamos que

op(T |yr)#0 = FzeM 240 da=T |y v=Tx
= 2€NyCM=zcMnNM™,

lo cual es una contradiccién, de donde op(T |3;1) = 0. Como T es compac-
to, T' |yro es compacto. Ademds, T' |p;1 es hiponormal, por el teorema 3.21,
entonces por el teorema 3.27, op(T |y1) # 0, lo cual no puede ser, asi que
T |yr= O, es decir, M+ = {0}. Asi, que H = M y por el lema previo T es
normal. O]

En particular, si H es de dimensién finita y 1" es hiponormal en H, entonces
T es normal, porque todo operador definida en un espacio de dimension finita
es compacto.

3.37 Teorema. Si T es un operador hiponormal invertible, 7"y T~! son con-
tracciones, entonces 1" es normal.

DEMOSTRACION. Como Ty T~! son contracciones entonces,

Tzl = |77 '] < |TT* |7 |
< T T =] < 7T =l
= (@) Tl = 1T 7]
7]

IN

Por otro lado, T es hiponormal, asi que || T*z|| < ||Tz||. Por lo tanto, | T*z|| =
|Tz||, esto es, T" es normal. O
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En el teorema anterior, la condicién de hiponormalidad puede ser omitido.
Maés atn bajo estas condiciones (sin la hiponormalidad de T') T' es unitario
(ver [11], pag. 212).

3.38 Teorema. Si T es un operador hiponormal en H y si
o(T) C{AeC: |A =1},
entonces 1" es unitario.

DEMOSTRACION. Como T es hiponormal, T es normaloide, asi que r(T) =
I, tego |T] = 1.

Por hipétesis, 0 € o(T"), luego T es invertible y por lo tanto, por teorema 3.23,
T—! también es hiponormal. Entonces, usando el teorema 2.30,

oI H={AN1:Aea}C{reC: |)N=1},

y como T~ ! es normaloide, obtenemos |77 = 1.
Por lo tanto, como ||T|| = |T7!|| = 1, obtenemos que para cualquier = € H,

T2l < =l y 17" | < =],

de esto se obtiene que
I Tz]| = [[«] = |7~ =|

para cualquier x € H y por lo tanto T es una isometria invertible, es decir, T'
es unitario por la proposicion 2.11. O

3.39 Lema. Sea T € B[H], T es auto-adjunto si y sélo si ¢(T) C Ry |[(T —

A7 < ﬁ para todo nimero complejo A puramente imaginaria.

3.40 Teorema. Si T es un operador hiponormal en H y si
o(T) CR,
entonces T' es auto-adjunto.

DEMOSTRACION. Si )\ es puramente imaginaria, es decir, si A = ai para algin
a € R, entonces A & o(T) por hipétesis, luego T — A es invertible y por
lo tanto, por la proposicién 3.19 y el teorema 3.23, (T'— AI)~! también es
hiponormal y por lo tanto normaloide, asi que

(T = A~ = sup{|p| - € o((T—A)")}
y entonces, por los teoremas 2.29 y 2.30,
o(T=A) ") = (=N ": pea(T)),
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y obtenemos
I = A0 = suplp = N e o)} < o
porque o(T') C R. Por lo tanto, T" es auto-adjunto, por el lema 3.39. O]
3.41 Corolario. Sea T un operador hiponormal.
(a) Sio(T) C[0,00), entonces T es no negativo.
(b) Sio(T) C [a, 00) para algin a > 0, entonces T es estrictamente positiva.
(c) Sio(T) C {0,1}, entonces T es una proyeccién ortogonal.

Ahora veamos un ejemplo de esta clase de operadores.

3.42 Ejemplo. Sea H = I? y consideremos al operador S del ejemplo 3.9. Sea
T = 5%+25, esto es,

T(2) = (29, 25 + 221, 24 + 229, 25 + 223, - )

para cualquier z = (z1, 22,23, -+ ) en H.

Calculemos el adjunto de T,

(T'(2),z) = ((22,23+ 221,24 + 229,25 + 223, - ), (21, 22, 23, 24, - -+ ))
= 2921 + (23 +221)% + (24 + 222)73 + (25 + 223)Z4 + - - -
= 212_22 + 2921 + 22’3 + 2329 + 224 + 2423 + 22’5 R

= <(Z1,ZQ,Z37 e ), (2,22,,21 + 223,22 + 22«4’ ce ))7

asi que T™ esta dado por
T*(z) = (229,21 + 223, 29 + 224, 23 + 225, -+ ).
Por otro lado note que

1T~ |IT* ()| = |zQ|2+Z|zn+1+2zn1|2‘<4lz2\2+2|2n1+2wn+1l2)

n=2 n=2

= —3|ZQ|2 —I— Z [|Zn+1 + 22n_1|2 - |Zn—1 + 2$n+1|2]

n=2

= —3|xn*+ Z(—San +32,-1)
n=2

= —3|ZQ‘2 + 3‘21'2 + 3|22’2

= 3|21|2 Z 0.

Por lo tanto, ||T(z1, 22, )||*> > ||T*(21, 22, - - ) ||, esto es, T es hiponormal.
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3.4. Operadores quasinormales

3.43 Definicién. Un operador T' € B[H| es quasinormal si (7*71)T = T(T*T).
Es claro que todo operador normal es quasinormal, ya que si 7' es normal,
TT* =TT, luego (T*T)T = (TT*)T =T(T*T), esto es, T es quasinormal.

3.44 Teorema. Sea T € B[H|. Si T = V|T| es la descomposicién polar de T,
entonces V|T| = |T|V siy s6lo si T es quasinormal.

DEMOSTRACION. Sabemos que |T'|?> = T*T por definicién, entonces

(=) Como V|T| = |T|V, entonces |T|> = |T|V|T| = V|T|?, luego TT*T =
VI|T||T)? = |T|?V|T| = T*TT, esto es, T es quasinormal.

(=) Si T es quasinormal, esto es, TT*T = T*TT , entonces T|T|> = |T|*T.
Luego T|T| = |T|T por el teorema 2.18, pues |T'| = (|T2])2, asi que V|T||T| =
|T|\V|T|, esto es, (V|T|—|T|V)|T| = O. Por lo tanto, R(|T|) C N(V|T|—|T|V)
y entonces

N(T)* € N(VIT| = |T|V) (3.6)
por la proposicién 2.9, ya que |T'| = |T'|*. Por otro lado, sabemos que N (|T'|) =
N(V) por el teorema 2.22. Luego, si u € N(|T'|) se sigue que u € N(V'), asi que
(V|T| = |T|V)u =6 y por lo tanto

N(|T[) € N(VIT| = |T|V) (3.7)
Por 3.6, 3.7 y el teorema de la proyeccion se sigue que H = N(V|T'| — |T'|V),
esto es, VI|T| = |T|V. O

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior probaremos, el
corolario siguiente.

3.45 Corolario. Si T es un operador quasinormal invertible, entonces T es
normal.

DEMOSTRACION. Sea T = U|T| la descomposicién polar de 7. Como T es
invertible, U es unitario por la observacién del corolario 2.23, asi que UU* =
U*U = I. Usando el teorema 3.44, tenemos

Tr* = U|T|T*=U|T||T|\U"
= |T|U|T\U* = [T||T|UU*
= |T)? =TT,
de donde obtenemos la normalidad de T O

El siguiente teorema es muy significativo, ya que no poseen la misma
propiedad para los operadores no normales ya estudiadas en este capitulo.
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3.46 Teorema. Si T' € B[H| es quasinormal entonces existe un espacio de
Hilbert K y un operador normal N tal que H C Ky

N(H)C K, N |g=T.

DEMOSTRACION. Supongamos que 1" es quasinormal. Como el subespacio que
reduce T es su espacio nulo N(T), entonces T'= O @ S en N(T)® N(T)*, con
O=T|nayy S=T |yer. Note que T*T = O @ S*S, entonces

0@ S8 (0aS) = (T*T)T = T(T*T)
= (08 S)(0®S*S).

De esto, se obtiene que O @ S*SS = 0O @ SS5*S y por lo tanto S*SS = 55*5,
esto es, S es quasinormal. Sea S = V|S| la descomposicién polar de S. Como
N(S) = {0} por definicién de S, se sigue que V' es una isometria por el corolario

2.23. Sea |S] o
vV I-VV
U‘(O v )yR‘(o rsr)

en B[N(T)* & N(T)*]. Como V|S| = |S|V por el teorema 3.44, se sigue que
|S|V* = V*|S| y por lo tanto U*U = UU* = I, es decir, U es unitario y
UR = RU. Ahora sea Ny = UR en B[N(T)* & N(T)*], entonces N(T)* es

Ni-invariante y S = N | (7)< Finalmente notemos que
NiN, = RU*UR = R*> = R*U*U = UR*U* = N|N;}

esto es, N7 es normal, Por lo tanto, 7" = O & S cumple la conclusién del
teorema, donde N =0 @& N, y K = N(T) ® N(T)* & N(T)*. O

Como ya mencionamos anteriormente los operadores ya estudiadas en este
capitulo no necesariamente satisfacen la conclusion del teorema 3.46, por ejem-
plo, sabemos que T' = S* + 25 es hiponormal, donde S es el desplazamiento
unilateral, pero se puede demostrar que 1" no cumple con la dicha propiedad.
No haremos la demostracién aqui, porque se necesita la teoria de operadores
subnormales.

Para finalizar este capitulo probaremos que todo operador quasinormal es
hiponormal.

3.47 Teorema. Si T € B[H| es quasinormal, entonces T es hiponormal.

pero por la proposicién 2.9, N(T*)* = R(T), luego H = N(T*)+ R(T). Luego
tomemos z € H, tal que © = u+ v con u € N(T*) y v € R(T), entonces

DEMOSTRACION. Por el teorema de la proyeccién, H = N(T*) + N(T*)*,
)
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existen v, € R(T) tales que v, — v.
Pongamos D = T*T — TT*. Como u € N(T*), tenemos

(Du,uy = ((I"T —TT")u,u)
= (T*"Tu,u) — (TT u,u)
= (T"Tu,u) = (Tu,Tu)
= || Tul*.
Si T' es quasinormal, DT = O. Como cada v, € R(T), Dv, = 6 para cada
n € N, asi que
(Du,v) = (Du, lim v,)
n—o0
= lim (Du,v,)

n—o0

= lim (u, Dv,) = 0.

n—o0

De manera similar se demuestran que (Dv,u) = 0y (Dv,v) = 0, de esto
obtenemos

(Dz,z) = (Dzx,u+v) = (Dx,u)+ (Dz,v)

= (D(u+v),u)+ (Du+wv),v)
(Du,u) + (Dv,u) + (Du,v) + (Dv, v)
(Du,u) = || Tu|* > 0.

Por lo tanto, D > O, es decir, T*T" > TT™* y por lo tanto T es hiponormal.
[

Como ejemplo de operadores quasinormales tenemos:

3.48 Ejemplo. Sea S el operador acotado del ejemplo 3.9, esto es,

0O 0 0 O

U, 0 0 0
S=10 Uy 0 O
0

0 0 Us

Recordemos que si ®;2,x,, € H, entonces
S(EB,?ZO:O{L‘”) = S(%@%@%@) =00 Uixog® Usxy ®Usa9® - - -
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y el adjunto de S esta dado por
S* (Brlorn) =S (X0 @1 B2 ® -+ ) =Ufwy ®Usxo @ Usws @ - -
También note que

S*S(@ZO:OZETL) = S*(9 @S Uixg P Usx; DUy & -- )
= UfUlIg@U;ngl@UgUgfL'Q@
= 20Pr1DPr2PA3D -

Por lo tanto,
SS* (@ grn) = S(rg® ) BroBasd® )
= G@Ull'o@UQl'l@Ugl’g@“'

S*SS(®prots) = S*S(O® Urxg ® Uszy @ Usza @ - - )
= S*(0 U0 ® UUyxg ® UsUsry @ - +)
= U700 @ UsUsUrxg @ UsUsUsay @ - - -
= 0 Uizg® Usr1 @ Uszy & - - -

Por lo lo tanto, S es quasinormal por definicion.

En particular, si H = [2, entonces S(z) = (0, 21, 22, 20) (ver ejemplo 3.9),
para cualquier z = (21, 2, 23, - - ) es un operador quasinormal.

3.5. Relacién de algunos operadores que gene-
ralizan los operadores normales

En esta seccién veremos como estan relacionados los operadores no nor-
males que hemos estudiado.

Hasta ahora hemos probado las siguientes contenciones

Normal C Quasinormal C Hiponormal C Paranormal C Normaloide C
Espectraloide

y ahora veremos que estas contenciones son estrictas.
Empecemos con demostrar que no todo operador quasinormal es normal.
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3.49 Ejemplo. Sea H = [? y S como en el ejemplo 3.9, esto es,
S(Z) = (07 R1, 22,23, " )7

para cualquier z = (21, 22, 23, -+ ), S es quasinormal por la observacién hecho
en el ejemplo 3.48. Recordemos que S* esta dado por

S*(Z) = (227 Z3y R4y 25 )
para cualquier z = (z1, 29, 23,--+ ) en H. Sea e; = (1,0,0,---), entonces

S(€1> = (071707)
= [I5(e)l = 1.
Por otro lado, S*(e;) = (0,0,0,---), luego ||S*(e1)]| = 0, asi que [|S*(e1)|| #

|S(e1)]| ¥ por lo tanto S no es normal por la proposicién 2.25.

De paso hemos dado un ejemplo de un operador isometria que no es normal,
ya que S es isometria por la observacién hecho en el ejemplo 3.9.

Ejemplo de un operador normaloide que no es paranormal.
3.50 Ejemplo. Sea S* como en el ejemplo anterior. En el ejemplo 3.9, demos-

tramos que S* es un operador normaloide.

Por un célculo sencillo se demuestra que
S*2<Z) — (237 Z4yR5y " " )
para cualquier z = (21, 29, 23, - - ) € H. Tomemos e; = (0,1,0,0, - - - ), entonces

S*(e2) = (1,0,0,--+) y S™(e2) =(0,0,0,---)
= ISP =1 y [IS™(e2)] =0
= [1S™(e2)l| Z 15" (e2)II.
Por lo tanto, S no es paranormal.

Ejemplo de un operador hiponormal que no es quasinormal.

3.51 Ejemplo. Sea H = [?, sabemos que T = S*+25 es un operador hiponor-
mal, pero no es quasinormal. En efecto, recordemos que 7T, esta dado por
T*(z) = (229, 21 + 223, 29 + 224, 23 + 225, - - - ), entonces

T*T(z) = T (29,234 221,24 + 220,25 + 223,26 + 224+ *)
= (2(z3+221), 22+ 2(24 + 229), 23 + 221 + 2(25 + 223), -+ )
= (223 + 421, 22’4 + 52’2, 225 + 52’3 + 22’1, 226 + 524 + 222, tee )
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Por otro lado tenemos,

T2(z) = T(z9,23+ 221,24 + 229, 25 + 223, 26 + 224, - )
= (234 221,24 + 229 + 229, 25 + 223 + 2(23 + 221),- - +)
= (2’3+22’1,Z4+42’2,Z5+42’3+4Zl,2’6+42’4+422,"')

Por lo tanto,

TT*T(2) = T(T"T(2)) =T (223 + 421,224 + 522,225 + 523 + 221, -+ - )
= (224 + 529,225 + 523 + 221 + 2(223 + 421),- - -)
(224 + 522, 225 + 923 + 1021, 226 + 924 + 1222, tee )

T*TT(z) = T*(23+4 221,24 + 429,25 + 423+ 421, +)
= (223+421,225+9Z3+1021,2Z6+924+1222,"').

Sea z = (1,0,0,0,---) € H, entonces (0,10,0,0,---) =TT*T(z) £ T*TT(z) =
(4,10,0,0,---). Por lo tanto, TT*T # T*TT, esto es, T no es quasinormal.

Ejemplo de un operador paranormal que no es hiponormal.

3.52 Ejemplo. Sea H = [?, sabemos que T = S*+25 es un operador hiponor-
mal, entonces 7' es paranormal, luego 7 también es paranormal por el teorema
3.12, pero T no es hiponormal. En efecto, en el ejemplo 3.51 calculamos T2 y
haciendo lo mismo con 7% tenemos

T?(2) = (221 + 4z, 42o + 42y, 21 + 423 + 425, 20 + 424 + 426, 23 + 425 + 427, -+ +)
para cualquier z = (z1, 29, 23, 24, -+ ) € H.

Seax = (1,0,-2,0,0,---), entonces T%(z) = (0,0, —4,0,—8,0,--- )y T**(z) =
(_67 0, _77 0,-2,0,--- )7 luego

IT?2]| = V80 < ||T*2z|| = v/89,
por lo tanto 72 no es hiponormal.
Por lo tanto hemos probado que las siguientes contenciones son estrictas.
Normal C Quasinormal C Hiponormal C Paranormal C Normaloide.

A continuacién introducimos otras clases especiales de operadores que estan
relacionados con los operadores no normales ya estudiadas.
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3.53 Definicién. (a) Un operador 7" en H es un operador convexoide si
W(T) = convo(T), donde conva(T) es la envoltura convexa de o(T).

(b) Un operador T en H es un operador de condicién Gy si ||(T — M)~ =

m para todo A & o(T).

(¢) Un operador T en H es un operador traslaloide si T'— Al es un operador
normaloide para cualquier A € C.

Como primera observacién de la definicion, tenemos que todo operador
traslaloide es normaloide por definicién. Ahora probaremos el siguiente resul-
tado.

3.54 Teorema. Sea T un operador hiponormal. Entonces las siguientes pro-
piedades son verdaderas.

(a) T es un operador traslaloide.
(b) T es un operador de condiciéon G.

DEMOSTRACION. (a) Por el teorema 3.25 inciso (a) T'— Al es hiponormal,
luego T' — AI es normaloide y por lo tanto T es traslaloide.

(b)

1 1
d(>\7 U(T)) nea(T) |,LL - )\|

1

= sup —
pEa(T—AI) )
= sup |yl
pea((T-AI)~1)

= " =1,

para cualquier A ¢ o(T), la segunda igualdad es por el teorema 2.29 y la
tercera igualdad es por el teorema 2.30. Si T" es hiponormal, también lo es
Al — T por el teorema 3.25 inciso (a), asi que AI — T" es normaloide y por lo
tanto, ||(T — M)~ = r((T — XI)™Y), entonces |[(T — X\)7Y| = m, esto
es, T" es de condicion Gj.

En particular, todos los operadores auto-adjuntos, normales y quasinor-

males son operadores traslaloides y de condiciones Gj.

Antes de dar la relacién que existen entre los operadores traslaloides y
convexoides serd necesario enunciar primero los siguientes resultados, cuyas
demostraciones seran omitidos, para ello consulte [11], pag. 107-108.
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3.55 Teorema. Un operador T es convexoide si y s6lo si T'— A1 es espectraloide
para cualquier A € C.

En particular el teorema previo muestra que todo operador convexoide es
espectraloide.

3.56 Teorema. Un operador T es convexoide si y sélo si [[(T — M)71|| <
: ) Para cualquier A ¢ o(T).

d(\,convo

Ahora probemos el siguiente teorema.

3.57 Teorema. (a) Si T € B[H] es un operador traslaloide, entonces 7" es
un operador convexoide.

(c) Si T € B[H] es de condicién Gy, entonces T' es un operador convexoide.

DEMOSTRACION. (a) Sea T' un operador traslaloide. Esto es, T'— AI es nor-
maloide para cualquier A € C, entonces T — Al es espectraloide para cualquier
A € C, asi que T es convexoide por el teorema 3.55.

(b) Sea T un operador de condicién G. Como o(T") C convo(T),

1 < 1
d(X,o(T)) — d(A, convo(T))

|7 = A1) =

para cualquier A € convo(T). Por lo tanto, T es convexoide por el teorema
3.56. u

3.58 Corolario. (a) Cada operador hiponormal es un operador convexoide.
(b) Cada operador quasinormal es un operador convexoide.
(¢) Cada operador normal es convexoide.

DEMOSTRACION. Sélo probaremos (a), ya que (b) y (¢) son consecuencias
inmediatas de (a). Si T es un operador hiponormal, entonces 7" es traslaloide
por (a) del teorema 3.54, asi que T' es convexoide por (a) del teorema 3.57.

[

Un ejemplo de un operador convexoide es el siguiente:

3.59 Ejemplo. Sea E un espacio de Hilbert de dos dimensiones. Sean C' y

D las siguientes matrices, C' = ( Lo ) y D= < 21

00 11 ) Sea T una matriz
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infinita definida en el espacio de Hilbert H = @7 H,, donde cada H, = E
de la forma

c: 0 0 0 0

0 Ccz [0] 0 0

T = 0 0 C: 0 0
0O 0 0 D: 0

0 0 0 0 D:

donde [0] muestra la posicién del elemento (0,0) de la matriz. Entonces

oo o oo Q-
oo oo -
o000 Qo o -

S

=

Q

N[
oo oo o -
oo oo o

Por un cdlculo sencillo se demuestra que D > C, pero que D? % C?, asf que
T es hiponormal y que T2 no lo es, pero T? es paranormal por el teorema 3.3,
porque todo opearador hiponormal es paranormal. Demostraremos que T2 es
convexoide como sigue. Por un simple céalculo, los valores propios de D son
34Y3 v 3-V3 Pongamos p = 253, Entonces 1 < p, ||| = iy |T?] = u,
porque Ty T? son normaloides.

Sea ¢ = (1, p2) el vector propio de D para el valor propio 'y 1 = (¢1,0),
0 = (0,0). Tomemos un nimero complejo A tal que 1 < |A| < p y pongamos

1 1 1 AN N
®=(-,0,—=1,0,—1,0,~ 0,2¢,0, 50,0, %0,
( ? ’>\3w7 7)\21)/}7 7/\77/}7@7w7 7ILL(ID7 ’//[/2(107 7//113()07 ? )’

donde cada componente es un vector en H,, (—oo < n < 00) respectivamente
y @ muestra la componente de la coordenada cero. Entonces ® es un vector
en H y por un simple célculo se demuestra que T*2® = \®. Esto asegura que
cada nimero complejo A tal que 1 < |[A| < p es el espectro o(T?) y asf la
envoltura convexa del espectro coincide con el disco {z € C : |z| < u}. Por
otro lado como || T?|| = p, el rango numérico de T? esta contenido en este disco,

recordemos que ||T?]] = w(T). Como este disco es cerrado, W (T') tambén esta
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contenido en el mismo disco. Por lo tanto, conve(T?) = W(T?), esto es, T? es
convexoide.

De paso hemos demostrado que no todo operador convexoide es hiponormal.

Cada operador hiponormal es convexoide, asi que es natural preguntarse
que si cada operador paranormal es convexoide. La respuesta es no, como lo
muestra el siguiente ejemplo.

3.60 Ejemplo. Sea T como en el ejemplo 3.17, T" es paranormal. Veamos que
no es convexoide.

Seax = (—4,0,0,---) y = (%3,0,0,---). Entonces |[z@y||* = |[[|*+||y|* =
3
1

(Txdy),zdy) = (S+1)x+Pydo,zdvy)
= ((S+ D)z + Py,z) = ||| + (Py, x)
1 V3

= Z_TGW(T>'

w

Por otro lado, como r(S) < ||S]| = 1, ¢(S) C D, donde D es el disco cerrado

unitario, por lo tanto o(T) = (S + 1) U{0} C {A € C: |\ — 1] < 1}. Luego
- \/Tg ¢ convo (T). Esto demuestra que T' no es convexoide.

También existen operadores normaloides que no son convexoides tales co-
mo del ejemplo 3.8, demostramos que 7' es normaloide, sin embargo se puede

demostrar que no es convexoide. También hay operadores convexoides que no

M 0 10
son paranormales. Sea T = < 0 N ), donde M = ( 00 ) y N es un ope-

rador normal cuyo espectro es el disco cerrado D unitario. Se puede demostrar
que T es convexoide, pero que 7 no es paranormal pues T'e; = ey y T%e; = 0
para vectores unitarios e; = (1,0,0,---) y e = (0,1,0,--).

En resumen hemos demostrado el siguiente diagrama de implicaciones de
los operadores no normales y clases especiales de operadores normales.
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Espectraloide

Normaloide

Paranormal

Isometria Parcial

Convexoide
Traslaloide
Condicién G1
Hiponormal
Quasinormal
Normal Isometria
Unitario
Auto-adjunto

Proyeccion Ortogonal

Figura 3.1: Diagrama de implicaciones de los operadores no normales y clases
especiales de los operadores normales 83




3.5.1. Condiciones en isometria parcial implicando quasi-
normalidad y paranormalidad

3.61 Teorema. Sea T' € B[H]|, T es isometria parcial y quasinormal si y sélo
si T' es la suma directa de una isometria y cero.

DEMOSTRACION. (=) Si T € B[H]| es quasinormal, entonces T*T conmu-
ta con Ty con T%, asi que N(T*T) reduce T. Pero por la proposicién 2.9,
N(TT*) = N(T), luego N(T) reduce T'. Por otro lado, T es isometria parcial,
es decir, T | e N(T)t — N(T)* es isometria, luego T = T |1 O en
H=N(T)>®N(T), donde O =T |n(r), por lo tanto T es la suma directa de
una isometria y cero.

(<) SiT=8®0, donde S es una isometria, esto es, S*S = I entonces
T"IT=(S"S®0)(S®0)=S00=T=(S®0)(S*S@0)=T1T"T

y por lo tanto 7' es quasinormal. O

3.62 Teorema. Sea T' € B[H], T es una isometria parcial normal si y sélo si
T es la suma directa de un operador unitario y cero.

DEMOSTRACION. (=) Como T es isometria parcial, entonces T*T es la proyec-
cién ortogonal a lo largo de N(T')* y TT* es la proyeccién ortogonal a lo largo
de R(T) por el teorema 2.20, pero T*T = TT*, luego R(T) = N(T)*, asf que
T |n(ry+ es una isometria sobreyectiva, esto es, T' |y(pyr: N(T)+ — N(T)* es
unitario y por lo tanto T = unitario® O en N(T)* & N(T) = H.

(<) Es obvio, porque todo operador unitario es normal. O

3.63 Teorema. Si T es una isometria parcial y paranormal, entonces T' es
quasinormal, esto es, T" es la suma directa de una isometria y cero.

DEMOSTRACION. Como T es paranormal, ||Tx||? < ||T?z|||z||, remplazando
x por T*Tx obtenemos la siguiente desigualdad,

ITT*T||* < || 7T Ta|||T*T x| (3.8)

Si T es isometria parcial, T*7T" es una proyecciéon ortogonal segin el teorema
2.20, asi que T*T = (T*T)?* y auto-adjunto, entonces
IT"Tz|?* = (T"T)’x,z) = (T"Tx,x)
(rdly
= ||[T"Txz| = ||Tx|. (3.9)
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Usando nuevamente de que T es isometria parcial tenemos que T = TT*T,
por el teorema 2.20 y por 3.8 y 3.9 tenemos,

1T2|* < 1722 ||| 7|
lo cual implica ||Tz|| < ||T?x||. Como T es isometria parcial, || T|| = 1, entonces

1Tzl < T < T T=] = || T|

= ||Tz| = | T2|
Asi que,
|\ T*T?*x — Tx|* = (T"T?*x, T*T?z) — (T*T?%x, Tx)
— Tz, T*T?z) + (Tx, Tx)
= ||T=|* — || T%|* = 0.
Por lo tanto, T*TT' =T = TT*T, esto es, T es quasinormal. O

3.64 Corolario. Si T es una isometria parcial, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
(a) T es quasinormal, (b) 7" es hiponormal, (c) T" es paranormal.

DEMOSTRACION. (a) = (b) y (b) = (c¢) son obvios, porque todo operador
quasinormal es hiponormal y todo operador hiponormal es paranormal.

(c) = (a). Se sigue del teorema 3.63.

(b) = (a). T es hiponormal e isometria parcial = T es isometria parcial y
paranormal = T es isometria parcial y quasinormal, porque (c¢) = (a).

(¢c) = (b). T es isometria parcial y paranormal = T es isometria parcial y
quasinormal, porque (¢) = (a) y por lo tanto T' es hiponormal e isometria
parcial. O

3.5.2. Condiciones implicando normalidad e isometria
parcial

3.65 Teorema. (a) Si T es un operador normaloide idempotente, entonces
T es una proyeccion ortogonal.

(b) Si T es un operador paranormal idempotente, entonces 7' es una proyec-
cién ortogonal.
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DEMOSTRACION. (a) Si T es un operador normaloide idempotente, entonces

||| = ||T?]] = ||T||*> = ||T|| = 1 entonces por el teorema 2.15, T' es proyeccién
ortogonal. (b) es consecuencia de (a), ya que todo operador paranormal es
normaloide. [

Note que si T es un operador contraccién y satisface T™ = T para algtin
entero n > 2, entonces 7" es una proyeccién ortogonal, en efecto, 721 =
72T = Tn2T7 = T" ! asi que 7" ! es idempotente. Y usando de que
|T|| < 1, entonces por un simple cdlculo se obtiene que || T 'z — (T )*T" 1z||* =
(T 1)y T || — || T 'z||? < 0 para cualquier z € H. Por lo tanto, 7" =
(T~ esto es, T""! es auto-adjunto. Por lo tanto, T' es proyeccién or-
togonal. Usando éste resultado podemos mostrar el siguiente teorema.

3.66 Teorema. Si T es un operador contraccién y 7™ =T para algtiin entero
n > 2 entonces 1" es normal e isometria parcial.

DEMOSTRACION. Como T es contraccién y T""1 es una proyeccién ortogonal
por la observacion anterior, obtenemos

|Tz|| = T x| = |TT" 'z| = |TT" x|
< |TINT 2T || < TINTH™ 2T )
< Tz,
Por otro lado,
IT*z|| = [T*"x| = | T*T" 'l = | T*T" ']
< ITETR T < 1T NTI T
< |[T=|.
Por lo tanto, ||Tz|| = ||T*x||, esto es, T" es normal.

Finalmente probaremos que T es isometria parcial. Note que

|\ Tz — TT*Tx|| = ||Tx||*— (Tx, TT*Tx) — (TT*Tx, Tz) + | TT*Tz|?
= |Tz|? = 2|T*Tz|* + | TT*T|*
< || Ta|? = 2| T Tx||* + | T*Tx|
= |Ta|? — |T"T=|
= | T"|* = T Tx|?
7" Ta||* — | T*Tx|?
| 7" 2T T — || T* T |?
IT*|[* || T* T ||* = | T*T||* < 0

IN
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la itima y la tercera de las desigualdades se debe a que ||T*|| = ||T|| < 1, la
quinta igualdad es porque 7" = T y la pentltima igualdad es porque 77! es
proyeccion ortogonal. Por lo tanto, T'=TT*T, esto es, T' es isometria parcial.

]

3.67 Corolario. (a) SiT es normaloide y 7™ = T para algun entero n > 2,
entonces T es normal e isometria parcial.

(b) Si T es paranormal y 7" = T para algin entero n > 2, entonces T es
normal e isometria parcial.

DEMOSTRACION. (a) Como existe n > 2 tales que 7" = Ty como T es nor-
maloide entonces ||T|| = [|T"|| = ||T||™, esto implica que ||T|| = 1, entonces
por el teorema 3.66, T" es normal e isometria parcial.

(b) Es consecuencia de (b), ya que todo operador paranormal es normaloide.
O]

3.68 Corolario. Si T es un operador normaloide y T™ = I para algin n € N,
entonces 1" es unitario.

DEMOSTRACION. Como T™ = I para algiin n € N, 7" = T'. Pero T es nor-
maloide, asi que T es normal e isometria parcial por el corolario 3.67, entonces

T =TT*yT=TT"T, luego
T*T =TT =T"TT* =T"'TT*T =T" T =T" = 1.

Por lo tanto, T es unitario. O

3.69 Corolario. Si T es un operador espectraloide y 7™ = T para algin n > 2
entonces 1" es normal e isometria parcial.
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