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Introducción

La morfología matemática es una teoría no lineal para el procesamiento (obtención) de información y

de reconocimiento de patrones, usada en áreas como análisis de imágenes. Esta teoría apareció en 1960,

el mismo año en el que surge la teoría de los hipergrafos. Es importante mencionar que la morfología

matemática ya ha sido desarrollada en grafos, la cual es una estructura menos general que los hipergrafos y

en la que se han obtenido muchos resultados enriquecedores para la matemática aplicada, donde la noción

de vecindad (en esta estructura) fue y es importante para definir operadores morfológicos, los cuales son su

base. Por su parte, la teoría de hipergrafos resultó muy útil como una generalización de la teoría de grafos,

ya que las relaciones binarias, que son las que los grafos mantienen, pueden ser muy restrictivas, por lo que

una relación de mayor aridad, que es la que mantienen los hipergrafos, ha sido más que necesaria. A pesar

de que ya son más de 60 años de la aparición de ambas, la morfología en hipergrafos sigue siendo hoy en día

ampliamente estudiada, esto debido a su vasta aplicación, ya que se utiliza en ciencias de la computación,

optimización, minería de datos, big data, teoría de juegos y de más, por lo que el objetivo de este texto es

explorar parte de la morfología matemática desarrollada en grafos para posteriormente mostrar como actúa

la morfología matemática en hipergrafos.

En el capítulo 1 iniciamos retomando algunos conceptos básicos de la teoría de grafos, los cuales pueden

ayudar al lector para adentrarse en otras lecturas relacionadas con este tema, por lo que se puede consultar

[8] para un mayor conocimiento e información. También mostramos el concepto de retícula completa, la

cual es una estructura algebraica en la que los operadores morfológicos trabajan y, para que quede lo más

claro posible, mostramos algunos ejemplos (basados en [11]) de retículas completas creadas en conjuntos

más conocidos. En el capítulo 2 repasamos brevemente la teoría de hipergrafos, que es la estructura de

interés, por lo que tener estos conceptos a la mano es muy impotante y se pueden consultar en [3]. En el

capítulo 3 nos distanciamos un poco de la teoría de grafos e hipergrafos para posteriormente adentrarnos en

lo que se considera como morfología matemática clásica y cuyos inicios se dieron en estructuras como la

geométrica, por lo que iniciaremos este tercer capítulo recordando algunos conceptos vistos en un curso de

VII



geometría y que en [12] puede consultar. Después de haber retomado estos conceptos, lo que sigue es definir

algunos operadores geométricos y mostrar mediante algunas imágenes su efecto en ellas. En el capítulo 4 se

retoma la teoría formal de la morfología matemática, con lo cual se justifican como operadores morfológicos

a los operadores geométricos vistos en el capítulo previo. Poco despúes de esto, comenzamos a explorar

la morfología matemática en grafos, la cual se considera no clásica al trabajar en un espacio de funciones

pero debido a que esta teoría es muy extensa, sólo nos enfocaremos en mostrar los siguientes operadores

morfológicos: dilatación, erosión, apertura y cierre, por lo que si el lector gusta adentrarse más en este tema

puede consultar [1] y [2]. Por último, iniciamos el capítulo 5 definiendo varias retículas completas creadas

en hipergrafos, aunque solamente trabajaremos en algunas de estas, le ayudarán al lector otras lecturas que

abarquen más estos temas, tales como en [4], [5] y [6]. En la última parte de este capítulo se aborda y se

muestra como actúan los operadores morfológicos dilatación, erosión, apertura y cierre pero en hipergrafos,

llegando así a nuestro objetivo.
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Capítulo 1

Preliminares

Iniciamos este documento recordando lo que es una lattice o una retícula completa, ya que los ope-

radores que veremos más adelante trabajan en este tipo de estructuras algebraicas, por lo que es de suma

importancia tener presente esta definición. Los ejemplos que aquí se presentan o se utilizan de apoyo pueden

consultarse en [11, pags. 281-283].

1.1. Retículas

Sea A un conjunto parcialmente ordenado por la relación ¤ (un COPO) y sea B un subconjunto de A,

entonces tenemos lo siguiente

El elemento M es un mayorante de B si M P A y @x P B : x ¤M .

Si el conjunto de los mayorantes de B es distinto del vacío, se dirá que el conjunto B es mayorado o

acotado superiormente.

El elemento m es un minorante de B si m P A y @x P B : m ¤ x.

Si el conjunto de los minorantes de B es distinto del vacío, se dirá que el conjunto B es minorado o

acotado inferiormente.

El elemento b es el elemento máximo de B si b P B y @x P B : x ¤ b.

El elemento v es el elemento mínimo de B si b P B y @x P B : v ¤ x.
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Preliminares
1.1 Retículas

El elemento s es el extremo superior de B o supremo de B si s es el elemento mínimo del conjunto

de los mayorantes de B.

El elemento i es el extremo inferior de B o ínfimo de B, si i es el elemento máximo del conjunto de

los minorantes de B.

Observemos que siB tiene un elemento máximo (mínimo), entonces éste mismo elemento es el supremo

(ínfimo) de B, mientras que otro resultado establece que tanto el elemento máximo como el elemento

mínimo de un conjunto son únicos.

Ejemplo 1.1.1. Sea N1 � N�t0u, ordenado por la relación | (divide a) y sea B � t3, 9, 12u, entonces

se tiene lo siguiente

El conjunto de mayorantes de B es M � t36, 72, 108, 144, 180, ...u, mientras que el conjunto de

minorantes de B es M 1 � t1, 3u.

De acuerdo con el punto anterior, B no tiene elemento máximo (pues 9 no divide a 12) pero sí tiene

extremo superior o supremo, a saber el número 36.

B sí tiene elemento mínimo, a saber el número 3 (3 pertenece a B y divide a todos sus elementos),

por lo que 3 también es el ínfimo de B.

Definición 1.1.2. Diremos que i es un elemento minimal de B si i P B y no existe x P B (diferente a i)

tal que x   i. Definimos de forma similar elemento maximal.

Ejemplo 1.1.3. Sea N� � N1 � t1u, ordenado por la relación | (divide a) se puede verificar que todos

los números primos son elementos maximales.

Definición 1.1.4. Se llama red, retícula o retícula completa (o lattice) a todo conjunto parcialmente

ordenado L, tal que para cada par de elementos x,y de L, tienen supremo e ínfimo. El supremo de tx, yu se

designa por x_ y, mientras que el ínfimo por x^ y.

Observemos que por definición, la retícula completa L tiene ínfimo y lo denotamos por 0 �
�

L, así

como supremo, denotado por 1 �
�

L. Estas dos cotas son las cotas universales de L. Note que también

tenemos que 0 �
�

∅ y 1 �
�

∅.

Ejemplo 1.1.5. Sean A un conjunto y PpAq el conjunto potencia de A, consideremos la relación de

inclusión �, sean x e y dos elementos en PpAq, entonces se verifica facilmente que el supremo de tx, yu es

xYy, es decir que, x_y � xYy, mientras que x^y � xXy, por lo tanto PpAq es una retícula completa.
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Preliminares
1.2 Conceptos básicos de teoría de grafos

Observemos que R2, Z2, R, (cualquier conjunto) con la relación de inclusión es una retícula completa.

Ejemplo 1.1.6. Se puede mostrar también que en N1, ordenado por la relación | (divide a), es una

retícula completa tal que

x_ y es el mínimo común múltiplo de x e y.

x^ y es el máximo común divisor de x e y.

1.2. Conceptos básicos de teoría de grafos

Ahora requerimos tener presente un concepto previo al de hipergrafos, los grafos, los cuales son estruc-

turas menos generales, sin embargo, son de suma utilidad en la morfología matemática. Un estudio más

completo de la teoría de grafos puede ser consultado en [8].

Definición 1.2.1. Un grafo G es un par de conjuntos (V,E), donde V es llamado conjunto de vértices o

nodos y E es el conjunto cuyos elemento son subconjuntos binarios de V, llamado conjunto de aristas.

Los vértices del grafo G serán denotados por V(G) y el conjunto de aristas de G por E(G), es decir, si

el grafo H � pP,Qq, el conjunto de vértices de H es V(H) y el conjunto de aristas de H es E(H). Tenemos

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.2. Sean V={a,b,c,d,e,f,g,h,i,j} nuestro conjunto de nodos y E={{a,b}, {b,c}, {c,d}, {e,f},

{a,e}, {c,e},{f,d}, {h,i},{c,j}} nuestro conjunto de aristas, entonces, el grafo (V,E) puede reprersentarse

como en la Figura 1.1

Sea G=(V,E) un grafo, tenemos lo siguiente

El número de vértices de G lo denotaremos por |G|.

El número de aristas de G lo denotaremos por ||G||.

El grafo vacío es el grafo G � p∅,∅q.

Un grafo G � pV,Eq se dice trivial si V � ∅ y E � ∅.

Un vértice x es incidente en la arista e P E si x P e.

Dos vértices x, y son adyacentes o vecinos si tx, yu P E.
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Preliminares
1.2 Conceptos básicos de teoría de grafos

a

b
c

e

d

j

f

g

h

i

Figura 1.1: Ejemplo de un grafo G

Dos aristas f � g son adyacentes si f X g � ∅.

Si para cada x, y P V (distintos) se tiene que tx, yu P E, se dirá que G es completo. Un grafo G

completo de n veŕtices (n P N) se denota por Kn.

Definición 1.2.3. Sea G � pV,Eq un grafo, si V 1 � V y E1 � E entonces el grafo G1 � pV 1, E1q es

un subgrafo de G y escribimos G1 � G.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos el grafo G del Ejemplo 1.2.2, por lo que, si V 1 � ta, b, c, d, f, g, ju y

E1 � tta, bu, tb, cu, tc, du, tf, du, tc, juu entonces el grafo G1 � pV 1, E1q es un subgrafo de G (Ver Figura

1.2).

a

b
c d

j

f

g

Figura 1.2: Ejemplo de un subgrafo G1 del grafo G de la Figura1.1.
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Preliminares
1.2 Conceptos básicos de teoría de grafos

Definición 1.2.5. G1 es un subgrafo inducido de G si EpG1q � ttx, yu P E : x, y P V u. Decimos que

V 1 induce o expande G1 en G y denotamos a G1 por GrV 1s (Ver Figura 1.3).

a

c

e j

g

h

i

Figura 1.3: Ejemplo de un subgrafo inducido por el conjunto de vértices V 1 � ta, c, e, g, h, i, ju � V del
grafo G de la Figura 1.1.

Note que no todo subgrafo es un subgrafo inducido por algún conjunto de vértices, a menos que consi-

deremos un grafo trivial.

Definición 1.2.6. Sean G � pV,Eq y G� � pV �, E�q, G� � G es un subgrafo abarcador de G si

V � V �.

Observemos que no siempre un subgrafo abarcador es un subgrafo inducido por algún conjunto de

vértices.

Definición 1.2.7. Sean G � pV,Eq, G1 � pV 1, E1q dos grafos y θ : V Ñ V 1 una función, θ es un

homomorfismo de grafos (de G a G1) si se cumple que tθpxq, θpyqu P EpG1q siempre que tx, yu P EpGq,

es decir, θ preserva la adyacencia de vértices.

Ejemplo 1.2.8. Consideremos los grafos G y H de la Figura 1.4, entonces tenemos que las siguientes

funciones son homomorfismos de G en H.

θ1 : G Ñ H

v1 Ñ v3

v2 Ñ v5

(1.1)
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Preliminares
1.2 Conceptos básicos de teoría de grafos

θ2 : G Ñ H

v1 Ñ v5

v2 Ñ v4

(1.2)

θ3 : G Ñ H

v1 Ñ v6

v2 Ñ v4

(1.3)

Figura 1.4: Grafos en los cuales se pueden establecer homomorfismos de G en H.

Observemos que si θ es una función biyectiva, su función inversa, θ�1, también es un homomorfismo

de grafos y así tθpxq, θpyqu P E1 si y sólo si tx, yu P E, para este caso llamamos a θ un isomorfismo de

grafos y escribimos G ⋍ G1.

Definición 1.2.9. Un isomorfismo de grafos de G en G es llamado automorfismo o simetría de G y

denotamos a la familia de simetrías de G por Sym(G).

Un resultado básico es que esta familia forma un grupo llamado grupo simétrico de G.

Ejemplo 1.2.10. Consideremos el grafo R de la Figura 1.5, tenemos que los siguientes isomorfismos

son simetrías.

θ1 : R Ñ R

v1 Ñ v1

v2 Ñ v2

v3 Ñ v3

v4 Ñ v4

(1.4)
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Preliminares
1.2 Conceptos básicos de teoría de grafos

θ2 : R Ñ R

v1 Ñ v3

v2 Ñ v2

v3 Ñ v1

v4 Ñ v4

(1.5)

θ3 : R Ñ R

v1 Ñ v3

v2 Ñ v4

v3 Ñ v1

v4 Ñ v2

(1.6)

Se puede comprobar que estos tres isomorfismos son las únicas simetrías, ya que cualquier otra no

mantiene el homomorfismo entre los nodos v2 con v4 o establece una adyacencia entre los nodos v1 con

v3, lo cual no es posible.

Figura 1.5: El grupo de simetrías de este grafo tiene tres elementos, incluyendo la simetría trivial θ1.
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Preliminares
1.3 Conceptos básicos de teoría de hipergrafos

Si consideramos el grafo de la Figura 1.6, no es difícil ver que la única simtetría que este grafo posee es

la identidad.

Figura 1.6: Grafo cuya única simetría es la identidad.

1.3. Conceptos básicos de teoría de hipergrafos

En esta última sección presentamos los conceptos de la teoría de hipergrafos que son de utilidad para

el desarrollo de los capítulos posteriores. También se muestran ejemplos de la mayoría de estos conceptos

que pueden resultar de utilidad si se desea profundizar en más temas como los que se tratan en la referencia

[10].

Definición 1.3.1. La terna (V,E=teiuiPI ), donde V es finito y en donde para cada i P I (I conjunto de

índices finito) teiu es subconjunto de V, es llamado hipergrafo y lo denotamos por H=(V,peiqiPI ).

El conjunto V es llamado conjunto de vértices o nodos, mientras que E es llamado conjunto de hiper-

aristas y suelen denotarse por V pHq y EpHq respectivamente.

Ejemplo 1.3.2. Consideremos al hipergrafo H constituido por V pHq � tx1, x2, ..., x10u el conjunto de

vértices y EpHq � ttx1, x2u, tx1, x2, x3u, tx3, x5, x6u, tx7, x8, x10u, tx4, x8uu el conjunto de hiperaris-

tas, por lo que el hipergrafo H puede representarse de alguna de las maneras de la Figura 1.7. Observemos

que e1 � tx1, x2u, e2 � tx1, x2, x3u, e3 � tx3, x5, x6u, e4 � tx7, x8, x9u, e5 � tx4, x8u.

Lo importante del ejemplo previo es señalar que la representación de cualquier hipergrafo (dibujo)

puede ser cualquiera en tanto se mantenga la relación establecida, por lo que no es de mucha importancia

por lo general, en cambio, las implicaciones matemáticas que conllevan sí lo son.
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Preliminares
1.3 Conceptos básicos de teoría de hipergrafos

x5

x1
x3

x2

x6x4

x7

x8

x9 x10

e1

e2

e3
e5

e4

a) b)

x1 x2

x3

x4

x5
x6

x7
x8

x9

x10

e2
e1

e3

e4

e5

Figura 1.7: Representación del hipergrafo H=(V,E)

Sea H � pV,E � peiqiPI ) un hipergrafo en el que la cardinalidad de cualquier subconjunto de E es

dos, entonces en este caso observemos que H coincide con un grafo y puede representarse como en a) o b)

de la Figura 1.8.

x1

x10

e1

e2
e3

e4

e5 e6

e7

e8

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

x1
x4

x9

x10

e1 e2
e3

e4

e5
e6

e7

e8

x2

x3

x8

x6

x5

x7

a) b)

Figura 1.8: Misma representación del hipergrafo H=(V,E), donde V � tx1, ..., x10u y e1 � tx1, x2u, e2 �
tx2, x3u, e3 � tx3, x4u, e4 � tx4, x8u, e5 � tx8, x6u, e6 � tx5, x7u, e7 � tx5, x9u, e8 � tx9, x10u.
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Preliminares
1.3 Conceptos básicos de teoría de hipergrafos

Sea H un hipergrafo, entonces el orden de H se define como su número de vértices y lo denotamos por

|G|, mientras que el número de hiperaristas de H lo denotaremos por ||H|| � |E|.

Tenemos los siguientes hipergrafos básicos

Hipergrafo vacío H=(∅,∅).

Básicamente es el conjunto vacío, nada que decir.

Hipergrafo trivial H � pV,Eq, donde V � ∅ y E � ∅.

El hipergrafo trivial es aquel en el que sólo tenemos vértices y ninguna arista como en la Figura 1.9.

x3

x5 x4
x2

x1 x10

x9

x7

x6

x8

Figura 1.9: Hipergrafo trivial de diez vértices y ninguna hiperarista.

Definición 1.3.3. Dado x P V, diremos que x es un vértice aislado si x P V z
�

iPI ei.

En la Figura 1.7, el nodo x10 es un vértice aislado. Observemos que si x P V �
�

iPI ei entonces el

hipegrafo H no contiene vértices aislados, es decir que, todos los vértices pertenecen por lo menos a una

hiperarista (Ver Figura 1.8).

Definición 1.3.4. Una hiperarista e en E, tal que |e| � 1, es llamado bucle.

Si en la Figura 1.7 definimos a e6 como tx10u y E1 � E Y te6u, entonces, e6 sería un bucle y la Figura

1.7 a) se vería como la Figura 1.10.

Dado que dos hipergrafos son iguales si y sólo si sus vértices y sus hiperaristas son iguales, el hipergrafo

de la Figura 1.7 y el hipergrafo de la Figura 1.10 son distintos.

Definición 1.3.5. Dos vértices x, y en un hipergrafo H son adyacentes si hay una hiperarista que los

contiene. En particular, x es adyacente a él mismo si existe la hiperarista {x}, es decir, existe el bucle txu.
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Preliminares
1.3 Conceptos básicos de teoría de hipergrafos

x5

x1

x3

x2

x6x4

x7

x8

x9 x10

e1

e2

e3

e5

e4
e6

Figura 1.10: Hipergrafo H 1 con el bucle e6.

En la Figura 1.7, x3 y x5 son adyacentes, también x3 con x6 y x5 con x6 son todos adyacentes ya que

todos pertenecen a la hiperarista e3, mientras que x10 y x5 son no adyacentes, ya que no pertenecen a una

misma hiperarista.

Definición 1.3.6. Dos hiperaristas ei, ej (para algún i,j P N) son incidentes si su intersección es no

vacía.

Refiriéndonos nuevamente a la Figura 1.7, tenemos que las hiperaristas e2 y e3 son incidentes en el nodo

x3 mientras que las hiperaristas e1 y e4 son no adyacentes, ya que su intersección es vacía. De lo anterior

denotamos al conjunto de hiperaristas incidentes en el vértice x como Hpxq.

Sea tejujPJ , J � I , una subfamilia de hiperaristas de E, es decir, E1 � tejujPJ � E, entonces,

definimos el conjunto de vértices que pertenecen a estas hiperaristas por vpEq �
�

jPJ ej y observemos

que vpeq denota el conjunto de nodos que pertenecen a la hiperarista e, es decir, vpeq � e.

Consideremos el hipergrafo de la Figura 1.11 y sean H � pV,E � peiqiPIq un hipergrafo y V 1 � V ,

definimos entonces todo lo siguiente

El hipergrafo parcial H 1 de H generado por J � I (Ver Figura 1.12 a)), es el hipergrafo

H 1 � pV, pejqjPJq.
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El subhipergrafo H 1 (Ver Figura 1.12 b)) es el hipergrafo definido como sigue

H 1 � pV 1, E1 � pejqjPJq,

donde para todo ej P E1 :ej � V 1.

El hipergrafo inducidoH 1 de el hipergrafoH (Ver Figura 1.12 c) o d)), es el hipergrafoH 1 � pV 1, E1q

definido como

E1 � tvpeiq X V 1 � ∅ : ei P E y cada ei es un bucle ó |vpeiq X V 1| ¥ 2u.

Denotamos al hipergrafo inducido por HrV 1s y decimos que V 1 induce o expande H 1 en H .

x1

x3

x2

x8

x10

x9

x7

x6

x4

x5

e1

e2
e3

e4

e5

e6

Figura 1.11: Hipergrafo H � pV,Eq con el bucle e6. V � tx1, ..., x10u. E � te1, ..., e6u, donde e1 �
tx1, x3u, e2 � tx2, x3, x5, x9u, e3 � tx3, x4u, e4 � tx3, x8, x10u,e5 � tx6, x7, x9, x10u, e6 � tx8u.
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b)

d)

x1

x3

x2

x8

x10

x5

x4

e1

e2

a)

e3

x7

x6

x9

e6
x1

x2

x8

x10

x5

x4

x7

x6

x9

e6

e5

x1

x2

x8

x10

x5

x4

e'2

c)

e'4

x7

x6

e'6

e'5

x3

x2

x8 x4

e'2

e'4

e'3

x7

x6

x9

e'6

e'5

Figura 1.12: Hipergrafos construidos a partir del hipergrafo H de la Figura 1.11. En a) un hipergrafo par-
cial generado por J � t1, 2, 3, 6u. En b) V 1 � V ztx3u y E1 � te5, e6u. Observemos que las hiperaristas
e1, e2, e3 y e4 no aparecen dado que x3 pertenece a cada una de ellas pero no al conjunto de vértices V 1.
En c) el hipergrafo inducido por el conjunto de vértices V 1 � V ztx3, x9u y E1 � te12, e

1
4, e

1
5, e

1
6u, donde

e11 � V 1 X vpe1q � tx1u, e
1
2 � V 1 X vpe2q � tx2, x5u, e

1
3 � V 1 X vpe3q � tx4u, e

1
4 � V 1 X vpe4q �

tx8, x10u, e
1
5 � V 1 X vpe5q � tx6, x7, x10u, e

1
6 � V 1 X vpe6q � tx8u. Observemos que las ’hiperaristas’

e11, e
1
3 no aparecen dado que originalmente no son bucles o no tienen cardinalidad mayor o igual a dos, en

cambio, la hiperarista e16 aparece porque es un bucle. En d) tenemos otro grafo inducido por el conjunto de
vértices V 1 � tx2, x3, x4, x6, x7, x8, x9u y E1 � te12, e

1
3, e

1
5, e

1
6u, donde, usando el mismo procedimiento

que en c) tenemos que e12 � tx2, x3, x9u, e
1
3 � tx3, x4u, e

1
5 � tx6, x7, x9u, e

1
6 � tx8u .

13



Preliminares
1.3 Conceptos básicos de teoría de hipergrafos

Observemos que el hipergrafo parcial toma como conjunto de nodos a todo el conjunto V y como

conjunto de hiperaristas a un subconjunto de E (un subconjunto de hiperaristas contenidas en E), mientras

que un subhipergrafo toma como conjunto de nodos a un subconjunto de V y cuyo conjunto de hiperaristas

puede ser o bien un subconjunto de E o el conjunto vacío. Al hipergrafo parcial se le suele decir también

que es un subhipergrafo. El hipergrafo inducido H 1 es un hipergrafo con vértices V 1 � V pHq y cuyo

conjunto de hiperaristas E1 es distinto del vacío siempre que lo sea V 1, además de que los elementos de E1

son subconjuntos de las hiperaristas de E, es decir, no necesariamente E1 � E.

Decimos que el hipergrafo H no contiene hiperaristas repetidas si i � j ô ei � ej . Si esto ocurre se

sigue lo siguiente

El número de hiperaristas incidentes en el vértice x es |Epxq| y lo denotaremos por dHpxq o simple-

mente dpxq.

El grado mínimo del hipergrafo H es denotado por δpHq � mintdpvq : v P V u.

El grado máximo del hipergrafo H es denotado por ∆pHq � maxtdpvq : v P V u.

Decimos que el hipergrafo H es k � regular si para cada v P V : dpvq � k.

El rango del hipergrafo H es rpHq � maxiPI |ei|.

El co-rango del hipergrafo H es crpHq � miniPI |ei|.

Decimos que el hipergrafo H es k � uniforme si rpHq � crpHq.

Observemos que en un grafo G, el co-rango y el rango coinciden y su valor es dos, de ahí que un grafo

es 2-uniforme. Como ejemplo consideremos los hipergrafos de la Figura 1.13 y de la Figura 1.14.

Definición 1.3.7. Sea H=(V,E) un hipergrafo sin vértices aislados, un camino P en H de x a y, es una

sucesión alternante de vértices e hiperaristas de la siguiente forma

x � x1e1x2e2..., xsekxk�1 � y,

tal que

x1, x2, ..., xk�1 son vértices distintos con la posibilidad de que x1 � xk�1,

e1, e2, ..., ek son hiperaristas distintas.
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Figura 1.13: Hipergrafos k-uniformes

a) b)

(a) Hipergrafo 2-uniforme. La cardinalidad de cada hiperarista es 2

(b) Hipergrafo 3-uniforme. La cardinalidad de cada hiperarista es 3

x1

x3

x2

x8

x10

x9

x7

x6

x4

x5

e1

e2
e3

e4

e5

e6

Figura 1.14: Hipergrafo de la Figura 1.11, para el cual tenemos todo lo siguiente: a) dHpx3q �
4, dHpx8q � 1, dHpx10q � 2, por decir algunos. b) Es fácil ver que δpHq � 2 y ∆pHq � 4 (debido
a que dHpx3q � 4). c) El rango de H es 4, que es la cardinalidad de e5 y es la mayor de todas mientras
que el co-rango de H es 1 debido a la cardinalidad del bucle e6. d) Observemos que el hipergrafo H no es

k-regular ni k-uniforme.
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xi, xi�1 P ei (i=1,2,...,k).

y decimos que P conecta a x con y. El entero k es la longitud del camino P y notemos que, si hay un

camino de x a y, entonces hay un camino de y a x.

Si x � x1 � xk�1 � y, el camino es llamado ciclo y si es de longitud k este ciclo se denota por Ck.

Definición 1.3.8. Un hipergrafo H se dice que es conectado si todo par de vértices x,y P V están ligados

por un camino P.

Un hipergrafo H es deconectado si no es conectado.

Definición 1.3.9. Sean x,y dos vértices de un hipergrafo, definimos la distancia de x a y como la mínima

de las longitudes de los caminos que unen a x con y, la cual denotamos por d(x,y). Si no hay tales caminos

entonces se define d(x,y)= 8.

La definición previa parece definir una métrica, sin embargo, no siempre lo es, debido a que podemos

tener un bucle en el nodo x y con esto dpx, xq � 1.

Definición 1.3.10. Sea H=(V,E) un hipergrafo, una componente conectada o conexa es un conjunto

maximal de vértices X � V , tal que, para todo x, y P X , dpx, yq � 8. Se denotan por C. Observemos que

estas componentes, vistas como subhipergrafos de H, son hipergrafos conectados.

Las componentes conectadas de un subhipergrafo son importantes, debido a que muchos resultados de la

teoría de hipergrafos bastan con probarse en tales componentes para probar su validez en todo el hipergrafo.

El diámetro de un hipergrafo H se define como la mayor distancia entre cualquier par de vértices de H,

es decir

dpHq � maxtdpx, yq : x, y P V u.

Podemos considerar el hipergrafo de la Figura 1.15 para ilustrar todos estos conceptos.
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x1
x3

x2
x6

x5

x10

x4

x9

x11

x12

x13

x7

x14

x15

e1

e2

e3

e4

e6 e5

x8

e8

e7

e9

e10

x16

C1
C5

C4

C3

C2

C3

Figura 1.15: De este hipergrafo H podemos decir lo siguiente: a) Este hipergrafo H es un hiper-
grafo no conectado, es decir, desconectado. b) Este hipergrafo contiene cinco componentes, a saber,
C1, C2, C3, C4, C5. c) P � x1e1x6e10x4, P 1 � x1e1x2e2x4 son dos caminos de x1 a x4 y dpx1, x4q � 2.
d) P � x1e1x2e2x4e10x6 es un camino de x1 a x6 de longitud tres y P 1 � x1e1x6 es un camino de x1
a x6 de longitud uno, más aún, dpx1, x6q � 1. e) La componente C2 es un ciclo de longitud tres (C3). f)

Tenemos que dpx16, x1q � 8, por ende, dpHq � 8, es decir, el diámetro de H es infinito.

Definición 1.3.11. Un hipergrafo H es completo si H � pV,E � PpV qzt∅uq.

La definición previa quiere decir que un hipergrafo completo es aquel hipergrafo que tiene por conjunto

de aristas a todos los subconjuntos de V .

Definición 1.3.12. Sea H un hipergrafo en el que |V | � n, un hipergrafo k-uniforme completo , para

2 ¤ k ¤ n, es un hipergrafo que tiene a todos sus k-subconjuntos como hiperaristas y lo denotamos por

Kk
n.

Como ejemplo de estas dos últimas definiciones consideremos los hipergrafos de la Figura 1.16.
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a) b)

d)c)

Figura 1.16: a) Hipergrafo 1-regular, 2-uniforme y es un K2
4 . b) Hipergrafo 1-regular, 3-uniforme y es un

K3
4 . c) Hipergrafo 1-regular y es unK4

4 . Si los bucles no estuvieran, entonces, el hipergrafo sería 4-regular.
d) Hipergrafo completo de 4 vértices. Observemos que son 4 vértices donde las hiperaristas son la unión

de las hiperaristas en a), b) y c).
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Terminamos la presente sección definiendo dos conceptos muy utilizados en hipergrafos: la matriz de

incidencia y la matriz de adyacencia.

Definición 1.3.13. Sean G=(V,E) un hipergrafo, con V � tx1, x2, ..., vnu el conjunto de nodos, E �

pe1, e2, ..., emq el conjunto de hiperaristas y sin vertices aislados. Definimos en H la matriz de incidencia

A � paijq, como sigue

aij �

$''''&
''''%

1 si xi P ej

0 otro caso.

(1.7)

Ejemplo 1.3.14. Consideremos el hipergrafo de la Figura 1.11, donde V � tx1, ..., x10u, entonces la

matriz de incidencia de H es la siguiente

�
����������������������������

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 1 0

�
���������������������������

(1.8)

Es fácil ver que la matiz de incidencia de cualquier subhipergrafo de H, así como de cualquier hipergrafo

parcial y cualquier subhipergrafo inducido es una submatriz de la matriz de incidenica de H, lo cual puede

consultar en [10, pags. 7-9].
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Ejemplo 1.3.15. Si ahora consideramos la Figura 1.12, entonces las matrices de incidencia de estos

cuatro hipergrafos son las siguientes (quitando los nodos aislados de cada uno).

Matriz del hipergrafo de la Figura 1.12 a) sin x6, sin x7 y sin x10.

�
����������������������������

1 0 0 � � 0

0 1 0 � � 0

1 1 1 � � 0

0 0 1 � � 0

0 1 0 � � 0

� � � � � �

� � � � � �

0 0 0 � � 1

0 1 0 � � 0

� � � � � �

�
���������������������������

(1.9)

Matriz del hipergrafo de la Figura 1.12 b) sin los nodos x1, x2, x4, x5.

�
����������������������������

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � 1 0

� � � � 1 0

� � � � 0 1

� � � � 1 0

� � � � 1 0

�
���������������������������

(1.10)
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Matriz del hipergrafo de la Figura 1.12 c) sin los nodos x1 y x4.

�
����������������������������

� � � � � �

� 1 � 0 0 0

� � � � � �

� � � � � �

� 1 � 0 0 0

� 0 � 0 1 0

� 0 � 0 1 0

� 0 � 0 0 1

� � � � � �

� 0 � 1 1 0

�
���������������������������

(1.11)

Matriz del hipergrafo de la Figura 1.12 d) .

�
����������������������������

� � � � � �

� 1 0 0 0 0

� 1 1 1 0 0

� 0 1 0 0 0

� � � � � �

� 0 0 0 1 0

� 0 0 0 1 0

� 0 0 0 0 1

� 0 1 0 1 0

� � � � � �

�
���������������������������

(1.12)
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Definición 1.3.16. Sea H � pV,Eq un hipergrafo, la matriz de adyacencia A(H) de H, se define para

cada x, y P V : x � y, la entrada ax,y � |te P E : x, y P eu| y ax,x � 0.

x15

x9x8

x10

x14 x13

x11

x12

x3x1

x7

x4

x2

x5
x6

e2

e7

e8

e4

e1

e5

e6

e9

e3

e10

Figura 1.17: Hipergrafo H con 10 hiperaristas y 15 nodos.

Ejemplo 1.3.17. Consideremos el hipergrafo de la Figura 1.17, constituido por V � tx1, ..., x15u

el conjunto de nodos y E � te1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10u el conjunto de aristas, donde

e1 � tx1, x2, x7, x8u, e2 � tx1, x2, x3, x4u, e3 � tx2, x5, x8, x9u, e4 � tx7, x8, x10, x14, x15u,

e5 � tx8, x9, x10, x14, x15, u, e6 � tx2, x5, x6, x9, x11, x12u, e7 � tx3, x4, x5, x6u, e8 �

tx4, x6, x12, x13, x14u, e9 � tx5, x9, x10, x11u y e10 � tx9, x10, x11, x12, x13, x14u, entonces, la matriz

de adyacencia se construye de la siguiente manera
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15

x1 0 2 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

x2 2 0 1 1 2 1 1 2 2 0 1 0 0 0 0

x3 1 1 0 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

x4 1 1 2 0 1 2 0 0 0 0 0 1 1 1 0

x5 0 2 1 1 0 2 0 1 3 1 2 1 0 0 0

x6 0 1 1 2 2 0 0 0 1 0 1 2 1 1 0

x7 1 1 3 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 1 1

x8 1 2 0 0 1 0 2 0 2 2 0 0 0 2 2

x9 0 2 0 0 3 1 0 2 0 3 3 2 1 2 1

x10 0 0 0 0 1 0 0 2 3 0 2 1 1 3 2

x11 0 1 0 0 2 1 0 0 3 2 0 2 1 1 0

x12 0 0 0 1 1 2 0 0 2 1 2 0 2 2 0

x13 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 2 0 2 0

x14 0 0 0 1 0 1 1 2 2 3 1 2 2 0 2

x15 0 0 0 0 0 0 1 2 1 2 0 0 0 2 0

,

resultando la siguiente matriz.
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�
���������������������������������������������

0 2 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 0 1 1 2 1 1 2 2 0 1 0 0 0 0

1 1 0 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 2 0 1 2 0 0 0 0 0 1 1 1 0

0 2 1 1 0 2 0 1 3 1 2 1 0 0 0

0 1 1 2 2 0 0 0 1 0 1 2 1 1 0

1 1 3 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 1 1

1 2 0 0 1 0 2 0 2 2 0 0 0 2 2

0 2 0 0 3 1 0 2 0 3 3 2 1 2 1

0 0 0 0 1 0 0 2 3 0 2 1 1 3 2

0 1 0 0 2 1 0 0 3 2 0 2 1 1 0

0 0 0 1 1 2 0 0 2 1 2 0 2 2 0

0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 2 0 2 0

0 0 0 1 0 1 1 2 2 3 1 2 2 0 2

0 0 0 0 0 0 1 2 1 2 0 0 0 2 0

�
��������������������������������������������

.
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Capítulo 2

Geometría y operadores geométricos

Antes de tratar con la morfología sobre grafos e hipergrafos, necesitamos introducir las bases de la

morfología matemática clásica y para esto necesitamos retomar algunos conceptos básicos de geometría.

Para mayor detalle puede consultar [12].

2.1. Nociones en Geometría

Iniciamos esta sección recordando lo que entendemos por una transformación del plano en el plano.

Definición 2.1.1. Una transformación del plano R2 en el plano R2 es una función T : R2 Ñ R2, es

decir, se define como una relación en la que se asigna a cada punto del plano un único punto en el plano.

Observemos que si A es un subconjunto de R2, la imagen de A bajo la transformación T (antes mencio-

nada) se denota por T(A) y se define como:

T pAq � tT paq : a P Au.

Es costumbre denotar esta transformación por la letra T . [12, pág. 93]. Una vez retomado este concepto,

procedemos a definir dos operaciones para cualquier subconjunto de R2.

Definición 2.1.2. La reflexión de un conjunto B, denotado por B�, es definido como sigue

B� � tw|w � �b, b P Bu.
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Se sigue fácilmente que B � pB�q�, ya que todo b en B se puede escribir como -(-b).

Definición 2.1.3. La traslación de un conjunto A por un punto z0 � px0, y0q, denotado por pAqz0 , es

definido como

pAqz0 � tw|w � a� z0, a P Au,

El elemento z0 es llamado vector de traslación.

Observemos que la reflección de B y la traslación de A son transformaciones en el plano apliacadas a

cada punto de a y b, respectivamente, lo cual podemos ver enseguida.

Si definimos a T1 como T1puq � �u, para cada u en cualquier subconjunto B de R2, entonces

obtenemos la reflección del conjunto B.

Sea z0 un punto fijo de R2, si definimos T2 como T2puq � z0�u, para cada u en A, con A subconjunto

de R2, entonces obtenemos la traslación de A por el vector z0.

Veamos algunos ejemplos de la traslación y reflección de un objeto geométrico.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos el cuadrado B determinado por los segmentos de recta (sus lados)

L1, L2, L3, L4, donde L1 � tpx, yq P R2 : x � 1, 1 ¤ y ¤ 3u, L2 � tpx, yq P R2 : y � 3, 1 ¤ x ¤ 3u,

L3 � tpx, yq P R2 : x � 3, 1 ¤ y ¤ 3u y L4 � tpx, yq P R2 : y � 1, 1 ¤ x ¤ 3u. Entonces, para

determinar la imagen de B bajo la transformación T (hallar B�), se puede hacer lo siguiente.

Primero observemos que el cuadrado B se puede escribir como

B � tpx, yq P R2 : 1 ¤ x ¤ 3, 1 ¤ y ¤ 3u,

dado que T(u)=-u, entonces px1, y1q � T px, yq � �px, yq � p�x,�yq, de ahí que x1 � �x , y1 � �y,

por lo tanto �x1 � x , �y1 � y, de ahí tenemos que

B� � tpx1, y1q P R2 : 1 ¤ �x1 ¤ 3, 1 ¤ �y1 ¤ 3u

� tpx1, y1q P R2 : �3 ¤ x1 ¤ �1,�3 ¤ y1 ¤ �1u,
(2.1)

que no es otra cosa más que el cuadrado B� cuyos lados son L�1 � tpx1, y1q : x1 � �1,�3 ¤ y1 ¤

�1u, L�2 � tpx1, y1q : y1 � �3,�3 ¤ x1 ¤ �1u, L�3 � tpx1, y1q : x1 � �3,�3 ¤ y1 ¤ �1u y

L�4 � tpx1, y1q : y1 � �1,�3 ¤ x1 ¤ �1u (Ver Figura 2.1).
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Consideremos ahora el cuadrilátero B determinado por los segmentos de recta (sus lados)

L1, L2, L3, L4, donde L1 � tpx, yq P R2 : x � �3, 1 ¤ y ¤ 6u, L2 � tpx, yq P R2 : �3 ¤ x ¤ 0, 5 ¤

y ¤ 6u, L3 � tpx, yq P R2 : 0 ¤ x ¤ 1, 3 ¤ y ¤ 5u y L4 � tpx, yq P R2 : �3 ¤ x ¤ 1, 1 ¤ y ¤ 3u.

Entonces, para determinar la imagen de B bajo la transformación T (hallar B�), se determina primero la

imagen de cada lado de B.

Ya sabemos que �x1 � x , �y1 � y, de ahí que, tenemos lo siguiente para cada lado de B.

Para L1. T pL1q � tT px, yq : x, y P L1u � tT px, yq : x � 1, 1 ¤ y ¤ 3u � tpx1, y1q : �x1 �

1, 1 ¤ �y1 ¤ 3u � tpx1, y1q : x1 � �1,�3 ¤ y1 ¤ �1u � L�1 .

Para L2. T pL2q � tT px, yq : y � 3, 1 ¤ x ¤ 3u � tpx1, y1q : y1 � �3,�3 ¤ x1 ¤ �1u � L�2 .

Para L3. T pL3q � tT px, yq : x � 3, 1 ¤ y ¤ 3u � tpx1, y1q : x1 � �3,�3 ¤ y1 ¤ �1u � L�3 .

Para L4. T pL4q � tT px, yq : y � 3, 1 ¤ x ¤ 3u � tpx1, y1q : y1 � �1,�3 ¤ x1 ¤ �1u � L�4 .

Una vez hecho esto, se concluye que T(B) ó B�, es el conjunto de todos los puntos u1 dentro del

cuadrilátero determinado por los segmentos de recta L�1 , L
�
2 , L

�
3 y L�4 (Ver Figura 2.1).

(1,1) (3,1)

(3,3)(1,3)
B

B*
(-3,-3)

(-3,-1) (-1,-1)

(-1,-3)

(-3,1)

(-3,6)

(1,3)

(0,5)

B

B*

(3,-6)

(3,-1)

(-1,-3)

(0,-5)

L1

L2

L3

L4

L1
*

L2
*

L3
*

L4
*

L1

L2

L3

L4

L1
*

L2
*

L3
*

L4
*

Figura 2.1: Ejemplo de dos conjuntos B y B�. Del lado izquierdo el conjunto B , donde sus cuatro lados
quedan determinados por los puntos (1,3), (1,1), (3,3) y (3,1). Del lado derecho el conjunto B, donde sus

cuatro lados quedan detrminados por los puntos (-3,1), (-3,6), (0,5) y (1,3).
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Podría ocurrir que B sea igual a B� como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos el círculo B � tpx, yq : 0 ¤ x2 � y2 ¤ d2u. Deseamos obtener B�, lo

cual se hace de la siguiente manera.

Sabemos que �x1 � x,�y1 � y, además, dado que p�x2q � x2 se sigue que

T pBq � tT px, yq : x, y P Bu � tpx1, y1q : 0 ¤ t�x1u2 � t�y1u2 ¤ d2u

� tpx1, y1q : 0 ¤ x1
2
� y1

2
¤ d2u,

(2.2)

por lo que obtenemos que B � B� (Ver Figura 2.2 lado izquierdo).

De igual forma podemos hacer lo mismo con un cuadrado centrado en el origen de longitud de lado d

(Ver Figura 2.2 lado derecho).

B=B*  

r=d

B=B*  

L=d

o o

Figura 2.2: Dos conjuntos en los que B � B�, observe que ambos se encuentran centrados en el origen.
Del lado izquierdo un círculo de radio d. Del lado derecho un cuadrado de longitud de lado d.

De igual forma podemos calcular analíticamente el desplazamiento de un conjunto B.

Ejemplo 2.1.6. Consideremos un círculo B de radio d, con centro en c � p2,�1q, con los puntos de

traslación p � p�10,�15q, q � p15,�15q y r � p20, 10q (Figura 2.3 a)). Para p tenemos que T puq �

u� p, de donde px1, y1q � T px, yq � px, yq � p�10,�15q, de ahí que x � x1 � 10, y � y1 � 15, por tanto

tenemos lo siguiente

T pBq � tT px, yq : 0 ¤ x� 22 � y � 12 ¤ d2u

� tpx1, y1q : 0 ¤ x1 � 10
2
� y1 � 15

2
¤ d2u

� pBqp,

(2.3)
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lo cual es un círculo de radio d con centro en p�10,�15q � p (Ver Figura 2.3 c)).

Se puede verificar también que

Para q � p15,�15q, pBqq � tpx1, y1q : 0 ¤ x1 � 15
2
� y1 � 15

2
¤ d2u,

lo cual es un círculo de radio d y con centro en p15,�15q � q (Ver Figura 2.3 d)).

Para r � p20, 10q, pBqr � tpx1, y1q : 0 ¤ x1 � 20
2
� y1 � 10

2
¤ d2u,

lo cual es un círculo de radio d y con centro en p20, 10q � q (Ver figura 2.3 b)).

r=(20,10) r=(20,10)

B (B)r

q=(15,-15)p=(-10,-15)

(B)q

(B)p
q=(15,-15)p=(-10,-15)

c=(2,-1)
o

o o

o

a) b)

c) d)

Figura 2.3: a) Conjunto B y sus distintos desplazamientos por los puntos p, q y r. b) Desplazamiento de B
por el vector r y el vector r. c) Desplazamiento de B por el vector p y el vector p. d) Desplazamiento de B

por el vector q y el vector q.
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Ejemplo 2.1.7. Consideremos el cuadrilátero formado por los segmentos de recta (sus lados)

L1, L2, L3, L4, donde L1 � tpx, yq P R2 : x � �3, 1 ¤ y ¤ 6u, L2 � tpx, yq P R2 : �3 ¤ x ¤

0, 5 ¤ y ¤ 6u, L3 � tpx, yq P R2 : 0 ¤ x ¤ 1, 3 ¤ y ¤ 5u, L4 � tpx, yq P R2 : �3 ¤ x ¤ 1, 1 ¤ y ¤ 3u

y los puntos de traslación p � p�2,�3q, q � p5,�5q y r � p4, 1q (Figura 2.4 a)). Para p tenemos que

T puq � u � p, de donde px1, y1q � T px, yq � px, yq � p�2,�3q, de ahí que x � x1 � 2, y � y1 � 3, por

tanto tenemos lo siguiente

T pL1q � tpx1, y1q P R2 : x1 � 2 � �3, 1 ¤ y1 � 3 ¤ 6u � tpx1, y1q P R2 : x1 � �5,�2 ¤ y1 ¤

3u � pL1qp.

T pL2q � tpx1, y1q P R2 : �3 ¤ x1 � 2 ¤ 0, 5 ¤ y1 � 3 ¤ 6u � tpx1, y1q P R2 : �5 ¤ x1 ¤ �2, 2 ¤

y1 ¤ 3u � pL2qp.

T pL3q � tpx1, y1q P R2 : 0 ¤ x1 � 2 ¤ 1, 3 ¤ y1 � 3 ¤ 5u � tpx1, y1q P R2 : �2 ¤ x1 ¤ �1, 0 ¤

y1 ¤ 2u � pL3qp.

T pL4q � tpx1, y1q P R2 : �3 ¤ x1 � 2 ¤ 1, 1 ¤ y1 � 3 ¤ 3u � tpx1, y1q P R2 : �5 ¤ x1 ¤

�1,�2 ¤ y1 ¤ 0u � pL4qp.

Una vez hecho esto, se concluye que T(B) ó pBqp, es el conjunto de todos los puntos u1 dentro del

caudrilátero determinado por los segmentos de recta pL1qp, pL2qp, pL3qp y pL4qp (Figura 2.4 c)). De igual

forma se puede hacer para q y r, obteniendo así pBqq (Figura 2.4 d)) y pBqr (Figura 2.4 b)).

Ejemplo 2.1.8. Consideremos el cuadrado centrado en el origen, delimitado por los segmentos de recta

L1, L2, L3 y L4, con los vectores de desplazamiento p � p�2,�3q, q � p5,�5q y r � p4, 1q (Ver Figura

2.5 a)). La forma de calcular pBqr (Figura 2.5 b)), Bp (Figura 2.5 c)) y Bq (Figura 2.5 d)) es como en

el ejemplo previo del cuadrilátero, o bien, ir describiendo al cuadrado como se le hizo en la Figura 2.1 y

aplicar T para obtener así estos resultados.
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(-3,1)

(-3,6)

(1,3)

(0,5)

a) b)

c) d)

(-1,0)

(-5,-2)

(-2,2)

(-5,3)

(2,-4)

(6,2)

(5,0)

(2,1)

B

r=(4,1)

p=(-2,-3)

q=(5,-5)

(1,2)

(5,4)

(4,6)

(1,7)

(B)p

(B)r

(B)q

r=(4,1)

q=(5,-5)

p=(-2,-3)

L1

L2

L3

L4

(L1)p

(L2)p

(L3)p

(L4)p

o

o o

o

Figura 2.4: a) Conjunto B y sus distintos desplazamientos por los puntos p, q y r. b) Desplazamiento de B
por el vector r y el vector r. c) Desplazamiento de B por el vector p y el vector p. d) Desplazamiento de B

por el vector q y el vector q.
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r=(4,2) r=(4,2)

q=(3,-3)p=(-2,-3)

(B)q
(B)p

q=(3,-3)p=(-2,-3)

o

o o

o
L1

L2

L3

L4

(L1)p

(L2)p

(L3)p

(L4)p

a) b)

c) d)

B

(B)r

Figura 2.5: a) Conjunto B y sus distintos desplazamientos por los puntos p, q y r. b) Desplazamiento de B
por el vector r y el vector r. c) Desplazamiento de B por el vector p y el vector p. d) Desplazamiento de B

por el vector q y el vector q.

32



Geometría y operadores geométricos
2.2 Dilatación

Antes de ingresar a la siguiente sección, es necesario hacer las siguientes observaciones.

La Figura 2.3 y la Figura 2.5 tienen en común que, dado B y sus vectores de desplazamiento (p, q

y r), se tiene que los vectores de desplazamiento quedan contenidos dentro de pBqp, pBqq y pBqr

(respectivamente), caso contrario en la Figura 2.4.

En particular, en la Figura 2.5 podemos observar que el cuadrado se encuentra centrado en el origen

y obtenemos cuadrados centrados al ser desplazados por cada vector de desplazamiento.

La primera observación se debe a que el origen, o � p0, 0q, está contenido en B, lo cual podemos

verificar con el siguiente Lema.

Lema 2.1.9. Sean B cualquier subconjunto de R2 y z0 un punto fijo de R2, si el origen está contenido

en B, entonces z0 queda contenido en pBqz0 .

Demostración. Dado que o P B y z0 � o� z0, se sigue que z0 P pBqz0 .

Más aún, para cualquier subconjunto C de R2, si z0 P C, entonces pBqz0 X C � ∅.

Una última observación es que si o P B entonces o P B� pues o � p0, 0q � p�0,�0q � �o.

2.2. Dilatación

Con las operaciones vistas en la sección previa podemos definir las siguientes operaciones morfológicas

clásicas fundamentales, a saber, dilatación, erosión, apertura y cierre, las cuales puede consultar ampliamen-

te en [7] y [9].

Definición 2.2.1. Dados A y B subconjuntos de R2, con o � p0, 0q P B, la dilatación de A por B se

define como sigue

A`B � tz|pB�qz XA � ∅u.

Esta definición es válida por el Lema 2.1.9. previo y su posterior observación. Este mismo Lema también

nos permite demostrar lo siguiente.

Proposición 2.2.2. A � A`B.

Demostración. Sea a P A, como o P B, entonces por el Lema previo tenemos que pBqa X A � ∅, por lo

tanto a P A`B.
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La dilatación de A por B resulta ser el conjunto de todos los z que, al desplazar aB� con estos vectores,

tenemos que la interseccón de pB�qz con A es no vacía. El conjunto B es llamado elemento estructurante

de la dilatación. Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos como elemento estructurante un cuadrado B centrado en el origen, de

longitud de lado l � d{4 y consideremos también los puntos p,q,r y s (sus esquinas), con las siguientes

componentes: p � p�d{8, d{8q, q � pd{8, d{8q, r � pd{8,�d{8q y s � p�d{8,�d{8q. Observemos que

podemos describir a B como el conjunto tpx, yq P R2 : �d{8 ¤ x ¤ d{8,�d{8 ¤ y ¤ d{8u (Ver Figura

2.6 a)).

Consideremos ahora al cuadrado A, centrado en el punto C � p18, 0q, de longitud de lado L � d

y los puntos p1,q1,r1 y s1 (sus esquinas), con las siguientes componentes: p1 � p18 � d{2, d{2q, q1 �

p18� d{2, d{2q, r1 � p18� d{2,�d{2q y s1 � p18� d{2,�d{2q. Observemos que podemos describir a A

como el conjunto tpx, yq P R2 : 18� d{2 ¤ x ¤ 18� d{2,�d{2 ¤ y ¤ d{2u (Ver Figura 2.6 b)).

o

B=B*  

a)

l=d/4

p q

rs

p1

s1

q1

r1

C=(18,0)

L=d

A  
b)

Figura 2.6: Conjunto A y su elemento estructurante B. a) Cuadrado estructurante B centrado en el origen,
de longitud de lado l � d{4 y sus cuatro puntos (esquinas). b) Cuadrado A centrado en C, de longitud de

lado L � d y sus cuatro puntos (esquinas).

Procedemos a calcular A ` B (Ver Figura 2.7). Tenemos que hallar todos los puntos z de tal forma

que, desplazando a B� (B � B�) con estos puntos, la intersección de B� con A sea distinta del vacío.

Ya sabemos que A queda contenido en A`B, es decir, que todo punto en A hace que la intersección de

A con B sea distinta del vacío, por lo que tenemos que buscar puntos fuera de A.

Coloquemos los siguientes puntos (vectores de desplazamiento) en A: z1 � p18 � d{2, 0q, z2 �

p18, d{2q, z3 � p18 � d{2, 0q y z4 � p18,�d{2q, con su respectivo desplazamiento hacia B�,

pB�qz1 , pB
�qz2 , pB

�qz3 y pB�qz4 . Como B se encuentra centrado en el origen, entonces B queda cen-

trado en cada punto z1, z2, z3 y z4, es decir, pB�qz1 , pB
�qz2 , pB

�qz3 y pB�qz4 tienen por centro sus
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vectores de desplazamiento (Ver Figura 2.7 a)). Más aún, como los puntos z1, z2, z3 y z4 están en el

borde del cuadrado, la mitad de estos cuadrados (pB�qz1 , pB
�qz2 , pB

�qz3 y pB�qz4 ) quedan fuera de

A y la otra mitad dentro. Esto es importante, dado que esto nos permite observar que puntos tomar

fuera de A (que tanto podemos alejarnos de A) de tal forma que al desplazar B� por estos puntos,

la intersección de B� con A sea distinto del vacío, y, esto es que, tanto el borde de A como el bor-

de de B� se intersecten. Para que esto suceda, sólo podemos sacar el cuadrado otra mitad, es decir,

si el cuadrado completo mide de lado d{4, entonces, sólo podemos sacarlo o situar puntos a una dis-

tancia de pd{4q{2 � d{8 con respecto al borde de A. Algunos puntos (vectores de desplazamiento) son

los siguientes: z�1 � z1 � pd{8, 0q � p18 � d{2 � d{8, 0q, z�2 � z2 � p0, d{8q � p18, d{2 � d{8q,

z�3 � z3 � pd{8, 0q � p18 � d{2 � d{8, 0q y z�4 � z4 � p0, d{8q � p18,�d{2 � d{8q. Cada uno de

estos vectores de desplazamiento hacen que B� quede centrado en ellos e intersectando el borde (externo)

de A, sin embargo, hay más puntos fuera de A que hacen que B� quede tocando el borde de A. Si nos

fijamos en z�1 y nos movemos en su componente y , estaremos recorriendo y tomando puntos sobre la recta

x � 18� d{2� d{8, en donde cada punto es un vector de desplazamiento y centro para B�, sin embargo,

no todos los puntos sobre esta recta cumplen con que, al desplazar B� con estos puntos, hagan que la in-

tersección de B� con A sea distinto del vacío. Podemos, por ejemplo, recorrer la recta x � 18� d{2� d{8

hacia las componentes negativas y tomar como último punto al punto que haga que s1 toque la esquina

del cuadrado B� (Ver Figura 2.7 b)). Para hallar tal punto, nos fijamos en la componente y de s1 y nos

bajamos sobre esta componente una longitud igual a la mitad de la longitud del lado del cuadrado B�, a

saber d{8, localizándonos en el punto con coordenadas p18� d{2,�d{2� d{8q y luego nos movemos a la

izquierda, sobre su componente x la misma longitud (llegando así al centro de pB�qs1 ), obteniendo así el

punto deseado: s�1 � p18 � d{2 � d{8,�d{2 � d{8q, es decir, el punto del cual ya no podemos alejarnos

más sobre la recta x � 18� d{2� d{8 en componentes negativas, de lo contrario, cualquier punto tomado

ocasionaría que la intersección de A con B� sea vacía. Similarmente se puede hacer ésto con p1,q1 y r1,

logrando así hallar los puntos p�1 � p18 � d{2 � d{8, d{2 � d{8q,q�1 � p18 � d{2 � d{8, d{2 � d{8q y

r�1 � p18� d{2� d{8,�d{2� d{8q (Ver Figura 2.7 c)), los cuales nos permiten describir a A` B como

el (cuadrado) conjunto tpx, yq : 18 � d{2 � d{8 ¤ x ¤ 18 � d{2 � d{8,�d{2 � d{8 ¤ y ¤ d{2 � d{8u

(Ver Figura 2.7 d)).

Observemos que, en resumen, el cuadrado A creció de cada lado una longitud de d{8, que es la mitad

de la longitud del cuadrado B.

La idea principal del ejemplo anterior fue hallar todos los puntos fuera de A, de tal forma que el cuadrado
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(B*)z3  
C=(18,0)

} d/4

}

d/8

}

d/8

} d/8

z1z*1

z2

z3

z4

z*2

z*3

z*4

A  A  

A  

A  B  
b)a)

d)c)

C=(18,0)

p*1

s*1

q*1

r*1

x=18-d/2-d/8

p*1

s*1 r*1

q*1

C=(18,0)

p1 q1

s1 r1

p1

s1

Figura 2.7: Procedimiento de dilatación de A por B. a) Conjunto B desplazado por los puntos z1,z2,z3 y
z4 . b) Hallar puntos fuera de A pertenecientes a A`B. c) Puntos que podemos tomar fuera y dentro de A

pertenecientes a A`B. d) Resultado final, A`B.

B � B� se mueva fuera de A, cumpliendo la condición de que siempre halla intersección con el borde

externo de A (perímetro externo de A). Esta idea es muy útil, ya que esto nos permite hallar más fácil,

geométricamente hablando, al conjunto A`B, para distintos A y B.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos ahora dos círculos (Ver Figura 2.8), el primero, un círculo B de radio

r0 � d{8, centrado en el origen (Ver Figura 2.8 a)) y otro círculo A, de radio r1 � d{2, centrado en el

36



Geometría y operadores geométricos
2.2 Dilatación

puntoC � p18, 0q. Podemos incluso localizar los puntos p � p18�d{2, 0q,q � p18, d{2q, r � p18�d{2, 0q

y s � p18,�d{2q (Ver Figura 2.8 b)).

o

r0=d/8

C=(18,0)

B=B*  A  

a)

b)

r1=d/2

p

s

q

r

Figura 2.8: Conjunto A y su elemento estructurante B. a) Círculo estructurante B centrado en el origen, de
radio r0 � d{8. b) Círculo A centrado en C, de radio r1 � d{2 y sus cuatro puntos.

Procedamos a hallar A ` B. Lo primero que vemos es que B � B�. Ya sabemos que A � A ` B

y también, como B está centrado en el origen, pB�qp, pB
�qq, pB

�qr y pB�qs quedan centrados en p,q,r

y s respectivamente (Ver Figura 2.9 a)). Como la idea principal es mover o desplazar a B� fuera de

A, sin dejar que haya intersección de B� con el perímetro de A, geométricamente vamos obteniendo

una círcunfernecia alrededor de A conforme desplazamos B� por el perímetro de A, por lo tanto, en

A ` B resultarán aquellos puntos que queden sobre y dentro de ésta circunferencia (Ver Figura 2.9 b)).

Para hallar todos estos puntos, observemos que la distancia que hay entre esta nueva circunferencia con

respecto a la circunferencia de A es de d{8. Esto es posible saberlo con ayuda de cualquiera de algunos de

los puntos p,q,r o s. Si tomamos al punto p, al desplazar B� por el perímetro de A , de tal forma que B�

quede centrado en un punto p1 sobre el eje X, es fácil calcular la distancia de p a p1 (distancia que es la

buscada para describir la nueva circunferencia), la cual es la longitud del radio de B�,a saber d{8 (Ver

Figura 2.9 c)). Por lo tanto, A ` B es el círculo de radio r � d{2 � d{8, centrado en C y que podemos

describir analíticamente como el conjunto tpx, yq : 0 ¤ px�18q2�y2 ¤ pd{2�d{8q2u (Ver Figura 2.9 d)).

Si bien la descripción analítica de A ` B es importante, nos interesa también la representación geo-

métrica que ésta nos proporciona, por lo que en los siguientes ejemplos presentamos un conjunto B como

elemento estructurante centrado en el origen y un conjunto A no descrito analíticamente pero que aún así

es posible obtener A`B sin tanto análisis.
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C

(B*)q  

(B*)p  

(B*)r  

(B*)s  

A  A  
C

qq

rr

s

s

q

p p

A  
C

}

}

d/8

d/8

C=(18,0)

A  B  

a) b)

c) d)

p

r=d/2 +d/8

p'

p'

Figura 2.9: Procedimiento de dilatación de A por B. a) Conjunto B desplazado por los puntos p,q,r y s . b)
Desplazamiento tangencial de B� por el perímetro de A. c) Puntos que podemos tomar fuera y dentro de A

pertenecientes a A`B. Resultado final, A`B.

Consideremos los dos últimos ejemplos siguientes.

Ejemplo 2.2.5. Consideramos un círculo B centrado en el origen, de diámetro D � d{4 (radio d{8) y

un triángulo equilátero de longitud de lado L � d. Sabemos que B � B�, por lo tanto, A`B se ve como

en la Figura 2.10.

Ejemplo 2.2.6. Consideremos ahora un círculo B centrado en el origen, de diámetro D � d{4 (radio

d{8) y consideremos la figura geométrica como en al Figura 2.11 b). Procedemos a calcular A ` B

sabiendo que B � B�, por lo que el proceso y el resultado se muestra en la Figura 2.11 d).
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B=B*  

D=d/4 A  

L=d

o

A  B  

} }
d/8

d/8

d/8}

A  

a)

b)

c)

d)

Figura 2.10: Procedimiento de dilatación de A por B. a) Conjunto B � B� centrado en el origen. b)
Conjunto A. c) Desplazamaiento de B� por el perímetro de A, obteniendo así los puntos hasta donde

desplazar B� (línea punteada). d) Resultado final, A`B.

Terminamos esta sección mencionando la siguiente proposición que es equivalente a la definición de

dilatación.

Proposición 2.2.7. A`B �
�

bPBpAqb.
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B=B*  

D=d/4

A  

d

o

A  B  

}
a)

b)

c)

d)

A  

d

d/2d/2

d+d/4

d/4

3d/43d/4

d/4

Figura 2.11: Procedimiento de dilatación de A por B. a) Conjunto B � B� centrado en el origen. b)
Conjunto A. c) Desplazamaiento de B� por el perímetro de A, obteniendo así los puntos hasta donde

desplazar B� (línea punteada). d) Resultado final, A`B.
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2.3. Erosión

Como vimos en la sección previa, lo que hace la dilatación es expandir una imagen, darle más área,

aunque por su parte y como veremos, la erosión encoge la figura.

Definición 2.3.1. Sean A,B subconjuntos de R2, con o P B, la erosión de A por B, denotada por

AaB, se define como sigue

AaB � tz|pBqz � Au.

En otras palabras, la erosión de A por B es el conjunto de todos los puntos z, tal que, B trasladado por

z queda contenido en A. Una rápida observación es la que sigue.

Proposición 2.3.2. AaB � A.

Demostración. Dado que o P B, se tiene que cada vector de desplazamiento z, para B, se queda dentro de

pBqz � A.

Consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos el ejemplo de la Figura 2.6, es decir, consideremos como elemento es-

tructurante al cuadrado B centrado en el origen, de longitud de lado l � d{4 y al cuadrado A, centrado en

el punto C � p18, 0q, de longitud de lado L � d. Para hallar la erosión de A por B se procede casi igual

que como se procede para calcular la dilatación de A por B, es decir, desplazar a B� dentro de A , de tal

forma que B� quede contenido en A y encontrar los puntos dentro de A que hagan que B� interseccione

el borde interno de A. Esta idea nos permitirá describir analíticamente la erosión de A por B (Ver Figura

2.12).

Sea z1 � p18 � 3d{8, 0q, entonces pB�qz1 queda centrado en z1 pero de tal forma que la mitad del

cuadrado de pB�qz1 queda por encima del eje X y la otra mitad por debajo y tocando el borde interno de

A, esto debido a que hemos situado a z1 justo a una distancia de 3d{8 unidades de C, y, al quedar centrado

pB�qz1 en z1, provoca que una de sus mitades quede a una distancia de d{8 de z1, lo cual, sumado con

3d{8 da como resultado 4d{8 � d{2, que es justo la distancia de C a su lado (segmento de recta) l1, el cual

está contenido en la recta x � 18�d{2, de ahí que, pB�qz1 toca el borde interno de A (Ver Figura 2.12 a)).

Deseamos así obtener todos los puntos (vectores de desplazamiento) que pasen por la recta que contiene a

z1 y que es paralela a l1 (la recta x � 18�3d{8), de tal forma que al desplazar pB�q por estos puntos siga

quedando contenido en A, para esto, podemos ayudarnos de los puntos z2 � p18, 3d{8q, z3 � p18�3d{8, 0q
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y z4 � p18,�3d{8q. Observemos que pB�qz2 , pB�qz3 y pB�qz4 quedan, de igual forma que pB�qz1 ,

centrados en sus respectivos puntos y tocando el borde interno de A, más aún, cada uno intersecciona cada

lado diferente de A, es decir, pB�qz2 intersecciona a l2, pB�qz3 intersecciona a l3 y pB�qz4 intersecciona

a l4. Esto genera otras tres rectas, la recta y � 3d{8, que conitene a z2, la recta y � �3d{8, que contiene

a z3 y la recta x � 18� 3d{8, que contiene a z4. Las intersecciones de estas cuatro rectas son las que nos

van a ayudar a delimitar hasta qué puntos tomar dentro de A. Por ejemplo, la intersección de las rectas

x � 18� 3d{8 con la recta y � �3d{8, es justamente el punto s2 � p18� 3d{8,�3d{8q, el cual, se queda

a una distancia de d{8 de intersectar tanto a l1 como a l4, es decir, en ese punto todavía podemos centrar

a pB�q, de tal forma que quede contenido en A (Ver Figura2.12 b)). Las otras intersecciones proporcionan

los puntos p2, q2 y r2, que son los puntos hasta donde podemos centrar pB�q sin que salga de A (Ver

Figura 2.12 c) , obteniendo así la erosión de A por B. Podemos describir a esta erosión como el cuadrado

(conjunto) tpx, yq : 18� 3d{8 ¤ x ¤ 18� 3d{8,�3d{8 ¤ y ¤ 3d{8u (Ver Figura 2.12 d)).

Ejemplo 2.3.4. Consideremos también el ejemplo de la Figura 2.8, es decir, consideremos los círculos

B de radio r0 � d{8, centrado en el origen (Ver Figura2.8 a) ) y el otro círculo A de radio r1 � d{2 y

centrado en el punto C � p18, 0q (Ver Figura2.8 b)), luego, deseamos la erosión de A por B (Ver Figura

2.13).

Podemos situar los puntos p � p18� 3d{8, 0q, q � p18, 3d{8q, r � p18� 3d{8, 0q y s � p18,�3d{8q y

sus respectivos pB�qp, pB�qq , pB�qr y pB�qs, y, al igual que en ejemplo previo, todos intersectan (tangen-

cialmente en este caso) el borde interno de A, a saber, en los puntos p� � p18� d{2, 0q, q� � p18, 3d{8q,

r� � p18 � d{2, 0q y s� � p18,�3d{8q. (Ver Figura 2.13 a)) El desplazar a pB�q por el borde interno

de A provocará intersecciones tangenciales, más aún, resultará una circunferencia centrada en C pero de

menor radio (Ver Figura 2.13 b)). Es posible conocer el nuevo radio de la circunferencia, dado que pB�qp

queda centrado en p � p18 � 3d{8, 0q, la longitud del radio decrece en la mitad del radio de pB�q � B,

a saber d{8 (Ver Figura 2.13 c)). Por lo tanto, la erosión de A por B resulta en el círculo (conjunto)

tpx, yq : 0 ¤ px� 18q2 � y2 ¤ p3d{8q2u, donde 3d{8 � d{2� d{8 (Ver Figura 2.13 d)).

Como mencionamos anteriormente, si bien la descripción analítica de AaB es importante, nos intere-

sa también la representación geométrica que ésta nos proporciona, por lo que en los siguientes ejemplos

presentamos un conjunto B como elemento estructurante centrado en el origen y un conjunto A no descrito

analíticamento pero siendo posible obtener, geométricamente hablando, la erosión de A por B.
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Figura 2.12: Procedimiento de erosión de A por B. a) pB�qz1 intersecciona el borde interno de A. b)
Desplazamaiento de B� por el perímetro de A, con los posibles puntos hasta donde desplazar B� (línea
punteada). c) Obtención de todos los puntos hasta donde desplazarB� (línea punteada). d) Resultado final,

AaB.
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Figura 2.13: Procedimiento de erosión de A por B. a) Desplazamaiento de B� sobre el perímetro interno
de A. b) El desplazamaiento de B� por el perímetro interno de A genera una nueva circunferencia. c)
Obtención de todos los puntos hasta donde es posible desplazar B� para que este quede contenido en A

(circunferencia punteada). d) Resultado final, AaB.
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Ejemplo 2.3.5. Consideramos un círculo B centrado en el origen, de diámetro D � d{4 (radio d{8) y

un triángulo equilátero de longitud de lado L � d. Sabemos que B � B�, por lo tanto, AaB se ve como

en la Figura 2.14.

B=B*  

D=d/4

A  

L=d

o

A  B  

} }

d/8

d/8

d/8

}

A  

a)

b)

c) d)

Figura 2.14: Procedimiento de erosión de A por B. a) ConjuntoB � B� centrado en el origen. b) Conjunto
A. c) Desplazamaiento de B� por el perímetro de A, obteniendo así los puntos hasta donde desplazar B�

de tal forma que quede contenido en A (línea punteada). d) Resultado final, AaB.
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Ejemplo 2.3.6. Consideremos ahora un círculo B centrado en el origen, de diámetro D � d{4 (radio

d{8) y consideremos la figura geométrica que podemos ver en la Figura 2.15 b). Procedemos a calcular

AaB, por lo que el proceso y el resultado se muestran en la Figura 2.15.

B=B*  

D=d/4

A  

d

o

}

}

}

}

}
a)

b)

c)

A  B  

d)

A  

d

d/2d/2

d+d/4

d/4

3d/43d/4

d/4

d/8

d/8

d/8 d/4

Figura 2.15: Procedimiento de erosión de A por B. a) ConjuntoB � B� centrado en el origen. b) Conjunto
A. c) Desplazamaiento de B� por el perímetro de A, obteniendo así los puntos hasta donde desplazar B�

de tal forma que siga quedando contenido en A (línea punteada). d) Resultado final, AaB.
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La dilatación y la erosión son duales con respecto a la reflexión y el complemento de conjuntos, esto es

pAaBq
c
� Ac ` B̂. (2.4)

Demostración. Tenemos por definición que

pAaBq
c
� tz|pBqz � Au

c
,

dado que pBqz � A, se cumple que pBqz XAc � ∅, así

pAaBq
c
� tz|pBqz XAc � ∅uc.

Pero el complemento del conjunto de los z que satisfacen que pBqz X A � ∅, es el conjunto de los z

tales que pBqz XA � ∅, de ahí que

pAaBq
c
� tz|pBqz XAc � ∅u,

dado que ˆ̂
B � B, se sigue que

tz|pBqz XAc � ∅u � tz|p
ˆ̂
Bqz XAc � ∅u � Ac ` B̂.

Una definición equivalente a la de erosión es la siguiente.

Proposición 2.3.7. AaB �
�

bPBpAq�b.

Terminamos esta sección con el siguiente teorema.

Teorema 2.3.8. Sean X,Y,B � R2, con B un conjunto estructurante, entonces

X `B � Y ðñ X � Y aB.

Básicamente dice que la dilatación de X por el elemento estructural B queda contenido en el conjunto

Y si y sólo si el conjunto X queda contenido en la erosión del conjunto Y por elemento estructural B.
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2.4. Apertura y Cierre

Otras dos operaciones morfológicas importantes son la apertura y el cierre. La apertura, por lo general,

adelgaza el contorno de un objeto, elimina pequeñas protuberancias y elimina istmos estrechos, por su

parte, el cierre, aunque también trata de adelgazar contornos, a diferencia de la apertura, generalmente une

las roturas estrechas, elimina los agujeros pequeños y llena los huecos en el contorno.

Definición 2.4.1. La apertura de un conjunto A, creada por un elemento estructurante (conjunto) B ,

denotada por A �B , se define como sigue

A �B � pAaBq `B.

Entonces, la apertura de A por B es la erosión de A por B y a este resultado se le aplica la dilatación por

B.

La apertura bien puede ser expresada como sigue.

Proposición 2.4.2.

A �B �
¤
tpBqz|pBqz � Au �

¤
pBqz�A

pBqz.

En efecto.

Demostración. x P A �B ðñ x P tz|pB�qz XpAaBq � ∅u ðñ pB�qxXpAaBq � ∅ ðñ Dp :

p P pB�qx X pA a Bq ðñ Dp : p � x � b, p.a. b P B y p P A a B ðñ Dp : x � p � b y pBqp � A

ðñ Dp : x P pBqp � A ðñ x P
�
tpBqz|pBqz � Au.

Esto quiere decir que la apertura de A por un conjunto B puede expresarse y verse como un proceso de

llenado, más aún, dada esta igualdad podemos observar que A � B � A, esto se sigue del hecho de que

A �B es la unión de subconjuntos contenidos en A.

Dado que tanto la apertura como el cierre de un conjunto A son operaciones que ocupan erosión y

después dilatación o dilatación seguido de una erosión, respectivamente, ocuparemos los ejemplos vistos

anteriormente y sin ser tan explícitos en su análisis.

Ejemplo 2.4.3. Consideremos nuevamente como elemento estructurante al cuadrado B centrado en

el origen, de longitud de lado l � d{4 y al cuadrado A centrado en el punto C � p18, 0q y de longitud

de lado L � d, por lo que la dilatación de A por B resulta en el cuadrado descrito por el conjunto
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tpx, yq : 18� d{2� d{8 ¤ x ¤ 18� d{2� d{8,�d{2� d{8 ¤ y ¤ d{2� d{8u, el cuál podemos ver en

la Figura 2.7 d), por lo tanto, la apertura de A por B la podemos ver en la Figura 2.16 e).

o
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B=B*  
p q
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d)

e)
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a)

b)
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L=d
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A  B  

(A  B)  B  

=  

C=(18,0)

p*1 q*1

s*1 r*1
}

A  

}

} }

Figura 2.16: Procedimiento de apertura de A por B. a) Elemento estructurante B � B� centrado en el
origen. b) Conjunto A. c) erosión de A por B. d) Desplazamaiento de B� por el perímetro externo de A,
obteniendo así los puntos hasta donde desplazar B� (línea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos

que (AaBq `B � A.
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Ejemplo 2.4.4. Nuevamente consideremos dos círculos, el círculo B de radio r0 � d{8 y centrado en

el origen (Ver Figura 2.8 a)), y el otro círculo A, de radio r1 � d{2 y centrado en el punto C � p18, 0q (Ver

Figura 2.8 b)), luego, la erosión de A por B resulta en el círculo (conjunto) tpx, yq : 0 ¤ px� 18q2 � y2 ¤

p3d{8q2u, donde 3d{8 � d{2� d{8 (Ver Figura 2.13 d)), por lo que la apertura de A por B la podemos ver

en la Figura 2.17 e).
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A  
r1=d/2

p

s

q

r

b)

c)

d)

e)

r=d/2-d/8
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r=(d/2-d/8)+d/8

C=(18,0) C=(18,0)

A  

r1=d/2

r0=d/8
B=B*  

a)

Figura 2.17: Procedimiento de apertura de A por B. a) Elemento estructurante B � B� centrado en el
origen. b) Conjunto A. c) Erosión de A por B. d) Desplazamaiento de B� por el perímetro externo de A,
obteniendo así los puntos hasta donde desplazar B� (línea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos

que (AaBq `B � A.
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Ejemplo 2.4.5. Consideramos ahora al círculo B centrado en el origen, de diámetro D � d{4 (radio

d{8) y el triángulo equilátero de longitud de lado L � d. Por lo que el resultado de A a B se ve en la

Figura 2.14 d) y así, la apertura de A por B se puede ver en la Figura 2.18 e).

A  

B=B*  

D=d/4

o

=  

}

d/8

}

d/8

d/8}

A  

A  

L=d

A  B  

(A  B)  B  

L=d

a)

b)

c) d)

e)

Figura 2.18: Procedimiento de apertura de A por B. a) Elemento estructurante B � B� centrado en el
origen. b) Conjunto A. c) Erosión de A por B. d) Desplazamiento de B� por el perímetro externo de A,
obteniendo así los puntos hasta donde desplazar B� (línea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos

que (AaBq `B � A.
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Ejemplo 2.4.6. Para este último ejemplo consideremos nuevamente al círculo B centrado en el origen,

de diámetro D � d{4 (radio d{8) y consideremos la figura geométrica como en la Figura 2.14 b), por lo

que AaB se muestra en la Figura 2.15 d) y así, la apertura de A por B se muestra en la Figura 2.20 e).

B=B*  

D=d/4

d
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}a)

b)

c)

A  B  

A  

d

d/2d/2

d+d/4

d/4

3d/43d/4
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Figura 2.19: Procedimiento de apertura de A por B. a) Elemento estructurante B � B� centrado en el
origen. b) Conjunto A. c) Erosión de A por B. d) Desplazamiento de B� por el perímetro externo de A,

obteniendo así los puntos hasta donde desplazar B� (línea punteada).
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Figura 2.20: Continuación de la Figura 2.19. e) Apertura de A por B. f) Observemos que (AaBq`B � A.

Definición 2.4.7. La cerradura de un conjunto A, creada por un elemento estructurante (conjunto) B ,

denotada por A B , se define como sigue

A B � pA`Bq aB.

Es decir, la cerradura de A por B es la dilatación de A por B y de este resultado se sigue la erosión por

B.

Un primer resultado es que A � A B.

Demostración. Sea x P A. Veamos que pBqa � A`B.

Tomemos p P pBqa, luego, p � a�b para algún b P B. Dado que a P A y a � a�b�b � p�b P pB�qp,

se sigue que AX pB�qp � ∅, por lo tanto, p P A`B.

De igual forma que se hizo con los ejemplos para la apertura de un conjunto A, para el cierre de A se

hará lo mismo, ya que es una combinación de operaciones entre la dilatación y la cerradura de un conjunto,

es decir, se harán sin tanto análisis.

Ejemplo 2.4.8. Consideremos como elemento estructurante al cuadrado B centrado en el origen, de

longitud de lado l � d{4 y descrito como el conjunto tpx, yq P R2 : �d{8 ¤ x ¤ d{8,�d{8 ¤ y ¤ d{8u
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(Ver Figura 2.6 a)), también consideremos al cuadrado A, centrado en el punto C � p18, 0q, de longitud de

lado L � d y descrito como el conjunto tpx, yq P R2 : 18� d{2 ¤ x ¤ 18� d{2,�d{2 ¤ y ¤ d{2u (Ver

Figura 2.6 b)), por lo que A`B se describió como el (cuadrado) conjunto tpx, yq : 18�d{2�d{8 ¤ x ¤

18� d{2� d{8,�d{2� d{8 ¤ y ¤ d{2� d{8u (Ver Figura 2.7 d)), así, el cierre de A por B se puede ver

en la Figura 2.21.

o

l=d/4

B=B*  
p q

rs

C=(18,0)

c) d)

e)

A  

a)

b)

L=d+d/8

p1

s1

q1

r1

L=d

L=(d-d/8)+d/8 L=d

(A  B)  B  

=  

A  

A  B  

d/8}

d/8}

Figura 2.21: Procedimiento de cierre de A por B. a) Elemento estructurante B � B� centrado en el
origen. b) Conjunto A. c) Erosión de A por B. d) Desplazamiento de B� por el perímetro externo de A,
obteniendo así los puntos hasta donde desplazar B� (línea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos

que A � pA`Bq aB.
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Ejemplo 2.4.9. Consideremos como siguiente ejemplo a los dos círculos mencionados anteriormente

(Ver Figura 2.8), el círculo B, de radio r0 � d{8, centrado en el origen (Ver Figura 2.8 a)) y consideremos

al círculo A, de radio r1 � d{2 y centrado en el punto C � p18, 0q (Ver Figura 2.8 b)), por lo que A ` B

es el círculo descrito analíticamente como el conjunto tpx, yq : 0 ¤ px� 18q2 � y2 ¤ pd{2� d{8q2u (Ver

Figura 2.9 d)), por lo que el cierre de A por B se puede ver en la Figura 2.22.

C=(18,0)

A  
r1=d/2

p

s

q

r

b)

c)
d)

e)

r=d/2-d/8

C=(18,0)

r=d/2 +d/8

A  B  

C

A  B  

C=(18,0)

d/8
}

=  
r=(d/2-d/8)+d/8

C=(18,0)

(A  B)  B  

=  
C=(18,0)

A  

r1=d/2

r0=d/8
B=B*  

a)

Figura 2.22: Procedimiento de cierre de A por B. a) Elemento estructurante B � B� centrado en el
origen. b) Conjunto A. c) Erosión de A por B. d) Desplazamiento de B� por el perímetro externo de A,
obteniendo así los puntos hasta donde desplazar B� (línea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos

que A � pA`Bq aB.

55



Geometría y operadores geométricos
2.4 Apertura y Cierre

Ejemplo 2.4.10. Consideramos nuevamente al círculo B, centrado en el origen, de diámetro D � d{4

(radio d{8) y al triángulo equilátero de longitud de lado L � d, por lo que A`B se ve como en la Figura

2.10, y así, el cierre de A por B se puede ver en la Figura 2.23.

B=B*  

D=d/4

o

}

d/8

}

d/8

d/8}

A  

L=d

(A  B)  B  

=  

a)

b)

c)

A  

L=dL=d

A  B  
A  B  

e)

d)

Figura 2.23: Procedimiento de cierre de A por B. a) Elemento estructurante B � B� centrado en el
origen. b) Conjunto A. c) Erosión de A por B. d) Desplazamiento de B� por el perímetro externo de A,
obteniendo así los puntos hasta donde desplazar B� (línea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos

que A � pA`Bq aB.
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Ejemplo 2.4.11. Por último, consideremos al círculo B, centrado en el origen, de diámetro D � d{4

(radio d{8) y consideremos la figura geométrica que se ve en la Figura 2.11 b);A`B se muestra en Figura

2.11 d), y por lo tanto, el cierre de A por B se muestra en la Figura 2.25 e).

B=B*  

D=d/4

d

o

d/8}

d/8}

d/8}

d/8}

d/8}

A  B  

}

A  B  

a)

b)

c)

d)

A  

d

d/2d/2

d+d/4

d/4

3d/43d/4

d/4

Figura 2.24: Procedimiento de cierre de A por B. a) Elemento estructuranteB � B� centrado en el origen.
b) Conjunto A. c) Erosión de A por B. d) Desplazamiento de B� por el perímetro externo de A, obteniendo

así los puntos hasta donde desplazar B� (línea punteada).
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(A  B)  B  

e)

=  
d

}

A  

d

d/2d/2

d+d/4

d/4

3d/43d/4

d/4

Figura 2.25: Continuación de la Figura 2.24. e) Cierre de A por B. Observemos que A � pA`Bq aB.

El cierre también puede verse de la siguiente forma.

Proposición 2.4.12. A B � p
�

B̂p�Ac B̂pq
c �

�
B̂p�Ac B̂c

p.

Terminamos la presente sección y este capítulo con el siguiente resultado.

La apertura y cierre son duales con respecto al complemento de conjuntos y la reflexión, esto es

pA Bq
c
� pAc � B̂q.
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Capítulo 3

Morfología matemática

En este capítulo se abordan los conceptos fundamentales de la morfología funcional matemática, los

cuales nos ayudarán a entender la morfología matemática en grafos e hipergrafos, así como dejar más en

claro algunos conceptos de la sección previa. La extensa información y teoría para esta primera sección

puede consultarse en [9], así como en [7].

3.1. Conceptos de la morfología matemática

Sean T � Rn y V un conjunto arbitrario, definimos a Fun(V) como el espacio de todas las funciones de

V a T, es decir

FunpV q � tf |f : V Ñ T u. (3.1)

Un primer resultado establece que si T � R y poseé una estructura de retícula completa entonces se

puede verificar que Fun(V) hereda este tipo de estructura con el orden puntual siguiente

f ¤ g si fpvq ¤ gpvq para cada v P V .

Ver [1]. Poco más adelante se trabajará con el espacio Fun(V) para V y T explícitamente. La siguiente

definición es en general para cualquier retícula completa y un operador que trabaje en ella.

Definición 3.1.1. Sean f, g P L una retícula completa y ψ : LÑ L un operador, decimos que ψ es

creciente si f ¤ g implica que ψpfq ¤ ψpgq.
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un erosión si ψp
�

iPI fiq �
�

iPI ψpfiq para cualquier familia arbitraria de L.

una dilatación si ψp
�

iPI fiq �
�

iPI ψpfiq para cualquier familia arbitraria de L.

extensiva si ψpfq ¥ f para cada f.

antiextensiva si ψpfq ¤ f para cada f.

idempotente si ψ2 � ψ.

un filtro morfológico si ψ es creciente e idempotente.

una apertura si ψ es creciente, antiextensiva e idempotente.

una cerradura si ψ es creciente, extensiva e idempotente.

Podemos considerar al operador ψ : L Ñ M, para L y M retículas completas distintas, por lo que al-

gunos conceptos de arriba se mantienen (como el de ser creciente y decreciente) mientras que otros carecen

de sentido.

Una importante noción en morfología funcional es la definición de adjunción.

Definición 3.1.2. Sean ε : pE1,¤1q Ñ pE,¤q y δ : pE,¤q Ñ pE1,¤1q retículas completas, diremos

que (ε, δ) forman una adjunción si @X P E,@Y P E1 : δpXq ¤1 Y ðñ X ¤ εpY q.

De esta definición se puede obtener el siguiente resultado conocido en morfología matemática.

Teorema 3.1.3. Si (ε, δ) forman una adjunción entonces δ es una dilatación y ε una erosión.

Con las definiciones previas y lo visto en el capítulo anterior, podemos dar a continuación algunos

ejemplos de operadores ψ que trabajen en alguna lattice L. Sean X,B � R2, con o � p0, 0q P B un

conjunto fijo (llamado elemento estructurante), entonces se puede verificar que el operador

δ : pPpR2q,�q Ñ pPpR2q,�q dado por

δpXq � X `B �
¤
bPB

pXqb

es un operador creciente y extensivo, por lo que es una dilatación.

ε : pPpR2q,�q Ñ pPpR2q,�q dado por

εpXq � X aB �
£
bPB

pXq�b
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es un operador creciente y antiextensivo, por lo que es una erosión.

α : pPpR2q,�q Ñ pPpR2q,�q dado por

αpXq � X �B �
¤

pBqz�X

pBqz

es un operador creciente, antiextensivo e idempotentes, por lo que es una apertura, más aún, es un

filtro morfológico.

β : pPpR2q,�q Ñ pPpR2q,�q dado por

βpXq � X B �
£

B̂p�Xc

B̂c
p

es un operador creciente, extensivo e idempotente, por lo que es un cierre, más aún, es un filtro

morfológico.

Además, el par (ε, δ) forma una adjunción, es decir, la erosión adjunta de la dilatación δ es la erosión ε

y viceversa.

En resumen, los conceptos de dilatación, erosión, apertura y cierre, vistas en el capítulo anterior, cum-

plen con serlo desde el punto de vista de la morfología matemática e incluso se han puesto en esa forma

(intersecciones o uniones según corresponda) debido a que sus demostraciones son más convenientes.

Lo que ahora sigue es la definición de adjunción, dilatación y erosión de manera más general.

Definición 3.1.4. Sean L y M dos retículas completas (iguales o no),

dos operadores δ : LÑM y ε : MÑ L forman una adjunción (ε, δ), si

@x P L,@y PM : δpxq ¤M y ðñ x ¤L εpyq,

Un operador δ : LÑM, es una dilatación cuando esta preserva el supremo, es decir

@txi|i P Iu � L : δ

�
Lª
iPI

xi

�
�

Mª
iPI

δpxiq,

en particular, si I es ∅, entonces δp0Lq � 0M.
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Un operador ε : LÑM, es una erosión cuando esta preserva el ínfimo, esto es

@txi|i P Iu � L : ε

�
L©
iPI

xi

�
�

M©
iPI

εpxiq,

en particular, si I es ∅, entonces εp1Lq � 1M.

Tenemos también el siguiente teorema de adjunción que relaciona la apertura y cerradura.

Teorema 3.1.5. Sean L y M dos retículas completas, y sean δ : LÑM una dilatación y ε : MÑ L

una erosión, si ambas forman una adjunción, entonces

δε es una apertura en M,

εδ es un cierre L.

En particular podemos tener que M � L y se mantiene el mismo resultado.

Terminamos la presente sección con el siguiente resultado que involucra la noción de función de vecin-

dades.

Definición 3.1.6. Sea V cualquier conjunto, una función de vecindades es una funciónN : V Ñ PpV q.

Tenemos el siguiente breve ejemplo.

Ejemplo 3.1.7. Sean G � pV,Eq un grafo y v P V , definimos una función de vecindades para G como

Npvq � tw P V : tv, wu P Eu Y tvu.

Una observación es que, de existir la función N, enseguida corresponde una función de vecindades

recíproca Ň , definida como sigue

Ňpvq � tw P V : v P Npwqu. (3.2)

Más aún, dada cualquier función de vecindades N, uno puede asociarle una erosión y una dilatación

adjuntas dadas de la siguiente manera

δA pfqpvq � suptfpwq : w P ŇA pvqu,

εA pfqpvq � inftfpwq : w P NA pv|Gqu.

Se puede mostrar que, en efecto, son una dilatación y erosión respectivamente. Ver [1].
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3.2. Morfología matemática en grafos

En esta sección aprovecharemos los conceptos previamente mencionados para utilizarlos en el conjunto

Fun(V), para V el conjunto de vértices de un grafo, ya que la idea de la morfología de grafos consiste en

modelar un conjunto de objetos llamado V con los vértices de un grafo y luego obtener cierta información

a través de operaciones morfológicas. En [1] se puede profundizar en la mayoría de resultados que aquí se

presentan.

Sean T � Rn y V un conjunto arbitrario, si consideramos a T como un conjunto de valores discretos o

como un conjunto que represente un vector en un espacio de color (vector con n entradas), entonces T es

llamado conjunto de nivel de grises (conjunto de intensidad de un pixel). Lo único que se le pide a T es que

tenga estructura de retícula completa [9].

Definición 3.2.1. Una imagen es una función f : V Ñ T , donde V y T son como arriba, por lo que

Fun(V) denota el conjunto de imágenes sobre V.

En particular, dado un grafo G � pV,Eq y f P FunpV q, si T � t0, 1u (donde 0 representa el color

blanco y 1 el color negro) entonces f es llamado un grafo binario (Ver Figura 3.1).

Figura 3.1: Ejemplo de grafo binario.
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Definición 3.2.2. Un grafo estructural o s-grafo A es un grafo GA � pVA, EAq junto con dos subcon-

juntos no vacíos de vértices BA, RA � VA llamados brotes y raíces respectivamente.

Una observación es que el conjunto de brotes y raíces no tienen porque ser disjuntos. En este documento

vamos a considerar los nodos de color rojo como los brotes, los de color verde como las raíces, los que son

de color amarillo aquellos nodos que son tanto brotes como raíces y si en el s-grafo hay un nodo de color

blanco significará que el nodo no es ni brote ni raíz, sólo un nodo más del grafo. Tenemos de ejemplo los

grafos estructurales de la Figura 3.2 y los de la Figura 3.3.

Figura 3.2: Grafos estructurales. a) Del lado izquierdo dos nodos siendo brotes y uno siendo raíz. b) Del
lado derecho un nodo siendo raíz y brote, mientras que el otro nodo es brote.

Figura 3.3: Grafos estructurales en los cuales no todos los nodos tienen que ser brotes o raíces.

Podemos elegir los brotes y raíces de manera arbitraria o de manera que uno prefiera

Definición 3.2.3. Si A es un s-grafo, definimos su grafo recíproco Ǎ como el s-grafoGǍ � GA, BǍ �

RA y RǍ � BA.

En pocas palabras, el grafo recíproco de A es el mismo grafo pero intercambia el conjunto de brotes por

raíces (Ver Figura 3.4 y Figura 3.5).
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Figura 3.4: Grafos estructurales recíprocos de la Figura 3.2.

Figura 3.5: Grafos estructurales recíprocos de la Figura 3.3.

Es posible definir una relación de orden parcial en los s-grafos y mostrar las propiedas que esto conlleva

pero solamente mencionaremos algunas de ellas que serán de utilidad. Ver[1].

Definición 3.2.4. Sean G=(V,E) un grafo y A un grafo estructural, un homomorfismo de grafos θ :

GA Ñ G, es llamado incrustación de A hacia G en el nodo v P V si v P θpRAq.

Podemos utilizar un grafo estructural A y cualquier grafo G para construir una función de vecindades

como sigue

NApv|Gq �
�
tθpBAq|θ es una incrustación de A hacia G en el nodo v}.

Observemos que se hace énfasis en el grafo a usar por lo que escribimos Npv|Gq en lugar de N(v).

Existe la siguiente proposición que relaciona a un s-grafo y su grafo recíproco.

Proposición 3.2.5. Sean G � pV,Eq un grafo cualquiera, A un s-grafo y Ǎ su recíproco, entonces

ŇApv|Gq � NǍpv|Gq, (3.3)

para v P V .
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Básicamente dice que la función de vecindades recíproca de un grafo estructural es la función de vecin-

dades de su grafo estructual recíproco.

Definición 3.2.6. Decimos que dos grafos estructurales A y B coinciden o son equivalentes si ocurre

lo siguiente

GA ⋍ GB.

NApv|GAq � NBpv|GAq, para cualquier v P RA.

En particular, si A coincide con su grafo recíproco Ǎ, entonces

ŇApv|Gq � NǍpv|Gq � NApv|Gq,

en este caso decimos que A es simétrico.

Procedemos a mostrar como se construyen las vecindades NApv|GAq al rededor de un nodo v para un

grafo G=(V,G) y un s-grafo A.

Consideremos los grafos estructurales de la Figura 3.6 y sus nodos como ahí se indica.

Figura 3.6: a) En el s-grafo A (ó A), etiquetamos al nodo inferior izquierdo como a, la raíz (el nodo de
color verde) como r y el nodo inferior derecho como b. b) Del s-grafo B (ó B), etiquetamos al nodo de la

izquierda como r y el nodo derecho como b.

Observemos que para el grafo estructural A (Figura 3.6 a)), GA � pVA, EAq, donde VA � ta, r, bu,

EA � tta, ru, tr, buu, RA � tru y BA � ta, bu, por lo que su grafo recíproco (Ver Figura 3.4 lado

izquierdo) cumple que GǍ � pVǍ, EǍq, donde VǍ � ta, r, bu, EǍ � tta, ru, tr, buu, RǍ � ta, bu y

BǍ � tru , mientras que para el grafo estructural B (Figura 3.6 b)) , tenemos que GB � pVB, EBq, donde

VB � tr, bu, EB � ttr, buu, RB � tru y BB � tbu, por lo tanto, su grafo recíproco (Figura 3.4 lado

derecho) cumple que GB̌ � pVB̌, EB̌q, donde VB̌ � tr, bu, EB̌ � ttr, buu, RB̌ � tbu y BB̌ � tru.
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Consideremos ahora al grafo G � pV,Eq de la Figura 3.7, donde V � tv1, ..., v6u y E �

ttv1, v2u, tv2, v3u, tv2, v6u, tv3, v4u, tv4, v5u, tv4, v6u, tv2, v4uu.

Figura 3.7: Grafo G, seis vértices y siete aristas.

Consideremos también las siguientes funciones.

θ1 : GA Ñ G

r Ñ v4

a Ñ v6

b Ñ v2,

(3.4)

θ2 : GA Ñ G

r Ñ v4

a Ñ v6

b Ñ v3,

(3.5)

θ3 : GA Ñ G

r Ñ v4

a Ñ v2

b Ñ v3,

(3.6)
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θ4 : GA Ñ G

r Ñ v4

b Ñ v6

a Ñ v2,

(3.7)

θ5 : GA Ñ G

r Ñ v4

b Ñ v6

a Ñ v3,

(3.8)

θ6 : GA Ñ G

r Ñ v4

b Ñ v2

a Ñ v3,

(3.9)

θ7 : GA Ñ G

r Ñ v4

b Ñ v6

a Ñ v5,

(3.10)

θ8 : GA Ñ G

r Ñ v4

b Ñ v3

a Ñ v5,

(3.11)

θ9 : GA Ñ G

r Ñ v4

b Ñ v5

a Ñ v6,

(3.12)
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θ10 : GA Ñ G

r Ñ v4

b Ñ v5

a Ñ v3.

(3.13)

Observemos que θi, i P t1, ..., 10u, es una incrustación de A hacia G en el nodo v4, más aún, estas

funciones son todas las incrustaciones posibles, por lo tanto

NApv4|Gq �
�i�10

i�1 θipBAq � tv2, v3, v5, v6u.

Para saber qué puntos son los que se obtienen, primero, se ubica la raíz en el vértice en el que se desea

construir la vecindad, después de esto, se tiene que observar o tener en mente un homomorfismo de grafos

entre el grafo estructural y el grafo G (observemos que puede no existir ) para finalmente seleccionar los

nodos en los que es posible ubicar, mediante el homomorfismo, los nodos brote. Ya que es posible que haya

más de una incrustación, el proceso se repite con cada una hasta unir todos los nodos por medio de los

brotes.

Si ahora consideramos el grafo estructural B de la Figura 3.6 b) y al grafo G de la Figura 3.7, entonces,

para v4 tenemos que

NBpv4|Gq � tv2, v3, v4, v5, v6u.

Observemos que A y B no son simétricos, pues no coincidieron las vecindades en el vértice v4. También

podemos ver este hecho en base a que difieren estos dos grafos estructurales en su cardinalidad.

Si consideramos al grafo recíproco de A (el grafo Ǎ) y el grafo de la Figura 3.7, entonces las siguientes

funciones

θ1 : GǍ Ñ G

a Ñ v4

r Ñ v6

b Ñ v2,

(3.14)

θ2 : GǍ Ñ G

a Ñ v4

r Ñ v3

b Ñ v2,

(3.15)
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θ3 : GǍ Ñ G

a Ñ v4

r Ñ v2

b Ñ v1,

(3.16)

θ4 : GǍ Ñ G

b Ñ v4

r Ñ v6

a Ñ v2,

(3.17)

θ5 : GǍ Ñ G

b Ñ v4

r Ñ v3

a Ñ v2,

(3.18)

son las únicas incrustaciones de Ǎ hacia G en el nodo v4, por lo tanto

NǍpv4|Gq � tv2, v3, v6u.

Esto nos permite observar, en primer lugar que, dado un grafo A y su grafo recíproco Ǎ, no necesa-

riamente tienen la misma vecindad alrededor de un nodo v (por lo que no serían simétricos) y, en segundo

lugar, que dado cualquier nodo v, éste no necesariamente pertenece a NApv|Gq o NǍpv|Gq.

Considerando ahora al grafo recíproco de B, el grafo B̌ (Figura 3.4 lado derecho), tenemos que

NB̌pv4|Gq � tv2, v3, v4, v5, v6u,

por tanto NBpv4|Gq � NB̌pv4|Gq.

Observemos que en la igualdad previa, tenemos que el nodo v4 pertenece a ambas vecindades, esto

debido a que un nodo (en B y B̌ ) es brote y raíz. Más aún, no es difícil ver que, dado v P V , se tiene que

NB̌ � NB,

dado que ellos son homomorfos, se tiene que son simétricos.

Vale la pena hacer la siguiente observación.

Consideremos los grafos D (Figura 3.3 lado derecho), su grafo recíproco Ď (Figura 3.5 lado derecho) y

el grafo G de la Figura 3.7, y consideremos v5 P V , entonces se puede verificar que

NDpv5|Gq � tv4u, ya que sólo hay dos incrsutaciones en v5 y en ambas el nodo brote se ’ubica’ en

v4,
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NĎpv5|Gq � ∅, pues no es posible hacer una incrustación de B̌ hacia G en el nodo v5,

es decir que, la vecindad en un grafo estructural puede ser no vacía mientras que en su recíproco lo

puede ser.

Definición 3.2.7. Sean A un s-grafo, NA su función de vecindades asociada y G un grafo cualquiera,

entonces sabemos que los operadores δA y εA dados por

δApfqpvq � suptfpwq : w P ŇApv|Gqu, (3.19)

y

εApfqpvq � inftfpwq : w P NApv|Gqu, (3.20)

para f P FunpV q, son una adjunción.

Mostramos a continuación como trabaja esta adjunción en un grafo binario.

Ejemplo 3.2.8. Consideremos los grafos estructurales de la Figura 3.8 así como el grafo binario pT �

t0, 1uq de la Figura 3.9.

Figura 3.8: Grafos estructurales utilizados en la erosión y dilatación de un grafo

Lo que sigue es calcular las vecindades NCpv|Gq y NČpv|Gq para cada v P V , para posteriormente

evaluar estos nodos en la función f, donde f : V Ñ T � t0, 1u, y así obtener los supremos e ínfimos, los

cuales, son los valores de la dilatación y erosión, valores que son 0 ó 1.

Podemos ver que las vecindades son las siguientes:

NCpv1|Gq � ∅ � NČpv1|Gq ,

NCpv2|Gq � tv3, v6u � NČpv2|Gq ,
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Figura 3.9: Grafo binario en el que por el color blanco y negro tenemos que 0 � fpv1q � fpv2q �
fpv3q � fpv4q y 1 � fpv5q � fpv6q.

NCpv3|Gq � tv2, v4u � NČpv3|Gq,

NCpv4|Gq � tv3, v6u � NČpv4|Gq ,

NCpv5|Gq � ∅ � NČpv5|Gq ,

NCpv6|Gq � tv2, v4u � NČpv6|Gq.

Es más, los grafos C y Č son simétricos, se sigue entonces que

δCpfqpv2q � suptfpwq : w P ŇCpv2|Gq � suptfpwq : w P tv3, v6uu � 1,

δCpfqpv3q � suptfpwq : w P ŇCpv3|Gq � suptfpwq : w P tv2, v4uu � 0,

δCpfqpv4q � suptfpwq : w P ŇCpv4|Gq � suptfpwq : w P tv3, v6uu � 1 ,

δCpfqpv6q � suptfpwq : w P ŇCpv6|Gq � suptfpwq : w P tv2, v4uu � 0.

εCpfqpv2q � inftfpwq : w P NCpv2|Gq � inftfpwq : w P tv3, v6uu � 0,

εCpfqpv3q � inftfpwq : w P NCpv3|Gq � inftfpwq : w P tv2, v4uu � 0,

εCpfqpv4q � inftfpwq : w P NCpv4|Gq � inftfpwq : w P tv3, v6uu � 0 ,
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εCpfqpv6q � inftfpwq : w P NCpv6|Gq � inftfpwq : w P tv2, v4uu � 0.

Observemos que se obtuvieron los valores de la dilatación y erosión para todos los nodos v, excepto en

las vecindades que son vacías, sin embargo, recordemos que
�

∅ � 0Funpvq y que
�

∅ � 1Funpvq, por

tanto, necesitamos tanto el supremo como el ínfimo de Fun(V) para cuando T � t0, 1u. No es difícil ver

que
�
FunpV q es la función constante 1 y

�
FunpV q es la función constante 0, las cuales pertenecen a

Fun(v), entonces tenemos que

δCpfqpv1q � 0Funpvqpv1q � 0,

δCpfqpv5q � 0Funpvqpv5q � 0,

εCpfqpv1q � 1Funpvqpv1q � 1,

εCpfqpv5q � 1Funpvqpv1q � 1,

por lo tanto, la dilatación y la erosión del grafo G1 puede verse en la Figura 3.10.

Figura 3.10: Del lado izquierdo la dilatación del grafo G1 por el s-grafo recíproco de C. Del lado derecho
la erosión del grafo G1 por el s-grafo C.

En resumen, en los puntos donde la vecindad es vacía, se procede a dejar el valor de 0 en la dilatación y

de 1 en la erosión, y una vez que se entiende bien este proceso, observamos que no es necesario identificar

o etiquetar los nodos de un grafo y del s-grafo para visualizar la dilatación y erosión del grafo por el s-grafo

como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.9. Consideremos los siguientes grafos estructurales y un grafo binario.

Es fácil ver que los grafos estructurales son simétricos, además, observemos que en este caso, al tener

un nodo como raíz y brote, al situarlo en el vértice v P V pG2q, se tendrá que v P NSpv|G2q y en la

vecindad de su s-grafo recíproco, por lo tanto, podemos ver la dilatación del grafo G2 en la Figura 3.13 y

su erosión en la Figura 3.14.
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Figura 3.11: Grafos estructurales S y Š.

Figura 3.12: Grafo binario G2

Más aún, sabemos que δ es una dilatación y ε su erosión adjunta, por lo tanto, tenemos que δε es una

apertura en Fun(V) y εδ es un cierre en Fun(V), por lo que terminamos el presente capítulo mostrando un

ejemplo de apertura y cierre de un grafo, más en concreto, utilizando el ejemplo previo, es decir, mostramos

la apertura y cerradura del grafo G2 (con respecto a los grafos estructurales de la Figura 3.12), las cuales

pueden verse en la Figura 3.15 y en la Figura 3.16.
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Figura 3.13: Dilatación del grafo G2.

Figura 3.14: Erosión del grafo G2.
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Figura 3.15: Apertura del grafo G2.

Figura 3.16: Cierre del grafo G2.
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Capítulo 4

Morfología matemática en hipergrafos

Una vez que hemos mostrado como actúa la morfología matemática en grafos, tenemos en mente una

idea de lo que se requiere para comenzar a realizar morfología matemática en un espacio más general,

los hipergrafos. Aunque la forma en que se aborda la morfología matemática en estos tipos de espacios

(grafos e hipergrafos) es distinta (ya que las retículas usadas son distintas), la matemática que respalda su

morfología desarrollada es la misma. Para respaldar toda la teoría, información y ejemplos que se exponen

en este último capítulo puede consultar [4], [5], [6] y [9].

4.1. Retículas en hipergrafos

En esta sección exploramos algunas retículas creadas en hipergrafos, ya que al día de hoy siguen siendo

de interés y estudiadas de amplia manera. Poco más adelante mostramos como actúan algunos operadores

morfológicos definidos en este tipo de estructuras o, por lo menos, en algunas de ellas.

Definición 4.1.1. Sean H � pV,Eq un hipergrafo y V 1 � V , decimos que V 1 es un conjunto cerrado

si @x, y P V 1 : vpHpxq
�
Hpyqq � V 1.

Denotamos por CpHq a la familia de conjuntos cerrados junto con el conjunto vacio.

Proposición 4.1.2. La estructura pCpHq,�q es una retícula completa, donde el ínfimo es
�
�
�

y el

supremo es: @V 1, V 2 P CpHq, V 1
�
V 2 �

�
tV 3 P CpHq|V 1 Y V 2 � V 3u, es decir, la intersección de

todos los conjuntos cerrados que contienen a V 1 Y V 2 y ésta se extiende a cualquier familia.
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Una primera observación es que el supremo es la intersección de todos los conjuntos cerrados que

contienen a V 1 Y V 2 y además
�

CpHq � V y
�

CpHq � ∅.

Como segunda observación tenemos que la unión de dos conjuntos cerrados no necesariamente es un

conjunto cerrado así como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos el hipergrafo G � pV,Eq, V � tv1, ..., v5u y E � te1, e2, e3u,

donde e1 � tx2, x3, x4u, e2 � tx3, x5u, e3 � tx1, x4, x5u. Tenemos que Hpx1q � te3u, Hpx2q �

te1u, Hpx3q � te1, e2u, Hpx4q � te1, e3u, Hpx5q � te2, e3u. Observemos que ocurre lo siguiente

vpHpx2q XHpx3qq � vpte1u X te1, e2uq � vpte1uq � e1 � e1,

vpHpx2q XHpx4qq � vpte1u X te1, e3uq � vpte1uq � e1 � e1,

vpHpx3q XHpx4qq � vpte1, e2u X te1, e3uq � vpte1uq � e1 � e1,

vpHpx3q XHpx5qq � vpte1, e2u X te2, e3uq � vpte2uq � e2 � e2.

Observemos que esto quiere decir que las hiperaristas e1, e2 son conjuntos cerrados. Sin embargo,

si consideramos a su unión, e1 Y e2 � tx2, x3, x4, x5u, tenemos que esta unión no es un conjunto

cerrado, ya que vpHpx4qXHpx5qq � vpte1, e3uXte2, e3uq � vpte3uq � e3 y sabemos que x1 P e3

pero x1 R e1 Y e2.

Las lattices en hipergrafos nos permitirán tener un mayor conocimiento de la información estructural

encubierta en éstos, y más, considerando tanto retículas en sus vértices como en sus hiperaristas. Podríamos

también definir un orden parcial basado en la noción de subhipergrafo inducido, hipergrafo parcial, etc.

y para hacer esto necesitamos definir un conjunto parcialmente ordenado (para cada subhipergrafo) con

estructura de retícula completa. Empezamos denotando al universo de los hipergrafos como H � pV, Eq,

donde V es el conjunto de vértices y E el conjunto de hiperaristas, así como sus conjuntos potencia PpVq y

PpEq respectivamente. Como veremos, la ventaja de definir alguna retícula completa para estos hipergrafos

es que parten de propiedades similares, por lo que comenzamos definiendo los elementos del siguiente

conjunto T para posteriormente ir indicando la relación que dotará de retícula completa a este conjunto.

Veamos a continuación retículas definidas en este tipo de espacios.

Definición 4.1.4. Consideremos al universo de los hipergrafos H � pV, Eq, entonces HpV,Eq P T si

se cumplen las siguientes propiedades

V � V ,
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E � E ,

tx P V|De P E : x P eu � V .

Observemos que la última condición (que relaciona a V con E) asegura que H � pV,Eq sea un hiper-

grafo.

Con base en la definición previa, la primer restricción o indicación que damos es considerando la rela-

ción de inclusión que hay entre los nodos e hiperaristas.

Definición 4.1.5. Sean H1 � pV1, E1q, H2 � pV2, E2q P T , tenemos que H1 ¤ H2 si

V1 � V2,

E1 � E2.

Observemos que en esta definición se tomaron dos elementos de T y se indicó la forma de relacionar

ambos, por lo que esperamos que pT ,¤q sea una retícula completa.

Proposición 4.1.6. Tenemos las siguientes propiedades

¤ define un orden parcial en T .

L � pT ,¤q es una retícula completa, donde
�

L �
�

∅ � H∅ � p∅,∅q y
�

L �
�

∅ � H �

pV, Eq.

El ínfimo es H1

�
H2 � pV1 X V2, E1 XE2q, y para cualquier familia pHiq :

�
Hi � pXVi,XEiq.

El supremo esH1

�
H2 � pV1YV2, E1YE2q, y para cualquier familia pHiq :

�
Hi � pYVi,YEiq.

Observemos que podemos considerar esta definición para grafos, es decir, para hiperaristas de cualquier

cardinalidad.

Procedemos hacer lo mismo en las siguientes definiciones, es decir, tomar elementos de T e ir

indicando la forma de relacionar ambos elementos.

Con base en la definición anterior podemos hacer una restricción derivada de la noción de hipergrafo

parcial, dando lugar a lo siguiente.

Definición 4.1.7. Dados H1 � pV1, E1q, H2 � pV2, E2q P T , tenemos que H1 ¤p H2 si
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V1 � V2,

E1 � E2.

Proposición 4.1.8. ¤p es una relación de orden parcial en T y L � pT ,¤pq es una retícula completa.

Observemos que una vez fijo el conjunto de nodos, ésto sería lo mismo que considerar la retícula

pPpEq,�).

Definición 4.1.9. Para H1 � pV1, E1q, H2 � pV2, E2q P T , decimos que H1 ¤s H2 si H1 es un

subhipergrafo de H2, es decir, se cumple lo siguiente

V1 � V2,

E1 � te P E2|e � V1u.

Debemos notar que la condición de arriba, con respecto a las hiperaristas, es más fuerte que sólo tener

E1 � E2, ya que E1 debería contener todas las hiperaristas de E2 compuestas de nodos de V1.

Al igual que antes podemos modificar ligeramente la definición previa como sigue.

Definición 4.1.10. Para H1 � pV1, E1q, H2 � pV2, E2q P T , tenemos que H1 ¤
1
s H2 si

V1 � V2,

E1 � te P E2|e � V1u.

Con base en esta definición y la anterior tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.1.11. ¤s y ¤1
s definen un orden parcial en T .

Es posible definir un orden parcial con el tipo de inclusión implícito en la definición de subhipergrafo

inducido, es decir.

Definición 4.1.12. Sean H1, H2 P T , tenemos que H1 ¤i H2 si

V1 � V2,

E1 � teX V1 � ∅ : e P E2 y e es un bucle ó |eX V1| ¥ 2u � E3.

Es decir que H1 es el subhipergrafo inducido de H2 por V1. Esta relación, al igual que ¤s, definen un

orden parcial en T .
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Proposición 4.1.13. La relación ¤i define un orden parcial en T .

Al igual que en las definiciones anteriores, podemos proponer una condición menos estricta y en este

caso tomamos a E1 contenido en E3.

Definición 4.1.14. Para H1, H2 P T , escribimos que H1 ¤
1
i H2 si

V1 � V2,

E1 � E3.

Y, al igual que antes, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.1.15. Tenemos que se cumplen las siguientes propiedades

¤1
i define un orden parcial en T .

L � pT ,¤1
iq es una retícula completa, donde

�
L �

�
∅ � H∅ � p∅,∅q y

�
L �

�
∅ � H �

pV, Eq.

El ínfimo es H1

�1
iH2 � pV1XV2, te

1 � teXV1XV2u|e P E1XE2uXEq y para cualquier familia

pHjqjPJ :
�1

ipHjqjPJ � pXjPJVj , te
1 � teX pXjPJqu|e P XjPJEju X Eq.

El supremo es H1

�1
iH2 � pV1 Y V2, E1 Y E2q y esta se extiende para cualquier familia pHiq.

Una última idea que podemos considerar es la de isomorfismos de hipergrafos, que es como sigue.

Definición 4.1.16. Sea H el conjunto de los hipergrafos isomorfos. Podemos definir un orden parcial

para cada H1, H2 P H como sigue

H1 ¤f H2 ðñ H1 es isomorfo (por la función f) a algún subhipergrafo inducido de H2.

Tenemos la siguiente proposición que nos asegura que en efecto tenemos otra retícula completa en la

clase de los hipergrafos isomorfos.

Proposición 4.1.17. Tenemos que se cumplen las siguientes propiedades

¤f define un orden parcial en T .

L � pT ,¤f q es una retícula completa.

El ínfimo es el máximo común subhipergrafo inducido y se extiende para cualquier familia.

El supremo esH1

�
H2 � pV1YV2, E1YE2q, y para cualquier familia pHiq :

�
Hi � pYVi,YEiq.

Debido a que el objetivo de este texto no es profundizar en este tipo de estructuras, el lector puede con-

sultar [5], que es en donde se presentan las demostraciones de estas proposiciones así como más resultados.
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4.2. Morfología en hipergrafos

Una vez que hemos presentado varias lattices en hipergrafos, recordemos que para definir dilataciones,

así como erosiones, necesitamos contar con dos lattices, por lo que las dos retículas completas que primero

se vienen a la mente, al considerar un hipergrafo, son tanto el conjunto potencia de vértices como el conjunto

potencia de sus hiperaristas, sin embrago, la importancia que haya en este tipo de retículas dependerá de

como se definan las operaciones morfológicas en cada una.

Empezamos esta última sección con una caracterización. En el caso de las reticulas del conjunto poten-

cia de un conjunto, lo que podemos hacer es caracterizar una dilatación por su comportamiento en puntos

llamados singletons y para esto, escribiremos δppq en lugar de δptpuq si no hay mayor problema, o, en caso

de querer hecer énfasis, lo escribiremos de forma normal.

Proposición 4.2.1. Sean E1, E2 dos espacios

Una funcion δ : pPpE1q,�q Ñ pPpE2q,�q, es una dilatación si y sólo si

@X P PpE1q : δpXq �
¤
xPX

δpxq. (4.1)

La erosión adjunta ε : pPpE2q,�q Ñ pPpE1q,�q, está dada por

@Y P PpE2q : εpY q � ty P E1|δpyq � Y u, (4.2)

en particular,

@Y P PpE2q : ty P E1|δpyq � Y u �
¤
tE P PpE1q|δpEq � Y u. (4.3)

Demostración. Sean δ y ε como arriba.

Veamos primero que δ es una dilatación si y sólo si ocurre lo antes mencionado.

ñ] Sea X P PpE1q y supongamos que δ es una dilatación, entonces

δpXq � δ p
�

xPXtxuq � δ p
�

xPXtxuq �
�

xPX δptxuq �
�

xPX δpxq.

ð] Sea Xi, i P I , una familia de PpE1q, entonces

δ p
�

iPI Xiq � δ p
�

iPI Xiq � δpAq �
�

aPA δpaq �
�

iPI δpXiq �
�

iPI δpXiq,

donde A �
�

iPI Xi, por lo que δ es una dilatación.

Veamos que en efecto
�

aPA δpaq �
�

iPI δpXiq.
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�] Sea y P
�

aPA δptauq ñ Da0 P A : y P δpta0uq, más aún, Dj P I : a0 P Xj , entonces δpa0q ��
jPJ δpajq � δ

��
jPJpajq

	
� δpXjq �

�
iPI δpXiq.

�] Sea y P
�

iPI δpXiq, entonces

Dj P I : y P δpXjq ñ Dj P I : y P δ
��

xjPXj
txju

	
ñ Dj P I : y P

�
xjPXj

δtxju ñ Dj P I : y P�
xjPXj

δtxju ^ Dxi P Xj : y P δtxiu,

sea a0 � xi, como xi P Xj � A entonces Da0 P A : y P δpa0q.

Veamos por último que (ε, δ) forman una adjunción (sabiendo de antemano que δ es una dilatación.)

Sean X P PpE1q, Y P PpE2q, veamos que δpXq � Y ðñ X � εpY q.

ð] Como X P PpE1q y X � εpY q entonces X �
�
tE P PpE1q|δpEq � Y u � εpY q.

ñ] Sea x P X � E1. Sabemos que δpXq � δp
�

aPXtxuq �
�

aPX δtau � Y , en particular tenemos

que x P E1 : δtxu �
�

aPX δtau � Y , por lo que x P ty P E1|δpyq � Y u � εpY q.

No es difícil ver que @Y P PpE2q : ty P E1|δpyq � Y u �
�
tE P PpE1q|δpEq � Y u.

Hemos caracterizado dilataciones y erosiones que partan del conjunto potencia de un conjunto A al

conjunto potencia de un conjunto B, por lo que basta ver que se cumpla la condición de arriba para, en

efecto, tener una dilatación y su erosión adjunta, más aún, observemos que, al tener esta adjunción, podemos

definir una apertura y un cierre adjuntos.

Antes de continuar, recordemos que en la morfología clásica las dilataciones y erosiones pueden ser

expresadas por medio de un conjunto llamado elemento estructural, que fue lo que vimos en el capítulo 3,

por lo que el elemento estructural centrado en x lo denotaremos por Bx � δptxuq.

Un ejemplo de elemento estructural centrado en la hiperarista e (del conjunto de hiperaristas E) consiste

en tomar todas las hiperaristas que tengan al menos un nodo en común, consideremos lo siguiente.

Ejemplo 4.2.2. Sea L � pPpEq,�q, definimos en cada hiperarista lo siguiente

@e P E : Be � δpteuq � te1 P E |vpeq X vpe1q � ∅u, (4.4)

por lo que la dilatación de algún subconjunto de hiperaristas E, está dado por

@E P PpEq : δpEq � te1 P E |vpEq X vpe1q � ∅u, (4.5)

más aún, la erosión adjunta está dada por
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@E P PpEq : εpEq � te1 P E : δpe1q � Eu. (4.6)

Tenemos que, en efecto, ésta es una dilatación.

Demostración. Sea E P PpEq, entonces

δpEq � te1 P E |vpEqX vpe1q � ∅u � te1 P E | p
�

iPI eiqX e
1 � ∅u � te1 P E |

�
iPI pei X e1q � ∅u ��

iPIte
1 P E |ei X e1 � ∅u �

�
iPI δpteiuq.

Veamos que se cumple te1 P E |
�

iPI pei X e1q � ∅u �
�

iPIte
1 P E |ei X e1 � ∅u

�] Sea ey P te1 P E |
�

iPI pei X e1q � ∅u, como
�

iPI pei X eyq � ∅, al menos, existe j P I : ejXey �

∅, de lo contrario podemos llegar a una contradicción, por lo tanto ey P
�

iPIte
1 P E |ei X e1 � ∅u.

�] Sea ey P
�

iPIte
1 P E |ei X e1 � ∅u, entonces existe j P I : ej X ey � ∅, como ∅ � ej X ey �

p
�

iPI eiq X ey , tenemos que y P te1 P E |
�

iPI pei X e1q � ∅u.

e2

e3

e4

e1

Figura 4.1: Hipergrafo con catorce nodos y tres hiperaristas, E � te1, e2, e3u.

Consideremos el hipergrafo de la Figura 4.1, entonces podemos asegurar que tenemos todas las opera-

ciones morfológicas siguientes

84



Morfología matemática en hipergrafos
4.2 Morfología en hipergrafos

Dilataciones.

δpe1q � te1, e2, e3u, δpe2q � te1, e2, e3u, δpe3q � te1, e2, e3u,

δpe4q � te4u, δpte1, e2uq � δpe1q Y δpe2q � te1, e2, e3u, δpte1, e4uq � E.
(4.7)

Erosiones adjuntas.

εpe1q � ∅, εpe2q � ∅, εpe3q � ∅,

εpe4q � te4u, εpte1, e2, e3uq � te1, e2, e3u, εpEq � E.
(4.8)

Observemos que @E1 � E : εpE1q � ∅, excepto para los conjuntos te4u, te1, e2, e3u y E.

Aperturas dadas por α � δε.

αpe1q � δεpe1q � δp∅q � ∅,

αpe2q � δεpe2q � δp∅q � ∅,

αpEq � δεpEq � δpEq � E,

αpe4q � δεpe4q � δpe4q � te4u,

αpte1, e2uq � δεpte1, e2uq � δp∅q � ∅,

αpte1, e2, e3uq � δεpte1, e2, e3uq � δpte1, e2, e3uq � te1, e2, e3u.

(4.9)

Cierres dados por β � εδ.

βpe1q � εδpe1q � εpte1, e2, e3uq � te1, e2, e3u,

βpe4q � εδpe4q � εpe4q � te4u,

βpEq � εδpEq � εpEq � E,

βpte1, e2uq � εδpte1, e2uq � εpte1, e2, e3uq � te1, e2, e3u,

βpte1, e3uq � εδpte1, e3uq � εpte1, e2, e3uq � te1, e2, e3u,

βpte1, e2, e3uq � εδpte1, e2, e3uq � εpte1, e2, e3uq � te1, e2, e3u.

(4.10)

Observemos que δp∅q es considerar el ínfimo de la retícula pE ,�q, por lo que δp∅q es el conjunto vacío

de hiperaristas.

Podemos considerar otro ejemplo en el que menos hiperaristas son agregadas y puede ser obtenido

imponiendo una restricción sobre la cardinalidad, esto sería como sigue.
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Ejemplo 4.2.3. Sean L � pPpEq,�q y k P N, definimos para cada hiperarista lo siguiente

@e P E : Be � δpteuq � te1 P E : |vpeq X vpe1q| ¥ ku, (4.11)

por lo que la dilatación de algún subconjunto de hiperaristas E se define como

@E P PpEq : δpEq � te1 P E : |vpEq X vpe1q| ¥ ku. (4.12)

Al igual que en el ejemplo previo, la erosión adjunta está dada por

@E P PpEq : εpEq � te1 P E : δpe1q � Eu. (4.13)

Veamos que δ es una dilatación.

Demostración. Sean e P E y k P N, tenemos que

δkBpEq � te1 P E : |vpEq X vpe1q| ¥ ku � te1 P E : |p
�

iPI eiq X e1| ¥ ku � te1 P E :

|
�

iPI pei X e1q | ¥ ku �
�

iPIte
1 P E : |ei X e1| ¥ ku �

�
iPI δpeiq �

�
ePE δpeq.

Veamos que en efecto te1 P E : |
�

iPI pei X e1q | ¥ ku �
�

iPIte
1 P E : |ei X e1| ¥ ku.

� ] Siempre ocurre esta contención, ya que, si z P
�

iPIte
1 P E : |ei X e1| ¥ ku ñ Dj P I : |ej X z| ¥

k ñ Dj P I : |p
�

iPI eiq X z| ¥ |ej X z| ¥ k ñ z P te1 P E : |
�

iPI pei X e1q | ¥ ku.

�] Una observación es que esta contención no siempre ocurre para cualquier conjunto e1, sin embargo,

al fijar al hipergrafo H � pV � V, E � Eq, tenemos automáticamente que, al tomar z P te1 P E :

|
�

iPI pei X e1q | ¥ ku, se tiene que z P E (Dj P I : ej � z, es decir que, z es una hiperarista más de E) y

|
�

iPI pei X zq | ¥ k, dado que |z| ¥ | p
�

iPI eiq X z| ¥ k, tenemos que z es el elemento buscado, es decir,

z P te1 P E : |
�

iPI pei X e1q | ¥ ku.

Si consideramos el hipergrafo de la Figura 4.2, de igual manera, tenemos todas las operaciones morfo-

lógicas siguientes para k � 2.

Dilataciones.

δpe1q � te1, e2, e4, e5u, δpe2q � te1, e2, e3, e4u, δpe3q � te2, e3u,

δpe4q � te1, e2, e4, e5u, δpte5uq � te1, e4, e5u, δpte3, e5uq � E.
(4.14)

Erosiones adjuntas.
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e2

e3

e4

e1

e5

Figura 4.2: Hipergrafo con veinte nodos y cinco hiperaristas, E � te1, e2, e3, e4, e5u
.

εpe1q � ∅, εpe2q � ∅, εpte1, e2, e3uq � te3u,

εpte2, e3uq � te3u, εpEq � E, εpte1, e2, e4, e5uq � te1, e4u.
(4.15)

Aperturas dadas por α � δε.

αpe1q � δεpe1q � δp∅q � ∅,

αpte2, e3uq � δεpte2, e3uq � δpe3q � te2, e3u,

αpEq � δεpEq � δpEq � E,

αpte1, e2, e3uq � δεpte1, e2, e3uq � δpe3q � te2, e3u,

αpte1, e2, e4, e5uq � δεpte1, e2, e4, e5uq � δpte1, e4uq � te1, e2, e4, e5u.

(4.16)

Cierres dados por β � εδ.

βpe1q � εδpe1q � εpte1, e2, e4, e5uq � te1, e4u,

βpe4q � εδpe4q � εpte1, e2, e4, e5uq � te1, e4u,

βpEq � εδpEq � εpEq � E,

βpte2, e3uq � εδpte2, e3uq � εpte1, e2, e3, e4uq � te1, e2, e3u,

βpte1, e2, e4, e5uq � εδpte1, e2, e4, e5uq � εpEq � E,

βpte1, e2, e3, e4uq � εδpte1, e2, e3, e4uq � εpEq � E.

(4.17)
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Una observación es que, en grafos, ésta restricción no puede existir para k ¡ 2.

Tenemos ahora dos ejemplos triviales de dilataciones y erosiones, donde el conjunto de ida y de llegada

son distintos.

Ejemplo 4.2.4. El operador δ dada por: (δ : PpEq,�q Ñ pPpV q,�q es una dilatación dada

por

@e P E : Be � δpteuq � tx P V|x P vpequ � vpeq � e, (4.18)

por lo que la dilatación de algún subconjunto de hiperaristas E, está dado por

@E P PpEq : δpEq � tx P V : x P vpEqu � vpEq �
¤
ePE

e. (4.19)

Más aún, su erosión adjunta está dada por

@V P V : εpV q � te P E : δpeq � V u, (4.20)

El operador δ dada por: (δ : PpV q,�q Ñ pPpEq,�q es una dilatación dada por

@x P V : Be � δptxuq � te P E |x P vpequ, (4.21)

por lo que la dilatación de algún subconjunto de nodos V , está dado por

@V P PpVq : δ

�¤
vPV

tvu

�
�
¤
vPV

δpvq, (4.22)

Más aún, su erosión adjunta está dada por

@E P E : εpEq � tx P V : δpxq � Eu. (4.23)

Aunque estas operaciones morfológicas difieren en su conjunto de ida con el de llegada, no son tan

interesantes, ya que no agregan hiperaristas ni nodos, en cambio, son útiles en hipergrafos duales (lo cual

no se explica en este trabajo de tesis). Ver [5].
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Podemos ahora definir un elemento estructurante como en el primer ejemplo pero considerando la si-

guiente dilatación.

Ejemplo 4.2.5. Sea δ : pPpEq,�q Ñ pPpVq,�q, como sigue

@e P E : Be � δpteuq � tx P V|De1 P E : x P vpe1q ^ vpeq X vpe1q � ∅u

�
�
tvpe1q|vpe1q X vpeq � ∅u

�
�
te1|e1 X e � ∅u

,

(4.24)

por lo que la dilatación de algún subconjunto de hiperaristas E, está dado por

@E P PpEq : δpEq �
¤
tvpe1q|vpe1q X vpEq � ∅u. (4.25)

Más aún, su erosión adjunta puede verse como sigue

@V P PpVq : εpV q � te P E : δpeq � V u. (4.26)

Veamos que en efecto tenemos una dilatación.

Demostración. Sea E P PpEq, luego

δpEq � tx P V|De1 P E : x P vpe1q^ vpEqX vpe1q � ∅u � tx P V|De1 P E : x P e1^p
�

iPI eiqX e
1 �

∅u �
�

iPItx P V|De1 P E : x P e1 ^ ei X vpe1q � ∅u �
�

iPItx P V|De1 P E : x P e1 ^ ei X e1 � ∅u.

Veamos que tx P V|De1 P E : x P e1^p
�

iPI eiqXe
1q � ∅u �

�
iPItx P V|De1 P E : x P e1^eiXe

1 �

∅u.

�] Sea y P
�

iPItx P V|De1 P E : x P e1 ^ ei X e1 � ∅u ñ Dj P I : y P tx P V|De1 P E : x P

e1 ^ ej X e1 � ∅u ñ Dey P E : y P ey ^ ej X ey � ∅, dado que ∅ � ej X ey � p
�

iPI eiq X ey , se sigue

que y P tx P V|De1 P E : x P e1 ^ p
�

iPI eiq X e1q � ∅u.

�] Sea y P tx P V|De1 P E : x P e1^p
�

iPI eiqX e
1q � ∅u ñ De1 P E : y P e1^p

�
iPI eiqX e

1 � ∅. Si

ocurre que @i P I : eiX e
1 � ∅, entonces p

�
iPI eiqX e

1 �
�

iPIpeiX e
1q �

�
iPI ∅ � ∅, lo cual no puede

ocurrir, entonces Dj P I : ej X e1 � ∅, por lo tanto y P
�

iPItx P V|De1 P E : x P e1 ^ ei X e1 � ∅u.

Consideremos el hipergrafo de la Figura 4.3, entonces las dilataciones de las hiperaristas e4 y e6 se

pueden ver en la Figura 4.4.
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e2

e3

e4

e1

e5

e6

Figura 4.3: Hipergrafo con veinticuatro nodos y seis hiperaristas, E � te1, e2, e3, e4, e5, e6u
.

e2

e3

e4

e1

e5

e6

e2

e3

e4

e1

e5

e6

Figura 4.4: a) Del lado izquierdo podemos notar (en color morado) la dilatación de la hiperarista e4,
que es unir las hiperaristas cuya intersección con ella es no vacia, dando como resultado la unión de las
hiperaristas e4, e5 y e6 . b) Del lado derecho podemos notar (en color negro) la dilatación de la hiperarista
e6, que es unir las hiperaristas cuya intersección con ella es no vacía, dando como reultado la unión de las

hiperaristas e2, e3, e4 y e6.

Si ahora consideramos al conjunto V1 formado por todos los nodos encerrados en rojo (ver Figura 4.5),

entonces podemos observar que la erosión del conjunto V1 es la hiperarista e4, ya que la dilatación de esta

hiperarista queda contenida en el conjunto V1 (ver Figura 4.4 a)).

Podemos también mostrar la apertura del conjunto V1, dado por δεpV1q � δpe4q � e4 Y e5 Y e6.

Esto es importante, ya que podemos ver el efecto del filtro, el cual remueve todos los nodos de V1 que no

pertenecen a alguna hiperarista e que quede por completo contenida en V1. Si nos fijamos ahora en el cierre

de la hiperarista e4, entonces, εδpe4q � εpte4 Y e5 Y e6uq � te4u, mientras que el cierre de e1 está dado

por εδpe1q � εpte1 Y e2 Y e3 Y e5uq � te1, e2u.
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e2

e3

e4

e1

e5

e6

Figura 4.5: Hipergrafo con veinticuatro nodos, seis hiperaristas, E � te1, e2, e3, e4, e5, e6u y el conjunto
V1 formado por los nodos encerrados en rojo

.

Para este último ejemplo mostramos una dilatación vinculada a un conjunto transversal de un hipergrafo.

Definición 4.2.6. Un conjunto transversal (o hitting set) de un hipergrafo H � pV,Eq, es un conjunto

T � V , que tiene intersección no vacía con todas las hiperaristas del hipergrafo H, es decir, @e P E :

T X e � ∅.

Construir un conjunto transversal de un hipergrafo es importante, ya que tiene aplicaciones en machine

learning, teoría del juego, bases de datos, data mining, optimización, etc.

Definición 4.2.7. Sea H � pV,Eq P H, definimos los dos conjuntos siguientes

@V 1 � V : ET pV
1q � te P E|Dx P V 1 : x P vpequ, (4.27)

que es el conjunto de hiperaristas que contienen nodos de V 1,

@E1 � E : VT pE
1q � tx P V |De P E1 : x P vpequ, (4.28)

que es el conjunto de nodos que pertenecen a alguna hiperarista del conjunto E1.

Observemos que VT pE1q �
�

ePE1 vpeq.

Es posible demostrar que (PpEq,�) es una retícula completa, cuya relación de orden es el orden inverso

de (PpEq,�), donde el supremo e ínfimo son X y Y. Definimos entonces lo siguiente
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δ : pPpV q,�q Ñ pPpEq,�q

δpV 1q � EzET pV
1q � te P E|V 1 X vpeq � ∅u,

(4.29)

ε : pPpEq,�q Ñ pPpV q,�q

εpE1q � V zVT pE
1q � V zpYePE1vpeqq.

(4.30)

Proposición 4.2.8. Los operadores δ y ε son una dilatación y una erosión respectivamente, más aún,

forman una adjunción.

Demostración. Veamos primero que δ es una dilatación.

Sea Xi, i P I , una familia de PpV q, entonces

δp
�

iPI Xiq � EzET p
�

iPI Xiq � EzET p
�

iPI Xiq � Ezte P E| p
�

iPI Xiq X e � ∅u �

Ez
�

iPIte P E|Xi X e � ∅u � E X p
�

iPIte P E|Xi X e � ∅uq �
�

iPIpE X te P E|Xi X e �

∅uq �
�

iPIpEzte P E|Xi X e � ∅uq �
�1

iPI δpXiq.

Ahora veamos que ε es una erosión Sea Xi, i P I una familia de PpEq, veamos que

εp
�1

iPI Xiq �
�

iPI εpXiq.

εp
�1

iPI Xiq � V zVT p
�1

iPI Xiq � V z
�

eP
�

1

iPI Xi
e � V z

�
eP
�

iPI Xi
e � V X

��
eP
�

iPI Xi
e
	c

�

V X
��

eP
�

iPI Xi
ec
	
� V X p

�
aPXa

ac X
�

bPXb
bc X ...X

�
jPXj

jcq, para ta, b, ..., ju=I, luego

V X p
�

aPXa
ac X

�
bPXb

bc X ... X
�

jPXj
jcq � V X

�
aPXa

ac X
�

bPXb
bc X ... X

�
jPXj

jc ��
V X

�
aPXa

ac
�
X
�
V X

�
bPXb

bc
�
X ... X

�
V X

�
jPXj

jc
	
�
�
V z
�

aPXa
a
�
X
�
V z
�

bPXb
b
�
X ... X�

V z
�

jPXj
j
	
� εpXaq X εpXbq X ...X εpXjq �

�
iPI εpXiq �

�
iPI εpXiq.

Para en el caso de la unión de dos conjuntos, A y B, tendríamos que lo anterior se vería como

p
�

aPA a
cq X p

�
bPB b

cq �
�

dPAYB d
c

Por último veamos que forman una adjunción.

Sean X P PpV q y Y P PpEq, veamos que X � εpY q ðñ δpXq � Y

ñ] Si suponemos que X � εpY q, dado que δ al ser una dilatación es creciente, se tiene que δpXq �

δpεpY qq, donde δpεpY qq �
!
e P E|

�
V z
�

yPY vpyq
	
X e � ∅

)
.

Sea c P Y ñ c �
�

yPY y ñ V z
�

yPY vpyq � V zcñ
�
V z
�

yPY vpyq
	
X c � pV zcqX c � ∅ñ c P

δpεpY qq.

ð] De igual forma, como δpXq � Y y ε es una erosión, ésta es creciente, así que εpδpXqq � εpY q,

donde εpδpXqq � V z
�

ePδpXq e.
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Sea x P X y supongamos que x P
�

ePδpXq e, entonces Dex P δpXq : x P ex, es decir que ex XX � ∅

y como x P ex se sigue que txu � ex, por lo tanto

txu � txu XX � ex XX � ∅,

por lo tanto x P εpδpXqq.

Terminamos mostrando un resultado que caracteriza a los conjuntos transversales por medio de una

dilatación morfológica.

Teorema 4.2.9. Sean H � pV,Eq un hipergrafo, T � V y δ como en la Ecuación (4.29), entonces

tenemos lo siguiente equivalencia

El conjunto T es transversal.

Tenemos que δpT q � ∅

Demostración. δpT q � te P E|T X vpeq � ∅u � te P E|T X e � ∅u � ∅ ðñ @e P E : T X e �

∅ ðñ T es transversal.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se describe como actúa la morfología matemática en el espacio de los hipergra-

fos, mostrando como es la morfología matemática clásica y la morfología matemática en grafos, por lo que

fue necesario tocar los conceptos de retícula completa, conceptos básicos de grafos e hipergrafos, así como

conceptos geométricos.

Uno de los principales objetivos planteados en este documento fue la introducción de la morfología

matemática en hipergrafos, partiendo desde la morfología clásica y la morfología sobre grafos. Debido a

que cada uno de estos temas tiene un amplio desarrollo, la mayoría del trabajo se enfocó a la descripción e

ilustración de los operadores principales. Por lo que un aspecto importante en este documento fue abordar

con mayor detenimiento distintos ejemplos de retículas completas y como algunos operadores morfológicos

pueden definirse en ellos.

Como trabajo futuro después del estudio de este documento, se podrían desarrollar; granulometría, ske-

letons, watersheds, reconstrucciones, otro tipo de operadores, modos de definir métricas y la teoría formal

de grafos e hipergrafos, son algunos que se pueden nombrar, aunque para poder entenderlos completamente,

se requiere de un mayor conocimiento en otras ciencias, como la biología y ciencias de la computación.
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