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Introduccion

La morfologia matematica es una teoria no lineal para el procesamiento (obtencién) de informacién y
de reconocimiento de patrones, usada en dreas como andlisis de imagenes. Esta teoria aparecié en 1960,
el mismo afio en el que surge la teoria de los hipergrafos. Es importante mencionar que la morfologia
matemadtica ya ha sido desarrollada en grafos, la cual es una estructura menos general que los hipergrafos y
en la que se han obtenido muchos resultados enriquecedores para la matemadtica aplicada, donde la nocién
de vecindad (en esta estructura) fue y es importante para definir operadores morfolégicos, los cuales son su
base. Por su parte, la teorfa de hipergrafos resulté muy util como una generalizacién de la teorfa de grafos,
ya que las relaciones binarias, que son las que los grafos mantienen, pueden ser muy restrictivas, por lo que
una relacién de mayor aridad, que es la que mantienen los hipergrafos, ha sido mds que necesaria. A pesar
de que ya son mds de 60 afios de la aparicién de ambas, la morfologia en hipergrafos sigue siendo hoy en dia
ampliamente estudiada, esto debido a su vasta aplicacién, ya que se utiliza en ciencias de la computacidn,
optimizacién, mineria de datos, big data, teoria de juegos y de mds, por lo que el objetivo de este texto es
explorar parte de la morfologia matematica desarrollada en grafos para posteriormente mostrar como actiia

la morfologia matematica en hipergrafos.

En el capitulo 1 iniciamos retomando algunos conceptos bésicos de la teoria de grafos, los cuales pueden
ayudar al lector para adentrarse en otras lecturas relacionadas con este tema, por lo que se puede consultar
[8] para un mayor conocimiento e informacién. También mostramos el concepto de reticula completa, la
cual es una estructura algebraica en la que los operadores morfolégicos trabajan y, para que quede lo mas
claro posible, mostramos algunos ejemplos (basados en [11]]) de reticulas completas creadas en conjuntos
mads conocidos. En el capitulo 2 repasamos brevemente la teoria de hipergrafos, que es la estructura de
interés, por lo que tener estos conceptos a la mano es muy impotante y se pueden consultar en [3]]. En el
capitulo 3 nos distanciamos un poco de la teoria de grafos e hipergrafos para posteriormente adentrarnos en
lo que se considera como morfologia matemadtica cldsica y cuyos inicios se dieron en estructuras como la

geométrica, por lo que iniciaremos este tercer capitulo recordando algunos conceptos vistos en un curso de
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geometria y que en [[12] puede consultar. Después de haber retomado estos conceptos, lo que sigue es definir
algunos operadores geométricos y mostrar mediante algunas imagenes su efecto en ellas. En el capitulo 4 se
retoma la teoria formal de la morfologia matematica, con lo cual se justifican como operadores morfolégicos
a los operadores geométricos vistos en el capitulo previo. Poco despies de esto, comenzamos a explorar
la morfologia matematica en grafos, la cual se considera no clasica al trabajar en un espacio de funciones
pero debido a que esta teorfa es muy extensa, sélo nos enfocaremos en mostrar los siguientes operadores
morfoldgicos: dilatacidn, erosidn, apertura y cierre, por lo que si el lector gusta adentrarse mds en este tema
puede consultar [[1]] y [2]. Por dltimo, iniciamos el capitulo 5 definiendo varias reticulas completas creadas
en hipergrafos, aunque solamente trabajaremos en algunas de estas, le ayudardn al lector otras lecturas que
abarquen mds estos temas, tales como en [4], [5] y [6]. En la dltima parte de este capitulo se aborda y se
muestra como actdan los operadores morfoldgicos dilatacidn, erosion, apertura y cierre pero en hipergrafos,

llegando as{ a nuestro objetivo.
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Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos este documento recordando lo que es una lattice o una reticula completa, ya que los ope-
radores que veremos mas adelante trabajan en este tipo de estructuras algebraicas, por lo que es de suma
importancia tener presente esta definicién. Los ejemplos que aqui se presentan o se utilizan de apoyo pueden

consultarse en 11} pags. 281-283].

1.1. Reticulas

Sea A un conjunto parcialmente ordenado por la relacién < (un COPO) y sea B un subconjunto de A,

entonces tenemos lo siguiente

El elemento M es un mayorante de Bsi M € AyVre B:x < M.

Si el conjunto de los mayorantes de B es distinto del vacio, se dird que el conjunto B es mayorado o

acotado superiormente.

= El elemento m es un minorante de Bsime AyVz e B:m < x.

Si el conjunto de los minorantes de B es distinto del vacio, se dird que el conjunto B es minorado o

acotado inferiormente.

= El elemento b es el elemento maximo de Bsibe ByVre B : x < b.

= El elemento v es el elemento minimode Bsibe ByVxe B:v < .
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= El elemento s es el extremo superior de B o supremo de B si s es el elemento minimo del conjunto

de los mayorantes de B.

= El elemento ¢ es el extremo inferior de B o infimo de B, si ¢ es el elemento méximo del conjunto de

los minorantes de B.

Observemos que si B tiene un elemento maximo (minimo), entonces éste mismo elemento es el supremo
(infimo) de B, mientras que otro resultado establece que tanto el elemento maximo como el elemento

minimo de un conjunto son Unicos.

Ejemplo 1.1.1. Sea N’ = N — {0}, ordenado por la relacion | (divide a) y sea B = {3, 9,12}, entonces

se tiene lo siguiente

» El conjunto de mayorantes de B es M = {36,72,108,144, 180, ...}, mientras que el conjunto de

minorantes de B es M' = {1, 3}.

= De acuerdo con el punto anterior, B no tiene elemento mdximo (pues 9 no divide a 12) pero si tiene

extremo superior o supremo, a saber el niimero 36.

» B si tiene elemento minimo, a saber el niimero 3 (3 pertenece a By divide a todos sus elementos),

por lo que 3 también es el infimo de B.

Definicion 1.1.2. Diremos que i es un elemento minimal de B si i € B y no existe x € B (diferente a i)

tal que x < i. Definimos de forma similar elemento maximal.

Ejemplo 1.1.3. Sea N* = N’ — {1}, ordenado por la relacién | (divide a) se puede verificar que todos

los niimeros primos son elementos maximales.

Definicion 1.1.4. Se llama red, reticula o reticula completa (o lattice) a todo conjunto parcialmente
ordenado L, tal que para cada par de elementos x,y de L, tienen supremo e infimo. El supremo de {x,y} se

designa por T v y, mientras que el infimo por x A y.

Observemos que por definicién, la reticula completa £ tiene infimo y lo denotamos por 0 = A L, asi
como supremo, denotado por 1 = \/ L. Estas dos cotas son las cotas universales de £. Note que también

tenemos que 0 = \/ @yl = A 2.

Ejemplo 1.1.5. Sean A un conjunto y P(A) el conjunto potencia de A, consideremos la relacion de
inclusion C, sean x e y dos elementos en P(A), entonces se verifica facilmente que el supremo de {x,y} es

x VY, esdecir que, T vy = x Uy, mientras que T Ay = x Ny, por lo tanto P(A) es una reticula completa.
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2 2 . . .z . .z .
Observemos que R“, Z°, R, (cualquier conjunto) con la relacién de inclusién es una reticula completa.

Ejemplo 1.1.6. Se puede mostrar también que en N', ordenado por la relacion | (divide a), es una

reticula completa tal que

= x Vv y es el minimo comiin miiltiplo de x e y.

= 2 Ay es el mdximo comiin divisor de x e y.

1.2. Conceptos basicos de teoria de grafos

Ahora requerimos tener presente un concepto previo al de hipergrafos, los grafos, los cuales son estruc-
turas menos generales, sin embargo, son de suma utilidad en la morfologia matemética. Un estudio mds

completo de la teoria de grafos puede ser consultado en [8]].

Definicion 1.2.1. Un grafo G es un par de conjuntos (V,E), donde V es llamado conjunto de vértices o

nodos y E es el conjunto cuyos elemento son subconjuntos binarios de V, llamado conjunto de aristas.

Los vértices del grafo G serdan denotados por V(G) y el conjunto de aristas de G por E(G), es decir, si
el grafo H = (P, @), el conjunto de vértices de H es V(H) y el conjunto de aristas de H es E(H). Tenemos

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.2. Sean V={a,b,c,de,f,.g,hi,j} nuestro conjunto de nodos y E={{a,b}, {b,c}, {c,d}, {ef}],
{a,e}, {ce}{f.d}, {hi} {cj}} nuestro conjunto de aristas, entonces, el grafo (V,E) puede reprersentarse

como en la Figura[l.]|
Sea G=(V.E) un grafo, tenemos lo siguiente
= El niimero de vértices de G lo denotaremos por |G]|.
= El nimero de aristas de G lo denotaremos por ||G|].
= El grafo vacio es el grafo G = (&, @).
= Ungrafo G = (V, E) se dice trivial si V # 0y E = &.
= Un vértice x es incidente en la aristae € I/'si x € e.

= Dos vértices x, y son adyacentes o vecinos si {z,y} € E.
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Figura 1.1: Ejemplo de un grafo G

= Dos aristas f # g son adyacentes si f N g # @.

= Si para cada z,y € V (distintos) se tiene que {z,y} € F, se dird que G es completo. Un grafo G

completo de n veftices (n € N) se denota por K.

Definicion 1.2.3. Sea G = (V, E) un grafo, si V' €V y E' € E entonces el grafo G' = (V',E') es

un subgrafo de G y escribimos G' < G.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos el grafo G del Ejemplo 1.2.2, por lo que, si V' = {a,b,c,d, f,9,7} y
E" = {{a,b},{b,c},{c,d},{f,d}, {c, j}} entonces el grafo G' = (V' , E') es un subgrafo de G (Ver Figura
.

Figura 1.2: Ejemplo de un subgrafo G' del grafo G de la Figur
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Definicion 1.2.5. G’ es un subgrafo inducido de G si E(G') = {{x,y} € E : x,y € V'}. Decimos que
V' induce o expande G’ en G y denotamos a G' por G[V'] (Ver Figura .

9

Figura 1.3: Ejemplo de un subgrafo inducido por el conjunto de vértices V' = {a,c,e,g,h,i,j} € V del
grafo G de la Figura[l.1}

Note que no todo subgrafo es un subgrafo inducido por algtin conjunto de vértices, a menos que consi-

deremos un grafo trivial.

Definicion 1.2.6. Sean G = (V. E) y G* = (V* E*), G* € G es un subgrafo abarcador de G si
V=V

Observemos que no siempre un subgrafo abarcador es un subgrafo inducido por algin conjunto de

vértices.

Definicion 1.2.7. Sean G = (V,E), G' = (V' E’) dos grafos y 0 : V. — V' una funcion, 6 es un
homomorfismo de grafos (de G a G') si se cumple que {0(x),0(y)} € E(G’) siempre que {x,y} € F(G),

es decir, 6 preserva la adyacencia de vértices.

Ejemplo 1.2.8. Consideremos los grafos G y H de la Figura[l.4} entonces tenemos que las siguientes

funciones son homomorfismos de G en H.

912G - H

vy — Vs (11)
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0:G —» H
v, — Uy (1.2)

Vg —> U4

035G - H
v — Vg (1.3)

Vo — U4

Grafo G Grafo H

V3 Vs

Figura 1.4: Grafos en los cuales se pueden establecer homomorfismos de G en H.

Observemos que si € es una funcion biyectiva, su funcién inversa, #—1, también es un homomorfismo
de grafos y asi {6(x),0(y)} € E' siy s6lo si {z,y} € E, para este caso llamamos a # un isomorfismo de

grafos y escribimos G = G'.

Definicion 1.2.9. Un isomorfismo de grafos de G en G es llamado automorfismo o simetria de G y

denotamos a la familia de simetrias de G por Sym(G).
Un resultado bdsico es que esta familia forma un grupo llamado grupo simétrico de G.

Ejemplo 1.2.10. Consideremos el grafo R de la Figura[l.3] tenemos que los siguientes isomorfismos

son simetrias.

61:R — R

(%1 — U1

Vg —> V2 (1 4)
V3 — U3
Vg —> V4
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92 R — R
vT — U3
Vg — U2 (1.5)
Vs — U1
Vg —> Vg
93 :R — R
vT —™ U3
V2 —> U4 (16)
v3 — U1
Vg —> V2o

Se puede comprobar que estos tres isomorfismos son las tinicas simetrias, ya que cualquier otra no
mantiene el homomorfismo entre los nodos vy con v4 0 establece una adyacencia entre los nodos v1 con

vs, lo cual no es posible.

Grafo R

N,

Figura 1.5: El grupo de simetrias de este grafo tiene tres elementos, incluyendo la simetria trivial 0.




Preliminares
1.3 Conceptos basicos de teorfa de hipergrafos

Si consideramos el grafo de la Figura[I.6] no es dificil ver que la tnica simtetria que este grafo posee es

la identidad.

Grafo 5

Figura 1.6: Grafo cuya tinica simetria es la identidad.

1.3. Conceptos basicos de teoria de hipergrafos

En esta dltima seccion presentamos los conceptos de la teoria de hipergrafos que son de utilidad para
el desarrollo de los capitulos posteriores. También se muestran ejemplos de la mayoria de estos conceptos
que pueden resultar de utilidad si se desea profundizar en mas temas como los que se tratan en la referencia

[LLO].

Definicion 1.3.1. La terna (V. E={e;};c1), donde V es finito y en donde para cada i € I (I conjunto de

indices finito) {e;} es subconjunto de V, es llamado hipergrafo y lo denotamos por H=(V,(e;)ic1)-

El conjunto V' es llamado conjunto de vértices o nodos, mientras que E es llamado conjunto de hiper-

aristas y suelen denotarse por V(H) y E(H ) respectivamente.

Ejemplo 1.3.2. Consideremos al hipergrafo H constituido por V(H) = {x1,xa, ..., x10} el conjunto de
vérticesy E(H) = {{x1,x2}, {x1, %2, 23}, {x3, 5, 26}, {x7, Ts, T10}, {4, x8}} el conjunto de hiperaris-
tas, por lo que el hipergrafo H puede representarse de alguna de las maneras de la Figura[l.7] Observemos

que €1 = {3017332}, €2 = {$17$27933}, €3 = {3337905,556}, €4 = {3377908,339}765 = {3?4,%8}-

Lo importante del ejemplo previo es seflalar que la representaciéon de cualquier hipergrafo (dibujo)
puede ser cualquiera en tanto se mantenga la relacién establecida, por lo que no es de mucha importancia

por lo general, en cambio, las implicaciones matematicas que conllevan si lo son.
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a)

Figura 1.7: Representacion del hipergrafo H=(V,E)

Sea H = (V,E = (e;)icr) un hipergrafo en el que la cardinalidad de cualquier subconjunto de E es

dos, entonces en este caso observemos que H coincide con un grafo y puede representarse como en a) o b)

de la Figura[L.§]

X7

Figura 1.8: Misma representacion del hipergrafo H=(V,E), donde V = {x1,...,x10} y e1 = {x1, T2}, €2 =
{x2,$3}7€3 = {.’L’37x4},€4 = {1'471'8}765 = {$87x6}766 = {x5,3}'7},€7 = {‘r57x9}768 = {x97x10}'
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Sea H un hipergrafo, entonces el orden de H se define como su nimero de vértices y lo denotamos por
|G|, mientras que el nimero de hiperaristas de H lo denotaremos por ||H|| = |E|.

Tenemos los siguientes hipergrafos bésicos
= Hipergrafo vacio H=(2,2).
Bésicamente es el conjunto vacio, nada que decir.

= Hipergrafo trivial H = (V, E),donde V # gy E = &.

El hipergrafo trivial es aquel en el que s6lo tenemos vértices y ninguna arista como en la Figura[T.9]

o - o
* 6 o

Figura 1.9: Hipergrafo trivial de diez vértices y ninguna hiperarista.

Definicién 1.3.3. Dado x € V, diremos que x es un vértice aislado si x € V\ | J,c; €.

En la Figura el nodo 19 es un vértice aislado. Observemos que si x € V' = | J,_; e; entonces el

icl
hipegrafo H no contiene vértices aislados, es decir que, todos los vértices pertenecen por lo menos a una

hiperarista (Ver Figura[I.§).
Definicion 1.3.4. Una hiperarista e en E, tal que |e| = 1, es llamado bucle.

Sienla Figuradeﬁnimos aegcomo {z19} y B/ = E U {eg}, entonces, eg seria un bucle y la Figura

[I.7)a) se verfa como la Figura[T.10}

Dado que dos hipergrafos son iguales si y sélo si sus vértices y sus hiperaristas son iguales, el hipergrafo

de la Figura[I.7)y el hipergrafo de la Figura[I.10]son distintos.

Definicion 1.3.5. Dos vértices x, y en un hipergrafo H son adyacentes si hay una hiperarista que los

contiene. En particular, x es adyacente a él mismo si existe la hiperarista {x}, es decir, existe el bucle {x}.

10
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= o

Figura 1.10: Hipergrafo H' con el bucle eg.

En la Figura[[.7] z3 y 25 son adyacentes, también x5 con xg y x5 con g son todos adyacentes ya que
todos pertenecen a la hiperarista e3, mientras que 19 y 5 son no adyacentes, ya que no pertenecen a una

misma hiperarista.

Definicion 1.3.6. Dos hiperaristas e;, e; (para algiin i,j € N) son incidentes si su interseccion es no

vacia.

Refiriéndonos nuevamente a la Figura[I.7] tenemos que las hiperaristas e; y es son incidentes en el nodo
3 mientras que las hiperaristas e; y e4 son no adyacentes, ya que su interseccion es vacia. De lo anterior
denotamos al conjunto de hiperaristas incidentes en el vértice x como H ().

Sea {e;j};es, J € I, una subfamilia de hiperaristas de E, es decir, E = {e;};e; S E, entonces,

definimos el conjunto de vértices que pertenecen a estas hiperaristas por v(E) = | J..;e; y observemos

jeJ
que v(e) denota el conjunto de nodos que pertenecen a la hiperarista e, es decir, v(e) = e.
Consideremos el hipergrafo de la Figura y sean H = (V, E = (e;);er) un hipergrafoy V' € V,

definimos entonces todo lo siguiente

= El hipergrafo parcial H' de H generado por J < I (Ver Figura a)), es el hipergrafo

H' = (V,(ej)jer)-

11
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= El subhipergrafo H' (Ver Figura b)) es el hipergrafo definido como sigue
H' = (V/, E = (ej)jej),

donde para todo ej € E' :e; c V',

= El hipergrafo inducido H' de el hipergrafo H (Ver Figura ¢) 0d)), es el hipergrafo H' = (V' E’)

definido como
E' ={v(e;) n V' # @ :e; € Eycadae; esunbucle 6 |v(e;) n V| = 2}.

Denotamos al hipergrafo inducido por H|[V'] y decimos que V'’ induce o expande H' en H.

Figura 1.11: Hipergrafo H = (V, E) con el bucle eg. V = {z1,...,210}. E = {ea,...,es}, donde e; =
{z1, 23}, e2 = {@2, w3, 75,20}, €3 = {x3, 74}, €4 = {3,258, 210},€5 = {T6, 7, T, T10}, €6 = {Tg}.

12
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Figura 1.12: Hipergrafos construidos a partir del hipergrafo H de la Figura En a) un hipergrafo par-
cial generado por J = {1,2,3,6}. Enb) V! = V\{z3} y E' = {es, e}. Observemos que las hiperaristas
e1, €3, €3y ey no aparecen dado que x3 pertenece a cada una de ellas pero no al conjunto de vértices V.
En ¢) el hipergrafo inducido por el conjunto de vértices V' = V\{x3,x9} y E' = {€}, €}, ek, e}, donde
ef =V nuler) = {z1},eh = V' nu(ez) = {zo,x5},e5 = V' nwleg) = {za}, e} =V nwles) =
{xs, 210}, e5 = V' nwv(es) = {xs, 27,210}, 65 = V' nv(eg) = {xs}. Observemos que las "hiperaristas’
€}, €5 no aparecen dado que originalmente no son bucles o no tienen cardinalidad mayor o igual a dos, en
cambio, la hiperarista ef aparece porque es un bucle. En d) tenemos otro grafo inducido por el conjunto de
vértices V' = {xa,x3, 24, Te, 07,258,029} y B’ = {€, ek, ef, e}, donde, usando el mismo procedimiento
que en c) tenemos que ey = {x2, T3, 29}, €5 = {x3, 24}, €5 = {26, 27,20}, €5 = {25} .

13
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Observemos que el hipergrafo parcial toma como conjunto de nodos a todo el conjunto V' y como
conjunto de hiperaristas a un subconjunto de £ (un subconjunto de hiperaristas contenidas en E'), mientras
que un subhipergrafo toma como conjunto de nodos a un subconjunto de V' y cuyo conjunto de hiperaristas
puede ser o bien un subconjunto de E o el conjunto vacio. Al hipergrafo parcial se le suele decir también
que es un subhipergrafo. El hipergrafo inducido H' es un hipergrafo con vértices V' € V(H) y cuyo
conjunto de hiperaristas E’ es distinto del vacio siempre que lo sea V', ademds de que los elementos de E’
son subconjuntos de las hiperaristas de F, es decir, no necesariamente £’ € F.

Decimos que el hipergrafo H no contiene hiperaristas repetidas si ¢ # j < e; # e;. Si esto ocurre se

sigue lo siguiente

= El ndmero de hiperaristas incidentes en el vértice x es |E(x)| y lo denotaremos por dg (x) o simple-

mente d(z).
= El grado minimo del hipergrafo H es denotado por §(H) = min{d(v) : v € V}.
» El grado mdximo del hipergrafo H es denotado por A(H) = maz{d(v) : v e V}.
= Decimos que el hipergrafo H es k — regular si paracadav € V : d(v) = k.
= El rango del hipergrafo H es r(H) = max;er|e;]-
= El co-rango del hipergrafo H es cr(H) = min;er|e;|.
= Decimos que el hipergrafo H es k — uniforme sir(H) = cr(H).

Observemos que en un grafo G, el co-rango y el rango coinciden y su valor es dos, de ahi que un grafo

es 2-uniforme. Como ejemplo consideremos los hipergrafos de la Figura[I.13]y de la Figura

Definicion 1.3.7. Sea H=(V,E) un hipergrafo sin vértices aislados, un camino P en H de x a y, es una
sucesion alternante de vértices e hiperaristas de la siguiente forma
T =1T1€122€2...,TsCETE+1 = Y,
tal que
® X1,Z2,...,Tp+1 SON Vértices distintos con la posibilidad de que v1 = xj41,

= e, €9, ..., e Son hiperaristas distintas.
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Figura 1.13: Hipergrafos k-uniformes

(a) Hipergrafo 2-uniforme. La cardinalidad de cada hiperarista es 2

(b) Hipergrafo 3-uniforme. La cardinalidad de cada hiperarista es 3

4,dg(zs) = 1,dg(x10) = 2, por decir algunos. b) Es fdcil ver que 6(H) = 2y A(H) = 4 (debido

a que dg(x3) = 4). ¢) El rango de H es 4, que es la cardinalidad de es y es la mayor de todas mientras

que el co-rango de H es I debido a la cardinalidad del bucle eg. d) Observemos que el hipergrafo H no es
k-regular ni k-uniforme.

Figura 1.14: Hipergrafo de la Figura para el cual tenemos todo lo siguiente: a) dy(xs) =
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" T, Tiy1 € €; (l=],2,,k)

y decimos que P conecta a x con y. El entero k es la longitud del camino P y notemos que, si hay un
camino de x a y, entonces hay un camino de y a x.

Six =x1 = xe1 =y, el camino es llamado ciclo y si es de longitud k este ciclo se denota por C*.

Definicion 1.3.8. Un hipergrafo H se dice que es conectado si todo par de vértices x,y € V estdn ligados

por un camino P.
Un hipergrafo H es deconectado si no es conectado.

Definicion 1.3.9. Sean x,y dos vértices de un hipergrafo, definimos la distancia de x a y como la minima
de las longitudes de los caminos que unen a x con y, la cual denotamos por d(x,y). Si no hay tales caminos

entonces se define d(x,y)= oo.

La definicién previa parece definir una métrica, sin embargo, no siempre lo es, debido a que podemos

tener un bucle en el nodo x y con esto d(z, ) = 1.

Definicion 1.3.10. Sea H=(V,E) un hipergrafo, una componente conectada o conexa es un conjunto
maximal de vértices X  V, tal que, para todo x,y € X, d(x,y) # 0. Se denotan por C. Observemos que

estas componentes, vistas como subhipergrafos de H, son hipergrafos conectados.

Las componentes conectadas de un subhipergrafo son importantes, debido a que muchos resultados de la
teoria de hipergrafos bastan con probarse en tales componentes para probar su validez en todo el hipergrafo.
El didmetro de un hipergrafo H se define como la mayor distancia entre cualquier par de vértices de H,

es decir

d(H) = maz{d(x,y) : x,y € V}.

Podemos considerar el hipergrafo de la Figura[[.15|para ilustrar todos estos conceptos.
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Figura 1.15: De este hipergrafo H podemos decir lo siguiente: a) Este hipergrafo H es un hiper-
grafo no conectado, es decir, desconectado. b) Este hipergrafo contiene cinco componentes, a saber,
C1,Cs,C3,Cy,Cs. ¢) P = x1e1:6e1024, P’ = x16129€214 SON dos caminos de x1 a x4y d(x1,24) = 2.
d) P = T1e1706914€10T¢6 es un camino de x1 a xg de longitud tres y P! = x1e1xg es un camino de 11
a xg de longitud uno, mds aiin, d(x1,x6) = 1. e) La componente Cy es un ciclo de longitud tres (C3). )
Tenemos que d(x16,x1) = 00, por ende, d(H) = o0, es decir, el didmetro de H es infinito.

Definicion 1.3.11. Un hipergrafo H es completo si H = (V, E = P(V)\{@}).

La definicién previa quiere decir que un hipergrafo completo es aquel hipergrafo que tiene por conjunto

de aristas a todos los subconjuntos de V.

Definicion 1.3.12. Sea H un hipergrafo en el que |V | = n, un hipergrafo k-uniforme completo , para
2 < k < n, es un hipergrafo que tiene a todos sus k-subconjuntos como hiperaristas y lo denotamos por

Kk

Como ejemplo de estas dos iltimas definiciones consideremos los hipergrafos de la Figura [[.16]
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Figura 1.16: a) Hipergrafo 1-regular, 2-uniforme y es un K3. b) Hipergrafo 1-regular, 3-uniforme y es un
K3. ¢) Hipergrafo 1-regulary es un K3. Si los bucles no estuvieran, entonces, el hipergrafo seria 4-regular.
d) Hipergrafo completo de 4 vértices. Observemos que son 4 vértices donde las hiperaristas son la union

de las hiperaristas en a), b) y c).
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Terminamos la presente seccién definiendo dos conceptos muy utilizados en hipergrafos: la matriz de

incidencia y la matriz de adyacencia.

Definicion 1.3.13. Sean G=(V,E) un hipergrafo, con V. = {x1,z2, ..., v,} el conjunto de nodos, E =
(e1,€2,...,em) el conjunto de hiperaristas y sin vertices aislados. Definimos en H la matriz de incidencia

A = (ai;), como sigue

1 st z€€
A5 = (17)
0 otro caso.

Ejemplo 1.3.14. Consideremos el hipergrafo de la Figura donde V. = {x1,...,x10}, entonces la

matriz de incidencia de H es la siguiente

100 0 0O
010000
111100
0 01 00O
010000 (18)
0 0001FO0
0 000 1FO0
0 00001
010010
000110

Es facil ver que la matiz de incidencia de cualquier subhipergrafo de H, asi como de cualquier hipergrafo
parcial y cualquier subhipergrafo inducido es una submatriz de la matriz de incidenica de H, lo cual puede

consultar en [10} pags. 7-9].
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Ejemplo 1.3.15. Si ahora consideramos la Figura[[.12] entonces las matrices de incidencia de estos

cuatro hipergrafos son las siguientes (quitando los nodos aislados de cada uno).

» Matriz del hipergrafo de la Figura[l.12)a) sin x¢, sin x7 y sin z1¢.

—
—_
—
*
*
e} e} =} =} =}

0 0 1 = =
01 0 = =
(1.9)
ok ok k% %
ok ok %k % %
0 00 = = 1
01 0 =« = 0
ok ok %k % %
» Matriz del hipergrafo de la Figura[I.12]b) sin los nodos x1, 2, T4, Ts.
ok ok k% %
ok ok k& %
ok ok k%
ok ok k%
ok ok k%
(1.10)
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» Matriz del hipergrafo de la Figura[I.12]c) sin los nodos 1 y x4.

+ 1 = 0 0 0 (L11)
+ 0 = 0 1 0
* 0 = 0 1 0
= 0 = 0 0 1
ok ok k% %
« 0 « 1 1 0
» Matriz del hipergrafo de la Figura[I.12]d) .
ok ok k%
* 1 0 0 0 O
* 1 1 1 0 0
+ 01 0 0 0
¥k ok k& L12)
*= 00 0 1 0
*= 0 0 0 1 0
*= 0 0 0 0 1
+ 01 0 1 0
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Definicion 1.3.16. Sea H = (V, E) un hipergrafo, la matriz de adyacencia A(H) de H, se define para

cadax,yeV :x #y, laentradaa,, =|{ec E:x,y€e}|yay, =0.

Figura 1.17: Hipergrafo H con 10 hiperaristas y 15 nodos.

Ejemplo 1.3.17. Consideremos el hipergrafo de la Figura constituido por V. = {x1,...,x15}

el conjunto de nodos y E = {e1,es,e3,eq,65,¢€6,€7,€8,€9,e10} el conjunto de aristas, donde
€1 = {$17$U2,9677338},€2 = {$1,$27$37$4}, €3 = {56279657338,309}, €4 = {!E7,£E87$C10,$14,CC15},
€5 = {$8,$97$10,$14733157}, €6 = {952756575567339,%1179612}, er = {5637%47%5,306}, €g =

{x4, 26, T12, 13, T14}, €9 = {5, %9, T10,T11} Y €10 = {X9, T10, T11,L12, 13, T14}, entonces, la matriz

de adyacencia se construye de la siguiente manera
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Ty T2 T3 T4 T5 Teg X7y Ty T9 T10 Li1 T12 T13 Ti4 Tis

z 0 2 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
x 2 0 1 1 2 1 1 2 0 1 0 0 0 0
xz3 1 1 0 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
xw 1 1 2 0 1 2 0 0 0 0 0 1 1 1 0
x 0 2 1 1 0 2 0 1 3 1 2 1 0 0 0
¢ O 1 1 2 2 0 0 0 1 0 1 2 1 1 0
xzw 1 1 3 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 1 1
x 1 2 0 0 1 0 2 0 2 2 0 0 0 2 2 7
x5 0 2 0 0 3 1 0 2 0 3 3 2 1 2 1
o 0 O O 0 1 0 0 2 3 0 2 1 1 3 2
z; 0 1 O O 2 1 0 0 3 2 0 2 1 1 0
z2 0 O O 1 1 2 0 0 2 1 2 0 2 2 0
ziz3 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 2 0 2 0

zia 0 0 0 1

o o O
=
—
[N}
[N}
w
[
[N}
[\
(an]
[N}

I15 0 0 0 0

resultando la siguiente matriz.
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Capitulo 2

Geometria y operadores geométricos

Antes de tratar con la morfologia sobre grafos e hipergrafos, necesitamos introducir las bases de la
morfologia matemadtica cldsica y para esto necesitamos retomar algunos conceptos bdsicos de geometria.

Para mayor detalle puede consultar [12].

2.1. Nociones en Geometria

Iniciamos esta seccion recordando lo que entendemos por una transformacién del plano en el plano.

Definicion 2.1.1. Una transformacion del plano R* en el plano R es una funcion T : R* — R?, es

decir, se define como una relacion en la que se asigna a cada punto del plano un tinico punto en el plano.

Observemos que si A es un subconjunto de R?, la imagen de A bajo la transformacion T (antes mencio-

nada) se denota por T(A) y se define como:
T(A)={T(a):ac A}.

Es costumbre denotar esta transformacion por la letra T'. [12), pdg. 93]. Una vez retomado este concepto,

procedemos a definir dos operaciones para cualquier subconjunto de R2.

Definicion 2.1.2. La reflexion de un conjunto B, denotado por B*, es definido como sigue

B* = {w|w = —b,be B}.
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Se sigue facilmente que B = (B*)*, ya que todo b en B se puede escribir como -(-b).

Definicion 2.1.3. La traslacion de un conjunto A por un punto zy = (xg, o), denotado por (A).,,, es

definido como

(A)Zo = {U)|U} =a+ 20,0 € A},
El elemento zq es llamado vector de traslacion.

Observemos que la refleccion de B y la traslacién de A son transformaciones en el plano apliacadas a

cada punto de a y b, respectivamente, lo cual podemos ver enseguida.

= Si definimos a 77 como Tj(u) = —u, para cada u en cualquier subconjunto B de RR?, entonces

obtenemos la refleccién del conjunto B.

= Sea z un punto fijo de R?, si definimos 75 como T>(u) = zp+u, paracadauen A, con A subconjunto

de R?, entonces obtenemos la traslacién de A por el vector zg.

Veamos algunos ejemplos de la traslacion y refleccién de un objeto geométrico.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos el cuadrado B determinado por los segmentos de recta (sus lados)
L1, Lo, L3, Ly, donde Ly = {(z,y) e R? : 2 =1,1 <y <3}, Ly = {(z,y) e R : y = 3,1 < = < 3},
Ly = {(z,y) e R* : 2 =31 <y <3}yLy = {(x,y) e R* : y = 1,1 < = < 3}. Entonces, para
determinar la imagen de B bajo la transformacion T (hallar B*), se puede hacer lo siguiente.

Primero observemos que el cuadrado B se puede escribir como

B={(m,y)eR2:1<x<3,1<y$3},

!

dado que T(u)=-u, entonces (z',y") = T(z,y) = —(z,y) = (—z,—y), de ahi que ' = —x , y' = —y,

por lo tanto —x' = x, —y' =y, de ahi tenemos que

B* = {(«/,y)eR*:1< —2/<3,1<—y <3} on
= {(@,y)eR*: -3<a/ < —1,-3<y < -1},
que no es otra cosa mds que el cuadrado B* cuyos lados son LT = {(z',y') : ' = =1,-3 <y <

—1L L3 = {(@hy) 1y = =3, -3 < ' < —1h L = {(@y) 7' = 3,3 <y < -1}y

L ={(".y) 1y = —1,-3 <&’ < ~1} (Ver Figura[2.1).
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Consideremos ahora el cuadrildtero B determinado por los segmentos de recta (sus lados)
Ly, Ly, Ly, Ly, donde Ly = {(z,y) e R? : 2 = =3,1 <y <6}, Ly = {(z,y) e R?: =3 <2 <0,5 <
y<6}, Ly={(z,y) eR?*:0<2<1,3<y<5}yLy={(z,y)eR*: 3<2r<1,1<y<3}
Entonces, para determinar la imagen de B bajo la transformacion T (hallar B*), se determina primero la
imagen de cada lado de B.

Ya sabemos que —x' = x, —y' =y, de ahi que, tenemos lo siguiente para cada lado de B.

Para L. T(L1) = {T(z,y) : z,y € L1} = {T(z,y) : 2 = 1,1 <y <3} = {(«/,y) : =2’ =

1’1 S _yl g 3} = {(xl7yl) 5.13/ = _17_3 S ZJI < _1} = LT

Para Ly. T(Lo) = {T(x,y) :y=3,1<2z <3} ={(«,¢y): v/ =-3,-3 <2’ < -1} = L§.

Para Ls. T(L3) = {T(x,y) : 2 =3,1 <y <3} ={(2',y) : 2’ = -3, -3 <y < -1} = L}.

Para Ly. T(Ly) = {T(x,y) :y=3,1 <z <3} ={(2",y) : v = —-1,-3 <2’ < -1} = L}.

Una vez hecho esto, se concluye que T(B) 6 B*, es el conjunto de todos los puntos v’ dentro del

cuadrildtero determinado por los segmentos de recta LY, L%, L% y L} (Ver Figura .

(1.1 L (31)

(-3.1)

-3,1) L (11

RN EEERE R
CB*

(_3!‘3) Lz* ('1,'3)

Ls"

Figura 2.1: Ejemplo de dos conjuntos By B*. Del lado izquierdo el conjunto B, donde sus cuatro lados
quedan determinados por los puntos (1,3), (1,1), (3,3) y (3,1). Del lado derecho el conjunto B, donde sus
cuatro lados quedan detrminados por los puntos (-3,1), (-3,6), (0,5) y (1,3).

27



Geometria y operadores geométricos
2.1 Nociones en Geometria

Podria ocurrir que B sea igual a B* como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos el circulo B = {(x,y) : 0 < 22 + y* < d?}. Deseamos obtener B*, lo
cual se hace de la siguiente manera.

Sabemos que —x' = x,—y' = vy, ademds, dado que (—z?) = 12 se sigue que

T(B) = {T(x,y):wyeB}l={("y):0<{="}? +{-y'}* <’} 22
= {(@y):0<a? +y? < d?,

por lo que obtenemos que B = B* (Ver Figura[2.2]lado izquierdo).

De igual forma podemos hacer lo mismo con un cuadrado centrado en el origen de longitud de lado d

(Ver Figura[2.2]1ado derecho).

B=B*

r=d

B=B* L=d

Figura 2.2: Dos conjuntos en los que B = B*, observe que ambos se encuentran centrados en el origen.
Del lado izquierdo un circulo de radio d. Del lado derecho un cuadrado de longitud de lado d.

De igual forma podemos calcular analiticamente el desplazamiento de un conjunto B.

Ejemplo 2.1.6. Consideremos un circulo B de radio d, con centro en ¢ = (2,—1), con los puntos de
traslacion p = (—10,—15), ¢ = (15,—15) y r = (20, 10) (Figura[2.3|a)). Para p tenemos que T(u) =
u+p, de donde (z',y") = T(z,y) = (x,y) + (=10, —15), de ahi que x = ' + 10, y = y' + 15, por tanto

tenemos lo siguiente

T(B) = {(T(r,y):0<2-2°+y+1><d*}
= {(x/7yl) :0<$/+102—‘,—y/+152 <d2} 2.3)
= (B)p,
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lo cual es un circulo de radio d con centro en (—10,—15) = p (Ver Figurac)).

Se puede verificar también que
= Paraq = (15,—15), (B), = {(«/,y) : 0 < &’ — 15 + ¢/ + 15° < d?},
lo cual es un circulo de radio d y con centro en (15, —15) = q (Ver Figurad)).

= Parar = (20,10), (B), = {(z/,y/) : 0 < 2/ — 20° + 3 — 10° < d?},

lo cual es un circulo de radio d y con centro en (20, 10) = q (Ver figura b)).

B . 1=(20,10) (B)r r=(20,10)

° e=(2,-1)

p=(-10,-15) . g=(15,-15)

p=(-10 -15) £ la=(15.-15)
(B)p T

Figura 2.3: a) Conjunto B y sus distintos desplazamientos por los puntos p, q y . b) Desplazamiento de B
por el vector ry el vector r. ¢) Desplazamiento de B por el vector p y el vector p. d) Desplazamiento de B
por el vector q y el vector q.
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Ejemplo 2.1.7. Consideremos el cuadrildtero formado por los segmentos de recta (sus lados)
Ly,Lo, L3, Ly, donde Ly = {(z,y) € R?>: 2z =-3,1<y< 6}, Lo = {(z,y) € R?>: -3<z<
0,5<y<6},Ly={(r,y)eR*:0<2<1,3<y<5}, Ly={(r,y)eR®:-3<z<1,1<y<3}
y los puntos de traslacion p = (—2,-3), ¢ = (5,-5) yr = (4,1) (Figura a)). Para p tenemos que
T(u) = u + p, de donde («',y') = T'(z,y) = (z,y) + (—2,—3), de ahi que v = =’ + 2, y = y' + 3, por

tanto tenemos lo siguiente

s T(Ly) ={(2,y)eR*: 2’ +2=-31<y +3<6}={(a/,y)eR’®:2' = -5 -2<y <

3} = (Ll)p-

s T(Ly) ={(2',y)eR*: —3<2’'+2<0,5<y +3<6} ={(2/,y)eR*: -5 <2’ < -2,2<

Yy <3} = (LZ)p-

s T(L3) ={(«,4)eR?*: 0< 2’ +2<1,3<y +3<5}={(2/,9)eR?: 2<2'<-1,0<

Y <2} = (L3)p.

s T(Ly) = {(z/,y/) e R* : =3 <2’ +2< 1,1 <y +3<3 ={,y)eR®: -5 <2 <

-1,-2<y < 0} = (L4)p-

Una vez hecho esto, se concluye que T(B) 6 (B),, es el conjunto de todos los puntos u' dentro del
caudrildtero determinado por los segmentos de recta (L1)p, (L2)p, (L3)p y (La)p (Figura2.4)c)). De igual

forma se puede hacer para q y r, obteniendo asi (B), (Figura[2.4|d)) y (B), (Figura2.4|b)).

Ejemplo 2.1.8. Consideremos el cuadrado centrado en el origen, delimitado por los segmentos de recta
Ly, Lo, Ly y Ly, con los vectores de desplazamiento p = (—2,-3), ¢ = (5,—5) yr = (4,1) (Ver Figura
a)). La forma de calcular (B), (Figurab)), B, (Figurac)) y By (Figurad)) es como en
el ejemplo previo del cuadrildtero, o bien, ir describiendo al cuadrado como se le hizo en la Figura[2.1)y

aplicar T para obtener asi estos resultados.
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(-3,6)
s 2
i ‘\‘"‘\(075)
B | A Ls
L | (13)
P L i (1.2) i
B =(4 1 , =
(3.1 =) r=(4,1)
p=(-2‘-.3)
9=(5,-5)
a) b)

c) d)

Figura 2.4: a) Conjunto B y sus distintos desplazamientos por los puntos p, q y . b) Desplazamiento de B
por el vector ry el vector r. ¢) Desplazamiento de B por el vector p y el vector p. d) Desplazamiento de B
por el vector q y el vector q.
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L r=(4
[ o[
a) b)
o
ERSEEEREERERELE '
c) d)

Figura 2.5: a) Conjunto B y sus distintos desplazamientos por los puntos p, q y r. b) Desplazamiento de B
por el vector ry el vector r. ¢) Desplazamiento de B por el vector p y el vector p. d) Desplazamiento de B
por el vector q y el vector q.
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Antes de ingresar a la siguiente seccion, es necesario hacer las siguientes observaciones.

» La Figura[2.3]y la Figura [2.5]tienen en comin que, dado B y sus vectores de desplazamiento (p, g
y 1), se tiene que los vectores de desplazamiento quedan contenidos dentro de (B),, (B), y (B)r

(respectivamente), caso contrario en la Figura[2.4]

= En particular, en la Figura|2.5|podemos observar que el cuadrado se encuentra centrado en el origen

y obtenemos cuadrados centrados al ser desplazados por cada vector de desplazamiento.

La primera observacién se debe a que el origen, o = (0,0), estd contenido en B, lo cual podemos

verificar con el siguiente Lema.

Lema 2.1.9. Sean B cualquier subconjunto de R? y zy un punto fijo de R, si el origen estd contenido

en B, entonces zy queda contenido en (B).,.

Demostracion. Dado que 0 € By zg = 0 + zp, se sigue que zg € (B),.

Mis atin, para cualquier subconjunto C' de R?, si zo € C, entonces (B)z nC # 2. O

Una tltima observacién es que si o € B entonces o € B* pues o = (0,0) = (-0, —0) = —o.

2.2. Dilatacion

Con las operaciones vistas en la seccién previa podemos definir las siguientes operaciones morfolégicas
clasicas fundamentales, a saber, dilatacion, erosién, apertura y cierre, las cuales puede consultar ampliamen-

teen [7] y [9].

Definicién 2.2.1. Dados A y B subconjuntos de R?, con o = (0,0) € B, la dilatacién de A por B se

define como sigue

A®B = {2|(B*). n A # &,

Esta definicion es valida por el Lema 2.1.9. previo y su posterior observacién. Este mismo Lema también

nos permite demostrar lo siguiente.

Proposicion 2.2.2. A< A® B.

Demostracion. Sea a € A, como o € B, entonces por el Lema previo tenemos que (B), n A # &, por lo

tantoa € A @ B. O
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La dilatacién de A por B resulta ser el conjunto de todos los z que, al desplazar a B* con estos vectores,
tenemos que la interseccén de (B*). con A es no vacia. El conjunto B es llamado elemento estructurante

de la dilatacién. Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos como elemento estructurante un cuadrado B centrado en el origen, de
longitud de lado | = d/4 y consideremos también los puntos p,q,r y s (sus esquinas), con las siguientes
componentes: p = (—d/8,d/8), ¢ = (d/8,d/8), r = (d/8,—d/8) y s = (—d/8,—d/8). Observemos que
podemos describir a B como el conjunto {(x,y) € R* : —d/8 < x < d/8,—d/8 < y < d/8} (Ver Figura
[2:6a)).

Consideremos ahora al cuadrado A, centrado en el punto C' = (18,0), de longitud de lado L = d
y los puntos p1,q1,71 y $1 (sus esquinas), con las siguientes componentes: p1 = (18 — d/2,d/2), 1 =
(18 4+d/2,d/2), 1 = (18 +d/2,—d/2) y s1 = (18 — d/2, —d/2). Observemos que podemos describir a A
como el conjunto {(z,y) € R? : 18 — d/2 < x < 18 + d/2, —d/2 < y < d/2} (Ver Figumb)).

P4 o}

L=d

C=(18,0)

b)

Figura 2.6: Conjunto A y su elemento estructurante B. a) Cuadrado estructurante B centrado en el origen,
de longitud de lado | = d/4 y sus cuatro puntos (esquinas). b) Cuadrado A centrado en C, de longitud de
lado L = d y sus cuatro puntos (esquinas).

Procedemos a calcular A @ B (Ver Figura[2.7). Tenemos que hallar todos los puntos z de tal forma
que, desplazando a B* (B = B*) con estos puntos, la interseccion de B* con A sea distinta del vacio.

Ya sabemos que A queda contenido en A® B, es decir, que todo punto en A hace que la interseccion de
A con B sea distinta del vacio, por lo que tenemos que buscar puntos fuera de A.

Coloquemos los siguientes puntos (vectores de desplazamiento) en A: z1 = (18 — d/2,0), z5 =
(18,d/2), z3 = (18 + d/2,0) y z4 = (18,—d/2), con su respectivo desplazamiento hacia B*,
(B*).,, (B*).,, (B*).; ¥ (B*).,. Como B se encuentra centrado en el origen, entonces B queda cen-

trado en cada punto z1, za, z3 y z4, es decir, (B*),,,(B*).,,(B*)., ¥ (B*)., tienen por centro sus

34



Geometria y operadores geométricos
2.2 Dilatacién

vectores de desplazamiento (Ver Figura [2.7)a)). Mds aiin, como los puntos z1, za, z3 y z4 estdn en el
borde del cuadrado, la mitad de estos cuadrados ((B*),,, (B*).,,(B*)., ¥y (B¥)., ) quedan fuera de
Ay la otra mitad dentro. Esto es importante, dado que esto nos permite observar que puntos tomar
fuera de A (que tanto podemos alejarnos de A) de tal forma que al desplazar B* por estos puntos,
la interseccion de B* con A sea distinto del vacio, y, esto es que, tanto el borde de A como el bor-
de de B* se intersecten. Para que esto suceda, sélo podemos sacar el cuadrado otra mitad, es decir,
si el cuadrado completo mide de lado d/4, entonces, sélo podemos sacarlo o situar puntos a una dis-
tancia de (d/4)/2 = d/8 con respecto al borde de A. Algunos puntos (vectores de desplazamiento) son
los siguientes: z¥ = z1 — (d/8,0) = (18 — d/2 — d/8,0), z& = z2 + (0,d/8) = (18,d/2 + d/8),
28 = z3 + (d/8,0) = (18 + d/2 + d/8,0) y zf = z4 — (0,d/8) = (18,—d/2 — d/8). Cada uno de
estos vectores de desplazamiento hacen que B* quede centrado en ellos e intersectando el borde (externo)
de A, sin embargo, hay mds puntos fuera de A que hacen que B* quede tocando el borde de A. Si nos
fijamos en z§ y nos movemos en su componente y , estaremos recorriendo y tomando puntos sobre la recta
x =18 — d/2 — d/8, en donde cada punto es un vector de desplazamiento y centro para B*, sin embargo,
no todos los puntos sobre esta recta cumplen con que, al desplazar B* con estos puntos, hagan que la in-
terseccion de B* con A sea distinto del vacio. Podemos, por ejemplo, recorrer la recta v = 18 — d/2 — d/8
hacia las componentes negativas y tomar como dltimo punto al punto que haga que s1 toque la esquina
del cuadrado B* (Ver Figura b)). Para hallar tal punto, nos fijamos en la componente y de s1 y nos
bajamos sobre esta componente una longitud igual a la mitad de la longitud del lado del cuadrado B*, a
saber d/8, localizdndonos en el punto con coordenadas (18 — d/2, —d/2 — d/8) y luego nos movemos a la
izquierda, sobre su componente x la misma longitud (llegando asi al centro de (B*)s, ), obteniendo asi el
punto deseado: sT = (18 —d/2 — d/8,—d/2 — d/8), es decir, el punto del cual ya no podemos alejarnos
mds sobre la recta x = 18 — d/2 — d/8 en componentes negativas, de lo contrario, cualquier punto tomado
ocasionaria que la interseccion de A con B* sea vacia. Similarmente se puede hacer ésto con p1,q1 y 71,
logrando asi hallar los puntos p} = (18 — d/2 — d/8,d/2 + d/8),q7 = (18 + d/2 + d/8,d/2 + d/8) y
r§ = (18 + d/2 + d/8,—d/2 — d/8) (Ver Figura[2.7|c)), los cuales nos permiten describir a A @® B como
el (cuadrado) conjunto {(x,y) : 18 —d/2 —d/8 < x < 18 +d/2+d/8,—d/2 —d/8 <y < d/2+ d/8}
(Ver Figura2.7]d)).

Observemos que, en resumen, el cuadrado A crecié de cada lado una longitud de d/8, que es la mitad

de la longitud del cuadrado B.

La idea principal del ejemplo anterior fue hallar todos los puntos fuera de A, de tal forma que el cuadrado
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Figura 2.7: Procedimiento de dilatacion de A por B. a) Conjunto B desplazado por los puntos z1,29,23 ¥
z4 . b) Hallar puntos fuera de A pertenecientes a A @ B. c) Puntos que podemos tomar fuera y dentro de A
pertenecientes a A @® B. d) Resultado final, A ® B.

B = B* se mueva fuera de A, cumpliendo la condicién de que siempre halla interseccién con el borde
externo de A (perimetro externo de A). Esta idea es muy util, ya que esto nos permite hallar mas fcil,

geométricamente hablando, al conjunto A @ B, para distintos A y B.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos ahora dos circulos (Ver Figura 2.8), el primero, un circulo B de radio

ro = d/8, centrado en el origen (Ver Figura a)) y otro circulo A, de radio 1 = d/2, centrado en el
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punto C' = (18,0). Podemos incluso localizar los puntos p = (18 —d/2,0),q = (18,d/2), r = (18+d/2,0)
ys = (18,—d/2) (Ver Figumb)).

q
O —
yal ™S
A BN
TOra=
22 %’ i )
L PV =80 /
a) \ /
\ /
N\ pd
| )
Snangs
b)

Figura 2.8: Conjunto A y su elemento estructurante B. a) Circulo estructurante B centrado en el origen, de
radio o = d/8. b) Circulo A centrado en C, de radio r1 = d/2 y sus cuatro puntos.

Procedamos a hallar A @ B. Lo primero que vemos es que B = B*. Ya sabemos que A ¢ A@® B
y también, como B estd centrado en el origen, (B*),, (B*)q, (B*), y (B*)s quedan centrados en p,q,r
y s respectivamente (Ver Figura a)). Como la idea principal es mover o desplazar a B* fuera de
A, sin dejar que haya interseccion de B* con el perimetro de A, geométricamente vamos obteniendo
una circunfernecia alrededor de A conforme desplazamos B* por el perimetro de A, por lo tanto, en
A @ B resultardn aquellos puntos que queden sobre y dentro de ésta circunferencia (Ver Figura b)).
Para hallar todos estos puntos, observemos que la distancia que hay entre esta nueva circunferencia con
respecto a la circunferencia de A es de d/8. Esto es posible saberlo con ayuda de cualquiera de algunos de
los puntos p,q,r o s. Si tomamos al punto p, al desplazar B* por el perimetro de A , de tal forma que B*
quede centrado en un punto p' sobre el eje X, es fdcil calcular la distancia de p a p' (distancia que es la
buscada para describir la nueva circunferencia), la cual es la longitud del radio de B*,a saber d/8 (Ver
Figura ¢)). Por lo tanto, A @ B es el circulo de radio r = d/2 + d/8, centrado en C 'y que podemos
describir analiticamente como el conjunto {(z,y) : 0 < (v—18)?+y? < (d/2+d/8)?} (Ver Figura[2.9d)).

Si bien la descripcion analitica de A @ B es importante, nos interesa también la representacion geo-
métrica que ésta nos proporciona, por lo que en los siguientes ejemplos presentamos un conjunto B como
elemento estructurante centrado en el origen y un conjunto A no descrito analiticamente pero que aun asi

es posible obtener A @ B sin tanto analisis.
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Figura 2.9: Procedimiento de dilatacion de A por B. a) Conjunto B desplazado por los puntos p,q,ry s. b)
Desplazamiento tangencial de B* por el perimetro de A. c¢) Puntos que podemos tomar fuera y dentro de A
pertenecientes a A @ B. Resultado final, A® B.

Consideremos los dos ultimos ejemplos siguientes.

Ejemplo 2.2.5. Consideramos un circulo B centrado en el origen, de didmetro D = d/4 (radio d/8) y

un tridngulo equildtero de longitud de lado L = d. Sabemos que B = B*, por lo tanto, A @ B se ve como

en la Figura2.10]

Ejemplo 2.2.6. Consideremos ahora un circulo B centrado en el origen, de didmetro D = d/4 (radio

d/8) y consideremos la figura geométrica como en al Figura b). Procedemos a calcular A ® B

sabiendo que B = B*, por lo que el proceso y el resultado se muestra en la Figurad).
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ADB

d)

Figura 2.10: Procedimiento de dilatacion de A por B. a) Conjunto B = B* centrado en el origen. b)
Conjunto A. c) Desplazamaiento de B* por el perimetro de A, obteniendo asi los puntos hasta donde
desplazar B* (linea punteada). d) Resultado final, A @ B.

Terminamos esta seccién mencionando la siguiente proposicién que es equivalente a la definicién de

dilatacion.

Proposicion 2.2.7. A® B = |J,c5(A4)p-
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Figura 2.11: Procedimiento de dilatacion de A por B. a) Conjunto B = B* centrado en el origen. b)
Conjunto A. c) Desplazamaiento de B* por el perimetro de A, obteniendo asi los puntos hasta donde
desplazar B* (linea punteada). d) Resultado final, A ® B.
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2.3. Erosion

Como vimos en la seccién previa, lo que hace la dilatacién es expandir una imagen, darle mas area,

aunque por su parte y como veremos, la erosién encoge la figura.

Definicién 2.3.1. Sean A, B subconjuntos de R?, con o € B, la erosion de A por B, denotada por

A O B, se define como sigue

AOB = {z|(B). C A}.

En otras palabras, la erosién de A por B es el conjunto de todos los puntos z, tal que, B trasladado por

z queda contenido en A. Una rapida observacién es la que sigue.
Proposicion 2.3.2. A© B c A.

Demostracion. Dado que o € B, se tiene que cada vector de desplazamiento z, para B, se queda dentro de

(B), € A. O
Consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos el ejemplo de la Figura[2.6] es decir, consideremos como elemento es-
tructurante al cuadrado B centrado en el origen, de longitud de lado | = d/4 y al cuadrado A, centrado en
el punto C = (18,0), de longitud de lado L = d. Para hallar la erosion de A por B se procede casi igual
que como se procede para calcular la dilatacion de A por B, es decir, desplazar a B* dentro de A, de tal
forma que B* quede contenido en A y encontrar los puntos dentro de A que hagan que B* interseccione
el borde interno de A. Esta idea nos permitird describir analiticamente la erosion de A por B (Ver Figura
2:12).

Sea zy = (18 — 3d/8,0), entonces (B*),, queda centrado en z pero de tal forma que la mitad del
cuadrado de (B*),, queda por encima del eje X y la otra mitad por debajo y tocando el borde interno de
A, esto debido a que hemos situado a z justo a una distancia de 3d/8 unidades de C, y, al quedar centrado
(B*)., en z1, provoca que una de sus mitades quede a una distancia de d/8 de z1, lo cual, sumado con
3d/8 da como resultado 4d/8 = d/2, que es justo la distancia de C a su lado (segmento de recta) 11, el cual
estd contenido en la recta x = 18 —d/2, de ahi que, (B*)., toca el borde interno de A (Ver Figura[2.12)a)).
Deseamos asi obtener todos los puntos (vectores de desplazamiento) que pasen por la recta que contiene a
z1y que es paralela a ly (la recta x = 18 —3d/8), de tal forma que al desplazar (B*) por estos puntos siga

quedando contenido en A, para esto, podemos ayudarnos de los puntos zo = (18,3d/8), z3 = (18+3d/8,0)
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y za = (18,—3d/8). Observemos que (B*),,, (B*),, ¥y (B*)., quedan, de igual forma que (B*),,,
centrados en sus respectivos puntos y tocando el borde interno de A, mds aiin, cada uno intersecciona cada
lado diferente de A, es decir, (B*),, intersecciona a la, (B*),, intersecciona a l3 y (B*),, intersecciona
a ly. Esto genera otras tres rectas, la recta y = 3d/8, que conitene a z3, la recta y = —3d/8, que contiene
a zgylarecta x = 18 + 3d/8, que contiene a z4. Las intersecciones de estas cuatro rectas son las que nos
van a ayudar a delimitar hasta qué puntos tomar dentro de A. Por ejemplo, la interseccion de las rectas
x =18 —3d/8 con la rectay = —3d/8, es justamente el punto so = (18 —3d/8, —3d/8), el cual, se queda
a una distancia de d/8 de intersectar tanto a ly como a l4, es decir, en ese punto todavia podemos centrar
a (B*), de tal forma que quede contenido en A (Ver Figur b)). Las otras intersecciones proporcionan
los puntos ps, qo2 y r2, que son los puntos hasta donde podemos centrar (B*) sin que salga de A (Ver
Figura c), obteniendo asi la erosion de A por B. Podemos describir a esta erosion como el cuadrado

(conjunto) {(x,y) : 18 — 3d/8 < x < 18 + 3d/8, —3d/8 < y < 3d/8} (Ver Figura[2.12|d)).

Ejemplo 2.3.4. Consideremos también el ejemplo de la Figura2.8] es decir, consideremos los circulos
B de radio o = d/8, centrado en el origen (Ver Figur a) )y el otro circulo A de radio r1 = d/2y
centrado en el punto C = (18,0) (Ver Figur@ b)), luego, deseamos la erosion de A por B (Ver Figura
273).

Podemos situar los puntos p = (18 —3d/8,0), ¢ = (18,3d/8), r = (18 +3d/8,0) y s = (18, —3d/8) y
sus respectivos (B*)p, (B*)q, (B*)r y (B*)s, ¥, al igual que en ejemplo previo, todos intersectan (tangen-
cialmente en este caso) el borde interno de A, a saber, en los puntos p* = (18 — d/2,0), ¢* = (18, 3d/8),
r* = (18 + d/2,0) y s* = (18,—3d/8). (Ver Figura[2.13|a)) El desplazar a (B*) por el borde interno
de A provocard intersecciones tangenciales, mds aiin, resultard una circunferencia centrada en C pero de
menor radio (Ver Figura b)). Es posible conocer el nuevo radio de la circunferencia, dado que (B*),
queda centrado en p = (18 — 3d/8,0), la longitud del radio decrece en la mitad del radio de (B*) = B,
a saber d/8 (Ver Figura c)). Por lo tanto, la erosion de A por B resulta en el circulo (conjunto)
{(z,y) : 0 < (z — 18)? + y? < (3d/8)?}, donde 3d/8 = d/2 — d/8 (Ver Figura[2.13|d)).

Como mencionamos anteriormente, si bien la descripcion analitica de A © B es importante, nos intere-
sa también la representacion geométrica que ésta nos proporciona, por lo que en los siguientes ejemplos
presentamos un conjunto B como elemento estructurante centrado en el origen y un conjunto A no descrito

analiticamento pero siendo posible obtener, geométricamente hablando, la erosién de A por B.
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Figura 2.12: Procedimiento de erosion de A por B. a) (B*)., intersecciona el borde interno de A. b)

Desplazamaiento de B* por el perimetro de A, con los posibles puntos hasta donde desplazar B* (linea

punteada). ¢) Obtencion de todos los puntos hasta donde desplazar B* (linea punteada). d) Resultado final,
AOB.
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Figura 2.13: Procedimiento de erosién de A por B. a) Desplazamaiento de B* sobre el perimetro interno

de A. b) El desplazamaiento de B* por el perimetro interno de A genera una nueva circunferencia. c)

Obtencion de todos los puntos hasta donde es posible desplazar B* para que este quede contenido en A
(circunferencia punteada). d) Resultado final, A © B.
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Ejemplo 2.3.5. Consideramos un circulo B centrado en el origen, de didmetro D = d/4 (radio d/8) y

un tridngulo equildtero de longitud de lado L = d. Sabemos que B = B*, por lo tanto, A © B se ve como

en la Figura2.14)

L=d

/ \

A\

A©B
3)

Figura 2.14: Procedimiento de erosion de A por B. a) Conjunto B = B* centrado en el origen. b) Conjunto
A. ¢) Desplazamaiento de B* por el perimetro de A, obteniendo asi los puntos hasta donde desplazar B*
de tal forma que quede contenido en A (linea punteada). d) Resultado final, A © B.
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Ejemplo 2.3.6. Consideremos ahora un circulo B centrado en el origen, de didmetro D = d/4 (radio

d/8) y consideremos la figura geométrica que podemos ver en la Figura b). Procedemos a calcular

A @ B, por lo que el proceso y el resultado se muestran en la Figura[2.15]
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Figura 2.15: Procedimiento de erosion de A por B. a) Conjunto B = B* centrado en el origen. b) Conjunto
A. ¢) Desplazamaiento de B* por el perimetro de A, obteniendo asi los puntos hasta donde desplazar B*
de tal forma que siga quedando contenido en A (linea punteada). d) Resultado final, A © B.
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La dilatacién y la erosion son duales con respecto a la reflexion y el complemento de conjuntos, esto es

(AGB)=A“@B. 2.4)

Demostracion. Tenemos por definicién que

(A©B)‘ = {z|(B). < A}°,

dado que (B), € A, se cumple que (B), n A° = @, asi

(A© B)® = {2|(B). n A° = &}".

Pero el complemento del conjunto de los z que satisfacen que (B), N A = &, es el conjunto de los 2z

tales que (B), n A # &, de ahi que

(A©B)" ={2|(B). n A° # &},

dado que B =B, se sigue que

(2|(B), A A° # &} = {2|(B). n A° = &} = A°® B.

Una definicién equivalente a la de erosién es la siguiente.
Proposicion 2.3.7. A© B = (),.5(4) .
Terminamos esta seccion con el siguiente teorema.

Teorema 2.3.8. Sean X,Y, B € R?, con B un conjunto estructurante, entonces

X®BCY < XCYoOBbB.

Bésicamente dice que la dilatacién de X por el elemento estructural B queda contenido en el conjunto

Y siy sélo si el conjunto X queda contenido en la erosién del conjunto Y por elemento estructural B.
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2.4. Aperturay Cierre

Otras dos operaciones morfoldgicas importantes son la apertura y el cierre. La apertura, por lo general,
adelgaza el contorno de un objeto, elimina pequefias protuberancias y elimina istmos estrechos, por su
parte, el cierre, aunque también trata de adelgazar contornos, a diferencia de la apertura, generalmente une

las roturas estrechas, elimina los agujeros pequefios y llena los huecos en el contorno.
Definicion 2.4.1. La apertura de un conjunto A, creada por un elemento estructurante (conjunto) B ,
denotada por A o B, se define como sigue
AoB=(A6B)®B.

Entonces, la apertura de A por B es la erosion de A por B y a este resultado se le aplica la dilatacién por

La apertura bien puede ser expresada como sigue.

Proposicion 2.4.2.

AoB = U{(B)z|(B)z c A}

I
L
&

En efecto.

Demostracion. x € AoB < z € {z|(B*),n(AGB) # 3} < (B*),n(AGB) # 2 < dp:
pe(B*),n(AGB) < Ip:p=z—bpabeBype AOB «— Ip:z=p+by(B),C A
<~ Ip:2€e(B)y €A < ze|J{(B).|(B). < A}

Esto quiere decir que la apertura de A por un conjunto B puede expresarse y verse como un proceso de
llenado, mas aidn, dada esta igualdad podemos observar que A o B € A, esto se sigue del hecho de que
A o B es la unién de subconjuntos contenidos en A.

Dado que tanto la apertura como el cierre de un conjunto A son operaciones que ocupan erosioén y
después dilatacién o dilatacién seguido de una erosién, respectivamente, ocuparemos los ejemplos vistos

anteriormente y sin ser tan explicitos en su andlisis.

Ejemplo 2.4.3. Consideremos nuevamente como elemento estructurante al cuadrado B centrado en
el origen, de longitud de lado | = d/4 y al cuadrado A centrado en el punto C = (18,0) y de longitud

de lado L = d, por lo que la dilatacion de A por B resulta en el cuadrado descrito por el conjunto
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{(z,y) : 18 —d/2 —d/8 < x <18 +d/2+d/8,—d/2 —d/8 <y < d/2 + d/8}, el cudl podemos ver en

la Figura[2.7)d), por lo tanto, la apertura de A por B la podemos ver en la Figura[2.16]e).

B=B* P4 G

p q
] =aia L=d
S r
a) c=(18,0)
Sq b) ry
ASB N
p*1 q™1 1 [p*1 q*1 :
1
I 1
L=d-d/8 !
. s . drg
C=(18,0) 3 C=(18,0) ™
1
: s*1 k| L
1
s*1 C) r1 L-——Ld/—s—____.

L=(d-d/8)+d/8 L=d

Figura 2.16: Procedimiento de apertura de A por B. a) Elemento estructurante B = B* centrado en el

origen. b) Conjunto A. c) erosion de A por B. d) Desplazamaiento de B* por el perimetro externo de A,

obteniendo asi los puntos hasta donde desplazar B* (linea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos
que (A©B)® B = A.
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Ejemplo 2.4.4. Nuevamente consideremos dos circulos, el circulo B de radio ro = d/8 y centrado en

el origen (Ver Figuma)), y el otro circulo A, de radio r1 = d/2 y centrado en el punto C = (18,0) (Ver

Figumb)), luego, la erosion de A por B resulta en el circulo (conjunto) {(x,y) : 0 < (x — 18)% + 42 <
(3d/8)?}, donde 3d/8 = d/2 — d/8 (Ver Figura d)), por lo que la apertura de A por B la podemos ver

en la Figura2.17]e).

ASB

r=d/2-d/8

C=(18,0)

N
/ \
/r=(d/2-d/8w/ \\
/

' C=(18,0) i

—

S
b)
<N
(] BN
!
V

r,=d/2

e)

Figura 2.17: Procedimiento de apertura de A por B. a) Elemento estructurante B = B* centrado en el

origen. b) Conjunto A. c¢) Erosion de A por B. d) Desplazamaiento de B* por el perimetro externo de A,

obteniendo asi los puntos hasta donde desplazar B* (linea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos
que (A©B)® B = A.

50



Geometria y operadores geométricos
2.4 Apertura y Cierre

Ejemplo 2.4.5. Consideramos ahora al circulo B centrado en el origen, de didmetro D = d /4 (radio
d/8) y el tridngulo equildtero de longitud de lado L = d. Por lo que el resultado de A © B se ve en la

Figura[2.14|d) y asi, la apertura de A por B se puede ver en la Figura2.18e).

R V4
’ \ ,I \
\
’ \ ’
’ \ g / N\
’ \ 4 \\
’ \ \

V4 \ \\
’ \ \
1 1

ST 4 \ J
L=d

Figura 2.18: Procedimiento de apertura de A por B. a) Elemento estructurante B = B* centrado en el

origen. b) Conjunto A. c) Erosion de A por B. d) Desplazamiento de B* por el perimetro externo de A,

obteniendo asi los puntos hasta donde desplazar B* (linea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos
que (A©B)® B = A.
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Ejemplo 2.4.6. Para este iiltimo ejemplo consideremos nuevamente al circulo B centrado en el origen,

de didmetro D = d/4 (radio d/8) y consideremos la figura geométrica como en la Figura b), por lo

que A © B se muestra en la Figura[2.13|d) y asi, la apertura de A por B se muestra en la Figura[2.20]e).

d+d/4
D=d/4
(D A
]/ di4
B=B* ‘
2) 3d/4 3d/4
v
d/4
di2 b) di2
1==7 " 71
1 I I
I I :
| IAOB! |
1 P |
L1 9 L_,

b
| t——1
I
4
. ]
' ?
4 A\
d)

Figura 2.19: Procedimiento de apertura de A por B. a) Elemento estructurante B = B* centrado en el
origen. b) Conjunto A. c¢) Erosion de A por B. d) Desplazamiento de B* por el perimetro externo de A,
obteniendo asi los puntos hasta donde desplazar B* (linea punteada).
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d+d/4

d/4

3d/4 3d/4

(@]
o
o

d/4
------- dz di2

_______

v
/

(AGB)®B |

N /|
~ -

n o ‘

Figura 2.20: Continuacion de la Figura e) Apertura de A por B. f) Observemos que (A©B)@®B < A.

Definicion 2.4.7. La cerradura de un conjunto A, creada por un elemento estructurante (conjunto) B,

denotada por A e B, se define como sigue

AeB=(A®B)OB.

Es decir, la cerradura de A por B es la dilatacion de A por B y de este resultado se sigue la erosién por

Un primer resultado es que A € A e B.

Demostracion. Sea x € A. Veamos que (B), € A® B.

Tomemos p € (B),, luego, p = a+bparaalginb € B.Dadoquea € Aya = a+b—b=p—be (B*),,
se sigue que A N (B*), # @, por lo tanto,p € A@ B. O

De igual forma que se hizo con los ejemplos para la apertura de un conjunto A, para el cierre de A se

hard lo mismo, ya que es una combinacion de operaciones entre la dilatacion y la cerradura de un conjunto,

es decir, se haran sin tanto analisis.

Ejemplo 2.4.8. Consideremos como elemento estructurante al cuadrado B centrado en el origen, de

longitud de lado | = d/4 y descrito como el conjunto {(x,y) € R* : —d/8 < x < d/8,—d/8 < y < d/8}
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(Ver Figura @a )), también consideremos al cuadrado A, centrado en el punto C = (18,0), de longitud de
lado L = d y descrito como el conjunto {(z,y) € R? : 18 — d/2 < x < 18 + d/2, —d/2 < y < d/2} (Ver
Figura[2.6]b)), por lo que A@® B se describidé como el (cuadrado) conjunto {(z,y) : 18 —d/2 —d/8 < x <
18 + d/2 + d/8,—d/2 — d/8 < y < d/2 + d/8} (Ver Figura2.71d)), asi, el cierre de A por B se puede ver

en la Figura[2.21]

B=B* P1 G4

P q
I=d/4 L=d
S r
a) c=(18,0)
AGB 2 "
L=d+d/8
478
poN
d/8
c) d)

L=(d-d/8)+d/8 L=d

Figura 2.21: Procedimiento de cierre de A por B. a) Elemento estructurante B = B* centrado en el

origen. b) Conjunto A. c¢) Erosién de A por B. d) Desplazamiento de B* por el perimetro externo de A,

obteniendo asi los puntos hasta donde desplazar B* (linea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos
que A< (A®B)OB.
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Ejemplo 2.4.9. Consideremos como siguiente ejemplo a los dos circulos mencionados anteriormente
(Ver Figura , el circulo B, de radio ro = d/8, centrado en el origen (Ver Figuraa) ) y consideremos
al circulo A, de radio r1 = d/2 y centrado en el punto C = (18,0) (Ver Figumb)), porlo que A® B
es el circulo descrito analiticamente como el conjunto {(x,y) : 0 < (x — 18)2 + y* < (d/2 + d/8)?} (Ver

Figura[2.9\d)), por lo que el cierre de A por B se puede ver en la Figura[2.22}

q
B: * ry=d/2
re=d/8 A
P C=(18,0) '
a)

A®B

r=d/2 +d/8
C=(18,0)
c)
d)
(A®B)SB A
PN
/7 N
/ \
//r=(d/2-d/8w/ 3 r=di2
I | —
| C=(180) ,’ - C=(18,0)
\ /
\ /
AS ~_ » v

Figura 2.22: Procedimiento de cierre de A por B. a) Elemento estructurante B = B* centrado en el

origen. b) Conjunto A. c¢) Erosién de A por B. d) Desplazamiento de B* por el perimetro externo de A,

obteniendo asi los puntos hasta donde desplazar B* (linea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos
que A< (A®B)OB.
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Ejemplo 2.4.10. Consideramos nuevamente al circulo B, centrado en el origen, de didmetro D = d /4
(radio d/8) y al tridngulo equildtero de longitud de lado L = d, por lo que A @ B se ve como en la Figura
210} y asi, el cierre de A por B se puede ver en la Figura[2.23]

c)

(A®B)SB

e) L=d

Figura 2.23: Procedimiento de cierre de A por B. a) Elemento estructurante B = B* centrado en el

origen. b) Conjunto A. c¢) Erosién de A por B. d) Desplazamiento de B* por el perimetro externo de A,

obteniendo asi los puntos hasta donde desplazar B* (linea punteada). e) Apertura de A por B. Observemos
que AC (A®B)OB.
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Ejemplo 2.4.11. Por iltimo, consideremos al circulo B, centrado en el origen, de didmetro D = d/4
(radio d/8) y consideremos la figura geométrica que se ve en la Figura b); A® B se muestra en Figura

2.11)d), y por lo tanto, el cierre de A por B se muestra en la Figura[2.23]e).

d+d/4

A

d/4

— *
B - B 3d/4 3d/4

d/4
d/2 d/2

ADB

Figura 2.24: Procedimiento de cierre de A por B. a) Elemento estructurante B = B* centrado en el origen.
b) Conjunto A. c¢) Erosién de A por B. d) Desplazamiento de B* por el perimetro externo de A, obteniendo
ast los puntos hasta donde desplazar B* (linea punteada).
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(A®B)GB

dead __ \WIBRJOUD .
1 1

A ' 1

1 1

d/4 : :

u 1

‘ ‘C o :
ad4| 304 : :

1

- : :

a4 ] SN '

dr2 dr2

Figura 2.25: Continuacion de la Figura e) Cierre de A por B. Observemos que A < (A® B) © B.

El cierre también puede verse de la siguiente forma.
Proposicion 24.12. As B = (Up 4 Bp)° =N, cae By

Terminamos la presente seccién y este capitulo con el siguiente resultado.
La apertura y cierre son duales con respecto al complemento de conjuntos y la reflexion, esto es

(Ae B)® = (A°0 B).
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Capitulo 3

Morfologia matematica

En este capitulo se abordan los conceptos fundamentales de la morfologia funcional matematica, los
cuales nos ayudarédn a entender la morfologia matematica en grafos e hipergrafos, asi como dejar més en
claro algunos conceptos de la seccidn previa. La extensa informacién y teoria para esta primera seccion

puede consultarse en [9]], asi como en [7].

3.1. Conceptos de la morfologia matematica
Sean T'€ R" y V un conjunto arbitrario, definimos a Fun(V) como el espacio de todas las funciones de
V aT, es decir
Fun(V) ={f|f:V —>T}. 3.1)

Un primer resultado establece que si 7' S R y poseé una estructura de reticula completa entonces se

puede verificar que Fun(V) hereda este tipo de estructura con el orden puntual siguiente
f<gsif(v) <g(v)paracadave V.

Ver [1]]. Poco mas adelante se trabajard con el espacio Fun(V) para V y T explicitamente. La siguiente

definicién es en general para cualquier reticula completa y un operador que trabaje en ella.
Definicion 3.1.1. Sean f, g € L una reticula completay 1 : L — L un operador, decimos que 1 es
w creciente si | < g implica que Y(f) < ¥(g).
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w un erosion si Y(\;e; [i) = /N\ic; ¥ ([fi) para cualquier familia arbitraria de L.

= una dilatacion si (\/ i fi) = \Vie; ¥(fi) para cualquier familia arbitraria de L.
= extensiva si (f) = f para cada f.

» antiextensiva si Y(f) < f para cada f.

= idempotente si > = 1.

= un filtro morfolégico si v es creciente e idempotente.

= una apertura si 1) es creciente, antiextensiva e idempotente.

= una cerradura si 1) es creciente, extensiva e idempotente.

Podemos considerar al operador ¢ : £ — M, para L y M reticulas completas distintas, por lo que al-
gunos conceptos de arriba se mantienen (como el de ser creciente y decreciente) mientras que otros carecen
de sentido.

Una importante nocién en morfologia funcional es la definicién de adjuncidn.

Definicion 3.1.2. Seance : (E',<') —» (E,<)yd: (E,<) > (F', <) reticulas completas, diremos

que (g,0) forman una adjuncion siVX e EVY e E' : §(X) <Y < X <¢(Y).
De esta definicién se puede obtener el siguiente resultado conocido en morfologia matematica.
Teorema 3.1.3. Si (¢, ) forman una adjuncion entonces § es una dilatacion y € una erosion.

Con las definiciones previas y lo visto en el capitulo anterior, podemos dar a continuacién algunos
ejemplos de operadores ¢ que trabajen en alguna lattice £. Sean X, B € R?, con 0o = (0,0) € B un

conjunto fijo (Ilamado elemento estructurante), entonces se puede verificar que el operador

= §: (P(R?),C) — (P(R?), <) dado por

d(X)=X@B=|JX)
beB

es un operador creciente y extensivo, por lo que es una dilatacién.

» c: (P(R?),C) — (P(R?), S) dado por

e(X)=XOB =()(X)=

beB
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es un operador creciente y antiextensivo, por lo que es una erosion.

» a: (P(R?),C) — (P(R?),<) dado por

aX)=XoB= ] (B):
(B).cX

es un operador creciente, antiextensivo e idempotentes, por lo que es una apertura, mas aun, es un

filtro morfoldgico.

= 3 (P(R?),<S) — (P(R?), <) dado por

es un operador creciente, extensivo e idempotente, por lo que es un cierre, mas adn, es un filtro

morfoldgico.

Ademds, el par (g, §) forma una adjuncién, es decir, la erosién adjunta de la dilatacion ¢ es la erosion €
y viceversa.

En resumen, los conceptos de dilatacién, erosion, apertura y cierre, vistas en el capitulo anterior, cum-
plen con serlo desde el punto de vista de la morfologia matemdtica e incluso se han puesto en esa forma
(intersecciones o uniones segin corresponda) debido a que sus demostraciones son mds convenientes.

Lo que ahora sigue es la definicién de adjuncidn, dilatacién y erosion de manera mas general.

Definicion 3.1.4. Sean L y M dos reticulas completas (iguales o no),

= dos operadores 6 : L — M ye: M — L forman una adjuncion (g, 9), si

Vee LVye M:6(x) Spmy <= =<, e(y),

= Un operador § : L — M, es una dilatacion cuando esta preserva el supremo, es decir

L M
V{x;liel} S L:0 \/a:, = \/5(aci),

el el

en particular, sil es &, entonces §(0z) = 0.
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= Un operador e : L — M, es una erosion cuando esta preserva el infimo, esto es

L M
V{x;liel}c L:e (/\ml> = /\E(xi),

iel iel
en particular, sil es &, entonces e(12) = 1 p.

Tenemos también el siguiente teorema de adjuncién que relaciona la apertura y cerradura.

Teorema 3.1.5. Sean L y M dos reticulas completas, y sean 6 : L — M una dilatacion ye : M — L

una erosion, si ambas forman una adjuncion, entonces
= J¢ es una apertura en M,
m ¢ es un cierre L.

En particular podemos tener que M = L y se mantiene el mismo resultado.
Terminamos la presente seccion con el siguiente resultado que involucra la nocién de funcién de vecin-

dades.
Definicion 3.1.6. Sea V cualquier conjunto, una funcion de vecindades es una funcion N : V. — P(V).
Tenemos el siguiente breve ejemplo.

Ejemplo 3.1.7. Sean G = (V, E) un grafo y v € V, definimos una funcién de vecindades para G como
Nw)={weV :{v,w}e E} v {v}.

Una observacién es que, de existir la funcidén N, enseguida corresponde una funcién de vecindades

reciproca IV, definida como sigue

N@w)={weV:ve N(w)}. (3.2)

Mas atin, dada cualquier funcién de vecindades N, uno puede asociarle una erosién y una dilatacion

adjuntas dadas de la siguiente manera
= 5 (f)(v) = sup{f(w) : w e Ny(v)},
= e (f)(v) = inf{f(w) : we Ny (v|G)}.

Se puede mostrar que, en efecto, son una dilatacién y erosién respectivamente. Ver [[1]].
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3.2. Morfologia matematica en grafos

En esta seccién aprovecharemos los conceptos previamente mencionados para utilizarlos en el conjunto
Fun(V), para V el conjunto de vértices de un grafo, ya que la idea de la morfologia de grafos consiste en
modelar un conjunto de objetos llamado V con los vértices de un grafo y luego obtener cierta informacién
a través de operaciones morfoldgicas. En [1]] se puede profundizar en la mayoria de resultados que aqui se
presentan.

Sean 7' € R" y V un conjunto arbitrario, si consideramos a T como un conjunto de valores discretos o
como un conjunto que represente un vector en un espacio de color (vector con n entradas), entonces T es
Ilamado conjunto de nivel de grises (conjunto de intensidad de un pixel). Lo tnico que se le pide a T es que

tenga estructura de reticula completa [9].

Definicion 3.2.1. Una imagen es una funcion f : V — T, donde V y T son como arriba, por lo que

Fun(V) denota el conjunto de imdgenes sobre V.

En particular, dado un grafo G = (V,E)y f € Fun(V), si T = {0,1} (donde O representa el color

blanco y 1 el color negro) entonces f es llamado un grafo binario (Ver Figura[3.1)).

Grafo G1
Vg
O ]
V1 2 Vg Vs
V3

Figura 3.1: Ejemplo de grafo binario.
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Definicion 3.2.2. Un grafo estructural o s-grafo A es un grafo G4 = (V4, E 4) junto con dos subcon-

Jjuntos no vacios de vértices B, Ra S V5 llamados brotes y raices respectivamente.

Una observacién es que el conjunto de brotes y raices no tienen porque ser disjuntos. En este documento
vamos a considerar los nodos de color rojo como los brotes, los de color verde como las raices, los que son
de color amarillo aquellos nodos que son tanto brotes como raices y si en el s-grafo hay un nodo de color
blanco significara que el nodo no es ni brote ni raiz, sélo un nodo mas del grafo. Tenemos de ejemplo los

grafos estructurales de la Figura[3.2]y los de la Figura[3.3]

Grafo estructural A Grafo estructural B

Figura 3.2: Grafos estructurales. a) Del lado izquierdo dos nodos siendo brotes y uno siendo raiz. b) Del
lado derecho un nodo siendo raiz y brote, mientras que el otro nodo es brote.

Grafo estructural C Grafo estructural D

Figura 3.3: Grafos estructurales en los cuales no todos los nodos tienen que ser brotes o raices.

Podemos elegir los brotes y raices de manera arbitraria o de manera que uno prefiera

Definicién 3.2.3. Si A es un s-grafo, definimos su grafo reciproco A como el s-grafo G i=Ga,By=

RAyRA=BA.

En pocas palabras, el grafo reciproco de .4 es el mismo grafo pero intercambia el conjunto de brotes por

raices (Ver Figura[3.4]y Figura[3.3).
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Grafe estructural reciproco de A Grafo estructural reciproco de B

Figura 3.4: Grafos estructurales reciprocos de la Figura

Grafo estructural reciproco de C Grafo estructural reciproco de D

® ® O

Figura 3.5: Grafos estructurales reciprocos de la Figura
Es posible definir una relacién de orden parcial en los s-grafos y mostrar las propiedas que esto conlleva
pero solamente mencionaremos algunas de ellas que serdn de utilidad. Ver[I].

Definicion 3.2.4. Sean G=(V,E) un grafo y A un grafo estructural, un homomorfismo de grafos 0 :

G4 — G, es llamado incrustacion de A hacia G en el nodov € V siv € (R 4).

Podemos utilizar un grafo estructural A y cualquier grafo G para construir una funcién de vecindades
como sigue

NA(v|G) = |J{6(B.4)|0 es una incrustacién de A hacia G en el nodo v}.

Observemos que se hace énfasis en el grafo a usar por lo que escribimos N (v|G) en lugar de N(v).

Existe la siguiente proposicion que relaciona a un s-grafo y su grafo reciproco.

Proposicién 3.2.5. Sean G = (V, E) un grafo cualquiera, A un s-grafo y A su reciproco, entonces

NA(W|G) = NA(’U|G), (3-3)

paraveV.
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Bésicamente dice que la funcién de vecindades reciproca de un grafo estructural es la funcién de vecin-

dades de su grafo estructual reciproco.

Definicion 3.2.6. Decimos que dos grafos estructurales Ay B coinciden o son equivalentes si ocurre

lo siguiente
u GA = GB.
» NA(v|Ga) = Ng(v|G ), para cualquier v € R 4.

En particular, si A coincide con su grafo reciproco .4, entonces

NA(W|G) = N 4(v|G) = Na(v|G),

en este caso decimos que A es simétrico.
Procedemos a mostrar como se construyen las vecindades N 4(v|G 4) al rededor de un nodo v para un
grafo G=(V,G) y un s-grafo A.

Consideremos los grafos estructurales de la Figura[3.6]y sus nodos como ahi se indica.

Grafo estructural A Grafo estructural B

Figura 3.6: a) En el s-grafo A (6 A), etiquetamos al nodo inferior izquierdo como a, la raiz (el nodo de
color verde) como ry el nodo inferior derecho como b. b) Del s-grafo B (6 B), etiquetamos al nodo de la
izquierda como ry el nodo derecho como b.

Observemos que para el grafo estructural A (Figuraﬂ a)), G4 = (V4,E4), donde V4 = {a,r,b},
Ea = {{a,r},{r,b}}, R4 = {r} y B4 = {a,b}, por lo que su grafo reciproco (Ver Figura [3.4] lado
izquierdo) cumple que G 4 = (V4,E4), donde V; = {a,r,b}, E; = {{a,r},{r,b}}, R4 = {a,b}y
B = {r}, mientras que para el grafo estructural B (Figurab)) , tenemos que Gg = (Vg, Eg), donde
Vg = {r,b}, Eg = {{r,b}}, Rg = {r} y B = {b}, por lo tanto, su grafo reciproco (Figura [3.4] lado
derecho) cumple que Gz = (Vjz, E), donde Viz = {r, b}, Ez = {{r,b}}, Rz = {b} y Bz = {r}.
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Consideremos ahora al grafo G = (V,E) de la Figura donde V. = {v,..,u6} y E =

{{v1, v2}, {v2, v}, {va, v6}, {03, va}, {va, v}, {va, v6}, {v2, va}}.

Grafo G
Ve

V3

Figura 3.7: Grafo G, seis vértices y siete aristas.

Consideremos también las siguientes funciones.

0,:G4 — G
T (3.4)
a — g
b — v

0:Gyqg — G
T (3.5)
a — Vg
b — s,

0::Ga — G
oo (3.6)
a — Vs
b — ws,
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942

O¢ :

97:

98:

99:

Ga

N EN

Ga

Ga

v (.7)

Ve

V2,

V.
* (3.8)
Ve

U3,

v
* (3.9)
V2

U3,

V.
* (3.10)
v

Us,

v G.11)
vs

Us,

(3.12)
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010:GA - G

r — U4

(3.13)
b — Us
a — V3.

Observemos que 0;, i € {1,...,10}, es una incrustacién de A hacia G en el nodo v4, mds adn, estas

funciones son todas las incrustaciones posibles, por lo tanto

Na(v4|G) = ;21" 0:(Ba) = {v2,v3, 05,6}

Para saber qué puntos son los que se obtienen, primero, se ubica la raiz en el vértice en el que se desea
construir la vecindad, después de esto, se tiene que observar o tener en mente un homomorfismo de grafos
entre el grafo estructural y el grafo G (observemos que puede no existir ) para finalmente seleccionar los
nodos en los que es posible ubicar, mediante el homomorfismo, los nodos brote. Ya que es posible que haya

mds de una incrustacion, el proceso se repite con cada una hasta unir todos los nodos por medio de los

brotes.

Si ahora consideramos el grafo estructural B de la Figura[3.6]b) y al grafo G de la Figura[3.7] entonces,

para v4 tenemos que
Ni5(v4|G) = {va,v3,v4, 05,06}

Observemos que A y 13 no son simétricos, pues no coincidieron las vecindades en el vértice v4. También

podemos ver este hecho en base a que difieren estos dos grafos estructurales en su cardinalidad.

Si consideramos al grafo reciproco de A (el grafo A) y el grafo de la Figura entonces las siguientes

funciones

0,:G; — G
a — v

! (3.14)
r — Vg
b — V2,
0,:G; — G
a g v

! (3.15)
r — U3
b — V2,
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93 : GA - G
a bad K
! (3.16)
T — U2
b — U1,
0,:G4 — G
b — w
! (3.17)
r — Vg
a — Vg,
0s:Gz; — G
b — v
! (3.18)
T i V3
a i Vg,

son las dnicas incrustaciones de A hacia G en el nodo vy4, por lo tanto

N ;(v4]|G) = {va2,v3,v6}.

Esto nos permite observar, en primer lugar que, dado un grafo A y su grafo reciproco A, no necesa-
riamente tienen la misma vecindad alrededor de un nodo v (por lo que no serian simétricos) y, en segundo
lugar, que dado cualquier nodo v, éste no necesariamente pertenece a N 4(v|G) o N 4(v|G).

Considerando ahora al grafo reciproco de B, el grafo (Figuralado derecho), tenemos que

Ny(v4]G) = {ve, v3,v4, U5, v6},

por tanto N(v4|G) = Ng(v4|G).

Observemos que en la igualdad previa, tenemos que el nodo v4 pertenece a ambas vecindades, esto
debido a que un nodo (en B'y B ) es brote y raiz. Mas atin, no es dificil ver que, dado v € V, se tiene que

Ny = Np,

dado que ellos son homomorfos, se tiene que son simétricos.

Vale la pena hacer la siguiente observacion.

Consideremos los grafos D (Figuralado derecho), su grafo reciproco D (Figuralado derecho) y

el grafo G de la Figura[3.7] y consideremos v5 € V/, entonces se puede verificar que

s Np(vs|G) = {v4}, ya que sélo hay dos incrsutaciones en vs y en ambas el nodo brote se "ubica’ en

v49
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» Nj(vs|G) = @, pues no es posible hacer una incrustacién de B hacia G en el nodo vs,

es decir que, la vecindad en un grafo estructural puede ser no vacia mientras que en su reciproco lo

puede ser.

Definicion 3.2.7. Sean A un s-grafo, N 4 su funcion de vecindades asociada y G un grafo cualquiera,

entonces sabemos que los operadores § 5 y € o dados por

5a(f)(v) = sup{f(w) : w e Na(v|G)}, (3.19)

ca(f)(v) = inf{f(w) :we Na(|G)}, (3.20)
para f € Fun(V'), son una adjuncion.
Mostramos a continuacién como trabaja esta adjuncién en un grafo binario.

Ejemplo 3.2.8. Consideremos los grafos estructurales de la Figura asz’ como el grafo binario (T =

{0,1}) de la Figura[3.9

Grafe estructural C Grafo estructural reciproco de C

Figura 3.8: Grafos estructurales utilizados en la erosion y dilatacion de un grafo

Lo que sigue es calcular las vecindades N¢(v|G) y Ns(v|G) para cada v € V, para posteriormente
evaluar estos nodos en la funcién f, donde f : V' — T = {0, 1}, y asi obtener los supremos e infimos, los
cuales, son los valores de la dilatacién y erosion, valores que son 0 6 1.

Podemos ver que las vecindades son las siguientes:
» Ne(v|G) = @ = Ng(01]G) ,

» Ne(v2]G) = {v3,v6} = Ng(v2|G) ,
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Grafo G1
Ve

V3

Figura 3.9: Grafo binario en el que por el color blanco y negro tenemos que 0 = f(v1) = f(v2) =

f(vs) = f(va) y 1 = f(vs) = f(ve)-

Ne(vs|G) = {v2,v4} = Ng(vs|G),

Ne(v4]G) = {vs,v6} = Ne(v4|G)

Ne(vs|G) = @ = Ng(vs|G)

Ne(v6]G) = {v2,v4} = Ne(v6|G).

Es mds, los grafos C y C son simétricos, se sigue entonces que

= dc(f)(vz) = sup{f(w) : w € Ne(v2|G) = sup{f(w) : w € {vs,v6}} = 1,
= dc(f)(vs) = sup{f(w) : w e Ne(v3|G) = sup{f(w) : w € {vz,va}} =0,
= dc(f)(va) = sup{f(w) : w € Ne(va|G) = sup{f(w) : w € {v3,v6}} =1,
= dc(f)(ve) = sup{f(w) : w € Ne(vs|G) = sup{f(w) : w € {vz,va}} = 0.
= co(f)(v2) = inf{f(w) : we Ne(v2|G) = inf{f(w) : we {vs, v}} =0,
= ec(f)(vs) = inf{f(w) : we Ne(vs|G) = inf{f(w) : we {va,va}} =0,

m co(f)(vg) =inf{f(w):we Ne(v4|G) = inf{f(w):we {vs,v6}} =0,
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m ce(f)(vg) = inf{f(w): we Ne(vg|G) = inf{f(w): we {va,v4}} = 0.

Observemos que se obtuvieron los valores de la dilatacién y erosién para todos los nodos v, excepto en
las vecindades que son vacias, sin embargo, recordemos que \/ & = 0 Fun(v) ¥ que Ao =1 Fun(v)s POT
tanto, necesitamos tanto el supremo como el infimo de Fun(V) para cuando 7' = {0, 1}. No es dificil ver
que \/ Fun(V) es la funcién constante 1 y A Fun(V) es la funcién constante 0, las cuales pertenecen a

Fun(v), entonces tenemos que
» dc(f)(v1) = Opun(uy(v1) =0,
» dc(f)(v5) = Opun(v)(vs) =0,
» cc(f)(v1) = Lpun()(v1) = 1,
» cc(f)(vs5) = Lpun(v)(v1) = 1,

por lo tanto, la dilataci6n y la erosion del grafo G1 puede verse en la Figura[3.10]

Grafo D Grafo E
Ve Ve
O O L @
V1 V2 Va Vs Vi V2 Va Vg
V3 V3

Figura 3.10: Del lado izquierdo la dilatacion del grafo G1 por el s-grafo reciproco de C. Del lado derecho
la erosion del grafo G1 por el s-grafo C.

En resumen, en los puntos donde la vecindad es vacia, se procede a dejar el valor de O en la dilatacién y
de 1 en la erosién, y una vez que se entiende bien este proceso, observamos que no es necesario identificar
o etiquetar los nodos de un grafo y del s-grafo para visualizar la dilatacién y erosion del grafo por el s-grafo

como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.9. Consideremos los siguientes grafos estructurales y un grafo binario.
Es fdcil ver que los grafos estructurales son simétricos, ademds, observemos que en este caso, al tener
un nodo como raiz y brote, al situarlo en el vértice v € V(G2), se tendrd que v € Ng(v|G2) y en la

vecindad de su s-grafo reciproco, por lo tanto, podemos ver la dilatacion del grafo G2 en la Figura[3.13]y

su erosion en la Figura[3.14
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Grafo 5 Grafo reciproco de 5

Figura 3.11: Grafos estructurales S y S.

Figura 3.12: Grafo binario G2

Mais aidn, sabemos que § es una dilatacion y € su erosion adjunta, por lo tanto, tenemos que d¢ es una
apertura en Fun(V) y €6 es un cierre en Fun(V), por lo que terminamos el presente capitulo mostrando un
ejemplo de apertura y cierre de un grafo, més en concreto, utilizando el ejemplo previo, es decir, mostramos
la apertura y cerradura del grafo G2 (con respecto a los grafos estructurales de la Figura [3.12)), las cuales

pueden verse en la Figura[3.13]y en la Figura[3.16
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b

Figura 3.13: Dilatacion del grafo G2.

.

Figura 3.14: Erosion del grafo G2.
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b

Figura 3.15: Apertura del grafo G2.

Figura 3.16: Cierre del grafo G2.
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Capitulo 4

Morfologia matematica en hipergrafos

Una vez que hemos mostrado como actiia la morfologia matematica en grafos, tenemos en mente una
idea de lo que se requiere para comenzar a realizar morfologia matemdtica en un espacio mds general,
los hipergrafos. Aunque la forma en que se aborda la morfologia matemética en estos tipos de espacios
(grafos e hipergrafos) es distinta (ya que las reticulas usadas son distintas), la matemadtica que respalda su
morfologia desarrollada es la misma. Para respaldar toda la teoria, informacién y ejemplos que se exponen

en este dltimo capitulo puede consultar [4], [S], [6] y [9].

4.1. Reticulas en hipergrafos

En esta seccién exploramos algunas reticulas creadas en hipergrafos, ya que al dia de hoy siguen siendo
de interés y estudiadas de amplia manera. Poco mas adelante mostramos como actdan algunos operadores

morfolégicos definidos en este tipo de estructuras o, por 1o menos, en algunas de ellas.

Definicion 4.1.1. Sean H = (V, E) un hipergrafo y V' € V, decimos que V' es un conjunto cerrado

siVe,ye V' :v(H(z)(H(y)) € V"
Denotamos por C(H) a la familia de conjuntos cerrados junto con el conjunto vacio.

Proposicién 4.1.2. La estructura (C(H), S) es una reticula completa, donde el infimo es /\ = )y el
supremo es: NV' . V" € C(H),V'\/ V" = (V" € C(H)|V' v V" € V"}, es decir, la interseccion de

todos los conjuntos cerrados que contienen a V' L V" y ésta se extiende a cualquier familia.
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Una primera observacién es que el supremo es la interseccién de todos los conjuntos cerrados que
contienena V' U V" y ademéds \/C(H) =V y AC(H) = @.
Como segunda observacion tenemos que la unién de dos conjuntos cerrados no necesariamente es un

conjunto cerrado asi como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos el hipergrafo G = (V,E), V. = {v1,..,v5} y E = {e1,ea,e3},
donde e1 = {wo,x3,24},e0 = {x3,25},e5 = {x1,24,25}. Tenemos que H(x1) = {e3}, H(x2) =

{e1}, H(xz3) = {e1,ea}, H(xq) = {e1,e3}, H(zs) = {ez, e3}. Observemos que ocurre lo siguiente

» v(H(z2) n H(z3)) = v({er} n{er,ea}) =v({er}) = e1 Se,
» v(H(z2) n H(z4)) = v({er} n{er,e3}) =v({er}) = e1 Se,
w o(H(z3) n H(zg)) =v({er,ea} n{er,e3}) =v({e1}) = e S ey,

= v(H(z3) n H(zs)) = v({er, e} n{ea,e3}) = v({ea}) = ea € eo.
Observemos que esto quiere decir que las hiperaristas e1, ea son conjuntos cerrados. Sin embargo,
si consideramos a su union, ey U es = {x9, T3, T4, T5}, tenemos que esta union no es un conjunto
cerrado, ya que v(H (x4) n H(x5)) = v({e1,e3} N {ea,e3}) = v({es}) = e3 y sabemos que x; € e3

pero x1 ¢ e1 U es.

Las lattices en hipergrafos nos permitirdn tener un mayor conocimiento de la informacién estructural
encubierta en éstos, y mas, considerando tanto reticulas en sus vértices como en sus hiperaristas. Podriamos
también definir un orden parcial basado en la nocién de subhipergrafo inducido, hipergrafo parcial, etc.
y para hacer esto necesitamos definir un conjunto parcialmente ordenado (para cada subhipergrafo) con
estructura de reticula completa. Empezamos denotando al universo de los hipergrafos como H = (V, &),
donde V es el conjunto de vértices y £ el conjunto de hiperaristas, asi como sus conjuntos potencia P (V) y
P (&) respectivamente. Como veremos, la ventaja de definir alguna reticula completa para estos hipergrafos
es que parten de propiedades similares, por lo que comenzamos definiendo los elementos del siguiente
conjunto 7 para posteriormente ir indicando la relacién que dotard de reticula completa a este conjunto.

Veamos a continuacién reticulas definidas en este tipo de espacios.

Definicion 4.1.4. Consideremos al universo de los hipergrafos H = (V, &), entonces H(V, E) € T si

se cumplen las siguientes propiedades

s VO,
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» ECE,
» {xreV|dee E:xee} V.

Observemos que la dltima condicién (que relaciona a V con E) asegura que H = (V, E') sea un hiper-

grafo.

Con base en la definicién previa, la primer restriccién o indicacién que damos es considerando la rela-

cién de inclusién que hay entre los nodos e hiperaristas.
Definicién 4.1.5. Sean Hy = (V1, FE4), Hy = (Va, E3) € T, tenemos que Hy < Hy si
= V1SV,

= B C Fs.

Observemos que en esta definicién se tomaron dos elementos de 7y se indicé la forma de relacionar

ambos, por lo que esperamos que (7, <) sea una reticula completa.

Proposicion 4.1.6. Tenemos las siguientes propiedades

< define un orden parcial en T

» L = (T,<) es una reticula completa, donde N\L =\/ @ = Hy = (3,2)y\/L=N\ND =H =
v, €).

El infimo es Hy )\ Hy = (V1 0 Va, E1 0 Es), y para cualquier familia (H;) : \ H; = (nV;, nE;).

El supremo es Hy \/ Hy = (V1 U Va, Ey U Ey), y para cualquier familia (H;) : \/ H; = (UV;, VE;).

Observemos que podemos considerar esta definicién para grafos, es decir, para hiperaristas de cualquier

cardinalidad.

Procedemos hacer lo mismo en las siguientes definiciones, es decir, tomar elementos de 7 e ir

indicando la forma de relacionar ambos elementos.

Con base en la definicién anterior podemos hacer una restriccién derivada de la nocién de hipergrafo

parcial, dando lugar a lo siguiente.

Definicién 4.1.7. Dados H, = (V1, E1), Hy = (Va, E3) € T, tenemos que Hy <, Hy si
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» V1 =V3
= [ CE,.
Proposicion 4.1.8. <, es una relacién de orden parcial en T y L = (T, <p) es una reticula completa.

Observemos que una vez fijo el conjunto de nodos, ésto seria lo mismo que considerar la reticula

(P(E),9).

Definicion 4.1.9. Para H, = (V1,Ey),Hs = (Va,E3) € T, decimos que Hy <; Hs si Hy es un

subhipergrafo de Ho, es decir, se cumple lo siguiente
= Vi C Vs,
n B = {6 € E2|€ - Vl}

Debemos notar que la condicién de arriba, con respecto a las hiperaristas, es mds fuerte que s6lo tener
Ey € E5, yaque E; deberia contener todas las hiperaristas de E/, compuestas de nodos de V7.

Al igual que antes podemos modificar ligeramente la definicién previa como sigue.
Definicion 4.1.10. Para H, = (V1, E1), Hy = (Va, E3) € T, tenemos que Hy <!, Hy si
» Vi C Vs,

» Fy € {e€ Erle € Vi}.

Con base en esta definicion y la anterior tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.11. <, y <!, definen un orden parcial en T.

Es posible definir un orden parcial con el tipo de inclusién implicito en la definicién de subhipergrafo

inducido, es decir.
Definicion 4.1.12. Sean Hq, Hs € T, tenemos que Hy <; Hy si
= Vic
» Bi={enVi#:e€Eyyeesunbucleé|enVi| =2} = Es.

Es decir que H; es el subhipergrafo inducido de H> por V;. Esta relacion, al igual que <;, definen un

orden parcial en 7.
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Proposicion 4.1.13. La relacion <; define un orden parcial en T .

Al igual que en las definiciones anteriores, podemos proponer una condicién menos estricta y en este

caso tomamos a £ contenido en E3.
Definicion 4.1.14. Para Hy, Hy € T, escribimos que Hy < Ho si
= V1 SV,
= [y CEs.
Y, al igual que antes, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.15. Tenemos que se cumplen las siguientes propiedades

<} define un orden parcial en T.

» L =(T,<}) es una reticula completa, donde N\ L =\/ @ = Hy = (3,2)y\/ L= N\NDT=H =
V,€).
El infimo es Hy /\: Hy = (VinVa,{e/ = {en Vi nVa}lle € E1 n Ex} nE)y para cualquier familia

(Hj)jes : Ni(Hj)jes = (njesVj, {e' = {e n (njes)}le € njesEj} N E).

El supremo es Hy \/; Hy = (V1 UV, Ey U Es) y esta se extiende para cualquier familia (H;).

Una dltima idea que podemos considerar es la de isomorfismos de hipergrafos, que es como sigue.

Definicién 4.1.16. Sea H el conjunto de los hipergrafos isomorfos. Podemos definir un orden parcial
para cada Hy, Hy € H como sigue

H, <y Hy <= H, esisomorfo (por la funcion f) a algiin subhipergrafo inducido de Ho.

Tenemos la siguiente proposicidon que nos asegura que en efecto tenemos otra reticula completa en la

clase de los hipergrafos isomorfos.

Proposicion 4.1.17. Tenemos que se cumplen las siguientes propiedades

<y define un orden parcial en T

v L = (T,<y) es una reticula completa.

El infimo es el mdximo comiin subhipergrafo inducido y se extiende para cualquier familia.

El supremo es H1 \/ Hy = (V1 U Va, Ey U Ey), y para cualquier familia (H;) : \/ H; = (UV;, VE;).

Debido a que el objetivo de este texto no es profundizar en este tipo de estructuras, el lector puede con-

sultar [S]], que es en donde se presentan las demostraciones de estas proposiciones asi como mads resultados.
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4.2. Morfologia en hipergrafos

Una vez que hemos presentado varias lattices en hipergrafos, recordemos que para definir dilataciones,
asi como erosiones, necesitamos contar con dos lattices, por lo que las dos reticulas completas que primero
se vienen a la mente, al considerar un hipergrafo, son tanto el conjunto potencia de vértices como el conjunto
potencia de sus hiperaristas, sin embrago, la importancia que haya en este tipo de reticulas dependerd de
como se definan las operaciones morfoldgicas en cada una.

Empezamos esta dltima seccién con una caracterizacion. En el caso de las reticulas del conjunto poten-
cia de un conjunto, lo que podemos hacer es caracterizar una dilatacién por su comportamiento en puntos
llamados singletons y para esto, escribiremos d(p) en lugar de §({p}) si no hay mayor problema, o, en caso

de querer hecer énfasis, lo escribiremos de forma normal.

Proposicion 4.2.1. Sean F-, E5 dos espacios

» Una funcion ¢ : (P(E1),<) — (P(E»), S), es una dilatacion si y sélo si

VX € P(E1) : 6(X) = [ ] 6(x). (4.1)

zeX

» La erosion adjunta € : (P(E3),S) — (P(E1), S), estd dada por

VY € P(Ep) : e(Y) = {y € Erld(y) S Y}, 4.2)

en particular,

VY € P(Ez): {y € E1lo(y) < Y} = | {E e P(E)[S(E) € Y} (4.3)

Demostracion. Sean § y € como arriba.
Veamos primero que J es una dilatacion si y sélo si ocurre lo antes mencionado.

=] Sea X € P(E}) y supongamos que § es una dilatacién, entonces

<] Sea X, € I, una familia de P(F}), entonces

0 (\/z‘el Xl) =0 (Uie[ XZ) = 6(A) = UaeA 6(“) = Uz‘e[ 5(XZ) = \/iel 5(Xi)>

donde A = | J,.; Xi, por lo que § es una dilatacion.

el

Veamos que en efecto | J,. 4 0(a) = o, 0(X5).

el
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ClSeay € |Jyend({a}) = Jag € A:y € 6({ao}), mds atin, Ij € I : ag € X, entonces d(ag) <
Ujes 8(a5) =8 (Uses(a)) = 8(X5) € Uses 8(X0).

D] Seay € | J,e; 6(X;), entonces

EIjeI:ye(S(Xj):EIjeI:yezS(ijexj{xj}) s3jelyel, oy, oz} >eliye
Usjex, 0z} A dwi € X 1y € 6{ail,

sea ag = x;, como z; € X; A entonces Jag € A : y € 6(ap).

Veamos por ultimo que (g, §) forman una adjuncién (sabiendo de antemano que J es una dilatacién.)

Sean X € P(E1),Y € P(E,), veamos que 6(X) € Y «— X c (V).

<] Como X € P(E1) y X € e(Y) entonces X € | {E € P(E1)|0(E) €Y} =¢e(Y).

=] Seax € X < Ej. Sabemos que 0(X) = 0(U,ex{?}) = U,ex 0la} S Y, en particular tenemos
quez € Ey :0{z} S Jexd{a} S Y, porloquexe{ye E|é(y) c Y} =e(Y).

No es dificil ver que VY € P(E») : {y € E1|0(y) € Y} = |J{E € P(E1)|6(E) € Y}.

Hemos caracterizado dilataciones y erosiones que partan del conjunto potencia de un conjunto A al
conjunto potencia de un conjunto B, por lo que basta ver que se cumpla la condicién de arriba para, en
efecto, tener una dilatacién y su erosion adjunta, mas atin, observemos que, al tener esta adjuncién, podemos
definir una apertura y un cierre adjuntos.

Antes de continuar, recordemos que en la morfologia cldsica las dilataciones y erosiones pueden ser
expresadas por medio de un conjunto llamado elemento estructural, que fue lo que vimos en el capitulo 3,
por lo que el elemento estructural centrado en x lo denotaremos por B, = 0({z}).

Un ejemplo de elemento estructural centrado en la hiperarista e (del conjunto de hiperaristas £) consiste

en tomar todas las hiperaristas que tengan al menos un nodo en comun, consideremos lo siguiente.

Ejemplo 4.2.2. Sea L = (P(E), S), definimos en cada hiperarista lo siguiente

Vee & : B, =d({e}) = {e' € E|v(e) nv(e') # o}, 4.4

por lo que la dilatacion de algiin subconjunto de hiperaristas F, estd dado por

VE € P(E) : 6(E) = {¢' € E|u(E) nv(e') # 2}, 4.5)

mds aiin, la erosion adjunta estd dada por
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VEePE):e(E)={€&:i)cE}. (4.6)

Tenemos que, en efecto, ésta es una dilatacion.

Demostracion. Sea E € P(E), entonces

3(E) = {c' e Elu(B) nu(e) # o} = {¢' € E| (Uier &) n e’ # 8} = { € E|Uies (e n ¢) # 7}
Uierle € Elein e’ # 3} = Uies 0({ei}).

Veamos que se cumple {e’ € || J,.; (ei n€') # B} = ;e 1€ € Elei n e’ # T}

i€l
ClSeae, € {e' € E|J,es (i n€') # &}, como | J,.; (e N ey) # &, al menos, existe j € I : ejne, #

@, de lo contrario podemos llegar a una contradiccion, por lo tanto e, € | J,.,{e' € E|e; n e’ # @}.

D] Seae, € | J,. 1€ € Eles ne’ # T}, entonces existe j € [ 1 ej Nne, # @, como D # e; Nney,

(Uies €i) N ey, tenemos que y € {e' € E||J,o; (e n€’) # T} O

Figura 4.1: Hipergrafo con catorce nodos y tres hiperaristas, E = {e1, s, e3}.

Consideremos el hipergrafo de la Figura[d.1] entonces podemos asegurar que tenemos todas las opera-

ciones morfolégicas siguientes
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= Dilataciones.

a({e1,e2}) = de({e1, e2}) = 6(9) = 9,

a({er,ea,e3}) = de({e1,ea,e3}) = 5({e1,e2,e3}) = {e1, ea,e3}.

d(er) = {er, ez, €3}, d(e2) = {er, ez, €3}, d(es) = {e1, ez, €3}, @7
d(eq) = {ea}, 6({er, e2}) = 6(e1) v d(e2) = {er, €2, €3, o({e1, e4}) =
= Erosiones adjuntas.
eler) = @, eles) = @, eles) = &, “8)
eleq) = {esa}, e({e1,e2,e3}) ={e1,ea,e3}, &(F)=E.
Observemos que VE' € E : (E") = @, excepto para los conjuntos {e4}, {€1,e2,e3} y E.
= Aperturas dadas por o = de.
aler) = de(er) =0(0) = @,
afeg) = de(es) = §(9) = 2,
E be(F)=0(F)=F
a(E) =0e(E) =0(E) = E, 4.9)
ales) = de(ea) = d(ea) = {ea},
(
(

= Cierres dados por 3 = €6.

e1) = ed(e1) = e({e1, ez, e3}) = {e1, €2, €3},
eq) = €d(eq) = (eq) = {ea},

(
(
(E) = e6(E) = e(E) = E, “.10)
(
(
(

™

B({e1,e2}) = ed({e1, e2}) = e({e1, e2,e3}) = {e1, €2, €3},
B({e1,es}) = ed({e1,e3}) = e({e1, e2,e3}) = {e1, €2, €3},

,8 {61,62,63}) = 5(5({61,62,63}) = 5({61,62,63}) {61,62763}.

Observemos que §() es considerar el infimo de la reticula (€, €), por lo que §(2) es el conjunto vacio
de hiperaristas.
Podemos considerar otro ejemplo en el que menos hiperaristas son agregadas y puede ser obtenido

imponiendo una restriccién sobre la cardinalidad, esto serfa como sigue.
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Ejemplo 4.2.3. Sean L = (P(£),S) y k € N, definimos para cada hiperarista lo siguiente
Vee & :B. =0({e}) ={e' € E:|v(e) nv(e)| =k}, (4.11)

por lo que la dilatacion de algiin subconjunto de hiperaristas E se define como

VEeP(E):0(E)={e€&:|v(E)nuv(e)| =k} 4.12)

Al igual que en el ejemplo previo, la erosion adjunta estd dada por

VEeP(E):e(E)={e€&:4()cE}. (4.13)
Veamos que § es una dilatacion.

Demostracion. Sean e € E'y k € N, tenemos que

h(E) =1{ €& :wE)nuE) =kt =1{e €& : |(Uprei) ne| =kl ={e&:
|Uier (ei ne) | 2k} =Ue e’ € € les ne'l 2 k} = Ujer 0(€i) = Ueep 8(e)-

Veamos que en efecto {e' € £ : || J,c; (ei ne’)| =k} = ;e {e' €€ es ne| =k}

2 ] Siempre ocurre esta contencién, yaque,siz € | J,., i’ € E:lesne| =kl =3Tjel:|ejnz|l =
k=3jel:|(Upre)nzl=lejnzlzk=ze{e el |Uy;(eine)| =k}

C] Una observacion es que esta contencién no siempre ocurre para cualquier conjunto €', sin embargo,
al fijar al hipergrafo H = (V < V,FE < &), tenemos automaticamente que, al tomar z € {¢’ € & :
|Uier (ei ne')| =k}, setiene que z € E (3j € I : ej = z, es decir que, z es una hiperarista mas de E) y

| Uies (ei 0 2) | = E, dado que |2| = | (U,c; €i) M 2| = K, tenemos que z es el elemento buscado, es decir,

zele e Uy (esne)| =k} O

Si consideramos el hipergrafo de la Figura[4.2] de igual manera, tenemos todas las operaciones morfo-

l6gicas siguientes para k = 2.

= Dilataciones.

d(er) = {e1,e2,eq,e5}, O(e2) = {e1,e2,e3,e4}, d(e3) = {e2,e3},

6(es) = {e1,e2,eq,e5},  ({es}) = {e1,eq,e5}, d({es,es5}) = E.

(4.14)

= Erosiones adjuntas.
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Figura 4.2: Hipergrafo con veinte nodos y cinco hiperaristas, E = {e1, e, €3, ¢4, €5}

ele1) = 2, e(es) = 2, e({e1,e2,e3}) = {es},

e({ea, e3}) = {es}, e(E) =E, e({er,ea eq,e5}) = {e1,e4}.

(4.15)
= Aperturas dadas por o = de.

afer) = de(er) = 0(9) = &,

a({ez, e3}) = de({ez, e3}) = d(es) = {e2, es},

(E) = 62(E) = 6(E) = E, 4.16)
(

(

Q

a({er, ez, e3}) = de({eq, ez, e3}) = d(e3) = {e, es},

a({e1,e2,e4,e5}) = de({er, ea,eq,e5}) = 0({e1,ea}) = {e1, €2, €4, €5},

= Cierres dados por 3 = €6.

Bler) = ed(e1) = e({ex, e2, €4, e5}) = {e1, eal,

Blea) = e6(ea) = e({en, e2, €4, €5}) = {e1, eal,

B(E) =ed(E) = e(E) = E, @17
B({ez, e3}) = ed({e2, es}) = e({e1, e2, €3, ea}) = {e1, €2, €3},
B({er, ez, e4,e5}) = ed({e1, e2,e4,e5}) = €(E) = E,

B({e1, ez, e3,e4}) = ed({e1,ea,e3,e4}) =e(E) = E.
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Una observacion es que, en grafos, ésta restricciéon no puede existir para k > 2.

Tenemos ahora dos ejemplos triviales de dilataciones y erosiones, donde el conjunto de ida y de llegada

son distintos.

Ejemplo 4.2.4. » El operador ¢ dada por: (6 : P(E),C) — (P(V), <) es una dilatacion dada

por

Vee & : B. =d({e}) ={reV|revle)} =v(e) =e,

por lo que la dilatacion de algiin subconjunto de hiperaristas F, estd dado por

VEeP(E):0(E)={reV:zev(E)}=v(E)=]e

Mds atin, su erosion adjunta estd dada por

VWWeV:e(V)={eecf:de)cV}

» El operador ¢ dada por: (§ : P(V),<) — (P(E), S) es una dilatacion dada por

VeeV: B, =6({x}) = {ee&|zev(e),

por lo que la dilatacion de algiin subconjunto de nodos V', estd dado por

YV ePV):d <U {v}) = | o),
veV veV

Mds atin, su erosion adjunta estd dada por

VEe&:e(E)={zeV:di(x)c E}.

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

Aunque estas operaciones morfoldgicas difieren en su conjunto de ida con el de llegada, no son tan

interesantes, ya que no agregan hiperaristas ni nodos, en cambio, son utiles en hipergrafos duales (lo cual

no se explica en este trabajo de tesis). Ver [5].
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Podemos ahora definir un elemento estructurante como en el primer ejemplo pero considerando la si-

guiente dilatacion.

Ejemplo 4.2.5. Sea 6 : (P(£),S) — (P(V), <), como sigue

Vee E:B.=0({e}) = {zeV|F e :xzev(e)nv(e) nu(e) # o}
= Ulv(e)v(e) nvle) # 2}

= U{ele ne # 2}

(4.24)

)

por lo que la dilatacion de algiin subconjunto de hiperaristas F, estd dado por

VE € P(€) : 8(E) = | J{v(e)lu(e) nv(E) # 2}. (4.25)

Mads aiin, su erosion adjunta puede verse como sigue

YW ePWV):e(V)={ece&:d(e)C V) (4.26)

Veamos que en efecto tenemos una dilatacion.

Demostracion. Sea E € P(E), luego

E)={reVF el :xev(e)rv(E)nuv(e)#)={reV[Fe el :vee AU, e)ne #
Dy =UierlzeVFe e xee negnule) # T} = lzeVFde el xee nene # T}

Veamos que {r € V|Fe' € E:x e e A({J,c ei) ne) # @} = {reVFe el xee negne #
o}

DlSeay e lrxeVF el xeernene #a)=>3jel yefreVFel ve
ednejne #2}=>3e,e€:yce, nejne, # I, dadoque @ # e; ney, S (|U;c;ei) N ey, se sigue
queye{zeVF el xee AUy e) ne)#T}

ClSeaye{zeVFe el :xee A ei)ne)#D =3 el yee AUy ei)ne #@.Si
ocurre que Vi € I : e; ne’ = @, entonces (| J,c; i) ne’ = ;e (eine) =1

e1 9 = 9, lo cual no puede

ocurrir, entonces 3j € I 1 ej ne’ # @, porlotantoy € | J,.,{xeV|Ie' e E:vee ne;ne #@}. O

el

Consideremos el hipergrafo de la Figura [4.3] entonces las dilataciones de las hiperaristas es y eg se

pueden ver en la Figura[d.4]
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Figura 4.4: a) Del lado izquierdo podemos notar (en color morado) la dilatacion de la hiperarista ey,

que es unir las hiperaristas cuya interseccion con ella es no vacia, dando como resultado la union de las

hiperaristas e4, e5 y eg . b) Del lado derecho podemos notar (en color negro) la dilatacion de la hiperarista

eg, que es unir las hiperaristas cuya interseccion con ella es no vacia, dando como reultado la union de las
hiperaristas es, €3, €4y €.

Si ahora consideramos al conjunto V; formado por todos los nodos encerrados en rojo (ver Figura[4.5)),
entonces podemos observar que la erosién del conjunto V; es la hiperarista e4, ya que la dilatacion de esta

hiperarista queda contenida en el conjunto V; (ver Figura[4.4]a)).

Podemos también mostrar la apertura del conjunto V4, dado por de(Vy) = d(eq) = e4 U €5 U eg.
Esto es importante, ya que podemos ver el efecto del filtro, el cual remueve todos los nodos de V; que no
pertenecen a alguna hiperarista e que quede por completo contenida en V. Si nos fijamos ahora en el cierre
de la hiperarista ey, entonces, €d(e4) = €({e4 U e5 U eg}) = {es}, mientras que el cierre de e; estd dado

pored(e;) =e({er Ues Ues Uest) = {er, ez}
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Figura 4.5: Hipergrafo con veinticuatro nodos, seis hiperaristas, E = {e1, ea, 3, eq4, €5, €6} y el conjunto
Vi formado por los nodos encerrados en rojo

Para este dltimo ejemplo mostramos una dilatacién vinculada a un conjunto transversal de un hipergrafo.

Definicion 4.2.6. Un conjunto transversal (o hitting set) de un hipergrafo H = (V, E), es un conjunto
T < V, que tiene interseccion no vacia con todas las hiperaristas del hipergrafo H, es decir, Ve € FE :

Tne#a.

Construir un conjunto transversal de un hipergrafo es importante, ya que tiene aplicaciones en machine

learning, teoria del juego, bases de datos, data mining, optimizacion, etc.

Definicion 4.2.7. Sea H = (V, E) € H, definimos los dos conjuntos siguientes

YW SV :Ep(V')={e€ E|dze V' :x€v(e)}, (4.27)

que es el conjunto de hiperaristas que contienen nodos de V",

VE'CE:Vp(E')={xeV|dee E' : x € v(e)}, (4.28)

que es el conjunto de nodos que pertenecen a alguna hiperarista del conjunto E'.

Observemos que Vp(E') = |J o v(e).

Es posible demostrar que (P(E), 2) es una reticula completa, cuya relacién de orden es el orden inverso

de (P(E), €), donde el supremo e infimo son N y u. Definimos entonces lo siguiente

91



Morfologia matematica en hipergrafos
4.2 Morfologia en hipergrafos

§:(P(V),c) = (P(E),2)
S(V') = E\Ep(V') = {e€ E[V' nv(e) = @},

(4.29)

e: (P(E),2) = (P(V),<)
e(E") = V\Vp(E") = V\(Ueerrv(e)).

(4.30)

Proposicion 4.2.8. Los operadores 0 y € son una dilatacion y una erosion respectivamente, mds aun,

forman una adjuncion.

Demostracion. Veamos primero que J es una dilatacion.
Sea X;,i € I, una familia de P(V), entonces

6(Vier Xi) = E\Er(Vier Xi) = E\Er(Uie; Xi) = EMe € E[(Uie,Xi) ne = &}
F\Uje/fe e EiXine = @} = En (e fe€cEXine#2}) = (e (Eni{ee EIX; ne
&) = Nies(BNe € B|X; n e = 2}) = Vi, 6(X0).

Ahora veamos que € es una erosién Sea X;, ¢ € I una familia de P(FE), veamos que

/\ZEIX = Niere(Xa).

e(Nier Xi) = V\VE(Nigr Xi) = V\Ueep,, x. ¢ = V\Ueey,, x. € =V (Ueeuie, X; e)c =
Vi (meeUid X, ec) =Vn (man@ a N mbeXb b ...n ﬂjer 7°), para {a, b, ..., j }=I, luego

Vn (ﬂaEXa at N ﬂbeXb N ... n ﬂjexj j) =V ﬂanu a n ﬂbeXb n...n ﬂjexj j¢ =
(Vn Naex. a®) n (Vn Mbex, ) N (V N ﬂjexj jc) = (V\ Ueex. a) 0 (V\ Usex, b) ...
(V\Ujex, 7) = &(Xa) 0 (X0) oo 0 2(X;) = My 2(X) = Aser £(X0).

Para en el caso de la unién de dos conjuntos, A y B, tendriamos que lo anterior se veria como
(Maea @) 0 (Mhyep ) = Nueaus d°

Por dltimo veamos que forman una adjuncién.

1

D

Sean X e P(V)yY € P(E), veamosque X Ce(Y) < 6(X)2Y

=] Si suponemos que X € ¢(Y), dado que J al ser una dilatacion es creciente, se tiene que J(X) 2
5(c(Y)), donde 8(=(Y)) = {e € B (V\ Uyer o ) ne= @}.

SeaceY = cS U,y ¥ = V\U, ey v(y) EVie= (V\Uyeyv ) Nncc (V\e)nc=@ =ce
i(e(Y)).

<] De igual forma, como 6(X) 2 Y y ¢ es una erosion, ésta es creciente, asi que £(6(X)) € (Y),

donde £(§(X)) = V\Uee6(X) €
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Sea z € X y supongamos que = € Uee&(x) e, entonces Je, € §(X) : x € e, esdecirquee, N X = &
y como z € e, se sigue que {z} C e, por lo tanto
{z} ={z}nXCe,nX =2,
por lo tanto z € £(6(X)).
O

Terminamos mostrando un resultado que caracteriza a los conjuntos transversales por medio de una

dilatacién morfolégica.

Teorema 4.2.9. Sean H = (V, E) un hipergrafo, T < V y § como en la Ecuacion (4.29), entonces

tenemos lo siguiente equivalencia
» El conjunto T es transversal.
» Tenemos que 6(T) = @

Demostracion. §(T) = {e€ E|T nv(e) =@} ={e€ ElTne=0} =0 < VYee E:Tne#

@ <= T es transversal. O
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se describe como actia la morfologia matematica en el espacio de los hipergra-
fos, mostrando como es la morfologia matemdtica cldsica y la morfologia matematica en grafos, por lo que
fue necesario tocar los conceptos de reticula completa, conceptos basicos de grafos e hipergrafos, asi como
conceptos geométricos.

Uno de los principales objetivos planteados en este documento fue la introducciéon de la morfologia
matemdtica en hipergrafos, partiendo desde la morfologia cldsica y la morfologia sobre grafos. Debido a
que cada uno de estos temas tiene un amplio desarrollo, la mayoria del trabajo se enfoc6 a la descripcion e
ilustracion de los operadores principales. Por lo que un aspecto importante en este documento fue abordar
con mayor detenimiento distintos ejemplos de reticulas completas y como algunos operadores morfoldgicos
pueden definirse en ellos.

Como trabajo futuro después del estudio de este documento, se podrian desarrollar; granulometria, ske-
letons, watersheds, reconstrucciones, otro tipo de operadores, modos de definir métricas y la teoria formal
de grafos e hipergrafos, son algunos que se pueden nombrar, aunque para poder entenderlos completamente,

se requiere de un mayor conocimiento en otras ciencias, como la biologfa y ciencias de la computacién.
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