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Introduccion

La teoria de conjuntos es una rama de la logica matemaética que fue originada por Georg Cantor
en el ano 1874, quien al estudiar series trigonométricas extendié su interés en analizar la equipo-
tencia de ciertos conjuntos. Por ejemplo mostré que el conjunto los ntimeros racionales tienen el
mismo numero de elementos que el conjunto de los ntimeros enteros, ademas de probar la existen-
cia de conjuntos infinitos mas grandes que otros conjuntos infinitos. Los primeros intentos para
formalizar la teoria de conjuntos generaron en su tiempo controversia por la naturaleza paraddjica
de algunos resultados. Un ejemplo de ello es la conocida paradoja de Rusell. En consecuencia en
el siglo XX Ernest Zermelo y Adolf Fraenkel se dieron a la tarea de dar una base aceptable de la
teoria de conjuntos, cimentando los principios del modelo axiomatico (ZF') que hoy conocemos.

Posteriormente Ernest Zermelo formul6 el Azioma de eleccion para probar que todo conjunto
puede ser bien ordenado, obteniendo asi el sistema axiomatico actual de la teoria de conjuntos
ZFC (que son los axiomas de ZF' agregando el Azioma de eleccion). Dicho principio tiene una
gran variedad de aplicaciones en distintas areas de la matemética como logica, topologia, algebra,
analisis, entre otras. Con el paso del tiempo del Azioma de eleccion generd discusiones por algunas
de sus consecuencias como es el caso de la Paradoja de Banach-Tarski; que plantea de manera
informal que... uno puede cortar una bola en una cantidad finita de piezas y reordenar para tener
dos bolas del mismo tamano a la original.

Después, en el ano 1938 Kurt Gédel demostré que si se asume la consistencia de ZF' es posible
demostrar la consistencia de ZFC'y, por otro lado en el afio 1963 Paul Cohen cre6 un modelo
matematico que cumplia los axiomas de ZF y la negacion del Azioma de eleccion usando la
técnica de forzamiento, con lo anterior se probo que el Azioma de eleccion no puede demostrarse
por medio de los axiomas de la teoria de conjuntos. Usando ideas similares a las ya hechas por
Godel y Cohen, se crearon varios modelos de la teoria de conjuntos, en particular en un articulo
de Miroslav Repicky |16| se puede ver un modelo en el que se cumple el Teorema del ideal booleano
(una equivalencia del Lema del ultrafiltro), pero que no cumple el Azioma de eleccion. Lo extrano
aqui es que de manera similar el Lema del ultrafiltro no tiene una prueba en ZF y es necesario
usar el Azioma de eleccion para poder probarlo.

Nuestro objetivo en esta tesis es analizar algunos resultados que usan el Lema del ultrafiltro
(6 alguna de sus equivalencias) en vez del Azioma de eleccion. Esta tesis esta organizada en tres
capitulos que expondremos en breve.

En el primer capitulo se presentard una prueba simple de la equivalencia del Lema de Zorn
con el Azioma de eleccion. Se introduciran también los conceptos de filtro y ultrafiltro, ademés de
algunas de sus propiedades. Asimismo se demuestran algunos resultados que se usaran mas adelante
para demostrar diversos resultados como el ya expuesto Lema del ultrafiltro y su equivalencia con
el Teorema del ideal primo, el Lema de Cowen-Engeler 6 que todo filtro finitamente generado es
finito.

En el segundo capitulo se demostrara usando el Lema de Cowen-Engeler, que todo campo esta
contenido en un campo algebraicamente cerrado. Para ello mostraremos que Lema del ultrafiltro,
es equivalente a que todo todo ideal propio en un anillo conmutativo esta contenido en un ideal
primo. Al mismo tiempo se probara la unicidad (salvo isomorfismo) de una clausura algebraica de
un campo, usando el Teorema de Tychonoff para espacios Hausdorff.
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VI Introduccion

En el tercer capitulo estudiaremos la importancia del Lema del ultrafiltro en la logica ma-
tematica, mostrando su equivalencia con el Teorema de compacidad. Mostraremos también que
los siguientes resultados son consecuencias del Lema del ultrafiltro: los Teoremas de Léwenheim-
Skolem-Tarski, la Condicion de fos-Vaught. Por ultimo se presentaran las bases para probar que
el teorema de Los y el Lema del ultrafiltro implican el Axioma de eleccion.



Indice general

|Agradecimientos| 111
[Introducciénl \%
|1. Un poco de teoria de conjuntos| 1
L1, Preliminaresl. . . . . . . . . . 1
1.2, Lemade Zornl. . . . . . . . . . 5
[1.3. Teorema del ideal primo| . . . . . ... . ... L o 8
|2. Campos algebraicamente cerrados sin eleccion 19
2.1. Algunas definiciones béasicas|. . . . . . . . . ... 19
2.2. Extensiones de campos|. . . . . . .. ... 28
2.3. Unicidad de la clausura algebraical . . . . . ... ... .. ... ... . ... .. 41
|3. Lenguajes, estructuras y teorias| 47
[3.1. Preliminares|. . . . . . . . . .. 47
3.2. Ultraproductos| . . . . .. . .. .. 54
3.3. Algunas consecuencias del lema del ultrafiltro en teoria de modelos| . . . . . . . .. o8

63

VII






Capitulo 1

Un poco de teoria de conjuntos

En este capitulo se presentaran los preliminares que se usaran en los resultados consecuentes
en esta tesis, para ello veremos la axiomaética de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF).

Para entender la teoria axiomatica de ZF, tenemos que entender qué es un conjunto. Usual-
mente entendemos por conjunto como una colecciéon de elementos con alguna cualidad en comin,
pero con esta condiciéon es complicado determinar un conjunto especifico. Para entender dicha difi-
cultad, tomaremos como ejemplo a la paradoja del monton de arena la cual nos plantea hasta que
punto un montén de arena al quitar granos de arena deja de ser un montén. En caso de que no
existe un numero n de tal forma que n granos de arena forman un montén, entonces no podriamos
definir que tanto es un montén, algo similar pasa con el conjunto de todos los colores oscuros hasta
que punto un color deja de ser oscuro. Con ello es necesario determinar un sistema de axiomas que
nos permitan decidir qué puede o no puede ser un conjunto.

1.1. Preliminares

En esta secciéon expondremos los principios del sistema axiomético ZF de la teoria de conjuntos,
definiendo conceptos que usaremos en las secciones posteriores. Los conceptos primitivos de la teoria
de conjuntos son los conjuntos y la relacion de pertenencia ser elemento de. Representaremos a la
relacion binaria de pertenencia con el simbolo €, de forma que B € A significa que B es un elemento
de A. Abusando de la notacién, representaremos (cuando sea necesario) a los conjuntos con letras
mayusculas y a sus elementos con letras mintsculas. Por otro lado, la negacién de pertenencia
la denotaremos por ¢, con lo cual © ¢ B significa que x no es elemento de B. A continuacion
enunciamos los axiomas de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel:

Axioma 1. (Azioma de extension) Dos conjuntos A y B son iguales (A = B) si y solo si tienen
los mismos elementos.

Axioma 2. (Azioma del conjunto vacio) Erxiste un conjunto sin elementos.

Axioma 3. (Azioma del par) Dados dos conjuntos A y B, existe un conjunto Z tal que A € Z y
BeZ.

Axioma 4. (Azioma de la unidn) Para cada conjunto X, existe un conjunto U tal que x €U si y
solo st existe A€ X conx € A.

Axioma 5. (Azioma del conjunto potencia) Para cada conjunto X, existe un conjunto B, tal que
si AC X, siysolo si A€ B.
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Axioma 6. (Esquema aziomdtico de especificacion) Dada una propiedad P(x) para cada conjunto
X, existe un conjunto A tal que a € A si y solo si a € X y se satisface P(a).

Axioma 7. (Esquema aziomdtico de reemplazo) Sea P(x,y) una propiedad tal que para cada x
existe un unico y, para el cual P(x,y) se satisface. Para cada conjunto A, existe un conjunto B
tal que para cada x € A, existe un tnico y € B para el cual P(x,y) se satisface.

Axioma 8. FEuxiste un conjunto infinito.

Decimos que A es subconjunto de B (denotado por A C B) si todo elemento de A también es
elemento de B. Podemos reescribir el axioma de extension de la siguiente manera: A = B si y solo
si ACBy BCA.

Se cumple que el conjunto que no tiene elementos es tnico. En efecto, si A, B son conjuntos
que no tienen elementos (notemos que esto lo podemos suponer por el axioma del vacio), entonces
todos los elementos de A pertenecen a B (la existencia de un elemento de A que no esta en B,
implicarfa que A tiene al menos un elemento y esto contradice el hecho de que A no tiene elementos).
Anéalogamente, se cumple que todo elemento de B esta en A. Es decir que A = B. Al anico conjunto
que no tiene elementos se le llamara simplemente por “conjunto vacio”y lo denotaremos por ().

El Esquema aziomdtico de especificacion nos dice que podemos construir nuevos conjuntos con
un conjunto ya existente y con una propiedad, por ejemplo usando el Azioma del par, existe un
conjunto Z que tiene como a elementos a dos conjunto A, B, luego definiendo a la propiedad Q(z)
tal que z satisface @ siy solo si z = A 6 © = B, consecuentemente usando el Esquema azxiomdtico
de especificacion podemos definir al conjunto Z' = {z € Z|Q(z)} = {A, B}. De lo anterior dados
a, b conjuntos podemos definir el conjunto {a} = {a, a} y {a, b}, de manera similar se tiene que el
conjunto (a,b) = {{a}, {a, b}} existe. Al conjunto (a,b) lo llamaremos como el par ordenado cuyo
primer elemento es a y segundo elemento es b.

Por el Azioma del conjunto potencia se tiene que para cada conjunto X, existe un conjunto
B tal que si A C X, siy solo si A € B, suponiendo que existe otro conjunto B’ con la misma
propiedad, se obtiene que A € B’ siy solo si A € B, luego por el Azioma de extension B = B’y
en consecuencia se tiene que dicho conjunto es tnico al cual lo denotaremos por P(X) que consiste
de todos los subconjuntos del conjunto X.

Luego, usando lo anterior, sia € Ay b € B, entonces {a} C A C AUBy {a,b} C AUB,
entonces {a}, {a,b} € P(AU B) y consecuentemente (a,b) = {{a},{a,b}} € P(P(AU B)).

Dados dos conjuntos A, By P(x) la propiedad tal que z se satisface si y solo si x € B, entonces
podemos definir el conjunto de A interseccion B como sigue ANB ={x € A|P(x)} ={z € A|z €
B}. Sea Q(z) la propiedad tal que x se satisface siy solosiz ¢ B (z no esta en B), entonces podemos
definir el conjunto diferencia entre A y B como sigue A\B ={zx € A|Q(z)} ={x € A|z & B}.

Con los axiomas anteriores, podemos definir el conjunto A x B = {(a,b) € P(P(AUB))|a €
A, b € B} este conjunto conjunto recibe el nombre de “el producto cartesiano de A y B ™.

Por ultimo, podemos definir el producto cartesiano de una familia de conjuntos {A;}icr, de la
siguiente manera:

HAi ={f:1— UAZ|f(z) € A, para cada i € I}.
iel iel

El conjunto I, llamado conjunto de indices, puede ser finito o infinito. Cada elemento de f €
HAZ' se puede representar como (z;);cr, donde f(i) = x;.

il
Axioma 9. (Azioma de regularidad) Para cada conjunto A, existe un conjunto B € A tal que
ANB=0.

Una consecuencia de este axioma, es que si A es un conjunto, entonces A ¢ A.

Definicion 1.1. Sean A, B conjuntos una relacion (binaria) R de A en B es un conjunto R C
A X B.
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Para cada z € R, existen a € Ay b € B tales que z = (a,b). En este caso, diremos que a esta
en relacion R con b y lo escribimos como aRb.
Si R es una relacion de A en A, solamente decimos que R es una relacion en A.

Ejemplo 1.2. Dado un conjunto X, tenemos que C es una relacion en P(X).

Dada una relacion R de X en Y, se definen el dominio de R y el rango de R, denotados por
Dom(R) y Rang(R) respectivamente como sigue Dom(R) = {z € X |zRy para alginy € Y} y
Rang(R) = {y € Y | 2Ry para algin = € X}.

Definicion 1.3. Una relacion R en un conjunto X, se denomina un orden parcial si se cumplen
las siguiente propiedades:

= (Reflezividad) Para cada a € X, aRa.

» (Antisimetria) Para cualesquiera a,b € X, si aRb y bRa entonces a = b.
v (Transitividad) Para cualesquiera a,b,c € X, si aRb y bRe entonces aRc
En este caso, decimos que (X, R) es un conjunto parcialmente ordenado.

Ejemplo 1.4. Dado un conjunto X, para cualquier familia de subconjuntos A de X con la relacion
contencion C forma un conjunto parcialmente ordenado (A, C), pues se cumple lo siguiente:

» (Reflexividad) Para cada elemento A € A, por el Azioma de extension se obtiene que: A C A.

» (Antisimetria) Para A, B € A si AC B y B C A, por el Azioma de extension se tiene que
A=B.

» (Transitividad) Para A, B, C € A tales que A C B y B C C, entonces cada elemento de A
es un elemento de B y como todo elemento de B es de C, entonces cada elemento de A es
un elemento de C y asi A C C.

Definicion 1.5. Sea (X, R) conjunto parcialmente ordenado:

s Un elemento m € X es mdzimo si para todo x € X se tiene que Rm.
v Un elemento m € X es mazimal si no existe un elemento y € X/{m} tal que mRy.
= Un elemento m € X es minimo si para todo x € X se cumple que mRzx.

» Decimos que un elemento x € X es una cota superior para un conjunto A C X, si para cada
a € A aRx. Decimos que x € X es una cota superior estricta para el conjunto A, si x es una
cota superior y x € A.

Ejemplo 1.6. Para al conjunto parcialmente ordenado (P(X),C), se tiene que X € P(X) es
elemento mdzimo y O € P(X) es el elemento minimo.

Definicion 1.7. Dados dos conjuntos A y B, una relacion f de A en B es una funcion si para
cada a € A, existe un unico b € B tal que afb. Si afb. En tal caso, escribiremos f(a) = b para
representar que afb.

Si f es una relaciéon de A en B. escribiremos f : A — B si f es una funciéon. Notemos que
A = Dom(f)y Rang(f) C B.

Dadas dos funciones f : A — By g: B — C, si Rang(f) C Dom(g), definimos la funcién
composicion de f con g, denotada por go f : A — C, como la funcion tal que para cada a € A,

(9o f)(a) = g(f(a)).
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Dados una funcién f : A — B y un conjunto A’ C A, definimos la funcién f restringida al
conjunto A’ como la funcion f|a : A” — B, donde Dom(f|a) = A’, Rang(f|a) C B, y tal que
fla(z) = f(x) para cada x € A'.

Analogamente, si Rang(f) C B’ C B, definimos a la funcion f correstringida al conjunto B’
como la funcion f|B" : A —s B’ donde Dom(f|P') = A, Rang(f|"') = B’ y tal que para cada
x € A se tiene que f|P'(z) = f(z) € B'.

Finalmente definimos a la funcion identidad de un conjunto A como la funcion Idy : A — A,
tal que Id4(a) = a para cada a € A

Proposicion 1.8. Sea I un conjunto y para cada i € I sea f; : A; —> D una funcion. Entonces
U fi es una funcion si y solo si para cada k # j se tiene que fr|a,na; = [jlazna,. En tal caso
iel

Usr:Ja—>o

iel el

Demostracion: =] Para cada k, j € I distintos, sea © € A, N A;, con ello (z, fy(z)) € fr v

(«, f5(x)) € f;, entonces (z, fi(x)), (z, f(w)) € |J fi : [JAi — Dy puesto que | f; es una

iel iel iel
funcioén se tiene que existe un tnico d € D tal que U fi (x) = d, asi tenemos que fr(z) =d = f;(x)
icl

para cada x € Ay N Ay, por lo tanto fi|a,na, = fjla,na, para cada i, j € I distintos.
<] Por contrarreciproca supongamos que existe j, k& € I distintos tales que fi|a,na, #
filawna,, entonces existe un x € Ap N A; tal que fr(z) = frla,na, (%) # filawna, (x) = f;(z), pero

(z, fi(x)) € U fiy (z, fr(z)) € U fi, por lo tanto U fi no es una funcién O

il icl icl

Definicion 1.9. Dado un conjunto X, decimos que una relacion R, es una relacion de equivalencia
si se cumplen las siguientes propiedades:

v (Reflexividad) Para cualesquiera a € X, se tiene que aRa

» (Simetria) Para cualesquiera a,b € X, aRb si y solo si bRa

» (Transitividad) Para cualesquiera a,b,c € X, si aRb y bRc entonces aRe

Definimos a la clase de equivalencia de a como el conjunto [a] = {z € X |zRa}.
Lema 1.10. Sea R una relacion de equivalencia en X, si aRb entonces [a] = [b]

Demostracion: Sea x € [b], entonces 2Rb y por hipotesis tenemos que aRb, por simetria tenemos que
bRa, luego por transitividad tenemos que zRa. Es decir que = € [a] y asi [b] C [a]. Andlogamente
tenemos que [a] C [b] y por lo tanto [a] = [b]. O

Lema 1.11. Sea R una relacion de equivalencia en X. Entonces para cualesquiera a,b € X,
tenemos que [a] N [b] = O 6 bien [a] = [b].

Demostracion: Sean a,b € X y supongamos que [a] N [b] # 0. Entonces, existe un elemento x €
[a] N [b], por definicion tenemos que 2Ra y Rb. Por la propiedad de simetria tenemos que aRx y
por transitividad tenemos que aRb. Por el Lema 1.10, se cumple que [a] = [b]. Por lo tanto para
cada a,b € X, tenemos que [a] N [b] =0 6 [a] = [b]. O

Definicion 1.12. Decimos que un conjunto {U;}icr C P(X) es una particion de X si:

.X:Um

icl
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» Para cada i,j € I, sii# j entonces U; NU; = 0.

Teorema 1.13. Sea R un una relacion de equivalencia sobre un conjunto no vacio X, entonces
el conjunto {[z] |z € X} forma una particion de X.

Demostracion: Supongamos que R un una relacion de equivalencia sobre un conjunto no vacio
X. Denotemos al conjunto de clases de equivalencia como {[z;]};cr, Por el Lema 1.11 si i # j,
entonces [z;] N [z;] = 0.
Probemos que X = U[xl] Es claro que para cada i € I, [z;] C X, entonces U[xz] C X. Ahora
iel i€l
sea = € X, entonces por la reflexividad de R, tenemos que xRz es decir que z € [x], luego existe
i € I tal que [z] = [z;]. Por lo tanto X C U[IZ] Asf concluimos que el conjunto {[z]|z € X}
i€l
forma una particion de X. O
Si R es una relacién de equivalencia sobre el conjunto X, denotamos al conjunto de clases de
equivalencias como el conjunto X/R := {[z]|z € X}.

1.2. Lema de Zorn

En esta seccion abordaremos uno de los principios mas importantes de la teoria de conjuntos: el
Axioma de eleccion. A finales del siglo XIX muchos resultados usaban de manera implicita el axioma
de eleccion, hasta que en el afio 1902 fue formulado por Zermelo para probar que todo conjunto
esta bien ordenado [1|. Para poder comprender dicho axioma veamos la siguiente definicion.

Definicién 1.14. Una funcion f : P(X)\{0} — X, se dice que es una funcién de eleccion si
para cada A € P(X)\{0} se tiene que f(A) € A.

A continuacién enunciaremos el Azioma de eleccion:
Axioma 10. (Axioma de eleccion) Todo conjunto no vacio tiene una funcion de eleccion.

Cabe senalar que nos aseguramos que las pruebas que anteceden a esta secciébn no ocupan
eleccion.

Nuestro siguiente objetivo es exponer el lema de Zorn, junto a su equivalencia con el axioma
de elecciéon. Para ello veamos los siguientes conceptos.

Definicion 1.15. Sea (X, R) un conjunto parcialmente ordenado:

= Decimos que C C X es una cadena si para cualesquiera a,b € C se cumple que a y b son
comparables; es decir se tiene que aRb ¢ bien bRa.

= Dados un conjunto C C X yx € X, se define el segmento inicial en C determinado por x,
denotado por C,, de la siguiente forma:

Co={yelCly<uz, z#y}

Decimos que x < y, six Zyy y < x,
El lema de Zorn, también llamado lema de Kuratowski-Zorn, es una proposiciéon importante en
teoria de conjuntos que establece:

"Si (X, <) es un conjunto no vacio y parcialmente ordenado tal que cada cadena en X tiene una
cota superior, entonces X tiene un elemento maximal."
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Este resultado fue formulado y demostrado por el matematico polaco Kazimierz Kuratowski en
1922, y de forma independiente por el mateméatico aleman Max Zorn en 1935, usando el Principio
mazximal de Hausdorff. Dicha proposicién tiene una gran variedad de aplicaciones que van desde
algebra abstracta, analisis funcional, topologia, entre otras areas. En este caso, demostraremos
la equivalencia del Azioma de eleccion y el Lema de Zorn usando otro concepto, a saber el de
conjunto conforme. la demostracion que se presenta en este trabajo esta basada en el articulo |5].

Definicion 1.16. Un conjunto parcialmente ordenado (X, <) cumple la propiedad C*, si para cada
cadena C C X, existe zc € X\C que es cota superior (estricta) de C.

Notemos que si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado que cumple la propiedad C*,
el azioma de eleccion permite obtener una funcién fx tal que para cada cadena C, se cumple
fx(C) = x¢ es cota superior estricta de C. A la funcion fx la llamaremos una C*-funcion en X.

Definicion 1.17. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado que cumple la propiedad C* y
f una C*-funcion en X. Un conjunto A C X se denomina f-conforme si cumple:

» (A, <) es bien ordenado (es decir que A es una cadena en la cual cada subconjunto tiene un
elemento minimo)

» Para cada a € A, se cumple que o = f(Ay), si Aq # 0.

Para ver la existencia de conjuntos f-conformes, tomemos a x1 € X, entonces no es dificil ver
que {z1} es una cadena, luego f({x1}) = x2 es una cota superior estricta de {z;}, con lo cual
A = {x1, 29} forma un conjunto bien ordenado. Veamos que A es un conjunto f-conforme. Puesto
que A,, = {z € A|z < x2} = {z1}, entonces f(A,,) = z2, por otro lado A,, = 0 y terminamos.
Por lo tanto {x1,z2} es un conjunto f-conforme

Lema 1.18. (De comparabilidad)

Sean X un conjunto que cumple la propiedad C* y f una C*-funcion en X. Si A y B son
conguntos f-conformes en X distintos, entonces uno de los dos conjuntos es un segmento inicial
del otro.

Demostracion: Supongamos, sin pérdida de generalidad que A\ B # (). Puesto que A es f-conforme,
entonces A\ B tiene elemento minimo, sea = min{ A\ B}. Afirmamos que A, = B:

Mostremos que A, C B. Asumamos que existe p € A,\B, entonces p < x y p € A\B lo cual
contradice la minimalidad de .

Ahora, probemos que B C A,. Para ello, supongamos que B\A, # 0. Sea y = min{B\ A, }.
Dado que A\B # () y B, C B, entonces A\B, # (. Consideremos a z = min{A\B, }.

Probemos que A, = By. Sea w € A, luego por la minimalidad de z tenemos que que w € B,
y, en consecuencia A, C B,. Ahora sea u € By, similarmente obtenemos que u € A,, en particular
u € A. Por definicion de z, z € A. Sin embargo, suponiendo que z < w entonces z < ¥, lo cual
implica que z # y. Ademaés, puesto que u € A,, se cumple que z € A, C B y entonces z € B. Asi
obtenemos que z € By, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, u < z y asi u € A,. Esto prueba
que B, C A,. En consecuencia, A, = B,,.

Ya que A, B son f-conformes, entonces z = f(A,) = f(B,) = y. Dado que z ¢ B, se cumple
que = ¢ By y, por la minimalidad, de z se tiene que z < z. Por otro lado, notemos que z # =z,
pues si z = x se tiene que y = x € B, lo cual es una contradiccion. Esto ultimo implica, dado que
z =1y, que y < z, es decir que y € A,. sin embargo, y € A, lo cual no puede suceder. Por lo tanto
B CA,. O

Proposicion 1.19. Si X es un conjunto que cumple la propiedad C* y f es una C*-funcion en
X, entonces la union de conjuntos f-conformes en X es un conjunto f-conforme en X.




Un poco de teoria de conjuntos
1.2 Lema de Zorn

Demostracion: Sea U = | J{A| A es f -conforme}. Mostremos que U es una cadena. Consideremos
x,y € U, entonces existen A, B conjuntos f-conformes tales que x € Ay y € B. Si A = B, se tiene
que z,y son comparables. En otro caso si A # B, por el Lema podemos suponer que A es un
segmento inicial de B, con ello A C B y asi x,y € B. Por consiguiente, z,y son comparables. De
aqui que U es una cadena.

Consideremos V' C U. Dado v € V, existe un conjunto f-conforme A tal que v € A. Puesto que
A es f-conforme, ANV tiene elemento minimo. Sea a = min{A N V}. Probemos que min{V'} = a.
Para ello, supongamos que min{V'} # a, por lo cual existe ¢ € V tal que ¢ < a, Sea C un conjunto
f-conforme tal que ¢ € C. Por el Lema se cumple que A es un segmento inicial de C' 6 C'
es un segmento inicial de A. No se cumple que A es segmento inicial de C' pues, de lo contrario,
existe x € C tal que C,, = A, lo cual implica que a € C,. Como ¢ < a, se tiene que ¢ € C, = A, lo
cual contradice la minimalidad de a. Por otro lado, dado que a = min{ANV}, ce Cyc<a,se
cumple que C no puede ser un segmento inicial de A, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
min{V} = a. Hemos probado que (U, <) es un conjunto bien ordenado.

Dado x € U, existe un conjunto f-conforme C tal que z € C. Veamos que C, = U,. Para ello,
sea u € C,. Entonces, u € C CU y u < z, asi que u € U,. Por lo tanto, C;, C U,. Por otro lado,
supongamos que U, € C,. Elijase v € U,\C, y sea D un conjunto f-conforme tal que v € D.
Nuevamente por el Lema D es un segmento inicial de C' 6 C es un segmento inicial de D. No
se cumple que D sea un segmento inicial de C pues, de lo contrario existe d € D tal que Dy =C'y
va que x € C. Lo cual implica que v € Dy = C' es decir que v € C,, una contradiccién. Tampoco
sucede que C sea un segmento inicial de D pues, en caso contrario existe ¢ € C' tal que C. = D,
perov € D = C,. C C, lo cual contradice el hecho de que v € U, \C,. Por lo tanto, U, \C, = 0. Asi
concluimos que U, = C,.

Finalmente, puesto que C' es un conjunto f-conforme, concluimos que z = f(Cy) = f(Uy)-

O

Teorema 1.20. El axioma de eleccion es equivalente al lema de Zorn

Demostracion: =] Haremos la prueba por contradiccion. Supongamos que existe un conjunto par-
cialmente ordenado (X, <) tal que toda cadena no vacia tiene una cota superior, pero X no admite
un elemento <-maximal. Notemos que lo anterior (X, <) cumple la propiedad C*. Entonces por el
axioma de eleccion existe una C*-funcién f que asigna a cada cadena una cota superior estricta.

Sea U = [J{A| A es un conjunto f-conforme de X }. Entonces, por la Proposicién se tiene
que U es un conjunto f-conforme. Sea D = UU{zy }, donde f(U) = xy es una cota superior estricta
de la cadena U. Afirmamos que D es un conjunto f-conforme. Para demostrar esto notemos que
se cumplen las siguientes condiciones:

a) D es una cadena. Sean a,b € D distintos, si a,b € U terminamos. Ahora si a € U, entonces
a = xy y puesto que xy es una cota superior de U, entonces b < xy = a, por lo tanto a,b son
comparables. Analogamente, si a € U y b = xy, se prueba que a, b son comparables.

b) D es bien ordenado. Sea V' C D un conjunto no vacio. Puesto que U es conforme, se tiene
que cada subconjunto de U tiene elemento minimo, en particular existe u = min{V NU}. Entonces,
para cada v € V, si v € U entonces u < v. Ahora, si v € U, entonces v = xy y como zy es cota
superior de U, obtenemos que v < v. Por lo tanto, V' tiene elemento minimo.

¢) Para cada d € D, Dg = Uy. Pues si u € Uy, entonces u € U C D y u < d, entonces u € Dy.
Con lo cual Uy C Dy. Por otro lado supongamos que Dy € Uy. Sea v € Dy\Uy, por consiguiente
veD\Uywv<d asiv=ayyv <dperozy es una cota superior de U, con ello d < zy y por la
antisimetria de < obtenemos que xy = d. En consecuencia d € D4 una contradiccién, por lo tanto
Dy =Ujy.

d) Por el inciso ¢), si d € D, entonces d = f(Uy) = f(Dg). Por lo tanto D es un conjunto
f-conforme.

Por los incisos anteriores D es un conjunto f-conforme, por lo que D C U. Entonces f(U) =
zy € U lo que contradice el hecho de que xyy sea una cota superior estricta de U. Por lo tanto X
tiene un elemento maximal.
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<] Sea X un conjunto no vacio. Definimos al siguiente conjunto:
F={f:P(A) — A|AC X y f es una funcion de eleccion}

Notemos que F # (). En efecto, z € X, definimos la siguiente funcion de eleccion f, : {{z}} — {z}
tal que f({x}) = z. Por otra parte, no es dificil probar que (F,C) es un conjunto parcialmente
ordenado.

Dada una cadena C en F, para cada f € C, existe un conjunto Af tal que f : P(Af) — AS.
Afirmamos que F = (JC : UP(Af) — U A’ es una cota superior de C. En efecto, F es

fec fec

una funciéon pues dados f,g € C distintos, existen Af A9 C X tal que f : P(Af) — AT y
g : P(A9) — AY9; también tenemos que f C g 6 bien ¢ C f. Sin pérdida de la generalidad
supongamos que f C g, luego Dom(f) C Dom(g) y entonces (z, f(x)) € f C g, puesto que g
es una funcion y (z,g(z)) € g, se tiene que g(z) = f(z) para cada € Dom(f). Esto implica
que f = flpom(r) = 9lpom(s) ¥y Dom(f) € Dom(g), por la proposicion 1.8 esto pasa si y solo si

F = UC es una funcion.

Por otro lado, sea A* = U Ay, probemos que P(A*) = UP(Af). En efecto, elijase a €
fec fec
UP(Af), entonces a € P(AY) para algtin g € C. Esto implica que a C A9 C A*, es decir que
fec
a € P(A*). Ahora sea a € P(A*), entonces a C A* = U A’ y puesto que C es una cadena, existe
ec
g € C tal que a C A9, con lo cual a € P(A9) C A*. ’
Ahora mostremos que F' es una funcion de eleccion. Para ello sea a € P(A*), entonces F'(a) =
f(a) para algtn f € C. Por lo tanto F(a) = f(a) € a, es decir que F es una funcién de eleccion.
Por el lema de Zorn hay un elemento maximal, sea F* : P(Y) — Y dicho elemento méximo.
Afirmamos que F* es una funcion de eleccion de X. Para ello supongamos que X # Y, entonces
existe x € X\Y. Sea Z =Y U{z} y F' : P(Z) — Z una funcion tal que:

F*(A) si ACY
F'(A) =
T si xze€eA

Lo cual contradice el hecho de que F'* sea el elemento méximo. Por lo tanto Y = X y se obtiene
que F* es una funcién de eleccion para X O

1.3. Teorema del ideal primo

Definicion 1.21. Dado un conjunto X, decimos que f es una operacion binaria cerrada o sim-
plemente operacion binaria sobre un conjunto X si f es una funcion tal que:

FiXxX— X.

Andlogamente, definimos una operacion unitaria cerrada g, o simplemente operacion unitaria
sobre un conjunto X, como una funcion:

g: X — X.

Omitiremos el uso de letras para referirnos a una operaciéon (binaria 6 unitaria), en su lugar
usaremos simbolos tales como (+, —, -, ). Ademas escribiremos *(a,b) para referirnos a x b. Si la
operacion es unitaria *, escribiremos *(a) para referirnos a a*.

Antes de establecer la definicion de filtro, presentamos algunos resultados de las algebras boo-
leanas.
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Definicién 1.22. Un dlgebra booleana es un conjunto B con dos operaciones binarias cerradas
-, + (producto y suma binarios), una operacion unitaria cerrada — (llamada complemento) y dos
constantes 1 y 0, tales que para cualesquiera u, v, w € B se cumple:

a) utu=u=u-u
b) utv=v+uyu-v=0o-u (Conmutatividad de la suma y el producto).
c) u+(w+w)=(u+v)+wyu-(v-w)=(u-v) w (Asociatividad de la suma y el producto).

d) (u+v)-w=w-w)+w-w)y (w-v)+w=(ut+w) (v+w) (Distribucion del producto y la
suma,).

e) u+ (u-v)=u=u-(u+wv) (Principio de absorcion)

f)u+u  =1yu-u" =0 (Complemento de la suma y el producto)
g) (u+v)"=u v y(u-v)” =u" +v- (Leyes de Morgan)

h) ()" =u

Ju-l=uyu+0=u

Ejemplo 1.23. Si X es un conjunto no vacio, sea Bx = P(X). Si para cualesquiera A, B € B se
definen A+ B=AUB, A-B=ANB y A~ = X\A, entonces Bx con las operaciones +,-,— y
con los elementos 1 = X,0 = ) es un dlgebra booleana.

a) Para cada A € Bx, A+ A=AUA=A=ANA= A-A. Por otro lado para cada A, B € Bx,
A+ B=AUB=BUA=B+AyA-B=ANB=BNA=B-A.

b) Para cada A, B,C € Bx, A+ (B+C)=AU(BUC)=(AUuB)UC=(A+B)+Cy
A (B-C)=An(BNC)=(ANnB)NnC=(A-B)-C.

¢) Para cada A, B, C € Bx, (A+B)-C=(AUB)NC = (AnC)U(BNC)=(A-C)+(B-C)
y(A-B)+C=(ANB)UC=(AUC)N(BUC)=(A+C)-(B+C).

d) Para cada A, BEBx, A+ (A-B)=AU(ANB)=A=AN(AUB)=A-(A+ B).
e) Para cada A € By, se tiene que A+A~ = AU(X\A) =X =1yA-A-=An(X\A)=0=0

f) Para cada A, BEBx, (A+B)” =X\(AUB)= (X\A)N(X\B)=A"-B~ y(A-B)” =
X\(ANB)=(X\A)U(X\B)=A" +B".

9) (A7)” =(X\4)” = X\(X\4) = A
h) A-1=ANX =AyA+0=AU0=4

Antes de establecer la nocién de filtro, presentaremos algunas propiedades bésicas de algebras
booleanas.

Proposicion 1.24. Sean B un dlgebra booleana y u,vw’ € B. Siu-u' =0 y u+u =1, entonces

u~ =u'. Ademds, si existen v,w € B tales que para cada v € B, u-v =u y u+ w = u, entonces
v=19y0=w.

Demostracion: Seau’ € Btal que u+u' =1y u-v' =0.Notemos que u” =1-u~ = (utu')u~ =
(u-u™)+ (v u")=0+ (v -u") = (v u"), analogamente se tiene que (v~ -u’) = u’. Por lo tanto
u=u-u" =u"-u =u.Porotroladol =1-v=v-1=vy de manera similar 0 = w. O

Definicion 1.25. Para u,v € B, decimos que u < v si y solo si u+ v = v.
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Notese que por el inciso a) de la Definicidn 1.23, que u < u para todo u € B.
Mas adelante, se presentaran resultados que permitan concluir que < es una relaciéon de orden
parcial.

Proposicion 1.26. Sean u,v € B, entonces u < v si y solo si u-v = u.

Demostracion: Por definicién tenemos que u < v si y solo si u + v = v. Multiplicando por u en
ambos lados de la igualdad, obtenemos que u < v si y solo si (u + v) - u = v - u. Ahora, por el
Principio de absorcion se tiene que u = (u+v)-u y, en consecuencia, u = v-u. Finalmente, usando
la Conmutatividad del producto obtenemos que u = u - v. O

Proposicion 1.27. Sea B un dlgebra booleana, entonces para cada u,v,w € B:
a) u-v<uyu-v<v
b) u<u+vyv<u+wv
c) Siu<wyv<w, entonces u+v < w
d) Siw<uyw<wv, entonces w < u-v
e) Siv<uyw<wv, entonces v-w < u-v

Demostracion:

a) Notemos que (v -v) - u=u-(v-u) =u-(u-v) = (u-u) -v=u-wv,es decir u-v < u.
Anéalogamente u - v < v.

b) Puesto que (u+v)+u=u+(v+u)=u+(u+v)=(u+u)+v=u+wv,esdecir u<u-+wv.
Anéalogamente v < u + v.

¢) Por hipotesis tenemos que u-w = u'y v-w = v. Entonces, (u4v)-w = (v-w)+ (v-w) = u+wv.

d) Por hipotesis tenemos que w < u 'y w < v. Entonces, (u-v) - w=u-(v-w) =u-w = w.

e) Por hipotesis tenemos que v < u y b < a. Entonces, (u-a)-(b-v) =u-(a-b)-v=u-(b-v) =
u-(v-b)=(u-v)-b=wv-b. O

Proposicion 1.28. Para cada u € B, u-0 =0 (es decir que 0 < u).

Demostracion: Puesto que 0 = u-u~. Entonces u-0 = u- (u-u~) por la Asociatividad del producto
u-(u-u")=(u-u)-u~ =u-u" =0. Por lo tanto para cadau € B, u-0 =0, es decir 0 <w. O
Proposicion 1.29. Para cada v € B, u+1 =1 (es decir que u < 1).

Demostracion: Puesto que 1 = u + u™, entonces u + 1 = u + (u+ u™) por la Asociatividad de la
suma u+(u+u~) = (u+u)+u~ =u+u" =u+u" = 1. Por lo tanto para cadau € B, u-1 =1,
es decir u < 1. O

De las proposiciones 1.28 y 1.29, podemos inferir que 0 es un elemento minimo del conjunto B
y 1 es un elemento maximo del conjunto B.
Ahora, la siguiente proposiciéon prueba que la relaciéon < es transitiva sobre el conjunto B.

Proposiciéon 1.30. En un dlgebra booleana B tenemos que 1~ =0 y 0~ = 1.

Demostracion: Por el Complemento del producto 1 -1~ = 0 y por el Complemento de la suma

141" =1.Entonces 1~ =11 =0+(1"-1")=(1-1")+(1"-17) = (14+17)-1" =1-1" = 0.
Por el Complemento de la suma es claro que 0” =040~ = 1. O

Proposicion 1.31. Siu <v yv <w. Entonces u < w.

10
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Demostracion: Si u < vy v < w, entonces por definiciéon v +v = v y v + w = w. Con lo cual
utw=u+v+w)=(ut+v)+w=v+w=wy por lo tanto u < w. O

Definicion 1.32. Sea B un dlgebra booleana. Decimos que F C B es un filtro si:

s 0€F, perol ed
s SiueTF,veB yu<wv, entoncesv € F.
s Siu,v€E€F, entoncesu-v €F.

Ejemplo 1.33. Sean B un dlgebra booleana y u € B fijo, con u # 0. Entonces, F,, = {v € B|u <
v} es un filtro.
Demostracion:

No es dificil mostrar que 1 € F,,. Pues u < 1. Sabemos que para cada v € B, 0 < v, ademds
por hipdtesis u # 0. Entonces es imposible que u < 0. por lo tanto 0 & F,,.

Ahora, sean v € Fy, y x € B tales que v < x (es decir v-x = v). Puesto que u < v, se cumple
que u - v = u). Entonces, por Proposicion 1.31, u < x y asi v € F,,.

Por ultimo. Sean x,y € F, entonces u <z yu <y (esdeciru-z=uyu-y=y) lo cual
implica que u- (z-y) = (u-z)-y=u-y=u. Porlo tanto x -y € F,. O

Definicion 1.34. Sean B un dlgebra booleana y A C B. Decimos que A tiene la propiedad de
interseccion finita si para cada familia finita de elementos

{u1,...,um} C A se cumple que uy - ... upy # 0.

El concepto de propiedad de interseccion finita puede consultarla en la pagina 202 en [12]. Sin
embargo, en esta tesis modificamos la definicion para que funcione de manera general en cualquier
dlgebra booleana.

Con la siguiente proposicion, podemos demostrar la existencia de un filtro sobre un conjunto,
solo bastaria encontrar una familia de conjuntos que cumpla la propiedad de interseccion finita.

Proposicion 1.35. Sean B un dlgebra booleana y A C B una familia que cumple la propiedad de
interseccion finita. Entonces:

Fa={ueB|(@AmeN)(Tuy,...,um € A)((ug ... up) <u)}

es un filtro.

Demostracion: Elijase u € A. Entonces, por Proposicion 2.29, uw < 1, lo cual implica que 1 € F 4.
Por otro lado, si uy + ... um € A, entonces (uj - -+ - uy,) # 0. En particular, no ocurre que
(wyg -+ un) < 0. En consecuencia, 0 € F 4.

Ahora, sean v € F4 y x € B tales que v < x (es decir, v-x = v). Puesto que v € F 4, existen
Uty ..Uy € A tales que (ug-. .. uy) < vy por la Proposicion 1.30, tenemos que (uq-. .. Upy) < .
Por consiguiente, x € F 4.

Finalmente, sean x,y € F 4. Entonces existen A = {ay,...,am} € A, B={by,...,b,} CA
tales que (ay + ... am) <z y (by-... by) < y. Entonces, por el inciso e) de la Proposicion 1.27,
((ar ... am) - (by-...-by)) <(x-y). Porlo tanto -y € F4 O

Definicion 1.36. Dada un dlgebra booleana B, diremos que un filtro F C B es un filtro mazimal
st no existe F C B filtro tal que § C F'. Por otro lado, diremos que F es un ultrafiltro, si para
cada u € B se tiene que u € F o bien u~ € F.

El siguiente resultado establece que estas dos nociones son equivalentes. Mas atin, coinciden
con una propiedad adicional, determinada por la suma.

11
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Proposicion 1.37. Sean B un dlgebra booleana y F un filtro en B. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) F es un filtro mazimal sobre B.
b) F es un ultrafiltro sobre B.

c) Siu+veF, entoncesu € F v T,

Demostracion: Sea F un filtro sobre B;

a) = b) Por contrarreciproca. Supongamos que u,u~ ¢ F, entonces F U {u} cumple la pro-
piedad de interseccion finita. En efecto, pues suponiendo que F U {u} no cumple dicha pro-
piedad, entonces existe {vi,...,vn}t C F tal que vy - ... - vy - u = 0. Por otro lado u= =
um+0=0+u" = (vy-... Uy -u)+u", por la Distribucion del suma sobre la producto te-
nemos que (vy ... Uy -u)+u- = ((v1-... Um)+u") - (u+u"), pero u+u- =1 por lo que
(vyeoivvp)+u ) (ut+u)=(v1 ... vm)+u )1 = (v ... vy)+u" . Por lo tanto
(v1 ... vy) <u” yasi u” €F, una contradiccion. Por lo tanto F U {u} cumple la propiedad de
interseccion finita y por la Proposicidn 1.34, FU {u} esta contenido en un filtro § # F, entonces
F c G. Por lo tanto F no es un filtro maximal.

b) = ¢) Ahora supongamos que u+v € F, pero u, v ¢ F. Por b se tiene que u~, v~ € F, por ser
F un filtro tenemos que u~ v~ € Fy yaque u+v € F, entonces 0 = 0+0 = (v~ -0)+(0-u~) = (0-
)+ ((vo)uT) = ((wu ) v )+ (v-(v"u")) = (w(u”v7))+(-(u"v7)) = (utv)-(u"-v") € F.
Entonces F no es un filtro (Pues 0 € F), lo cual es absurdo. Por lo tanto u € F 6 v € .

¢) = a) Ahora por contrarreciproca. Supongamos que F es un filtro que no es maximal, en-

tonces existe F’ que contiene propiamente a F. Sea u € F'/F y notemos que u+u~ =1 € F ahora
bastaria notar que u~ ¢ F, pues en caso contrario = € F y en consecuencia 0 = u-u~ ¢ F', una
contradicciéon. Por lo que existe un u € B tal que u,u™ ¢ F. O

Proposicion 1.38. Sea {u;,...,un} € B tal que us +...+up, =1 y u; - u; = 0 para i # j.
Entonces uy =ug + ...+ up

Demostracion: Sea w = ug + ...+ u,. Puesto que 0 es el elemento neutro de la suma, u; - w =
0+ (u; -w)ycomo uj -u; = ug-u; = 0. Usando la distribucién del producto, se obtiene que
0+ (uy -w) = (uy ~u1)+(u] -w) =uy -(ug+w) = uy -1 = uy . En consecuencia, u; = uj -w...(1).

Puesto que w-uy = (ug+...+up) - up = (uz-u1)+...+ (up-u1) =0y ug +u; = 1. Entonces
w=w-1=w-(u1 +u;)=(w-uw)+(w-u)=0+(w-uy)=(w-uy)...(2). De (1) ¥ (2),
podemos concluir que u] = ug + ...+ Up. O

Teorema 1.39. Sea B dlgebra booleana y sea U un ultrafiltro de B. Si {u1,...,u,} C B es un
conjunto tal que w1 + ... +up, = u € U y u; - u; = 0 para i # j, entonces existe un unico
m € {1,...,n} tal que u,, € U.

Demostracion: Probemos su existencia. Para ello supongamos que u; ¢ U para cada i € {1,...,n}.
Entonces por ser U un ultrafiltro, u; € U para cada i € {1,...,n}. Usando Leyes de Morgan, se
obtiene que u~ = (u; + ...+ up)” = uy -...-u, € U. Esto implica que 0 = v-u~ € U, una
contradiccion. Por lo tanto, existe m € {1,...,n} tal que u,, € U.

Probemos ahora la unicidad. Para ello, supongamos lo contrario. Sean my,ms € {1,...,n}
tales que Um,, Um, € U entonces, 0 = Uy, - Um, € U, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto,
existe un tnico m € {1,...,n} tal que u,, € U. O

Nota 1.40. Sabemos que el conjunto potencia de cualquier conjunto X, con las operaciones bina-
rias de unidn e interseccion, es un dlgebra booleana. Por el teorema anterior, si S = {s1,...,8,} C
P(X) es una particion y U es un ultrafiltro en X, existe un inico elemento s,, € S tal que s,, € U.
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Un poco de teoria de conjuntos
1.3 Teorema del ideal primo

En el anio 1930, el matemético polaco-estadounidense Alfred Tarski demostro el lema del ultra-
filtro que establece que todo filtro estd contenido en un ultrafiltro. A continuacion presentaremos
una prueba del lema del ultrafiltro usando el lema de Zorn.

Lema 1.41. (Del Ultrafiltro)
Todo filtro F en B estd contenido en un ultrafiltro.

Demostracion:

Sean JF un filtro sobre By Z = {F'|F C F y F es un filtro} un conjunto parcialmente orde-
nado por C. Puesto que F C F, entonces F € Z. Por lo tanto Z es no vacio.

Ahora probemos que toda cadena esta acotada superiormente. Para ello, elijase I una cadena
sobre el conjunto parcialmente ordenado (Z,C) y definamos al conjunto F* = | J K. Probemos que
F* es un filtro:

s Es claro que 0 ¢ F*. Pues de lo contrario, 0 € F*, entonces existe un filtro ¥ € K que
contiene a 0, lo cual es absurdo. Por otro lado 1 € F* pues 1 € F’ para cada F' € K.

s Ahora, sean u,v € F*. Luego, existen F1,Fo € K tales que u € F; y v € Fy. Puesto que
K es una cadena, F1 C Fy 6 Fo C F;. Podemos suponer sin pérdida de la generalidad, que
F1 € Fs. Entonces u,v € Fy y por lo tanto u-v € Fy C K.

» Ahora, sean u € F* y v € B tales que u < v. Existe ¥ € K tal que u € F', pero u < v. Por
lo tanto, v € F C F*

Hemos verificado asi, que * es un filtro. Como F C " para cada F’ € K, entonces I C F* € Z.
Aplicando el Lema de Zorn, existe un elemento maximal F € Z que contiene al filtro J. En
consecuencia, F es un ultrafiltro. O

Definicion 1.42. Sea X un conjunto. Decimos que una familia de conjuntos C C P(X) tiene
cardcter finito si cumple:

s Para cada S € C, todo subconjunto finito de S pertenece a C.
n Si AC X y cada subconjunto finito de A pertenece a C, entonces A € C.

Lema 1.43. (De Cowen-Engeler)
Sean X,Y conjuntos y sea £ ={f:S — Y| f es una funcion y S C X} tales que:

(a) p(x) ={f(x)|f €&y xec Dom(f)} esun subconjunto finito de' Y, para cada x € X.
(b) Para cada conjunto finito S C X, S = Dom(f) para algin f € €.

(c) & tiene cardcter finito. Es decir que f : S — Y pertenece a & si y solo si flg: : 8" — Y
pertenece a & para cada S C S finito.

Entonces existe un elemento F € £ tal que Dom(F) = X

Demostracion: Consideremos el conjunto Fin(X) = {S C X | S es finito}. Para cada S € Fin(X),
seaI's = {f € £| S C Dom(f)}. Por (b), sabemos que I'g es no vacio para cada S € Fin(X).

Probemos que para cualesquiera S,T € Fin(X), I's NI'r = Tgyr. Para ello, sea f € Tg N Tp,
lo cual implica que S C Dom(f) y T C Dom(f). Por tanto, SUT C Dom(f) y asi f € Tsur.
Analogamente, si f € I'syr, entonces f € I's N I'r. Podemos concluir, que v = {T's | S € Fin(X)}
tiene la propiedad de interseccion finita, por la Proposicion 1.31, existe un filtro F tal que v C F
y, por el Lema del ultrafiltro, existe un ultrafiltro U que contiene a JF.

Por otro lado, notemos que ¢(z) = {f(z)|f € Iy} Para cada y € ¢(z), sea K, = {f €
['(zy | f(x) = y}. Por la condicion (a), el conjunto {K, |y € ¢(x)} es finito y no es dificil ver que
es una particion de I'.y.

13
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Por Teorema 1.37, para cada & € X existe un tnico y, € ¢(z) tal que K,, € U. Denotando a
Yz como F'(x), tenemos que {f € I'ryy | f(z) = F(z)} € U.
Veamos que F' € . Para ello, sea S C X finito y definamos el siguiente conjunto:

U= ({f €T f(x) = F(a)}

€S

Por ser U un filtro y S un conjunto finito, ¥ € U y en consecuencia ¥ # (). Luego, para cualquier
[ eV, f(x) € () para cada x € X. Entonces f € { y S es un subconjunto finito del dominio de
f. Puesto que ¢ tiene caracter finito y f|s € & se cumple que f|g € £ para cada subconjunto finito
S de X y por el caracter finito de &, F' € £. O

Ahora que hemos establecido la definicién de filtro y algunas de sus propiedades, presentamos
una nocién que es dual a la definicién de filtro.

Definicion 1.44. Sea B un dlgebra booleana. Decimos que I C B es un ideal si:

m 0€7, perol gl

s Siued, veB yv<u, entonces v € J.

s Siu, v e, entoncesu+v € J.

El siguiente resultados justifica por qué la nocion de ideal es dual a la nocién de filtro.
Proposicion 1.45. Sean B un dlgebra booleana y F un filtro sobre B. Entonces,

Jy={ueBlu” €T}

es un ideal.
Demostracion:
Esclaroque 0 €J5 y1 ¢ Jy, pues0” =1€Fyl1l  =0¢ 7.
Siu, v € Jg, entonces u—, v~ € F. Por ser F un filtro tenemos que (u+v)” =u~ -v~ € F. Por

lo tanto u + v € J4.
Sean u € Jgy y v € B tales que v < u, entonces u - v = v. Por las Leyes de Morgan, u~ + v~ =
(u-v)” =v7, es decir que u~ < v~ . Perou™ € Fy v~ € B, entonces v~ € F, con lo cual v € J5.
Por lo tanto I3 = {u € B|u~ € F} es un ideal. O

Anélogamente se obtiene la siguiente proposicion
Proposicion 1.46. Sean B un dlgebra booleana y J un ideal sobre B. Entonces,
Fy={ueB|u €T}
es un filtro.
Ejemplo 1.47. Si B es un dlgebra boolena, entonces Jo = {0}, es un ideal en B. En efecto:
» Se tiene que 0 € Jg y 1 & Jp.
s Siu,v € Jy, entonces u =0 = v, por lo tanto u+v =0 € Jy.

w Sean u € Jy y v € B, tales que v <u (u+v=u), perou =0, entoncesv=v+0=v+u=
u+v=u=0€Iy. Porlo tanto, v € Jy.

Definicion 1.48. Dada un dlgebra booleana B, diremos que un ideal I C B es un ideal mazximal
st no existe I C B filtro tal que 3 C J'. Por otro lado, diremos que J es un ideal primo, si para
cada u € B se tiene que u € J 0 biten u™ € J.
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1.3 Teorema del ideal primo

El siguiente resultado establece que estas dos nociones son equivalentes. Mas aiin, coinciden
con una propiedad adicional, determinada por la multiplicacion.

Proposicion 1.49. Dado un ideal J, se tiene que las siguientes propiedades son equivalentes:

a) J es un ideal mazimal.
b) I es un ideal primo sobre B.
c) Siu-ved, entoncesu €I v e

Demostracion: Sea F un ideal sobre B;

a) = b) Por contrarreciproca. Supongamos que u,u~ ¢ J, entonces u,u~ ¢ Fy esto pasa si y
solo si F5 no es un ultrafiltro. Entonces existe un ultrafiltro U tal que F5 C U. Podemos suponer
sin perdida de la generalidad que u € U, entonces u~ € Jy. Ademaés, para cada v € J, se tiene que
v~ € U, lo cual implica que v = (v™)~ € Jy. Por lo tanto I C Iy, es decir J no es un ideal maximal.

b) = c¢) Ahora supongamos que u - v € J. Entonces, u~ + v~ = (u-v)~ € Fg. Puesto que J es
un ideal primo, para cada v € B, u € J 6 u~ € J y en consecuencia u € 3 6 u~ € Jy, es decir que
F5 es un ultrafiltro. Por lo tanto como u~ + v~ € Fy, entonces u~ € F5 6 v~ € Fy lo cual implica
queuedovel.

¢) = a) Por contrarreciproca. Supongamos que J es un ideal que no es maximal, entonces

existe J' que contiene propiamente a J, sea u € 7' /J y notemos que u-u~ = 0 € J ahora bastarfa
notar que u~ ¢ J, pues en caso contrario entonces u~ € J' y asi se tiene que 1 =u+u~ ¢ 7, una
contradicciéon. Por lo tanto, existe u € B tal que u,u™ ¢ J, pero u-u~ € J. O

Proposiciéon 1.50. Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) El lema del ultrafiltro
b) El teorema del ideal primo: Todo ideal estd contenido en un ideal primo.

Demostracion:

a) = b) Sea J un ideal sobre B. Entonces F5 es un filtro y, por el lema del ultrafiltro, Fy esta
contenido en un ultrafiltro digamos U. Luego, para cada v € J, u~ € F5 C U y consecuentemente
u= (u")~ € Jy. Por lo tanto, I C Jy;. Notemos por otro lado que Jy( es un ideal primo. Para ello
si u € B, entonces u € U 6 bien u~ € U, entonces u € Jy 6 u~ € Jy. Por lo tanto Jy es un ideal
primo, con ello J esta contenido en un ideal primo.

b) = a) Es analogo O

Definicion 1.51. Dada un dlgebra booleana B, decimos que A es una subdlgebra booleana de B,
st A es cerrada bajo las operaciones +,+,— y ademds 1,0 € A.

Nuestro siguiente objetivo es probar que toda subalgebra booleana finitamente generada es
finita.

Proposiciéon 1.52. Sea B un dlgebra booleana y sea C = {A; : i € I} una familia de subdlgebras

booleanas de B. Entonces ﬂ A; es una subdlgebra booleana de B.
iel

Demostracion: Se cumple que 1,0 € A; para cada i € I, con lo cual 1,0 € ﬂ A;. Por otro lado,

il
para cada x,y € ﬂ A;, x,y € A, para cada i € I, entonces x~,z +y,z -y € A; para cada i € I.
i€l
Por lo tanto, ﬂ A, es una subélgebra de B. O

i€l
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Definicion 1.53. Definimos a la subdlgebra generada por el conjunto X como la minima subdlgebra
que contiene a X y la denotaremos como (X).

Notemos que (#)) = {0,1}, pues para cada subalgebra A de B, se tiene que 0,1 € A y no es
dificil ver que dicho conjunto es una subalgebra booleana.

También no es dificil probar que (X) = [J{A|X C A y A es una subélgebra de B} = X. Pues,
(X) € X, entonces X C (X). Por otro lado, por la minimalidad de (X), se tiene que (X) C X. Por
lo tanto, (X) = X.

Nota 1.54. Sean B un dlgebra booleana y X C B. Construimos de manera recursiva los siguientes
conjuntos: A = X U{0,1}, y para cadan > 0 sean A" = {z-y|z,y € A, 1} U{z +ylz,y €
An_1}U{z™ [z € Ap_1}. Definimos a X = U, ey An. Entonces:

» 0,1cXyXCX.

» Para cada x,y € X, entonces existen p,q € N tales que © € AP, y € A%, Sin perdida de la
generalidad podemos suponer que p < q, luego z,y € A? con lo cual x +vy, -y, v~ € APTL C
X.

Es decir, X es una subdlgebra booleana que contiene a X vy, dado que (X) es la minima con esa
propiedad, se obtiene que (X) C X.

Veremos por induccion que A, C (X) para cada n € N. En efecto, es claro que Ay C (X).
Supongamos que para k € N, Ay C (X) y demostremos que Apy1 € (X). Dado que Axy1 =
{z-yle,y € A U{z-ylz,y € Ax} U{z™ |z € Ax}, luego por hipdtesis inductiva sabemos
que Ar, C (X) por ende al ser (X) una subdlgebra, entonces para para cada x,y € Ay tenemos
que z -y, x +y,x~ € (X) con lo cual Axy1 C (X). Por lo tanto, X = (X). Asi obtenemos que
cada elemento de (X) puede escribirse como sumas finitas con productos finitos de elementos y
complementos de X .

Lema 1.55. Para un dlgebra booleana B, si B’ es una subdlgebra booleana y r € B. Entonces la
subdlgebra generada por el conjunto B’ U {r} consiste de los elementos de B que se escriben de la
forma:

(p-r)+(g-r7)
donde p,q € B’.

Demostracion: Sea C = (B'U{r}), sabemos por la nota anterior que C puede escribirse como sumas
finitas con productos finitos de elementos y complementos de B'. Sea C' = {(p-r)+ (¢- ) |p,q €
B’}. Entonces r = (1-7) + (0-r~) € C, y para cada p € B’, por Principio de absorcion, se
tiene que p=p-(p+r7) = ((p-r)+p) - (p+r7)- 1) =(p-r)+p)-((p+r7) (r+7r7)) =
((p-m)+p)-(p-r)+r7)=@ 1)+ (p-77) € C', es decir que B’ U {r} C C’, por otro lado para
cada (py-r)+ (qu-r7), (p2 1)+ (q2-r7) € C"

= ((pr-r)+(@-r))+(p2-r)+(g2-r7))=(pr-r)+2-7)+ (@1 -77)+(q2-77)) =
p1+p2) 1)+ (1 +q2)-r7) € C.
)

((
= (p1r)+(q1r7))((p2r)+(g2r7)) = ((p1-7)+(q1-77)) (p2-7)+((p1-7)+(q1-77)) (g2 77 ) =
((pr-7m)-(p2-7m)+(qn-r7)-(p2-7)+((pr-7) (@2-77))+ (g1 -77) (q2-77)) =
((p1-p2) )+ ((q1-q2) - 7 ) eC.
)

* Yaque ((pr-7) + (q-r7)) - ((py -7)+(qr -r7) = ((pr-pr)-r)+(@-qr)-77) =0y
((pl-r)+(q1 r7))+ ((p1 T)+(q1_'7“_)) = ((prtpy)r)+ ((Q1+q1) rT) = 7“+7“ = 1, entonces
por la unicidad del inverso tenemos que ((p1-7)+ (¢1-77))" =] -7)+ (¢ -rv—) € C".

Es decir que C’ es una subélgebra booleana que contiene a (B’ U {r}) y puesto que C es la
minima con esa propiedad, entonces C C C’. No es dificil ver que C' C B’ U {r} y por consiguiente
C' =C. O
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Corolario 1.56. Toda subdlgebra booleana finitamente generada es finita.

Demostracion: Sean B un élgebra booleana y un conjunto X C B finito. Probaremos por induccion
sobre n = |X| que [(X)| < 22":

» Para n = 0, entonces X = { con lo cual [(X)| = |{0,1}] =2 = 22"

» Para cada k € N, por hipétesis inductiva supongamos que [(X)| < 22" Para | X|=Fk+1,
elijase # € X. Por hipotesis inductiva, si X’ = X\{z}, entonces |[(X')| < 22", y por el Lema
1.58, se tiene que (X) = {(p-7)+(q-77)|p,q € (X")} y asi (X)| = [{(p-7)+(q-77)|p,q €

(XN <Hp-rlpe (XN} +{g-r7 g e (XN <{p-r[pe (XD} g r~ [p,g e (X} <
22k .221@ _ 22k+2k _ 22(2k) _ 22k+1

Por lo tanto toda subélgebra finitamente generada es finita. O
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Capitulo 2

Campos algebraicamente cerrados
sin eleccion

En el capitulo anterior mostramos una prueba de la equivalencia del lema del ultrafiltro con
teorema del ideal primo en algebras booleanas. También probamos el lema de Cowen-Engeler el cual
usaremos para demostrar que todo campo esta contenido en un campo algebraicamente cerrado.
El libro Algebra de Serge Lang, presenta una prueba de que todo campo K esta contenido en un
campo algebraicamente cerrado (llamado clausura algebraica del campo K) usando el teorema de
Krull que establece:

"Todo ideal propio I de un anillo conmutativo R, esta contenido en un ideal méaximo de R"

Resulta que tal resultado es equivalente al Azioma de eleccion. Para evitar el Azioma de eleccion
emplearemos el lema de Cowen-Engerlen, para probar que todo ideal propio esta contenido en un
ideal primo y probaremos que ambos resultados son equivalentes al lema del ultrafiltro. Lo cual nos
garantizara la existencia de la clausura algebraica del campo K.

De manera similar usando el lema de Zorn, se prueba la unicidad de la clausura algebraica
del campo K, en este caso optaremos por el teorema de tychonoff para espacios Hausdorff. Basta
mencionar que el teorema de Tychonoff es equivalente al Azioma de eleccion obteniendo el mismo
problema, pero al restringir el teorema de Tychonoff a espacios Hausdorff obtenemos una propiedad
mas débil que eleccion.

2.1. Algunas definiciones basicas

Nuestro siguiente objetivo es comprender que es un campo y que significa que sea algebraica-
mente cerrado. Para ello analicemos que son los grupos, los anillos, los polinomios y los ideales
junto con algunos resultados relacionados.

Definicion 2.1. Sean S un conjunto distinto del vacio y * operacion binaria sobre S. Decimos
que (S, *) es un semigrupo si:

» La operacidn x es asociativa sobre S, es decir, que para cualesquiera a, b, c € S, ax (bxc) =
(axb)xc.

Definicion 2.2. Sea (S,x) un semigrupo y T C S. Decimos que (T,*|7) es un subsemigrupo
de (S,%), si (T,*|T) es un semigrupo. En adelante, si (T,*|r) es un subsemigrupo escribiremos
stmplemente (T, x).

Ejemplo 2.3. Notemos que un dlgebra booleana B con cualquiera de las dos operaciones +, - (ver

Definicion €S UM SEMIGrupo.
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2.1 Algunas definiciones bésicas

Definicion 2.4. Sean M un conjunto distinto del vacio y * una operacion binaria. Decimos que
(M, *) es un monoide si:

n (M, %) es un semigrupo.
s Ezxiste un elemento e € M tal que para cada uw € M, u*xe=u = e xu.

Ejemplo 2.5. Para cualquier conjunto X, denotamos a Sx como el conjunto de todas las funciones
biyectivas sobre el conjunto X . Entonces Sx con la composicion como operacion forma un monoide
cuyo elemento neutro es la funcion identidad en X.

Proposicion 2.6. Si (M, *) un monoide, entonces existe un dnico elemento e € M tal que para
cadau € M, usxe=u=ex*u.

Demostracion: Sean e, ¢/ € M tal que para cadau € M, uxe=u=exuyu*xe =u=-¢ xu, en
particular ex e’ =e=¢€'xeyexe’ = e’ =€’ x e, por lo tanto e = €, asi concluimos que existe un
anico elemento e € M tal que para cada u € M, uxe = u = e x u, a dicho elemento lo llamaremos
elemento neutro de M O

Proposicion 2.7. Dado un conjunto de indices I. Si (S;,*;) es un monoide para cada i € I,

entonces H‘Si = S es un monoide con la operacion x. Donde para cada (a;)icr, (bi)icr € S, se
il

tiene que (a;) x (b;) = (a; *; b;)

Demostracion:

La operacion * esta bien definida, pues cada *; es una operacién binaria, y con ello para cada
(a;), (b;) € S, entonces a; *; b; € S; y ast (a; *; b;) € S.

Sean (a;), (b;),(c;) € S, entonces ((a;) * (b;)) * (¢c;) = (a; *; b;) * (¢;) = a; *; (b *; ¢;) =
(a;) # (bi i i) = (ag) * ((bs) * (ci))-

Finalmente, definimos e € S como e = (¢;), donde e; es el elemento neutro de S;. Entonces
para cada (a;) € S se tiene que (a;) * e = (a; *; ;) = (a;) = (e; *; a;) = e x (a;), Por lo tanto S es
un monoide. O

Definicion 2.8. Sean G un conjunto distinto del vacio y * operacion binaria. Decimos que (G, *)
€s UM grupo Si:

» (G, *) es un monoide.

» Para cada g € G, existe un elemento ¢' € G tal que gx g’ = e =g *g.

Ejemplo 2.9. Sean X un conjunto y Z, con p primo un grupo. Si consideramos a:
Zy ={f:X — L},

x o o X —
Zs; es un grupo con la siguiente operacion: Dados f,g € Z y z € X, (f*9)(2) = [f(2)][g(2)]-

Proposicion 2.10. Si (G, *) un grupo, entonces para cada g € G existe un inico elemento g’ € G
tal que gx g’ = e =g x g.

Demostracion: Sean ¢', ¢” € M tal que para g € G, gxg =e=¢g xgy g*g’' =e =g’ *g,
entonces g’ =g xe=g"x(gxg") = (¢"*xg)xg = exg =g, por lo tanto ¢’ = g”, asf concluimos
que existe un tnico elemento ¢’ € M tal que ¢’ * g = ¢ = g * ¢’, a dicho elemento lo llamaremos
elemento inverso de g, y lo denotaremos como g~*. U

Proposicién 2.11. Si (G, *) un grupo, entonces para cada a,b € G tenemos que (a x b)~! =
)@ty @) =a
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Demostracion: Ya que (a*b) x (axb)" ' =ey (axb)* (b~ xa"t) =a*(bxb Y xa"l =axa"! =e,
entonces (a*b)* (axb)~t = (a*xb)* (b1 xa™1), luego (a*b)™1 = (axb)"tx((axb)* (b~ t*xa~1)) =
((axb)™Lx(axb)x (b txa )y =b"txa .

Por la proposicién anterior se sabe que el elemento inverso de a1 es tinico, pero a es el inverso
de a~?! lo cual implica que (a7 1)~ =a a

Definiciéon 2.12. Decimos que un grupo G es abeliano si:
» Para cadaxz,y € G, xxy=yx*x

Sea (G, %) es un grupo. Si (G’,*) es un subsemigrupo de (G, ) tal que (G’,*) es un grupo
entonces (G’, %) es un subgrupo de (G, *), lo cual lo denotaremos por G’ < G.

Proposicion 2.13. Sean G un grupo y J un conjunto de indices. St H; < G para cada j € J,
entonces H = ﬂ H; <G
jeJ
Demostracion:
Afirmamos que H es un monoide. En efecto, si e es el elemento neutro de G, entonces e € H;
para cada j € J, luego e € H. Por lo tanto H es distinto del vacio. Sean a,b,c € H C G, asi
ax* (bxc) = (ax*b)xc. Por lo tanto (H,x*) es un monoide.

Sea h € H, por lo que para cada i € J se tiene que h € H; y como cada H; es un grupo, existe
h' € H; tal que h* h/ = e = h' * h. Por lo tanto H < G. O

En la proposicion anterior, si (G, *) es abeliano, entonces para cada x,y € H se tiene que
x*y =1y *x. Por lo tanto H es también un grupo abeliano.

Definicion 2.14. Dado un grupo (G,*) y H < G. Dado un elemento g € G definimos la clase
lateral izquierda (derecha) de g en H como el conjunto gH = {g+«h|h € H} (Hg={hxg|h € H}).

Proposicion 2.15. Para H < G y para cada g,90 € G, gH = goH si y solo st go_1 xge H

Demostracion: =] Como e € H, tenemos que g = g xe € gH = goH, entonces existe h € H tal
que g = go * h, luegogal*g:gal*go*h:h. Porlotantoggl*g:heH.

<] Siggl*g € H, luego existe h € H tal que gal*g: h, por lo que g = gg *x h € goH, lo
cual implica que para cada b’ € H tenemos que g *x h' = (go x h) * ' = gox (hxh') € goH. Asi
gH C goH y anédlogamente obtenemos que goH C gH. Por lo tanto gH = goH. O

De manera similar para cada g,g0 € G, tenemos que Hg = Hgg si y solo si g * go_1 € H.
Definimos la relaciéon ~ sobre G como sigue:

g~ go SinOlOSigal*QEH
Proposicion 2.16. La relacion ~ es de equivalencia.

Demostracion: Para cada a € G, a~ ' xa = e € H, es decir que a ~ a. Por lo tanto ~ es reflexiva.
Sean a,b € G tales que a ~ b, luego a= ' *b € H, como H < G, se tiene que b~ ! xa =
(a='xb)~! € H. Por lo tanto ~ es simétrica.
Ahora sean a,b,c € G tal que a ~ by b ~ ¢, por definicion b=' xa € H y ¢! b € H, luego
ctxa=(ctxb)x (b1 *a) € H. Por lo tanto ~ es transitiva. O

Con lo anterior podemos definir al siguiente conjunto G/H = {gH |g € G} que denota el
conjunto de clases de equivalencia de G bajo la relacién ~, lo cual por el Teorema 1.13, sabemos
que ~ induce una particiéon en el conjunto G.

Definicion 2.17. Decimos que un subgrupo H de G es normal, si para cada g € G tenemos que
gH = Hg. Para cada a,b € G definimos el siguiente conjunto aH -bH = {xxy|z € aH y y € bH}.
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Proposicion 2.18. Sea (H, ) un subgrupo normal de (G,*). Entonces (G/H,-) es un grupo.

Demostracion: Sean aH,bH € G/H, mostremos que aH - bH = (a *b)H. Sea ¢ € aH - bH,
luego existen h,hy € H tales que ¢ = (a* hy) * (b x h). Puesto que H un subgrupo normal de
G, entonces hy *b € Hb = bH, con lo cual existe ho € H tal que hy * b = b % hy, entonces
c=(axhy)x(bxh) =ax(hyxb)xh=uax(bxhy)*xh = (axb)=*(hy*h)y en consecuencia
¢ € (axb)H. Por otro lado sea d € (a * b)H, luego elijase h € H tal d = (a xb) x h. Como e € H,
entonces (a*b) xh = (axe)* (bxh) € aH - bH. Por tanto (a*xb)H = aH - bH.

Sean a,a’,b, b’ € H tales que aH = o’H y bH = b'H, demostremos que (a *b)H = (a/ *V')H.
Para ello sea ¢ € (a xb)H, entonces existe h € H tal que ¢ = (a *b) * h. Puesto que a € aH = d'H
y b € bH = VH, luego existen h',h; € H tales que a = a’ * hy y b = b % h/, con lo cual
axb= (a'+«h")x(b/«h") = o'« (hy %) *h'...(1). Nuevamente por la normalidad de H, existe ho € H
tal que hy x b = b xho y por (1), axb=a' % (' xhy)x b/ = (a’ * V') x (ha x 1) € (' * V') H. Por lo
que (axb)xh € (¢’ «xb')H, es decir que (a*xb)H C (a’ xb')H. Analogamente, (a’ xb')H C (axb)H,
de lo anterior se obtiene que (a*b)H = (a’ xb')H. Por lo tanto - es una operacion binaria en G/H.

Ya que * es una operacion asociativa. entonces para cada a, b, c € G se tiene que (aH-bH)-cH =
(axb)H -cH = ((axb)xc)H = (a*x(bxc))H = aH - (bxc)H = aH - (bH - cH). Por tanto la operacion
- es asociativa.

Ahora proponemos a eH = H como el elemento neutro en (G/H, -), pues para cada aH € G/H
se tiene que aH - H = (a-e)H = aH.

Puesto que (G, *) es un grupo, para cada a € G, existe un elemento a~! € G que es inverso de
a. Luego aH -a *H = (a*a ')H = eH = H. Por lo tanto (G/H,-) es un grupo. O

En la proposicion anterior, si (G, *) es abeliano, entonces para cada «H,bH € G/H, aH -bH =
(axb)H = (bxa)H = bH - aH. Por lo tanto (G/H,-) es abeliano.

Definicion 2.19. Sean R un conjunto y +, - dos operaciones binarias que se les llamara adicion
y multiplicacion respectivamente, decimos que (R,+,-) es un anillo si:

» (R,+) es un grupo abeliano, con Or como elemento neutro.

v (R,-) es un semigrupo.

= La multiplicacion es distributiva con respecto de la suma, es decir:
o Para cualesquiera a,b,c € R, a-(b+¢c)=(a-b)+ (a-c)
e Para cualesquiera a, b, c€ R, (b+c¢)-a=(b-a)+ (c-a)

Decimos que un anillo (R,+,-) es un anillo con uno si (R,+,-) es un anillo y (R,-) es un
monoide donde 1 es el elemento neutro.

Decimos que un elemento r € R es unidad si existe 7’ € R, tal que -7’ = r’-r = 1g. De manera
similar a la Proposicion 2.10, podemos probar que el inverso multiplicativo para cada unidad en
el anillo R es tnico.

En la definicién anterior, si (R, +,-) es un anillo con uno, entonces a los elementos Og y 1 los
llamaremos elemento neutro de la adicién y elemento neutro de la multiplicacion respectivamente.

Decimos que (R, +,-) es un subanillo de (R,+,-),si R C Ry (R',+,-) es un anillo.

Proposiciéon 2.20. En un anillo (R,+,-), para cada a € R, a-0r = Og.
Demostracion: Notemos que Og + 0 = Og, entonces a-0gr =a- (0g +0r) = a-0gr + a - Og, luego
OR:a-OR—a~OR:(a'0R+a~OR)—a~OR:a~OR—|—(a~OR—a~OR):a~OR. O

Definicion 2.21. Sean (R, +,:) un anillo y (S, *) un semigrupo, definimos al conjunto

R[S ={f:S — R]| f(s) # Og para un subconjunto finito de S}.

Con las siguientes operaciones sobre el conjunto R[S|:
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D (f+9)(s) = f(s) +9(s).

) (f-9)(s)= > ()

J*i=s

Definicion 2.22. Si f es un elemento de R[S], denotaremos

sop(f) ={x € S| f(z) # Or}.
Proposicion 2.23. (R[S],+, ) es un anillo.

Demostracion: Veamos que +,- son operaciones binarias. Sean f,g € R[S], entonces sop(f) y
sop(g) son finitos, demostremos que sop(f) U sop(g) es finito.

Para ello, supongamos que sop(f + g) € sop(f) U sop(g). + s € sop(f + g)\(sop(f) U sop(g)),
entonces (f + g)(s) # Og, pero f(s) = Or y g(s) = Og, lo cual implica que (f + g)(s) = Or una
contradiccion. En consecuencia sop(f + g) C sop(f) U sop(g).

Por otro lado sea s € sop(f-g), entonces (f-g)(s) = = f(j) - g(i) # Og, luego existen i € sop(g)
y j € sop(g) tales que j*i = s. Como sop(f) y sop(g) son finitos, lo cual implica que el conjunto
de elementos de la forma f(j) - g(¢) # Og es finito. Por consiguiente f - g es finito.

Sean f,g,h € R[S], entonces (f + (g + h))(s) = f(s) + (g + h)(s) = f(s) + (g9(s) + h(s
(f(s)+9(s)) +h(s) = (f+9)(s) +h(s) = (f+9) +R)(s) y (f-(g-W)(s) = = f(@) - (g-h)(
JZ:f(l) : (k;;:,g(k) -h(l)) :i*(g%):sf(i) -(g(k) - h(1)), andlogamente obtenemos que ((f-g)-h)(

<k§):5(f(i) - g(k)) - h(l) por la asociatividad de - obtenemos que ((f - g)-h)(s) = (f - (g h))(s).

Notemos que f, g € R[S], se tiene que (f + g)(s) = f(s) +g(s) = g(s) + f(s) = (g+ f)(s). E
particular si - es conmutativa se obtiene que (f - g)(s) :;:f(z) -g(4) :i*]zisg(j) < f(@) = (g- f)s).

Proponemos a 0 € R[S] tal que 0(s) = O para cada s € S como el elemento neutro con respecto
a la operacion +. Pues (f + 0)(s) = f(s) +0(s) = f(s) = 0(s) + f(s) = (0 + f)(s).

Para cada f € R[S], definimos a f~ : S — R tal que f~(s) = —f(s) (el inverso aditivo de
f(s) € R). Luego (f 4+ f7)(s) = f(s) + [~ (s) = f(s) = f(s) = 0(s) = (f~ +f)( )-

Veamos que - se distribuye sobre +. En efecto, pues (f - (g + h))(s) = p J . f@)-(g+h)(y) =
56 (06 +h0) = 5 (F6)-9G)+ F6)-h0) = 5 (F6)-90)) + = (F0) k() = (F -

(

g)+ (f-h). Anélogameng(;j;; obtiene que ((g + h) - f)(,;)] S( H+ (- f)
Por lo tanto (R[S],+,-) es un anillo. O

En la proposicion anterior, si (S, *) es un monoide cuyo elemento neutro es lg, y (R,+,") es
un anillo con uno. Entonces, proponemos a 1 € R[S] tal que 1(s) =0si s # 1gy 1(1g) = 1z como
el elemento neutro con respecto a la multiplicacién. Pues (f - 1)(s) = Z f (1)1(4) pero 1(j) = 0 si

j # 1g, entonces (f - 1) = f. Andlogamente, obtenemos que f = (1 - f)

Al anillo (R[S],4+,+) le llamaremos simplemente anillo semigrupo. En caso de que (M, %) sea
un monoide y (R, +,-) es un anillo con uno, entonces denominaremos al anillo (R[M], 4, +) como
anillo monoide. A los elementos del anillo semigrupo (monoide) los llamaremos polinomios.

Para (R[S], 4+, ) un anillo semigrupo (o monoide) y f € R[S], si T = sop(f) entonces podemos
expresar al polinomio f como f = >} f(s)-s. Lo anteriormente mencionado puede consultarlo en [4].

sE

En particular como (N, +) es un monoide obtenemos el anillo de polinomios R[N] que denotare-
mos como R[X], cabe aclarar que la operacion en (N, +) no necesariamente es la misma operacion
suma que la del anillo (R,+,-). Cada elemento en f € R[X], sea n = max{m € N| f(m) # 0}
entonces podemos expresar a cada polinomio f como f(x) :_fjlai - 2%, donde a; = f(i). Diremos

que el polinomio f es de grado n.
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Decimos que un polinomio f(x) = ap+ a1 -2+ ... 4 a, + 2™ es monico si a,, = 1g. Ademaés
definimos al grado del polinomio f(z) como gr(f) = maz{m € N| f(m) # 0}. Decimos que un
polinomio es lineal si es de la forma f(x) = a-x + b, donde a,b € R (es decir que gr(f) =1).

Sea + una operacion sobre el conjunto N” tal que (z1,...,2n)+ Y1, -, ¥n) = (T1+22, ..., Tp+
yn). Entonces, (N™, +) es un monoide, obtiendo el anillo de polinomios de n-variables R[N"] deno-
tado como R[X1,...,X,].

Definicion 2.24. Sean (R,+,-) y (R',+,7) anillos. Decimos que una funcién ¢ : R — R’ es un
morfismo de anillos si para cada x,y € R, ¢(xz +y) = ¢(x)+P(y) y ¢(x - y) = ¢p(x) d(y).

Por otro lado ¢ es un monomorfismo de anillos si para cada f : R — R yg: R" — R
morfismos de anillos tales que ¢ o f = ¢ o g entonces f = g.

Ejemplo 2.25. Dados dos anillos (R, +,-) y (R',+,7), definimos una funcion 0 : R — R’ tal que
0(r) = Ogr: para cada r € R, luego 0(r +1') = 0(r)F0(r") = 0 F0r = 0% y 0(r-7’) = 0(r)-0(r") =
0r*0p = 0%. Por lo tanto 0 es un morfismo de anillos

Proposicion 2.26. Dados dos anillos (R,+,-), (R',+,7) y un morfismo de anillos ¢ : R — R/,
entonces ®(0r) = O0r y —@(r) = d(—r).

Demostracion: Ya que ¢(0r) = ¢(0r + 0r) = ¢(0r)+6(0r), entonces ¢(0g) = Op.
Ahora ya que ¢(0r) = Og/, luego ¢(r)+¢(—r) = ¢(r —r) = Ors. Por lo tanto ¢(—r) = —¢(r)

Sea R un anillo. Dado ¢ € R, definimos la funcién Ev. : Z[X] — R tal que para cada f(x) €
Z[X], Ev.(f(z)) = f(c). Probemos que Ev. es un morfismo de anillos. Sean f(z),g(z) € Z[X],
entonces Ev.(f(x) +9(z)) = Eve((f +9)(x)) = (f +9)(c) = f(¢) + g(c) = Eve(f(2)) + Eve(g(x))
y Eve(f(x) - g(x)) = Bve((f + 9)(x)) = (f + 9)(¢) = f(c) + g(c) = Eve(f(x)) + Eve(g(x))

Proposiciéon 2.27. Dados dos anillos (R,+,-), (R',+,7) y un morfismo de anillos ¢ : R — R/,
entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

a) ¢ es un monomorfismo.
b) ¢ es inyectivo.
¢) Ker(¢) ={0r} (Donde ker(¢) ={x € R|¢(z) =0p }).

Demostracion: a) = b) Por contradiccion. Supongamos que ¢ no es inyectivo, por lo que existen
a,b € R distintos tales que ¢(a) = ¢(b), sean Ev, : Z[X] — Ry Ewv, : Z|X] — R. Entonces
Ev,(z) = a, Evy(z) = by ademés ¢p(Ev,(z)) = ¢(a) = ¢(b) = ¢(Evy(x)), pero ¢ al ser monomor-
fismo, entonces Ev, = FEv, y en particular a = Ev,(z) = Evy(x) = b, una contradiccion. Por lo
tanto ¢ es inyectiva.

b) = ¢) Puesto que ¢(0r) = Og/, luego {0} C Ker(p). Sea r € Ker(¢) por consiguiente,
¢(r) = Ogr = ¢(0g), por ser ¢ inyectiva tenemos que r = O y con ello Ker(¢) C {Og}. Por lo
tanto Ker(¢) = {Or}.

¢) = a) Ahora consideremos f : R — Ry ¢g : R” — R morfismos de anillos tales que
B(f(x)) = Blg(x)), luego o(f(x) — g(x)) = o(f(x)) — B(g(x)) = One v ya que Ker(6) = O,
entonces f(x) — g(x) = 0g con lo cual f(zx) = g(z) y asi f = g. Por lo tanto ¢ es monomorfismo.

O

Definicion 2.28. Dado un anillo (R,+,-), decimos que un conjunto I C R es un ideal izquierdo
(derecho) si cumple que:

w (I,+) es un subgrupo de (R,+).

» Para cadar € Ryac€l, entoncesr-a€l (a-rel).
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Decimos que I es un ideal (bilateral) si este es un ideal derecho e izquierdo.

Proposicion 2.29. Dados dos anillos (R,+,-), (R',+,7) y un morfismo de anillos f : R — R/,
entonces Ker(f) es un ideal del anillo (R,+,-).

Demostracion: En la demostracion de b) = ¢) de la proposicion anterior sabemos que Og € ker(f).
Ahora sean a,b € Ker(f), luego f(a+0b) = f(a)+f(b) =0r+0r = Op, entonces a+b € Ker(f),
Para cada a € Ker(f), f(—a) = —f(a) = —0r = Og, es decir que —a € Ker(f). Por otro lado ya
que + es asociativo, tenemos que (Ker(f),4+) es un subgrupo de (R, +).

Paracadar € Ry a € Ker(f), f(r-a) = f(r)"f(a) = f(r):0p = O, es decir que r-a € Ker(f).
Analogamente a - € Ker(f). Por lo tanto Ker(f) es un ideal. O

Al conjunto Ker(f) lo llamaremos como el kernel del morfismo f.

Definicion 2.30. Decimos que ¢ : R — R’ es un epimorfismo de anillos, si para cada f : ' —
R" y g: R — R” morfismos de anillos tales que f o ¢ = go ¢, entonces f = g.

Proposicion 2.31. Sea ¢ : R — R’ un morfismo de anillos suprayectivo, entonces ¢ es un
epimorfismo.

Demostracion: Sean f: R — R" y g : R" — R” morfismos de anillos tales que para cada z € G,
f(é(z)) = g(¢(x)) por la suprayectividad de ¢ para cada v’ € R/, existe r € R tal que ¢(r) =1/,
luego f(r') = f(&(r)) = g(o(r)) = g(r'), luego f = g. Por lo tanto ¢ es epimorfismo. O

Nota 2.32. El reciproco de la proposicion anterior no es verdadero. Pues tomando a los anillos
(Z,+,-) y (Q,4+,") con sus respectivas operaciones usuales (+, -). Sea v : Z — Q una funcion tal
que para cada z € Z, i(z) = z. No es dificil probar que v es un morfismo que no es suprayectivo.
Afirmamos que es un epimorfismo, pues para cada f : Q — R y g : Q — R morfismos de
anillos tales que f ot = got. Entonces, para cada z € Z, f(z) = f(u(2)) = g(t(2)) = g(2). Con
ello, para cada & € Q, tenemos que £(2) = f(La) = F(1)- f(a) = F(1) - g(a) = F(1) - g(b%) =
) g(b)-g(3) = £(3)- F(B)- 9(%) = F(3b) “9(2) = F(1) - g(%) = g(1) - g(%) = g(1- %) = g(%) y

con lo cual f = g. Por lo tanto 1 es un epimorfismo que no es suprayectivo

Definicion 2.33. Dados dos anillos (R, +,) y (R',¥+,7), decimos que ¢ : R — R’ es un isomor-
fismo de anillos si existe un morfismo de anillos g : R' — R tal que po g = Idr y go ¢ = Idg.
Si esto ocurre decimos que (R,+,-) y (R',+,7) son isomorfos y lo denotamos como R = R'.

Nota 2.34. Notemos que dicha funcion g en la definicidon anterior es unica, pues Supongamos
que existe otro morfismo de anillos g* : ' — R tal que ¢ o g* = Idr y g* o ¢ = IdR, entonces
g=1Idrog = (9g*0o@d)og=g*o(pog) = g*oldg = g*. A dicha funcién la denotaremos
simplemente como ¢!

Ademds la composicion de isomorfismos es también un isomorfismo. Para poder demostrar este
hecho, sean ¢1 : R — R’ y ¢o : R — R" isomorfismos de anillos, entonces ¢y 0 ¢7"' = Idp,
o1t oy = Idg, ¢pao ¢yt = Idpn y ¢p5* 0 o = Idg:. Por lo tanto, (¢g 0 ¢1) o (o7 0 5 ') =
a0 (prody ) oyt =paopy' = Idrr y andlogamente (¢; " o (bgl) o(p20¢1) =1Idg. Es decir
que ¢o 0 Py es un isomorfismo

Proposicion 2.35. Todo isomorfismo de anillos es un monomorfismo y un epimorfismo de anillos.

Demostracion: Sea ¢ : R — R’ un isomorfismo, entonces existe 1) : R — R tal que ¢o1) = Idp/
y Yoo =1Idg. Sean f: R" — Ry g: R’ — R morfismos tales que ¢ o g = ¢ o f, entonces
g=Idrog=(pop)og=rpo(pog)=1o(pof)=(pod)of=1Idrof=f,esdecir que ¢ es

un monomorfismo. Analogamente obtenemos que ¢ es epimorfismo. O

Proposicion 2.36. Dados dos anillos (R,+,-) y (R',+,7). Son equivalentes para un morfismo de
anillos f : R — R’ lo siguiente:
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a) f es un isomorfismo de anillos.
b) f es biyectiva (es decir que f es una funcion inyectiva y suprayectiva).

Demostracion:

a) = b) Por la Proposicion 2.27, f es inyectivo. Para probar que f es una una funcién supra-
yectiva, notemos que existe un morfismo de anillos g : R — R tal que fog = Idg y go f = Idg.
Con ello, para cada ' € R, f(g(r')) = (f o g)(r') = Idr/(r") = ' y puesto que g(r') € R, sea
r € R tal que r = g(r’). Con lo cual, para cada r’ € R existe r € R, tal que f(r) = r’. Por lo tanto
f es suprayectiva. Asi, podemos concluir que f es un morfismo biyectivo.

a) = b) Por la Proposicion 2.27, desde que f es un morfismo inyectivo, entonces f es un
monomorfismo. Por la Proposicion 2.31 f es un epimorfismo. Por lo tanto f es un isomorfismo de
anillos. O

Nota 2.37. Decimos que un anillo (R,+,-) se sumerge en un anillo (R, +,7), si existe un morfismo
inyectivo ¢ : R — R'.

Por ejemplo, el anillo (R,+,-) se sumerge sobre el anillo de polinomios (R[X],+,+), pues la
siguiente funcion es un morfismo inyectivo i : R — R[X] donde i(r) = r para cada r € R.

Definicion 2.38. Dados dos anillos (A, +,-), (B, +,-) tales que (A, +,-) es subanillo de (B,+,-).
Decimos que a € B es una raiz para un polinomio f(x) € A[X] si f(a) = 0g.

Ejemplo 2.39. Dado un anillo (R,+,-). Sea un conjunto S C R, definimos:
I(S) = N{I C R|I es un ideal izquierdo, tal que S C I}.

Entonces 1(S) es un ideal izquierdo.
Demostracion:

Por la proposicion 2.13, (I(S),+) es un subgrupo de (R,+). Seanr € R y s € I(S), entonces
para cada ideal I' € {I C R|I es un ideal izquierdo} se tiene que sr € I' y en consecuencia
sr € I(S). Por lo tanto I(S) es un ideal izquierdo. O

Notemos que I(S) es el menor ideal que contiene a S. Para ello supongamos que J es el minimo
ideal que contiene a S, luego J C I(S). Pero como J es ideal y J contiene a S, entonces por como
definimos a 1(S), tenemos que I(S) C J. Por lo tanto I(S) =J

En particular, dado un elemento r € R, denotamos al ideal principal derecho (izquierdo) ge-
nerado por el elemento r como el conjunto Rr = {a-r|a € R} (rR = {r-ala € R}). Andloga-
mente, también definimos al ideal principal (bilateral) generado por el elemento r como el conjunto

(ry={a-7-bla,b € R}.

De manera similar dado un anillo R podemos demostrar la existencia de un subanillo generado
por un conjunto S, denotado por R(S).

Sabemos que (R/I, %) es un grupo, donde para cada a + I,b+ I € R/I se tiene que (a + I) *
(b+ 1) = (a+b) + I. Definiendo otra operacion e en R/I tal que (a+I)e (b+1)=(a-b)+1
tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.40. (R/I,x,e) es un anillo.

Demostracion:

Desde que (I,+) es un subgrupo de (R,+) y (R,+) es un grupo abeliano, entonces (I,+) es
un subgrupo normal de (R, +) y asi (R/I,*) es un grupo abeliano.

Sean r,r’,s,s' € Rtalesquer+I=1r'"+1ys+I=5s+1,entoncesr—r' €l ys—s' €I, por
la definicion de ideal s"- (r —r') € I 'y (s — ') -r € I, luego como (I,+) es un grupo s-r — s’ -r' =
s (r—r')Y—(s—¢')-r €I Porlotanto (s+1)e(r+1)=(s-r)+I=(s7")+1=(s+1)e(r'+1).
Por lo tanto e es una operacion binaria en R/I.
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Ya que la operacion - es asociativa en R, tenemos que para cada a,b,c € R, ((a+1)e(b+1))e(c+
I) = ((a-b)+I)e(c+I) = ((a-b)-c)+I = (a:(b-c))+I = (a+I)e((b-c)+1I) = (a+I)e((b+I)e(c+1)).
Por la distribucién de la suma sobre el producto en R, tenemos que para cada a,b,c € I,
((a+Deb+I)*s((a+De(c+1I) = (a-0)+D)x{(a-c)+1I)=(a-b)+(a-c)+1I=
(a-(b+c)+I=(a+D)e((b+c)+I)=(a+I)e((b+1I)*(c+1)). O

En caso que (R, +,-) sea un anillo con uno, entonces para cualquier r € R, lg-r=r-1g =1,
Proponemos a 1 + I como elemento neutro de (R/I,e). Pues para cadar+ 1 € R/I, (r+1)e
(Ig+D)=(r-1g)+I=r+1

Y particular si (R, +, ) es un anillo con divisién, entonces para cada r € R, existe un elemento
" € R tal que r - 7' = 1g. Notemos que 7" + I es el inverso multiplicativo de r + I. En efecto,
(r+De(r+0)=-r)+I1=1g+I=00"+1)e(r+1).

Nota 2.41. Definamos la siguiente funcion v : R — R/I tal que v(r) = r + I. Notemos que
vir+r)=0+r)+I1=0+I1) 0" +1I)=rv(r)«v('). Andlogamente, v(r-r’") = v(r) e v(r'),
Por lo tanto v es un morfismo de anillos. Para cada r+ 1 € R/I, v(r) =r+ I es decir que v es
un morfismo suprayectivo, lo cual implica que v es un epimorfismo.

Teorema 2.42. (Primer teorema de isomorfismos)

Sea ¢ : R — R’ un morfismo de anillos con nicleo Ker(p) = 1. Entonces I es un ideal de R
y existe un unico monomorfismo @ : R/I — R’ tal que ¢ = Pov, donde v es el morfismo natural.
En otras palabras el siguiente diagrama conmuta:

R—% . R

7

v s
S g =
Y Bl

R/I

Demostracion:

La Proposicion 2.29 nos dice que I es un ideal de R.

Definimos a @ tal que para cadar+1 € R/I, g(r+1I) = ¢(r). Probemos que ¥ es una funcion,
paraellosean z+I,y+1 € R/I tal que x+1 = y+1, entonces 2 —y € I por lo que existe z € I tal
que z = x —y. Asf tenemos que = z+y, con lo cual p(x) =@(x+1) =3((z+y)+1) = p(z+y) =
©(2) + p(y) y puesto que z € I = Ker(p), tenemos que ¢(z) + ¢(y) = 0+ ¢(y) = p(y + I).

Por otro lado tenemos que @((r1+1)+(ro+1)) = @((r1+r2)+1I) = o(ri+r2) = p(r1) +¢(re)
P(r1+1)+p(r2+1) y ademés p((r1 +1) - (r2+1)) = B((r1-12) +1) = p(r1-12) = 9(r1) - (r2) =
B(r1 + 1) -@(re + I). De aqui podemos afirmar que @ es un morfismo de anillos.

Notemos que % hace conmutar el triangulo, pues para cada r € R, gov(r) = p(v(r))
D(r+ 1) = p(r), es decir que p =powv.

Notemos que @ es monomorfismo, pues sean = + I,y + I € R/I tales que ¢(z) =@z + I) =
D(y+1I) = p(y), entonces p(x —y) = p(x) —¢(y) = O/, luego z —y € Ker(y) = I lo cual sucede
siysolosiz+1=y+1.

Veamos la unicidad de @. Para ello sea 0 : R/I — R’ tal que o o v = . Luego por ser v un
epimorfismo y ya que pov = ¢ = g ov, entonces p = 0. Por lo tanto © es el tinico monomorfismo
que hace conmutar el triangulo. O

Proposicion 2.43. Sean I,J ideales en un anillo (R,+,-). Entonces I+ J ={i+jli€l, je J}
es un ideal.

Demostracion: Por ser I,.J ideales, entonces Op € I y O € J, entonces O =0r +0r € I + J.
Por otro lado, paracadaa =i1+j; € [+ Jyb=ria+js € I+ J (donde iy,is € [y j1,J2 € J),

por la conmutatividad de la operacion suma, a+b = (i1 +i2) 4 (j1 +j2) € I+ J. En consecuencia +

es una operacién binaria, que hereda las propiedades asociativas y conmutativas del anillo. Ahora,
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probemos que cada elemento de I 4 J tiene un inverso aditivo. Para cada c =i+ j5 € I 4+ J con
ielyjeJ, existen i€y —j€J, conello —c=—i—j eI+ J. Por consiguiente (I + .J,+)
€s un grupo.

Dadoce I+ J,comoc=i+jconi € lyjeJ, entonces paracadar €e Ryr-i€Jyr-jeJ,
luegor-c=r-i+r-j5 €1+ J.Porlo tanto I + J es un ideal. O

Nota 2.44. Dado un una familia de ideales derechos {I, }men de un anillo (R,+,-), definimos
al conjunto:

n
K= Zlm:{Zri-aih"i €R, a; Efl}
meM i=1
Usando un razonamiento andlogo a la proposicion anterior no es dificil ver que dicho conjunto es
de hecho un ideal.
Por otro lado, si J es el ideal generado por la union de {1, }menr, entonces J es igual que K.

Por la minimalidad del ideal J, entonces J C K. Para probar la otra contencion, sea y € K y por
como estd definido este conjunto, existenr; € R y a; € I; tales que y =3>71; - a;, Por lo tantoy € J
i=1

y con ello J C K. Esto prueba que:

S Ln=1I( | In).

meM meM

Es decir, que cada elemento del conjunto K puede verse como una combinacion lineal finita de
elementos de J.

2.2. Extensiones de campos

Definicion 2.45. Dado un conjunto K, y dos operaciones binarias + (adicion) y - (multiplicacion,).
Decimos que (K,4+,-) es un campo si:

w (K,+,) es un anillo con Ok el elemento neutro de la suma y 1k es el elemento neutro del
producto (O # 1k ).

» (K,-) es abeliano.

» Para cada elemento © € K\{Ogr}, existe y € K tal que x -y = 1.

Proposicion 2.46. Los inicos ideales de un campo (F,+,-) son {Op}, F.

Demostracion: Claramente {Or} es un ideal de (F,+,-). Ahora sea J un ideal distinto de {0}
entonces existe € J tal que r # O, entonces ya que F' es un campo tenemos que r-leF y en
consecuencia 1z = r-r~! € J. Por lo tanto, para cada ' € F tenemos que ' =/ -1p € J, es
decir FC JyasiJ=F. O

Definicion 2.47. Dado un campo (K, +,-), decimos que un polinomio p(x) € K[X] es un polino-
mio irreducible si cumple lo siguiente:

= gr(p) >0
v Sip(z) = g(x)h(z), entonces gr(g) =0 ¢ gr(h) = 0.
Decimos que un polinomio es reducible, si este no es irreducible.

Decimos que un polinomio f € K[X], es monico si su coeficiente principal es 1. Es decir que si
fl@)=an-2™+ ...+ a1 -z + ag, entonces a,, = 1.

El siguiente resultado puede consultarlo en el capitulo IV, Teorema 1.1 en 10|, dicha prueba
es libre de eleccion.
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Proposicion 2.48. (algoritmo de la division)
Sean (R, +,-) un anillo conmutativo y f,g € R[X] distintos de cero. Entonces, existen q,r €
R[X] dnicos tales que

f(x) = g(@)q(z) + r(z)
con 0 < gr(r(x)) < gr(m(x)).

Definicion 2.49. Decimos que un anillo conmutativo (R,+,+) es dominio entero si para cuales-
quiera a,b € R, tales que a-b = 0gr entonces a =0r ¢ b= 0pg.

Decimos que un dominio entero (R,+,-) es un dominio de ideales principales, si todo ideal T
es un ideal principal (es decir que para cada ideal I, existe un elemento r € R tal que I = (r)).

Ejemplo 2.50. Todo campo es un dominio entero.

Demostracion: Sean (K,4+,-) un campo y a,b € K tales que a - b = 0. Supongamos que a # Ok,
entonces a tiene elemento inverso. Con lo cual, b= 1g-b= (a " -a)-b=a"1(a-b) =a 10 = Ok.
Por lo tanto (K,4+,-) es un dominio entero. O

Proposicién 2.51. Dado un dominio entero (R,+,-), si c-a = ¢-b para cada ¢ # 0, entonces
a=b.

Demostracion: Puesto que c-a =c- b, entonces c- (a —b) =c-a—c-b=0,Peroc# 0y (R, +,")
es dominio entero, luego a — b = 0. Por lo tanto a = b. O

Proposicion 2.52. Sea F un campo, entonces F[X] es un ideal de dominios principales

Demostracion: Descartando los casos triviales en que los ideales son de la forma {0} = (0p) y
(1p) = FIX].

Consideremos al ideal J distinto de F[X] y {Or}. Puesto que N es un conjunto bien ordenado,
sea n = min{gr(f)| f(z) € J} y elijase a p(z) € J tal que gr(p) = n, entonces (p(z)) C J. Ahora,
sea a(z) € J tal que p(x) 1 a(x), entonces por el algoritmo de la division existen r(z), ¢(x) € F[X]
tales que p(z) = a(x)q(z)+r(x) y gr(r) < gr(p) con r # 0. Por lo tanto r(x) = p(z) —a(x)q(z) € J,
una contradiccion. Asi obtenemos que p(z)|a(x) y por lo tanto J C (p(x)). O

Proposicion 2.53. Dado un campo (K, +,-) y p(x) € F[X]. Si p(z) es un polinomio irreducible
entonces (p(x)) es un ideal mdzimo.

Demostracion: Por contrarreciproca supongamos que (p(z)) no es un ideal maximo, luego existe
q(z) € F[X] tal que (p(z)) € (¢(z)) S F[X]. Esto implica que q(z),p(z) & F' (gr(p) # 0 # gr(q)),
ademés p(z) € (¢(x)), entonces existe r(z) € F[X] tal que ¢(x)r(z) = p(z) (¢(z)|p(x)), luego
tenemos que gr(p) = gr(q) + gr(r). Supongamos que gr(r) = 0, entonces r(z) € F por lo que r es
unidad y consecuentemente g(z) = p(z)(r(z))~* € (p(z)), lo cual contradice que (p(x)) < (q(x)).

Por lo tanto gr(r) > 0, esto implica que p(z) es un polinomio reducible. O

Proposiciéon 2.54. Dado un anillo (R,+,-), si J es un ideal mdzimo entonces R/J es un campo.

Demostracion: Sea J +a € R/J (donde a ¢ J) y consideremos al ideal K = J + (a), por la
maximalidad de J y que J C K, entonces tenemos que K = R. Esto implica que 1 € K, luego
existen j € Jyr € Rtalesque lp =j+7-a,conlocual J+1g=J+ (r-a)=(J+7r) - (J+a).
Por lo tanto J + a tiene inverso multiplicativo y con ello R/I es un campo. O

Decimos que (K',+,) es un subcampo de (K, +,-), si K/ C K y K’ es un campo. De esta
manera decimos que (K,+,-) es una extension de campos de (K’,+,-) lo cual lo denotaremos
como K/K'.

Teorema 2.55. (Primer teorema de kronecker) Dado un campo (F,+,-) y f(z) € F[X]. Entonces
existe una extension de campos E de F tal que f(a) =0 para « € E.
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Demostracion: Como F es un campo entonces F[X] es un dominio de factorizacion dnica. Sea
p(z) un polinomio irreducible tal que p(z)|f(z), luego (p(z)) es un ideal maximo en F[X] con lo
cual K = F[X]/(p(z)) es un campo.

Sea U : F — K tal que ¥(a) = a+ (p(z)), luego ¥ es un morfismo, probemos que es inyectivo.
Sean a,b € F tales que ¥(a) = ¥(b), entonces ¥(a — b) = ¥(a) — ¥(b) = 0k y como los tnicos
ideales de F son O y F', entonces Ker(V) = F 6 Ker(V) = 0p, pero ¥ es disntinto al morfismo
nulo 0 y asi Ker(¥) = {Op}. Por lo tanto ¥ es inyectivo. Luego W|*F) : I — U(F) es una
funcién biyectiva y por tanto es un isomorfismo.

Ahorasea E = Ky a € E. donde o = z + (p(x)) y con51deremos a Evg,) : FIX] — E tal
que Ev(q)(q(z)) = q(a), luego si p(x) = ap +ar -z + ... +a, , entonces Ev(q)(p(r)) = pla) =
ap+ar-a+...tan-a" = (ao+p($))+a1'(Jf+(p($)))+~-~+an'( + (p(2)))" = (a0 +p(z)) +
(@1-2) + (p()) + -+ (an-2") + (p(@)) = (a0-+ar 2+ . +ap-2™) + (p(x)) = p(x) + (p(z)) = Ox.

Por lo tanto E es una extension de campos de F' con a € E tal que f(a) =0 O

Dado un campo (K, +,-), definimos el K-espacio vectorial V' como una estructura algebraica
(V,+,:)donde +: VxV = Veslasumay-: RxV — V es la multiplicacion escalar. Donde
(V,+) es un grupo abeliano y para cada r,r’ € K, m,m’ € V se tiene que:

s (Elemento neutro) 1-m=m-1
» (Asociatividad) r- (r'-m) = (r-r') - m
» (Propiedad distributiva) (r++') -m=r-m+r" -myr-(m+m')=r-m+r-m/

Definicion 2.56. Sea V un K-espacio vectorial V. Decimos que un conjunto S CV es linealmente

independiente si para cada $1,...,8, €S yki,...,k, € K son tales que ky-s1+ ...+ kp s, =0,
entonces k; = 0 para cada i € {1,...,n}.
Por otro lado decimos que S C V genera a V, si para cada v € V, existen s1,...,5, € S y

ki,...,k, € K son tales que v="Fky -s1+ ...+ ky, - sp.
Decimos S CV es una base, si S es linealmente independiente y genera a V. Con ello definimos
a la dimension de V. como Dimg (V) = |5| donde B es una base.

Ejemplo 2.57. Notemos que si K es una extension de campo de E, entonces K es un E- espacio
vectorial. A la dimension de F' como K -espacio vectorial la denotaremos por [F : K| = Dimg (F) la
cual se le llamara grado de extension. Decimos que K/F es una extension finita si [F : K] =n € N

Definicion 2.58. Sea P un ideal propio en un anillo conmutativo (R,+,-), se dice que es primo
st para cada a,b € R tal que a-b € P, entoncesa € P 6 b e P.

Proposicion 2.59. Dado f(x) € F[X] con (F,+,-) un campo, si (p(x)) es primo entonces p(x)
es irreducible.

Demostracion: Supongamos por contradiccion que (p(x)) es reducible, entonces si gr(p) = 0
tenemos que p(x) € F es decir que p(z) tiene inverso y con ello 1 € (p(z)) lo cual contradice el
hecho de que (p(x)) es un ideal propio.

Por otro lado, suponiendo que gr(p) > 0. Por ser p(x) irreducible, existen a(z),b(x) € F[X]
tales que p(z) = a(z) - b(z), gr(a) # 0y gr(b) # 0. Entonces a(x)|p(z), entonces por ser (p(z)) un
ideal primo, a(z) € (p(x)) de lo cual tenemos que p(z)|a(x). Con lo cual, a(z) = p(z) entonces b(x)
es una constante, lo cual contradice el hecho de que gr(b) # 0. Por lo tanto p(z) es irreducible.

U

Definiciéon 2.60. Dada una extension de campos K/K'. Decimos que a € K es algebraico sobre
K' si existe f € K'[X] dinto del polinomio 0 tal que f(a) = 0.
Dado a € K, definimos al conjunto K'(a) como el minimo subcampo que contiene a K' y a a.
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Nota 2.61. Sea A, = {m € N|f(z) € K[X],gr(f) = m, f(z) # 0, f(a) = 0y f es monico}.
Por el principio del buen orden de los nimeros naturales, existe d € N tal que d = min(A,). Sea
m(z) = ap +ay -z + ...+ 2¢ € K[X] un polinomio ménico distinto de 0 y tal que m(a) = 0.
Demostremos que m(x) es inico con las propiedades antes mencionadas. Para ello supongamos
que eziste q(z) = by + by -x + ... + 2 € K[X] polinomio médnico distinto de 0, tal que q(a) =0 y
q(z) # m(x). Sea h(z) = m(x) — q(x) = ap — by + (a1 — b1) @+ ... + (ag_1 — ba_1) - 241 £ 0,
entonces h(a) = m(a) — q(a) = 0 y gr(h) < d, considerando el siguiente polinomio p(x) =
(@ag—1 — bg—1)"th(z), obtenemos un polinomio monico distinto de 0 y tal que p(a) = 0, lo cual
contradice la minimalidad de d.

Ahora probemos que m(x) es irreducible en K[X]. Para ello, supongamos que no lo es, entonces
existen f,g € K[X] tales que m(z) = f(x) - g(x), 0 < gr(f) < d y 0 < gr(g) < d. Con lo cual,
0=m(a) = f(a)g(a) es decir f(a) =0 6 g(a) =0, una contradiccion. Por lo tanto m es el unico
polinomio mdnico irreducible no cero y tal que m(a) = 0.

Para cada t(z) € K[X] tal que t(a) = 0, afirmamos que gr(t) > gr(m). Para ello, sea I =
{d(z) € K[X]|d(«) = 0}. Demostremos que I es un ideal:

» 0€; pues 0(a) =0

» Para cada q1,q2 € K[X]; entonces (q1 + g2)(a) = g1(a) + g2(a) = 0+ 0 = 0, es decir que
q1 + g2 € K[X].

v Para cada r € K[X], t € K[X]; entonces s(a) =t(a) - r(a) =0-r(a) =0

Yo que F[X] es un dominio de ideales principales, existe h(x) € I tal que (h(x)) = I. Mostremos
que (m(x)) = I. Puesto que m € I, luego existe r(x) € I tal que m(z) = r(x) - h(x), por ser m(x)
irreducible se puede implicar que gr(r) =0, es decir que r(z) = ¢ € K, por lo que m(z) = c¢- h(x).
Por tanto I = (h(x)) = (c7tm(x)) = (m(z)). Por ultimo para cada t € K[X] tal que t(a) = 0,
entonces t € I, con lo cual existe r(z) € K[X] tal que t(x) = r(x)-m(z). Por lo tanto gr(t) > gr(m)

Proposicion 2.62. Sean E/F una extension de campo y o € E algebraico sobre F. Entonces
F(a) = F[X]/(p(z)), donde p(z) € F[X] es irreducible y p(a) = 0.

Demostracion: Sea ®,, : F[X] — F tal que ®,(f(x)) = f(a). Entonces, Ker(®,) = {f(z) €
F[X]| f(e) = 0} y puesto que « es algebraico sobre F, Ker(®,) # {0}. Puesto que F' es un campo,
F[X] es un dominio de ideales principales, con ello existe p(z) € F[X] tal que (p(x)) = Ker(®,).
Entonces por el primer teorema de isomorfismos, existe ¢ : F[X]/(p(x)) — E tal que pov =
o, vy FIX]/(p(z)) = Rang(®,) C E, asi tenemos que el siguiente diagrama conmuta:
>

FIX] ——~E

Como E es un campo, entonces Rang(®,) es un dominio entero lo cual sucede si y solo si p(x)
es un ideal primo. Por lo que p(z) es irreducible.

Puesto que o(f(x) + (p(z))) = f(a), entonces p(z + (p(x))) = a y para cada ¢ € F, p(c+
(p(z))) = c. Luego tenemos que F C Rang(®,) y a € Rang(®,), entonces F(a) C Rang(P,).

Ahora para cada extension de campos K/F tal que a € K, si ¢; € F entonces ¢o+c¢1-a+...+
cn-a™ € K, para cada i € {1,...,n}, Es decir que Rang(®,) C K. En particular tenemos que
Rang(®,,) C F(a) por lo tanto F[X]/(p(z)) = Rang(®,) = F(«). O

Teorema 2.63. Sea p(z) € F[X] un polinomio irreducible de grado d. Entonces E = F[X]/(p(z))
es una extension de campo de F' de grado d. De hecho, E contiene una raiz o de p(x) y una base
de E como F-espacio vectorial.
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Demostracion: Supongamos sin perdida de la generalidad que p(z) es un polinomio ménico. Sean
I = (p(z)) y @ = z + I. Probemos que S = {1,a,0?,...,a% '} es una base de E. Primero,
supongamos que S no es linealmente independiente, es decir que existen aq,...,aq € F no todos
cero tales que a; - 1 +az-a+az-a?+...+aq-a?"! = 0. Consecuentemente, si b; = a;' - a;
para cada i € {1,...,n}, podemos definir un polinomio ménico de grado menor que d, f(x) =
bi+by-x+4...+bg 2% ytal que f(a) = 0, esto contradice lo visto en la nota 2.61. Por tanto S
es linealmente independiente.

Notemos que cada elemento de F es de la forma f(z)+ I con f(x) € F[X]. Por el algoritmo de
la division existen q(z),r(x) € F[X] tales que f(z) = p(x)q(z) +r(z) donde 0 < gr(r) < d = gr(p).
Dado que f(z) — r(z) = p(x)q(x) € I, entonces f(x)+ I = r(x) + I. Podemos reescribir a r de la
siguiente manera r(x) = co+cy-x+...+cqg_1-x% 1 donde ¢; € F paracadai € {1,...,d—1}. Luego
r(a) = r(z+1) = (co+1)+cr-(z+D)+. . Acq 1 (x+ D) = co+T+ep-a+T+. . . +cqgq-20 41 =
(cotecr-w+...4+cgq1 -2+ T=r(x)+1=f(x)+I=f(a). Porlo tanto S genera a F y asi
S es una base para F. O

Teorema 2.64. (Segundo teorema de Kronecker)
Sea f(x) € F[X] donde (F,+,-) es un campo. Entonces existe un campo E que contiene a F
como subcampo y tal que f(x) se escribe como producto de polinomios lineales es E[X].

Demostracion:

Haremos la prueba por induccion sobre el grado de f. Si gr(f) = 1, entonces f(x) es lineal, asi
que bastaria tomar a F = F.

Ahora supongamos que gr(f) > 1. Sea p(xz) € F[X] un polinomio irreducible y tal que f(z) =
p(z) - h(z), esto se puede ya que cada elemento de F[X] se puede escribir como producto de
irreducibles. Por el primer teorema de Kronecker existe un campo K tal que o € K y p(a) = 0,
con ello p(z) = (z —a) - g(z) y asi f(x) = (z — a) - g(x) - h(z). Por hipdtesis inductiva existe un
campo F C F en el que g(x) - h(x) se descompone como un producto de factores lineales, es decir
que f se escribe como un producto de factores lineales en F. O

Usando el lema de Zorn, podemos demostrar la existencia de un campo K, tal que cualquier
polinomio f € K[X] pueda escribirse como producto de factores lineales, pues la relacion de ser
subcampo de es un orden parcial que cumple las hipotesis del lema de Zorn.

Definicion 2.65. Sea F un subcampo de E y sea f(x) € F[X]. Decimos que f se escinde sobre
E, si existen ai,...,a, € E, tales que f(x) =a(x —aq) - (a—ag) - ...  (x — ay).

Sean F un subcampo de E y f(x) € F[X]. Entonces E/F es llamado campo de descomposicion
de f(x) sobre E, si f(x) se escinde sobre E pero no se escinde sobre ningin subcampo de E.

Teorema 2.66. Si F' es un campo , entonces todo polinomio f(x) € F[X] tiene un campo de
descomposicion

Demostracion: Por el sequndo teorema de Kronecker, existe un campo K/F en el cual f(z) se en-

cinde. Sean «ay, . . ., a, todas las raices del polinomio f en K y consideremos a E = F(ay,...,q,) =
M{E'" C K|FE esun campo, F C E'y ay,...,a, € E'} (dicho campo es el minimo campo que
contiene a F' y todas las raices de f). Por lo que E es el campo de descomposicion de f. O

Nota 2.67. Sean ¢ : F — F' un isomorfismo de campos y ©* : F[X] — F'[X] una funcion
definida como ¢*(ap+a1-x+...+an-z") = p(ag) + (ag) -+ ...+ p(a,)z™. Demostremos que
p(z) € F[X] irreducible, si y solo si p*(z) = ¢*(p(x)) € F'[X] también lo es. Para ello, probemos
que p* : F[X] — F'[X] es un isomorfismo. Sean f, g € F[X] tales que f(x) = ap+ai-z+. . .+an-z"
yg(x) =bg+by-x+...4 by -x™, sin pérdida de la generalidad podemos suponer que m > n

y con ello sea a; = 0 para cada m > j > n, asi tenemos que ©*((f + g)(x)) = np*(; (a; +b;) -
) =S pai +bi) - 2' =35 (p(ai) + p(bi) - 2' =3 (0(a:) - ) + 5 (0(bi) - &) = " (f) +¢"(9). Por

i=
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otro lado ©*((f - g)(x)) = ¢™( "y x'), donde r; = zijaj -bi—j, ast se tiene que 4,0*("%”7“2- cat) =
i=1 j=0 i=1

Eelrs) ot =S p( S a; bisg) x 2 (529(a) - p(bi-y) - @) = (f (@) - (9(x)). Bs claro que

©* es supmyectwo Por otro lado, Ker(p*) = {t(z) € F[X]|¢*(t(z)) =0} ={t(z) =co+c1 -z +

At en -z =0]e(t(z)) = 0}, al ser ¢ un monomorfismo y 0 = ¢*(t(x)) = (o) + ¢(c1) - x +

St <p(cn) -x™, entonces ¢; =0 para cada i € {1,...,n}. Por lo tanto Ker(o*) = {0}.

Luego por contrarreciproca suponiendo que p*(x) es reducible entonces existen f*,g* € F'[X]
tales que " (p(x)) = p*(z) = f*(z) - 9" (x) = ¢*(f(z) - 9(x)), 0 < gr(f*) < gr(p*) y 0 < gr(g") <
gr(p*). Entonces p(z) = f(z) - g(x), 0 < gr(f) < gr(p) y 0 < gr(g) < gr(p), es decir que p es
reducible. De manera similar obtenemos que si p* es irreducible, entonces p(x) es irreducible.

Lema 2.68. Sea ¢ : ' — F' un isomorfismo de campos y ¢* : F[X] — F'[X] definida por
e (ag+ar-x+ ...+ ay-2") = plag) + lag) -+ ...+ p(ay)x™. Sean p(x) € F[X] irreducible,
p*(x) = ¢*(p(x)) € F'[X]. Si B es una raiz de p(x) y ' es una raiz de p*(x), entonces existe
un dnico isomorfismo ¢ : F(8) — F'(B') que extiende a ¢ con @(B) = B'. Es decir el siguiente
diagrama conmuta:

F(B)-—-=F'(8)
]
F—p—F

Demostracion: Como ¢* es un isomorfismo y p* es irreducible. Entonces, ¢* induce un isomorfismo
W FIX)/(p(x) — F'[X)/(p"(2)) tal que para cada c € F, U(c + (p(x))) = ¢+ (o"(z)) y
U(x + (p(x))) = z + (p*(x)). Como B es algebraico sobre F''y 3’ es algebraico sobre F’, por la
proposicion 2.62, existen isomorfismos ¢1 : F[X]/(p(z)) — F(8) y ¢2 : F'[X]/(p*(z)) — F'(8)
de tal manera que ¢; fija a F'y ¢ fija a F’, obteniendo el siguiente diagrama:

F(p) F(8")

¢1T \L(ﬁ_l P2

F/

Seap = (¢pa0¥)o (;5 1 entonces % es un isomorfismo. Para cada ¢ € F C F(B),3(c) = (p20®)o0
¢~ (c) = (d20 ) (¢~ (C)) (¢20W)(c+ (p(x))) = d2(¥(c+ (p(x)))) = P2(p(c) + (p*(2))) = ¥(c).
Es decir que p|p =

Notemos que @ es fmico. Suponiendo que existe otro isomorfismo G : F(8) — F'(8’) que
extiende a ¢ y tal que G(8) = [, entonces G|p = ¢. Puesto que Idp : F — F(8) es un
isomorfismo, en particular un epimorfismo. Como G o Idr = G|r = ¢ = @|r = @ o Idp, entonces
G = . Por lo tanto existe un tnico isomorfismo @ : F(8) — F’'(f’) que extiende a ¢, donde

p(B) =74 O

Teorema 2.69. Sea f(x) € F[X] un polinomio cualquiera y E su campo de descomposicion sobre
F. Sea ¢ : F — F’ un isomorfismo de campos y ¢* : F[X] — F'[X] definida como en el
lema anterior. Sea E' el campo de descomposicion de f* sobre F'. Entonces existe un isomorfismo
®: E — E' que extiende a @, es decir el siguiente diagrama conmuta:
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E-2-F
F——sF
©

Demostracion: La prueba se hara por induccién sobre el numero n de raices de f sobre E.

Si n =1, entonces f es un polinomio lineal y con ello sea = F. Asi no es dificil ver que f se
escinde sobre F[X], de modo que f* se escinde sobre F'[X]. Solo basta tomar a ¢ = ®.

Ahora supongamos que para cada numero natural k existe un isomorfismo ® : £ — E’ que
extiende a .

Ahora, probemos que tal propiedad se cumple para n = k + 1. Sean p € F[X] un polinomio
irreducible que divide al polinomio f y B1,...,8k11 € F raices de f. Sea [ una raiz de p en E
y consideremos una raiz 5’ del polinomio p*(z) = ¢*(p(z)) en E’. Por el lema anterior, existe un
unico isomorfismo @ : F(B) — F'(') tal que (8) = 'y @|r = ¢.

Puesto que F' C F () = Fp, entonces F[X] C Fg[X]. Consecuentemente, Fg(f1, ..., Bkt1) =
F(B,B1,--,8k+1) = F(B1,...,0r+1) = E, es decir que F es el campo de descomposicion de f sobre
F. De manera similar £’ es el campo de descomposicién de f* sobre Fj;, = F'(3). Por hipotesis
inductiva existe un isomorfismo ¥ que extiende a @, es decir el siguiente diagrama conmuta:

E-2sF
También notemos que ¢ extiende a :

E-2sp

Fﬁ —_— Fé/

©

|

F——sF
)

Proposicion 2.70. Sean L/E y E/K extensiones finitas, entonces L/K es finita

Demostracion: Sean [E : L] = m y [K : E] = n. Entonces, existen 8; C L base de L/E y
B2 C E base de E/K, con ello sean 1 = {a1,...,am} y B2 = {71,...,7}. Afirmamos que
B={a;-vjlie{l,...,m}, je{l,...,n}} es base de L/K.

Probemos, que 3 genera a L/K. Para cada = € L, existen ay,...,a,, € F tales que z =
ap - a1+ ...+ am - @y (pues By es base de L/E). Analogamente, existen b;,,...,b; € K tales que

Y

a; = b, -1+ ...+ b;, v, (pues B2 es base de E/K). Por lo cual, z :‘i(ib” - (@ - 7y;)) es decir
i=1 j=1

in

que (3 genera a L/K.
Ahora, demostremos que [ es linealmente independiente. Para ello, sean

g

a;; € K tales que S a;, - (o -7;)) =0, usando la  propiedad  distributiva
i=1 j=1

f:(f;aij (i) =206 - (S7-,a4; - y5) v como 1 es linealmente independiente para ca-
i=1 j=1

daie{l,...,m}, =0 a; -v; = 0. Andlogamente, a;; = 0 para cada j € {1,...,n}. Por lo tanto

Besbasede L/K y [E: L][K:E]=mn=[E:K]. O
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Las pruebas anteriores nos aseguran que las extensiones de un campo K donde f se escribe
como producto de polinomios lineales son isomorfos. Dichas pruebas las usaremos para demostrar
que las clausuras algebraicas de un campo K son isomorfas.

Definicion 2.71. Sea E/F una extension algebraica. Un polinomio irreducible p(x) es llamado
separable si no tiene raices repetidas. Un polinomio f(x) es separable si cada uno de sus factores
wrreducibles es separable.

Sea (E,+,-) un campo que tiene a (F,+,-) como subcampo. Un automorfismo de E es un
isomorfismo o : E — E. Diremos que o fija a F', si 0(a) = « para o € F'.

Proposicion 2.72. Sean (F,+,-) un subcampo de (E,+,-), f(x) =a" +...4a1-x+ap € K[X].
Tambien sea (K, +,+) el campo de descomposicion de f. Sio: E — E es un automorfismo fija a
F, entonces o permuta el conjunto de raices Z = {z1,...,2z,} de f.

Demostracion: Sir € K, es una raiz de f, entonces 0 = f(r) =r™"+...+ay -+ ag. Puesto que o
fijaa F,0=0(r)"+...+0(a1)o(r)+o(ap) =o(r)"+...4+a10(r) +ap = f(o(r)) con ello o(r) es
una raiz de f. Por lo tanto 0|z : Z — Z es una funcion biyectiva (esto se debe porque o lo es), y
como |Im(o|z)| =|Z| = |Dom(c|z)|, entonces o|z es biyectiva. O

Lema 2.73. Sea E = F(B1,...,Bn). Si o : E — E es un automorfismo que fija a F. Si para
cada i € {1,...,n} o(B;), entonces o = Idg

Demostracion:

Haremos la prueba por induccién sobre n.

Sin =1, entonces E = F(B1). Sea ay - ¥ + ...+ a1 - B1 + ap € E. Entonces, o(ay - BF + ...+
ar-B1+ag) =olag) - o(BF)+...+0o(ar1)-o(B) +o(ag) =ay-BF +...4+ a1 - B1+ ag. Por lo tanto
g = IdE

Supongamos que se cumple la hipotesis para K = F(f1,...,0,-1). Sea E = K(8,) =
F(B1,.--yBn-1)Bn) = F(B1,--.,0n). Con ello, E es el menor campo que contiene a K y a 3,. Sea
o un automorfismo que fija a F, tal que o(5;) = §; para cada i € {1,...,n}. Sea a, - 87 + ... +
a18n + ag € E con a; € K. Entonces, por hipétesis inductiva o(an, - 87 + ...+ a1 - Bn + ag) =
o(am)-o(BIM)+...+o(a1)-0(Bn)+o(ag) = am-o(B)+...4+a1-0(Bn)+ao = am B +. . .4+a16n+ao.
Por lo tanto o = Idg

O

Proposicion 2.74. Sea E/F un campo de descomposicion de un polinomio separable f € F[X]
(fx)=ag+a1-z+...+a, -x"). Sean ¢ : F — F' un isomorfismo y f*(x) = ¢(ag) + ¢(a1) -
x4+ ...+ ¢(ay) - ™. Entonces existen [F : E] isomorfismos que extienden a .

E-2s-F
F——sF
%]

Demostracion: Haremos la prueba por induccion sobre [F' : EJ.

Si[F: E] =1, entonces E = F y bastaria tomar a ® = .

Ahora si [F: E] > 0, supongamos que f(z) = p(x)g(z) donde p es un polinomio irreducible y
gr(p) = d.

s Sid = 1. Por el sequndo teorema de kronecker, existen E/K y K/F campos de descomposicion
de p y g respectivamente. Como d =1, peslineal y asi [F: K| =[E: K|[K : F] = [K : F].
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= Sid > 1, Sean 3 una raiz de p(z) y ¥ : F — E’ un isomorfismo que extiende a ¢.
Entonces, U(3) = 5’ es una raiz de f y puesto f* es separable, por Proposicion 2.72, p* tiene
exactamente d raices 8’ € E'. Por Lema 2.68 y Lema 2.73, hay exactamente d isomorfismos
¢ : F(B) — F'(B) que extienden a ¢, fijan a F y tales que $(3) = 3’ para cada 3 € E. Por
un lado notemos que E es el campo de descomposicion de f(z) sobre F(8) y E’ es el campo
de descomposicion de f*(x) sobre F'(5').

Dado que [F : E] = [F : F(8)|[F(B) : E] = d[F(8) : E], entonces [F(f) : E] = L2 — .
Entonces por hipétesis inductiva tenemos que los d isomorfismos ¢ tiene exactamente k
isomorfismos los extienden. Por lo tanto ¢ tiene exactamente [F : E] extensiones ®.

O

Proposiciéon 2.75. Dado un anillo (R,+,-) y un ideal I del mismo anillo, entonces las siguientes
propiedades son equivalentes:

a) I es un ideal primo.
b) (R/I,+,") es un dominio entero.
Demostracion:

» a) = b) Seana+1,b+1 € R/I tales que (a-b)+1 = (a+1I)-(b+1)=1=0g/;, esto pasa
siy solosia-be I. Pero I es un ideal primo, con lo cual a € I 6 b € I, esto implica que
a+1=0p/; 6b+1=1=0g). Porlotanto R/I es dominio entero.

» b) = a) Sean a,b € R talesque a-b € I, entonces I = (a-b)+1 = (a+1)-(b+I). Pero
R/I es dominio entero, con ello a + I = I 6 bien b+ I = I, esto implica que a € I 6 b € I.
Asi, I es un ideal primo. O

Dado dominio entero (R,+,-), definimos al conjunto R* = R\{0} y a la relacion ~ sobre el
conjunto R x R* tal que:

(a7b) ~ (x)y) SinOIO Sia-y:b.m
Proposicion 2.76. La relacion ~ es de equivalencia.

Demostracion:

Sea (a,b) € R x R*, puesto que - es una operaciéon conmutativa, a -b = b - a lo cual sucede si y
solo sf (a,b) ~ (a,b). Por lo tanto ~ es reflexiva.

Sean(a,b), (z,y) € R x R* tales que (a,b) ~ (x,y), entonces a -y = b-x y en consecuencia
x-b=1y-a, es decir que (z,y) ~ (a,b). Por lo tanto ~ es simétrica.

Sean (a,b), (x,y), (m,n) € Rx R* tales que (a,b) ~ (z,y) y (,y) ~ (m,n), con lo cual tenemos
quea-y=b-xzyz-n=y-m,luego (a-n)-y=(a-y)n=(0bz)n=>b-(x-n)=>b-(y-m)=(b-m)-y,
esto implica que a - n = b-m, es decir que (a,b) ~ (m,n). Por lo tanto ~ es transitiva.
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O

Al cada clase de equivalencia del elemento (a,b) la denotamos por § y sea F' = R x R*/ ~.
Luego definamos las siguientes operaciones +: F x F — Fy - : Fx F — F:

a x ay+z-b

ayrr-v_a a-
b Ty by Vb

:7b.y

< |8
8

Probemos que dichas operaciones estan bien definidas, para ello sean (7, 5) (‘g—/, C—:) e FFx F,

_ra a-d+bc _ o -d+b-¢ ac _ a'c
tales que (%, 5) = (%, d,) Demostremos que “§57¢ = -9 C y € — L0,

! /
A ¥y 2 = %, por definicion a - 0" = a' - by

c¢-d = -d, por consiguiente (a-b')-d-d = (a’~b)~d~(ji’ y(c-d)-b-b=(d-d)-b-V, con ello

(a-b)-d-d+(c-d)-b-bV=(a-b)-d-d+( d)-b-b, usando la ley distributiva obtenemos

que (a-d+b-c)- (V' -d)=(a-d +V ) b-dlo cual sucede si y solo sf “Ltbc — “/“li;,fz}f/'cl.
Puesto que a-b' = a'-by c-d' = ¢-d, entonces (a-¢)-v'-d = (a-V')-c-d = (a’-b)-¢'-d = (a’-¢')-b-d

lo cual sucede si y solo si 75 = 175

Puesto que (%,%) = (a— —)’ entonces % =%y ’

Proposicion 2.77. (F,+,-) es un campo.

Demostracion:
Probemos que (F,+) es un grupo abeliano. Anteriormente, demostramos que + es una ope-

racién cerrada sobre el conjunto F', bastaria ver las otras propiedades. Ahora, probemos que la
u a (&

operacion suma es asociativa, para ello sean =, ¢, 5 € F, entonces = + (§ + ) = ¥ + (%) =

u-(b-d)4v-(a-d+b- c) (u-(b-d)+v- (a d))+(v-b)-c _ (u -b+v-a)-d+(v- b) c (u b+u -a)
v-(b- d) (v-b)d = (v-b)d +g =0 +5)+§ Ade
mas, § + § = % = % = <+ ¢ es decir que la operaciéon suma es conmutativa. Ahora,

proponemos a OJ € F' como el elemento neutro de la operacion suma. Pues para cada § € F, se

a-lp+b-0p _
b-lr

tiene que ¢ + 5 OR = %. Por otro lado, para cada § € F', consideremos =* € F, entonces

b—i—*‘l—m—b%perob2 0r =0r =1g-0g. Porlotantoo—R:%’;.
Ahora, probemos que (F\{0},+) es un grupo abeliano. Demostremos que la multiplicacion es
asociativa, pues para cualesquiera %, % ¢ € F, tenemos que % - (% - %) = % .29 = :EZ;; =

c c

% ademés Tg =95 =90 = 5%, es decir que la operacion - es

(wa)c _ (u-a)g — (u a) . c

(vb)-d — \vb v’ b

conmutatlva Consideremos a & € F' como elemento neutro de la multiplicacion, pues para cada
R _ alrp _ a 1p _ ab a . b _ ab _ 1r

T EF, 1R =it =1 Como (@-b) - 1g =1g-(b-a) (& = §}), entonces § - 2 = 7 = .

Por lo tanto + € F es el inverso multiplicativo de ¢ € F.

Ahora, demostraremos la distribucién del producto sobre la suma. Para cada ¢,+,5 € F,
Be(p+) = (el = SRR = S = SRR Ry — R = e d
Por lo tanto (F,+,-) es un campo al cual llamaremos campo de cocientes del dominio entero R.

O

Definimos la funcién ¢ : B — F' tal que ¢(r) = {-. Entonces para cada z,y € R, p(z +y) =

oty — mlndyln — 2 4 ¥ = o(7) + o(y), ademés p(x-y) = 32 = 2L = . L = p(z)- o(y).

Esto prueba que ¢ es un morfismo de anillos. Probemos que ¢ es un monomorfismo. Para ello,
sean z,y € I tales que 1= = ¢(z) = ¢(y) = 7L, entonces v = z-1g = 1z -y = y. Por lo tanto ¢ es
morfismo inyectivo, es decir un monomorfismo y en consecuencia (R, +, ) se sumerge en (F,+,-).

Definicion 2.78. Decimos que un campo es algebraicamente cerrado si para cualquier polinomio
f € F[X], entonces F contiene todas las raices de f.

En el libro Algebra del autor Serge Lang [10], se demuestra que todo campo esta contenido en
un campo algebraicamente cerrado. Dicha prueba usa un resultado que establece que todo ideal
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propio de un anillo conmutativo (R,+,-) estd contenido en un ideal mazimal, dicho resultado es
equivalente al Azioma de eleccion.

Para probar que todo campo estéd contenido en un campo algebraicamente cerrado sin usar
el Azioma de eleccion 6 alguna de sus equivalencias. Usaremos el lema de Cowen-Engeler para
probar que todo ideal propio de un anillo conmutativo (R,+,-) estd contenido en un ideal primo.
Posteriormente, la prueba expuesta en el libro de Serge Lang se modificara por lo antes mencionado.

Para demostrar el siguiente resultado, es necesario definir el concepto de subsemigrupo parcial,
esta definiciéon puede consultarla en |[8].

Definicion 2.79. Decimos que una relacion p de A a B es una funcion parcial si para cada
(a,b),(a,c) € p, entonces b = c. Es decir que hay como mdximo un elemento b € B tal que afb.

Decimos que una relacién binaria * de X x X a X es una operacién parcial si * es una funciéon
parcial.

Ejemplo 2.80. Consideremos el conjunto de los nimeros impares 2Z + 1 y la + suma usual de
los numeros naturales, entonces + es una operacion parcial sobre 27, + 1.

Definicion 2.81. Dado un conjunto S y - una operacion binaria parcial sobre S. Entonces decimos
que (S, ) es un semigrupo parcial si para cualesquiera x,y,z € S tales que x-y,y-z € S, se cumple:

w (x-y)-z€Ssiysolosiz-(y-z)€S.
Naturalmente, si (G, *) es un grupo y S C G, entonces (S, *|s) es un semigrupo parcial

Definicion 2.82. Sea (R,+,-) un anillo. Decimos que (I,+) es un ideal parcial izquierdo, si - es
una operacion parcial de R x I a I y (I,+) es un semigrupo parcial tal que:

s Para cualesquiera x,y € I, si x +y € S entonces y+x =x +y.

Analogamente, definimos de manera similar a los ideales parciales derechos y los ideales parciales
(bilaterales).

Teorema 2.83. Dado un anillo (R,+,-) conmutativo con uno y un ideal propio I. Existe un ideal
primo P tal que I C P.

Demostracion: Podemos suponer, sin perdida de generalidad que 1 ¢ I. Por otro lado, sea S =
{1gr}, entonces (S, -) es un subsemigrupo de (R, ) tal que SN T = ). Nuestro siguiente objetivo es
extender al ideal I a un ideal primo P. Para ello, construiremos una familia de funciones & tal que
para cada ¢ € £, Dom(p) C R, Rang(p) ={0,1} y:

a) Para cada a € I, si a € Dom(y), entonces ¢(a) = 0.
b) Sia,b,a —be Dom(p) y ¢(a) =0 = @(b), entonces ¢(a —b) = 0.
¢) Sia,ar € Dom(p) y ¢(a) =0, entonces p(ar) =0
d) Si 1r € Dom(y), entonces p(1g) = 1.
e) Siz,y,xy € Dom(p) v p(x) =1 = ¢(y), entonces p(zy) =1
Para cada subconjunto finito F' de R, definimos a ¢ € & tal que Dom(¢r) = F. Entonces podemos

suponer que F' es de la forma:

F={z1,...,2q}

Six;-x; ¢ I para cada 4,5 € {1,...,q}, sea ¢p tal que pp(x;) = 1 para cada z; € F, en
consecuencia ¢p cumple las condiciones a) — e). Ahora, si [r = FNIy F =1pUS, sea pp tal
que para cada z; € Ir, ppr(z;) = 0, entonces pp cumple las condiciones a) — ¢e). Por otro lado, si
existen i, j tales que x; - x; € I, consideremos los siguientes conjuntos:
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= Rp el subanillo de R generado por el conjunto F'y
s 7r el ideal generado por el conjunto Ir del anillo Rp.

Puesto que Zg es el menor ideal del anillo Rr que contiene al conjunto Ir C I, entonces Zp C I
y Zr NS = . Consideremos el conjunto ¥ = {Jidealde Rp|Zr C Jy J NS = @}. Sean
Jr € Up el ideal que contiene la cantidad maxima de elementos del conjunto F' = {z1,...,z4} vy
Pr = JrNF. Entonces, F\Pr = (Rp\Jr) N F y como Jr es un ideal, (Pr,+) es un ideal parcial.
Ahora, suponiendo que F\ P = (), definimos a ¢p(x) = 0 para cada z € F y entonces ¢p cumple
las condiciones a) — e). Por otro lado si F\Pr # ), demostremos que (F\Pg,-) es un semigrupo
parcial. Supongamos que no es un semigrupo parcial, entonces existen y;,ys € F\Pr tales que
y1-y2 € Fyuyr-y2 & F\Pp. Esto implica que y; - y2 € Jp. Por la maximalidad de Jr puesto que
y1,Y2 & Jr, se sigue que 1z € I(JpU{y1}). Con lo cual, existen ji,...,jm € JFy b1,...,bm,bE R
talesque 1g = by -j1+...+bm - Jm +b-y1. Consecuentemente 1z —b-y1 =b1-j1+...+bp - jm € Jr,
pero Jg es un ideal, con ello yo —b-y1 - yo = (lg —b-y1) - y2 € Jp y b-y1 - y2 € Jr. Obteniendo
una contradiccion, pues yo € Jr. Por lo tanto y; - y2 € F\Pr y con ello (F\Pg, ) es un semigrupo
parcial. Con el argumento anterior, definimos a pp(z) =0siz € Pry pp(x) =1si z € F\Pp, en
consecuencia pp cumple las condiciones a) — e). Ahora, si F’ es un conjunto finito ¢ € £ si es
alguna de las funciones definidas anteriormente 6 bien ¢pr = ¢p|p/, donde pr € €.

Para cada T'C R, sea F = {F C T'| F es finito}. Analogamente siguiendo la misma idea del
parrafo anterior, para cada F' € F obtenemos los siguientes conjuntos:

= Rp el subanillo de R generado por el conjunto F,

= 7Tr el ideal generado por el conjunto Ir = F'N [ del anillo Ry,

2 Up={Jidealde Rp|Zr CJy JNS=0}y

s Jp € Up el ideal que contiene la cantidad méxima de elementos del conjunto F'.

Consideremos Jr = I(U{Jr|F € F}) un ideal del anillo (R,+,-). Ahora, demostremos que
Jr NS = (. Para ello, supongamos lo contrario es decir 1z € Jr, luego existen z1,...,z, € Jr
Y T1,...,7n € R tales que 1g =71 - 21 + ... 4+ r, - 2,. En consecuencia para cada i € {1,...,n},
z; € J F,, bara algin F, € F. Con lo anterior definamos los siguientes conjuntos:

m
. Q:{x17"'axnarl'xlafr2'$27'~-;7rn'xn}u{zri'xi|m€{L"'an}}y
i=1

. A:OinUQ

i=1

Entonces, A es finito y x; € Jr,, C Ja. Con lo cual, pa(x;) = 0, pa(r;-x;)) =0y 1 =
©A(1R) = pa(r1-x1 + ...+ ry - x,) = 0 una contradiccion. Esto prueba que Jr NS = 0. Ahora,
podemos definir una funciéon e : T — {0,1} tal que pr(z) =0siz € TNJr y or(x) =1 si
2z € T\Jr. En consecuencia, ¢ cumple las condiciones a) — ¢). Entonces cada T C R decimos
que 7 € € si es alguna de las funciones que hemos definido anteriormente y en consecuencia &
cumple las condiciones del lema (De Cowen-Engeler). Por lo tanto, existe una funcion ¢ € £ tal
que Dom(yp) = R.

Ahora, probemos que ¢ 1(0) = P es un ideal primo que contiene a I. Claramente I C P,
ahora supongamos que P no es un ideal primo, entonces existen z,y € R tales que z -y € P,
pero z,y ¢ R\P. Con lo cual, 0 = ¢(z - y) = 1 una contradiccion. Andlogamente, se prueba que
(R — P,-) es un semigrupo de (R, ) que contiene al conjunto S. O

Corolario 2.84. Las siguientes propiedades son equivalentes:
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a) El lema del ultrafiltro

b) El lema de Cowen-Engeler

¢) En un anillo (R, +,-) todo ideal propio estd contenido en un ideal primo.
d) El teorema del ideal primo

Demostracion: Ya probamos a) = b), b) = ¢) y d) = a) solo bastaria probar que ¢) = d) lo
cual es sencillo por el hecho de que un élgebra booleana es un anillo con identidad. O

El siguiente resultado fue probado por Bernhard Banaschewski |6] modificando la demostracion
de Artin (Ver Teorema 2.5 pagina 231 de [10]).

Teorema 2.85. Todo campo (F,+,-) estd contenido en un campo algebraicamente cerrado.

Demostracion: Sea S C F[X]| un conjunto tal que S = {p(x)|gr(p(z)) > 1} U {1}. Entonces,
cada elemento f € S lo representamos por x;. Ademas, es claro que (S5,-) es un monoide y
consecuentemente, (F[S], +,-) forma un anillo monoide.

Sea J = I({f(xzs)|gr(f) > 1}) el ideal generado por los polinomios f(xf) € F[S]. Afirmamos
que J es un ideal propio de F'[S]. Pues suponiendo lo contrario, existen g1, ..., g, € F[S] tales que:

l=g1- filzp)+ .. 4+ gn- fulzyg,). (1)

Por definicién de anillo monoide cada g; tiene una cantidad finita de variables digamos
Zf,..., 24, . Reescribamos a cada variable x4, como z;, asi tenemos que:

n
Zgi(xl, ey Ty Tty ey ) fi() =1
i=1

Luego aplicando el seqgundo teorema de kronecker existe una extensiéon de campos E donde
fi(xy) - .o fu(xy,) se divide, asi existen aq,...,a, € E tal que «; es raiz de f;(z;). Luego al
Ser Tp41 = ... = &y = 0y x; = o; para cada i € {1,...,n} en la ecuacion (1) obtenemos que
0 = 1, una contradiccién y en consecuencia J es un ideal propio de F[S]. Entonces existe un ideal
primo P del anillo F[S] tal que J C P esto pasa si y solo si F[S]/P es un dominio entero. Por
Proposicion 2.77 existe el campo de cocientes K; de F[S]/P. Notemos que x5 + P es una raiz
de f(z). Pues f(xzy + P) = f(xy) + P = P. Entonces cada polinomio en F[X] tiene una raiz en
K, repitiendo el mismo proceso construimos una sucesion Ki, Ko, ..., K,,... tal que K;;1 es una
extension de campo de K;. Entonces, sea K = UNK,-. Demostremos que (K, +,) es un campo que
es algebraicamente cerrado. )

Es claro que 1,0 € K; C K. Ahora, para cualesquiera x,y € K, existen n,m € N tales que
r € K, yy € K,,, asumiendo que m < n, entonces =,y € K, yasix+y,x-y € K,, C K. Por lo
que + y - son dos operaciones cerradas sobre K, la propiedad asociativa, conmutativa tanto de la
suma y como del producto se heredan al igual que la propiedad distributiva. Por lo que K es un
campo.

Ahora, probemos que K es algebraicamente cerrado. Para ello, sea f(z) € K[X], entonces existe
n € N tal que f(x) € K,[X], por construccién tenemos que f(x) tiene una raiz en K, y; C K. Por
lo tanto K es algebraicamente cerrado y F' C K. O

Si (F,+,-) es un campo, decimos (K, +, ) es una clausura algebraica de F, si este es un campo
algebraicamente cerrado que contiene a F'.
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2.3. Unicidad de la clausura algebraica

Ahora probaremos que para cualquier campo (F, +,-), las clausuras algebraicas de F son tni-
cas salvo isomorfismo. Para este fin necesitamos probar teorema de Tychonoff para espacios de
Hausdorff para ello definamos los siguientes conceptos y probemos algunos de sus resultados.

Definicion 2.86. Sean X un conjunto y 7 C P(X). Decimos que (X, T) es un espacio topoldgico

s X eT.
s Para cada A,BeT, ANB€T.
» SiAC T, entonces | JAE T

Al congunto T la llamamos simplemente topologia de X, cada elemento de T lo llamaremos conjunto
abierto o simplemente abierto.

Ejemplo 2.87. Para cualquier conjunto X, su conjunto potencia P(X) es una topologia. Al espacio
topoldgico (X, P(X)) le llamaremos topologia discreta.

Definicion 2.88. Sea (X, T) un espacio topoldgico, entonces:
» Un conjunto E C X es cerrado en 7, si X\E € 7.

= Sea x© un elemento del conjunto X. Un subconjunto V de X es una vecindad de x en el
espacio (X, 7) si podemos encontrar un A € T que satisfaga © € AC V.

Proposicion 2.89. Dado un espacio topoldgico (X, T), entonces:
1. 0, X son cerrados.
2. Si E,F son conjuntos cerrados, entonces EUF es un conjunto cerrado.
3. Si & es una familia de conjuntos cerrados, entonces (| E es cerrado.
Demostracion:
1. Puesto que X\ = X € 7y X\X =0 € 7, entonces ), X son cerrados.

2. Sean E, F cerrados, luego X\E, X\F € 7 con lo cual X\(F U F) = (X\E) U (X\F) € .
Entonces £ U F' es cerrado.

3. Si € es una familia de conjuntos cerrados, entonces X\E € 7 para cada E € &, entonces

X\(NE€) = U (X\E) € 7. Entonces [ € es cerrado. O
Ec€&

Nota 2.90. Dado un conjunto E C X, definimos al conjunto E' = (\{F C X | F es cerrado en 7}
por la proposicion anterior sabemos que es cerrado y ademds si C' es el conjunto cerrado mas pe-
quenio que contiene a E, entonces C C E’. Por otro lado, C € {F C X | F es cerrado en 7} y con-
secuentemente E' C C. Por lo tanto, C' = E’, Al conjunto clxE = ({F C X | F es cerrado en 7}
le llamamos clausura del conjunto E en el espacio topoldgico (X, 7). Por otro lado si E es cerrado,
entonces no es dificil notar que E = clx (E).

Definicion 2.91. Dado un espacio topoldgico (X, 1), decimos que:

s Una coleccion U de subconjuntos de X es una cubierta de X, si X = |JU. Ademds, si cada
elemento de U es un abierto en T, decimos que U es una cubierta abierta de X.
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w Sea U una cubierta de X, diremos que V es una subcubierta de U, si V estd contenido en U
y ademds | JV = X.

s X compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita

Nota 2.92. Sean X un conjunto finito y (X,7) un espacio topoldgico. Probemos que (X,T) es
compacto. Sea U es una cubierta abierta de X, entonces | JU = X. Para cada x € X, elijase
Uz €U tal que x € Uy, con ello X C|J,cxUs y puesto que X es finito, entonces {Uy}zcx es una
subcubierta finita de U.

Definicion 2.93. Sea F un filtro sobre (P(X),U,N), entonces:
= Fes libre si(F = 0.

s F converge a un punto x € X, si toda vecindad de x pertenece al filtro F. Para denotar este
hecho, escribimos F — x.

Proposicion 2.94. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) X es compacto.
b) Todo filtro en X no es libre.
¢) Todo ultrafiltro en X no es libre.

d) Todo ultrafiltro en X converge.

Demostracion: a) = b) Supongamos por contradiccion, que hay un filtro F que es libre. Por otro
lado, si F' € F entonces F' C cl(F), con lo cual cl(F) € J. Esto implica, (peycl(F) CNTF =0y
como cl(F) es un conjunto cerrado para cada F' € F, entonces X \cl(F) € 7, con ello:

X =x\0=x\([) (F) = |J (X\(F))

FeT FeT

Es decir {X\cl(F)}rer es una cubierta del conjunto X. Pero (X, 7) es compacto y por consi-
guiente existen Fi, ..., F, € F tales que:

X ={Jx\a(F) = X\ncl(Fi)

i=1
Por lo tanto, § = cl(F;). Esto contradice el hecho de que JF sea un filtro y por lo tanto F no
i=1

es libre.

b) = ¢) Como todo ultrafiltro es un filtro terminamos.

¢) = d) Por ¢) se tiene que (U # (. Sea z € (U, probemos que U — z. Suponiendo lo
contrario, existe una vecindad V, que no pertenece a U, por ser U un ultrafiltro X/V, € U, en
consecuencia z ¢ (U una contradiccion. Por lo tanto U — x.

d) = a) Supongamos por contradiccion, que (X,7) no es compacto. Entonces, existe una
cubierta abierta U que no tiene subcubiertas finitas. Por lo tanto, para cada Uy,...,U, € U:

OUZ' # X, entonces ﬁ(X\Ul) = X\(OU}) #0
i=1 i=1 i=1

Es decir que {X\U}pey cumple la propiedad de interseccion finita. Por Proposicidn 1.35, existe
un filtro F que contiene a U, y por el lema del ultrafiltro, F esta contenido en un ultrafiltro U'.
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Ahora, demostremos que z € U’ para cada U’ € U'. Suponiendo lo contrario, existe Uj € W
tal que x & U{. Con ello, sea Uy C X tal que U} = X/Uy y asi Uy es una vecindad de z. Por d),
W — z, conlo cual Uy € W y O = U, N Uy € W, una contradiccion. Por lo tanto z € U’ para
cada U’ € W, por consiguiente x &€ U para cada U € U, esto contradice el hecho de que U sea una
cubierta abierta. Por lo tanto (X, 7) es compacto. O

Definicion 2.95. Decimos que un espacio topoldgico (X, 1) es Hausdorff. si para cualesquiera
z,y € X distintos, existen abiertos U,V tales quex e U,y €V yUNV = 0.

Un claro ejemplo de un espacio topologico que es un espacio de Hausdorff, es el espacio discreto.

Teorema 2.96. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, si (X, T) es Hausdorff, entonces todo ultrafiltro
U tiene exactamente un punto limite.

Demostracion: Por contradiccién, sean x,y € X puntos limite distintos de un ultrafiltro U. Puesto
que (X, 7) es Hausdorff, existen abiertos U, V talesque x € U,y € VyUNV =0. PeroU — z y
U — y, luego U,V € U. Pero ) = UNV € U, una contradiccion. Por lo tanto, U tiene exactamente
un punto limite. O

Definicion 2.97. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos, que una subcoleccion B de T es una
base para T, si para cada elemento A € T, existe A C B tal que A =J A.

Proposicion 2.98. Sea B una familia de subconjuntos de un conjunto X tal que:
. X=UB.
= Si By y By son elementos de B, y x € B1NBs, entonces existe B € B tal quex € B C B1NBs.

Entonces, la coleccion T3 = {A C X |existe A C Bcon A = |JA} es una topologia en X que
contiene a B como base.

Demostracion: Por el primer inciso se tiene que X € 75. Ya que () C B, entonces O = 0 € 75.
Naturalmente para cada familia A C B se tiene que |JA € 7.

Tomemos ahora A;, Ay € 75. Para cada x € A; N As, existe un elemento B, de B tal que
x € B, C By N By. Entonces, A1 N Ay = | J{B: |z € A1 N As}. Con lo cual, A1 N Ay pertenece a
8. O

Definicion 2.99. Dados dos espacios topoldgicos (X,7x) y (Y,7y), decimos que una funcion
f:X — Y es continua si para cualquier abierto U de 1y, f~1[U] es abierto en X.

Si consideramos un espacio topologico (Y, 7) y una funciéon f : X — Y, definimos un conjunto
7/ = {f~[U]|U € 7}. Entonces:

s )=f"W ey X =f1Y]erl.

= Para cualquier conjunto de indices J, UjEJf_l[Uj] = f_l[UjEJUj] erf.

= Para cualquier conjunto finito de indices J, ﬂje]f_l[Uj] = f_l[ﬂjGJUj} erl.

Por lo tanto, 7/ es una topologia en X. Esta topologia es la inducida por la funcion f.

Proposicion 2.100. Sean (X,7x), (Y,7y) dos espacios topoldgicos y f : X — Y wuna funcion
continua, entonces:

a) Si X es compacto, entonces f[X] es compacto.

b) Si F es un ultrafiltro, entonces F' = {f[F]}recs es un ultrafiltro.
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Demostracion:
a) Sea U una cubierta abierta de f[X], entonces por la continuidad de f, {f~![U]}vey es una
cubierta abierta de X. Ya que X es compacto existen Uy, ..., U, tales que X =(J f~U;]. Por lo
i=1

tanto f[X] = () U;. Por consiguiente, f[X] es compacto.
i=1

b) Afirmamos que {f[F]}res es un filtro. Pues § = F~1[0] y X = f~![Y], entonces Y € F,
pero 0 & F'.

Por otro lado sean U,V € F, entonces f~1{U], f~1[V] € F y puesto que f~H{UNV] = f~HUIN
f71[V] € F. En consecuencia, UNV € F.

Ahora sea A € Fy C C Y tales que A C C, entonces f~1[A] C f71[C] y f71[A] € F. En
consecuencia, f~1[C] € F. Con lo cual, C € .

Ahora supongamos que existe U C Y tal que U ¢ F, entonces f~[U] ¢ F. Por ser F un
ultrafiltro, V = X\ f~1[U] € F y con ello f[V] € F'. Pero f[V] = f[X\f~[U]] = Y\F[U]. Por lo
tanto F’ es un ultrafiltro. O

Definicion 2.101. Dada una familia de espacios topoldgicos {(Xu, Ta) tac, consideremos el con-
junto producto:

X=]]Xo=A{f:7— |J Xal| para cada j € J, f(j) € X;}.
acJ acJ

Sea T, es la topologia de X generada por el conjunto B = {[[,c;Ua|Ua € Ta, para cada o €
J}.

Definimos la funcion proyeccion w; : X — X, tal que para cada (a;)icr € X, mj((a:)ier) = a;.

Corolario 2.102. Sea {(X;,7;)}icr una familia de espacios topoldgicos. Con ello sea el producto
X =[l;e; Xi y 7 la topologia de Tychonoff. Entonces la funcion proyeccion wj : [[,c; Ai — A;
es continua para cada j € I.

Demostracion: Por definicion de proyeccion y a la naturaleza de la topologia de Tychonoff, para
cada ¢ € I y cada abierto U; de X, wjfl[Ui] es abierto de X. Por lo tanto, la proyecciéon m; : X —
X, es continua O

Teorema 2.103. (Teorema de Tychonoff para espacios de Hausdorff)

Dada una familia {(Xa, 7o) tacr de espacios topoldgicos no vacios que son Hausdorff, Entonces
(X, 7) es compacto si y solo st para cada i € I se tiene que {(Xo,Ta)}acr también lo es. (Donde
X = H Xo y 7 es la topologia de Tychonoff)

acl

Demostracion: =] Sea (X, 7) es compacto. Puesto que la proyeccion de espacios topologicos es
continua, entonces 7; : X — X es continua y como la imagen de compactos es compacta, entonces
tenemos que X; es tambien compacto.

<] Sea {(X;, ) }icr una familia de espacios Hausdorff compactos y sea U un ultrafiltro en X.
Entonces, para cada i € I se tiene que U; = {A C X; |7, '[A] € U} es un ultrafiltro en X; (donde
m; denota la i—esima proyeccion). Puesto que X; es compacto y Hausdorff, entonces U; converge a
un Gnico punto z;. Por lo tanto U converge a x = (x;)cr. O

Teorema 2.104. Dado un campo (F,+,-), entonces su clausura algebraica es unica salvo isomor-
fismo.

Demostracion: Sean (K, +,-), (E,+,-) clausuras algebraicas del campo (F,+,-). Para cada f €
F[X], sea (K, +,-) el minimo subcampo de (K, +,-) que contiene a F' y a todas las raices de f.
Analogamente, también definimos al subcampo (Ey,+,-). Notemos que si f divide a g, entonces
Kf g Kg y Ef g Kg. Ademés, K= UfEF[X} Kf y E = UfEF[X] Ef.
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Sea Hf = {¢ : Ky — Ejf|¢ es un isomorfismo}, entonces por Proposicion 2.69, Hy es dis-
tinto del vacio. Por otro lado, notemos que Hy es finito y en consecuencia, para cada f € F[X],
(Hy,P(Hy)) es un espacio topologico compacto que es Hausdorff.

Ahora, consideremos al conjunto H = erF[X] H; y para p|q, sea:

Hyy ={(hf) € H|hy = hy|E,}

= Por el teorema de Tychonoff para espacios Hausdorff se sabe que H es compacto sobre la
topologia producto.

= Por otro lado, probemos que H = {H,q | p, ¢ € F[X]} tiene la propiedad de interseccion finita.
Tomando un elemento ¢ € Hy, restringiendo su dominio a Ky obtenemos que la imagen
de dicha funcién es E,, es decir, Hp, es no vacio. Ahora, sean Hp,, H, € H, entonces
Hy, N Hyq = {(hf) € H‘hp = hq|Ep} N {(hf) € H|hp’ = hq’|Ep/} = {(hf) € H|hp =
hglE, ¥ by = hgl|E,, }. Sean g minimo comtn divisor de p,p" y ¢’ el minimo comin divisor
de ¢,q', entonces {(hy) € H|hy, = hglp, y hp = hq’|Ep/} = {(hy) € H|hg = hy|p,} =
Hgg € H. Por lo tanto H tiene la propiedad de interseccién finita, por el lema del ultrafiltro
y Proposicion 1.3/, existe un ultrafiltro U que contiene a dicho conjunto.

Por los dos incisos anteriores y el Teorema 2.96, existe exactamente un h € H tal que U — h,
entonces (h) € (U € (H, determina un tnico isomorfismo de campos h : U;epx K —
UfeF[X] Ey, es decir, K 2 E. O
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Capitulo 3

Lenguajes, estructuras y teorias

3.1. Preliminares

El objetivo de esta seccion es probar la equivalencia del lema del ultrafiltro con el teorema de
compacidad de la logica de primer orden. Consecuentemente, usando el teorema de compacidad, se
demostraran algunos resultados de la teoria de modelos.

El Teorema de compacidad es uno de los resultados de la teoria de modelos. El caso numerable
del teorema de compacidad fue probado por Kurt Gédel en el ano 1930 y el caso no numerable por
Anatoly Maltsev en 1936.

Definicion 3.1. El lenguaje L del cdlculo predicativo cldsico consiste de:
» Un congunto de variables {x,, : n € w}
» Un conjunto {cq : @ € w} de constantes.
» Un conjunto fi,,...,fn de simbolos funcionales, donde f; es de aridad a;.
» Un conjunto Ay, ..., Ap de simbolos relacionales, donde A; es de aridad r;.
» Una coleccion {V,\,—, <>, —} de simbolos denominados conectivos ldgicos.
» Un conjunto {¥,3} de cuantificadores.

= Dos simbolos llamados simbolos de agrupacion “( , )” (También podemos ocupar como sim-
bolos de agrupacion a [, ]” para evitar inconvenientes)

Para referirnos al lenguaje £, escribiremos £ = {{A1,..., An}, {f1,,-- s o} {Catacw}
Definicion 3.2. El conjunto TERM de términos es el menor conjunto X que cumple:

» Para cada n € w, x, € X (las variables son términos).

= Sic, es una constante para algin o € w, entonces c, € X.

w Si fi es un simbolo funcional y ti1,...,t,, € X, entonces fr(t1,...,tq,) € X.

Definicion 3.3. El conjunto FORM de férmulas bien formadas es el menor conjunto Y que
cumple:

= Si Aj es un simbolo relacional y ti,...,t,, € TERM, entonces Aj(t1,...,t,) €Y.

s Sit,s e TERM, entoncest =s €Y.
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v Sip,peY yOe{V,A —, <}, entonces () €Y
s Sip€eY, entonces ~p €Y
» Sip €Y, x, es una variable y 57 € {V, 3}, entonces (Vam)p €Y

Diremos que una formula ¢ es atomica si esta no contiene conectivos, ni cuantificadores; es
decir, si ¢ se escribe de alguna de las siguientes maneras: @ :=t; = t, 6 ¢ := R(t1,...,t,). El
conjunto de formulas atémicas se denota por ATOM .

Teorema 3.4. (Principio de Induccion)
Sea A una propiedad. Entonces, A(t) se cumple para todo término t € TERM , si:

1. Para cada variable x; (i € w), se cumple que A(x;).

2. Para cada constante ¢; (i € w), se cumple que A(c;).

3. Sit1,...,tq, son términos, tales que A(t;) para cada i € {1,...,ar}, v fr es un simbolo
funcional, entonces se cumple A(fi(t1,...,tq,))-
Demostracion:

Sea X = {t e TERM : A(t)}. Entonces:
a) Toda variable z; (i € w), cumple que z; € X.
b) Toda constante ¢; (i € w), cumple que ¢; € X.
c) Sity,...,t,, € X, entonces se cumple fi(t1,...,%,,) € X

Lo anterior garantiza que TERM C X CTERM. O

Teorema 3.5. Sea B una propiedad, B(y) se cumple para toda formula ¢ € FORM si ocurre:

1. B(y) para cada formula atémica .

2. Para cualesquiera p, € FORM y O € {V,A\,—, <}, si B(p), B(v), entonces B(p).

3. Para cada ¢ € FORM, si B(yp) entonces B(—¢).

4. Para cada ¢ € FORM, x,, una variable y 57 € {V,3}, si B(p) entonces B((Vxm)p).-
Demostracion: SeaY = {¢ € FORM : B(y)}. Entonces:

a) Para cualesquiera formulas atomicas A;(t1,...,t,,) y t = s, entonces Aj(z1,...,2,,) €Y y
t=seY.

b) Sip,¢p € FORM, B(p), B(y)) y O € {V,A,—,+}, entonces oy € Y.
c) Sip € FORM y B(y), entonces =p € Y.
d) Sean ¢ € FORM y x,, una variable. Si B(p) y v € {V, 3}, entonces (V) €Y.
Lo anterior garantiza que FORM CY C FORM. O

Denotaremos al conjunto de todas las constantes del lenguaje £ como Cons, al conjunto de al
conjunto de todas las variables del lenguaje £ como Var.
La demostracion de los siguientes resultados los puede consultar en [13|

Teorema 3.6. (Definicidn por Recursion sobre los términos)

Sean B # (),
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s Hy:VaruCons — B,

» Para cada k € {1,...,n}, H, : B* — B.
Entonces existe una unica funcion H : TERM — B tal que:

» Para cada término t € Var U Cons, H(t) = Hy(t).

» Para cada simbolo funcional fr Yy ti,...,te, términos, H(fr(t1,...,ta,)) =
Hy(H(t1), ..., H(ta,))-

Teorema 3.7. (Definicion por Recursion sobre las férmulas)
Sean

s Garon : ATOM —s A,

» Para cada conectivo O € {V, A, —, ¢}, GO : A2 — A,

s Go:A— A,

s Gy: Axw— A.

Entonces existe una unica funcion G : FORM — A tal que:

» Para cada ¢ € ATOM, donde t1,to € TERM G(p) = Garom(p).

» Para cada ¢,y € FORM y O e {V,A, =, <}, G(yOy) = Go(G(y), G(v)).
» Para cada ¢ € FORM, G(—¢) = G.(G(¢)).

» Para cada tp € FORM, G((Vx,)Y) = Gy(G(¢),n).

Definicion 3.8. Sea L' el conjunto de todos los simbolos constantes, funcionales y relacionales
del lenguage L. Un modelo o estructura 2 para un lenguaje L es un par ordenado (A, (-)%), donde
A es un conjunto distinto del vacio y (-)* : L' — A es una funcion de interpretacion tal que:

= Si c simbolo constante, entonces (c)® € A,

» Si F simbolo funcional de aridad n y ty,...,t, € L' términos, entonces (F(t1,...,t,))% =
FA(#, .. 1) es una funcion n—aria en A.
s Si R es un simbolo funcional de aridad n y ti,...,t, € L términos, entonces

(R(ty,...,tn))%* = R¥(3, ...t
A es llamado el universo de el modelo 2.

Los modelos (o estructuras) son denotados por letras goticas 2A,B,¢, D, ... y los universos (o
dominios) son denotados por letras latinas A, B,C, D, ...,

Ahora deseamos mostrar como usar formulas para expresar enunciados matematicos sobre los
elementos de un modelo. Primero necesitamos ver como interpretar un término en un modelo.

Definicion 3.9. Dada una interpretacion 24 del modelo A, definimos una valuacion v : TERM —
A como sigue:

1. sit =z es una variable, entonces v(t) = v(x) (Para ser mas prdcticos denotemos la inter-
pretacion de una variable z en un modelo A como v(t) = ).

2. sit=c es un simbolo constante, entonces v(t) = .
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3. sit= f(t1,....,tn) es un simbolo funcional de aridad n, entonces v(t) = f*(v(t1),...,v(tn)).

Definicion 3.10. Dado un modelo A para el lenguaje L y una valuacion v : TERM — A,
definimos la relacion A = ¢ para cada sentencia ¢ en L, como sigue:

w Sigp:=t=s, entonces AE (t = s) sii v(t) = v(s);

v Si:=R(t1,....,tn), entonces AE R(ty,....,t,) sii (v(t1),...,v(t,)) € R¥;

w Si =~y A, entonces AE (YAY) sit AFE vy y AEp;

w Sip:=~yV, entonces AF (yV ) sit AE~v d AFE P;

w Sip:i=~— 1, entonces AE (v — ) sii A~ implica que A E ;

w Sipi=r <, entonces AE (7 <> ) sii AFE v sit AE ;

w Sip =), entonces AE - sii AF ;

v i@ = (3x)y, entonces A E (Fx)(z) sii para algin a € A, AE P(a);

w Sip(x) := (Vo)u(x), entonces A E (V) (x) sii para cada a € A, AE Y(a);

Una teoria T para el lenguaje L es un conjunto tal que T C FORM .

A es un modelo de la teoria T si A E ¢ para cada ¢ € T. La relacion A E ¢ lee como: A
satisface v, ¢ es verdadera en A ¢ ¢ se cumple en A, En el caso de que A sea un modelo de la
teoria T lo denotamos como A E T. en algunas ocasiones si x1,...,x, € FV(p) escribiremos que

AE plx1,...,T,] en lugar de A E p.

Decimos que 2 = (4, (-)*) es un submodelo de B = (B, (1)) si AC By ()®la=()* Ala
situacion antes descrita la escribimos como A C 8.

Con lo anterior, dada una teoria 7 podemos definir una valuaciéon v : TERM — {0,1} tal
que v(p) = 1 si para cada modelo 2 se tiene que A F ¢. A dicha funcion la llamaremos T -esquema

Teorema 3.11. Sean A = (A, (1)*) yB = (B, (-)F) modelos para un lenguage L, tales que A C B.
Sea ¢ una formula libre de cuantificadores ya € A™. Entonces:

A F (@) siy solo si B F ¢(a)
Demostracion: La prueba se haré por induccién sobre la complejidad de la formula:
» Sip:=t=1t' donde t,t’ € TERM, entonces:

AE (t=1t)siysolosi(t)*
Ya que 2 es un submodelo de B esto pasa si y solo si (£)% = ('
siy solo si B F (¢

I
o~
~
~

» Sigp:= R(t1,...,tn), donde R es un simbolo relacional de aridad n y donde t1, ...,t, € TERM
el resultado es claro.

s Sip:=1 A, donde 9,y € FORM, entonces:

AFE (P Ay)siysolosiAEYy AEy
Por h.i. esto pasa siysolosi BEYy BE~y
siysolosiBFEYAYy
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s Sip:= -, donde yy € FORM, entonces:

A F (—) siy solosi AH
Por h.i. si y solo si B ¥
siy solo si B E -

O

Definicion 3.12. Si T es una teoria y o es una formula, decimos que T E o si para cada A tal
que A E o, entonces A E 0. Si sucede lo anterior decimos que o es consecuencia de T .

Proposicion 3.13. Sean T' un conjunto de férmulas y ¢ € FORM. Entonces T'U {—¢} es satis-
facible si y solo si T' E .

Demostracion: =] Supongamos que 7 = I' U {—p} es satisfacible. Para el T-esquema v :
FORM — {0,1} se tiene que v(v)) = 1 para cada ¢» € I' y no puede suceder que v(p) = 1,
en consecuencia v(p) = 0. Por tanto para cada modelo 2 tal que 2 £ T, entonces 2 F ¢ es decir

que T H .
<] Supongamos ahora que ' i . Entonces del T-esquema tenemos que v(¢)) = 1 para cada
1 € T'y v(p) = 0. Lo anterior permite concluir que I' U {—¢} es satisfacible. O

Definicion 3.14. Se dice que dos modelos 2 y B para un lenguaje L, son elementalmente equi-
valentes, si para cada sentencia ¢ € FORM :

AEpsiysolosi BE @
Lo anterior se representa por A =B.

Definicion 3.15. Un conjunto de aziomas para T es una teoria T', que tiene los mismos modelos
de T (es decir, T' es logicamente equivalente a T)

Omitiendo la mencién explicita de los simbolos logicos (incluyendo la infinidad de variables)
que estan en L. podemos denotar a un modelo 2 para £ como:

A= (A {Hy,...,Hn}, {51, -, S}, {0k} rew)
donde la interpretacion de los simbolos en el lenguaje £ estd dada por (R;)® = H;, (F;)* = S;

y (ar)®

Ejemplo 3.16. Dado un lenguaje L = {{+,-},{0,1}}, donde +,- son simbolos funcionales de
aridad 2 y {0, 1} son simbolos constantes, entonces podemos definir las siguientes teorias:

:a‘k

= La teoria de grupos Tg, con los siguientes axiomas:

(G1) (Asociatividad en la adicion) (Vx,y,z)(z 4+ (y + 2)) = ((x + y) + 2))
(G2) (Elemento neutro en la adicion) (Vz)((z40) = z) A ((0+x) = x)), también pode-
mos escribirlo de la siguiente manera si no hay confusion (Vz)((z40) = (0+z) = x)).

(G3) (Elemento inverso en la adicion) (Vz)(Jy)((x +y = 0) A (y + z = 0)), también
podemos escribirlo de la siguiente manera si no hay confusion (Vz)(Jy)(z+y=y+2x =
0).

Decimos que la teoria formal Tac es la teoria de los grupos abelianos (o conmutativos), si
Te € Tag y ademds anexamos el siguiente axioma:

(G4) (Conmutatividad en la adicion) (Vz, y)(z +y =y + x)
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v Una teoria formal Tr que denota la teoria de anillos (con unidad), donde Tac C Tr y
anexando los siguientes ariomas:

(R1) (Asociatividad del producto) (Vx,y,z)(z-(y-2)) = ((z-y)-2))
);

(R2) (Elemento neutro del producto) (Vz)((z-1) = z) A ((1-x) = x)), también podemos
escribirlo de la siguiente manera si no hay confusion (Va)((z-1) = (1-z) = z)).

(R3) (Propiedad distributiva del producto sobre la adicion)
(Vo) (vy)(V2) (2 - (y + 2) = (2 - y) + (2 - 2)).

El axioma R2 se puede omitir, obteniendo la teoria de los anillos sin uno, convenientemente
diremos que Tgr describe la teoria de anillos incluyendo el axioma R2.

Nota 3.17. Notemos que en los anillos con uno, no es necesario el axioma G4 pues a+ (a+
b

b)+b) = (a+a)+(b+b) = (1+1D)a+(1+1)b= (1+1)(a+b) = (a+b)+(a+b) = a+(b+a)+
cancelando se obtiene que a +b=>b+a

Decimos que la teoria formal Tor es la teoria de los anillos conmutativos si T € Tocr v
anexando el siguiente axioma:

(R4) (Conmutatividad del producto) (Vz)(Vy)(z-y=y-x)

s Definimos la teoria formal Tr que denota la teoria de campos (6 cuerpos), donde Tor C Tr
y anexando los siguientes axiomas:

(K1) (Elemento inverso del producto) (Vx)3y)((zx = 0)V (=(z = 0)A(z-y =1)A
(y -z = 1))), también podemos escribirlo de la siguiente manera si no hay confusion
(V2)F)((z =0)V((z #0)Az-y=y-z=1)

(K2) ~(0=1)

Definicion 3.18. Sean S un conjunto y B una familia de funciones tales que f € B si f : D —
{0,1} para cada D C S finito. Decimos que B es un desorden binario sobre S, si B satisface lo
stguiente:

» Para cada P C S finito, existe g € B tal que Dom(g) = P
s Para cada g € B y cada subconjunto finito D C S, entonces g|p € B

Dada una funcion f : S — {0,1}, entonces f es consistente con B si para cada D C S, se
tiene que fp € B

Analicemos algunos resultados equivalentes al lema del ultrafiltro:
Proposicion 3.19. Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) Lema del ultrafiltro

b) Para cada desorden binario B sobre un conjunto S, existe una funcion f : S — {0,1} que
es consistente con B.

¢) Una teoria T es satisfacible si y solo si cada subconjunto ¥ C T finito es satisfacible

d) Teorema del ideal primo
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Demostracion: a) = b) Sea B un desorden binario sobre un conjunto S. Sea Fin(S) = {D C
S| D es finito}. Para cada D € Fin(S) sea:

Ap ={g9:5 —{0,1}|glp € B}

Desde que B es un desorden binario, para cualesquiera C,D € Fin(S), Acup = {9 : S —
{0,1} | glcup € B}. Dado que f = glcup € B, entonces glc = flc y glp = f|p, conello g[c, g|p €
Byasig € AcNAp,lo cual nos dice que C = {Ap | P € Fin(S)} tiene la propiedad de interseccion
finita y en consecuencia existe un filtro F tal que C C F. Por el lema del ultrafiltro, existe un
ultrafiltro U que contiene a dicho filtro y entonces para cada s € S, {g: S — {0,1} | g(s) =0} e U
6 bien {g: S — {0,1}|g(s) = 1} € U, luego para cada s € S podemos definir una funcion f tal
que A, ={g: S — {0,1} | g(s) = f(s)} € U. Dado un conjunto finito P = {s1,..., s,}, entonces
n n n

Ao € U pero (VAo = (g : 8 — (0,1} ]g(s) = fls)} = {9+ 5 — (0.1} |gls:) =
i=1 i=1 i=1
f(s;) para cada i € {1,...,n}} = f|p. Por lo tanto f es consistente con B.

b) = ¢) =] Supongamos que T es satisfacible, entonces existe 2, tal que 2 F ¢ para cada
@ € T, entonces para cada X C T, se tiene que 2 F o para cada o0 € X C T, particularmente si
es finito. Por lo tanto, 3 es satisfacible.

<] Sea T una teoria y S C L el conjunto de todas las variables que aparecen en 7. Asumiendo
que todo subconjunto finito 3 de 7 es satisfacible, hay un modelo 2 tal que 2l F o, sin perdida de la
generalidad podemos definir la interpretacion de dicho modelo como la funcién gy, : Sy, — {0,1}
de tal manera que ¥ es satisfacible y donde Sy, denota al conjunto de todas las variables que
aparecen en Y. Sea:

Br ={gs|lp|X € Fin(T) y P C Ss}

Luego B es un desorden binario en Sy por principio de consistencia existe una funcion f : S —
{0,1} consistente con B, la cual es una interpretacion de 7. Por lo tanto T es satisfacible

¢) = d) Sea B un algebra booleana y definimos un lenguaje £ tal que {p,|u € B} C L.
Ademés, sea Y un conjunto de férmulas, que tiene como a elementos a:

® Do, 7P1;

= p, V—p_, para cada u € B;

» (Puy Ao ADu,) = Duy+...4u, Para cada ug,...,u, € B;
» (Puy, V...V Py, ) = Duy-...w, Dara cada uq,...,u, € B;

Para probar que cada subconjunto finito de ¥g es satisfacible, sea ¥ C ¥g y S = {p, |p. € X}.
Puesto que (S) = S es un conjunto finito (ver Corolario 1.56), por la finitud del conjunto S,
podemos elegir un elemento u € S\{1}, tal que para cada v € S no puede suceder u < v < 1.
Probemos que J, = {v € B|v < u} es un ideal primo. Sabemos por la Proposicion 1.45, que I,
es un ideal. Ahora, supongamos que J, no es un ideal primo, entonces existe un ideal J tal que
J. € J. Eljjase x € \J,,, entonces £ u y con ello u < u + z, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto J, es un ideal primo.

Por el inciso ¢), ¥p es una teoria satisfacible y por tanto la teoria tiene un modelo 2. Sea
f : FORM; — {0,1} tal que f(¢) = 1 si y solo si 2 E ¢ con ello definamos al conjunto
I ={ueB|f(p,) =1}, entonces:

* f(po) =1y f(p1) =0;luego 1 ¢ I, pero 0 € I.
v f(pu) =1— f(—py,-); esto nos dice que para cadau € Byu eI 6u~ € 1.

v Si f(pu,) = f(pu,) = 1, entonces f(py, A pu,) = 1; esto nos dice que si uq,us € I, entonces
UL +ug € 1
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» Si f(pu,) = 1, entonces f(pu, V pu,) = 1; esto nos dice que si u1 € I y us € B, entonces
up - ug €1

Por lo tanto el conjunto I es un ideal primo de B.
¢) = d) Es un resultado que ya vimos anteriormente. O

Al inciso b) de la proposicion anterior, se le conoce como principio de consistencia y por otro
lado, al inciso a) se le conoce como el teorema de compacidad.

3.2. Ultraproductos

Definicion 3.20. Sea I un conjunto de indices. Para cada i € I, sea A; un modelo con universo

A;. Definimos el producto cartesiano de estructuras A = HQli como sigue:
il

HAi ={f:I— U A; | f(3) € A;} para mayor comodidad, podemos escribir HAi =A
il il icl

» Para cualquier simbolo relacional de aridad n se tiene que R™(fi,...,fn) si y solo si
R¥i(f1(i), ..., fn(i)) para cada i € I.

» Para cualquier simbolo funcional de aridad n se tiene que F2(fi,....fn) =

(Fg‘i(fla“wfn))ief

= Para cualquier simbolo constante se tiene que c
» A= <A» {R?[}jGwv {ij}jewv {C?}j€w>'

Notemos de la definicion anterior, que I puede tener cualquier cardinalidad.

= (*i)er.

Nota 3.21. Sean I un conjunto no vacio y F C P(I). Se define la relacion ~5 en F como sigue:

frggsit{iel|f(i) =g(i)} €F

Proposicion 3.22. Si F es un filtro sobre I, entonces ~5 es una relacion de equivalencia sobre
2.

Demostracion: Puesto que F es un filtro, se tiene que I € F. Entonces, para cada f € A, f ~
fsiI={iel|f(i)=f(i)} €F. De aqui ~g es reflexiva.

Por otro lado, notemos que para cualesquiera f,g € A se cumple que f ~5 gsii X = {i €
If@)=g@)}eTFsi X ={iel|g(i)=f(i)} € Fsiig~g f. Con ello, ~5 es simétrica.

Por ultimo, veamos que ~g es transitiva. Sean f,g,h € A tales que f ~5 gy g ~gz
h. Lo anterior ocurre siy sélosi X = {i € I|f(i) = g(i)} € FyY = {i € I'lg(i) = h(i)} €
FsiiXNY CZ={iel|lf(i)=nh(i)} e Fsiif ~g h, por lo que ~5 es transitiva y por lo
anterior es una relaciéon de equivalencia O

Es bien sabido que toda relacién de equivalencia induce una particién. Luego, para cada ele-
mento f € A definimos f/F, la clase de equivalencia de f bajo la relacion ~.

Lema 3.23. Sea F un filtro sobre el conjunto I y sea ~g la relacion antes mencionada. Entonces:

a) Si fi ~5 g1,y fn ~F gn, entonces {i € I|R¥(f1(i),...,f.(i))} € F si y solo si {i €
TR (g1(i), ., 9a())} €F

b) Si f1~F G1s---s fn ~F gn, entonces F2(f1(i),..., fn(i)) ~5 F*(g1(i), ..., gn(i))

Demostracion:
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2)

=] Sean 41 = {i € I|fii) = q1()},..., 4, = {i € I|fn(i) = gn(i))} tales
que Aj,...,A, € Fysea B = {i € I|R*(f1(i),...,fn(i))} € F, sea i € D =
ArN...NA, N B ast f1(i) = g1(i),..., fu(i) = ga(i) y R¥(f1(i),..., fn(i)). Por tan-
to, R*(g1(),...,gn(i)). Entonces, puesto que F es un filtro se tiene que D € F, ademas
D'C{i € I| R (g(i), .. guli))} € 5.

<] es analogo.

Tomemos los mismos conjuntos Aj,...A, de la demostraciéon anterior, entonces E =
A;N...NA, € F. Consideremos el siguiente conjunto C' = {i € I| F2i(f1(i),..., fn(i)) =
Fi(g1(i),...,90(4))}. Si i € E, entonces fi(i) = g1(i),..., fn(i) = gn(i) y por lo tanto
Fo(f1(), ..., fn(@) = F2i(g1(i), ..., gn(i)). De aqui se sigue que E C C, pero como E € F
y ya que F es un filtro, entonces C' € F O

Definicion 3.24. Sea F un filtro sobre un conjunto I, se definimos el modelo A/F de la siguiente
forma:

A/F = [[2/F = (J[Ai/F AR Yjew {F i }icw (T jew),

el el

donde:

[T4/7={r/717 €[] 43

el i€l
RY7(f1)F . fu)F) = i € T| R (fi(0), ..., fuli))} €T
FM(f1)F, o fa)F) = FAFG), - fal0) /T

0?1/3 = c?-‘/ff

Al modelo anterior se le denomina producto reducido. En caso de que F es un ultrafiltro, se
dice que HQ[Z' /F es un wultraproducto. Finalmente, si 2(; = 2L, entonces HQI/ J se denomina una

i€l el

ultrapotencia.

Lema 3.25. Para cada t € TERM se tiene que t*/7 (f1,..., fn) = t2(f1(i), ..., fu(d))/F

Demostracion: La demostracion se hara por induccién sobre la complejidad del término:

Si t = ¢ un simbolo constante, entonces;
ST (fryes fo) = AT = YF =t (1, fa)/F
Si t = x una variable, entonces:
YT (fryes fo) = 2T =2 F =2 (fr,. o ) /F
Sit= F(t1,...,t,) es un simbolo funcional de aridad n, entonces:
T (e f) = FYT G (oo fa)s e ta(free s fo)) =
Por definicion FY/F (T (f1, .0 f)s o 2T (fr . fa)) =

por H.LL F¥F X (f1, .. f)/Fy o 2 (fr, s o)/ F) =
Fm(t?l(flw''7fn)7'''vtg(flw~'afn))/3j
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Teorema 3.26. (De Los: Fundamental de los Ultraproductos) Sean {2, : i € I} una familia de
modelos y U un ultrafiltro en I. Entonces, para cada formula ¢ € L:

HQli/Uhgosiysolosi{i€I|Qli|:<p}6u
iel

Demostracion: Para términos mas préacticos, denotemos a H 2(; /U simplemente por A/F. La prue-
iel
ba se hara sobre induccién sobre la complejidad de la formula.

» Sip:=t=1t' donde t,t’ € TERM, entonces:

A/FE (t=1') siy solo s (t)m/rf = (t’)’ll/’f_
siy solo si (1)*/F = (t)*/F
si y solo si (t)QL ~g (t’)Ql

s Sip:= R(t1,...,tn), donde R es un simbolo relacional de aridad n y donde t1, ...,t, € TERM
el resultado es claro.

= Sip:=1Y A, donde ¥,y € FORM, entonces:

AE(YAY)siysolosiAEYPy AE~y
siysolosi Iy ={ieI|A,Fy}eUy L, ={icl|AEFr}elU
IyNnIyeUsiysolosiIy NIy ={iel|AEYpyAiEq} el
siysolosi{i e I|;Fyp A~} el

s Sip:= -, donde yp € FORM, entonces:

A F (—) siy solo si AH ¢
siysolosiIy={iel|A;Fy}¢U

I-I,eUsiysolosil] —{iel|A;Ey}el
siysolosi{i e I|UA;Fy}elU
siysolosi {i € | F -y} el

» Sip:= (3x)Y(x), donde » € FORM, entonces:

A E (3z)y(z) siy solo si existe a = (a1/U,...,an/U,...) € A tal que AFE P(a)
si y solo si existe a;/U € 2, tal que Iy = {i € I'|2A; F ¢(a;/U)} € U...(1).

Por lo anterior, se cumple que I, = {i € I|; F ¢¥(a;/U)} C {i € I|A; E (Fx)y(z)}.
Ahora, dado que U es un filtro, tenemos que {i € I|2; F (3z)y(z)} € U. Por otro lado, si
{i e IlU; E (Fx)¢(x)} € U, existe a;/U € 2A; para cada i € I, de forma que {i € T|2; F
¥(a;/U)} € U. Luego, por hipotesis inductiva existe a = (a1 /U, ..., an/U) tal que A E P(a) y
por lo tanto 2 F (3z)u(x). O

Teorema 3.27. (De compacidad)
Una teoria T es satisfacible si y solo si cada subconjunto X C T finito es satisfacible.
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Demostracion:

=] Supongamos que T es satisfacible, entonces existe 2, tal que 2 E ¢ para cada ¢ € T.
Entonces, si ¥ C 7 es un subconjunto finito, se tiene que 2 F o para cada o € X C T.

<=] Enumeremos por {¥; : i € I'} a la coleccion de subconjuntos finitos de 7. Supongamos que
para cada i € I se cumple que 2l; es un modelo para ¥;. Para cada o € T, definase ', = {i € I|o €
i}, la coleccion de los subconjuntos finitos de ¥ que contienen a o. Ahora, sea I' = {I', |0 € T}.
Afirmamos que I' cumple la propiedad de interseccion finita. En efecto, sean o4,...,0, € T,

n
entonces 'y, ..., Ty, €T, lo cual implica que {o1,...,0,} € ﬂf‘gi # 0.
i=1
Ahora, ya que I es una familia que cumple la propiedad de interseccion finita, existe F C P(I)
filtro en I, tal que I' C F. Mas aun, existe un ultrafiltro U tal que F C U. Ahora, si ¥ € Ty,
se tiene que o0 € X y entonces existe por hipotesis un modelo 2y, tal que 2Asx F o, entonces
', C {¥|%As F o}, entonces ya que U es un filtro {X|2As F o} € U. Ahora por el teorema (De
Los) se tiene que {X |As E o} € U siy solo si Hmi/u E o, de aqui que Hmi/u ET O
il iel
Notemos que en ningiin momento hemos usado el azioma de eleccion o alguna de sus equiva-
lencias salvo para demostrar el lema del ultrafiltro. Miroslav Repicky demostro |17| en 2015 que
existe un modelo donde el teorema del ideal primo se cumple, pero el axioma de eleccion falla.
Uno pensaria que el Teorema 3.28 bastaria para probar la equivalencia del Lema del ultrafiltro
con el axioma de eleccion, pero resulta que el teorema de fos con el lema del ultrafiltro implican
el axioma de eleccion, lo cual no nos permitiria demostrar dicha equivalencia. Ahora, mostremos
dicho resultado que puede consultar en [2].

Proposicion 3.28. FEl teorema de Los y el lema del ultrafiltro implican el axioma de eleccion.

Demostracion: Sea X un conjunto no vacio. Supongamos que X no tiene una funcién de eleccion,
luego consideremos al conjunto Z = {Y C X | Y tiene una funcion de eleccion } U{0}. Veamos que
7 es un ideal sobre P(X). En efecto:

() € Z y por suponer que X no tiene una funcién de eleccion, entonces X ¢ 7.

Por otro lado, sean A € Ty B € P(X) tales que B C A, luego A tiene una funcién de eleccion
f:PAN{0} — A, y ya que P(B) C P(A), existe una funcion de eleccion g : P(B)\{0} — B
para B tal que para cada C C B, g(C) = f(C) € C, entonces B € T.

Ahora, consideremos A, B € Z. Entonces, existen f : P(A\{0} — Ay g: P(B)\{0} — B
funciones de eleccion. Definase la funcién h : P(AU B)\{0} — AU B tal que:

f(CNA) si CNA#D

g(C) si CNA=0

Entonces, h es una funcion de eleccion de A U B, pues dado S € P(AU B)\{0}, si SN A # 0,
entonces h(S) = f(SNA) € SN A C S. Por otro lado al suponer que SN A = (), entonces
h(S) = ¢g(S) € S C B. Por lo tanto Z es un ideal. Por el teorema del ideal primo existe un filtro
T’ que contiene a dicho ideal. Lo anterior ocurre si y solo sild = {A € P(X)|X\A € 7'} es un
ultrafiltro.

Ahora, consideremos al conjunto A = P(X)UX y con ello definimos la siguiente relaciéon R en

A:
tRysiysolosi (ye P(X)ytey)obien (y=tyteX).

Asi obtenemos los modelos M, = M = (A, R), luego notemos que para cada y € A, existe t € X
tal que t € y, es decir que M, E (Vy)(3t)(tRy), entonces {zx € P(X)|M, E (Vy)(3t)(tRy)} =
P(X) € U, luego por el teorema de Los 6 Fundamental de los ultraproductos esto pasa si y solo
st Hm/u E (Vy)(3t)(tRy), en particular sea Ids € Hm, luego existe f € Hi)ﬁl tal que

il iel iel
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RP/U(Id4/U, f/U) se satisface en Hm/u, entonces cuando y € U tenemos que {y| f(y) € y} =

iel
I fWRy} ={y| fly)RId(y)} € U, pero {y| f(y) € y} € ' una contradiccion. Por lo tanto X
tiene una funcién de eleccion. O

3.3. Algunas consecuencias del lema del ultrafiltro en teoria
de modelos

Definicion 3.29. Sean 2 y B modelos. Definimos un morfismo entre L-estructuras como una
funcion a : A — B que cumple:

= Para cualquier simbolo constante ¢ € L se tiene que a(c®) = c®.

» Para cualquier simbolo funcional f de aridad n y @ = (a1,...,a,) € 2, se tiene que
a(f*(@) = f*(a(@)).

» Para cualquier simbolo relacional R de aridad n de £ y @ = (a1,...,a,) € A, tenemos que

si R™(a) se satisface, entonces R («(@)) también se satisface,
donde @ = (a1,...,a,) y a(a) denota a (a(ay),...,ala,)).

Decimos que « es una incrustacion si es un morfismo inyectivo. Finalmente, decimos que un
morfismo entre L-estructuras g : 2 — 2B es un isomorfismo si existe otro morfismo f : B — A
que es el inverso de g. Escribiremos 20 2 %53 si existe un isomorfismo entre los modelos 2 y 5

Proposicion 3.30. Si dos modelos son isomorfos, entonces son elementalmente equivalentes.

Demostracion: Haremos la prueba por induccién sobre la complejidad de la férmula. Sean 2A y B
modelos isomorfos, entonces existe un isomorfismo g : % — B y con ello tenemos lo siguiente:

1. Si ¢ := (t; = t2), entonces:
A E (t; = to) siy solo sf 7 = ta
A= B siysolosity =g(th) = g(t3) =t3
siy solo si B F (1 = t2)
2. Si:=R(t1, ..., tn):

AE R(ty,...,t,) siy solo si (t3,...,t%) € R*
22 B siysolosi (17,...,t3) = (g(t}7), ..., g(t¥)) € R®
siy solo si B E R(t1,...,tn)

3. Si ¢ :=(—0), donde § € FORM:

A (=) siysolosi A6
Por h.i. siysolosi‘BFE0
si y solo si B F (—0)

4. Si p:= (0 A7), donde 0,y € FORM:

AE(ONY)siysolosiAFOy AE v
Por hi. siysolosi BFEOy BE~
siy solosi BE(0AYy)
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5. Si ¢ := (3x)d, donde § € FORM:

A E (Jz)0(x) siy solo si para algun a € A, A E §(a)
Por h.i. siy solo si para algtn b € B, B F 6(b)
siy solo si B E (Jz)0(x)

Por lo tanto si dos modelos son isomorfos, entonces son equivalentes. O

Ejemplo 3.31. Sean &1 = (G1,+) y B2 = (G2, ®) grupos. Entonces a : &1 — B4 definida por:
» Para 0,1 € L se tiene que a(0%!) = 092 y o(1%?) = 1%2,

» Para el simbolo funcional + € L y (g1, 92) € &1, se tiene que a(gr + g2) = algr +%' g2) =
a(g) +°2 a(ge) = alg1) © alg2)
es un morfismo entre L-estructuras.

Notemos que o se comporta de manera similar a los morfismos que definimos en la seccion ante-
rior. Similar a lo estudiado anteriormente, es posible verificar que dicho morfismo hereda algunas
propiedades.

Sea un conjunto X C A, expandimos al lenguaje £ anadiendo nuevas constantes teniendo el
siguiente conjunto Lx = LU {c, |2 € X}. Luego expandamos al modelo 2 a un modelo 2Ax =
(A, (-)*x) donde (-)*x es tal que XX = z para cada z € X. En particular en el caso de que 4 = X,
entonces obtenemos al modelo 204 del lenguaje £4.

Definicion 3.32. Sean A un modelo para £ y X C A, definimos:
» La teoria de A, como el conjunto Th() = {¢ € FORM |AE ¢}
» Diagrama elemental de A en X el conjunto Th(Ax) = {p € FORM |Ax F ¢}.

» Diagrama atémico de A en X el conjunto A% = {p € FORM | ¢ es una Lx-formula y ¢ es
una férmula atdmica o la negacion de una formula atomica}

» Diagrama de 2 en X el conjunto Ay = {9 € FORM | ¢ es una Lx-férmula y ¢ no tiene
cuantificadores}.

Definicién 3.33. Sean A = (A, (1)*) y B = (B, (:)®) modelos para un lenguaje L, decimos que
2 es un submodelo elemental de B y B es una extension elemental de 2 si:

= AC B;
v Para cada formula @lvo, ..., v,] de L y para cada ag, ..., a, € A:

A E plag, ..., an) siy solo si B E plag, ..., an]

Definicion 3.34. Decimos que una incrustacion f : A — B de L-estructuras es elemental si
para toda formula @[xo, ..., x,] en L y cada (ag, .. .,a,) € A™, se tiene que:

AE plag, ..., a,] siy solosi B E p[f(ag),..., f(an)]

Es decir que 21 es un submodelo elemental de B si; 2 es un submodelo de B y hay una
incrustacion elemental entre ambos modelos. Lo anterior lo denotamos como 2 < 8.

Definicion 3.35. Sea T una teoria para un lenguaje L, decimos que T es una teoria completa, si
para cada p € FORM, T E ¢ ¢ T E —p.

99



Lenguajes, estructuras y teorias
3.3 Algunas consecuencias del lema del ultrafiltro en teoria de modelos

Proposicion 3.36. Sea A = (A, (1)*) un modelo para un lenguaje L y X C A. Entonces la teoria
Th(2x) es completa.

Demostracion: Sea ¢ una L-férmula. Suponiendo que Th(2x) ¥ ¢, entonces ¢ &€ Th(2Ax). Por
definicion de Th(2(x), Ax ¥ ¢, con lo cual Ax F —p. Por lo tanto, ~p € Th(Ax). O

Proposicion 3.37. Una teoria T es completa si y solo si todos sus modelos son elementalmente
equivalentes.

Demostracion: =] En particular, sea A = (A, (-)¥) un modelo para un lenguaje £ y T es una
L-teoria completa. Afirmamos que T = Th(2). Sea ¢ € T, al ser 2l un modelo de la teoria se tiene
que 2 E . Consecuentemente, Th(2) E ¢, con lo cual ¢ € Th(2(). Ahora, supongamos que ¢ &€ T,
entonces al ser T una teoria completa @ € T y asi A E -, con ello Th(2A) E —p, A E ¢, es decir
@ € Th(A4). Por lo tanto, Th(A) =T.

Luego, sean 2 y B modelos de T, entonces Th(2) = T = Th(B). Por tanto A = B.

<] Supongamos que existe ¢ € FORM tal que T ¥ ¢. Entonces, T/ = T U {—¢} (T E =)
es satisfacible y en consecuencia hay un modelo 20 de 7'. Luego, para cada 9t modelo de T por
hipotesis se tiene que 9 es equivalente a 2. Esto implica que, 9T F = y en consecuencia T F —p.
Por lo tanto T es una teoria completa. O

Lema 3.38. (Condicion de Tarski-Vaught) Sea A y B para L tales que A C B. Entonces las
stguientes condiciones son equivalentes:

a) A <B

b) Para cualquier formula ¢(vo, ..., vq), para cualquier i < q y cuales quiera ay, ...,aq € A:

Si hay algun b € B tal que B F ¢[ag, ..., @i—1,b, Git1, ..., Gq)
Entonces hay algun a € A tal que B F ¢[ag, ..., Gi—1, @, Git+1, .-, Qg

Demostracion: En el caso de que a) = b), la demostracion es directa por definicién.
por otro lado bastaria probar que b) = a), para ello demostremos que para cada (v, ..., vy)
y para cualquier ag, ..., a, € A, se tiene que:

A E plag, ..., ar] siy solo si B E plag, ..., ar
Usando induccion sobre la complejidad de la formula, y por Lema 3.12 obtenemos si ¢ es una
formula libre de cuantificadores y para cada a € A™:
A E p(a) siy solo si B E p(a)

Bastarfa ver el caso en que ¢ = (Jv;)y:

A E (Jv;)Ylag, ..., aq] sii Existe algin a € A tal que A E Ylag, ..., ai—1, @, ajt1, ..., Qg
Por h.i. sobre ¥, B E ¥lag, ..., 4i—1, @, Qit1, ..., Og]
Por b) Existe algtin b € B, tal que 2 F ¢[ag, ..., @i—1,b, Git1, ..., Gq)
Entonces B F (Jv;)Y]ao, ..., ag]
De lo anterior, deducimos que 2 E (3v;)¥[ao, ...., ag] implica que B E (Jv;)¢[ao, ...., aq]. De

manera analoga obtenemos que B F (Jv;)¢[ao, ..., a4] implica que A E (Jv;)¢ao, ..., a4]. Por lo
tanto a) y b) son equivalentes.
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Teorema 3.39. Si una teoria T tiene modelos finitos arbitrariamente grandes, entonces tiene un
modelo infinito.

Demostracion: Consideremos, nuevos simbolos constantes ¢; para cada i € w y expandimos al
lenguaje Lde T a L' = LU{¢; 1 i € w} y sea:

E=TU{=(c; =¢j):i#j, dondei,j € w}

Sea § C ¥ finito, notemos que tiene un modelo:

= Si p € T NS, terminamos pues como 7 tiene modelos finitos arbitrariamente grandes,
entonces existe un modelo 4 tal que U F ¢.

’

= Si e S\T, luego ¢ = —(¢; = ¢;), (con i,j € w), entonces sea 81’ tal que (¢;)¥ # (¢;), en
consecuencia ' ¥ ¢; = ¢; si y solo si ' E =(¢; = ¢;).

Sea 8 tal que para cada ¢ € S, entonces RE g siysolosiihF o (sip € TNS) 60U E ¢ (si
© € S\T), entonces por teorema (De compacidad) X es consistente y admite un modelo 4* que es
infinito (Donde U* F —(¢; = ¢;), con 4, j € w distintos), entonces 4* F X y ya que 7 C 2. Por lo
tanto U* F T O

Teorema 3.40. (Ascendente de Léwenheim-Skolem-Tarski) Todo modelo infinito tiene extensiones
elementales arbitrariamente grandes.

Demostracion: Sea 20 un modelo infinito (es decir su conjunto universo A es infinito).
Dado X un conjunto, y para cada x € X definimos una nueva constante ¢, que no este en Ly.
Sea L' = Lo U{c, |z € X}. Consideremos la teoria I" para L'

Th(A) U{~(cz = ¢y) |2,y € X, @ # y}

Siguiendo la misma idea que la demostracion del teorema anterior, se tiene por teorema (De
Compacidad), que I' tiene un modelo, entonces existe B modelo para I' y asi B es un modelo para
Th(2) de aqui que existe una incrustacion elemental f : 24 — 9B, entonces podemos identificar a 2

con un submodelo elemental de 9B y la asignacion x — (c;)® es una funcién inyectiva de X a B.
O

Teorema 3.41. (Descendente de Lowenheim-Skolem-Tarski) Sea B un modelo para L y sea Kk un
cardinal tal que |L| < k < |B|. Entonces B tiene un submodelo elemental A de cardinalidad k.
Ademdas si X C B y |X| < k, entonces también se puede tener que X C A.

Demostracion: Sin perdida de la generalidad, supongamos que | X| = « y definamos conjuntos X,
para n € w, tales que X = Xy C X; C ... C X,, C ...y tales que para cada formula ¢(vo, ..., vq)
de L, cada i < q y cada ay, ...,ay € X,, tal que:

B E (Jvs)plao, ..., aq)

Elegimos x € X,,4+1 tal que:

B E @[ao, ey Ag— 1, Ty Qg1 +eey aq]

Ya que £ < k y cada féormula de £ es una cadena finita de simbolos en £, hay al menos s
formulas de L. Por lo tanto, hay como maximo  elementos de B que deben agregarse a cada X, y
asi sin perdida de la generalidad cada | X,,| = k. Sea A = U{X,, | n € w}, entonces |A| = x, Desde
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que A es cerrado bajo funciones en B y contiene todas las constantes de 9, entonces A da lugar
a un submodelo 2 C B. Dada una férmula ¢(vo, ..., v4) de L, y ag, ...,aq € A, si:

Si hay algun b € B tal que B F ¢[ag, ..., @i—1, b, Git1, ..., Gq)
sii B E (Jv;)Y[ag, ..., aq)

Pero ao, ...,aq € A, entonces ag,...,aq € X, para algin j € w, y por la construccion anterior
existe € X;41 tal que:

B F 'lp[(lo, vy Ai—1, T, Aj41, '“,aq]

Por el lema de la Condicion de Tarski- Vaught se tiene que 2 < B O

Definicion 3.42. Una teoria T es a-categdrica para algin numero cardinal o, si para cada par de
modelos de la teoria, A = (A, (-)*) y B = (B, (-)®) tales que |A| = |B| = a entonces A = B

Teorema 3.43. (Condicion de Los-Vaught) Sea T es una L-teoria que tiene solamente modelos
infinitos y T es a-categdrica para un cardinal o > |L|. Entonces T es una teoria completa.

Demostracion: Sean 2 = (A,()®) y B = (B, (-)®) modelos de T, luego por hipotesis A y B
son infinitos. Sea 8 = maz{|A|,|B|,a} y por el teorema ascendente de Lowenheim-Skolem-Tarski,
existen extensiones elementales A’ = (4’,()%) y B’ = (B',()®') tales que |4'| = |B'| = B.
Por consiguiente, por el teorema descendente de Lowenheim-Skolem-Tarski, existen submodelos
elementales A" = (A”,()%") y B = (B”,()®") tales que |4”| = |B"| = a.Puesto que T es
a-categorica, entonces:

A=A =A"=2B" =B =3B

Entonces, por la Proposicion 8.81, A = (A’, (1)) y B’ = (B, (-)®') son elementalmente equiva-
lentes, y en consecuencia, por la Proposicion 3.38, T es una teoria completa. O

Nota 3.44. Demostraremos, usando el teorema (De compacidad), que todo campo estd contenido
en un campo algebraicamente cerrado. Para ello consideremos la teoria Tacr = TrU{pn |n € w},
donde pn, = (Van)(Van—1) ... (Yag)(3xo)(an - + an—1 ~a:g_1 +...4ai1-xo+ag =0), por el primer
teorema de Kronecker, dicha teoria es finitamente satisfacible y por teorema de compacidad, Tacr
es satisfacible.

Ahora, probemos que Tacr es una teoria que no admite modelos finitos. Supongamos que tiene
un modelo finito § = (A,{+,-},{0,1}). Podemos suponer sin perdida de la generalidad que, A =
{a1,...,an} ysea f € A[X] tal que f(z) = (x —ay) ... (x —aq)+ 1. Pero, f(a;) # 0, para cada
1€ {1,...,n}, una contradiccion. Por lo tanto A es infinito.

Como Tacr es una teoria que no admite modelos finitos. y por teorema 2.103, también es
a-categorica para cada o > w y por la Condicion de Los-Vaught, Tacr es una teoria completa.
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