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John Louis von Neumann:

Si la gente no cree que las matemadticas son simples,
es solo porque no se dan cuenta de lo complicado
que es la vida.

Winstons Churchill:
Esto no es el ﬁnal ni siquiera el principio del fin,

pero quizds es el final del principio.
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Introduccion

El objetivo del presente trabajo de tesis es estudiar y desarrollar la
geometria de las transformaciones homograficas, también llamadas bilineales
o de Mobius, que llevan el nombre del mateméatico August Ferdinand Mobius,
de origen Aleman.

Las trasformaciones de Mobius forman un grupo con la operaciéon
composicion por lo que existe una intima relacién con el area del algebra,
esto debido a la geometria que se genera por medio de las acciones de grupos
elementales con respecto a las trasformaciones de Mobius.

Para estudiar estas transformaciones, en este trabajo se desarrollo su
geometria en el espacio complejo y real. También se proporcionan propiedades
importantes de las transformaciones de Mobius.

Este trabajo tiene como interés destacar las relaciones que existen entre
diversas areas de la matematica. Hay al menos tres aspectos por los cudles
este tema resulta de gran interés: el primero es la base algebraica porque
por medio de esta area es posible plantear isomorfismos; el segundo esta
estrechamente relacionado con el primero debido a que es posible dar el
aspecto geométrico-analitico, porque las transformaciones de Mobius son
composiciones de funciones analiticas o inversiones; el tercero es la relacion
topdlogica que hay entre ciertas acciones de grupos y algunas figuras
geométricas, mas aun se puede desarrollar su dinamica.

En este trabajo se centrard en el desarrollo de la geometria que produce
cada una de las trasformaciones lineales elementales que componen un
trasformacion de Mobius en el plano complejo; también se desarrolla una
parte de su dinamica asociada.

Esta dividida en cuatro capitulos. El primer capitulo de este trabajo se avoca
a conceptos y resultados conocidos del algebra que permitiran describrir
propiedades geométricas desde una prespectiva diferente. Al incorporar la
nocién de grupo en las transformaciones se abre un horizonte muy amplio
para un enfoque que permite relacionar a la geometria con otras areas
del conocimiento tales como lo son los sistemas dinamicos; tambien se
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CAPiTULO 0 INTRODUCCION

dan propiedades de los numeros complejos y de la geometria Euclidiana
bidimensional elemental, como propiedades de cuadrilateros ciclicos, potencia
de un punto, familias de circunferencias coaxiales.

En el segundo capitulo se estudia la geometria de funciones, esto
es, isometrias, similitudes, traslaciones, rotaciones y reflexiones, tales
transformaciones son estudiadas con la nocion de grupo de transformaciones.
La forma de visualizar la geometria a través de grupos se le atribuye al joven
Felix Klein que en el afio 1972 presentd su famoso “programa de Erlangen”,
en el cual establece que: “Una geometria es el estudio de las propiedades de
un espacio que premanecen invariantes bajo un grupo de transfromaciones.”
En el tercer capitulo se estudian las reflexiones con respecto de lineas y
de circunferencias, se introduce la nocién de transformacion de Mobius
euclidiana general, la cual esta definida por compocicién finita de reflexiones
y algunas de las propiedades de estas transformaciones son: el conjunto de
lineas y circunferecias son enviadas en el conjunto de lineas y circunferencias,
también se preservan la medida de angulos que se forman entre interseccion
de lineas al igual que de circunferencia. Se define el grupo de Mdobius
euclidiano generalizado, que consiste de todas las transformaciones de Mobius
euclidianas generales y se denota por Mob(R?). Por otro lado dado que una
reflexion invierte la orientacion de los angulos, se sigue que una composicién
par de reflexiones conserva dicha orientacién. Se define el grupo de Mobius
euclideano Mob, (R?), el cual consiste de composiciones pares de reflexiones.
En el cuarto capitulo se hace una descripcion de las 6rbitas de puntos en el
plano euclideano bajo iteraciones de estas transformaciones denotados por
F™(P), donde P es un punto en el plano con n un nimero entero y F™ es la
composicion de F' consigo misma n- veces, con este tipo de composiciones se
trata de discernir el comportamiento asintotico de dichas orbitas, las cuales
permiten conocer las propiedades dindmicas de estas transformaciones.

Se desea que el lector encuentre regocijo e intriga para conocer y profundizar
en estos temas, en algin futuro préximo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se enunciaran brevemente resultados y definiciones
bésicas para el desarrollo del tema principal de este trabajo, aclarando que
la mayoria de los resultados que se mencionaran a continuacién no seran
demostrados, se le recomienda al lector consultar las referencias [1], [0], [7],

[

1.1. Grupos

Definicién 1.1. Un conjunto G con una operacion binaria *, se llama grupo
st satisface las siguientes propiedades:

1.- Para todo a,b € G, se tiene que axb € G.

2.- Cualquier elemento, a,b,c € G, se tiene que (a xb) x ¢ = a * (b* c)
(asociatividad).

3.- Existe e € G, tal que e x a = a = a x e, para todo a € G (elemento
neutro).

4.- Para cada elemento a € G, existe a’ € G, tal que axa' =ad xa=e (d
es el elemento inverso de a).

El grupo se denota por (G, *)

Definicién 1.2. Sea (G, ) un grupo, se dice grupo abeliano, si cumple
que para cada a,b € G, se tiene que axb="bx*a.

Definicién 1.3. Sean (G, *) un grupo y H C G, se dird que H es subgrupo
de G si satisface las siguientes propiedades:

1



CAPiTULO 1 PRELIMINARES
1.1. GRUPOS

1.- Para todo a,b € H, se tiene que a xb € H.
2.- El elemento neutro e en GG, estd en H.

3.- Para todo a € H, se tiene que a~* € H.

El subgrupo se denota por: H < G.

Teorema 1.4. [5] Sean (G, *) un grupo y H C G tal que H, entonces H es
subgrupo de G, si y solo si :

1.- El elemento neutro e en G, estd en H.

2.- Para todo a y b en H, se tiene que ab™' € H.

Definicién 1.5. Sea H subgrupo de G, se dice que H es subgrupo normal
de G si, para todo g € G y h € H, implica que ghg™' € H

Definicién 1.6. Una relacion R de un conjunto X a un conjunto Y es un
subconjunto del producto cartesiano X X ).

Observacién 1.7. Si (z,y) € R se escribe xRy y se dice que = estd
relacionado con y. En el caso de que X =Y se afirma que R es una relacion
binaria en X o que R es una relacion en X.

Definicién 1.8. Sean G un grupo, H < G y = (0 =g ) la relacién sobre G,
definida; asi: para todo a,b € G,a = bmodH si ab~' € H. Esta relacion se
llama congruencia modulo H y a = bmodH , se lee "a es congruente con
b modulo H”.

Observaciéon 1.9. La congruencia modulo H es de equivalencia y permite
clasificar a los elementos de G, debido a que, (G =g) = {[a]|la € G} es una
particion de G ([a] es la notacion para clase) de euivalencia de a.

Definiciéon 1.10. Sean G un grupo, H < G y a € G. El conjunto
Ha = {halh € H} C G, se llama clase lateral izquierda de H en G
determinada por a. El conjunto aH := {ahlh € H} C G, se llama clase
lateral derecha de H en G determinada por a.

Definicién 1.11. Si H < G entonces el indice de H en G, denotado por
(G : H| (0 ig(H)) es el nimero de clases laterales derechas (izquierdas)
distintas de H en G.




CAPITULO 1 PRELIMINARES
1.2. ESPACIOS METRICOS

Teorema 1.12. Si G es un grupo de indice 2, entonces G es un subgrupo
normal.

Definicién 1.13. Un anillo conmutativo con identidad es un conjunto R,
diferente del vacio, con dos operaciones binarias (xi,*s) con las siguientes
propiedades:

1.- (R,x1) es un grupo abeliano.
2.- Sia,be R, entonces a x93 b =10 %5 a.
3.- Sia,b,c € R, entonces a *3 (b x3 c)=(a x5 b) x5 c.

4.- Eziste un elemento neutro para la operacion o, a saber e € R, tal que
para cada a € R, e *xya = a *y € = a.

5.- Sia,b,c € R, entonces a xg (b %1 ¢)= (a %3 b) *1 (a %3 ¢).

Definicién 1.14. Un campo es un anillo conmutativo con identidad R, si
para todo a en R, existe un elemento b en R tal que a x93 b =1, donde 1 es
el elemento identidad de R.

Definicién 1.15. Una funcion ¢ : R — R" es una transformacion
ortogonal, si conserve el producto escalar de R™ :

() ¢(y) = z-y para cada x,y € R".

Ejemplo 1.16. La transformacion antipodal o de R", definido por
a(x) = —z, es una transformacion ortogonal, debido a que:

1.2. Espacios métricos

A los conjuntos dotados de una funcién distancia se les da el nombre
de espacios métricos, y se le atribuyen al matematico francés Maurice
Fréchet. Los espacios métricos constituyen parte de los fundamentos que
son indispensables para el estudio del Andlisis Matematico (véase [1],[0]).

Al introducir la nocién de distancia entre los elementos de un conjunto
dado, se intentard generalizar lo que sucede en la recta real o en el plano
complejo. Al trabajar con conjuntos arbitrarios abstractos el problema se
traduce en definir lo que se entiende como una distancia entre cualesquiera
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CAPITULO 1 PRELIMINARES
1.2. ESPACIOS METRICOS

dos elementos del conjunto. En ese sentido se da lugar a la siguiente
definicién.

Definicién 1.17. Sea X un conjunto diferente del vacio. Una métrica
(o distancia) en X es una funcion d : X x X — R, con las siguientes
propiedades:

(1) Es no negativa: d(z,y) > 0, para todo (z,y) € X x X.
(2) Es no degenerada: d(x,y) =0 si y solo si v = y.
(3) Es simétrica: d(z,y) = d(y, ), para cualesquiera x,y € X.

(4) Satisface la desigualdad triangular: d(x,z) < d(z,y) + d(y, z), para
cualesquiera x,y,z € X .

Se considerard un espacio métrico a la pareja (X, d), donde X # () y d
es la métrica definida. Asi mismo, si )} es un subconjunto no vacio de X, se
verifica que dy = d [yxy es una métrica para ). Al espacio (), dy) se le llama

.....

espacio métrico, si no es necesario especificar la métrica del espacio.

A la funcién que sélo cumple (2) y (3) de la definiciéon 1.17 pero que
cumple la propiedad méas débil. Si z = y, entonces ,d(x,y) = 0) se le llamard
funcién pseudo-métrica y al espacio (X, d) se le llamara espacio pseudo-
métrico. Ser un espacio pseudo-métrico generaliza el hecho de ser espacio
métrico, dichos espacios se usan mas en Topologia y Anélisis Funcional.
Algunos ejemplos de espacios métricos son los siguientes:

Ejemplo 1.18. Sea X =R, y la funcion d : X x X — RT U {0}, definida
como;
d(z,y) = |z — y|, para todo (x,y)enX x X

es una métrica(o distancia) llamada la métrica(o distancia) usual o
euclidiana.

Ejemplo 1.19. EI espacio métrico discreto (X, d), donde la métrica discreta
d estd definida para cualesquiera x,y € X como sigue:

A, y) = {1, six F# Y

0, stx=uy.
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CAPITULO 1 PRELIMINARES
1.3. EL CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Definicién 1.20. Sean (X,dx),(Y,dy) espacios métricos. Una funcion I :
X — Y se dird tsometria si cumple lo siguiente:

(i) Preserva distancia,

dy (I(z1),I(x9)) = dx(x1,22), para cada x1,z9 € X.

(i1) La funcion I es biyectiva.

Teorema 1.21. Toda transformacion ortogonal es una isometria, con la
métrica euclidiana.

Definicién 1.22. Sean X un espacio métrico no vacio y d,d dos métricas
definidas sobre X. Se dird que la métrica d es equivalente a la métrica d' si
para todo A subconjunto de X, A es d—abierto si y solo si A es d'—abierto".

Se puede verificar que dado un espacio métrico (X, d) existe una métrica
equivalente a d, digamos d; tal que para cualesquiera z,y € X, di(x,y) < 1.
De lo anterior se puede suponer que cualquier métrica satisface que la
distancia de cualesquiera dos puntos en su espacio es menor que 1.

1.3. El campo de los niimeros complejos

Los nimero complejos fueron realmente aceptados gracias a Johann Carl
Friedrich Gauss quien fue un matematico, astrénomo, geodesta y fisico
aleman. Gauss describi6 al conjunto de los nimeros complejos desde el punto
de vista geométrico, donde se considera el conjunto de parejas ordenadas, con
entradas en los reales, y dos operaciones binarias definidas, en ese sentido se
introducird la definicién formal, véase [9].

1Un conjunto B en a se dice n-abierto, si B es abierto respecto a la métrica 7.
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CAPITULO 1 PRELIMINARES
1.3. EL CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Im(z)

0 Re(z)

Imagen 1.1: Interpretaciéon geométrica de un niimero complejo.

Definicién 1.23. Sea C el conjunto definido por:

C={z=a+ib= (a,b)|a,b € R,i> = —1}, con dos operaciones binarias
la suma y el producto que se definen como: Si (a,b),(c,d) € C tales que
21 = a+1b, 2o = c+1id, se tiene:

21+ 2= (a+ib)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d)=(a+c,b+d).
21 20 =(a+1ib)- (c+id)=(a-c—b-d)+i(a-d+b-c).

Con estas operaciones (C, +, ) es un campo que se llama el campo de los
numeros complejos.

Imagen 1.2: Interpretacion geométrica de la suma de nimeros complejos.
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1.3. EL CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Im(z)

rs

o Re(z)

(&

Imagen 1.3: Interpretacion geométrica del producto de nimeros complejos.

Observacién 1.24.

1. La parte real de un numero complejo z = a +1b es a y se denota por;
Re(z), la parte imaginaria de z es b y se denota por Im(z).

2. Sia=0yb+#0 el nimero z = ib, se denomina nimero imaginario
puro.

3. Sia#0yb=0 el nuimero z = a es un numero real.

4. Dos nimeros complejos son iguales si tienen la misma parte real y la
misma parte 1maginaria.

Definicién 1.25. Sea z € C, con z = a + b, se define el conjugado de
un numero complejo como z = a — ib.

Proposicién 1.26. [0] Si z € C, entonces existe w € C tal que w? = z.

La representaciéon geométrica de los numeros complejos fue gracias a
Jean Robert Argand, pero fue inicialmente descrita por el encuestador
y matemdtico Noruego-danés Caspar Wessel, considerando el eje de las
ordenadas por un eje de niimeros imaginarios y dejando el eje de las abscisas
como el eje real. Gracias a ese cambio, es posible dotar a los nimeros
complejos con su propia geometria.

Definicién 1.27. La forma trigonométrica de un nimero complejo no cero
z = a+1ib estd dada por, z = r(cost + isend), donde a = rcosf, b = rsenf y
r=|z|.
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1.3. EL CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Im(z)

Re(z)

a

Imagen 1.4: Interpretacién geométrica del conjugado de un niimero complejo.

Observacion 1.28. Si 0 es alguno de los argumentos de z, es decir alguno
de los dangulos que forma z (como vector desde el origen) con el eje real.
Notar que si 01 y 65 son dos argumentos para z, entonces existe k € 7Z tal
que 0 = 0y + 2km.

Proposicién 1.29. [I] Si z1,2, € C, entonces |z - 22| = |z1| - |22], ¥
arg(zy - zo) = argz; + argzy + 2k para algun k € 7.

Proposicién 1.30. [9] Formula de De Moivre
Si z = r(cosh + isenf) y n un entero positivo, entonces

2" = r"(cos(nb) + isen(nbh)).

Demostracion. Sin = 2, por la proposicién 1.29 se cumple;

2?2 =1?%(cos(0 + 0) + isen(0 + 0)) = r*(cos20 + isen20).

Ahora supdngase que se cumple para n, se demostrard que se cumple para
n+ 1.

n+1 1

n
"(cos(nf) + isen(nf)) - 2*

"(cos(nB) + isen(nf)) - r'(cosd + isend)
"t (cos(nf + 0) + isen(nf + 0))

=" (cos(n + 1)0 + isen(n + 1)0).

z
r
r
r
r




) CAPiTULO 1 PRELIMINARES
1.4. PROPIEDADES GEOMETRICAS DE LAS CIRCUNFERENCIAS

Corolario 1.31. [9] Sea w un nimero complejo, diferente de cero, en su
representacion polar w = r(cos + isenf). Entonces las n-ésimas raices de
w, estdn dadas por los numeros complejos

2k = /r(cos(L + Z5) +isen(L + 225)) k= 0,1...,n — 1.

n n
Proposicién 1.32. [0] Si z1, 29 € C, entonces se cumple lo siguiente:

1. 21+ 29 =21 + 2o.

2. 2129 = 21" %9.
21 A
5. 2 =2 para z, # 0.

4. Z1-21 = |=z1|?. Mds aiin, si 21 # 0, entonces z; ' = L
5. 21 =21 siy solo si zy es un numero real.

6. Re(Zl) = —21;21 Y Im(Zl) = —212;.51 .

7 :1 =21

8. |21 . 22| = |21| . |22|

9. |z—;| = %, para zy # 0.

10. —|z1| < Re(z1) < |z y —|zl < Im(z) < |z]|; también,

[Re(z1)| < [z] g [Tm(z1)] < |-
11. |&a] = |«
12. |21 —‘I_ZQ‘ < |21’ + ’22’

13. |21 — 22| 2 [[z1] — |22]]-

1.4. Propiedades geométricas de las
circunferencias

En esta seccién se daran algunos conceptos, propiedades y resultados
que cumplen las circunferencias en el plano euclidiano con ayuda de
nociones elementales en geometria euclidiana como lo son la semejanza de
triangulos, dangulos inscritos y circunscritos, potencias de un punto, familia
de circunferencias coaxiales, etc. Los resultados mencionados en esta seccién
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no seran demostrados, véase una demostracion en [1]. Sin embargo, dichos
resultados seran utilizados en secciones posteriores.

De ahora en adelante, se denotara por R? al plano euclidiano y por .Z a una
linea recta en el plano euclidiano o compejo, por € C R? una circunferencia
con centro en un punto O en el plano euclidiano con radio r > 0y AB el
segmento de A hasta B.

Un A&ngulo inscrito es un &angulo que tiene su vértice sobre una
circunferencia y sus lados son secantes de la circunferencia.

Teorema 1.33. Si un dngulo inscrito en una circunferencia y un dngulo
central de la circunferencia abarcan el mimo arco, entonce el dngulo inscrito
vale la mitad del angulo central, véase la imagen 1.5.

Imagen 1.5: Angulo inscrito y angulo central.

Definicién 1.34. A un conjunto de puntos que estdn sobre una misma
circunferencia se les llama conciclicos. A un cuadrildtero cuyos vértices
son conciclicos se le llama cuadrilatero ciclico.

Teorema 1.35. Un cuadrilatero es ciclico si y solo si cualesquiera dos
angulos opuestos son suplementarios, véase la imagen 1.6.

10
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Imagen 1.6: Cuadrilatero ciclico.

Ahora se enunciaran algunas propiedades sobre las circunferencias
coaxiales; para ello, se define el eje radical de dos circunferencias, esté es
el lugar geométrico de todos los puntos P € R?, tal que las potencias de P,
con respecto de las dos circunferencias, son iguales.

Teorema 1.36. Sean 6, y 6> dos circunferencias.

(i) Si €1 y 6, se intersecan, entonces su eje radical es la linea que pasa
por los puntos de interseccion.

(i1) Silas dos circunferencias 6, y 6> son tangentes, entonces su eje radical
es la linea tangente comun.

(111) Si €1 y 6> son ajenas, entonces su eje radical es la linea determinada
por los puntos donde concurren los ejes radicales de €1 y €, y de €5 y
€, para cualquier circunferencia € C R? que corta a €, y 6.

Corolario 1.37. Sean 61,6, y €5 tres circunferencias en R?, si sus centros
no son colineales, entonces los tres ejes radicales (de €, y 6; de 6, y 63
y de 65 y €3)son concurrentes en un punto llamado centro radical de las
tres circunferencias.

Definicién 1.38. Sea % wuna familia de circunferencias en el plano
euclidiano, se dird que F es una familia coaxial, si existe una linea tal
que es el eje radical de cualesquiera dos miembros de F .

11
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En lo que sigue de este capitulo se enunciaran algunas definiciones y
un resultado relacionados con las Circunferencias coaxiales secantes
ajenas.

Definicién 1.39. El dangulo entre dos circunferencias, es el angulo
que forman las tangentes a ambas circunferencias en uno de sus puntos de
interseccion, véase la imagen 1.7.

Imagen 1.7: Regién fundamental de una transformacion hiperbédlica

Observaciéon 1.40. El dngulo entre dos circunferencias que se intersecan es
tgual en ambos puntos de interseccion.

Definicién 1.41. A una familia % de circunferencias que pasan por dos
puntos fijos se le llama familia secante.

Proposicion 1.42. El eje radical de una familia secante . es la linea que
pasa por los puntos de interseccion. Mas aun la familia es coaxial.

12



Capitulo 2

Geometria de funciones de
variable compleja.

2.1. Transformaciones lineales

En esta seccién se estudiaran transformaciones que tienen la propiedad
de ser isometrias en el plano complejo. En geometria también se les conoce
como transformaciones congruentes o movimientos congruentes.

Teorema 2.1. Sean a,b,c,d en el campo de los niumeros complejos, y
la| = |c¢| = 1, entonces las transformaciones Iy, I, : C — C definidas como
z—az+byzw— czZ+d, para todo z € C respectivamente, son isometrias
del plano.

Demostracion. Observe que tanto I; y Iy son funciones univaluadas, por
otro lado, para mostrar que son biyectivas, primero se demostrara que I es
inyectiva. Sean z1, 23 en C tal que z; # 2, si I1(21) = I1(z2), entonces

az1+b=az, +0b
az1y = azy
Z1 = 9.
Como a # 0 se sigue que [y es inyectiva. Por otro lado si w € C,z = wT’b
es tal que I;(z) = w. Por lo tanto I; es sobreyectiva, asi I; es una funcién
biyectiva. Procediendo de manera analoga se comprueba que I es funcién
biyectiva.

13
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Si z y w son dos puntos en el plano C, entonces

|I1(2) — [ (w)| = |az + b — aw — b|
= |az — aw|
= la(z — w)]
= lallz = w]

= |z —w|,
donde |a| = 1. Por otro lado,

|Ir(z) — L(w)| = |cz2 4+ d — cw — d|
= |cz — cw|

= |e(z — )]

— [ellF=w
~ 7=l

= |z —w|,

donde |c| = 1. Por lo anterior, se verifica que I; y Iy son isometrias. O

Teorema 2.2. Sean zp,z1,wy Yy wy; numeros complejos, tales que
|21 — 20| = |wy — wo| # 0. Entonces, existen dos tipos de transformaciones
T1,T, : C — C definidas como, T1(z) = az + b y To(2) = ¢z + d, para toda
z € C respectivamente, tal que para toda © € {1,2} y para toda j € {0,1}, se
tiene que T;(z;) = w; con |a|] = |c| = 1.

Demostracion. Si
wy = azy + b y wy, = az; + b,
entonces
wy; —wo = a(z — 20),
esto implica
w1 — Wo

a= ,
21 — 20

el cociente esta bien definido debido a que |23 — 29| # 0. Entonces

1.

S w1 — wo o
a| = | ——= 77—+ =
21— 20 \21 Zo’

14
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La ultima igualdad se garantiza por la hipotesis.
Por otro lado

w1 — Wy
b=wy— azy = wy — 2o(———
Z1 = 20
De manera analoga, si
wy = cZy+d y wy = ¢z + d,

entonces
wy — wy = c(Z1 — ),

esto implica

W1 — Wo
C a—z
de ahi que,
w1 — Wy ’wl_w0’
d=l——F—l=77—"FZ =1
21— %0 |Zl_ZO‘

La ultima igualdad se garantiza por la hipétesis, es decir |¢| = 1.

]

Las isometrias son de suma importancia para el desarrollo de la geometria,
la cual es generada por las transformaciones, para ello primero se demostrara
que toda isometria es una colineacion en el plano, donde colineacion se
entendera como una funcién que manda rectas en rectas.

Teorema 2.3. Toda isometria en el plano complejo es una colineacion.

Demostracion. Sean .Z una recta en el planoy [ : C — C una isometria. Si
w,v € Z tal que w # v, entonces £ = Z,,, es decir, la recta determinada
por w y v. Se probard que (%) = L(w)i(v)-

Si s € (%), entonces existe z € %, tal que I(z) = s.

Caso 1. Si z € {wv}, entonces I(z) € {I(w),I(v)}; asi, s € Lrw)1(v)-

Caso 2. Si z ¢ {wv}, entonces I(z) ¢ {I(w)I(v)}; asi, sean z,w, v tres
puntos colineales diferentes entre si, sobre una linea .Z, por lo que uno
de los puntos esta entre los otros dos; sin pérdida de generalidad, sea
w entre z y v, entonces

|z —w|+ |lw—v| = |z =]
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Como [ es una isometria, entonces su imagen preserva la misma
distancia, por lo cual se tiene que,

[1(2) = I(w)| + [[(w) = [(v)| = [1(2) = I(v)].

Asi, I(z),I(w) y I(v) son colineales, de lo contrario formarian un
triangulo donde la suma de sus dos lados es mayor que el lado restante,
esto es;

[1(2) = I(w)| + [[(w) = I(v)] > [[(z) = I(v)].

Lo cual no ocurre.

Con lo anterior se acaba de probar que para todo isometria I del plano y
para cualesquiera w,v € C, distintos entre si, se tiene: I(.%) C L(w)i(v)
por definicién de isometria se sigue que; |[I7'(w) — [71(v)| = |[I(IH(w)) —
I(I7'(v))] = |w — v|, es decir, la inversa de una isometria también es una
isometria; luego, I~ (L)) € L)1) ast I (Lrw)w)) S
I(Zy), por lo que ZLiwyrw) € 1(ZLw), de lo anterior se concluye que
I(Z) = Zi(w)1(v)- Por lo tanto, toda isometria es una colineacién. O

Corolario 2.4. Toda isometria envia lineas paralelas en lineas paralelas.

Demostracion. Sean £, %, dos rectas paralelas y [:C — C una
isometria. Por el Teorema 2.3, se sigue que toda linea es transformada en
otra linea, es decir, I[(A) = "1, (%) = L.

Supongamos que .£’1 y £’5 no sean lineas paralelas, por lo que existe,
20 € L'1NYLy=1(LA)NI1(L), esto implica que existen z; € Ly 2z € £
tal que I(z1) = I(z2) = 20; como I es inyectiva se sigue que, z; = 29, es decir,
21 € LNY5, esto es una contradiccién. Por lo que se prueba el resultado. [

Teorema 2.5. Toda isometia I : C — C esta determinada de manera unica
por un triangulo dado y éste es congruente a su imagen .

Demostracion. Sean zg, z1, 2z los vértices de un triangulo e
I(z9) = wo, I(z1) = wq, I(z2) = wy los puntos imégenes, se tiene que:

|zi — 2] = [1(2:) — 1(2)] = [wi —wy],
coni,j=0,1,2.

Sea z un punto diferente de z;, para todo ¢ = 0, 1, 2. Observe la paralela a la
linea .Z,,., que pasa por el punto z e interseca en la prolongacién de la linea
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que pasa por los puntos zy, 2o en un punto z”, y la paralela a .Z, ., que pasa
por el punto z interseca a la linea .Z, ,, en el punto z’; véase la imagen 2.1.

II/ Z

z

Z1 ZI

22

Imagen 2.1: Isometria determinada por un tridangulo

Si w es la imagen de z bajo la isometria I y cada z; es enviado a cada wy,
respectivamente, con k = 1,2, 3, entonces por el teorema 2.3 y el corolario
2.4, se sigue que las lineas .Z.., y .Z..» son enviadas en sus correspondientes
lineas Ly v Lwwr, respectivamente, con w’ en la linea 2, v w” en la
linea ., u,, de ahi se tiene lo siguiente:

|29 — 2| = |wy — W'|, |20 — 2| = |wo — W (2.1)

y

|20 — 2'| = Jwg — W'|, |21 — 2| = |wy — . (2.2)
Como las lineas Ly, v Luwww son paralelas, por (2.1) y (2.2) se puede
determinar que la posicion de los puntos w’ y w” son unicos; mas atun, la

posicién de w estd definida de manera tnica, por lo antes mencionado. Como
z es arbitrario, este teorema queda demostrado. O

Teorema 2.6. Si existen exactamente dos isometrias tales que envian dos
puntos zy y z1 en dos puntos imagen wy y wy, entonces

|ZQ — Zl| = |UJ() — w1| 7é 0. (23)
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Demostracion. De la proposicion 2.1 y el teorema 2.2, se sigue que las
transformaciones que cumplen con la propiedad 2.3 son isometrias. Solo basta
mostrar que no existe otra isometria con dicha propiedad.

En efecto, se tiene que cualquier isometria que manda zy a wg y 21 en w; es
una colineacién, por lo que la linea recta que pasa por los puntos 2y y 2 es
enviada mediante la isometria en una linea recta, la cual pasa por los puntos
wo Yy wi. Sea z un punto y w su punto imagen tal que:

|z — 20 = |w —wol, |z — 21| = |[w — wy]. (2.4)

Si z,zg, 21 son colineales, entonces por el teorema 2.3 w,wy y w; también
son colineales. Luego, de las igualdades (2.3) y (2.4), se determina una tnica
posicion de w sobre la linea que pasa por wy y w;.

Si z no es colineal a zy y 21, entonces zg, 21 vy z forman un triangulo, el cual
es enviado a un triangulo con vértices en wy, w; y w, mas aun, es congruente
a este, véase la imagen 2.2. Los vértices wy y w; son fijos, note que el punto

w

%1

Wo

Imagen 2.2: Tridngulos congruentes

w tiene dos posibles posiciones simétricas con respecto a la linea £, ., -
Por lo que, todo punto z forma con zy y z; una colineacion o es un triangulo.
Luego, por el teorema 2.5, cada uno de estos tripletes; wg, w; y w determinan
una isometria.

]

Definiciéon 2.7. Se llama transformacion directa o positiva a toda

transformacion que conserve la orientacion de los dngulos, se denota por
M.

Definicién 2.8. Se llama transformacion inversa o mnegativa, a toda
transformacion que cambie orientacion de los dngulos, se denota por N_.

Se pueden resumir los resultados de esta seccién en el siguiente teorema.
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Teorema 2.9. Sea M el conjunto de todas las isometrias del plano, este
conjunto estd determinado por dos conjuntos M, y M_, donde el conjunto
M. consiste de todas las isometrias I : C — C definidas como; I (z) =
az+b con |a| =1, el conjunto M_ es el de todas las isometrias [~ : C — C
de la forma I~ (z) = cZ+d con |c| = 1.

Las transformaciones cambio de coordenadas es otro concepto relacionado
con las isometrias y se dard la idea geométrica por medio de un ejemplo. Sea
' el origen del nuevo sistema y el nuevo eje real se obtiene por medio del
“viejo” eje real, por un angulo ¢.

Se asumira el posible eje imaginario, el cual se transforma en un nuevo eje
positivo imaginario por medio de una rotacion de algiin angulo ¢, véase la
imagen 2.1.

Nuevo eje real

\ Auxiliar

\ -
! - . . .
W -~ <f>‘\ Viejo eje real

Imagen 2.3: Transformacién cambio de coordenadas

Primero se considera un sistema auxiliar con origen en el cero, donde los
ejes son perpendiculares al nuevo sistema. Si a los valores del sistema auxiliar
se les asigna subindice uno, entonces del mismo modo se asigna subindice dos

19



CAPITULO 2 GEOMETRIiIA DE FUNCIONES DE VARIABLE
) COMPLEJA.
2.2. GRUPO DE COLINEACION DEL PLANO COMPLEJO

a los valores del nuevo sistema y se asigna subindice cero al viejo valor, por
lo que se tiee a z un punto arbitrario tal que zy = z. En el sistema auxiliar
todos los argumentos disminuyen por medio de ¢. Asi, de acuerdo al teorema
de De Moivre:

21 = z[cos(—@) + isen(—¢)| = z(cos¢p — isend).

Si Fy = f(cosp—iseng), entonces el valor de 2z, se obtiene por una diferencia
de F} y 21, es decir,

2o = 21 — F1 = z(cosp — iseng) = f(cosp — iseng) = az + b.

Asi, a y b son determinados de manera tnica por la eleccién de f, ¢, y el
la| = 1. De manera reciproca, se puede mostrar que, dados a y b arbitrarios,
con |a| = 1, existe una tnica transformacién /™ de coordenadas tal que
It(z) = az +b.

Otro caso surge si ¢ es de nuevo el angulo que hace girar de manera positiva
al eje real, pero si el eje imaginario es “movido” por algin angulo, entonces
la nueva posicion del eje imaginario es negativo. Se puede mostrar que el
segundo tipo de transformaciones de coordenada. Esta dado por la forma de
la transformacién I~ (z) = az 4+ b, |a| = 1, se deduce que, [T (z) =az+by
I=(z) = az + b son dos transformaciones diferentes.

2.2. Grupo de colineacion del plano complejo

En esta seccién, se omitird la restriccién |a| = 1, la cual se empleo en
las transformaciones I : C — C definidas como, Iz = az + b. La razén
por la que se pedia esta restriccion en la secciéon anterior, es debido a que
era necesaria para que las transformaciones preserven distancias. De ahi
que las transformaciones I,1" : C — C, definidas como; I(z) = az + by
I'(z) = az + b, son més generales si no se pide la condicién |a| = 1, pero ain
asi, preservan algunas propiedades similares a las transformaciones vistas
anteriormente. Algunos ejemplos son la semejanza de tridngulos y figuras
en general. Por lo que resultan ser mas débiles en estas propiedades, esto
debido a que la congruencia entre figuras geométricas es un término mas
general que el de semejanza. En esta seccion se dard uno de los tipos mas
simples de transformaciones llamadas traslaciones T; : C — C, definidas
por;T(z) = z + b. Por el teorema 2.1, las traslaciones son isometrias.
Geométricamente, véase la imagen 2.4 que toda traslaciéon toma cada punto
2 y lo envia a un punto 2/, donde el segmento de z a 2’ es paralelo y de “igual
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Imagen 2.4: Traslacién

longitud” con respecto a la posicién del vector b, més aun con la misma
)
direccién, véase la imagen 2.5.
)

o

-

Imagen 2.5: Traslacién respecto de b

Teorema 2.10. Las traslaciones de un plano forman un grupo abeliano 7,
el cual es isomorfo al grupo de los nimeros complejos con la adicion.

Demostracion. Para cada b € C, se define T, : C — C por Ty(2) = z + b.
Asi, el conjunto de las traslaciones se define como;

7 = {Ty/b e C).
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Sean T,,T. € 7, con b, c € C,

(Ty o Te)(2) = Ty(Te(2))
=Ty(z+¢)
=(z4+c)+0b
=2+ (c+b)
=2+ b.

Y by =c+b, es decir, (T, o T.)(z) = z+ by, por lo que T, o T, € 7.
Recordar que la operacién aditiva es asociativa en los C, mas aun, la
composicion también es asociativa.

Sea 0 € C tal que Ty(z) = 2z + 0 = z, es decir, Ty(z) = z. Por lo que Tj es el
elemento neutro en 7.

Sea Ty, € .7, entonces

2= (Tho T, )(2)
=T(T, '(2))
=T, " +b.

Esto implica que z = Tb_1 + b, por lo que Tb_1 =z—0b, peroT_, =2z —b.
Por todo lo anterior se con cluye que (7, 0) es un grupo.

Sea ¢ : (J,0) — (C,+) definida por; ¢(T,) = b. Afirmacién: ¢ estd
bién definida. En efecto, si T, = T., entonces ¢(T,) = ¢(T.), esto implica
b = ¢, por lo que ¢ esta bien definida.

Se afirma que ¢ es un homomorfismo, en efecto dado que se cumple lo
siguiente:

(Te 0 Ty(2)) = o(Thic(2))
=b+ec

= o(Ty) + ¢(T2).

Ast, o(T. o Ty(2)) = o(Tp) + ¢(Te).

Si b = ¢, entonces p(T,) = ¢(T.), esto implica T, = T, por lo que ¢ es
inyectiva.

Por ultimo se afirma que ¢ es suprayectiva, en efecto; si b € (C,+) tal que
existe Ty, € .7, entonces p(T,(z)) = b. Por lo tanto (.7,0) = (C, +). O

22



CAPITULO 2 GEOMETRIiIA DE FUNCIONES DE VARIABLE
) COMPLEJA.
2.3. DILATACION Y ROTACIONES

2.3. Dilatacién y rotaciones

Una transformacion andloga a las traslaciones es T': C — C definida
como; T'(z) = az,a € C\ {0}, donde el cambio radica en la operacion, ya
que en lugar de la adicién, es la multiplicacién. Tenga en cuenta que |a| no
necesariamente es 1, este tipo de transformaciones no siempre son isometrias.
Estas transformaciones son llamadas rotaciones dilatadas alrededor del
cero (dilatar= expandir, extender) véase la imagen 2.6, dilatar podria
representar una expansion o un estiramiento. La motivacion de este término
se aclarard en los teoremas siguientes.

Imagen 2.6: Rotacion dilatada

Teorema 2.11. Las rotaciones dilatadas de un plano alrededor del cero
forman un grupo abeliano 2, el cual es isomorfo al grupo de los nimeros
complejos con la operacion multiplicacion.

Demostracion. Para cada b € C. Se define R;, : C — C por Ry(z) = bz, el
conjunto Z se define como: {R,|b € C\ {0}}.
Sean R,, Ry, € 7, tal que R,(z) = az, Ry(z) = bz, luego

(Ra o Ry)(2) = Ra(B(2))
- Ra<bz)
= a(bz) = (ab)z = Ru(2),

con ab € C. Se afirma que ¥ es asociativa, en efecto; sean R,, Ry, R. € 9
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tales que R,(z) = az, Ry(z) = bz, y R.(z) = cz, de ahi que

Ra((Ry 0 Re)(2)) = Ra(Rpe(2))
— Ru((be)>)
= a(bez)
= (ab)cz
= Rap(c2)
= (Ra 0 Bp)(Re(2)).

Asi Z es asociativo.
Nétese que si a € C\ {0}, entonces a~! € C, luego para todo R, € 2, tiene
elemento inverso, en efecto,

Asi 2z = a(R;'(z)) de ahi que R;'(z) = a 'z, Ry-1(2) = a 'z, asi,
R, = R;l.

Por todo lo anterior se concluye que (Z,0) es un grupo. Se afirma que Z es
abeliano, si Ry, R. € &, entonces

(Rpo R.)(2) = Ry(cz) = b(cz)

Sea ¢ : (Z,0) — (C,-) definida como; ¢(R,) = z’. Se afirma que ¢ esta bien
definida, si R, = R., entonces ¢(Ry) = ¢(R..) se tiene que 2z’ = 2", asi ¢ estd
bien definida. Se afirma que ¢ es un homomorfismo. En efecto, si

P(Re o Ry)(2) = ¢(Ree(2))

= O(Ry) - ¢(Re).

Asi, ¢((Re.o Ry)) = ¢(Ryp) - ¢(R.). Més ain, ¢ es biyectiva, porque si 2/ = 2"
se sigue que ¢(R,) = ¢(R.), esto implica R, = R., asi ¢ es inyectiva.
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Si b~'z € (C,+) tal que existe R, € Z, entonces ¢(Ry(b~'2)) = z, véase la
imagen 2.7.

Imagen 2.7: Rotacion dilatada en un plano alrededor del cero

Por lo anterior se concluye que (Z,0) = (C,-). O

El teorema 2.11 da pie a una motivacion para aprender mas acerca de la
estructura de &, para ello vamos a considerar subgrupos de ¥ que son las
rotaciones dilatadoras T,(z) = az con a € R\{0}, véase la imagen 2.7, estas
transformaciones definen una dilatacién desde el cero, y cuando |a| = 1 se
tratard de una rotacion alrededor del cero, véase la imagen 2.8.

Si |a| =1, a puede ser escrito como

a = cosa + isena,

donde a = arg(a). Si z = p(cosp + isend), entonces az = p(cosa +
isena)(cosp + iseng) = p(cos(a + ¢) + isen(a + ¢)), y asi, p estd intacto,
pero con un aumento en el argumento de «, en otras palabras, una rotacién
dada por « al rededor del cero.

Imagen 2.8: Rotacién alrededor del cero
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Geométricamente una dilatacién desde el cero, envia cada punto z
desplazandolo en linea recta, la cual se une desde el cero hasta z.
El sentido de una rotacién al rededor del cero es el habitual. Una dilatacion
rotada es una dilatacion desde el cero, seguida por una rotacién al rededor

del cero, esto es,
,_ @ |al
7= —(lalz), [l =1.
|al |al
Teorema 2.12. Las dilataciones forman un subgrupo abeliano P* de &, y
las rotaciones al rededor del cero forman un subgrupo abeliano % de 9.

Demostracion. Si 0 # a € R, entonces a~! € R, y como el producto de dos
nimeros reales es real, se tiene lo siguiente; T,-1 o T,(z) = a~'cz = dz, con
d=a"lcy por el teorema 1.4, se comprueba el resultado para I .

Si |a| = |c| = 1, entonces |a™!| = 1y |ac| = 1. Por otro lado, Z y Z* son
subgrupos de un grupo abeliano 2. O

De manera similar, se consideraran grupos de isometrias.

Teorema 2.13. Sea M el conjunto de las isometrias en el plano. Entonces
M es un grupo con la composicion, el conjunto M, de las isometrias directas
es un subgrupo normal de M y el conjunto IM_ de isometrias opuestas es una
clase lateral con respecto a My, pero M y M, no son abelianos.

Demostracion. Para cuales quiera a,b € C e [;fb,[;b . C — C,
definidas por; I, (2) = az + by I;(2) = aZ + b, respectivamente.
El conjunto de las isometrias se define como; 9 := M, U M_,
donde 9, =: {IJa,b € C y |a| =1} y M_ =: {I ,|a,b € C y |a] = 1}. Se
afirma que 91 la composicién de dos transformaciones isométricas es una
transformacién isométrica, ahora bien; Sean [, Iy dos isometrias, si zq, 29 € C
y wy = I(z1),w=1(z), entonces |23 — zo| = [[1(21) — L1(22)| ¥ |w1 — wy| =
[ I2(w1) — Io(w2)|, de ahi que

|21 — 20| = |(I2 0 [1)(21) — (12 0 [1)(22)]
= |I2(1(21)) — La(11(21))]
= |Iy(w:) — T2 (wy)|

= |w1 — w2|.

La inversa de una isometria es también una isometria. Por lo tanto, se
concluye que 91 es un grupo bajo la composicion.
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Ast, My =: {I],|a,b € C} es el conjunto de las isometrias directas. Primero
se demostrara que M. es un subgrupo de 9. Se afirma que N, es diferente
del vacio, debido a que I7(2) = 12+0 = z = Id(z), donde Id es la isometria
identidad en 9M1,..

Sean I, y I, en 9 tales que

(I )eao Lip)(z) = (I"

Asi, ([+);Cll oIS, € M, debido a que || = 1y |a] = 1, lo que implica
|c7ta| = 1. Finalmente, por el teorema 1.4, se concluye que (M, 0) < (M, o).
Sea I, en M, donde I, es una isometria esto por el teorema 2.1 y de lo
anterior se tiene que:

Iy o Iip)(2) = 15, (11(2))
= I;fb@)
=azZ+b
= I;b(z)v

donde I, € M_. Luego por el teorema 2.6, solo hay dos sometrias. Asi,
todas las isometrias en 91 pueden ser representadas de la siguente forma;
I}, 0l =1, donde I, € M. Por lo que M_ =: {I;, o I |15, € M, }.
De ahf que 9 = M, UM = M U{I (oM, }, M_ es una particién de M,
mas aun, M_ es una clase lateral derecha con respecto a 91.. Por tanto 9
estd compuesto por dos clases laterales 2, y 9_. Por todo lo anterior se
tiene que M es de indice dos en M y por el teorema 1.12, se concluye que
M, < M.

Afirmamos que M, no es abeliano, sean If(z) = az,(Jla] = 1) y
(I},)'(2) = z 4+ b, de ahi que; (I},) o I (2) = az+by I o(I}},)(2) = az+ab,
para a # 1y b # 0. Asi, (I,) o I7 # I o (I{,)', por lo que; My no es un
grupo abeliano. Mas aun, ) no es abeliano. O

Teorema 2.14. Sea I : R" — R"™ una funcion, las siquientes proposiciones
son equivalentes.
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(1) Es I una isometria.
(2) La funcionl preserva distancia.

(3) Es I de la forma I(z) = Az + a, donde A es una matriz ortogonal y
a=1(0).

Demostracion. La implicacién (1) = (2), se da por definicién de isometria.
Para la implicacién (2) = (3), se supondra que [ preserva distancia, luego se
define la siguiente funcién A : R — R", por A(x) := I(z) — I(0). Primero
se demostrara que A preserva distancia.

Sean z,y € R" tal que;

[A(z) = A(y)| = |(I(x) — 1(0)) — (I(y) — 1(0))]
= [1(x) = 1(0) — I(y) + 1(0)]
= |I(z) = I(y)]|
= |z —yl.

Mas atn, A(0) = I(0) — I(0) = 0. Por tanto A preserva distancia. Observe
que |A(z)| = [A(z) = A(0)] = & = 0] = [z, es decir, [A(z)] = |2[

Se afirma que A es una transformacién ortogonal,

2A(7)- Aly) = A(z)- A(z) + Ay)- Aly) — ((A(x) — A(y))- (A(z) — A(y)))
= [A(2)]> +A(y)]> — |A(z) — Ay)?
= |z* + Jyl* — |z —y]*.

Asi, existe A matriz ortogonal de tamanio n x n tal que I(x) = I(0) + Az.

Para (3.) = (1). Si I(z) = 1(0) + Az, entonces I es composicién de una
tranasformacion ortogonal seguida de una traslacién, es decir, I := T o ¢,
donde ¢, T : R" — R" y ¢(x) = Az, T(x) = = + a. Luego por el teorema
1.21 se tiene que ¢ es una isometria recordando que las traslaciones son
isometrias, por el teorema previo se sigue que I es una isometria. O]

2.4. Similitudes

En esta secciéon se trabajara con transformaciones mas generales, pero al
mismo tiempo mas débiles en términos geométricos, esto debido a que las
similidutes no preservan congruencia.
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Definicién 2.15. Sean (X,dx),(Y,dy) espacios métricos y S : X — Y es
una funcion, se dird similaridad de X en'Y, si S cumple lo siguiente:

(i) Cambio de escala;
dy (S(x1),S(xs)) = kdx(x1,22) para cada x1,x9 € X,
donde k > 0, es llamado factor de escala de S.
(ii) La funcion S es biyectiva.

Teorema 2.16. Sea S : R® — R"™ una funcion, los siguientes enunciados
son equivalentes.

(1) La funcion S es una similaridad.
(2) Es S un cambio de escala.

(3) Es S de la forma S(z) = a+ kAx, donde A es una matriz ortogonal,
k es una constante positiva y a = S(0).

La demostracién del teorema anterior es analoga a la demostracion del
teorema 2.14.

Ejemplo 2.17. Sea f : C — C, definida como; f(z) = az + b, para
cualesquiera a,b € C.

Observacion. Si a = ay + iay € C, entonces para todo z € C se tiene que
z=z+iyeC, () yz con (;),

az
aq a9 T
—az a Y
Recordar que C es isomorfo a My,s, es decir,

¢:C—>M2x27

. ay a9
a = a + 1a9 — ,

—Q2 Q1
z=.r~|—iy»—>(x y),
-y T

e (5 0) (5 )
—Q2 Q7 -y T
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En particular, si a = |a|e®, entonces

az = |d cosf  sent xy
N —senf cosb ) \—yx )’

Asi, f(2) = |a|Az 4+ b, donde b es una matriz y
A cos)  sent
~ \—senf cosb |’

Con la misma idea que se hizo el ejercio anterior se trabajara con las
siguientes transformaciones ST, S~ : C — C, definidas como; ST(z) = az+b
y S7(2) = az+b, con a # 0, recordar que no necesariamente el valor absoluto
de a es igual a uno. Este tipo de transformaciones se les llamard similitudes,
donde S*(z) = az + b se llamardn similitudes directas y S™(z) = az + b,

son llamadas similitudes opuestas. El siguiente resultado se tiene como
consecuencia de lo recién mencionado.

Teorema 2.18. Las similitudes forman un grupo S con la composicion, el
conjunto Sy de las similitudes directas forman un subgrupo y las similitudes
opuestas forman una clase, denotada por S_, con respecto a S, pero ni S ni
Sy son subgrupos abelianos. El conjunto 9N es un subgrupo de S y M, es un
subrupo de S .

Demostracién. Sean ST, S~ : C — C definidas por; S (2) = az + by
S7(z) = az+0b, para cada a,b € C. El conjunto de las similaridades se define
como; S := S, US_, donde S, =: {ST|a,b € C} y S_ =: {S|a,b € C}.
Una parte de la demostracion de este teorema es analoga a la demostracion
en el teorema 2.13. Por lo que solo resta probar que 9 es subgrupo de Sy
que M, es un subrupo de ;. Como M y S son grupos con la composicion,
Unicamente basta mostrar que 9t C §'y exhibir que el elemento neutro en S
es el mismo que en 9.

Si I, € M, entonces I, € My 0 I,y € {11y}

Caso 1. Si I, € M, entonces 1,,(2) = az+0b con |a| = 1. Por lo tanto
[a,b e s

Caso 2. Si I,y € {10 M}, entonces
Lap(2) = Iigo I, (2)
= IiO(CLlZ + bl)

=1(a1z+b1)+0
= a1Z+ by.
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Por lo tanto, I, € S.

Observar que S19 € S es el elemento neutro, luego para cada I,;, € I,
se tiene que: Sig o [p(2) = S1o0(lap(2)) = Siolaz +0) = az +b. y
I,y 0S10(2) = Lp(S10(2)) = Lup(z) = az + b. Es decir, S1o es el mismo
elemento neutro para 9. La demostracion de que 91, es subgrupo de S, es
analoga.

[]

Observacion 2.19. El diagrama en la imagen 2.9, resume la relacion entre
las transformaciones de grupos que han sido mencionados. La pregunta
natural es la siguiente, ;Cudles son las similitudes desde el punto de vista
geométrico? FEl siquiente teorema responde a esta prequnta y proporciona
razones del porque el nombre de similaridades.

e

am Sy

g
VAVAN

Imagen 2.9: Relacion entre las transformaciones de grupos

5

Teorema 2.20. i z1, 29,23 son los vértices de un tridngulo, entonces los
vértices del tridngulo son enviados por medio de una similitud directa a sus
correspondientes vértices wy, wy, w3 en otro tridngulo si y solo st,

z2 — 21 Wz — Wy

— (2.5)

Z3— 21 W3—wp

Demostracion. Sean zj los vértices de un tridngulo, para k£ = 1,2,3 y
supongase que S es una similitud directa tal que ST : z — az + b, donde
ST (zx) = wy, son los vértices de otro tridangulo, para k = 1,2,3 y a # 0,

W — W1 azZo — a2y Z9 — 21

ws — Wy az3 —az 23 — 21
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Para la suficiencia se supondra la ecuacién 2.5, lo cual implica que w3 # wy.
Ahora, considere la similitud

S;:C—C,

zZ— 21
S132'—>

23—21.

22—21
23—21

Sy:C—C

La similitud S; envia; z; en 0, 2z, en y 23 en 1. De manera similar, sea

Z — w1
Stz ———.
w3 — Wy

w2 —wi
1 w3 —w1i
La composicién S; * 0 S; es en si mismo una similitud, la cual esta definida

de la siguiente manera:

De ahi que, S5 envia; wy en 0, ws en y ws en 1.

Syt 0 Si(21) = 85(0) = w,
Syt 0 8 (2) = S (22 = S5

23 — 21 w3 — Wy

Syt o Si(z3) =Sy (1) = wy

Asi, Sy ' oS es similitud directa dado que S; y S, ' son similitudes directas
y (%4, 0) es un grupo.
De manera explicita se tiene:

w3 — Wy

SytoS) iz (2 — 21) + wy.

23 — 21

Una consecuencia inmediata del teorema previo es la siguiente.
Teorema 2.21. Una similitud envia un triangulo en un tridangulo similar.

Demostracion. Sean S,S" : C — C similitudes, definidas como; S(z) =
az +0,5(z) = az+ b, con a # 0y z los vértices de un tridngulo para
k =1,2,3. Por la ecuacién (2.5) del teorema 2.20 se sigue que;

Caso 1. Si S(zx) = wy con wy vertices de otro tridngulo y £ = 1,2, 3,

entonces
’272 - 21| o ‘wz - w1|

(2.6)

123 - 21| B \w3 —wl\'
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Luego, por la ecuacién de (2.5), y considerando el valor absoluto, se

obtiene;
’22 - 23| . \w2 - w3\
’Z:s - 21| B ‘ws - w1‘7
y dado que
n—2  |m-z| (w2
wy —ws|  Jwy —wy|  fwy —wn |’

los triangulos son similares.

Caso 2. Si wy, = S'(z;) = az + b con k = 1,2,3, entonces no podemos
hacer uso del teorema 2.20 debido a que solo es para similitudes
directas. Sin embargo;

Wy —wy Zp— 2 Z— 2

wy —wy  Z3— 21  Z3— 21

esto implica a la ecuacién (2.6). El resultado de la prueba es como el
caso directo.

U

2.5. Orientacion

La razon de hacer la distincion entre “directo” y “opuesto”;, no
se ha aclarado geométricamente, esto se explicarda con ayuda de las
transformaciones isométricas para discutir su orientacién. Por el teorema 2.2
existe exactamente una transformacion isométrica tal que los vértices de un
triangulo dado, y sus correspondientes vértices del triangulo, son enviados
a un tridngulo congruente al dado. Si la isometria es directa se dird que
los triangulos tienen la misma orientacion. Si es opuesto la orientacion sera
diferente. En el siguiente teorema se demostrara que la propiedad de tener
orientaciones iguales es invariante bajo las isometrias.

Teorema 2.22. Sean z,, w, € C conk = 1,2, 3, los vértices de dos triangulos
congruentes y con la misma orientacion. Si I, : C — C es cualquier
isometria, entonces los tridngulos con vértices L,p(zx) € Iop(wy), para cada

= 1,2,3 tienen la misma orientacion. St la orientacion de los triangulos
son diferentes, entonces sus imagenes bajo la isometria I son de orientacion
diferente.
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Demostracion.

Caso 1. Si la orientacién de los tridngulos es la misma, entonces I,
una isometria directa tal que I, (2;) = wy, se tiene lo siguiente

[a,b<wk) = 1gp © Iib(zk)
= (Iop o Iy) o (I, 0 Iap)(zk)
= (Iypo0 [{;fb o [;;) o (Lop(2k))-

Asi, ]:,b € M., de acuerdo al teorema 2.13, ., es un subgrupo normal
de M, por lo que I, [;b o I;z} € M. Luego, 1,,(2x) es enviado en
I, (wy) mediante una isometria directa, para cada K = 1,2,3. Asi, los
tridngulos con vertices I, ;(z) e I, p(wy) para cada k = 1,2,3, tienen
la misma orientacién.

Caso 2. Si se supone que I, (%), Lop(wy) tienen la misma orientacion
y que I7,, es una isometria directa, entonces I, 4(z1) = I, o I, p(wy) y
2L = ]a_; o Iib o I, p(wg), con k =1,2,3. Usando un argumento similar
al anterior caso se concluye que /- )0 [;fb ol € My, pero esto es una

contradiccion.

O

Se puede observar que el concepto de orientacion esta dado de manera
intuitiva y no mediante una definicién. Todo lo que se ha logrado es definir
la orientacién directa u opuesta de tridngulos congruentes.

2.6. Traslaciones y rotaciones

En esta seccién se mostrara una idea mas general de las transformaciones
en el plano complejo. Debe ser claro, por ahora que, el grupo 9t de isometrias
es de especial interés en esta tesis debido a que las isometrias preservan
distancias. Mas ain, toda figura es enviada mediante una isometria en una
figura congruente a la dada. Por ejemplo, el segmento AB es enviado al
segmento C'D por algina isometria, por tanto tienen la misma longidud, el
tridngulo A ABC es enviado al tridngulo A DEF por medio de una isometria,
o dicho de otra manera se puede decir que es “el mismo triangulo pero
en diferentes lugares”, formalmente dichos tridngulos son congruentes. Asi,
la preservacion de distancias estd fuertemente conectado al estudio de la
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geometria Euclidiana, y las isometrias pueden ser consideradas como el grupo
de transformaciones que “pertenecen a la geometria Fuclidiana”, mas ain,
las similitudes envian cada figura en otra figura similar cuyas dimensiones
son |al, al igual que lo son para la preimagen.

Sea T': C — C, definida como T'(z) = az + b, si |a|] > 1, no se puede
considerar una figura y su figura imagen (Se puede llamar a la imagen “una
copia amplificada”) como “lo mismo”. Se estard de acuerdo en tratar una
geometria sélo en su forma y no en el tamano. Tal geometria es diferente de la
geometria Euclidiana. Esté caracterizacién en geometria esta dada por medio
grupos de transformaciones, esto es la esencia del “programa Earlangen”,
propuesto en 1872 por el matemético aleman Felix Klein (1849 - 1925) en su
discurso inaugural en la universidad de Earlangen.

En topologia las transformaciénes pueden ser de naturaleza muy general,
porque la tnica restriccion impuesta en las transformaciones es que sean
continuas, por ejemplo; el interior de todo circulo y todo triangulo, son
considerados copias del mismo objeto.

En este trabajo se tratara sélo con la geometria lineal, en la cual las
transformaciones envian rectas en rectas y planos en planos. Asi, las
transformaciones de la geometria lineal son colineaciones en el plano. Mas
adelante se estudiard otra geometria lineal y sus grupos.

Grupo de translaciones y rotaciones

Se iniciara con el estudio de las isometrias simples y de las traslaciones.
Hasta este momento siempre era dada la preimagen de una transformacion
y se tenia que dar la imagen. Ahora se hard de manera inversa, por lo cual
seria interesante saber si hay un elemento del grupo de transformaciones que
mande un punto determinado a un punto de la imagen dado.

Si para cada punto z existe una transformacién en el grupo tal que el cero
lo envié a zy, entonces este grupo de transformaciones se llamara transitivo.
Un requisito equivalente, aunque aparentemente mas fuerte para un grupo
de transformaciones transitivas, es el tener un punto arbitrario w que sea
enviado en otro punto arbitrario w’. Por lo anterior, se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 2.23. El grupo 7 de las traslaciones es transitivo y es un subgrupo
normal de MM .

Demostracion. Sea T, : C — C, definida por Tj(z) = z 4+ b en .7. Observar
que T, € 9 cuando b = 1, por lo que . C M y como 7 es un grupo
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con la composicién, se implica que 7 < 9. Por otro lado, la traslacion
T.,(2) = z + 2o envia el cero a 2, asi queda probada la transitividad.

Ahora, si I, : C — C definida por I, (2) = az + b con |a| = 1, Ty es una
traslacion arbitraria y (1;,)~"'(2) = a~'(2—=b), entonces I}, oTyo (1) 7' (2) =
ala™'(z =b) +d] + b= z+ady dado que I, 0o Tyo (I;,)~" = Tug € 7, para
cada Ty, asi, 17, 0 Tyo (I},)”" C 7, en consecuencia 7 < M. O

Una definiciéon més general de rotacion se dard a continuacién, no sin

antedes decir que en la introduccién previa las “rotaciones alrededor del
cero” encajan en la nueva definicion.
De manera intuitiva una rotacién puede describirse como una isometria
que deja de ser uno y solo un punto en el plano. Si queremos estudiar las
rotaciones sera util considerar tales puntos sin cambios, por lo que se llamaran
“puntos invariantes”.

Definicién 2.24. Un punto z es llamado punto invariante de una
transformacion B, si f(z) = z. Una linea £ es un linea invariante, si
B transforma cada punto de £ en un punto de L.

La definicién de una linea invariante podria causar problemas, se aclarara

que no se requiere que cada punto de .Z sea un punto invariante, en otras
palabras, 5 no solo deja fijos a in subconjunto de puntos de .Z si no mas
bien a todo .Z, es decir, todo se conserva bajo 5.
Las traslaciones que no son la identidad, no tienen puntos invariantes.
Algebraicamente esto es equivalente al hecho de que; z = 2z 4+ b con b # 0,
no tiene solucién. Por lo tanto, es razonable iniciar con el estudio de puntos
invariantes para las isometrias directas que no son traslaciones.

Teorema 2.25. Sea I;fb . C — C wuna isometria definida como
17, (z) =az+bconla| =1, a # 1 y con exactamente un punto invariante

w=>b(1—a)". (2.7)
Ast, I;b puede ser reescrito como;
15 (2) = a(z —w) + w. (2.8)

Si Ry, Ry : C — C son rotaciones definidas; Ry, (2) = z + w, Ry.(z) = az,
entonces I, = Ry 0 Ry 0 R,
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Demostracion. Siw es un punto invariante, entonces se tiene que w = aw+0b
de la ecuacién (2.7). Luego, como la operacién es reversible este es el unico
punto invariante. Ahora, substituyendo se tiene que b = w(1 — a) en az + b,
de lo cual se obtiene la transformacién (2.8), pero esto puede ser expresado
como el resultado de actuar consecutivamente las transformaciones antes
mencionadas, donde R,' : C — C, definida por R,'(z)aw. Asi, se tiene que
I}, = RyoR,0 R, O

alz —w)+ w

z—w

Imagen 2.10: Isometria directa

De lo antes mencionado, surge la siguiente pregunta ;Qué significado
tiene la geometria de una isometria directa que no es una traslacién?
para responder esta pregunta observe la imagen 2.10, se muestra las tres
etapas usadas para la construccién de 9. El significado geométrico de
la construccién es una rotacion alrededor de w por medio de un angulo
a = arg(a), por lo que es razonable usar el término de “rotacién alrededor
de w” con arg(a), para toda isometria directa de la forma (2.8) que no es
una traslacion, véase la imagen 2.11 En particular, una rotacion alrededor
de w, donde 7 es una media vuelta al rededor de w, véase la imagen 2.12.
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, /]
Imagen 2.11: Isometria
directa Imagen 2.12: Rotacién
alrededorde w

En este caso, a = =1y z +— —z 4 2w, de hecho la definicién de rotacién
se adapta a lo dicho antes en la introduccién, “rotacion alrededor del cero”,
de este modo se tendria z — az con |a|] = 1. El caso especial de las

transformaciones es la identidad, la cual se representa como, z — z, dicha
transformacion ‘puede considerarse como una rotacion alrededor del cero con
un angulo de cero grados.

Otras formas de ver las isometrias directas son cuando a # 1, lo que implica
una trasformacién de coordenadas.

Si se mueve del origen al punto invariante w donde los nuevos ejes sean
paralelos y de igual orientacion a los ejes viejos, entonces en el nuevo sistema
la isometria se convierte en z — az. Asi, la geometria es mas sencilla de
apreciar en la imagen 2.10. Algebraicamente, la transformacion 2.8 implica
I;b(z—i-w) = az+w, y después las transformaciones de coordenadas giran por
medio de I,(z) = az. Se puede considerar esto como un estandar para toda
isometria directa que no sea una traslacion. Por lo cual se puede apreciar que
toda isometria directa que no sea una traslacién, en estos momentos se trata
de una rotacién alrededor de algin punto.

Una definicion general del término candnico seria de la siguiente manera; sea
S un conjunto y G(S) un grupo de transformaciones bajo S. Supongamos
que existe un subconjunto C de S con la propiedad de que s € S, existe
exactamente un elemento ¢ € C, para alguna transformacién T € G(S) tal
que T'(s) = ¢, esto implica que ¢ sea llamado forma canénica de s bajo G(S).
Un caso especial, donde s := [ ; , . C — C es la isometria directa definida
por I, (2) = az + b, c es la isometria ¢ := I, : C — C, definida I,(2) = az.
Asi, To(s(z)) =T(s(z)) =T(az+b) = I,(az + b) = az. En lo que sigue se
estudiaran el conjunto de todas las rotaciones en un punto w.
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Teorema 2.26. El conjunto %, de las rotaciones alrededor del punto w es
un grupo, y los grupos %, de todos los valores de w son isomorfos entre si.

Demostracion. Por el teorema 2.25, se tiene que para toda R € %, se puede

escribir, R = R, o R' o R, con R' € %y. Sean R = R, o R o Ry
R+ = R, o R" o R;' dos rotaciones alrededor de w.

Se probard que %, es un grupo con la composicion, para ello primero se
mostrara que Z,, es un subgrupo de 91 por el teorema 1.4, solo basta exhibir

que R~' o Rx € #,,. Asi,

R'oR =(R,oR oR,)) ' o(R,oR oR,")
=Ryo(R)'oR'oR,0R'o R}
=Ry,o(R)'o(R'oR,)oR'o R}
=Ryo(R'oR") oR,"

Por el teorema 2.12 se tiene que, %, es un grupo, asi (R)"'R' = R" € %,
esto es, R"'Rx = R,R"R,' € %#,. Como todo subgrupo es un grupo, se
concluye que (%, 0) es un grupo.

Sea

B:%O —>%w7

definida como

Ry — RwoRooRgl.

Se afirma que [ estd bien definida, en efecto; si R, = R, entonces
R, o Ryo R,' = R, o Rj o R;'. Se demostrard que (3 es biyectiva. Si
R, o Ryo R, = R, o Rj o R,', entonces Rj = R}, esto porque Z,
es un grupo. Si R = R, o Ro R;' en %#,, donde R € %,, entonces
B(R)=R,oRyo R,'=R.

Por lo anterior se tiene que R o R* puede ser expresado como R’ o fo R" o f
o bien como (R o R") o 3, con esto se prueba que § es un isomorfismo. Por

lo tanto Z,, = Ry, vy los %,,’s son isomorfos a si mismos. O

Corolario 2.27. Los grupos de rotacion %, forman un conjunto completo
de subgrupos conjugados de % en el grupo de todas las isometrias.

Demostracion. Si 17,1, R : C — C definidas como; I;,(z) = az +

a,b’ “a,b’
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b, 1,,(2) =az+by R(z) = cz, con |a| = |c| = 1, entonces

[;,b oRo ([afb)*l(z) = I;fb oR(a'(z—b))
= I;fb(cafl(z —b))
=a(ca*(z—b)) +b
=aa 'c(z—b)+b
=lale(z =)+ b
=c(z—0)+b
= Ryo Ro R, '(2),

donde Ry € Z.,. Ast, I7 0o Ro(I,)7"(2) = RyoRo R, (2). De manera analoga
I,oRo(I,,) " (2) = RyoR'o R,;! con R/(z) = ¢z, ambas transformaciones
son elementos de %, esto implica el resultado. O

El concepto de punto invariante el cual proporciona una caracterizacion
geométrica de las traslaciones, que al comienzo de esta seccion se definié de
una manera puramente algebraica.

Teorema 2.28. Una isometria en el plano es una traslacion si y solo si no
tiene puntos invariantes y la orientacion se preserva.

Demostracion. Si la isometria ];b : C — C preserva orientacién se trata de
una isometria directa por lo que ];b(z) = az+b. Recordar que una isometria
directa tiene un punto invariante w el cual satisface la ecuacion (2.8), a no
ser que a = 1. Asi, en la ausencia de puntos invariantes sera necesario que
a=1,y I;,b envie z en z + b, que es una traslacion.

De manera reciproca, si [afb(z) = z + b, entonces es un traslacién, més aun,
es una isometria directa asi, I;fb no tiene puntos invariantes. O

2.7. Reflexion

En esta seccion se tratardn las isometrias directas con respecto a sus
puntos invariantes.
Se iniciara con el caso especial de isometrias opuestas del tipo 1, : C — C,
definida por I, ,(2) = aZ con |a| = 1, donde un punto invariante de esta
transformacion es w el cual satisface w = aw, de ahi que w = 0 6 ww ! = a.

Se hara una comparacion de los argumentos en ambas ecuaciones.
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Si « es el argumento de w, entonces el argumento de w es —a, por lo cual « es
el argumento de w™!, de ahi que arg(ww™) = a+a =2a 'y 2a = arg(a), se
concluye que o = %@. Asi, todos los puntos cuyos argumentos sean %@,
seran el punto cero o puntos invariantes, esto debido a que el procedimiento
que produjo este resultado puede ser reversible, por consiguiente estos son
puntos invariantes. Mds aun, todos ellos se encuentran en la linea recta que
pasa por el cero formando un angulo de MQT@') con respecto al eje real, y todos
los puntos en la linea son invariantes.

De lo mencionado previamente se tiene que para todo punto z y su punto
simétrico, puede tomarse la isometria I, : C — C definada por I, (z) = az
en un punto z’ simétricamente a z con respecto a la linea invariante.

Una linea de reflexion se define como una isometria que deja invariante
a todo punto de una linea fija .Z, pero no deja fijo a los puntos que no
pertenecen a la linea. De esta manera se entenderan a las lineas de reflexién
como el reflejo de la linea .Z.

Una reflexion 6ptica a lo largo de £ en un espejo con ambos lados planteados,

producira el mismo resultado, véase la imagen 2.13.

Imagen 2.13: Linea de reflexién

Observe que se ha probado el siguiente teorema.

Teorema 2.29. La isometria F, : C — C, definida por F,(z) = az con
la| = 1, es una reflexion en la linea recta que pasa por el cero, incluido el eje
arg(a)

real positivo con un dngulo =—35=.

Ahora, se trabajara con transformaciones méas generales, que seran de la
forma I_,(2) = aZ + b con |a|] = 1. La pregunta natural es, jeste tipo de
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transformaciones tiene puntos invariantes? Para responder a esta pregunta,
se debe de recordar que para un punto invariante w se tiene:

w = aw + b. (2.9)
Aplicando el conjugado se tiene

w = aw + b, (2.10)
luego sustituyendo la ecuacién (2.10) en (2.9) se obtiene:

w = a(aw +b) + b
= aaw + ab+ b
= |a]*w + ab + b
= w +ab+b.

De este modo se tiene que w = w + ab + b, que implica,
ab+b =0, (2.11)

que es condicion necesaria para la existencia de un punto invariante de
I7,(2) = az + b. La ecuacién (2.11) es condicién suficiente para que w = &

2
sea un punto invariante, en efecto,

7+b_al_)+b_al_)+b+b b

R N R B

Ahora, supongamos que I, ,(z) = az+b con |a| = 1, tiene un punto invariante
wporloquew:aqub.’
Si 2’ es la imagen de z, entonces 2z’ = az + b, notar que 2’ —w = a(Z —w) =
a(z —w), por lo que I, ,(2) = a(z —w) +w, p

I, =Ry,o0F,0oR," (2.12)
De lo anterior surge la siguiente pregunta, ; Cudales son los puntos invariantes
de I,,? Para responder esta pregunta se hard el siguiente analisis.
Si Ry,oF,0R;'(2) = z, entonces F,oR'(2) =T, (2) y T;'(2) = z—wes un
punto invariante de F,, pero de acuerdo al teorema 2.29, z — w es invariante
bajo F, si y solo si se encuentra en la linea invariante .Z. Si v = z — w,
entonces se pueden observar que todos los puntos invariantes de la igualdad
(2.12), son los puntos de la forma v +w, donde v asume los valores de todos
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los puntos en .Z, y w es un punto fijo invariante de I ,. Por el teorema 2.3
los puntos v + w también estdn en una linea recta, e I, tiene que ser el
reflejo de la linea.

Imagen 2.14: Reflexién F' sobre una linea ¢

Por otro lado la imagen 2.14, es una reflexion F' sobre una linea .#~ dada,
y sean w un punto en £ y F, una reflexion sobre la linea . la cual pasa
por el cero y es paralela a £ . Notar que F, existe debido a que si [ es el
angulo entre .Z y el eje real positivo, entonces existe un nimero complejo
a = cos 23+ 1sin 23 que satisface la condicién 5 = %@l) y |a] = 1. Por lo que
de la ecuacién (2.12), I, deja invariante a todos los puntos de J¢". Por el
teorema 2.6, existen dos transformaciones isométricas tales que a cada punto
de % es el mismo. Una de estas isometrias se trata de la identidad. Por otro
lado, la ecuacién (2.12) no es la identidad por lo que estéd determinada de
manera nica y como la isometria deja los puntos en J#°, estos son todos los
puntos invariantes. De esta manera se concluye que F' es la ecuacién (2.12),

asi el siguiente teorema estda demostrado.

Teorema 2.30. Una isometria opuesta I, : C — C definida por I ,(z) =
az + b, tiene puntos invariantes si y solo si la ecuacion (2.11) se cumple. Si
una isometria opuesta tiene un punto invariante, es una reflexion en alguna
recta y toda reflexion en una recta es una isometria opuesta.

Se puede desarrollar la forma canoénica utilizando una transformacién de
coordenadas adecuadas.
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SiI,,(z)az + b con |a| = 1y la ecuacién (2.11) se cumple, entonces

b b b
Ia_,b<z\/a+§)=a(2\/5+§)+b:a2\/6+%+b

b+b b
N E

2 2
b
= 2@\/& + 5
_ b
=zVa+ -.
2
Bajo la transformacién de coordenadas I, ,(z) = zZva + g se tiene que

z +— Z, pero tambien se puede considerar la forma candnica, la cual se define
como I],(z) = Z, para cada isometria opuesta que tenga puntos invariantes.
Geométricamente es un reflejo de la linea cuyo espejo es el eje real.

Isometrias que son su propia inversa

Las lineas de reflexion tienen la propiedad de ser involucion, es decir,
que su inversa es ella mismas, lo que significa que su periodo es dos, es decir,
para cada transformacién involucién ¢ : C — C tal que sea su propia
inversa, es decir, ¢* = Id. Geométricamente los puntos se intercambian por
V', o de manera similar ¢(z) = 2/, si y solo si, ¢(2') = z. Con todo esto la
pregunta natural seria, ;las reflexiones de linea son las tinicas isometrias con
esta propiedad? Esto no es necesariamente cierto, puesto que hay un tipo
de isometrias con esta propiedad que de alguna manera también merecen
el nombre de “reflexién”. Se trata del punto de reflexion que ya se ha
mencionado con el nombre de media vuelta. Una media vuelta de w es una
reflexion en el punto w. Una linea de reflexién deja invariante a una linea y
todos los puntos sobre ella. Por consiguiente, algo andlogo a esta propiedad
sucederia si el punto de reflexién dejara un punto invariante y todas las lineas
que inciden en el.

En el teorema que se enuncia a continuacion se justifica el nombre alternativo
para la media vuelta.

Teorema 2.31. Una media vuelta respecto a un punto w, deja invariante a
todas las lineas que pasan por w.

Demostracion. Una rotacion respecto a un punto w por medio de una
transformacion 7 es invariante, porque una linea a través de w son enviados
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en puntos de la misma linea, sin embargo una prueba analitica puede estar
dada como las distancias entre los puntos z y w es decir |z — w| y dado
que es una media vuelta se trata de una isometria, I donde la imagen
del punto I(z') = —z 4 2w satisface |2/ — w| = |z — w|. Por otro lado,
|z =2 =|z+2z—-2w| =2z —w| = |z —w|+ |z —w|.

Por lo tanto, para el tridngulo cuyos vertices son z, z’ y w, un lado es igual
a la suma de los otros dos lados restantes. Esto solo puede suceder si los tres
vértices son colineales. [

Teorema 2.32. Toda isometria involucion es una reflexion en una recta o
reflexion en un punto (media vuelta) o la identidad y de manera inversa,
estas reflexiones son isometrias involucion.

Demostracion. Para una isometria directa involucién [ : C — C definida
por; I4(z) = az+b. Si z = a(az +b) + b= a’z + ab+ b, entonces a®> = 1y
ab+ b =0, lo que implica los siguientes casos;

Caso. 1 Sia=1yb=0, se trata de la transformacion identidad.

Caso. 2 Si a = —1 y b es arbitrario, se trata de una linea de reflexion o
un punto de reflexion.

En consecuencia, se tiene que tanto la identidad como un punto de reflexién
son isometrias. Ahora, para una isometria opuesta dada por;

z=a(az +b) +b=a(az +b) +b=aaz+ ab+b,

por lo que, la ecuacién (2.11) se cumple, luego por el teorema 2.30 se sigue
que la transformacion es una linea de reflexion.
Para el reciproco se tienen, los siguientes casos;

Caso. 1 Si la transformacién es la identidad, entonces Idold(z) = Id(z).

Caso. 2 Si es una linea de reflexiéon o un punto de reflexién, es decir,
Iy(2) = —z+b, entonces [y o lp(z) =Iy(—2z+b) =2z =1d(2)

Por lo tanto son isometrias involucion. O]
Isometrias generadas por reflexiones
En estos momentos se estd de acuerdo con la transformacién que resulta

de la linea consecutivamente pre formada de la reflexién, para ello primero
se consideraran dos reflexiones.
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Teorema 2.33. La composicon de dos refleziones en las rectas K y L es;

(1) Una traslacion si solo si X y £ son paralelas.

(i) Una rotacion al rededor de un punto comin de A& y £ siy solo si
éstas se intersecan.

Demostracion. Sean Fy, Fy : C — C definidas por; Fi(z) = aZ + b con
la| = 1, una reflexién con respecto a £y Iy(z) = ¢z +d con |c¢| = 1, una
reflexién con respecto a £y

cd+d = 0. (2.13)
Haciendo la composicion de las reflexiones se obtiene,
Fyo Fi(2) = c(aZ +b) + d = c(az + b) + d = acz + cb + d.
En consecuencia se consideran dos casos;

Caso 1. Si ac = 1, entonces Fy o Fi(z) = z 4 be + d es una traslacién,
mds ain, ac = 1, se sigue que aac = a, entonces |a|*c = a, por lo que
arg(c) _ arg(a)

¢ = a, esto implica que =3~ = =5~ asi, # y £ tienen la misma

pendiente con respecto a el eje z positivo. Por lo tanto, J||.Z.

Caso 2. Si ac # 1, entonces Fy o Fy(2) = acz + (be + d) se trata de una

rotacion alrededor del punto w = %, por el teorema 2.8.

Para la necesidad.
Si A'||-Z se implica que a = ¢ y a¢ = 1. Ahora, se probard que w es el punto
de interseccion de %y £ ambas reflexiones dejan a w invariante.
Para la reflexion en £ se tiene;
F'(w) = aw + b= a(bé +d)(1 —ac+ b)~"
abé + ad
=——+b
1—ac
abé + ad + b — ach
1—ac
ad+b
1 —ac

_ ad +b <d0)

1 —ac d_c
acad + abc

ac — aact
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Recordando que aa = c¢ = 1, porlo cual;

() = 4Fabe

ac—1
Luego cd+ abc = cd+d — d+ abc = (cd + d) — d + abe y de la ecuacién (2.13)
se sigue que abc — d = abc + bc —bc —d = (ab+ b)c — bc —d = —bc — d y por
la ecuacién (2.11), finalmente se tiene que;

F(w) = be +d
1 —ac

Por lo que, w esta en la linea % .

La reflexién F”en .Z envia w en cw + d, luego sustituyendo w se tiene;
C(Il)é+d:) td= c(be+d)+d—acd _ bicd+d—acd
—ac 1—ac 1—ac

, de la ecuacién (2.13), se sigue;

b—aéd_ b— acd (dc)
1—ac 1—ac \ac
B bac — acacd

ac — acac
_abc—d
~ac—1
_d—abc
- 1l—ac
_d—abc — be+ be
B 1—ac
B d — abc — b + be
B 1—ac
_d— abe — b + be
1—ac
d — ((ab+b)e) + be
B 1—ac '
Luego, por la ecuacién (2.11) se concluye que; F” o F'(w) = %.

Por lo que w es invariante bajo las reflexiones en 2 y .Z. Més aun, w es el
punto de interseccién de %" y Z. m

Dentro de las clasificaciones de isometrias se encuentran las traslaciones
con a = 1 y las rotaciones con a # 1 en los casos directos, y en lineas de
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reflexién con puntos invariantes en los casos opuestos. Por otro lado, el caso de
isometrias opuestas sin puntos invariantes que en estos casos, [ a p(2) =azZ+b
y I,,(2) = F,oTy(2) es una traslacién seguida de un linea de reflexion.
A tal isometria sin puntos invariantes es llamada reflexion deslizante.
Geométricamente se puede obtener la siguiente caracterizacion.

Teorema 2.34. Una reflexion sobre una linea sequida de una traslacion
Ty, resulta una reflexion deslizante, siempre que el reflejo de la linea £ no
sea perpendicular a la posicion del vector b. Reciprocamente, cada reflexion

deslizante es la composicion de una traslacion paralela a £, véase la imagen
2.15.

Imagen 2.15: Reflexion deslizante

Demostracién. Primero se probard la suficiencia. Si I, ,(2) = I, 0Ty(2) no es
una reflexién, entonces [ «p tlene un punto invariante por lo que la ecuacion
2.11 es valida. De ahi que ab = —b, por lo que el arg(ab) = arg(—b), esto
se reescribe de la siguiente manera, arg(a) — arg(b) = arg(b) £ m que es
equivalente a %@‘) = arg(b) £ 5. Por el teorema 2.29 se sigue que %«') es
el angulo entre el eje real positivo y £, mientras que el arg(b) es el dngulo
entre el lado positivo del eje real y la posicion del vector b. Por lo tanto, .Z
es perpendicular a su vector de posicion.

Para la necesidad. La reflexién de deslizamiento D : C — C definida por:

48



CAPiTULO 2 GEOMETRiIA DE FUNCIONES DE VARIABLE
COMPLEJA.
2.7. REFLEXION

D(z)=az+b=a(z—8)+ L+ % luego

Por lo cual Ty o Tg o F, oT,'(2) = D(z). Ahora, solo resta probar que
2
2arg(d) = arg(a), para ello,

d d?

() =—

\d| dd
B ab+b
ab+b

ab+b
<ab+b>
ab+b
lalb + ab
ab+b
b+ ab

De ahi que arg(‘d‘) = 2@7’9(%) = 2arg(d) = arg(a). Por lo tanto, queda
demostrado el teorema. O
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p+bf2

;'é’.?

p—b/2

Imagen 2.16: Linea perpendicular a la vecto b

Una simple consideracién geométrica, véase la imagen 2.16 seria ver que
sucede en el caso cuando .Z es perpendicular al vector b.
Si p es cualquier otro punto en .Z, entonces p + % es invariante ya que es
enviada a p — g por la reflexién en .Z y de nuevo en p + % por Ty. Por lo que
estas transformaciones tienen una linea de puntos invariantes y es un reflejo
de la linea en lugar de un reflejo del plano.

Teorema 2.35. La composicion de tres reflexiones en rectas es en si mismo
una reflexion en una recta o una reflexion deslizante.

Demostracion. Sean tres reflexiones dadas F; : C — C, definidas por
Fi(z) = ajz 4+ b; con j = 1,2, 3entonces la composicién de las tres
reflexiones se define como; Fs o Fy o Fi(z) = as(as(a1z+ by) +bs) + b3 =
102037+ Azasby +asby+bs = asZ+by, con ay = asdaay y by = azdsb; +asb+bs,
asi, F3 o0 I 0 Fi(2) = a4z + by, por lo que Fy o Fy o Fy pertenece al grupo de
isométrias opuestas.

Si F3 0 Fy o I} deja invariante a todo punto de una linea fija . ,pero no
deja fijos a los puntos que no pertenecen a la linea, entonces se trata de una
reflexiéon en una recta.

Si F3 o 5, o F; no tiene puntos invariantes se trata de una reflexion
deslizante. n

El siguiente teorema ayuda a tener una idea mas clara sobre los puntos
invariantes de las isometrias.

Teorema 2.36. Si las isometrias tienen un punto invariante en comin,
entonces estas forman un grupo.

20



CAPiTULO 2 GEOMETRiIA DE FUNCIONES DE VARIABLE
COMPLEJA.
2.7. REFLEXION

Demostracion. Se demostrara que las isometrias con un punto invariante son
subgrupos de las isometrias. El elemento neutro en el grupo de isometrias es
Id(z) = zo, por lo que Id es una isometria con un el punto zy invariante, luego
la inversa de una isometria [ tiene los mismos puntos invariantes que I ya que
si 2o no es invariante bajo I™1 y I(zy) = zg, entonces I~1(I(z)) = I"*(20) vy
I (1(29)) = Id(zp) = zg, como no es invariante sucede; I~(2q) # 2y, por lo
anterior se tiene I71(2g) = 29, pero esto no puede ocurrir.

Si I y I’ son dos isometrias que dejan invariante a w, entonces I’ o I(w) =
I'(w) = w. Por lo tanto las isometrias con un punto invariante es un
subgrupo de las isometrias, recordar que todo subgrupo es un grupo, se tiene
el resultado. O

Existe una interesante relacién entre perpendicularidad y reflexiones, esta
relacién se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.37. Dos lineas distintas £ y # son perpendiculares entre si,
sty solo si la composicion de las reflexiones con respecto a L y K son
involucidn y no es la identidad(Imagenes 2.17 y 2.18).

w

Z#Z"

Imagen 2.17: Involucion Imagen 2.18: Involucion

Demostracion. Supongase que .Z 1% y sea w el punto de interseccion, por
lo cual la composicion se es involucién I, , = T,,0 F.oT, *oT,0F,oT ' donde
Tyo FyoT;1 eslareflexién en # y Ty 0 F.o Tt es la reflexién en .. Por

consiguiente, I, = Ty0 F.o F, 0T, (2) = c(a(z — w)) +w = acz — acw +w.

Por otro lado, .Z L% implica que %(a) — %(C) = £3, esto es equivalente a
arg(a)—arg(c) = arg(%) = £m, en consecuencia ¢ = —1. Luego sustituyendo
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a = —c se tiene;

Ip(2) = a(—a)z — a(—a)w + w = —(aa)z + aaw + w
= —|a*z + |a]*w + w

=—z4+w+w=—2z+2w.

Como I, es una isometria directa involucién e I, # Id solo puede tener un

punto de reflexién, por ello I, ,(z) = —z + 2w. Por otro lado,
“_
c
°(%) 4
c\c/
w_
]
ac = —1.
. _ . arg(c) arg(a) __ T
Si arg(c) — arg(a) = Id £ m, entonces 4= — &L = +7. Por lo tanto
K 1L Z. n

Otro concepto que relacionas las reflexiones son la incidencia de puntos
y una linea la cual se refiere como; “el punto se encuentra en la linea ” o “la
linea pasa a través del punto.”

Teorema 2.38. La composicion de la reflexion en un punto w y la reflexion
con respecto a la linea £, es involucion si solo si w pertenece a £, véanse
las imagenes 2.19 y 2.20.

W w

!
— 2'#z
<

Z=Z

Imagen 2.19: Involucién con w  Imagen 2.20: Involucién con

en & w¢ L
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Demostracion. Sea la reflexiéon I : C — C con respecto a la linea &
definida por; I#(z) = aZ + b, con la ecuacion (2.11).
La reflexion en el punto w es F, : C — C, que esta definida por

Fy(z) = —z + 2w, de ahi que [,4(2) = Ly o Fp(2) = Ig(—2 + 2w) =
a((—z —2w)) + b= —az + 2aw + b. Por lo que w € .Z
Si w € %, entonces w es invariante bajo [, asi, w = aw + b, lo que
implica w = *—*. Luego, sustituyendo w en I,;(2) se tiene; Iop(z) =
—azZ + 2a (“’;b) +b=—az+ 2w — b, luego

Iib@) =

Lop(Lap(2))

I.p(—azZ +2w —b)
—a(—az+2w —0b)+2w+b
la|z — 2aw + ab + 2w — b

=z —2aw — 2b+2b — b+ ab + 2w
=z — (2aw + 2b) + (b + ab) + 2w

:z—(Qa(w_b>+26>+2w
a

=z

= 1d(z).

Asi, I, es una involucién.
Se asumird que I7, = Id, de ahi que Io4(z) = —aZ + 20 + b es una
isometria opuesta involucién, por lo que tiene un linea de reflexion y un
punto invariante, esto ultimo se da por la condicién de la ecuacién (2.11).

—a(2a@ + b) + 20w +b =0
—2|ajw — ab — 2aw +b =0
—2w — (ab + b) + 2aw + 2b =0
—2w + 2aw +2b =0

w = aqw + b.

Por lo tanto, w es invariante bajo I y por lo tanto w pertenece a la linea
Z. m

Los dos ultimos teoremas muestran la importancia de expresar las
relaciones en términos de reflexiones. Esto es un intento razonable de una
construccién de toda la geometria basada en los conceptos de reflexion.
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De hecho, esta ha sido archivada por la escuela de gedmetras, el principal
de ellos fue un matematico Danes J.T. Hjelmslev(1873-1950). Para mas
informacion sobre este tema, véase F. Bachmam, Aufbauder Geometric aus
dem spiegelungsbegriff. Berlin: Springer Verlang, 1959.

El siguiente teorema muestra de manera més clara, el significado fundamental
de las reflexiones.

Teorema 2.39. Toda isometria es la composicion de a lo mds tres reflexiones
en rectas. Si la isometria tiene un punto invariante, entonces a lo mds dos
reflexiones en rectas son suficientes.

Demostracion. Si la isometria es directa, se trata de una traslacion
T, : C — C o una rotacion R, : C — C tal que R, = T, o R, o T},.
Respecto a Ty, b # 0 dado que la identidad es un caso sencillo puede ser
omitida, luego existe un dnico a € C tal que satisface la ecuacién (2.11).
Sean F, y T% oF,o TQ_1 dos reflexiones tal que;

2

b\ b
TsoFaOT?OFa(Z):“(mz) T2
ab—b
= fal= -
2
=z+0b

Ahora, para el caso de la rotacién se tiene que; T, o R/ o T;j! =
(TyoF,oT, ') o(T,oFoT,") esla composicién de dos lineas de reflexién
o una reflexién deslizante.

Una reflexion deslizante es la composicion de una traslacion y una linea de
reflexion, pero la traslaciéon es la composicién de dos reflexiones. Por lo tanto,
la reflexion deslizante se puede escribir como la composicion de a lo mas tres
reflexiones.

Si la isometria tiene un punto invariante, la isometria es una rotacién o una
linea de reflexién que es la composicion de a lo mas dos reflexiones. O

Nota: La condicién no es necesaria; las traslaciones son composicién de
dos reflexiones, pero no tienen puntos invariantes.
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Capitulo 3

Reflexiones en rectas y
circunferencias en el plano
euclidiano.

Las reflexiones son transformaciones geométricas elementales, pero con

consecuencias importantes ya que son necesarias para el estudio geométrico
de las transformaciones de Mobius. Se muestra méas adelante que estas
funciones forma un grupo de transformaciones definidas en el plano
euclidiano, donde cada una ellas estd generada por composiciones finitas de
reflexiones con respecto de lineas o circunferencias.
Se estudiara con detalle la geometria y se introducirédn las primeras nociones
para estudiar la dindmica de las transformaciones de Mobius elementales a
saber, traslaciones, rotaciones y homotecias. Estas transformaciones seran
clasificadas como parabdlicas, elipticas e hiperbdlicas en la notacién clasica,
las cuales se definiran posteriormente.

3.1. Reflexiones y el grupo de Mobius

Se seguira denotando con £ a una linea recta cualquiera del plano
euclideano, pero solo nos referiremos a .Z como recta, ¢ a una circunferencia
con centro en un punto O € R? con radio r > 0 y con AB se denotar el
segmento de A a B.

En la seccién previa se estudiarén las reflexiones con respecto a un linea
en el plano complejo, por lo que en este caso solo se mencionaran algunas
propiedades de estas reflexiones pero para el plano euclideano. De ahi
que una reflexion con respecto de una recta £ es una transformacion
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CAPITULO 3 REFLEXIONES EN RECTAS Y
CIRCUNFERENCIAS EN EL PLANO EUCLIDIANO.
3.1. REFLEXIONES Y EL GRUPO DE MOBIUS

Ry : R? — R? definida por; Rg(P) = P’ tal que el segmento PP’ es
ortogonal a la linea .Z y es bisecado por esta linea, es decir .Z es mediatriz
de PP’, véase la imagen 3.1.

Imagen 3.1: Reflexién con respecto de .Z

Observacién 3.1. Dos rectas £ y £’ pueden ser paralelas o bien pueden
intersectarse; dependiendo de esto, la composicion definird dos tipos distintos
de transformaciones elementales del espacio en R2.

1. Si P € £, entonces Ry(P) = P.

2. Si Id : R* — R? es la tranformacidn identidad y se define R%, :=
Ry o Ry, entonces R? fijos, es decir, R%, = Id, por lo que Ry es una
tnvolucion.

3. De la propiead anterior se sigue que R es invertible y que su inversa
es R;} =Rgy.

Otras reflexiones importantes del plano euclidiano R? son las reflexiones
con respecto a circunferencias.

Definicién 3.2. Dada una circunferencia ¢ con centro O y radio r, Se
llama tnversion geométrica o reflexion respecto de la circunferencia €
en R? a la funcién Ry : R?\ {0} — R? tal que si P € R?\ O, entonces
P' = Ry(P) € R? el iinico punto P' que estd sobre el rayo O? y satisface la
siguiente relacion:

OP-OP' = 2.

A P’ se le llama el inverso de P respecto a € .
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A la circunferencia € se le llama circunferencia de la inversién; a su
centro O, centro de la inversién, y a 72, potencia de la inversién.
La construccién del inverso geométrico de un punto, dado Ry : R2\ O — R?
tal que si P € R?\ O, entonces P’ = Ry (P) € R?, se ven los siguientes dos
casos:

Caso 1. Si P esta en el exterior de la circunfencia de inversién % con
centro O, se traza desde P la una linea tangente a la circunferencia
¢y sea T el punto de contacto. Se traza desde T la perpendicular a
la recta OP, el punto P’, pie de esta perpendicular, es el inverso del
punto P respecto de la circunferencia . En efecto, por el criterio
angulo;angulo;angulo, se tiene que el AOTP ~ A OP'T, entonces

%I; = %, por lo tanto OP-OP' = (OT)2 = 2

Caso 2. Si P esta en el interior de la circunfencia de inversién % con
centro O, entonces se levanta en P la perpendicular a la recta OP; ésta
interseta a la circunferencia en dos puntos 1"y 7”; en cualquiera de ellos,
por ejemplo T, se traza la tangente a %’; dicha tangente se intersecta

con el rayo OP en el punto P’, que serd el inverso de P respecto a €.
Observaciéon 3.3. De acuerdo con la definicion se puede observar:
(i) St OP > r, entonces OP' < r.
(i1) Si OP < r, entonces OP' > r.

(i1i) Si OP =r, entonces OP" =r. Esto es , € es invertible bajo Ry.

(iv) Como OP" = OT—;, si P tiende a cero, es dicir, si OP tiende a infinito.
Si OP tiende a infinito, entonces OP' tiende a cero. Entonces, si se
anade a R%( 0 a C) un punto al que se le llamard “punto al infinito” y
se denotard por oo, asi, se puede el dominio y el codominio de Ry por
R? U {oo}, de tal manera que Ry (0) = oo y que Ry(o0) = 0, es decir;

Ry : R?U {00} — R?2U {0}, lo cual resulta un funcién biyectiva.

De la misma manera que las reflexiones con respecto de lineas, las
reflexiones con respecto de circunferencias tienen las siguientes propiedades.

Proposicién 3.4.

1. La circunferencia de inversion € queda fijo bajo Ry, es decir, si P € €,
entonces Rg(P) = P (€ es invariante puntual bajo Ry ).
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2. La funcidn Ry es una involucidn, es decir, si RZ = Id.
3. La funcion Ry es invertible y su inversa es, R%l = Ry.

Desde estos momentos en adelante se denotara por R a una reflexion
con respecto a una linea o a una circunferencia. Para especificar qué tipo de
reflexién es, se usara la notaciéon Ry para las reflexiones con respecto a una
linea y Ry para las reflexiones con respecto a una circunferencia.

3.2. Reflexion con respecto de una recta

Teorema 3.5. Las reflexiones es rectas con colineaciones.
Demostracion. Se a ¢ una linea.

Caso 1. Si ¢ es paralela a .Z, entonces todo punto P € { se refleja en
un punto R¢(P) = P’, el cual equidista de .Z. El lugar geométrico que
describen los puntos P’ € R? para cada P € ¢ es una linea ¢, la cual
es paralela a .Z, véase la imagen 3.2.

Imagen 3.2: Reflexion de una linea con respecto de .Z

Caso 2. Si / interseca a .Z, entonces sea P el punto de interseccién, como
ya se sabe Ry (P) = P, por la proposicién 3.4 P es un punto fijo; sean
Qe M\ {P},Q = Ry(Q)y = PQ'.si R € {y R = Ry(R), entonces
£ es mediatriz del segmento RR’.Sea M es punto medio de RR' tal
que ZRPM = /ZR'PM y por razones analogas el ZQPM = /Q'PM,
véase la imagen 3.3.
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Imagen 3.3: Reflexion de una linea que interseca a &

Asi, ZR'PM =~ /RPM =~ /QPM =~ /Q'PM porque R € PO,
por lo que R € ¢, asi Rg(f) C ¢ y viseversa Ry (l') C ¢, luego
V' = R%(l'") C Ry(l), asi ¢! C Ry ({), por todo lo anterior se concluye
que V' = Ry (0).

O

Para poder hacer el andlisis de la reflexion de una linea con respecto de
una circunferencia, se necesita el siguiente resultado.
Se hara uso de la notacién £, para denotar un angulo.

Teorema 3.6. Sea € una circunferencia en el plano euclideano, con centro
en O y radio r, si P,Q € R? tal que O, P,Q no son colineales; P' = Ry (P) y
Q' = R¢(Q) son los respectivos inversos de los puntos P y @) con respecto de
la circunferencia €, entonces LOP'Q' = LOQP y £0Q'P' = LOPQ. Ver
3.4.

Imagen 3.4: Reflexién de P y @)
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Demostracion. Como P’ = Ry(P) y Q' = Ry (Q)
OP-OP' =r*=0Q-0Q
OP-OP' = 0Q-0Q'

OP  0Q

oQ'  orP"
Esto implica que los tridngulos A OPQ y A OQ'P’, son semejantes. Por lo
que se tiene el resultado. O

Teorema 3.7. La reflexion Ry de wuna linea con respecto de wuna
circunferencia € con centreo O y radio r, es una linea o una circunferencia.

Demostracion. Sea £ una linea, se analizaran los siguientes casos;

Caso 1. Si .7 es ajena a €, entonces se traza la linea ortogonal a .Z tal
que pasa por O e interseca a .Z en un punto (). Sea P # () un punto
arbitrario de £, aplicando la reflexién Ry se tiene que, Ry (P) = P’
y Ry (Q) = @', de ahi que AOPQ y A\ OQ'P’" son semejantes por el
teorema anterior.

Como el angulo ZOQP es recto, entonces ZOP'() es recto tambien, asf
que P’ esta en la circunferencia &, con diametro OQ)’ de esta manera
se tiene que Ry (Z) C D.

Notar que en la imagen del punto al “infinito” con respecto de la
reflexién Ry es el punto O.

Por un argumento analogo y también usando el teorema 3.7, se tiene
Ry (D) C Z. Por 2) de la proposicién 3.4 se tiene que D = RZ(D) C
Ry (L), por tanto D = Ry (.Z). También, .Z = Ry(D).

Imagen 3.5: Reflexion de una linea con respecto de ¢
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Casos particulares:

Caso (a). Si .Z es tangente en P a %, como Ry(P) = P,
R4 (Z) =D, donde D es la circunferencia con diametro OP. Por
lo tanto Ry (%) = D, véase la imagen 3.6.

Imagen 3.6: Reflexion de una linea con respecto de ¢

Caso (b) . Si .Z interseca a la circunferencia ¢ en los puntos P
y @, entonces .Z se refleja en una circunferencia D que pasa por
O, Py @ puesto que Ry(P) =Py Ry(Q) = Q. Asi Rp(X) =D,

véase la imagen 3.7.

Imagen 3.7: Reflexion de una linea con respecto de ¢
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Caso 2. Por definicién, si P € R? \ {0} y P’ = Ry4(P), entonces son
colineales, asi que si .Z pasa por el centro O de la circunferencia %,
entonces P € Z siy solosi P’ € Z. Por lo tanto, Ry(Z) = £, véase
la imagen 3.8.

Imagen 3.8: Reflexion de una linea con respecto de ¢

O

Corolario 3.8. Las lineas paralelas que no pasan por el centro de la
circunferencia de reflexion €, se reflejan en circunferencias que son
tangentes en el centro de reflexion, véase la imagen 3.9.

Imagen 3.9: Reflexion de dos lineas con respecto de &

Demostracion. Sean £ y m lineas paralelas que no pasan por el centro de
% . Por el teorema previo, se tiene que Ry () = Cy y Rg(m) = C,,, donde
Cy y C,, son circunferencias que pasan por el centro de €. Como .Z y m
son paralelas, se puede suponer que se intersecan en el punto al infinito!'. De

I'Por convencién se supondrd que dos lineas paralelas cualesquiera en el plano se
intersecan en el punto al infinito oc.
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acuedo con la observacion 3.3, Ry (00) = O, por lo que se concluye que Cy
y C,, no se intersecan en otro punto salvo en O. Por lo tanto, C¢ y C,, son
tangentes en O. O

3.3. Reflexiones de circunferencias

Teorema 3.9. La reflexion de una circunferencia con respecto de una recta
£ es una circunferencia.

Demostracion. Sea € una circunferencia con centro en O y radio r, se
analizaran los siguientes casos.

Caso 1. Si € no interseca a .Z y teniendo en cuneta que R (0O) = O',
entonces para cada punto P € % se sigue que Ry (P) = P’ y como
R4 es una isometria, todos los puntos P’ equidistan al punto O’ por
lo que el lugar geométrico que describen los puntos P’ € R? para cada
P € % es una circunferencia ¢’ que no interseca a &, véase la imagen
3.10.

!

Imagen 3.10: Reflexién de una circunferencia con respecto de .&

Lo anterior es cierto, si O¢ € £ es el punto medio del segmento OO’,
entonces OO0 ¢ = 040"y PPy = Py P’, donde Py es el punto medio
del segmento PP’, por lo que POy = O P’y por lo tanto OP = O'P’,
por el criterio lado-lado-lado el triangulo A\ OPO¢ es congruente al
triangulo A O'P'O ¢, véase la imagen 3.11.
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Imagen 3.11: Reflexién de una circunferencia con respecto de .Z

Caso 2. Si ¥ interseca a .Z en los puntos P y @, por definicién
Ry(P) = Py Ry(Q) = Q, sea R € R? entonces describe una
circunferencia que interseca a .Z en Py @, véase la imagen 3.12.

Imagen 3.12: Reflexién de una circunferencia con respecto de &
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Se dice que dos o mas son circunferencias concéntricas cuando sus
centros tienen la misma posicién.

Teorema 3.10. La reflexion Ry de un circunferencia cualquiera D con
respecto de € una circunferencia con centro en un punto O y radio r > 0,
es una linea o una circunferencia.

Demostracion. Sea D una circunferencia, se analizardn los siguientes casos.

Caso 1. Si D no interseca a %, entonces se trazan dos lineas %, .%
desde el centro O de la circunferencia € tal que interseca a D en los
puntos P,Q, Ry S. Sean Ry (P) = P', R¢(R) = R'y Ry(S) =5, los
puntos imagen con respecto a Ry yseaa = £LSPQy = LQRS, por el
teorema 1.35, LJPQ RS es un cuadrilatero ciclico, luego por el teorema
3.6,81 LOS'R' = By £P'Q'Q = «, se sigue que LR'QP' + £P'S'R' =
180° porque a 4+ 3 son suplementarios y sus suplementos también lo
son, por el teorema 1.35, se tiene que LOJP'S'R'Q)" es un cuadrilatero
ciclico. Por lo tanto la reflexién Ry (D) = D', con D’ una circunferencia
que contiene a P, @', R' y S’. Observe que D’ no pasa por el centro de
¢, véase la imagen 3.13.

Imagen 3.13: Reflexién de una circunferencia con respecto de &

Caso 2. Si D es tangente en el exterior a € en el punto P, por un
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argumento similar al caso 1, se tiene que Ry (D) = D’ tangente en el
interior a % en e punto P, véase la imagen 3.14.

Imagen 3.14: Reflexién de una circunferencia con respecto de &

Caso 3. Si D interseca a % en los puntos P y () pero no por O, entonces
Q) se refeja en una circunferencia D', es decir Ry (D) = D' la cual

interseca a % en los puntos P y (), véase la imagen 3.15.

Imagen 3.15: Reflexién de una circunferencia con respecto de

Caso 4. Véase la imagen 3.16, si D pasa por el centro O de €, por el
teorema 3.7 y la proposicién 3.4 inciso (ii), se tiene que
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< €

Imagen 3.16: Reflexién de una circunferencia con respecto de &

Caso 5. Si D interseca a % en los puntos Py @, por el teorema 3.7 y
la observacién 3.3, entonces Ry ((D)) = D', con D’ una circunferencia
que interseca a € en Py Q).

Caso 6. Si D es una circunferencia concéntrica con %, sean P un punto
cualquiera en Dy OP = S el radio de D, entonces Ry (P) = P’, por lo
anterior se tiene;

OP-OP' = r?
S-OP' = r?
2
,
P =—.
0 S

r?

5, véase la imagen

Es decir, P’ esta sobre una circunferencia de radio
3.17.

Imagen 3.17: Reflexién de una circunferencia con respecto de &
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Caso 7. Si D esta contenida en %', que es tangente a % en un punto P en
el exterior de €, por el caso 2, de esta prueba, se tiene que Ry (D') = D,
donde D’ es una circunferencia en el exterior de %, la cual es tangente
en un punto P, entonces

R4 (R4(D')) = Rs(D)
1d(D') = Ry (D)
D' = Ry (D).

Asi, D bajo la reflexion R es una circunferencia en el exterior de &
P 4 )
pero es tangente a % .

Caso 8. Si D esta contenida en %, que no es concentrico con € y
encierra al centro de la circunferencia de €, por el teorema 3.7 y la
observacion 3.3, entonces

Rg(f =D
Re(Re(Z)) = Re
1d(Z) = Ry(D)
% = Ry(D).

Caso 9. Si D es una circunferencia, que pasa por el centro O de € y
por un punto P en %, por el teorema 3.7 y la observacién 3.3, entonces

Re(L) =D
Re(Re(Z)) = Re

[d(Z) = Ry(D)

£ = Ry(D).

Observacién 3.11. Si en la desmostracion del teorema previo caso 1, el
cuadrildtero LJPQRS en la circunferencia D en sentido contrario de las
manecillas del reloj, a su imagen OOP'S'R'Q" en la circunferencia D' se le
recorre en sentido de las manecillas del reloj.
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3.4. Reflexiones y angulos

Teorema 3.12. (i) Si dos lineas ¢ y m se intersecan, entonces sus
reflexiones con respecto de £ tambien se intersecan y forman el mismo
angulo que el comprendido entre { y m.

(11) Si dos circunferencias C y D se intersecan, entonces sus reflexiones
con respecto de £ también se intersecan y con el mismo dngulo que el
comprendido entre C y D.

Demostracion. (i) Por el teorema 3.5 se sigue que Ry (f) =0y Ry(m) =

m' con £, m rectas. Sea P el punto de interseccién de las lineas ¢ y m,
por otro lado R¢(P) = P’ es el tnico punto tal que es interseccion de
las lineas ¢/ y m/.
Sean « el angulo que forman ¢ y m, () un punto en ¢ y R un punto en
my Re(Q) = Q, Ry(R) = R, como Ry es una isometria, se sigue
que QR = Q'R', PR = PR' y PQ = P'Q)’, luego por el criterio lado-
lado-lado, el tridngulo A PQR es congruente al tridngulo A\ P'R'Q)’, de
ahi que, £ RP() es congruente con £ R'P'()’, véase la imagen 3.18.

. z

Imagen 3.18: Reflexién de dos lineas intersectadas con respecto de £

(ii) Se tienen los siguientes casos:
Caso 1. Si C interseca a D en solo un punto P, entonces por el teorema
3.9 se sigue que Ry (C) = C'y Ry (D) = D’ son circunferencias; como
PeCy P eD,porloque Rg(P) = P es el tinico punto de dmbas
circunferencias, es decir, P € 'y P € D' ( Si Q' € C' "D, entonces
existe @ € CN D, tal que Ry(Q) = @' por tanto Q € CND = {P}.
Asi, @) = P). Luego trazando la recta {p.0, que pasa por los centros
de ambas circunferencias, trazando la tangente {p a C y D por el punto
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P, por lo que el dangulo entre las lineas {p,0, v p es un angulo recto.

Por la primera parte del teorema se sigue que el angulo entre las rectas

Ry(loeopn) =1y o ¥ Re(lp) = b, tambien forman un dngulo recto.
c/ !

En pocas palabras las tangentes a C' y D’ en el punto P’ coinciden, la

cual es perpendicular a glog, oy, véase la imagen 3.19.

<

Imagen 3.19: Reflexion de dos circunferencias intersectadas con respecto de

€

Caso 2. Si C interseca a D en dos punto P y @), por el teorema 3.9 se
sigue que Ry(C) =C'y Rg(D) = D', como P,Q € Cy P,Q € D, se
tiene que Ry(P) = P'y Re(Q) = Q' tal que P/,Q" €'y P',Q' € D'.
Se trazan las lineas tangentes ¢ y {p a C y D respectivamente en el
punto P, luego se traza la recta que pasa por los centros de las dos
circunferencias, la cual se denotara por; lp.0,, de ahi que la recta
lo.0p interseca a {¢ como a fp en los puntos A y B respectivamente
y también forman un angulo # entre las rectas ¢p y f¢ y un angulo «
entre las rectas o0, ¥ {c, por ultimo un agulo 7y entre las lineas (o0,
y Ip, por el teorema 3.5, cada recta es enviada bajo Ry en otra recta,
es decir, Ry (Co,0p) = é?’C,O’D,’ Ry(le) = Loy Ry(lp) = U5, por la
primera parte de este teorema se sigue que los angulos entre las rectas;
/0’0/093/ y U es 7y, E/O/C/O/D/ y i es «, por ultimo £, y {7, es 6, por lo que
o v {5 son rectas tangentes a C' y D' en el punto P respectivamente,
por una razonamiento similar se concluye el resultado para el punto Q).
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Por tanto se tiene el resultado.
]

Teorema 3.13. Si dos rectas £ y m se intersecan en un punto distinto del
centro de inversion, entonces el angulo de interseccion en ese punto es igual
al angulo de interseccion de las circunferencias reflejadas en el reflejado del
punto de interseccion, véase la imagen 3.20.

m ¢

Imagen 3.20: Reflexién de dos lineas intersectadas con respecto de &

Demostracion. Sean rectas ¢ y m que se intersecan en un punto P # Oy
sea v el angulo de la interseccion de las rectas, entonces la recta £ se refleja
en una circunferencia, es decir Ry (¢) = C; la cual pasa por O, de manera
andloga para la recta m se tiene que Ry (m) = C,, la cual también pasa por
el origen.
Sean P' = Ry (P) tal que P € C"y P' € D' y a el angulo formado entre las
dos circunferencias en el punto P’ (el formado por las paralelas tangentes a
C'"y D' en O o en P'). Trazando la tangentes ¢/ y m’ a C' y D’ en el punto
O, son paralelas a £ y m respectivamente. El agulo formado entre ¢/ y m/, es
decir « es el mismo que el formado entre £ y m.

[]

Observacién 3.14.

(a) Los resultados anteriores muestran que las reflexiones preservan
angulos.
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(b) El dngulo en el vertice P' va en direccion contraria al dngulo en el
vertice P', es decir, si a se orienta de £ a m, entonces o/ se orienta en
sentido contrario, de m a £.

Proposicién 3.15. Una circunferencia C que interseca a la circunferencia
de inversion € se refleja en otra circunferencia que pasa por los puntos de
interseccion y con el mismo dngulo.

Demostracion. Observe que los puntos de interseccién Py () de Cy ¢ quedan
fijos bajo la reflexiéon Ry, luego por el teorema 3.10, se tiene, Ry (C) = C’, con
C" una circunferencia que pasa por los puntos Ry (P) = P’y Re(Q) = @,
luego por el teorema 3.12 C’ y € preservan el mismo angulo que Cy 4. [

Corolario 3.16. Si dos circunferencias C y D se intersecan en un punto P,
entonces se reflejan conservando el angulo de interseccion.

Demostracion. Por el teorema 3.13 y la proposicion previa se sigue el
resultado. 0

Dos circunferencias se dicen ortogonales si son secantes en un punto
comun (de interseccién) sus tangentes respectivas son perpendiculares. Notar
que por la propiedad de que el radio al punto de tangencia es perpendicular
a la tangente, la definicién es equivalente a decir que sus radios respectivos
a uno de los puntos de interseccion son perpendiculares.

Teorema 3.17. Una circunferencia C ortogonal a €, se refleja en si misma,
véase la imagen 3.21.

Imagen 3.21: Reflexiones y ortogonalidad

Demostracion. Se tiene que Ry (C) = C’ pasa por los puntos de interseccion
Ry (P) =Py Ry (Q) = Q, por lo que la reflexion Ry conserva el angulo, por
lo que C se refleja en si mismo. O
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Teorema 3.18. Si C es ortogonal a € con centro O y radio r, entonces cada
rayo que parte de O interca a C en dos puntos P y @), los envia en sus puntos
de reflexion. Si C es una circunferencia que pasa por un punto y su respectivo
punto de reflexion, entonces C es ortogonal a € .

Demostracion. Por el teorema previo, si 4 y C son dos circunferencias
ortogonales, entonces Ry (C) = C, esto implica que todo rayo que parte de O
interseca a C en P de ahi que su punto de reflexién es Ry (P) = P’, el cual
esta sobre el mismo rayo, véase la imagen 3.22.

Imagen 3.22: Reflexiones y ortogonalidad

Si P = Ry(P) y C es una circunferencia que pasa por los puntos P y
P’ e interseca a 6 en un punto @Q, entonces OP - OP' = r?, como OQ = r,
se sigue que OQ) es tangente a C en el punto @), por lo tanto 4 y C son
ortogonales. O]

3.5. Reflexiones de circunferencias coaxiales

Se han mencionado algunos resultados sobre las reflexiones con respecto
de una linea o una circunferencia. Por lo que en esta seccion se analizara el
comportamiento de la reflexién con respecto de circunferencias que pertencen
a las diferentes familias coaxiales.

Para el siguiente analisis se definird a .%# como la familia de circunferencias
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coaxiales que intersecan en dos puntos y sean C y C’ dos circunferencias de
dicha familia.

Sea (& la familia ortogonal a .% tal y como se describieron en 1.4, se analizaran
los siguientes casos.

Caso 1. Si se refleja a C con respecto de C’, entonces Re(C') = C”
pertenece a la familia de .%# ya que los puntos de interseccién A y B
quedan fijos bajo la reflexion Re, por la observacién 3.3, véase la imagen
3.23.

Imagen 3.23: Reflexién de C con respecto a C'.

Caso 2. Las circunferencia C” que biseca el dngulo formado por las
circunferencias C y C’ cumple que Rev(C) =C'y Rer(C') = C con C yy
C’ en la familia ¢, debido a que Rer es inyectiva, véase la imagen 3.24

CH

Imagen 3.24: Reflexién de Cncon respecto a C 'y C'.

Caso 3. Si C es un elemento de la familia . y D algtin elemento de la
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familia ortogonal a ¢, entonces por el teorema 3.17 se tiene Rp(C) = C,
véase la imagen 3.25.

N

Imagen 3.25: Reflexién de C con respecto de la familia 4.

Caso 4. Si se refleja a un elemento de la famila ¢ con respecto a otro
mismo miembro de su misma familia, entonces por el teorema 3.10 caso
1, se refleja en otro miembro de ¥, puesto que es una familia ajena,
véase la imagen 3.26.

Imagen 3.26: Reflexién de la familia & con respecto de si misma.

Caso 5. Si se refleja un elemento de la familia ¢ con respecto a un
miembro C de %, entonces se refleja en si misma, esto se sigue por el
teorema 3.17, véase la imagen 3.27.
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o+

Imagen 3.27: Reflexién de C de la familia ¢ con respecto de la familia .%.

En base a todo lo anterior se puede definir las transformaciones de Mobius
en el plano Euclideano.

Definicién 3.19. Una transformacion de Mobius euclidiana general
en R2%, es una composicion finita de reflexiones con respecto de lineas
o circunferencias. Al conjunto de todas las transformaciones de Mdbius
euclidianas generales se denotard por Mob(R?).

Teorema 3.20. El conjunto de todas las transformaciones de Mobius
Mob(R?) forman un grupo con la composicion.

Demostracion. Por definicion 1.1, se tiene:

Cerradura.
Si Ml,AfQ € AfOb(RQ) tal que Afl = RSO' . 'ORl y ]\Z[Q == R/TO . -OR/17
entonces M o My = Rgo---oR; o (Rypo---oR}) € Mob(R?).

Asociatividad. Si My, My, M3 € Mob(R?), entonces (M; o My) o Mz =
]\41 o MQ O M3 == M1 e} (]\/[2 o} ]\/[3)

Elemento neutro. La transformacion Id : R? — R? es una
transformacién de Mobius euclidiana general definida por: Id := R?,
donde R es una reflexion de linea o de una circunferencia.
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Elemento inverso. Si M € Mob(R?), entonces existe M’ € Mob(R?) tal
que M o M' = M'o M = Id. Se denota a M’ como M~! y se llama

inversa de M. Observe que si M es la composicion Rgo- - - oR;, entonces
M~' = Rjo--- Rg.

Asi,(Mob(R?),0) es un grupo. O
Apartir de ahora las circunferencias y lineas con el punto al infinito seran

llamadas sélo circunferencias.

Teorema 3.21.

(i) Las transformaciones de Mobius euclideanas generales, envian
circunferencias en circunferencias.

(i1) Las transformaciones de Mobius euclideanas generales conservan
angulos.

Demostracion. Para (i), por los teoremas 3.4 y 3.5 y el teorema 3.20 se
sigue el resultado.

Para (ii), por la primera parte de este teorema y por el teorema 3.12,

se sigue el resultado.
O
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Capitulo 4

La accion de Mobius euclidiano
Mob. (R?)

4.1. Transformaciones de Mobius
elementales

En esta seccién se hara la descripcién de tres tipos elementales de
transformaciones de Mobius, las cuales estan en términos de traslaciones,
rotaciones y homotecias. Estas transformaciones ya se analizaron de manera
individual en el plano complejo, pero en el plano euclideano son muy sencillas
de entender y también tienen la propiedad de que sus composiciones definen
otras transfromaciones pero sus propiedades geométricas son mas intrincadas
que las elementales.

Antes de describir estas transformaciones se daran algunas definiciones
generales que ayudaran a describir las propiedades dindamicas de dichas
transformaciones.

Sea F' : R? — R? una transformacién de Mobius y P un punto en R2. Se
define a n-ésima iteracion de F' como F" := Fo---oF', con n en los enteros.
Esto es, componer F' con ella misma n veces. Obsérvese que si n < 0, como
F es invertible, entonces F™ = F~lo...oF 71,

Definicién 4.1. La érbita hacia adelante de un punto P € R? bajo F es el
conjunto:

Op(P) = {F"(P) : n € Z}.
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4.2. Transformaciones parabdlicas

Sean .Z v { dos lineas paralelas en R%. La transformacién T : R? — R?,
definida como la composiciéon de las reflexiones Ry con R, se llama
parabdlica. Esto es

T:=RyoRe.

Bajo esta transformacién, a un punto P € R? se le asocia un punto
P" =T(P) € R? el cual resulta de trasladar a P en la direccién ortogonal a
las lineas dadas a partir de P. Observe que, si R¢(P) = P'y Rg(P') = P”,
entonces la magnitud del segmento PP” es el doble de la distdncia entre &
y £, debido a que las reflexiones son isometrias, véase la imagen 4.1.

Z ¢

P{I

Imagen 4.1: Transformacién parabdlica

Sea .’ la reflexion de .Z con respecto a £. Si las dos lineas .Z y ¢ son
verticales y separadas por la distancia % Si se denota a la composicion Ry
oRy por Ti, en este caso, el desplazamiento de cualquier punto P € R? se
da en la direccién horizontal y perpendicular a .Z y ¢ con distacia de una
unidad.

La transformacién 77 se puede decribir como T7(P) = P + 1, donde 1 es
la magnitud de un segmento fijo perpendicular a .£ y ¢, determinado por
las lineas .Z y %’. Ademds, T es invertible y su inversa estd dada por;
7Y P)=P—1.

La imagen de .Z bajo T; es Z’. A la regién determinada por las lineas
Z y Z'(sin incluir las lineas) se le llamard un dominio (o regién)
fundamental para la accién de la trasformacién T; en R2.

Intuitivamente, por la accién de T} en R? se referird a la forma en que T
“mueve” a los puntos en R? a través de sus drbitas. Cada elemento de la
érbita de un punto P € R? \ {T7*(£) : n € Z} estd en una tnica “franja’
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determinada por la region fundamental al aplicarle T} reiteradamente, véase
la imagen 4.2.

Imagen 4.2: Regién fundamental de una transformaciéon parabdlica

Sea F = {T7(%L) : n € Z} la familia de rectas verticales determinada

como las imagenes de .Z bajo iteraciones de T1, se tiene que .# es invariante
(como familia) bajo la accién de T7.
Si m es una recta ortogonal a ., entonces m es invariantes bajo la accién de
T1 v m es ortogonal a todos los miembros de .%; esto implica que la familia
4 :={m:m L F} es invariante bajo la accién de T y es precisamente la
familia ortogonal de .%, véase la imagen 4.3.

F

Imagen 4.3: Familias invariantes bajo una transformacion parabdlica

81



CAP{TULO 4 LA ACCION DE MOBIUS EUCLIDIANO
MOB, (R?)
4.3. TRANSFORMACIONES ELIPTICAS

Las lineas paralelas se intersecan en el punto al infinito, entonces estas
familias ¢4 y .# son familias de “circunferencias” coaxiales tangentes, donde
una familia es ortogonal a la otra y se intersecan en el punto al infinito.
Estas familias de “circunferencias” se intersecan en cualquier otro punto
Q € R? corresponden exactamente a las familias de circunferencias coaxiales
tangentes, véase la imagen 4.4 y véase la seccion 1.4.

4

)

Imagen 4.4: Familias coaxiales tangentes .%, ¢ y sus ejes radicales

4.3. Transformaciones elipticas

Si las lineas £ y £ se intersecan en un punto O € R2. La transformacién
R : R? — R? definida como la composicién de las reflexiones Ry v Ry se
llama eliptica. Esto es,

R .= R[ORg.

Esta transformacién asocia a cada punto P de R? a un punto
P" = R(P) € R?, el cual resulta de rotar a P alrededor de O un angulo
igual al doble de la magnitud del angulo determinado por las lineas .Z y /,
véase la imagen 4.5.
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PU
]

/O o
7

Imagen 4.5: Transformacién eliptica

Supongasé que entre .Z y ¢ se forma un dngulo de g al intersecarse en O.
Si P es un ‘punto que no esta en .Z y « el angulo entre .Z y W, entonces
Ry envia P en P’y el angulo ente .Z y OP' es también . Si Ry (P') = P”

y el dngulo entre m’ := OP’ y ¢ es 3, entonces el dngulo entre m” := OP”
y ¢ también es f. En suma, ZPOP" = 2a + 25 = 2(a + ) = 0, es decir
Ry o Ry es una rotacion a la que se denotara por; Ry. En resumen, todo
punto P € R? rota un angulo 6 con respecto de O. M4s atin, las imdgenes de

P bajo iteraciones de Ry estan sobre la circunferencia con centro O y radio
OP.

2pm

Observacion 4.2. Es importante saber, si 0 = con p y q coprimos,

entonces las drbitas de los puntos en R? bajo las iteraciones de Ry son finitas
por lo que es posible determinar una region fundamental para la accion de
Ry. Es decir, si 0 = ar y o ¢ Q, entonces las drbitas de los puntos son
infinitas y densas' en las circunferencia que las contiene. Por lo que en este
caso no es posible determinar una region fundamental.

Supongase que 6 = 2’%, para algun ¢ > 1, y se denotara por £’ a la
imagen de .Z bajo Ry. Como las érbitas de los puntos en R? son finitas de
acuerdo a la observacion previa, se sigue que el sector circular determinado
por las lineas .Z y £’ es una regiéon fundamental para la accién de la
transformacién Ry en R?, véase la imagen 4.6.

ntuitivamente, el concepto de densidad se puede interpretar como que los puntos de
las orbitas “llenan” la circunferencia que las contiene.
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& 0
0

E(Lé.f

Imagen 4.6: Reflexion fundamental de una trasformacién eliptica

Sea F = {Ry(%) : n € Z} la familia de rayos que parten de O

determinada por las imagenes de . bajo iteraciones de Ry, por lo que .# es
invariante (como familia) bajo la accién de Ry.
Si C es una circunferencia con centro en O, entonces C es invariante bajo la
accion de Ry y C es ortogonal a todos los miembros de .%, con lo que la familia
de circunferencias 4 := {C : C es una circunferencia con centro en O} es
invarianate bajo la accién de Ry y es la familia ortogonal de .%#, véase la
imagen 4.7.

&

Imagen 4.7: Familias invariantes bajo una trasformacion eliptica

Observacion 4.3. Las lineas que pasan por O se estdn intersecando en
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el punto al infinito, entonces estas familas son familas de circunferencias
coaxiales mutuamente ortogonales. Esto es, la familia F corresponde a una
familia coaxial secante que se interseca en los puntos O e oo y la familia 9 es
la respectiva familia coaxial de circunferencias ajenas ortogonales a la famlia
a .F, mencionadas en la seccion 1.4, véase la imagen 4.8.

Imagen 4.8: Familias coaxiales .# y ¢

4.4. Transformaciones hiperbdlicas

Sean C y D dos circunferencias concéntricas en R? con centro en O
y r,7" sus radios, respectivamente, tales que r < 7’. La transformacion
H :R?\ {0} — R?\ {O} definida como la composicién de las reflexiones
Re y Rp se llama hiperbdlica. Esto es,

H = RDORc.

A un punto P € R? se le asocia, bajo esta transformacién, un punto
P" = H(P) € R?, el cual resulta de trasladar a P un segmento cuya magnitud
es proporcional al cuadrado del cociente de los radios (%/)2 > 1y en la misma
direccion que OP, véase la imagen 4.9.
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Imagen 4.9: Transformacion hiperbdlica

Sea C' = Rp(C); las circunferencias C y D son concéntricas y de radios a 'y
1 respectivamente, con 0 < o < 1. Se define a A := ﬁ y a esta transformacion
se le denotard por Hy. En este caso, cualquier punto P € R? se desplaza en
la direccién OP al punto A - OP. Se puede describir a la transformacién H)
como H)(P) = X - OP. Ademéds, H, es invertible y su inversa estd dada
precisamente por H; '(P) = () - P.
La imagen de C bajo Hy es C'. El anillo determinado por las circunferencias
C y C' es una region fundamental para la accién de la transformacion Hy en
R2, véase la imagen 4.10.

Imagen 4.10: Region fundamental de una transformacién hiperbdlica

Sea .F = {H}(C) : n € Z} la familia de circunferencias con céntricas con
C determinada por las imagenes de C bajo iteraciones de Hy, por lo que %
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es invariante(como familia) bajo la accién de H).

Si ¢ es un rayo que parte de O, entonces ¢ es invariante bajo la accion
de H), y es ortogonal a todos los miembros de .%#, con lo que la familia
¢ = {{ : ¢ rayo que parte de O} es invariante bajo la accién de H) y es la
familia ortogonal a .#, véase la imagen 4.11.

F

Imagen 4.11: Familias invariantes bajo una transformacién hiperbdlica

Observacién 4.4. Las lineas que pasan por O también se estdn intersecando
en el punto al infinito, entonces estas familias son familias de circunferencias
coaxiales secantes. La familia F corresponde a un famila coaxial ajena y la
familia 4 corresponde a una familia de circunferencias coaxial secante en
los puntos O e 0o (basta unir sus rayos opuestos), véase la seccion 1.4 y la
imagen 4.12.

Imagen 4.12: Familias coaxiales . y ¢
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4.5. Transformaciones loxodromicas

Se le llama loxodrémica a la composicién de una transformacion eliptica
Ry con una transformacién hiperbdlica Hy. Esto es,

L)\ﬂ = HA o Rg.

Una transformacién loxodrémica asocia a un punto P € R? un punto
P" = Ly4(P) € R? que resulta de expandir el segmento OP por un factor
A > 1 en la misma direcciéon que OP y de rotar a P’ un angulo 6 con respecto
de O. Observe que:

L)\ﬂ = RQOH)\ = H)\ OR@.

O 0
Imagen 4.13: El punto P expandido A y rotacion 6

Véase la imagen 4.13, si apartir del punto P” repetimos el proceso de
rotar el angulo 6 y expandir un factor A, se obtiene otro punto en el plano,
el cual se puede volver a expandir A y rotar #. Habiendo hecho este proceso
varias veces, se puede ver que cada punto del plano tiene una ébita contenida
en una trayectoria espiral.

4.6. Accién de subgrupos elementales

Teorema 4.5. Si una reflexién R : R? — R? invierte la orientacion de
los angulos, entonces una composicion par de transformaciones de Mobius
euclidiana gereral conserva la orientacion de los angulos.

Si se considera unicamente las composiciones pares de transformaciones
de Mobius generales como subconjunto de todas las transformaciones de
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Mobius generales, entonces es un grupo de transformaciones, en efecto la
composicion de un nimero par de transformaciones es un otra transformacién
par por lo cual la operacién composicion es cerrada y por el teorema previo
las transformaciones pares preservan la orientacién, por tanto, pertenecen al
subconjunto; por el mismo argumento, alli se encuentra la transformacion
identidad y la inversa de una transformacion inversa de una transformacién
dada. A este grupo se llamara el grupo de Mobius euclidiano y se denotara
por Mob, (R?).

Definicién 4.6. Una accion de subgrupo de transformacione, de
Moébius euclidianas sobre el espacio de euclideano R?, se define por
p: Moby(R?) x R? — R?, definida por p(y, P) = v- P := ~(P), donde P
es un punto de R? y vy € Mob, (R?), satisface lo siguiente:

(i) Id-P = P, para todo P € R?.

(ii) (on)- P = 7o (1 P), para todo y1,7 € Mob,(R?) y para todo
P e R2

En este sentido se dice que Mob, (R?) actia(por la izquierda) en R?; se
supondré que I" es un subgrupo de Mob, (R?) “discreto” (es decir, para cada
PeTl,{P}=ANT, donde A es un abierto en R?).

Definicién 4.7. Sea p € R?, se llama érbita de P bajo la accién de I' como
Op(P)=1I"P;={y(P)ly € I'}.

La érbita de P es un subconjunto discreto del plano formado por la imagen

de P bajo los distintos elementos de I'. Por lo que se puede difinir la relacién
~ en R? como; P ~ Q si solo si existe v € I tal que Q = v(P), més atin, ~
es una relacion de equivalencia.
En este caso la relacion de equivalencia definida através de las orbitas de
la accién del grupo I' y la clase de equivalencia de un punto P, bajo esta
relacion corresponde a la érbita de P bajo la acciéon de I'. Por lo cual las
I'- 6rbitas determinan una particién de R? en subconjuntos ajenos; seran
denotadas por R?/I" al conjunto de todas las érbitas de puntos en R? bajo
la accion de I, es decir;

R?/T" := {Op(P) : P € R%}

En general R? /I es distinta de R?, asf la accién del subgrupo I" de Mob, (R?
permite definir otros espacios como; 7 : R?> — R?/I" definido por 7(P) =

Or(P).

89



CAP{TULO 4 LA ACCION DE MOBIUS EUCLIDIANO
MOB, (R)
4.7. SUBGRUPOS PARABOLICOS

Definicién 4.8. Sea P € R?, se llama estabilizador(subgrupo de
isotropia) de P como

Stab(P) =Ip:={a €l :a(P)= P}.

Mas ain, Stab(P) C I' es un subgrupo.

4.7. Subgrupos parabolicos

Definicién 4.9. Sea « un elemento en Mob, (R?), se llama subgrupo
elemental al subgrupo generado por el elemento a y se denotard por
I':={a™:n €Z}. LaI- drbita o simplemente drbita de un punto P € R?,
bajo la accion de I' es el conjunto Op(P) := {a™(P) : n € Z} y ademds
cotncide con la orbita de P bajo iteraciones de c.

Sean ¢ : R? — R? la transformacién definida por ¢(P) = P+ 1y
Iy :={¢" : n € Z}. A la regién determinada por las lineas verticales .2 y

Z'" (distantes entre ellas una unidad) se denotara por Dr, véase la imagen
4.14.

Imagen 4.14: Region fundamental de una transformacién parabdlica

Definicién 4.10. Se llama a Dr region fundamental de la accion de Iy en
R2.

No es dificil ver que Dy cumple con:
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(i) La 6rbita de P no tiene puntos de acumulacién en R?.
(ii) La 6rbita de P interseca a Dy exactamente en un punto.
(ili) Sin # m, entonces ¢"(Dr) N ¢™(Dr) = (.

(iv) Si 2 :=Dp UL UL entonces R? =, ., ¢"(2).

Observaciéon 4.11. 1 Elinciso (1) se refiere al hecho de que la drbita de
P es discreta.

2 La descomposicion del espacio euclideano descrita en el inciso (ii) es
llamada “teselacion”; en otras palabras, es una descomposicion de R? en
franjas que se yuxtaponen lateralmente a lo largo de las lineas verticales
las cuales son trasladados de la region fundamental bajo la accion I,
véase la imagen 4.15.

Imagen 4.15: Teselacion generada por un subgrupo parabdlico

Se denotard a Xy al espacio de dérbitas correspondientes a la accién de I
en R? es decir, X, = ]%. La regién fundamental Dy tiene un tnico punto en

cada 6rbita de los puntos de R? que no estdn en {¢"(.£) : n € Z}, més ain
si @ € O(P), entonces O(Q) = O(P) € X,. Los puntos de las lineas frontera
Ly &' se “identifican” en el espacio cociente, es decir, si P € %, entonces
T(P) e &£y O(P) = O(T(P)). Esta relacién indica que cada uno de los
puntos de £ y &’ estdn superpuesto, por lo que estos puntos coinciden en
el espacio de dérbitas. Por lo que existe una correspondencia uno a uno entre
el espacio de dérbitas X4 y un cilindro recto, véase la imagen 4.16.
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\\\w\\\
1

Xo

Imagen 4.16: Identificacién entre el espacio de érbitas y un cilindro recto

4.8. Subgrupo eliptico

Para estos subgrupos, se hara la convencion de que 6 = 2%, para algin
entero k > 1y sean Ry : R*? — R? definida por Ry(P) = AP, con A matriz
definida como se defini6 en 2.17 y I'p, := (Ry : n € Z) = (A" : n € 7).
En este caso una regiéon fundamental Dy para la accién I'r, en R? estd
determinada por el sector a través de los rayos que parten del punto O, el
cual es la interseccién de las lineas £ y .&’, las cuales forman un éngulo 6
entre ellas, véase la imagen 4.17.

& o

0]
E(Lp.f

Imagen 4.17: Reflexién fundamental de una trasformacion eliptica

Asi, la region fundamental Dy de estos subgrupos cumple las siguientes

propiedades: Sea P € R?
(i) La 6rbita de P es discreto en R?, es decir, la drbita es finita (porque es
una rotacién con angulo de la forma 27); ademds O es un punto fijo de

k
Ry.
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(ii) La 6rbita de P interseca a Dy exactamente en un punto.

(ii) Sea Z := Dr U fr*(Dr) por lo cual R? =, ., Ry (D).

Se denotara por Xpg, al espacio de érbitas correspondiente a la accién de
I'r, en R?. Notar que el punto O queda fijo bajo la accién de I'g,, es decir,
Ry(O) = O por tanto Ry (O) = O para cada n € Z, la 6rbita del cero es
el conjunto de un solo punto; los demas puntos en D representan a un
unico punto en Xpg, y los puntos de la frontera de Dp se identifican en el
espacio cociente, de la siguiente manera; si P,Q y P # @ estan en fr(Dy)
se identifican si solo si Rg(P) = @ es decir, existe una correspondencia uno
a uno entre el espacio de 6rbitas Xp, y un cono, véase la imagen 4.18.

g}'

Al

Imagen 4.18: Correspondencia uno a uno entre el espacio de orbitas Xp, y
un cono.

&

4.9. Subgrupos hiperbdlicos

Sea Hy : R?\ {O} — R?\ {O} definida por Hy(P) = X- P con A > 1
y I'y, == {HY : n € Z}. En este caso una regién fundamental Dy para la
accién de I'y, en R? es el anillo cuya frontera es la unién de la circunferencia
C y C' de radios A y 1 respectivamente, donde C = H,(C’), véase la imagen
4.19.

2Es la frontera
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Imagen 4.19: Region fundamental de una transformacién hiperbélica

Sea P € R? tal que;

(i) La érbita de P no tiene puntos de acumulacién en R? \ {O}, es decir,
la 6rbita de P es discreta en R? \ {O}.

(ii) La érbita de P interseca a D en un solo punto. Se sigue de la definicién
de dominio fundamental.

(iii) Sin # m, entonces HY(Dr) N HY(Dr) = 0 (inmediato del inciso (i7)).

(iv) Si 2 :=DprUCUC, entonces R? = | J,,., H(Z), véase la imagen 4.20.

Imagen 4.20: Teselacion generada por un subgrupo hiperbdlico

Sea Xy, el espacio de érbitas asociado a la accién de Iy, en R?; por otro lado
los puntos de las circunferencias frontera C y C’ se identifican en el espacio
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cociente, es decir, existe funcién en la cual hay una correspondencia uno a
uno entre el espacio de érbitas Xp, y un toro, véase la imagen 4.21.

X

Imagen 4.21: Familias coaxiales . y ¢
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