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RESUMEN

Este trabajo está basado en la sección 6.1 del libro Topics on Continua de Sergio
Macías ([8]). En dicha sección se recolectan algunos resultados que se encuentran
en dos artículos de Sergio Macías llamados On the hyperspaces Cn(X) of continua
([6]) y On n-fold hyperspaces of continua II ([7]). El objetivo es desarrollar las
demostraciones encontradas en dicha sección. La razón de ello obedece a que
los resultados enunciados en dicha sección se pueden entender como propiedades
generales del n−ésimo hiperespacio de un continuo.

Este texto está organizado del siguiente modo:

(i) En el Capítulo 1, se exponen los resultados necesarios para poder comprender
las demostraciones del Capítulo 2. Se exploran los conceptos de hiperespacios,
convergencia de sucesiones, topología de Vietoris, conexidad local, continuos
descomponibles e indescomponibles, funciones de Whitney, arcos ordenados,
homotopía y contractibilidad. Se dan demostraciones distintas de algunos re-
sultados. Además, se hacen explícitos algunos resultados que no se encuentran
en la literatura, pero que se considera, son lo suficientemente interesantes como
para ser enunciados y demostrados.

(ii) En el Capítulo 2, se desarrollan los resultados de la sección 6.1 de [8]. Además,
se hacen explícitos resultados que, al criterio del autor, son lo suficientemente
interesantes como para ser enunciados.
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C a p í t u l o 1

CONCEPTOS ASOCIADOS A LA TEORÍA DE LOS
CONTINUOS Y SUS HIPERESPACIOS

1.1. Hiperespacios de continuos y convergencia de sucesiones

Definición 1.1.1. Un continuo es un espacio métrico no vacío, compacto y conexo.
Un subcontinuo es un continuo contenido en un espacio métrico.

Definición 1.1.2. Sea X un espacio métrico compacto no vacío .

Sea n ∈ N. Se definen los siguientes conjuntos:

(i) 2X = {A : A es un conjunto cerrado no vacío de X};

(ii) C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo};

(iii) Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes conexas};

(iv) Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos};

(v) F(X) = ⋃
n∈N Fn(X).

A los conjuntos definidos anteriormente les llamaremos hiperespacios.

Teorema 1.1.3. Si X es un continuo y n ∈ N, entonces Fn(X) es un continuo.

La prueba del Teorema 1.1.3 está en [8, pp. 60-62].

Definición 1.1.4. Sea X un espacio métrico compacto no vacío con métrica d. Para
cada ε > 0 y cada A ∈ 2X defínase

Nd(ε, A) = {x ∈ X : d(a, x) < ε para algún a ∈ A}.

Lema 1.1.5. Sea X un espacio métrico compacto no vacío con métrica d. Para cada
A ∈ 2X , Nd(ε, A) = ⋃

a∈A Bd(a, ε).

Demostración. Sea x ∈ Nd(ε, A). Entonces d(x, a0) < ε para algún a0 ∈ A. Así,
x ∈ Bd(a0, ε) y tenemos que Nd(ε, A) ⊂ ⋃

a∈A Bd(a, ε).
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Ahora, si x ∈ ⋃
a∈A Bd(a, ε), entonces x ∈ Bd(a0, ε) para algún a0 ∈ A. Así,

x ∈ Nd(ε, A) y tenemos que
⋃

a∈A Bd(a, ε) ⊂ Nd(ε, A).

Por tanto Nd(ε, A) = ⋃
a∈A Bd(a, ε). �

Lema 1.1.6. Sea X un continuo y A ⊂ X un cerrado de X . Suponga que A ⊂ G,
donde G es un abierto de X . Entonces existe ε > 0 tal que N(A, ε) ⊂ G.

Demostración. Como A es cerrado de X y X es un espacio métrico compacto, se
sigue que A es compacto. Como A ⊂ G, y G es abierto en X , se sigue que para cada
a ∈ A, existe εa > 0 tal que Bd(a, εa) ⊂ G. Así, A ⊂ ⋃

a∈A Bd(a, εa2 ). Pero como A

es compacto, se sigue que existen a1, . . . , am ∈ A tales que A ⊂ ⋃m
i=1 Bd(ai,

εai
2 ).

Ahora, definamos ε = mín{ εai2 : i ∈ {1, . . . ,m}}. Note que ε > 0.

Veamos ahora que N(A, ε) ⊂ G. Si tomamos x ∈ N(A, ε) = ⋃
a∈A Bd(a, ε) entonces

existe a ∈ A tal que x ∈ Bd(a, ε). Pero tenemos que

Bd(a, ε) ⊂ Bd(a,
εai

2
) ⊂ Bd(a, εa) ⊂ G.

Por tanto, x ∈ G y ya podemos concluir que N(A, ε) ⊂ G. �

Teorema 1.1.7. Sea X un espacio métrico compacto y no vacío. Sean ε > 0 y
A, B ∈ 2X . Entonces

(i) Si 0 < δ ≤ ε y A ⊂ B, entonces N(δ, A) ⊂ N(ε, B);

(ii) clX N(ε, A) ⊂ N(2ε, A);

(iii) N(ε, A) ∪ N(ε, B) = N(ε, A ∪ B);

(iv) N(ε, A) = ⋃{N(δ, A) : δ ∈ (0, ε)}.

Demostración. Sean ε > 0 y A, B ∈ 2X . Denotemos por d a la métrica de X .

Verifiquemos la propiedad (i).

Sean 0 < δ ≤ ε y A ⊂ B. Tomemos x ∈ N(δ, A). Entonces existe a ∈ A tal que
d(x, a) < δ. Como A ⊂ B, se sigue que a ∈ B. Como δ ≤ ε , se sique que d(x, a) < ε .
Por tanto, x ∈ N(ε, B).

Verifiquemos la propiedad (ii).
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Sea x ∈ clX N(ε, A). Entonces existe y ∈ N(ε, A) tal que d(x, y) < ε . Además,
existe a ∈ A tal que d(y, a) < ε . En consecuencia, de la desigualdad del triángulo,
obtenemos que d(x, a) < 2ε . Por tanto, x ∈ N(2ε, A).

Verifiquemos la propiedad (iii).

Por (i), tenemos que N(ε, A), N(ε, B) ⊂ N(ε, A ∪ B). Entonces N(ε, A) ∪ N(ε, B) ⊂
N(ε, A ∪ B). Por otro lado, si x ∈ N(ε, A ∪ B), entonces existe c ∈ A ∪ B tal
que d(x, c) < ε . Como c ∈ A o bien, c ∈ B, se sigue en cualquier caso que
x ∈ N(ε, A) ∪ N(ε, B).

Finalmente, verifiquemos la propiedad (iv).

Dado δ > 0 tal que δ < ε , tenemos por (i) que N(δ, A) ⊂ N(ε, A). Entonces⋃{N(δ, A) : δ ∈ (0, ε)} ⊂ N(ε, A). Por otro lado, tomemos x ∈ N(ε, A). Entonces,
existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε . Podemos tomar δ′ > 0 tal que d(x, a) < δ′ < ε .
En consecuencia, x ∈ N(δ′, A), pero claramente N(δ′, A) ⊂ ⋃{N(δ, A) : δ ∈ (0, ε)}.
Por tanto, N(ε, A) ⊂ ⋃{N(δ, A) : δ ∈ (0, ε)} y se concluye la igualdad deseada. �

Definición 1.1.8. Sea X un espacio métrico compacto no vacío con métrica d. Para
cada A, B ∈ 2X sea

M(A, B) = {ε > 0 : A ⊂ Nd(ε, B) y B ⊂ Nd(ε, A)}

y defínase
Hd(A, B) = ínf M(A, B).

A Hd le llamaremos la métrica de Hausdorff .

Lema 1.1.9. Sea X un espacio métrico compacto no vacío con métrica d. La función
Hd : 2X × 2X → R≥0 está bien definida.

Demostración. Sean A, B ∈ 2X . Note primero que A, B son no vacíos por la defi-
nición de 2X . Luego Nd(ε, A) y Nd(ε, B) son no vacíos. Ahora, como el conjunto
{ε > 0 : A ⊂ Nd(ε, B) y B ⊂ Nd(ε, A)} está acotado inferiormente por 0, lo único
que resta verificar es que dicho conjunto es no vacío. Como X es compacto, se sigue
que X es precompacto 1, esto es, existen a1, . . . , aM ∈ X tales que

X ⊂
M⋃

i=1
Bd(ai, 1).

1Ver por ejemplo, [3, (3.16.1), pp. 58-59]
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Así, X es acotado. Luego, el diámetro de X , denotado por diám(X) existe y es finito.

Ahora, definamos ε0 = diám(X) + 1 > 0. Note que para cada x, y ∈ X, se cumple
que d(x, y) ≤ diám(X) < diám(X) + 1 = ε0, en particular para todo x ∈ A y y ∈ B.
Entonces es inmediato que A ⊂ Nd(ε0, B) y B ⊂ Nd(ε0, A).

Por tanto, ε0 ∈ {ε > 0 : A ⊂ Nd(ε, B) y B ⊂ Nd(ε, A)} y así, Hd está bien
definida. �

Teorema 1.1.10. Sea (X, d) un espacio métrico no vacío y K ⊂ X un compacto tal
que x0 < K . Entonces existe y0 ∈ K tal que d(y0, x0) ≤ d(x, x0) para cada x ∈ K .

Demostración. Considere la función f : K → R≥0 dada por f (x) = d(x, x0). Como
f es continua (la función distancia es continua), y K es un compacto, se sigue que
f alcanza su mínimo, esto es, existe y0 ∈ K tal que d(y0, x0) ≤ d(x0, x) para cada
x ∈ K . �

Lema 1.1.11. Sea X un espacio métrico compacto no vacío con métrica d. Si
K, L ∈ 2X y x ∈ K , entonces existe y ∈ L tal que d(x, y) ≤ Hd(K, L).

Demostración. Como K, L ∈ 2X , se sigue que K, L son cerrados no vacíos. Notando
que son subconjuntos cerrados del compacto X , se sigue que K y L son compactos.

Ahora, sea x ∈ K . Si x ∈ L, entonces d(x, x) = 0 ≤ Hd(H,K).

Suponga que x < L. Entonces, como L es compacto, se sigue por el Teorema 1.1.10
que existe y ∈ L tal que d(x, y) ≤ d(x, z) para cada z ∈ L.

Ahora, solo resta verificar que d(x, y) ≤ Hd(K, L).

Si no fuera así, tendríamos que Hd(K, L) < d(x, y). Note que d(x, y) es fijo. Entonces
por propiedades del ínfimo, existe ε0 ∈ M(A, B) tal que ε0 < d(x, y). Se sigue que
K ⊂ Nd(ε0, L) y L ⊂ Nd(ε0,K). En particular, K ⊂ Nd(ε0, L) y así, para x ∈ K ,
existe θ ∈ L tal que

d(x, θ) < ε0 < d(x, y),

pero esto es una contradicción, ya que d(x, y) ≤ d(x, z) para todo z ∈ L, y θ ∈ L

Por tanto d(x, y) ≤ Hd(K, L). �

Teorema 1.1.12. Sea X un espacio métrico compacto no vacío con métrica d. La
función Hd es una métrica.
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Demostración. Verifiquemos las siguientes proposiciones:

(i) Hd(A, B) = 0 si y solo si A = B.

Suponga que Hd(A, B) = 0. Entonces 0 = ínfM(A, B). Así, A ⊂ Nd

(
1
n, B

)
para todo n ∈ N. Sea a ∈ A. Entonces para cada n ∈ N, existe bn en B tal
que d(a, bn) < 1

n . Como B es compacto, para la sucesión {bn} existe una
subsucesión convergente digamos {bns } con límite b ∈ B cuando s → ∞. De
ahí que d(a, b) ≤ d(a, bns ) + d(bns, b). Entonces para todo ε > 0 existe s ∈ N
suficientemente grande tal que d(a, b) ≤ 2ε . Entonces d(a, b) = 0 y así a = b.
Por tanto a ∈ B y se concluye que A ⊂ B.

Para probar que B ⊂ A se usa un método análogo. Así, se concluye que A = B.

Ahora, si A = B, entonces para todo ε > 0 se tiene que A ⊂ Nd(ε, B) y
B ⊂ Nd(ε, A). Así, ínfM(A, B) = 0 y por tanto Hd(A, B) = 0.

(ii) Hd(A, B) = Hd(B, A).

Se sigue de la definición.

(iii) Hd(A,C) ≤ Hd(A, B) + Hd(B,C).

Sean δ > 0 y a ∈ A. Entonces por el Lema 1.1.11, existe b ∈ B tal que
d(a, b) ≤ Hd(A, B). Usando otra vez el Lema 1.1.11 y el mismo b ∈ B, existe
c ∈ C tal que d(b, c) ≤ Hd(B,C). Así,

d(a, c) ≤ Hd(A, B) + Hd(B,C) < Hd(A, B) + Hd(B,C) + δ.

Entonces, para todo a ∈ A, se tiene que A ⊂ Nd(Hd(A, B) + Hd(B,C) + δ,C).
Mediante un proceso análogo, se obtiene que C ⊂ Nd(Hd(A, B) + Hd(B,C) +
δ, A). De aquí se sigue que Hd(A,C) < Hd(A, B) + Hd(B,C) + δ. Finalmente,
como δ es arbitrario, se concluye que Hd(A,C) ≤ Hd(A, B) + Hd(B,C).

Por tanto, Hd es una métrica. �

Teorema 1.1.13. Sea ε > 0. Entonces H(A, B) < ε si y solo si A ⊂ N(ε, B) y
B ⊂ N(ε, A).

Demostración. Es inmediato de la definición de la métrica de Hausdorff que
H(A, B) < ε implica que A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A). Supongamos ahora que
A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A). Por el Teorema 1.1.7, inciso (iv), se sigue que

A ⊂ N(ε, B) =
⋃
{N(δ, B) : 0 < δ < ε},
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B ⊂ N(ε, A) =
⋃
{N(δ, A) : 0 < δ < ε}.

Como A es compacto, existen δ1, . . . , δn ∈ (0, ε] tales que A ⊂ ⋃n
i=1 N(δi, B).

Denotemos por δ′ = máx{δi : i = 1, . . . , n}. Note que 0 < δ′ < ε . Entonces
A ⊂ N(δ′, B). Análogamente, de la compacidad de B, existe δ′′ > 0 con δ′′ < ε

tal que B ⊂ N(δ′′, A). Si r = máx{δ′, δ′′}, se sigue que 0 < r < ε y además
A ⊂ N(r, B) y B ⊂ N(r, A). Por la definición de la métrica de Hausdorff, se sigue
que H(A, B) ≤ r < ε y se sigue el resultado. �

Ahora, demostraremos y/o enunciaremos algunos teoremas de convergencia que
son necesarios para demostrar algunos teoremas relacionados con los hiperespacios
n-ésimos.

Definición 1.1.14. Si {An}n∈N es una sucesión en 2X , decimos que An tiende a A

y lo denotamos por An → A con A ∈ 2X , si para cada ε > 0, existe N ∈ N tal que
n ≥ N implica que Hd(An, A) < ε .

Note que la Definición 1.1.14 de convergencia está definida en términos de lamétrica
de Hausdorff. Nosotros queremos mostrar una equivalencia de convergencia en
términos de conjuntos.

Definición 1.1.15. Sea X un compacto no vacío y sea {An}n∈N una sucesión en 2X .

Se define el límite inferior de An como limínf(An) = {x ∈ X : para todo ε >

0, B(x, ε) ∩ An , � para todo n ∈ N salvo un número finito}.

Se define el límite superior de An como límsup(An) = {x ∈ X : para todo ε >

0, B(x, ε) ∩ An , �, para una infinidad de n ∈ N }.

Observación. Note que si x ∈ limínf(An), entonces para cada ε > 0 existe N ∈ N tal
que B(x, ε) ∩ An , �; y si x ∈ límsup(An), entonces para cada ε > 0 existe J ⊂ N
infinito tal que B(x, ε) ∩ An , � para n ∈ J.

Así, una consecuencia inmediata es que limínf(An) ⊂ límsup(An).

Definición 1.1.16. Decimos que una sucesión {An}n∈N en 2X converge a A ∈ 2X si
líminf(An) = límsup(An) = A y lo denotamos por límAn = A.

Teorema 1.1.17. Toda sucesión {An}n∈N de subconjuntos cerrados de un espacio
métrico separable X tiene una subsucesión convergente en el sentido de laDefinición
1.1.16.
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La prueba del Teorema 1.1.17 se puede encontrar en [8, Teorema 1.2.28]

Además, se tiene la siguiente equivalencia entre convergencias.

Teorema 1.1.18. Sea X un continuo, y sea {An}n∈N una sucesión de elementos de
2X . Entonces Yn → Y si y solo si lím Yn = Y .

La prueba del Teorema 1.1.18 se puede encontrar en [10].

Una consecuencia importante del Teorema 1.1.18 es la siguiente.

Teorema 1.1.19. Si X es un compacto no vacío, entonces 2X es compacto.

Demostración. Note que si {An}n∈N es una sucesión en 2X , entonces como cada
An es un conjunto cerrado y X es compacto -y por tanto separable-, se sigue por
el Teorema 1.1.17 que {An}n∈N tiene una subsucesión convergente en el sentido de
la Definición 1.1.16. Pero por el Teorema 1.1.18 esto es equivalente a que {An}n∈N
tenga una subsucesión convergente en el sentido de la Definición 1.1.14.

Así, 2X es compacto. �

Teorema 1.1.20. Sea X un compacto no vacío. Supongamos que A, B ∈ 2X y
{An}n∈N, {Bn}n∈N dos sucesiones en 2X tales que An → A y Bn → B. Entonces,

(i) si An ⊂ Bn para cada n ∈ N, entonces A ⊂ B;

(ii) si An ∩ Bn , � para cada n ∈ N, entonces A ∩ B , �;

(iii) An ∪ Bn → A ∪ B.

La demostración de este resultado se puede encontrar en [1, Teorema 20]

Teorema 1.1.21. Sea X un compacto no vacío. Suponga que U ⊂ X y

V ={A ∈ 2X : A ⊂ U}
W ={A ∈ 2X : A ∩U , �}.

Entonces, si U es abierto, entonces V yW son abiertos en 2X y si U es cerrado,
entoncesV yW son cerrados en 2X .
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Demostración. Suponga que U es abierto. Veamos que T = 2X \ V es cerrado, es
decir, que T′ ⊂ T. Sea {An}n∈N una sucesión de T convergente, es decir, An → A.
Veamos que A ∈ T.

Como para cada n ∈ N se tiene que An ∩ (X \U) , � (pues cada An ∈ T), y como
X \U es cerrado, se sigue por el Teorema 1.1.20 que A ∩ (X \U) , �.

Así, A ∈ T y T es cerrado en 2X .

Por tantoV es abierto en 2X .

La prueba de los demás casos es análoga. �

1.2. Topología deVietoris y propiedadesmétricas destacables de los continuos
Primero definiremos y enunciaremos algunas propiedades de una topología sobre
2X que se llama Topología de Vietoris.

Definición 1.2.1. Sea X un espacio métrico compacto con topología τ.

Para cada U ∈ τ, se define:

Γ(U) = {A ∈ 2X : A ⊂ U};

∆(U) = {A ∈ 2X : A ∩U , �}.

Y para U1,U2, . . . ,Un ∈ τ, n ∈ N, sea

〈U1,U2, . . . ,Un〉 = {A ∈ 2X : A ⊂ ⋃n
i=1 Ui, y A ∩ Ui , � para cada i ∈

{1, . . . , n}}.

Lema 1.2.2. Se verifican las siguientes relaciones.

(i) Γ(U) = 〈U〉 y ∆(U) = 〈X,U〉;

(ii) 〈U1,U2, . . . ,Un〉 =
[
Γ

(⋃n
i=1 Ui

) ]
∩

[⋂n
i=1 ∆(Ui)

]
;

(iii) y si U0 =
⋃n

i=1 Ui y V0 =
⋃m

i=1 Vi, entonces

〈U1,U2, . . . ,Un〉∩〈V1,V2, . . . ,Vm〉 = 〈V0∩U1,U2, . . . ,V0∩Un,U0∩V1, . . . ,U0∩Vm〉.

Demostración. Para ver que Γ(U) = 〈U〉 basta observar que cada A ∈ 2X es no
vacío.
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Y para ver que ∆(U) = 〈X,U〉, basta observar que U ∪ X = X y cada A ∈ 2X es no
vacío.

Ahora verifiquemos que 〈U1,U2, . . . ,Un〉 =
[
Γ

(⋃n
i=1 Ui

) ]
∩

[⋂n
i=1 ∆(Ui)

]
.

En efecto. Note que Γ
(⋃n

i=1 Ui
)
= {A ∈ 2X : A ⊂ ⋃n

i=1 Ui} y por otro lado, tenemos
que

⋂n
i=1 ∆(Ui) = {A ∈ 2X : A ∈ ∆(Ui) , �} = {A ∈ 2X : A∩Ui , � para cada i ∈

{1, . . . , n}} y se sigue el resultado.

Finalmente veamos que siU0 =
⋃n

i=1 Ui yV0 =
⋃m

i=1 Vi, entonces 〈U1,U2, . . . ,Un〉 ∩
〈V1,V2, . . . ,Vm〉 = 〈V0 ∩U1,U2, . . . ,V0 ∩Un,U0 ∩ V1, . . . ,U0 ∩ Vm〉.

En efecto. Tenemos las siguientes igualdades:

〈V0 ∩U1,U2, . . . ,V0 ∩Un,U0 ∩ V1, . . . ,U0 ∩ Vm〉 = {A ∈ 2X : A ⊂ ⋃n
i=1 (V0 ∩Ui) ∪⋃m

i=1 (U0 ∩ Vi) , y A ∩ V0 ∩Ui , �, A ∩U0 ∩ Vi , � para cada i ∈ {1, . . . , n}}.

Y también tenemos que

〈U1,U2, . . . ,Un〉 ∩ 〈V1,V2, . . . ,Vm〉 = {A ∈ 2X : A ⊂ ⋃n
i=1 Ui y A ∩ Ui , � y A ⊂⋃m

i=1 Vi y A ∩ Vi , � para cada i ∈ {1, . . . , n}}.

Así, la igualdad se sigue. �

Teorema 1.2.3. Sea X un espacio métrico compacto con métrica d y topología τ.

Se definen

(i) C = {〈U1,U2, . . . ,Un〉 : Ui ∈ τ para cada i ∈ {1, . . . , n}};

(ii) P = {Γ(U) : U ∈ τ} ∪ {∆(U) : U ∈ τ}.

Entonces C es una base para la topología obtenida de la métrica de Hausdorff Hd

para 2X y P es una subbase para dicha topología.

Demostración. Del Lema 1.2.2 y observando que 〈X〉 = 2X , tenemos que C es una
base para alguna topología τV para 2X ya que C es cerrado bajo intersección finita.

Ahora, sea [P] = {⋂L : L es un subconjunto finito de P}. De (ii) del Lema 1.2.2,
se sigue que C ⊂ [P] ya que si 〈U1,U2, . . . ,Un〉 ∈ C entonces 〈U1,U2, . . . ,Un〉 =[
Γ

(⋃n
i=1 Ui

) ]
∩

[⋂n
i=1 ∆(Ui)

]
y pues {Γ

(⋃n
i=1 Ui

)
,∆(U1),∆(U2), . . . ,∆(Un)} ⊂ P.

Así, efectivamente 〈U1,U2, . . . ,Un〉 ∈ [P].

Por tanto, ya tenemos que C ⊂ [P].
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Además, usando que C es cerrado bajo intersecciones finitas, y de (i) del Lema
1.2.2 se sigue que P ⊂ C. Entonces [P] ⊂ C pues si

⋂L ∈ [P], donde L es un
subconjunto finito de P, entonces ⋂L es una intersección finita de elementos de
P, pero cada elemento de P es un elemento de C. Así,⋂L ∈ C. Así, efectivamente
concluimos que [P] ⊂ C.

Por tanto, C = [P]. De aquí que P es una subbase para τV

Ahora, sea τH la topología inducida por la métrica de Hausdorff Hd para 2X . Para
concluir la prueba, bastará mostrar que τV = τH .

Verifiquemos primero que τV ⊂ τH .

Sea U ∈ τ tal que U , X . Sea A ∈ Γ(U). Entonces, para ε = d(A, X \U), tenemos
que ε > 0, ya que A ⊂ U,U , X , A∩(X \U) = � y tanto A como X \U son cerrados.
Veamos que BH(A, ε) ⊂ Γ(U). Si R ∈ BH(A, ε) entonces R ∈ 2X y Hd(A, R) < ε , de
ahí que R ⊂ Nd(ε, A) y así R ∩ (X \U) = �. Así, R ⊂ U, y se sique que R ∈ Γ(U).
Por tanto se verifica que BH(A, ε) ⊂ Γ(U). Así, Γ(U) ∈ τH .

Ahora, suponga que A ∈ ∆(U). Como A ∩ U , �, existe p0 ∈ A ∩ U. Sea ε0 =
d({p0}, X \ U). Luego ε0 > 0. Veamos que BH(A, ε0) ⊂ ∆(U). Si R ∈ BH(A, ε0) y
R∩U = �, entonces R ⊂ X\U, luego R ⊂ Nd(ε0, A) y dado que R ∈ 2X , se sigue que
R , �, luego existe r ∈ R. Lo anterior implica que d(r, p) < ε0 = d({p0}, X \U) y
r ∈ X \U, lo cual es una contradicción. Así, R∩U , � y se concluye que R ∈ ∆(U).
Por tanto, tenemos que BH(A, ε0) ⊂ ∆(U).

Así, ∆(U) ∈ τH .

Y notando que Γ(X) = ∆(X) = 2X , se sigue que P ⊂ τH . Recordando que P es una
subbase para τV , se sigue que τV ⊂ τH dado que cada elemento de la base de τV es
intersección finita de elementos de P ⊂ τH .

Ahora, resta verificar que τH ⊂ τV . Para ello, bastará mostrar que para cada bola
abierta BH(A, ε) en 2X , existen U1,U2, . . . ,Un ∈ τ tales que A ∈ 〈U1,U2, . . . ,Un〉 ⊂
BH(A, ε).

Sea A ∈ 2X y ε > 0. Note que A es un compacto no vacío por ser un subconjunto
cerrado del compactoX.Así, tenemos que A es precompacto y esto nos garantiza que
para ε/2 > 0 existen abiertos de X, digamos U1,U2, . . . ,Un tales que diam(Ui) <
ε/2, A ⊂ ∪n

i=1Ui, y A ∩Ui , � para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Así, A ∈ 〈U1,U2, . . . ,Un〉.
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Veamos ahora que 〈U1,U2, . . . ,Un〉 ⊂ BH(A, ε).

Sea R ∈ 〈U1,U2, . . . ,Un〉. Entonces R ⊂ ∪n
i=1Ui y R ∩ Ui , � para cada i ∈

{1, 2, . . . , n}. Note además que R ∈ 2X . Veamos entonces que R ∈ BH(A, ε), es
decir, Hd(R, A) < ε .

Note que si w ∈ R, entonces w ∈ Ui0 para algún i0 ∈ {1, 2, . . . , n} y dado que
A ∩ Ui0 , �, se sigue que existe a0 ∈ A tal que a0 ∈ Ui0 . Luego tenemos que
d(w, a) < ε/2. Así, R ⊂ Nd(A, ε/2). Mediante un argumento análogo obtenemos
que A ⊂ Nd(R, ε/2). Por tanto Hd(R, A) ≤ ε/2 < ε . Así, efectivamente ya tenemos
que R ∈ BH(A, ε).

Entonces ya podemos concluir que A ∈ 〈U1,U2, . . . ,Un〉 ⊂ BH(A, ε).

Y entonces ya podemos decir que tH ⊂ tV pues si Y ∈ BH(A, ε), por propiedades de
espacio métrico existe r > 0 tal que Y ∈ BH(Y, r) ⊂ BH(A, ε) y de lo anterior existe
〈V1,V2, . . . ,Vn〉 ∈ τV tal que Y ∈ 〈V1,V2, . . . ,Vn〉 ⊂ BH(Y, r) ⊂ BH(A, ε).

Así cada BH(A, ε) se puede ver como unión arbitraria de abiertos de τV .

Por tanto, τV = τH �

Corolario 1.2.4. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces la topología obte-
nida de la métrica de Hausdorff para 2X depende solo de la topología en X.

Demostración. Basta observar que la topología tV del Teorema 1.2.3 solo depende
de la topología τ de X y τV = τH . �

A la topología τV se le conoce a veces como Topología de Vietoris.

Observación. Sea X un continuo. Escribiremos 〈U1,U2, . . . ,Um〉n para denotar a la
intersección 〈U1,U2, . . . ,Un〉 ∩ Cn(X), es decir, los abiertos relativos de Cn(X).

La demostración del siguiente teorema muestra la utilidad de los abiertos vietóricos.
Compare con la demostración aquí expuesta con la de [12, 0.8 THEOREM].

Teorema 1.2.5. Si X es un compacto, entonces C(X) es compacto.

Demostración. Sea {An}n∈N una sucesión en C(X) tal que An → A. Veamos que
A ∈ C(X), es decir, que A es conexo. Suponga que A es disconexo. Entonces existen
U,V abiertos de X ajenos, no vacíos y tales que A ⊂ U ∪ V ; además, A ∩ U , �
y A ∩ V , �. Entonces A ∈ 〈U,V〉. Por hipótesis, existe N ∈ N tal que, si n ≥ N ,
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entonces An ∈ 〈U,V〉. En particular, AN ∈ 〈U,V〉. Esto implica que AN ⊂ U ∪ V ,
AN ∩U , � y AN ∩ V , �, lo cual es falso debido a que AN ∈ C(X) y U ∩ V = �.

Así, sin pérdida de generalidad, podemos concluir que A ⊂ U y A ∩ V = �. En
consecuencia, A es conexo.

Por tanto, C(X) es cerrado en 2X . �

A continuación enunciamos y demostramos algunas propiedades que si bien son de
espacios métricos, toman un significado especial al situarlas en el contexto de la
teoría de continuos.

Teorema 1.2.6. En cualquier espacio topológico, la compacidad y la conexidad son
propiedades independientes del espacio ambiente. Dicho de manera más formal,
si (X, τX) es un espacio topológico, y (A, τA) es un subespacio topológico de X ,
entonces, dado K ⊂ A ⊂ X:

(i) K es compacto en X si y solo si K es compacto en A;

(ii) K es conexo en X si y solo si K es conexo en A.

Demostración. Verifiquemos (i).

Suponga que K es compacto en X . Sea {Vα : α ∈ I} una cubierta abierta de K en A.
Entonces, cada Vα = Gα ∩ A, para cierto Gα abierto de X y K ⊂ ⋃

α∈I Vα. Entonces
K ⊂ [⋃α∈I Gα] ∩ A ⊂ ⋃

α∈I Gα. De la hipótesis se sigue que existe F ⊂ I finito
tal que K ⊂ ⋃

α∈F Gα. Como K ⊂ A, esto implica que K ⊂ [⋃α∈F Gα] ∩ A =⋃
α∈F[Gα ∩ A] = ⋃

α∈F Vα. Así, K es compacto en A.

Ahora, suponga que K es compacto en A. Sea {Vα : α ∈ I} una cubierta abierta de
K en X . Entonces K ⊂ ⋃

α∈I Vα, y como K ⊂ A, se sique que K ⊂ ⋃
α∈I[Vα ∩ A].

Note que cada Vα ∩ A es un abierto de A, y como K es compacto en A, se sigue que
existe F ⊂ I finito, tal que K ⊂ ⋃

α∈F[Vα ∩ A] ⊂ ⋃
α∈F Vα. Así, K es compacto en

X .

Ahora verifiquemos (ii).

Suponga que K es conexo en X . Esto quiere decir que (K, τK) es conexo, donde
τK es la topología del subespacio relativa a X . Veamos que (K, τ′K) es conexo,
donde τ′K es la topología del subespacio relativa a A. En efecto. Supongamos que
existe U , � tal que U es abierto y cerrado respecto a la topología τ′K . Entonces
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U = K ∩ G = K ∩ F, donde G es abierto de A y F es cerrado de A. En particular,
G = A ∩ G′, F = A ∩ F′, donde G′ es abierto de X y F′ es cerrado de X . Como
K ⊂ A, tenemos que K ∩ A = K , en consecuencia, lo anterior se puede escribir
como U = K ∩ G′ = K ∩ F′. Así, U es un abierto y cerrado respecto a la topología
τK . Como (K, τK) es conexo, se sigue que U = K .

Por tanto, (K, τ′K) es conexo.

Ahora, supongamos que K es conexo en A. Esto quiere decir que (K, τ′K) es conexo,
donde τ′K es la topología del subespacio relativa a A. Verifiquemos que (K, τK) es
conexo, donde τK es la topología del subespacio relativa a X . En efecto. Supongamos
que existe U , � tal que U es abierto y cerrado respecto a la topología τK . Entonces
U = K ∩ G = K ∩ F, donde G es abierto de X y F es cerrado de X . Como K ⊂ A,
se sigue que K ∩ A = K , entonces U = K ∩ (A ∩ G) = K ∩ (A ∩ F). Así, U es un
abierto y cerrado respecto a τ′K . Como (K, τ′K) es conexo, se sigue que U = K .

Por tanto, (K, τK) es conexo. �

Uno de los fines del Teorema 1.2.6 es mostrar que no necesitamos indicar el espacio
ambiente de un continuo. Es decir, siY ⊂ X , entonces todo continuo deY es continuo
de X .

A continuación, enunciamos un teorema que nos garantiza que podemos separar
continuos ajenos.

Teorema 1.2.7. Sea X un espacio métrico. Sean K1, . . . ,Kn cerrados propios y
ajenos dos a dos de X . Entonces existen abiertos ajenos G1, . . . ,Gn de X , tales que
Ki ⊂ Gi para i = 1, . . . , n.

Demostración. Hagamos una demostración por inducción. El caso n = 2 es in-
mediato pues X es un espacio métrico. Suponga que el enunciado se verifica para
n compactos propios y ajenos cualesquiera. Veamos que el enunciado se cumple
para n + 1 cerrados propios y ajenos cualesquiera. Sean K1, . . . ,Kn,Kn+1 cerrados
propios y ajenos de X . Por hipótesis inductiva, existen A1, . . . , An abiertos ajenos
dos a dos de X tales que Ki ⊂ Ai para i = 1, . . . , n. Ahora, como K =

⋃n
i=1 Ki es

cerrado por ser unión finita de cerrados, y K ∩ Kn+1 = �, existen dos abiertos de
X , digamos U,V , tales que K ⊂ U, Kn+1 ⊂ V y U ∩ V = �. De aquí, se sigue
que Ki ⊂ Ai ∩U, para i = 1, . . . , n. Entonces, si denotamos por Gi = Ai ∩U, para
i = 1, . . . , n y Gn+1 = V , se sigue que Ki ⊂ Gi para i = 1, . . . , n, n+ 1, y los abiertos
G1, . . . ,Gn,Gn+1 son ajenos dos a dos.
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Por inducción, se sigue el resultado. �

Corolario 1.2.8. Sea X un continuo. Sean K1, . . . ,Kn compactos propios y ajenos
dos a dos de X . Entonces existen abiertos ajenos dos a dos, G1, . . . ,Gn de X , tales
que Ki ⊂ Gi para i = 1, . . . , n.

Demostración. Basta observar que como X es un espacio métrico, en particular es
Hausdorff. Entonces todo compacto es cerrado en X . Así, por el Teorema 1.2.7, se
sigue el resultado. �

Observe el lector que este teorema nos permite separar cualquier cantidad finita de
continuos.

Corolario 1.2.9. Sea X un continuo y n ∈ N. Sean K1, . . . ,Kn continuos propios
ajenos dos a dos de X tales que

⋃n
i=1 Ki ⊂ U, donde U es un abierto de X . Entonces⋃n

i=1 Kn ( U. En particular,
⋃n

i=1 Kn ( X .

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada Ki , �.
Hagamos un argumento por contradicción. Suponga que U =

⋃n
i=1 Kn. Note que

cada Ki es compacto, en consecuencia cada Ki es cerrado en X . Entonces
⋃n

i=1 Kn

es cerrado en X por ser unión finita de cerrados de X . Así, U es abierto y cerrado
de X , y además U , �. Como X es un conexo, se sigue que U = X . Entonces
X =

⋃n
i=1 Ki. Pero por el Corolario 1.2.8, existen G1, . . . ,Gn abiertos ajenos dos a

dos de X tales que Ki ⊂ Gi, para i = 1, . . . , n. En consecuencia,

X =
n⋃

i=1
Ki ⊂

n⋃
i=1

Gi ⊂ X .

Se sigue que X =
⋃n

i=1 Gi, lo cual contradice que X es conexo.

Por tanto, U ,
⋃n

i=1 Kn. �

Recuerdelo bien: un abierto de X nunca va a ser igual a la unión finita de cualesquiera
de sus subcontinuos propios.

Teorema 1.2.10. Sea X un continuo y n ∈ N. Sea Y un subcontinuo propio de X

no vacío. Si A es un abierto en X tal que Y ⊂ A, entonces existen x1, . . . , xn ∈ A

distintos y tales que xi < Y para i = 1, . . . , n.
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Demostración. Por inducción. Para n = 1, note que si Y = A, entonces Y es abierto,
cerrado y no vacío en X , y como X es conexo, se sigue queY = X , lo cual es falso. Por
tanto,Y ( A, es decir, existe x1 ∈ A\Y . Ahora, suponga que la proposición se verifica
para n ∈ N dado. Tenemos que Y ( A y existen x1, . . . , xn ∈ A distintos y tales que
xi < Y para i = 1, . . . , n. Si A = Y ∪{x1, . . . , xn}, entonces A es abierto, cerrado y no
vacío de X , y como X es conexo, pues A = X , es decir, Y ∪ {x1, . . . , xn} = X .
Esto contradice al Corolario 1.2.9. Por tanto, Y ∪ {x1, . . . , xn} ( A. Entonces
existe xn+1 ∈ A \ [Y ∪ {x1, . . . , xn}], es decir x1, . . . , xn, xn+1 son puntos distintos,
x1, . . . , xn, xn+1 ∈ A \ Y .

Por inducción, se sigue el resultado. �

Corolario 1.2.11. Sea X un continuo y n ∈ N. SeaY un subcontinuo propio de X no
vacío y A un abierto en X tal que Y ⊂ A. Entonces existen n subcontinuos propios
de X no degenerados y ajenos dos a dos, C1, . . . ,Cn tales que Ci ⊂ A y Ci ∩Y = �,
para i = 1, . . . , n.

Demostración. Por el Teorema 1.2.10, tenemos que existen x1, . . . , xn ∈ A distintos
y tales que xi < Y para i = 1, . . . , n. Por el Teorema 1.2.8, existen G1, . . . ,Gn,Gn+1

abiertos de X ajenos dos a dos, tales que xi ∈ Gi, para i = 1, . . . , n y Y ⊂ Gn+1.
Más aún, xi ∈ Gi ∩ A, para i = 1, . . . , n . Por el Teorema 1.4.8, existen C1, . . . ,Cn

subcontinuos propios no degenerados tales que xi ∈ Ci ⊂ Gi ∩ A para i = 1, . . . , n.
Como los Gi son ajenos dos a dos, se sigue que los Ci también son ajenos dos a dos.
Por un argumento similar, Ci ∩ Y = � para i = 1, . . . , n. �

Teorema 1.2.12. Sea X un continuo yY1,Y2 subcontinuos propios de X . SiY1∩Y2 ,

�, entonces Y1 ∪ Y2 es un continuo.

Demostración. Como Y1 ∩ Y2 , �, se sigue que Y1 ∪ Y2 es conexo. Además Y1 ∪ Y2

es unión finita de compactos y X es métrico, luego Y1 ∪ Y2 es compacto y en
consecuencia un continuo. �

Teorema 1.2.13. Sea n ∈ N tal que n ≥ 2 y A ⊂ X , donde X es un espacio métrico.
Suponga que A tiene al menos n componentes y A , �. Entonces existen C1, . . . ,Cn

conjuntos no vacíos y separados dos a dos tales que A =
⋃n

i=1 Ci.

Demostración. Haremos una prueba por inducción sobre n. Para el caso n = 2,
suponga que A tiene al menos dos componentes. En consecuencia, A es disconexo.
Entonces existen C1,C2 conjuntos no vacíos y separados tales que A = C1 ∪ C2.
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Supongamos ahora que el resultado se cumple para algún n ∈ N. Veamos a con-
tinuación que el resultado se cumple para n + 1. Suponga que A tiene al menos
n + 1 componentes y A , �. En particular, A tiene al menos n componentes. En-
tonces por hipótesis inductiva, existen C1, . . . ,Cn conjuntos no vacíos y separados
dos a dos tales que A =

⋃n
i=1 Ci. Supongamos que los C1, . . . ,Cn son conexos; por

ser separados dos a dos, en particular son disjuntos dos a dos. En consecuencia,
C1, . . . ,Cn son las componentes de A, lo cual es falso pues A tiene al menos (n + 1)
componentes. Entonces, al menos uno de los C1, . . . ,Cn es disconexo; digamos Cn.
Así, existen R,T subconjuntos separados y no vacíos de X tales que Cn = R ∪ T .
En consecuencia, A =

⋃n−1
i=1 Ci ∪ (R ∪ T). Ahora, para terminar la prueba, solo

resta verificar que R y T están separados de los C1, . . . ,Cn−1. Como R ⊂ Cn y
[clXCn] ∩Cj = �, para j = 1, . . . , n− 1, se sigue que [clx R] ∩Cj = �; análogamen-
te, como Cn ∩ [clXCj] = �, para j = 1, . . . , n − 1, se sigue que R ∩ [clXCj] = �,
para j = 1, . . . , n−1. Así, R está separado de los C1, . . . ,Cn−1. Análogamente T está
separado de los C1, . . . ,Cn−1.

Por inducción, se sigue el resultado. �

1.3. Conexidad local en continuos
El objetivo de esta sección es probar que los conceptos de conexidad im kleinen en
cada punto y conexidad local son equivalentes.

Definición 1.3.1. Un espacio topológico es localmente conexo si para cada x ∈ X y
cada vecindad V de x, existe un abierto conexo Ax ⊂ V tal que x ∈ Ax .

Se puede decir de modo equivalente que un espacio topológico es localmente conexo
si la familia de subconjuntos abiertos y conexos forma una base para la topología
dada.

Definición 1.3.2. Sea X un continuo y x ∈ X . Diremos que X es conexo im kleinen
en X si para cada cerrado F de X tal que F ⊂ X \ {x}, existe un subcontinuo W de
X tal que x ∈ intX(W) ⊂ W ⊂ X \ F.

Teorema 1.3.3. Si X es un continuo y x ∈ X , las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(i) X es conexo im kleinen en x;
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(ii) Para cada abierto U de X tal que x ∈ U, existe un abierto V de X tal que
x ∈ V ⊂ U y donde V tiene la propiedad de que para cada y ∈ V , existe un
subconjunto conexo Cy de X tal que {x, y} ⊂ Cy ⊂ U;

(iii) Para cada abierto U de X tal que x ∈ U, existe un subcontinuo W de X donde
se verifica que x ∈ intx(W) ⊂ W ⊂ U.

Demostración. Sea X un continuo y x ∈ X .

Verifiquemos que (i) implica (ii).

Suponga que X es conexo im kleinen en x. Sea U un abierto en X tal que x ∈ U.
Entonces X \ U es un cerrado que no contiene a x. De ahí, tenemos que existe un
subcontinuo W de X tal que x ∈ intx(W) ⊂ W ⊂ X \ (X \ U) = U. Definiendo
V = intX(W) se cumple lo requerido.

Verifiquemos que (ii) implica (iii).

Suponga (ii). Sea U un abierto de X tal que x ∈ U. Elíjase algún U0 un abierto de
X tal que U0 ⊂ clX(U0) ⊂ U y x ∈ U0. Por hipótesis, se sique que existe un abierto
V de X tal que x ∈ V ⊂ U0 y con la propiedad de que para cada y ∈ V , existe un
subconjunto conexo Cy de X tal que {x, y} ⊂ Cy ⊂ U0.

Ahora, defínase W = clX(
⋃

y∈V Cy). Note que W es un subcontinuo pues la cone-
xidad de W se verifica ya que cada Cy contiene al punto x y es bien sabido que la
clausura de un conexo es conexo, además W es cerrado en X y X es compacto por
ser un continuo, luego W es compacto. Así, efectivamente W es un subcontinuo.

Además, x ∈ V ⊂ W ⊂ clX(U0) ⊂ U. Como V es abierto en X , se sigue que
V ⊂ intX(W). Así, x ∈ intX(W) ⊂ W ⊂ U.

Finalmente verifiquemos que (iii) implica (i).

Suponga (iii). Sea F un cerrado de X tal que F ⊂ X \ {x}. Entonces X \ F es un
abierto de X y x ∈ X \ F. Por hipótesis, existe un subcontinuo W de X tal que
x ∈ intX(W) ⊂ W ⊂ X \ F.

Por tanto, X es conexo im kleinen. �

Lema 1.3.4. Un continuo X es localmente conexo si y solo si las componentes de
los subconjuntos abiertos de X son abiertos.

Demostración. Suponga que X es localmente conexo. Sea U un abierto en X y sea
C una componente de U. Veamos que C es abierta.
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Para cada x ∈ C, existe (por hipótesis) un abierto conexo Vx tal que x ∈ Vx ⊂ U.
Entonces C ∪ Vx es un conjunto conexo de X y C ∪ Vx ⊂ U. Así, Vx ⊂ C por
propiedades de las componentes conexas.

Por tanto C es un abierto en X .

Ahora suponga que las componentes de abiertos de X son abiertos en X . Veamos
que X es localmente conexo. Sea x ∈ X y U un abierto de X tal que x ∈ U. Sea
C una componente de U tal que x ∈ C ⊂ U. Estas siempre existen en los espacios
métricos, por ejemplo {x} es un conexo de U. De la hipótesis se sigue que C es un
abierto de X. Así, C es un abierto conexo de X tal que x ∈ C ⊂ U.

Por tanto, X es localmente conexo. �

Teorema 1.3.5. Un continuo X es conexo im kleinen en cada uno de sus puntos si
y solo si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Demostración. Sea X un continuo.

Suponga que X es localmente conexo. Sea x ∈ X y U un abierto de X tal que x ∈ U.
Elíjase un abierto V tal que x ∈ V ⊂ clX(V) ⊂ U. Como X es localmente conexo,
existe un abierto conexo W tal que x ∈ W ⊂ V ⊂ clX(V) ⊂ U. Luego clX(W) es
conexo y como X es un continuo, en particular X es compacto.

Así clX(W) es compacto por ser un cerrado de X y se tiene que clX(W) es un
subcontinuo de X . Notando que x ∈ W = intX(W) ⊂ clX(W) ⊂ clX(V) ⊂ U,
obtenemos que x ∈ intX(clX(W)) ⊂ clX(W) ⊂ U.

Por tanto, X es conexo im kleinen en x por el Teorema 1.3.3.

Como x fue arbitrario, se concluye que X es conexo im kleinen en cada uno de sus
puntos.

Ahora suponga que X es conexo im kleinen en cada uno de sus puntos.

Sea U un abierto de X y C una componente de U. Bastará probar que C es abierto
para poder usar el Lema 1.3.4. Si x ∈ C, entonces existe un subcontinuo W de X tal
que x ∈ intX(W) ⊂ W ⊂ U. Como C ∩W , � y W es conexo, se sigue que C ∪W

es conexo. Por propiedades de componentes, dado que x ∈ C, se sique que W ⊂ C.

Así x ∈ intX(W) ⊂ W ⊂ C y concluimos que C es abierto.

Y del Lema 1.3.4, se concluye que X es localmente conexo. �
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1.4. Continuos descomponibles

Definición 1.4.1. Un continuo X es descomponible si puede ser escrito como unión
de dos de sus subcontinuos propios. Diremos que X es indescomponible si no es
descomponible. Diremos que X es hereditariamente descomponible (respectivamen-
te, indescomponible), si cada subcontinuo no degenerado de X es descomponible
(indescomponible).

Lema 1.4.2. Sea X un continuo y sea A un subcontinuo de X tal que X \ A es
disconexo. Si U,V ∈ τX son disjuntos y no vacíos, y además X \ A = U ∪ V ,
entonces A ∪U y A ∪ V son subcontinuos de X .

Demostración. Note que X \ (A∪U) = (X \ A) ∩ (X \U) = V . Entonces A∪U es
cerrado, y como X es continuo, pues A ∪U es compacto. Análogamente A ∪ V es
compacto.

Veamos que A ∪ U es conexo. Suponga que A ∪ U es disconexo. Note que A ∪ U

es cerrado en X ya que X es Hausdorff por ser un espacio métrico, entonces existen
K y L cerrados de X , ajenos y no vacíos, tales que A ∪ U = K ∪ L. Como A es
conexo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que A ⊂ K . Note entonces que
L ∩ A = �, luego L ⊂ U. Así, L ∩ clX(V) = �.

Por otro lado, note que si x ∈ X , entonces x ∈ A ∪ U o bien x ∈ V , entonces
x ∈ K ∪ L o bien x ∈ clX(V). Así, X = L ∪ (K ∪ clX(V)). Pero tanto L como
(K ∪ clX(V)) son cerrados no vacíos de X , y de lo anterior sabemos que son ajenos.
Así, X es disconexo, lo cual es falso.

Entonces, A ∪ U es conexo. Análogamente, A ∪ V es conexo. Por tanto, A ∪ U y
A ∪ V son continuos. �

Lema 1.4.3. Un continuo X es descomponible si, y solo si, X continene un subcon-
tinuo propio con interior no vacío.

Demostración. Sea X un continuo descomponible. Entonces existen dos subconti-
nuos propios A y B, de X , tales que X = A∪ B. Note que X \ B es un abierto y está
contenido en A. Así, A es un subcontinuo propio de X con interior no vacío.

Ahora, suponga que A es un subcontinuo propio de X con interior no vacío.

Tenemos dos casos: X \ A es conexo, o bien, X \ A es disconexo.
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Si X \ A es conexo, entonces clX(X \ A) es conexo, y por ser cerrado, se sigue que
es compacto. Así, clX(X \ A) es un continuo de X y, además, dicho subcontinuo
es propio, ya que si X = clX(X \ A), entonces intX(A) ⊂ clX(X \ A), lo cual es
una contradicción. Así, efectivamente clX(X \ A) es un subcontinuo propio de X y
entonces podemos concluir que X = A∪clX(X \A) y por tanto, X es descomponible.

Si X \ A es disconexo, y dado que X \ A es abierto, tenemos que existen U,V ∈ τX

ajenos y no vacíos, tales que X \ A = U ∪ V . Por el Lema 1.4.2, tenemos que
X = (A ∪ U) ∪ (A ∪ V). Además, A ∪ U es subcontinuo propio de X , ya que de
lo contrario, tendríamos que A ∪ V ⊂ A ∪ U, luego V ⊂ A, pero ya teníamos que
V ⊂ X \ A y V , �.

Así, A∪U es subcontinuo propio de X . Análogamente, A∪V es subcontinuo propio
de X .

Por tanto, X es descomponible. �

Corolario 1.4.4. Un continuo X es indescomponible si, y solo si, cada subcontinuo
propio de X tiene interior vacío.

Definición 1.4.5. Diremos que un continuo X es un arco si es homeomorfo a [0, 1].

Teorema 1.4.6. Sea X un arco. Entonces X es hereditariamente descomponible.

Demostración. Como X es un arco, entonces X es homeomorfo al intervalo [0, 1].
Claramente [0, 1

2 ] es un continuo con interior no vacío en [0, 1]. Por el Lema 1.4.3,
se sigue que [0, 1] es descomponible. Más, aún, note que todos los subconjuntos
conexos de [0, 1] son los intervalos abiertos y todos los compactos de [0, 1] son los
intervalos cerrados y acotados en [0, 1]. Entonces todos los subcontinuos de [0, 1]
son sus subintervalos cerrados. Repitiendo el argumento anterior, se verifica que
todos los intervalos cerrados son descomponibles. Así, [0, 1] es hereditariamente
descomponible. Además, como X es homeomorfo al [0, 1] y claramente la propiedad
de ser descomponible es topológica -pues está enunciada en términos de conexos,
compactos y abiertos según el Lema 1.4.3-, se sigue que X es hereditariamente
descomponible. �

Teorema 1.4.7. Sea X un continuo y sea U un abierto no vacío y propio de X . Si K

es una componente de clX(U), entonces K ∩ f rX(U) , �.

Una prueba de este Teorema puede encontrarse en [12, Teorema 5.4].
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Corolario 1.4.8. Sea X un continuo no degenerado. Si A es un subcontinuo propio
de X y U es un abierto de X tal que A ⊂ U, entonces existe un subcontinuo B

de X tal que A ( B ⊂ U. En particular, todo continuo no degenerado tiene un
subconjunto propio no degenerado.

Una prueba del Corolario 1.4.8 puede encontrarse en [12, Teorema 5.5].

Teorema 1.4.9. Si X es un continuo tal que cada uno de sus subcontinuos propios
es indescomponible, entonces X es indescomponible. Así, X es hereditariamente
indescomponible.

Demostración. Hagamos un argumento por contradicción. Suponga que X es des-
componible, entonces existen dos subcontinuos propios A y B de X tales que
X = A ∪ B. Note que X \ B es un abierto de X y X \ B ⊂ A. Así, A tiene in-
terior no vacío. Por otro lado, como X es un espacio métrico, y A es un compacto
propio de X , existe G ∈ τX tal que G , X y A ⊂ G. Por el Teorema 1.4.8, tenemos
que existe un subcontinuo H de X tal que A ( H ⊂ G. Así, H es un subcontinuo
propio de X y, por hipótesis, tenemos que H es indescomponible, entonces por el
Corolario 1.4.4, tenemos que H tiene interior vacío. Pero A ⊂ H y A tiene interior
no vacío, luego H tiene interior no vacío y obtenemos una contradicción.

Por tanto, X es indescomponible, y como además cada uno de sus subcontinuos
propios también es indescomponible, podemos concluir que X es hereditariamente
indescomponible. �

Definición 1.4.10. Un n-odo (n ≥ 2) es un continuo M que contiene a un subcontinuo
N de tal modo que M \ N es la unión de n conjuntos no vacíos y mutuamente
separados.

Teorema 1.4.11. Si X es un continuo descomponible, entonces X contiene un 2-odo
Y . Además, Y = P ∪ Q, donde P,Q son continuos propios de Y y P ∩ Q es un
continuo.

Demostración. Sean A y B subcontinuos propios de X tal que X = A∪ B. Suponga
que A ∩ B es disconexo. Luego, existen al menos dos componentes de A ∩ B. Sean
K1,K2 componentes de A ∩ B. Como A es un espacio métrico, existen abiertos
de A, digamos W1,W2 tales que Ki ⊂ Wi y clAW1 ∩ clAW2 = �. Denotemos por
Fi = f rAWi. Entonces Fi = clAWi \Wi, debido a que Wi es abierto de A. Denotemos
por Mi a la componente de clAWi tal que Ki ⊂ Mi. Por el teorema de golpes en la
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frontera, tenemos que Mi ∩ Fi , �. De lo anterior se sigue que Mi ( Ki, debido a
que Fi ∩ Ki ⊂ Fi ∩Wi = �, dicho de otro modo, debido a que Ki no puede tener
elementos de Fi y Mi ∩ Fi , �. Ahora, como Mi es componente de clAWi, se sigue
que Mi es un conexo. Además, Mi es, por la misma razón, un cerrado de clAWi,
en consecuencia es un cerrado de X y por tanto, Mi es compacto. Así, Mi es un
continuo de A. Como ya tenemos que Mi ( Ki y Ki es una componente de A ∩ B,
tenemos que Mi \ B , �, ya que de lo contrario, Ki ⊂ A ∩ B y Ki ⊂ Mi. Además,
como Mi ⊂ clAWi, y clAW1 ∩ clAW2 = �, se sigue que M1 ∩ M2 = �.

Ahora, definamos M = B ∪ M1 ∪ M2 y N = B.

Mostraremos que M es el 2-odo requerido. Note que B∪M1 es conexo ya que como
K1 ⊂ A∩B y K1 ⊂ M1, pues B∩M1 , �. Asimismo, B∪M1 es compacto ya que B

y M1 son cerrados, luego B y M1 son compactos. Por tanto, B ∪M1 es un continuo.
Análogamente, B ∪ M2 es un continuo.

Por otro lado, se tiene que (B ∪ M1) ∩ (B ∪ M2) = B ya que M1 ∩ M2 = �.

Así, M = (B ∪ M1) ∪ (B ∪ M2). De lo anterior tenemos que M \ N = M1 ∪ M2 y
M1, M2 son separados, ya que como Mi es una componente de clAWi, se sigue que
Mi es un cerrado de clAWi, luego Mi es un cerrado de A. Como A es un subcontinuo
de X , se sigue que A es cerrado en X , luego Mi es cerrado en X . Como Ki , �
debido a que son componentes de A ∩ B, se sigue que Mi , �.

Por tanto, M es un 2−odo. Además, si denotamos por P = B ∪ M1 y Q = B ∪ M2,
se sigue que P ∩ Q = B es conexo y P,Q son subcontinuos propios de M pues
M1 ∩ M2 = � y M1, M2 ⊂ M .

Así, Y = P ∪Q cumple lo requerido. �

1.5. Funciones de Whitney y arcos ordenados
En esta sección definimos las funciones de Whitney y demostramos que todo arco
ordenado se puede parametrizar. Además, enunciamos algunas propiedades útiles
de los arcos ordenados. Por otro lado, mostramos la utilidad de los arcos ordenados
en el estudio de los hiperespacios.

Definición 1.5.1. Sea X un continuo. Una función deWhitney para 2X es una función
continua µ : 2X → [0,∞) tal que:

(i) para cada x ∈ X , µ({x}) = 0;
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(ii) para cada A, B ∈ 2X , si A ( B, entonces µ(A) < µ(B).

Teorema 1.5.2. Las funciones de Whitney para 2X existen.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [12, pp. 19-20].

Observación. Considere una función de Whitney µ : 2X → [0,∞) y un continuo X

no degenerado (con más de un punto). Note que como 2X es compacto, se sigue que
µ(2X) es un compacto en [0,∞]. En particular, µ(2X) es acotado y así µ(2X) ∈ [0,∞].
Como 2X es un compacto no degenerado, pues por ejemplo, F(X) ⊂ 2X , entonces
0 = µ({X}) < µ(2X), es decir, µ(2X) > 0. Entonces, podemos normalizar a µ

definiendo
µ′(A) = µ(A)

µ(2X),

para cada A ∈ 2X . Note que µ′ : 2X → [0, 1] y µ′ también es una función deWhitney.

Definición 1.5.3. Sea A un conjunto con una relación de orden parcial ≤′. Diremos
que A es una red respecto a ≤′, si para cada a, b ∈ A sucede que a ≤′ b o bien
b ≤′ a.

Definición 1.5.4. Un arco ordenado en 2X es un arco A ⊂ 2X que además es una
red respecto a ⊂.

Lema 1.5.5. Si A ⊂ 2X es compacto y es una red respecto a ⊂, entonces toda
función de Whitney es inyectiva enA, y si además,A es compacto, se sigue que la
restricción de toda función de Whitney es un homeomorfismo.

Demostración. Sea µ : 2X → [0, 1] una función de Whitney.

Veamos que µ es inyectiva. Sean A, B ∈ A tales que A , B. Por hipótesis, se tiene
que A ( B o bien B ( A. En cualquiera de los dos casos, por propiedades de las
funciones de Whitney, se sigue que µ(A) , µ(B). Así, µ es inyectiva. Si además,A
es un compacto, dado que µ|A es continua e inyectiva por ser la restricción de una
función continua e inyectiva, tenemos que µ|A es un homeomorfismo. �

Teorema 1.5.6. Sea A ⊂ 2X un subcontinuo no degenerado de 2X . Entonces

A es un arco ordenado si y solo si A es una red.

23



Demostración. Suponga que A es una red. Por el Teorema 1.5.2, existe µ : 2X →
[0, 1] una función de Whitney. Definamos µ′ = µ|A . Entonces µ′ es un homeo-
morfismo ya que 2X es compacto. Como A es un subcontinuo no degenerado, se
tiene que A es un compacto, conexo con más de un punto. Entonces, como µ′ es
homeomorfismo, se sigue que µ′(A) ⊂ [0, 1] es un compacto, conexo, con más de
un punto, es decir, µ′(A) es un intervalo cerrado con más de un punto, digamos
µ′(A) = [a, b], para a, b ∈ [0, 1].

Así,A es un arco. Además, dado queA es una red, entoncesA es un arco ordenado.

La otra implicación es inmediata. �

Lema 1.5.7. Si A es un arco ordenado en 2X , entonces
⋂A ∈ A y

⋃A ∈ A.

Demostración. Note queA ' [0, 1]. EntoncesA es compacto. Sea µ : 2X → [0, 1]
una función de Whitney. De la compacidad de A, se sigue que µ(A) ⊂ [0, 1] es un
compacto, y como µ es continua, existe A0 ∈ A tal que µ(A0) = min µ(A).

Veamos que A0 ⊂ A para cada A ∈ A. Suponga que no es así. Entonces existe
A ∈ A tal que A0 1 A. Como A es arco ordenado, se sigue que A ( A0. Entonces
µ(A) < µ(A0), lo cual es falso pues µ(A0) = min µ(A).

Ahora, como A0 ⊂ A para cada A ∈ A, se sigue que A0 =
⋂A. Como teníamos

que A0 ∈ A, entonces
⋂A ∈ A.

Análogamente se obtiene que
⋃A ∈ A. �

Teorema 1.5.8. SiA es un arco ordenado en 2X , entonces los dos puntos extremos
de A son

⋂A y
⋃A .

Demostración. Sea µ : 2X → [0, 1] una función de Whitney. Consideremos µ′ =
µ|A . Note que µ′ es continua e inyectiva, y como A es un compacto -es un arco-,
se sigue que µ′ es un homeomorfismo. Además, para cada A ∈ A, tenemos que⋂A ⊂ A ⊂ ⋃A. En consecuencia,

µ′(∩A) ≤ µ′(A) ≤ µ′(∪A)

para cada A ∈ A.

Así, µ′(A) ⊂ [µ′(⋂A), µ′(⋃A)]. Y si tomamos t ∈ [µ′(⋂A), µ′(⋃A)], entonces
comoA es conexo -es un arco- y µ′ es continua, se sigue que existe At ∈ A tal que
µ(At) = t. Así, µ′(A) = [µ′(⋂A), µ′(⋃A)]. Ahora, dado que µ′(⋂A) y µ′(⋃A)
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son los puntos extremos de µ′(A), y µ′ es un homeomorfismo, se sigue que
⋂A y⋃A son los puntos extremos de A. �

De lo anterior, podemos decir que la siguiente definición tiene sentido.

Definición 1.5.9. Si A es un arco ordenado en 2X , diremos que A es un arco
ordenado de

⋂A a
⋃A.

El siguiente teorema nos permite parametrizar arcos. Sirve además como una re-
conciliación entre dos definiciones de arco ordenado de A a B que se encuentran
en la literatura; una definición es la que decidimos usar en este escrito -a saber
la Definición 1.5.9-, y la otra, la cual define un arco ordenado como una función
continua e inyectiva del intervalo en 2X que cumple que α(0) = A, α(1) = B, y para
cada s, t ∈ [0, 1] con s < t se cumple que α(S) ( α(t).

Veremos a continuación que dichas definiciones son equivalentes.

Teorema 1.5.10. Sea X un compacto y A, B ∈ 2X . Entonces un arco ordenado de A

a B es exactamente la imagen de una función continua e inyectiva α : [0, 1] → 2X

tal que α(0) = A, α(1) = B, y para cada s, t ∈ [0, 1] con s < t se cumple que
α(S) ( α(t).

Demostración. Sea A ⊂ 2X un arco ordenado de A a B. Note que A =
⋂A y B =⋃B. Sin perdida de generalidad podemos suponer que A , B. Considere µ : 2x →

[0, 1] una función de Whitney. Definamos µ′ = µ|A . Note que µ′ es continua e
inyectiva. ComoA es un arco, en particular es compacto. En consecuencia, µ′ es un
homeomorfismo. También, de la prueba del Teorema 1.5.8 podemos observar que
µ′(A) = [µ′(A), µ′(B)].

Ahora vamos a construir la función α : [0, 1] → 2X que necesitamos.

Definamos γ = (µ′)−1. Notemos que γ : [µ′(A), µ′(B)] → A es un homeomorfismo.
Consideremos también a β : [0, 1] → [µ′(A), µ′(B)] dada por

β(t) = t(µ′(B) − µ′(A)) + µ′(A)

que es el segmento de recta que conecta el punto (0, µ′(A)) con el punto (1, µ′(B)).
Naturalmente, β es un homeomorfismo. Además, β es estrictamente creciente.

Definamos α = γ ◦ β : [0, 1] → [µ′(A), µ′(B)].
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Tenemos que α(0) = (γ ◦ β)(0) = γ(β(0) = γ(µ′(A)) = A.

Análogamente, α(1) = (γ ◦ β)(1) = γ(β(1) = γ(µ′(B)) = B.

Ahora, sean s, t ∈ [0, 1] tales que s < t. Como β es estrictamente creciente, tenemos
que β(s) < β(t). Como β(s), β(t) ∈ [µ′(A), µ′(B)] = µ′(A), existen Y, Z ∈ A tales
que β(s) = µ′(Y ) y β(t) = µ′(Z). Dado que µ′(Y ) < µ′(Z), se sigue que Y ( Z .
Pero Y = γ(µ′(Y )) = γ(β(s)) = (γ ◦ β)(s) = α(s) y análogamente tenemos que
Z = γ(µ′(Z)) = γ(β(t)) = (γ ◦ β)(t) = α(t).

Por tanto, α(s) ( α(t).

Finalmente, como β, γ son homeomorfismos, se sigue que α es un homemorfismo,
en particular, α es continua e inyectiva. Así queda demostrada la necesidad.

Para demostrar la suficiencia, consideremos α : [0, 1] → 2X tal que α(0) = A, α(1) =
B, y para cada s, t ∈ [0, 1] con s < t se cumple que α(S) ( α(t). Como α es continua
e inyectiva y [0, 1] es compacto, se sigue que α es un homeomorfismo. Más aún,
tenemos el homeomorfismo [0, 1] ' α([0, 1]). Es inmediato que α([0, 1]) es un arco.
Y si A, B ∈ α([0, 1]), entonces existen s, t ∈ [0, 1] tales que A = α(s) y B = α(t).
Como tenemos que s ≤ t o bien t ≤ s, nuestra suposición sobre α implica que
A ⊂ B o bien, B ⊂ A. Así, α([0, 1]) es una red, y como ya teníamos que α([0, 1])
es homeomorfo al intervalo [0, 1], entonces podemos decir que α([0, 1]) es un arco
ordenado. �

Teorema 1.5.11. Sea X un compacto y A, B ∈ 2X . Entonces existe un arco ordenado
de A a B si, y solo si A ⊂ B y cada componente de B intersecta a A.

La prueba del Teorema 1.5.11 puede encontrarse en [5, 15.3 Theorem].

Teorema 1.5.12. Sea X un continuo. Entonces 2X es arcoconexo.

Demostración. Sea A ∈ 2X tal que A , X . Como X es conexo, se sigue que la
única componente de X es X . Note que A ⊂ X implica que cada componente de X

intersecta a A. Como X es compacto, por el Teorema 1.5.11, existe un arco ordenado
en 2X de A a X . Entonces, dado que cada elemento de 2X \ X puede conectarse con
X mediante un arco, se sigue que 2X es arcoconexo. �

En la prueba del Teorema 1.5.12, nótese que el arco debía estar contenido en 2X .

Lema 1.5.13. Si A ⊂ 2X es un arco ordenado en 2X que empieza en A ∈ C(X),
entonces A ⊂ C(X).

26



Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es no degene-
rado, esto es, que A tiene más de un punto. Note que A es conexo por pertenecer a
C(X). Sea B ∈ A tal que B , A. Por el Teorema 1.5.10, existe α : [0, 1] → 2X tal
que α es continua e inyectiva, y para s, t ∈ [0, 1] con s < t se tiene que α(s) ( α(t);
además α([0, 1]) = A y α(0) = A pues A empieza en A. Entonces existe t ∈ [0, 1]
con t , 0 tal que α(t) = B. Se sigue que A ( B. Además, α′ = α |[0,t] hereda todas
las propiedades enunciadas de α. En particular, α′([0, t]) es un arco ordenado que
empieza en A y termina en B. Entonces por el Teorema 1.5.11, tenemos que cada
componente de B intersecta a A. Esto implica que, si K es una componente de B,
entonces A ∪ K es conexo debido a que K ∩ A , � y A es conexo. Además, si
recordamos que A ⊂ B, es inmediato que B =

⋃{A ∪ K : K es componente de B};
basta notar que, si b ∈ B entonces existe una componente de B, digamos Kb tal
que b ∈ Kb, luego b ∈ A ∪ Kb. Además, A ⊂ ⋂{A ∪ K : K es componente de B}
y A , �. Por tanto, B es la unión de conexos que tienen intersección no vacía; en
consecuencia B es conexo. Como ya teníamos que B ∈ 2X , entonces B ∈ C(X).

Como B ∈ A era arbitrario, se sigue que A ⊂ C(X). �

Teorema 1.5.14. Sea X un continuo. Entonces C(X) es arcoconexo.

Demostración. Sea A ∈ C(X) tal que A , X . Por el Teorema 1.5.11, existe un
arco ordenado de A a X en 2X , digamos A ⊂ 2X . Dado que A ∈ C(X), se sigue
por el Lema 1.5.13, tenemos que A ⊂ C(X). Así, cada punto de C(X) \ {X}
puede ser conectado a X por un arco contenido en C(X). En consecuencia, C(X) es
arcoconexo. �

Teorema1.5.15. Sea X un continuo. Entonces 2X yC(X) son continuos arcoconexos
no degenerados.

Demostración. Por el Teorema 1.1.19, sabemos que 2X es compacto. También, por
el Teorema 1.5.12, tenemos que 2X es arcoconexo, lo cual implica que 2X es conexo.
Como F(X) ⊂ 2X , se sigue que 2X es no vacío y con más de un punto. Así, 2X es
un continuo no degenerado.

Por otro lado, ya sabemos que C(X) es arcoconexo, en particular C(X) es conexo.
Por el Teorema 1.2.5, tenemos que C(X) es compacto. Como F(X) ⊂ C(X), se
sigue que C(X) es no vacío y con más de un punto. Así, C(X) es un continuo no
degenerado.

�
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1.6. Homotopía y contractibilidad

Definición 1.6.1. Sean X,Y espacios topológicos. Una homotopía es una función
continua h : X × [0, 1] → Y . Si f : X → Y y g : X → Y son dos funciones continuas
y si h : X × [0, 1] → Y es una homotopía tal que, para cada x ∈ X se cumple que

h(x, 0) = f (x)

h(x, 1) = g(x),

entonces se dice que h es una homotopía de f a g.

Además, si existe una homotopía de f a g diremos que f y g son homotópicas.

Definición 1.6.2. Un espacio topológico X se dice contráctil en si mismo, o sim-
plemente contráctil, si la función identidad de X , es homotópica a una función
constante de X en X .

Definición 1.6.3. Sea f : X → Y una función continua entre espacios métricos
compactos. Entonces 2 f : 2X → 2Y dada por 2 f (A) = f (A) se llama la función
inducida entre 2X y 2Y .

Observe que 2 f está bien definida pues la imagen continua de un compacto es
compacto y los compactos en espacios métricos son, en particular, cerrados.

Teorema 1.6.4. Sea f : X → Y una función continua entre espacios métricos
compactos. Entonces 2 f es continua.

Demostración. Sea ε > 0 y A ∈ 2X . Como X es un compacto, se sigue que f

es uniformemente continua. Entonces existe δ > 0 tal que, para todo x, x′ ∈ X

tal que dX(x, x′) < δ, se cumple que dY ( f (x), f (x′)) < ε . Sea A′ ∈ 2X tal que
hd(A, A′) < δ. Entonces existe δ′ < δ, con δ′ > 0 tal que A ⊂ ⋃

a′∈A′ BdX (a′, δ′) y
A′ ⊂ ⋃

a∈A Bdx (a, δ′). Ahora, sea f (a′) ∈ f (A′). Entonces a′ ∈ A′. De lo anterior
tenemos que existe a ∈ A tal que dX(a′, a) < δ′ < δ. Entonces dY ( f (a′), f (a)) < ε .
En consecuencia, tenemos la contención f (A′) ⊂ ⋃

a∈A BdY ( f (a), ε) = N(ε, f (A)).
Análogamente, obtenemos que f (A) ⊂ ⋃

a∈A′ BdY (ε, f (a)) = N(ε, f (A′)).

Por el Teorema 1.1.13, se concluye que HdY ( f (A), f (A′)) < ε .

Por tanto 2 f es continua en A. Como A ∈ 2X era arbitrario, podemos concluir que
2 f es continua. �
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Lema 1.6.5. Sea f : 2X ×[0, 1] → 22x×[0,1] dada por f (A, t) = {A}×[0, t]. Entonces
f es continua.

Demostración. Note primero que 2X × [0, 1] es compacto por ser producto de com-
pactos. Además, tenemos el homeomorfismo {A}×[0, t] ' [0, t], para cada t ∈ [0, 1].
Entonces {A} × [0, t] es un compacto en 2X × [0, 1], y en particular es cerrado en
2X × [0, 1] . Así, f está bien definida.

Cabe recalcar que estamos considerando a 2X × [0, 1] con la métrica

d∗((A, t), (A′, t′)) =
√

Hd(A, A′)2 + |t − t′|2.

Observe que Hd(A, A′) ≤ d∗((A, t), (A′, t′)) y que |t−t′| ≤ d∗((A, t), (A′, t′)). También
es importante notar que d∗((A, t), (A′, t′)) ≤ Hd(A, A′)2 + |t − t′|2, para todo t, t′ ∈
[0, 1].

Sea ahora ε > 0 y (A, t) ∈ 2X × [0, 1]. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que ε < 1.

Definamos δ = ε
4 . Note que δ > 0.

Si d∗((A, t), (A′, t′)) < δ = ε
4 , entonces |t − t′| < ε

4 y Hd(A, A′) < ε
4 . Ahora observe-

mos lo siguiente: sin pérdida de generalidad, podemos suponer que t < t′. Entonces
[0, t′] = [0, t] ∪ [t, t′]. En consecuencia, tenemos que:

(i) para cada x ∈ [0, t], existe x′ ∈ [0, t′] tal que |x − x′| < ε
2 , y además

(ii) para cada y′ ∈ [0, t′], existe y ∈ [0, t] tal que |y − y′| < ε
2 .

Para convencerse de esto último, note que, en el caso de (i), si tomamos x ∈ [0, t],
podemos elegir x′ = x ∈ [0, t] ⊂ [0, t′] y pues |x − x′| = 0 < ε

2 ; en el caso de
(ii), si tomamos y′ ∈ [0, t′], hay dos casos, que y′ ∈ [0, t] o bien que y′ ∈ [t, t′], el
primer caso es análogo al anterior, y si y′ ∈ [t, t′], podemos tomar y = t ∈ [0, t] y
claramente |y′ − y | < ε

2 .

Así, si además notamos que Hd(A, A′) < ε
2 , se obtiene que:

(i) para cada x ∈ [0, t], existe x′ ∈ [0, t′] tal que

d∗((A, x), (A′, x′)) ≤ Hd(A, A′)2 + |x − x′|2 < ε2

2
< ε2 < ε,

donde la última desigualdad se verifica pues ε < 1;
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(ii) para cada y′ ∈ [0, t′], existe y ∈ [0, t] tal que

d∗((A′, y′), (A, y)) ≤ Hd(A, A′)2 + |y − y′|2 < ε2

2
< ε2 < ε,

y donde, análogamente, la última desigualdad se verifica ya que ε < 1.

De aquí se sigue que:

(i) {A} × [0, t] ⊂ ⋃
x′∈[0,t ′] Bd∗((A′, x′), ε) = Nd∗({A′} × [0, t′], ε);

(ii) {A′} × [0, t′] ⊂ ⋃
y∈[0,t] Bd∗((A, y), ε) = Nd∗({A} × [0, t], ε).

Así, obtenemos que, Hd∗({A} × [0, t], {A′} × [0, t′]) ≤ ε , es decir,

Hd∗( f (A, t), f (A′, t′)) ≤ ε .

Por tanto f es continua en (A, t). Como (A, t) es arbitrario, se concluye que f es
continua. �

Lema 1.6.6. Sea h : 2X×[0, 1] → 2X una función continua, es decir, una homotopía.
Si g : 2X×[0, 1] → 22X está dada por g(A, t) = h({A}×[0, t]), entonces g es continua.

Demostración. Sea f : 2X × [0, 1] → 22x×[0,1] dada por f (A, t) = {A} × [0, t]. Note
que (2h ◦ f )(A, t) = 2h( f (A, t)) = 2h({A} × [0, t]) = h({A} × [0, t]) = g(A, t), para
todo A ∈ 2X y t ∈ [0, 1]. Entonces, g = 2h ◦ f . Ahora, como h va de 2X × [0, 1]
-que es compacto- en 2X -que también es compacto-, se sigue que 2h es continua.
Además, por el Lema 1.6.5, se sigue que f también es continua. Por tanto, g es
continua por ser composición de funciones continuas. �

Definición 1.6.7. Sea ∆ ⊂ 2X . Sea h : ∆× [0, 1] → 2X una homotopía. A la función
h′ : ∆ × [0, 1] → 2X dada por h′(A, t) = ⋃{h(A, s) : 0 ≤ s ≤ t} se le llama el
segmento homotópico asociado a h.

Lema 1.6.8. Sea X un compacto. Sea σ : 22X → 2X dada por σ(A) = ⋃A.
Entonces σ está bien definida y satisface la desigualdad

Hd(σ(A1), σ(A2)) ≤ H2(A1,A2),

donde H2 es la métrica de Hausdorff para 22X . Note además que σ es continua.

La prueba de este Teorema puede encontrarse en [12, Theorem 1.48].
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Teorema 1.6.9. El segmento homotópico asociado a una homotopía es una función
continua.

Demostración. Sea ∆ ⊂ 2X . Sea h : ∆ × [0, 1] → 2X una homotopía. Sea g : 2X ×
[0, 1] → 22X dada por g(A, t) = h({A} × [0, t]). Consideremos a h′ : ∆× [0, 1] → 2X

dada por h′(A, t) = ⋃{h(A, s) : 0 ≤ s ≤ t} el segmento homotópico asociado a h.
Observe que h({A} × [0, t]) = {h(A, s) : 0 ≤ s ≤ t}. De aquí, se sigue que

(σ ◦ g)(A, t) = σ(g(A, t))
= (σ ◦ g)(A, t)
=

⋃
g(A, t)

=
⋃

h({A} × [0, t])

=
⋃
{h(A, s) : 0 ≤ s ≤ t}

= h′(A, t),

para cada A ∈ 2X y t ∈ [0, 1]. En consecuencia, h′ = σ ◦ g. Pero por el Lema 1.6.8,
se sabe que σ es continua, y por el Lema 1.6.6, sabemos que g es continua.

Así, podemos concluir que h′, el segmento homotópico asociado a h es una función
continua. �

Definición 1.6.10. Un continuo X dice que tiene la propiedad de Kelley si ocurre
que, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que, si a, b ∈ X son tales que d(a, b) < δ y
a ∈ A ∈ C(X), entonces existe B ∈ C(X) tal que b ∈ B y H(A, B) < ε .

A δ se le llama el número de Kelley asociado a ε .

Teorema 1.6.11. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley, entonces 2X y
C(X) son contráctiles.

La demostración de este teorema puede encontrarse en [10, 16.15 THEOREM].

Teorema 1.6.12. Todo continuo hereditariamente indescomponible tiene la propie-
dad de Kelley.

La demostración de este teorema puede encontrarse en [10, 16.27 Theorem].
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1.7. Algunos resultados sobre Teoría de la dimensión

Definición 1.7.1. Sea X un espacio métrico. Definimos dim(X) de modo recursivo.

(i) dim(X) = −1 si X = �. También, dim(X) ≤ −1 es equivalente a X = �;

(ii) Suponga inductivamente que ya está definido qué significa dim(Y ) ≤ n − 1
para un espacio métrico Y y n ≤ 0. Entonces, para un espacio métrico X ,
definimos dimp(X) ≤ n si p tiene vecindades arbitrariamente pequeñas en X

cuyas fronteras tienen dim ≤ n− 1. Aquí, dimp(X) es la dimensión de X en el
punto p;

(iii) dim(X) ≤ n si dimp(x) ≤ n para todo p ∈ X;

(iv) dim(x) = n si dim(X) ≤ n y dim(X) > n − 1;

(v) dimp(X) = n si dimp(X) ≤ n y dimp(X) > n − 1;

(vi) dim(X) = ∞ si para todo n ∈ N ∪ {0,−1} se cumple dim(X) > n;

(vii) dimp(X) = ∞ si para todo n ∈ N ∪ {0,−1} se cumple dimp(X) > n.

Teorema 1.7.2. La dimensión una propiedad topológica.

Demostración. La prueba es inmediata pues la Definición 1.7.1 está en términos de
vecindades y fronteras, las cuales son propiedades topológicas. �

Lema 1.7.3. Sea X un espacio métrico y Y ⊂ X . Entonces, para todo A ⊂ X

f rY (A ∩ Y ) ⊂ f rX(A).

Demostración. Sabemos que f rY (A∩Y ) = clY (A∩Y )∩clY (Y\A). Como clY (A∩Y ) ⊂
clX(A) y clY (Y \ A) ⊂ clX(X \ A), se sigue el resultado. �

Teorema 1.7.4. Sea X un espacio métrico con dim(X) ≤ n. Si Y ⊂ X , entonces
dim(Y ) ≤ n.

Demostración. Hagamos una prueba por inducción. El caso n = −1 es inmediato,
pues si dim(X) ≤ −1, entonces X = �, luego Y = � y así, dim(Y ) ≤ −1. Ahora,
supongamos que el teorema es verdadero para cualquier espacio métrico de dim ≤
n − 1. Ahora, suponga que dim(X) ≤ n y Y ⊂ X . Sea p ∈ Y . Como dimp(X) ≤ n, se
sigue que p tiene una base de vecindades de abiertosU de X tal que dim( f rX(U)) ≤
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n− 1 para cada U ∈ U. Por el Lema 1.7.3, se sigue que f rY (U ∩Y ) ⊂ f rX(U), para
cada U ∈ U. Por nuestra hipótesis inductiva, se sigue que dim( f rY (U ∩Y )) ≤ n− 1
para cada U ∈ U. Como {U ∩ Y : U ∈ U} es una base de vecindades de p de
abiertos de Y , se sigue que dimp(Y ) ≤ n. Como p ∈ Y era arbitrario, se sigue por
definición que dim(Y ) ≤ n.

Por inducción, se sigue el resultado. �

Teorema 1.7.5. Sea n ∈ N y In = [0, 1]n. Entonces dim(In) = n.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [11, 9.5 Theorem]

Teorema 1.7.6. Sea n ∈ N y X un espacio métrico. Suponga que X =
⋃n

i=1 Ai, con
Ai cerrados y dimAi ≤ n para cada i = 1, . . . , n. Entonces dimX ≤ n.

La prueba del Teorema 1.7.6 puede encontrarse en [4, Theorem III.2].

Corolario 1.7.7. Sea X = Y ∪ Z , donde X,Y, Z son espacios métricos y además
dim(Y ) ≤ n y dim(Z) ≤ n. Si Y o Z son cerrados en X , entonces dim(X) ≤ n.

La prueba del Corolario 1.7.7 puede encontrarse en [4, Corollary 1, pp.32].
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C a p í t u l o 2

ALGUNOS RESULTADOS SOBRE HIPERESPACIOS
N−ÉSIMOS

2.1. Propiedades generales de los hiperespacios n-ésimos

Teorema 2.1.1. Todo arco ordenado que empieza en Cn(X), se queda contenido en
Cn(X), para cada n ∈ N.

Demostración. Sea A un arco ordenado que empieza en A, donde A ∈ Cn(X). Por
el Teorema 1.5.10, existe α : [0, 1] → 2X continua e inyectiva, tal que α([0, 1]) = A
y, si s < t con s, t ∈ [0, 1], entonces α(s) ( α(t). Además, α(0) = A. Tomemos
B ∈ A tal que B , A. Entonces existe t0 ∈ (0, 1] tal que B = α(t0). Note que
α([0, t0]) es un arco ordenado que va de A a B. Además, A ⊂ B. Entonces, por el
Teorema 1.5.11, tenemos que cada componente de B intersecta a A. Denotemos por
A1, . . . , Ak a todas las distintas componentes de A. Note que A =

⋃k
i=1 Ai. Además,

como A ∈ Cn(X), se sigue que k ≤ n. Denotemos por C1, . . . ,Ck a las componentes
de B tales que Ai ⊂ Ci, para i = 1, . . . , k. Note que si existiera una componente de B,
digamos C′ tal que C′ , Ci para cada i = 1, . . . , n, entonces como las componentes
distintas son ajenas, tendríamos queC′∩Ci = � para i = 1, . . . , k, luegoC′∩Ai = �
para i = 1, . . . , k, y en consecuencia, C′ ∩ A = � lo cual es una contradicción. Por
tanto, todas las componentes1 de B son C1, . . . ,Ck . Así, obtenemos B ∈ Cn(X).

Como B ∈ A era arbitrario, podemos concluir que A ⊂ Cn(X). �

Teorema 2.1.2. Sea X un continuo. Entonces Cn(X) es un continuo arcoconexo,
para cada n ∈ N.

Demostración. Sea n ∈ N. Sabemos por el Teorema 1.5.15 que C(X) es un conti-
nuo. Entonces, por el Teorema 1.1.3 tenemos que Fn(C(X)) es un continuo. Veamos
que σ(Fn(C(X)) = Cn(X). Note que si A ∈ Fn(C(X)), entonces A = {A1, . . . , Ak}
para ciertos A1, . . . , Ak ∈ C(X) distintos y k ≤ n. Sea σ : 22X → 2X dada por
σ(A) = ⋃A. Así, σ({A1, . . . , Ak}) =

⋃k
i=1 Ai. Además, σ({A1, . . . , Ak}) tie-

ne k componentes, y como cada componente es un cerrado de X , se sigue que
1Es importante notar que no estamos diciendo que lasC1, . . . ,Ck son todas componentes distintas.
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σ({A1, . . . , Ak}) ∈ Cn(X). Así, σ(Fn(C(X)) ⊂ Cn(X). Ahora, para A ∈ Cn(X), no-
tamos que A tiene k ≤ n componentes distintas, digamos A1, . . . , Ak . Si definimos
A = {A1, . . . , Ak}, entonces como cada Ai ∈ C(X), se sigue queA ∈ Fn(C(X)). Es
inmediato que σ(A) = A. Así, A ∈ σFn(C(X)). Entonces, σ(Fn(C(X)) = Cn(X).
Ahora, por el Lema 1.6.8 sabemos que σ es continua. En consecuencia, como
Fn(C(X) es un compacto y conexo, se sigue que σ(Fn(C(X)) = Cn(X) es compacto
y conexo. Así, Cn(X) es un continuo.

Ahora veamos que Cn(X) es arcoconexo.

Sea A ∈ Cn(X) tal que A , X . Por el Teorema 1.5.11, existe un arco ordenado de A

a X , digamosA ⊂ 2X . Por el Teorema 2.1.1, se sigue queA ⊂ Cn(X). Como A era
arbitrario, se sigue que cada punto de Cn(X) se puede conectar con X con un arco
ordenado contenido en Cn(X); en consecuencia, Cn(C) es arcoconexo. �

Lema 2.1.3. Sea n ∈ N, y X un continuo. SiA∩Cn(X) , � yA es un subconjunto
conexo de Cn(X), entonces ∪A = ∪{A : A ∈ A} tiene a lo más n componentes
conexas.

Demostración. Suponga que existeA subconjunto deCn(X) conexo tal que ∪A tie-
ne al menos n+1 componentes conexas. Por el Teorema 1.2.13, existenC1, . . . ,Cn+1

conjuntos separados dos a dos y no vacíos tales que A = ⋃n+1
j=1 Cj .

Como A ∩ Cn(X) , �, podemos tomar A0 ∈ A ∩ Cn(X). Note que A0 tiene a lo
más n componentes conexas y

A0 ⊂
⋃
A =

n+1⋃
j=1

Cj .

Entonces dado que los C1, . . . ,Cn,Cn+1 son separados, se sigue que A0 puede estar
contenido en a lo más n de dichos conjuntos, pues cada componente de A0 solo
puede estar contenido en un Cj . Así, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que A0 ⊂

⋃n
j=1 Cj .

Ahora definamos los siguientes conjuntos:

B = {A ∈ A : A ⊂
n⋃

j=1
Cj}

D = {A ∈ A : A ∩ Cn+1 , �}

Demostraremos que B y D son una separación de A.
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Note que A0 ∈ B. Así, B , �.

Ahora, como
⋃A = ⋃n+1

j=1 Cj , y cada Cj es no vacío, se sigue que si w ∈ Cn+1

entonces w ∈ A1 para algún A1 ∈ A. Así, A1 ∈ D y se sigue que D , �.

Veamos ahora que A = B ∪ D.

En efecto. Claramente ya tenemos que B∪D ⊂ A. Resta verificar queA ⊂ B∪D

Si A ∈ A, sucede que A ∩ Cn+1 , � o bien A ∩ Cn+1 = �.

Si A ∩ Cn+1 , �, entonces A ∈ D.

Y si A ∩ Cn+1 = �, como A ⊂ ⋃A = ⋃n+1
j=1 Cj , se sigue que A ⊂ ⋃n

j=1 Cj y así
A ∈ B.

Por tanto, A = B ∪ D.

Ahora veamos que [cl2XB]∩D = �. Suponga que existe A ∈ cl2XB∩D. Entonces,
existe una sucesión {Ak}k∈N de puntos de B tal que Ak → A. Note que, para
cada k ∈ N, tenemos que Ak ⊂

⋃n
j=1 Cj . Además, como A ∈ D, se sigue que

A ∩ Cn+1 , �. Entonces, existe x′ ∈ A ∩ Cn+1. Como Ak → A, existe una sucesión
{xm}m∈N de puntos de

⋃∞
k=1 Ak ⊂

⋃n
j=1 Cj tales que xn → x′. Entonces, x′ ∈

clX[
⋃n

j=1 Cj] =
⋃n

j=1[clXCj]. Así, existe j0 ∈ {1, . . . , n} tal que x′ ∈ clXCj0 . Pero
esto último es una contradicción, pues x′ ∈ Cn+1 y [clXCj0] ∩ Cn+1 = �. Por tanto,
cl2XB ∩ D = �.

Finalmente, veamos que [cl2XD] ∩ B = �. Suponga que existe A ∈ [cl2XD] ∩
B. Entonces, A ⊂ ⋃n

j=1 Cj y existe una sucesión {Ak}k∈N de puntos de D tal
que Ak → A. En particular, para cada k ∈ N tenemos que Ak ∩ Cn+1 , �,
luego Ak ∩ [clXCn+1] , �. Entonces, por el Teorema 1.1.20, tenemos que A ∩
[clXCn+1] , �. Pero A ⊂ ⋃n

j=1 Cj y como los C1, . . . ,Cn,Cn+1 son separados,
tenemos que[clXCn+1] ∩ [

⋃n
j=1 Cj] = �, en consecuencia A∩ [clXCn+1] = � lo cual

es una contradicción.

Por tanto, [cl2XD] ∩ B = �.

Así, concluimos queB yD forman una separación deA, lo cual es una contradicción
debido a que A es conexo.

Por tanto,
⋃A tiene a lo más n componentes. �

Corolario 2.1.4. Sea n ∈ N. Si X es un continuo y A ∈ C(Cn(X)), entonces
σ(A) ∈ Cn(X).
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Demostración. Como A ∈ C(Cn(X)), se sigue que A es conexo y A ⊂ Cn(X),
donde A es un cerrado no vacío de 2X . En particular, A ∩ Cn(X) , �. Luego, por
el Lema 2.1.3, se tiene que σ(A) = ⋃{A : A ∈ A} tiene a lo más n componentes
conexas y por el Lema 1.6.8, se tiene que σ(A) ∈ 2X .

Por tanto, σ(A) ∈ Cn(X). �

Teorema 2.1.5. Sea n ∈ N. Entonces el continuo X es localmente conexo si y solo
si Cn(X) es localmente conexo.

Demostración. Suponga queCn(X) es localmente conexo. Sea x ∈ X yU un abierto
de X de tal manera que x ∈ U. Note que como Cn(X) es un espacio métrico, en
particular es normal. Entonces existe un abierto V en Cn(X) de tal manera que
{x} ∈ V ⊂ clCn(X)V ⊂ 〈U〉n y luego, utilizando que Cn(X) es localmente conexo,
encontramos un abierto conexoC tal que {x} ∈ C ⊂ V . Así, existe un abierto conexo
C de Cn(X) tal que {x} ⊂ C ⊂ clCn(X)C ⊂ 〈U〉n.

Ahora, sea 〈V1, . . . ,Vk〉n un básico de Cn(X) con {x} ∈ 〈V1, . . . ,Vk〉n ⊂ C y de-
fínase el conjunto W =

⋂k
j=1 Vj . Nosotros queremos cumplir las condiciones del

Teorema 1.3.3, inciso (ii). Para esto, veamos primero que si y ∈ W , entonces
y ∈ σ(clCn(X)C) =

⋃
clCn(X)C.

En efecto. Si y ∈ W , entonces y ∈ ⋂k
j=1 Vj . De ahí que {y} ∈ 〈V1, . . . ,Vk〉n ⊂ C ⊂

clCn(X)C. Así, {y} ∈ clCn(X)C. Por tanto, y ∈ σ(clCn(X)C).

Ahora, veamos que σ(clCn(X)C) es un conexo. Como {x} ∈ C(X) -pues {x} es un
conexo en 2X-, y clCn(X)C es un conexo -ya que C es conexo-, y {x} ∈ clCn(X)C,
entonces por el Lema 2.1.3, se sique que

⋃
clCn(X)C es conexo.

Así, tenemos que x, y ∈ σ(clCn(X)C).

Finalmente, veamos que σ(clCn(X)C) ⊂ U.

Si w ∈ σ(clCn(X)C), entonces existe H ∈ clCn(X)C con w ∈ H. Como clCn(X)C ⊂
〈U〉n, se sigue que H ∈ 〈U〉n. Así, H ⊂ U y por tanto, w ∈ U.

En resumen, tenemos lo siguiente. Dado x ∈ X y U abierto de X , existe un abierto
W tal que x ∈ W y W ⊂ U -debido a que 〈V1, . . . ,Vk〉n ⊂ C ⊂ 〈U〉n-. Además, W

tiene la propiedad de que si y ∈ W , entonces existe un conjunto conexo σ(clCn(X)C)
tal que {x, y} ⊂ σ(clCn(X)C) ⊂ U. Entonces por el Teorema 1.3.3, se sigue que X es
conexo im kleinen. Pero por el Teorema 1.3.5, como x fue arbitrario, tenemos que
X es localmente conexo. �
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Teorema 2.1.6. Sea X un continuo. Si n ∈ N, entonces Cn(X) es un conjunto denso
en ninguna parte en Cn+1(X).

Demostración. Observemos lo siguiente. Como Cn(X) es un continuo, en particu-
lar es compacto en 2X . Como Cn+1(X) es un espacio métrico, entonces Cn(X) es
cerrado en Cn+1(X). Así Cn(X) = clCn+1(X)Cn(X). Veamos que intCn+1(X)Cn(X) = �.
Supongamos que intCn+1Cn(X) , �. Veamos primero que X < intCn+1(X)Cn(X). Si
X ∈ intCn+1(X)Cn(X), entonces existen abiertos no vacíos de X , digamos U1, . . . ,Ul

tales que
X ∈ 〈U1, . . . ,Ul〉 ∩ Cn+1(X) ⊂ Cn(X).

En particular, X =
⋃l

i=1 Ui. Definamos m = n + 1 − l. Como cada Ui es no vacío,
podemos elegir xi ∈ Ui, para cada i = 1, . . . , l. Además, por el Corolario 1.2.9,
se sigue en particular que {x1} ( U1. Entonces podemos tomar y1 ∈ U1 \ {x1}.
Otra vez, por el Corolario 1.2.9, tenemos que {x1, y1} ( U1. Entonces podemos
tomar y2 ∈ U1 \ {x1, y1}. Siguiendo así, podemos tomar una sucesión finita de
puntos distintos y1, . . . , ym ∈ U1. Definamos B = {x1, . . . , xl, y1, . . . , ym}. Entonces
B = {x1, . . . , xl, y1, . . . , ym} tiene l +m = n+ 1 puntos distintos. Además, por como
fue construido B, tenemos que B∩Ui , � y B ⊂ ⋃l

i=1 Ui. Entonces B ∈ 〈U1, . . . ,Ul〉.
Más aún, es inmediato verificar que B tiene exactamente n + 1 componentes; en
consecuencia, B ∈ Cn+1(X) \ Cn(X). Así, obtenemos que

B ∈ 〈U1, . . . ,Ul〉 ∩ Cn+1(X) ⊂ Cn(X),

lo cual implica que B ∈ Cn(X), lo cual es una contradicción.

Por tanto, X < intCn+1(X)Cn(X).

Ahora, como seguimos suponiendo que intCn+1(X)Cn(X) , �, podemos tomar A ∈
intCn+1(X)Cn(X). De lo anterior tenemos que A , X . Además, A ∈ Cn(X). Sean
A1, . . . , Ak las componentes (distintas) de A. Note que k ≤ n. Como intCn+1(X)Cn(X)
es abierto, existe r > 0 tal que BH(A, r) ⊂ Cn(X). Además, por el Corolario
1.2.8, existen G1, . . . ,Gk abiertos de X ajenos dos a dos tales que A j ⊂ G j , para
j = 1, . . . , k. Por el Lema 1.1.6, existen ε1, . . . , εk > 0 tales que

A j ⊂ N(A j, ε j) ⊂ G j,

para j = 1, . . . , k. Definamos ε = min{ε1, . . . , εk, r}. Note que ε > 0. Entonces
A j ⊂ N(A j, ε) y como N(A j, ε) ⊂ G j para j = 1, . . . , k, se sigue que los N(A j, ε) son
ajenos dos a dos. Además, BH(A, ε) ⊂ Cn(X). Definamos p = n+1− k. Ahora, como
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N(A1, ε) es abierto, se sigue por el Corolario 1.2.9, que A1 ( N(A1, ε). Entonces,
podemos elegir a1 ∈ N(A1, ε) \ A1 y otra vez por el Corolario 1.2.9, tenemos que
A1∪{a1} ( N(A1, ε), luego existe a2 ∈ N(A1, ε)\{a1}. Continuando de estamanera,
podemos elegir a1, . . . , ap ∈ N(A1, ε) \ A1. Ahora, definamos B = A∪ {a1, . . . , ap}.
Note que B tiene k + p = n + 1 componentes. Además, como A ⊂ B, se sigue
que A ⊂ N(B, ε). Notando que que {a1, . . . , ap} ⊂ N(A1, ε) ⊂ N(A, ε), podemos
concluir que B = A ∪ {a1, . . . , ap} ⊂ N(A, ε). Por el Teorema 1.1.13, se sique que
H(A, B) < ε . Por tanto B ∈ BH(A, ε) y como ya teníamos que BH(A, ε) ⊂ Cn(X), se
sigue que B ∈ Cn(X), lo cual es una contradicción ya que B tiene exactamente n+ 1
componentes.

Por tanto, intCn+1(X)Cn(X) = �. �

Lema 2.1.7. Sea X un continuo. Si n ∈ N, entonces existen n subcontinuos de X no
degenerados y disjuntos dos a dos.

Demostración. Sea n ∈ N. Sean x1, . . . , xn ∈ X distintos. Como X es métrico, en
particular es Hausdorff, entonces existen abiertos disjuntos U1, . . . ,Un con xi ∈ Ui

para i = 1, . . . , n. Entonces por el Teorema 1.4.8, existen subcontinuos B1, . . . , Bn

tales que {xi} ( Bi ⊂ Ui para i = 1, . . . , n.

Así, cada Bi es no degenerado y dicha colección es disjunta dos a dos. �

Corolario 2.1.8. Sea X un continuo. Si M1, . . . , Mp son subcontinuos propios de
X ajenos dos a dos, y k ∈ N, entonces existen k subcontinuos propios de X no
degenerados, digamos C1, . . . ,Ck , tales que Mj ∩ Cl = � para j = 1, . . . , p y
l = 1, . . . , k.

Demostración. Sea k ∈ N. Note que X ,
⋃p

j=1 Mj , ya que de lo contrario, X no sería
un conexo. Más aún, X \⋃p

j=1 Mj no puede ser finito por la misma razón. Entonces
podemos tomar k puntos distintos en X \⋃p

j=1 Mj , digamos x1, . . . , xk . �

Teorema 2.1.9. Sea X un continuo. Si n ∈ N, entoncesCn(X) contiene una n−celda.

Demostración. Por el Lema 2.1.7, podemos tomar A1, . . . , An subcontinuos de X

que son disjuntos dos a dos y no degenerados. Para j = 1, . . . , n, sea a j ∈ A j .
Entonces por el Teorema 1.5.11, existen arcos ordenados α j : [0, 1] → C(X) tal que
α j(0) = {a j} y α j(1) = A j . Note que, efectivamente, el codominio de cada α j es
C(X) por el Lema 1.5.13. Ahora, consideremos a la función ξ : [0, 1]n → Cn(X) dada
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por ξ(t1, . . . , tn) = α1(t1)∪ . . .∪αn(tn). Observemos que ξ está bien definida, ya que
cada α j(t j) es conexo, y los α j(t j) son disjuntos dos a dos, por estar contenidos en
A j , para cada j = 1, . . . , n, respectivamente. Así, ξ(t1, . . . , tn) = α1(t1) ∪ . . .∪αn(tn)
tiene n componentes y por tanto, está bien definida.

A continuación, verifiquemos que ξ es un encaje de [0, 1]n en Cn(X).

Para probar la inyectividad de ξ, observemos que si (t1, . . . , tn) , (t′1, . . . , t
′
n), en-

tonces existe i0 ∈ {1, . . . , n} tal que ti0 , t′i0 , luego αi0(ti0) , αi0(t′i0), pues αi0 es
inyectiva por ser un arco ordenado. Entonces, como los α j(t j) son disjuntos dos a
dos, tenemos que ξ(t1, . . . , tn) , ξ(t′1, . . . , t

′
n).

Ahora demostremos que ξ es continua. Como [0, 1]n es métrico, bastará ver que ξ
manda sucesiones convergentes en sucesiones convergentes.

Si (t(m)1 , . . . , t(m)n ) → (s1, . . . , sn) cuando m → ∞, entonces t(m)i → si. Como cada
α j es continua, se tiene que α j(t(m)i ) → α j(si). Por el Teorema 1.1.20, se sigue que
ξ(t(m)1 , . . . , t(m)n ) → ξ(s1, . . . , sn).

Así, ξ es continua.

Y finalmente, como ξ es biyectiva en su imagen y además es continua con dominio
compacto y codominio Hausdoff, se sique que ξ es un encaje de [0, 1]n enCn(X). �

Teorema 2.1.10. Sea X un continuo y n ∈ N. Si X contiene k, donde k ≤ n,
subcontinuos descomponibles y disjuntos dos a dos, entonces Cn(X) contiene una
(k + n)−celda.

Demostración. Consideremos primero el caso en que k < n. La estrategia a seguir
en esta demostración es la siguiente: primero construiremos ciertos continuos con
ciertas propiedades particulares y después propondremos una función de una (k +
n)−celda en Cn(X) y verificaremos que, de hecho, es un encaje.

Por hipótesis, tenemos que existen M1, . . . , Mk subcontinuos descomponibles de X

disjuntos dos a dos. Por el Teorema 1.4.11, podemos suponer que, para j = 1, . . . , k,
se tiene que Mj = A j ∪ B j , donde A j, B j, A j ∩ B j son continuos, A j \ (A j ∩ B j) , �,
B j \ (A j ∩ B j) , � y [A j \ (A j ∩ B j)]∩ [B j \ (A j ∩ B j)] = �. Aquí, estamos tomando
los 2−odos garantizados por el Teorema 1.4.11.

Por otro lado, por el Teorema 1.2.8, existenG1, . . . ,Gn abiertos de X ajenos dos a dos,
tales que Mj ⊂ G j para j = 1, . . . , n. Por el Corolario 1.2.11, existen Ck+1, . . . ,Cn

subcontinuos propios de X no genenerados y ajenos dos a dos, tales que Ci ⊂ G1 y
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Ci ∩ M1 = �, para i = 1, . . . , n. En consecuencia, dado que los Gi son ajenos dos
a dos, y Mj ⊂ G j , para j = 1, . . . , n, tenemos que Ci ∩ Mj = � para j = 1, . . . k y
i = k + 1, . . . , n.

Ahora, como para cada j = 1, . . . , k tenemos que A j ∩ B j ⊂ A j , A j ∩ B j ⊂ B j , y
cada componente de A j, B j intersecta a cada componente de A j ∩ B j -ya que son
continuos, en particular conexos-, por el Teorema 1.5.11, existen arcos ordenados
α j : [0, 1] → 2X y β j : [0, 1] → 2X tales que α j(0) = A j ∩ B j , α j(1) = A j, β j(0) =
A j ∩ B j , y β j(1) = B j . Note que como α j(0) y β j(0) son conexos, se sigue por el
Lema 1.5.13 que, para cada t ∈ [0, 1], tanto α j(t) como β j(t) son conexos y además
están contenidos en A j y B j , respectivamente. Entonces es más preciso escribir que
α j : [0, 1] → C(A j) y β j : [0, 1] → C(B j).

Por otro lado, como los continuos Ck+1, . . . ,Cn son no degenerados, podemos tomar
xi ∈ Ci, para i = k + 1, . . . , n. Es inmediato verificar que, para i = k + 1, . . . , n, se
cumple que {xi} ( Ci y cada componente de Ci intersecta a cada componente de
{xi}. Entonces por el Teorema 1.5.11, se sigue que para i = k + 1, . . . , n, existen
arcos ordenados γi : [0, 1] → C(Ci) tales que γi(0) = xi y γi(1) = Ci. Note que
escribimos que C(Ci) es el codominio de γi por un argumento análogo al del párrafo
anterior.

Ahora propondremos el encaje que nos permitirá demostrar el teorema.

Notemos primero el homeomorfismo [0, 1]k+n ' [0, 1]2k × [0, 1]n−k . Ahora, sea
ξ : [0, 1]2k × [0, 1]n−k → Cn(X) dada por

ξ((t1, . . . , t2k), (s1, . . . , sn−k)) =
©­«

k⋃
j=1
[α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)]

ª®¬ ∪
(

n−k⋃
l=1

γk+l(sl)
)
.

Naturalmente, antes de continuar, primero tenemos que verificar que ξ está bien
definida. Sea ((t1, . . . , t2k), (s1, . . . , sn−k)) ∈ [0, 1]2k × [0, 1]n−k . Por la manera en
que fueron construidas las γi, se sigue que γl+k(sl) ⊂ Ck+l , para l = 1, . . . , n − k.
Además, como cada γl+k(sl) es conexo y es un subconjunto cerrado del compacto
Ck+l , se sigue que cada γl+k(sl) es un compacto, y en consecuencia un continuo.
Entonces como los Ci son ajenos dos a dos, se sigue que

⋃n−k
l=1 γk+l(sl) es la unión

de n − k continuos ajenos dos a dos.

Por otro lado, para j = 1, . . . , k, tenemos que, debido a la manera en que α j(t2 j−1)
y β j(t2 j) fueron construidos, se sigue que también son subconjuntos conexos y
cerrados de los compactos A j y B j , respectivamente. Entonces α j(t2 j−1) y β j(t2 j)
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son compactos y, en consecuencia, son continuos. Podemos decir un poco más.
Note que, por como fueron construidos los arcos ordenados α j, β j , tenemos que
A j ∩ B j = α j(0) = β j(0) ⊂ α j(t2 j−1) ∩ β j(t2 j). Entonces, como A j ∩ B j es un
continuo, en particular A j ∩B j es no vacío, luego por el teorema 1.2.12 se sigue que
α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j) es un continuo. Como α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j) ⊂ A j ∪ B j = Mj , y los
Mj son ajenos dos a dos, se sigue que los continuos α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j) son ajenos
dos a dos, para j = 1, . . . , k.

Así,
⋃k

j=1[α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)] es la unión de k continuos ajenos dos a dos.

Por tanto, como sabemos que, para j = 1, . . . , k y l = 1, . . . , n − k, se cumple que

Ck+l ∩ Mj = �,

α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j) ⊂ Mj , y

γl+k(sl) ⊂ Ck+l,

entonces
(⋃k

j=1[α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)]
)
∪
(⋃n−k

l=1 γk+l(sl)
)
= ξ((t1, . . . , t2k), (s1, . . . , sn−k))

es la unión de n continuos ajenos dos a dos. Así, ξ((t1, . . . , t2k), (s1, . . . , sn−k)) es
cerrado por ser unión finita de continuos (recuerde que los continuos son compactos,
y como X es métrico, se sigue que los compactos son cerrados en X) y es inmediato
que ξ((t1, . . . , t2k), (s1, . . . , sn−k)) tiene n componentes.

Así, concluimos que ξ((t1, . . . , t2k), (s1, . . . , sn−k)) ∈ Cn(X) y por tanto, ξ está bien
definida.

Ahora ya estamos en condiciones de verificar que ξ es un encaje.

Para ver que ξ es continua, como [0, 1]2k × [0, 1]n−k es un espacio métrico, bastará
demostrar que ξ manda sucesiones convergentes en sucesiones convergentes. Su-
ponga que ((t(m)1 , . . . , t(m)2k ), (s

(m)
1 , . . . , s(m)n−k)) → ((t1, . . . , t2k), (s1, . . . , sn−k)) cuando

m → ∞. Entonces, para j = 1, . . . , k y l = 1, . . . , n − k, se tiene que t(m)2 j → t2 j ,
t(m)2 j−1 → t2 j−1, y s(m)l → sl , cuando m→ ∞. Como cada arco α j , β j y γl es, en par-
ticular, una funcion continua, se sigue que α j(t(m)2 j−1) → α j(t2 j−1), β j(t(m)2 j ) → β j(t2 j)
y γl(s(m)l ) → γl(sl), cuando m→∞. Por el Teorema 1.1.20, se sigue que

n−k⋃
l=1

γk+l(s(m)l ) →
n−k⋃
l=1

γk+l(sl)

y también que
k⋃

j=1
[α j(t(m)2 j−1) ∪ β j(t(m)2 j )] →

k⋃
j=1
[α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)]
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cuando m→∞.

Así, por el Teorema 1.1.20, tenemos que

ξ((t(m)1 , . . . , t(m)2k ), (s
(m)
1 , . . . , s(m)n−k)) → ξ((t1, . . . , t2k), (s1, . . . , sn−k))

cuando m→∞.

Por tanto, ξ es continua.

A continuación, veamos que ξ es inyectiva.

Suponga que ξ((t1, . . . , t2k), (s1, . . . , sn−k)) = ξ((t′1, . . . , t
′
2k), (s

′
1, . . . , s

′
n−k)). Esto es

equivalente a que

©­«
k⋃

j=1
[α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)]

ª®¬∪
(

n−k⋃
l=1

γk+l(sl)
)
=

©­«
k⋃

j=1
[α j(t′2 j−1) ∪ β j(t′2 j)]

ª®¬∪
(

n−k⋃
l=1

γk+l(s′l)
)
.

Notemos que
k⋃

j=1
[α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)] ⊂

k⋃
j=1

Mj,

k⋃
j=1
[α j(t′2 j−1) ∪ β j(t′2 j)] ⊂

k⋃
j=1

Mj,

n−k⋃
l=1

γk+l(sl) ⊂
n−k⋃
l=1

Ck+l, y

n−k⋃
l=1

γk+l(s′l) ⊂
n−k⋃
l=1

Ck+l .

Ahora, recordemos que, por como fueron construidos los Mj y los Ck+l , sabemos
que para j = 1, . . . , k y l = 1, . . . , n − k, se cumple que Ck+l ∩ Mj = �. Entonces[⋃k

j=1 Mj

]
∩

[⋃n−k
l=1 Ck+l

]
= �. De nuestra hipótesis -en la que estamos suponiendo

que ξ((t1, . . . , t2k), (s1, . . . , sn−k)) = ξ((t′1, . . . , t
′
2k), (s

′
1, . . . , s

′
n−k))-, y de lo anterior,

se obtiene que

k⋃
j=1
[α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)] =

k⋃
j=1
[α j(t′2 j−1) ∪ β j(t′2 j)],

(
n−k⋃
l=1

γk+l(sl)
)
=

(
n−k⋃
l=1

γk+l(s′l)
)
.
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En particular, como los Ck+l son ajenos dos a dos y dado que tanto γk+l(sl) co-
mo γk+l(s′l) son subconjuntos de Ck+l , se sigue que γk+l(sl) = γk+l(s′l), para
l = 1, . . . , n − k. Pero cada γk+l es un arco ordenado, en particular inyectivo.
Entonces sl = s′l para cada l = 1, . . . , n − k. Análogamente, como los Mj son aje-
nos dos a dos, y tanto

⋃k
j=1[α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)] como

⋃k
j=1[α j(t′2 j−1) ∪ β j(t′2 j)] son

subconjuntos de Mj , se sigue que [α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)] = [α j(t′2 j−1) ∪ β j(t′2 j)], para
j = 1, . . . , k. Entonces,

[α j(t2 j−1) \ (A j ∩ B j)] ∪ [β j(t2 j) \ (A j ∩ B j)] = [α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)] \ (A j ∩ B j)
= [α j(t′2 j−1) ∪ β j(t′2 j)] \ (A j ∩ B j)

= [α j(t′2 j−1) \ (A j ∩ B j)] ∪ [β j(t′2 j) \ (A j ∩ B j)].

Ahora, note que tanto [α j(t2 j−1) \ (A j ∩ B j)] como [α j(t′2 j−1) \ (A j ∩ B j)] están
contenidos en A j \ (A j ∩ B j). Análogamente, tanto [β j(t2 j−1) \ (A j ∩ B j)] como
[β j(t′2 j−1) \ (A j ∩ B j)] están contenidos en B j \ (A j ∩ B j). Ahora, por como fueron
elegidos los A j, B j , tenemos que [A j\(A j∩B j)]∩[B j\(A j∩B j)] = �. Entonces, de la
cadena de igualdades anterior, se sigue que α j(t2 j−1)\(A j∩B j) = α j(t′2 j−1)\(A j∩B j)
y [β j(t2 j) \ (A j ∩ B j) = [β j(t′2 j) \ (A j ∩ B j)]. Esto implica que α j(t2 j−1) = α j(t′2 j−1)
y β j(t2 j) = β j(′t2 j). Como los α j y β j son arcos ordenados, en particular son
inyectivos. Así, t2 j−1 = t′2 j−1 y t2 j = t′2 j , para j = 1, . . . , k.

Por tanto, ξ es inyectiva.

Finalmente, como ξ : [0, 1]2k×[0, 1]n−k → Cn(X) es continua e inyectiva, y [0, 1]2k×
[0, 1]n−k es un compacto por ser un producto de compactos, se sique que ξ es un
homeomorfismo.

Así, ξ es un encaje de [0, 1]2k × [0, 1]n−k en Cn(X). Así, como tenemos el homeo-
morfismo [0, 1]n+k ' [0, 1]2k × [0, 1]n−k , entonces efectivamente ξ es un encaje de
[0, 1]n+k en Cn(X).

Para el caso k = n el encaje es ξ : [0, 1]2k → Cn(X) dada por

ξ((t1, . . . , t2k) =
k⋃

j=1
[α j(t2 j−1) ∪ β j(t2 j)].

La demostración, en este caso, de que ξ efectivamente es un encaje, es análoga a la
del caso k < n. �

Corolario 2.1.11. Si X es un continuo que no es hereditariamente indescomponible,
entonces dim(Cn(X)) ≥ n + 1.

44



Demostración. Si X no es hereditariamente indescomponible, existe A subcontinuo
de X que es descomponible. Por el Teorema 2.1.10, se sigue que Cn(X) contiene una
(n + 1)−celda. Por el Teorema 1.7.5, sabemos que dim(In+1) = n + 1. Finalmente,
como In+1 ⊂ X , se sigue por el Teorema 1.7.4 que dim(x) ≤ n + 1. �

Corolario 2.1.12. Sea X un continuo y n ∈ N. Si X contiene n subcontinuos
descomponibles y disjuntos dos a dos, entonces Cn(X) contiene una 2n−celda.

Demostración. Note que tenemos n subcontinuos descomponibles y disjuntos dos
a dos. Por el Teorema 2.1.10, se sique que Cn(X) tiene una 2n−celda. �

Corolario 2.1.13. Si X es un continuo que contiene un arco, entoncesCn(X) contiene
una 2n−celda, para cada n ∈ N.

Demostración. Como X es un arco, se sigue que X es homeomorfo a [0, 1]. Note que,
dado n ∈ N, tenemos que [0, 1] = ⋃2n−1

j=0

[
j

2n,
j+1
2n

]
. Así, los intervalos de la forma

[ j
2n,

j+1
2n ] para j par, son exactamente n subcontinuos de [0, 1] ajenos dos a dos. Como

[0, 1] es hereditariamente descomponible, se sigue que los
[

j
2n,

j+1
2n

]
para j par, son

subcontinuos descomponibles y ajenos dos a dos. Como X es homeomorfo a [0, 1], se
sigue que X tiene n subcontinuos propios, ajenos dos a dos que son descomponibles.
Por el Corolario 2.1.12, se sigue que Cn(X) tiene una 2n−celda. �

Teorema 2.1.14. Sea X un continuo. Sea n ∈ N. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) 2X es contráctil;

(ii) Cn(X) es contráctil;

(iii) C(X) es contráctil.

Demostración. Suponga que 2X es contráctil. Entonces existe una homotopíaH′ : 2X×
[0, 1] → 2X tal que, para todo A ∈ 2X , se cumple que H′(A, 0) = A y H′(A, 1) = A0,
para un A0 ∈ 2X . Construiremos una homotopía H∗ : 2X × [0, 1] → 2X tal que para
todo A ∈ 2X , se cumple que H∗(A, 0) = A y H∗(A, 1) = X . Sabemos por el Teorema
1.5.12 que 2X es arcoconexo. Entonces existe α : [0, 1] → 2X continua e inyectiva
tal que α(0) = A0 y α(1) = X . Definamos

H∗(A, t) =


H(A, 2t) si t ∈ [0, 1
2 ],

α(2t − 1) si t ∈ [12, 1].
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Por el Lema del Pegado2, como H∗ restringida a [0, 1
2 ] y a [

1
2, 1] es continua, y tanto

[0, 1
2 ] como [12, 1] son cerrados de [0, 1], y [0, 1] = [0,

1
2 ] ∪ [

1
2, 1], se sigue que H∗ es

continua.

Ahora, definamos H : 2X ×[0, 1] → 2X dada por H(A, t) = ⋃{H∗(A, s) : 0 ≤ s ≤ t}.
Note que H es el segmento homotópico asociado a H∗. Como H∗ es continua, se
sigue por el Teorema 1.6.9, tenemos que H es continua.

Ahora, sea A ∈ 2X . Nuestra siguiente intención es construir un arco ordenado de
A a X . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A , X . Observemos
que H(A, 0) = ⋃{H∗(A, s) : s = 0} = H∗(A, 0) = A y también que H(A, 1) =⋃{H∗(A, s) : s ∈ [0, 1]} = X , ya que X = H∗(A, 1) ∈ {H′(A, s) : s ∈ [0, 1]}.

Veamos ahora que H({A} × [0, 1]) es un arco ordenado. Para ello, mostraremos que
H({A} × [0, 1]) es un subcontinuo no degenerado de 2X y que H({A} × [0, 1]) es una
red. Notemos que {A} × [0, 1] ' [0, 1]. Como [0, 1] es compacto y conexo, se sigue
que {A} × [0, 1] también es compacto y conexo. Entonces, como H es continua, se
sigue que H({A} × [0, 1]) es compacto y conexo. Más aún, como H(A, 0),H(A, 1) ∈
H({A} × [0, 1]) y j y H(A, 0) = A , X = H(A, 1), se sigue que H({A} × [0, 1]) es un
continuo no degenerado. Ahora, para ver que H({A} × [0, 1]) es una red, tomemos
H(A, t),H(A, t′) ∈ H({A}×[0, 1]). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
t ≤ t′. Entonces {H∗(a, s) : s ∈ [0, t]} ⊂ {H∗(a, s) : s ∈ [0, t′]}. De ahí que

H(A, t) =
⋃
{H∗(a, s) : s ∈ [0, t]} ⊂

⋃
{H∗(a, s) : s ∈ [0, t′]} = H(A, t′).

Así, H({A} × [0, 1]) es una red. Entonces, por el Teorema 1.5.6, se sigue que
H({A} × [0, 1]) es un arco ordenado. Además, por el Lema 1.5.8, sabemos que los
extremos de H({A}×[0, 1]) son precisamente

⋂
H({A}×[0, 1]) y⋃

H({A}×[0, 1]).
Notemos que, como A = H(A, 0) ⊂ H(A, t), para cada t ∈ [0, 1], se sigue que
A ⊂ ⋂{H(A, t) : t ∈ [0, 1]} ⊂ A. Entonces, A =

⋂{H(A, t) : t ∈ [0, 1]}. Por
otro lado, dado que H(A, 1) = X , es inmediato que

⋃{H(A, t) : t ∈ [0, 1]} =
X . En consecuencia, los puntos extremos del arco ordenado H({A} × [0, 1]) son
precisamente A y X .

Por tanto, para cada A ∈ 2X con A , X , tenemos que H({A} × [0, 1]) es un arco
ordenado que va de A a X .

A continuación, construiremos una homotopía que nos servirá para demostrar que
Cn(X) es contráctil. DefinamosG = H |Cn(X)×[0,1] : Cn(X)×[0, 1] → Cn(X). Notemos

2Ver por ejemplo [9, Theorem 18.2]
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que, si A ∈ Cn(X) entonces como H({A} × [0, 1]) es un arco ordenado que empieza
en A, se sigue por el Teorema 2.1.1 que H({A} × [0, 1]) ⊂ Cn(X). Aí, H está bien
definida. Ahora, como H es continua, se sigue que G es continua. Más aún, para
cada A ∈ Cn(X) tenemos que G(A, 0) = H(A, 0) = A y G(A, 1) = H(A, 1) = X .
Así, G es una homotopía de la identidad en la función constante c(A) = X , para
A ∈ Cn(X).

Por tanto, Cn(X) es contráctil.

La prueba para demostrar que Cn(X) es contráctil implica que C(X) es contráctil es
completamente análoga3.

Finalmente, sabemos que C(X) es contráctil si y solo si 2X es contráctil por [12,
16.7 THEOREM]. �

Corolario 2.1.15. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley, entonces Cn(X)
es contráctil, para cada n ∈ N.

Demostración. Si X tiene la propiedad de Kelley, entonces por el Teorema 1.6.11,
se sique que 2X y C(X) son contráctiles. Por el Teorema 2.1.14, se sique que Cn(X)
es contráctil, para cada n ∈ N. �

Lema 2.1.16. Sea n ∈ N y X un continuo con la propiedad de Kelley. Si W
es un subcontinuo de Cn(X) con intCn(X)W , �, entonces σ(W) ∈ Cn(X) y
intXσ(W) , �.

Demostración. ComoW es un subcontinuo deCn(X), se sigue queW ∈ C(Cn(X)).
Por el Corolario 2.1.4, se sigue que σ(W) ∈ Cn(X).

Veamos ahora que intXσ(W) , �. Sea A ∈ intCn(X)W. Entonces A tiene k ≤ n

componentes, digamos A1, . . . , Ak . Por el Teorema 1.2.8, existenG1, . . . ,Gk abiertos
de X disjuntos dos a dos y tales que Ai ⊂ Gi, para i = 1, . . . , k. Por el Lema
1.1.6, existen ε1, . . . , εk tales que N(Ai, εi) ⊂ Gi para i = 1, . . . , k. Definamos ε′ =
min{εi : i = 1, . . . , k}. Observe que N(Ai, ε

′) ⊂ N(Ai, εi) ⊂ Gi. En consecuencia,
los N(Ai, ε

′) son disjuntos dos a dos pues los Gi son ajenos dos a dos. Por otro lado,
como A ∈ intCn(X)W, existe r > 0 tal que BH(A, r) ∩ Cn(X) ⊂ W. Definamos
ε = min{ε′, r}. Note que ε > 0. Note que los N(Ai, ε) son disjuntos dos a dos;
además BH(A, ε) ∩ Cn(X) ⊂ BH(A, r) ∩ Cn(X) ⊂ W. Ahora, sea δ > 0 el número

3Basta tomar la prueba anterior, y cada que usted vea 2X sustituir por Cn(X) y Cn(X) por C(X).
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de Kelley asociado a ε
2 . Como A ∈ W, se sigue que A ⊂ ⋃W = σ(W). Elijamos

ai ∈ Ai, para i = 1, . . . , k.

Hechas las construcciones anteriores, notemos que para concluir esta prueba basta
mostrar que

⋃k
i=1 Bd(ai, δ) ⊂ σ(W). Sea xi ∈ Bd(ai, δ), para i = 1, . . . , k. Note

que d(ai, xi) < δ, para i = 1, . . . , k. Como X tiene la propiedad de Kelley, existen
subcontinuos de X , digamos, Bi tales que xi ∈ Bi y Hd(Ai, Bi) < ε

2 , para i =

1, . . . , k. Definamos B =
⋃k

i=1 Bi. Note que B ∈ Cn(X) dado que B tiene a lo más
k componentes (puede ocurrir que algunos Bi se intersecten, entonces no podemos
afirmar que B tiene exactamente k componentes). Ahora, como A =

⋃k
i=1 Ai y

B =
⋃k

i=1 Bi, se sigue por el teorema 1.1.7 que N( ε2, A) = ⋃k
i=1 N( ε2, Ai) y que

N( ε2, B) =
⋃k

i=1 N( ε2, Bi). Como ya sabemos que Hd(Ai, Bi) < ε
2 , para i = 1, . . . , k,

se sigue que Ai ⊂ N( ε2, Bi) y Bi ⊂ N( ε2, Ai), para i = 1, . . . , k. Entonces

A =
k⋃

i=1
Ai ⊂

k⋃
i=1

N
( ε
2
, Bi

)
= N

( ε
2
, B

)
,

B =
k⋃

i=1
Bi ⊂

k⋃
i=1

N
( ε
2
, Ai

)
= N

( ε
2
, A

)
.

Así H(A, B) ≤ ε
2 < ε . Entonces, como ya teníamos que B ∈ Cn(X), se sigue que

B ∈ BH(A, ε)∩Cn(X) ⊂ BH(A, r)∩Cn(X) ⊂ W. Así, B ∈ W. Entonces B ⊂ σ(W).
Finalmente, recordando que xi ∈ Bi ⊂ B para i = 1, . . . , k, podemos concluir que
xi ∈ σ(W).

Por tanto,
⋃k

i=1 Bd(ai, δ) ⊂ σ(W), y en consecuencia, intXσ(W) , �. �

Teorema 2.1.17. Sea n ∈ N. Si X es un continuo indescomponible con la propiedad
de Kelley, entonces X es el único punto en el que Cn(X) es localmente conexo.

Demostración. Veamos primero que, para cada ε > 0, ocurre que BH(X, ε)∩Cn(X)
es arcoconexo. Sea ε > 0. Sea A ∈ BH(X, ε) ∩ Cn(X). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que A , X . Por el Teorema 2.1.2, existe un arco ordenado en
Cn(X), digamosA, que empieza en A y termina en X . Veamos queA ⊂ BH(X, ε) ∩
Cn(X). Claramente, A ⊂ Cn(X). Resta verificar que A ⊂ BH(X, ε). Sea B ∈ A.
Como A es un arco ordenado, se sigue que A ⊂ B ⊂ X . Claramente B ⊂ N(ε, X).
Además, como H(A, B) < ε , se sigue que X ⊂ N(ε, A) ⊂ N(ε, B). Así, H(B, X) < ε .
Entonces, A ⊂ BH(X, ε). Por tanto, A ⊂ BH(X, ε) ∩ Cn(X). Entonces como cada
punto de A ∈ BH(X, ε) ∩ Cn(X) se puede unir a X con un arco ordenado contenido
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en BH(X, ε) ∩ Cn(X), se sigue que BH(X, ε) ∩ Cn(X) es arcoconexo y en particular
conexo.

Ahora, siW es un abierto de Cn(X) tal que X ∈ W, entonces existe ε′ > 0 tal que
X ∈ BH(X, ε′) ∩Cn(X) ⊂ W y de lo anterior ya sabemos que BH(X, ε′) ∩Cn(X) es
conexo.

Por tanto, Cn(X) es localmente conexo en X .

Ahora veamos que X es el único punto donde Cn(X) es localmente conexo. Suponga
que Cn(X) es localmente conexo en A, y A , X , donde A ∈ Cn(X). Veamos que
existe un subcontinuoW de Cn(X) tal que A ∈ intCn(X)W y σ(W) , X . En efecto.
Tenemos que A = A1 ∪ . . . , Al , donde A1, . . . , Al son las componentes de A y l ≤ n.
Como las componentes siempre son cerrados en X , se sigue por el Teorema 1.2.7,
existen abiertos no vacíos V1, . . . ,Vl de X , ajenos dos a dos, y tales que Ai ⊂ Vi, para
i = 1, . . . , l. Entonces A ∈ 〈V1, . . . ,Vl〉n. Como Cn(X) es localmente conexo en A,
por el Teorema 1.3.5 se sigue que Cn(X) es conexo im kleinen en A. Entonces existe
un subcontinuoW deCn(X) tal que A ∈ intCn(X)W ⊂W ⊂ 〈V1, . . . ,Vl〉n. Además,
notemos que como X es conexo, se sigue que

⋃l
i=1 Vi , X . Es inmediato que

σ(W) = ⋃W ⊂ ⋃l
i=1 Vi, entonces σ(W) , X . Como intCn(X)W , �, se sigue

por el Lema 2.1.16 queσ(W) ∈ Cn(X) y intX(σ(W)) , �. Ahora,mostraremos que
existe un subcontinuo de X con interior no vacío. Consideremos las componentes
de σ(W), digamos C1, . . . ,Cm, con m ≤ n. Entonces por el Teorema 1.2.7, existen
U1, . . . ,Um abiertos ajenos de X no vacíos tales que Ci ⊂ Ui, para i = 1, . . . ,m.
Así, σ(W) ⊂ ⋃m

i=1 Ui. Como intX(σ(W)) , �, existe a ∈ intX(σ(W)). . En
consecuencia, existe ε > 0 tal que B(a, ε) ⊂ σ(W) ⊂ ⋃m

i=1 Ui y B(a, ε) ⊂ Ui0 ,
para un i0 ∈ {1, . . . ,m} único. Así, B(a, ε) ⊂ Ui0 ∩ σ(W) = Ci0 . Pero Ci0 es una
componente conexa de σ(W), en particular es un cerrado de σ(W). Pero como
σ(W) ∈ 2X , se sigue queσ(W) es cerrado en X . En consecuencia,Ci0 es un cerrado
en X , luego Ci0 es compacto. Así, Ci0 es un continuo y B(a, ε) ⊂ Ci0 , lo cual implica
que intXCi0 , �. Entonces por el Lema 1.4.3, se sigue que X es descomponible, lo
cual es una contradicción.

Por tanto, X es el único punto en el que Cn(X) es localmente conexo. �

Corolario 2.1.18. Sea n ∈ N. Si X es hereditariamente indescomponible, entonces
X es el único punto en el que Cn(X) es localmente conexo.

Demostración. Como X es hereditariamente indescomponible, por el Teorema
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1.6.12, se sigue que X tiene la propiedad de Kelley. Además, por el Teorema 2.1.17,
se sigue X es el único punto en el que Cn(X) es localmente conexo. �

Lema 2.1.19. Sea n ∈ N con n ≥ 2 y X un continuo. Sea A ∈ Cn(X) \ Cn−1(X) y
suponga que A1, . . . , An son las componentes de A. Elijamos ε > 0 de tal modo que
N(2ε, A j) ∩ N(2ε, Ak) = � si j , k, con j, k ∈ {1, . . . , n}. Sea B ∈ Cn(X) \Cn−1(X)
y B1, . . . , Bn las componentes de B. Entonces

H(A, B) < ε ⇔ H2({A1, . . . An}, {B1, . . . , Bn}) < ε,

donde H2 es la métrica de Hausdorff en Fn(C(X)) inducida por H.

Demostración. Note que las componentes de A y de B son no vacías por definición
de componente. Observe que A =

⋃n
i=1 Ai y B =

⋃n
i=1 Bi, donde cada Ai, Bi es

una componente, lo cual implica que cada Ai, Bi es un continuo. Suponga que
Hd(A, B) < ε . Entonces A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A). Por el Teorema 1.1.7, se sigue
que

A = A1 ∪ . . . ∪ An ⊂ N(ε, B) =
n⋃

i=1
N(ε, Bi), y que

B = B1 ∪ . . . ∪ Bn ⊂ N(ε, A) =
n⋃

i=1
N(ε, Ai).

Afirmamos que para cada i = 1, . . . , n, existe un ji ∈ {1, . . . , n} de tal modo que
N(ε′, Ai) ∩ B ji , �. Supongamos lo contrario, es decir, que existe i0 ∈ {1, . . . , n}
tal que para todo j ∈ {1, . . . , n} se cumple que N(ε′, Ai) ∩ B j = �. Entonces
N(ε′, Ai) ∩ B = �.

Note que, como A ⊂ N(ε, B) = ⋃
b∈B Bd(b, ε), se sigue que, para cada a ∈ A, existe

b ∈ B tal que d(a, b) < ε . Sea a0 ∈ A. Entonces existe b0 ∈ B tal que d(a0, b0) < ε .
Así, b0 ∈

⋃
a∈A Bd(a, ε′) = N(ε, A), lo cual es una contradicción pues ya teníamos

que N(ε, Ai) ∩ B = �.

Así, efectivamente tenemos que para cada i = 1, . . . , n, existe un ji ∈ {1, . . . , n} de
tal modo que N(ε, Ai) ∩ B j , �.

Ahora, nótese que N(ε, Ai) ⊂ N(2ε, Ai), para cada i = 1, . . . , n; en consecuencia,
los N(ε, Ai) son disjuntos dos a dos, ya que los N(2ε, Ai) son disjuntos dos a dos.
Entonces como cada B j es conexo -por ser continuo-, se sigue que cada B j puede estar
contenido en, a lo más, un N(ε, Ai). En consecuencia, para cada i, j ∈ {1, . . . , n}, si
ocurre que B j ∩ N(ε′, Ai) , �, entonces B j ⊂ N(ε′, Ai). Pero ya teníamos que para
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cada i = 1, . . . , n, existe un ji ∈ {1, . . . , n} de tal modo que N(ε′, Ai) ∩ B ji , �.
Entonces B ji ⊂ N(ε, Ai), para cada i = 1, . . . , n.

Así, podemos reindexar los índices de los B j de tal modo que, para cada i = 1, . . . , n,
se cumpla que Bi ⊂ N(ε′, Ai).

Ahora queremos probar que, para cada i = 1, . . . , n, se cumple que Ai ⊂ N(ε, Bi).

Afirmamos que N(ε, Bi) ⊂ N(2ε, Ai), para i = 1, . . . , n.

Sea i ∈ {1, . . . , n}. Sea x ∈ N(ε, Bi). Entonces existe b ∈ Bi tal que d(x, b) < ε .
Pero como ya tenemos que Bi ⊂ N(ε, Ai) en consecuencia, existe a ∈ Ai tal que
d(b, a) < ε . Entonces, por la desigualdad del triángulo, tenemos que d(x, a) < 2ε .
Así, x ∈ N(2ε, Ai).

Por tanto, ya tenemos que N(ε, Bi) ⊂ N(2ε, Ai), para i = 1, . . . , n.

Ahora, como los N(2ε, Ai) son ajenos dos a dos, se sigue que los N(ε, Bi) también
son ajenos dos a dos. Entonces, si suponemos que Ai ⊂ N(ε, B j) con i , j, i, j ∈
{1, . . . , n}, se obtiene que Ai ⊂ N(2ε, A j), lo cual es una contradicción, pues Ai es
conexo, Ai ⊂ N(2ε, Ai) y N(2ε, A j) ∩N(2ε, Ai) = �, ya que i , j. En consecuencia,
como A1 ∪ . . . ∪ An ⊂

⋃n
i=1 N(ε, Bi), se sigue de lo anterior que Ai ⊂ N(ε, Bi), para

cada i = 1, . . . , n. Dado que ya teníamos que Bi ⊂ N(ε, Ai), para cada i = 1, . . . , n,
entonces por el Teorema 1.1.13 se sigue que H(Ai, Bi) < ε , para cada i = 1, . . . , n.
En consecuencia, tenemos las siguientes contenciones

{A1. . . . , An} ⊂
⋃

B∈{B1,...,Bn}
BH(B, ε) = NH(ε, {B1, . . . , Bn}),

{B1. . . . , Bn} ⊂
⋃

A∈{A1,...,An}
BH(A, ε) = NH(ε, {A1, . . . , An}).

Entonces H2({A1. . . . , An}, {B1, . . . , Bn}) < ε .

Ahora supongamos que H2({A1. . . . , An}, {B1, . . . , Bn}) < ε .

Notemos queσ({A1. . . . , An}) =
⋃{A1. . . . , An} = Ayσ({B1, . . . , Bn}) =

⋃{B1, . . . , Bn} =
B. Entonces por el Lema 1.6.8, tenemos que

H(A, B) = H(σ({A1. . . . , An}), σ({B1, . . . , Bn}))
≤ H2({A1. . . . , An}, {B1, . . . , Bn})
< ε,

que era lo que queríamos. �
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Teorema 2.1.20. Sea n ∈ N, n ≥ 2. Si X es un continuo, entonces la función
fn : Cn(X) \ Cn−1(X) → Fn(C(X)) dada por

fn(A) = {K : K es una componente de A}

es un homeomorfismo.

Demostración. Sea n ∈ N, n ≥ 2.

Veamos primero que fn está bien definida. Sea A ∈ Cn(X) \Cn−1(X). Entonces A =⋃n
i=1 Ai, donde Ai son las componentes de A. Se sigue que fn(A) = {A1, . . . , An}.

Ahora, note que Fn(C(X)) = {Y ∈ 2C(X) : Y tiene a lo más n puntos}. Además,
como cada Ai es una componente de A, en particular es un conjunto cerrado de A,
y como A es cerrado en X pues A ∈ Cn(X) \ Cn−1(X) ⊂ 2X , se sigue que cada Ai

es un cerrado en X . Además, como cada Ai es una componente de A, tenemos que
cada Ai es conexo. Entonces Ai ∈ C(X), para i = 1, . . . , n. Como C(X) es un espacio
métrico, se sigue que {A1, . . . , An} ⊂ C(X) es un cerrado de C(X) y claramente
{A1, . . . , An} tiene n puntos. Así, {A1, . . . , An} ∈ Fn(C(X)).

Por tanto, fn está bien definida.

Ahora veamos que fn es continua.

Sea ε > 0. Definamos δ = ε . Suponga que A, B ∈ Cn(X) \ Cn−1(X) son tales que
H(A, B) < δ. Tenemos que A =

⋃n
i=1 Ai, donde Ai son las componentes de A;

análogamente, B =
⋃n

i=1 Bi, donde Bi son las componentes de B. Note que

H2( fn(A), fn(B)) = H2({A1, . . . , An}, {B1, . . . , Bn}) < ε,

donde la desigualdad se sigue por el Lema 2.1.19.

Por tanto, fn es continua.

Ahora, mostraremos que σ |Fn(C(X)) es la función inversa de fn.

Recordemos que σ : 22X → 2X está dada por σ(A) = ⋃A. Por el Lema 1.6.8, sa-
bemos que σ es continua. Entonces σ |Fn(C(X)) también es continua. Por comodidad,
denotemos por σ′ = σ |Fn(C(X)).
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Ahora, sea A ∈ Cn(X) \ Cn−1(X). Tenemos que A =
⋃n

i=1 Ai, donde Ai son las
componentes de A. Observemos que

(σ′ ◦ fn)(A) =σ′( fn(A))
=σ′({A1, . . . , An})
=σ({A1, . . . , An})
=

⋃
{A1, . . . , An}

=A.

Ahora, sea {A1, . . . An} ∈ Fn(C(X)). Entonces Ai ∈ C(X) para i = 1, . . . , n. En
particular, cada Ai es conexo. Denotemos por

A =
n⋃

i=1
Ai = σ

′{A1, . . . , An}.

Notemos que como los Ai son distintos, entonces son disjuntos dos a dos. En
consecuencia, se sigue que A tiene n componentes que son precisamente A1, . . . , An.
Entonces,

( fn ◦ σ′)({A1, . . . An}) = fn(σ′({A1, . . . An}))
= fn(A)
={A1, . . . , An},

donde la última igualdad se verifica ya que las componentes de A son precisamente
A1, . . . , An.

Por tanto, podemos concluir que σ′ es la función inversa de fn. Como ya teníamos
que fn es continua e inyectiva, y que σ′ es continua, podemos concluir que fn es un
homeomorfismo. Más aún, Cn(X) \ Cn−1(X) ' Fn(C(X)). �

Corolario 2.1.21. Si X un continuo, entonces dim(Cn(X)\Cn−1(X)) = dim(Fn(C(X)).

Demostración. Como la dimensión es una propiedad topológica, el resultado se
sigue del Teorema 2.1.20. �

Lema 2.1.22. Sea X un continuo. Entonces dim(Fn(X)) ≤ ndim(X).

Una prueba del Lema 2.1.22 se puede encontrar en [2, 3.1 Lemma].

Corolario 2.1.23. Si X es un continuo tal queC(X) es de dimensión finita, entonces
para cada n ≥ 2, dim(Cn(X)) ≤ ndim(C(X)).
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Demostración. Hagamos una prueba por inducción.

Sea n = 2. Note que, por el Teorema 1.5.15, se tiene que C(X) es un continuo. Por
el Corolario 2.1.21 y el Lema 2.1.22, tenemos que

dim(C2(X) \ C(X)) = dim(F2(C(X))) ≤ 2dim(C(X)),

dim(C(X)) ≤ 2dim(C(X)),

y C(X) es cerrado en C2(X) debido a que C(X) es un compacto contenido en C2(X).
Entonces, por el Teorema 1.7.7, se sigue que dim(C2(X)) ≤ 2dim(C(X)).

Ahora supongamos que el enunciado es válido para cierto n ∈ N. Veamos a conti-
nuación que el enunciado es válido también para n + 1. Por un argumento análogo
al caso n = 2, tenemos que

dim(Cn+1(X) \ Cn(X)) = dim(Fn+1(C(X)) ≤ (n + 1)dim(C(X)),

y por hipótesis inductiva,

dimCn(X) ≤ ndim(C(X)) ≤ (n + 1)dim(C(X)).

Por el Teorema 2.1.2, se sigue que Cn(X) es un continuo, en particular Cn(X) es
compacto, y como Cn(X) ⊂ Cn+1(X), se sigue que Cn(X) es cerrado en Cn+1(X).
Entonces, por el Teorema 1.7.7 tenemos que dim(Cn+1(X)) ≤ (n + 1)dim(C(X)).

Por inducción, se sigue el resultado. �

Finalmente, vamos a calcular la dimensión de Cn(X) cuando todos los subcontinuos
no degenerados de X son arcos. Para ello enunciamos algunos teoremas previos.

Teorema 2.1.24. Si X es un arco, entonces C(X) es una 2−celda.

Una demostración del Teorema 2.1.24 puede encontrarse en [5, 5.1 Example].

Teorema 2.1.25. Sea X un espacio métrico compacto y n ∈ N. Si dim(C(Y )) < n

para cada subcontinuo propio Y de X , entonces dim(C(X)) < n.

Una demostración del Teorema 2.1.25 puede encontrarse en [13, Theorem 2.2].

Teorema 2.1.26. Si X es un continuo no degenerado, entonces dim(C(X)) ≥ 2.
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Una demostración del Teorema 2.1.26 puede encontrarse en [5, 22.18 Theorem].

Ahora sí, el teorema final.

Teorema 2.1.27. Si X es un continuo. no degenerado tal que todos sus subcontinuos
propios no degenerados son arcos, entonces dim(Cn(X)) = 2n, para cada n ∈ N

Demostración. Por el Corolario 1.4.8, existe un subcontinuo propio no degenerado
de X , digamos Y . Por hipótesis, Y es un arco. Por el Teorema 2.1.24, tenemos el
homeomorfismo C(Y ) ' I2, donde I = [0, 1]. Como la dimensión es una propiedad
topológica, se sigue que dim(Y ) = dim(I2) = 2, donde la última igualdad se sigue
por el Teorema 1.7.5. Así, dim(Y ) < 3. Entonces por el Teorema 2.1.25, tenemos
que dim(C(X)) < 3. Como X es un continuo no degenerado, por el Teorema 2.1.26
tenemos que dim(C(X)) ≥ 2. Entonces dim(C(X)) = 2.

Por otro lado, comoY ⊂ X , se sigue que X contiene un arco. Entonces por el Teorema
2.1.13, se sique queCn(X) contiene una 2n−celda. Por el Teorema 1.7.4, se sigue que
dim(Cn(X) ≥ 2n. Además, por el Teorema 2.1.23, tenemos que dim(Cn(X)) ≤ 2n

debido a que ya teníamos que dim(C(X)) = 2.

Por tanto, dim(Cn(X)) = 2n. �
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