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RESUMEN

Este trabajo estd basado en la seccion 6.1 del libro Topics on Continua de Sergio
Macias ([8]). En dicha seccion se recolectan algunos resultados que se encuentran
en dos articulos de Sergio Macias llamados On the hyperspaces C,(X) of continua
([6]) y On n-fold hyperspaces of continua Il ([7]). El objetivo es desarrollar las
demostraciones encontradas en dicha seccion. La razén de ello obedece a que
los resultados enunciados en dicha seccién se pueden entender como propiedades

generales del n—ésimo hiperespacio de un continuo.

Este texto estd organizado del siguiente modo:

(1) En el Capitulo 1, se exponen los resultados necesarios para poder comprender
las demostraciones del Capitulo 2. Se exploran los conceptos de hiperespacios,
convergencia de sucesiones, topologia de Vietoris, conexidad local, continuos
descomponibles e indescomponibles, funciones de Whitney, arcos ordenados,
homotopia y contractibilidad. Se dan demostraciones distintas de algunos re-
sultados. Ademas, se hacen explicitos algunos resultados que no se encuentran
en la literatura, pero que se considera, son lo suficientemente interesantes como

para ser enunciados y demostrados.

(1) Enel Capitulo 2, se desarrollan los resultados de la seccién 6.1 de [8]. Ademas,
se hacen explicitos resultados que, al criterio del autor, son lo suficientemente

interesantes como para ser enunciados.
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Capitulo 1

CONCEPTOS ASOCIADOS A LA TEORIA DE LOS
CONTINUOS Y SUS HIPERESPACIOS

1.1. Hiperespacios de continuos y convergencia de sucesiones

Definicion 1.1.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo.

Un subcontinuo es un continuo contenido en un espacio métrico.

Definicion 1.1.2. Sea X un espacio métrico compacto no vacio .

Sea n € N. Se definen los siguientes conjuntos:

(1) 2% = {A: A es un conjunto cerrado no vacio de X};

() C(X) = {A € 2X: Aes conexo};
() Cn(X) = {A € 2X: A tiene a lo mds n componentes conexas};
(v) Fn(X) = {A € 2% A tiene a lo més n puntos};

V) F(X) = Unent Fu(X).

A los conjuntos definidos anteriormente les llamaremos hiperespacios.

Teorema 1.1.3. Si X es un continuo y n € N, entonces F,(X) es un continuo.

La prueba del Teorema 1.1.3 estd en [8, pp. 60-62].

Definicion 1.1.4. Sea X un espacio métrico compacto no vacio con métrica d. Para

cada e > 0y cada A € 2% definase
Ny(e,A) = {x € X : d(a, x) < € para algiin a € A}.

Lema 1.1.5. Sea X un espacio métrico compacto no vacio con métrica d. Para cada
A € 2%, Ny(e, A) = Uyen Ba(a, €).

Demostracion. Sea x € Ny(e, A). Entonces d(x, ag) < € para algin ap € A. Asi,

x € By(ao, €) y tenemos que Ny(€, A) C U e Ba(a, €).



Ahora, si x € (J,es Ba(a, €), entonces x € By(ag, €) para algin ay € A. Asi,
x € Ny(e, A) y tenemos que | J,c4 Ba(a, €) C Ny(e, A).

Por tanto Ny(€, A) = Uyea Ba(a, €). [
Lema 1.1.6. Sea X un continuo y A C X un cerrado de X. Suponga que A C G,

donde G es un abierto de X. Entonces existe € > 0 tal que N(A, €) C G.

Demostracion. Como A es cerrado de X y X es un espacio métrico compacto, se
sigue que A es compacto. Como A C G, y G es abierto en X, se sigue que para cada
a € A, existe ¢, > 0 tal que By(a,€,) C G. Asi, A C Uyea Ba(a, %). Pero como A

es compacto, se sigue que existen ay, . .., a, € A tales que A C 2, By(a;, %).
Ahora, definamos € = ml’n{%: ie{l,...,m}}. Note que € > 0.

Veamos ahora que N(A, €) C G. Sitomamos x € N(A, €) = U e Ba(a, €) entonces

existe a € A tal que x € By(a, €). Pero tenemos que
€4,
Ba(a, €) C By(a, %) C Bu(a, &) C G.
Por tanto, x € G y ya podemos concluir que N(A, €) C G. [

Teorema 1.1.7. Sea X un espacio métrico compacto y no vacio. Sean € > 0y
A, B € 2X. Entonces

(1) Si0 <6 <eyAC B, entonces N(6,A) C N(e, B);
(1) clxN(e, A) C N(2¢e, A);
(1) N(€, A) U N(e, B) = N(e, AU B);

(1v) N(e, A) = [ J{N(5,A): 6 € (0,¢)}.

Demostracién. Sean € > 0y A, B € 2X. Denotemos por d a la métrica de X.
Verifiquemos la propiedad (i).

Sean 0 < 6 < e y A C B. Tomemos x € N(J,A). Entonces existe a € A tal que
d(x,a) < 6.Como A C B, sesiguequea € B.Como § < ¢, se sique que d(x, a) < €.
Por tanto, x € N(e, B).

Verifiquemos la propiedad (ii).



Sea x € clxN(e, A). Entonces existe y € N(e, A) tal que d(x,y) < €. Ademas,
existe a € A tal que d(y,a) < €. En consecuencia, de la desigualdad del tridngulo,

obtenemos que d(x, a) < 2¢. Por tanto, x € N(2¢, A).
Verifiquemos la propiedad (iii).

Por (i), tenemos que N(e, A), N(¢, B) € N(¢, A U B). Entonces N(e€, A) U N(¢, B) C
N(e, A U B). Por otro lado, si x € N(e,A U B), entonces existe ¢ € A U B tal
que d(x,c) < €. Como ¢ € A o bien, ¢ € B, se sigue en cualquier caso que
x € N(e, A) U N(e, B).

Finalmente, verifiquemos la propiedad (iv).

Dado 6 > O tal que § < €, tenemos por (i) que N(d,A) C N(e A). Entonces
U{N(@,A): 6 € (0,e)} € N(e, A). Por otro lado, tomemos x € N(e, A). Entonces,
existe a € A tal que d(x,a) < €. Podemos tomar ¢’ > 0 tal que d(x,a) < §’ < €.
En consecuencia, x € N(¢’, A), pero claramente N(¢’, A) C [ J{N(,A): § € (0,¢€)}.
Por tanto, N(€, A) C |U{N(5,A): 6 € (0,€)} y se concluye la igualdad deseada. m

Definicion 1.1.8. Sea X un espacio métrico compacto no vacio con métrica d. Para
cada A, B € 2% sea

M(A,B)={e>0:AcC Ny(e,B)y BC Ny(e, A)}

y definase
Hy(A, B) = inf M(A, B).

A H, le llamaremos la métrica de Hausdorff .

Lema 1.1.9. Sea X un espacio métrico compacto no vacio con métrica d. La funcion
Hy : 2% x 2% — R20 estd bien definida.

Demostracion. Sean A, B € 2X. Note primero que A, B son no vacios por la defi-
nicién de 2X. Luego N,(e, A) y Ny(€, B) son no vacios. Ahora, como el conjunto
{e>0:Ac Ny B)yB c Ny(e, A)} estd acotado inferiormente por 0, 1o tnico
que resta verificar es que dicho conjunto es no vacio. Como X es compacto, se sigue

que X es precompacto !, esto es, existen ay, ..., ay € X tales que

M
X C U Bd(ai, 1)
i=1

'Ver por ejemplo, [3, (3.16.1), pp. 58-59]



Asi, X es acotado. Luego, el didmetro de X, denotado por didam(X) existe y es finito.

Ahora, definamos ¢ = didm(X) + 1 > 0. Note que para cada x, y € X, se cumple
que d(x,y) < didam(X) < didm(X) + 1 = ¢, en particular paratodox € Ay y € B.
Entonces es inmediato que A C Ny(€y, B) y B C Ny(ey, A).

Por tanto, g € {€ > 0 : A C Ny(,B)yB C Ny(e,A)} y asi, H; esta bien
definida. [

Teorema 1.1.10. Sea (X, d) un espacio métrico no vacioy K C X un compacto tal

que xo ¢ K. Entonces existe yo € K tal que d(yo, xo) < d(x, xo) para cada x € K.

Demostracion. Considere la funcién f: K — R dada por f(x) = d(x, xo). Como
f es continua (la funcién distancia es continua), y K es un compacto, se sigue que
f alcanza su minimo, esto es, existe yp € K tal que d(yg, xo) < d(xp, x) para cada
x eK. [ |

Lema 1.1.11. Sea X un espacio métrico compacto no vacio con métrica d. Si

K,L € 2X y x € K, entonces existe y € L tal que d(x,y) < Hy(K, L).

Demostracién. Como K, L € 2% se sigue que K, L son cerrados no vacios. Notando

que son subconjuntos cerrados del compacto X, se sigue que K y L son compactos.
Ahora, sea x € K. Si x € L, entonces d(x,x) =0 < H;(H, K).

Suponga que x ¢ L. Entonces, como L es compacto, se sigue por el Teorema 1.1.10
que existe y € L tal que d(x,y) < d(x,z) paracada z € L.

Ahora, solo resta verificar que d(x, y) < Hy(K, L).

Sino fuera asi, tendriamos que H;(K, L) < d(x, y). Note que d(x, y) es fijo. Entonces
por propiedades del infimo, existe €y € M (A, B) tal que € < d(x, y). Se sigue que
K Cc Ny(ep,L) y L C Ny(ey, K). En particular, K C Ny(ey, L) y asi, para x € K,
existe 6 € L tal que

d(x,0) < e < d(x,y),

pero esto es una contradiccion, ya que d(x, y) < d(x,z) paratodoz € L,y 8 € L

Por tanto d(x, y) < Hy(K, L). [ ]

Teorema 1.1.12. Sea X un espacio métrico compacto no vacio con métrica d. La

funcion Hy es una métrica.



Demostracion. Verifiquemos las siguientes proposiciones:

®

(1r)

(11)

H;(A,B)=0siysolosi A=B.

Suponga que H;(A, B) = 0. Entonces 0 = infM (A, B). Asi, A C Ny (%, B)
para todo n € N. Sea a € A. Entonces para cada n € N, existe b, en B tal
que d(a, b,) < % Como B es compacto, para la sucesion {b,} existe una
subsucesion convergente digamos {b,, } con limite » € B cuando s — 0. De
ahi que d(a, b) < d(a, by,,) + d(by,, b). Entonces para todo € > 0 existe s € N
suficientemente grande tal que d(a, b) < 2¢. Entonces d(a, b) = 0y asi a = b.

Por tanto a € By se concluye que A C B.

Para probar que B C A se usa un método andlogo. Asi, se concluye que A = B.
Ahora, si A = B, entonces para todo € > 0 se tiene que A C Ny(e,B) y
B c Ny(e, A). Asi, infM (A, B) = 0y por tanto H;(A, B) = 0.

Hi(A, B) = Hy(B, A).

Se sigue de la definicion.

Hy(A,C) < Hy(A,B) + Hy(B, C).
Sean 6 > 0y a € A. Entonces por el Lema 1.1.11, existe b € B tal que

d(a,b) < Hy(A, B). Usando otra vez el Lema 1.1.11 y el mismo b € B, existe
c e Ctalque d(b,c) < Hy(B,C). Asi,

d(a,c) < Hy(A, B) + Hy(B,C) < Hy(A, B) + Hy(B,C) + 6.

Entonces, para todo a € A, se tiene que A € Ny(Hy(A, B) + Hy(B,C) + 6, C).
Mediante un proceso andlogo, se obtiene que C C Ny(H(A, B) + Hy(B,C) +
0, A). De aqui se sigue que H;(A, C) < Hy(A, B) + Hy(B, C) + 6. Finalmente,
como ¢ es arbitrario, se concluye que Hy(A, C) < Hy(A, B) + Hy(B, C).

Por tanto, H; es una métrica. [ ]

Teorema 1.1.13. Sea € > 0. Entonces H(A,B) < € si y solo si A C N(e,B)y
B C N(g, A).

Demostracion. Es inmediato de la definicion de la métrica de Hausdorff que

H(A,B) < € implica que A ¢ N(e,B) y B € N(e€, A). Supongamos ahora que

A C N(e,B)y B C N(g, A). Por el Teorema 1.1.7, inciso (iv), se sigue que

AC N(e, B) = U{N(é, B):0<6 < e},

5



B C N(e A) = U{N(d,A): 0<6<e).

Como A es compacto, existen d1,...,0, € (0,€] tales que A ¢ U, N(6;, B).
Denotemos por ¢’ = max{d;: i = 1,...,n}. Note que 0 < & < €. Entonces
A C N(¢', B). Andlogamente, de la compacidad de B, existe ” > 0 con ¢” < €
tal que B ¢ N(8”,A). Si r = max{d’,6”}, se sigue que 0 < r < € y ademas
A C N(r,B)y B C N(r,A). Por la definicién de la métrica de Hausdorff, se sigue
que H(A, B) < r < €y se sigue el resultado. [

Ahora, demostraremos y/o enunciaremos algunos teoremas de convergencia que
son necesarios para demostrar algunos teoremas relacionados con los hiperespacios

n-€simos.

Definicién 1.1.14. Si {A,},cv es una sucesién en 2%, decimos que A, tiende a A
y lo denotamos por A, — A con A € 2%, si para cada € > 0, existe N € N tal que

n > N implica que H;(A,, A) < €.

Note que la Definicién 1.1.14 de convergencia estd definida en términos de la métrica
de Hausdorff. Nosotros queremos mostrar una equivalencia de convergencia en

términos de conjuntos.

Definicién 1.1.15. Sea X un compacto no vacio y sea {A,},en una sucesién en 2X.

Se define el limite inferior de A, como liminf(4,) = {x € X: paratodoe >

0, B(x,€) N A, # @ para todo n € N salvo un nimero finito}.

Se define el limite superior de A, como limsup(A4,) = {x € X: paratodo e >
0, B(x,€) N A, # @, para una infinidad de n € N }.

Observacion. Note que si x € liminf(A4,,), entonces para cada € > 0 existe N € N tal
que B(x,e) N A, # @;y si x € limsup(A,), entonces para cada € > 0 existe J C N
infinito tal que B(x,e) N A, # @ paran € J.

Asi, una consecuencia inmediata es que liminf(A,,) C limsup(A,,).

Definicién 1.1.16. Decimos que una sucesion {A, }nen en 2% converge a A € 2% si

liminf(A,) = limsup(A,) = A y lo denotamos por limA,, = A.

Teorema 1.1.17. Toda sucesion {A, },en de subconjuntos cerrados de un espacio

métrico separable X tiene una subsucesion convergente en el sentido de la Definicion
1.1.16.



La prueba del Teorema 1.1.17 se puede encontrar en [8, Teorema 1.2.28]

Ademds, se tiene la siguiente equivalencia entre convergencias.

Teorema 1.1.18. Sea X un continuo, y sea {Ay}nen una sucesion de elementos de

2X. Entonces Y, — Y siy solo silimY, =Y.

La prueba del Teorema 1.1.18 se puede encontrar en [10].

Una consecuencia importante del Teorema 1.1.18 es la siguiente.

Teorema 1.1.19. Si X es un compacto no vacio, entonces 2% es compacto.

Demostracion. Note que si {A,},en es una sucesién en 2%, entonces como cada
A, es un conjunto cerrado y X es compacto -y por tanto separable-, se sigue por
el Teorema 1.1.17 que {A, },en tiene una subsucesion convergente en el sentido de
la Definicién 1.1.16. Pero por el Teorema 1.1.18 esto es equivalente a que {4, },en

tenga una subsucesion convergente en el sentido de la Definicién 1.1.14.

Asi, 2% es compacto. m

Teorema 1.1.20. Sea X un compacto no vacio. Supongamos que A,B € 2% y

{A;}nen, {Bp}nen dos sucesiones en 2% tales que A, — Ay B, — B. Entonces,

(1) si A, C By, para cada n € N, entonces A C B;
(1) si A, N By, # @ para cada n € N, entonces AN B # @;

(1) A, UB, - AU B.

La demostracion de este resultado se puede encontrar en [1, Teorema 20]

Teorema 1.1.21. Sea X un compacto no vacio. Suponga que U C X y

YV ={Ae2X: Ac U}
W ={Ae2X: AnU # 2}.

Entonces, si U es abierto, entonces 'V y ‘W son abiertos en 2X y si U es cerrado,

entonces V 'y ‘W son cerrados en 2.



Demostracion. Suponga que U es abierto. Veamos que 7~ = 2% \ V es cerrado, es
decir, que 77 C 7. Sea {A; }»en una sucesion de 7~ convergente, es decir, A,, — A.

Veamos que A € 7.

Como para cada n € N se tiene que A, N (X \ U) # @ (pues cada A, € 7), y como
X \ U es cerrado, se sigue por el Teorema 1.1.20 que AN (X \ U) # @.

Asi, A € Ty 7 es cerrado en 2X
Por tanto V es abierto en 2.

La prueba de los demds casos es andloga. [

1.2. Topologia de Vietoris y propiedades métricas destacables de los continuos
Primero definiremos y enunciaremos algunas propiedades de una topologia sobre

2% que se llama Topologia de Vietoris.

Definicion 1.2.1. Sea X un espacio métrico compacto con topologia 7.

Para cada U € T, se define:
rU)={Ae2X:AcCU};
AU)={Ae€2X:ANU # @}.

Y para Uy, U, ..., U, € T,n € N, sea

(U, Us,...,U,) = {A e2X: AcC UL, U,yANU; # @paracadai €
{1,...,n}}.

Lema 1.2.2. Se verifican las siguientes relaciones.

(1) T(U) = U) y AU) = (X, U);
(1) (U1, Us,...,Uy) = [T (UL, U] n [N, AW
() ysiUp = U, Uiy Vo = UL, Vi, entonces

UL Uy, ..., U NV, Vo, ...,V = WNUy, Uy, ..., VoNU,, UyNVy, ..., UgNV,,).

Demostracion. Para ver que I'(U) = (U) basta observar que cada A € 2X es no

vacio.



Y para ver que A(U) = (X, U), basta observar que U U X = X y cada A € 2X es no

vacio.
Ahora verifiquemos que (U1, Uy, ..., U,) = [T (UL, Ui) | n [N, A(U)].

En efecto. Note que I' (U, U;) = {A € 2¥ : A c U, Ui} y por otro lado, tenemos
que L, A(U) ={A€2X : Aec AU)) #+ @} ={A €2 : ANU; #+ @ paracadai €

{1,...,n}} y se sigue el resultado.

Finalmente veamos que si Uy = UL, Uiy Vo = U, Vi, entonces (U;, U, ..., Up) N
<V1,V2,'--,Vm> = <‘/0ﬁ Ula U2"~'7vom Un’ Uomvl’-"7U0 m‘/m>

En efecto. Tenemos las siguientes igualdades:

MNULUy ... .VoNU,UgNVi,...,UgNVyy ={A€2X: Ac UL, (N U)U

UL, (UonV),yAnVynU; #2,ANUyNV; # @ paracadai € {1,...,n}}.
Y también tenemos que

(U, Up, ... .UV, Voo, Vi) ={A€2X: Ac UL UiyANU; #+ 2y A C
" ViyANnV; # @paracadai € {1,...,n}}.

Asi, la igualdad se sigue. [

Teorema 1.2.3. Sea X un espacio métrico compacto con métrica d y topologia .

Se definen

(1) C={{U,Uy,...,Uy,): U € tparacadai € {1,...,n}};

() P={TU): Uet}tU{AWU): U e 1}

Entonces C es una base para la topologia obtenida de la métrica de Hausdorff H,

para 2% y P es una subbase para dicha topologia.

Demostracion. Del Lema 1.2.2 y observando que (X) = 2%, tenemos que C es una

base para alguna topologia 7y para 2X ya que C es cerrado bajo interseccién finita.

Ahora, sea [P] = {(\ L: L es un subconjunto finito de £}. De (ii) del Lema 1.2.2,
se sigue que C C [P] ya que si (U, Us,...,U,) € C entonces (Ui, Uy, ...,U,) =
[r ( ;l:] Ul)] N [ lr‘l:] A(Ul)] y pues {F ( ;'1:] Ul) ’ A(Ul )’ A(UZ)’ e A(Ul’l)} C P
Asi, efectivamente (U, Us, ..., U,) € [P].

Por tanto, ya tenemos que C C [P].



Ademas, usando que C es cerrado bajo intersecciones finitas, y de (i) del Lema
1.2.2 se sigue que £ C C. Entonces [P] C C pues si (L € [P], donde L es un
subconjunto finito de #, entonces () £ es una interseccion finita de elementos de
P, pero cada elemento de P es un elemento de C. Asi, () L € C. Asi, efectivamente

concluimos que [P] C C.
Por tanto, C = [#]. De aqui que # es una subbase para Ty

Ahora, sea 1 la topologia inducida por la métrica de Hausdorff H, para 2X. Para

concluir la prueba, bastard mostrar que 17y = 7g.
Verifiquemos primero que 7y C 7g.

SeaU € ttalque U # X. Sea A € I'(U). Entonces, para € = d(A, X \ U), tenemos
quee > 0,yaque A Cc U,U # X, AN(X\U) = @y tanto A como X \ U son cerrados.
Veamos que By (A, €) ¢ T'(U). Si R € By(A, €) entonces R € 2X y Hy(A, R) < €, de
ahique R C Ny(e, A)yasiRN (X \U) = @. Asi, R C U, y se sique que R € T'(U).
Por tanto se verifica que By (A, €) c I'(U). Asi, I'(U) € tq.

Ahora, suponga que A € A(U). Como ANU # @, existe pg € ANU. Sea ¢ =
d({po}, X \ U). Luego ¢ > 0. Veamos que By(A, ) € A(U). Si R € By(A,€)y
RNU = @,entonces R ¢ X\U,luego R C Ny(ey, A)y dado que R € 2%, se sigue que
R # @, luego existe r € R. Lo anterior implica que d(r,p) < €9 = d({po}, X \U) y
r € X\ U, lo cual es una contradiccion. Asi, RNU # @y se concluye que R € A(U).
Por tanto, tenemos que By (A, €) C A(U).

Asi, A(U) € 1g.

Y notando que I'(X) = A(X) = 2%, se sigue que P C 7y. Recordando que P es una
subbase para 1y, se sigue que 7y C 7y dado que cada elemento de la base de 1y es

interseccion finita de elementos de P C 1.

Ahora, resta verificar que 7y C 7y. Para ello, bastard mostrar que para cada bola
abierta By(A, €) en 2%, existen Uy, Uy, . . ., U, € 7 tales que A € (U, Us,...,U,) C
B H(A, € )

Sea A € 2X y € > 0. Note que A es un compacto no vacio por ser un subconjunto
cerrado del compacto X. Asi, tenemos que A es precompacto y esto nos garantiza que
para €/2 > 0 existen abiertos de X, digamos Ui, Uy, . . ., U, tales que diam(U;) <
€/2,Ac UL U,y ANU; # @ paracadai € {1,2,...,n}.

Asf, A € (U, U, ..., Uy).
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Veamos ahora que (U1, Uy, ..., U,) C By(A,€).

Sea R € (Uy,U,,...,U,). Entonces R C UL, Uiy RNU; # @ para cada i €
{1,2,...,n}. Note ademds que R € 2%X. Veamos entonces que R € By(A, €), es
decir, H;(R, A) < €.

Note que si w € R, entonces w € U, para algin iy € {1,2,...,n} y dado que
ANU, # @, se sigue que existe ap € A tal que ap € U;,. Luego tenemos que
dw,a) < €/2. Asi, R C Ny(A, €/2). Mediante un argumento andlogo obtenemos
que A C Ny(R, €/2). Por tanto H;(R, A) < €/2 < €. Asi, efectivamente ya tenemos
que R € By(A,e).

Entonces ya podemos concluir que A € (U}, Us,...,U,) C Bg(A, ¢€).

Y entonces ya podemos decir que ¢ty C ty pues si Y € By (A, €), por propiedades de
espacio métrico existe r > Otal que Y € By(Y,r) C By(A, €) y de lo anterior existe
<V1, Vo, ..., Vn> € 1y tal queY € <V1, Vo, ..., Vn> C BH(Y, I’) C BH(A, e).

Asi cada By(A, €) se puede ver como unidn arbitraria de abiertos de 7y .
Por tanto, Ty = g [ ]
Corolario 1.2.4. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces la topologia obte-

nida de la métrica de Hausdor{f para 2% depende solo de la topologia en X.

Demostracion. Basta observar que la topologia #y del Teorema 1.2.3 solo depende
de la topologia r de X y v = 14. [

A la topologia 1y se le conoce a veces como Topologia de Vietoris.

Observacion. Sea X un continuo. Escribiremos (Uy, U,, . . ., U,,), para denotar a la
interseccion (Uy, Uy, . .., U,) N C,(X), es decir, los abiertos relativos de C,,(X).

La demostracion del siguiente teorema muestra la utilidad de los abiertos vietéricos.

Compare con la demostracion aqui expuesta con la de [12, 0.8 THEOREM].

Teorema 1.2.5. Si X es un compacto, entonces C(X) es compacto.

Demostracion. Sea {Ay},en una sucesion en C(X) tal que A, — A. Veamos que
A € C(X), es decir, que A es conexo. Suponga que A es disconexo. Entonces existen
U,V abiertos de X ajenos, no vacios y tales que A C U U V; ademas, ANU # @
y ANV # @. Entonces A € (U, V). Por hipétesis, existe N € N tal que, sin > N,
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entonces A, € (U,V). En particular, Ay € (U, V). Esto implica que Ay c U UV,
ANNU #@y Ay NV # @, locual es falso debidoaque Ay e C(X)yUNV = 2.

Asi, sin pérdida de generalidad, podemos concluirque A c Uy ANV = @. En

consecuencia, A s conexo.

Por tanto, C(X) es cerrado en 2%, [

A continuacion enunciamos y demostramos algunas propiedades que si bien son de
espacios métricos, toman un significado especial al situarlas en el contexto de la

teoria de continuos.

Teorema 1.2.6. En cualquier espacio topolégico, la compacidad y la conexidad son
propiedades independientes del espacio ambiente. Dicho de manera mds formal,
si (X, Tx) es un espacio topologico, y (A, T4) es un subespacio topologico de X,

entonces, dado K ¢ A C X:

(1) K es compacto en X siy solo si K es compacto en A;

(11) K es conexo en X siy solo si K es conexo en A.

Demostracion. Verifiquemos (i).

Suponga que K es compacto en X. Sea {V,,: @ € [} una cubierta abierta de K en A.
Entonces, cada V,, = G, N A, para cierto G, abiertode X y K C (J,¢; V- Entonces
K C [Uyer Gal N A € Uyer Go- De la hipétesis se sigue que existe F' C [ finito
tal que K C yep Go- Como K C A, esto implica que K C [Uyer Gol N A =
UaerlGa N A] = Uyer Ve Asi, K es compacto en A.

Ahora, suponga que K es compacto en A. Sea {V,: @ € I} una cubierta abierta de
K en X. Entonces K C J,e; Vo, y como K C A, se sique que K C |J,¢7[Ve N Al
Note que cada V, N A es un abierto de A, y como K es compacto en A, se sigue que
existe F' C [ finito, tal que K C (U er[Va N A] € Uyer Vo Asi, K es compacto en
X.

Ahora verifiquemos (ii).

Suponga que K es conexo en X. Esto quiere decir que (K, 7gx) es conexo, donde
7k es la topologia del subespacio relativa a X. Veamos que (K, 7y) €s conexo,
donde 7 es la topologia del subespacio relativa a A. En efecto. Supongamos que

existe U # @ tal que U es abierto y cerrado respecto a la topologia 7. Entonces
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U=KNG=KnNF,donde G es abierto de Ay F es cerrado de A. En particular,
G=ANG,F =AnNF’, donde G’ es abierto de X y F’ es cerrado de X. Como
K c A, tenemos que K N A = K, en consecuencia, lo anterior se puede escribir
comoU = KNG =KnNF'. Asi, Ues un abierto y cerrado respecto a la topologia

7k. Como (K, 7¢) es conexo, se sigue que U = K.
Por tanto, (K, 7) es conexo.

Ahora, supongamos que K es conexo en A. Esto quiere decir que (K, 7;) es conexo,
donde 7 es la topologia del subespacio relativa a A. Verifiquemos que (K, 7x) es
conexo, donde 7 es la topologia del subespacio relativa a X. En efecto. Supongamos
que existe U # @ tal que U es abierto y cerrado respecto a la topologia 7x. Entonces
U=KNG=KnNF,donde G es abierto de X y F es cerrado de X. Como K C A,
se sigue que KN A =K, entonces U = KN(ANG)=KN(ANF). Asi, U es un

abierto y cerrado respecto a 7. Como (K, ;) es conexo, se sigue que U = K.

Por tanto, (K, 7x) es conexo. [ ]

Uno de los fines del Teorema 1.2.6 es mostrar que no necesitamos indicar el espacio
ambiente de un continuo. Es decir, siY c X, entonces todo continuo de Y es continuo
de X.

A continuacién, enunciamos un teorema que nos garantiza que podemos separar

continuos ajenos.

Teorema 1.2.7. Sea X un espacio métrico. Sean Ki,...,K, cerrados propios y
ajenos dos a dos de X. Entonces existen abiertos ajenos Gy, . .., G, de X, tales que

Ki c Giparai=1,...,n

Demostracion. Hagamos una demostracion por induccién. El caso n = 2 es in-
mediato pues X es un espacio métrico. Suponga que el enunciado se verifica para
n compactos propios y ajenos cualesquiera. Veamos que el enunciado se cumple
para n + 1 cerrados propios y ajenos cualesquiera. Sean K1, . . ., K, K11 cerrados
propios y ajenos de X. Por hipétesis inductiva, existen Ay, ..., A, abiertos ajenos
dos a dos de X tales que K; C A; parai = 1,...,n. Ahora, como K = U?:l K; es
cerrado por ser union finita de cerrados, y K N K,,+; = @, existen dos abiertos de
X, digamos U, V, tales que K c U, K,+1 c Vy U NV = @. De aqui, se sigue
que K; C A;NU, parai = 1,...,n. Entonces, si denotamos por G; = A; N U, para
i=1,...,nyGuy =V,sesigueque K; C G;parai = 1,...,n,n+ 1,y los abiertos

G1,...,Gp, Gy son ajenos dos a dos.
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Por induccidn, se sigue el resultado. [

Corolario 1.2.8. Sea X un continuo. Sean K1, . . ., K,, compactos propios y ajenos
dos a dos de X. Entonces existen abiertos ajenos dos a dos, Gy, . ..,G, de X, tales

que K; C Giparai=1,...,n.

Demostracion. Basta observar que como X es un espacio métrico, en particular es
Hausdorff. Entonces todo compacto es cerrado en X. Asi, por el Teorema 1.2.7, se

sigue el resultado. u

Observe el lector que este teorema nos permite separar cualquier cantidad finita de

continuos.

Corolario 1.2.9. Sea X un continuo y n € N. Sean Ky, ..., K, continuos propios
ajenos dos a dos de X tales que \J!_, K; C U, donde U es un abierto de X. Entonces
i1 Kx € U. En particular, | J_, K, ¢ X.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada K; # @.
Hagamos un argumento por contradiccién. Suponga que U = [JI, K,,. Note que
cada K; es compacto, en consecuencia cada K; es cerrado en X. Entonces U?:] K,
es cerrado en X por ser union finita de cerrados de X. Asi, U es abierto y cerrado
de X, y ademds U # @. Como X es un conexo, se sigue que U = X. Entonces
X = U?:l K;. Pero por el Corolario 1.2.8, existen Gy, . . ., G, abiertos ajenos dos a

dos de X tales que K; C G;, parai = 1,...,n. En consecuencia,

X:OK[COG[CX.
i=1 i=1

Se sigue que X = [J;_; G;, lo cual contradice que X es conexo.
Por tanto, U # U;_, K. [ ]
Recuerdelo bien: un abierto de X nunca va a serigual a la unién finita de cualesquiera

de sus subcontinuos propios.

Teorema 1.2.10. Sea X un continuo y n € N. Sea Y un subcontinuo propio de X
no vacio. Si A es un abierto en X tal que Y C A, entonces existen xi,...,X, € A

distintos y tales que x; ¢ Y parai =1,...,n.
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Demostracion. Por induccion. Paran = 1, note que si Y = A, entonces Y es abierto,
cerrado y no vacio en X, y como X es conexo, se sigue que Y = X, lo cual es falso. Por

tanto, Y C A, esdecir, existe x; € A\Y. Ahora, suponga que la proposicion se verifica

para n € N dado. Tenemos que Y € Ay existen xi, ..., x, € A distintos y tales que
xi¢Yparai=1,...,n.SiA=YU{xy,...,x,}, entonces A es abierto, cerrado y no
vacio de X, y como X es conexo, pues A = X, es decir, Y U {x1,...,x,} = X.
Esto contradice al Corolario 1.2.9. Por tanto, Y U {xj,...,x,} € A. Entonces
existe x,+1 € A\ [Y U {xy,...,x,}], es decir xy, ..., X,, X,+1 son puntos distintos,
Xlyeuor Xy Xnel €AY,

Por induccidn, se sigue el resultado. [ |

Corolario 1.2.11. Sea X un continuo yn € N. Sea Y un subcontinuo propio de X no
vacio y A un abierto en X tal que Y C A. Entonces existen n subcontinuos propios
de X no degenerados y ajenos dos a dos, Cy, . ..,C, tales que C; C Ay C;NY = @,

parai =1,...,n

Demostracion. Por el Teorema 1.2.10, tenemos que existen xi, . . ., x, € A distintos
y tales que x; ¢ Y parai = 1,...,n. Por el Teorema 1.2.8, existen Gy, . .., Gy, Gp41
abiertos de X ajenos dos a dos, tales que x; € G, parai = 1,...,ny Y C Gpy1.
Mas atn, x; € G; N A, parai = 1,...,n . Por el Teorema 1.4.8, existen Cy,...,C,
subcontinuos propios no degenerados tales que x; € C; € G;NAparai = 1,...,n.
Como los G; son ajenos dos a dos, se sigue que los C; también son ajenos dos a dos.

Por un argumento similar, C; N Y = @ parai =1,...,n. [ ]

Teorema 1.2.12. Sea X un continuo y Y, Y» subcontinuos propios de X. SiY1 N Y, #

@, entonces Y1 U Y, es un continuo.

Demostracion. Como Y] N Y, # @, se sigue que Y1 U ¥> es conexo. Ademds Y; U 1>
es union finita de compactos y X es métrico, luego Y; U Y¥> es compacto y en

consecuencia un continuo. [ |

Teorema 1.2.13. Sean € Ntalquen > 2y A C X, donde X es un espacio métrico.
Suponga que A tiene al menos n componentesy A # @. Entonces existen Cy, . .., Cy,

conjuntos no vacios 'y separados dos a dos tales que A = | J!_, C;.

Demostracion. Haremos una prueba por induccién sobre n. Para el caso n = 2,
suponga que A tiene al menos dos componentes. En consecuencia, A es disconexo.

Entonces existen Cj, C, conjuntos no vacios y separados tales que A = C; U (.
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Supongamos ahora que el resultado se cumple para algin n € N. Veamos a con-
tinuacion que el resultado se cumple para n + 1. Suponga que A tiene al menos
n + 1 componentes y A # @. En particular, A tiene al menos n componentes. En-
tonces por hipdtesis inductiva, existen Cj, . . ., C, conjuntos no vacios y separados
dos a dos tales que A = [ Ji, C;. Supongamos que los Cj, . . ., C, son conexos; por
ser separados dos a dos, en particular son disjuntos dos a dos. En consecuencia,
C1,...,C, son las componentes de A, lo cual es falso pues A tiene al menos (n + 1)
componentes. Entonces, al menos uno de los Cy, . . ., C, es disconexo; digamos C,,.
Asi, existen R, T subconjuntos separados y no vacios de X tales que C;, = RUT.
En consecuencia, A = ?:_11 C; U (R UT). Ahora, para terminar la prueba, solo
resta verificar que R y T estdn separados de los Cy,...,Cy—1. Como R C C, y
[clxCy]NCj = @,paraj=1,...,n—1,sesigue que [c/,R]NC; = @; andlogamen-
te, como C, N [clxC;] = @, para j = 1,...,n— 1, se sigue que R N [cIxC}] = @,
paraj =1,...,n—1. Asi, R estd separado de los Cy, . . ., C,—1. Andlogamente T esta

separado de los Cy, ..., C,—1.
Por induccidn, se sigue el resultado. [
1.3. Conexidad local en continuos

El objetivo de esta seccion es probar que los conceptos de conexidad im kleinen en

cada punto y conexidad local son equivalentes.

Definicion 1.3.1. Un espacio topoldgico es localmente conexo si paracadax € X'y

cada vecindad V de x, existe un abierto conexo A, C V tal que x € A,.

Se puede decir de modo equivalente que un espacio topolégico es localmente conexo
si la familia de subconjuntos abiertos y conexos forma una base para la topologia
dada.

Definicion 1.3.2. Sea X un continuo y x € X. Diremos que X es conexo im kleinen
en X si para cada cerrado F de X tal que F C X \ {x}, existe un subcontinuo W de
X talque x € intx(W)c W c X\ F.

Teorema 1.3.3. Si X es un continuo y x € X, las siguientes proposiciones son

equivalentes:

(1) X es conexo im kleinen en x;
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(11) Para cada abierto U de X tal que x € U, existe un abierto V de X tal que
x € V.c U ydondeV tiene la propiedad de que para cada y € V, existe un
subconjunto conexo Cy de X tal que {x,y} C Cy, C U;

(1) Para cada abierto U de X tal que x € U, existe un subcontinuo W de X donde

se verifica que x € int,(W) Cc W c U.

Demostracion. Sea X un continuoy x € X.
Verifiquemos que (i) implica (ii).

Suponga que X es conexo im kleinen en x. Sea U un abierto en X tal que x € U.
Entonces X \ U es un cerrado que no contiene a x. De ahi, tenemos que existe un
subcontinuo W de X tal que x € int,(W) c W c X \ (X \ U) = U. Definiendo

V = intx(W) se cumple lo requerido.
Verifiquemos que (ii) implica (iii).

Suponga (ii). Sea U un abierto de X tal que x € U. Elijase algun Uy un abierto de
X tal que Uy C clx(Up) c Uy x € Uy. Por hipétesis, se sique que existe un abierto
V de X tal que x € V C Uy y con la propiedad de que para cada y € V, existe un
subconjunto conexo Cy de X tal que {x, y} C C, C U.

Ahora, definase W = clx(U,ey Cy). Note que W es un subcontinuo pues la cone-
xidad de W se verifica ya que cada C, contiene al punto x y es bien sabido que la
clausura de un conexo es conexo, ademds W es cerrado en X y X es compacto por

ser un continuo, luego W es compacto. Asi, efectivamente W es un subcontinuo.

Ademds, x € V. ¢ W C clx(Uy) c U. Como V es abierto en X, se sigue que
V Cintx(W). Asi, x € intxy(W) c W c U.

Finalmente verifiquemos que (iii) implica (i).

Suponga (iii). Sea F un cerrado de X tal que F c X \ {x}. Entonces X \ F es un
abierto de X y x € X \ F. Por hipétesis, existe un subcontinuo W de X tal que
x einty(W)ycWc X\F.

Por tanto, X es conexo im kleinen. [ ]

Lema 1.3.4. Un continuo X es localmente conexo si y solo si las componentes de

los subconjuntos abiertos de X son abiertos.

Demostracion. Suponga que X es localmente conexo. Sea U un abierto en X y sea

C una componente de U. Veamos que C es abierta.
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Para cada x € C, existe (por hipdtesis) un abierto conexo V; tal que x € V, Cc U.
Entonces C U V, es un conjunto conexo de X y C UV, C U. Asi, V, C C por
propiedades de las componentes conexas.

Por tanto C es un abierto en X.

Ahora suponga que las componentes de abiertos de X son abiertos en X. Veamos
que X es localmente conexo. Sea x € X y U un abierto de X tal que x € U. Sea
C una componente de U tal que x € C C U. Estas siempre existen en los espacios
métricos, por ejemplo {x} es un conexo de U. De la hipétesis se sigue que C es un

abierto de X. Asi, C es un abierto conexo de X talque x € C C U.

Por tanto, X es localmente conexo. [ ]

Teorema 1.3.5. Un continuo X es conexo im kleinen en cada uno de sus puntos si

y solo si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Demostracion. Sea X un continuo.

Suponga que X es localmente conexo. Sea x € X y U un abierto de X tal que x € U.
Elijase un abierto V tal que x € V C ¢lx(V) c U. Como X es localmente conexo,
existe un abierto conexo W tal que x € W c V C clx(V) c U. Luego clx(W) es

conexo y como X es un continuo, en particular X es compacto.

Asi clx(W) es compacto por ser un cerrado de X y se tiene que clx(W) es un
subcontinuo de X. Notando que x € W = intx(W) C clx(W) c clx(V) c U,
obtenemos que x € intx(clx(W)) C clx(W) c U.

Por tanto, X es conexo im kleinen en x por el Teorema 1.3.3.

Como x fue arbitrario, se concluye que X es conexo im kleinen en cada uno de sus

puntos.
Ahora suponga que X es conexo im kleinen en cada uno de sus puntos.

Sea U un abierto de X y C una componente de U. Bastara probar que C es abierto
para poder usar el Lema 1.3.4. Si x € C, entonces existe un subcontinuo W de X tal
que x € intx(W) c W c U.Como CNW # @y W es conexo, se sigue que C U W

es conexo. Por propiedades de componentes, dado que x € C, se sique que W C C.
Asi x € inty(W) c W c C y concluimos que C es abierto.

Y del Lema 1.3.4, se concluye que X es localmente conexo. [
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1.4. Continuos descomponibles

Definicion 1.4.1. Un continuo X es descomponible si puede ser escrito como unién
de dos de sus subcontinuos propios. Diremos que X es indescomponible si no es
descomponible. Diremos que X es hereditariamente descomponible (respectivamen-
te, indescomponible), si cada subcontinuo no degenerado de X es descomponible

(indescomponible).

Lema 1.4.2. Sea X un continuo y sea A un subcontinuo de X tal que X \ A es
disconexo. Si U,V € tx son disjuntos y no vacios, y ademds X \ A = U UV,

entonces AU U y AUV son subcontinuos de X.

Demostracion. Note que X \ (AUU)=(X\A)N (X \U) =V.Entonces AU U es
cerrado, y como X es continuo, pues A U U es compacto. Andlogamente A U V es

compacto.

Veamos que A U U es conexo. Suponga que A U U es disconexo. Note que A U U
es cerrado en X ya que X es Hausdorff por ser un espacio métrico, entonces existen
K y L cerrados de X, ajenos y no vacios, tales que AU U = K U L. Como A es
conexo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que A C K. Note entonces que
LNA=o,luvego L c U.Asi,LNclx(V)=@2.

Por otro lado, note que si x € X, entonces x € AU U o bien x € V, entonces
x € KUL obien x € clx(V). Asi, X = L U (K U clx(V)). Pero tanto L como
(K U clx(V)) son cerrados no vacios de X, y de lo anterior sabemos que son ajenos.

Asi, X es disconexo, lo cual es falso.

Entonces, A U U es conexo. Andlogamente, A U V es conexo. Por tanto, AU U y

A U V son continuos. [ ]

Lema 1.4.3. Un continuo X es descomponible si, y solo si, X continene un subcon-

tinuo propio con interior no vacio.

Demostracion. Sea X un continuo descomponible. Entonces existen dos subconti-
nuos propios Ay B, de X, tales que X = AU B. Note que X \ B es un abierto y estd

contenido en A. Asi, A es un subcontinuo propio de X con interior no vacio.
Ahora, suponga que A es un subcontinuo propio de X con interior no vacfo.

Tenemos dos casos: X \ A es conexo, o bien, X \ A es disconexo.
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Si X \ A es conexo, entonces clx(X \ A) es conexo, y por ser cerrado, se sigue que
es compacto. Asi, clx(X \ A) es un continuo de X y, ademas, dicho subcontinuo
es propio, ya que si X = clx(X \ A), entonces intx(A) C clx(X \ A), lo cual es
una contradiccion. Asi, efectivamente clx(X \ A) es un subcontinuo propio de X y

entonces podemos concluir que X = AUclx(X '\ A)y por tanto, X es descomponible.

Si X \ A es disconexo, y dado que X \ A es abierto, tenemos que existen U,V € 1x
ajenos y no vacios, tales que X \ A = U U V. Por el Lema 1.4.2, tenemos que
X =(AUU)U(AUYV). Ademds, A U U es subcontinuo propio de X, ya que de
lo contrario, tendriamos que AUV C AU U, luego V C A, pero ya teniamos que
VcX\AyV £a.

Asi, AU U es subcontinuo propio de X. Andlogamente, AUV es subcontinuo propio
de X.

Por tanto, X es descomponible. [ ]

Corolario 1.4.4. Un continuo X es indescomponible si, y solo si, cada subcontinuo

propio de X tiene interior vacio.
Definicion 1.4.5. Diremos que un continuo X es un arco si es homeomorfo a [0, 1].

Teorema 1.4.6. Sea X un arco. Entonces X es hereditariamente descomponible.

Demostracion. Como X es un arco, entonces X es homeomorfo al intervalo [0, 1].
1

Claramente [0, 5] es un continuo con interior no vacio en [0, 1]. Por el Lema 1.4.3,
se sigue que [0, 1] es descomponible. Mds, atin, note que todos los subconjuntos
conexos de [0, 1] son los intervalos abiertos y todos los compactos de [0, 1] son los
intervalos cerrados y acotados en [0, 1]. Entonces todos los subcontinuos de [0, 1]
son sus subintervalos cerrados. Repitiendo el argumento anterior, se verifica que
todos los intervalos cerrados son descomponibles. Asi, [0, 1] es hereditariamente
descomponible. Ademas, como X es homeomorfo al [0, 1] y claramente la propiedad
de ser descomponible es topoldgica -pues estd enunciada en términos de conexos,
compactos y abiertos segun el Lema 1.4.3-, se sigue que X es hereditariamente

descomponible. [

Teorema 1.4.7. Sea X un continuo y sea U un abierto no vacio y propio de X. Si K

es una componente de clx(U), entonces K N frx(U) # @.

Una prueba de este Teorema puede encontrarse en [12, Teorema 5.4].
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Corolario 1.4.8. Sea X un continuo no degenerado. Si A es un subcontinuo propio
de X y U es un abierto de X tal que A C U, entonces existe un subcontinuo B
de X tal que A ¢ B C U. En particular, todo continuo no degenerado tiene un

subconjunto propio no degenerado.

Una prueba del Corolario 1.4.8 puede encontrarse en [12, Teorema 5.5].

Teorema 1.4.9. Si X es un continuo tal que cada uno de sus subcontinuos propios
es indescomponible, entonces X es indescomponible. Asi, X es hereditariamente

indescomponible.

Demostracion. Hagamos un argumento por contradiccion. Suponga que X es des-
componible, entonces existen dos subcontinuos propios A y B de X tales que
X = AU B. Note que X \ B es un abierto de X y X \ B C A. Asi, A tiene in-
terior no vacio. Por otro lado, como X es un espacio métrico, y A es un compacto
propio de X, existe G € Ty talque G # X y A C G. Por el Teorema 1.4.8, tenemos
que existe un subcontinuo H de X tal que A € H C G. Asi, H es un subcontinuo
propio de X vy, por hipétesis, tenemos que H es indescomponible, entonces por el
Corolario 1.4.4, tenemos que H tiene interior vacio. Pero A C H y A tiene interior

no vacio, luego H tiene interior no vacio y obtenemos una contradiccion.

Por tanto, X es indescomponible, y como ademds cada uno de sus subcontinuos
propios también es indescomponible, podemos concluir que X es hereditariamente
indescomponible. u

Definicion 1.4.10. Unn-odo (n > 2) esun continuo M que contiene a un subcontinuo
N de tal modo que M \ N es la unién de n conjuntos no vacios y mutuamente

separados.

Teorema 1.4.11. Si X es un continuo descomponible, entonces X contiene un 2-odo
Y. Ademas, Y = P U Q, donde P,Q son continuos propios de Y y P N Q es un

continuo.

Demostracion. Sean A'y B subcontinuos propios de X tal que X = AU B. Suponga
que A N B es disconexo. Luego, existen al menos dos componentes de A N B. Sean
K1, K> componentes de A N B. Como A es un espacio métrico, existen abiertos
de A, digamos Wy, W, tales que K; € W,y claW1 N claW> = @. Denotemos por
F; = fraW;. Entonces F; = cl4W; \ W;, debido a que W; es abierto de A. Denotemos

por M; a la componente de c/4W; tal que K; C M,. Por el teorema de golpes en la
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frontera, tenemos que M; N F; # @. De lo anterior se sigue que M; € K;, debido a
que F; N K; ¢ F; N W; = @, dicho de otro modo, debido a que K; no puede tener
elementos de F; y M; N F; # @. Ahora, como M; es componente de cl4W;, se sigue
que M; es un conexo. Ademds, M; es, por la misma razén, un cerrado de cl/4W;,
en consecuencia es un cerrado de X y por tanto, M; es compacto. Asi, M; es un
continuo de A. Como ya tenemos que M; C K; y K; es una componente de A N B,
tenemos que M; \ B # @, ya que de lo contrario, K; € AN By K; C M;. Ademis,
como M; C claW;,y claW1 N claWy = @, se sigue que M| N M, = @.

Ahora, definamos M = BUM; UM,y N = B.

Mostraremos que M es el 2-odo requerido. Note que B U M| es conexo ya que como
Ki c AnNByK; C M;,pues BNM; # @. Asimismo, BU M| es compacto ya que B
y Mj son cerrados, luego B 'y M| son compactos. Por tanto, B U M; es un continuo.

Andlogamente, B U M; es un continuo.
Por otro lado, se tiene que (BU M) N (BU M) = Byaque M| N M, = @.

Asi, M = (B U M) U (B U M,). De lo anterior tenemos que M \ N = M| U M y
M, M, son separados, ya que como M; es una componente de c/4W;, se sigue que
M; es un cerrado de cl4W;, luego M; es un cerrado de A. Como A es un subcontinuo
de X, se sigue que A es cerrado en X, luego M; es cerrado en X. Como K; # @

debido a que son componentes de A N B, se sigue que M; # @.

Por tanto, M es un 2—odo. Ademds, si denotamos por P = BUM;y Q = BU M,
se sigue que P N Q = B es conexo y P,Q son subcontinuos propios de M pues
MINM2=2yM,M, C M.

Asi, Y = P U Q cumple lo requerido. [

1.5. Funciones de Whitney y arcos ordenados

En esta seccion definimos las funciones de Whitney y demostramos que todo arco
ordenado se puede parametrizar. Ademds, enunciamos algunas propiedades utiles
de los arcos ordenados. Por otro lado, mostramos la utilidad de los arcos ordenados

en el estudio de los hiperespacios.

Definicién 1.5.1. Sea X un continuo. Una funcion de Whitney para 2% es una funcién

continua u: 2% — [0, o0) tal que:

(1) paracada x € X, u({x}) = 0;
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(1) para cada A, B € 2%, si A C B, entonces u(A) < u(B).

Teorema 1.5.2. Las funciones de Whitney para 2% existen.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [12, pp. 19-20].

Observacion. Considere una funcién de Whitney u: 2% — [0, o) y un continuo X
no degenerado (con mds de un punto). Note que como 2% es compacto, se sigue que
1(2%) es un compacto en [0, oo]. En particular, u(2%) es acotado y asf u(2%) € [0, oo].
Como 2% es un compacto no degenerado, pues por ejemplo, F(X) c 2%, entonces
0 = u({X}) < u(2%), es decir, u(2X) > 0. Entonces, podemos normalizar a u

definiendo
u(A)

u(2xy
paracada A € 2X. Note que 1 : 2X — [0, 1]y ¢/ también es una funcién de Whitney.

H(A) =

Definicion 1.5.3. Sea A un conjunto con una relacién de orden parcial <’. Diremos
que A es una red respecto a <’, si para cada a,b € A sucede que a <’ b o bien
b < a.

Definicién 1.5.4. Un arco ordenado en 2% es un arco A c 2% que ademds es una

red respecto a C.

Lema 1.5.5. Si A c 2X es compacto y es una red respecto a C, entonces toda
funcion de Whitney es inyectiva en ‘A, y si ademas, A es compacto, se sigue que la

restriccion de toda funcion de Whitney es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea p: 2X — [0, 1] una funcién de Whitney.

Veamos que u es inyectiva. Sean A, B € A tales que A # B. Por hipdtesis, se tiene
que A C B o bien B € A. En cualquiera de los dos casos, por propiedades de las
funciones de Whitney, se sigue que u(A) # u(B). Asi, u es inyectiva. Si ademads, A
es un compacto, dado que u|# es continua e inyectiva por ser la restriccion de una

funcién continua e inyectiva, tenemos que |4 es un homeomorfismo. [

Teorema 1.5.6. Sea A C 2% un subcontinuo no degenerado de 2%. Entonces

A es un arco ordenado si y solo si ‘A es una red.
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Demostracion. Suponga que A es una red. Por el Teorema 1.5.2, existe u: 2% —
[0, 1] una funcién de Whitney. Definamos ¢’ = u|#. Entonces ¢ es un homeo-
morfismo ya que 2% es compacto. Como A es un subcontinuo no degenerado, se
tiene que A es un compacto, conexo con mds de un punto. Entonces, como y’ es
homeomorfismo, se sigue que y'(A) C [0, 1] es un compacto, conexo, con mas de
un punto, es decir, ¢'(A) es un intervalo cerrado con mas de un punto, digamos
W(A) =[a,b],paraa, b € [0,1].

Asi, A es un arco. Ademads, dado que A es una red, entonces A es un arco ordenado.

La otra implicacion es inmediata. [

Lema 1.5.7. Si A es un arco ordenado en 2%, entonces VA € Ay|JA € A.

Demostracion. Note que A ~ [0, 1]. Entonces A es compacto. Sea u: 2X — [0, 1]
una funcién de Whitney. De la compacidad de (A, se sigue que u(A) C [0, 1] es un
compacto, y como yu es continua, existe Ay € A tal que u(Ap) = min u(A).

Veamos que Ag C A para cada A € A. Suponga que no es asi. Entonces existe
A € Atal que Agp ¢ A. Como A es arco ordenado, se sigue que A & Ap. Entonces
u(A) < u(Ap), lo cual es falso pues u(Ag) = min u(A).

Ahora, como Ag C A para cada A € A, se sigue que Ag = (| A. Como teniamos
que Ag € A, entonces [ | A € A.

Anélogamente se obtiene que [ J A € A. [

Teorema 1.5.8. Si A es un arco ordenado en 2%, entonces los dos puntos extremos

de Ason YAy JA.

Demostracion. Sea pu: 2X — [0,1] una funcién de Whitney. Consideremos y’ =
u|#. Note que y’ es continua e inyectiva, y como (A es un compacto -es un arco-,
se sigue que y’ es un homeomorfismo. Ademads, para cada A € A, tenemos que
A c A c |JA. En consecuencia,

W (NA) < f'(A) < W' (VA)

paracada A € A.

Asi, ' (A) C [ (N A), ' (JA)]. Y sitomamos t € [/ (N A), 1’ (U A)], entonces
como A es conexo -es un arco- y ¢’ es continua, se sigue que existe A, € A tal que

u(Ay) = t. Ast, (' (A) = (W (N A), ' (U A)]. Ahora, dado que /(M A) y /(U A)
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son los puntos extremos de y'(A), y ¢’ es un homeomorfismo, se sigue que (| A y

U A son los puntos extremos de A. [ |

De lo anterior, podemos decir que la siguiente definicién tiene sentido.

Definicion 1.5.9. Si A es un arco ordenado en 2%, diremos que A es un arco
ordenado de (YA a | J A.

El siguiente teorema nos permite parametrizar arcos. Sirve ademds como una re-
conciliacion entre dos definiciones de arco ordenado de A a B que se encuentran
en la literatura; una definicion es la que decidimos usar en este escrito -a saber
la Definiciéon 1.5.9-, y la otra, la cual define un arco ordenado como una funcién
continua e inyectiva del intervalo en 2% que cumple que a(0) = A, (1) = B, y para

cada s, t € [0, 1] con s < f se cumple que a(S) C a(t).

Veremos a continuacion que dichas definiciones son equivalentes.

Teorema 1.5.10. Sea X un compactoy A, B € 2. Entonces un arco ordenado de A
a B es exactamente la imagen de una funcion continua e inyectiva a: [0,1] — 2%
tal que a(0) = A,a(l) = B, y para cada s,t € [0,1] con s < t se cumple que
a(S) ¢ a(r).

Demostracién. Sea A C 2% un arco ordenadode Aa B.Noteque A = ((Ay B =
(U 8. Sin perdida de generalidad podemos suponer que A # B. Considere u: 2¥ —
[0, 1] una funcién de Whitney. Definamos y’ = u|#. Note que y’ es continua e
inyectiva. Como A es un arco, en particular es compacto. En consecuencia, p’ es un

homeomorfismo. También, de la prueba del Teorema 1.5.8 podemos observar que
M (A) = [1'(A), /' (B)].
Ahora vamos a construir la funcién a: [0, 1] — 2% que necesitamos.

Definamos y = (u/)~!. Notemos que y: [¢/'(A), '(B)] — A es un homeomorfismo.
Consideremos también a 8: [0, 1] — [¢/(A), /' (B)] dada por

B(t) = t(u'(B) — /' (A)) + (' (A)

que es el segmento de recta que conecta el punto (0, i’(A)) con el punto (1, u'(B)).

Naturalmente, 8 es un homeomorfismo. Ademads, 3 es estrictamente creciente.

Definamos @ = y o B: [0, 1] — [¢/(A), ' (B)].
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Tenemos que a(0) = (y o B)(0) = ¥(B(0) = y(1/'(A)) = A.

Andlogamente, a(1) = (y o B)(1) = y(B(1) = y(¢/'(B)) = B.

Ahora, sean s, 1 € [0, 1] tales que s < t. Como S es estrictamente creciente, tenemos
que B(s) < B(t). Como B(s), B(t) € [/ (A), ' (B)] = 1/'(A), existen Y, Z € A tales
que B(s) = @'(Y) y B(t) = p/(Z). Dado que /(YY) < p/(Z), se sigue que Y ¢ Z.
Pero Y = y((/(Y)) = y(B(s)) = (y o B)(s) = a(s) y andlogamente tenemos que
Z =y(i'(2)) = y(B(1)) = (y o B)(t) = a(?).

Por tanto, a(s) € a(?).

Finalmente, como £,y son homeomorfismos, se sigue que « es un homemorfismo,

en particular, @ es continua e inyectiva. Asi queda demostrada la necesidad.

Para demostrar la suficiencia, consideremos a: [0, 1] — 2% tal que a(0) = A, (1) =
B,yparacadas,t € [0, 1] con s < ¢ se cumple que a(S) € a(f). Como « es continua
e inyectiva y [0, 1] es compacto, se sigue que @ es un homeomorfismo. Mds atn,
tenemos el homeomorfismo [0, 1] ~ «([0, 1]). Es inmediato que a([0, 1]) es un arco.
Y si A, B € ([0, 1]), entonces existen s,¢ € [0, 1] tales que A = a(s) y B = a(t).
Como tenemos que s < t o bien r < s, nuestra suposicion sobre « implica que
A C Bobien, B C A. Asi, a([0, 1]) es una red, y como ya teniamos que a([0, 1])
es homeomorfo al intervalo [0, 1], entonces podemos decir que «([0, 1]) es un arco

ordenado. [ ]

Teorema 1.5.11. Sea X un compactoy A, B € 2X. Entonces existe un arco ordenado
de A a B si, y solo si A C By cada componente de B intersecta a A.

La prueba del Teorema 1.5.11 puede encontrarse en [5, 15.3 Theorem].

Teorema 1.5.12. Sea X un continuo. Entonces 2% es arcoconexo.

Demostracion. Sea A € 2X tal que A # X. Como X es conexo, se sigue que la
unica componente de X es X. Note que A C X implica que cada componente de X
intersecta a A. Como X es compacto, por el Teorema 1.5.11, existe un arco ordenado
en 2% de A a X. Entonces, dado que cada elemento de 2X \ X puede conectarse con
X mediante un arco, se sigue que 2% es arcoconexo. [ |

En la prueba del Teorema 1.5.12, nétese que el arco debia estar contenido en 2X.

Lema 1.5.13. Si A c 2X es un arco ordenado en 2% que empieza en A € C(X),
entonces A C C(X).
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es no degene-
rado, esto es, que A tiene mds de un punto. Note que A es conexo por pertenecer a
C(X). Sea B € A tal que B # A. Por el Teorema 1.5.10, existe a: [0, 1] — 2% tal
que « es continua e inyectiva, y para s,7 € [0, 1] con s < ¢ se tiene que a(s) € a(r);
ademads a([0,1]) = Ay a(0) = A pues A empieza en A. Entonces existe ¢ € [0, 1]
cont # 0 tal que a(t) = B. Se sigue que A ¢ B. Ademds, o’ = a/|[o,) hereda todas
las propiedades enunciadas de @. En particular, @’([0, ¢]) es un arco ordenado que
empieza en A y termina en B. Entonces por el Teorema 1.5.11, tenemos que cada
componente de B intersecta a A. Esto implica que, si K es una componente de B,
entonces A U K es conexo debido a que KN A # @ y A es conexo. Ademds, si
recordamos que A C B, es inmediato que B = [ J{A U K: K es componente de B};
basta notar que, si b € B entonces existe una componente de B, digamos K, tal
que b € Kp, luego b € AU Kp,. Ademds, A C (({AU K: K es componente de B}
y A # @. Por tanto, B es la union de conexos que tienen interseccién no vacia; en

consecuencia B es conexo. Como ya tenfamos que B € 2%, entonces B € C(X).

Como B € A era arbitrario, se sigue que A C C(X). [

Teorema 1.5.14. Sea X un continuo. Entonces C(X) es arcoconexo.

Demostracion. Sea A € C(X) tal que A # X. Por el Teorema 1.5.11, existe un
arco ordenado de A a X en 2%, digamos A < 2X. Dado que A € C(X), se sigue
por el Lema 1.5.13, tenemos que A C C(X). Asi, cada punto de C(X) \ {X}
puede ser conectado a X por un arco contenido en C(X). En consecuencia, C(X) es

arcoconexo. |

Teorema 1.5.15. Sea X un continuo. Entonces 2* y C(X) son continuos arcoconexos

no degenerados.

Demostracion. Por el Teorema 1.1.19, sabemos que 2% es compacto. También, por
el Teorema 1.5.12, tenemos que 2% es arcoconexo, lo cual implica que 2% es conexo.
Como F(X) c 2%, se sigue que 2% es no vacio y con mas de un punto. Asf, 2% es

un continuo no degenerado.

Por otro lado, ya sabemos que C(X) es arcoconexo, en particular C(X) es conexo.
Por el Teorema 1.2.5, tenemos que C(X) es compacto. Como F(X) c C(X), se
sigue que C(X) es no vacio y con mas de un punto. Asi, C(X) es un continuo no

degenerado.
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1.6. Homotopia y contractibilidad

Definicion 1.6.1. Sean X,Y espacios topolégicos. Una homotopia es una funcion
continua : X x[0,1] > Y.Si f: X - Yyg: X — Y sondos funciones continuas

ysih: X X [0,1] — Y es una homotopia tal que, para cada x € X se cumple que
h(x,0) = f(x)

h(x, 1) = g(x),
entonces se dice que & es una homotopiade f a g.

Ademds, si existe una homotopia de f a g diremos que f y g son homotopicas.

Definicion 1.6.2. Un espacio topoldgico X se dice contrdctil en si mismo, o sim-
plemente contrdctil, si la funcién identidad de X, es homotdpica a una funcién

constante de X en X.

Definicion 1.6.3. Sea f: X — Y una funcién continua entre espacios métricos
compactos. Entonces 2/ : 2% — 2Y dada por 2/(A) = f(A) se llama la funcion
inducida entre 2% y 2Y .

Observe que 2/ estd bien definida pues la imagen continua de un compacto es

compacto y los compactos en espacios métricos son, en particular, cerrados.

Teorema 1.6.4. Sea f: X — Y una funcion continua entre espacios métricos

compactos. Entonces 2/ es continua.

Demostracion. Sea € > 0y A € 2%, Como X es un compacto, se sigue que f
es uniformemente continua. Entonces existe § > 0 tal que, para todo x,x" € X
tal que dx(x, x') < 6, se cumple que dy(f(x), f(x’)) < €. Sea A’ € 2% tal que
ha(A, A") < §. Entonces existe 6’ < ¢, con 8’ > Otal que A C (Jyeqr Bay(a',0")y
A" € Ugea Ba(a,¢"). Ahora, sea f(a’) € f(A’). Entonces a’ € A’. De lo anterior
tenemos que existe a € A tal que dx(a’,a) < ¢’ < 6. Entonces dy(f(a’), f(a)) < e.
En consecuencia, tenemos la contencién f(A”) C (Jea Bay (f(a), €) = N(e, f(A)).
Andlogamente, obtenemos que f(A) C Uyear Bay (€, f(a)) = N(e, f(A")).

Por el Teorema 1.1.13, se concluye que Hy, (f(A), f(A”)) < €.

Por tanto 2/ es continua en A. Como A € 2% era arbitrario, podemos concluir que
2/ es continua. u
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Lema 1.6.5. Sea f: 2Xx[0, 1] — 221U dada por f(A, 1) = {A}x[0, t]. Entonces

f es continua.

Demostracion. Note primero que 2% x [0, 1] es compacto por ser producto de com-
pactos. Ademas, tenemos el homeomorfismo {A}x[0, ] =~ [0, ¢], paracadat € [0, 1].
Entonces {A} x [0,¢] es un compacto en 2% x [0, 1], y en particular es cerrado en
2% % [0,1] . Asf, f estd bien definida.

Cabe recalcar que estamos considerando a 2% x [0, 1] con la métrica

d*((A, 1), (A, 1)) = VH (A, A)? + |t — 1|2

Observe que H (A, A”) < d*((A, 1), (A, 1))y que |t—1'| < d*((A, 1), (A’,t")). También
es importante notar que d*((A, 1), (A", ")) < Hy(A, A")?> + |t — t'|?, para todo 1,1’ €
[0, 1].

Seaahora e > 0y (A, 1) € 2X x [0, 1]. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que € < 1.
Definamos 6 = £. Note que 6 > 0.

Si d*((A,1),(A’,1")) < 0 = £, entonces |t —1'| < §y Hy(A, A") < §. Ahora observe-
mos lo siguiente: sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ¢ < ¢’. Entonces

[0,#] =[0,¢] U [z,1']. En consecuencia, tenemos que:

(1) paracada x € [0, 1], existe x” € [0,#'] tal que |x — x’| < §, y ademads

(1) para cada y’ € [0,7'], existe y € [0, 7] tal que |y — y'| < 5.

Para convencerse de esto tltimo, note que, en el caso de (i), si tomamos x € [0, 7],
podemos elegir x = x € [0,¢] € [0,/] y pues |x — x| = 0 < 5; en el caso de
(ii), si tomamos y” € [0,¢'], hay dos casos, que y’ € [0, 7] o bien que y" € [t,¢'], el
primer caso es andlogo al anterior, y si y’ € [z,t'], podemos tomar y =t € [0,¢] y

claramente |y’ — y| < 5.

Asi, si ademds notamos que Hy(A, A”) < 5, se obtiene que:

(1) paracada x € [0,1], existe x” € [0,#'] tal que
2
d*((A, x), (A, X)) < Hy(A, AV + |x = xX'|* < 7 < e <e,

donde la dltima desigualdad se verifica pues € < 1;
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(i) paracaday’ € [0, '], existe y € [0, 7] tal que

2

* ’ ’ ’/ ’ e
d* (A, ¥), (A, ) < Ha(A, AV + |y - y'|? < 5 <é<e

y donde, andlogamente, la dltima desigualdad se verifica ya que € < 1.
De aqui se sigue que:

M {A} x[0,7] € Uyejos) Ba (A, x7), €) = Na=({A'} X [0, 7], €);

() {A} X [0,7'] € Uyefog Ba+((A y), €) = Ng-({A} X [0, 7], €).
Asi, obtenemos que, Hy-({A} X [0,¢],{A’} X [0,#']) < €, es decir,

de(f(A’ t)’ f(A/> t/)) < €.

Por tanto f es continua en (A, t). Como (A, t) es arbitrario, se concluye que f es

continua. [ |

Lema 1.6.6. Sea h: 2Xx[0, 1] — 2% una funcion continua, es decir, una homotopia.
Sig:2%x[0,1] — 22" esta dadaporg(A,t) = h({A}X]0, t]), entonces g es continua.

Demostracién. Sea f: 2X x [0, 1] — 22 X101 dada por f(A, 1) = {A} x [0, 1]. Note
que (2" o f)(A, 1) = 2"(f(A, 1)) = 2"({A} x [0,7]) = h({A} X [0,7]) = g(A,1), para
todo A € 2X y r € [0, 1]. Entonces, g = 2" o f. Ahora, como & va de 2% x [0, 1]
-que es compacto- en 2% -que también es compacto-, se sigue que 2" es continua.
Ademas, por el Lema 1.6.5, se sigue que f también es continua. Por tanto, g es

continua por ser composicion de funciones continuas. [ |

Definicién 1.6.7. Sea A c 2X.Sea h: A x [0, 1] — 2% una homotopia. A la funcién
h:Ax[0,1] — 2% dada por W (A,t) = U{h(A,s): 0 < s < t} se le llama el

segmento homotopico asociado a h.

Lema 1.6.8. Sea X un compacto. Sea o : 22" 5 2% dada por o(A) = JA.

Entonces o esta bien definida y satisface la desigualdad
Hy(o(A)), o(A)) < H (A, A),

L be P .
donde H? es la métrica de Hausdorff para 2>" . Note ademds que o es continua.

La prueba de este Teorema puede encontrarse en [12, Theorem 1.48].
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Teorema 1.6.9. El segmento homotopico asociado a una homotopia es una funcion

continua.

Demostracion. Sea A c 2X. Sea h: A x [0,1] — 2% una homotopia. Sea g: 2% x
[0,1] — 22" dada por g(A, 1) = h({A} x[0,¢]). Consideremos a &’: Ax[0,1] — 2%
dada por #'(A,t) = |U{h(A,s): 0 < s < t} el segmento homotdpico asociado a h.
Observe que h({A} x [0,7]) = {h(A,s): 0 < s < t}. De aqui, se sigue que

(00 8)(A,1) =0 (g(A 1))
= (00 g)(A1)

= Jean

= | Jn(A} x[0,1])
= U{h(A,s): 0<s <t}
= h'(A 1),
paracada A € 2X y ¢ € [0, 1]. En consecuencia, &/ = o o g. Pero por el Lema 1.6.8,

se sabe que o es continua, y por el Lema 1.6.6, sabemos que g es continua.

Asi, podemos concluir que /’, el segmento homotdpico asociado a & es una funcién

continua. [ |

Definicion 1.6.10. Un continuo X dice que tiene la propiedad de Kelley si ocurre
que, dado € > 0, existe 6 > 0O tal que, si a,b € X son tales que d(a,b) < 6y
a € A € C(X), entonces existe B € C(X)talque b € By H(A,B) < €.

A ¢ se le llama el niimero de Kelley asociado a €.

Teorema 1.6.11. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley, entonces 2% y

C(X) son contrdctiles.

La demostracion de este teorema puede encontrarse en [10, 16.15 THEOREM].

Teorema 1.6.12. Todo continuo hereditariamente indescomponible tiene la propie-
dad de Kelley.

La demostracion de este teorema puede encontrarse en [10, 16.27 Theorem)].
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1.7. Algunos resultados sobre Teoria de la dimensién

Definicion 1.7.1. Sea X un espacio métrico. Definimos dim(X) de modo recursivo.

(1) dim(X) = -1 si X = @. También, dim(X) < —1 es equivalente a X = @;

(1) Suponga inductivamente que ya estd definido qué significa dim(Y) < n — 1
para un espacio métrico Y y n < 0. Entonces, para un espacio métrico X,
definimos dim,(X) < n si p tiene vecindades arbitrariamente pequefias en X
cuyas fronteras tienen dim < n— 1. Aqui, dim,(X) es la dimensién de X en el

punto p;
() dim(X) < n si dim,(x) < n para todo p € X;
(1v) dim(x) = nsi dim(X) < nydim(X) >n—1;
(v) dim,(X) = nsi dimy(X) < nydim,(X) >n-1;
(vi) dim(X) = oo si paratodon € NU {0, -1} se cumple dim(X) > n;
(vir) dim,(X) = oo si para todo n € NU {0, =1} se cumple dim,(X) > n.

Teorema 1.7.2. La dimension una propiedad topologica.

Demostracion. La prueba es inmediata pues la Definicion 1.7.1 estd en términos de

vecindades y fronteras, las cuales son propiedades topoldgicas. [

Lema 1.7.3. Sea X un espacio métricoy Y C X. Entonces, para todo A C X
f}"y(A N Y) C er(A)

Demostracion. Sabemos que fry(ANY) = cly(ANY)Ncly(Y\A). Como cly(ANY) C
clx(A)y cly(Y \ A) C clx(X \ A), se sigue el resultado. [

Teorema 1.7.4. Sea X un espacio métrico con dim(X) < n. Si Y C X, entonces
dim(Y) < n.

Demostracion. Hagamos una prueba por induccién. El caso n = —1 es inmediato,
pues si dim(X) < -1, entonces X = @, luego Y = @ y asi, dim(Y) < —1. Ahora,
supongamos que el teorema es verdadero para cualquier espacio métrico de dim <
n— 1. Ahora, suponga que dim(X) <nyY C X. Sea p € Y. Como dim,(X) < n, se

sigue que p tiene una base de vecindades de abiertos U de X tal que dim(frx(U)) <
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n—1paracada U € U.Porel Lema 1.7.3, se sigue que fry(UNY) C frx(U), para
cada U € U. Por nuestra hipétesis inductiva, se sigue que dim(fry(UNY)) <n-1
para cada U € U. Como {UNY: U € U} es una base de vecindades de p de
abiertos de Y, se sigue que dim,(Y) < n. Como p € Y era arbitrario, se sigue por

definicién que dim(Y) < n.
Por induccidn, se sigue el resultado. [ ]

Teorema 1.7.5. Sean € Ny I" = [0, 1]". Entonces dim(I"") = n.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [11, 9.5 Theorem]

Teorema 1.7.6. Sea n € Ny X un espacio métrico. Suponga que X = \J;_, A;, con

A; cerrados y dimA; < n para cadai = 1,...,n. Entonces dimX < n.

La prueba del Teorema 1.7.6 puede encontrarse en [4, Theorem I11.2].

Corolario 1.7.7. Sea X =Y U Z, donde X,Y,Z son espacios métricos y ademds

dim(Y) < nydim(Z) < n. SiY o Z son cerrados en X, entonces dim(X) < n.

La prueba del Corolario 1.7.7 puede encontrarse en [4, Corollary 1, pp.32].
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Capitulo 2

ALGUNOS RESULTADOS SOBRE HIPERESPACIOS
N—-ESIMOS

2.1. Propiedades generales de los hiperespacios n-ésimos

Teorema 2.1.1. Todo arco ordenado que empieza en C,(X), se queda contenido en
C,(X), para cada n € N.

Demostracion. Sea A un arco ordenado que empieza en A, donde A € C,(X). Por
el Teorema 1.5.10, existe o: [0, 1] — 2% continua e inyectiva, tal que ([0, 1]) = A
y,si s < tcon st e [0,1], entonces a(s) € a(f). Ademds, a(0) = A. Tomemos
B € A tal que B # A. Entonces existe fp € (0, 1] tal que B = a(fy). Note que
a([0,2]) es un arco ordenado que va de A a B. Ademds, A C B. Entonces, por el
Teorema 1.5.11, tenemos que cada componente de B intersecta a A. Denotemos por
Ay, ..., A atodas las distintas componentes de A. Note que A = Ufz | Ai. Ademds,
como A € C,(X), se sigue que k < n. Denotemos por Cy, . . ., Cy a las componentes
de Btalesque A; C Cj,parai = 1,.. ., k. Note que si existiera una componente de B,
digamos C’ tal que C’ # C; paracadai = 1,...,n, entonces como las componentes

distintas son ajenas, tendriamos que C'NC; = @ parai = 1,...,k,luegoC'NA; = @

parai = 1,...,k, y en consecuencia, C’' N A = @ lo cual es una contradiccién. Por
tanto, todas las componentes! de B son Cj, . . ., Cy. Asi, obtenemos B € C,(X).
Como B € A era arbitrario, podemos concluir que A C C,(X). [

Teorema 2.1.2. Sea X un continuo. Entonces C,(X) es un continuo arcoconexo,

para cada n € N.

Demostracion. Sea n € N. Sabemos por el Teorema 1.5.15 que C(X) es un conti-
nuo. Entonces, por el Teorema 1.1.3 tenemos que 7,(C(X)) es un continuo. Veamos
que o (F,(C(X)) = Cy(X). Note que si A € F,(C(X)), entonces A = {Ay,..., A}
para ciertos Ay, ..., Ay € C(X) distintos y k < n. Sea o : 22 5 2X dada por

o(A) = UA. Ast, c({A,..., Ac}) = UL, A Ademds, o({Ay, ..., A}) tie-

ne k componentes, y como cada componente es un cerrado de X, se sigue que

IEs importante notar que no estamos diciendo que las Cy, . . ., Ci son todas componentes distintas.

34



oc({Ay, ..., Ax}) € Cu(X). Asi, o (Fu(C(X)) € Cy(X). Ahora, para A € Cy(X), no-
tamos que A tiene k < n componentes distintas, digamos Ay, ..., A. Si definimos
A ={Aj,..., Ay}, entonces como cada A; € C(X), se sigue que A € F,(C(X)). Es
inmediato que o (A) = A. Asi, A € 0F,(C(X)). Entonces, o(F,(C(X)) = Cu(X).
Ahora, por el Lema 1.6.8 sabemos que o es continua. En consecuencia, como
F(C(X) es un compacto y conexo, se sigue que o (F,(C(X)) = C,(X) es compacto
y conexo. Asi, C,(X) es un continuo.

Ahora veamos que C,(X) es arcoconexo.

Sea A € C,(X) tal que A # X. Por el Teorema 1.5.11, existe un arco ordenado de A
a X, digamos A c 2X. Por el Teorema 2.1.1, se sigue que A € C,(X). Como A era
arbitrario, se sigue que cada punto de C,(X) se puede conectar con X con un arco

ordenado contenido en C,(X); en consecuencia, C,(C) es arcoconexo. [

Lema 2.1.3. Sean € N, y X un continuo. Si AN Cy(X) # @ y A es un subconjunto
conexo de Cy(X), entonces UA = U{A : A € A} tiene a lo mas n componentes

conexas.

Demostracion. Suponga que existe A subconjunto de C,,(X) conexo tal que UA tie-
ne al menos n + 1 componentes conexas. Por el Teorema 1.2.13, existen Cy, . . ., Cy41

conjuntos separados dos a dos y no vacios tales que A = U’;:ll C;.

Como A N Cy(X) # @, podemos tomar Ag € A N C,(X). Note que Ag tiene a lo

mas n componentes conexas y

n+1
aclJa={]Jc.
j=1
Entonces dado que los Ci, .. ., C,, Cy41 son separados, se sigue que Ap puede estar

contenido en a lo mds n de dichos conjuntos, pues cada componente de Aj solo
puede estar contenido en un C;. Asi, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que Ag ¢ U7, ;.

Ahora definamos los siguientes conjuntos:

B={AeA:Ac| Jc)
j=1
D={AecA:ANCy #+ D}

Demostraremos que B 'y D son una separacion de A.
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Note que Ap € B. Asi, B # @.

Ahora, como | JA = U’;‘:% Cj, y cada C; es no vacio, se sigue que si w € Cyyg

entonces w € Ap para algiin A; € A. Asi, A; € Dy se sigue que D # 2.

Veamos ahora que A = BU D.

En efecto. Claramente ya tenemos que BU D C A. Resta verificar que A € BU D
SiAe A, sucedeque ANC,1; #@0bien ANC,y ) = @.

SiANC,y # @, entonces A € D.

YsiANCyy = @, comoAC | JA = ;‘Ii Cj, se sigue que A ¢ U}, C; y asi
A€ 8B.

Por tanto, A = B U D.

Ahora veamos que [cl,xB]ND = @. Suponga que existe A € cl,x BN D. Entonces,
existe una sucesion {Ay}ren de puntos de B tal que Ay — A. Note que, para
cada k € N, tenemos que Ay C U?:l C;. Ademds, como A € D, se sigue que
AN C,y1 # @. Entonces, existe x’ € AN C,y1. Como A — A, existe una sucesion
{Xm}men de puntos de Uy, Ax C U?zl C; tales que x, — x’. Entonces, x’ €
cly[ ;.’:1 Cil = ’]?zl[chCj]. Asf, existe jo € {1,...,n} tal que x” € clxCj,. Pero
esto tltimo es una contradiccion, pues x” € Cp11 y [clxCj,] N Cpy1 = @. Por tanto,
ClzXB Ny =0o.

Finalmente, veamos que [cl,bxD] N B = @. Suponga que existe A € [clLxD] N
8. Entonces, A C U?:] C; y existe una sucesién {Aj}renw de puntos de D tal
que Ar — A. En particular, para cada k € N tenemos que Ay N Cyy1 # 9,
luego A; N [clxCy+1] # @. Entonces, por el Teorema 1.1.20, tenemos que A N
[clxCys1] # @. Pero A C U;’Zl C; y como los Ci,...,C, Cyyq son separados,
tenemos que[clyCni1] N | ’}:1 C;] = @, en consecuencia AN [clxC,41] = @ lo cual

es una contradiccion.
Por tanto, [clbhxD]|N B = @.

Asi, concluimos que By D forman una separacion de A, lo cual es una contradiccion

debido a que A es conexo.

Por tanto, | J A tiene a lo mds n componentes. [ ]

Corolario 2.14. Sea n € N. Si X es un continuo y A € C(Cy(X)), entonces
o(A) € Cy(X).
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Demostracion. Como A € C(Cy(X)), se sigue que A es conexo y A C Cy(X),
donde A es un cerrado no vacio de 2. En particular, A N C,(X) # @. Luego, por
el Lema 2.1.3, se tiene que o (A) = |J{A : A € A} tiene a lo mds n componentes

conexas y por el Lema 1.6.8, se tiene que o-(A) € 2%.

Por tanto, o-(A) € Cy(X). [

Teorema 2.1.5. Sea n € N. Entonces el continuo X es localmente conexo si y solo

si Cy(X) es localmente conexo.

Demostracion. Suponga que C,(X) es localmente conexo. Sea x € X y U un abierto
de X de tal manera que x € U. Note que como C,(X) es un espacio métrico, en
particular es normal. Entonces existe un abierto V en C,(X) de tal manera que
{x} € V Cclc,x)V C (U), y luego, utilizando que C,(X) es localmente conexo,
encontramos un abierto conexo C tal que {x} € C C V. Asi, existe un abierto conexo
C de C,(X) tal que {x} C C C clc,x)C C (U)x.

Ahora, sea (V|, ..., Vi), un basico de C,(X) con {x} € (V},...,Vi)p C Cy de-
finase el conjunto W = ﬂ;?:l V;. Nosotros queremos cumplir las condiciones del
Teorema 1.3.3, inciso (ii). Para esto, veamos primero que si y € W, entonces

y € O'(Clcn(x)C) = U ClCn(X)C-

En efecto. Si y € W, entonces y € ﬂj?zl V;. De ahi que {y} € (Vi,..., Vi) € C C
ClCn(X)C‘ Asi, {y} € ClCn(X)C- Por tanto, y € O'(Clcn(X)C).

Ahora, veamos que o (clc,(x)C) es un conexo. Como {x} € C(X) -pues {x} es un
conexo en 2X-, y clc,(x)C es un conexo -ya que C es conexo-, y {x} € clc,x)C,
entonces por el Lema 2.1.3, se sique que |J c/¢,(x)C es conexo.

Asi, tenemos que x,y € o (clc,x)C).
Finalmente, veamos que o (clc,x)C) C U.

Siw € o(clc,x)C), entonces existe H € cl¢,x)C con w € H. Como cl¢,x)C C
(U)y, se sigue que H € (U),. Asi, H C U y por tanto, w € U.

En resumen, tenemos lo siguiente. Dado x € X y U abierto de X, existe un abierto
W tal que x € Wy W c U -debido a que (Vi,..., Vi), € C C (U),-. Ademéas, W
tiene la propiedad de que si y € W, entonces existe un conjunto conexo o (clc,x)C)
tal que {x, y} C o(clc,(x)C) C U. Entonces por el Teorema 1.3.3, se sigue que X es
conexo im kleinen. Pero por el Teorema 1.3.5, como x fue arbitrario, tenemos que

X es localmente conexo. [
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Teorema 2.1.6. Sea X un continuo. Sin € N, entonces C,(X) es un conjunto denso

en ninguna parte en Cp.1(X).

Demostracion. Observemos lo siguiente. Como C,(X) es un continuo, en particu-
lar es compacto en 2X. Como C,.1(X) es un espacio métrico, entonces C,(X) es
cerrado en C,41(X). Asi C,(X) = cl¢,,,(x)Ca(X). Veamos que intc,,,(x)Ca(X) = @.
Supongamos que intc,,, C,(X) # @. Veamos primero que X ¢ intc, ,x)Cu(X). Si
X € intcn+l(X)Cn(X ), entonces existen abiertos no vacios de X, digamos Uy, ..., U;
tales que

X e (U, ....,U) N Cpa1(X) € Cu(X).

En particular, X = U,l-zl U;. Definamos m = n + 1 — /. Como cada U; es no vacio,
podemos elegir x; € U;, para cadai = 1,...,[. Ademds, por el Corolario 1.2.9,
se sigue en particular que {x;} < U;. Entonces podemos tomar y; € U; \ {x;}.
Otra vez, por el Corolario 1.2.9, tenemos que {x;, y;} € U;. Entonces podemos

tomar y, € U; \ {x1, y1}. Siguiendo asi, podemos tomar una sucesion finita de

puntos distintos yy, ..., v, € Uj. Definamos B = {x1,...,x;, y1,-. .., ym - Entonces
B={xy,...,x,¥1,...,Vm} tiene [ + m = n+ 1 puntos distintos. Ademads, por como
fue construido B, tenemos que BNU; # @y B C Ule U;.Entonces B € (Uj, ..., U)).

Mis adn, es inmediato verificar que B tiene exactamente n + 1 componentes; en

consecuencia, B € C,11(X) \ C,(X). Asi, obtenemos que
B e (U, ....U) N GCpii(X) C Cu(X),

lo cual implica que B € C,(X), lo cual es una contradiccion.
Por tanto, X ¢ intc, ., (x)Cu(X).

Ahora, como seguimos suponiendo que intc,,,(x)Ci(X) # @, podemos tomar A €
intc,. ,(x)Ca(X). De lo anterior tenemos que A # X. Ademds, A € C,(X). Sean
Ay, ..., Ag las componentes (distintas) de A. Note que k < n. Como intc, ., x)Cn(X)
es abierto, existe r > 0 tal que By(A,r) C Cu(X). Ademas, por el Corolario
1.2.8, existen G1, .. ., G abiertos de X ajenos dos a dos tales que A; C Gj, para

j=1,...,k. Porel Lema 1.1.6, existen €, . . ., € > 0 tales que
Aj C N(Aj, Ej) C Gj,

para j = 1,..., k. Definamos € = min{ey,..., &, r}. Note que ¢ > 0. Entonces
Aj CN(Aj,e)ycomoN(Aj,e) C Gjparaj =1,...,k,sesiguequelos N(A;, €) son
ajenos dos a dos. Ademads, By (A, €) C C,(X). Definamos p = n+1—k. Ahora, como
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N(Ay, €) es abierto, se sigue por el Corolario 1.2.9, que A; € N(Aj, €). Entonces,
podemos elegir a; € N(Aj,€) \ A; y otra vez por el Corolario 1.2.9, tenemos que
A1U{a;} € N(Ay, €),luegoexistea, € N(Ay, €)\{a;}. Continuando de esta manera,
podemos elegir ay, . . .,a, € N(Aj, €) \ Aj. Ahora, definamos B = AU {ay,...,a,}.
Note que B tiene k + p = n + 1 componentes. Ademds, como A C B, se sigue
que A C N(B, €). Notando que que {ay,...,a,} C N(Aj,€) C N(A, e), podemos
concluir que B = AU {aj,...,a,} C N(A,¢€). Por el Teorema 1.1.13, se sique que
H(A, B) < €. Por tanto B € By (A, €) y como ya teniamos que By(A, €) C Cy(X), se
sigue que B € C,(X), lo cual es una contradiccion ya que B tiene exactamente n + 1

componentes.
Por tanto, intc,, (x)Ca(X) = @. "

Lema 2.1.7. Sea X un continuo. Si n € N, entonces existen n subcontinuos de X no

degenerados y disjuntos dos a dos.

Demostracion. Sean € N. Sean xq,...,x, € X distintos. Como X es métrico, en
particular es Hausdorff, entonces existen abiertos disjuntos Uy, . .., U, con x; € U;
parai = 1,...,n. Entonces por el Teorema 1.4.8, existen subcontinuos By, ..., B,

tales que {x;} € B c U;parai = 1,...,n.
Asi, cada B; es no degenerado y dicha coleccién es disjunta dos a dos. [

Corolario 2.1.8. Sea X un continuo. Si My, . .., M, son subcontinuos propios de
X ajenos dos a dos, y k € N, entonces existen k subcontinuos propios de X no
degenerados, digamos Cy,...,Cy, tales que M; N C; = @ para j = 1,...,py
I=1,...,k

Demostracion. Seak € N. Note que X # U§:1 M;, yaque delo contrario, X no seria
un conexo. Mds atn, X \ Ui'):l M; no puede ser finito por la misma razén. Entonces

podemos tomar k puntos distintos en X \ Ui.’:] M;, digamos xi, . .., Xi. [}

Teorema 2.1.9. Sea X un continuo. Sin € N, entonces C,(X) contiene una n—celda.

Demostracion. Por el Lema 2.1.7, podemos tomar Ay, ..., A, subcontinuos de X
que son disjuntos dos a dos y no degenerados. Para j = 1,...,n, sea a; € A;.
Entonces por el Teorema 1.5.11, existen arcos ordenados «;: [0, 1] — C(X) tal que
@j(0) = {a;} y a;(1) = A;. Note que, efectivamente, el codominio de cada «; es
C(X)porel Lema 1.5.13. Ahora, consideremos a la funcion ¢: [0, 1]* — C,(X) dada
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por &(ty, ..., 1) = ap(t1) U. .. Uay(t,). Observemos que & estd bien definida, ya que
cada a;(t;) es conexo, y los «;(t;) son disjuntos dos a dos, por estar contenidos en
Aj,paracada j = 1,...,n, respectivamente. Asi, (11, .. .,1,) = a1(t1)U. .. Ua,(t,)

tiene n componentes y por tanto, estd bien definida.
A continuacion, verifiquemos que £ es un encaje de [0, 1]" en C,(X).

Para probar la inyectividad de &, observemos que si (1, ...,t,) # (ti, ..., 1), en-
tonces existe io € {1,...,n} tal que f;, # 7 , luego @ (t;,) # @ (] ), pues @, es
inyectiva por ser un arco ordenado. Entonces, como los ;(t;) son disjuntos dos a
dos, tenemos que (11, . . ., 1) # E(t], . . ., 1),

Ahora demostremos que ¢ es continua. Como [0, 1]" es métrico, bastard ver que &

manda sucesiones COIlVeI‘gCI’ltCS en sucesiones Convergentes.

l.(m) — s;. Como cada

Si (tim), ™) 5 (s,...,s,) cuando m — oo, entonces
@; es continua, se tiene que ozj(tl.(m)) — «a;(s;). Por el Teorema 1.1.20, se sigue que

™, 1) > E(sr . s).
Asi, € es continua.

Y finalmente, como £ es biyectiva en su imagen y ademads es continua con dominio

compacto y codominio Hausdoft, se sique que &€ esun encajede [0, 1]"en C,(X). =

Teorema 2.1.10. Sea X un continuo y n € N. Si X contiene k, donde k < n,

subcontinuos descomponibles y disjuntos dos a dos, entonces C,(X) contiene una
(k + n)—celda.

Demostracion. Consideremos primero el caso en que k < n. La estrategia a seguir
en esta demostracion es la siguiente: primero construiremos ciertos continuos con
ciertas propiedades particulares y después propondremos una funcién de una (k +

n)—celda en C,(X) y verificaremos que, de hecho, es un encaje.

Por hipdtesis, tenemos que existen Mj, . .., My subcontinuos descomponibles de X
disjuntos dos a dos. Por el Teorema 1.4.11, podemos suponer que, para j = 1,...,k,
se tiene que M; = A; U B;, donde A}, Bj, A; N B; son continuos, A; \ (A; N B;)) # @,
Bi\(A;nB;)#2y[A;\(A;NB;)]N[B;\(A;NB})] = @. Aqui, estamos tomando

los 2—odos garantizados por el Teorema 1.4.11.

Por otro lado, por el Teorema 1.2.8, existen Gy, . . ., G, abiertos de X ajenos dos a dos,
tales que M; C G; para j = 1,...,n. Por el Corolario 1.2.11, existen Cy,1,...,C,

subcontinuos propios de X no genenerados y ajenos dos a dos, tales que C; C G|y
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CiNnM, =¢g,parai = 1,...,n. En consecuencia, dado que los G; son ajenos dos
ados,y M; C Gj,paraj=1,...,n tenemosque GNM; =@paraj=1,...ky
i=k+1,...,n.

Ahora, como para cada j = 1,...,k tenemos que A; N B; C A;, AN B; C B}, y
cada componente de Aj, B; intersecta a cada componente de A; N B; -ya que son
continuos, en particular conexos-, por el Teorema 1.5.11, existen arcos ordenados
a;: [0,1] = 2%y B;: [0,1] — 2% tales que @;(0) = A; N B}, a;(1) = A}, B;(0) =
Aj N Bj,y B;j(1) = Bj. Note que como «;(0) y $;(0) son conexos, se sigue por el
Lema 1.5.13 que, para cada ¢ € [0, 1], tanto «;(¢) como () son conexos y ademads
estdn contenidos en A; y B;, respectivamente. Entonces es mas preciso escribir que
aj: [0,1] = C(Aj)y Bj: [0,1] — C(B)).

Por otro lado, como los continuos Cy41, . . ., C,, son no degenerados, podemos tomar
x; € Gy, parai = k + 1,...,n. Es inmediato verificar que, parai = k+ 1,...,n, se
cumple que {x;} € C; y cada componente de C; intersecta a cada componente de
{x;}. Entonces por el Teorema 1.5.11, se sigue que parai = k + 1,...,n, existen
arcos ordenados y;: [0, 1] — C(G) tales que v;(0) = x; y vi(1) = C;. Note que
escribimos que C(C;) es el codominio de y; por un argumento andlogo al del parrafo

anterior.

Ahora propondremos el encaje que nos permitird demostrar el teorema.

Notemos primero el homeomorfismo [0, 1]¥*" =~ [0, 1]?* x [0, 1]*"*. Ahora, sea

£:10,11% x [0, 1]"* — C,(X) dada por

k

n—k
E((t1 -1, (51, s0-)) = [ [ lejr2-0) U B (2] | U (U m(sl)) .
=1

Jj=1

Naturalmente, antes de continuar, primero tenemos que verificar que & estd bien
definida. Sea ((f1, ..., %0k), (51, . .., Sn—i)) € [0, 1]%* x [0, 1]*7%. Por la manera en
que fueron construidas las y;, se sigue que y;x(s;) € Crys, paral = 1,...,n— k.
Ademads, como cada y;4,(s;) es conexo y es un subconjunto cerrado del compacto
Cr+1, se sigue que cada y;4x(s7) es un compacto, y en consecuencia un continuo.
Entonces como los C; son ajenos dos a dos, se sigue que U?:_lk Yi+1(s7) es la unién

de n — k continuos ajenos dos a dos.

Por otro lado, para j = 1,..., k, tenemos que, debido a la manera en que a;(t2;-1)
y Bj(t2;) fueron construidos, se sigue que también son subconjuntos conexos y

cerrados de los compactos A; y Bj, respectivamente. Entonces a;(t2j-1) y B(f2))

41



son compactos y, en consecuencia, son continuos. Podemos decir un poco mds.
Note que, por como fueron construidos los arcos ordenados a;, B;, tenemos que
A;NB; = a;(0) = B;(0) C «aj(tzj-1) N B(t2;). Entonces, como A; N B es un
continuo, en particular A; N B; es no vacio, luego por el teorema 1.2.12 se sigue que
@(t2j—1) U Bj(t2;) es un continuo. Como a;(t2j—1) U Bj(t2;) C A; U B; = M,y los
M; son ajenos dos a dos, se sigue que los continuos @;(t2j-1) U S;(t2;) son ajenos

dosados,paraj=1,...,k.

Asi, U;?:] [@j(t2j-1) U Bj(t2;)] es la unién de k continuos ajenos dos a dos.

Por tanto, como sabemos que, para j = 1,...,kyl=1,...,n— k, se cumple que
CiriNMj =0,

@j(t2j-1) U Bj(t2j) € Mj, y
Yi+k(s1) € Cres
entonces (U5, [aj(t2;-1) U ()] )0 (U= yaan(s) = £t 120, 51, - 50-0))
es la unién de n continuos ajenos dos a dos. Asi, £((¢y, . . ., t2x), (S1, - - ., Su—k)) €S
cerrado por ser union finita de continuos (recuerde que los continuos son compactos,

y como X es métrico, se sigue que los compactos son cerrados en X) y es inmediato

que &((t1, ..., ), (51, . .., Sp—x)) tiene n componentes.

Asi, concluimos que &((¢1, . .., tk), (51, . . ., Sn—k)) € Cn(X) y por tanto, & estd bien
definida.

Ahora ya estamos en condiciones de verificar que £ es un encaje.

Para ver que £ es continua, como [0, 1]2* x [0, 1]"7% es un espacio métrico, bastard
demostrar que &£ manda sucesiones convergentes en sucesiones convergentes. Su-

ponga que (1", ..., "), (s, ..., 5" — ((tl,... t0), (51, - - -, Sn_z)) cuando

m — oo. Entonces, para j = 1,...,kyl = 1,...,n — k, se tiene que t( )

;J)l - lZJ l’ys( "

ticular, una funcion continua, se sigue que «; (tg;?l) — aj(tj-1), Bj (tg;.’)) — B(t2)

— Iy,

— s7, cuando m — oo. Como cada arco «;, B; y ; es, en par-

y yl(sl(m)) — v(s7), cuando m — oo. Por el Teorema 1.1.20, se sigue que
n—k n—k
U Yisr(s\™) — U Yie+1(51)
I=1 I=1

y también que

k
[a; (5 ) U (5] — | Jlaj(j-1) U Bi(12)]
Jj=1 j=1

-
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cuando m — oo.

Asi, por el Teorema 1.1.20, tenemos que

(™, ) s ) = E(t 120 (1, s Suek))
cuando m — co.

Por tanto, ¢ es continua.

A continuacion, veamos que ¢ es inyectiva.

Suponga que £((t1, . . ., 02k), (51, - - Sp—k)) = E((t], ..., 85,), (s} . ... 87, ). Esto es
equivalente a que

k

n—k
Ummem%n%Un%ﬂ=
=1

j=1

k n—k
la;(t3,_1) U Bj(13,)] U(U 7k+1(Sf)) :
':1 1:1

J

Notemos que

[aj(t2j-1) U Bj(t2j)] C

TCr
- 1C-

C~
—
R
~.
—_
SN
.
L
~
-
>
~
SN
.
~
e
N

~
I

—
~
I

—_

Ahora, recordemos que, por como fueron construidos los M; y los Ci,;, sabemos
queparaj=1,...,kyl=1,...,n -k, se cumple que C; N M; = @. Entonces
[ ;?:1 M j] N [U;’:—lk Ck+z] = @. De nuestra hipdtesis -en la que estamos suponiendo
que E((t1, - - -5 12k)s (815 -+ o5 Sn—k)) = E((] - -5 15,), (875 - -+ 87 _,))-» y de lo anterior,
se obtiene que

=~

C =

| Jlaj(2j1) U Bj(12)] =

Jj=1

[a’j(téj_l) Uﬁj(téj)]’

~.
Il
—_

n—k

n—k
(U 7’k+1(S1)) = (
=1

7k+1(sf)) :

=1
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En particular, como los Cy4; son ajenos dos a dos y dado que tanto yy.;(s;) co-
mo yk”(s;) son subconjuntos de Ci;, se sigue que vy (s;) = yk+1(s;), para
[ =1,...,n — k. Pero cada yy,; es un arco ordenado, en particular inyectivo.
Entonces s; = s; para cada [ = 1,...,n — k. Andlogamente, como los M; son aje-
nos dos a dos, y tanto U.’le[afj(tzj_l) U B;(t2j)] como U_];:l[aj(téj—l) U ﬁj(téj)] son
subconjuntos de M}, se sigue que [a;(t2j-1) U Bj(t2;)] = [aj(téj_l) U ,Bj(téj)], para
j =1,..., k. Entonces,

[ej(r2j-1) \ (A; 0 B)] U [Bj(12) \ (Aj N Bj)] = [@(12j-1) U Bj(12/)] \ (Aj N B;)
= [a;(t5;_) U B;(13)1 \ (A; N B))
= [a;(13,_1) \ (A; N BV [Bj(13;) \ (A; N B))].

Ahora, note que tanto [a@;(f2;-1) \ (A; N B;)] como [a/j(téj_l) \ (A; N B;)] estin
contenidos en A; \ (A; N Bj). Andlogamente, tanto [B;(t2j-1) \ (A; N B;)] como
[B j(téj_ ) \ (A; N B;)] estdn contenidos en B; \ (A; N B;). Ahora, por como fueron
elegidos los A}, Bj, tenemos que [A;\(A;NB;)]N[B;\(A;NB;)] = @. Entonces, de la
cadena de igualdades anterior, se sigue que a;(t2j-1)\(A;NB;) = a; (téj_l )\ (A;NB;))
y [Bj(12j) \ (A; N Bj) = [Bj(t5;) \ (Aj N Bj)]. Esto implica que a;(12j-1) = a;(t5;_,)
y Bj(t2j) = Bj(t2;). Como los a; y B; son arcos ordenados, en particular son

inyectivos. Asi, ;1 = téj_l yhj= té]., paraj=1,...,k.

Por tanto, £ es inyectiva.

Finalmente, como ¢ : [0, 1]%x[0, 1]"~* — C,(X) es continua e inyectiva, y [0, 1]? x

[0, 1]"* es un compacto por ser un producto de compactos, se sique que & es un

homeomorfismo.

Asi, & es un encaje de [0, 112 x [0, 1]"~* en C,(X). Asf, como tenemos el homeo-

n+k

morfismo [0, 1] [0, 1]%% x [0, 1]"¥, entonces efectivamente £ es un encaje de

[0, 1]"*% en C,(X).
Para el caso k = n el encaje es &: [0, 1]** — C,(X) dada por

k

£, s 121) = | lej(2j-1) U B (1))

j=1
La demostracion, en este caso, de que & efectivamente es un encaje, es andloga a la
del caso k < n. [

Corolario 2.1.11. Si X es un continuo que no es hereditariamente indescomponible,
entonces dim(C,(X)) > n + 1.
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Demostracion. Si X no es hereditariamente indescomponible, existe A subcontinuo
de X que es descomponible. Por el Teorema 2.1.10, se sigue que C,,(X) contiene una
(n + 1)—celda. Por el Teorema 1.7.5, sabemos que dim(I"*') = n + 1. Finalmente,

como I"*! ¢ X, se sigue por el Teorema 1.7.4 que dim(x) < n + 1. [ ]

Corolario 2.1.12. Sea X un continuo y n € N. Si X contiene n subcontinuos

descomponibles y disjuntos dos a dos, entonces C,(X) contiene una 2n—celda.

Demostracion. Note que tenemos n subcontinuos descomponibles y disjuntos dos

a dos. Por el Teorema 2.1.10, se sique que C,(X) tiene una 2n—celda. [

Corolario 2.1.13. Si X es un continuo que contiene un arco, entonces C,(X) contiene

una 2n—celda, para cada n € N.

Demostracion. Como X esun arco, se sigue que X es homeomorfo a [0, 1]. Note que,

dado n € N, tenemos que [0, 1] = ]2261 [L Jll] Asi, los intervalos de la forma

2n’ 2n
i+l . . .

[2J_n’ len] para j par, son exactamente n subcontinuos de [0, 1] ajenos dos a dos. Como

bid}

2n

subcontinuos descomponibles y ajenos dos a dos. Como X es homeomorfo a [0, 1], se

[0, 1] es hereditariamente descomponible, se sigue que los [Zj—n, ] para j par, son

sigue que X tiene n subcontinuos propios, ajenos dos a dos que son descomponibles.

Por el Corolario 2.1.12, se sigue que C,(X) tiene una 2n—celda. [

Teorema 2.1.14. Sea X un continuo. Sea n € N. Los siguientes enunciados son

equivalentes:

(1) 2% es contrdctil;
(11) Cy(X) es contractil;

(1i1) C(X) es contrdctil.

Demostracion. Supongaque 2% es contréctil. Entonces existe una homotopia H' : 2% x
[0, 1] — 2% tal que, para todo A € 2%, se cumple que H'(A,0) = Ay H'(A, 1) = A,,
para un Ag € 2X. Construiremos una homotopia H*: 2% x [0, 1] — 2% tal que para
todo A € 2%, se cumple que H*(4,0) = Ay H*(A, 1) = X. Sabemos por el Teorema
1.5.12 que 2% es arcoconexo. Entonces existe a: [0, 1] — 2% continua e inyectiva
tal que @(0) = Ag y (1) = X. Definamos

H(A2t) sit €0, 3],

H*(A 1) =
a2t —1) site[51].
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Por el Lema del Pegado?, como H* restringida a [0, %] ya [%, 1] es continua, y tanto
[0, %] como [%, 1] son cerrados de [0, 1],y [0, 1] = [0, %] U [%, 1], se sigue que H* es
continua.

Ahora, definamos H : 2X x [0, 1] — 2% dada por H(A, 1) = J{H*(A,5): 0 < 5 < t}.
Note que H es el segmento homotdpico asociado a H*. Como H* es continua, se

sigue por el Teorema 1.6.9, tenemos que H es continua.

Ahora, sea A € 2X. Nuestra siguiente intencién es construir un arco ordenado de
A a X. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A # X. Observemos
que H(A,0) = U{H"(A,s): s = 0} = H*(A,0) = A y también que H(A, 1) =
U{H*(A,s): s € [0, 1]} = X,yaque X = H*(A, 1) e {H'(A,s5): s € [0,1]}.

Veamos ahora que H({A} X [0, 1]) es un arco ordenado. Para ello, mostraremos que
H({A} x[0, 1]) es un subcontinuo no degenerado de 2X y que H({A} x [0, 1]) es una
red. Notemos que {A} X [0, 1] =~ [0, 1]. Como [0, 1] es compacto y conexo, se sigue
que {A} X [0, 1] también es compacto y conexo. Entonces, como H es continua, se
sigue que H({A} x [0, 1]) es compacto y conexo. Mds aun, como H(A,0), H(A, 1) €
H{A}x[0,1))yjyH(A0)=A# X = H(A, 1), se sigue que H({A} X [0, 1]) es un
continuo no degenerado. Ahora, para ver que H({A} X [0, 1]) es una red, tomemos
H(A,t), H(A,t') € H({A} %[0, 1]). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
t <t'. Entonces {H"(a,s): s € [0,¢]} € {H*(a,s): s € [0,']}. De ahi que

H(A 1) = U{H*(a, s): s €[0,¢]} C U{H*(a, s): s €[0,7]} = H(A, ).

Asi, H{A} x [0,1]) es una red. Entonces, por el Teorema 1.5.6, se sigue que
H({A} x [0, 1]) es un arco ordenado. Ademads, por el Lema 1.5.8, sabemos que los
extremos de H({A} x[0, 1]) son precisamente () H({A} X [0, 1]) y U H({A} X][0, 1]).
Notemos que, como A = H(A,0) ¢ H(A,t), para cada t € [0, 1], se sigue que
A c ({H(A,t):t € [0,1]} c A. Entonces, A = N{H(A,1): t € [0,1]}. Por
otro lado, dado que H(A,1) = X, es inmediato que | J{H(A,t): t € [0,1]} =
X. En consecuencia, los puntos extremos del arco ordenado H({A} x [0, 1]) son

precisamente Ay X.

Por tanto, para cada A € 2% con A # X, tenemos que H({A} x [0, 1]) es un arco
ordenado que vade A a X.

A continuacién, construiremos una homotopia que nos servird para demostrar que
Cu(X) es contréctil. Definamos G = H|c,x)x[o,1]: Ca(X)X[0, 1] — C,(X). Notemos

2Ver por ejemplo [9, Theorem 18.2]
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que, si A € C,(X) entonces como H({A} X [0, 1]) es un arco ordenado que empieza
en A, se sigue por el Teorema 2.1.1 que H({A} x [0, 1]) € C,(X). Ai, H esta bien
definida. Ahora, como H es continua, se sigue que G es continua. Mds adn, para
cada A € C,(X) tenemos que G(A,0) = H(A,0) = Ay G(A, 1) = H(A 1) = X.
Asi, G es una homotopia de la identidad en la funcién constante c(A) = X, para
A € Cy(X).

Por tanto, C,,(X) es contractil.

La prueba para demostrar que C,(X) es contractil implica que C(X) es contractil es

completamente andloga3.

Finalmente, sabemos que C(X) es contractil si y solo si 2% es contractil por [12,
16.7 THEOREM]. [ ]

Corolario 2.1.15. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley, entonces C,(X)

es contrdctil, para cada n € N.

Demostracion. Si X tiene la propiedad de Kelley, entonces por el Teorema 1.6.11,
se sique que 2% y C(X) son contrictiles. Por el Teorema 2.1.14, se sique que C,(X)

es contrdctil, para cada n € N. [

Lema 2.1.16. Sea n € N y X un continuo con la propiedad de Kelley. Si ‘W
es un subcontinuo de C,(X) con intc,xyW # @, entonces (W) € Cy(X) y
intxao(W) £ .

Demostracion. Como ‘W es un subcontinuo de C,(X), se sigue que W € C(C,(X)).
Por el Corolario 2.1.4, se sigue que o (‘W) € C,(X).

Veamos ahora que intxyo (‘W) # @. Sea A € intc,(xyW. Entonces A tiene k < n
componentes, digamos Ay, . . ., Ax. Por el Teorema 1.2.8, existen G, . . ., G abiertos
de X disjuntos dos a dos y tales que A; C G;, parai = 1,...,k. Por el Lema
1.1.6, existen €y, . . ., € tales que N(A;, ) C G; parai = 1,..., k. Definamos € =
min{¢: i = 1,...,k}. Observe que N(A;,€’) € N(A;, ) C G;. En consecuencia,
los N(A;, €’) son disjuntos dos a dos pues los G; son ajenos dos a dos. Por otro lado,
como A € intc,(xyW, existe r > 0 tal que By(A,r) N C,(X) C W. Definamos
€ = min{€’,r}. Note que € > 0. Note que los N(A;, €) son disjuntos dos a dos;
ademads By (A, e) N Cy(X) € By(A,r) N Cy(X) € ‘W. Ahora, sea 6 > 0 el nimero

3Basta tomar la prueba anterior, y cada que usted vea 2% sustituir por C,(X) y C,,(X) por C(X).
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de Kelley asociado a 5. Como A € ‘W, se sigue que A C [JW = o(‘W). Elijamos
a; € Aj,parai = 1,...,k.

Hechas las construcciones anteriores, notemos que para concluir esta prueba basta
mostrar que Ule By(a;,6) c o(‘W). Sea x; € By(a;, ), parai = 1,...,k. Note
que d(a;, x;) < 6, parai = 1,...,k. Como X tiene la propiedad de Kelley, existen
subcontinuos de X, digamos, B; tales que x; € B; y Hy(A;, B;) < %, para i =
I,..., k. Definamos B = Ule B;. Note que B € C,(X) dado que B tiene a lo mas
k componentes (puede ocurrir que algunos B; se intersecten, entonces no podemos
afirmar que B tiene exactamente k componentes). Ahora, como A = f:l Ay
B = Ule B;, se sigue por el teorema 1.1.7 que N(5,A) = leN(g, A;) y que
N(5,B) = U,]-;l N(5, B;). Como ya sabemos que Hy(A;, B;) < 5, parai = 1,...,k,
se sigue que A; C N(%, Bi)y B; C N(%, A;),parai = 1,..., k. Entonces

N
=~
=
1 m
=

|

>
l\)“m
>

B=| B

Asi H(A,B) < 5 < €. Entonces, como ya teniamos que B € C,(X), se sigue que
B € By(A, e)NCy(X) C By(A, r)NCy(X) € ‘W. Asi, B € ‘W.Entonces B C o (W).

k
=1

Finalmente, recordando que x; € B; C B parai = 1,..., k, podemos concluir que
x; € o(‘W).
Por tanto, Ule By(a;, 8) C o(‘W), y en consecuencia, intxo (W) # @. [

Teorema 2.1.17. Sean € N. Si X es un continuo indescomponible con la propiedad

de Kelley, entonces X es el tinico punto en el que C,(X) es localmente conexo.

Demostracion. Veamos primero que, para cada € > 0, ocurre que By (X, €) N C,(X)
es arcoconexo. Sea € > 0. Sea A € By(X, €) N C,(X). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que A # X. Por el Teorema 2.1.2, existe un arco ordenado en
C,(X), digamos A, que empieza en A y termina en X. Veamos que A C By(X,e)N
C,(X). Claramente, A C C,(X). Resta verificar que ‘A C By(X,€). Sea B € A.
Como A es un arco ordenado, se sigue que A C B C X. Claramente B C N(e, X).
Ademads, como H(A, B) < €, se sigue que X C N(e,A) C N(e¢, B). Asi, H(B, X) < €.
Entonces, A C By(X, €). Por tanto, A C By(X, €) N C,(X). Entonces como cada
punto de A € By (X, €) N C,(X) se puede unir a X con un arco ordenado contenido
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en By (X, €) N Cy(X), se sigue que By (X, €) N C,(X) es arcoconexo y en particular

conexo.

Ahora, si ‘W es un abierto de C,,(X) tal que X € ‘W, entonces existe €’ > 0 tal que
X € By(X, €') N Cy(X) € ‘W y de lo anterior ya sabemos que By (X, €') N C,(X) es

CONexo.
Por tanto, C,(X) es localmente conexo en X.

Ahora veamos que X es el inico punto donde C,(X) es localmente conexo. Suponga
que C,(X) es localmente conexo en A,y A # X, donde A € C,(X). Veamos que
existe un subcontinuo ‘W de C,,(X) tal que A € intc,(xyW'y o(‘W) # X. En efecto.
Tenemos que A = A U..., A;,donde Ay, ..., A; son las componentesde Ay [ < n.
Como las componentes siempre son cerrados en X, se sigue por el Teorema 1.2.7,
existen abiertos no vacios Vi, ..., V; de X, ajenos dos a dos, y tales que A; C V;, para
i=1,...,1. Entonces A € (V},...,V;),. Como C,(X) es localmente conexo en A,
por el Teorema 1.3.5 se sigue que C,(X) es conexo im kleinen en A. Entonces existe
un subcontinuo ‘W de C,(X) tal que A € intc,(xyW < W C (V,...,V;),. Ademis,
notemos que como X es conexo, se sigue que Uf:l V; # X. Es inmediato que
oc(W)=UW c Ule Vi, entonces o (‘W) # X. Como intc,xyW # @, se sigue
porelLema2.1.16 que o(‘W) € C,(X)yintx(o(‘W)) # @. Ahora, mostraremos que
existe un subcontinuo de X con interior no vacio. Consideremos las componentes
de o (W), digamos Cy, ..., C,,, con m < n. Entonces por el Teorema 1.2.7, existen
Ui, ..., U, abiertos ajenos de X no vacios tales que C; C U;, parai = 1,...,m.
Ast, o(W) c UL, U;. Como intx(o(W)) # @, existe a € intx(oc(‘W)). . En
consecuencia, existe € > 0 tal que B(a,e) C o(W) c UL, U; y B(a,e) C U,
para un ip € {1,...,m} tnico. Asi, B(a,€) C U;, N (W) = C;,. Pero C;, es una
componente conexa de o(‘W), en particular es un cerrado de o (‘W). Pero como
(W) € 2%, se sigue que (‘W) es cerrado en X. En consecuencia, C;, es un cerrado
en X, luego C;, es compacto. Asi, C;, es un continuo y B(a, €) C C;,, lo cual implica
que intxC;

, # ©. Entonces por el Lema 1.4.3, se sigue que X es descomponible, lo

cual es una contradiccion.

Por tanto, X es el inico punto en el que C,(X) es localmente conexo. [ |

Corolario 2.1.18. Sea n € N. Si X es hereditariamente indescomponible, entonces

X es el tinico punto en el que C,(X) es localmente conexo.

Demostracion. Como X es hereditariamente indescomponible, por el Teorema
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1.6.12, se sigue que X tiene la propiedad de Kelley. Ademas, por el Teorema 2.1.17,

se sigue X es el inico punto en el que C,(X) es localmente conexo. [ |

Lema 2.1.19. Sean € Nconn > 2y X un continuo. Sea A € Cy(X) \ Cm1(X) y

suponga que Ay, . .., A, son las componentes de A. Elijamos € > 0 de tal modo que
N(Q2e, Aj))NNQ2e,Ax) =@ sij# k,conjk €{l,...,n}. Sea B € Cy(X)\ Cp-1(X)
y By, ..., By, las componentes de B. Entonces

H(A,B) < e © H*({Ay,... A, {B1,....,By}) <€,

donde H? es la métrica de Hausdorff en F,(C(X)) inducida por H.

Demostracion. Note que las componentes de A y de B son no vacias por definicién
de componente. Observe que A = (Ji_,; A; y B = U;_, B;, donde cada A;, B; es
una componente, lo cual implica que cada A;, B; es un continuo. Suponga que
H;(A,B) < €. Entonces A C N(e,B) y B C N(¢, A). Por el Teorema 1.1.7, se sigue
que

A=A U...UA, C N(e,B) = UN(E,B,-), y que

i=1

B=B,U...UB, C N(e, A) = UN(E,Ai).
i=1

Afirmamos que para cadai = 1,...,n, existe un j; € {1,...,n} de tal modo que
N(€’, A;) N B}, # @. Supongamos lo contrario, es decir, que existe iy € {1,...,n}
tal que para todo j € {l,...,n} se cumple que N(€’,A;) N B; = @. Entonces
N(e’,A;)N B = 2.

Note que, como A C N(€, B) = Upep Ba(b, €), se sigue que, para cada a € A, existe
b € Btal que d(a, b) < €. Sea ap € A. Entonces existe by € B tal que d(ao, by) < €.
Asi, by € Uyea Ba(a, €') = N(e, A), lo cual es una contradiccién pues ya teniamos
que N(¢,A;)) N B = @.

Asi, efectivamente tenemos que paracadai = 1,...,n, existe un j; € {1,...,n} de
tal modo que N(e, A;)) N B; # @.

Ahora, nétese que N(€, A;)) C N(2¢, A;), para cada i = 1,...,n; en consecuencia,
los N(e, A;) son disjuntos dos a dos, ya que los N(2¢, A;) son disjuntos dos a dos.
Entonces como cada B; es conexo -por ser continuo-, se sigue que cada B; puede estar
contenido en, a lo mas, un N(e, A;). En consecuencia, para cada i, j € {1,...,n},si

ocurre que B; N N(€’, A;) # @, entonces B; C N(¢€’, A;). Pero ya teniamos que para
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cadai = 1,...,n, existe un j; € {1,...,n} de tal modo que N(€’,A;) N B}, # @.
Entonces Bj, C N(e, A;), paracadai = 1,...,n.

Asi, podemos reindexar los indices de los B; de tal modo que, paracadai = 1,...,n,

se cumpla que B; C N(€', Aj).
Ahora queremos probar que, para cadai = 1,...,n, se cumple que A; C N(e, B;).
Afirmamos que N(e, B;) C N(2¢, A;), parai = 1,...,n.

Seai € {1,...,n}. Sea x € N(e, B;). Entonces existe b € B; tal que d(x,b) < €.
Pero como ya tenemos que B; C N(e, A;) en consecuencia, existe a € A; tal que
d(b,a) < €. Entonces, por la desigualdad del tridngulo, tenemos que d(x, a) < 2e.
Asi, x € N(2¢, A;).

Por tanto, ya tenemos que N(€, B;) C N(2¢, A;), parai = 1,...,n.

Ahora, como los N(2¢, A;) son ajenos dos a dos, se sigue que los N(e, B;) también
son ajenos dos a dos. Entonces, si suponemos que A; C N(e, B;) coni # j,i,j €
{1,...,n}, se obtiene que A; C N(2¢, Aj), lo cual es una contradiccién, pues A; es
conexo, A; C N(2¢,A;) y N(2¢6, Aj)) N N(2¢€, A;) = @, yaque i # j. En consecuencia,
como AjU...UA, c UL, N(e B;), se sigue de lo anterior que A; C N(e, B;), para
cadai = 1,...,n. Dado que ya teniamos que B; C N(¢, A;), paracadai = 1,...,n,
entonces por el Teorema 1.1.13 se sigue que H(A;, B;) < €, paracadai = 1,...,n.

En consecuencia, tenemos las siguientes contenciones

{Ar....,A)) C U Bu(B,€) = Ny(e, {Bi,. .., B)),
BE{Bl,...,Bn}

(Bi.....By} C U Bu(A, €) = Ny(e, {Ay, ..., A,)).
Ae{Ay,...Ap}

Entonces H>({A;...., A}, {B1,...,B,}) < €.
Ahora supongamos que H>({A;...., A}, {B1,...,By}) < €.

Notemosque o({A;y....,A,}) = U{A1...., Ay} = Ayoc({By,...,B,}) = U{B1,..., By} =

B. Entonces por el Lema 1.6.8, tenemos que

H(A, B) = Hlo({Ay...., A, c({B1, ..., B,}))
< Hz({Al. .. .,An}, {Bl, .. -,Bn})

<€,
que era lo que queriamos. [
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Teorema 2.1.20. Sea n € N, n > 2. §5i X es un continuo, entonces la funcion
Ju: Gi(X) \ Cu—1(X) — Fu(C(X)) dada por

fu(A) = {K: K es una componente de A}

es un homeomorfismo.

Demostracion. Sean € N, n > 2.

Veamos primero que f;, estd bien definida. Sea A € C,(X) \ C,,—1(X). Entonces A =
Ui, A, donde A; son las componentes de A. Se sigue que f,(A) = {Ay,..., A}
Ahora, note que F(C(X)) = {¥Y € 2%): ¥ tiene a lo més n puntos}. Ademds,
como cada A; es una componente de A, en particular es un conjunto cerrado de A,
y como A es cerrado en X pues A € C,(X) \ C,_1(X) c 2%, se sigue que cada A;
es un cerrado en X. Ademds, como cada A; es una componente de A, tenemos que
cada A; es conexo. Entonces A; € C(X), parai = 1,...,n. Como C(X) es un espacio
métrico, se sigue que {Aj,...,A,} € C(X) es un cerrado de C(X) y claramente
{Ay, ..., A,} tiene n puntos. Asi, {Ay, ..., Ay} € Fu(C(X)).

Por tanto, f, estd bien definida.
Ahora veamos que f, es continua.

Sea € > 0. Definamos 6 = €. Suponga que A, B € C,(X) \ C,—1(X) son tales que
H(A,B) < 6. Tenemos que A = [Ji_, A;, donde A; son las componentes de A;
andlogamente, B = | J;_, B;, donde B, son las componentes de B. Note que

H(f,(A), £u(B)) = H*({A1, ..., A} {By, ..., B,}) < &,

donde la desigualdad se sigue por el Lema 2.1.19.
Por tanto, f, es continua.
Ahora, mostraremos que o |, (c(x)) es la funcién inversa de f,.

Recordemos que o : 22 5 2X estd dada por o(A) = |J A. Por el Lema 1.6.8, sa-
bemos que o es continua. Entonces 0|« (c(x)) también es continua. Por comodidad,

denotemos por o’ = |z, (c(x))-
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Ahora, sea A € C,(X) \ Cp—1(X). Tenemos que A = [Ji_, A;, donde A; son las
componentes de A. Observemos que

(" o fu)(A) =0 (fa(A))
=0'({A1,..., Ap})

=o({AL,..., A})
:U{Al,...,An}
= A.

Ahora, sea {Ay,...A,} € Fu(C(X)). Entonces A; € C(X) parai = 1,...,n. En

particular, cada A; es conexo. Denotemos por
n
A= UAl- =o'{Ay, ..., A}
i=1

Notemos que como los A; son distintos, entonces son disjuntos dos a dos. En
consecuencia, se sigue que A tiene n componentes que son precisamente Ay, ..., A,.

Entonces,

(fuo o ){A1 ... Au}) =fuld'({A1, ... An}))
=fu(A)
={Ay,..., As},

donde la ultima igualdad se verifica ya que las componentes de A son precisamente
Ay, ..., A

Por tanto, podemos concluir que o’ es la funcién inversa de f,,. Como ya teniamos
que f, es continua e inyectiva, y que o’ es continua, podemos concluir que f,, es un
homeomorfismo. Més atn, C,(X) \ C,-1(X) = F,(C(X)). [

Corolario 2.1.21. Si X un continuo, entonces dim(C,(X)\C,—1(X)) = dim(F,(C(X)).

Demostracion. Como la dimension es una propiedad topoldgica, el resultado se

sigue del Teorema 2.1.20. [

Lema 2.1.22. Sea X un continuo. Entonces dim(¥,(X)) < ndim(X).

Una prueba del Lema 2.1.22 se puede encontrar en [2, 3.1 Lemmal].

Corolario 2.1.23. Si X es un continuo tal que C(X) es de dimension finita, entonces
para cada n > 2, dim(C,(X)) < ndim(C(X)).
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Demostracion. Hagamos una prueba por induccién.

Sea n = 2. Note que, por el Teorema 1.5.15, se tiene que C(X) es un continuo. Por

el Corolario 2.1.21 y el Lema 2.1.22, tenemos que
dim(Co(X) \ C(X)) = dim(F2(C(X))) < 2dim(C(X)),

dim(C(X)) < 2dim(C(X)),

y C(X) es cerrado en C»(X) debido a que C(X) es un compacto contenido en Co(X).
Entonces, por el Teorema 1.7.7, se sigue que dim(C>(X)) < 2dim(C(X)).

Ahora supongamos que el enunciado es vdlido para cierto n € N. Veamos a conti-
nuacién que el enunciado es vdlido también para n + 1. Por un argumento andlogo

al caso n = 2, tenemos que
dim(Cp41(X) \ Co(X)) = dim(F41(C(X)) < (n + 1)dim(C (X)),
y por hipdtesis inductiva,
dimC,(X) < ndim(C(X)) < (n + 1)dim(C(X)).

Por el Teorema 2.1.2, se sigue que C,(X) es un continuo, en particular C,(X) es
compacto, y como C,(X) C C,41(X), se sigue que C,(X) es cerrado en Cpi1(X).
Entonces, por el Teorema 1.7.7 tenemos que dim(Cp+1(X)) < (n + 1)dim(C(X)).

Por induccidn, se sigue el resultado. []

Finalmente, vamos a calcular la dimensioén de C,,(X) cuando todos los subcontinuos

no degenerados de X son arcos. Para ello enunciamos algunos teoremas previos.

Teorema 2.1.24. Si X es un arco, entonces C(X) es una 2—celda.

Una demostracién del Teorema 2.1.24 puede encontrarse en [5, 5.1 Example].

Teorema 2.1.25. Sea X un espacio métrico compacto y n € N. Si dim(C(Y)) < n

para cada subcontinuo propio Y de X, entonces dim(C(X)) < n.

Una demostracion del Teorema 2.1.25 puede encontrarse en [13, Theorem 2.2].

Teorema 2.1.26. Si X es un continuo no degenerado, entonces dim(C(X)) > 2.
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Una demostracion del Teorema 2.1.26 puede encontrarse en [5, 22.18 Theorem].

Ahora si, el teorema final.

Teorema 2.1.27. Si X es un continuo. no degenerado tal que todos sus subcontinuos

propios no degenerados son arcos, entonces dim(C,(X)) = 2n, para cada n € N

Demostracion. Por el Corolario 1.4.8, existe un subcontinuo propio no degenerado
de X, digamos Y. Por hipétesis, Y es un arco. Por el Teorema 2.1.24, tenemos el
homeomorfismo C(Y) =~ I?, donde I = [0, 1]. Como la dimensién es una propiedad
topolégica, se sigue que dim(Y) = dim(/?) = 2, donde la tltima igualdad se sigue
por el Teorema 1.7.5. Asi, dim(Y) < 3. Entonces por el Teorema 2.1.25, tenemos
que dim(C(X)) < 3. Como X es un continuo no degenerado, por el Teorema 2.1.26
tenemos que dim(C(X)) > 2. Entonces dim(C(X)) = 2.

Por otro lado,como Y C X, se sigue que X contiene un arco. Entonces por el Teorema
2.1.13, se sique que C,,(X) contiene una 2n—celda. Por el Teorema 1.7.4, se sigue que
dim(C,(X) > 2n. Ademas, por el Teorema 2.1.23, tenemos que dim(C,(X)) < 2n
debido a que ya teniamos que dim(C(X)) = 2.

Por tanto, dim(C, (X)) = 2n. [
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