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Introduccion

A lo largo de la historia se ha observado que en el mercado financiero es
impredecible el comportamiento que tendra el precio de los activos, como por
ejemplo el desastre bursatil ocurrido el lunes negro (19 de octubre de 1987),
donde los mercados de valores se desplomaron rapidamente. Por esta razon,
corredores de bolsa e investigadores constantemente buscan nuevos métodos
y herramientas que permitan a los usuarios e inversionistas protegerse de los

cambios bruscos en los precios de tales activos.

El presente trabajo se enfoca principalmente a estudiar los derivados fi-
nancieros centrandose en su uso para realizar cobertura, pero, ;qué son los
derivados? Brevemente se puede decir que son acuerdos entre dos entes fi-
nancieros que eliminan la incertidumbre del movimiento de los precios de los
activos subyacentes al pactar en este momento el precio que tendran dichos

activos en una fecha futura.

Los derivados que nos interesan estudiar en esta tesis son las Opciones y
Swaps considerando el aspecto de su cobertura, debido a los beneficios que
otorgan estos intrumentos, por ejemplo, una Opcion da al poseedor el derecho
de vender o comprar un activo subyacente, pero no esta obligado a hacerlo.
Para entrar en un contrato de una Opcién hay que pagar una prima, ademas,
en este contrato se fija un precio de ejercicio, es decir, se le asigna un precio
al activo subyacente el cual puede ser igual, menor o mayor al precio del
activo en el momento en que se ejerce la Opcién. Otro beneficio que otorga
la Opcion es el de acotar la pérdida, pues si el precio de ejercicio es mayor al
precio del activo en el momento de ejercer la Opcién, no se ejerce la Opcion

y la pérdida seria la prima que se pagd por el contrato.
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En el caso de un contrato de Swap, se pacta hacer intercambios de flujo
de efectivo, esto se aplica para cambios de moneda o préstamos. El objetivo
de este contrato es permutar el tipo de interés o la moneda para el préstamo.
Por ejemplo, si el tipo de interés que se debe pagar por un préstamo (ya sea
a una tasa fija o variable) es mds alta que si se pagara en otro tipo (si se
paga fija pero conviene mas pagar en variable o viceversa) se entra en este
tipo de contrato con una contraparte que tenga una ventaja semejante, con
ello se hace el cambio de pagos del tipo de interés. Esta es una manera de
protegerse de la fluctuacién de intereses o divisas, y si es posible obtener

alguna ganancia.

El presente trabajo de tesis tiene como fin hallar un método que permita
valuar una Opcién europea sobre un Swap de tipo de interés. Este tipo de
derivado no es comun, en México, la Bolsa Mexicana de Valores negocia con
Swaps pero no con Opciones sobre Swaps. Con este objetivo, se hace una
revision de los métodos existentes para la valuacion de derivados. De la cual
se analizard la evolucién que tuvo el primero de ellos y su metamorfosis hacia
el Modelo de Black-Scholes. La importancia de utilizar este modelo radica en
que ofrece cobertura para los inversionistas bajo ciertas condiciones financie-
ras simplificadas ya que permite obtener el precio de una Opcion antes de

que venza.

Se debe senalar que la mayoria de estos instrumentos financieros conlle-
van un costo por el beneficio de adquirirlo, la cuestiéon importante es ;cudl

es el precio adecuado para tales instrumentos?

La estructura de la tesis se desarrolla de la forma siguiente, en el primer
capitulo se da una descripcién més detallada de qué son y cémo funcionan

ciertos instrumentos financieros, ademas, se presentan algunas definiciones
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que son ttiles para una mejor comprension de los capitulos posteriores.

El Capitulo 2 trata sobre los derivados financieros como: Contratos a pla-
zo, Futuros, Opciones y Swaps, donde se analiza la forma de como valuar
cada uno de ellos, ademas, se muestra algunos ejemplos de derivados que
se negocian en la Bolsa Mexicana de Valores, especificamente de los que se

mencionan en este capitulo.

El Capitulo 3 se describe la forma de como obtener el valor de Opciones
y de Swaps. Ademas, se estudia el modelo Binomial y el modelo de Black-

Scholes que permiten obtener el precio de una Opcion.

En el Capitulo 4 se profundiza en el andlisis de un derivado sobre otro
derivado, particularmente, el Swaption, se dan sus principales modalidades,
se analiza una extension del Modelo de Black-Scholes para la valuacion y se

ilustra con un ejemplo el proceso de valuacion.

Finalmente se presentan las conclusiones obtenidas a lo largo del desarro-

llo de este trabajo.
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Capitulo 1
Conceptos Generales

En este capitulo se presentan los conceptos financieros generales y otras
herramientas que seran ttiles para una mejor comprension del contenido de
los demas capitulos de esta tesis.

Para esto, primero se inicia hablando del mercado financiero, que es el lugar
donde oferentes y demandantes realizan transacciones con instrumentos fi-
nancieros, ya sean acciones u otros activos. Ahora, algo que se necesita para
participar en el mundo financiero es el capital o principal, que es la suma
de dinero con el fin de invertirla y asi, obtener una ganancia, en forma de
dividendos o intereses. Cuando se habla de capital nocional, es para los casos
en que no necesariamente se hace uso del capital, si no méas bien se usa como
base para generar algin interés, como en derivados sobre tipos de interés.
Mas adelante se verd con detalle como son los derivados.

En el caso de realizar un préstamo, la parte que adquirio la deuda, hace una
amortizacion del capital en cuanto va devolviendo el dinero que le fue pres-

tado, la devolucion se puede hacer en pagos parciales o totales.

A continuacion se presenta el valor descontado o valor presente.
Supongase que se realiza una inversién en un banco, el valor de la inversién

después de un ano sera la suma del capital y los intereses devengados durante
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ese ano. Asi, el valor de la inversiéon para un tiempo t > 0 se denota como
V(t), donde
V(t) = (1+tr)P, (1.1)

donde r > 0 es el tipo de interés y P el capital o principal.
La ecuacién (1.1) no solo es para el caso en que el tiempo estd en afos, ya
que se puede modificar para n dias. Asi, el interés ganado quedaria como
n
—rP
365

y el valor de la inversién en ese tiempo seria

% (%) - (1+%7‘) P

Esta ecuacién es la regla de interés simple.

Al ntimero 1 + tr se le conoce como el factor de crecimiento y se hace el
supuesto de que r es constante, [2].

Cuando se realiza una inversién con capital P en un tiempo s > 0, donde

t > s, entonces, en el tiempo ¢ > 0 el valor de la inversién sera
V(t)=0+(t—s)r)P. (1.2)

El rendimiento de una inversiéon que inicia en el momento s y termina en el

tiempo ¢ se denota con K (s,t). El valor del rendimiento de la inversién es

V(t) = V(s)
V(s)

Como la inversién inicia en el momento s, se usa la ecuacién (1.2) para

K(s,t) = (1.3)

obtener los valores de las inversiones en los tiempos ¢ y s, asi

K(s, 1) = OV zs)v(s)
_ 14+ (t—s)r)P—(14+(s—s)r)P
(I+(s—s)r) P (1.4)
P+ (t—s)rP—-P
B P

= (t—9s)r.



Para el caso del rendimiento en un ano se tiene que

oy K=V
1+ (1=0)r)P—(1+(0—-0)r)P
a (1+(0—=0)r)P (1.5)
Pr(1—0pP—P
- P
=1-=0)r=r,

que es el interés establecido por hacer la inversién a un ano, [2].

Un aspecto importante es hallar el valor inicial de una inversiéon cuando se
da el tiempo t. En este caso, si se resuelve la ecuacién (1.1) para el capital,
se tiene que

V(0)=V(#)(1+tr) L. (1.6)

A esta ecuacion se le conoce como valor descontado o valor actual o presente
de V(t), y (1 +tr)~ es el factor de descuento, ver [2].

Una perpetuidad es una secuencia de pagos que realizara el inversor en in-
tervalos de tiempo iguales y se continuaran haciendo indefinidamente en el
futuro. Supongase que se realiza el pago C' una vez por ano, donde C' = rP
sera el primer pago con una tasa de interés constante r.

Nota: El interés simple es para inversiones a corto plazo. Para mas detalles
ver [2].

Ahora, supongase que se realiza la inversion con un capital P a una tasa de
interés r, donde el interés ganado durante un periodo (ya sea anual, semestral,
trimestral, mensual e inclusive diariamente) en la duracién de la inversién se
invierte junto con el capital nuevamente. Este proceso se llama composicion
discreta o periodica. Entonces, sea m los pagos que se realizardn en un ano, y

el tiempo entre cada pago sera —, para cada pago de los intereses el capital
m

, r . . . ,
aumentara en <1 + —) y como consecuencia el valor de la inversion después
m

de ¢ anos sera .
7" m
V() = (1 —) P 1.7
=1+~ (17)
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tm
Donde (1 + L) es el factor de crecimiento, [2].
m

Proposicién 1.1. El valor futuro V (t) aumenta si cualquiera de los pardme-

trosm, t, r o P aumenta, mientras que los restantes permanecen sin cambios.

Demostracion. Es inmediato de (1.7) que V(¢) aumenta si t, 7 o P aumenta.
Para demostrar que V'(t) aumenta a medida que aumenta la frecuencia de

composicion m, se necesita verificar que si m < k, entonces

(1 n %)tm < (1 + %)tk

La desigualdad anterior se puede reducir a la siguiente expresion

(143" < ()"

entonces,
m _ 1 _ 1 _ m=1
(1_’_L> :1+T+1 mr2_|__+_( m)x X(l m)rm
m 2! m!
U B SO (B ) ESNtE S T
o 2! m!
1 1-1 1 — k=1
<1+r+12!kr2+---+( ke k!X( )

— (1+£)k.

Para la composicién periddica, el valor presente o descontado de V() es

vy =vin (1+5)" (1.8)

—tm
siendo el nimero (1 + L) el factor de descuento, [2].
m

Observacion 1.2. Fijar el valor terminal V (t) de una inversion es una
consecuencia inmediata de la Proposicion 1.1 que el valor presente aumenta
st cualquiera de los factores r, t, m disminuye, permaneciendo los otros sin

cambios.



Frecuentemente se requiere el valor V'(¢) de una inversién en un tiempo
intermedio 0 < ¢ < T, dado el valor V(T') en un tiempo futuro fijo 7. Esto
puede lograrse calculando el valor presente de V(7'), donde a V(T) se le
considera como el principal, y ejecutar la inversién hasta el tiempo t. Bajo

composicion periddica con frecuencia m y tasa de interés r, esto da

—(T—t)m
4 ) V(T

V(t) = (1+—

m

(1.9)

Para encontrar el rendimiento de un depdsito que atrae intereses compuestos

periddicamente se usa la formula general (1.3) y se llega a

K(s,1) = % - (1+ 1>(H)m 1L (1.10)

En particular,

la cual proporciona una forma sencilla de calcular la tasa de interés dado el

rendimiento, [2].

Observacién 1.3. FEl rendimiento de un depdsito sujeto a la composicion

pertodica no es aditivo. Por simplicidad, sea m = 1, entonces

K(0,1) = K(1,2) =r
K(0,2) = (1+7%) —1=2r+1r%

es claro que K(0,1) + K(1,2) # K(0,2).

Una anualidad es una secuencia finita de pagos de una cantidad fija en
intervalos de tiempo iguales, [2]. Supéngase que los pagos de una cantidad C'
se deben hacer una vez al ano durante n anos. Suponiendo que se aplica la
composicion anual, se encontrara el valor actual de dicho flujo de pagos. Se

calculan los valores actuales de todos los pagos y se suman para obtener

C C C C

v T ar T T T A
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La siguiente notacion

1 1 1
b (1.11)

PAr) =T Y e Vo Y e

es el factor del valor presente para una anualidad, [2]. La cual permite ex-

presar el valor actual de una anualidad de forma concisa
PA(r,n) x C.

La expresién PA(r,n) puede simplificarse, para ello se usa la suma de los

primeros n términos de una serie geométrica, la cual resulta ser

n—1
1—qg"
a+aq+aq2+...+aq”’1:Zaqk:a1 ¢
k=0 4
De esta manera, a = q = ﬁ, por tanto,
1\ 1= ()"
PA(r,n) = ( ) (H{)
1+T ~ i
1
()
C\1l+7 -
1
_( 1 )1_<—1+T)") (1.12)
147 IL—H"
1 0 1= ()]
BRVER: r
I+
N r

Ahora, la ecuacion que da el valor presente de una perpetuidad se obtiene de

(1.11) cuando n — oo, esto es

1= (14r)™
lim PA(r.n) x € = 1im ~—0FD"

=-xC=—.
r r



Pero qué ocurre cuando se quiere realizar la composicién para periodos de
tiempo mas pequenos.
Sea m las veces que se compone la inversiéon por ano, entonces, el valor de

dicha inversién se puede ver como

V(t) = (1+%>th: [(1+%>T]”P (1.14)

Como interesa conocer el valor de la inversién que se compone mas seguido,

se obtiene el limite de (1.14) cuando m — oo, asi

V(t) =e"P, (1.15)

1 x
recordando que el lim (1 + —) = e. La ecuacién (1.15) se conoce como
T—00 €T

composicion continua, [2].

Proposicion 1.4. La composicion continua produce un valor futuro mdas
alto que el obtenido de la composicion periddica para cualquier frecuencia m,

considerando el mismo capital P y el tipo de interés r.

Demostracion. En efecto,

tm m7ir
etr>(1+1) — |:(1_|_L)T:| :
m m

debido a que la desigualdad se mantiene por el hecho de que (1 + %) " con-

verge a e cuando m — oo, [2]. O

El valor presente de la composicién continua da que

V(0)=V(t)e ™.

r Para un valor terminal dado

En este caso, el factor de descuento es e~
V(T), se tiene que

V(T) = e "T=0v(T). (1.16)

Enseguida, se obtiene el rendimiento para la composicién continua.
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Definicién 1.5. Sea k(s,t) el rendimiento logaritmico para una inversion que
micia en el momento s y termina en el tiempo t. El valor del rendimiento de

dicha inversion es

V()
=1 . 1.1
blst) = In 3 (1.17)
Proposicién 1.6. El rendimiento logaritmico es aditivo.
k(s,t) + k(t,u) = k(s,u).
Demostracion. Usando (1.17) se sigue que
V(t) V(u)
k(s,t)+ k(t,u) =1 1
VOV V)
V(s) V(1) V(s)
= k(s,u).
]

Si V(t) esta dado por (1.15), entonces el rendimiento k(s,t) para s < ¢

resulta ser

t tr
k(s,t) =1In “;és; =1In Z?
=Ine™9" = (t - s)r.

De lo anterior se puede obtener el tipo r, asi




Capitulo 2
Derivados

En el mercado hay un grupo especial de instrumentos financieros cuyo
valor se determina a partir de otro(s) activo(s), que se denominan subyacen-
tes. Esto es lo que caracteriza a un derivado, su valor depende del valor de
un subyacente.

Los derivados se pueden clasificar en funcion del activo subyacente, esto es:

= De naturaleza financiera: como son acciones, indices accionarios, divi-

sas, valores de renta fija, tipos (tasas) de interés, bonos, etc.

= No financieros (commodities): materias primas, productos agricolas,

minerales, petroleo, etc.

Hay dos tipos de mercado donde se opera con derivados ([4],[10] y [11]), estos

Son:

Mercado de Intercambio (Exchange Market). Este es un mercado or-
ganizado y corresponde a las bolsas, donde hay altos estandares de
calidad, regulaciones, transparencia, las operaciones son estandariza-
das, ademds, es un mercado electrénico donde los precios de venta y

compra estan dados por la oferta y la demanda.
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Mercado organizado (Over the Counter Market). En los mercados
Over the Counter, estos contratos (derivados) son hechos a la medida,
se negocian fuera de la bolsa y de mercados de intercambio, por ejemplo,

las instituciones financieras.

En México se tiene a MexDer, que es la Bolsa de Derivados de México,
donde se comercializan contratos de Futuros, de Swaps y de Opciones. El
MexDer inici6 sus operaciones el 15 de diciembre de 1998 al listar contratos
de Futuros sobre subyacentes financieros, autorizada por la Secretaria de Ha-
cienda y Crédito Publico (SHCP). Esta institucién opera también a través de
su Camara de Compensacién (Asigna); ambas autorreguladas que funcionan
bajo la supervision de las Autoridades Financieras (SHCP, Banco de México
y la Comision Nacional Bancaria y de Valores-CNBV).

Las operaciones méas simples que se pueden hacer con los derivados es com-
prar y vender, en el caso de adquirir un activo se dice que tiene una posicion
corta (short position), y para el caso de vender un activo se tiene una posi-
cion larga (long position), [10].

Notese que el arbitraje financiero es un proceso el cual consiste en com-
prar y vender un activo financiero en distintos mercados y asi obtener una
ganancia, resultado de aquellas transacciones.

Otras operaciones que se realizan son: hacer especulacion, esta operacion
consiste en tomar una posicion, ya sea corta o larga, y apostar por el precio
del activo, es decir, si se va a la alza o baja, otra operacion es la cobertura,
esta pretende evitar la exposicion a cambios bruscos en los precios de activos,
para mas detalle, ver [10].

Un hecho que destaca a los derivados es que unos dan derechos y otros dan
obligaciones al poseedor o propietario del contrato. Enseguida se presentan

algunos tipos de derivados.
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2.1. Contrato a Plazo

Un Contrato a plazo es un acuerdo en el que se obliga a una de las

partes a comprar (short party) y a la otra parte a vender (long party) cierto
activo subyacente a un precio determinado, en una tnica fecha especifica en
el futuro. Es el contrato més simple que hay de todos los derivados, ([4], [§]
y [10]).
Este tipo de contrato se negocia en el mercado extrabursatil de derivados
(Over-the-Counter), es decir, que este pacto se realiza entre dos instituciones
financieras o una financiera con uno de sus clientes. Los contratos a plazo
son acuerdos personalizados en el sentido del tamano del contrato, términos
y condiciones, [10].

Son mas comunes los contratos a plazo sobre:

Divisas Los contratos a plazo de divisas (F'X forwards) disminuyen la in-
certidumbre alrededor de los tipos de cambio. El tipo de cambio de
divisas no es mas que el precio de una moneda, pues el tipo de cambio
establece cuantas unidades de la moneda A equivale una unidad de la

moneda B.

Materias primas energéticas Estos contratos permiten que los compra-
dores y vendedores planifiquen las transacciones a un precio asegurado
ya que es comun que el precio al contado de estos productos fluctien

enormemente a lo largo del tiempo.

Dinero Los contratos a plazo de tipos de interés (Forward Rate Agreement,
FRA) permiten fijar la tasa sobre un préstamo de dinero, ya que estas
tasas de interés cambian todo el tiempo. El subyacente es una cantidad

fija de dinero y el precio de entrega es un tipo de interés.

Para un contrato a plazo, se especifica un precio de entrega y un precio a
plazo, este tltimo es el precio de entrega que se aplicaria al vencimiento si se

negociara hoy el contrato, en el momento en que se firma el contrato estos
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precios son iguales, pero el precio a plazo va cambiando con el tiempo y el
precio de entrega es fijo. Ademas, para entrar en este contrato no hay costo,
por lo que tener una posicién corta o larga no implica hacer algin pago
inicial. Los contratos a plazo se liquidan sélo en su fecha de vencimiento.
[10].

Ejemplo 2.1. Considere el siguiente escenario para un contrato a plazo:

Fecha de inicio: 30 de Agosto.

Fecha de vencimiento: 30 de Diciembre.

Activo subyacente: Una accion.

Precio del contrato a plazo: $1,250.

Para la parte que tiene la posicion larga, debe adquirir la accion a la parte
con posicion corta el dia 30 de Diciembre por la cantidad $1,250. Esto es, en
la fecha de vencimiento, la parte con posicion larga paga $1,250 y recibe una
accion.

Para la parte que tiene la posicion corta, debe vender la accion a la parte con
posicion larga el dia 30 de Diciembre por la cantidad $1,250. Esto es, en la
fecha de vencimiento, la parte con posicion corta recibe $1,250 y entrega una

accion.

2.1.1. Pago de un Contrato a Plazo

Enseguida, se estudia con mas detalle el pago de un contrato a plazo.
Se supone que el contrato a plazo tiene como fecha de vencimiento a T, se

definen

St: Precio al contado (spot) del activo en la fecha T

X: Precio de entrega en el contrato a plazo.



2.2 Futuro 13

Entonces, el valor terminal o al vencimiento del contrato a plazo de una
posiciéon larga es ST — X y el de una posicién corta es X — St, esto significa
que en el caso de la posicién larga, se adquiera un activo con precio al contado
St por el precio de entrega X, y en el caso de la posicion corta, se venda un
activo con precio al contado St por el precio de entrega X. De esta manera,
se puede obtener el beneficio bruto del contrato para las posiciones larga y
corta como Sy — X y X — St, respectivamente, los beneficios brutos pueden

tener valores positivos como negativos, [10].

2.2. Futuro

Un Futuro es un acuerdo en el que dos partes se comprometen a intercam-
biar un activo subyacente a un precio determinado en una fecha especifica, [6].
Los Futuros se caracterizan en que tanto comprador como vendedor tienen

obligaciones:

= El comprador tiene la obligacién de comprar el activo subyacente abo-

nando su precio en la fecha establecida.

= El vendedor tiene la obligacion de vender el activo subyacente recibien-

do su pago en la fecha establecida.

Los contratos de Futuros normalmente se comercializan en mercados de inter-
cambio, como lo son el Chicago Board of Trade (CBT), el Chicago Mercantile
Exchanged (CME) y el New York Mercantile Exchanged, actualmente estos
forman al Grupo CME. Otros mercados importantes son NYSE Euronext,
Eurex, BM&F BOVESPA| y el Tokyo International Financial Futures Ex-
change.

Las posiciones que toman los involucrados en el Futuro son; long futures po-
sition para la parte compradora y short futures position para el vendedor.
Es comin que los Futuros no se concreten, ya que si alguna de las partes

(comprador o vendedor) al observar la evolucién del precio del activo nota
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que esta cambiando de manera no favorable para esta parte, lo que hace es
entrar en la posicién contraria al Futuro original en otro Futuro, ver[10].

Las partes que componen un contrato de Futuro son:

El activo subyacente Es un activo que puede ser un comoditie u otro ins-
trumento financiero, es decir, un Futuro sobre algodén, granos, etc., o
un Futuro sobre bonos del tesoro, divisas, tipos de interés de activos

financieros, indices de cotizacion de acciones, etc., respectivamente.

El tamano del contrato En este apartado se especifica el monto del activo
que se debe entregar en la fecha pactada. Ademas, el tamano del Futuro
depende del usuario, pues no sera el mismo tamano para un Futuro

sobre comodities que uno sobre un activo financiero.

Disposiciones para la entrega En el contrato se debe especificar el lugar
de entrega para realizar el intercambio. Si el lugar de entrega es lejano,
alterara el costo para la parte que tiene la posicién corta. Es importan-
te notar esto, pues hay productos que conllevan gastos de transporte

costosos.

Meses de entrega El intercambio debe especificar el periodo preciso du-
rante el mes en que se puede realizar la entrega. Para muchos contratos
de Futuros, el plazo de entrega es todo el mes. Los meses de entrega
varian de un contrato a otro y son elegidos por el mercado de inter-
cambio para satisfacer las necesidades de los participantes de este. En
cualquier momento dado, los contratos se negocian para el mes de en-
trega mas cercano y un numero de meses de entrega posteriores. El
mercado de intercambio especifica cuando comenzara el comercio en el
contrato de un mes en particular. También especifica el 1iltimo dia que
se puede negociar para un determinado contrato. El comercio general-
mente cesa unos dias antes del ultimo dia en que se puede realizar la

entrega.
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Figura 2.1: a) El precio del Futuro es mayor al precio de contado. b) El precio

del Futuro es menor al precio de contado.

Cotizaciones de precios El mercado de intercambio especifica en que mo-
neda se hard la cotizacién del activo (el precio del petréleo en EUA

estd en ddlares).

Limites de precios y de posicién Si el precio cae en un valor igual a la
variaciéon limite diaria, se dice que el contrato esta en el limite inferior.
Si se incrementa el valor limite se dice que esta en el limite superior. Un
movimiento limite es un incremento o decremento igual a la variacion
limite de precio. El hecho de que existan limites para el precio diario
es para prevenir grandes movimientos sobre el precio causados por un
exceso de especulacion. Es por ello que hay un maximo de contratos de
Futuros que puede poseer un especulador, este hecho se conoce como

posicion limite, [10].

El valor del Futuro converge al precio de contado del subyacente al acercarse
al mes de entrega del Futuro, para ello se analiza la siguiente situacion: Si el

precio del Futuro es superior al precio de contado del subyacente durante el
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periodo de entrega, los operadores tendrian una oportunidad de arbitraje, ya
que podrian vender un contrato de Futuro, comprar el activo y entregarlo,
obteniendo una ganancia igual a la diferencia del precio del Futuro y del
precio de contado. Al explotar esta oportunidad de arbitraje, el precio del
Futuro descendera. En caso de que el precio del Futuro esté por debajo del
precio de contado del activo, los operadores optaran por comprar el Futuro
en lugar del activo y esperaran la fecha de entrega, con lo cual el precio del
Futuro aumentara. Esto puede ser mas claro con la Figura 2.1.

Ademas, el mercado de intercambio, para evitar los posibles incumplimientos
de contrato, utilizan los depdésitos en garantia (margins). Al momento de en-
trar en el contrato se le solicita al inversor que realice un depdsito de fondos
el cual llaman cuenta de garantia (margin account), la cantidad depositada
se conoce como garantia inicial. Esta cuenta es ajustada al finalizar cada dia
para reflejar las pérdidas y las ganancias del inversionista, [10]. Este ajuste
se llama marking to market y consiste en la liquidacion diaria de pérdidas y
ganancias.

Una estrategia para evitar que sea negativo el saldo de la cuenta de garantia
es fijar un saldo o garantia de mantenimiento (maintenance margin), el cual
es menor al depdsito inicial, si el saldo de la cuenta es menor al saldo de man-
tenimiento se le exige al inversionista un depésito adicional (margin call) para
igualar el saldo del depodsito inicial, se espera que lo haga al siguiente dia.
A cada depésito adicional se le denomina garantia de variacién (variation
margin). Si el inversionista no provee la garantia de variacion, el corredor
de bolsa cerrara la posicion del inversionista. El inversionista tiene derecho
a retirar de su cuenta de garantia los excedentes al depdsito inicial.

El mercado es quién determina el valor para la garantia inicial y de manteni-
miento teniendo en cuenta la volatilidad del activo subyacente. Cominmente
la garantia de mantenimiento es el 75% de la garantia inicial.

El mercado donde se comercian los Futuros esta regulado por la camara de

compensacion (clearing house), la cual funge como un comprador o vendedor
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para cada vendedor o comprador del contrato de Futuros, respectivamente.
El objetivo de la camara es eliminar el riesgo de la contraparte y permitir el
anonimato de los participantes. Quienes realizan transacciones con Futuros
son los miembros de la cAmara de compesacién. Ademas, la caAmara realiza el
seguimiento de las transacciones del dia y posteriormente calcula la posicion
neta de sus miembros.

En el momento en que un inversionista tiene su cuenta de garantia con su
corredor de bolsa, este ultimo tiene una cuenta de garantia con el miembro de
la camara de compensacion, quien a su vez mantiene una cuenta de garantia
con la camara, a esto se le conoce como clearing margin. Al igual que en
la cuenta de garantia del inversor, la cuenta de garantia del miembro de la
camara es ajustada con las pérdidas y ganancias al finalizar el dia. Sin em-
bargo, el miembro de la cAmara no tiene una cuenta de mantenimiento como
la tiene un inversionista. Cada dia, el saldo de la cuenta de cada contrato
debe mantenerse en un importe igual al de la cuenta de garantia multiplicado
por el nimero de contratos pendientes.

Por lo tanto, dependiendo de las transacciones durante el dia y los movi-
mientos de precios, el miembro de la camara de compensacion puede tener
que agregar fondos a su cuenta de garantia al final del dia o puede eliminar
los fondos de la cuenta en este momento. En la determinacion de los clearing
margins, la cAmara de compensacién calcula el niimero de contratos pendien-
tes sobre una base bruta o neta. Cuando se utiliza la base bruta, el nimero
de contratos es igual a la suma de las posiciones largas y las cortas. Cuando
se utiliza la base neta, éstas se compensan entre si.

El proposito del sistema de garantias es asegurar que los fondos estén dispo-
nibles para pagar a los participantes cuando obtienen ganancias. En general,
el sistema ha tenido mucho éxito. Los comerciantes que celebran contratos
en las principales bolsas siempre han tenido sus contratos cumplidos.

En caso de presentarse una crisis, como la del lunes negro (19 de octubre de

1987), esta estrategia hace que haya liquidez y permite que se pague con las
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garantias (iniciales, de mantenimiento), [10].

Las cotizaciones para los precios de Futuros los publica el mercado y estan dis-
ponibles en la red, por medio de paginas, como lo es The Wall Street Journal
Market Data http://markets.wsj.com/?mod=Home MDW_MDC, ademés de
las cotizaciones de otros derivados.

Hay dos tipos de operadores: agentes a comisién y locales, los primeros si-
guen los requerimientos de sus clientes a cambio de una comisién mientras
que los locales administran sus propias cuentas. Hay una clasificacion para
estos operadores: especuladores, arbitrajistas y coberturistas, sin embargo,
a los especuladores se les divide en tres grupos: scalpers, operadores de un
dia, y operadores de posicién. Los scalpers observan las tendencias a muy
corto plazo de precios de los contratos para obtener beneficios de los cambios
ocurridos, el segundo grupo mantiene su posiciéon durante el dia mientras que
los terceros mantienen su posicién por periodos de tiempo maés largos, [10].
La orden més simple que da un inversionista a su agente se conoce como una
orden de mercado (market order), que consiste en que se lleve a cabo la orden
inmediatamente al mejor precio disponible, [10].

Las ordenes mas comunes que ocurren son:

Limit order Una orden limite especifica un precio, estd orden se ejecuta a
este precio o a uno mas favorable. Esto no implica que siempre se lleve

a cabo la orden debido a que no siempre se alcanza el precio limite.

Stop order or stop-loss order Una orden con limite de pérdida también
fija un precio, se ejecuta al mejor precio disponible cuando se alcanza
el precio determinado o uno menos favorable, asi, se convierte en una
orden de mercado. El propésito de esta orden es limitar la pérdida
que se puede producir mediante el cierre de la posiciéon cuando hay

movimientos de precios desfavorables.

Stop-limit order Una orden limite de parada es una combinacion de una

orden limite y una orden con limite de pérdida, en esta orden se espe-
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cifican dos precios, uno es el precio especificado para la orden limite de
pérdidas y el otro es el precio para la orden limite. Este tipo de orden
se convierte en una orden limite en el momento en que se presenta una
oferta menor o igual al precio limite de pérdidas. En caso de que los

precios sean iguales se llama orden limite y de parada.

Market-if-touched-order Una MIT especifica un precio y se convierte
en una orden de mercado en el momento de alcanzar dicho precio, es
decir, se ejecuta al mejor precio disponible después de aparecer una
operacién con un precio especifico o un precio mas favorable que este.
Este tipo de orden tiene como fin asegurar que se obtendran beneficios
al haber cambios favorables en los precios, (también se conoce como

board order).

Discretionary order Una orden discrecional se negocia como una orden
de mercado excepto que su ejecucion puede retrasarse a criterio del

corredor para obtener un mejor precio.

Normalmente las ordenes tienen una vigencia de un dia a menos que se
especifique lo contrario, entonces, una orden a lo largo del dia especifica el
periodo del dia en el que puede ejecutarse. Una orden abierta es efectiva hasta
que se ejecuta o hasta el final del dia. Por ltimo, una orden de ejecucién o
nada, se efectua al momento de recibirla o no hacer nada al respecto.
Enseguida se enuncia un término comun, con el fin de que queden mas claros
los ejemplos. Entonces, puja, es la variacion minima permitida del precio de
contratos de Futuros y Opciones. ([12],[13] y [14]).

Ejemplo 2.2. En Mézxico, los Futuros que se ofrecen son sobre los siguientes

subyacentes.

Divisas: para este tipo de activo solo hay dos Futuros, uno sobre el Dolar
americano y otro sobre el Furo. Ensequida se enuncian las caracteris-

ticas para uno de ellos.
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n Futuro sobre el Ddlar de los Estados Unidos de América.

Tamano del contrato. $10,000.00 Délares americanos.

Periodo del contrato. Ciclo diario, mensual o trimestral hasta

POT quince anos.

Clave de pizarra. DA mdas dos digitos del dia de vencimiento,
mds mes y ano de vencimiento: DA13 MR17 (Marzo 2017).

Unidad de cotizacién. Pesos por Ddlar.

Fluctuacién minima. 0.0001 pesos, valor de la puja por contra-

to 1.00 pesos.

Horario de negociacién. 7:30 a 14:00 horas tiempo de la Ciu-
dad de México.

Ultimo dia de negociacién y vencimiento. Lunes en la se-
mana que corresponda al tercer miércoles del mes de venci-

miento y si fuera inhadbil seria el dia hdbil inmediato anterior.

Liquidacion al vencimiento. Sequndo dia hadbil siguiente a la

fecha de vencimiento.

Indices: para este caso, también hay dos Futuros, uno para el IPC y el otro
para el MINI IPC. A continuacion se muestran los detalles del Futuro
para el IPC.

= Futuro Sobre Indice de Precios y Cotizaciones de la BMV (Bolsa

Mezicana de Valores).

Tamano del contrato. $10.00 (diez pesos 00/100) multiplica-
dos por el valor del IPC.

Periodo del contrato. Ciclo trimestral hasta por un ano.

Clave de pizarra. IPC mas mes y ano de vencimiento: IPC' JN16
(Junio 2016).

Unidad de cotizacion. Puntos del IPC.
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Fluctuaciéon minima. 5.00 (cinco puntos del IPC) por el valor
de un punto del IPC (10.00 pesos).

Horario de negociacion. 7:30 a 15:00 horas tiempo de la Cd.

de México.

Ultimo dia de negociacién y vencimiento. Tercer viernes del
mes de vencimiento o el dia habil anterior, si dicho viernes
es inhabil.

Liquidacion al vencimiento. Es el dia habil siguiente a la fe-

cha de vencimiento.

Tasa de Dividendos (aplicables para el cdlculo de los Futuros
del IPC durante 2015) 0.865886 %.

Deuda: para este tipo de activo se ofrece una gran variedad de Futuros,
los cuales son sobre los siguientes activos: TIIE, CETES (Certifica-
dos de la Tesoreria de la Federacion) de 91 dias, Bono de 3 anos,
Bono de 10 anos, Bono de 20 anos, Bono de 30 anos, Bono M181213,
Bono M210610, Bono M241205, Bono M260305, Bono M310529, Bono
M421118, Swap de TIIE 10 anos (Liquidables en Especie), Swap de
TIIE 2 anos (Liquidables en Especie), UDI (Liquidacion en Efectivo).

Seguidamente de las componentes de uno de ellos.

» Futuro sobre TIIE (Tasa de Interés Interbancaria de FEquilibrio)
de 28 dias.
Tamano del contrato. 100,000.00 Pesos.
Periodo del contrato. Ciclo mensual por 120 meses (10 anos).

Clave de pizarra. TE28 mds mes y ano de vencimiento: TE28
JN16 (Junio 2016).

Unidad de cotizacion. Valor de la Tasa de Interés Futura.

Fluctuacién minima. ! Punto Base (0.01%).
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Horario de negociacién. 7:30 a 14:00 horas tiempo de la Cd.

de México.

Ultimo dia de negociacién y vencimiento. Dia hdbil siguien-
te a la subasta primaria en la semana del tercer miércoles del
mes de vencimiento.

Liquidacion al vencimiento. Dia hdbil siguiente a la fecha de

vencimiento.

Acciones: en este caso, solo se ofrecen 7 Futuros, los cuales son sobre
América Movil L., Cemex CPO, Femsa UBD, Gcarso A1, GMEXI-
CO, Walmez Vy MEXTRACO09. Enseguida se muestra el Futuro sobre

América movil L.

n América Movil L.

Tamano del contrato. 100 acciones / certificados.

Periodo del contrato. Ciclo trimestral: Marzo, Junio, Septiem-
bre y Diciembre.

Clave de pizarra. Tres letras relacionadas a la accion mads mes
y ano de vencimiento: AXL DC16.

Unidad de cotizacién. Pesos y centavos de peso por accion /
certificado.

Fluctuacién minima. FEl tamano de la puja serd igual a la uti-
lizada en la negociacion del subyacente en la BMYV.

Horario de negociacién. 7:30 a 15:00 horas tiempo de la Cd.
de México.

Ultimo dia de negociacién y vencimiento. Tercer viernes del
mes de vencimiento o el dia habil anterior, si dicho viernes
es inhabil.

Liquidacion al vencimiento. Es el tercer dia hdbil posterior a

la fecha de vencimiento.
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Commodities En MexDer solo hay un Futuro para materias primas, a con-

tinuacion se detalla.

» Futuro del Maiz Amarillo (Maiz Amarillo calidad US#2.).

Tamano del contrato. 25 Toneladas Métricas.

Periodo del contrato. Marzo, Mayo, Julio, Septiembre y Di-

ciembre hasta, por 3 anos.

Clave de pizarra. MAIZ mds el mes y ano del vencimiento.
MAIZ SP17.

Unidad de cotizacién. Peso por Tonelada.

Fluctuaciéon minima. $5.00 M.N. por Tonelada

Horario de negociacién. 7:30 a 14:00 horas tiempo de la Cd.
de México.

Ultimo dia de negociacién y vencimiento. Ultimo viernes que
precede a por lo menos 2 dias hdbiles del mes anterior al mes
de expiracion. St dicho viernes es inhdbil, el dia se deberd de
mover al dia habil inmediato que procede.

Liquidacién al vencimiento. FEl dia habil siguiente.

2.3. Opciéon

Una Opcion es un contrato que otorga al propietario o comprador de la
Opcion el derecho a adquirir o vender cierto activo (activo subyacente) a un
determinado precio (conocido como el precio de ejercicio) durante un periodo
de tiempo o en una fecha especificada (es decir, la fecha de vencimiento), para
obtener este derecho el comprador hace el pago de una prima que es el precio
de dicha Opcién, [10]. Este derivado se negocia en mercados organizados y
en los mercados OTC.

Al igual que en los demas derivados, para las Opciones se puede tener una

posicién larga o corta. Hay dos tipos de Opciones, de compra y de venta,
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conocidas como call y put.
Otra manera de clasificar a las Opciones es dependiendo del momento en que

puede ser ejercida la Opcion, es decir:

» Es una Opcion Americana, si la opcion puede ejercerse en cualquier

momento de la vida del contrato hasta su fecha de vencimiento, [10].

» Es una Opcion Europea, si la opcién se ejerce solo en su fecha de ven-

cimiento, [10].
Las Opciones tienen principalmente como activos subyacentes:

Acciones En estas Opciones, normalmente el tamano del contrato es de
100 acciones de una empresa. Entonces, el poseedor de la Opcion pue-
de comprar o vender 100 acciones de dicha compania. Ademas, estas
Opciones se negocian en mercados organizados como el Chicago Board
Options Exchange, NASDAQ OMX, NYSE Euronext, el International
Securities Exchange, el Boston Options Exchange y MEXDER.

Divisas En este tipo de Opciones el tamano del contrato va cambiando, ya
que depende de la divisa, por ejemplo, para el caso de libras esterlinas,
es de 31,250 libras y del yen japonés, 6,5 millones de yenes. Estas se
negocian cominmente en los mercados OTC, y en el NASDAQ OMX

también las comercian y son de tipo europeo.

Indices Estas Opciones son sobre indices como el indice S & P 500 (SPX),
el indice S & P 100 (OEX), el indice Nasdaq-100 (NDX), y el indice
Dow Jones Industrial (DJX). Estos indices se negocian en el Chicago
Board Options Exchange. La mayoria de estos contratos son del tipo
europeo a excepcion del OEX, el cual es del tipo americano. Estos
contratos permiten comprar o vender 100 veces el indice por el precio

de ejercicio. La liquidacion se hace en efectivo.
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Futuros Hay Opciones sobre todos los Futuros disponibles, ya que en el
momento en que se ofrecen Futuros también se ofrecen Opciones sobre
estos Futuros, ademas, éstos vencen después de la fecha de vencimiento

de la Opcioén.

Ejemplo 2.3. En México, las Opciones que se ofrecen son sobre los siguien-

tes subyacentes:

Indices:

= Opciones sobre Futuros del Indice de Precios y Cotizaciones de la
BMYV.

Tamano del contrato. $10.00 (diez pesos 00/100) multiplica-

dos por el Precio o Prima del Contrato de Opcion.
Tipo de contrato.
Opcion de compra (call).
Opcion de venta (put).
Estilo del contrato. Europeo.

Periodo del contrato. Ciclo trimestral: Marzo, Junio, Septiem-

bre y Diciembre hasta por un ano.

Precios de ejercicio. Se expresardan en puntos enteros del IPC

y serdn multiplos de 50 puntos.

Clave del mes de vencimiento.

call | put
MAR | C O
JUN F R
SEP I U
DIC L X
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Clave de pizarra. IP mds cinco digitos para especificar el precio
de ejercicio y un digito que especifica el tipo de Contrato de

Opcion y el mes de vencimiento:

IP 10500C Opcion CALL con vencimiento en Marzo.
IP 10500X Opcion PUT con vencimiento en Diciembre.

Unidad de cotizacion. Puntos del IPC.

Fluctuacion minima. Fluctuacion minima de la Prima de 1.00
puntos de indice (IPC).

Horario de negociacién. 7:30 a 15:00 horas tiempo de la Ciu-
dad de México.

Ultimo dia de negociacién y vencimiento. Tercer viernes del
mes de vencimiento o el dia habil anterior, si dicho viernes
es inhabil.

Liquidacion al vencimiento. El dia hdbil siguiente a la fecha

de vencimiento.

Acciones: como lo son ALFA A, América Movil L., Cemex CPO, FEMSA
UBD, GMéxico B, LALA B, MEXCHEM, Naftrac ISHRS, PE¢SOLES,
PINFRA, Televisa, CPO y Walmex V. A continuacion se muestra como

seria la opcion para las acciones.

s Opciones sobre acciones individuales.

Tamano del contrato. 100 acciones.
Tipo de contrato.
Opcion de compra (call).
Opcion de venta (put).

Estilo del contrato. Americano.
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Periodo del contrato. Ciclo trimestral: Marzo, Junio, Septiem-

bre y Diciembre hasta por un ano.

Precios de ejercicio. Distardn uno del otro dependiendo del pre-

cio de la Accion y siempre serdn multiplos de un intervalo.

Clave del mes de vencimiento.

call | put
MAR | C O
JUN F R
SEP I U
DIC L X

Clave de pizarra. Los primeros dos digitos serdan caracteristi-
cos del Nombre del Activo Subyacente, se agregardn hasta 5
digitos para especificar Precio de Ejercicio (tres enteros y dos
decimales) y un digito mas Tipo de Contrato de Opcion y el

mes de vencimiento:

AX 2400F Opcion CALL con vencimiento en Junio.
AX 2400U Opcion PUT con vencimiento en Septiembre.

Unidad de cotizacién. Pesos y Centavos de Peso por unidad
de Activo Subyacente.

Fluctuacién minima. Fluctuacién minima de la Prima de $0.01
(un centavo de Peso).

Horario de negociacion. 7:30 a 15:00 horas tiempo de la Cd.
de México.

Ultimo dia de negociacién y vencimiento. Tercer viernes del

mes de vencimiento o el dia habil anterior, si dicho viernes

es inhabil.
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Liquidacion al vencimiento. El tercer dia hdbil siguiente a la

fecha de vencimiento.

Divisas: sobre la cual solo hay una opcion. A continuacion se enuncian Sus

caracteristicas.

n Ddlar de los Estados Unidos de América.

e Opciones sobre el dolar de los FEstados Unidos de América.

Tamano del contrato. $10,000.00 (diez mil délares 00/100).
Tipo de contrato.

Opcion de compra (call).

Opcion de venta (put).
Estilo del contrato. Europeo.

Periodo del contrato. Ciclo trimestral: Marzo, Junio, Sep-
tiembre y Diciembre hasta por un ano.

Precios de ejercicio. Se expresardn en pesos de acuerdo al
precio del Délar fecha valor spot y serdn maltiplos de 0.05

pesos.

Clave del mes de vencimiento.

call | put
MAR | C O
JUN F R
SEP I U
DIC L X

Clave de pizarra. DA mds cinco digitos para especificar el
precio de ejercicio y un digito que especifica el tipo de

Contrato de Opcion y el mes de vencimiento:
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DA 19250C Opcion CALL con vencimiento en Marzo.
DA 19200X Opcion PUT con vencimiento en Diciembre.

Unidad de cotizaciéon. Pesos y Centavos de peso por uni-
dad de Activo Subyacente.

Fluctuacion minima. Fluctuacion minima de la Prima de
$0.001 (un milésimo de Peso).

Horario de negociacién. 7:30 a 14:00 horas tiempo de la
Cd. de Mézxico.

Ultimo dia de negociacién y vencimiento. Dia de ven-
cimiento del contrato de Futuro mensual sobre el dolar de
los Estados Unidos de América listado en MexDer para el

mes de vencimiento de dicha Serie.

Liquidacion al vencimiento. FEl sequndo dia habil siguien-

te a la fecha de vencimiento.

2.4. Swap

Un Swap es un contrato entre dos entes financieros que se comprometen

a intercambiar una serie de flujos de efectivo en fechas futuras. En el acuerdo

se definen las fechas en las cuales se deben pagar los flujos de efectivo y la

forma de calcular dichos flujos, [5]. Estos derivados se comercian en mercados

OTC.

Hay dos clases de Swaps:

= Los Swaps sobre tipos de interes, los cuales estan referenciados a tasas

de interés que estan en la misma moneda. Sus principales modalidades

son: Swap Vanilla y Basis Swap.

= Los Swaps sobre divisas implican un cambio de una tasa local por

una fordnea. Sus principales modalidades son: Swaps simples (Straigth
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Currency Swaps), los Swaps sin transferencia inicial de capital y Swaps

sin transferencia de capital.

El Swap Vanilla también se conoce como Fixed-floating Swap o Coupon
Swap, este contrato consiste en que una de las partes paga el interés fijo
y la otra el interés variable (LIBOR). En el caso del Basis Swap, ambas
partes pagan un interés variable, estos intereses son distintos y estan referen-
ciados a una base, ([5] y [10]).

En el caso de los Swaps sobre divisas, lo que caracteriza a la primera mo-
dalidad es: dos partes firman un acuerdo con el cual deciden, en un primer
momento, proveerse reciprocamente de las diferentes divisas por un importe
equivalente. El importe esta determinado en una de las divisas y el tipo de
cambio efectivo al dia de la firma del acuerdo, que es utilizado para determi-
nar el importe correspondiente de la otra divisa. Una previsién de pagos tiene
el fin de asegurar el reembolso en cuanto los Swaps acaben con una transfe-
rencia inversa a la inicial de divisas. Estas previsiones conllevan el pago del
capital y de los intereses. Numerosas modalidades son entonces consideradas:
o el pago invertido del capital puede realizarse en una sola exhibiciéon al final
del Swap, o hacerse a plazos durante toda su duracion, algo que resulta ser
interesante cuando uno de los contrayentes financia su aportacién en divisas
con un préstamo estableciendo vencimientos particulares o el pago de los in-
tereses puede dar lugar a ingresos separados o ser objeto de compensacion
donde una parte paga solamente la diferencia entre el tipo de interés de la
divisa recibida y el tipo de la otra divisa. El tipo de cambio entre las dos
divisas para los pagos de reembolso se queda durante todo el periodo del
acuerdo al tipo inicial, es decir, al tipo de cambio constante en el dia de la
firma del acuerdo. La segunda subcategoria de estos Swaps la caracteriza el
hecho de que alguna de las partes desea cubrirse sobre la evolucién de una
divisa, lo que interesa de este tipo de Swap de divisas es el pago del reembolso
y no la transferencia inicial. Por tltimo, en el Swap sin transferencia de ca-

pital, ninguna de las partes del contrato estd interesada en la disponibilidad
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inmediata del capital en la divisa extranjera puesto que tienen el objetivo
financiero de cubrirse sobre esa moneda o hacer arbitraje, [10]

El uso de estos instrumentos se basa en la ventaja comparativa, la cual tiene
relacién con la calificacion crediticia en un mercado, ya sea estandarizado u
OTC de cada una de la partes interesadas en contratar un Swap. La califi-
cacion crediticia es la evaluacién del riesgo de crédito de un posible deudor
(individuo, empresa, gobierno, etc.), esto es, la capacidad de pago de ese po-
sible deudor y si serd moroso o no, ([7] y [10]). Las instituciones que realizan
estas evaluaciones son Moody’s, S & P, y Fitch.

A continucién se enuncia la escala de calificacién global de largo plazo.

Aaa Las obligaciones con calificacion Aaa se consideran de la mas alta cali-

dad y estan sujetas al riesgo crediticio minimo.

Aa Las obligaciones con calificacion Aa se consideran de alta calidad y estan

sujetas a un riesgo crediticio muy bajo.

A Las obligaciones con calificacién A se consideran de grado intermedio-alto

y estan sujetas a un riesgo crediticio bajo.

Baa Las obligaciones con calificaciéon Baa se consideran de grado intermedio
y estan sujetas a un riesgo crediticio moderado, por lo que pueden

presentar ciertas caracteristicas especulativas.

Ba Las obligaciones con calificacién Ba se consideran especulativas y estan

sujetas a un riesgo crediticio considerable.

B Las obligaciones con calificacion B se consideran especulativas y estan

sujetas a un riesgo crediticio alto.

Caa Las obligaciones con calificacion Caa se consideran especulativas con

mala reputacion y estan sujetas a un riesgo crediticio muy alto.
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Ca Las obligaciones con calificacion Ca son altamente especulativas y es
probable que estén en incumplimiento o a punto de estarlo, con cierta

perspectiva de recuperacion de capital e intereses.

C Las obligaciones con calificacién C presentan la calificacion més baja y
suelen estar en incumplimiento, con poca perspectiva de recuperacién

de capital e intereses.

En resumen, dependiendo del tipo de deudor que sea se le asigna el tipo de in-
terés que pagara por un préstamo, es decir, si el deudor paga sus obligaciones

a tiempo, el tipo serd bajo y viceversa.

Ejemplo 2.4. En la bolsa mexicana de Valores se ofrecen Swaps sobre tipos

de interés fijo y variable:

» Futuro del Maiz Amarillo (Maiz Amarillo calidad US#2.).

Tamano del contrato. $100,000.00 M.N. (Cien mil pesos M.N.).

Periodo del contrato. No habrd series por contratos de Swap. Nime-

ro de cupones a 28 dias.
Clave de pizarra. # Cupones x 1: 130 x 1.

Unidad de cotizacién. La Tasa de Interés Nominal Fija expresada

en puntos porcentuales con cuatro decimales.
Fluctuaciéon minima. 0.0025 de la tasa anual (1/4 Punto Base).

Fluctuacién maxima No habrd fluctuacion mazxima de la Tasa du-

rante una misma sesion de remate.

Horario de negociaciéon. 7:30 a 14:00 horas tiempo de la Cd. de

Mézxico.

Ultimo dia de negociacién y vencimiento. FEl dia en que se de-

termine la Tasa Variable con la que se hard el intercambio de
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flujos de dinero de la tultima Fecha de Liquidacion Periodica que
tenga el Contrato de Swap de TIIE.

Liquidacion al vencimiento. FEl dia habil siguiente después de la fe-

cha de vencimiento.

Los fines principales de los derivados son, realizar ciertas operaciones de
especulacion, cobertura o arbitraje .
Estos tipos de contratos conllevan un riesgo de crédito, puesto que en caso
de que alguna de las partes no cumpla con lo acordado, y el mercado OTC
al no ser regulado, no hay alguna instituciéon que obligue a pagar o vender a

la parte que incumplid, tendria que ser por la via legal.
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Capitulo 3

Valuacién de Algunos

Derivados

En el presente capitulo se estudian y analizan los métodos para valuar
Swaps y Opciones, posteriormente se muestra que modelo es empleado para

valuar una Opcién, llamese call o put (Europea).

3.1. Valuacion de Swaps

Uno de los aspectos importantes en la valuacién de derivados, y en par-
ticular de un Swap es determinar el valor justo o adecuado de este derivado,
para esto, hay dos métodos para encontrar el valor de cada tipo de Swap en

un tiempo distinto de cero, [10].

3.1.1. Valuacién de Swaps Sobre Tipos de Interés

Un activo financiero importante en el mercado monetario son los bonos,
los cuales son instrumentos de deuda que se emiten tanto en el sector publico
como en el privado, con el fin de captar recursos a corto plazo a cambio de

un pago periédico de un interés y la amortizacién del capital, [10].

35
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El més simple de este tipo de activo es un bono cupén cero (Zero-coupon
bond), el cual implica un unico pago. En este bono, emitido por una entidad
(gobierno, banco o compania), la emisora se compromete a entregar el bono
por una cantidad F, conocida como wvalor nominal, en un tiempo especifico
T, que es la fecha de vencimiento. Comtunmente, la vida 1til de un bono de
cupén cero es de hasta un ano, siendo el valor nominal una cifra redonda.
Podria decirse que el comprador del bono esta prestando dinero a la parte
emisora del bono.

Dado un tipo de interés r, con vencimiento a 1 ano, el valor presente de dicho
bono es

V(0)=F(1+r)"

r=———1 (3.1)

Usualmente un bono se vende en algin tiempo 0 <t < T', el precio del bono
en el momento ¢ es B(t,T'), ([2] y [10]).

Como el precio del bono ya estd determinado por el mercado, lo que interesa
es hallar su tipo de interés. Entonces, al relacionar el precio del bono con
el valor de una inversién, es decir, V(t) = B(t,T) y V(T) = 1. La tasa de

composicion anual cumple lo siguiente
B(t,T) = (1+7r)" """,

Para el caso de la composicion periddica, con frecuencia m, se necesita resol-

ver la siguiente ecuacion
—m(T—t)
B(t,T) = (1+ ) .

m

En el caso de la composicion continua hay que resolver la siguiente ecuacion
B(t,T) = e 7T,

Esto muestra que la tasa no depende del tipo de composicién, y ademas,
B(0,T) es el factor de descuento y B(0,T)~! el de crecimiento para los dife-

rentes métodos de composicién.
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Ya se ha visto como son los bonos cupén-zero, pero hay otro tipo de bonos,
los cuales hacen el compromiso de entregar una secuencia de pagos, se lla-
man cupones (coupon bonds), y los pagos de estos se realizan anualmente,
semestralmente o trimestralmente. Estos pagos consisten en el valor nominal
del bono en la fecha de vencimiento, [2].

El valor presente de un bono con cupén cuyo valor nominal es F', fecha de
vencimiento 7', valor del cupén C' que se paga anualmente y la tasa de com-

posicion continua r, esta dado como
V(0)=Ce "+ Ce > +Ce™ 4. 4 Ce TV L (F+C)e ™. (3.2)
El valor del bono en un tiempo t, con T' > t > 0, esta dado por
V(t)=Ce " +Ce +Ce ™ 4. 4 Ce (@D (B4 O)e~ T (3.3)

El cupén se puede expresar como una fraccion del valor nominal, esto es

C =iF, donde i es llamada la tasa del cupdn, [2].

Proposicion 3.1. Siempre que se pagan cupones anualmente, la tasa del
cupon es iqual a la tasa de una composicion anual st y solo si, el precio del
bono es igual a su valor nominal. En este caso se dice que el bono se vende

a la par.

Demostracion. =] En efecto, sea r = ¢, un bono con valor nominal F'y fecha

de vencimiento T" = n, entonces el precio del bono es

C C F+C

[ TR R s i

rF rF rF F(1+r)

I TR R G e Sy R
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rkF rF rF F

B O EA R s T I (s T

_rF N rF - rF +F(l—i—r)
1+7r  (147r)? (1+r)2  (14r)t
rl rkF rl F

I (s R R T s
rF rF rF F(1+4r)

1—|—T+(1—|—7’)2+”.+ (1—|—T)”—3+(1+7’)"—2

_rF o F(1+7r)

1+7r + (1+47r)?
Ver [2]. O

Observe que un Swap es un intercambio de flujos de efectivo. En el caso de
un Swap de tipo de interés, serd intercambio de un tipo fijo por uno variable
o intercambios de tipos variables. Es por ello que el valor del Swap se define

como la diferencia entre los valores de dos bonos. Sean
Byiy: Valor del bono a tipo fijo subyacente al Swap.
By Valor del bono a tipo variable subyacente al Swap.

El valor del Swap en caso de que se recibiera el tipo variable y se pagara el
tipo fijo es
VSwap = Bfl - sz:c (34)

En el caso en que se esté recibiendo el tipo fijo y pagando variable, By y

Byi, se calculan de manera idéntica y el valor del Swap es
VSwap - szm - Bfl- (35)

Ver [10].
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Valuacién en Términos de Bonos

La ecuacién (3.4) se usa para valuar el Swap en un tiempo distinto a su

inicio. Para ver como se usa esta ecuacion se definen:
t;: Tiempo hasta que se intercambia el pago i-ésimo con 1 <1 < n.
L: Capital nocional en el acuerdo de Swap.

r;: Tipos LIBOR (London Interbank Oferred Rate) que es un tipo de
interés interbancario variable, el cual se publica en 7 vencimientos y en

5 divisas diferentes cupén-cero correspondientes al vencimiento t;.
k: Pago fijo realizado en cada fecha de pago.

La forma de valuar el bono a tipo fijo, By, es la siguiente:
Si k son los flujos de efectivo generados por el bono en el momento ¢; con
1 <i<ny Les el flujo de efectivo generado por el bono en el momento ¢,
de forma que .

Bpig = » ke "' 4 Le ", (3.6)

i=1

En el caso del bono de interés variable es similar. Pero después de la fecha
de pago del bono, es exactamente igual a un bono sobre un tipo de interés
variable de nueva creacion.
Se deduce que By = L inmediatamente después del pago. Entre las fechas
de pago podemos utilizar el hecho de que By; igualard a L inmediatamente
después de la siguiente fecha de pago. Pero justo antes de la préxima fecha de
pago By = L+ k*, donde k™ es el pago de interés variable que serd realizado
en la siguiente fecha de pago.

El valor del bono variable al dia de hoy es
By = (L+Fk)e ™", (3.7)

donde r* es la tasa de vencimiento en el tiempo t*.
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Valuacién en Términos de Contratos a Plazo

Recordar que un contrato a plazo es un derivado, asi que se puede tomar
a un tipo de interés suscrito a un capital nocional como su activo subyacente,
cuyo fin es fijar ese interés, este tipo de acuerdo se conoce como FRA (For-
ward Rate Agreement), ([3] y [10]).
Esto muestra que un Swap de tipo de interés no es otra cosa que una cartera
de FRA. Suponiendo que se realizan los tipos de interés a plazo, un FRA

puede valorarse de la siguiente manera

1. Calcular los tipos a plazo para cada uno de los tipos LIBOR que de-

terminaran los flujos de efectivo del Swap.

2. Calcular los flujos de efectivo del Swap bajo el supuesto de que los tipos

LIBOR igualaran a los tipos a plazo.
3. Fijar el valor del Swap igual al valor presente de estos flujos de efectivo.

La tasa fija en un Swap sobre tipo de interés se selecciona de tal forma que
el Swap tiene un valor inicial nulo. Esto significa que la suma de los valores
de los contratos FRA subyacentes al Swap en ese momento es cero, esto no
significa que el valor de cada contrato FRA sea cero. Algunos tendran valores

positivos mientras otros los tendran negativos, [10].

3.1.2. Valuacién de Swaps Sobre Divisas
Valuacién en Términos de Bonos

Un Swap sobre divisas puede descomponerse en una posicién en dos bonos
de manera similar a un Swap sobre tipo de interés. Si V), €s el valor de un

Swap, donde se recibe una moneda y se paga en otra moneda,

Vszap - BD - S()BF, (38)
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donde Bp es el precio, medido en la moneda extranjera, del bono en divisas
subyacente al Swap, Bp es el valor del bono en moneda doméstica o moneda
nacional subyacente al Swap, y Sy es el tipo de cambio al contado (expresado
como el nimero de unidades de la moneda doméstica por unidad de moneda
extranjera).

Por tanto, el valor del Swap puede obtenerse a partir de los tipos LIBOR en
las dos monedas, de las estructuras temporales de los tipos de interés en las
monedas doméstica y extranjera, y el tipo de cambio al contado, [10].

De forma similar, el valor del Swap cuando se recibe en moneda extranjera

y se paga en moneda doméstica esta dada por

Vswap = SoBr — Bp. (3.9)

Valuacién en Términos de Contratos a Plazo

Una descomposicion alternativa del Swap sobre divisas, es a través de una
serie de contratos a plazo, ademas, ese tipo de contratos pueden valorarse
suponiendo que el precio de plazo del activo subyacente es conocido. Esto
proporciona una via para valorar los contratos a plazo subyacentes de un
Swap sobre divisas.

Cuando se negocia por primera vez, el Swap vale cero. Si el valor de los
dos capitales es exactamente el mismo usando el tipo de cambio al inicio
del Swap, el valor del Swap también es cero inmediatamente después del
intercambio inicial del principal. Esto no significa que uno de los contratos
a plazo subyacentes al Swap valga cero. Ademas, cuando los tipos de interés
en las dos divisas son significativamente distintos, el que paga en divisas
de bajo tipo de interés estd en una posicién donde los contratos a plazo
que corresponden a los primeros flujos de efectivo tienen valor positivo y los
contratos a plazo correspondientes al intercambio final de principales tienen
un valor esperado negativo. El que paga en la divisa de tipo de interés mas

alto esta en la posicién opuesta, es decir, los primeros intercambios de flujos
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de efectivo tienen valores negativos y los intercambios finales tienen un valor

esperado positivo, [10].

3.2. Valuacién de Opciones
Para saber cuanto vale una Opcion, hay que considerar los siguientes
factores que afectan su precio:

1. El precio actual de una accion, Sy.

2. El precio de ejercicio, X.

3. El tiempo de vencimiento, T'.

4. La volatilidad del precio de la accién, o.
5. El tipo de interés libre de riesgo, 7.

6. Los dividendos (los cuales son pagos en efectivo que provienen de una
parte de las ganancias realizados al propietario de una accién) esperados

durante la vida de la opcién.

El precio de una Opcién Europea de Compra, denotada por C', es
C =max(S(T) — X,0). (3.10)

La ecuacién (3.10) es resultado del siguiente razonamiento. En la fecha del
vencimiento de la opcién, si S(T) > X (donde S(7T') es el precio de la accién
en el vencimiento 7'), entonces el propietario de una Opcién Europea de
Compra puede comprar el activo por el precio X y venderlo en el mercado
por el precio S(T'), ganando una cantidad S(7T") — X. El otro caso es, cuando
X > S(T), entonces el propietario de la Opcién no gana nada, ya que es
mejor comprar el activo por el precio S(T) que ejercer la Opcion.

El precio de una Opcién Europea de Venta, denotada por P, es

P = méx(X — S(T),0). (3.11)
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Para la ecuacién (3.11), se plantea lo siguiente. En la fecha del vencimiento
de la Opcidn, si X > S(T'), entonces el propietario de una Opcién Europea de
Venta puede comprar en el mercado el activo por el precio S(T') y ejercer la
Opcién vendiendo el activo por el precio X, ganando una cantidad X — S(7').
El otro caso es, cuando S(T') > X, entonces el propietario de la Opcién no
puede hacer nada, pues si este decidiera ejercer la Opcién obtendria una
pérdida igual a S(T") — X, [10].

3.2.1. Paridad Put-Call

La paridad Put-Call es un argumento para explicar la relacién que hay
entre el valor C' de una Opcién de compra y el valor P de una Opcién de
Venta Europea, ambas Opciones tienen un precio de ejercicio F con fecha de

vencimiento 7. Se consideran dos portafolios:

74: Una Opcién de Compra més una cantidad Ee™ de dinero (invertido en

el banco).
mp: Una Opcién de Venta mas una accion.
En la fecha de vencimiento, el valor del portafolio m4 es el
max(S(T) — E,0) + E,

que resulta ser el

méx(S(T), E),

mientras que el portafolio 7p tiene el valor max(E—S(T),0)+S5(T), es decir,
este portafolio vale max(S(7), F). Esto, muestra que estos dos portafolios
siempre tienen el mismo pago, entonces, estos deben tener el mismo valor en

el tiempo cero, asi que

C+Ee ™ =P+8. (3.12)



44 Valuacion de Algunos Derivados

Esta relacién, que conecta los valores de las Opciones de Compra y de Venta,
se conoce como ecuacion fundamental de las Opciones Europeas (paridad put-
call), [10]. La ecuacién (3.12) permite tener un procedimiento para valuar una
Opcién de Compra Europea y a partir de esto, obtener el valor de la Opcién

de Venta, y viceversa.

3.2.2. Modelo Binomial

Un modelo para valuar las Opciones es el modelo binomial, este modelo
fue el primero para valuar Opciones, el cual fue propuesto por Cox-Ross-
Rubistein en el ano 1979. Es un método nimerico usado para las Opciones
de Compra y Venta. En este tipo de valuacion, se asume que el precio del
activo sigue un proceso binomial sobre intervalos de tiempo los cuales se

toman como periodos discretos, ([1] y [10]) .

Definicién 3.2. Una estrategia de portafolio de acciones y bonos es un vector
de la forma h(t) = (x(t),y(t)), dondet € {1,...,T} conT la fecha de venci-
miento de las inversiones del portafolio, x representa el nimero de acciones

ey el numero de bonos que se tienen en el portafolio. Ademds, x,y € Z, si

x,y >0, significa que se ha comprado x acciones o y bonos;
x,y <0, significa que se ha vendido x acciones oy bonos.

Definicién 3.3. El valor del precio del portafolio esta definido para un tiempo

t como

Vi(t) = x(t)S(t) + y(t)(1 +r) (3.13)

donde S(t) representa el precio de la accion en el tiempo t.

Definicién 3.4. Una estrategia de portafolio h se dice que es autofinanciable

si la siguiente condicion se mantiene para todo t € {1,...,T — 1}

2()SE) +y(t) (1 +71) = 2(t + 1)S(t) + y(t + 1).
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Definicién 3.5. Sea D(T') = f(S(T)) un reclamo contingente, el cual es una

variable aleatoria con S(T) el precio de la accion y f la funcidn de pago.

Definicién 3.6. Un reclamo contingente D se dice que es accesible si existe

un portafolio h autofinanciable tal que
Vi(T) = D.

En este caso se dice que h es un portafolio de cobertura o un portafolio

replicante. Si todos los reclamos pueden replicarse se dice que el mercado es
completo, ([1] y [2]).

Condicidén 3.7. Los rendimientos K(n) de un periodo sobre una accién son

variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales que

K(n) u, con probabilidad p;
n)=
d, con probabilidad 1-p,

en cada pertodo de tiempo n, donde —1 <d<u y0<p<1.

Esta condicién implica que el precio de la accién S(n) sube o baja por
el factor 1 +u o 1 4+ d en cada periodo de tiempo. Ademas, la desigualdad
—1 < d < u, garantiza que todos los precios de S(n) serdn positivos si S(0)
lo es.

Para describir la dindmica de los precios de las acciones S(n) en términos de
rendimientos, se hace el supuesto de que las acciones no pagan dividendos,
[2]. Entonces, el rendimiento K (n,m) sobre un intervalo [n,m] con n,m € N,
estd definido como la variable aleatoria

S(m) — 5(n)

K(n,m) = Sty

El rendimiento sobre un solo periodo de tiempo [n-1,n| sera denotado por
K(n) con n € N, esto es

S(n)—S(n—1)
S(n—1)

K(n)=K[n—-1,n] =
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K(n)S(n—1)=S(n)—-Snh—-1)
K(n)S(n—1)+S(n—1)=S5(n)
= (K(n)+1)S(n—1) = S(n)

S(n)

'.mzl—i—K(n).

Sea r el rendimiento sobre una inversion libre de riesgo en un solo periodo

de tiempo de longitud 7.

Condicion 3.8. FEl rendimiento r de un periodo sobre una inversion libre de

riesgo es lo mismo en cada periodo y
d<r<u.

Esta ultima condicién describe los movimientos de una accion en relacién

a los activos libres de riesgo, como los bonos o dinero en una cuenta de banco.

Ya que S(1)/S(0) = 1 + K(1), la condicién (3.7) implica que la variable

aleatoria S(1) puede tomar dos valores

(1) = S* = S(0)(1 +wu) con probabilidad p;
| $4=25(0)(14+d) con probabilidad 1 —p

que se ilustra en la Figura 3.1.
Para replicar el valor derivado general con pago f, hay que resolver el si-

guiente sistema de ecuaciones

{ 2(1)S* + y(1)(1 +7) = f(S"),
2(1)SY+y(1)(1+7r) = f(S9).

para (1) y y(1). Entonces, primero se determina el valor de x(1):

(DS +y(D)(1+7) = f(8")] = [2(1)S" + y(1)(1 +7) = f(5)
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= [2()S" +y(1)(1 + )] = [2(D)S* +y(1)(1 +7)] = F(S*) = f(59)
= [2(1)S" = 2(D)S] + [y(1)(1 +7) —y(1)(1 + )] = f(S*) = f(S)
= [2(1)(S" = 8] +0 = f(S*) — f(S)

oty = 181
all) = T

este valor, el de z(1), es la delta(A) de la opcién, esta A se define como

la tasa de cambio entre el precio de la opcion respecto al precio del activo

subyacente. Esto es,
108 ~ (5
(5v =59

Enseguida, se encuentra el valor de y(1)

r(1)S* +y() (1 + 1) = f(5")

= L5 a4 ) = £5°)
e F(S") = f(89)

= v+ =15 - mHa e —sOa 1 )

1) = DI — L+ (S)

: (u—d)(1+7)

donde y(1) es el valor de la posicién en el mercado.

(S(0)(1 +w))

$(0)

Figura 3.1: Arbol binomial para un periodo de tiempo.
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Ahora, se vera como es el método binomial para dos periodos. Entonces,

el precio de la accién S(2) tiene tres posibles valores:

S(0)(1 + u)? con probabilidad p?;
S(2) = = S(O)(l +u)(1+d) con probabilidad 2p(1 — p);
= S(0)(1 4 d)? con probabilidad (1 — p)2.

Esto puede ser més claro con la Figura 3.2, donde, S = S(0)(1 +u)(1 +d),

S(0)

Figura 3.2: Arbol binomial para dos periodos de tiempo.

el cual puede surgir de un moviento creciente del precio de S(0) y después un
movimiento decreciente, o de un movimiento decreciente del precio de S(0)

y posteriormente un movimiento creciente.

En general, en el tiempo n hay n + 1 posibles valores para S(n), esto es
S(n) = (1 +u)?(1+d)"75(0), con probabilidad (n)p’(l —p)"7 (3.14)
J

para j = 0,1,...,n, el cual se ilustra en la Figura 3.3.

El precio de la acciéon S(n) en el tiempo n es una variable aleatoria dis-

creta con n + 1 valores diferentes, y su distribucién esta dada por (3.14).
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un
P S
1-p
u (n-1)4
S u
p S
50 <.,
d ud(n_ 1)
S
p S
1-p
n
Sd

Figura 3.3: Arbol binomial para n periodos de tiempo.

El ntimero j de movimientos de precios al alza es una variable aleatoria
con una distribucion binomial. De manera semejante, el nimero n — j de mo-
vimientos de precios a la baja es una variable aleatoria con una distribucion

binomial, [2].

Por lo tanto, el proceso de precios sigue un modelo de arbol binomial. En
un arbol binomial con n periodos, €2 es el conjunto de todos los escenarios
posibles, esto es, el recorrido de los n-periodos se mueven hacia arriba o hacia

abajo, en cada periodo se tienen 2" elementos.

Entonces, el valor inicial del portafolio de réplica es x(1)S(0) + y(1). Por

la Definicién 3.6 se sigue que

D(0) = =(1)5(0) +y(1),
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que resulta ser igual a

_fE) = f(8) L+ d)f(S) — A+ u)f(SY)
B u—d (u—d)(1+r) ' (3.15)

3.2.3. Probabilidad Neutral al Riesgo

El valor esperado de los precios de las acciones E(S(n)), para n = 1, es

de la siguiente manera
E(5(1)) = pSO0)(1 +u) + (1 —p)S0)(1 +d)
SO) (1 +u)+ (1 —p)(1+d) =S50)(p+up+1—-p+d—pd)
S0)(pu+ (1 =p)d+1) = S(0)(1 + E(K(1))),
donde
E(K(1)) = pu+ (1 -p)d,
es el valor esperado del rendimiento de un periodo. Esto se puede generalizar

para cualquier n.

Proposiciéon 3.9. El valor esperado para los precios de las acciones para

n=20,1,2,... esta dado por
E(S(n)) = S(0)(1+ E(K(1)))".

Demostracion. Dado que los rendimientos K (1), K(2), ... son independientes
de acuerdo a la condicién (3.7), entonces, también lo son las variables 1 +
K(1),1+K(2),....
Resulta que
E(S5(n)) = E(S(0)(1 + K(1)(1+ K(2))--- (1 + K(n)))
=SO)EQ+K1)EQ+ K(2))--- E(1+ K(n))
SO)A + E(KM))(1+ E(K(2)))--- (1 + E(K(n)))

como las K'(n) son idénticamente distribuidas, por la condicién (3.7), tienen

la misma esperanza, esto es
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por lo tanto, tenemos que
E(S(n)) = S(0)(1+ E(K(1)))".
O]

Si el monto S(0) es la inversién libre de riesgo en el momento 0, creceria
hasta S(0)(1+7)™ después de n periodos de tiempo. Para comparar E(S(n))
y S(0)(1 + )™ s6lo basta con comparar F(K (1)) y r. Para ello se hace el

siguiente analisis:

Caso 1: Si F(K (1)) < r. Esta situacién no es atractiva para los inversio-
nistas ya que el rendimiento arriesgado es alto comparado con el valor

esperado del rendimiento.

Caso 2: Sir < E(K(1)). Por lo general, los inversores con aversion al riesgo,
requieren que se cumpla esta condicién, con el argumento de que deben

ser compensados con un mayor rendimiento por el riesgo asumido.

El caso de un mercado en el que se cumple EF(K (1)) = r se conoce como
riesgo neutral. Por conveniencia de notacion se usara p, que representa su
probabilidad y E, para su valor esperado correspondiente, entonces se debe

satisfacer la siguiente condicion
E(KQ))=pau+(1—p)d=r. (3.16)

Al tener el valor esperado neutral al riesgo (3.16) se puede obtener la proba-

lidad neutral al riesgo.

psut(l—p)d=r

=pu—d +d=r
r—d
u—d

=P, =

Asi, la probabilidad p, es la siguiente
r—d
u—d

Pe = (3.17)
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La condicién (3.16) implica que
pe(u—71)+ (1 =p)(d—r)=0.

Por (3.16) el valor esperado de S(n) con respecto a la probabilidad neutral

al riesgo p, es

E.(S(n)) =S0)(1+nr)", (3.18)

donde r = E,(K(1)).

Proposicién 3.10. Dado que el precio de las acciones S(n) es conocido en

el momento n, la esperanza condicional del riesgo neutral de S(n + 1) serd
E.(S(n+1)[S(n))=Sn)(1+r).

Demostracion. Supéngase que S(n) = x después de n periodos de tiempo.

Entonces
E.(S(n+1)|S(n) =2) =px(l+u)+ (1 —p)z(l +d),

ya que el precio de S(n+1) puede tomar dos valores: z(1+4u) con probabilidad
P« ¥ (1 + d) con probabilidad 1 — p,, ademds

pex(l+u) + (1 —po)x(l+d)

= P& + puxu + = + xd — p.x — pixd
=2(1+pau+ (1 — p)d)

=z(l+r).

Lo cual implica que

E.(S(n+1)|S(n))=z(1+7r)=SMn)(1+r).
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Si a la ecuacién de la Proposicién 3.10 se le divide entre (1 + )", se

obtiene el siguiente resultado

E.(S(n+1)[S(n)) Sn)(1+r)

(L+r)tt (14 r)nt!
S(n+1) B _n
= F, (W S(n)) —S(n)(1+r)

= B, (S(n+1)(L+7) "] Sn)) = Sn)1+7r)™"

= E. (S(n+1)| () = (),
este resultado es importante para el proceso de descuento de los precios de
las acciones, donde S(n) = S(n)(1+r)™™.
Se dard una definicién formal de martingala bajo la probabilidad p, neutral

al riesgo.

Definicién 3.11. Considere el modelo binomial para la valuacion de precios
de acciones. Sean Mm Ml, cee MN una sucesion de variables aleatorias, don-
de cada Mn depende de los primeros n periodos y Mo es constante. Dicha
sucesion de variables aleatorias es llamado un proceso estocdstico adaptado
a la filtracion §,.

1. Si
M, = E.(Mp1|M,), n=0,1,...,N — 1, (3.19)

se dice que este proceso es una martingala

2. 51

M, < BE,(Myp1|M,), n=0,1,...,N — 1,

se dice que el proceso es una submartingala.

3. Si
M, > E.(M,1|M,), n=0,1,...,N — 1,

se dice que el proceso es una supermartingala.
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Corolario 3.12. Paran =0,1,2, ...
E.(S(n+1)|S(n)) = S(n).
Demostracion. Ver [2]. O

Esto dice que los precios de las acciones con descuento S (n) forman una
martingala bajo la probabilidad neutral al riesgo p,. La probabilidad p, tam-

bién es referida como la probabilidad martingala, [2].

Este tultimo resultado muestra que el proceso de descuento del precio de

las acciones (1 + r)~™S(n) sea una martingala.

Teorema 3.13. El valor esperado del pago descontado calculado con respecto
a la probabilidad neutral al riesgo es igual al valor presente de la reclamacion

contingente,

D(0) = E.((147)" f(S(1))). (3.20)
Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata de (3.2.2)

f(5*) = f(87) A+ d)f(S") — (L +u)f(S)
bi0) = u—d a (u—d)(1+r)

- | (=) s+ (2=5) 1)

_ ﬁ@* F(S") + (1= p.) F(SY)
1

= (B((S(1))

= E.((1+7)7 f(S(1))).

]

Nétese que D(T') = f(S(T')), entonces, D(1) tiene dos posibles valores

1 1

_[p*f(suu) + (1 _p*)f(SUd>]7

1+ r 1—+T[p*f(5d") + (1= p) F(S),
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que son resultado de la réplica del modelo binomial en un periodo.

Para ello, se toma el siguiente sistema de ecuaciones

{ 2(1)8™ +y(1)(1 +r) = f(S™),
2(1)S" + y(1)(1 +7) = f(SU9).

donde S** representa el precio de la accién cuando este subié los 2 primeros
periodos y S"es el precio de la accién cuando esta subié en el primer periodo
y bajo en el segundo, ([1],[2] vy [16]).

Se procede de manera semejante al calcular D(0), entonces se calcula el valor
de z(1)

[2(D)S™ +y(1)(L+7) = f(5™)] = [2(1)S" + y(1) (1 +7) = f(5")]
= [e()S™ = 2()S"] + [y(1) (1 + ) = y(1)(1 +7)] = f(5™) = F(5*)

f(se) — £(5™)

coa(l) =
Enseguida se calcula el valor de y(1)
2(1)S™ +y()(A +7) = F(5™)

f(5™) — f(8*)

- (Su“ — Sud) (SUU) + y<1>(1 + r) — f(Suu)
. . _(1+d)f(5uu) . (1+u)f(5’ud)
Soy(l) = e |

Como se esta haciendo una réplica de D(0) para obtener D(1), se toma como

valor inicial a

D(1) = x(1)5(1) +y(1).

Hay dos casos:
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Suu
Su

Sud

Figura 3.4: Parte del drbol binomial cuando S(0) sube.

Caso 1: cuando sube el precio de la accién. Si S(1) = S(0)(1 + u), se
procede a calcular D(1)

D(1) = z(1)5(1) +y(1)

(S — Gud) (u—d)(1+7)
[ e (22

- 1—ir(p*f(5““) + (1 —p.) f(5")).

Caso 2: cuando baja el precio de la accién Si S(1) = S(0)(1 + d), se

procede a calcular D(1)

Sdu

de

Figura 3.5: Parte del drbol binomial cuando S(0) baja.



3.2 Valuacién de Opciones 57

D(1) = 2(1)S(1) +y(1)
N ICEPICE) I+ d)f(S™) = (1 +u) f(S™)
= (g gay 2O1+d) (i —d)(1+7)

=i | (=8) s+ (5= 1)

_ 1_ir<p* FOS™) + (1= p.) f(5%)).

De lo anterior se concluye que
D(1) = T [pf(SM)(1 +w) + (1= p) ((S)(1+ D)
=9(5(1)),

donde g(z) = 1 [p.f(2(1+w) + (1 — p.) f(z(1 + )]
Por tanto, para D(0) se tiene que
1

D(0) = 7 [p-9(S(0)(A +u)) + (1 = p)g(SO)A + d))].

Se sigue que

D(0) = ﬁ[p*g(su) + (1= p)g(5h)
= ﬁbﬁf (S™) + 2p.(1 = pa) F(S") + (1 — p.)? F(S™)].

Esto prueba el siguiente teorema.

Teorema 3.14. El valor esperado del pago descontado calculado respecto a

la probabilidad neutral al riesgo es igual al valor presente del contingente
D(0) = E.((L+1)7*f(5(2))).

Para generalizar lo anterior se analiza lo siguiente

D(2) = =[P S+ ) + (1= p)S(SR)1+ )
= (5(2),
(1) = =g+ ) + (1= p)g(S(1)(1 + )
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donde
(@) = T lp (a1 ) + (1= p) f(a(1 + )
M) = = lpegle1 + ) + (1 = p)g(a(1 + D).

D(2) = T [pf(5") + (1 = p) f(5)
= 4(5(2)

D(1) = T lpog(SM)(1 +w) + (1= p.)g(S)(1L+ )]
= H(S(1)

D(0) = T [ph(SO)(1 + 1) + (1 = p)(SO)(1 + )

donde
90) = T lpe S0+ 0) + (1= p) (a1 + ),

(@) = T lpeglall+ ) + (1 = p)gla(1 + )],

de lo anterior se sigue

[ h(SY) + (1= p )RS

1
(1+7r)?

(1 _:T)3 [p2 F(S™) 4 3p2(1 — p,) f(S™4)

+3pu(1 = p) (S + (1= p)  F(S™)].

D(0) =

[p2g(S™) + 2p.(1 = po)g(S™) + (1 = p.)?g(S™)]

Siguiendo con este procedimiento, se tiene que

D)= (g 3o (3 JoH = SO0 0t . 621
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Teorema 3.15. El valor de un derivado europeo con pago f(S(N)) en el
N—ésimo periodo de tiempo empleando el modelo binomial es la esperanza

del pago descontado bajo la probabilidad neutral al riesgo
D(0) = E, (L + )N F(S(N))). (3.22)
Demostracion. Para su prueba se recomienda ver [2]. O

Observacion 3.16. No es necesario conocer el valor real de la probabili-
dad p para calcular D(0). Esta propiedad notable del precio de la opcidn es
importante en la prdctica, como el valor de p puede ser dificil de estimar
del mercado. En cambio, la formula D(0) tiene p., la probabilidad neutral al

riesgo, la cual no tiene nada en comun con p, pero es sencillo calcularla a
partir de (3.17).

Una manera de obtener las variables u y d se ilustra con el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.17. Supongase que los precios de las acciones siguen un drbol
binomial, los posibles valores de S(2) son $121, $110 y $100. Encontrar u y
d cuando S(0) = $100.

Sol. Para hallar los valores u y d hay que resolver las siguientes ecuaciones:

S(0)(1 4 u)* = 121,
S(0)(1 + d)* = 100,

se consideran las soluciones que satisfacen 1 +u > 0y 1+ d > 0, asi, los

valores de v y d quedan de la siguiente manera

o
YN0 T
1
d= /200 1y

10

(e}
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3.2.4. Foérmula Cox-Ross-Rubistein

El pago para una Opcién de Compra con precio de ejercicio X, satisface
que f(z) =0 para x < X, la cual reduce el niimero de términos en (3.22).

La suma inicia con el minimo m tal que
SO)(1+u)™(1+d)V™™ > X.

Por tanto, el precio de una Opciéon de Compra Europea, esta dado por

C0)=1+r)" Z ( )p* (1=p)N*(SO)(1+u)f1+ )V * - X).
Esto se puede escribir como
C(0) = z(1)5(0) +y(1),

relacionando el precio de la Opcién con el portafolio de réplica inicial (1),
y(1), donde

#(1) = (1+7) NZ( Y= p Rt

y(1) = —X(1+7) NZ( ) —p)V R

La expresion para x(1) puede reescribirse como

(1) = é (JX) (p*%)k <(1 —p*)%)Nk = i (]kv) ¢F(1—g)V ",

k=m
donde,
1+u

*
147
Estos resultados importantes se resumen en el siguiente teorema, en el cual

q=7p

®(m, N, p) denota la funcién de distribucién acumulada con N ensayos y

probabilidad p de éxito en cada ensayo, [2]

m

®(m, N,p) = _ (]z)p’“(l -

k=0
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Teorema 3.18. En el modelo binomial, el precio de una Opcion de Compra
o de Venta europea con precio de ejercicio X, puede ser ejercida después de

N periodos de tiempo, estd dada por

C(0)=S(0)[1 —®(m—1,N,q)] — (1+7)¥X[1 - ®(m —1,N,p.)],
P(0) = =S(0)[®(m — 1, N,q)] + (1 + )"V X[®(m — 1, N, p.)].

El portafolio de réplica inicial (1), y(1) estd dado por

Opcién x(1) y(1)
Compra | 1 = ®(m —1,N,q) | —(1+7r)"VX[1 — ®(m — 1, N, p.)]
Venta d(m —1,N,q) (1+7r)"¥X[®(m —1,N,p,)]

3.2.5. Foérmula de Black-Scholes

A partir del modelo binomial se pretende llegar al modelo de Black-

Scholes. Se considera una secuencia de modelos de arboles binomiales con
1
N
de que los precios de ir a la alza o a la baja son equiprobables, esto es, tienen

periodos de tiempo 7 = cuando N — o0, en la cual se hace el supuesto

probabilidad de % de ocurrir en cada periodo de tiempo [2].

Definicién 3.19. El rendimiento logaritmico del precio de acciones sobre un

intervalo de tiempo [n,m] es una variable aleatoria

S(m)
k(n,m) =1 )
El rendimiento logaritmico de un periodo de tiempo serd denotado por k(n),
esto es,
5(n)
(1) = k(0 — 1n) = ln g s,
asi que,

S(n) = S(n — 1)ek™. (3.23)
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En este contexto se usa el rendimiento logaritmico dado de la siguiente

manera, sea K (n) como en la Condicién 3.7

In(1+4w), con probabilidad 1
k(n) =In(l+ K(n)) =

In(1+4d), con probabilidad 1.
En lugar de la tasa de rendimiento libre de riesgo para un periodo de tiempo,
se usa la tasa r de composicion continua, asi que el rendimiento sobre un
periodo de tiempo de longitud 7 serd e™"
Sean m la esperanza y o la desviaciéon estandar del rendimiento logaritmico
k(1) 4+ k(2) + - -+ 4+ k(N) sobre el intervalo de tiempo unitario [0, 1], consis-
tente de N periodos de tiempo de longitud 7. Los rendimientos logaritmicos
k(1),k(2),...,k(N) son independientes e idénticamente distribuidos, como
lo son los rendimientos K (1), K(2),..., K(N). Se sigue que

E(k(1) +k(2) + -+ k(N))
E(k(1)) + E(k(2)) + -+ E(k(N)) = NE(k(n)),
=Var(k(1)+k(2)+--- + k(N))
=Var(k(1))+ Var(k(2))+--- + Var(k(N)) = NVar(k(n))
paracadan=1,2,--- , N.

Entonces, su valor esperado es

y su desviacién estandar es

VVar(k \/7—0\/»—0\/_

asi, los posibles valores de cada k(n) deben ser

In(1+u) = m7 + o/7;

(3.24)
In(1+d) = mr — o\/7.
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Se introduce una sucesién de variables alatorias independientes £(n), con dos
posibles valores
++/7, con probabilidad £;
§(n) =
—+/T, con probabilidad 3.

El rendimiento logaritmico se puede escribir como
k(n) = mt + o&(n).

Definicién 3.20. Sea { X, },>0 una sucesion de variables aleatorias indepen-

dientes e idénticamente distribuidas con una distribucion comun dada por

La sucesion {Sy}n>0 , donde

SnZSO—an:Xn

=1

es llamada caminata aleatoria simple. En general, Sy puede ser constante o

una variable aleatoria, se dice que la caminata inicia en Sy. St p=q = % es

llamada caminata aleatoria simple simétrica.

Enseguida, se introduce una sucesién de variables aleatorias w(n), la cual

es una caminata aleatoria simétrica, tal que
w(n) =¢§(1) +&£(2) + -+ &(n),

y w(0) = 0.
Noétese que &(n) = w(n) —w(n — 1).

De ahora en adelante, se usa la notacién S(t) y w(t) en lugar de S(n) y

w(n) parat =7n, donden =1,2,....
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Proposicion 3.21. FEl precio de la accion en el tiempo t = tn estd dado por
S(t) = S(0) exp(mt + ocw(t)). (3.25)
Demostracion. Se emplea (3.23), y asi

S(t) = S(nt) = S((n — 1)7)ek™ = S(nr — 7)ek™
= S([(n — 1) = 1]7)ebMekr=1) = §(n7 — 27) k=)
— S(@)ek(1)+~-~+k(n)

(0) (m740€(1))++(m7+0€(n))

S(0)e
S(Q)emn’r+0(f(1)+"'+§(”))
S(O)emt—l-aw(t) )

Note que
2

S S A A
¢ _Zon!_1+$+2!+

Pero para el caso de tiempo continuo solo se empleara la aproximacion

x 1 2
e %1—|—x—|—§x,

W

donde no se consideran los demés términos de la suma por ser “0” pequenas,
es decir, sean f(n) = 2"y g(n) =n! con n > 3 donde f(n)/g(n) — 0 cuando
n — oo, y debido a que los términos k(n) = m7 + g&(n) son pequenos por

T=5 con N — oo, asi, se obtiene

S(nt+71)

1
— k(n+1) ~1 1 - 1 2'
S0 e + k(n + )+2(k(n+ )

Luego, se calcula

k(n+1)* = (m7+o&(n+1))* =01+ ...,
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los puntos indican todos los términos con potencias de 7 superiores a 1, que

se desprecian por ser “0” pequenas para T = N cuando N — oo. Se sigue

S(nt+ 1)

1
() ~1+mr+of(n+1)+ 5027'

1
=1+ (m+§02)7+0§(n+1),

entonces
S +7) = (u) + (1 + 30°) 75(0u7) + o0+ 1) 07)
y, asi

S(nt +71) — S(nt) ~ <m + %02> S(nt)T +oS(nT)é(n + 1).

Dado que {(n+1) = w(n7T+7) —w(nT), se obtiene una ecuacién aproximada
que describe la dinamica de los precios de las acciones

S(t+71)—S(t) ~ (m + %02) SHt)T+oSt) (wt+7)—w(t)) (3.26)

donde ¢t = n7. La solucién S(t) de esta ecuacién aproximada estd dada por

la ecuacion (3.25).

Para cualquier N = 1,2,..., se considera el modelo del arbol binomial con

periodos de tiempo de longitud 7 = % Sean Sy (t) los precios de las acciones

correspondientes y sea wy(t) la caminata aleatoria simétrica correspondien-
n

te con incrementos {n(t) = wn(t) — wy(t — +), donde ¢ = % es el tiempo

después de n periodos, [2].

Dado que son conocidos el valor esperado y la desviacién estandar de k(n),
se utiliza el Teorema Central del Limite ([15]) para obtener el limite cuando
N — oo de una caminata aleatoria wy(t). Para esto se tiene que

_ k(n) —pr
Z(”) - O'\/? )
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para cada n = 1,2,..., la cual es una sucesién de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas, donde cada variable tiene esperanza
0 y varianza 1. Por el Teorema Central del Limite, se obtiene que
2(1) +2(2) + ...+ 2(n)
NLD

en distribucién cuando n — oo, donde Z es una variable aleatoria con una

— Z

distribucién normal esténdar (media 0 y varianza 1), [15].

Dado que la caminata aleatoria wy sélo esta definida en tiempos discretos
1

N
multiplo de % mas cercano a t. Entonces, Nty es el entero para cada N, y

siendo multiplos del periodo 7 = se considera wy(ty), donde ty es el

asi 2(1)+Z(2)+...+2(NtN)‘

wn(tn) = Viy NE

Como N — o0, tenemos que ty — ty Nty — 00, asi que

wN (t N) — W(t)
en distribucién, donde W (t) = v/tZ. La 1tltima igualdad implica que W (t)
tiene una distribuciéon normal con media 0 y varianza t.
El limite W (t) es llamado proceso Weiner, [9].

Definicién 3.22. Un proceso Wiener W(t) es un proceso estocdstico con

t >0, el cual satisface las siguientes condiciones:
1. W(0)=0.

2. W(t) — W(s) tiene una distribucion normal con media 0 y varianza

(t —s) para s < t.

3. Wi(ty)=W(ty), W(ts)—W(ta),...,W(t,)—W(t,_1) son independientes
para ty <ty < 1y

4. W(t) es una funcidn continua para todo t.
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Una diferencia importante entre W (t) y wy(t) es que W(t) esta definida
para todo ¢ > 0, mientras que el tiempo en wy(t) es discreto, t = n/N para
n=0,1,2...

El proceso de los precios obtenido del limite de Sy (t) cuando N — oo serd de-
notado por S(t). Mientras Sy(t) satisface la ecuacién aproximada (3.26), con
las sustituciones apropiadas, a saber

SN <t+ ;7) — Sn(t) ~ <m+ ;02) SN@)% +0Sn(t) (wN (H— Jif) - wN(t)) ,

los precios de las acciones en un tiempo continuo S(t) satisfacen una ecuacién

de la forma
dS(t) = (m + %02> S(t)dt + o S(t)dW (t). (3.27)

Donde dS(t) = S(t +dt) — S(t) y dW (t) = W(t + dt) — W (t) son los incre-
mentos de S(t) y W (t) sobre intervalos de tiempo muy pequenos dt, [17] . La

ecuacion explicita para las soluciones también son similares,
Sy (t) = Sn(0) exp(mt + cwn(t)),
en el caso discreto, mientras que
S(t) = S(0) exp(mt + oW (t)),

en el caso continuo.

Ya que W (t) tiene una distribuciéon normal con media 0 y varianza t, se
sigue que In S(t) tiene una distribucién normal con media In S(0) + mt y va-
rianza o?t. De esto se puede decir que el proceso de los precios de las acciones
S(t) tiene una distribucién lognormal.

El nidmero o es llamada la volatilidad del precio S(t). Se considera una Op-
cién Europea sobre la accién con fecha de vencimiento Ty pago f(S(T)).
Se considera el Teorema (3.15), en el tiempo 0, el precio D(0) de la Opcién

debe ser igual a la esperanza del pago descontado e~ f(S(T)),

D(0) = E. (" F(S(T)) . (3.28)
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bajo la probabilidad neutral al riesgo P, que transforma al proceso de des-
cuento del precio de las acciones e "™ S(t) en una martingala, esto es andlogo

al caso discreto.

Ademas, una condicion necesaria es que el valor esperado de los precios

descontados de las acciones

e "S(t),

debe ser constante (es decir, independiente de t), como en el caso discreto,
ver (3.18).

Se procede a calcular el valor esperado usando la probabilidad de mercado
P. Dado que W(t) estd distribuida normalmente con media 0 y varianza t,

(1/'2 . .
tiene una densidad ﬁe‘f bajo la probalidad P. Como resultado,

E(eS(t)) = S(0)E (7 WHim=nt)

o0

1 o2
:S(U)/e”“mr)t—e%d:ﬂ
V2rt

—00

= S(0pen [ e gy

\ 27t \ 27t

2 P
Sim + % # 1, el valor esperado E(e " S(t)) = S(0)e™"+Z)* depende de t

y por ello S(t) no puede ser martingala bajo P.

Sin embargo, se puede realizar una modificacién respecto a P, en su lugar se
usa P, tal que V(t) = W(t) + (m — r + 302)t/o, donde W (¢)kl un proceso

22
de Wiener. Dado que, V() tiene densidad e~ 2¢ bajo la probalidad P,

21t
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es decir, que tiene distribucién normal con esperanza 0 y varianza t, [2], se

sigue que

E.(e7T5(1)) = S(0)E. (W O+m=))

*

T 1 (zfo't)2
= S(0 2t
) \/27Tt€ ‘
- S(O>’

de esta forma se elimina el factor exponencial en el valor esperado E, (e " S(t)) =
S(0) que es independiente de ¢, condicién necesaria para que el proceso de
los precios descontados e~"S(t) sea una martingala bajo P,.

Para mostrar que e "S(t) es en efecto una martingala bajo P, basta con

probar la siguiente condicion
E.(e7"S(t)|S(u)) = e ™S (u), (3.29)

para cualquier ¢ > u > 0, involucrando la esperanza condicional de e~"*S(¢)

dado S(u). Lo que indica (3.29) es que para cada a > 0
E (e7"5(t))Lsu)<a = Ex(e™™S (1) 1sw)<as (3.30)

donde 1g(,)<q es la variable aleatoria indicadora igual a 1 si S (u) <ay0si
S(u) > a.

Para verificar la anterior desigualdad, primero se toma un b tal que

1 1 t
S@k“m‘f%—ayV@—WWﬂ+(m—r+§ﬁ z
g

para cualquier ¢ > 0, el cual es un proceso de Wiener bajo P, en particu-

lar, V(u) estd normalmente distribuida bajo P, con media 0 y varianza w.
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Entonces

Como V/(t) es un proceso Wiener bajo P., las variables aleatorias V(u) y

V(t) — V(u) son independientes y distribuidas normalmente con media 0 y

112 22

. . . 1 2 2
varianza u y t — u, respectivamente, donde su densidad es ﬂe 20t-v) 2u,
7r

entonces
E.(eS(0)1s<a = SOE. (0741,

— S(0)E, ( ea(V(t)—V(u))-‘rUV(u)—%UQu1V(u)<b>

b 00
1 2 22
— S 0 G'y+0'2137%0'2t_ *m*ﬁd d
0 [ J /e e y| do
b 2 2
(y—o(t— u)) _ (z—ou)
e S 0 2(t—u) 2u d d
o | / e y| da
b
1 _@ow? ou>2

dz.

'] e

Por tanto, se cumple la igualdad (3.30).

Ahora se considera una Opcion de Compra Europea sobre una accién con
precio de ejercicio X y vencimiento en el tiempo T'. La ecuacién (3.28) para

el precio de una Opcién se convierte en

C(0) = E.(e7™(S(T) — X)™). (3.31)
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1 t
Como V(t) = W(t) + (m —r + 502)— para t > 0 es un proceso de Wiener
o

1, T
bajo P,, la variable aleatoria V(T') = W(T)+ (m—r+ 502)— tiene densidad
o

1 22
e 2T bajo la probalidad P, es decir, tiene distribucién normal con
V2T )

esperanza 0 y varianza T, [2]. Se procede a calcular la esperanza, lo cual

resulta
C(0) = E.(e7(S(T) — X))
+
— E* ((S(O)GUV(t)—éazT . Xe—rT) )
= / <S(O)e”_%"2T - Xe_rT> ! e_%dm
V27T
—doVT
5(0) 7 L%y — xeT 7 L2y
— € — € €
V2T Y V2T Y
“dx “ds
= S(0)N(dy) — Xe "' N(dy),
donde,
a0 - ln$ + (r+ %UQ)T g, — 111@ + (r— %UQ)T
oVT ’ oT ’
y

2 1 y

x 1 oo )
N(x):/\/—z_ﬂe‘zcly:/\/%e?dy,

es la funcién de distribucion normal.

Haber elegido al tiempo 0 para calcular el precio de la Opcién es arbitrario,
En general, se puede obtener para cualquier tiempo ¢t < T'. En cuyo caso el
tiempo restante antes de que se ejerza la Opcién sera T' — t. Sustituyendo ¢

para 0 y T'—t por T en la ecuaciéon anterior, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.23. El precio en el tiempo t de una Opcion de Compra Furo-

pea, con precio de ejercicio X y vencimiento en el tiempo T, donde t < T,
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estd dada por

C(t) = S(t)N(dy) — Xe " T=IN(dy), (3.32)
con
a0 — 111@ + (r+30°)(T — 1) g — ln@ + (r—10*)(T —t)

oI —t
Teorema 3.24. FEl precio en el tiempo t de una Opcion de Venta Furo-

pea, con precio de ejercicio X y vencimiento en el tiempo T, donde t < T,

estd dada por

P(t) = Xe "M N(dy) — S(t)N(dy) (3.33)
con
g — ln$ + (r+30°)(T — 1) g — ln@ + (r—10*)(T —t)

oV —t ’

Para detalles de esta prueba ver [2],[10] y [17].

oI —t



Capitulo 4
Swaption

Note que el activo subyacente de un derivado puede tener una naturaleza
financiera, es decir, que su valor dependera del valor de otro instrumento
financiero. Ahora, se presenta un ejemplo de este tipo de derivado: un Swap-

tion, ademads se estudia como se valua, [5].

Definicién 4.1. Un Swaption, es una Opcion para entrar en un determinado
tiempo futuro en un contrato de Swap de tipo de interés. Se pueden distinguir

dos tipos de Swaptions:

Receiver Swaption (Call Swaption). Esta Opcién da al poseedor el dere-
cho a recibir el tipo de interés fijo y pagar el tipo de interés variable en

un Swap.

Payer Swaption (Put Swaption). En este caso la Opcion da al poseedor el

derecho de pagar el tipo fijo y recibir el tipo variable en un Swap.

Las Opciones empleadas para formar un Swaption son las de tipo Euro-
peo, Bermuda o Multi-Europea, o Americana. Esto es que un Swaption se
puede ejercer en una fecha; la de vencimiento, en una secuencia de fechas
dentro de la vida de la Opcion hasta su fecha de vencimiento o en cualquier
momento dentro del periodo de tiempo de la vigencia de la Opcion.

Aqui solo se considera a los Swaptions de tipo Europeo.

73
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4.1. Valor de un Swaption en la Fecha de

Vencimiento

Primero se determina el valor de un Call Swaption. Para ello, se utiliza
la ecuacién (3.5), que se emplea para obtener el valor de un Swap de tipo de
interés donde se recibe el tipo fijo y se paga el tipo variable, asi, el valor del

Call Swaption Europeo es
max (sz:v - Bﬂ, 0) s (41)

donde By, y By son como en (3.6) y (3.7), respectivamente.
De la ecuacién (4.1), la Opcién se ejercera cuando By, > By, esta es una
manera andloga al valor de una Opcién respecto a la relacién que hay entre el

precio del activo en la fecha de vencimiento y el precio de ejercicio, ver (3.10).

Similarmente, para un Put Swaption Europeo, en el cual el poseedor del
Swaption tiene derecho a pagar el tipo fijo y recibir el tipo variable, su valor
es

méx (By; — Byiy, 0) . (4.2)

4.1.1. Paridad Para un Swaption

Anteriormente ya se ha visto como es la relacion entre el valor de una
Opcién de Compra y una Opcién de Venta Europea, conocida como la ecua-
cién fundamental para las opciones europeas, ver Seccién 3.2.1.

Para este tipo de opcion sigue siendo valida dicha ecuacion, por tanto

Caso 1 Suponga que By, > By,
Entonces, el méx (Byi, — By, 0) = Byip,—Bp y méx (By — Byip, 0) = 0,
por tanto, max (Bfm - Bfl, 0) — max (Bfl - Bfm;, 0) = Bfix - Bfl.
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Caso 2 Suponga que By > By,
Entonces, el max (Byi, — By,0) = 0y méx (By; — By, 0) = By—Byig,
por tanto, max (By, — By, 0) —méx (By — Byiz, 0) = —(Bp — Byiz) =
Byiw — By

La ecuacién (4.3) quiere decir que en la fecha de vencimiento el valor del Call
Swaption menos el valor del Put Swaption es igual al valor actual del tipo
fijo recibido del Swap subyacente, [5].

Dado que los pagos de estas posiciones se mantienen iguales que en la fecha

de vencimiento, el valor actual de dichas posiciones son iguales a

Valor de la posicion receiver — Valor de la posicién payer

= Valor actual de tipo fijo recibido del Swap subyacente de inicio directo.
(4.4)

La ecuacion (4.4) se conoce como paridad swaption.

4.2. El Modelo de Black

El modelo de Black es una extensién del modelo Black-Scholes, este mo-
delo es una herramienta popular para valuar Opciones Europeas en términos
de precios de contratos a plazo (forwards) cuando el tipo de interés es cons-
tante. Ademas, el supuesto principal es que el precio del contrato a plazo

tiene distribucién lognormal (éste también es un supuesto para el Modelo de
Black-Scholes).

Se considera una Opcion Europea de Compra sobre una variable V' y se

definen las siguientes variables:
T: Tiempo para el vencimiento de la Opcidn.

F': Precio del contrato a plazo de V con vencimiento en el momento 7.
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Fy: Valor de F en el momento 0.

Fr: Valor de F en el momento 7.

X: Precio de ejercicio de la Opcion.

r: Tipo de interés hasta el vencimiento 7.
o: Volatilidad de F'.

Vr: Valor de V' en el momento T.

La Opcién pagard méax(Vy — X,0) en el momento 7. Como Fr = Vi, se
puede ver a la Opcién como si pagase el max(Fr — X,0) en el momento 7.
El precio de la Opciéon Europea de Compra, C' y el precio de la Opcién

Europea de Venta, P vienen dadas por las ecuaciones siguientes:

C = e "[FRN(dy) — XN(dy)] (4.5)
P = ¢ "T[XN(=dy) = FyN(=dy)] (4.6)
donde
4 - In(Fy/X) + o°T/2
oVT
4 — In(Fy/X) — 0?T/2 4 - oVT

VT

y o es la volatilidad del precio del contrato a plazo.

4.3. Valuacién de Swaptions Europeas

El tipo de un Swap para un vencimiento particular en un tiempo especifico
es el tipo fijo que seria intercambiado por un tipo LIBOR en un Swap recién

emitido con ese vencimiento. El modelo generalmente usado para valuar una
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Opcién Europea sobre un Swap supone que el tipo subyacente al Swap en el
vencimiento de la Opcién tiene distribuion lognormal.

Se considera un Swaption donde el poseedor tiene el derecho a pagar un
tipo six y recibe LIBOR sobre un Swap que durara n anos a partir de T'
anos. Ahora, se asume que hay m pagos por ano bajo el Swap y el principal
nocional es L. Por el momento se ignora el efecto de las convenciones de la
cuenta de los dias y se asume que cada pago fijado en el Swap es el tiempo
del tipo fijo multiplicado por L/m.

Se asume que el tipo del Swap para un Swap de n-anos que inicia en el tiempo
T resulta ser sy. Mediante la comparacion de los flujos de efectivo sobre un
Swap donde el tipo fijo es sr, para los flujos de efectivo sobre un Swap donde
el tipo fijo es sk, se puede observar que el pago del Swaption consiste en una

serie de flujos de efectivo igual a

— méX(ST — Sk, 0)
m

Los flujos de efectivo son recibidos m veces por ano para los n anos de la vida
del Swap. Supongase que las fechas de pagos del Swap son: Ty, Ts, ..., Ty,
medidas en anos a partir de hoy, (7; = T +i/m). Cada flujo de efectivo es el
pago de una Opcién de Compra sobre sy con precio de ejercicio Sk

Un Swaption es una Opcién sobre el tipo del Swap con pagos repetidos, [5].
El modelo estandar del mercado da el valor de un Swaption donde el poseedor

tiene derecho a pagar sx como

2 %B(O,T»[SON (di) = s N(dy)],

donde

. In(so/sx)+o°T/2
1 O_\/T ’
1 2
4, — n(sg/sg) —oT/2 — 4y — VT,

VT
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y B(0,T) es el precio de un bono cupén cero en el tiempo 0 y vencimiento
T, sq es el tipo a plazo del Swap en el tiempo cero calculado como se indica

enseguida
B(0,T1) — B(0, Tpnn)
A(0) ’

so = s(0) =

o es la volatilidad del tipo a plazo del Swap (asi que, /T es la desviacién
estandar de In s7).

Esta es una extesion natural d%nmodelo de Black. La volatilidad o es multi-

plicada por v/T'. Los términos Z B(0,T;) son los factores de descuento para
i=1
los mn pagos. Se define A como el valor de un contrato que paga 1/m en los

tiempos T; (1 <1i < mn), el valor del Swaption se convierte en
LA[SON<d1) — SKN(dQ)],

donde
1mn
A=— B(0,T;).
m; (0,T3)

Si el Swaption da al poseedor el derecho para recibir un tipo fijo de sk en

lugar de pagarlo, el pago del Swaption es

L
— méX(SK — ST, 0)
m

Esta es una Opcién de Venta sobre sr. Como antes, los pagos se reciben en
los tiempos 7; (1 < i < mn). El modelo estandar del mercado da el valor del

Swaption como

LA[SKN(—dQ) - S()N(—dl)]. (47)

Ejemplo 4.2. Considere un Swaption que da al poseedor el derecho de pagar
una tasa fija de 6.2 % en un Swap a 8 anos que inicia en 5 anos. Supongamos

que la curva de rendimiento LIBOR es plana al 6 % anual con composicion
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continua.. La volatilidad de la tasa a plazo del Swap es del 20%. Hay dos

cupones por ano, y el principal es de 100 millones de pesos. En este caso

A — (67(0,06)(5,5) 1 e (006)(6) +€f(0,06)(6:5))

[N el NOR IS

+ = (e L = 000)T5) 4 o~(0.00®)) — 9 0035

Una tasa de 6 % por ano con composicion continua se convierte en 6.09 %

compuesta semianulamente. Se sigue que s = 0,0609, sx = 0,062, T' =5 y

o=20,2, asi

DN | Ot

In(%56) + (0,2)?

d p—
! 0.2v/5

y
dy = di — 0,25 = —0,2636.

= 0,1836

De la ecuacion (4.7) se tiene que

$100, 000, 000(2,0035) (0,062 (0,1836) — 0,0609N (—0,2636)) = $2, 070, 000.
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Capitulo 5
Conclusiones

= Se llevo a cabo el estudio y anélisis de los métodos de valuacién de de-
rivados financieros, principalmente de las Opciones y los Swpas. El mo-
delo de Black es adecuado para valuar un Swaption porque a diferencia
del modelo de Black-Scholes, el primero usa los precios de contratos a
plazo en lugar del precio de las acciones, donde estos contratos a plazos

nos daran los valores de los tipos de interés para realizar la permuta.

= El modelo de Black-Scholes se debe usar para los casos en que el con-
trato de Opcién satisface las condiciones que el modelo establece, el
abuso del uso de esta féormula para obtener el precio de la Opcién u
Opciones ha llevado a algunas de las crisis econdmicas recientes por no
tomar en cuenta las condiciones en las que se encuentra el contrato que

se quiere valuar.
= Se presenta un ejemplo de valuacién de una Opcién sobre un Swap.

= Como un trabajo futuro se pretende revisar los métodos de Valuacién

de Opciones Exoticas sobre Swaps.
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