BENEMERITA UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS

CARACTERIZACION DE ESTRATEGIAS UMBRAL
EN PROCESOS DE DECISION DE MARKOV

TESIS

QUE PARA OBTENER EL Tf,TULO DE
LICENCIADO EN MATEMATICAS

PRESENTA
JULIETA DEL ROSARIO SEVILLA BRAMBILA

DIRECTOR DE TESIS |
DR. HUGO ADAN CRUZ SUAREZ

PUEBLA, PUE. 20 DE JUNIO DE 2014



En memoria de mi padre, Carlos.



II



Agradecimientos

Quisiera usar este espacio para agradecer a las personas que me han acom-
panado a lo largo de esta etapa.

Primeramente a mis padres, Faviola y Carlos, pues sin su respaldo y paciencia
no hubiera llegado hasta aqui, principalmente a mi madre que en todo momen-
to intenta mostrarme el lado positivo de las cosas, a pesar de la adversidad.
A mis hermanas, Cinthia y Katya, que aunque la distancia fisica nos separa,
siempre estan ahi para recordarme el porqué de esta travesia.

A mis amigos que me han acompanado a lo largo de la carrera aun sin estar
relacionados con ella.

A cada uno de los miembros de la LEJ, que han sido mi familia fuera de casa.
A mi asesor por su guia y apoyo para la elaboracién de este trabajo. A mis
sinodales por tomarse el tiempo de revisar y haber contribuido con sus sabias

correcciones.

A la Vicerrectorfa de Investigacién y Estudios de Posgrado (VIEP), por el
apoyo en la elaboracién de esta tesis.

II1



v



Indice general

Notacion 1
INTRODUCCION 3
1. PRELIMINARES 7
1.1. Modelo de Control de Markov . . . . . . . .. ... ... .... 7
1.2. Politicas . . . . . . . . . . 8
1.3. Propiedad de Markov . . . ... ... ... ... L. 9
1.4. Procesos de Decisiéon de Markov . . . . . . .. ... .. ... .. 11
1.4.1. Construccién . . . . . . . . .. ... ..o 11

1.5. Criterio de Rendimiento . . . . . . ... ... ... .. ..... 12
1.5.1. Horizonte del Problema . . . . . .. ... ... ... .. 12

1.6. Programacién Dindmica . . . . . . . .. .. ... ... ... 13
1.6.1. Horizonte Finito . . . . . ... ... ... ... ..... 13

1.6.2. Horizonte Infinito . . . . . . . ... ... ... ...... 16

2. POLITICAS UMBRAL EN PROCESOS DE DECISION DE

MARKOV 27
2.1. Politica Umbral . . . . .. .. . ... oo 27
2.2. Existencia de una Politica Umbral Optima ............ 28
2.2.1. Modelo de Control de Markov . . . . .. ... ... ... 28
2.2.2. Caso 1. Espacios de Estados y Acciones Acotados. . . . 29

2.2.3. Caso 2. Espacio de Estados no Acotado y Espacio de
Acciones Acotado . . . . . ... 32



INDICE GENERAL

VI
2.2.4. Caso 3. Espacios de Estados y Acciones no Acotados . .
3. APLICACIONES
3.1. Inventarios . . . . . . . . . . . ...
3.2. Lineasde Espera . . . . . ... . ... ... ... ...,
3.3. Ejemplo . . . .. .. o
3.3.1. Descripcién para Inventarios . . . .. ... .. ... ..
3.3.2. Descripcién para Lineas de Espera . . . . . .. ... ..
4. SIMULACIONES
4.1. Modelo de Linea de Espera Controlado con Capacidad del Sis-
tema Finita . . . . . .. L Lo
4.2. Modelo de Linea de Espera Controlado con Capacidad del Sis-
tema Infinita . . . . . ... .. ... ...
4.3. Modelo de Inventarios con Capacidad Infinita . . . . . . . . ..
CONCLUSIONES
A. Kérneles Estocasticos

O Q ®

D.2.

. Multifunciones y Selectores
. Otros Resultados

. Continuidad de V*
D.1.

Caso 1. Espacios de Estados y Acciones Acotados

Caso 2. Espacio de Estados no Acotado y Espacio de Acciones
Acotado . . . . . oL
Caso 3. Espacios de Estados y Acciones no Acotados . . . . . .

Bibliografia

35

39
39
40
41
41
47

49

49

51
52

55

57

59

61

65

65
66

69



Notacion

I funcién indicadora de un conjunto B, definida por
1, si x € B,
IB (17) =
0, en otro caso.
(z)T representa la parte positiva de x

si x>0,

3
(2)" =
0, en otro caso.

s.c.i. semicontinua inferior
$.c.s. semicontinua superior
F Definicién B.6

® Definicién A.3

K Definicién B.1

II Definicién 1.2






INTRODUCCION

Esta tesis, pertenece al area de Procesos Estocasticos y Teoria de Control,
especificamente a los Procesos de Decisién de Markov (ver [10]), que son pro-
cesos estocasticos a tiempo discreto y qué, como su nombre lo dice, cuentan
con la propiedad de Markov; centrandonos en su aplicaciéon en teoria de inven-
tarios y lineas de espera (ver [9] y [11]). Estos Procesos también son utilizados
en otras areas como finanzas, planeacién de produccion, ingenieria, biologia y
estadistica (ver [4]).

En los Procesos de Decisiéon de Markov, es de gran interés poder caracterizar
las politicas éptimas, es decir, dar una forma explicita de la estrategia que
minimice los costos o maximice las ganancias, dependiendo el caso.

En la tesis nos enfocamos en un tipo particular de politicas, llamadas estrate-
gias umbral (ver [9]), que ya cuentan con una caracterizaciéon previa. En este
tipo de estrategias se elige entre dos acciones posibles, la decisiéon se toma en
base a la observacién de una variable que caracteriza el estado del sistema.
Nuestro objetivo es, bajo ciertas suposiciones en el modelo de control, poder
asegurar la existencia de politicas umbral ptimas.

Las estrategias umbral se pueden encontrar en la teoria de inventarios y de
lineas de espera (ver [12] y [14]) . En ambos casos lo que nos interesa es re-
ducir los costos, ya sea de almacenaje y demanda no cumplida en el caso de
inventarios o de servicio y espera de clientes en el caso de lineas de espera. Por
la frecuencia con la que las estrategias umbral aparecen en ambas teorias, en



la tesis mencionamos la estructura bésica de modelos de colas e inventarios.

La tesis se basa en el reporte técnico On the optimality of base-stock policies
for a class of inventory systems with no set-up cost and no backorders de Oscar
Vega-Amaya y Joaquin Lépez Borbén (ver [16]), en el cual se encuentra el Teo-
rema que nos asegura la existencia de una politica umbral 6ptima, revisando
el reporte, notamos que la hipétesis de estrictamente no acotada que se tiene
sobre la funcién de costos, se puede reemplazar, asi que la cambiamos por una
hipotesis mas débil, la de inf-compacidad sobre una funcién que nos ayuda
a definir el costo, haciendo esto aun se garantiza la conclusion del Teorema.
También se planteé un ejemplo que cumple las hipdtesis necesarias para ase-
gurar la existencia de una politica umbral, éste se puede adaptar a inventarios
y lineas de espera. Finalmente, el ejemplo planteado lo adaptamos a ambos
casos e hicimos algunas simulaciones para mostrar de manera numérica que la
implementacion de dichas estrategias ayuda a la reduccién de costos.

La tesis estd estructurada de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, definiremos conceptos que son de suma importancia para el
desarrollo y entendimiento de los capitulos posteriores, abarcando desde Mo-
delos de Control y la Propiedad de Markov hasta conceptos de Programacién
Dindmica en horizonte finito e infinito.

Teniendo el concepto de politica, definido en el Capitulo 1, en el Capitulo 2 se
definird lo que es una politica umbral, seguido de ésto daremos tres casos, con
especificaciones sobre los espacios de estados, acciones y acciones admisibles,
la funcién de costo y la distribucion de la variable del modelo, que nos seran
suficientes para asegurar la existencia de una politica umbral 6ptima. Final-
mente, se enunciard y probard el teorema que nos garantiza la existencia de
dicha politica para los tres casos mencionados.

En el Capitulo 3, daremos algunos conceptos basicos de dos temas donde se
pueden aplicar las politicas umbral, la teoria de inventarios y la de lineas de es-
pera. A continuacién, se dard un ejemplo que cumple las hipétesis del teorema
que garantiza la existencia de politicas umbral y sus adaptaciones a inventarios
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y lineas de espera.

En el Capitulo 4, se haran simulaciones en R de sistemas de lineas de espera,
para el ejemplo planteado en el capitulo anterior, se haran en el caso contro-
lado, aplicando las politicas obtenidas, y en el caso sin controlar, ésto con el

objetivo de mostrar la reduccién de costos del sistema al usar estrategias um-
bral.

Finalmente se daran las conclusiones sobre la utilidad de las estategias umbral,
y se planteard posible trabajo futuro en esta linea.






Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. Modelo de Control de Markov

Definicién 1.1. Un modelo de control de Markov (MCM), es una quintupla
de la forma:
(X, 4, {A(z) 1z € X}, Q, ¢

donde
1. X es un espacio de Borel, llamado espacio de estados.
2. A es un espacio de Borel, llamado espacio de acciones o controles.

3. {A(x) : x € X} es una familia de subconjuntos medibles de A, donde
A(z) denota el conjunto de acciones o controles admisibles cuando el
sistema se encuentra en el estado x € X, y tienen la propiedad de que el
conjunto

K:={(z.0)| 2 € X, a € A(x)}

de parejas estado-accién admisible es un subconjunto medible del espacio
X x A.

4. @ es un kérnel estocdstico (ver Apéndice A) sobre X dado K, llamado
ley de transicién.
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5. ¢: K — R es una funcién medible llamada funcién de costo de un paso.

Considere un modelo de control de Markov y, para cadat = 0,1, ..., definimos
el espacio de historias admisibles hasta el tiempo ¢, H;, como

H() = X
H, = K'xX
= KxH;—;, parat=12....

Un elemento h; de H; llamado t-historia admisible o simplemente t¢-historia,
es de la forma
ht = (x()ﬂ ag, .-+, Tt—1,01—-1, .Tt)7

con (x;,a;) € Kparai=0,...,t —1y x; € X. Observe que para cada ¢, H;
es un subespacio de

H = (XxA)'xX=(XxA)xH_,
y Eg = H():X

1.2. Politicas

Definicién 1.2. Una politica de control aleatorizada o politica de control,
es una sucesién m = {m, ¢ = 0,1,...} de kérneles estocdsticos m; sobre el
conjunto de acciones A dada Hy, que satisface

Wt(A(l't”ht) =1, VhseH,, t=0,1,....
El conjunto de todas las politicas es denotado por II.
Definicién 1.3. Una politica se dice:

» Markoviana, si existe una sucesién {1, } de kérneles estocdsticos i, € ®,
tales que

(- | he) = Pe(- | 2¢), paratodo hy € Hy, t =0,1,....

Al conjunto de politicas markovianas se le denotara con Ilgy,.
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= Estacionaria, si existe ) € ®, tal que
(- | he) = (- | 2¢), paratodo hy € Hy, t=0,1,....

Este conjunto de politicas es denotado por Ilgg.

M4s atin, 7 = {m; } se dice

= Determinista (o pura), si existe una sucesién {g;} de funciones medibles
gt + Hy — A tal que, para toda hy € H, y t = 0,1,..., g1(ht) € A(zy) y
(- | ht) estd concentrada en g:(ht), i.e.

m(C| hy) = Iclge(he)], para toda C € B(A).
A este conjunto de politicas se le denota por IIp.

= Determinista Markoviana, si existe una sucesién {f;} de funciones
ft € F tal que m(- | hy) estd concentrada en fi(x;) € A(xy), para toda
hy GthtZO,L....
El conjunto de politicas deterministas markovianas se denota por Ilpa,.

= Determinista estacionaria, si existe una funcién f € T tal que, m¢(- | hy)
estd concentrada en f(z:) € A(x;) para toda hy € Hy y t =0,1,.. ..
Al conjunto de politicas deterministas estacionarias se le denota por Il pg.

1.3. Propiedad de Markov

Sea {R:} una sucesién de kérneles estocasticos en P(X|X), y sea {y;} un
proceso estocdstico que toma valores en X. Entonces {y;} se dice Proceso de
Markov no homogéneo con kérneles de transicién {R;} si, para cada B € B(X)
yt=0,1...

P(yt+1 € Bl yo,---,yt) = P(yir1 € Bl ys) = Re(Blyy) (1.1)

La primera igualdad es llamada propiedad de Markov.
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Proposicién 1.4. Sea v una distribucién inicial arbitraria. Si = = {m} €
IIgs entonces, {x;} es un Proceso de Markov no homogéneo, con kérneles de
transicién {Q(-|-, ¢¢)}, es decir, sucede (1.1) para cada B € B(X)yt=0,1,...

P;T(Z‘H_l S B)| o, . .- ,xt) = P;(.’L‘H_l S B| J)t) (1.2)
Particularmente, si 7 = {f;} € Ipu, (1.3) se tiene para los kérneles de

transicién Q(+| -, f:). Mds atn, para las politicas estacionarias ¢>*° € Ilzg
y [ €llpg, {x:} es un Proceso de Markov homogéneo con kérneles de tran-

sicién Q(+|-, @) y Q(:|-, f), respectivamente.
DEMOSTRACION.
Note que, para una politica arbitraria 7 = {m;}

P;r(il',H,] S B| ht) = /I;Q(B| xt,at) W(dat‘ h,t) (14)

para toda B € B(X) yt=0,1,.... Ya que por la Proposicién C.3

PJ(viy1 € Bl hy) = EJIP] (2111 € Bl hy,ar)| hi
= EJ[Q(B| zt,at)| hi]

/AQ(B| g, ar) T (day| he)

y esto pruebla (1.4).

En particular, si # = ¢, es una politica markoviana aleatorizada, entonces
(1.4) se convierte en

P (et € Bl ) = [ QUBl 21,00 oldar| he) = Q(B| wrer). (1)
A
Considere zf, := (o, ..., ), por la Proposicién C.3, el lado izquierdo de (1.3)
se puede escribir como
Pl (2141 € Bl hy) = EJ[P] (2441 € B| hy)| ap]

= ET[Q(B| 1, 1)| xb)
= Q(BI xtv@t)'
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La tltima igualdad se da por la Proposicién C.5. Analégamente, el lado derecho
de la igualdad (1.2) satisface

Pl (w41 € Bl o) = EJIP] (w111 € Bl hy)| @4
E;T[Q(B|$t,90t)| fﬂt]
Q(B| z¢,¢).

1.4. Procesos de Decision de Markov

1.4.1. Construccion

Sea (£2,.#) un espacio medible conformado por Q := H,, = (X x A)® y .Z
su correspondiente o-algebra producto. Observe que los elementos de 2 son
de la forma w = (xg, ag, x1,0a1,...), con s € X y a; € A para todo t € Ny; las
proyecciones xy, a; de €2, son llamadas variables de estado y accion, respecti-
vamente.

Note que Hy, = K* C ), donde H,, es llamado espacio de las historias admi-
sibles, y para cada (xg, ap, 1, a1,...) € Hy se tiene que (z4,a;) € K,V ¢t € No.

Sean m = {m} y v una politica de control y una medida de probabilidad
sobre X, respectivamente. Por el teorema de Ionescu-Tulcea existe una tnica
medida de probabilidad P en (€2,.%) tal que, para cada B € B(X), C € B(A)
y ht S Ht

Pl(zo € B) = v(B)
PJ(Gt eC ‘ ht) = 7rt(C' | ht)
P;T((Et+1 S B ‘ ht,at) Q(B ‘ xt,at).

El proceso estocéstico (2, .%, PT,{z:}) es llamado Proceso de Decisién de
Markov a tiempo discreto.



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.5. Criterio de Rendimiento

Los procesos de decisiéon de Markov cuentan con un criterio de rendimiento o
funcién objetivo, el cual nos sirve para medir la calidad de las politicas utili-
zadas. En esta tesis se utilizara el criterio de costo total descontado, definido
a continuacion.

Definicion 1.5. El criterio de costo total descontado, estd dado por
oo
Vo(m,x) = EX [Zat C(xt,at)}, (1.6)
t=0
donde « € (0, 1), es llamado factor de descuento.

Definicion 1.6. La funcién de valor éptimo, o simplemente funcién de valor,

se define como
V*(z):= 1'r€1f1_[Va(7r,:U)7 z e X.

El problema de control consiste en encontrar la politica 7* € II que satisfaga
V¥ (z) = Vo(n™,x), Ve X. (1.7)

La politica 7* € II que satisface (1.7) es llamada politica éptima.

1.5.1. Horizonte del Problema

Teniendo el criterio de rendimiento de nuestro modelo, podemos definir el ho-
rizonte del problema, es decir, hasta qué momento éste sera observado.

Si el horizonte de nuestro proceso es finito, entonces nuestro criterio de rendi-
miento se define como

N
Vol(m,z) = ET [Zat C(mt,at)}, rmell, zelX, (1.8)

T
t=0

donde a € (0, 1) es el criterio de descuento y N € N el horizonte del problema.
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Cuando no se tiene un tiempo determinado a futuro en el cual terminard nues-
tro proceso, es conveniente considerar que el horizonte es infinito. En este caso,
el criterio de rendimiento se define como

Va(m, ) ::Eg[ZatC(xt,at)}, mell, zelX, (1.9)
t=0

con factor de descuento a € (0, 1).

1.6. Programacién Dinamica

1.6.1. Horizonte Finito

A continuacién se enunciaré el Teorema de Programacién Dindmica para hori-
zonte finito. Para este caso, el criterio de costo total descontado se define como
en (1.8).

Teorema 1.7. Sean Vi, ..., Vy funciones definidas en X como
Vn(z) :== Cn(x) (1.10)
donde Cy : X — RT denota el costo terminal y para cadat=N —1,...,0,
Vie) = min (Clea)+a [ Vin() Qyl o)) (111
a€A(z) x
Suponga que estas funciones son medibles y que para cada t € {0,..., N — 1}

existe un selector f; € F tal que fi(x) € A(z) alcanza el minimo en (1.11), es
decir, Ve € X yt € {0,...,N —1}

Vi(z) = Cla, fu()) + a /X Vi () QUdy| 2. f,(x)).

Entonces la politica 7* = {fo,..., fy—1} es 6ptima y se tiene que

Vi(x) =Vo(n*,z) = Vo(z), Ve X. (1.12)
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DEMOSTRACION.
Sea m = {m;} una politica arbitraria y sean

N-1

€ (m,x) = E" [ Z a C(xp,an) + aNC'N(xN)‘act = x},

n=t

Cn(mz) = E"[aNCn(zy)|zn = 2] = N Cn(zn),

donde %;(m, z) es el costo total esperado del tiempo ¢ al tiempo terminal N,
dado el estado z; = x, al tiempo ¢, cont =0,..., N — 1.

Observe que V, () = 6y(m, ).
Para probar el teorema, debemos mostrar que paratodoz € X yt € {0,..., N—

1}
G (m, ) = Vi(z). (1.13)

Y que la igualdad en (1.13) se da cuando m = 7*, es decir,
G (", x) = Vi(x). (1.14)

Particularmente, para t = 0, V, (7, z) > Vo(x), con V, (7*,2) = Vo(x), Vo € X.
De esto que tengamos la igualdad (1.12), asi

Go(m*,x) = Vo(z) = Vo(n*,x) = V*(x),
notemos que para t = N, se cumplen trivialmente (1.13) y (1.14), pues
E(m,z) = Vn(z) = Cn ().

Ahora, procederemos a probar (1.13) y (1.14), por induccién hacia atrds, para
t=N—1,...,0.

Supongamos que para alguna t € {0,..., N — 1},

(gt_t,_l(ﬂ',l‘) = ‘/t-‘r1<x)a S X7
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entonces
N—1
G(m,z) = ET {C(xt,at)—l— Y aC(anan) + Onlay)|: :x]
n=t+1
= E"[a'C(x,a4)|zs = 7]
N—1
+E”[ Z a™ C(xp,an) + aNCN(xn) Ty = x]
n=t+1
- [ a'Cla.a) w(dal 2
N—1
+E”[ Z a” C(xp,an) + o Cn(zn)|x —x}.
n=t+1
Note que
N-1
E“[ Z a” C(xn,an) + aNCN(J:N) Ty :z} =
n=t+1
N-1
E™ [E”[ Z Q" C(zn,an) + aVONn(x)| 2i401 = )|z = x}
n=t+1

Ya que 2441 estd en funcién de z; y por la Propiedad C.3 (ver Apéndice C).

Por otro lado,

N-1
E”[ Z " C(xn, ay) 7(dalz) + oNCn(z,)
n=t+1

Tpqp1 = y} = Ci41(m,y).
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G (m,x) = /Aat C(z,a) n(da| ) + E7[641(m,y)| ¢ = 2]
_ /A{atC(x,a) + /X‘ftﬂ(my) Q| ,0) } mi(dal )
> /,4{0(967@) + /X a Vigi(m,y) Q(dy x,a)} mi(dal x)

> min [Ca0)+ [ a Vi) Q] 2.0)]

A(z)
= Vi(z).

De esto se cumple que:

Gi(m, x) 2 Vi(z),
para todat € {N —1,...,0}.

Por otra parte, si la igualdad se cumple para m = 7*, es decir,
G (77, 2) = Vi (@),

se tiene que

G(n*x) = Cle, fu@) + E™[Gopa(n,y)| 21 = ]
— O i) + a /X Vit () Q(dyl, ()
= Vi(x).

De esto que se cumpla (1.14) y esto sucede para toda t € {N —1,...,0}. Asi,

se concluye lo deseado.
O

1.6.2. Horizonte Infinito

En este caso, el criterio a minimizar es

Vo(m,x) := BT [iat C(xhat)}a

t=0
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donde « € (0,1) es el factor de descuento. Una politica 7* que satisface
Vo(r*,x) = fIl_llfVa(ﬂ',l‘) = V*(x), VzrelX, (1.15)

se dice 6ptima a-descontada, y V* es la funcién de valor a-descontado.

Suponga que la funcién de costo en un paso C' es no negativa. Denotamos por
V. el costo en el n-ésimo estado, dado por

Vo(m,z) .= E7 ["Zl ot C(xhat)] (1.16)
=0

Asi, por el Teorema de Convergencia Mondtona (ver [3]), podemos escribir
Vo (m, ) como
Vo(m,z) = lim V(7 z).
n—oo

Una funcién medible v : X — R se dice solucién a la ecuacién de optimalidad
de costo a-descontado, si satisface

v(z) = gl(l;r;[C(m,a) + a/X v(y) Q(dy| x,a)], Vz e X. (1.17)

Probaremos que la funcién de valor a-descontado V*, definida en (1.15), es
solucion de la ecuacion de optimalidad de costo a-descontado, es decir,

V¥ (z) = jr?(ir;[C(aa) + a/ V*(y) Q(dy| z,a)], Vze X. (1.18)
z X
Considere las funciones de iteracién de valores definidas como
Un(x) = If{l(ir;[C(x,a) + a/ Un-1(y) Q(dy| z,a)], (1.19)
£ X

paratodax € X yn=1,2,..., con vy =0, y se probard que

V*(z) = lim v,(x), VrelX.
—oo

n

Se espera tener el resultado ya que v, es la funcién de valor de costo descontado
en el n-ésimo estado V,, dado en (1.16), con costo terminal cero, as{

vp(z) = f%f Vo(m,z), VoeX, (1.20)
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haciendo n — oo en (1.19) obtenemos (1.18) si logramos justificar el intercam-
bio entre limite y minimo.
Este método es llamado método de las aproximaciones sucesivas.

Hipétesis 1.8. Considere

» La funcién de costo en un paso C es semicontinua inferior (s.c.i.), no
negativa e inf-compacta en K.

= () es fuertemente continuo.
Hipdtesis 1.9. Existe una politica 7 tal que V,, (7, z) < oo para cada z € X.

Denotamos por II° a la familia de politicas que cumplen la Hipétesis 1.9.

Teorema 1.10. Suponga que se cumplen las Hipdtesis 1.8 y 1.9. Entonces

a) La funcién de valor a-descontado es la solucién minima de la ecuacién
de optimalidad de costo a-descontado, es decir,

VW@=2@Q%@+@A}W@QMM%M (1.21)

y, si u es otra solucién de la ecuacién de optimalidad, entonces u(x) >
V*(z) para todo = € X,

b) Existe un selector f, € F tal que f. € A(z) alcanza el minimo de (1.21),
es decir,

vwm=cmjo+gLV%wQum%ﬁ> (1.22)

para toda z € X, y la politica determinista estacionaria f2° es éptima;
asi mismo si f° € IIpg es éptima, entonces satisface (1.22),

c) Si 7* es una politica tal que V,(7*,) es solucién de la ecuacién de
optimalidad y satisface

lim «"EIV,(r*,2) =0, Vrell* y z € X,

n— oo

entonces, Vo, (7%, ) = V*(-), as{ 7* es éptima si y s6lo si V,, (7*, -) satisface
la ecuacion de optimalidad de costo a-descotado,
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d) Si existe una politica 6ptima a-descontada entonces, existe una que es
determinista estacionaria.

Para la demostracion de este Teorema, seran requeridos algunos lemas.

Lema 1.11. Sean u y uy,, n = 1,2, ... multifunciones s.c.i., acotadas inferior-
mente e inf-compactas en K. Si u,, T u entonces,

lim minu,(z,e) = mnu(z,a), Ve X.
n"500 A(z) Alz)

DEMOSTRACION.
Para cada z € X, definimos

£(z) ;= limminu,(z,a uw*(z) := minu(z, a).
(@) =l e.0) y 0= minu(ea)

Como u, 1 u, tenemos que ¢(-) < u*(-). Para probar la otra desigualdad,
fijemos x € X y considere los conjuntos

A, = {a€ A@)| up(z) <u(x)}, neN,
Ay = {a€ Al@)| u(z,a) =u"(z)}.

Note que cada uno de estos conjuntos es compacto y no vacio. Observe que los
A,, decrecen a un conjunto compacto, pues si a € A,41 entonces, uy4+1(z,a) <
u*(z) pero un(x,a) < unpy1(z,a), de esto que a € A,,, asi A, | Ao.

Para cada n > 1 sea a,, € A, tal que u,(z,a,) = miny,) u,(z,a), podemos
asegurar la existencia de a,, por la Proposicién C.6 (ver Apéndice C). Dado
que A,, | Ap y son compactos, existen ag € Ag y una subsucesion {a,,} C {an}
tal que a,, — ao.
Ahora, se tiene que

Unp, (T, ap,) = un(x,an,,), Yn; >n,

haciendo n — oo

lim wup, (x,an,) = un(x,an,)
n—oo
nh_}n;o gl(ir;un(%am) > up(z,a0)

Lz) = up(z,ag),
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y como u, T u, se tiene que ¢(z) > u(x,ap) = u*(z) y esto sucede para
cualquier x € X, asi, queda probado el Lema 1.11.
O

Definicién 1.12. M(X)™ denota el conjunto de las funciones medibles no
negativas en X,y para cada u € M(X)", Tu es la funcién en X definida como

Tu(zx) := 21(1;3{0(1',@) + oz/X u(y) Qdy| z,a)}, =€ X.

Lema 1.13. Suponga que se cumple la Hipé6tesis 1.8, T es un operador sobre
M(X)" en sf mismo, es decir, para cada u € M(X)", Tu € M(X)" y més
aun, existe un selector f € F tal que

Tu(z) = C(z, f) —I—a/Xu(y) Q(dy| =, f), Vze X.

Observe que usando el operador T' podemos reescribir la ecuacién de optima-
lidad de costo a-descontado y las funciones de iteracién de valores como

V*=TV* yv vp,=Tv,_1, paran =1,
y vp:=0.
Se probara que la funcién de valor V* es un punto fijo del operador T
Lema 1.14. Suponga que se cumplen las Hipdtesis 1.8 y 1.9

a) Siue M(X)" yes tal que u > Tu entonces, u > V*.

b) Siw: X — R es una funcién medible tal que Tw estd bien definida, con
u<L Tu, y
Iim o"Elu(z,)] =0, Vrell’, z€ X,

n—oo

*

entonces u < V*.

DEMOSTRACION.
a) Sea u € M(X)" con u > Tu y considere f € F tal que

u(z) > Ca, f) +a /X u(y) Q(dy| =, f), Vr € X,
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iterando esta desigualdad, tenemos que

u(z) > C(x,f)+a/X[C(y,f)+a/Xu(Z) Q(dz| y, )] Q(dy| =, f)
- C(a:,f)+a/XC(y,f) Q(dy| z, A)
ta /X /X u(z) Qdz] y, ) Q(dyla, f)
1

- Eg:[zof C(quf)} +a? Bl [u(z2)],

t=0
siguiendo la iteracién, se obtiene

n—1

u(@) > Bf[ S ot Clay, )] + " Bl [u(wa)],

t=0
donde
E [u(z,)] = /X u(y) Q" (dylz. f)

y Q™ denota el kérnel de transicién en el n-ésimo paso del Proceso de Markov
usando f. Como u es no negativa,

u(z) > ES [nzlat C(wy, f)]
t=0

para cualquier n € Ny x € X, haciendo n — oo
u(z) = Vo(f,z) 2 V¥i(x) VaelX.
Asi, tenemos el inciso a).

b) Considere 7 € II, x € X y que Tu > u. Entonces, por la Propiedad de
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Markov, tenemos
ET o™ u(ee)| ha] = ot / u(y) Qdy| 21, ar)
X
::awammo+q/u@me@wo
X
—C’(ct,at)]

— ol[Clra) + o / u(y) Q(dylzr, a)]

—a'C (x4, ay)

alu(zy) — Clzy, ap)).

WV

'Clzy,a;) > —E;T[oz“rl w(wep) — b u(wy)| by, ag)
= ETa" u(zy) — an u(z + 1)] he, ayl.

Tomando esperanzas y sumando desde t =0 a n — 1, tenemos

n—1 n—1
Eg[z ot C(zy, at)} > E;[Z ol u(zy) — atﬂu(mtﬂ)‘ ht,at]
t=0 t=0

E7[u(zo) — o u(an)]

— U(Z‘) — OénE;T [U(xn)L

haciendo n — oo y considerando las Hipdtesis de este inciso, tenemos que

E7 [Zat C(xt,at)} > u(x),
t=0
asi,
Va(ﬂ-w/lj) 2 u(x)v

y esto fue para z y 7 arbitrarios, de esto que

V* > .
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Lema 1.15. Suponga que se cumplen las Hipdtesis 1.8 y 1.9, entonces v,, T V'*
y V* satisface la ecuacién de optimalidad de costo a-descontado.
DEMOSTRACION.

Observe que para cadaz € X, m € Il y n € Ny

Un(2) < Vi(x) < Vo(m, ).

Por lo tanto,
vp(x) < V*(2). (1.23)

El operador T' es mon6tono, es decir, si vy ' € M(X)" y u > «' entonces,
Tu > Tv'. Como vy := 0y v, := Tv,_1 para n > 1, las funciones de itera-
cién de valores forman una sucesién creciente en M (X)) lo cual implica que
v T V¥, para alguna v* € M(X)*.

Considere

Up(z,a) = C(z,a) —|—a/ vn(y) Qdyl| x,a),

X

u(z,a) = C(z,a) + a/X v (y) Q(dy| z,a),

(z,a) € K. Por el Teorema de la Convergencia Mondétona (ver [3]), tenemos
que u, T u.
Por otro lado, las funciones u y u, son s.c.i. e inf-compactas en K (ver [9]),
asi, por el Lema 1.11
v = lim v, = lim Tv,_1 =Tv",
n—oo n—oo

es decir, v* es una solucion de la ecuacién de optimalidad de costo a: desconta-
do.

Falta ver que v* = V*. Por el Lema 1.14, v* > V* y la otra desigualdad se
sigue de (1.23) y el hecho de que v, T v*.

A continuacién, demostraremos el Teorema 1.10.
DEMOSTRACION.
a) Del Lema 1.15 V* es una solucién de la ecuacién de optimalidad de costo
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descontado y por el Lema 1.14, V* es la minima solucién de la Ecuacion de

CAPITULO 1. PRELIMINARES

Optimalidad de Costo Descontado, es decir, si u > Tu, entonces u > V*.

b) La existencia de un selector f. € F que satisfaga que para cada x € X

Vi(x)

se asegura por el Lema 1.13.

O f) +a /X V*(y) Q(dy| x, £.)

Iterando la relacién anterior, se tiene que, paracadaxz € X yn > 1

Asi, cuando n — oo de (1.15), V
que f2° sea dptima.

L Cae, £2)| + " BL [V ()]

t cm,f*)}.

(f* ; )a asf V* =

De manera reciproca, si f, € lIpg, entonces

Vo(fs,x) = Ef*{Za xt,f*}

BL [Clan. £+ Y o' Clana 1)

t=1

C(x, f.) + Ef- [iatcm,f*)].

t=1

Usando la Proposicién C.4 y la Propiedad de Markov, podemos reescribir

E[iat(}'(sct,f*)} = /Ef*[Za C(z¢, f+)

/V (for)

t=1

o =y| QUdylz. £.)

Q(dy| z, f.).

Vo (f2°,x), de ésto
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Particularmente, si f, es éptima entonces, v*(x) = Vo, (fx,z), = € X.

¢) Si V,(7*, x) satisface la Ecuacién de Optimalidad entonces, por el Lema
1.14, tenemos que Vo (m*,-) = V*(-).

d) Finalmente, podemos concluir que si una politica éptima existe, entonces
existe una poitica éptima determinista estacionaria (ver [10]).
|
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Capitulo 2

POLITICAS UMBRAL
EN PROCESOS DE
DECISION DE MARKOV

Las politicas umbral son estrategias en las cuales se tienen dos posibles acciones
a elegir, se escoge alguna de las acciones en base a la observacién de una
variable que caracteriza el estado del sistema. Estas politicas se encuentran
comunmente en lineas de espera y teoria de inventarios (ver [12] y [14]).

La importancia del estudio de las politicas umbral surge de que estas politicas
ya poseen una caracterizacion previa, de ésto que su implementacion sea mas
facil.

2.1. Politica Umbral

Considere X subconjunto de R* U {0}, de la forma [0,00) o [0, K], K € R*
yACX.

Definicién 2.1. Una politica (o estrategia) umbral pura, con umbral S € X,
es una politica determinista, f € IF, tal que para cualquier estado del sistema

27
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x € [0, S], asigna una accién a; y para cualquier otro estado asigna una accién
as.

Particularmente, nos enfocaremos en las politicas umbral de la forma

S —uz, si xG[O,S],

0, en otro caso.

con umbral S > 0.

2.2. Existencia de una Politica Umbral Optima

En esta seccién se plantearda un Teorema que asegura la existencia de politicas
umbral éptimas para tres casos que serdn enunciados mas adelante, a conti-
nuacion se planteara el Modelo de Control de Markov sobre el cual vamos a
trabajar, seguido de esto se daran las especificaciones e hipotesis de cada caso,
el enunciado y la demostracion del Teorema mencionado.

2.2.1. Modelo de Control de Markov
Considere un Modelo de Control de Markov cuya dindmica estd dada por
T = (we+a— &), teNyg y xo=ux,

donde {&;:}, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das. La dindmica anterior fue estudiada por D. V. Lindley para el caso de
lineas de espera (ver [13]).

Definimos su funcién de costo en un paso como

C(z,a) := H(x + a) + ba, (2.1)

donde H es una funcién Borel medible no negativa y b es una constante posi-
tiva, de esto que C' sea una funcién no negativa.

Definimos la funciéon

L(y) == H(y) + by + aE[V*(y — )], y € X, (2.2)
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observe que la ecuacién de optimalidad (1.17), se puede reescribir como

V*(x) = min L(z+a)—bzx, VzeX.
a€A(z)

2.2.2. Caso 1. Espacios de Estados y Acciones Acotados

En este caso consideramos X = A = [0, K], para algin K > 0, y para toda
xe X, Alx) =1[0,K — x].

Hipétesis 2.2. La funcién H es continua en X.

Teorema 2.3. Considere el modelo y funcién de costos descritos en la Sec-
cién 2.2.1. Si los espacios de estados y acciones son como los descritos arriba
y la funcién H cumple la Hipétesis 2.2. Entonces la funcién de valor V,, es
continua y existe una politica umbral éptima fg, con umbral S € X.
DEMOSTRACION.

La funcién de costo definida como C(z,a) = H(x + a) + ba es continua en K,
pues H es continua por hipétesis, ademas es acotada en K, ya que K es un
conjunto compacto.

Por la Proposicién B.5 se tiene que la multifuncién ¢ — A(x) es continua (ver
Apéndice B).

Por otro lado, de D.1 se tiene que V*, la funcién de valor, es continua (ver
Apéndice D).

Es claro que L(y) = H(y) + by + aE[V*((y — £)7)] es continua, ya que H lo
es por hipdtesis y la continuidad de E[V*((y — £)™)] se tiene de la Proposi-
cién C.2 (ver Apéndice C).

Asi, podemos definir el conjunto B = {y € X : L(y) = inf,ex L(z)}, observe
que éste es no vacio, pues L es continua y X es compacto, de esto que la fun-
cién alcance su infimo en X.

Ahora, considere {y,} C B tal que y,, — y, para algiin y € X; sabemos que
L es una funcién continua, asi para € > 0, existen § > 0y N € N tales que, si
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n > N, entonces
|y - yn| < 61

asi
|L(y) — L(yn)| <,

haciendo € — 0, tenemos
L(y) - L(yn) <0,

entonces
L(y) < L(yn) = inf L(z,)

de esto que

L(y) = if L(x).

Se concluye que y € B, asi, tenemos que el conjunto B es cerrado y como
B C X y éste es compacto, se tiene que B también es compacto.

Por otro lado, por la continuidad de L, podemos definir

Se :=méx{y € X : L(y) = min L(z)}.
zeX
Dada la definicién de S, se consideraran los siguientes casos:
(i) So. = K, entonces la politica fg_ es éptima pues, para cualquier (z,a) € K,
se tiene
L(S,) < L(z + a).

(i1) So < K, por definicién de Sy, existe S € (Sq, K] tal que L es estrictamente
creciente en (S, S) pues, si L fuera decreciente en algin S > S, entonces S,
no serfa el maximo del conjunto B.

Ahora, definimos

S :=sup{S € (S,, K] : L es creciente en (S,,S)}.
Si § = K, entonces, L es creciente en (Sa, K], v se tiene el resultado deseado.

Si S < K, suponga que L es no creciente en (S, K|. Es decir, la funcién L
alcanza maximos y minimos en puntos interiores de cualquier subintervalo de
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(Sa, K.

Ahora, definimos

S*:=f{y € [S,K]: L(y)= if L(y}.
y€[S, K]

Note que L es estrictamente decreciente en una vecindad derecha de S, de lo
contrario S no serfa el supremo del conjunto sobre el cual se define.
Observe que, el conjunto {y € (Sa,5) : L(y) = inf, s ) L(x)} es no vacio,
ya que R

L(S,) < L(S*) < L(S),
la primera desigualdad se tiene por definicién de S, pues éste es el maximo
elemento en X que minimiza la funcién L, asi L(S,) < L(S) VS € (Sa, K].
Particularmente L(S,) < L(S*), ya que S, < S*. Para la segunda desigualdad
se tiene que S* > Sy S* es el menor elemento de [S, K] que hace a L alcanzar
su minimo en [S, K], entonces L(S*) < L(S).

Dado que L es continua, por el teorema del valor intermedio, al menos existe
un elemento s € (S, S) tal que L(s) = L(S™), es decir, L(s) = inf, . g g L(2),
entonces el conjunto {y € (Sa, ) : L(y) = if, c5 ) L(x)} es no vacio.
Ademass el conjunto es acotado y cerrado, pues son las preimagenes de un
singular, asi podemos definir

5. = suply € (50, 8): Ly)= inf L(=)}
z€[S,K]

Sean {z,} y {#],} sucesiones tales que z, 1 S« y 2], | S«. Se tiene que

Vin) = (e —bn)
= L(z,) — bz,

= H(z,)+aE [V*((zn - 5)*)],

pues L es creciente en (S,, S), entonces la accién que minimiza es f(z,) = 0.
Aplicando limite tenemos,

lim V" (z) = H(S,) + aE[V*((S. ~ )]

n— oo
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Por otro lado, por las definiciones de S, y S*, se tiene que en (S,, S*) no hay
minimizadores de L. Ahora

V*(zl) = Hjl;n : {L(z, +a)—bz,}, haciendou=2,+a
acA(z],
= min {L(u)— bz
Jin {L(u) = bz},

/
n

en la segunda igualdad u toma valores en [0, K] ya que 0 < a < K — 2/, es

decir, 0 < a + 2, < K, donde a + z/, = u.

Note que u € (Si, K| y el minimizador en este intervalo es S*, de ésto que
u=S* asf a = S* — z/,, entonces

V() = L(zh+S" =) bz
— L(5%) — b2,
= H(S")+bS* +aF [V*((s* - g)ﬂ} bz

Aplicando limite, tenemos

lim V*(2!) = H(S*) +b(S* — 5,) + aE [V*((S* - é)*)]-

n—oo

Por definicién S, < S*, asi

lim V*(z,) # lim V*(z)),

n—00 n—oo

lo cual contradice la continuidad de V*, de esto que L sea creciente en (Sq, K].
O

2.2.3. Caso 2. Espacio de Estados no Acotado y Espacio
de Acciones Acotado

En este caso consideramos X = [0,00) y A = A(x) = [0, K], donde K > 0, y
ésto sucede para todo x € X.

Hipétesis 2.4. Se cumple lo siguiente:
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1. La funcién H es continua en X.
2. La funcién L, definida como (2.2), es inf-compacta.

Teorema 2.5. Considere el modelo y la funcién de costos dados en la Sec-
cién 2.2.1, los espacios de estados y acciones descritos arriba y se cumplen las
Hipotesis 2.4. Entonces la funcién de valor V* es continua y existe una politica
umbral 6ptima fs con umbral S € X.

DEMOSTRACION.
La multifuncién z — A(x) es compacto valuada y continua, pues A(z) es com-
pacto y la multifuncién es constante para todo x € X.

La funcién de costo en un paso es inf-compacta en K, ya que
{a€A: Cz,a)<r}Cc{acA: ba<r},

y el subconjunto {a € A : ba < r} es compacto para toda r € R, pues es una
bola cerrada en R.

Por otra parte, el kérnel estocéstico Q(+|-,-) es fuertemente continuo, por la
Observacién A.4 (ver Apéndice A) y la funcién de valor es continua por D.1
(ver Apéndice D).

Note que L(y) = H(y) + by + aE{V* ((y - f)"‘))}, y € X, es continua
pues, H es continua por hipétesis y por la Proposiciéon C.2 (ver Apéndice
C), E {V* ((y — §)+))} también lo es, y asi se tiene el resultado.

Mas atin, observe que la funcion L tiene infimo en X pues es continua y acotada
inferiormente, ya que es no negativa, de ésto que exista r = infyex L(y), con
r € R, asf el conjunto {y € X : L(y) < infyex L(x)} es compacto, pues
L es inf-compacta. Ademas, el conjunto es no vacio, ya que L es continua,
particularmente s.c.i., acotada inferiormente e inf-compacta, entonces existe
un selector f* € IF tal que

L. f*(z) = L'(x) = min L(r.a).
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Asi, podemos definir

Se i=méx{y € X : L(y) = min L(z)}.

zeX

Note que la funcién L es no decreciente en X N[Sy, 00) = [Sa, 00), de lo contra-
rio, se tendria que, para x > S, L(z) < L(S,), lo cual contradice la definicién
de S,.

Ahora, definimos
S :=sup{S > S, : L es creciente en (S,,S)}.

Si S = oo, se tiene que L es creciente en (S,,00) y obtenemos el resultado
deseado. .
En caso de que S < oo, suponga que L es no creciente y definimos

S* :=nf{y € (S,00) | L(y) = inf L(y)}.
y€[S,00)

Observe que inf yel8,00) L(y) e>fiste, yva que L es continua y acotada inferior-
mente. Asi, el conjunto {y € (S,00): L(y) < inf 5 ) L(x)} es compacto, y
este conjunto es igual a {y € (S, 00) : L(y) = if a0}

Note que S* es finito, ya que el conjunto sobre el que se define es compacto.

Sea, .
S, = sup{y € (S, 8): Liy) = if L(x)}.
z€[S,00)

Ahora, tome {z,} y {z],} sucesiones en X tales que z, T S. v z, L Si. Asi
V*(zp) = min {L(z, +a) —bz,}. (2.3)
a€A(zyp)

Como 2z, < S, < Sy L es creciente en (Sa,,g'), se tiene que la accién que
minimiza es a = 0. Sustituyendo a en (2.3), se tiene

Vi(zn) = L(zn) — bz
H(zy) + b2y + oF {V*<max{zn — ¢, 0})] — bz,

H(z,) +aF [V* (méx{zn —¢, O})} .
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Entonces,
lfim V*(2n) = H(S.) + aE [v* ((5* - g)+)]. (2.4)

Zp—>00

. p
De manera similar, para {z/,},

V*(z;) = min {L(z], +a)— bz, }.
a€A(z])

Note que z], + a > S., ademds se tiene que en (S, 00), el minimizador es S*,
pues no hay minimizadores de L en (S,, S*), por definicion de éstos, asf z/,+a =
S*, es decir, a = S* — z!,. Entonces

V*(z,) = L(z, +5" —2z]) — bz,
L(S*) — bz,
= H(S*)+b(S* — ) +aF [V* ((S* - g)+)]

Aplicando limite, tenemos
lim V*(}) = H(S") +b(S" = 5.) + aFf [V* ((S* - §)+)] (2.5)

Como S, < S*, tenemos que (2.4) y (2.5) son distintas y ésto contradice
la continuidad de V*. Asi, se concluye que L es no decreciente en (S, 0).
O

2.2.4. Caso 3. Espacios de Estados y Acciones no Acota-
dos

En este caso consideramos X = A = A(z) = [0,00), z € X.
Hipétesis 2.6. Se cumple:
= La funcién H es continua en X.

» La funcién L definida como L(y) := H(y) + by + aE[V*(y — £)*], es
inf-compacta.

= La distribucién F' de nuestra variable £ tiene funcién de densidad conti-
nua y acotada p.
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Teorema 2.7. Considere el modelo y la funcién de costos descritos en 2.2.1,
los espacios de estados y accidénes definidos arriba y las Hipdtesis 2.6. Entonces
la funcién de valor V* es continua y existe una politica umbral 6ptima fg con
umbral S € X.

DEMOSTRACION.
Se tiene que la multifuncién ¢ : X — A, con ¥(z) = A(z) = [0, 00) es cerrado-
valuada y continua, ya que A(z) es cerrado y constante para toda x € X.

La funcién de costo en un paso es inf-compacta en K pues, V r € R, se tiene
que {a € A: C(z,a) < r} es cerrado, debido a que es una bola cerrada en R, y
acotado, de ésto que sea compacto. También se tiene que el kérnel estocdstico
es fuertemente continuo (ver A.4, Apéndice A).

Observe que L(y) = H(y)+by+aFE [V*((yff)Jr)] es continua, pues E|V*((y—

&)1)| lo es por la Proposicién C.2 (ver Apéndice C) y la continuidad de H se

tiene por hipétesis.

Note que L tiene infimo en X, ya que la funcién es continua y acotada inferior-
mente, pues es no negativa. Ahora, definimos 8 = inf,c x L(y) € R; por la inf-
compacidad de L, se tiene que el conjunto A = {y € X : L(y) < inf,ex L(z)}
es compacto, observe que A = {y € X : L(y) = inf,ex L(x)}, ya que no
existe y € X tal que L(y) < infrex L(x), este conjunto es no vacio por la
Proposicion C.6.

Asi, podemos definir

Se=méx{y e X : L(y) = Hél)l(lL(Z)}

Definimos ahora,
S :=sup{S > S, : L es creciente en (S,,S)}.

Si § = oo, entonces L es creciente en [Sa, 00) v tenemos el resultado deseado.

SiS< 00, suponemos que L es no creciente y podemos definir

S* .= inf{y € (S,00) : L(y) = inf L(z)}.
T€[S,00)
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Dado que L es continua y acotada inferiormente, existe el infimo de la fun-
cién. Asi que el conjunto sobre el cual se define S* es compacto, por la inf-
compacidad de L y dada la compacidad del conjunto se tiene que S* es finito.

Ahora, tenemos que L(S,) < L(S*) < L(S) y L es continua, asf por el teo-
rema del valor intermedio, se tiene que el conjunto {y € (S,,S) : L(y) =

If (g 00 L(z)} es no vacio. Asi, podemos definir

S.:=sup{y € (Sa,5): Lly)= mf L(z)}.
TE€[S,00)

Sean {z,} v {2} sucesiones en X tales que z, T S. y z,, | Si. Para {z,},
tenemos

V*(zp) = min {L(z, +a) — bz, }.
a€A(x)

Se tiene que L es creciente en (S,,S) asi la accién que minimiza es a = 0,
entonces

V*(Zn) = L(zn) - bZn
= H(zn) +aF [V*((Z’n - §)+)} :

Aplicando limite,

lfm V*(z,) = H(S,) + oF [V* ((5* - §)+)] (2.6)

n—oo

Anélogamente,
V*(z)) = min {L(z], + a) — bz, }.
a€A(x)
Como z, +a > S, y el minimizador en (S, 00) es S*, se tiene que a = S* — z,,,
asi
V() = L(SY) - bz,
= H(S")+b(5" — =) +aB[V*((s" - ).

Entonces,

lim V*(2) = H(S*) + b(S* — S,) + aE [v*((s* - g)+)] (2.7)

n— oo
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Por definicién S, < S*, entonces las ecuaciones (2.6) y (2.7) son distintas, es
decir, los limites de V* para las sucesiones {z,} y {z],} son distintos aunque
éstas convergen al mismo punto Sy, ésto contradice la unicidad del limite, dada

la continuidad de V*, de aqui que la funcién L sea creciente.
O



Capitulo 3

APLICACIONES

Se mencionaran dos aplicaciones de las politicas umbral, en el contexto de
inventarios y lineas de espera. A continuacién se dardn breves descripciones
de ambas.

3.1. Inventarios

Un inventario es un conjunto de mercancias o articulos acumulados en un al-
macén en espera de ser vendidos o utilizados en un proceso de produccion. En
este caso estamos interesados en la modelacién del flujo de mercancia en el
inventario observandolo como un sistema dinamico estocastico.

Los conceptos basicos en los sistemas de inventarios, son:
= Demanda. Cantidad de bienes o servicios que se ofrecen,

= Tiempo de espera. El tiempo que transcurre desde que se hace el pedido
hasta que la empresa recibe el producto,

= Tamano del pedido. Numero de articulos que conforman la orden de
pedido,

39
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= Nivel de inventario. Nimero de articulos que se encuentran conformando
el inventario,

= Punto de reorden. Nivel de inventario en el que la empresa define que es
momento de hacer un nuevo pedido (ver [2]).

En teorfa de inventarios, podemos ver el umbral como la cantidad de producto
en stock que se desea tener en cada instante de tiempo. Asi, lo que nos propor-
ciona el umbral es un equilibrio en los costos del sistema pues, tener exceso de
inventario, aumenta costos de almacenaje y tener poco producto en almacen
genera costos por demanda no cumplida.

3.2. Lineas de Espera

Una cola o linea de espera es el efecto resultante en un sistema cuando la
demanda de un servicio supera la capacidad de proporcionarlo.

El proceso béasico de los modelos de colas es el siguiente. Los clientes que re-
quieren un servicio se generan en el tiempo en una fuente de entrada. Luego
entran al sistema y se unen a una cola. En determinado momento se seleccio-
na un cliente de la cola para proporcionarle el servicio mediante alguna regla
conocida como disciplina de servicio. Se lleva a cabo el servicio que el cliente
requiere mediante un mecanismo de servicio y después el cliente sale del siste-
ma de colas.

La estructura basica de un modelo de colas consta de:

= Fuente de entrada: Clientes potenciales, poblacién que puede requerir
del servicio en algiin momento,

= Cola: Sistema fisico donde los clientes esperan antes de recibir servicio.
Una cola se caracteriza por el nimero maximo permisible de clientes que
pueden admitir,

= Disciplina de servicio: Orden en el que se selecciona el cliente que reci-
biré el servicio,

= Mecanismo de servicio: Consiste en las instalaciones de servicio y el
numero de servidores en cada una de éstas.



3.3. EJEMPLO 41

La notacién que se dara a continuacién fue establecida por Kendall y es llamada
notacién Kendal extendida, la cual facilita el manejo de las caracteristicas del
modelo de colas que se utiliza.

Considere la etiqueta

A/B/C/D/E
donde
= A es la distribucién de los tiempos de arribos,
= B es la distribucién de los tiempos de servicio,
= C da el ntimero de servidores,
= D denota la capacidad del sistema,
» E da la disciplina de atencién en el sistema (ver [5]).

Trabajaremos modelos con disciplina de servicio FIFO, que son las siglas de
first in first out, lo cual denota el tipo de servicio en el cual el primero que
llega es el primero en ser atendido.

3.3. Ejemplo

El ejemplo que se darda a continuacién es 1util tanto en inventarios como en
lineas de espera. Primero sera descrito en el contexto de inventarios y seguido
de ésto se dardn las respectivas especificaciones para lineas de espera.

3.3.1. Descripcién para Inventarios

Considere un modelo de inventarios con un unico producto cuya dindmica
estd dada por

Ty = (zp+ar — &), (3.1)

cont € Ny y xg = x, donde

= 1, representa la cantidad de cierto producto al tiempo t,
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= a; denota la cantidad de producto ordenada que se proporciona al prin-
cipio del periodo t,

= & representa la demanda del producto durante el periodo t,
y con funcién de costo
C(z,a) := H(x + a) + ba, (3.2)
donde H(z + a) = pEmax{0,{ — (v + a)}] + hE[max{0,z +a —&}] y
= b es el costo de produccion por unidad,
= h es el costo de almacenaje por unidad,
= p es el costo por demanda no cumplida.

con b, p, h >0y p>b, de ésto que C sea no negativa.

Las variables aleatorias {&;} son independientes e idénticamente distribuidas,
con F'y p su funcién de distribuciéon de probabilidad y su densidad, respecti-
vamente, y con E[{] < oo.

Los espacios de estados, acciones y acciones admisibles son los mecionados en
el Capitulo 2, es decir, espacios de estados y acciones acotados, espacio de esta-
dos no acotado y espacio de acciones acotado y espacios de estados y acciones
no acotados.

Se quiere minimizar el costo esperado descontado, dado por

Vo(m,z) = EX [iat C(J:t,at)]

t=0

Veremos que la funcién de costo es continua, acotada inferiormente e inf-
compacta. Es facil notar que es acotada pues toma valores no negativos, de
esto que C(z,a) > 0 para toda pareja (z,a) € K.
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Recordemos que

T+y+|z—y

max{z,y} = ) , x,y €R.
Asi,
H+a) = hE x+a—§—i—2|m+a—x|}+pE[£—a:—a—|—2\x+a—§|
= P Pra)+ 2 g+ B 0], () €K
Definimos

o@a) = Ellz+a—¢l = [|o+a+ sl pls) ds.

Lema 3.1. g es continua en K.

DEMOSTRACION.

Considere {z,} y {a,} sucesiones convergentes en X y A, con limites z y a,
respectivamente. Ahora, definimos h,, y A como:

hn(S) - |xn+an_s| p(S),
Ws) = le+a—s|p(s),

note que hy(s) = h(s), para s € [0,00), pues p es no negativa.
Por otra parte

ha(s) < (|lzn| +lanl + ) p(s)
< (M +5s) p(s).

Esta desigualdad se debe a que {z,,} y {a,} son convergentes, de ésto que sean
acotadas, asi

/hn(s)ds < /(M—i—s) pls) ds = M + E[¢] < oc.
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Ahora, por el Teorema de Convergencia Dominada (ver [3]), tenemos

lim g(xn,a,) = lim /|xn +a, — 3| p(s) ds
n—00 n—00
= / lim |z, + an| p(s) ds
n—oo

/|x+a—8|p(s) ds
g(z,a).

Asi, g es continua en K.

Del Lema 3.1 se puede garantizar que H es continua.

Lema 3.2. La funcién de costo C es inf-compacta, es decir, el conjunto
Ax(z) ={a € A(z) : C(x,a) < A} es compacto, para todo z € X y A € R.
DEMOSTRACION.

Por definicién de C,

al;rgo C(z,a) = oc.

Sean z € X y A € R, afirmamos que Ax(z) es acotado, en caso contrario
existirfa {a,} C Ax(z), con a,, = 00, y

lim C(z,a,) = oo,

n—oo
lo que implica que A > oo, lo cual es una contradiccién. Ahora, sea {a,} una
sucesién en Ay (z), convergente a algiin a’ € A, tenemos que 0 < C(z,a,) < A
y C' es continua, entonces 0 < C(z,a’) < A, de esto que a’ € Ay (x) y asi Ax(z)
es cerrado. Por el teorema de Heine-Borel, se tiene que Ay (x) es compacto, y
ésto sucede para cualquier x € X y A € R, se concluye que C es inf-compacta
en K.

O

De manera andloga se prueba que F [V* (max{0, yff})} es inf-compacta en K.

Con esto, tenemos que el ejemplo cumple la Hipétesis 2.6, asi, se puede aplicar
alguno de los Teoremas 2.3, 2.5 o 2.7, dependiendo de las especificaciones de
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los espacios de estados y acciones que consideremos.

Ahora, usaremos iteracién de valores para encontrar la forma general de V,, y
la politica umbral. Considere Vj(z) = 0, asi

Vi(z) =

aénj&){C(x,a)—&—aE[%(:c—i—a—f)ﬂ} (3.3)
i (0,0} (3.4)
yg};a){H(y) +b(y — )} (3.5)

Definicién 3.3. Sea y := z + a, as{ tenemos que B(x) se define como

= B(z) = [z, K] para

el caso de espacios de estados y acciones X = A =

[0, K] y acciones admisibles A(z) = [0, K — z],

= B(z) = [z, K + 2]
acciones admisibles

para el caso de espacio de estados X = [0,00) y
A= A(x) =0, K],

» B(x) = [z,00) para el caso de espacios de estados acciones y acciones
admisibles no acotados, es decir X = A = A(x) = [0, 00).

Por el criterio de la segunda derivada, tenemos que el minimo se alcanza en

yzF_1<p_b) = ale_l(u>—x

h+p h+p

Vi(z) = H(F*l(%)) +b(F! (%) ~ ).

Vao(r) = min {C(x,a) +aE[Vi(z+a—&)T]}

Ahora,

a€A(x)

= min {H(y) +b(y —z) +aE[Vi(y — "]}

yeB(x)

= min
yEB(x)

+b(F*1

{H(y) +b(y — ) +a{H(F*1(p_ b))

h+p
(25) - Elw+ o)}
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Usando nuevamente el criterio de la segunda derivada, llegamos a

y=F_1(]%) :'“FF“(;%)—%

entonces
Va(z) = H(F*l(]ﬁph;_l)ab))w(fjfl(ﬁ)’x)
+aH(F’1<;%)>+ abF~ ( ;Z)
+aE[(F*1(]%—§) ]

Si se sigue iterando, llegamos a que la forma general para la politica esta dada

por
S1—x, sixz <S5y,

= = 3-6

fi(@) {07 sy (36)

donde el umbral es S; = F~! (%) y paran > 2

Sy —x, six <5y,

n = fn(x) = 3.7

“ Ja(@) {O, six > Ss. (8.7)

con umbral Sy = F~1 (p fhf_bab), y Vi, es de la forma

0, sin=0,
H(F*l(gf—,’;)) + b(F*l(g%fl) - x) sin=1,
=) (0 (8) 000 (5
“1(oEmb

+oﬂ+1b[ ) o s)ds — ( +ph_fab)F_1(p+ph_f°‘b)]}

o
(s (1)) w0 (1)},
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3.3.2. Descripcion para Lineas de Espera

Para lineas de espera, las variables de la dindmica descrita en la ecuacién (3.1),
denotan:

= x;, numero de clientes en el sistema al tiempo t,
= a;, nimero de clientes a los cuales se les permite el acceso al sistema,
= &, nimero de servicios concluidos al tiempo t.
Y para la funcién de costos dada en (3.2), tenemos que
= p es el costo de rechazo de clientes,
= h es el costo de servicio,
= b es el costo por arribo de clientes.

En lineas de espera, el umbral es el niimero de clientes que se desean tener en el
sistema, para minimizar costos. Es importante estudiar los casos de capacidad
de cola finita e infinita de sistemas de espera, en el caso de capacidad finita
es importante controlar la entrada de clientes ya que un sobrecupo puede
provocar inestabilidad en el sistema. Por otro lado, en el caso de capacidad
infinita podemos pensar que admitir a todos los clientes que buscan servicio
es la accion correcta pero, en la funcién de costos se contempla el costo por
clientes en el sistema, asi tener demasiados clientes en la cola, a largo plazo no
resulta rentable.
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Capitulo 4

SIMULACIONES

En este capitulo realizaremos simulaciones del Ejemplo planteado en el capitulo
anterior para mostrar numéricamente que los sistemas de lineas de espera y de
inventarios controlados mediante estrategias umbral generan menores costos
comparados con sistemas no controlados.

4.1. Modelo de Linea de Espera Controlado con
Capacidad del Sistema Finita

Considere una linea de espera con tiempos de servicios distribuidos exponen-
cialmente, con un unico servidor, capacidad del sistema finita y disciplina de
servicio FIFO. Note que este sistema tiene espacio de estados finito, es decir,
admite un numero finito K de clientes en el servidor.

Sea K = 10, asf el espacio de estados, estd dado por X = [0, 10], de esto que
el numero de clientes que pueden ingresar al sistema en un tiempo ¢ depende
de cuantos haya en ¢l al tiempo ¢, asi A(z) = [0,10 — z], el espacio de ac-
ciones estd dado por A = [0, 10] pues no pueden ingresar mds clientes que la
capacidad del sistema. Sea A = 1 el pardametro de la variable exponencial que
determina los servicios concluidos, es decir, en promedio se concluye 1 servicio
por cada tiempo en el que se observa el sistema.

49
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Definimos la funcién de costo como
C(z,a) =35E[(£ — (v +a))T] + 0.9E[(z + a — &) 1] + Ta.
Se tiene que la funcién de valor, satisface la ecuaciéon de optimalidad, es decir,

Vi(z) = agg&){c(fv»a) +aB[V*((z+a—8")]}

Tomando como factor de descuento v = 0.9, se tiene

V@)= _min (Cla.a)+09E[V"((@+a— ")),

Ahora, por (3.7), se tiene que el umbral para este ejemplo estd dado por

)
— (220 )~ p10.9756) = 3.71 ~ 4.
S (p L ab) (0.9756) = 3.7

Asi, se tiene que la politica umbral éptima esta dada por

si r<4

)
0, six > 4.

A continuacién mostraremos en una tabla para algunos estados iniciales del
sistema, los costos que se generan al usar politicas umbral y sin usarlas, después
de 90 iteraciones.

Estado | Costo sin control | Costo con control
1 70875 62070
3 74559 69660
5 74570 72900
8 73431 71025
10 76683 70195

donde la primera columna representa el estado inicial del sistema, es decir
cuantos clientes llegan inicialmente a la cola; la segunda columna da costos
generados si usar la politica umbral y la tercera, da los costos obtenidos usando
la estrategia umbral obtenida.
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4.2. Modelo de Linea de Espera Controlado con
Capacidad del Sistema Infinita

Considere una linea de espera con tiempos de servicios distribuidos exponen-
cialmente, con un Unico servidor y capacidad del sistema infinita.

Asi, el espacio de estados estd dado por X = [0, 00|, tenemos que el sistema es
controlado asi, se tiene que A = A(z) = [0, K]. Sea A = 1 la tasa de servicios
concluidos por periodo de observacién.Considere K = 12.

Definimos la funcién de costo como

C(z,a) =28E[(§ — (x+a))T] + 0.2E[(z + a — £)T + 0.954].

Sabemos que la funcién de valor satisface la ecuacién de optimalidad, de ésto
que la podamos reescribir como

V(@)= min (C(z.0) +aBV*((x +a- ")),

Tomando el factor de descuento v = 0.9.
Se tiene que

Vi(x) = aénj(r;){c(% a) +0.9E[V*((z +a —&)")]}.

Por (3.7),tenemos que el umbral para este ejemplo estd dado por

—b
S=F (P72 )\ _ Fp1(0.9802) = 4.529 ~ 5.
(erh—ozb) ( )

Asi, se tiene que la politica umbral 6ptima estd dada por
5—=x si r<5b
0 six > 5.

En la siguiente tabla, daremos algunos estados iniciales del sistema y los costos
que se generan al controlar el sistema con la estrategia umbral encontrada y
sin hacer uso de esta, después de 100 iteraciones.
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FEstado | Costo sin control

Costo con control

1
)
8
12
20

157011
171597
198224
142619
142179

147177
154644
165364
114895.8
129101

donde la primera columna da el ntimero de clientes que llegan al sistema ini-
cialmente; la segunda, el costo que se genera al observar el sistema sin aplicar
una estrategia umbral y la tercera, ds los costos generados al usar la politica

umbral.

4.3. Modelo de Inventarios con Capacidad In-

finita

Considere un sistema de inventarios con capacidad y produccién infinita, es
decir, X = A = A(x) = [0, 00).

Y con funcién de costo

C(z,a) = 30Emax{0,£ — (x + a)}] + 8E[max{x + a — &,0}] + 2a.

La demanda ¢ sigue una distribucién normal con pardmetros p =5y o = 1.

Tenemos que la funcién de valor satisface la ecuaciéon de optimalidad, es decir,

V*(z) = mi
@)= iy

(0@, @) + 9BV (x +a— ) )]},

por (3.7), tenemos que el umbral S, estd dado por

S:F*(

_p=b
p+h—ab

F~1(0.9055) = 1.32.

Pero esa es la preimagen de nuestra variable estandarizada, de aqui que el

umbral sea S* = 1.320 4+ u = 7.64 = 8.
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Asi, nuestra politica umbral 6ptima estd dada por
8 —ux, si z < 8§,
0, si x> 8.

Ahora, mostraremos una tabla que dado el nivel inicial de inventario, da los
costos generados al aplicar politicas umbral y sin usarlas, después de 100 ite-
raciones.

Estado | Costo sin control | Costo con control
1 178285 175237
7 180711 171045
12 178225 128635
20 175902 151910
35 189032 136427

La primera columna representa el nivel de inventario del sistema al iniciar
la observacién, la segunda, los costos que se generan sin aplicar la estrategia
umbral que se obtuvo y la tercera columna, muestra los costos que se generaron
usando la estrategia obtenida.
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CONCLUSIONES

El trabajo de tesis se centrd en el estudio de la existencia de politicas umbral
en el contexto de Procesos de Decision de Markov. Se presentan condiciones en
el modelo de control de Markov las cuales garantizan que la estrategia éptima
presenta la forma umbral. El umbral en este caso se entiende como un valor en
el espacio de estados, el cual define el cambio de regla entre una accién fija y
otra. Las estrategias umbral son importantes desde el punto de vista practico,
ya que cuentan con una caracterizacion propia y de este modo su implemen-
tacion es mas sencilla.

El estudio de dichas politicas se ejemplificé en lineas de espera y teoria de
inventarios. En la literatura se pueden encontrar textos especificos donde es
natural considerar esta clase de estrategia (ver [9] y [14]). Sin embrago, en la
literatura existente no se encuentran condiciones sobre el modelo las cuales
garanticen a priori que la bisqueda de la estrategia es de tipo umbral. En este
sentido el trabajo de tesis busca dar una respuesta inicial para caracterizar en
base a las componentes del modelo de control la estrategia umbral. Como se
menciona en la introduccion, el trabajo en que se basé la tesis se encuentra
sustentado en el reporte técnico On the optimality of base stock policies for a
class of inventory systems with no set up costs and no backorders, de Oscar
Vega-Amaya y Joaquin Lépez-Borbén (ver [16]), en especifico el Capitulo 2.
Es importante senalar que las hipdtesis que se trabajan en ese reporte fueron
modificadas, considerando condiciones més simples de verificar en la practica
y que son mas conocidas en el contexto de Procesos de Decisién de Markov. Al
realizar dichas modificaciones las conclusiones del resultado principal siguen
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siendo validas.

Finalmente el trabajo de tesis presenta un capitulo de aplicaciones donde se
verificaron las hipétesis del teorema principal del trabajo de tesis en las dreas
de teoria de inventarios y lineas de espera. Porteriormente se presentaron al-
gunos ejemplos numéricos resueltos usando simulacién y elaborados en R.

Trabajos futuros en esta linea contemplan la implementacién de politicas um-
bral en procesos de crecimiento econémico (ver [6]) y procesos de asignacién
de recursos (ver [7]). Desde el punto de vista tedrico se puede estudiar la ge-
neralizacién de condiciones en la funcién de costo, considerando funciones de
costo acotadas en norma ponderada y permitiendo cambio de signo, es decir,
en etapas de observacién del sistema que permiten obtener utilidades.



Apéndice A
Kérneles Estocasticos

Definicién A.1. Un kérnel estocdstico sobre X dado Y es una funcién Q(- | -)
tal que:

(a) Q(‘ly) es una medida de probabilidad sobre X para cada y € Y,
(b) Q(B]-) es una funcién medible en Y para cada B € B(X).

El conjunto de todos los kérneles estocasticos sobre X dado Y es denotado por
PXTY)

Definicion A.2. Un kérnel estocéstico P se dice

1. Débilmente continuo si la funcion

T / P(dx|y),

es continua y acotada, para cada funcién v continua y acotada en X.

2. Fuertemente continua si la funcion

Y / P(dzx|y),

es continua y acotada, para cada v funcién acotada en X.
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Definicién A.3. ® denota el conjunto de todos los kérneles estocdsticos
p € P(A|X) tales que p(A(z)|x) = 1.

Observacion A.4. Dada la funcién de distribuciéon F' con densidad p, con-
tinua y acotada, se tiene que la funcién

@)~ [ vl (A1)
es continua y acotada, para cualquier funcién medible y acotada v, en X. Pues,
[ rwattes = B(era-o*)]

X
| v(w+a-97) ol as

—0o0

rt+a o0
/ v(z) ple +a—z)dz + / v(0) p(x +a—z) dz
0 r+a

r+a
= /O v(z) ple +a—2z)dz + v(0) [l — F(x +a)].

Y se tiene que la funcién de densidad p es continua y acotada, de esto que la
funcién (A.1) sea continua y acotada.



Apéndice B
Multifunciones y Selectores

Sean X y A espacios de Borel no vacios.

Definicién B.1. Una multifuncién (también llamada correspondencia o ma-
peo conjunto valuado) ¥ : X — A, es una funcién tal que ¥(x) es un sub-
conjunto no vacio de A, para cada =z € X. El grafo de la multifuncién v es el
subconjunto de X x A dado por

K:={(z,a)lz€eX y ac€ A}

Para cada subconjunto B de A, sea ¢~ 1[B] := {x € X| ¢(x) N B # 0}.

Una multifuncién ¢ : X — A se dice compacto valuada si para cada = € X,
¥ (x) es un subconjunto compacto de A.

Definicién B.2. Una correspondencia 1 : X — Y se dice semicontinua
inferior (s.c.7) en x, si 1(x) es no vacio y, para cada y € 1(x) y cada sucesién
T — x, existen N = 1y {yn}tnen tal que y, = y v yn € ¥(x,) para todo
n > N.

Definicién B.3. Una multifuncién compacto valuada, ¥ : X — A es semi-
continua superior (s.c.s.) en x si 1(x) es no vacio y, para cada sucesién x,, — x
y cualquier sucesién {y, }nen tal que y, € ¥(z,), para todo n € N, existe una
subsucesién convergente de {y,} cuyo punto limite y estd en ¢(x).
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Definicion B.4. Una multifuncion se dice continua si es s.c.s y s.c.i..

Proposicién B.5. Para X = A = [0, K] y A(x) = [0, k — z], la multifuncién
x — A(z) es continua.

DEMOSTRACION.

Seay € A(x) y z,, — x, se tiene que 0 < y < K —z. Definimos y,, := x—x,, +v,
observe que y, — y, pues T, — x. Ademads

I<y<s K-z & 0<<y+z<K
& 0z, —opty—2< K
& 0<2,+y, <K
< 0<yn< K-z,

& oy, € Azy)

y esto sucede para todo n € N, de esto que la multifuncién sea semicontinua
inferior.

Ahora, considere x,, — x y {yn}nen tal que y,, € A(z,) para todo n € N,
es decir 0 < y, < K+, Vn € N. Se tiene que {y, + z,} C [0, K] y este
conjunto es compacto, de esto que exista {y,, + 2, } subsucesién de {y, +x, }
tal que {yn, + n,} — J, para algin J € [0, K], también se tiene que x,, — x,
entonces y,, — J — x, renombramos y = J —  y asi tenemos que y,, — v,
donde 0 < y < K — z, de esto que la multifuncién sea semicontinua superior.
Asi, por la definicién B.4 se concluye lo deseado.

O

Definiciéon B.6. F denota el conjunto de todas las funciones medibles f :
X — A que satisfacen f(z) € A(x), para toda x € X. Las funciones en F son
llamadas selectores de la multifuncién z — A(x).



Apéndice C

Otros Resultados

Proposicion C.1. La funcién de valor 6ptimo es finita y acotada en conjuntos
acotados.

DEMOSTRACION.

Sea fg una politica umbral con S > 0, si g = « € [0, S], entonces

Tptl = Tptan —wy
- xn“”(sfln)*wn
= (S_w71,)+7

pues x, no puede tomar valores negativos y esto sucede para toda n € N.
Ahora, note que

Valfs,z) = E{iat C(fﬂtaat)]
t=0

= E[C(azo, ap) + Zat C(ay, at)], por (2.1) podemos sustituir C

t=1

= E[H(aco +ag) +bag + iof’ {H(z: +a:) + bat}}

t=1
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:E[H(:z:+5—:z:)+b(57:1:)
+ iat {H((s )T S = (S —wi1)T +b(S — (S — wt)ﬂ) H
t=0

= H(S) +bS — bz + E[iat {H(S) +bS — b(S — wt)+}]

= H(S)+bS — bz + ILH(S) + -2 b5 bE[i al(s — wt)ﬂ

-« l1—«
t=1

1 1 «a ,

Definimos
T(S) = H(S) + bS + abE[min{0,w, — S}.

Asi,

Voz(fSax) = LT(S) — bx

11—«
L 1)
= Va(fSao)'

11—«

De esto que se cumpla la proposicién.

Ademds, si la politica umbral es 6ptima, entonces

0< v = (=) 70s) = (

l1—«

) inf T(y).

11—« yeX

Esto implica que T'(S) = infyex T'(y), donde S es el umbral.

Esta ecuacién caracteriza los puntos umbral y nos permite encontrar de manera
explicita la politica umbral.
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Proposicién C.2. M(y) = E[V* (maﬂx{y - &, 0})} es continua.

DEMOSTRACION.

Observe que, haciendo U = max{0,y — &}

E[V*(méx{y—&O}ﬂ =/

Por otro lado,

P(U <)

oo

V*(U) fu (U)dU. (C.1)

— 00

= P(mix{0,y — £} < u)
= Ply—£§<u)

= Ply-u<g)

= 1-P(<y—u)

= 1—-Fe(y—u).

Asi, fu(u) = fe(y —u), de esto que

B[v (mixty - €.0})] = [

VAU fely — U)dU.

oo

Ahora, sea {y, }neny C X una sucesién convergente a un punto yo € X y sea S

una cota superior del conjunto {y, :

n € Ny}, por la Proposicién C.1 se tiene

que V* es acotada en [0, 5], asf las funciones V*(max{0,y, — £}), n € Ny, son

uniformemente acotadas. Es decir, V n € Ng, ‘V*(méx{(), yn —&})| < N, para

algun N > 0. Asi, por el teorema de convergencia dominada, se tiene

oo
lim
n—oo [_

De esto que M sea continua.

ViU) feyn —U) dU =

| i v seton - v)

| v g -v)a
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Proposicién C.3. Sea X una variable aleatoria P-integrable sobre (2, .#, P)
y sean & y A o-dlgebras contenidas en .#. Si &/ C % entonces,

E[X|o/] = E[E[XW]‘%} - E[E[XL%)]’%].
Proposicién C.4. Sea v una variable aleatoria P-integrable en (Q,.%,P) y
& sub o-élgebra de # entonces, E[E[v| ¥]] = E[v].

Proposicién C.5. Sean v y v’ variables aleatorias P-integrables en (92, %, P)
y ¥ y ¥4’ sub o-algebras de .%. Si v es ¥-medible entonces,

Ew/'| 9] =vE[V| 9],

particularmente
Ev|¥9] =v.

Proposicion C.6. Suponga que K es un subconjunto de Borel de z x A, v
es s.c.i., acotada inferiormente e inf-compacta en K. Entonces

1. Existe un selector f* € F tal que

(o, f(@) = o' (x) = minv(e.a).

2. Si la multifuncién z — A(x) := {a € A(x)| v*(z) = v(z,a)} es s.ci.,
entonces v* es s.c.i.. Mas aun, si v es continua entonces v* también lo
es.



Apéndice D

Continuidad de V*

D.1. Caso 1. Espacios de Estados y Acciones
Acotados
Caso 2. Espacio de Estados no Acotado y
Espacio de Acciones Acotado

Hipétesis D.1. Sea

i) Para cada = € X, el conjunto de acciones admisibles, A(x), es un sub-
conjunto compacto y no vacio de A.

ii) Para alguna constante R, |C(z,a)] < R, V (z,a) € K, més aiin, para
cada z € X, la funcién C(z,a) es continua en a € A(x).

iii) [v(x)Q(dy|x,a) es una funcién continua, para cada funcién v € B(X).
Teorema D.2. Si se cumplen las hipétesis (D.1), se tiene que
(a) La funcién de valor 6ptimo v* es la tinica solucién en B(X) de la ecuacién

de programacién dinamica

v¥(z) = aéﬂi&) {C’(az,a) + a/u*(y)Q(dy|:c,a)}, para z € X.
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(b) Una politica estacionaria f* € F es dptima, si y sélo si, f* minimiza el
lado derecho de la ecuacién de programacion dindmica para todo z € X,
es decir,

vi(z) = C’(x, f*(m)) + a/u*(y)Q(dy|x7f*(m)), para todo z € X.

Proposicién D.3. Sea ¥ : X — C(A) una multifuncién Borel medible, y sea
v(z,a) una funcién medible, real valuada, en K; tal que v(x, a) es semicontinua
superiormente (s.c.s.) en a € ¥(z) para cada x € X. Entonces

a) Existe un selector f: X — A para U tal que

V(x, f(a:)) = aglljl'&) v(z,a), paracadax € X

y la funcién v*(x) := mingey(y) (7, a) es medible.
b) Si Uy v son s.c.s y acotadas, entonces v* es s.c.s. y acotada.

c) Si U es continua y v es continua y acotada, entonces v* es continua y
acotada.

d) Si ¥ es continua y A es compacto, entonces K es cerrado.

D.2. Caso 3. Espacios de Estados y Acciones
no Acotados

Lema D.4. Sean ¢ : X — Y una correspondencia s.c.i. y f: Grp — R una
funcién s.c.i.. Definimos m : X — R como

m(z) = inf f(z,y),
yEp(x)
entonces la funcién m es continua.
DEMOSTRACION.
Veremos que {z € X : m(z) < a} es abierto para cualquier « € R.
Suponga que Jzg € X con m(xg) < «, entonces existe ag € (o) tal que
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f(zo,a0) < a, como f es s.c.d., el conjunto W = {(z,y) e K: f(z,y) < a} es
una vecindad abierta de (z9, ag) € K. De aqui que existan U y V abiertos con
zo€UyaygeV,talesque U x VNKCW.

Note que N = U N~ 1(V) es una vecindad abierta de zo. Ahora, para cada
x € N, existe y € p(z)NV tal que, (z,y) € UxVNK C W, entonces f(z,y) <
a asi, m(z) < ay esto sucede paratodaxz € N. Asi N C {z € X : m(x) < a},
de esto que {x € X : m(x)a} sea abierto. Y se concluye que m es continua.
O
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