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Introduccion

El tema de esta tesis pertenece a la teoria de modelos, que es la rama de
la légica matematica que se ocupa de la relacion entre un lenguaje formal y
sus interpretaciones o modelos. Nos concentraremos en la teoria de modelos de
la logica de predicados de primer orden, que puede llamarse “teoria modelos
clasica”.

Los pioneros en el desarrollo de la teorfa de modelos fueron Lowenheim (1915),
Skolem (1920), Godel (1930), Tarski (1931) y Malcev (1936). El tema se con-
virtié en una rama separada de la légica matematica con el trabajo de Henkin,
Robinson y Tarski a fines de la década de 1940 y principios de la decada de
1950. Desde entonces ha sido un area activa de investigacion.

Los métodos bésicos para construir modelos son: constantes, cadenas elemen-
tales, funciones de Skolem, indiscernibles, ultraproductos y modelos especiales.
Como el titulo de esta tesis lo sugiere, nos enfocaremos en los ultraproductos.

La construccion de un ultraproducto es un método uniforme para construir
modelos de teorias de primer orden que tiene aplicaciones en muchas areas de las
matematicas. Es atractiva tal construccion porque es de naturaleza algebraica,
pero conserva todas las propiedades expresables en la logica de primer orden.
La idea se remonta a la construccién de modelos no estandar de aritmética dada
por Skolem en 1934. En 1948, Hewitt estudié ultraproductos de campos. Para
las estructuras de primer orden en general, la construcciéon de ultraproductos
fue definida por Jerzy Los en 1955. El tema se desarrollé rapidamente a partir
de 1958 con una serie de extractos de Frayne, Morel, Scott y Tarski.

En el articulo de Scott de 1961, Measurable cardinals and constructible sets,
demuestra que si existe un cardinal medible entonces V' # L haciendo uso de
una ultrapotencia del universo V. Este resultado fue el que dio inicio a los tra-
bajos en modelos internos de cardinales grandes.

Kenneth Kunen mediante la técnica de ultrapotencias iteradas, que fue desa-
rrollada por Haim Gaifman, aplicé el método para obtener los principales resul-
tados del modelo L[D] en su articulo Some applications of iterated ultrapowers
in set theory de 1970. La teoria del modelos internos se desarrollaria a partir del
trabajo de Kunen que con el tiempo se convertiria en una corriente principal de
la teoria de conjuntos moderna.

El objetivo de este trabajo de tesis es proporcionar una exposicion elemental
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de algunos de los conceptos bésicos de la teoria de modelos, en particular, el
concepto de ultraproducto, asi como presentar un par de aplicaciones de este
concepto en la teoria de conjuntos, especificamente, en cardinales medibles. Pa-
ra la lectura de esta tesis se supondra que se conocen las nociones basicas de
l6gica de primer orden y teoria de conjuntos. La tesis esta estructurada en tres
capitulos que describimos a continuacién.

En el Capitulo 1 se comenzara exponiendo los conceptos basicos de modelos
y teorias, también se retomaran algunas nociones especificas de modelos de la
teoria de conjuntos. Se presenta el Teorema de Mostowski el cual nos dice, a
grandes rasgos, que si tenemos una relacién bien fundada y extensional enton-
ces existe un modelo transitivo con la relaciéon de pertenencia usual. También
veremos como se define el universo construible L de Godel y una generalizacién
de este debida a Azriel Levy, L[A].

En el Capitulo 2 se presentan los conceptos de filtro y ultrafiltro, ya que es-
tos estan muy relacionados con la construccién de ultraproductos que también
se hard en este capitulo. Sin embargo, este modelo se sirve del Teorema de Lo$
que es la pieza clave para que sea un método eficaz de construccién. Este nos
dice de manera general que si una férmula se satisface en casi todos los modelos
entonces también se cumple en el ultraproducto.

En el Capitulo 3 se da la motivacién del concepto de cardinal medible, se
construye la ultrapotencia del universo V' y se presenta la prueba del Teorema
de Scott. También se hace la construccion de las ultrapotencias iteradas que nos
ayudardn a probar un Teorema de Kennet Kunen sobre un modelo interno L[D]
para cardinales medibles.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de modelos

Comenzaremos este capitulo dando un breve repaso de algunos conceptos de
la teoria de modelos que nos seran tutiles mas adelante.

Definicién 1.1. Un lenguaje L es un conjunto de simbolos de cantidad nume-
rable formado por la union de los siguientes conjuntos:

i) Un conjunto F de simbolos funcionales y enteros positivos ny para cada
] Y f
ferF,

(i) un conjunto R de simbolos relacionales y enteros positivos ng para cada
ReR,y

(i) un conjunto C un conjunto de simbolos constantes.

Los conjuntos F, R y C pueden ser vacios. Para cada f € F, existe un
n € Z7T tal que f es una funcién n-aria, y para cada R € R existe una m € ZT
tal que R es una relaciéon m-aria.

Ejemplo 1.2. FEl lenguaje de anillos L, = {+, -, 0, 1}, donde +, - y - son
stmbolos funcionales binarios (de 2 variables) y, 0 y 1 son constantes.

Ejemplo 1.3. El lenguaje de los anillos ordenados Lor = L, U {<}.

Definicién 1.4. La potencia, o cardinal del lenguaje L, denotado por ||L]], se
define como

L] =wulL].

Decimos que un lenguaje L es numerable o no numerable si ||L|| es numerable
o no numerable, respectivamente.

Definicién 1.5. Sean un lenguaje L' que contiene todos los simbolos de L y
quizds algunos simbolos adicionales, llamamos L' una expansién de L, L una
reduccion de L.
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Definicién 1.6. Sean un lenguaje L y un conjunto M no wvacio, decimos que
T es una funcion de interpretacion si a cada simbolo relacional n-ario le asigna
una relacion R C M™ sobre M, a cada simbolo funcional m-ario le asigna una
funcion m-aria G : M™ — M y a cada simbolo constante c le asigna una
constante x € M. A M le llamaremos conjunto universo.

Definicién 1.7. Una modelo para un lenguaje L es un par M = (M,T) donde
M es un conjunto universo e L es una funcion interpretacion.

Las funciones, relaciones y constantes de 91 son, respectivamente, las image-
nes bajo Z de simbolos funcionales, simbolos relacionales y simbolos constantes
de L.

Observemos que dado un conjunto universo A existen diferentes interpreta-
ciones permisibles de los simbolos de £. Supongamos que il = (A, 7) y ' =
(A’,7') son modelos para £ y R, R’ son relaciones de $l y {', respectivamente.

Definicién 1.8. R’ es la relacién correspondiente a R si Z(P) = R y Z'(P) =
R’ para algin simbolo relacional P € L.

Similarmente introducimos convenciones similares en cuanto a las funciones
y constantes.
Cuando un lenguaje es de la siguiente forma

EZ{Po,...,Pn,Fo,...Fm,Co,...,Cq}

escribimos los modelos para £ haciendo uso de las funciones correspondientes,
relaciones correspondientes y constantes correspondientes como

L[:<A,R0,...,Rn,Go,...,Gm,Io,...,Iq>

Definicién 1.9. El cardinal, o potencia, de un modelo 8 = (A,T) es el cardinal

A

Decimos que Y es finito, numerable o no numerable si |A| es finito, numera-
ble o no numerable, respectivamente.

Ahora introduciremos algunas nociones y operaciones en modelos.

Definicién 1.10. Sean dos modelos 4 y 3" para L, 4 es isomorfo a W' si y sdlo
st existe una funcidn f : A — A’ biyectiva que satisface:

(i) Para cada relacion n-aria R de il y la relacidn correspondiente R’ de I,
R(xz1,...,2y,) siy sélo si R(f(x1),..., f(x,))
para toda x1,...,x, en A.
(i) Para cada funcién m-aria G de i y la funcidn correspondiente G’ de S,
F(G(@1,. o mm)) = G(f(a1), -, fom))

para toda x1,...,xT, en A.
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(i41) Para cada constante x de il y la constante correspondiente x’ de 3,
fla) =2’

Una funcién f que satisface lo anterior es llamada un isomorfismo de {4 a ',
o un isomorfismo entre 4 y 4. Usamos la notacién f : 4 = §I’ para denotar que
f es un isomorfismo entre Y y {’, y usamos U = §{’ para decir que Y es isomorfo
!
a .

Definicién 1.11. Un modelo ' es llamado un submodelo de 3k st A’ C A y

(i) Cada relacion n-aria R’ de 3" es la restriccion a A’ de la relacion corres-

pondiente R de i, es decir, R’ = RN (A")™.

(i1) Cada funcién m-aria G' de W es la restriccion a A’ de la funcién corres-
pondiente G de U, es decir, G' = G|(arym.

(i11) Cada constante de S es la constante correspondiente de 1.
Usaremos I’ C U para denotar que ' es un submodelo de 4.
Definicion 1.12. B es una extension de 4 si U es un submodelo de 5.

Definicién 1.13. U estd un encajado isomorfamente en *B si existe un modelo
¢ y un isomorfismo f tal que f: U = € y U C &. Llamaremos a f un encaje de
U oen B.

Definicién 1.14. Un encaje de B en A es un isomorfismo entre B y un sub-
modelo B’ C 2.

Hasta el momento, los lenguajes que hemos mencionado no son formales.
Para formalizar un lenguaje £ necesitaremos los siguientes simbolos logicos:

1. paréntesis: ), (;

2. variables: v, v1,...,Upn, ...
3. conectivos: A, —;

4. cuantificador: V

y un simbolo relacional binario =.

Asumimos, por supuesto, que ningin simbolo de £ aparece en la lista ante-
rior.

El concepto de una férmula de £ se define inductivamente usando los si-
guientes conceptos:

Definiciéon 1.15. Los términos de L son cadenas de simbolos de L que se
producen mediante aplicaciones finitas de las siguientes reglas:

(i) Una variable es un término.
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(i) Un simbolo constante es un término.

(i1i) Sean una funcion f m-aria y términos ty,ta, ..., tm,, entonces f(t1,ta,. ..,
tm) €s un término.

Definicién 1.16. Las formulas atomicas de L son cadenas de la siguiente for-
ma:

(i) t1 = to es una fomula atdmica, donde ti y ty son términos de L

(i) R(t1,...,t,) es una formula atdmica, donde R es un simbolo relacional
de n-ario y ty,...,t, son términos.

Definicién 1.17. Las férmulas de L se definen como sigue:
(i) Una formula atémica es una formula.
(ii) Si ey son formulas, entonces (p A1) es una formula.
(iii) Si ¢ es una formula, entonces - es una formula.
(iv) Siv es una variable y ¢ una férmula, entonces (Vv)p es una férmula.

Como hemos notado nos faltan ciertos conectivos légicos y un cuantificador,
pero estos se pueden definir como abreviaciones de la siguiente forma:

(pVip) para  (=((=¢) A (—)))
(=) para  ((—p) V)
(p< ) para  ((p—=Y)A () = @)

(Fv)p para (Vo)

Definicién 1.18. Las variables de una férmula que no tengan cuantificador son
llamadas variables libres. Las formulas que no tienen variables libres se llaman
sentencias.

Ahora llegamos a una convencién de notacién muy importante: usamos
t(vg...v,) para denotar un término t cuyas variables forman un subconjunto
de {vg,...,v,}. Similarmente, usamos ¢(vy, ..., v,) para denotar una férmula
© cuyas variables libres forman un subconjunto de {vg,...,v,}.

Notemos que no requerimos que todas las variables vg,...,v, sean varia-
bles libres de ¢(vo,...,v,). En efecto, p(vo,...,v,) puede no tener variables
libres. También, no hacemos restricciéon en las variables acotadas. Por ejem-
plo, cada una de las siguientres férmulas es de la forma ¢(vg,...,v,): R(vl),
(3’00)5(1}4, ’Uo).

Para hacer todo sobre nociones sintacticas en un sistema formal necesitamos
axiomas logicos y reglas de inferencia.

Definicién 1.19. Los axiomas légicos se dividen en tres tipos:
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1. Aziomas sentenciales: cada formula ¢ de L que puede ser obtenida de una
tautologia 1 de L sustituyendo formulas de L por los simbolos sentenciales
de v es una axioma logico para L. Ahora podemos llamarle a cada formula
@ una tautologia de L.

2. Axiomas de cuantificacion:

(i) Sip y son formulas de L y v es una variable no libre en p, entonces
la formula,

(Vo)(p = 9) = (¢ = (Vo))
es un axioma logico.

(ii) Si ¢ y 1 es obtenido de ¢ por sustituir libremente cada ocurrencia
libre de v en ¢ por el término t (es decir, no se producird ningu-
na variable © en t vinculada en 1 en el lugar donde se introduce),
entonces la formula

(Vo) — ¢
es un axioma logico.

3. Aziomas de identidad: Supongamos que x yy son variables, t(vo,...,v,)
es un término y o(vo, . . ., vy) es una formula atémica. Entonces las formu-
las:

(i) ==
(”) rT=Y— t(UOa sy Vi—1, 2, Vit 1, - - '71]71) =
t(v07 e Vi1, Y, Vi 1y - - ,’Un)
(111) x =y = ©(Voy .-y Vi1, Ty Vi1, .-y Un) —
QD(UO7 <oy Vi—1,Y5Vig1, - - - ,Un)

son axiomas l6gicos.

Las reglas de inferencia son las siguientes:

Definicion 1.20. La regla de separacion o Modus Ponens se define como: de
w Yy — Y se infiere .

Definicién 1.21. La regla de generalizacion se define como: de ¢ se infiere
(Vz)ep.

Dados los axiomas y las reglas de inferencia, asumimos que las nociones re-
sultantes de prueba, duracién de la prueba, teorema ya son familiares para el
lector. Como estamos tratando con la légica de primer orden habitual con la
identidad, asumiremos que se conoce y haremos un uso libre de todos los teore-
mas bésicos y meta-teoremas de tales sistemas formales.

F ¢ significa que ¢ es un teorema de L.
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Si ¥ es un conjunto de sentencias de L, entonces X - ¢ significa que existe
una prueba de ¢ de los axiomas légicos y . Si ¥ = {o1,...,0,} es finito, es-
cribimos o1,...,0, F .

Como los axiomas logicos son siempre asumidos, nosotros decimos que existe
una prueba de ¢ de X, o ¢ es deducible de ¥, cuando ¥ F ¢.

Definicién 1.22. ¥ es inconsistente si y sélo si cada formula de L puede ser
deducida de 3. En caso contrario decimos que Y es consistente.

Definicién 1.23. Una sentencia o es consistente en L si y sélo si {o} lo es.

Definicién 1.24. ¥ es maximalmente consistente en L si y solo si X es con-
sistente y ningun conjunto de sentencias de L propiamente contenido en ¥ es
consistente.

1.1.1. Satisfaccién en un modelo.

Ahora llegamos a la definicién clave de esta seccién. La siguiente definicién
de satisfaccion es la piedra angular de la teoria de modelos. Antes de dar la
definicién formal daremos una breve idea intuitiva. Para definir:

La sentencia o es verdadera en el modelo 4.

Primero debemos dividir en partes més pequenas a ¢ y examinar cada una de
ellas. Si o es = 0 si 0 es ¢ Ay, entonces la verdad o falsedad de o en 4 se sigue
de saber la verdad o falsedad de ¢ y 1. Por otra parte, si o es (Vz)p, entonces
el mismo método para decidir la verdad de o se descompone ya que ¢ puede no
ser una sentencia y no tendria sentido preguntar si ¢ es verdadero o falso en il

La variable libre = en ¢ tiene rango sobre los elementos de A. Para cada a
particular en A es significativo preguntar si

la féormula ¢ es verdadera en i si ¢ estd hablando de a.

Si para cada a en A la respuesta a esta pregunta es si, entonces podemos decir
que o es verdad en . Si existe un a en A tal que la respuesta es no, entonces
decimos que o es falsa en 4. Pero para responder a la pregunta anterior, incluso
para un elemento fijo de A, nos encontraremos con la misma dificultad si ¢ es
(Vy)1. Entonces es natural preguntar si:

1 es verdad en 4 si ¢ dice algo sobre un par de elementos a y b en A.

Antes de responder la pregunta anterior, nos preguntamos lo siguiente: dada
una férmula ¢(v,...,vp) ¥y una sucesién xo,...,z, en A, ;Qué significa decir
que ¢ es verdadero en i si las variables vy, ..., v, se consideran xg,...,z,?

Nuestro plan es dar una respuesta a esta pregunta primero para cada férmula
atémica ¢(v1, ...,v,) y todos los elementos x, . .., x,. Entonces, por un proce-
dimiento inductivo basado en nuestra definicién inductiva de férmula, daremos
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una respuesta para todas las férmulas ¢(vg, ..., vp) y elementos zo, ..., zp.

Todavia hay una dificultad con nuestro plan: si todas las variables libres de
una férmula ¢ estan entre vy, ..., vp, no se sigue que todas las variables libres
de cada subférmula de ¢ estén entre vy, ..., v,. Para el caso de un cuantificador
una variable libre es ligada. Esto provocara problemas en la parte de induc-
cién de nuestro plan. Para superar esta dificultad, observamos que lo siguiente
es cierto. Si todas las variables, libres o ligadas, de una férmula ¢ estan entre
Vo, - - - , Ug, entonces todas las variables de cada subformula de ¢ también estan
entre vg, ..., Vp. Entonces modificaremos nuestro plan asi: Primero, contestamos
la pregunta para todas las férmulas atémicas ¢(vo, ..., v4) y todos los elemen-
tos xg,...,%q. Luego, mediante un procedimiento inductivo, respondemos la
pregunta para todas las férmulas ¢, de modo que todas sus variables libres y
ligadas se encuentren entre vy, ...,v, y todos los elementos xy,. .., x,.

Finalmente, demostramos que la respuesta a la pregunta para una férmula

©(vo,...,vp) y elementos xg,...,zq, p < ¢, depende solo de los elementos
Zo,...,Tp correspondientes a variables libres de ¢, de modo que los valores
de zpi, ..., x4 son irrelevantes.

Ahora estamos listos para la definicién formal. La nocién crucial que debe de-
finirse es la siguiente: Sea ¢ cualquier férmula de £, todas cuyas variables libres
y limitadas se encuentran entre vy, ..., vq, ¥ sea o, . . ., T4 cualquier sucesion de
elementos de A.

Definicién 1.25. ¢ es satisfecha por la sucesion xq,...,xq en A, 0 Tg,...,Tq
satisface o en . La definicion procede en tres etapas, es decir, se hard de forma
inductiva, mediante las siguientes definiciones.

Sea 2 un modelo fijo para L.

Definicién 1.26. EI valor de un término t(vo,...,vq) en Xo,..., T, se define
de la siguiente manera (dejamos que t[xo, ..., x4] denote este valor):
(i) Sit=wv;, entonces t[zo,...,xq = ;.
(i1) Sit es un simbolo constante ¢, entonces t[xo, ..., x4 es la interpretaccion
de c en .
(iii) Sit= F(t1,...,tm), donde F es un simbolo funcional m-ario, entonces
txo, ..., xq) = G(t1[zo,- -, gy« -+ s tm[Tos - -+, 24])

donde G es la interpretacion de F en 2.

Definicion 1.27. .

(i) Supongamos que p(vo, ..., vp) es la formula atdmica ty = to, donde ti(vo, . ..
y ta(vo, ..., vp) son términos. Entonces xo, ..., xq satisfacen a ¢ siy solo
St

tl[l‘o,...,xq] = tz[.ﬁo,...,xq}

s Up)
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(i) Supongamos que ¢(vo,...,vp) es la formula atémica P(t1,...,t,), donde
P es un simbolo relacional n-ario y t1(vo,...,Vp), ..., tn(vo,...,vp) son
términos. Entonces xy, ..., T4 satisfacen a ¢ si y solo si

R(ti[zo, ..., 2q], - tn]Tos- -, 24])

donde R es la interpretacion de P en 2.

Para abreviar tenemos la siguiente convencién:

A = plzo, ...,xq) para : zo,...x, satisface ¢ en A.
Asi la Definicién 1.27 puede ser formulada como:
(i) A E (t1 = t2)[mo, ..., x4 siy solo si t1[zo,. .., xq] = to[zo, ..., 2]

(ii) A = P(t1,...,tn)[®o, ..., xq] siy solo si R(ti[xo,..., x4, .., talT0,..

Tq)).

Definiciéon 1.28. Supongamos que ¢ es una formula de L y todas variables
libres y ligadas de ¢ se encuentran entre vg,...,vq,.

*

(i) Si es 61 NG, entonces
A= plzo, ..., x4 siy solo si A= 01[xg, ..., x4 y A= Oz, ..., x4
(i) Sip es —0, entonces
A = plzo, ..., x4)st y solo si no se cumple que A = O[xo, ..., x4]

i) St es (Yv;), donde i < q, entonces
(iii) Si ¢ q

A = plxo,. .., x4 sty solo si para cada a € A,

A ): w[ato,...,xi,l,ac,xiJrl,...,a:q].

Asi nuestra Definicién 1.25 estd completa.

Una vez terminada nuestra definicién, nuestra primera tarea es probar la
proposicién de que la relacién
A = p(vo, ..., vp)[To, .. ., Tq]

depende solo de zy,...,z, donde p < ¢. Esta es la ultima parte del plan que
hemos esbozado.

Proposicion 1.29. .

(i) Sea t(vo,...,vp) un término y sean To,...,%Tq Y Yo,---,Yr dos sucesiones tal
quep <q, p<ryxz; =y; siempre que v; sea una variable de t. Entonces

t[xo, .- xq) = t[Yo, - -, Yr)



1.1 Teoria de modelos 9

(i1) Sea ¢ es una formula cuyas variables libres y limitadas estdn entre vy, ..., vp
Y que To,...,Tq Y Yo, ---, Yr, S0n dos sucesiones tales que p < q, p <7, yx; =y;
siempre que v; es una variable libre de p. Entonces

A = plzo, ..., zq] sty solo si A = @lyo, ...,y

Observacion 1.30. La Proposicion 1.29 muestra que el valor de un término t
en xo,...,Tq Y st una formula ¢ es satisfecha o no por una sucesion g, ..., T4
depende solo de aquellos valores de x; para los cuales v; es una variable libre, y
son independientes de los otros valores de la sucesion, asi como de la longitud de
la sucesion. La longitud q de la sucesion debe ser lo suficientemente alta como
para cubrir todas las variables libres y limitadas de t y ¢ para que se definan
las expresiones t[zo,...,xq], A = @[z, ..., 24 en absoluto. Ahora podemos in-
ferir inmediatamente que si o es una sentencia, entonces A = o[z, . .. ,xq} es
completamente independiente de la sucesion xo, ..., 4.

Definicién 1.31. Sea ¢(vo,...,vp) una férmula cuyas variables libres y limita-
das estdn entre vg,...,vq, p < q. Sea xq,...,x, sea una sucesion de elementos
de A. Decimos que @ estd satisfecho en ¢ por g, ..., xp,

A= plzo, ...,z

sty solo st ¢ es satisfecho en A por xg,...,&p,...,Tq para algunos (o, equiva-
lentemente, todos) Tpy1,...,%q.

Sea ¢ una sentencia cuyas variables limitadas estdn entre vy, ...,v,. Deci-
mos que A satisface p, en simbolos A |= p, si y solo si @ estd satisfecho en A
por algunas (o, equivalentemente, todas) sucesiones xo,...,Zq .

La prueba de la Proposicién 1.29 es sencilla pero tediosa. La bosquejaremos
aqui como primer ejemplo de una prueba inductiva sobre la “complejidad” de
férmulas.

Demostracion. (De la Proposicién 1.29)

(i) Si¢(vo,...,v,) es una variable v;, entonces

tlro,...,xq) =i =y =t (Yo, .., yr].

Si t(vo, . .., vp) es un simbolo constante ¢, y x es la interpretacién de ¢ en
2A, entonces

t[zo, ...,z =2 =1¢[Y0,---,Yr-

Supongamos que t(vg,...,vp) es F(t1,...,t,), donde F es un simbolo
constante funcion y la proposicién es valida para cada uno de los términos
t1,...,tm. Esto significa que

tilxo...xql =t [Yo---yr] (i=1,...,m)
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(i)

Por lo tanto, si G es la interpretacién de F en 2,

txo...xq] = G(t1[zo,- - 2qls- - tm[Tos---,%q))
= G{1[yo,---sUr]s-estm [Yoy--sUr])
= t[y()a"'ayr]

Esto verifica (i) para todo término t.

Si ¢ es una férmula t; = to, entonces usando (i) vemos que

tl[x07~~'7xq] = tl[y07~~~7yr]
t2 [an“'axq] = t2 [yOa"'ayr]

Por lo tanto, los siguientes son equivalentes:

A= plzo, ..., 24)
t1 [C,Co,...,l'q] :fg [LL'(),...7.’,L‘q]
ty [yov"wy?‘] :tQ[yO,"'ayT]
2A ):Qo[yoa"'ay’r']

Sea ¢ una férmula atémica P(t1,...,t,), donde P es un simbolo relacional
y t1,...,t, son términos. Entonces, usando (i, vemos que lo siguiente es
equivalente (donde R es la interpretacién de P en 2A):

A= plzo, ..., 24,
R(t1[zo,. .- xqls-- - tn [Tos-- -, T4])s
R(tl [y07---7yr]a~'-atn [y07~--ayr])a
A= elyos - - yr]

Supongamos ahora que 1, # son férmulas, cuyas variables libres y limitadas
estdn entre v, ..., Up, que satisfacen la parte (ii) de la proposicién.

Si ¢ es 1 A 6, los siguientes son equivalentes:

A= plzo, ..., 24,
Yz, ..., xq] y AEO[20,...,24],
w[yoa"wyr] ym'ze[yow"ay’/‘]’
A E olyos -, Yr)-

Si ¢ es =), entonces lo siguiente es equivalente

A= plzo, ..., 24,
no se cumple A = Y[zo, ..., z4],

no se cumple A = [yo, . .., Yql,
A ): 90[907- . '7y7']'
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Finalmente, sea ¢, (Vv;)¢, donde ¢ < p. Entonces lo siguiente es equiva-
lente.

En esta ultima parte de la prueba utilizamos el hecho de que las variables
libres de 1 son solo las variables libres de v y, tal vez, v;. Nuestra prueba
ahora estd completa.

O

Ahora hemos completado el plan que comenzd varios parrafos atrds. A saber,
decimos que una sentencia

o es verdad en 2

si y solo si

2 = ¢[zg,..., 4] para alguna (o para cada) sucesién zo, ..., x4 de A.

Usamos la notacién especial 2 = o para denotar que o es verdadero en 2.
Esta ultima frase es equivalente a cada una de las siguientes frases:

o se cumple en 2;
2 satisface o;
o esté satisfecho en 2,
2l es un modelo de o.

Cuando no sea el caso de que o se cumpla en 2, decimos que o es falso en 2, o
que o falla en 2, o 2 es un modelo de —o.

Ahora que hemos definido |=, damos las siguientes definiciones.

Definicion 1.32. Un submodelo B C 2 es un submodelo elemental

B <A
st para cada férmula ¢, y cada aq,...,an € B,
B = plar,...,an]st y solo si A = glag, ..., an]. (1.1)

Definicién 1.33. Dos modelos 3 y B para L son elementalmente equivalentes
si y solo si cada sentencia que es verdad en 4 es verdadera en B y viceversa.
Lo cual denotaremos por 3 = *B.

Definicién 1.34. Un encaje elemental es un encaje que tiene como rango un
submodelo elemental.
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1.1.2. Teorias.

Definicién 1.35. Una teoria (de primer orden) T de L es una coleccion de
sentencias de L. Decimos que T es cerrada si y solo si estd es cerrada bajo la
relacidn |=. Como las teords son conjuntos de sentencias de L, podemos aplicar
las expresiones

un modelo de una teoria,
teoria consistente,
teoria satisfactible.

Definicién 1.36. Una teoria T se llama completa (en L) siy solo si su conjunto
de consecuencias es mdzrimo consistente.

Definicién 1.37. Un conjunto de axiomas de una teoria T es un conjunto de
oraciones con las mismas consecuencias que T. Claramente, T es un conjunto
de aziomas de T, y el conjunto vacio es un conjunto de axiomas de T si y solo
si T es un conjunto de oraciones vdlidas de L.

Definicién 1.38. Cada conjunto de oraciones L es un conjunto de axiomas para
la teoria cerrada T = {¢ : X |= ¢}. Una teoria T es finitamente axiomatizable
st tiene un conjunto finito de axiomas.

La forma mds conveniente y estdndar de dar una teoria T' es enumerando
un conjunto finito o infinito de axiomas para ella. Otra forma de dar una teoria
es la siguiente: Sea 2( un modelo para L; entonces la teoria de 2 es el conjunto
de todas las sentencias que se cumplen en 2. La teoria de cualquier modelo 2A
obviamente es una teoria completa.

1.1.3. Limites directos de modelos.

En la teoria de modelos una construccién de uso frecuente es el limite directo
de un sistema dirigido de modelos.

Definicién 1.39. Un conjunto dirigido es un conjunto parcialmente ordenado
(X, <) tal que para cada x,y € X existe un z € X tal que x < z yy < z.

Definicién 1.40. Un sistema dirigido de modelos {4;,e;; : 1,5 € D} consiste
de modelos {; : i € D} junto con encajes elementales e; ; : A; — A; tal que
€k = €k 0 € para toda i < j < k.

Lema 1.41. Si{2;,¢; ;4,5 € D} es un sistema dirigido de modelos, entonces
existe un modelo 2, unico salvo isomorfismo, y encajes elementales e; : ™A; — A
tal que A = U;cpei(Ai) y que e; = ejoe;

Demostracion. Sea X = {(i,a) : i € DAa € A;} y definimos una relacién
sobre X como

(i,a) ~ (j,b) siysolosi FkeD(,j<k A erla)=e;rd))
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Ahora veamos que ~ es una relacién de equivalencia; ~ es reflexiva ya que
(i,a) ~ (i,a) porque i < iy e;;(a) = e;;(a). También ~ es simétrica ya que
(i,a) >~ (j4,b) si y solo si k(3,7 < k A e;r(a) = e;j,(b)) siy solosiIk(i,j <
kE A ejr(d) = e x(a)) siy solosi(j,b) ~ (4,a). Por dltimo, ~ es transitiva
va que si (i,a), (j,b), (k,¢) € X, tal que (5, ) ~ (j,b) y (j,b) ~ (k, ) entonces,
por definicién, existen r,s con ¢,j < sy j,k < r tal que e 5(a) = e;s(b) y
ejr(b) = exr(c). Sin pérdida de generalidad, consideremos s < r, por hipétesis
sabemos que e; r = €; 0 €; ; para cada i < j < k. En particular se obtiene que

eir(a) = esroeis(a) =esr(eis(a)) = esr(ejs(b) =ejr(b) = ek (b)

por consiguiente (i,a) ~ (k,c). Por lo tanto ~ es una relacién de equivalencia.

Ahora consideremos A = X/ ~ el conjunto de todas las clases de equivalencia
y para cada i € D definimos el encaje elemental e; : 2; — 2| mediante ¢;(a) =
[(4,a)] para todai € Dy a € A;. Notemos que como e; j(a) = b, donde a € A;
y b€ Aj, se tiene que e;(a) = e;(b), entonces e; = ¢e; oe; ;.

O

Definicién 1.42. El modelo 2 del Lema 1.41 es llamado el limite directo de
{2, eij}ijen-
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1.2. Modelos de la teoria de conjuntos.

El lenguaje de la teoria de conjuntos consiste de un simbolo relacional bi-
nario €, y entonces los modelos de la teoria de conjuntos estdn dados por su
universo M y una relacién binaria E en M que interpreta a €.

También consideraremos modelos de la teoria de conjuntos que son clases
propias. Sin embargo, debido al Segundo Teorema de Incompletitud de Gdodel,
debemos tener cuidado de cdémo se formula la generalizacion.

Definicién 1.43. Sean M una clase, E una relacion binaria en M y o(x1, . ..
, Tn) una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos. La relativizacion de ¢
a M, E es la formula

oM E(xy, .. xy) (1.2)

que se define inductivamente como sigue:

(xey)™¥ & zBEy
(@=y)"*f « z=y
(ﬁ(ﬁ)]\/l’E o ﬁs@M,E’
(G AY)YME o GME p ME
Bzp)ME o (3 e M)pME

y similarmente para los otros conectivos y V.

Cuando E es €, escribimos o™ en lugar de ¢™:€. Cuando usamos relativi-
zacion M F(xy, ..., x,) estd implicito que las variables 21, . ..,, tienen rango

sobre M.

1.2.1. Ag-féormulas

Definicién 1.44. Una férmula ¢ de la teoria de conjuntos es una Ag-férmula
St

(i) no tiene cuantificadores, o
(i) es p AN, oV, =, © = 0 @ < Y, donde @, ¥ son Ag-formulas, o
(i1i) es (Vx € y)p o (Ix € y)p donde ¢ es una Ag-formula.

Ejemplo 1.45. “z € y” es una Ag-formula, ya que es una formula de teoria
de conjuntos y no tiene cuantificadores.

Definicién 1.46. Si M es una clase transitiva, entonces el modelo (M, €) es
llamado un modelo transitivo.

Lema 1.47. Sea M wuna clase transitiva y ¢ una Ag-formula, entonces para
toda x1,..., Ty,

oM (x1, .. xn) & p(Tr, ..., Tp) (1.3)
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Demostracion. Si ¢ es una férmula atémica, entonces (1.3) se cumple. Si (1.3)
se cumple para ¢ y 1, entonces se cumple para ¢ A Y, o VU, 7, ¢ = Yy

@ .
Sea ¢ la féormula (Ja € z)¢Y(a,z,...) y asumimos que (1.3) es verdad para .
Mostraremos que (1.3) es verdad para ¢.

Si oM se cumple, entonces tenemos que (Ja(a € zAY))M, es decir, (3a € M)(a €
x A YM).Como ™ < 1), se sigue que (Ja € x). Reciprocamente, si (Ja € z),
entonces ya que M es transitiva, a € M, y como ¥ (a,z,...) < v™(a,x,...),
tenemos que Ja(a € M Au € z Ap™) y por lo tanto ((Ja € z)1)M. La prueba
para Va € x es similar.

O

Definicién 1.48. Una formula ¢ es absoluta para el modelo transitivo M si
(1.8) se cumple.

Proposicion 1.49. Las siguientes expresiones puden ser escritas como Ag-
fomulas y asi son absolutas para todo modelo transitivo.

(i) © = {a,b}, v = (a,b), x es vacia, x C y, x es transitiva, x es un ordinal,
x es un ordinal limite.

(ii) X es una relacion, f es una funcion.
Demostracion. .

(i) z={a,b} v acazrnbexA(NVcez)c=aVec=D).
x = (a,b) <> (3c € 2)(3d € z)(c = {a} Ad = {a,b}) A (Ve € z)(c =
{a} Vec={a,b}).
x es vacia < (Va € x)a # a.
xCy <+ Va€x)aey.
x es transitiva <> (Va € z)a C z.

x es un ordinal <+ x es transitivan(Va € 2)(Vb € x)(a € bVb € axVa =
b)A (Vaex)(Vbex)(Veex)(aebec—a€c).

2 es un ordinal limite <+ = es un ordinalA(Va € z)(3b € x)a € b.

(ii) X es una relacién <» (Vz € X)(3a € dom X)(3b € ranX )z = (a,b).

f es una funcién « f es una relaciéon A(Vx € dom f)(Vy,z € ran f)
((z,y) € fA(2,2) € f > y=2),donde (2,y) € f + (Ja € fla= (z,y).

O

Por lo general los conceptos cardinales no son absolutos. Se sabe que las
siguientes expresiones no son absolutas:

X=PY), |X|=1Y|, «esun cardinal
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1.2.2. Consistencia Relativa

Por el segundo teorema de incompletitud de Gédel es imposible demostrar
la consistencia de ZF (o teorfas relacionadas) por medios limitados solo a ZF.

Una vez que suponemos que ZF (o ZFC') es consistente, podemos preguntarnos
si la teoria sigue siendo consistente si agregamos un axioma adicional A.

Definicién 1.50. Sea T una teoria matemdtica, y sea A un axioma adicional.
Decimos que T + A es consistentemente relativo a T (o que A es consistente
con T') si la siguiente implicacidn se cumple:

SiT es consistente, entonces también lo es T + A

Si A y —A son consistentes con T, decimos que A es independiente de T .

La pregunta de si A es consistente con 1" es equivalente a la pregunta de si
la negacién de A es demostrable en T' (siempre que T' sea consistente); Esto se
debe a que T + A es consistente si y solo si = A no es demostrable en T

La forma de demostrar que un axioma es consistente con ZF (ZFC). es
usando modelos. Supongamos que tenemos un modelo M (posiblemente una
clase apropiada) de ZF tal que M = A. (Mds precisamente, las relativizaciones
o™ se mantienen para todos los axiomas o de ZF, asf como AM). Entonces
A es consistente con ZF' : Si no fuera asi, entonces —A seria demostrable en
ZF,y dado que M es un modelo de ZF, M satisface ~A. Sin embargo, (—A)M

contradice AM.

1.3. El axioma de fundacidon.

En varios libros de teoria de conjuntos mencionan que el axioma de funda-
ci6n (o también conocido como axioma de regularidad) no es primordial para
la construccién de los naturales, ordinales o cardinales, sin embargo, serd muy
importante para los intereses de este trabajo. Si bien este axioma pertenece a la
lista de axiomas de Zermelo-Frankel (ZF), haremos un breve repaso de algunas
implicaciones que tiene.

El axioma de fundacién nos dice que la relacién € en una familia de conjun-
tos es bien fundada.

Axioma de fundacién. Todo conjunto no vacio tiene un elemento €-
minimal:
Vo(r #0 — 3y € z)z Ny =0).
Como una consecuencia de este axioma, no existen sucesiones infinitas de la

siguiente forma:

TopDT1DT2 D ...
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considerando el conjunto X = {xg,z1,z2,...}. En particular, no existe un
conjunto z tal que x € x, ni tampoco los “ciclos”

TopETLE - ETy € X
Definicién 1.51. Un conjunto T es transitivo si x € T implica que x C T

Lema 1.52. Para cada conjunto X, existe un conjunto transitivo T' D X

Demostracién. Definimos por induccién los siguientes conjuntos

Xo=X, Xpp1= UXn

T=|] X, (1.4)

13

Claramente, T es transitivoy 7" D X O

Ya que cada conjunto transitivo satisface | JT C T, se sigue que el conjunto
en (1.4) es el transitivo mas pequenio T' O X; se llama la clausura transitiva de
X:

CT(X) =({T:T > X y Tes transitivo}.
Lema 1.53. Toda clase C no vacia tiene un elemento €-minimal.

Demostracion. Sea X € C un elemento arbitrario. Si X NC = (), entonces X es
un elemento €-minimal, por el Axioma de Fundacién. Si X N C # {}, tenemos
Y =TnNC donde T =CT(X). Y es un conjunto no vacio y por el Axioma de
Fundacién, existe y € Y tal que y N'Y = (. Se sigue que y N C = @; en otro
caso, si x € yy x € C, entonces x € T ya que T es transitivo, y entonces
reyNTNC=yNY. Asi y es un elemento minimal de C. O

1.3.1. La jerarquia acumulativa de conjuntos.

Definicién 1.54. Definimos, por induccion transfinita,

Vo = 0,
Va+1 = P<Va)7
Va = Uﬁ<a Vs, sia es un ordinal limite.

El axioma de fundacién implica que todo conjunto estd en algin V,

Lema 1.55. Para cada x, existe un « tal que x € V,,:

U Va=V (1.5)

a€Ord
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Demostracion. Sea C' la clase de todas las  que no estan en ninguna V. Si C
es vacia entonces no hay nada que probar. Si C es no vacia, por el Lema 1.53,
C tiene un elemento €-minimal z. Es decir, € C, y 2 € J,corq Vo Para cada
z € x. Por consiguiente z C J,co,q Vo Por remplazamiento, existe un ordinal
~ tal que & C U(K7 Va. Por lo tanto, z C V, y entonces x € V4. Asi C es
vacio y tenemos (1.5) O

Ya que cada x estd en algin V,,, tenemos la siguiente definicion,

Definicién 1.56. Sea x un conjunto, definimos el rango de x, como

ran(z) = al menor « tal que x € V.

El método de induccién transfinita se puede extender a una clase transitiva
arbitraria (en lugar de Ord), tanto para la prueba como para la definicién por
induccién:

Lema 1.57 (€-induccién). Sea T una clase transitiva y ® una propiedad. Asu-
mamos que

(i) (D)
(i) Six €T y ®(z) se cumple para cada z € x, entonces P(z).
Entonces cada x € T tiene la propiedad ®.

Demostracion. Sea C' la clase de todas las € T que no tienen la propiedad
®. Si C' es vacia, entonces todas las x tiene la propiedad ¢. Si C' es no vacia,
entonces tiene un elemento €-minimal, por el Lema 1.53; y podemos aplicar (i)
o (ii).

O

Teorema 1.58. Sea T una clase transitiva y sea G por una funcion. Entonces
existe una funcion F en T tal que

F(z)=G(F | x) (1.6)
para cada x € T.

Demostracion. Tenemos que para cada © € T, F(x) = y si y solo si existe una
funcién tal que su dominio es un subconjunto de T y: (i) (Vz € dom(f))f(z) =
G(f | 2), (ii) f(z) = y. Que F es una funcién sobre T' que cumpla (1.6) se prueba
por €-induccién.

O

Teorema 1.59. Sean 11, T clases transitivas y m un €-isomorfismo de T} en
Ts, es decir, T es inyectivo y

u€ v+ m(u) €nm(v)

entonces 7(x) = x para cada x € Ty, con lo cual Ty = T.
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Demostracion. Probaremos, por €-induccién , que m(x) = x para cada = € Tj.
Notemos que () = @, ya que de lo contrario existiria un 7(z) € w(0) tal que
z € 0, lo cual no puede ocurrir porque @ no tiene elementos.

Supongamos que 7(z) = z para cada z € x y y = 7(z). Tenemos que x C y
porque si z € X, entonces z = 7w(z) € w(x) = y. También tenemos que y C z,
ya que sea t € y, como y C Ty, existe z € T} talque w(z) =¢. Yaque n(z) €y y
y = m(x), se cumple z € z, entonces t = 7(z) = z. As{ t € x.

Por lo tanto, w(z) = x para toda x € Ty y Ty = T7.

O

1.3.2. Relaciones bien fundadas.

El concepto de relacién bien fundada que vemos en un curso de teoria de
conjuntos se puede generalizar a relaciones en clases propias, y se puede extender
el método de induccién a relaciones bien fundadas.

Definicién 1.60. Sea una relacion binaria E en una clase P. Para cada x € P,

tenemos que
extg(x) ={2 € P:z E x}

es la extension de x.

Definicién 1.61. Una relacion E en una clase P es bien fundada, si:
(i) Cada conjunto x C P no vacio tiene un elemento E-minimal;
(ii) extgp(z) es un conjunto, para cada x € P.

Lema 1.62. Si E es una relacion bien fundada en una clase P, entonces cada
clase C C P no vacia tiene un elemento E-minimal.

Demostracidn. Vamos a buscar un = € C' tal que extg(z) NC = 0. Sea X € C
y supongamos que extg(X)NC # 0. Sea A =T NC donde

T = Ej Xn
n=0

Xo = extgX, X1 U{extE(z) cze X}

Como en el Lema 1.53, se sigue que un elemento F-minimal x de A es E-minimal
en C. O

Teorema 1.63 (Induccién bien fundada). Sean una relacion bien fundada E
en una clase P y una propiedad ®. Asumimos que:

(i) Cada elemento E-minimal x tiene la propiedad ®;
(i) Six € Py ®(z) se cumple para cada z tal que z E x, entonces ®(x).

Entonces todo x € P tiene la propiedad ®.
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Demostracion. Sea @ la clase de todas las x € P tal que x no tiene la propiedad
®. Si @ es vacia, no hay nada que probar. Si ) es no vacia y como Q C P,
por como construimos a (), entonces por el Lema 1.62, @ tiene un elemento
E-minimal z, con lo cual podemos aplicar (i) y (ii). As{ todo x € P tiene la
propiedad ®. O

Teorema 1.64 (Recursién bien fundada). Sea una relacidn bien fundada E en
una clase P y una funcién G (en' V x V). Entonces existe una tinica funcién F
en P tal que

F(z) = G(z, F | extg(x))

para cada x € P.

Demostracion. La prueba es andloga a la prueba del Teorema 1.58. O
Ejemplo 1.65 (La funcién rango). Definimos, por induccion, para toda x € P:
pl) = sup{p(z) +1 : 2Ea}

El rango de p es un ordinal o la clase Ord. Para toda x,y € P,
By — p(z) < p(y).
Ejemplo 1.66 (El colapso transitivo). Por induccidn, sea
m(x) ={n(2) : z Fx}
para cada x € P. El rango de 7 es una clase transitiva, y para toda x,y € P,
v Ey— ox) € m(y).

Definicién 1.67. Una relacion bien fundada E en una clase P es extensional
St
extp(X) # extg(Y)

cuando X y 'Y son distintos elementos de P.

Definicion 1.68. Una clase M es extensional si la relacion € en M es exten-
sional, es decir, si para cualquier X, Y € M distintos, X "M #Y N M.

Teorema 1.69 (Teorema del colapso de Mostowski). .

(i) Si E es una relacidn bien fundada y una relacion extensional en una clase
P, entonces existe una clase transitiva M y un isomorfismo 7 entre (P, E)
y (M, €). La clase transitiva M y el isomorfismo 7 son inicos.

(i) En particular, cada clase extensional P es isomorfa a una clase transitiva
M. La clase transitiva M y el isomorfismo m son unicos.

(i1i) En el caso (it), Si T C P es transitivo, entonces mx = x para cada x € T.
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Demostracion. Como (ii) es un caso especial de (i) (cuando E =€), probaremos
la existencia de un isomorfismo en lo general.

Como FE es una relacién bien fundada, podemos definir a 7 por inducién bien
fundada, es decir, en términos de los 7(z)’s donde zFx. Sea « € P,

m(x) = {n(2) : zEx}.
En particular, si ' =€,
m(x) ={n(z): z € xN P}.

La funcién 7 mapea P en una clase M = 7(P) y es transitiva ya que por
definicién de 7 se cumple que si 7(z) € M, entonces m(x) C M pues w(zr) =
{n(2) : zEx}.

Ahora probemos que 7 es isomorfismo:

(a) m(z) es inyectiva. Supongamos que 7 no es inyectiva, sea z € M un ele-
mento de menor rango para algin x # y. Entonces extg(x) # extg(y)
(por la extensionalidad de E), de esto que existe algin u € extg(x) tal
que u & extg(y) o viceversa. Sea t = mw(u) ya que t € z = 7(y), existe
v € extg(y) tal que t = (v). Asi tenemos que t = w(u) = w(v) con v # u
y t tiene rango mayor que z (ya que ¢ € z) lo cual contradice que z tenga
el menor rango en M.

(b) Ahora veamos que Ey < 7(x) € 7(y). Si zEy, entonces 7(z) € 7 (y), por
la definicién de 7. Por otro lado, si w(z) € 7(y), entonces por la definicién
de m, m(z) = w(z) para alguna zFEy, ya que 7 es inyectiva tenemos que
x = z y por lo tanto xFy.

La unicidad del isomorfismo 7 y la clase transitiva M = 7 (P) se sigue del Teo-
rema 1.59. Si m; y 7o son dos isomorfismos entre M; y Ms, respectivamente
entonces mom; ! es un isomorfismo entre M; y M, y por lo tanto la funcién
identidad. As{ m = ma.

Por tltimo, probemos (iii). Si T C P es transitivo, entonces observemos que
x C P para cada x € T, con lo cual N P = x y tenemos

m(x) ={n(2): z € x} (1.7)

para toda x € T. La cual se cumple por el Teorema 1.59, ya que por (1.7), 7 es
un €-isomorfismo y tanto 7' como M son transitivos. [

1.4. EIl universo construible L

La clase L es la clase de conjuntos construibles. La afirmacién “V=L", es
decir, “todo conjunto es construible”, es el axioma de constructibilidad. El
axioma de constructibilidad fue introducido por Godel en 1938 para probar que
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la hipdtesis del continuo generalizada y el axioma de eleccién son consistentes
con ZF siempre que ZF sea consistente. Godel demostré primero que si ZF es
consistente, también lo es ZF mas el axioma de constructibilidad. En segundo
lugar, el axioma de constructibilidad implica el axioma de eleccion y la hipétesis
del continuo generalizada.

Definicién 1.70. Un conjunto X C M es definible sobre un modelo 9 si existe
una formula ¢ y algunas mq,...,my € M tal que

X={zeM: : MEoplEm,... my,)}

Decimos que X es definible sobre M de my,...,my. Si ¢ es una formula de
x, sin pardmetros mq,...,my,, entonces X es definible sobre M. Un elemento
x € M es definible sobre MM (de my,...,my), si el conjunto {x} es definible
sobre M (de mq,...,my).

Definimos a

def(M) ={X C M : X es definible sobre 2t}

Definicién 1.71. Definimos por induccion transfinita:
(i) Lo =10,
(i) Laot1 = def(Ly)

(1)) Lo =g, Lp, si a es un ordinal limite, y

(Z'U) L= Uanrd La.
Teorema 1.72. L es un modelo interno de ZF'.

Demostracion. Verifiquemos que L cumple la definicién modelo interno:
Comencemos mostrando que L es una clase transitiva: Sea = € L. Por defi-
niciéon de L existe un ordinal « tal que

x € Lot1 =Def (L) ={X C L, : X es definible sobre L, }

lo que implica que = C L,; de lo cual se concluye que x C L. Por lo tanto L es
transitiva.

Ahora comprobemos que L contiene a todos los ordinales. De hecho, afir-
mamos que para todo ordinal « se satisface que o € Ly, lo cual demos-
traremos por induccién sobre a . Supongamos que para toda 8 < « se cum-
ple que € Lgi; . Notemos que si f < o entonces 8+ 1 < « , y dado
que la familia {L, : « es ordinal} es una jerarquia acumulativa (por cons-
truccién), se sigue que si § < « entonces € Lgy1 C L,. Por consiguiente
a={B€L,:V [P esordinal }; y dado que “ser ordinal” es absoluto para
clases transitivas se sigue que o = {8 € L, : Lo, = 8 es ordinal}. Por consi-
guiente, @ € def(Ly) = Lot1-

En seguida mostramos que se satisfacen los axiomas de ZF"
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(i)
(i)

(iii)

(iv)

(viii)

L satisface el axioma de extencionalidad ya que la clase L es transitiva.

L satisface el axioma del par: dados a,b € L 'y ¢ = {a,b}. Sea « tal que
a € Lo y b €y. Ya que {a,b} es definible sobre L, tenemos ¢ € Lyy1, ¥
como “c = {a,b}” es Ag.

L satisface el axioma de separacion: sea ¢ una férmula, X, p € L. Veamos
que Y ={ue X : L} pu,p)} € L. Como X,p € L existe a un ordinal
tal que X,p € Lq. Por el principio de reflexion existe 8 > a un ordinal tal
que

Y = {ueX:Lpke(up)}
= {UGLQ:UGX/\L[; ):go(u,p)}ELg_H,

por lo tanto, Y € L.

L satisface el axioma de unién: sea X € L'y Y = |JX. Por definicién de
L existe un ordinal « tal que X € L,. Como L, es transitivo se sigue
que X C Ly AsiY ={x € L, : V E Jz(z € X A zEz))} pero como
“Gr(xEX A zEx))” es una férmula A entonces es absoluta; por lo tanto,
Y={x€Ly:LyEI(xEXNzEx))} € Lot1. AsiY € L.

L satisface el axioma de potencia: sean X € L, Y = P(X)NL y o un
ordinal tal que Y C L, . AsiY ={zx € L, : V = Yu(uEX — uFEy)} pero
como “Vu(uEX — uEy)” es una férmula Ag entonces es absoluta; por lo
tanto,

Y={x€Ly: Ly EVu(uEX — uEYy)} € Lot1,

asiY € L.

L satisface el axioma de infinito: como “xz = w” es una férmula absoluta
para clases transitivas se sigue que L = z = w, lo que implica que w € L
Por lo tanto, L satisface el axioma de infinito.

L satisface el axioma de reemplazo: sea F' un funcional sobre L y X € L
un conjunto. Como F' es un funcional sobre L existe o un ordinal tal que
F[X] C L, (pues de lo contrario F[X] serfa una clase). As{ F[X]| = {y €
Ly :3x(y=F(z) ANz € X)} € L,. Por lo tanto, F[X] € L.

L satisface el axioma de fundacién: Sea S € L no vacio y = € S tal que
2N S =10.Como L es una clase transitiva, entonces S C L , y dado que
xz € S se sigue que x € L . Ademés como “z NS = )" es una férmula &g ,
y por tanto absoluta para clases transitivas, se sigue que L =z N