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Caṕıtulo 1

Introducción

Dentro de la estad́ıstica inferencial destacan áreas como la es-

timación de parámetros, estimación de intervalos de confianza y

pruebas de hipótesis.

Los estimadores son una parte medular en la construcción de

un modelo que se acople a la descripción de nuestros datos, en

este trabajo haremos referencia a los estimadores de L-momentos

que tienen la caracteŕıstica de ser mas robustos que cualquier otro

tipo de estad́ısticos en la distribución que se supondrá como vali-

da (Distribución de Valores Extremos Generalizada). El problema

real que se manejará es de tipo f́ısico-ambiental, como lo es la

contaminación por ozono en la ciudad de Puebla.

El análisis de datos en la vida cotidiana es una tarea dif́ıcil,

porque hay grandes cantidades de información y los fenómenos

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

ambientales son inestables debido al calentamiento global, actual-

mente existen diversas técnicas variadas que ayudan a los inves-

tigadores para interpretar o predecir los fenómenos que estamos

estudiando.

Los fenómenos ambientales son de gran estudio actualmente

dado que proveen al investigador de herramientas para toma de

decisiones ante los gobiernos y la sociedad. La Distribución de Va-

lores Extremos Generalizada (VEG), será la que se manejará de-

bido a que es la que mejor representa la información en este tipo

de problemas. Esta función es usada en diversos campos del cono-

cimiento, como son:

Finanzas, Riesgos.

Problemas ambientales: Nivel del mar, Velocidad del Viento,

Nivel de un Ŕıo o Presa, Concentración de Contaminantes,

Lluvias, Oleaje, Etc.

Geograf́ıa.

Los L-Moments son una herramienta en el análisis de los datos,

dado que son menos sensibles a tamaños de muestras pequeñas,

a diferencia de otras técnicas estad́ısticas comúnmente conocidas,

como los estimadores ponderados o de máxima verosimilitud o de

momentos. El método que se presenta cuenta con varios análisis,

como el diagrama de radio de L-Moments, en donde se maneja

el concepto de los estad́ısticos de orden y de momentos de orden
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mayor que tres; como la curtosis y asimetŕıa.

El principal art́ıculo usado en el presente trabajo es: ”L-Moments:

Analysis and Estimation of Distribution using Linear Combina-

tions of Order Statistics ”, este método es descrito por J. R. M.

Hosking.

1.1. Objetivos

Objetivo general:

Analizar estad́ısticamente los estimadores L-Moments y apli-

carlo a un conjunto de datos reales.

Objetivos espećıficos:

Realizar el análisis correspondiente al ozono con respecto

a sus covariables mediante una distribución de Valores Ex-

tremos Generalizada, mediante el uso de estimadores de L-

Moments.

Aplicación de la teoŕıa de Momentos en un trabajo de inves-

tigación.

1.2. Contenido

El presente trabajo se divide en 6 Caṕıtulos y 3 Apéndices

, en los cuales, los primeros 3 caṕıtulos tratan la teoŕıa corres-
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pondiente al estudio y aplicación del método de L-Moments con la

distribución de Valores Extremos Generalizada (VEG), los caṕıtu-

los consiguientes hablan de generalidades del Estado de Puebla y

conceptos sobre el caso de estudio, que en particular es el Ozono

en la ciudad de Puebla; finalmente se termina con un caṕıtulo de

conclusiones de toda la interpretación de la teoŕıa y de lo obser-

vado en la estad́ıstica descriptiva.

En el Apéndice A se presenta el teorema del Ĺımite central, en

el Apéndice B se realiza una pequeña revisión de teoŕıa corres-

pondiente a otras distribuciones y los estimadores de L-Moments,

finalmente el Apéndice C se dan los estimadores de máxima ve-

rosimilitud para la estación Agua Santa.



Caṕıtulo 2

Conceptos básicos de

estad́ıstica

Consideremos las siguientes definiciones [18]:

Definición 2.1 (Espacio de Probabilidad). Un espacio de pro-

babilidad es una terna (Ω, F, P), en donde Ω es un conjunto ar-

bitrario, F es una σ-álgebra de subconjuntos de Ω , y P es una

medida de probabilidad definida sobre F.

Definición 2.2 (σ-álgebra, espacio medible, evento). Una

colección F de subconjuntos de Ω es una σ-álgebra si cumple las

siguientes condiciones:

1. Ω ∈ F .

2. Si A ∈ F , entonces Ac ∈ F .

5



6CAPÍTULO 2. CONCEPTOS BÁSICOS DE ESTADÍSTICA

3. Si A1, A2, A3, . . . ∈ F , entonces
∪∞

n=1An ∈ F .

A la pareja (Ω, F ) se le llama espacio medible y a los elementos

de F se les llama eventos o conjuntos medibles.

Definición 2.3 (Medida de probabilidad). Sea (Ω, F ) un es-

pacio medible. Una medida de probabilidad es una función P :

F → [0, 1] que cumple:

1. P (Ω) = 1.

2. P (A) ≥ 0, para cualquier A ∈ F .

3. Si A1, A2, A3, . . . ∈ F son ajenos dos a dos, esto es,

Ai
∩

Aj = ∅ para valores de i y j distintos, entonces

P (
∪∞

n=1An) =
∑∞

n=1 P (An).

Cuando estamos con los conceptos básicos de la probabilidad,

un término fundamental es el concepto de variable aleatoria (v.a.)

y del conjunto de Borel.

Definición 2.4 (Conjunto de Borel). Considere la colección

de todos los intervalos abiertos (a, b) de R, en donde a ≤ b. A la

mı́nima σ-álgebra generada por esta colección se le llama σ-álgebra

de Borel de R (B(R)), y se denota por: B(R) = σ{(a, b) j R : a ≤

b}.
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Definición 2.5 (Variable Aleatoria). Una Variable aleatoria

real es una función X : Ω → R tal que para cualquier conjunto

Boreliano B, se cumple que el conjunto X−1B es un elemento de

F .

A los elementos de B(R) se les llama conjuntos de Borel, Borelia-

nos o conjuntos Borel medibles.

2.1. Función de Distribución

La función de distribución es de suma importancia dado que

además de relacionar variables aleatorias, contiene la información

de todas ellas y la correspondiente medida de probabilidad.

Definición 2.6 (Función de Distribución). La función de dis-

tribución de una variable aleatoria X es la función F (x) : R →

[0, 1], definida como sigue:

F (x) = P (X ≤ x). (2.1)

Veamos ahora algunas propiedades básicas de esta función.

El ĺımite por la derecha de la función F en el punto x, se denota

por F (x+), de manera análoga el ĺımite por la izquierda de la

función F en el punto x, se denota por F (x−).

Proposición 2.1 Sea F (x) la función de distribución de una va-

riable aleatoria. Entonces
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1. ĺımx→+∞ F (x) = 1.

2. ĺımx→−∞ F (x) = 0.

3. Si x1 ≤ x2, entonces F (x1) ≤ F (x2).

4. F (x) es continua por la derecha, es decir, F (x+) = F (x).

Demostración 2.1 1. Sea x1, x2, . . . una sucesión cualquiera

de números reales creciente a infinito, y sean los eventos

An = (X ≤ xn) . Entonces {An : n ∈ N} es una sucesión

de eventos creciente cuyo ĺımite es Ω. Por la propiedad de

continuidad,

ĺım
n→∞

F (xn) = ĺım
n→∞

P (An) = P (Ω) = 1. (2.2)

Dado que R es un espacio métrico, lo anterior implica que

F (x) converge a uno cuando x tiende a infinito.

2. Sea ahora {xn : n ∈ N} una sucesión cualquiera de números

reales decreciente a menos infinito, y sean los eventos An =

(X ≤ xn). Entonces {An : n ∈ N} es una sucesión se eventos

decrecientes al conjunto vaćıo. Nuevamente por la propiedad

de continuidad,

ĺım
n→∞

F (xn) = ĺım
n→∞

P (An) = P (∅) = 0. (2.3)

Por lo tanto, F (x) converge a cero cuando x tiende a menos

infinito.

3. Para x1 ≤ x2,
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F (x1) ≤ F (x1) + P (x1 < X ≤2)

= P [(X ≤ x1)
∪
(x1 < X ≤ x2)]

= P (X ≤ x2)

= F (x2).

4. Sea x1, x2, . . . una sucesión cualquiera de números reales no

negativos y decreciente a cero. Entonces,

F (x+ xn) = F (X) + P (x < X ≤ x+ xn), (2.4)

en donde An = (x < X ≤ x+xn) es una sucesión de eventos

decreciente al conjunto vaćıo.

Por lo tanto,

ĺım
n→∞

F (x+ xn) = F (x),

es decir, F (x+) = F (x).

Otro concepto que se utiliza en el análisis de datos es la covarianza

sobre dos variables, que se define por:

Cov(X,Y ) = E[{X − E(X)}{Y − E(Y )}]. (2.5)

Y la correlación entre X y Y se define por:

corr(X,Y ) = cov(X,Y )/{var(X)var(Y )}
1
2 .

La dimensión de la matriz de correlación es análoga a la matriz de

covarianza, toma valores entre −1 y +1.
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2.2. Tipos y Propiedades de Variables Alea-

torias

En general existen tres tipos de variables aleatorias que depen-

den de las caracteŕısticas a asignar: discretas, continuas, mezcla de

las dos anteriores. Veamos su definición, para mayor información

ver [18]:

Definición 2.7 (variable aleatoria discreta). La variable alea-

toria se llama discreta si su correspondiente función de distribu-

ción F (x) es una función constante por pedazos. Sea x1, x2, . . . los

puntos de discontinuidad de F (x). En cada uno de estos puntos el

tamaño de la discontinuidad es P (X = xi) = F (xi)−F (xi−) > 0.

A la función f(x) que indica estos incrementos se le llama función

de probabilidad de X, y se define como:

f(x) =


P (X = x), si x = x1, x2, . . . ,

0 , en otro caso .

(2.6)

La función de distribución se reconstruye de la forma siguiente,

F (x) =
∑

u≤x f(u).

Definición 2.8 (variable aleatoria continua). La variable alea-

toria X se llama continua si su correspondiente función de distri-

bución es una función continua.



2.3. CONVERGENCIA EN DISTRIBUCIÓN Y PROBABILIDAD11

Definición 2.9 (Variable aleatoria mixta). Una variable alea-

toria que no es discreta ni continua se llama variable aleatoria

mixta.

2.3. Convergencia en Distribución y Proba-

bilidad

Definición 2.10 (Convergencia en Distribución). Sea {X1, X2,

X3, . . .} una sucesión de variables aleatorias y sea X una variable

aleatoria. Sean FXn y FX las respectivas funciones de distribu-

ción de acumulación de Xn y X. Sea C(FX) el conjunto de todos

los puntos donde FX es continua. Decimos que Xn converge en

distribución a X si

ĺım
n→∞

FXn(x) = FX(x), para todo x ∈ C(FX), (2.7)

esta convergencia se denota por Xn
D−→X, [9].

Definición 2.11 (Convergencia en Probabilidad). Sea {X1, X2,

X3, . . .} una sucesión de variables aleatorias y sea X una varia-

ble aleatoria definida sobre un espacio métrico. Tenemos que Xn,

n = 1, 2, 3 . . . converge en probabilidad a x si para todo ϵ > 0,

ĺım
n→∞

P [|Xn −X| ≥ ϵ] = 0, (2.8)

o equivalentemente,

ĺım
n→∞

P [|Xn −X| < ϵ] = 1, (2.9)
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y suele denotarse como Xn
P−→ X.

Proposición 2.2 Convergencia en probabilidad implica conver-

gencia en distribución.

Demostración 2.2 Supongamos que Xn
P−→ X, y sea x un punto

de continuidad de FXn(x). Para cualquier ϵ > 0,

FXn(x) = P (Xn ≤ x)

= P (Xn ≤ x, |Xn −X| ≤ ϵ) + P (Xn ≤ x, |Xn −X| > ϵ)

≤ P (X ≤ x+ ϵ) + P (|Xn −X| > ϵ).

Por hipótesis el segundo término de la suma del lado derecho tien-

de a cero cuando n tiende a infinito. Entonces para cualquier

ϵ > 0,

ĺım sup
n→∞

FXn(x) ≤ FX(x+ ϵ).

Por la continuidad lateral,

ĺım sup
n→∞

FXn ≤ FX(x).

Ahora se demuestra la desigualdad inversa. Para cualquier ϵ > 0,

FX(x− ϵ) = P (X ≤ x− ϵ)

= P (X ≤ x− ϵ, |Xn −X| ≤ ϵ) + P (X ≤ x− ϵ, |Xn −X| > ϵ)

≤ P (Xn ≤ x) + P (|Xn −X| > ϵ).
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Nuevamente el segundo sumando tiende a cero cuando n tiende a

infinito. Entonces,

FX(x− ϵ) ≤ ĺım inf
n→∞

FXn(x).

Por la continuidad de x,

FX(x) ≤ ĺım inf
n→∞

FXn(x).

En resumen,

FX(x) ≤ ĺım
n→∞

FXn ≤ ĺım sup
n→∞

FXn(x) ≤ FX(x).

El rećıproco de la proposición anterior no siempre es válido.

A continuación se presentan algunos resultados de convergen-

cia de v.a.’s

Para una suceción de v.a. ξn, n ≥ 1 y constantes an > 0 y bn ∈ R,

se demuestra que:

ξ − bn
an

≈ Y, (2.10)

donde Y es una v.a. no-degenerada.

Usando esto tenemos que

P (
ξ − bn
an

≤ x) ≈ P (Y ≤ x) = G(x), (2.11)

sustituyendo, y = anx+ bn,

P (ξ ≤ y) ≈ G(
y − bn
an

), (2.12)

esto permite aproximar la distribución de ξn por una familia de

distribuciones con parámetros de localización y escala.
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Definición 2.12 Dos distribuciones F y G son del mismo tipo o

pertenecen a la misma familia, si para algunas constantes a > 0,

b ∈ R, se cumple que:

G(x) = F (ax+ b), x ∈ R.

En términos de v.a’s. tenemos; si X ∼ F y Y ∼ G, entonces

Y
D−→ x− b

a
.

2.4. Cuantiles

Definición 2.13 (Cuantil). Sea p un número real cualquiera en

el intervalo (0, 1). Se llama cuantil de orden p de una variable alea-

toria X o de su distribución, a cualquier número xp que cumpla

las condiciones,

P (X ≤ xp) ≥ p,

y

P (X ≥ xp) ≥ 1− p.

2.4.1. Función Cuantil

Definición 2.14 Supongamos que X1, X2, X3, . . . son variables alea-

torias independientes idénticamente distribuidas (i.i.d.) con fun-

ción de distribución F continua. La función cuantil Q(u)(también

x(F)), 0 ≤ u ≤ 1, está definida por:

Q(u) = F−1(u) = inf{x : F (x) ≥ u}. (2.13)
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2.4.2. Periodo de Retorno

Definición 2.15 El Periodo de Retorno de cualquier evento ex-

tremo T (lluvias torrenciales, temperaturas extremas, huracanes,

etc.), se define como el lapso o número de años que en promedio,

se cree que será igualado o excedido, es decir, es la frecuencia con

la que se presenta tal evento [4].

Para un evento extremo máximo, el ĺımite superior de la dis-

tribución de frecuencias, QT , viene dado por:

QT = x(1− 1/T )

o

F (QT ) = 1− 1/T.

Mientras que para un extremo mı́nimo, el ĺımite inferior de la

distribución de frecuencias, viene dado por:

QT = x(1/T )

y

F (QT ) = 1− 1/T.



Caṕıtulo 3

Distribución de Valores

Extremos

3.1. Introducción

El análisis del comportamiento de una distribución de proba-

bilidad o el manejo de un conjunto de datos observados no se

puede realizar en forma completa sólo con el uso de estad́ıstica

estándar, es por ello que acudimos al uso de técnicas como la infe-

rencia estad́ıstica, en la cual proponemos un modelo y verificamos

las suposiciones que se deben cumplir, para que tengan validez los

pronósticos o explicaciones encontradas, un procedimiento útil y

sencillo es hacer uso de los estimadores de momentos. El manejo

de los dos primeros momentos son conocidos e implementados por

los investigadores, como la media y a la varianza, mientras que

16
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los siguientes dos momentos, la asimetŕıa y la curtosis, no son tan

usados o conocidos por todos.

Desde el punto de vista estad́ıstico, si X1, X2, . . . , Xn es una

sucesión de variables aleatorias idénticamente distribuidas (i.i.d.)

con función de densidad común F y denotamos:

Mn = max{Xi; i = 1, . . . , n},

los extremos de las observaciones de las sucesiones, son definidos

como el máximo y el mı́nimo de las n variables aleatorias. En este

contexto, sólo se hará referencia a los máximos (el otro caso es,

−min = max).

En las aplicaciones, normalmente las Xi representan valores de

un proceso medido en un tiempo regular, asi que Mn representa el

máximo de las observaciones del proceso en n unidades de tiempo.

Por ejemplo, si n es el número de observaciones tomadas du-

rante un año, entonces Mn corresponde al máximo anual o, para

nuestros fines, si n es el número de observaciones tomadas durante

un d́ıa, Mn representa el máximo diario. La distribución del máxi-

mo Mn puede calcularse:

P (Mn ≤ z) = P (x1 ≤ z, . . . , xn ≤ z)

= P (x1 ≤ z) · P (x2 ≤ z) · . . . · P (xn ≤ z)

= (P (xi ≤ z))n

= Fn(z).
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Si conocemos a F, conocemos la distribución del máximo pero las

expresiones anaĺıticas para Fn pueden ser complicadas y frecuen-

temente F es desconocida.

Aún en este caso deseamos tener una idea de la distribución

de Mn, es decir, buscamos una distribución ĺımite que sirva de

aproximación a Fn, aśı como la distribución normal sirve de apro-

ximación a la distribución de una suma de v.a.i.i.d.

La manera de proceder es, observar el comportamiento de Fn

cuando n → ∞. Pero esto en śı no es suficiente, puesto que para

cualquier z < z+, donde z+ es el punto extremo superior de F ,

es decir, z+ es el valor más pequeño de z tal que F (z) = 1 , se

tiene que Fn(z) → 0 cuando n → 0, tal que la distribución de Mn

degenera a un punto de z+.

Para evitar este problema, se normaliza la variable Mn como

[4]:

M∗
n =

Mn − bn
an

,

usando secuencias de constantes an > 0 y bn ∈ R tales que,

P (
Mn − bn

an
≤ x) = P (Mn ≤ anx+bn) = Fn(an+bn) →n→∞ G(x).

La elección apropiada de {an}, representa el parámetro de lo-

calización, es una medida de tendencia central de la distribución

de los valores extremos que no es la media de la distribución, de la
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misma manera {bn} representa el parámetro de escala que es una

medida de dispersión pero no es la desviación estandar, de Mn
∗,

evitando aśı las complicaciones que surgen con la variable original

Mn. Por lo tanto, se buscan las distribuciones del ĺımite para M∗
n

cuando n aumenta, con las elecciones apropiadas de {an} y {bn},

en lugar de Mn.

3.2. Distribución de Valores Extremos

El rango completo de posibles distribuciones ĺımites para M∗
n

está dado por el siguiente teorema [4].

Teorema 3.1 Supongamos que existen an > 0, bn ∈ R para n ≥ 1

tales que

P (Mn − bn/an ≤ x) = Fn(an + bn) → G(x), (3.1)

cuando n → ∞ y donde G es una función no degenerada, entonces

G pertenece a alguna de las siguientes tres familias de distribucio-

nes:

I : G0(x) = exp(−exp

[
−x− b

a

]
),−∞ < x < ∞. (3.2)

II : G1,α(x) =


exp(−(x−b

a )−α) ,si x ≥ 0,

0 , si x < 0.

(3.3)

III : G2,α(x) =


exp(−(−(x−b

a )−α)) , si x ≤ 0,

1 , si x > 0.

(3.4)
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Por el contrario, cada una de estas familias de distribución pue-

den aparecer como ĺımite de la distribución de Mn−bn
an

≤ z y en

particular, esto sucede cuando G es la función de distribución de

X.

Observación 3.1 Este teorema fue inicialmente propuesto por

Fisher-Tippet, 1982 y demostrado rigurosamente por Gnedenko en

1943.

Figura 3.1: Familias de la Distribución de Valores Extremos.

El teorema anterior se le con como el nombre de distribucio-

nes de valores extremos, y las familias correspondientes son,

Gumbel, Fréchet y Weibull. Cada familia tiene parámetros de

localización y de escala (b y a, respectivamente); adicionalmente

las familias Fréchet y Weibull tienen un parámetro de forma α.
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Lo que nos dice esté teorema es que cuando Mn puede ser

normalizada a tráves de las sucesiones {an} y {bn} que corresponde

a la nueva variable estandarizada M∗
n, tal variable M∗

n tiene una

distribución ĺımite y esta pertenece a una de los tres tipos de

familia de valores extremos.

3.3. Distribución de Valores Extremos

Generalizada

En 1954 y 1955 Von Misses y Jenkinson respectivamente, deri-

varon cada uno por su lado, la distribución generalizada de valores

extremos que llegó a unificar las tres distribuciones ĺımites de va-

lores extremos establecidos por el Teorema 3.1. De acuerdo a [4]

al igual que [?] las distribuciones ĺımite presentan comportamien-

tos diferentes que estan relacionados con las distintas formas de la

cola que presenta la distribución de F en los Xi. Considerando el

comportamiento de la distribución ĺımite G en el punto final z+

se observa lo siguiente: para la distribución Weibull, z+ es finito,

mientras que para las distribuciones Fréchet y Gumbel, z+ = ∞+.

Sin embargo, la función de densidad para G decae exponencialme-

te para el caso de la distribución Gumbel y en forma polinomial

para la distribución Fréchet.

Antes, el método inicial para aplicar esta teoŕıa, era adoptar

una de estas tres familias y luego estimar los parámetros relevantes

de la distribución elegida, pero esto tiene dos debilidades, primero
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se necesita una técnica adecuada para seleccionar la distribución

apropiada que represente los datos; y la segunda es, una vez toma-

da la decisión, la inferencia asume que no existe problemas en la

selección de la familia de distribución apropiada, es decir, soló se

aplica inferencia sin determinar si se cumplen o no las condiciones

que se suponen en nuestro modelo.

Los tres tipos de distribución del Teorema 3.1 se pueden com-

binar en una sola distribución con parametrización común que se

conoce como la Distribución de Valores Extremos Generalizada

(VEG). La forma de esta distribución es:

Gξ(x) = exp{−(1 + ξx)−1/ξ}, (3.5)

o incluyendo los parámetros de localización y escala:

Gξ,µ,σ(x) = exp{−(1 + ξ(
x− µ

σ
))−1/ξ}, (3.6)

definida sobre el conjunto

{x : 1 + ξ(
x− µ

σ
) > 0}, (3.7)

dado.

De lo contrario, G adoptaŕıa el valor de 0 o 1. Los parámetros

satisfacen las siguientes condiciones:

−∞ < µ < ∞,

σ > 0 y

−∞ < ξ < ∞.
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Para ξ > 0 tenemos la distribución de Fréchet con α = 1/ξ.

Para ξ < 0 es la distribución Weibull con ξ = −1/ξ, mientras que

la distribución Gumbel aparece como ĺımite cuando ξ → 0.

Teorema 3.2 Supongamos que existen una serie de constantes

{an| an > 0} y {bn} tal que:

Pr{Mn/an ≤ z} → G(z) (3.8)

cuando n → ∞ para una función de distribución no degenerada

G, entonces G es miembro de la familia VEG [4].

Una dificultad que surge al aplicar este resultado, es que las cons-

tantes normalizadoras son desconocidas en la práctica; este incon-

veniente se puede solucionar fácilmete tomando en cuenta (3.8)

como:

P ((Mn − bn)/an ≤ x) ≈ G(x), (3.9)

para un n suficientemente grande. De manera equivalente

P (Mn) ≈ G(x− bn/an) = G∗, (3.10)

donde G∗ pertenece a la familia VEG, es decir, si el Teorema 3.2

establece la distribución aproximada de M∗ para un miembro de

la familia VEG, la distribución de Mn se puede aproximar a un

miembro diferente de la misma familia.
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3.3.1. Distribución Max-Estable

Definición 3.1 Una función de distribución es max-estable si pa-

ra cada n = 2, 3, . . . ,, existen constantes bn y an > 0 tales que:

Fn(anx+ bn) = F (x). (3.11)

En [4] se dice que si Fn es la función de distribución de Mn =

máx{X1, . . . Xn}, donde los Xi son independientes con función de

distribución F , entonces la propiedad de max-estabilidad garantiza

que la distribución del máximo muestral es idéntica a la distribu-

ción de las observaciones a partir de un cambio en el parámetro

de escala y de localización.

Por lo tanto, una trasformación lineal hace que el máximo ten-

ga la misma distribución de F . El teorema anterior es relacionado

con el teorema de Valores extremos por medio del siguiente teore-

ma:

Teorema 3.3 Una distribución es max-estable si y soló si, es una

distribución de valores extremos.

Este resultado muestra que la distribución del máximo de mues-

tras independientes será del mismo tipo de la distribución F de la

población, siempre y cuando, la población tenga una de las distri-

buciones de valores extremos. La caracterización anterior es usada

para explicar que las distribuciones de valores extremos son una

familia ĺımite apropiada.
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Supongamos que la distribución ĺımite de (Mn − bn)/an es G,

entonces

ĺımn→∞ P
(
Mn−bn

an
≤ x

)
= G(x),

por lo que, para algún entero k tenemos:

ĺım
n→∞

P

(
Mnk − bnk

ank
≤ x

)
= G(x), (3.12)

y en consecuencia para un nk grande.

Pero como Mnk es el máximo de k variables que tienen la misma

distribución Mn, entonces

P

(
Mnk − bnk

ank
≤ x

)
=

[
P (

Mn − bn
an

)

]k
, (3.13)

en consecuencia de (3.12) y (3.13) tenemos que:

P (Mnk ≤ x) ≈ G(x−bnk
ank

),

y

P (Mnk ≤ x) ≈ G(x−bn
an

).

Por lo tanto,

G(x) = Gk(akz + bk),

de manera que G es max-estable y es una de las distribuciones de

valores extremos.
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La aplicación del Teorema 2.1, viene de asumir que n, ahora

considerado fijo, es lo suficientemente grande para que la ley ĺımite

se pueda usar como una aproximación, es decir,

P (
Mn − b

a
≤ x) ≈ G(z), (3.14)

para alguna a > 0 y b. Equivalentemente tenemos:

P (Mn ≤ x) ≈ G(
x− b

a
) = G∗(x), (3.15)

en donde G∗ es del mismo tipo que G.

3.3.2. Función Cuantil de la Distribución VEG

Una caracterización apropiada para mencionar a la Distribu-

ción de Valores Extremos Generalizada, es la estimación de los

cuantiles, la cual se pueden obtener invirtiendo la ecuación (3.6)

[4]:

Gα(p) =


µ− σ

ξ [1− {−log(1− p)}ξ], ξ ̸= 0;

µ− σlog{−log(1− p)}, ξ = 0.

(3.16)

donde G(xp) = 1− p, con 0 < p < 1.

En algunas áreas de aplicación como ingenieŕıa a, xp se le co-

noce como el nivel de retorno asociado al perido 1/p, es decir, es

el nivel xp que se espera sea excedido en promedio cada 1/p años.

Si en particular definimos yp = −log(1− p), tenemos:
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Gα(p) =


µ− σ

ξ [(1− yp)
ξ], ξ ̸= 0;

µ− σlogyp, ξ = 0,

(3.17)

por lo que al graficar xp contra log(yp) resulta una ĺınea recta, nos

indica que ξ = 0. Pero si ξ < 0, el gráfico resultante es convexo con

ĺımite asintótico cuando p → 0 en µ − σ/ξ, y si ξ > 0, el gráfico

será cóncavo y no tiene cota finita. A este gráfico se le conoce como

Gráfico de Nivel de Retorno y es útil tanto en la presentación del

modelo como en la validación del mismo [4].

3.3.3. Media y Varianza de la Distribución VEG

La distribución VEG tiene propiedades muy particulares que

la caracteŕızan, la media existe si ξ < 1, mientras que la varianza

existe si ξ < 1/2; es decir, el k-ésimo momento existe si ξ < 1/k.

Asi, la media y la varianza de la distribución VEG están dadas

por:

µ1 = E(Z) = µ+
σ

ξ
(σ(1− ξ)− 1), (3.18)

con ξ ̸= 0, y

µ2 = E(Z − µ)2 =
σ2

ξ2
(Γ(1− 2ξ)− Γ(1− ξ)). (3.19)

Para el caso en el que el ĺımite ξ → 0, las ecuaciones anteriores se

reducen a,

µ1 = µ+ σγ, (3.20)

µ2 =
σ2π2

6
, (3.21)
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en donde γ = 0.5772 es la constante de Euler.

3.3.4. Estimadores de Máxima Verosimilitud(EVM)

El metodo más general de estimación de parámetros descono-

cidos es el método de Máxima Verosimilitud.

Sean X1, . . . , Xn v.a.i.i.d. con función de densidad de probabi-

lidad f(x; θ), θ ∈ Ω donde θ es un parámetro desconocido.

La función de verosimilitud, es la función de densidad conjunta de

la muestra definida por:

L(θ) =

n∏
i

f(xi; θ), θ ∈ Ω. (3.22)

En muchos de los casos es conveniente trabajar con el logaritmo de

esta función denominada función log.verośımil, asi tenemos que:

l(θ) = logL(θ) =

n∑
i

logf(xi; θ). (3.23)

3.3.5. Estimadores de Máxima Verosimilitud para la

Distribución VEG

Supongamos que Z1, Z2, . . . , Zm son variables aleatorias inde-

pendientes que tienen la distribución VEG, la función log-verośımil

para los parámetros de la función VEG cuando ξ ̸= 0 se obtiene

por definición como [4]:

l(µ, σ, ξ) = logL(µ, σ, ξ) =

m∑
i=1

logf(Zi;µ, σ, ξ). (3.24)
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Smith, prueba que los estimadores de máxima verosimilitud

existen siempre que: ξ > −1 y son regulares siempre que ξ > −0.5,

pues tiene propiedades asintóticas usuales, cuando −1 < ξ < −0.5,

los estimadores son facilmente encontrados aunque no cuentan con

las propiedades asintóticas y finalmente, si ξ < −1 los estimadores

de máximo verosimilitud no existen [4].

De esta forma tenemos que:

l(µ, σ, ξ) = −mlogσ − (1 + 1/ξ)
m∑
i=1

log

[
1 + ξ(

zi − µ

σ
)

]
−

m∑
i=1

[
1 + ξ(

zi − µ

σ
)

]−1/ξ

,

dado que 1 + ξ( zi−µ
σ ) > 0 para i = 1, . . . ,m.

Cuando ξ = 0 se usa el ĺımite Gumbel de la distribución VEG.

Esto lleva al logaritmo de la verosimilitud

l(µ, σ) = −mlogσ −
m∑
i

(
zi − µ

σ
)−

m∑
i

exp

{
−(zi − µ)

σ

}
, (3.25)

la maximización de las ecuaciones (3.22) y (3.24) con respecto al

vector paramétrico (µ, σ, ξ) nos lleva a obtener los estimadores de

máximo verosimilitud con respecto a la familia VEG. La solución

no es anaĺıtica, aunque para algunos conjuntos de datos la maxi-

mización es directa.

3.3.6. Estimadores de Momentos

En la presente sección obtendremos los estimadores de mo-

mentos para las parámetros de localización y de escala para las
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distribuciones Gumbel, Fréchet y Weibull, para el caso de las dos

últimas distribuciones supondremos que el parámetro de forma es

conocido.

1. La función de distribución Gumbel tiene dos parámetros,

donde:

E(X) = µ+ σγ,

y

E(X2) =
σ2π2

6
+ (µ+ σγ)2,

con γ = 0.57722.

Igualando los momentos muestrales con los poblacionales, se

tiene

X = µ+ σγ

y ∑
iX

2
i

n
=

σ2π2

6
+ (µ+ σγ)2.

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se tiene que:

µ̃m0 = X −

√∑
i 6(X

2
i − nX

2
)

nπ2
γ

y

σ̃m0 =

√∑
i 6(X

2
i − nX

2
)

nπ2
γ.

2. La función de la distribución Weibull tiene dos parámetros,

E(X) = −Γ(1− 1

α
)
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y

V (X) = Γ(1− 2

α
)− Γ2(1− 1

α
),

si 1
α < 1

2 .

Por lo cual, el segundo momento poblacional, es E(X2) =

Γ(1− 2
α).

Igualando los momentos muestrales con los poblacionales, se

tiene que:

X = −Γ

(
1− 1

α

)
y ∑

iX
2
i

n
= Γ

(
1− 2

α

)
.

Sea Z una variable aleatoria que se distribuye como VEG en

la forma (3.4) con α < 0, y que cumple la siguiente relación

entre variables aleatorias:

−X = 1 +
ξ

σ
(Z − µ) y ξ =

1

α
,

equivaléntemente,

Z = (−X − 1)
σ

ξ
+ µ y ξ =

1

α
.

De donde

E(Z) =
σ

ξ

(
−1 + Γ

(
1− 1

α

))
+ µ

y

V (Z) =
σ2

ξ2

[
Γ

(
1− 2

α

)
− Γ2

(
1− 1

α

)]
.
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Por lo cual, finalmente se tiene

E(Z2) =
σ2

ξ2

[
Γ

(
1− 2

α

)
− Γ2

(
1− 1

α

)]
+

[
σ

ξ

(
−1 + Γ(1− 1

α
) + µ

)]
.

Para hallar los estimadores por el método de momentos se

igualan los momentos muestrales y los poblacionales.

X =
σ

ξ

(
−1 + Γ

(
1− 1

α

))
+ µ,

∑
iX

2
i

n
=

σ2

ξ2

[
Γ(1− 2

α
)− Γ2(1− 1

α
)

]
+

[
−1 +

σ

ξ
(Γ(1− 1

α
) + µ)

]2
,

donde la solución es:

σ̃m0 =
n

√∑
iX

2
i

n
−X

2 |ξ|√
Γ(1− 2

α)− Γ2(1− 1
α)

y

µ̃m0 = X −
√∑

iX
2
i

n
−X

2 (−1 + Γ(1− 1
α))√

Γ(1− 2
α)− Γ2(1− 1

α)
.

Para la Distribución Weibull, con ξ > 0, se obtienen los

estimadores de momentos:

σ̃m0 =
n

√∑
iX

2
i

n
−X

2 (−ξ)√
Γ(1− 2

α)− Γ2(1− 1
α)
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y

µ̃m0 = X −
√∑

iX
2
i

n
−X

2 (−1 + Γ(1− 1
α))√

Γ(1− 2
α)− Γ2(1− 1

α)
.

3. Para el caso de la función Fréchet, con ξ > 0 y α > 0, se

tiene que:

E(X) = Γ(1− 1

α
),

con α > 1, y

V (X) = Γ(1− 2

α
)− Γ2(1− 1

α
),

si 1
α < 1

2 .

Realizando el mismo procedimiento que el punto anterior, se

llegan a obtener los mismos estimadores de momentos para

la variable Z,

σ̃m0 =
n

√∑
iX

2
i

n
−X

2 |ξ|√
Γ(1− 2

α)− Γ2(1− 1
α)

y

µ̃m0 = X −
√∑

iX
2
i

n
−X

2 (−1 + Γ(1− 1
α))√

Γ(1− 2
α)− Γ2(1− 1

α)
.



Caṕıtulo 4

Estimadores de

L-Moments

4.1. Introducción

Los estimadores cumplen una función muy importante en cuan-

to al diagnóstico de un modelo, para ello debemos tener en cuenta

que cumplan con las hipótesis que nos plantea el modelo, elegir el

que mejor se acople a la descripción de nuestros datos.

Como se ha presentado la inferencia estad́ıstica se ocupa pa-

ra estimar los valores de parámetros desconocidos o funciones de

éstos. Es por ello que debemos mencionar el concepto de esti-

mación de parámetros mediante las propiedades deseables de los

estimadores.

34
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La estimación de un parámetro involucra técnicas apropiadas

para implementar el proceso de estimación. Existen dos formas

para llevar a cabo lo anterior: la estimación puntual y la estimación

por intervalos. En la primera se busca un estimador que, con base

en los datos muestrales, dé origen a una estimación univaluada del

valor del parámetro, mientras que para la segunda se determina

un intervalo en el que, en forma probable, se encuentre el valor

del parámetro, dicho intervalo recibe el nombre de intervalo de

confianza estimado [2].

En este caṕıtulo haremos énfasis en un tipo de estimadores que

tienen gran uso en el estudio de fenómenos extremos (finanzas,

ambientales, industria, etc.) en nuestro caso el estudio del Ozono,

por medio de los estimadores de L-moments.

4.2. Estimadores

Para el estudio del comportamiento de las funciones de distri-

bución, se les asigna un conjunto de parámetros θ0, . . . , θp. Estos

los podemos reescribir en términos de la función cuantil con p

parámetros desconocidos como x(u; θ1, . . . , θp). En muchas aplica-

ciones los parámetros desconocidos incluyen a los parámetros de

localización y escala.

Definición 4.1 Un parámetro ζ se dice que es un parámetro de
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localización si la función cuantil de la distribución satisface:

x(u; ζ, θ1, . . . , θp) = ζ + x(u; 0, θ2, . . . , θp). (4.1)

Mientras que el parámetro de escala, α, de una distribución es

aquel que satisface [10]:

x(u;α, θ2, . . . , θp) = α× x(u; 1, θ2, . . . , θp). (4.2)

Está definición se puede unificar en términos del parámetro de

localización:

x(u; ζ, α, θ3, . . . , θp) = ζ + α× x(u; 0, 1, θ3, . . . , θp). (4.3)

Los parámetros desconocidos son estimados a través de datos

observados. Dado un conjunto de datos, una función θ̂ de los datos

puede ser seleccionado como un estimador de θ. La desviación que

existe entre θ̂ y θ se puede observar mediante el sesgo- que se define

como la diferencia que se da entre el valor estimado y el valor real;

y la variabilidad- que se define como la desviación aleatoria del

estimador frente al valor real que ocurre, para cada estimador que

no es sesgado.

Usualmente hay medidas comunes que se toman en un estima-

dor θ̂, que se da en el sesgo y en el error cuadrado medio (ECM),

que se definen a continuación [13].

sesgo(θ̂) = E(θ̂ − θ), (4.4)

ECM(θ̂) = E(θ̂ − θ)2. (4.5)



4.3. MOMENTOS DE UNA DISTRIBUCIÓN 37

Un estimador θ̂ es insesgado si el sesgo(θ̂) = 0, es decir, que E(θ̂) =

θ.

Diferentes estimadores insesgados de un mismo parámetro pue-

den ser comparados en términos de su varianza y usando el con-

cepto de radio [13].

Definición 4.2 El radio var(θ̂(1))

var(θ̂(2))
es la eficiencia del estimador

θ̂(2) relativa del estimador θ̂(1).

4.3. Momentos de una Distribución

La forma de la distribución de probabilidad tradicionalmente

es descrita por los momentos de la distribución. A pesar de que los

momentos de X pueden definirse alrededor de cualquier punto de

referencia, generalmente se definen alrededor de cero o del valor

esperado de X [2].

Definición 4.3 Sea X una v. a. discreta (continua) y sea f(x) la

función de probabilidad de X, definimos el r-ésimo momento de la

variable aleatoria X alrededor del cero como:

E[Xr] =
∑
x

xrf(x), en el caso de v.a. discreta. (4.6)

E[Xr] =

∫ ∞

−∞
xrf(x)dx, en el caso de v.a. continua, (4.7)

esto es válido cuando, |x| < ∞.



38 CAPÍTULO 4. ESTIMADORES DE L-MOMENTS

El primer momento alrededor del cero es la media, que se define

como: µ = E[X].

Mientras que el r-ésimmo momento central de X se define por:

E[(X − µ)r] =
∑
x

(x− µ)rf(x), (4.8)

esto es para el caso de v.a.´s discretas, mientras que para v.a.´s

continuas se define como:

E[(X − µ)r] =

∫ ∞

−∞
(x− µ)rf(x)dx. (4.9)

El primer momento central es cero:

E[(X − µ)] = E[X]− µ = µ− µ = 0. (4.10)

El segundo momento central es la varianza:

σ2 = E[(X − µ)2] = E[X2 − 2Xµ+ µ2] = E[X2]− 2µE[X] + µ2,

pero E[X] = µ, entonces

σ2 = E[X2]− 2µ2 + µ2 = E[X2]− µ2, (4.11)

de donde, σ se le conoce como la desviación estándar.

El tercer momento central (asimetŕıa) es cero si la distribución

es simétrica respecto a la media (µ), en otro caso se define como:

µ3 = E(X − µ)3. (4.12)

Se puede observar en la figura 4.1, si µ3 > 0, se dice que la

distribución es asimétrica positivamente, por otro lado, si µ3 < 0

la distribución es asimétrica negativamente y en el caso en el que

µ3 = 0, se dice que la distribución es simétrica.
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Figura 4.1: Medidas de forma: Asimetŕıa.

Una medida apropiada para evitar que la asimetŕıa pueda dar

resultados erróneos, dado que dependen de las unidades con la que

es medida la variable aleatoria X, es el tercer momento estanda-

rizado, que es dado por:

µ∗
3 =

µ3

µ3/2
.

A esta medida estandarizada se lo conoce con el nombre de coefi-

ciente de asimetŕıa [2].

El cuarto momento central:

µ4 = E(X − µ)4,

es una medida de que tan puntiaguda es la distribución de proba-

bilidad y recibe el nombre de curtosis.

Se puede observar que en la figura 4.2, si µ4 > 3, la distribución

de probabilidad presenta un pico relativamente alto y recibe el

nombre de leptocúrtica; si µ4 < 3, la distribución es relativamente

plana y recibe el nombre de platicúrtica; si µ4 = 3, la distribución
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no presenta ningún pico y se dice que la distribución es mesocúrti-

ca [2].

k>3

k=3 k<3

Figura 4.2: Medidas de forma: Curtosis.

De la misma manera que el tercer momento central es conve-

niente utilizar el cuarto momento estandarizado:

γ∗ =
1

σ4
E[(X − µ)4]. (4.13)

El coeficiente de variación (CV), CV = σ/µ, expresa la mag-

nitud de la dispersión de una variable aleatoria con respecto de

la media, esto con el fin de comparar la dispersión relativa de dos

distribuciones de probabilidad [2].

Análogamente, los cuantiles correspondientes pueden ser cal-

culados de una muestra de datos x1, x2, . . . , xn [13]. La media de

la muestra es,

x = n−1
n∑

i=1

(xi − x), (4.14)
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que es un estimador natural de µ.

Los siguientes momentos de la muestra son:

mr = n−1
n∑

i=1

(xi − x)r con r = 2, 3, 4, . . . . (4.15)

Son estimadores razonables para µr, pero no son insesgados. Es-

timadores insesgados también son usados para σ2, µ3 y k4 =

µ4 − 3µ2
2 los cuales tienen como estimadores insesgados a,

s2 = (n− 1)−1
n∑

i=1

(xi − x)2, (4.16)

m̃3 =
n2

(n− 1)(n− 2)
m3, (4.17)

k̃4 =
n2

(n− 2)(n− 3)
[(
n+ 1

n− 1
)m4 − 3m2

2], (4.18)

respectivamente.

La desviación estándar de la muestra, s =
√
s2, es un estimador

de σ pero no es insesgado ver ([6]). Los estimadores del coeficiente

de variación de la muestra, asimetŕıa y curtosis son: Coeficiente

de Variación,

ĈV = s/x, (4.19)

Asimetŕıa,

g = m̃3/s
3, (4.20)

Curtosis,

k = k̃4/s
4 + 3. (4.21)

Los estimadores de momentos tienen algunas propiedades indesea-

bles, ya que los estimadores g y k pueden ser demasiado sesgados
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[13], en efecto g y k tienen limitaciones algebraicas que dependen

del tamaño de la muestra.

Para una muestra de tamaño n las limitaciones son:

|g| ≤ n1/2 y k ≤ n+ 3. (4.22)

4.4. Distribuciones de Probabilidad de los

L-Moments

Los L- momentos son un sistema alternativo para describir la

forma de la distribución de probabilidad. Históricamente surgieron

a partir de una modificación de los ”momentos de probabilidad

ponderada”de [8]. Los momentos de probabilidad ponderada de

una variable aleatoria X con función de distribución acumulada

F (·) son:

Mp,r,s = E[Xp{F (X)}r{1− F (X)}s]. (4.23)

Los casos útiles son los momentos de probabilidad ponderada

αr = M1,0,r y βr = M1,r,0, para una distribución con función

cuantil x(u), tenemos por (4.23):

αr =

∫ 1

0
x(u)(1− u)rdu, βr =

∫ 1

0
x(u)urdu. (4.24)

Estas ecuaciones pueden ser comparadas con la definición de los

momentos ordinarios, en cuyo caso puede escribirse como

E(Xr) =

∫ 1

0
{x(u)}rdu. (4.25)
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Los momentos convencionales involucran a la función cuantil x(u),

mientras los momentos de probabilidad ponderada utilizan una

regla de u o 1 − u y puede ser considerada como una integral de

x(u) ponderada por el polinomio ur o (1− u)r.

Los momentos de probabilidad ponderada αr y βr se han uti-

lizado como la base de métodos para estimar los parámetros de

distribución de probabilidad por [12]. Sin embargo, existen difi-

cultades para interpretar las medidas de los parámetros de forma

y escala de la distribución de probabilidad.

Esta información es usada como combinación lineal de los mo-

mentos de probabilidad ponderada, por ejemplo, estimaciones de

los parámetros de escala son múltiplos de α0 − 2α1 o 2β1 − β0.

La asimetŕıa de la distribución se puede calcular por 6β2−6β1+β0.

Estas combinaciones lineales surgen de manera natural de integrar

a x(u) .

Definimos los polinomios P ∗
r (u), r = 0, 1, 2, . . . , con las si-

guientes caracteŕısticas

1. P ∗
r (u) es un polinomio de grado r evaluado en u.

2. P ∗
r = 1.

3.
∫ 1
0 P ∗

r (u)P
∗
s (u)du = 0 si r ̸= s.

La condición (iii) se le conoce como condición de ortogonalidad,
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el polinomio tiene una forma expĺıcita:

P ∗
r (u) =

r∑
k=0

p∗r,ku
k. (4.26)

Donde

p∗r,k = (−1)r−k

(
r

k

)(
r + k

k

)
=

(−1)r−k(r + k)!

(k!)2(r − k)!
. (4.27)

Para una variable aleatoria X con función cuantil x(u), definimos

los L-momentos de X como:

λr =

∫ 1

0
x(u)P ∗

r−1(u)du. (4.28)

En términos de los momentos de probabilidad ponderada, los L-

momentos se dan por:

λ1 = α0 = β0 (4.29)

λ2 = α0 − 2α1 = 2β1 − β0 (4.30)

λ3 = α0 − 6α1 + 6α2 = 6β2 − 6β1 + β0 (4.31)

λ4 = α0 − 12α1 + 30α2 − 20α3 = 20β2 − 30β2 + 12β1 − β0 (4.32)

y en general tenemos,

λr+1 = (−1)r
r∑

k=0

p∗r,kαk =

r∑
k=0

p∗r,kβk. (4.33)

De manera análoga se definen el radio de L-moments

τr = λr/λ2, r = 3, 4, . . . . (4.34)
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El radio de L-Moments nos sirve para medir la forma de una distri-

bución independiente de su escala de medición. También se define

el coeficiente de L-variación (L-CV),

τ = λ2/λ1. (4.35)

Esta cantidad es análoga al coeficiente de variación ordinaria, CV

(L-CV no es una abreviación de ”L-coeficiente de variación”, es el

coeficiente de L-variación).

4.5. L-Moments y Estad́ısticos de Orden

Una justificación intuitiva de porqué los estimadores de L-

Moments pueden ser obtenidos como una combinación lineal de

una muestra de datos observados que son ordenados de forma as-

cendente se da a continuación (ver [1]).

Consideremos la medida de la forma de la distribución, de-

notamos por Xk:n la k-ésima observación más pequeña de una

muestra de tamaño n, de tal forma que ordenamos la muestra por

X1:n ≤ X2:n ≤ . . . ≤ Xn:n.

Una muestra de tamaño 1 es una observación simple X1:1 que

contiene información acerca de la localización de la distribución.

Si la distribución es desplazada hacia los valores más grandes,

entonces se esperaŕıa observar valores altos de X1:1.
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Para una muestra de tamaño n = 2, los estad́ısticos de or-

den son X1:2 (mı́nimo), y X2:2 (máximo). Para una distribución

altamente dispersa, la diferencia de esperanzas entre X2:2 − X1:2

podŕıa ser grande, mientras que para una distribución fuertemen-

te dispersa, la diferencia podŕıa ser más pequeña. La diferencia

de esperanzas entre los estad́ısticos de orden de tamaño n = 2,

entonces pueden ser usados para expresar la variabilidad o escala

de una distribución.

Para una muestra de tamaño n = 3, los estad́ısticos de orden

son X1:2 (mı́nimo), X2:3 (mediana) y X3:3 (máximo). Para una

distribución negativamente sesgada, la diferencia entre X2:3−X1:3

podŕıa ser demasiado grande (más datos hacia la izquierda) que

X3:3 − X2:3. Lo opuesto (menos datos hacia la izquierda) puede

suceder si una distribución esta sesgada positivamente.

Esta interpretación esta basada sobre la distribución geométri-

ca. Como podemos ver, las combinaciones lineales de estad́ısticos

de orden contienen información acerca de los estimadores de loca-

lización, de escala y de forma, de la distribución para cuya muestra

es graficada.

La letra ’L’ en L-Moments hace énfasis a la construcción de

los estimadores a partir de una combinación lineal de los estad́ısti-

cos de orden. Los L-Moments de la función de distribución F, se

definen por

λ1 = E(X1:1) =

∫ 1

0
x(F )dF, (4.36)
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λ2 =
1

2
E(X2:2 −X1:2) =

∫ 1

0
x(F )(2F − 1)dF, (4.37)

λ3 =
1

3
E(X3:3−2X2:3+X1:3) =

∫ 1

0
x(F )(6F 2−6F+1)dF (4.38)

λ4 =
1

4
E(X4:4−3X3:4+3X2:4−X1:4) =

∫ 1

0
x(F )(20F 3−30F 2+12F−1)dF.

(4.39)

y en general tenemos,

λr = r−1
r−1∑
j=0

(−1)j
(
r − 1

j

)
E(Xr−j:r), r = 1, 2, 3, . . . . (4.40)

La definición en (4.28) y (4.40) son consistentes estad́ıstica-

mente y la esperanza de un estad́ıstico de orden puede ser escrito:

E(Xr:n) =
n!

(r − 1)!(n− r)!

∫ 1

0
x(u)ur−1(1− u)n−rdu. (4.41)

Donde la ecuación (4.40), λr puede ser escrita como una integral de

x(u) multiplicado por un polinomio en u. El uso de los L-Moments

para describir la distribución de probabilidad es justificado por el

siguiente teorema [11].

Teorema 4.1 (a) Los L-Moments λr, r = 1, 2, 3 . . ., de variables

aleatorias de valor real X existen si y soló si X tiene media finita.

(b) Una distribución cuya media existe es caracterizada por estos

L-Moments {λr : r = 1, 2, 3 . . .}.

Demostración 4.1 Una media finita implica esperanzas finitas

de todos los estad́ısticos de orden [5], entonces la parte (a) se sigue

inmediatamente. Para la parte (b), sea

ξr = E(Xr:r) = r

∫
x(F (x))r−1dF (x), (4.42)
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Ahora bien, de la ecuación (3.40),

λr =

r∑
k=1

p∗r−1,k−1k
−1ξk, (4.43)

ξr =

r∑
k=1

(2k − 1)r!(r − 1)!

(r − k)!(r − 1 + k)!
λk. (4.44)

[3] y [15] prueban que la distribución con media finita es ca-

racterizada por el conjunto {ξr : r = 1, 2, 3, . . .}. Por la ecuación

(4.44), un conjunto dado por λr determina un único conjunto de

ξr.

Por lo tanto, una distribución puede ser especificada por los

L-Moments, incluso si algunos de sus momentos convencionales

no existen. Además, dicha especificación es siempre única: esto,

por supuesto, no es cierto para los momentos convencionales.

4.6. Propiedades de los L-Moments

Los L-Moments λ1 y λ2, el L − CV (τ) y los radios de L-

Moments τ3 y τ4 son los cuantiles más usados para resumir una

distribución de probabilidad. Estos muestran propiedades impor-

tantes que son las siguientes, además del Teorema 3.1 se resumen

otras propiedades (las pruebas son dadas en [11]).

Existencia. Si la media de la distribución existe, entonces todos

los L-Moments existen.
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Unicidad. Si la media de la distribución existe, entonces los L-

Moments son únicos para definir una distribución, esto es, dos

distribuciones no pueden tener los mismos L-Moments.

Notación

λ1, es el L-localización o media de la distribución.

λ2, es el L-escala.

τ , es el L-CV.

τ3, es la L-asimetŕıa.

τ4, es el L-curtosis.

Valores Numéricos.

λ1 puede tomar cualquier valor.

λ2 ≥ 0.

Para una distribución que toma valores positivos, τ toma los si-

guientes valores, 0 ≤ τ < 0.

Los radios de L-Moments satisfacen |τr| < 1 para todo r ≥ 3.

Considerando ĺımites más estrictos podemos hallar las canti-

dades de los estimadores de forma individual τr. Por ejemplo, el

ĺımite para τ4 dado τ3 es

1

4
(5τ23 − 1) ≤ τ4 < 1. (4.45)

Para una distribución que toma solamente valores positivos, el

ĺımite para τ3 dado τ es 2τ − 1 ≤ τ3 < 1.

Transformación lineal. Sean X y Y variables aleatorias con L-

Moments λr y λ∗
r , respectivamente, si suponemos que Y = aX+b.
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Entonces

λ∗
1 = aλ1 + b; (4.46)

λ∗
2 = |a|λ2; (4.47)

τ∗r = (sing a)rτr, r ≥ 3. (4.48)

Simetŕıa. Sea X una variable aleatoria simétrica con media µ, tal

que, Pr[X ≥ µ+x] = Pr[X ≤ µ−x] para toda x. Entonces todos

los radios de L-Moments de orden impar de X son cero, es decir,

τr = 0, r = 3, 5, . . ..

Las propiedades anteriormente mencionadas sobre las cuatro

medidas, básicamente ayudan a resumir una distribución de pro-

babilidad.

Podemos comparar el L-escala con medidas familiares, como

lo es σ, la desviación estándar, que se escribe

λ2 =
1
2E(X2:2 −X1:2), σ2 = 1

2E(X2:2 −X1:2)
2.

Ambas cantidades consideran una diferencia entre dos elementos

aleatorios de una distribución, pero σ2 da relativamente más peso

para diferencias más grandes.

Cuando τ3 = 0 significa que la distribución es simétrica. Se ha

encontrado en la literatura que τ3 no se considera, sin embargo,

usando a [23], τ3 puede ser escrita de la siguiente manera

τ3 =
E(X3:3)−2E(X2:3)+E(X1:3)

E(X3:3)−E(X1:3)
.
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Mostrando que τ3 es similar a la medida de asimetŕıa propuesta

por [?]:

B = Q3−2Q2−Q1

Q3−Q1
,

donde, Qr = x(r/4),con r = 1, 2, 3, . . ., son los cuantiles de X.

4.7. Estimadores de L-Moments y la Distri-

bución de VEG

La Distribución de Valores Extremos Generalizada tiene tres

parámetros: escala (σ), localización (µ), y forma (ξ).

En esta sección nos encargaremos de mostrar la relación de L-

Moments con la distribución de valores extremos, se describen las

expresiones para los primeros cuatro L-Moments y los parámetros

estimados.

Como se ha comentado en caṕıtulos anteriores la distribución

VEG es de utilidad para describir fenómenos en donde haya ob-

servaciones extremas, que comúnmente se presenta en fenómenos

naturales.

De igual manera se describen tres familias de distribuciones

que son: Weibul (ξ < 0), Frechet (ξ > 0), Gumbel (ξ = 0).

La función de distribución de Valores Extremos Generalizada
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se define como,

f(x) = α−1exp[−(1− ξ)Y − exp(Y )], (4.49)

F (x) = exp[−exp(Y )], (4.50)

donde,

Y =


−ξ−1log[1− ξ(x− µ)/σ] , si ξ ̸= 0,

(x− µ)/σ , si ξ = 0.

(4.51)

y

x(F ) =


µ+ σ(1− [−log(F )]ξ)/ξ , si ξ ̸= 0,

µ− σlog[log(F )] , si ξ = 0.

(4.52)

Los rangos de la v.a. son,

−∞ < x < µ+ σ/ξ si ξ > 0, (4.53)

−∞ < x < ∞ si ξ = 0, (4.54)

µ+ σ/ξ ≤ x < ∞ < 0 si ξ < 0. (4.55)

Los L-Moments son,

λ1 = µ+ σ[1− Γ(1 + ξ)]/ξ, (4.56)

λ2 = σ(1− 2−ξ)Γ(1− ξ)/ξ, (4.57)

τ3 = 2(1− 3−ξ)/(1− 2−ξ)− 3, (4.58)

τ4 =
5(1− 4−ξ)− 10(1− 3−ξ) + 6(1− 2−ξ)

(1− 2−ξ)
, (4.59)
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donde Γ(·) denota la funcion gamma completa

Γ(x) =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt. (4.60)

De las ecuaciones anteriores y con un poco de álgebra se ob-

tienen los parámetros de escala, localización y forma.

σ =
λ2ξ

(1− 2−ξ)Γ(1 + ξ)
, (4.61)

µ = λ1 − σ[1− Γ(1 + ξ)]/ξ. (4.62)

No existe una solución expĺıcita para el parámetro ξ en términos

de los L-Moments y sólo se realizan métodos numéricos para su

hallazgo. Aunque Hosking [12] da una aproximación:

ξ ≈ 7.8590c+ 2.9554c2,

donde,

c =
2

3 + τ3
− log2

log3
.

4.8. Diagramas de Radio de L-Moments

Una herramienta fuerte con la que cuenta el análisis de datos a

través de los L-Moments se presenta en el estudio de los diagramas

de radio de los L-Moments.

Los diagramas de radio basan su estudio principalmente en

dos de los cuatro estimadores de L-moments (τ3, τ4), dado que es

común analizar los dos primeros (λ1 y λ2) en cualquier distribu-

ción, ya sea de un modelo lineal o lineal generalizado.
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Tal vez una de las formas más adecuadas de visualizar cómo

los L-Moments contribuyen a definir un tipo de distribución es a

través del denominado Diagrama de radio de L-Moments [?].

4.8.1. Construcción de los Diagramas de Radio de

los L-Moments

Hosking and Wallis (1997, p.208) reportan aproximaciones po-

linómicas para la caracterización de {τ3, τ4} relacionando estas

aproximaciones mediante la construcción de los diagramas de ra-

dio de L-Moments.

La aproximación polinomial presenta la siguiente forma

τ4 =
8∑

j=0

Ajτ
j
3 , j > 0; (4.63)

donde, los coeficientes Aj son seleccionados para tres parámetros

de las distribucines, (cuadro 4.1).

En el cuadro 4.1 se presentan las siguientes distribuciones:

GEV, distribución de valores extremos generalizada; GLO, distri-

bución loǵıstica generalizada; GNO, distribución normal generali-

zada; PE3, distribución Pearson tipo III; – implica que los coefi-

cientes son cero.
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GEV GLO GNO GPA PE3

A0 0.10701 0.16667 0.12282 0. 0.12240

A1 .11090 – – .20196 –

A2 .848338 .83333 .77518 .95924 .30115

A3 -.06669 – – -.20096 –

A4 .00567 – .12279 .04061 .95812

A5 -.04208 – – – –

A6 .03763 – -.13638 – -.57488

A7 – – – – –

A8 – – .11368 – .19383

Cuadro 4.1: Valores de los Coeficientes del Polinomio de Apro-

ximación por Hosking y Wallis (1997) del Estimador L-kurtosis

como Función de L-asimetŕıa

4.8.2. Puebas de Hipótesis

El uso de los L-Moments para describir caracteŕısticas de los

parámetros estimados para una distribución de probabilidad se re-

quiere de pruebas de hipótesis. Por ejemplo, para la distribución

exponencial [7], muestra que el ’́ındice de Gini’ es similar al esti-

mador L-CV, con media 1
2 , y varianza 1/12(n-1), con distribución

normal asintótica.

Por lo tanto, el estad́ıstico:

Gn = {12(n− 1)}1/2(l2/l1 − 1/2), (4.64)

puede ser usado como una prueba de exponencialidad, con valores

cŕıticos obtenidos a partir de una distribución normal estándar.
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La diferencia de medias de Gini es un estad́ıstico robusto del

estimador de escala y es cerrado bajo la relación del segundo L-

Moments, τ2 = G/2.

En [10] propone el siguiente estimador:

Nn = v1/2n t3, (4.65)

donde, vn = 0.1866n−1+0.8n−2. Nn se considera como un estima-

dor para la prueba de hipótesis de normalidad contra alternativas

de sesgo.



Caṕıtulo 5

Contaminación por

Ozono (O3)

5.1. Introducción

A lo largo de la historia de nuestro planeta se han producido

diversos Cambios Climáticos, sin embargo, en las últimas décadas

se gesta un nuevo cambio a consecuencia directa de factores hu-

manos, teniendo como punto de partida la revolución industrial de

finales del siglo XIX, donde se observa que el consumo de combus-

tibles fósiles, la degradación de los recursos naturales, la descom-

posición de residuos orgánicos, los cambios de uso de suelo; vienen

contribuyendo y alterando significativamente las propiedades del

clima.

57
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Uno de los principales problemas que se tiene como consecuen-

cia de los factores humanos se encuentra en el aire que respiramos,

esto aunado al aumento en el consumo de combustibles fósiles que

incrementan la expulsión de sustancias tóxicas, como lo son, dióxi-

do de nitrógeno (NO2), Dióxido de carbono (CO2), Part́ıculas

suspendidas (PM y PM2.5), Ozono (O3), entre otras.

Este fenómeno ambiental en muchas ciudades es estudiado da-

do la importancia que tiene en efectos a la salud, en particular

el estudio del ozono se realiza en zonas urbanas dado las grandes

cantidades de emisiones que se realizan al aire.

A una altura de 20 km sobre la superficie se encuentra la lla-

mada capa de ozono (O3) u ozono estratosférico. Esta capa de

ozono esta de forma natural y actúa de forma benéfica absorbien-

do radiación UV proveniente del Sol y evitando aśı que llegue a la

superficie de la Tierra.

Sobre la Troposfera (capa de la atmósfera situada sobre la su-

perficie de la Tierra, hasta una distancia de unos 10 Km) se sitúa

el ozono denominado ozono troposférico, que es consecuencia de

la acción del hombre. Este ozono se puede encontrar en concen-

traciones superiores a las naturales, actuando entonces como un

contaminante atmosférico por sus efectos nocivos sobre el medio

[16].
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5.2. Contaminación Atmosférica

Nuestro planeta tiene dos ”escudos” protectores para la vida

en su superficie: la atmósfera, y el campo magnético terrestre. Uno

de los principales procesos de la atmósfera es el filtrar la radiación

electromagnética de alto nivel proveniente del sol, como son, los

rayos gamma, rayos X, rayos ultravioleta. Dado que estos rayos no

son benéficos para la salud humana y de los organismos vivientes

es necesario tener en cuenta el cuidado de la atmósfera.

Por otra parte, la atmósfera también permite el paso parcial

de la radiación infrarroja, que originalmente es causante del efec-

to invernadero, que trae como consecuencia que la temperatura

promedio de la superficie sea de 15 Co.

Nuestra atmósfera esta compuesta principalmente por tres ga-

ses (Nitrógeno 78%, Oxigeno 21%, y casi 1% de Argón), sin em-

bargo, existen otros gases como son Vapor de Agua, Bióxido de

Carbono, Metano, Óxidos de Nitrógeno, Ozono y gases inertes

(Helio y Neón) que se encuentran en menor cantidad y es por ello

que se cuantifican con unidades de partes por millón (ppm). Una

parte por millón de un gas dado (unidad ppm), indica que de un

millón de moléculas de los gases que constituyen el aire, solo existe

una molécula del gas en cuestión, [14].

Cuando algunos de los gases que componen el aire, tales co-

mo, Monóxido de Carbono (CO), Metano (CH4), Ozono (O3),
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entre otros, presentan un aumento anormal en sus concentracio-

nes naturales, se inicia el fenómeno denominado contaminación

atmosférica.

Definición 5.1 Diremos que la contaminación atmosférica con-

siste en la presencia en la atmósfera de diversos compuestos qúımi-

cos, que no estaŕıan presentes de forma natural y/o sus concen-

traciones se han incrementado de manera anormal.

La contaminación atmosférica ha sido producto del proceso

de la industrialización, aśı como de las grandes concentraciones

urbanas, primordialmente por la emisión de humos, polvos y gases,

provenientes de fuentes móviles y fijas.

Los principales contaminantes atmosféricos emitidos por las

actividades humanas se listan a continuación:

1. Part́ıculas Suspendidas (PM10, PM2.5, PM).

2. Bióxido de Azufre (SO2).

3. Óxidos de Carbono (COX).

4. Hidrocarburos (HC´s).

5. Óxidos de Nitrógeno (NOX).

6. Ozono Troposférico (producido a través de precursores como

NOX).
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Cada uno de los contaminantes listados anteriormente tiene

efectos nocivos y diversos para la salud. En la siguiente tabla se

presenta los valores ĺımites de exposición recomendados por Nor-

mas Oficiales Mexicanas de ciertos contaminantes.

contaminante śımbolo valor ĺımite

Ozono O3 0.11ppm

Part́ıculas menores a 10 micrómetros PM10 210 µg/m3

Bióxido de azufre SO2 0.11ppm

Monóxido de carbono CO 0.11ppm

Bióxido de nitrógeno NO2 0.21ppm

Cuadro 5.1: Contaminates Atmoféricos. Fuente: Proaire 2012-2020

Las variables ambientales a considerar:

contaminante śımbolo Unidad

Presión Barométrica BPR mmHg

Humedad Relativa HR %

Temperatura TEMP Co

UV-A UV.A W/m2

UV-B UV.B W/m2

Dirección del viento WD Grados sexagesimales (360o )

Velocidad del Viento WS m/s

Cuadro 5.2: Variables Ambientales.

Los contaminantes que más se relacionan con efectos nocivos

en la salud son el O3, NOx, SO2, CO, PM2.5 y PM10.

Estudios nacionales e internacionales señalan la importancia



62 CAPÍTULO 5. CONTAMINACIÓN POR OZONO (O3)

de llevar a cabo un control de los contaminantes anteriormente

mencionadoss, dado que los efectos a la salud se ve mayoritaria-

mente en niños y personas adultas en los lugares donde se presenta

este problema, por ejemplo, el Ozono agrava el sistema respirato-

rio; trae problemas card́ıacos, asma, bronquitis y enfisema, es por

ello que estudiaremos el Ozono.

5.3. Contaminación por Ozono

El ozono, a una altura de entre 20 y 30 kilómetros, forma un

escudo protector para la vida denominado capa de ozono terres-

tre, que impide el paso de la radiación ultravioleta e infrarroja.

Además, es un gas altamente reactivo y tóxico, contribuyendo al

efecto invernadero cuando no se forma de manera natural.

El ozono troposférico (no se produce de manera natural) es uno

los contaminantes ambientales que aunque no se emite de mane-

ra directa a la atmósfera, es formado por una variedad de reac-

ciones qúımicas donde participan compuestos orgánicos volátiles

(VOC‘s), óxidos de nitrógeno (NOx) y luz solar.

La toxicidad del O3 ha sido investigada extensamente. Es un oxi-

dante potente que puede reaccionar con biomoléculas extra e in-

tracelulares; además de causar efectos agudos en v́ıas respiratorias

en toda la sociedad. Se presenta mayoritariamente en centros ur-

banizados, lugares donde el parque vehicular es obsoleto, zonas

industriales donde la tecnoloǵıa no favorece a la disminución de

este contaminante, entre otras.
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5.4. Ozono y otros Contaminantes en Pue-

bla

Las múltiples actividades que se desarrollan en las zonas urba-

nas tienen la finalidad de proveer bienes y servicios a la sociedad.

Sin embargo, esto conlleva un costo ecológico, el cual se ve refleja-

do en la degradación de los recursos naturales y en la generación

de residuos y contaminantes.

La calidad de aire en las zonas urbanas se mide con base a

la concentración de contaminantes atmosféricos presentes, de esta

manera, mientras más grande sea la generación, emisión y residen-

cia de los mismos, menor será la calidad del aire, y en consecuencia,

mayor será el impacto sobre los diferentes escenarios naturales y

humanos.

Por lo que respecta a la Ciudad de Puebla las emisiones de

contaminantes atmosféricos empiezan a tener presencia significa-

tiva a partir de los años 60’s y 70’s, reflejándose en paralelo con su

incremento demográfico, industrial y comercial, que en consecuen-

cia demandan un mayor suministro de bienes y servicios, aśı como

de transporte [21].

5.4.1. Extensión Geográfica del Estado de Puebla

El Estado de Puebla es una de las 31 entidades que conforman

la República Mexicana, e integrado por 217 municipios, se ubica
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en la zona centro-oriental del páıs, colinda al este con el Estado de

Veracruz; al poniente con el Estado de México, Hidalgo, Tlaxcala y

Morelos, al sur con los Estados de Oaxaca y Guerrero. Su superficie

es de 34, 251 kilómetros cuadrados.

Su población teńıa 5, 799, 829 habitantes, en el 2010, confor-

mada en un 47% por hombres y en un 52% por mujeres. El 72%

de la cual reside en áreas urbanas. Alberga un parque Vehicular de

1, 138, 697 unidades, conglomerado en la Ciudad de Puebla [22].

La Zona Metropolitana se ubica en el Centro del Valle Puebla

-Tlaxcala que forma parte de la cuenca hidrológica del ŕıo Balsas,

se localiza al oriente de la sierra Nevada, hacia el este se extiende

hasta el piemonte de la sierra Madre Oriental, al norte, la sierra de

Tlaxcala (o volcán La Malinztin) lo separa de los llanos de Ápan,

en el Estado de Hidalgo y al sur limita con las serrańıas que forman

parte del nudo Mixteco [21].

5.4.2. Calidad del Aire en Puebla

Una buena calidad del aire puede definirse como la suma de

concentraciones de componentes presentes en la atmósfera en un

periodo de tiempo dado, que satisfacen la salud, el bienestar de

la población, el equilibrio ecológico, y los materiales con valor

económico [22].

El monitoreo atmosférico proporciona información que sirve
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para determinar la calidad del aire en una zona determinada, a

partir de su comparación contra los niveles permisibles estableci-

dos para proteger la salud y bienestar de la población.

La distribución espacial de los contaminantes depende de va-

rios factores ambientales, ya que que gracias a ellos se cuenta con

datos que nos muestran con que rapidez, dispersión, transporte,

reacción y acumulación, se presentan los contaminantes en una

cuenca atmosférica.

Las principales variables meteorológicas a considerar por su

influencia sobre la calidad del aire, son el transporte conectivo ho-

rizontal y vertical; el primero depende básicamente de las velocida-

des y direcciones del viento y el segundo depende de la estabilidad

atmosférica y del fenómeno de la inversión térmica de las capas de

la atmosféra [25].

En este caṕıtulo se establece el diagnóstico de la calidad del aire

para el periodo 2001-2009, utilizando datos generados por la Red

Estatal de Monitoreo Ambiental (REMA), que está conformada

por cuatro estaciones de monitoreo: Tecnológico, Ninfas, Serdán y

Agua Santa (fig 4.1).
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Figura 5.1: Estaciones de Monitoreo Atmosférico de Puebla, 1.-

Tecnológico, 2.- Serdán, 3.-Ninfas y 4.- Agua Santa

fuente: http://sinaica.ine.gob.mx/rama_puebla.html

En la figura 5.1 se presentan las estaciones existentes hasta el

año 2011 de la REMA:

1. Estación Tecnológico:

Ubicación Zona Norte de la Cd. de Puebla.

Dirección: Av. Tecnológico no. 420, esquina calle Cordillera

Sept.

Localidad: Maravillas.

2. Estación Ninfas:
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Ubicación: Zona Centro poniente

Dirección: 23 ponente y 15 sur

Localidad: Santiago

3. Estación Serdán:

Ubicación: Zona Noreste de la Cd. de Puebla

Dirección: Blvd. Hermanos Serdán y Blvd. San Felipe Hue-

yotlipan

Localidad: Aquiles Serdán

4. Estación Agua Santa:

Ubicación: Zona Sur de la Cd. de Puebla

Dirección: Prol. 11 sur y periférico

Localidad: Agua Santa

5.5. Tratamiento de la Información

Para iniciar con el análisis se realiza la limpieza de nuestros

datos. La captación de los datos se realiza a través de un sistema

dinámico (data logger) en las estaciones de monitoreo atmosférico

en la cual se registran mediciones promedio en cada hora, es muy

cierto que las estaciones dependen de algunos analizadores para

las medidas de contaminantes primarios y secundarios, pero es

frecuente que algunos de ellos se mantenga en reparación o estén

descompuestos, es de esta manera por la que la falta de datos se

hace presente en la mayoŕıa de las muestras.
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Se supone que las observaciones de Ozono pueden aproximarse

con la distribución de Valores Extremos Generalizada. En la teoŕıa

de VEG se contemplan observaciones aleatorias e independientes,

puesto que las observaciones que se analizan no cumplen con este

requisito debido a que los datos son consecutivos y están bajo las

mismas condiciones ambientales, se procede a realizar bloques de

los datos obtenidos y de esta manera disminuir la correlación entre

las observaciones de O3, [4].

Terminada la limpieza de nuestra base de datos iniciamos con

la el análisis tanto descriptivo como inferencial de los datos.
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Contaminante Media sd 25% 50% 75% n

BPR 592.42 1.46 592 592 593 310

CO 0.94 0.44 0.6425 0.855 1.1375 310

HR 40.95 13.57 32 41.45 50.425 310

NO2 15.48 9.61 10.30 13.30 18 310

O3 58.57 20.07 41.70 56.70 73.075 310

PM10 31.30 24.60 13.225 25.05 45.925 310

SO2 4.38 2.52 2.60 3.80 5.375 310

TEMP 21.48 2.70 19.90 21.50 23.10 310

UV.A 403.99 183.85 212.50 459.50 554.50 310

UV.B 122.55 102.10 60 88 133.50 310

WD 177.25 65.22 138.125 168.70 213.125 310

WS 4.10 2.37 2.70 3.30 4.675 310

Cuadro 5.3: Resumen Estad́ıstico de los Contaminantes de la Es-

tación Ninfas

Como podemos observar en el Cuadro 5.3 se presenta el análi-

sis descriptivo correspondiente a la Estación Ninfas que en la ma-

yoŕıa de las observaciones en los contaminantes criterios y norma-

dos, más del 75% de los datos no sobrepasan las normas oficiales

mexicanas.

Este resumen se realiza para cada una de las 4 estaciones que

conforman la REMA (ver Cuadros 5.4, 5.5, 5.8)
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Contaminante Media sd 25% 50% 75% n

BPR 590.29 1.50 589.0 590.0 591.0 248

CO 1.97 0.82 1.4175 1.975 2.440 248

HR 38.05 12.88 29.05 37.850 47.025 248

NO2 33.03 16.09 22.95 30.950 41.775 248

O3 47.28 18.35 35.15 44.850 57.625 248

PM10 50.39 26.61 31.475 48.100 64.2 248

SO2 7.86 6.35 5.50 7.2 8.9 248

TEMP 20.71 2.76 19.40 21.0 22.5 248

UV.A 412.26 210.50 224.75 436.0 589.25 248

UV.B 99.67 70.46 48.00 75.0 142.500 248

WD 172.48 101.81 86.6750 164.65 258.250 248

WS 4.22 1.90 3.0000 3.8 4.900 248

Cuadro 5.4: Resumen Estad́ıstico de los Contaminantes de la Es-

tación Sérdan
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Contaminante Media sd 25% 50% 75% n

BPR 588.76 1.27 588.0 589.0 590.0 410

CO 0.91 0.48 0.59 0.83 1.070 410

HR 39.63 15.21 29.5 39.30 49.575 410

NO2 14.24 8.87 7.825 12.30 18.25 410

O3 65.05 26.25 47.55 62.70 80.20 410

PM10 36.03 22.59 19.4 31.60 48.275 410

SO2 6.47 4.33 3.425 5.60 8.300 410

TEMP 20.31 2.99 19.1 20.50 22.0 410

UV.A 508.17 212.28 423.750 532.50 628.750 410

UV.B 96.18 44.12 70.0 98.0 128.0 410

WD 200.09 120.84 65.475 248.80 305.5 410

WS 5.42 2.64 3.7 5.10 6.4 410

Cuadro 5.5: Resumen estad́ıstico de los Contaminantes de la Es-

tación Tecnológico

La estación Tecnológico en cuanto a O3 se trata, el 25% de los

datos se encuentran por arriba del 0.8 ppm, que a diferencia de

la Estación Serdán, el 25% de los datos se encuentran por encima

del 0.57 ppm.
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Contaminante Media sd 25% 50% 75% n

BPR 596.39 1.54 595.615 596.09 597.00 487

CO 0.61 0.38 0.370 0.57 0.79 487

HR 40.49 15.93 30.050 40.10 50.90 487

NO2 10.42 6.46 5.950 9.10 13.10 487

O3 60.19 23.57 42.850 57.10 72.95 487

PM10 42.57 31.09 19.700 36.50 57.50 487

SO2 3.49 1.85 2.100 3.10 4.60 487

TEMP 21.84 2.52 620.400 21.70 23.15 487

UV.A 435.35 174.09 341.500 471.00 571.00 487

UV.B 52.64 38.21 32.500 47.00 63.00 487

WD 172.64 80.41 120.800 172.50 216.70 487

WS 5.04 3.71 2.800 3.70 6.10 487

Cuadro 5.6: Resumen Estad́ıstico de los Contaminantes de la Es-

tación Agua Santa
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En los gráficos de dispersión (ver Figura 5.2) podemos ob-

servar una disminución en los niveles máximos del contaminante

Ozono en las Estaciones Tecnológico y Serdán, mientras que para

la Estación Ninfas y Agua Santa, no es muy notable este cambio.
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Figura 5.2: Dispersión de O3 en las Estaciones Agua Santa, Tec-

nológico, Serdán y Ninfas

En la Figura 5.3 se muestra el comportamiento de la tempera-

tura que reportan las estaciones de monitoreo, en lo que respecta

a la estación Agua Santa se puede observar que la temperatura ha

aumentado, en tanto que la estación Tecnológico, Serdán y Ninfas
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Figura 5.3: Comportamiento de la Temperatura en las Cuatro Es-

taciones de la REMA.

no es muy notable este cambio, sin embargo, se nota una sucesión

estacionaria.

5.5.1. Matrices de Correlación

La matriz de correlación de la estación Agua Santa (ver Cuadro

5.8), es la única que muestra un cambio en cuanto la relación de

Ozono y Part́ıculas suspendidas menores a 10 µm (PM10).
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CO NO2 OZONO PM10 SO2

CO 1.00 0.54 0.32 0.44 0.43

NO2 0.54 1.00 0.42 0.54 0.68

OZONO 0.32 0.42 1.00 0.43 0.24

PM10 0.44 0.54 0.43 1.00 0.57

SO2 0.43 0.68 0.24 0.57 1.00

Cuadro 5.7: Matriz de Correlación de los Contaminantes de la

Estación Tecnológico

CO NO2 OZONO PM10 SO2

CO 1.00 0.356 0.027 0.259 0.367

NO2 0.356 1.000 0.171 0.218 0.464

OZONO 0.027 0.171 1.000 -0.082 0.138

PM10 0.259 0.218 -0.082 1.000 0.251

SO2 0.367 0.464 0.1382 0.251 1.000

Cuadro 5.8: Matriz de Correlación de los Contaminantes de la

Estación Agua Santa

CO NO2 OZONO PM10 SO2

CO 1.000 0.545 0.228 0.523 0.539

NO2 0.545 1.000 0.296 0.369 0.550

OZONO 0.228 0.296 1.000 0.338 0.285

PM10 0.523 0.369 0.338 1.000 0.343

SO2 0.539 0.550 0.285 0.343 1.000

Cuadro 5.9: Matriz de Correlación de los Contaminantes de la

Estación Ninfas
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CO NO2 OZONO PM10 SO2

CO 1.000 0.492 0.100 0.361 0.508

NO2 0.492 1.000 0.292 0.566 0.245

OZONO 0.100 0.292 1.000 0.275 0.355

PM10 0.361 0.566 0.275 1.000 0.228

SO2 0.508 0.245 0.355 0.228 1.000

Cuadro 5.10: Matriz de Correlación de los Contaminantes de la

Estación Serdán

En la siguiente Figura 5.4 se presenta un gráfico de caja de

bigotes de los contaminantes Ozono, PM10, NO2 y CO, donde po-

demos observar que para el contaminantes PM10, la estación que

presenta los niveles más altos es la estación Agua Santa, mientras

que para el contaminante Ozono, la estación que presenta los nive-

les más altos es la estación Tecnológico y para los contaminantes

NO2 y CO, la estación Serdán es la que presenta niveles muy altos.
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Figura 5.4: Gráficos de Cajas de Bigotes para los Contaminates

O3, NO2, CO y PM10

5.6. L-Moments y el Ozono en Puebla

En esta sección se presenta los resultados concernientes al análi-

sis de los datos recabados por las estaciones que componen la RE-

MA utilizando la teoŕıa de L-Moments aplicados en la distribución

VEG.

En el Cuadro 5.11 se presenta la media y la varianza para el
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Estación Media Sd 25% 50% 75% N

Tecnológico 53.94 25.94 35.7 50.5 69.3 990

Serdán 41.59 18.81 28.6 40.6 53 723

Ninfas 56.95 20.42 41 55.7 70.9 697

Agua Santa 56.90 24.34 38 54.2 72.1 871

Cuadro 5.11: Descripción del O3 en las Cuatro Estaciones de la

REMA

contaminante Ozono para las 4 estaciones de monitoreo.

Estación λ1 λ2 τ3 τ4

Tecnológico 53.94 14.17 0.133 0.127

Serdán 41.59 10.383 0.0590995 0.136

Ninfas 56.95 11.513 0.082 0.096

Agua Santa 56.90 13.615 0.115 0.101

Cuadro 5.12: L-Moments del O3 en las Cuatro Estaciones de la

REMA.

A partir de los estimadores de L-Moments podemos construir

los parámetros para la distribución deseada, que en nuestro caso

es la Distribución de Valores Extremos Generalizada, (ver Cuadro

5.13).

Aplicando la teoŕıa de valores extremos a cada uno de los

parámetros de las cuatro estaciones, nos damos cuenta que para

cada estación el parámetro de forma ξ > 0, por lo tanto, podŕıamos

estar hablando que la distribución que mejor se ajustan a nuestras

observaciones de Ozono es la Distribución de Fréchet para las 4

estaciones de la REMA.
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Estación µ σ ξ

Tecnológico 54.25 21.81 0.09

Serdán 39.31 14.10 0.012

Ninfas 50.11 18.34 0.130

Agua Santa 49.71 19.41 0.039

Cuadro 5.13: Parámetros de la Distribución VEG por el Método

de L-Moments para los datos de O3 en las Cuatro Estaciones de

Monitoreo.

Se presentan los gráficos cuantil-cuantil en el que, el eje ho-

rizontal es el cuantil de una distribución de valor extremo tipo I

(Gumbel).

En los gráficos cuantil-cuantil (ver Figura 5.5) observamos que

para las estaciones Tecnológico y Serdán los periodos de retorno

son más cortos que en las estaciones Agua Santa y Ninfas.
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−2 0 2 4 6

0
50

10
0

15
0

Agua Santa

Reduced variate,  − log(− log(F))

Q
ua

nt
ile

2 5 20 100 1000

Return period

−2 0 2 4 6

0
40

80
12

0

Ninfas

Reduced variate,  − log(− log(F))

Q
ua

nt
ile

2 5 20 100 500

Return period

−2 0 2 4 6

0
50

15
0

Tecnológico

Reduced variate,  − log(− log(F))

Q
ua

nt
ile

2 5 20 100 1000

Return period

−2 0 2 4 6

0
50

10
0

15
0

Serdán

Reduced variate,  − log(− log(F))

Q
ua

nt
ile

2 5 20 100 500

Return period

Figura 5.5: Gráfico Cuantil-Cuatil de O3 para las Estaciones Agua

Santa, Ninfas, Tecnológico y Serdán.

5.6.1. Diagramas de Radio para los L-Moments

En la Figura 5.5 se muestran los diagramas de radio para las 4

estaciones de la REMA en la cual se observa que la estación Agua

Santa, Tecnológico y Serdán, la distribución que mejor aproxima

las observaciones es la Distribución de Valores Extremo Generali-

zada, mientras que para la estación Ninfas la que mejor aproxima
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nuestros datos es la Distribución Pareto Generalizada.
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Figura 5.6: Diagrama de Radio de O3 en las Estaciones Agua San-

ta, Ninfas, Serdán y Ninfas
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5.7. Coeficientes de Gini

Estación Coeficiente de Gini λ2

Tecnológico 28.02 14.008

Serdán 19.34 9.669

Ninfas 22.84 11.418

Agua Santa 25.99 12.994

Cuadro 5.14: Coeficientes de Gini para las Cuatro Estaciones de

Monitoreo.

Los coeficientes de Gini muestran la relación entre el valor de

este coeficiente y el L-Moments de segundo orden (λ2).
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Conclusiones

En la Figura 5.2 se observa el comportamiento del contami-

nante Ozono en las estaciones de la REMA, donde destaca el com-

portamiento en la estación Agua Santa que en principio se ve una

disminución en el contaminante, pero en la parte final se observa

un repunte, algo similar se está presentando en la estación Ninfas,

caso contrario se presenta en la estación Tecnológico y Serdán.

En los Cuadros 5.3, 5.4, 5.5 y 5.8 se presenta el resumen es-

tad́ıstico correspondiente a las estaciones de monitoreo atmosféri-

co, y se observa que las cuatro estaciones tiene un número pequeño

de datos, por lo cual el método propuesto soporta ésta información

y realiza sus estimaciones.

Algo interesante pasa en la estación Agua Santa, dado que al

revisar la matriz de correlación correspondiente a los contaminan-

83
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tes Monóxido de Carbono (CO), Dióxido de Nitrógeno (NO2),

Ozono (O3), Part́ıculas suspendidas menores a 10 µm (PM10), y

Dióxido de Azufre (SO2), se nota que existe una relación inversa-

mente proporcional de PM10 respecto al del Ozono, y en la demás

estaciones de monitoreo no pasa esto. Las estaciones que presen-

tan los niveles máximos de contaminantes se presentan en Agua

Santa y Tecnológico.

Aplicando la teoŕıa de la Distribución de Valores Extremo Ge-

neralizada se observa que los parámetros de forma ξ > 0, para

cada una de las estaciones, por lo tanto, estaŕıamos hablando que

los datos pertenecen a la familia de la distribución Fréchet.

Sin embargo, dado que la teoŕıa de L-Moments cuanta con una

herramienta gráfica, podemos verificar si la Distribución VEG es

la que mejor describe nuestros datos de Ozono para las 4 estacio-

nes de monitoreo que componen la REMA.

Veamos la Figura 5.5, observamos que para la estación Agua Santa

las Distribuciones posibles que mejor se acoplan a nuestros datos

son la Pearson tipo III, VEG y Normal Generalizada; para la dis-

tribución Ninfas, la mejor aproximación está bajo la distribución

Pareto Generalizada; para la estación Tecnológico nuevamente te-

nemos las posibles distribuciones que mejor se acoplan a nuestras

observación y estas son: Pearson tipo III, VEG y Normal Genera-

lizada; y finalmente para la estación Serdán las posibles distribu-

ciones son: VEG, Normal Generalizada y Pearson tipo III.
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De esta manera estaŕıamos descartando la posibilidad de que, pa-

ra la estacion Ninfas, la distribución que mejor se aproxima a las

observaciones de Ozono pertenezca a la familia VEG.

Para finalizar podemos ir a los gráficos cuantil-cuantil donde

observamos también los periodos de retorno de los niveles máximos

de ozono, se puede destacar que en las estaciones ninfas y Agua

Santa los periodos de retorno son más cortos que en las estaciones

Tecnológico y Serdán, además que el ajuste a la distribución VEG

se presenta en un grado mayor en las estaciones donde el periodo

de retorno es más corto.

Analizando lo anterior contamos con bases sólidas para decidir

que distribución me daŕıa mejores resultados de estudio en cada

una de las estaciones de monitoreo atmosférico que componen la

REMA puebla.

De la misma forma, decir que podŕıa estar pasando con el compor-

tamiento de los contaminantes, si la disminución del O3 se debe

a que la velocidad del viento ha aumentado o incluso que la di-

rección del mismo, ha cambiado drásticamente, que esto permite

una mejor dispersión de los contaminantes en la ciudad de Pue-

bla o que los programas que se han implementado en los últimos

años (Proaire 2006-2011, Proaire 20012-2020, Verificación vehicu-

lar, entre otros), están dando frutos.

Está ténica abarca un sin fin de aplicaciones, por lo cual se deben

de considerar posibles estudios a futuro:
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Simulación de datos faltantes.

Comparación con otra técnica, para hallar parámetros des-

conocidos de la distribución supuesta.

Acoplar covariables, tanto f́ısicas como ambientales, en un

modelo de Regresión.
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Apéndice A

Teorema del Ĺımite

Central

Abordaremos conceptos básicos de la estad́ıstica que son usa-

dos para la demostración y aplicación de diversos teoremas. Pre-

sentamos el teorema del ĺımite central para la media, en la cual

se afirma que si una muestra es lo bastante grande (generalmente

cuando el tamaño muestral (n) supera las 30 observaciones), sea

cual sea la distribución de la media muestral, seguirá aproximada-

mente una distribución normal.

Teorema A.1 (Teorema del Ĺımite Central) Sea {X1, X2, X3,

. . . , Xn} un conjunto de variables aleatorias, independientes e idénti-

camente distribuidas con media µ y varianza finita σ2 ̸= 0. Sea

Sn = X1 +X2 + . . .+Xn entonces

ĺım
n→∞

Pr(
Sn − nµ

σ
√
n

) = Φ(z) (A.1)

91



Apéndice B

L-Moments y Otras

Distribuciones

B.0.1. Distribución Loǵıstica Generalizada

La distribución Loǵıstica Generalizada tiene tres parámetros ξ

(Localización), α (escala α > 0), y κ (forma, −1 < κ < 1) y su

función de distribución está dada por:

f(x) =
α−1exp[−(1− κ)]

[1 + exp(−Y )]2
, (B.1)

F (x) = 1/[1 + exp(−Y )], (B.2)

donde,

Y =


−κ−1log[1− κ(x− ξ)/α] , si κ ̸= 0,

(x− ξ)/α , si κ = 0.

(B.3)
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La función cuantil está dada por:

x(F ) =


ξ + α(1− [(1− F )/F ]κ)/κ , si κ ̸= 0,

ξ − α[(1− F )/F ] , si κ = 0.

(B.4)

El rango de la v.a. es:

−∞ < x < ξ + α/κ si κ > 0,

−∞ < x < ∞ si κ = 0,

ξ + α/κ ≤ x < ∞ si κ < 0.

Los L-Momentos son:

λ1 = ξ + α[1/κ− π/sin(κπ)],

λ2 = ακπ/sin(κπ),

τ3 = −κ,

τ4 = (1 + 5κ2)/6,

y la relación entre τ3 y τ4 es:

τ4 =
1 + 5(τ3)

2

6
.

De acuerdo a los L-moments se deescriben los parámetros por:

κ = −τ3. (B.5)

α =
λ2sin(κπ)

κπ
. (B.6)

ξ = −λ1 − α

(
1

κ
− π

sin(κπ)

)
. (B.7)
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B.0.2. Distribución Normal Generalizada

La Distribución Normal Generalizada tiene tres parámetros ξ

(Localización), α (escala, α > 0), y κ (forma) y su función de

distribución está dada por:

f(x) =
exp(κY − Y 2/2)

α
√

(2π))
, (B.8)

F (x) = Φ(Y ), (B.9)

La Función cuantil de la Distribución Normal Generalizada (x(F))

no tiene una forma anaĺıtica expĺıcita. Φ(Y ), es la función de dis-

tribución acumulada de una Distribución Normal Estándar y Y

es:

Y =


−κ−1log[1− κ(x− ξ)/α] , si κ ̸= 0,

(x− ξ)/α , si κ = 0.

(B.10)

El rango de la v.a. es:

−∞ < x < ξ + α/κ si κ > 0,

−∞ < x < ∞ si κ = 0,

ξ + α/κ ≤ x < ∞ si κ < 0.

Los primeros 2 L-Momentos son:

λ1 = ξ +
α

κ
[1− exp(κ2/2)],

λ2 =
α

κ
[exp(κ2/2)][1− 2ϕ(−κ/

√
(2))].
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Para el resto de los L-Moments no existen expresiones simples, es

por ello que se utilizan métodos numéricos.

Los parámetros son dados por:

ξ = ζ + η, (B.11)

α = ησlog, (B.12)

κ = σlog, (B.13)

donde, ζ es una cota inferioren el espacio real para el caso en el que

ζ < λ1 − λ2; σlog > 0, es la desviación estándar de la distribución

log-Normal, y η = exp(µlog), con µlog la media de la distribución

log-Normal.

B.0.3. Distribución Pareto Generalizada

La distribución Pareto Generalizada tiene parámetros ξ (Loca-

lización), α (escala α > 0), y κ (forma, −1 < κ < 1) y su función

de distribución está dada por:

f(x) = α−1exp[−(1− κ)Y ], (B.14)

F (x) = 1− exp(−Y )], (B.15)

donde,

Y =


−κ−1log[1− κ(x− ξ)/α] , si κ ̸= 0,

(x− ξ)/α , si κ = 0.

(B.16)
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La función cuantil está dada por:

x(F ) =


ξ + α[1− (1− F )κ]/κ , si κ ̸= 0,

ξ − α(1− F ) ,si κ = 0.

(B.17)

El rango de la v.a. es:

ξ < x ≤ ξ + α/κ si κ > 0,

ξ ≤ x < ∞ si κ ≤ 0.

Los L-Momentos son:

λ1 = ξ + α/(1 + κ),

λ2 = α/[(1 + κ)(2 + κ),

τ3 = (1− κ)/(3 + κ),

τ4 = (1− κ)(2− κ)/[(3 + κ)(4 + κ)].

Los parámetros dado un ξ conocido son:

κ = [(λ1 − ξ)/λ2]− 2, (B.18)

α = (1 + κ)(λ1 − ξ), (B.19)

y la relación entre τ3 y τ4 es:

τ4 =
τ3(1 + 5τ3)

5 + τ3
.

Los parámetros cuando ξ es desconocido, están dados por:

κ = (1− 3τ3)/(1 + τ3), (B.20)

α = (1 + κ)(2 + κ)λ2, (B.21)

ξ = λ1 − (2 + κ)λ2, (B.22)
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B.0.4. Distribución Pearson tipo III

La función de Distribución Pearson tipo III, tiene parámetros

µ (media, Localización), σ (desviación estándar, escala), y γ (asi-

metŕıa, forma), pero expresada con parámetros alternativos ξ (Lo-

calización), β (escala, β > 0), y α (forma, α > 0) y su función de

distribución está dada por:

f(x) =



β−α(x− ξ)α−1exp(−Y1)/Γ(α) , si γ > 0,

β−α(ξ − x)α−1exp(−Y2)/Γ(α) , si γ < 0,

φ((x− µ)/σ) , si γ = 0.

(B.23)

F (x) =



G(α, Y1)/Γ(α) , si γ > 0,

1−G(α, Y2)/Γ(α) , si γ < 0,

Φ((x− µ)/σ) si γ = 0.

(B.24)

La función cuantil x(F), no tiene una forma anaĺıtica expĺıcita.

Donde,

Y1 = (x− ξ)/β, (B.25)

y

Y2 = (ξ − x)/β, (B.26)

y donde G(a, b) es la función gamma incompleta, Γ(a) es la función

gamma completa, φ(a) es la función de distribución de probabi-

lidad de la distribución Normal. La relación entre el producto de
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momentos y los tres parámetros alternativos para γ ̸= 0 es:

α = 4/γ2,

β = σ|γ|/2,

ξ = µ− 2σ/γ.

La función gamma incompleta G(a, b) está dada por la siguiente

expresión:

G(a, b) =

∫ b

0
ta−1exp(−t)dt, (B.27)

y la función gamma completa Γ(a) esta dada por:

Γ(a) =

∫ ∞

0
ta−1exp(−t)dt. (B.28)

La parametrización particular de la distribución Pearson tipo III

es de gran uso en datos hidrológicos, más común en situaciones

donde la asimetŕıa es positiva, los rangos de la v.a. es:

ξ < x ≤ ∞ si γ > 0,

∞ < x < ∞ si γ = 0,

∞ < x ≤ ξ si κ < 0.

Los L-Momentos son:

λ1 = ξ + αβ,

λ2 = π−1/2βΓ(α+ 1/2)/Γ(α),

τ3 = 6I1/3(α, 2α)− 3,
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donde, Ix(p, q), denota la función de radio de Beta incompleta,

función Beta incompleta regularizada, función Beta corta regula-

rizada:

Ix(p, q) =
Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)

∫ x

0
tp−1(1− t)q−1dt. (B.29)

Los parámetros tienen soluciones cuasi-anaĺıticas. Las siguientes

aproximaciones son la mejores, menor a 5 × 10−5 para cualquier

valor de α. Si 0 < |τ3| < 1/3, sea z = πτ23 y usando la aproximación

minimax por [12] para α,

α ≈ 1 + 0.2906z

z + 0.1882z2 + 0.0442z3
, (B.30)

si 1/ ≤ |τ3| < 1, sea z = 1− |τ3| y usando:

α ≈ 0.36067z − 0.59567z2 − 0.25361z3

1− 2.78862z + 2.56096z2 − 0.77045z3
. (B.31)

Los parámetros en términos de α y los L-Moments están dados

por:

γ = sign(τ3)
2√
(α)

, (B.32)

σ =
λ2Γ(α)

√
(απ)

Γ(α+ 0.5)
, (B.33)

µ = λ1. (B.34)



Apéndice C

Estimadores de Máxima

Verosimilitud para la

Distribución VEG

Obteniendo los estimadores de máxima verosimilitud para com-

parar nuestros resultados se tiene que solo salen para la estación

Agua Santa C.1, para las otras tres no corre el programa y sale

esto:

Error en optim(init, gev.lik, hessian = TRUE, method = method,

control = list(maxit = maxit, : valor no finito provisto por optim

Para la estación Agua Santa tenemos los parámetros: También se

obtienen las gráficas que verifican las suposiciones del modelo C.1:

100
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Estación µ σ ξ

Agua Santa 49.730 19.237 -0.0368

Cuadro C.1: Parámetros estimados por el método de máxima ve-

rosimilitud para la estación Agua Santa.

Figura C.1: Prueba gráfica para la estación Agua Santa por el

método de máxima verosimilitud.


