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Introduccion

La nocién de los espacios de Lindelof, fue introducida por Alexandroff
y Urysohn en 1929, desde entonces ha sido un tema muy importante en la
topologia y relacionado con distintas otras propiedades topoldgicas.

La propiedad de Lindelof es mas general que la propiedad de ser com-
pacto. Como el Teorema de Tychonoff establece que el producto de cualquier
coleccion de espacios topolégicos compactos es compacto, es natural pregun-
tarnos si esta propiedad se conserva en los espacios de Lindeldf.

Es bien sabido que muchos de los resultados de la invariancia de las
propiedades de cubiertas en producto son negativas, es decir, las propiedades
de cubiertas simplemente no son conservadas por el producto a menos que
uno o mas de los factores cumplan condiciones adicionales.

En esta Tesis se estudiara la propiedad productiva de los espacios de
Lindelof, mostrando ejemplos donde esta no se cumple, asi como condiciones
bajo las cuales esta propiedad se preserva.

Ademas abarcamos otros conceptos topoldgicos importantes como lo son
los mapeos compacto valuados superiormente semicontinuos, espacios Lin-
delof ¥, P-espacios, conjuntos de Bernstein, espacios paracompactos y los
conjuntos de Sierpingki, ademas de algunas de sus propiedades.
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Capitulo 1

Preliminares

El tnico requisito para la lectura de esta tesis es el conocimiento de al-
gunos hechos bésicos de topologia general. Este capitulo esta disenado con
la idea de que el lector pueda revisar en él, resultados basicos de la teoria de
espacios de Lindeldf. Sin embargo, debemos de senalar que en este apartado
no se hallarda un desarrollo detallado de los distintos temas que se tocan en
el mismo.

1.1. Notacién y Terminologia

En esta tesis usamos la terminologia y notacién como en el libro [3].

El siguiente concepto fue introducido por L. Vietoris en 1921 y es una
propiedad fundamental en los espacios de Lindelof como se estudiara més
adelante.

Definicién 1.1. Un espacio topologico X es regular si satisface las si-
guientes condiciones:

(1) X es un espacio T;

(2) para cualquier FF C X cerrado y x € X \ F' existen conjuntos abiertos
ajenos U y 'V tales quex € U y FF C V.

Dado A subconjunto de un espacio topolégico, denotaremos A como la
cerradura de A, a menos que se especifique de otra forma.
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Proposicién 1.2. Si X es un espacio reqular, entonces para cualquier punto
x € X y cualquier abierto U de X tal que v € U, existe un abterto V' tal que
reVCVCU.

Definicién 1.3. Un espacio topoldgico X es completamente regular (o
de Tychonoff) si se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) X es un espacio Ty;

(2) para cualquier subconjunto cerrado F de X y cualquier punto x ¢ F,
existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que f[F] C {1} y f(x) = 0.

El axioma de normalidad fue introducido por Heinrich Tietze en el primero
de una serie de tres articulos que aparecieron en 1923. Este axioma de
separacién también fue introducido y estudiado independientemente por P.
Alexandroff y P. Uryshon en 1924.

Definicién 1.4. Un espacio topologico X es mormal si se satisfacen las
siguientes propiedades:

(1) X es un espacio T;

(2) para cualesquiera subconjuntos cerrados y ajenos Fy y Fy de X, exis-
ten abiertos ajenos Ay y Ay de X tales que Fy C Ay y Fy C A,.

Definiciéon 1.5. Una familia B de conjuntos abiertos en un espacio topologi-
co X es una base de X si para todo x € X y para toda vecindad U de x
eviste B € B tal quex € B CU.

Definicién 1.6. Un espacio topologico X es segqundo numerable si X
tiene una base numerable.

Un primer hecho importante relacionado a la propiedad de ser segun-
do numerable, es que cualquier base de una topologia segundo numerable
contiene una base numerable.
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Definicién 1.7. Una familia N de subconjuntos en un espacio topoldgico
X es una red de X si para todo x € X y para toda vecindad U de x existe
NeN tal quexz € NCU.

Un subconjunto de un espacio topolégico que es a la vez abierto y cerrado
en él; recibird el nombre de subconjunto cerrabierto.

Definicién 1.8. Un espacio topolégico X es 0-dimensional si X esT| y
posee una base formada por conjuntos cerrabiertos.

Definicién 1.9. Una compactacion de un espacio X es un espacio de
Hausdorff y compacto Z, el cual contiene un espacio denso homeomorfo a

X.

Es decir, Z es una compactacién de X si existe Y C Z tal que Y = Z
y existe un homeomorfismo h : X — Y C Z; tal homemorfismo se llama
encaje de X en Z. Con el simbolo X denotamos la compactaciéon de Stone-

Cech.([3]).

El simbolo w denota el conjunto de todos los niimeros naturales (incluyen-
do al cero). El simbolo ¢ denota la cardinalidad de continuo. El simbolo P(X)
denota el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto X.

1.2. Propiedades Basicas de Espacios de Lin-
delof

Definicién 1.10. Un espacio topologico X es un espacio de Lindelof
si es reqular y toda cubierta abierta de X tienme una subcubierta a lo mds
numerable.

En el curso basico de Topologia General se demuestra que todo subespacio
cerrado de un espacio de Lindelof es un espacio de Lindelof y que toda imagen
continua de un espacio de Lindelof es un espacio de Lindelof.

Proposicion 1.11. Un espacio discreto X es de Lindelof si y solo si X es
a lo mas numerable.
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Demostracion. La cubierta de X por singuletes es una cubierta abierta que
no tiene subcubiertas propias. Entonces X es de Lindelof si y sélo si ésta
cubierta es a lo mas numerable si y sélo si X es a lo mas numerable. O]

Como una consecuencia de la Proposicion 1.11 se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.12. Si X es un espacio de Lindelof, entonces todo conjunto
cerrado y discreto en X es a lo mas numerable.

Definicién 1.13. Sean X un espacio topologico, U y V cubiertas de X. U
es un refinamiento de V si para todo U € U existe V €V tal que U C V.

Lema 1.14. Sea U una cubierta de un conjunto X. Si U tiene un refi-
namiento a lo mds numerable, entonces U tiene una subcubierta a lo mds
numerable.

Demostracion. Sea V un refinamiento a lo mas numerable de U/, entonces
para cada V € V existe Uy € U tal que V C Uy. Sea

U ={Uy: VeV

como V es a lo mas numerable, U’ es a lo mas numerable. Ahora, sea x € X,
como YV es una cubierta de X, entonces existe V' € V tal que x € V, entonces
x € Uy, es decir, U’ es una subcubierta de U a lo mas numerable. Il

Es claro que toda cubierta abierta de un espacio topolégico tiene un
refinamiento que consiste de elementos de cualquier base dada del espacio.

Corolario 1.15. Todo espacio reqular y sequndo numerable es un espacio de

Lindeldf.

Decimos que una familia F de subconjuntos de un conjunto X tiene la
propiedad de intersecciones numerables si toda subfamilia a lo mas
numerable de F tiene interseccién no vacia.
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Proposicion 1.16. Un espacio reqular X es de Lindelof si y solo si toda
familia de conjuntos cerrados en X con la propiedad de intersecciones nu-
merables tiene interseccion no vacia.

Demostracion. Sea X de Lindelof, y sea F una familia de conjuntos cerrados
en X con la propiedad de intersecciones numerables. Supongamos que la
interseccién de F es vacia. Entonces la familia & de los complementos de
elementos de F es una cubierta abierta de X. Sea U/’ una subcubierta a lo mas
numerable de U. Entonces la familia ' de los complementos de elementos de
U’ es una subfamilia a lo mas numerable de F, y (| F' = (. Esto contradice
a la suposicion de que F tiene la propiedad de intersecciones numerables.

Ahora supongamos que toda familia con la propiedad de intersecciones
numerables de conjuntos cerrados en X tiene interseccién no vacia. Sea I/ una
cubierta abierta de X; sea F la familia de los complementos de elementos de
U. Entonces F es una familia de conjuntos cerrados en X, y del hecho que
U es una cubierta de X se sigue que la interseccion de F es vacia. Entonces,
F tiene una subfamilia a lo mds numerable F’ tal que (F' =0, y

U’:{X\F:Fef’}
es una subcubierta a lo mas numerable de la cubierta U. O]

Un espacio es hereditariamente de Lindelo6f si todos sus subespacios
son de Lindelof. Observese que todos los espacios regulares y segundo nu-
merables son espacios hereditariamente de Lindelof, ya que son espacios de
Lindelof y el segundo axioma de numerabilidad se hereda a cualquier subes-
pacio.

Definicién 1.17. Sea X un espacio topologico. Una familia C de conjuntos
en X es localmente finita si todo punto x € X tiene una vecindad V tal
que el conjunto {A€C: ANV #0} es finito.

El siguiente concepto fue introducido por Jean Dieudonné en 1944 y ha
demostrado su importancia en varias ramas de la matematica.

Definicién 1.18. Un espacio topologico X es paracompacto si X es de
Hausdorff y toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto local-
mente finito.
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Teorema 1.19. ([3], Teorema 5.1.5) Todo espacio paracompacto es normal.

Teorema 1.20. ([3], Teorema 5.1.2) Todo espacio de Lindeldf es paracom-
pacto.

Demostracion. Sea X un espacio de Lindelof. Como X es regular entonces
es Hausdorff. Ahora, sea U una cubierta abierta de X y para todo x € X sea
U, € U tal que x € U,. Como X es regular, por el Teorema 1.2, existe V,
abierto tal que z € V, C V, C U,, entonces {Vi : @ € X} es un refinamiento
de U. Como X es de Lindelof, existe una subcubierta a lo méas numerable
{V, : n € w} de esta cubierta. Sean U; € U, i € w tales que V, c U,.
Definimos:
W, =Ua\ | J

k<n

Entonces {WW,, : n € w} es una cubierta abierta, ya que para cada x € X,
sea m, = min{l € w: x € V;}, entonces

reUn\ |J W

k<mgy

por lo que z € W,,.. Ademas, {W,, : n € w} es una familia localmente finita,
ya que V; N W, =0, para i > j. Il

Corolario 1.21. Todo espacio de Lindelof es normal.

En general, espacios paracompactos no necesariamente son de Lindelof.
Por ejemplo, todo espacio discreto es paracompacto, pero solo espacios dis-
cretos a lo mas numerables son de Lindeldf. Sin embargo, en algunos casos
la paracompacidad implica la propiedad de Lindelof.

Teorema 1.22. Si X es paracompacto y separable, entonces X es de Lin-
deldf.

Demostracion. Como X es paracompacto entonces es normal y en particular
regular. Ahora, sea U una cubierta abierta de X, y V un refinamiento abierto
localmente finito de &. Como X es separable, existe un conjunto D = {z,, €
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X :n € w} denso en X. Para todo n € w sea W,, una vecindad de z,, tal que

el conjunto
Vo ={V eV:VNW, # 0} es finito.

Denotamos V,, = {V{*,V3",..., Vi }. Ahora, para todo n € w y para todo
ie{l,2,..., k,} fijamos U;" € U tal que V;" C U;". Sea

U ={U"eldU:new, ie{l,2,.. k,}}.

Ahora, dado = € X, fijamos V € V tal que x € V. Como D es denso, existe
un m € w tal que z,, € V, entonces V€ V,, (pues W,, NV # (), es decir,
existe j € {1,2,...,k,} tal que V = V;™. Entonces U;" € U esta determinado
de tal modo que V;"" C U™, asix € V =V, C U; e U’. Como U’ es a lo
mas numerable, hemos encontramos una subcubierta a lo mas numerable de
U.

m

1.3. Topologia Producto

El producto cartesiano de una colecciéon de conjuntos es uno de los con-
ceptos mas importantes y ampliamente utilizado en ideas matemaéticas. La
teoria de los espacios producto constituye una parte muy interesante y com-
pleja de la topologia de conjuntos.

Observe que si f : X — Y es una funcién donde (Y,7y) es un espacio
topoldgico, siempre es posible considerar una topologia en X que haga de f
una funcién continua.

Proposicién 1.23. El conjunto ;T ={f"1(A): A€ Ty} es una topologia en
X.

A la topologia ;7 le llamamos topologia débil en X definida por f y
(Y, 7y) (o topologia inicial en X inducida por f).

Como los elementos de ;7 son precisamente las imdgenes inversas de los
subconjuntos abiertos de Y, resulta que si dotamos a X con la topologia ;7
la funcién f es continua.

Proposicién 1.24. La topologia ¢T es la menor (o mds débil) de las topolo-
gias para X que hacen continua a la funcion f.
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Ejemplo 1.25. Consideremos un espacio topolégico (X, T), y sea E un sub-
conjunto de X. Sea j : E — X la funcidn inclusion (j(x) = x para todo = €
E). Entonces la topologia ;T esigual a {j'[A]: A€ T} ={ENA: AeT};
es decir, ;T coincide con la topologia Tp que transforma a E en subespacio

de (X, 7).

Sea {(Xa, 7o) : @ € I} una familia de espacios topoldgicos, y sea F =
{fa: X = X, : a € I} una familia de funciones definidas sobre un conjunto
X. Denotemos por £7 (o 7 si f es el tnico elemento de F) a la menor
de las topologias en X que convierten a cada funcién f € F en una funcién
continua.

Teorema 1.26. La familia S = {f;'(A) :a €l y A€ T,} es una subbase
para la topologia 7T .

Para cada pareja de conjuntos X y Y podemos considerar al conjunto
X xY. En el caso en que tanto en X como en Y estén definidas estructuras
topoldgicas, es natural intentar construir alguna topologia en X x Y que se
encuentre convenientemente relacionada con las topologias de cada factor.
Un modo natural de hacer esto es usando las proyecciones mx : X XY — X
yry : X XY =Y (nx(z,y) =z y my(x,y) =y para cada (z,y) € X X Y)
son funciones que relacionan naturalmente a X XY con los espacios topoldgi-
cos XyY.

Definicién 1.27. Dados dos espacios topologicos (X, Tx) y (Y, Ty ), llamare-
mos topologia producto P, o topologia de Tychonoff, en X XY | a la
topologia (ry )T ; s decir, P es la menor de las topologias en X XY que
convierte a Tx y Ty en funciones continuas.

Observe que si alguno de los espacios X 0 Y es vacio, entonces X x Y y
P son vacios.

Si B es una base de Ty y D es una base de 7y, entonces

{=ix'(B)nny(D): BeB y D e D}
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es una base para P. Ahora bien, 73!(B) Ny, (D) = B x C. Concluimos
asi que la coleccion {B x C': B€ B y D € D} es una base para P.

Proposicion 1.28. Las proyecciones tx : X XY - Xy 7wy : X xY =Y
son funciones continuas y abiertas cuando consideramos en X XY la topologia
producto.

Cuando una propiedad topolégica P que comparten dos espacios X y Y,
se conserva cuando consideramos la topologia producto en X x Y | diremos
que P es una propiedad finitamente productiva.

Proposiciéon 1.29. St X y Y son dos espacios topolégicos sequndo nume-
rables (respectivamente, primero numerables, separables), entonces X X Y
también es un espacio sequndo numerable (respectivamente, primero numer-
able, separable).

Las afirmaciones y resultados anteriormente mostrados en esta seccién
pueden consultarse con mas detalle en [2].

1.4. Producto de una familia arbitraria de es-
pacios Topoldégicos

Construiremos una topologia producto también para el caso en que la
coleccién de espacios topologicos dados es infinita.

Consideremos una familia {(X,,7,) : @ € I} de espacios topoldgicos no
vacios, en donde I es un conjunto no vacio finito o infinito. Sea [] ., Xa
el conjunto de todas las posibles funciones de eleccién definidas sobre la
coleccién {X, : a € I'}. Es decir,

HXa:{f:I—> UXa:paracadaOzEI,f(oz)EXQ}.

acl acl

Para cada ( € I, podemos definir la funcién
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T3 HXa — Xz
ael
como 7g(f) = f(B) para cada f € [],.; Xo- A 73 le llamaremos proyeccién
sobre el B-ésimo factor. Agrupamos a todas estas funciones en una coleccién

P={ng:pe€l}.

Podemos ahora considerar en HaE ; Xo la topologia débil p7 inducida
por P. A la pareja ([[,c; Xa,p 7) le llamaremos producto topolégico o
producto Tychonoff de los espacios X, vy a p7 le llamamos topologia
producto o topologia Tychonoff en el producto [],.; Xa.

El producto arbitrario de espacios topoldgicos fue definido por Tychonoff
en 1930.

El siguiente Teorema es conocido como la propiedad universal de la topo-
logia producto.

Teorema 1.30. Sea X un espacio topoldgico y {(Xa, 7o) : a € I} una
familia de espacios topoldgicos. Entonces f: X — [].c; Xa €s continua si y
solo si w, 0 f es continua para todo o € 1.

ael

Ejemplo 1.31. Si {A, : n € w} es una familia de conjuntos no vacios,
por la definicion general del producto cartesiano, el producto de la familia
{A,:n€w} es

HAnz{f:w—> UAn:pamcadanEw,f(n)EAn}.

new new

Entonces los elementos de [] An son sucesiones (Ty)ne, de elementos en
necw

U A, cuyo i-ésimo término, x; = f(i), pertenece a A;.
new

Note que no se requiere que los conjuntos A; sean diferentes uno del
otro. De hecho, ellos pueden ser todos iguales a un mismo conjunto A. En
este caso, el producto cartesiano A; x Ay X As X ... X A, es justamente el
conjunto A" de n-adas de elementos en A, y el producto A; x Ay x Az x ...
es justamente el conjunto A“ de todas las sucesiones de elementos en A. En
particular, el conjunto w* es el conjunto de todas las funciones f : w — w.
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En otras palabras, w* es el conjunto de todas las sucesiones de los ntimeros
naturales. De la descripcion de la topologia producto de Tychonoff se sigue
que la familia de todos los conjuntos de la forma

W, ={f€w: fln=sh

donde n es un nimero natural y s es una sucesién de naturales de longitud
n, es una base de la topologia de w®, pues

W, =my(s0)N---Nm, 2t (80-1), donde s = (sg,...,8,_1).

Los conjuntos Wy se llaman los conjuntos abiertos candmnicos en w“.
Es facil ver que los conjuntos abiertos candnicos son también cerrados, y
entonces el espacio w“ es cero dimensional.

Es claro que el espacio topoldgico discreto w es completamente metriza-
ble, es decir, existe una métrica completa en este espacio que genera la
topologia. Se sigue que el producto w* es completamente metrizable (Teore-
ma 4.3.12 en [3]).

Como el conjunto de todas las sucesiones finitas de los nimeros natu-
rales es numerable, la familia de todos los conjuntos abiertos candnicos es
numerable. Se sigue que el espacio w* es un espacio métrico separable. Los
espacios segundo numerables completamente metrizables se llaman espacios
polacos; entonces w* es un espacio polaco.

Teorema 1.32. ([4], Teorema 1.25) Todo espacio polaco no vacio es una
imagen continua de w®.

El espacio w®“ se puede representar como un subespacio de la linea real.

Teorema 1.33. ([4], Teorema 1.29) El espacio w® es homeomorfo al conjunto
de todos los nimeros irracionales en R.

Sea X un espacio topolégico, {Y,}aes una familia de espacios topolégi-
cosy F ={fa: X — Y, : a € I} una familia de funciones. Bajo estas
condiciones podemos definir la funcién f : X — [[{Y, : a € I} cuya regla
de asociacién estd dada por: f(x) es el unico elemento de [[{Y, : a € I}
cuya [-ésima coordenada es fg(x) (para toda 3 € I). Por el Teorema 1.30
tenemos que en el caso en que cada una de las funciones f, es continua, se
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tiene que la funcién f también es una funcién continua, ya que, (w0 f)(z) =
To(f(x)) = fo(z) (para toda a € I). La funcién f es llamada el producto
diagonal de las funciones f, y es cominmente denotada con el simbolo

Afo.

1.5. Mapeos cvss
Definicién 1.34. Una funcion continua f : X — Y entre dos espacios

topologicos X y Y es perfecta si f es cerrada, sobreyectiva y para todo
yeY, f~Yy) es un conjunto compacto en X.

Observacién 1.35. ([3])
(1) Cualquier funcion perfecta inyectiva es un homeomorfismo.

(2) Cualquier funcidn continua y sobreyectiva entre dos espacios com-
pactos y Ty es perfecta.

(3) Sea f: X — Y una funcion perfecta, y sea C' un subespacio compacto
de Y entonces f~C] es un subespacio compacto de X.

Definicién 1.36. Un mapeo multivaluado de X a Y es una funcion de
X aP(Y).

Definicién 1.37. Sean f : X — Y un mapeo multivaluado y A C X. La
imagen de A bajo f es el conjunto

74 = Jts ) s v € Ay

La funcion [ es sobre Y, o sobreyectiva si f(X) =Y.

De aqui en adelante se especificara cuando se tome un mapeo multivalu-
ado.
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Definicién 1.38. Un mapeo multivaluado f : X — Y es superiormente
semicontinuo si para todo V C'Y abierto, el conjunto {z € X : f(z) C V}
es abierto en X.

Definicién 1.39. Sean X y Y wunos espacios topologicos. Un mapeo multi-
valuado f : X — Y es compacto valuado si para todo x € X, el conjunto
f(z) es compacto en Y .

Nosotros abreviamos como “cvss” la expresiéon “compacto valuado supe-
riormente semicontinuo”.

Los mapeos usuales se pueden considerar como mapeos multivaluados
cuyas imagenes de puntos son singuletes. Es obvio que un mapeo uno valua-
do es cvss si, y sélo si es continuo.

Proposiciéon 1.40. Sea f : X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva.
Entonces el mapeo multivaluado =1 :' Y — X es cuss si y sélo si f es
perfecta.

Demostracién. Como f~! es compacto valuada, f tiene fibras compactas.
Para demostrar que f es perfecta sélo queda probar que f es cerrada. Sea
F C Y cerrado, entonces el conjunto {y € Y : f~!(y) C X \ F'} es abierto
enY.Porloque{yeY : flyyNF#£0}={yeY :ye f(F)}=f(F)es
cerrado en Y. Por lo tanto f es cerrada.

Ahora supongamos que [ es perfecta, entonces las imdgenes de puntos
bajo p = f~! son compactos por que ellas coinciden con las fibras de f.
Para demostrar que p es superiormente semicontinua, sean gy, un punto de
Y, Fy = p(yo) y U una vecindad abierta de Fy en X. Entonces el conjunto
V={yeY:ply) CUt={yeY : f 1y n(X\U)=0} =Y\ f(X\U)
es abierto por que X \ U es cerrado y f es una funcién cerrada. Es claro que
Yo € V. O]

Para demostraciones de la semicontinuidad superior de varios mapeos
concretos, es ttil el concepto de la semicontinuidad superior en un punto.
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Definicién 1.41. Sean p : X — Y un mapeo multivaluado y xq un punto de
X. Se dice que p es superiormente semicontinuo en el punto xo i para toda
vecindad V' de p(xg) en'Y el conjunto {x € X : p(x) C V'} es una vecindad
de xg.

También se tiene que p es superiormente semicontinuo en xq si y sélo si
para toda vecindad V' de p(xp) en Y existe una vecindad U de xy en X tal
que p(U) C V, y que p es superiormente semicontinuo (en todo X) si y sélo
si p es superiormente semicontinuo en todo punto de X.

Teorema 1.42. Sea X un espacio de Lindelof. Si existe un mapeo cvss de
X sobre Y, entonces Y es de Lindelof.

Demostracion. Sea V una cubierta abierta de Y, y sea V' la familia de todas
las uniones finitas de elementos de V. Es claro que V tiene una subcubierta
numerable si V' tiene una subcubierta numerable.

Como f es compacto valuado, para todo x € X existe V, € V' tal que
f(z) C V,. El conjunto U, = {z € X : f(z) C V,} es abierto en X, pues f es
superiormente semicontinua, entonces {U, : © € X} es una cubierta abierta
de X. Como X es de Lindeldf, existe una subcubierta {U : n € w} a lo mas
numerable de esta, por lo que {V : n € w} es una subcubierta abierta de
V'. Esto es, para cada y € Y existe g € X tal que y € f(x(), entonces existe
r1 € X tal que f(xg) C V,, y o1 € Uy, = U para algin m € w, es decir,
y € f(wg) C V"' Por lo tanto Y es de Lindelof.

O

Un argumento similar demuestra la siguiente afirmacion.

Teorema 1.43. Sea X un espacio compacto. Si existe un mapeo cvss de X
sobre Y, entonces Y es compacto.

Definicién 1.44. Sean f : X — Y yg:Y — Z mapeos multivaluados. La
composicion de [ y g es el mapeo multivaluado go f : X — Z definido

por la regla: g o f(x) = g(f(x)).

Proposicion 1.45. Si f : X - Y yg:Y — Z son mapeos cvss, entonces
la composicion go [ es cuss.
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Demostracion. Sea V C Z abierto, entonces el conjunto

{reX:g(f(x)cV} = {zeX:(Jow:yef@)}cVv}
= {x € X : paratodoy € f(z), g(y) CV}
= {reX: fl@)c{yeY gly) CV}}

es abierto en X, ya que el conjunto {y € Y : g(y) C V} es abierto en Y y f
es superiormente semicontinuo.
El mapeo g o f es compacto valuado por el Teorema 1.43. O



Capitulo 2

Clases productivas de espacios
de Lindelof

2.1. Lindelof X-espacios

En 1969 Nagami publicé su trabajo [7] acerca de los Y-espacios, el cual,
sigue siendo una referencia cldsica. Pronto se hizo evidente que la clase de
los -espacios con la propiedad de Lindeldf (es decir, la clase de los Lindelof
Y-espacios) merece una atencion especial. Desde entonces, los Lindelof Y-
espacios ocupan un lugar importante en la topologia, asi como en el analisis
funcional, algebra topoldgica y la teoria descriptiva de conjuntos.

Definicién 2.1. Sea C una familia de subconjuntos de X . Una familia N de
subconjuntos de X es una red modulo C si para todo K € C y para todo U
abierto en X tal que K C U existe N € N tal que K C N C U.

Definicién 2.2. (K. Nagami, [7]) Un espacio topolégico X es un Y-espacio
si existe una cubierta C de X de conjuntos cerrados numerablemente com-
pactos y una red o-discreta modulo C.

Diremos que una cubierta C de un espacio topologico X es compacta si
esta formada por subconjuntos compactos de X.

Teorema 2.3. ([8]) Un espacio topolégico X es un Lindel6f Y-espacio si y
sOlo si existe una cubierta compacta C de X y una red numerable moédulo C.

16
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Teorema 2.4. Un espacio topologico X es un Lindelof ¥-espacio si y solo
st existen un espacio sequndo numerable M y un mapeo cvss, P : M — X
tal que X = P(M).

Demostracidn. Sea C una cubierta compacta de X y N = {Ny : k € w} una
red numerable médulo C. Para todo C' € C elegimos un punto s¢ € w* tal
que {s¢(n) :n€w} ={k€w:C C N}. Sea M = {s¢: C € C}. Entonces
M es segundo numerable, ya que w* es segundo numerable. Sea P : M — X
definida por la regla

P(S) = m Ns(n).

new

Entonces P es compacto valuado ya que P(s¢) = C.

Verifiquemos que P es superiormente semicontinuo. Sean s € M y C' =
P(s). Entonces, C' es un elemento de la cubierta C. Si U es una vecindad
de C, entonces existe un elemento N, de N tal que C C N, C U. Por
la construccion del conjunto M, existe m € w tal que s, = k. Sea W el
conjunto de todos los elementos de M cuya m-ésima coordenada es igual a
k. Entonces el conjunto W es abierto en M, contiene s, y para todo t €
W, P(t) C Ny C U, ast que P(W) C U. Hemos demostrado que P es
superiormente semicontinuo en el punto s.

Ahora, sea P : M — X mapeo cvss y B una base numerable de M. Sea
C={p(m):me M}y N ={p(B): B e B}, seaV una vecindad de ¢q € C,
por lo que ¢y = p(my) para algin my € M, es decir, U = {m € M : p(m) C
V'} es abierto en M, como B es una base, entonces existe B,,, € B tal que
mg € By, CV, por lo tanto ¢g = p(myg) C p(Bp,) C V.

m

También se denotara P : M — X para decir que P es un mapeo sobreyec-
tivo.

Teorema 2.5. ([8]) La clase de todos los espacios Lindeldf ¥ es cerrada res-
pecto a subespacios cerrados, preimagenes perfectas, uniones numerables e
imagenes continuas.

Sean { X, }aer ¥V {Ya}acr, familias de espacios topoldgicos, y sean

fo: Xa =Y,
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mapeos multivaluados para todo a € I. El producto de los f, se define
como el mapeo multivaluado

F:[[{Xe:ael} = [[{Ya:ael}
tal que

F(z) = H{fa(xa) :« € I'} para todo z € H{Xa ta e},

donde z, son las coordenadas de z.

Teorema 2.6. Si para todo o € I, f, : Xy — Y, es cuss entonces [[{fa :
a € I} es cuss.

Demostracion. F' es compacto valuado por que las imagenes de puntos bajo
F son productos de imagenes de puntos bajo f,, entonces son compactos
como productos de espacios compactos. Nos queda demostrar que F' es su-
periormente semicontinua. Denotemos X = [[{X, : o € [}.

Sea xgp € X y sea K = F(xp). Entonces K = [[{K, : a € I} donde
K, = fa(xos). Sea W una vecindad de K en [[{Y, : a € I'}. Por el Teorema
de Wallace (3.2.10 en [3]), existen un conjunto finito J C I y un conjunto
abierto W, C Y,, para cada o € J, tales que

KCH{WQ:QEJ}XH{YQ:QGI\J}.

Sea U, vecindad de zo, para cada a € J, tal que f,(U,) C W,. Como
Uy CA{z: fu(z) C W,} para todo o € J, entonces

U=][{Ua:0clyx[[{Xa:ael\J}

es una vecindad de xy en X tal que F(U) C W.
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Corolario 2.7. Producto numerable de espacios Lindelof Y es Lindelof 3.

Demostracion. Sean {X,, }new, espacios Lindelof . Por el Teorema 2.4 para
cada n € w existen un espacio segundo numerable M,, y un mapeo cvss
P, : M, — X, tales que P,(M,) = X,. Como la propiedad de ser segundo
numerable es una propiedad numerablemente productiva, entonces el pro-
ducto [[{M,, : n € w} es un espacio segundo numerable, y por el teorema
anterior tenemos que el producto

P:H{Mn:nEw}—»H{Xn:nEw}

de los mapeos P, es un mapeo cvss. Por el Teorema 2.4 concluimos que
[I{X, :n € w} es un espacio Lindelof 3.
m

Definicién 2.8. Un espacio X es o-compacto si X es union numerable de
subespacios compactos.

Proposicion 2.9. Todo espacio o-compacto es un espacio Lindelof 3.

Demostracion. Sea X = J{X,, : n € w} donde cada X,, es compacto. Defini-
mos el mapeo multivaluado f : w — X por f(n) = X,,; consideramos w
con la topologia discreta. Entonces f es un mapeo cvss del espacio segundo
numerable w sobre X. O

Corolario 2.10. Producto numerable de espacios o-compactos es de Lin-

deldf.

Definicién 2.11. Un espacio X es un espacio K,s si X se representa como
interseccion de una familia numerable de subespacios o-compactos de algun
espacio ambiente.
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Proposicion 2.12. Para cada n € w, sea X,, un subespacio de un espacio Z.
Si X = ({X,:n €w}, entonces X es homeomorfo a un subespacio cerrado
del producto [[{X, : n € w}.

Demostracion. Sea F = {x € [[,c, Xn : Tn(x) = mp(x) para todo n,m €
w}. Entonces, un punto z estd en F' si y sélo si todas sus coordenadas son
iguales y pertenecen a la interseccién de los conjuntos X,,. Se sigue que la
proyeccion mg del producto mapea F' de manera biyectiva y continua sobre
la interseccién de los conjuntos X,,.

Ahora, para todo n € w sea i, : X — X, la inclusién de X en X,,. Sea
Ai, el producto diagonal de las funciones i,. Entonces el valor de Ai, en
un punto z de X es el punto del producto [], . X, cuyas coordenadas son
todas iguales a z. El mapeo Ai,, es continuo como el producto diagonal de los
mapeos continuos i,. Y también, Ai, es el mapeo inverso de mo|F. Se sigue
que A, es un homeomorfismo de X sobre F'.

Para demostrar que F' es cerrado en [ [, . X, notemos que F' es el conjun-
to de coincidencia de las proyecciones 7,, n € w, consideradas como funciones
al espacio Z. O

Definicién 2.13. X es un espacio Cech completo si es un conjunto G en
6X.

Dado un espacio topologico X y A C X, denotaremos con el simbolo
[A]sx ala cerradura de A en SX.

Teorema 2.14. Si X es un espacio Cech completo y de Lindeldf, entonces
X es K s.

Demostracion. Sean U, abiertos en X tal que X = (1, ., Un. Sean € wy
para todo z € X sea V,, abierto en X tal que z € V,,, C [V, ]sx C U,.
Como X es de Lindel6f, tomamos una subfamilia numerable {V,,,, : m € w}
de {V;, : v € X}, tal que X C |U,,c, Vam- Sea Ky = [Vim|sx: entonces
para todo n, m € w, K,,, es compacto, ya que es cerrado en SX. Para todo
n e w,

X C U K, de donde X C ﬂ U K.

mew new mew
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Por otra parte, para todo n € w, |J K,m C U,, entonces

mew
U Kmc (U =X.
ncw mew new
Por lo tanto, X es un es espacio K. O

Corolario 2.15. Todo espacio Cech completo de Lindeldf es un Lindeldf
Y.-espacio.

Corolario 2.16. El producto de una familia a lo mds numerable de espacios
Cech completos de Lindelof es de Lindelof.

2.2. P-Espacios

Definicién 2.17. Un espacio topologico X es un P-espacio si todo conjun-
to Gs en X es abierto.

Proposicion 2.18. Si X es un P-espacio reqular, entonces X es cero-
dimensional.

Demostracion. Sean xq € X y U una vecindad de xg. Como X es regular,
por la Proposicién 1.2 existe U; abierto en X, tal que zo € Uy C U; C U,
por recursién construimos para todo n € w los conjuntos abiertos U, tales
que U =Uy, xg €U, y WH C U, para todon € w. Sea

V= U=)0n

new new

Como V es interseccion de conjuntos cerrados, entonces es cerrado, y ademas
es abierto por ser GG5. Hemos encontrado para una vecindad arbitraria U de
Zo una vecindad cerrabierta de xy contenida en U. Por lo tanto, la familia de

todos los conjuntos cerrabiertos es una base de X, y X es cero-dimensional.
O
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Proposicion 2.19. 5i X yY son P-espacios entonces X XY es un P-espacio.

Demostracion. Sean {U,, X V,, }ne. abiertos bésicos en X x Y, donde U, y V,
son abiertos en X y en Y respectivamente. Entonces el conjunto

((Un x V,) = (ﬂ Un> X (ﬂ vn>

new new new

es abierto en X X Y, ya que es producto de conjuntos Gg, y por lo tanto
abiertos en X y en Y.
O

En 1972, A. K. Misra [6] demostr6 que el producto finito de P-espacios
es un P-espacio, pero que el producto infinito de P-espacios con mas de un
punto no es un P-espacio.

Proposicion 2.20. Sean X un espacio de Lindeléf yY un P-espacio. En-
tonces la proyeccion my : X XY — Y es cerrada.

Demostracion. Sean F' C X x Y cerrado y B = my(F). Sea yo € Y \ B.
Entonces X X {yo} es ajeno de F', y para todo x € X existen U, C X,
V., C Y abiertos tales que

(,90) €U, x V, C (X xXY)\ F.

La familia {U, : * € X} es una cubierta abierta de X. Como X es de Lindeldf,
existe una subcubierta a lo mas numerable {U,, : i € w} de esta cubierta. Sea
V=V, : i €w}, como Y es P-espacio, entonces V' es abierto y yo € V.
Siy €V, entonces

X x{yy | J{Us, x Vi, i €w} C (X xY)\ F

por lo cual (X x {y})NF =0,y y ¢ my(F); entonces, V N, (F) = . Por
lo tanto B = my (F') es cerrado.
[

Misra [6] también demostré que el producto de dos Lindeldf P-espacios
es un Lindelof P-espacio. La siguiente proposiciéon muestra que es suficiente
que uno de los dos espacios es un P-espacio, para asegurar que su producto
es Lindelof.
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Teorema 2.21. St X y Y son de Lindeldf, yY es un P-espacio, entonces
X xY es de Lindelof.

Demostracion. Por la Proposicion 1.16, basta demostrar que toda familia F
de conjuntos cerrados en X xY con la propiedad de intersecciones numerables
tiene interseccién no vacia.

Sea F' la familia de todas las intersecciones numerables de los elementos
de F. Entonces, ' es una familia de conjuntos cerrados no vacios en X x Y,
yNF =NF.

Sea C = {my(F) : F € F'}. Entonces, por la proposicién anterior, C es
una familia de conjuntos cerrados en Y. Puesto que siempre la imagen de
una interseccion bajo una funcién estda contenida en la interseccion de las
imagenes, esto es, si H € F' tal que H = __ F,, entonces

Ty (H) = 7y (ﬂ Fn) - ﬂ Ty (Fn),

es decir, la familia C tiene la propiedad de intersecciones numerables. Por la
Proposicién 1.16 se tiene que (| C # 0, ya que Y es de Lindeldf. Sea yo € () C,
entonces para todo F € F', FN(X x {yo}) #0. Sea D = {FN(X x {yo}) :
F € F'}. Entonces, D es una familia de conjuntos cerrados no vacios en
X X {yo}. Ademds, D es cerrada respecto a intersecciones numerables, por
que F' lo es. El espacio X X {yo} es homeomorfo a X y por lo tanto es de
Lindel6f. Por la Proposicién 1.16. (\D # 0. Sea (z9,40) € () D. Entonces,

(zo,0) €ENF,y NF=NF #0. U

Combinando los resultados expuestos anteriormente, llegamos a la si-
guiente afirmacion.

Teorema 2.22. FEl producto de una familia a lo mds numerable de espacios
Lindelof ¥ y una familia finita de P-espacios de Lindeldf es de Lindelof.



Capitulo 3

Productos con un factor
segundo numerable

Teorema 3.1. Sea X un espacio hereditariamente de Lindelof. Entonces
para todo espacio sequndo numerable Y, X XY es de Lindeldf.

Demostracion. Sea B una base numerable de la topologia de Y. Por el Lema
1.14, basta demostrar que toda cubierta U de X x Y cuyos elementos son de
la forma U x B donde U es abierto en X y B € B, tiene una subcubierta
numerable.

Para todo B € B, sea Up la subfamilia de U que consiste de los conjuntos
de la forma U x B. Entonces, U = | J{Up : B € B}. Ademés, | JUp = Xp X B
para algun subespacio Xp de X (Xp = |J{U : U x B € Ug}). Se sigue que
X xY =J{Xp x B: B € B}. Como Xg es de Lindeldf, existen Ug,, n € w
abiertos en X tales que

Xp = | J{Usn : Usn x B € Up}.

new

Entonces
XxY=|J{XpxB:BeB}=|{Up,x B: BeB,ncuw},

y entonces la familia V = {Up, X B : B € B,n € w} es una subcubierta a lo
maés numerable de la cubierta . ]

No es cierto que todo espacio cuyo producto con todo espacio segundo
numerable es de Lindelof, es hereditariamente de Lindelof. Por ejemplo, si X

24
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es un Lindelof P-espacio, entonces el producto de X con cualquier espacio
segundo numerable es de Lindelof; es facil demostrar que un P-espacio es
hereditariamente de Lindelof si y sélo si es a lo més numerable y discreto.
Sin embargo, en un caso importante las dos propiedades coinciden.

Definicién 3.2. Un espacio X tiene i-peso numerable si existe una biyec-
cion continua de X sobre un espacio métrico separable.

Teorema 3.3. Sea X un espacio de i-peso numerable. Entonces X es here-
ditariamente de Lindelof si y solo si para todo espacio sequndo numerable Y,
el producto X x Y es de Lindeldf.

Demostracion. Por el teorema anterior, sélo la suficiencia requiere demos-
tracién. Supongamos que X tiene una funcién biyectiva continua f sobre un
espacio métrico separable Z. Por contradiccion, si X no es hereditariamente
de Lindelof, entonces existe un subespacio Xy de X que no es de Lindelof.
Denotemos Y = f(Xy) C Z. Notemos que Y es un subespacio del espacio
métrico separable Z y por lo tanto es métrico separable. Probemos que el
producto X x Y no es de Lindel6f.

Sea F'' = {(z,y) € X xY :y = f(z)}. El conjunto F es cerrado en
X XY porque F es el conjunto de coincidencia de las funciones continuas 7y
yvforx: X XY —=Zdondenx: X XY —=>Xyay: X xY —Y CZ son
las proyecciones (Teorema 1.5.4 en [3]). La proyeccién mx mapea F' sobre el
conjunto Xy, v Xo no es de Lindelof, entonces F' no es de Lindel6f. Como F'
es cerrado en X X Y se sigue que X X Y no es de Lindelof. O

3.1. Conjuntos de Bernstein

Para construir un espacio de Lindelof X y un espacio métrico separable
Y tales que el producto X x Y no es de Lindelof, nos falta tener un ejemplo
de un espacio de Lindelof de i-peso numerable que no sea hereditariamente
de Lindel6f. Una manera de alcanzar esto es usar la siguiente construcciéon
introducida por R. H. Bing en [1].
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Definicién 3.4. Sean X un espacio, y M un subespacio de X. El espacio
Xy es el espacio cuyo conjunto de puntos es X, con la topologia en que todos
los puntos de M son aislados, y para todo punto x de X \ M, un conjunto
U es una vecindad de x en Xy si y solo st U es una vecindad de x en la
topologia original de X .

Se tiene que la topologia de Xj; es mas fuerte que la topologia de X. En
particular, si el espacio X es de Hausdorff, X;; también lo es. R. H. Bing
demostro en [1] que para todo espacio hereditariamente paracompacto X, el
espacio X, es hereditariamente paracompacto. En particular, si X es métrico
separable, entonces X, es paracompacto, y por lo tanto es de Tychonoff.

Definicién 3.5. Sean X un espacio métrico separable, y M un conjunto en
X. El conjunto M es un conjunto de Bernstein si M es no numerable y
todo subconjunto de M cerrado en X es a lo mds numerable.

Proposicion 3.6. Sean X un espacio métrico separable y M un conjunto
no numerable en X. Entonces el espacio Xy, es de Lindelof si y solo si M
es un conjunto de Bernstein.

Demostracion. Supongamos que M no es conjunto de Bernstein. Entonces
existe un conjunto F' cerrado en X, contenido en M y no numerable. Como
la topologia de X, es mas fuerte que la topologia original de X, el conjunto
F" es cerrado en X ;. Todos los puntos del conjunto M son aislados en Xy,
entonces F' es un subespacio discreto de X ;. Resulta que el espacio X, tiene
un subespacio cerrado discreto no numerable, y entonces no es de Lindelof.

Ahora supongamos que M es un conjunto de Bernstein; demostremos que
Xy es de Lindelof. Sea U una cubierta abierta de X,;, entonces U tiene un
refinamiento que consiste de conjuntos abiertos basicos. Por Lema 1.14, sin
pérdida de generalidad podemos suponer entonces que U consiste de conjun-
tos abiertos en X y de singuletes de elementos de M.

Sea Uy = {U € U : U es abierto en X}. Entonces, por la definicién
de la topologia de Xj,;, X \ M estd contenido en la unién de la familia
Uy. El conjunto X \ M tiene la misma topologia como subespacio de X y
como subespacio de X, por lo que es de Lindel6f, pues es métrico separable.
Entonces existe una subfamilia a lo méds numerable U, de U tal que X\ M C
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JUj. Sea W = |JU;. Entonces W es un conjunto abierto en la topologia
original de X,y F' = X \ W es un subconjunto de M cerrado en X. Como
M es un conjunto de Bernstein se sigue que F' es a lo mas numerable. Sea U
una subfamilia numerable de U que cubre F. Entonces U’ = UjUU; es una
subcubierta numerable de U. O

Para construir un conjunto de Bernstein en el intervalo cerrado [0, 1],
usamos la siguiente afirmacion (Teorema 3.16 en [5]).

Teorema 3.7. Todo conjunto cerrado en [0,1] es finito o numerable o tiene
cardinalidad c.

Proposicion 3.8. La familia de todos los conjuntos cerrados no numerables
en [0, 1] tiene cardinalidad c.

Teorema 3.9. Existe un conjunto de Bernstein M en [0, 1] tal que [0, 1]\ M
también es un conjunto de Bernstein.

Demostracion. Sea {F, : a € ¢} una enumeracién de todos los conjuntos
cerrados no numerables en [0, 1]. Construimos por recursién una sucesién
doble de puntos z,, ¥, con a € ¢. Para todo a € ¢, suponiendo que tenemos
definidos los puntos 3 y ys3 para todo 3 < «, sean x,, ¥, dos puntos distintos
de F,\{zs,ys3 : B < a}. La eleccién de x, y y, es posible porque el conjunto
cerrado no numerable F, tiene cardinalidad continuo, y la cardinalidad del
conjunto {zg,yg : f < a} tiene cardinalidad 2|«a| < ¢. Se sigue que el conjunto
Fo\{zs,yp : B < a} es infinito.

Sea M = {x, : a € ¢}. Entonces M tiene la cardinalidad ¢ pues por la
construccién todos los puntos z, son distintos. Si F' es un conjunto cerrado
no numerable en [0, 1], entonces F' = F,, para algin « € ¢. Entonces y, € F
V Yo & M. Se sigue que F' ¢ M. Hemos demostrado que M es un conjunto
de Bernstein. Con un argumento simétrico se prueba que [0,1] \ M es un
conjunto de Bernstein. O

Corolario 3.10. Ezisten un espacio de Lindelof X y un espacio sequndo
numerable Y tales que X XY no es de Lindelof.
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Demostracion. Sea M un conjunto de Bernstein en [0, 1]. Entonces el espacio
[0, 1]ps es de Lindel6f por la Proposicién 3.6. Es obvio que el mapeo idéntico
[0,1]ps — [0, 1] es biyectivo y continuo, entonces [0, 1]5; tiene i-peso nume-
rable. El espacio [0, 1]y no es hereditariamente de Lindelof, pues M es un
subespacio discreto no numerable de [0, 1]5;. Por el Teorema 3.3, existe un
espacio segundo numerable Y tal que [0, 1]y X Y no es de Lindelof.

O

3.2. Conjunto de Sierpinski

En la seccion anterior hemos demostrado la existencia de un espacio se-
gundo numerable Y y de un espacio de Lindelof X tales que X X Y no es de
Lindel6f (se puede ver que como el espacio Y se puede tomar el conjunto de
Bernstein con la topologia original del subespacio de [0, 1]). Por la construc-
cion, el espacio Y no tiene buenas propiedades descriptivas. Naturalmente
aparece la cuestiéon si se puede encontrar un ejemplo en el cual el espacio Y
es un espacio polaco, en particular en el cual Y = w*. Resulta ser que la exis-
tencia de un ejemplo de este tipo depende de axiomas adicionales de Teoria
de Conjuntos: se puede construir un ejemplo suponiendo que se cumple la
Hipétesis de Continuo (CH). Aparentemente, la cuestion si se puede construir
un ejemplo de este tipo sin axiomas adicionales queda abierta.

Definicién 3.11. Un conjunto A C R es concentrado en Q si ANQ = ()
y para todo conjunto abierto U C R tal que Q C U, el conjunto A\ U es a lo
mds numerable.

Proposiciéon 3.12. Sea A un conjunto no numerable en R concentrado en
Q. Entonces el espacio (AU Q)4 es de Lindeldf.

Demostracion. Bastarda demostrar que A es un conjunto de Bernstein en
AUQ. Sino lo es, entonces existe un conjunto no numerable F' C A cerrado
en AUQ. Sea U = (AUQ) \ F, entonces U es una vecindad de Q tal que
A\ U contiene F'y por lo tanto no es numerable. Il

Proposicion 3.13. Si A es un conjunto no numerable en R concentrado en

Q, entonces el producto (AU Q)4 x (R\ Q) no es de Lindeldf.
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Demostracion. Sea F' = {(x,y) € (AUQ)a x (R\Q) : x = y € A}. Entonces
el conjunto F' es cerrado en el producto (AU Q)4 x (R\ Q) por que es
un conjunto de coincidencia de las funciones continuas mr\q) ¥ ¢ © T(auQ),
donde i : (AUQ)4 — R es el mapeo idéntico. Ademds, F' es discreto porque
su imagen bajo la proyeccion mauq), es el subespacio discreto A del espacio
(AUQ) 4. Asi F es un subespacio discreto no numerable de (AUQ) 4 x (R\Q),
y el producto no es de Lindelof. O]

Corolario 3.14. 5i A es un conjunto no numerable en R concentrado en Q,
entonces el producto (AUQ)4 X w* no es de Lindeldf.

Para construir un conjunto no numerable en R concentrado en Q usamos
una idea de W. Sierpinski.

Definicién 3.15. Un conjunto A C R es un conjunto de Sierpinski si
Al >w y |ANF| <w para todo F C R denso en ninguna parte.

Teorema 3.16. Si se cumple CH, entonces existe un conjunto de Sierpinski.

Demostracion. Supongamos que 2¢ = w; y sea {F, : a < w;} una enu-
meracién de todos los conjuntos cerrados densos en ninguna parte en R. Cons-
truimos por recursién una sucesion de puntos x,, @ < w; tales que para todo
a<wy, To € R\ ({z5: 8 <a}UU{Fs: 0 < a}). Para todo a < wy la elec-
cién del punto x,, es posible porque el conjunto {zs : 8 < a}UJ{Fs : 3 < a}
es uniéon numerable de conjuntos densos en ninguna parte en R y por el Teo-
rema de Baire, la diferencia R\ ({z5: 8 < a} UUJ{F}p : f < a}) no es vacia.

Sea A = {x, : @ < wy}. Entonces A no es numerable porque los puntos z,
son todos distintos. Si C' es un conjunto denso en ninguna parte, entonces la
cerradura C' de C es densa en ninguna parte, y existe a < w; tal que C' = F,.
Por la construccién de los puntos del conjunto A, F, NA C {zg: < a} es
numerable. Se sigue que AN C es a lo mas numerable. Hemos verificado que
A es un conjunto de Sierpinski. m

Corolario 3.17. §i se cumple CH, entonces existe un espacio de Lindelof
cuyo producto con w* no es de Lindeldf.
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Conclusion

La presente tesis estda desarrollada en el drea de Topologia general de
conjuntos y esta basada principalmente en el estudio del producto de un es-
pacio de Lindel6f con otro espacio topoldgico que tiene a su vez condiciones
adicionales para que el producto de ambos no cumpla con la propiedad de
Lindelof.

Fueron de nuestro especial interés una clase de espacios con la propiedad
de Lindelof de gran importancia en la topologia general, como lo son los
Lindelof-3 espacios, mostrando algunas de sus propiedades mas interesantes,
en particular, que la productividad de esta clase de espacios no se pierde al
hacer un producto numerable de estos.

También, hemos mostrado un ejemplo donde se prueba la existencia de
un espacio de Lindelof cuyo producto con un espacio segundo numerable no
es de Lindelof, como lo es el espacio [0, 1], donde M es un conjunto de Bern-
stein, asi como la existencia de un espacio de Lindelof cuyo producto con w®
no es de Lindelo6f, como lo es un conjunto de Sierpiski bajo la suposicién de
la hipotesis del continuo.

Ademas, mencionamos que una de las condiciones suficientes para que el
producto de dos espacios de Lindelof sea de Lindelof es que al menos uno de
ellos sea un P-espacio. Y también, si tomamos un espacio hereditariamente
de Lindelof, el producto con cualquier espacio segundo numerable sigue sien-
do un espacio de Lindelof.

Por 1ltimo, hemos de recalcar la importancia de la propiedad de Lindelof
en el producto de espacios topolégicos, ya que es un concepto mas general
que el de compacidad que es el mas utilizado en mas areas de la matematica.
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