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Introduccion

En el capitulo 1 se presentan las nociones bdsicas de categorias, se
establece la notacién que se usara a lo largo de la tesis y se enuncian las
propiedades que definen a un topos. En el capitulo 2 se desarrollan los
lenguajes de tipos dependientes que dardn origen a teorias de conjun-
tos (locales) y mas atn a categorias de conjuntos locales que cumplen
propiedades similares a la categoria de conjuntos Set, en especifico estas
categorias resultan ser topos llamados topos lingiiisticos (por su origen
a partir de un lenguaje de tipos), posteriormente se presenta el teorema
de equivalencia que asegura que todo topos es un topos lingiiistico y que
demostar proposiciones por medios catégoricos en topos es equivalente
a demostrarlas usando la “légica interna” que possen. Es de notar que
las teorias de conjuntos locales tienen ciertas desventajas comparadas
con las teorias de conjuntos cldsicas (ZFC y NBG); por tal razdn se ini-
cio el estudio de equivalencias entre teorias de conjuntos y topos que
poseian cierta estructura adicional, en particular con el objetivo de eli-
minar las restricciones de las operaciones relativas a la igualdad de tipos
de los operandos. Recientemente en [3] se demostré que con sélo pedir
un sistema de inclusiones dirigido y estructurado es posible obtener una
teoria de conjuntos mas natural y semejante a la teoria constructiva de
Aczel [2], siendo ésta una teoria de conjuntos constructiva ampliamente
aceptada. La teoria de conjuntos que desarrollaron fue nombrada “teo-
ria intuicionista de conjuntos bdsica” (BIST por sus siglas en inglés) y
esta teoria y su interpretacidon en topos con inclusiones son presentados
en el capitulo 3.






Capitulo

1 Teoria basica de Categorias

A fin de establecer los conceptos bdsicos y las notaciones que se usa-
ran a lo largo de la tesis se presenta en este capitulo un desarrollo rdpido
de los conceptos necesarios para llegar a la definicién de un topos; ca-
tegorias con limites finitos y objetos potencia. También se introduce la
nocién de familias conjuntamente epimorfas que seran de gran utilidad
en el capitulo 3. Es importante sefialar que en este capitulo y en el si-
guiente se presentaran las propiedades necesarias para el Capitulo 3,
siguiendose el desarrollo natural que hace Bell en su libro Toposes and
Local Set Theories [4]. Para una exposicion mas detallada de estos temas
se recomiendan el libro de Herrlich y Strecker [6] y el libro clasico de
Mac Lane [8].

Categorias y subcategorias

Una categoria es una quintupla ¢ = (&, .#,dom,cod, o) donde
= 0 es una clase, cuyos elementos se llamaran %-objetos.
= _/ es una clase, cuyos elementos se llamaran % -morfismos.

= dom y cod son funciones de .# en 0, a dom(f) se le llamara
dominio de f y a cod(f) se le llamard codominio de f.

= o es una funcion que va de la clase

D={(g,f)If,g € ydom(g)=cod(f)}

a la clase .#, llamada ley de composicion de 6. o(g, f) se abre-
viara por g o f. Ademads diremos que g o f esta definida si y sélo si
(g, f)eD.



y se cumplen las siguientes condiciones:

i. Condicion de coincidencia: Si gof estd definida, entonces dom(go
f)=dom(f)ycod(gof)=cod(g).
ii. Condicion de asociatividad: Si go f y ho g estan definidas, en-
tonces ho(gof)=(hog)of.
iii. Condicion de existencia de identidades: Para cada %-objeto A
existe un ¥-morfismo e tal que dom(e) =cod(e) =Ay

e Si goe esta definida, entonces goe=g y
e Sieo f estd definida, entonceseo f = f

iv. Condicion de pequeiiez de la clase de morfismos: Para todo par
(A,B) de €¢-objetos, la clase

home(A,B)={f | f € 4 ,dom(f)=Ay cod(f) =B}

es un conjunto.

Dada una categoria ¥, la clase de %-objetos se denotara por Ob(¥),
mientras que Mor(%6) denotara la clase de ¢ -morfismos. Cuando no ha-
ya lugar a dudas prescindiremos del uso de la letra que denota la catego-
ria y se hablard de la clase de objetos y la clase de morfismos. También
se usard hom(A, B) en vez de hom (A, B). Aunque los 4-morfismos no
necesariamente serdn funciones usaremos la notaciéon

f:A—-B o ALB

cuando f € homy (A, B).

Una consecuencia inmediata de la definicidn es que el elemento uni-
dad en (iii) es Unico y por tanto para cada %-objeto A, se le denotara
por 1,.

Ejemplos.

= La categoria Set de conjuntos, cuya clase de objetos es la clase V
de todos los conjuntos y para X,Y € V, hom(X,Y) es el conjunto
de todas las funciones de X a Y. La composicion es la composicion
usual de funciones.



= La categoria Grp de grupos, cuya clase de objetos es la clase de
todos los grupos y, para los grupos G, H, hom(G, H) es el conjunto
de todos los homomorfismos de grupo de G a H. La composicion
es la composicion usual de funciones.

= La categoria Esp de espacios topoldgicos, cuya clase de objetos
es la clase de todos los espacios topoldgicos y, para los espacios
X,Y, hom(X,Y) es el conjunto de todas las funciones continuas de
X a Y. Nuevamente, la composicién es la composiciéon usual de
funciones.

= De manera similar a las anteriores se tienen las siguientes catego-
rias:
Finset  Conjuntos finitos y funciones.
Ab Grupos abelianos y homomorfismos de grupos.
(C)Rng Anillos (conmutativos) con unidad y homomor-
fismos de anillos.

Field Campos con 0 # 1 y homomorfismos de campos.

Pos Conjuntos parcialmente ordenados y funciones
preservadoras de orden.

Lat Reticulas y homomorfismos de reticulas.

Bool Algebras booleanas y homomorfismos boolea-
nos.

Haus Espacios Hausdorff y funciones continuas.

= Una clase preordenada es una clase P junto con una relaciéon <
reflexiva y transitiva llamada preorden sobre P. Si ademds < es
antisimétrica se dird que es un orden parcial sobre P. Cada clase
preordenada (P, <) da lugar a una categoria P cuyos objetos son
los elementos de P y hom(p,q) tiene a lo mds un elemento, y lo
tiene si y sélo si p <q.

De forma reciproca, cualquier categoria ¢ con la propiedad de que
para cada par de objetos X, Y, el conjunto hom(X,Y) tiene a lo mds
un elemento puede considerarse como una categoria inducida por
un preorden. De tal forma, los preordenes y los ordenes parciales
pueden ser considerados categorias.



Un diagrama en una categoria % es un conjunto (posiblemente vacio)
de objetos de ¥ junto con un conjunto (posiblemente vacio) de morfis-
mos entre estos objetos. Los objetos del diagrama se llamaran vértices.
Una trayectoria en un diagrama D es una sucesion finita (f4,...,f,) de
morfismos de D tal que cod(f;) = dom(f;,;) parai=1,...,n— 1. El nt-
mero natural n es la longitud de la trayectoria. Finalmente, diremos que
un diagrama D conmuta o es conmutativo si para cualquier trayectoria
de longitud mayor o igual a 2, los morfismos obtenidos mediante compo-
sicién sobre los morfismos de la trayectoria depende tinicamente de los
puntos finales de la trayectoria; formalmente, si para cada par de trayec-
torias (f1,..-,fm)>(g1,---, &) tal que m > 2 o k > 2, dom(f;) = dom(g;)
y cod(f,) = cod(gy), se tiene que f, 0 fy_1 00 f1 = gk o g1 00 1.

Por ejemplo, consideremos los siguientes diagramas

Y
_

=
>

3]
=
Q
&
OU——0

A c —r

o

(a) Triangulo conmutativo (b) Cuadrado conmutativo

El diagrama (a) es conmutativo si S o @ = y, a los diagramas con-
mutativos de esa forma se les llamard tridngulos conmutativos. Por otra
parte el diagrama (b) es conmutativo si f o a = § oy y a los diagramas
conmutativos de esta forma se les llamara cuadrados conmutativos.

En la situacién del diagrama (a) diremos también que el morfismo y
se factoriza a través de B.

&/ es una subcategoria de la categoria € si .o/ cumple las siguientes
condiciones

= Ob(.&/) C Ob(%).

= hom ,(X,Y) € homy(X,Y) para cada par de elementos X,Y €
Ob(.«).



= La composicion de cada par de morfismos en ./ es igual a su com-
posicion en €.

= 1, es el mismo morfismo, tanto en ./ como en ¥, para cada .«/-
objeto A.

Si ademds hom ,(X,Y) = hom(X,Y) para cada par de .«/-objetos, se
dird que .« es una subcategoria completa de €.
Ejemplos.
» Toda categoria es una subcategoria completa de si misma.
= Finset es una subcategoria completa de Set.

= Bool es una subcategoria de Lat y Lat de Pos. Ninguna de ellas es
completa.

Si ¥ es una categoria y A € Ob(%), se define la categoria coma de
A sobre €, (A, %), como la categoria que tiene como objetos a los 6-
morfismos que tienen dominio A, y como morfismos de f : A — B a
f’ : A — B’ aquellos ¢-morfismos g : B — B’ tales que el siguiente
triangulo conmuta.

La composicién en (A, €) se define de manera acorde a la composicién
en ¥.

Si 6 es una categoria y A € Ob(%), se define la categoria coma de ¢
sobre A, (4,A) a la categoria que tiene como objetos a los 4 -morfismos
que tienen codominio A, y como morfismos de f : B—>Aa f':B — A
aquellos ¢-morfismos g : B — B’ tales que el siguiente tridngulo con-
muta.
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La composicién en (6,A) se define de manera acorde a la composicién
en é.

Para toda categoria ¢ = (@, #,dom,cod,o), la categoria opuesta
o dual de ¥ es la categoria ¢°° = (@, .#,cod,dom,*), donde * esta
definido por f x g =go f.

Principio de dualidad

Sea E un enunciado sobre los objetos y morfismos de una categoria ¢
El dual E°P de E, es el enunciado correspondiente sobre % °P formulado
como enunciado sobre €. Es decir, E°P es el enunciado obtenido de E al
invertir la direccién de todos los morfismos. Como E se cumple en 4°P
si y solo si E°P se cumple en 6, y (6°P)°® = € se tiene lo siguiente:

Principio de dualidad para categorias. Si E es un enunciado que es
verdadero para todas las categorias, entonces E°P es también verdadero
para todas las categorias.

También se tiene el concepto de dualidad para estructuras en cate-
gorias. Si W es una construccion definida para todas las categorias, en-
tonces el dual W o co-W de W es la construccion definida para toda
categoria ¢ formulando W en 4P e interpretando el resultado en ¥.

Morfismos especiales

Sean ¥ una categoriay f : A— B un ¥-morfismo. Diremos que

= f es una seccion en ¢ (o ¥¢-seccion) si y solo si existe un %-
morfismo g: B —Atal que go f =1,.

= f es una retraccion en ¥ (o %-retraccion) si existe un %-
morfismo g : B —Atal que f og =15.

= f es un isomorfismo en ¥ (o ¥-isomorfismo) si y sélo si f es
una €-seccion y una % -retraccion.
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= f es un monomorfismo en ¥ (0 ¢-monomorfismo) si y sélo si
Vh,keMor(€): foh=f ok, implica que h =k.

f es un epimorfismo en ¢ (o ¢-epimorfismo) siy sélosi Vh,k €
Mor(%6): ho f =ko f, implica que h = k.

f es un bimorfismo en ¥ (o ¥-bimorfismo) si y sélo si es un
% -monomorfismo y € -epimorfismo.

% es una categoria balanceada si y sé6lo si todo bimorfismo es un
isomorfismo.

Si f : A— B es un isomorfismo, diremos que A y B son %-objetos
isomorfos. Es claro que la relacién de objetos isomorfos es una relacién
de equivalencia sobre los objetos de una categoria. También es posible
definir un orden parcial sobre la clase de monomorfismos de la categoria
%, con codominio comun, de la siguiente forma:

Sean f :A> Dy g: B> D dos ¥-monomorfismos, entonces

f < g siy sdlo si existe un morfismo h:A— B tal que f = goh.
Lo anterior da lugar a una relacién de equivalencia dada por

f~gsiysblosif <gyg<f

Asi diremos que & es un subobjeto de D siy sélo si @ es una clase de
equivalencia de monomorfismos con codominio D.

Un objeto A es inicial (terminal) si para cada objeto X existe un tinico
morfismo A— X (X — A).

Proposicion 1.1. Todos los objetos iniciales de una categoria son iso-
morfos.

Demostracién. Sean Ay A’ objetos iniciales, entonces existen morfismos
f:A—A'yg:A — A Pero entonces go f : A— A es el inico morfismo
de hom(A,A). Entonces go f =1, y por un argumento similar fog = 1,.
Mostrando que A y A’ son isomorfos. O

Como los objetos terminales son duales de los objetos iniciales se sigue
el siguiente corolario inmediatamente.
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Corolario 1.2. Todos los objetos terminales en una categoria son isomor-

fos.

Por tanto convendremos en denotar por O a los objetos iniciales y por
1 a los terminales.

Productos y coproductos

Sean A; y A, dos objetos de la categoria 4. Un producto de A; y A,
es un objeto P junto con morfismos 7t; : P — A; y 1y : P — A,, llamados
proyecciones canodnicas, tales que para cada objeto B y cada para de
morfismos f; : B — Ay, f, : B — A, existe un tinico morfismo g : B — P
tal que el diagrama conmuta.

B
|

/ \
4
T Tty

A, P A,

Proposicién 1.3. Los productos son Unicos salvo isomofismos.

Demostracion. Sean A; y A, dos %-objetos, definamos una nueva cate-
goria €¢|A;,A, cuyos objetos son todos los pares de ¢-morfismos de la
forma f; : B — Ay, fy : B — A,, y como morfismos entre dos 6|A;,A,-
objetos f; : B = Ay, fo :B > Ay g : C —> Ay, gy:C — Ay los 6-
morfismos h : B — C tal que el siguiente diagrama conmuta.

B
|

B

I
I
&1 - &2
A < C > Ay

La composicién es la misma que en %. Entonces es evidente que P con
los morfismos t; : P - A; y my : P — A, es un producto de A; y A, siy
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solo si el par de morfismos es un objeto terminal en ¢|A;,A,. Y como los
objetos terminales son Unicos salvo isomorfismos se sigue que también
lo son los productos de A; y A, en 6. O

Como los productos son tnicos salvo isomorfismos adoptaremos la
convencion de denotar por A; X A, al producto de A; y A, y para cada
par de morfismos f; : B — A, f, : B —> A, denotaremos por (f;, f,) al
unico morfismo de B en A; XA,. También para cada objeto A, se denotara
por &4 al morfismo (14,1,) : A— Ax Ay se llamard morfismo diagonal.

Dualmente, un coproducto de A; y A, es un objeto Q junto con mor-
fismos 0, : Ay = Qy 05 : Ay, — Q, llamados inyecciones (candnicas),
tales que para cada objeto B y cada par de morfismos f; : Ay = By
fo : Ay — B existe un unico morfismo h : Q — B tal que el siguiente
diagrama conmuta.

A
9
N

=

Ay

-

W 42— O
>

De forma anéaloga a la propiedad relativa a productos, se comprueba
la tnicidad de los coproductos y se conviene en denotar por A; + A, al
coproducto de A; y A,. Y por [f1, f>] al inico morfismo (h del diagrama)
deQenA; +A,.

Finalmente, diremos que ¥ tiene productos (coproductos) binarios, si
A x B (A+ B) existe para cada par de 4-objetos A, B.

La siguiente observacion es facil de ver, al mostrar que A es el producto
tanto de Ax 1 como de 1 X Ay también es el coproducto de A+0y 0+A.

Observacion 1.4. Sean ¥ una categoria y A un %-objeto, entonces
B IXAZAZAX].
n 0+A=ZAZ=A+0.

Ejemplos.
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= En Set el producto de dos conjuntos es el producto cartesiano y el
coproducto la unién ajena.

= En Grp el producto de dos grupos es su producto cartesiano y su
coproducto es el producto libre.

= En Esp el producto de dos espacios es el producto topoldgico y el
coproducto es la suma topoldgica ajena.

= En una clase preordenada, el producto de dos objetos es el infimo
y el coproducto el supremo.

Dados dos morfismos f; : Ay — B; vy fy : Ay — By, definiremos su
producto f; x f, como el morfismo (f; o 7y, f5 0 7T,) : A X Ay — By X Bs.
Entonces f; X f, es el inico morfismo que hace conmutar el diagrama.

A, X Ay

fiem faomy

fixfa
o !

By— B XxBy—> 3B,

Por tanto, es posible demostrar que la operacién producto (y por duali-
dad coproducto) es conmutativa en toda categoria

Proposicion 1.5. En toda categoria con productos binarios, A; X Ay =

Ay X A;.

Demostracién. Por ser productos existen morfismos unicos h y h’ que
hacen conmutar los diagramas

Al XA2 A2 XAl

/ /
T U Ty , T
h h
/ n/

T

Al 62— Ay XA —E Ay A A XA, — 25 A,
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Entonces juntando los diagramas en ambos ordenes, se obtienen los dia-
gramas conmutativos

A XA,y Ay X Aq

’ T2 TL'/ /
h'oh hoh

Ay A XA, — 25 A, A1<—A2><A1—>A2

Pero reemplazando h’ o h por la,xa, Y ho h’ por 1a,xa, S€ preserva la
conmutatividad del diagrama. Por unicidad se tiene entonces que h’oh =
1o, x4, ¥ hoh’ = 14,x4, - Por tanto h es isomorfismo y A; XAy = Ay XA;. [

De forma similar, el resultado se puede extender a una cantidad finita
de factores y la construccion misma puede generalizarse a un conjunto
arbitrario de objetos: Si {A; : i € I} es un conjunto de objetos de la cate-
goria ¢, un producto del conjunto es un objeto, usualmente denotado
por [ [..;A; o [ [A;, junto con un conjunto de morfismos 7; : [ [4; — A;
para cada i € I, llamadas proyecciones (canodnicas) tales que, para cada
objeto B y cada conjunto de morfismos f; : B— A; para cada i € I, existe
un unico morfismo h : B — [ | A; tal que, para cada i € I el siguiente
diagrama conmuta.

B—" 5 T]A

Generalizando el producto de morfismos al caso finito; dados f; : B —
Aq,...,fn : B > A,, denotaremos por (fi,...,f,) al inico morfismo h :
B —A; x--- x A, tal que el diagrama conmuta,
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para cada i € {1,...,n}. Dualmente, el coproducto de una coleccién
de objetos {A; : i € I} es un objeto, comtinmente denotado por | [, A;
o | JA;, o simplemente por A; +---+ A, en el caso finito, junto con
una coleccion de morfismos, llamados inyecciones (candnicas) o; : A; —
[ [A; para cada i € I, tal que, para cada objeto B y cada coleccién de
morfismos f; : A; — B para cada i € I, existe un unico morfismo h :
[ [A; — B, tal que para cada i €1 el siguiente diagrama conmuta.

A —2 1A

fi Jh

B

Al morfismo h conmunmente se le denota por [ [f; o f; +---+ f, en
el caso finito. Diremos entonces que una categoria 6 posee productos
(coproductos) [finitos] si existe el producto (coproducto) de cualquier
coleccion [finita] de objetos en 4.

Familias conjuntamente epimorfas

Dada {f; : X; — Y|i € I} una familia de morfismos en una categoria
%, diremos que es conjuntamente epimorfa (o un ¢-pozo) siy sélo si
para cada par de morfismos g,h: Y — Z

gofi=hof; Vielimplica g =nh.

La siguiente proposicion es una caracterizacidn util de las familias
conjuntamente epimorfas y sera utilizada en el Capitulo 3.

Proposicion 1.6. {f; : X; — Y|i € I} es una familia conjuntamente epi-
morfa si y s6lo si el morfismo inducido [ [ f; : [ [ X; — Y es un epimorfis-
mo.

Demostracion. Para la necesidad, supongamos que {f; : X; — Y|i € I}
es una familia conjuntamente epimorfa, entonces si g,h : Y — Z son
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morfismos tales que go [ [ f; =ho ] ] f;, se tiene que:

8°]_[fi°0i:h°]_[fi°0i Viel

donde o; : X; — [ | X; son las inyecciones candnicas que cumplen [ | f; o
O; = fi' Asi
gofi=hof; Viel

Como la familia es conjuntamente epimorfa se sigue que g = h y por
tanto | | f; es un epimorfismo.

Para la suficiencia, si [ | f; es un epimorfismo y g,h: Y — Z son mor-
fismos tales que
gofi=hofy Vi€l

se sigue
g°]_[fi°0i :hOUinUi Viel
y por la unicidad del morfismo inducido [ [(go f;) : [ [X; — Z se sigue

que
go| [fi=he] |

y por tanto g = h porque | [ f; es epimorfismo. Asi la familia {f; : X; —
Y |i € I} es conjuntamente epimorfa. O

Limites y Colimites

Sea D un diagrama con vértices {D; : i € I} en una categoria 4. Un
cono sobre D es una familia de morfismos {f; : A— D : i € I} de un mis-
mo dominio A a los objetos en D de tal forma que, para cada morfismo
d:D; — D; en D, el diagrama
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conmuta. El objeto A es llamado vértice del cono.

Un morfismo de un cono sobre D, {f; : A— D, : i € I}, a un cono sobre
D, {g; : B— D, :i €1}, es un ¥-morfismo h : A— B tal que el diagrama
conmuta para cada i € I.

h_.B

—_—
Xgi

D;

A

Si tal morfismo h : A — B existe, diremos que el cono {f;:A— D, :i eI}
se factoriza a través del cono {g; : B— D; :i €1}.

Los conos sobre D forman entonces una categoria de la forma des-
crita. Definimos un limite para el diagrama D a un objeto terminal en
tal categoria. Nuevamente, como los objetos terminales son tnicos salvo
isomorfismos, también los limites, asi escribiremos lim D para el limite
de D, cuando este exista. Entonces el limite satisface la siguiente propie-
dad universal: Cada cono sobre D se factoriza de forma tinica a través de
un limite para D.

Dualmente, definimos un cono bajo D como un cono sobre D conside-
rado como diagrama en ¥°P, y un colimite para D serd un limite para
D considerado como diagrama en 4 °P.

Por simplicidad, a menudo identificaremos a los conos con su vértice.

Ejemplos.

(i) Productos y Coproductos. Dada una familia {A; : i € I} de ¢-
objetos, sea D el diagrama sin morfismos {A; : i € I}. Un cono
sobre D es un objeto C junto con morfismos f; : C — A;. Ademds
lim D es [ [A; y colim D es | [A;.

(ii) Igualadores y Coigualadores. Sea D el diagrama
f
A=3B
g

Un cono sobre D es un par de morfismos h: C - Ay k : C — B que
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hacen conmutar los diagramas:
Cc Cc
A ! B A g B

Entonces k = f oh = g o h. Entonces los conos sobre D son, en
esencia, morfismos h : C — A tales que

hn o f
C—>A33B
g

conmuta, es decir, f oh = g o h. Lo cual interpretaremos diciendo
que h iguala a f y g. Un limite para D es un morfismoe : C — A
tal que f oe = goe y para cada morfismo u : D — A tal que
f ou = gou, existe un tinico morfismo k : D — C que hace conmutar
al diagrama.

D—*s¢
A
A tal morfismo e : C — A lo llamaremos igualador de f y g y

diremos que una categoria ¥ tiene igualadores si el igualador de
cada par de ¥¢-morfismos existe en 4.

. . f
Dualmente, un colimite para el diagrama A =2 B es llamado un
g

coigualador de f y g y diremos que la categoria 4 tiene coigua-
ladores si el coigualador de cada par de € -morfismos existe.

Productos y coproductos fibrados. Un producto fibrado de un par
de morfismos f : A— C y g : B— C con codominio comun, es un
limite para el diagrama
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Un cono para este diagrama consiste de tres morfismos i, j, k tales
que el diagrama

conmuta. De donde se obtiene que k = goi = f o, asi que un cono
se puede ver como un par de morfismosi: D — By j:D — Atales
que el cuadrado es conmutativo.

Entonces un producto fibrado del par f :A— Cy g:B — C es un
par de morfismos i: D — B, j: D — A tales que
e foj=goiy
e Sih:E—Ayk:E — Bson tales que f oh = g ok, entonces
existe un unico morfismo u : E — D tal que h = jouy k =iou.
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Dualmente, un coproducto es el colimite del diagrama.

Proposicién 1.7. Todo igualador es monomorfismo y, dualmente, todo
coigualador es epimorfismo.

Demostracion. Sea

f
C—-A=3B
g
un diagrama igualador y supongamos que j: D — C, k : D — C satisfa-
cen hoj =hok, entonces f o(hoj) = go(hok)y entonces existe un unico
morfismo u: D — C tal que ho j =hou, pero también hok =houy por
tantou =j =k. O

Proposicion 1.8. En el siguiente producto fibrado, si f es un monomor-
fismo, también lo es i.

[~

N

P O
[S)

O

—
f

Demostracién. Supongamos que f es monomorfismo, sean p,q : D’ — D
tales que iop =ioq. Entonces goiop = goiogq, de forma que

fojop:goiop:goioq:fojoq

y como f es monomorfismo se obtiene jop = joq. Ahora, como el
cuadrado es un producto fibrado, existe un tnico morfismo h : D’ — D
talqueioh=1iopy joh = jogq. Pero tanto p como q cumplen estas
condiciones, asi que p = q e i es un monomorfismo. O
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Proposicién 1.9. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en
una categoria €.

A a B b s C
c (D dJ (1) J
D - s E - s F

1. Silos cuadrados (I) y (II) son productos fibrados, también lo es el
cuadrado exterior.

2. Si el cuadrado exterior y (II) son productos fibrados, también lo
es (I).

Demostracion. Para 1. Sean (I) y (II) productos fibrados. Si K es un
objetoy x : K —» Dy y : K — C son morfismos tales que go f ox =eo Yy,
por ser (II) producto fibrado, existe un inico morfismo g tal que boz =y
y d oz = f o x. También, como (I) es producto fibrado, existe un tinico
morfismo w : K > Atal que aow =gy cow = x, asi se tiene que
boaow = bogz = y. Luego, si w’ : K — A es otro morfismo tal que
boaow' =y ycow = x, se tiene que bo(aow’) = bo(aow)y
do(aow’)=focow' =fox=focow=do(aow). Como (II) es un
producto fibrado, aow’ = aow. Por otra parte cow’ = x = cow. Entonces
w =w’ porque (I) es producto fibrado.

Bajo las hipotesis de 2. sean a’ : A > Byc¢ :A - Dtalque doad’ =
f oc’. Entonces boa’ y ¢’ cumplen eo(boa’) = (gof)oc’. Dado que
el cuadrado exterior es producto fibrado, existe un morfismo g : A — A
tal que boa’ =(boa)oqyc =cogq, pero entonces bo(aoq)=boad’y
do(aoq)=foc’ycomo (II) es un producto fibrado y existe un tinico
morfismo A’ — B que cumple esa propiedad se sigue que a’ = a oq. Para
comprobar la unicidad, basta ver que si r : A” — A es otro morfismo tal
que a’ =roayc’ =roc, entonces boaor = boaoqyc’ = cor implica que
r = q por la unicidad del morfismo en el producto fibrado exterior. [J
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Existencia de limites y colimites

Se dird que una categoria ¢ es (finitamente) completa o cocompleta
si el limite o colimite de cualquier diagrama (finito) en ¥ existe en €. El
siguiente criterio es de gran utilidad para probar la existencia de limites
en toda categoria.

Teorema 1.10. % es (finitamente) completa siy sélo si € tiene productos
(finitos) e igualadores. Dualmente, € es (finitamente) cocompleta si y sélo
€ tiene coproductos (finitos) y coigualadores.

Demostracion. Como los productos e igualadores son limites la necesi-
dad es inmediata.

Entonces supongamos que % tiene productos (finitos) e igualadores.
Sea 9 un diagrama (finito) en 6 con vértices {D; :i €I}.SeaD =[[D;y
paracadai € sea mt; : D — D; la proyeccidn canénica. Para cada morfis-
mo d : D; — D; de D escribamos i = i(d) y j = j(d). Sea D' =[1,ep Djay,
y para cada d €D sea 0 : D’ — Dj(4) la proyeccién canénica para D’.
Sea f el inico morfismo que hace conmutar al siguiente triangulo para
cada d €D.

Djay

Mientras que g es el unico morfismo que hace conmutar el siguiente
diagrama para cada d € D.

f
Entonces sea h : A — D el igualador de D =3 D’. Afirmamos que F =
g

{m;oh:A— D,;:i€I}esun limite para D en €.
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Veamos que es un cono sobre D. Para cada d en D se tiene que
domyqyoh=0jayogoh=0jqofoh=mjaoh
donde la penultima igualdad se da porque h es igualador de f y g. En-

tonces, si {k; : A — D; : i € I} es otro cono sobre D, sea k el tnico
morfismo que hace conmutar el diagrama para cada i € I.

A—* p

D;

Entonces se tiene la siguiente situacién

A h [ o

[ [Piw

og

iel deD
Tigyoh
I Tj(d)
\ Trae T
k
k; d
/ i
A Dica) Djw)

\]ﬂ/

Para ver que en efecto f ok = g ok se comprueba que oj4)o f ok =
Oj)© g °k para cada d € D. Se tiene entonces que

Ojmefok = mygok
ki)

= dokia)

= doni(d)ok
= Oj@egeok
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Como h es el igualador de f y g, existe un tnico [ : A” — A que factoriza
al morfismo k. Y entonces se tiene que el tridngulo

A—L sa

ki
\ lni oh

D

1

es conmutativo, para cada i € I. Y por tanto el morfismo [ es unico.
Entonces como cada cono sobre D se factoriza a través de F el tltimo es
un limite para D. Por tanto ¥ es (finitamente) completa. O

Funtores y transformaciones naturales

Definicién 1.11. Sean ¥ y 2 categorias. Un funtor covariante de 6 a
9 es un triple o tercia (¢,F, %) donde F es una funcion de la clase de
morfismos de 6 ala clase de morfismos de 2 que satisface las siguientes
condiciones:

= F preserva identidades; es decir, si e es una ¢-identidad, entonces
F(e) es una 2-identidad.

= F preserva composiciones; Si dom(g) = cod(f), entonces:
dom(F(g)) =cod(F(g))y F(gof)=F(g)oF(f).

Como notacién en vez de escribir (6, F, 2), escribiremos F : € — 9
para referirnos al funtor F de ¢ a 2.

Definicion 1.12. (€, F,2) es un funtor contravariante de € a 2 siy
sblo si (¢°P,F, %) es un funtor.

Dado que en toda categoria existe una correspondencia biyectiva en-
tre los objetos de la categoria y los morfismos identidad, y los funtores
preservan identidades, cada funtor F : ¢ — 2 induce una unica funcién
(que denotaremos también por F) de la clase de 6 -objetos a la clase de
9-objetos de tal forma que para cada €-objeto A :

F(1,) = 1p@
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Y como consecuencia inmediata de este hecho se tiene que para cada
par de €-objetos Ay B se tiene que

F[hom(A,B)] € homy(F(A), F(B)]

De esta forma cada funtor F : ¥ — 2 puede ser recuperado desde su
“funcion de objetos” F : Ob(¢) — Ob(2) y las restricciones
hom(F(A),F(B))
F
hom(A,B)
Por tanto, a menudo describiremos a los funtores declarando su funcién
sobre objetos y sus restricciones respectivas.

Ejemplos.

» El funtor identidad 14 : € — 6y el funtor encaje de cualquier sub-
categoria .« de 6 a ¢ son funtores covariantes de toda categoria.

= El funtor potencia P : Set — Set. Donde P asigna a cada objeto X su
potencia P(X) y a cada funcién f : X — Y la funcién P(f) : P(X) —
P(Y) y envia a cada subconjunto A C X su imagen f[A] C Y. Es un
funtor covariante.

» Los funtores hom. Para cada categoria ¢ y cada €-objeto A, se
tiene el funtor Hy : ¥ — Set definido en objetos por H,(X) =
hom (A, X) y en morfismos f : X — Y como Hy(f) : hom (A, X) —
homy (A, Y) dado por Hy(f)(g) = f o g. Es un funtor covariante.

= Un funtor covariante entre dos conjuntos (pre)ordenados es una
funcién preservadora de orden.

» El funtor contravariante potencia P : Set — Set. Donde a cada con-
junto X le asigna su conjunto potencia P(X) y a cada funcién f :
X — Y la funcién P : P(Y) — P(X) definida por P(f)(B) = f ~'[B].

= El funtor Bool — Esp°®P que asigna a cada algebra booleana su es-
pacio de Stone y el funtor Esp — Bool°® que asigna a cada espacio
topolégico su algebra de conjuntos cerrado-abiertos son funtores
contravariantes de Bool a Esp y de Esp a Bool respectivamente.

= Para cada objeto A de una categoria 6 se tiene el funtor hom con-
travariante, H* : ¢°P — Set definido por HA(X) = hom(X,A) y en
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morfismos f : X — Y por HA(f) : hom(Y,A) — hom(X,A) donde
HA(f)(g)=gof.

Diremos que un funtor F : 6 — 9 es:

= Pleno si para cada par de ¥-objetos A y B, F es sobreyectiva en
home (A, B), es decir, F transforma hom (A, B) sobreyectivamente
en homy, (F(A),F(B)).

= Fiel si F es inyectiva en hom (A, B) para cada par A,B € 0(%).

= Denso si para cada Z-objeto B existe un 6-objeto A tal que F(A) =
B.

= Un encaje si es fiel e inyectivo en objetos, es decir, F(A) = F(B)
implica que A= B.
Definicion 1.13. Sean F : . — By G : ./ — 2B funtores.

(1) Una transformacion natural de F a G es un triple (F, n, G) donde
1 : Ob(.&/) — Mor(4) es una funcién que satisface las siguientes
condiciones:

e Para todo .«/-objeto A, n(A) (usualmente denotado por n,) es
un B-morfismo n, : F(A) — G(A).

e Para todo .¢/-morfismo f : A— A’, el diagrama

F(A) —2 5 G(A) A
F(f)l lG(f) lf
F(A) ——— G(A) A

conmuta.

(2) Una transformacion natural (F,7n,G) es un isomorfismo natural
si para cada .&/-objeto A, 1, es un %B-isomorfismo.

(3) F y G son naturalmente isomorfos (denotado por F = G) siy sélo
si existe un isomorfismo natural de F a G.

Si (F,m, G) es una transformacion natural, entonces es comun referirse
a F como el dominio y a G como el codominio de la transformacion na-
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tural. Andlogamente a la notacién de funtor, usaremos intercambiable-
mente la notaciéon 1 : F — G para indicar que 7 es una transformacién
natural de F a G.

Si F : ¥ — Set es un funtor covariante, diremos que F es representa-
ble si existe un %-objeto A tal que F = H,. Dualmente diremos que un
funtor F : ¥ — Set contravariante es representable si existe un %-objeto
A tal que G = H”. El objeto A que satisface esta condicién es el objeto
representativo para F.

Nétese que si F,G y H son funtoresde . a Bya:F -G, :G—H
son transformaciones naturales, entonces la ecuacion

(Boa)a=Pacay

define una nueva transformacién natural foa : F — H.

Si F,G : € — Set son funtores, escribiremos Nat(F, G) por la coleccion
de transformaciones naturales de F a G.

Teorema 1.14 (Lema de Yoneda). Sean ./ una categoria, F un funtor
F : .o/ — Set y consideremos un objeto A € .</. Existe una correspondencia
biyectiva

Op : Nat(Hy, F) — FA

entre la clase de transformaciones naturales de H, a F y los elementos
del conjunto FA; en particular la clase de transformaciones naturales es
un conjunto. Las biyecciones 04 constituyen una transformacion natural
en la variable A. Cuando ./ es una categoria pequefia las biyecciones O 4
también constituyen una transformacién natural en la variable F.

Demostracién. Dada una transformacion natural a : Hy — F, definimos
Opa(a) = a,(1,). Para demostrar que 6g, es biyectiva encontraremos su
inversa T : FA — Nat(Hg, F).

Para cada a € FA, definimos la transformacién natural v(a) : Hy — F
donde para cada .«/-objeto By f € hom (A, B) se tiene la funcién t(a)g :
hom (A, B) — FB definida por t(a)(f) =F(f)(a).

Para ver en efecto que 7(a) es una transformacién natural, verifiquemos
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que el siguiente diagrama conmuta:

hom (4, B) — % FB

B
hom (A, g)J/ lF(g) lg
C

h A C)—— FC
Omﬂ( ) ) 7(@)e

Si g:B — C esuna funcién y f € hom 4 (A, B), se tiene que
(F(g)ot(a)s) (f) =F(g) (F(f) (@) = (F(g)oF(f)) (a)=F(gof)(a)
y (t(a@)c ohom 4(A,¢)) (f)=t(a)c (gof) =F(gof)a)

Por tanto, el diagrama es conmutativo y 7(a) es transformacion natural.

Comprobemos entonces que 6,4 y T son inversos uno del otro.
Para cada a € FA:

(6pa07) (@) = Opa(t(a@)) = T(@)a(14) = F(14)(a) = 1pa(a) =a

y para cada a : Hy — F transformacién natural se tiene que

(t06p4) (@) =7 (6pal@)) = (a(1,)) :hom (4, ) — F

es una transformacién natural, donde para cada .</-objeto By f €
hom ., (A, B) se tiene

T(a(12))5(f) = F(f )aa(14)) = ag(hom (4, £ )(14)) = ag(folx) = ap(f)

donde la segunda igualdad se cumple porque a es transformacién natu-
ral. Por tanto 6y4 constituye una correspondencia biyectiva demostran-
do la primera parte del teorema.

Para demostrar que 654 es también una transformacién natural sobre
la variable A consideremos el funtor N : .o — Set definido en obje-
tos por N(A) = Nat(Hu,F) y para f : A — B ./-morfismo por N(f) :
Nat(Hy, F)Nat(hom (B, ),F) dado por N(f)(a) = aohom ,(f, ). En-
tonces si 4 = 0, veremos que 7 es transformacién natural.

Si a: H, — F es una transformacion natural, se tiene que

(F(oma) (@ = F(f)(ma(@) = F(f) (6pa(@)) = F(f) (aa(14))
= Qg (homﬂy(AJ)(lA)) = ag(f o1,) = ap(f)
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Por otra parte,

(npoN(f)) (@) = np (N(f)(a)) =np(aochom,(f, ))
= QF,A(O‘ ohom ,(f,_))=(aohom,(f, ))z(13)
= (agohom(f,B))(1p) = ag(lzof)=ag(f)

de donde se tiene que

(F(f)oma) (@) = (np o N(f)) ().

Esto permite concluir que n : N — F es transformacion natural y por lo
tanto lo es 6, en la variable A.

Mas aun, si ./ es una categoria pequefia, existe la categoria Fun(.«/, Set)
cuyos objetos son los funtores de .« a Set y cuyos morfismos son las
transformaciones naturales entre ellos. Tomemos un .«/-objeto A y consi-
deremos el funtor M : Fun(.«/, Set) — Set definido por M(F) = Nat(H,, F)
en objetos y si y : F — G es un morfismo en Fun(.«/, Set) definido por
M(y) : Nat(H,, F) — Nat(Hy, G) con M(v)(a) =y o a en morfismos.
También consideremos el funtor “evaluacion en A” ev, : Fun(.«/, Set) —
Set definido en objetos por ev,(F) = FAy en morfismos ev,(y) = v4.
Entonces se tiene que para cada a : Hy — F

(eVA ° 9F,A) (@) = ya(Opa(a)) = yal@a(14)) = (va© aa) (1a)

por otra parte

(6.0 M(1)) (@) = 54 (M(y)(@)) = 65 a(yoa) = (yoa)a(14) = (y4024)(14)

lo cual indica que el siguiente diagrama conmuta

6
Nat(H,,F) ———— FA F
M(Y)l J/eVA(Y) lr
Nat(Hj, G) ——5—— GA G

y que por tanto 64 es una transformacién natural en la variable F.  []
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A partir del Lema de Yoneda se tiene que dados dos objetos A y B,
Nat(H,, Hg) = hom(B,A) y por dualidad que

Nat(H*, H®) & homep(B,A) = home (A, B).

Dadas dos categorias 6 y 2, donde ¥ es pequefia, sea 2 la catego-
ria de funtores, cuyos objetos son todos los funtores F : € — 2 y sus
morfismos son las transfomaciones naturales.

Entonces, dada una categoria pequefia ¥, la categoria de funtores
Set®” tiene como objetos a todos los funtores contravariantes de 4 en
Set (llamados pregavillas sobre %). Definimos la funcién Y : ¢ — Set?®”
por Y (A) = H* para cada 4-objeto Ay Y(f)c(g)=f og donde f :A— B
y g : C — A son ¥-morfismo. Entonces Y es un funtor y es inyectivo en
objetos. Mas aun por el Lema de Yoneda Y es pleno vy fiel, asi se tiene el
siguiente teorema

Teorema 1.15 (Teorema del encaje de Yoneda). Para todo categoria pe-
quefia 6, el funtor Y es un encaje pleno de € en Set®” .

Mads aun, el siguiente Teorema serd de gran importancia pues nos per-
. . op .
mite garantizar que todo funtor en Set® " puede ser “aproximado por
funtores representables”.

Teorema 1.16. Sea 6 una categoria pequefia. Entonces para cada objeto
F de Set®” existe un diagrama D en Set®” cuyos vértices son funtores
representables tales que F = colim D. Es decir, cada objeto F de Set®” es
el colimite de funtores representables.

Demostracion. Sea 6 una categoria pequefia. Dado un objeto F en Set®”,
podemos asumir sin pérdida de generalidad que los conjuntos {FA: A e
Ob(%)} son ajenos. Para cada x € FA escribamos H, por H*. Sea D el
diagrama en Set®” cuyo conjunto de vértices es

{H, : x € FA A€ Ob(%)}.

Recordemos que para cada x € FA se define en la prueba del Lema de
Yoneda una transformacién natural 7(x) : H* — F dada por

7(x)g : HA(B) — FB donde f — (Ff)x.
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Tomaremos como morfismos del diagrama D a todos los morfismos 7 :
op .
H,—H,en Set®” que hacen conmutar el diagrama

\ / (1.1)
X% y*

para cada x € FA,y € FB.

De esto se deduce inmediatamente que K = {x*x: H, — F : x € FA/A€
Ob(%)} es un cono bajo D. Probaremos que K = colim D. Supongamos
que

K'={&,:H, > G:x € FALA€ Ob(¥)}

es cualquier otro cono bajo D. Esto implica que el diagrama

\ / (1.2)
Mx Ny

siempre que el diagrama 1.1 conmute. Tenemos que mostrar que exis-
te una unica transformacion natural a : F — Gque haga conmutar el
siguiente diagrama para cada x € FAy A€ Ob(%).

Hx Xk
N

Para lograr esto primero necesitaremos ver que para cada f : B - Ay
X € FA, haciendo y = (Ff)x € FB,

a (1.3)

Q—m

(&,)(1p) = (&, )B(f) (1.4)
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Para establecer 1.4, notemos que, como el diagrama

vf
H, H,
F

conmuta, también lo hace el diagrama

Yf
H, H,
G

de modo que en particular se tiene el siguiente diagrama conmutativo

(Yf)s

H®(B)=H,(B) H,(B) = HA(B)

m A
GB
donde obtenemos

(&,)8(1) = (&, )B((Y f)p(1p)) = (§,)p(f)

como queriamos.

Entonces definamos para cada %-objeto A, a, : FA— GA por

aa(x) = (Ex)a(1,) para x € FA.

Luego, a = {a, : A€ Ob(%¥)} es una transformacion natural F — G. Para
verificar esto, sea f : B— A, x € FAy hagamos y = (Ff)x. Entonces

(GF)(aa(x)) = (GF)((&,)a(14))
= (E)p(HA(f)(14)) porque & es natural
(gx)B(f)
(&,)s(1g) por 1.4
ag(y)
ag((Ff)x).



34

De modo que el diagrama

aa
FA— GA

Ffl B

ap
FB—— GB

conmuta para cada €¥-objeto A, y por tanto a es una transformacién
natural. También 1.3 conmuta, pues dados f : B— Ay x € FA, tomando

y =(Ff)x.
ag(xp*(f)) = ag(y) =(&,)s(1) = (£,)p(f)

por 1.4.

Resta verificar que a es la tnica transformacién que hace conmutar
1.3, pero dados A € Ob(6), x € FA, a,(x) esta determinada iinicamente
por

aa(x) = aplxa*(14)) = (& )alLa)-

Adjunciones

Sean F: ¢ — 2y G: 92 — % dos funtores tales que para cada par de
objetos Ade ¢ y B de 9, existe una biyeccion

¢ap : homy (A, GB) = homy,(FA, B), (1.5)

La cual ¢, 5 es natural en A, en el sentido de que para cada 6¢-morfismo
f :A— A’ el siguiente diagrama conmuta.

¢ /
home (A, GB) —— hom,,(FA’, B)

o fl l_oFf

homy (A, GB) L homg,(FA, B)
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Es decir, para cada h € hom (A, GB) :
pap(hof)=cup(h)oFf. (1.6)

Ademds, ¢, 5 es natural en B, en el sentido de que, para todo Z-morfismo
g : B’ — B, el siguiente diagrama conmuta.

homy (A, GB') —*+ hom,,(FA, B')

Ggo _l lg °_
¢A,B

home (A, GB) ———— homy,(FA, B)

Es decir:
¢$ap(Ggoh)=gog,p(h). (1.7)
Entonces se dira que (F, G, ¢) es una adjuncion entre € y 2. A F se le

llamara adjunto izquierdo de G y a G adjunto derecho de F. A menudo
una adjuncion se denotard por

FAG

indicando que F es el adjunto izquierdo de G.

Dada una adjuncion (F, G, ¢) entre C y D y A un %6-objeto, haciendo
B = FA en la ecuacion 1.5 se tiene que existe un 1, : A — GFA tal que
¢4 ra(n4) = 1p4. Entonces, dado un 2-objeto B y un morfismo k : FA— B
consideremos
k=Gkomny:A— GB

Haciendo B’ = FA en la ecuacién 1.7 se tiene

Pan(k) = pap(Gkony) =ko ¢ppa(ny) =kolpy =k.

Asi la funcién entre hom,,(FA, B) y hom (A, GB) definida por k — k es la
inversa de la biyeccion ¢, 5. Por lo cdal, para cada h : A— GB existe un
unico k : FA — B tal que el diagrama

A—"" \ GFA

N

GB
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conmuta. Y, mas aun, los morfismos 1, son los componentes de una
transformacion natural
n:1le — GF

Ya que para cada f : A— A/, el siguiente diagrama conmuta.

A—"4 s GFA

1| [

A GEA

Para comprobarlo, tomemos B = FA’ en la ecuacién 1.6 y verifiquemos
que

¢A,FA’(TIA’ of)= ¢’A’,FA’(TIA’) oFf =1pyoFf =Ff.
y por otra parte, tomando B = FA' y B’ = FA en la ecuacién 1.7 se tiene

Garn(GEfony) =Ffopupana) =Ff olgy=Ff.

De estas dos ecuaciones se tiene ¢4 pa (N ©f) = ¢4 pa(GFf om,) y dado
que ¢4 ry €s una biyeccién, ny o f = GFf on, como se deseaba. A la
transformacién natural n : 14 — GF se le conoce como la unidad de la
adjuncién (F, G, ¢).

Similarmente, consideramos para cada 2-objeto B al morfismo
€ = $gpa(lgp) : FGB — B.

Entonces, haciendo A’ = GB en la ecuacién 1.6, para cada h : A — GB
definamos h como €5 o Fh, asi se tiene

h=egoFh=¢szp(1gB)oFh=¢45(1gzoh) = ¢4p(h).

Luego, la funcién de hom (A, GB) en hom,(FA, B) dada por h — h tiene
como inversa a ¢, 3. Asi, para cada k : FA— B existe un unico morfismo
h:A— GB que hace conmutar al diagrama.

FA

I

FGB —" 5 B
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Y, nuevamente, los €5 forman las componentes de una transformacion
natural
N:FG—1g.
Para verificar que es una transformacion natural, consideremos el dia-
grama
€
FGB—"—B

ros | lg

FGB —% 5 B/
donde para cada g : B — B’ se tiene

€poFGg = ¢ p/(Gg) = ¢gpp(Ggolsg) =go¢pgpp(lgB)=goep.

A la transformacién natural ¢ se le conoce como la counidad de la
adjuncién (F, G, ¢). Tambien, para k en hom,(FA,B) el morfismo k de
hom (A, GB) se denomina el transpuesto (izquierdo) de k a través de
la adjuncién F 4 G. Dualmente para cada h en homy (A, GB) el morfis-
mo h de hom,,(FA, B) es el transpuesto (derecho) de h a través de la
adjuncién F 4 G.

Las siguientes son algunas propiedades esenciales de las transpuestas
de una adjuncion.

Proposicion 1.17. Para f :A—A' en6,g:B—B' en%2,v:C —A.

Na=1pa ngV: 16
1/FE=T)A lgp =€g
h=h k=k
€ra® Fnp=1pa EﬂﬂcB = 1B
(aof)=Ff (goep)=Gg

(hov)=hoFv (k/o\k"v):f(ov
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Preservacion de limites

Sea E un diagrama con vértices {E; : i € I} en una categoria ¢. Dados
un cono
K:{flElquel}

bajo D y un funtor F : € — 92, sea
FK ={Ff,: FE; > FA:i €I}

y sea FE el diagrama en 2 con vértices {FE; : i € I} y morfismos Fd
donde d es un morfismo de E. Como el diagrama

E; ‘ > E;
N
A

conmuta, también el diagrama correspondiente

FE, i s FE;
FA

Asi que FK es un cono bajo FE.

Diremos que F preserva el colimite de E si para todo colimite K para
E en ¥, FK es un colimite para FE en 2. Y diremos que F preserva
colimites (finitos) si F preserva el limite da cada diagrama (finito) en
% . Dualmente, se férmula la nocién de preservacion de limites.

Un funtor que preserva colimites (limites) finitos es llamado exac-
to derecho (izquierdo). Un funtor que es tanto exacto izquierdo como
exacto derecho se dird que es exacto.

Las siguientes proposiciones son utiles para establecer cuando un fun-
tor preserva limites o colimites.
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Proposiciéon 1.18.

1. Si € es una categoria completa, entonces F : 4 — 2 preserva
limites si y solo si preserva productos e igualadores.

2. Si ¥ es una categoria finitamente completa, entonces F : € — 2
es izquierdo exacto si y solo si preserva productos binarios, igua-
ladores y objetos terminales.

Demostracion. Ambos enunciados se siguen directamente del Teorema
1.10. O

Teorema 1.19. Todo funtor F : € — 9 con adjunto derecho preserva
colimites. Dualmente, todo funtor con adjunto izquierdo preserva limites.

Demostracién. Sea G : 2 — % un adjunto derecho de F y e la counidad
de la adjuncién F - G. Sea E un diagrama en % con vértices {E; :i €I}y
supongamos que E tiene un colimite {f; : E; > A:i €I} en %. Deseamos
demostrar que el cono {Ff; : FE; — FA : i € I} es un colimite para FE.
Veremos que para todo cono bajo FE

K:{giZFEi—)BZiEI},

existe un unico morfismo k : FA— B tal que g; =k o Ff; paracadaieI.

Como K es un cono bajo FE, se tiene para cadai,j€1yd:E; — Ejen

E
gjoFd=g;
Entonces se tiene, tomando las transpuestas conforme a la Proposicién
1.17 -
gi=gjoFd=¢;0d,

asi que {g; : E; —» GB : i € I} es un cono sobre E. Luego, como {f; : E; —
A: i€} esun colimite, existe un tinico morfismo h : A — GB tal que

gi=hof

Haciendo k = h : FA — B se tiene, usando nuevamente la Proposicién
1.17
koFfi=hoFfi=hofi=g; =g;.
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Asi k factoriza a g; a través de Ff;.

Para mostrar que k es Unico, notemos que si r cumple g; = r o Ff;,
entonces

gi = m =T ofi’
de lo cual se sigue, por unicidad, que # =hyentoncesr =f =h=k. [

Teorema 1.20. Para toda categoria pequefia 6, el encaje de Yoneda Y :
¢ — Set®” preserva limites.

Demostracién. Sea D un diagrama en % con vértices {D; : i € I} y su-
pongamos que {f; : A— D; : i € I} es un limite para D. Se demostrara
que {Yf; : YA— YD, :i €I} es un limite para YD.

Mostraremos que todo cono sobre YD se factoriza a través de {f; :
A—D;:ie€l}.Seapues {n;:F — YD, :iel} un cono sobre YD en
Set®”. Por el Teorema 1.16 existe un diagrama E en Set®” con vértices
{YB; : j € J} y morfismos {f3; : YB; — F : j € J} tal que F = colim E.
Entonces

niof;:YB; > YD;.

Entonces, como Y es pleno, para cada i € I,j € J existe un morfis