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Introduccion

Este trabajo de tesis se desarrolla mayormente dentro del marco de la
Teoria de los Continuos y de sus Hiperespacios. Un continuo es un espacio
métrico compacto, conexo y no vacio. Dado un continuo X, se denota por
2X al espacio {A C X : A es un cerrado de X} dotado de la topologia
de Vietoris o, equivalentemente, dotado con la métrica de Hausdorff. Un
hiperespacio de X es cualquier subespacio de 2X.

Una de las cuestiones més fundamentales en el estudio de los hiperespa-
cios de continuos es establecer, dada una clase de hiperespacio H, qué con-
tinuos poseen un hiperespacio H(X) diferente al de cualquier otro continuo,
propiedad que se denomina unicidad de hiperespacios. Dicho en forma preci-
sa, un continuo X tiene hiperespacio tinico H(X) si para cualquier continuo
Y, tal que H(Y) es homeomorfo a H(X) se cumple que Y es homeomorfo a
X.

En este trabajo se analiza la unicidad de hiperespacios dentro de una
familia que generaliza al hiperespacio de subcontinuos, es decir, al subespa-
cio de 2% dado por C(X) = {4 C X : A es un continuo}. Dicha familia
estd conformada, para cada n € N, por el n-ésimo hiperespacio de X, esto
es, por el subespacio de 2% dado por

Cn(X) ={A C X : A tiene a lo mads n componentes conexas}.

Dentro de la clase de los continuos localmente conexos, la unicidad de los
n-ésimos hiperespacios ha sido establecida para diferentes valores de n y
para diversas clases de continuos:

e En [7], [13] vy [14], se demuestra que las gréficas finitas poseen n-ésimo
hiperespacio tinico, para n =1, n = 2 y n > 3, respectivamente.

e En [9] y [11], se establece que las dendritas de la familia © poseen n-ésimo
hiperespacio unico, para n = 1 y n > 3, respectivamente. El caso n = 2
requirié un mayor esfuerzo y quedé establecido en [10] y [15].

A%
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e En [1] se prueba que los elementos de la familia £ poseen hiperespacio
de subcontinuos tnico.

Siguiendo esta linea de investigacion, en [8] se estudian algunas condi-
ciones necesarias y algunas condiciones suficientes para garantizar que se
cumple o que no se cumple la unicidad de los n-ésimos hiperespacios en
continuos localmente conexos. Dichas condiciones generalizan los resultados
citados previamente y representan un paso importante hacia la caracteri-
zacién de los continuos localmente conexos con n-ésimo hiperespacio tnico.
Considerando esto, la motivacién principal del presente estudio ha sido de-
tallar los principales resultados de [8].

El primer capitulo de este trabajo se dedica a exponer las definiciones y
los resultados mas bésicos que son usados a lo largo de la segunda y tercera
secciones. Se presentan, entre otros aspectos, algunas familias de continuos,
los conceptos de dimensién y variedad, y la construcciéon de algunos modelos
geométricos de hiperespacios. En términos generales, dichas construcciones
muestran lo siguiente:

e El hiperespacio C(I), donde I es el intervalo cerrado [0, 1] dotado con la
topologia usual, es homeomorfo a I? = I x 1.

e El hiperespacio C(S), donde S es la circunferencia unitaria dotada con
la topologia usual, es homeomorfo a I2.

e El hiperespacio Cy(I), donde I es el intervalo cerrado [0, 1] dotado con
la topologia usual, es homeomorfo a I* [14].

En el segundo capitulo se analizan algunos resultados que dan condicio-
nes necesarias o suficientes para garantizar que la dimensién de los hiperes-
pacios Cy,(X), ya sea en un punto dado o globalmente, es finita. Entre los
resultados mas resaltables de dicho capitulo se encuentra las siguientes dos
equivalencias.

e Si X es un continuo localmente conexo, entonces las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

(a) X es una gréfica finita.

(b) dimx(C(X)) es finita.

(¢) dim(C(X)) es finita.

(d) Existe n € N, tal que dim(C), (X)) es finita.

(e) Para cada n € N, se cumple que dim(C, (X)) es finita.
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e Si X es un continuo localmente conexo X, n € Ny F € C,(X), entonces
son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) dimp(Cy(X)) es finita.
(b) Existe una gréfica finita D contenida en X, tal que F' C intx (D).
(c) FNP(X) = 0.

En donde
G(X) = {a € X : a posee una vecindad en X que es una gréfica finita},

PX)=X-G(X).

El tercer capitulo aborda el estudio de los resultados principales de [8].
Dichos resultados se desarrollan alrededor de los conceptos de continuo casi
enrejado y continuo enrejado. Un continuo X es casi enrejado si G(X) es
denso en X. Un continuo X es enrejado si es casi enrejado y, ademés, posee
una base de vecindades B, tal que, para cada U € B, se cumple que U—P(X)
es conexo. Los resultados mas resaltables de este capitulo, y el objetivo final
de este estudio, son los siguientes.

e Sea X un continuo localmente conexo. Si X no es casi enrejado, entonces,
para cada n € N, se cumple que X no tiene hiperespacio tinico Cy,(X).

e Sean X y Y continuos localmente conexos y casi enrejados. Si Cp,(X)
es homeomorfo a C,(Y'), para algin n € N, entonces se cumplen las
siguientes dos afirmaciones:

(a) Sin =1y X es distinto de un arco y de una curva cerrada simple,
entonces X es homeomorfo a Y.

(b) Sin # 1, entonces X es homeomorfo a Y.

e Supongamos que X es un continuo enrejado. Si n # 1, entonces X tiene
hiperespacio tinico Cy,(X). Si X no es un arco ni una curva cerrada simple,
entonces X tiene hiperespacio tnico C'(X).

José Gerardo Ahuatzi Reyes

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
Mayo de 2014
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se exponen algunos conceptos y resultados que
son basicos para el desarrollo de los capitulos posteriores. En su desarrollo, se
da por sentado que el lector conoce los conceptos de conexidad, compacidad
y los axiomas de separacién, ademés de las propiedades més basicas de
estos conceptos (p.e., que los espacios métricos cumplen todos los axiomas
de separacion o que una biyeccién continua de un espacio compacto en un
espacio Hausdorff es un homeomorfismo), de la recta real y, en general, de los
espacios euclideos R™ y de algunos de sus subespacios (p.e., que los intervalos
cerrados y la circunferencia unitaria son subespacios compactos y conexos
de R y de R?, respectivamente).

En la primera seccion se exponen los resultados referentes a espacios to-
poldgicos y espacios métricos en general, mientras que en la segunda seccién
se estudian las dos clases de espacios topoldgicos sobre las cuales se centra la
atencion a lo largo de este documento, a saber, los continuos y una subclase
de estos, los continuos localmente conexos (una tercera clase, subclase de
estos ultimos, es atendida en el Capitulo 3). En las secciones de la tercera
a la quinta se analizan los conceptos de variedad, dimensién y el Teorema
de Toruniczyk. Los resultados principales de tales secciones son utilizados al
tratar con hiperespacios, tanto en la sexta y ultima seccién de este capitulo,
como en los capitulos posteriores.

1.1. Nociones generales

Esta seccion trata algunas nociones y algunos resultados basicos que pue-
den resultar conocidos para el lector familiarizado con la Topologia General.
La mayoria de los resultados formulados en esta seccién estdn relacionados
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con los conceptos de conexidad y arco conexidad, comenzando con los tres
teoremas siguientes.

Teorema 1.1. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Si
existe un subconjunto conexo B de X, tal que B C A C clx(B), entonces A
es conezo.

Demostracion. Sean U y V subconjuntos abiertos de A, tales que UUV = A
y UNV = (. Luego, existen S y T subconjuntos abiertos de X, tales que
U=SNAyV =TnNA. Obsérvese que B C UUV C SUT. Ademas, SNB C
SNA=UyTNBCTNA=V.Luego, SN By TN B son subconjuntos
ajenos y abiertos de B que cumplen (SN B)U(T'NB)=(SUT)NB = B.
Como B es conexo, tenemos que SN B = () o TN B = (). Como todo
subconjunto abierto de X que intersecta a clx(B) también intersecta a B,
se deduce que SNelx(B) =0 oTnNelx(B) =0. Asi, U=SNA=0o0
V =TnA=40. Por lo tanto, A es conexo. ]

Teorema 1.2. Sea A una familia de subconjuntos conexos de X. Si existe
un subconjunto conexo B de X, tal que B C |JA y, para cada A € A, se
cumple que AN B # ), entonces | J A es conezo.

Demostracion. Sean U y V' subconjuntos abiertos de | J A, tales que UUV =
UAy UNV = 0. Luego, U N B y VN B son subconjuntos ajenos y abiertos
de B que satisfacen (UNB)U(VNB) = (UUV)NB = B. Como B es
conexo, tenemos que UNB =0 o VNB =0. Asi, BCV o B C U. Podemos
suponer que B C V. De manera similar, se puede probar que, para cualquier
A€ A, secumpleque A CV oA CU.Como ANB # (), esto tltimo implica
que A C V. Por tanto, |JA C V; es decir, (JA) NU = 0. Asi, se concluye
que |J A es conexo. O

Teorema 1.3. Sean X un espacio topoldgico y A, B subconjuntos no vacios
y conexos de X. Si clx(A) N B # (), entonces AU B es conezo.

Demostracion. Sean U y V' subconjuntos abiertos de X, tales que AU B C
UUuV yUNVN(AUB) = (. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que ANU # (. Como A es conexo, ACUUV yUNVNA=0, se satisface
que A C U. Luego, ANV = (ANU)NV = 0; es decir, A C X — V. Como
X — V es cerrado en X, se cumple la contencién clx(A) C X — V. De este
modo, y porque cly(A) N B # (, se tiene que BN (X — V) # (. Como
B Cc UUV, se satisface que BNU # (). Ademé&s, como UNVNB =0y B es
conexo, también se cumple que B C U. Asi, AUBCU y (AUB)NV = .
Por lo tanto, A U B es conexo. ]
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Para definir el concepto de espacio topoldgico arco conexo y para ex-
presar los siguientes tres resultados, resulta conveniente hacer la siguiente
definicién. Para ello, nétese que el Teorema 1.22 (3) y el Ejemplo 1.23 impli-
can que los tinicos puntos de [0, 1] que bajo un homeomorfismo corresponden
a 0y a1 son ellos mismos (no necesariamente en el mismo orden). Asi, para
cualesquiera dos homeomorfismos de [0, 1] en un espacio dado, sus respecti-
vas imagenes de {0, 1} coinciden.

Definicién 1.4. Un arco es un espacio topolégico homeomorfo al intervalo
cerrado [0, 1]. Los puntos extremos de un arco son los puntos que bajo
cualquier homeomorfismo de [0, 1] en dicho arco corresponden a 0 y a 1. Un
arco va de x a y si x y y son sus puntos extremos.

Definicion 1.5. Un espacio topoldgico X es arco conexo si dados cuales-
quiera x,y € X existe un arco contenido en X que va de = a y.

Los siguientes tres resultados son sencillos lemas que se ocupan a menu-
do, en especial en la prueba del Teorema 2.14.

Lema 1.6. Sea X un espacio topoldgico. Si A es un subconjunto cerrado
de X,z ¢ A yaesun arco en X que va de x a un punto en A, entonces
existe un subarco B de «, tal que AN B consta solamente de un punto p y
los puntos extremos de 3 son p y x.

Demostracion. Sea h : [0,1] — a un homeomorfismo con h(0) = z. Sea
a = h(1) € A. Nétese que el conjunto o N A es cerrado en a y no vacio.
Luego, el conjunto B = h™'(a N A) es cerrado en [0,1] y no vacio. Asi, se
puede hacer ¢y = min B. Como h(0) = = ¢ A, se tiene que ty > 0. De esta
manera, 3 = h([0,tp]) es un subarco de a con = = h(0) € 5. Ademds, para
cualquier 0 < ¢t < t( se tiene ¢t ¢ B; es decir, h(t) ¢ aN A, y, por ende,
h(t) ¢ A. Por lo tanto, SN A = {h(to)} y los puntos extremos de [ son
h(top) = py h(0) = z, como queriamos. O

Lema 1.7. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Si a es un arco en X,
tal que x es uno de sus puntos extremos y U es una vecindad de x, entonces
existe un subarco v de o, tal que v C U y x es punto extremo de 7.

Demostracion. Sea A = X —int x (U). Obsérvese que se cumplen las hip6tesis
del Lema 1.6, asi que podemos hacer h y tg como en la prueba de tal lema.
Como 0 < tp, podemos tomar sop € (0,%p). Luego, v = h([0, sg]) es un
subarco de a, tal que x = h(0) es punto extremo de 7. Ademds, como
h(to) ¢ v C R([0,t0]) y h([0,t0]) N A = {h(to)}, tenemos que yN A =0y,
por tanto, que v C intx(U) C U. O]
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Lema 1.8. Sea X un espacio topoldgico arco conexo. Si A y B son subcon-
juntos cerrados, ajenos y no vacios de X, entonces existe un arco o en X,
tal que ANa = {p} y BNna={q}, donde p y q son los puntos extremos de
.

Demostracion. Sean a € Ay b€ B. Como X es arco conexo, existe un arco
v que va de a a b. Obsérvese que b ¢ A. Aplicando el Lema 1.6 obtenemos
un subarco 8 de «, tal que 8N A consta de un solo punto p y los puntos
extremos de (3 son p y b. Asimismo, p ¢ B. De nuevo aplicando el Lema 1.6
obtenemos un subarco « de 3, tal que aN B consta de un solo punto ¢ y los
puntos extremos de « son ¢ y p. Comop € aNA C SN A = {p}, se tiene
que N A = {p}. Esto concluye la prueba del lema. O

Saliendo de los resultados de conexidad anteriores, se tiene ahora el si-
guiente resultado sobre fronteras cuya sencillez esconde una gran utilidad
(véanse los Teoremas 1.24, 1.26, 1.68 y 1.113)

Lema 1.9. Sea X un espacio topolégico. Si 'Y y A son subconjuntos de X,
entonces se cumplen los siguientes dos enunciados.

(Z) Fl"y(A N Y) C Frx(A).
(i) Siclx(A) Cintx(Y), entonces Fry (A) = Frx(A).
Demostracion. Para probar (i) basta notar que

FI‘y(A N Y) = Cly(A) N Cly(Y - A) C Clx(A) N Cl)((Y — A)
C Clx(A) N Clx<X — A) = Frx(A)

Mostremos (7i). Se tiene lo siguiente

Frx(A) =clx(A)Neclx(X — A)
=clx(4A) N (clx(X = Y)Uclx (Y — A4))
= (clx (4) N (X —intx (Y))) U (clx (A) Nclx (Y — A))
=clx(A)Nclx(Y —A) =Y Nnclx(A)Nelx (Y — A)
=cly(A)Ncly (Y — A) = Fry (4).

Esto concluye la prueba del lema. O

El siguiente lema de “pegado” de funciones se utiliza para probar los
Lemas 3.11 y 3.16.
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Lema 1.10. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y wuna funcion.
Si A y B son subconjuntos cerrados de X, tales que X = AU B y las
restricciones fla : A = Y y flp : B — Y son continuas, entonces f es
continua.

Demostracion. Para probar que f es continua, mostraremos que las imége-
nes inversas bajo f de cerrados en Y son conjuntos cerrados en X. Con tal
propésito, sea D un subconjunto cerrado de Y. Como f|4 es continua, el
conjunto f~1(D)N A = (f|a)" (D) es cerrado en A. Ademds, A es cerrado
en X, por lo cual f71(D) N A es cerrado en X. Similarmente, f~1(D) N B
es cerrado en X. Como f~1(D) = (f~1(D)N A) U (f~1(D) N B), se deduce
que f~1(D) es cerrado en X. Puesto que D es un subconjunto cerrado de
X cualquiera, esto prueba que f es continua. ]

Como es posible notar en los capitulos siguientes, el estudio realizado en
este trabajo se centra en una clase especifica y muy restringida de espacios
topolégicos: los continuos localmente conexos. Ahora se define la propiedad
de conexidad local para espacios topoldgicos en general. La definicion de
continuo se reserva para la siguiente seccién (véase la Definicién 1.14).

Definicion 1.11. Un espacio topoldgico X es localmente conexo si existe

una base para X formada exclusivamente de subconjuntos abiertos y conexos
de X.

La conexidad local, aunque surge naturalmente de localizar la propie-
dad de conexidad, no es tan cercana a esta ultima como ocurre con otras
propiedades locales y los respectivos conceptos de los que derivan. Esto es,
la conexidad y la conexidad local dan caracteristicas muy diferentes a los
espacios que las poseen. Véase por ejemplo los espacios en el Ejemplo 1.12.

Ejemplo 1.12. Dado cualquier conjunto x, si le asignamos a s la métrica
discreta, el espacio métrico resultante es localmente conexo pero sus unicos
subconjuntos conexos son conjuntos singulares. En el otro extremo, si € es el
conjunto clasico de Cantor, entonces el subespacio métrico de R? dado por
G({0} x €, (1,0))UG({1} x €, (0,1)), donde G(S, p) es el subconjunto de R?
formado por la unién de todos los segmentos de recta de que van de p a un
elemento de S, es un espacio conexo (mds ain, compacto y arco conexo), tal
que cada uno de sus abiertos propios de didmetro menor a 1 es disconexo.

El siguiente resultado da una caracterizacién de la conexidad local en
espacios topoldgicos en general que resulta de gran utilidad. Se ocupa en el
Teorema 2.18, el Lema 2.16 y el Corolario 3.23.
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Teorema 1.13. Un espacio topoldgico X es localmente conexo si, y solo si,
las componentes de cualquier subconjunto abierto de X son abiertos en X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un sub-
conjunto abierto de X y C una componente de U. Luego, dado cualquier
x € C, U es una vecindad de x en X. De esta manera, existe un subconjunto
abierto y conexo V de X, tal que x € V C U. Como C es la componente de
U que contiene a x, tenemos que V C C. Puesto que = es un punto arbitra-
rio de C, deducimos que C' es un subconjunto abierto de X. Por tanto, las
componentes de cualquier subconjunto abierto de X son abiertos en X.

Reciprocamente, supongamos que las componentes de cualquier subcon-
junto abierto de X son abiertos en X . Afirmamos que el conjunto € = {C : U
es un subconjunto abierto de X y C' es una componente de U} es una base
para X. En efecto, dados un punto x € X, una vecindad abierta U de x en
X y la componente C' de U, tales que « € U, se cumple que C es abierto en
X yque x € ¢ C U; es decir, C es una vecindad abierta de x en X contenida
en U. Esto implica que C es una base para X. Ademas, C estd formada ex-
clusivamente de subconjuntos conexos de X. Por lo tanto, X es localmente
CONexo. 0

Como se puede observar en la siguiente seccién, la propiedad de cone-
xidad local dota a los espacios de nuestro interés de una propiedad muy
amena, la arco conexidad (Teorema 1.33) y, més ain, les permite a dichos
espacios tener una “estructura convexa” (Teorema 1.37).

1.2. Continuos

Esta seccién se aboca a establecer el concepto de continuo y los resultados
bésicos acerca de él que seran utilizados a lo largo de este texto. Se exponen
en subsecciones y en este orden, aspectos generales de los continuos, el con-
cepto de orden, resultados referentes a continuos localmente conexos y, por
ultimo, algunas clases de continuos cuyos hiperespacios han sido estudiados
en detalle.

1.2.1. Resultados generales

Para comenzar este apartado se establece la definicién de continuo y
algunos ejemplos de esta clase tan importante de espacios topoldgicos.
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Definicion 1.14. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
no vacio. Dado un espacio topolégico X, a cualquier subespacio de X que
es un continuo le llamaremos un subcontinuo de X.

Ejemplo 1.15. Los siguientes continuos son algunos de los ejemplos mas
simples, pero frecuentemente se hara mencién de ellos.

1.

Arcos. Un arco es cualquier espacio topoldgico homeomorfo al inter-
valo cerrado I = [0, 1].

n-odos simples. Dado n € N, un n-odo simple, denominado triodo
simple en el caso n = 3, es un espacio homeomorfo al subespacio del
plano formado por la unién de los arcos que van del origen a los puntos
de una divisién regular de n puntos de la circunferencia unitaria; es
decir, un n-odo simple es cualquier unién de n arcos que poseen un
punto en comun y que, de cualquier otro modo, son ajenos.

. n-celdas. Dado n € N, una n-celda es un espacio topolégico homeo-

morfo a la bola cerrada n-dimensional B™ en R, donde

B"={zeR" : ||lz] <1}.

n-esferas. Dado n € N, una n-esfera es un espacio homeomorfo a la
esfera n-dimensional S™ en R"*!, donde

S ={z e R" . ||z| =1}

Cubos de Hilbert. Un cubo de Hilbert es cualquier espacio topolégi-
co homeomorfo al producto numerable de intervalos cerrados con la
topologia producto, es decir, al espacio

1° =[] In.
neN

donde I,, = [0, 1].

El primer resultado sobre continuos que se presenta en este trabajo es
el llamado Segundo Teorema de Golpes en la Frontera. Es necesario para
probar el Lema 2.12 y el Teorema 2.14.

Teorema 1.16 ([20], Teorema 5.6). Sean X un continuo y E un subconjunto
propio y no vacio de X. Si K es una componente de E, entonces clx (K) N

Frx(E) # 0.
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Para la Seccién 3.2 se necesita una operacion especial: “pegar” dos con-
tinuos en un punto. Antes de definir concretamente esta operacién, es ne-
cesario el siguiente lema para asegurar que lo que resultara al aplicar dicho
pegado entra en los dominios de los continuos. En su demostracion, es util
el siguiente resultado sobre metrizabilidad.

Teorema 1.17 ([4], Corolario (10.C.8)). Sean X un espacio métrico com-
pacto y Y un espacio Hausdorff. Si existe una funcion continua y sobreyec-
tiva f : X =Y, entonces Y es metrizable, esto es, existe una métrica sobre
Y, tal que la topologia inducida por tal métrica es la topologia originalmente
considerada para 'Y .

La unién que se considera en el siguiente lema, es la llamada “suma
topoldgica”. Basta decir para el propdsito que se persigue que los espacios
que se unen (los cuales suponemos ajenos entre si por simplicidad) resul-
tan abiertos y cerrados al ser considerados como subespacios del espacio
topoldgico resultante, conservando su estructura topoldgica inicial.

Lema 1.18. Si X y Y son continuos ajenos, p € X yy € Y, entonces el
espacio topolégico X UY /{p,y} (es decir, el que se forma al identificar los
puntos p yy) es metrizable, conexo y compacto y, por tanto, es un continuo.
Mas ain, eziste una funcion f: X UY — X UY/{p,y}, tal que f|x vy fly

son encajes, f(X)U f(Y) =X UY/{p,y} y F(X)NF(Y) = {{p,y}}.

Demostracion. Sea f: X UY — (X UY)/{p,y} la funcién natural de la
identificacién del conjunto {p,y} a un punto en X UY. Esto es

_J {z}  size(XUY)-{py},
fl) = { {p,y} siz e {py}

Sea Z = X UY/{p,y} dotado con la topologia cociente. En primer lugar,
obsérvese que la restriccién de f al dominio (X UY') —{p,y} y al codominio
Z —{{p,y}} es una biyeccidn, y recuerde que la topologia de Z es la mayor
de las topologias para las cuales f es continua, es decir que es exactamente
el conjunto

{AC Z: f(A) es abierto en X UY}.

Demostremos primero que f|x y f|y son encajes. Obsérvese que f|x es
inyectiva. Ahora, como f es continua, faltaria demostrar que la imagen bajo
flx de cualquier abierto de X es abierto en f(X). Para ello, sea U un
subconjunto abierto de X. Como X es abierto en X UY, se cumple que U es
abierto en XUY. Sip ¢ U, entonces U = f~1(f(U)). Asf, f(U) es abierto en
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Z yen f(X). De la misma forma, si p € U, entonces UUY = f~1(f(UUY)).
Luego, f(UUY) es abiertoen Z y f(U) = (f(U)Uf(Y))Nf(X) = f(UUY)N
f(X) es abierto en f(X). De esta manera, f|x es un encaje. Similarmente,
se puede demostrar que f|y es un encaje.

Por otro lado, se tiene que f(X) N f(Y) = {{p,y}}. Como X y Y son
compactos y conexos, se satisface que f(X)y f(Y') son compactos y conexos.
Asi, f(X)Uf(Y) = f(XUY) = Z es compacto y conexo.

Obsérvese que f~H(f(X) — {{p,y}}) = X — {p} v que este conjunto
es abierto en X U Y. Esto implica que f(X) — {{p,y}} es abierto en Z.
Igualmente, f(Y) — {{p,y}} es abierto en Z. Ademss, f(X) — {{p,y}} v
fY) —{{p,y}} son ajenos y, como el primero es homeomorfo a X — {p} y
el segundo a Y — {y}, ambos son espacios Hausdorff.

Probaremos que Z es un espacio Hausdorff. Para ello, sean a,b € Z
con a # b. Por el parrafo anterior podemos suponer que alguno de a o b
es {p,y}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a = {p,y} y que
be f(X)—{{p,y}} Sea z € X, tal que b = {z}. Sean S y T subconjuntos
abiertos de X ajenos, tales que p € Sy z € T. Obsérvese que SUY =
FHfSUY)) y T = f~Yf(T)) (como lo hicimos al probar que f|x es un
encaje). Como SUY y T son abiertos en X UY, se tiene que f(SUY)
y f(T) son abiertos en Z. Ademds, SUY y T son ajenos y p y y no son
elementos de T'. Asi, f(SUY) y f(T) son ajenos. Como a = f(p) € f(SUY)
y b= f(z) € f(T), podemos concluir que Z es Hausdorff.

De esta forma, aplicando el Teorema 1.17, se obtiene que Z es metrizable.
Esto concluye la prueba de este lema. O

Definicion 1.19. Sean X y Y dos continuos ajenos, p € X y y € Y.
Denotaremos por X U, Y al continuo obtenido al identificar los puntos p y
yen X UY.

A partir de este punto, al utilizar la notacién anterior siempre se asume
el Lema 1.18 implicitamente, de tal forma que es posible manejar el espacio
X Up Y con mayor fluidez. En concreto, se considera a los espacios X y
Y como subespacios de X U, Y, de tal forma que es posible ignorar que se
trata con una identificacién, y se da por hecho que se cumplen las igualdades
XUY = XUp,Y y XNY = {p}. En la Figura 1.1 se muestra la idea geométrica
de este concepto.

1.2.2. Orden

Un concepto fundamental en muchas areas de la topologia de continuos,
por ejemplo en la caracterizaciéon de algunas clases de continuos (que es el
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XU,Y

< I >

J 0

Figura 1.1: Dos circulos “pegados” por su centro. En la imagen de la derecha
el simbolo p = y denota el punto {p,y}.

primer tépico interesante en que se hace mencién de este concepto), es el de
orden. En este breve apartado se mencionan unos pocos resultados que se
relacionan con este concepto, aunque los més sobresalientes son mencionados
mas adelante. Entre estos 1ltimos resalta, por su amplio uso y sencillez, la
caracterizacién dada en el Teorema 1.45.

Definicién 1.20. Sean X un espacio topoldgicoy A C X. Sea [ un niimero
cardinal. A es de orden menor o igual que 3, denotado por

ord(4, X) < 8,

si, para cada subconjunto abierto U de X, tal que A C U, existe un subcon-
junto abierto V de X, tal que

AcCV cU y |Frx(V)| <pB.
A es de orden S8 en X, denotado por
ord(A, X) = 5,
si ord(A4,X) < 8y, para cualquier nimero cardinal « < (3, se tiene que
ord(4, X) £ a.
Asimismo, para cualquier p € X, denotamos ord(p, X) = ord({p}, X).

Como se menciona en parrafos previos, el primer uso que se hace del
concepto de orden es el distinguir entre distintos tipos de puntos en un
continuo.
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Definicion 1.21. Dado un continuo X, un punto p € X es un punto
extremo de X si ord(p, X) = 1. Del mismo modo, p es un punto ordinario
de X siord(p, X) = 2y p es un punto de ramificacién de X siord(p, X) >
3. Ademds, denotaremos

E(X)={p € X : pes un punto extremo de X},
O(X) = {p € X : p es un punto ordinario de X},
R(X) ={p € X : p es un punto de ramificacién de X }.

El siguiente teorema es una observacion, pero se le da la categoria de
teorema por su importancia, porque otorga el caracter topolégico a los con-
juntos de la definicion previa.

Teorema 1.22. Sean X y Y espacios topolégicos y p un punto en X. Si
h : X — Y es un homeomorfismo, entonces ord(p, X) = ord(h(p),Y).
En particular, se tiene que h(E(X)) = E(Y), h(O(X)) = OY) y que
h(R(X)) = R(Y).

Demostracion. Mostremos primero que ord(p, X) < ord(h(p),Y). Sea U
un subconjunto abierto de X, tal que p € U. Luego, h(U) es abierto en
Y y h(p) € h(U). Sea W un subconjunto abierto de Y, tal que h(p) €
W C h(U) y |Fry(W)| < ord(h(p),Y). Obsérvese que h~1(W) es abier-
toen X yp e hm{(W) Cc h}(h(U)) = U. Ademds, Frx(h~Y(W)) =
B (Fex (W) y, por ende, |Frx (b= (W)| = [~ (Frx(W))] = |Fex (W)]
y |Frx (h=Y(W))| < ord(h(p),Y). Por lo tanto, ord(p, X) < ord(h(p),Y).
Anélogamente, se puede probar que ord(h(p),Y) < ord(p, X). Asi, se con-
cluye que ord(p, X) = ord(h(p),Y) O

A continuacién se revisa el orden de los puntos de R y de los continuos
no degenerados mas simples: el arco y la curva cerrada simple.

Ejemplo 1.23. 1. Si X es un continuo no degenerado, entonces, para cada
p € X, se cumple que ord(p, X) > 0.

De lo contrario, existirian subconjuntos propios y abiertos de X con fron-
tera vacia, lo cual no es posible en un espacio conexo.

2. En R cada punto p cumple que ord(p,R) = 2.

En efecto, la familia {(p—%,p—l—%) : n € N} es una base de vecindades de p
en R, tal que la frontera de cada uno de sus elementos tiene cardinalidad 2.
Esto implica que ord(p, R) < 2. Para mostrar que ord(p, R) > 1 tomemos
una vecindad abierta U de p en R contenida en (p — 1,p + 1). Como
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U es acotado, podemos tomar s = infU y t = supU. Obsérvese que
s,t € Frg(U) y s # t. De esta forma, cualquier vecindad abierta de p en
R contenida en (p — 1,p + 1) posee al menos dos puntos en su frontera.
Por lo tanto, ord(p, R) = 2.

3. En un arco «, los tnicos puntos de orden 1 son sus puntos extremos,

segun la definicién que hicimos previamente al concepto de orden (esto
garantiza que la notacién E(X) esta bien establecida). Todos los demés
puntos de « tienen orden 2 en a.
Por el Teorema 1.22, basta probar el caso en que a = [0, 1]. Para esto,
obsérvese que la familia {[0,2) : n € N} forma una base de vecindades
abiertas de 0 en [0, 1], tal que la frontera de cada uno de sus elemen-
tos consta de un solo punto. Junto con el inciso 1, esto implica que
ord(0, [0,1]) = 1. Similarmente, ord(1,[0,1]) = 1. Para mostrar la se-
gunda afirmacién, tomemos un punto p € (0,1). Como (0,1) es abierto
en [0, 1] tenemos, por el Teorema 1.24, que ord(p, [0, 1]) = ord(p, (0, 1)).
Como (0, 1) es homeomorfo a R se sigue del Teorema 1.22 y del inciso 2
que ord(p, (0,1)) = 2. Asi, ord(p, [0,1]) = 2.

4. En una curva cerrada simple todos los puntos p cumplen que ord(p, S) =
2.

Similarmente al inciso 3, basta probar el caso S = S!. Este caso es con-
secuencia del inciso 2, porque, para cada p € Sp, se cumple que p posee
vecindades abiertas en S' homeomorfas a R. Procediendo como en la
segunda afirmacién del inciso 3, obtenemos que ord(p, S') = 2.

El resultado que sigue garantiza que el orden se comporta bien con los
subespacios.

Teorema 1.24. Sea X un continuo. Si A es un subespacio de X yp € A,
entonces ord(p, A) < ord(p, X). Mds ain, si A es una vecindad de p en X,
entonces ord(p, A) = ord(p, X).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de A con p € U. Luego, existe
un subconjunto abierto V de X con U = ANV. Como p € V, existe un sub-
conjunto abierto W de X, talquep € W C V' y | Frx(W)| < ord(p, X). Apli-
cando el Lema 1.9 (i), tenemos que Fry(ANW) C Frx(W). Asi, |Fra(AnN
W)| < ord(p, X). Como ANW es abiertoen Aype ANW C ANV =U,
concluimos que ord(p, A) < ord(p, X).

Supongamos ahora que A es una vecindad de p en X. Por el péarrafo
anterior, basta probar que ord(p, X) < ord(p, A). Para tal efecto, sea U un
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subconjunto abierto de X con p € U. Como intx(A) NU es un subconjunto
abierto de A con p € intx (A)NU, existe un subconjunto abierto W de A, tal
quep € W Cintx(A)NU y |Fra(W)| < ord(p, A). Como W C intx(A) C A,
se tiene que W es abierto en intx(A) y, por ende, en X. Ademds, por el
Lema 1.9 (éi), se cumple que Frx(W) = Fry(W). Como p € W C Uy
| Frx(W)| = | Fra(W)| < ord(p, A), obtenemos que ord(p, X) < ord(p, A).
Esto concluye la prueba del teorema. O

El siguiente concepto se utiliza en la caracterizacién de una clase de
continuos localmente conexos, las dendritas (Teorema 1.51), la cual se define
mas adelante (Definicion 1.48).

Definicion 1.25. Sean X un espacio topoldgico y p € X. Denotaremos por
c(p, X) al cardinal del conjunto de componentes del conjunto X — {p}.

En el siguiente resultado se expresa la relacién entre c¢(p, X) y ord(p, X),
para continuos en general.

Teorema 1.26. Sean X un continuo no degenerado y p € X. Si ord(p, X)
es finito, entonces c¢(p, X) también es finito. Ain mds, ¢(p, X) < ord(p, X).

Demostracion. Sean n = ¢(p, X), Z1,...,Z, las componentes de X — {p}
y, para cada i € {1,...,n}, z; € Z;. Queremos demostrar que ord(p, X) >
n. Para tal fin tomemos una vecindad abierta U de p en X. Como X —
{z1,...,2n} es una vecindad abierta de p en X, podemos suponer que
U C X —{z1,...,2,}. Obsérvese que, para cada j € {1,...,n}, Z; es un
subconjunto cerrado de X — {p}. Luego, dada i € {1,...,n}, el conjunto
U;. Z; es cerrado en X — {p} y el conjunto Z; = (X —{p}) — U, Z;
es abierto en X — {p}. Como X — {p} es abierto en X, esto implica que
Z; es abierto en X. Como esto sucede para cada i € {1,...,n}, tenemos
que, para cualquier k € {1,...,n}, Z, U{p} = X — U, Z; es cerrado en
X. Asi, clx(Zy) C Zx U {p}. Ademds, como Zj es un subconjunto propio,
abierto y no vacio de X y X es conexo, se tiene que Z C clx(Zy). Por
tanto, clx(Zx) = Zr U{p} y p € clx(Z;). En esta forma, UN Z; # 0 y
zr € Zy, —U. Luego, U N Zi, es un subconjunto propio, abierto y no vacio de
Zy. Como Zj; es conexo, esto implica que Frz, (U N Zy,) # (. Por otro lado,
aplicando el Lema 1.9 (i), obtenemos que Frz, (UNZy) C Frx(U) N Z. Por
consiguiente, Frx (U) N Zy # (). Como para cualesquiera 7,5 € {1,...,n} se
satisface la igualdad Z;NZ; = 0, se sigue que |Frx (U)| > n. Asi, se concluye
que ord(p, X) > n. O
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1.2.3. Continuos localmente conexos

En este apartado se exponen algunos resultados generales acerca de los
espacios que son foco de este estudio, los continuos localmente conexos.
El primero de estos resultados es un sencillo lema auxiliar requerido en la
prueba del Teorema 2.15.

Lema 1.27. Sea X un continuo localmente conexo. Si T es un subcontinuo
de X y U es cualquier subconjunto abierto de X, tal que T' C U, entonces
existe un subcontinuo Z de X, tal que T C intx(Z) C Z C U. En particular,
st Th y Ty son subcontinuos de X ajenos, entonces existen subcontinuos Zy
y Zo de X, tales que Z1 N Zy =0, Ty Cintx(Z1) y To C intx(Z2).

Demostracion. Demostremos la primera parte. Con este fin, sean 7" un sub-
continuo de X y U un subconjunto abierto de X, tales que T" C U. Co-
mo X es un continuo localmente conexo, para cada x € T existe un sub-
conjunto abierto y conexo C, de X, tal que x € C, C clx(C,) C U.
Obsérvese que, por el Teorema 1.1, clx(C,) es conexo. Como T es com-
pactoy T C |J{C, : z € T}, existe un subconjunto finito J de T, tal que
T Cc U{C, : x € J}. Sea Z = |J{clx(Cy) : © € J}. Luego, Z es cerrado
en Xy Z CU. ComoT C Z, paracada x € J, clx(C,)NT # 0,y T
es conexo, aplicando el Teorema 1.2 obtenemos que Z es conexo. Ademas,
T C|U{Cy:z € J} Cintx(Z). Esto prueba la primera parte del teorema.
Para probar la segunda parte, sean 77 y 715 subcontinuos de X ajenos.
Como Ty y Ty son subconjuntos cerrados de X y X es un espacio normal (por
ser un espacio métrico), existen subconjuntos abiertos Uy y Us de X ajenos,
tales que 17 C Uy y Ts C U,. Por el parrafo anterior, existen subcontinuos
71y Zsy, tales que Ty C intx(Z1) y To C intx(Z3). Obsérvese que Z1 N Zy C
U; NU; = ). Con esto terminamos esta demostracion. O

La propiedad de conexidad local exige que en cada punto del espacio en
cuestion haya vecindades abiertas, conexas y arbitrariamente pequenas. Pero
hay ocasiones en que esta condicion resulta exigente en alguna demostracion,
asi que se precisa de condiciones méas accesibles. El siguiente teorema da
una condicién equivalente a la conexidad local pero que resulta mas ficil de
probar en la practica. Para enunciarlo se necesita la siguiente definicién.

Definiciéon 1.28. El espacio topoldgico X es conexo en pequeno en el
punto p € X si X tiene una base local de vecindades en p formada exclusi-
vamente de subconjuntos conexos de X.

Teorema 1.29. Si X un continuo, entonces X es localmente conexo si, y
solo si, X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos.
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Demostracion. La necesidad es inmediata. Probemos la suficiencia. Supon-
gamos que X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos. Por el
Teorema 1.13, bastard probar que las componentes de cualquier subconjun-
to abierto de X son abiertas en X. Para ello, tomemos un abierto U de X y
una componente C' de U. Para cada x € C, existe una vecindad conexa V,
de x en X, tal que V,, C U. Como C' es una componente de U, la conexidad
de V, y el hecho de que x € CNV,, implican que V,, C C. Luego, si hacemos
V =U{Ve:2 € C}, tenemos que V C C C | J{intx(Vz) : 2 € C} C V. De
lo anterior se desprende que V = C = |J{intx (V) : z € C'} y que C es un
subconjunto abierto de X. Esto concluye la prueba del teorema. O

Una caracteristica sencilla pero destacable de los continuos localmente
conexos se formula a continuacion.

Teorema 1.30. Sea X un espacio métrico. Si X1 y Xo son subcontinuos
localmente conexos de X, tales que X1 N Xo # 0, entonces X1 U Xo es un
continuo localmente conexo.

Demostracion. Como la uniéon de dos conexos que se intersectan es conexa
y la unién de compactos es un compacto, es inmediato que X1 U X5 es un
continuo. Por consiguiente, por el Teorema 1.29, basta probar que X; U Xo
es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos. Para tal fin, tomemos
x € X1U X9 y un abierto U en X; U Xo, tal que x € U. Queremos hallar una
vecindad conexa V de x en X;UX>, tal que V' C U. Supongamos primero que
x € X1—Xs. Obsérvese que X1MN X5 es un subconjunto compacto de X; y que
X1 — X3 es abierto en X;. Luego, UN (X1 —X3) es un subconjunto abierto de
X1. Como X7 es localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo
Vde Xy, talquex e VCcUnN (Xl —XQ). Pero X7 — Xo = (Xl UXQ) — Xo,
por lo cual X7 — Xy y U N (X7 — X2) son subconjuntos abiertos de X7 U Xs.
Esto implica que V' es abierto en X; U X2 y concluye este caso. En caso
que x € X9 — Xy, podemos proceder de igual forma para hallar V. Ahora
supongamos que x € X1MNXq2. Como UNX; y UN X3z son vecindades de x en
X1 v Xo, respectivamente, existen abiertos V| en X; y V5 en Xs, tales que
reVicUnNXyyz e Vo CUNXy C. Obsérvese que Vi UV, es conexo. Sean
W1 y Wy abiertos en X, tales que V7 = Wi N Xy y Vo = Wa N Xs. Luego,
W1NWyN (X7 UX3) es un subconjunto abierto de X UXo y x € WiNWan
(XlUXz) = (WIﬂWQﬂXl)U(WlOWQﬂXQ) = (VlﬂWQ)U(VQﬂwl) C ViuWs.
Por tanto, V; U V5 es una vecindad conexa de x en X1 U X5. Asi, se concluye
que X es conexo en pequeno en X. Esto termina la demostracién de este
teorema. O
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Ahora se prueba un lema, no tan simple y con una demostraciéon un poco
intrincada, que serd de utilidad en la demostracion del Teorema 2.3.

Lema 1.31. Sea X un continuo localmente conero. Si A es un subconjunto
finito de X, tal que X — A es conexo, entonces, para cada abierto U de X
con A C U, existe una subconjunto cerrado V de X, tal que A C intx (V) C
VcUyX—V es conero.

Demostracion. Sea d una métrica para X. Vamos a definir la coleccién de
conjuntos Uy, Uy, Us, ... de la siguiente manera. Sea ¢ > 0, tal que ¢ <
smin{d(z,y) : z,y € Ay z # y}. Hagamos Uy = U N (U, Ba(z,€)) ¥
supongamos que, para alguna n € N, hemos definido el conjunto U,_; de
tal forma que U,_1 es abierto en X y contiene a A. Luego, dada cualquier
x € A, existe un subconjunto abierto y conexo W, de X, tal que = €
W, C clx(W,) C By(z, %) N Up-1. Sea Up = U, g We. Luego, clx(Uy,) =
UxEA Clx(Wm) cUy_1 y U, C UxEA Bd(iL‘, %)

De esta forma, cada U, es un subconjunto abierto de X con A C U,11 C
clx (Ung1n) C Upy A C(),en Un- Afirmamos que en esta 1iltima relacién se
da la igualdad. Supongamos, por el contrario, que existe y € ((,,cry Un) — A.
Luego, existe ng € N, tal que 2 < 2min{d(y,z) : z € A}. Como y € Uy, y
Uno C Uyzen Balz, %), existe o € A, tal que y € By(zo, %) y d(y, xo) < nio.
Esto contradice la eleccién de ng. Por tanto, A = (), cx Un.

Para cada n € N, sea C, el conjunto de componentes X — clx(U,). Por
el Teorema 1.13, los elementos de cada C, son abiertos.

Fijemos n € N. Obsérvese que X — U,, C X — clx(Up+1) = UCps1-
Como X — U, es compacto y los elementos de C,,+1 son ajenos, el conjunto
D, ={C €Cpt1:CN(X —Uy,) # 0} es finito. Adem4s,

JCnr1 = Dp) = J{IC € Coi1: C C UL} C U

Sea V,, = clx(Up+1) U (U(Cry1 — Dy)). Luego, Upy1 C V,, C U, y
X =V, C X — V4. Obsérvese que los conjuntos clx (Up+1), U(Crht1 — Dn)
y UDy, son conjuntos ajenos cuya unién es X. Por consiguiente, X — V;, =
UD,,. Ademsds, como X — V,, C X — Up41, cada elemento de D, 41 es una
componente de X — V,,. Por tanto, D, 11 es el conjunto de componentes de
X —Vy.

Dado cualquier y € X — A, definimos el conjunto F¥ como sigue. Como
MNpen Un = A, existe ny € N, tal que y ¢ U,,. Luego, y ¢ V,,. Sea Ejj, €
D, +1, tal que y € EY y, para cada n € N, sea Ef’hﬁn el tinico elemento de
Dn,+n+1 que cumple Ey  C By . Hagamos F¥ = U{E,, ., :n € N}
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Obsérvese que FY es un subconjunto abierto de X que estd contenido en
X_Usznyvs =X —Vy, ¥, por ende, F, C X — A.

Sean y, z € X — A. Supongamos que, para algunos j, k € N, E;"ﬂE,j £ (.
Como E;L’ C E}, y Ef C EZ,, donde m = méx{j, k}, se tiene que Ef, N EZ, #
(). Esto tultimo implica que Ej, = EZ,. Luego, para cada s > m, EY = EZ.
Por tanto, FY = FZ.

De esta forma, para cada y,z € X — A, F¥NF? =( o FY = F*,. Como
X—-A={FY:ye X—A}, cada FY es abierto en X —A y X — A es conexo,
se tiene que FY = I'?, para cualesquiera y,z € X — A. Fijemos y € X — A.
Asi, X — A= FY.

Fijemos n € N. Dado D € D,,;1, tomemos p € D. Luego, existe k € N,
tal que p € E}. Sea mp = méx{n + 1, k}. Luego, p € E} C E},,. Como D
es conexo, D C X —V, C X — V5, E}.,, es una componente de X — Vinp
y p € DN E},,, se cumple que D C E}, .

Como D,41 es finito, podemos hacer M, = méx{mp : D € Dpt1}.
Obsérvese que M, > n + 1. De este modo, se satisface que D C Eﬁ/[n, para
cualquier D € D,4;. Por tanto, X —V,, C E1?<4n C X — Vi,; es decir,
Vi, C X — B}, C V,. Hagamos V = X — E}; . Como Ej, es elemento
de Dy, +1 se tiene que EJZ’\’/IR es abierto en X y conexo. Luego, V' es cerrado
en X, X —V esconexoy A C Vy, Cintx(V)cCcV CcV, CcU, CU. Esto
concluye la demostracién de este lema. ]

A continuacion se enuncian dos resultados fundamentales de los conti-
nuos localmente conexos. El primero de ellos serd utilizado en la prueba
del Lema 3.11, mientras que el segundo serd utilizado repetidamente en los
apartados posteriores.

Teorema 1.32 (]20], Teorema 8.10). Si X es un continuo localmente co-
nexo y € > 0, entonces existen k € N y subcontinuos localmente conezxos
Xi1,..., X} de X, tales que X = Ule X; y didm(X;) < e, para cada i €

(1,....k}.

Teorema 1.33 (][20], Teorema 8.26). Si X es un continuo localmente conexo
y A es un subconjunto abierto y conexo de X, entonces A es arco conexo.

Uno de los resultados mas resaltables en cuanto a propiedades de con-
tinuos localmente conexos es el que se formula en seguida. Este resultado
asegura que a cualquier continuo localmente conexos se le puede dotar de
una métrica tal que el continuo adquiere una “forma convexa”, refiriéndonos
con esto a una similitud con la convexidad en los espacios euclideos R". Pero
antes se requieren las siguientes dos definiciones.
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Definicion 1.34. Sean X y Y espacios con métricas d y e, respectivamente.
Una isometria es un isomorfismo h : X — Y, tal que, para cada a,b € X,

e(h(a), h(b)) = d(a,b).

Definicion 1.35. Sea X un espacio compacto con métrica d. Decimos que d
es una métrica convexa para X si, para cada p,q € X, existe una isometria

v : [0, d(p, q)] = ([0, d(p, 9)]), tal que v(0) =p y v(d(p,q)) = ¢

Ejemplo 1.36. Los subespacios cerrados de R”, tales que su métrica usual
es una métrica convexa, coinciden con los subespacios cerrados convexos de
R™, es decir, aquellos que contienen cada segmento de recta que une a dos
de sus puntos.

Teorema 1.37 ([18], Teorema 4). Sea X un continuo. Si X es localmente
conexo, entonces X admite una métrica conveza.

Aunque la definicion de métrica convexa aqui mostrada es distinta a la
dada en [18], la Proposicién 10.4 de [16] garantiza que estas dos definiciones
son equivalentes en el caso de los continuos (més ain, para espacios métricos
compactos).

1.2.4. Graficas finitas, dendritas y dendritas locales

En este apartado se estudian algunas clases de continuos localmente
conexos, las cuales son por si mismas de gran importancia. El estudio de la
unicidad de hiperespacios de continuos localmente conexos (al menos de los
hiperespacios C,, (X)) ha pasado por estas clases, a saber, graficas finitas,
dendritas y dendritas locales (incluyendo a las familias © y £9), pasando
también por una clase de continuos que engloba a estas tres y la cual se
examina mas adelante.

Definicion 1.38. Un continuo X es una grafica finita si es la unién de
una familia finita de arcos, tales que cada par de ellos, o son ajenos, o se
intersectan solo en uno o dos de sus puntos extremos.

Primero se establecen dos propiedades bésicas y notables de las graficas
finitas. La primera de estas propiedades afirma que esta clase de continuos
entra dentro de los continuos localmente conexos.

Lema 1.39. Toda grdfica finita es un continuo localmente conexo.

Demostracion. Aplicaremos inductivamente el Teorema 1.30 para probar
que toda union finita de continuos localmente conexos, siempre que sea co-
nexa, es un continuo localmente conexo. El caso n = 2 es precisamente
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el Teorema 1.30. Supongamos que la afirmacion vale para cada unién co-
nexa de m o menos continuos localmente conexos. Sea A una familia de
n + 1 continuos localmente conexos distintos por pares, tal que |J.A es co-
nexo. Tomemos B € A. Sean Kj,..., K, las componentes de |J(A — {B}).
Obsérvese que r < n y que, para cualquier j € {1,...,r}, se cumple que
K; = {E € A—{B} : ENK; # 0}. Luego, K; es conexo y es la
uniéon de n o menos continuos localmente conexos. Por hipdtesis de induc-
cién, se tiene que K; es un continuo localmente conexo. Obsérvese que, si
BNK; = 0, entonces K1 y BU|J{K; : i € {2,...,r}} son subconjun-
tos cerrados, ajenos y no vacios de |JA cuya unién es | J.A. Como esto
contradice la conexidad de |J.A, se cumple que B N K7 # (). Aplicando el
Teorema 1.30, obtenemos que B U K; es un continuo localmente conexo.
Como |JA = (BUK)UU{K;:i€{2,...,r}} y r <n, se tiene que | J A es
la unién de n o menos continuos localmente conexos. De nuevo por hipdte-
sis inductiva, concluimos que |J.A es un continuo localmente conexo. Esto
concluye la prueba de la afirmacion.

Como toda grafica finita es la unién de una cantidad finita de arcos, los
cuales son continuos localmente conexos, el parrafo anterior muestra que las
graficas finitas son continuos localmente conexos. O

Lema 1.40 ([20], Proposicién 9.2). Si X yY son grdficas finitas, tales que
XNY es un conjunto finito y no vacio, entonces X UY es una grdfica finita.

En la siguiente definicién se describe una clase de continuos que sélo tiene
algunas apariciones incidentales en este texto, por ejemplo en el Lema 1.42,
que se usa en las pruebas del Teorema 3.8, del Lema 3.11, y del Corolario
3.23.

Definicion 1.41. Un continuo X es un arbol, si X es una grafica finita y
no contiene curvas cerradas simples.

Lema 1.42. Sea X wun espacio topoldgico arco conexo. Si F es un sub-
conjunto finito de X, entonces existe un drbol T contenido en X, tal que
FcT.

Demostracion. Demostraremos este lema por induccién sobre el ntimero de
elementos de F'. El caso n = 2 se sigue directamente de que X es arco conexo.
Supongamos que el lema se cumple para todo conjunto finito con a lo més n
elementos. Sean F' un subconjunto de X con n elementos, z un punto en X
y T un arbol contenido en X con FF C T. Si x € T, entonces FFU {z} C T.
Supongamos entonces que = ¢ T'. Aplicando el Lema 1.8 obtenemos un arco
« contenido en X, tal que x es punto extremo de a y aNT = {q}, donde ¢
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es el punto extremo de « distinto de x. Por el Lema 1.40, se tiene que T'U «
es una grafica finita. Ahora, mostremos que T'U « es un arbol.

En efecto, supongamos que T' U a contiene una curva cerrada simple S.
Como T es un arbol y « es un arco, S no estd contenido ni en 7" ni en .
Ademads, como Ty « son compactos, los conjuntos T'— a = (T'U a) — «
y a—T = (T'Ua«a) — T son subconjuntos abiertos y ajenos de T'U «a que
interconectan a S. En esta forma, el conjunto S — (T'Na) = S — {q} es
disconexo. Esto es una contradiccién pues una curva cerrada simple no se
hace disconexa al quitarle sélo uno de sus puntos. Por lo tanto, T'U « es un
arbol. Asi, se concluye la demostracién. O

El siguiente lema es utilizado en la prueba del Teorema 2.15.

Lema 1.43. Sea X un continuo arco conexo. Si G es una coleccion finita
de grdficas finitas contenidas en X, tal que cada par de ellas son ajenas,
entonces existe una grdfica finita G contenida en X, tal que | JG C G.

Demostracion. Sea G = {G1,...,Gy}, con G; # G; siempre que ¢ # j. Como
G1y U{G; : 2 < i < k} son subconjuntos cerrados de X ajenos, podemos
aplicar el Lema 1.8 para obtener un arco aj, tal que a1 NGy = {a1} y
a1 N (U{Gi:2 <i<k})={b1}, donde a; y b; son los puntos extremos de
ay. Podemos suponer que b; € Gy (renombrando si es necesario). Aplicando
dos veces el Lema 1.40, obtenemos que el conjunto D1 = G; U a; U Gy es
una grafica finita. Obsérvese, ademds, que D; es ajeno a (J{G; : 2 < i}.
Supongamos que hemos definido los arcos ag,...,a,, con 1 < n < k —1,
de tal forma que el conjunto D,, = |J{G; : i < n+ 1} UJ{ai : i < n}
es una grafica finita ajena a (J{G; : n + 1 < i}. Obsérvese que estos dos
ultimos conjuntos son cerrados en X y ajenos. Aplicando de nuevo el Lema
1.8, obtenemos un arco oy,+1, tal que a1 N Dy = {ajt1} y any1 NU{G; :
n+1 < i} = {bj41}. Podemos suponer que b,41 € Gpi2 (renombrando
si es necesario). De nuevo por el Lema 1.40, obtenemos que el conjunto
Dypy1 = Dy Uapi1 UGy es una grafica finita. Ademds, sin+1 < k — 1,
entonces Dy, 11 es ajeno a | J{G;:n+2 < i}.

De este modo, Dj_1 es una gréfica finita que contiene a |J{G; : i < k}.
Esto concluye la demostracion del lema. O

Los siguientes dos resultados son caracterizaciones tutiles que se basan
en el concepto de orden. Su uso maés relevante aqui se da en las pruebas de
los Teoremas 3.43 y 2.14.
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Teorema 1.44 ([20], Proposicién 9.5). Si X es un continuo no degenerado,
entonces ord(x, X) < 2 para cada x € X si, y solo si, X es un arco o una
curva cerrada simple.

Teorema 1.45 ([20], Teorema 9.10). Si X es un continuo, entonces X es
una grafica finita si, y solo si, se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) ord(p, X) es finito, para cada p € X.
(11) ord(p, X) < 2 para todos, salvo una cantidad finita, de p € X.
Una aplicacion del Teorema 1.45, es el siguiente resultado fundamental.
Teorema 1.46. Todo subcontinuo de una grdfica finita es una grdfica finita.

Demostracion. Sean X una grafica finita y A un subcontinuo de X. Mos-
traremos que A es una grafica finita. Dado p € A, por el Teorema 1.24,
se tiene que ord(p, A) < ord(p, X). Aplicando el Teorema 1.45 obtenemos
que ord(p, X) es finito. Asi, ord(p, A) es finito. Ademds, si p cumple que
ord(p, X) < 2, entonces ord(p, A) < 2. De esta forma cada p € A cumple
que ord(p, A) es finito, {¢ € A : ord(q, A) > 2} C {q € A : ord(q,X) > 2}
y, por consiguiente, los puntos ¢ € A que no cumplen ord(p, A) < 2 son una
cantidad finita. Aplicando de nuevo el Teorema 1.45, se concluye que A es
una grafica finita. O

A continuacién se da una caracterizacién de las gréaficas finitas que usa
conjuntos que desconectan al espacio total. Esta sirve para probar otra carac-
terizacién (Teorema 2.3) en términos del concepto de dimensién (Definicién
1.67).

Teorema 1.47 ([20], Teorema 9.24). Sea X wun continuo no degenerado.
X es una grdfica finita si, y solo si, existe n € N, tal que para cualquier
subconjunto A de X con exactamente n elementos se cumple que X — A es
disconexo.

Ahora se presentan cuatro clases més de continuos localmente conexos.
La aparicién de estos continuos a lo largo de este trabajo es algo breve pero
algunos resultados principales (como los Corolarios 3.20 y 3.24) utilizan
fuertemente algunas de sus propiedades.

Definicion 1.48. Una dendrita es un continuo localmente conexo que
no contiene curvas cerradas simples. La familia ® es la coleccién de las
dendritas X, tales que E(X) es cerrado en X.



22 Preliminares

Ejemplo 1.49. Los arboles, y en particular los arcos, son dendritas. En efec-
to, los drboles son graficas finitas que no contienen curvas cerradas simples
y, por el Lema 1.39, son continuos localmente conexos. Mds atin, veremos
en el Lema 1.52 que las graficas finitas y, por ende, los arboles, tienen un
conjunto de puntos extremos cerrado (de hecho finito) y, por tanto, que los
arboles pertenecen a la familia 2.

Definicion 1.50. Una dendrita local es un continuo, tal que cada punto
de X posee una vecindad en X que es una dendrita. La familia £3 es la
clase formada por los continuos X, tales que cada punto de X posee una
vecindad en X que pertenece a ®.

El primer resultado que se expone sobre dendritas es una caracterizacion
interesante en términos de orden y cardinalidad. Se utiliza en la demostra-
cién del Corolario 3.23.

Teorema 1.51 ([20], Teorema 10.13). Sea X un continuo no degenerado.
X es una dendrita si, y solo si, se cumple que ord (p, X) = c(p, X), para
cualquier p € X, tal que ord (p, X) es finito o ¢ (p, X) es finito.

A continuacién, se establece que tanto las dendritas locales como la fa-
milia £ contienen a las graficas finitas.

Lema 1.52. Las grdficas finitas y las dendritas son dendritas locales. Mds
aun, las graficas finitas y las dendritas de la familia ® pertenecen a la familia

£9.

Demostracion. Si X es una dendrita (o un elemento de D), entonces X es
una vecindad de cada punto la cual es una dendrita (o un elemento de D).
Esto implica que X es una dendrita local (o pertenece a ©). Asi, las dendritas
son dendritas locales y la familia © esta contenida en £3. Probaremos que
cada grafica finita es una dendrita local y que pertenece a £9.

Sean X una grafica finitay Ay, ..., A, una coleccién finita de arcos, tales
que X = J;; Ai y cada par de ellos o son ajenos o sélo se intersectan en uno
o dos de sus puntos extremos. Sea E = J;_; E(A;). Obsérvese que E es un
conjunto finito y, por ende, es cerrado en X. Si z € A; — E(4;), para algin
i € {1,...,n}, entonces z € X — J;,; A; C A;. Como cada A; es cerrado
en X y, por el Ejemplo 1.49 se cumple que A; es una dendrita, se tiene que
A; es una dendrita que es vecindad de z. Ahora supongamos que x € FE(A;)
para cada ¢ € {1,...,n} tal que x € A;. Sean J = {j € {1,...,n} : z €
Aty K ={k e {l,...,n} : ¢ A;}. Dado j € J, por el Lema 1.7,
existe un subarco B;j de A;, tal que B; C X — (E — {z}) y « es un punto
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extremo de Bj. Sea C}; el subarco que complementa a B; en A;. Obsérvese
que C;j y A son cerrados en X, por ser compactos. Luego, el conjunto

U=X- ((UjeJ Cj) U (Urex Ak)) es abierto en X. Sea V' = J;c; B;.
Como z € U C V, se cumple que V es una vecindad de x. Obsérvese
que B; N By, = {z}, para cada j,m € J. Asi, V es una gréfica finita, lo
cual implica, por el Lema 1.39, que V es un continuo localmente conexo.
Supongamos que C' es una curva cerrada simple contenida en V. Luego,
C — {x} es un conjunto conexo (una curva cerrada simple no se desconecta
al restarle a lo mds un punto). Note que B; — {z} =V —,,,; Bm. Por
tanto, cada B; — {z} es abierto en V' y es ajeno a cualquier otro conjunto
By, —{z}. Esto implica, por conexidad, que C' —{z} C B; para algin j € J.
Asi, C' C Bj, lo cual es una contradiccién. Esto implica que V' no contiene
curvas cerradas simples. Por tanto, V es una dendrita. De este modo, V es
una vecindad de x que es una dendrita. Mas atn, como cada Bj — {x} es
abierto en V, por el Teorema 1.24 se cumple que ord(y,V) = ord(z, Bj),
para cualesquiera j € J y y € Bj — {x}. En particular, se cumple que
E(V) — {2} C Ujes E(Bj). Luego, E(V) es finito y cerrado en X. Esto
implica que |J B; es un dendrita de la familia ©. Como la eleccién de = fue
arbitraria, concluimos que X es una dendrita local de la familia £2. ]

Ahora se enuncia el siguiente resultado, el cual es utilizado en la prueba
del Teorema 3.10.

Teorema 1.53 ([17], Teorema 4 (i)). Un continuo X es una dendrita local
st, y solo si, es localmente conexo y contiene a lo mds una cantidad finita
de curvas cerradas simples.

1.3. Variedades

En esta seccién se estudia un tipo de espacio topoldgico diferente de los
discutidos hasta ahora: las variedades (topoldgicas). De forma maés precisa,
el concepto que se expresa es el denominado variedad con frontera, pero por
razones de simplicidad en el lenguaje, en este trabajo se utiliza el concepto de
variedad (sin hacer uso de la expresién “con frontera”). Ademds, aunque las
definiciones mas usadas para este concepto usan condiciones adicionales a la
que aqui se establecen, para los propésitos perseguidos bastard la propiedad
que se expresa en la siguiente definicién (ser localmente homeomorfo a una
n-celda). Por otro lado, la razén principal para estudiar este concepto serd la
de probar algunas de las caracteristicas de lo que se denomina frontera de
una variedad.
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En primer lugar, se definen los dos conceptos que hemos mencionado.

Definiciéon 1.54. Dado un nimero natural n, un espacio topolégico M es
una n-variedad si cada punto x € M posee una vecindad en M, que es una
n-celda.

Definicion 1.55. Dada una n-variedad M, denominamos, respectivamente,
interior variedad de M y frontera variedad de M a los conjuntos

int? M = {x € M : x tiene una vecindad homeomorfa a R"} y
OM = M — int? M.

Para aterrizar estos conceptos, a continuacién se dan, sin prueba, algunos
ejemplos de fronteras de variedades. El primero de ellos y su equivalencia,
el segundo ejemplo, son usados mas adelante.

Ejemplo 1.56. Dado n € N, B" es una n-variedad y 0B™ = S"~!. Equiva-
lentemente (véase el Teorema 1.60 y el Lema 1.59), [0, 1] es una n-variedad
y 0]0,1]" = {z € I" : una de las coordenadas cartesianas de = es 0 o 1}. Por
su parte la botella de Klein, denotada por K, y la 2-esfera, denotada por
52, son ejemplos de 2-variedades sin frontera; es decir, 0K = () y 052 = ().

El primer resultado sobre variedades es la invariancia de sus interiores y
fronteras. Aunque es un resultado simple, es muy importante.

Teorema 1.57. Sean m € N y M y N m-variedades. Si h : M — N
es un homeomorfismo, entonces se cumple que h(in‘c8 M) = int? Ny, por
consiguiente, h(OM) = ON.

Demostracién. Como h~' es también un homeomorfismo, para probar la
primera igualdad basta mostrar que h(int? M) C int? N. Pero esto tltimo es
inmediato porque si p € int? M y U es una vecindad de p en M homeomorfa
a R™, entonces h(U) es una vecindad de h(p) en N homeomorfa a R™, asi que
h(p) € int? N.

La segunda igualdad se sigue de la primera y de que h es una biyeccion
porque h(OM) = h(M — int? M) = h(M) — h(int? M) = N —int! N =
ON. O

A continuacién se formula el denominado Teorema de Invariancia del
Dominio, el cual es necesario para probar el siguiente lema. Este ltimo re-
sultado establece la equivalencia de los conceptos interior topolégico (en R™)
e interior de variedades para todas las n-variedades que son subconjuntos
de R™. Equivalentemente, y mas significativo para los propdsitos persegui-
dos, dicho lema garantiza la equivalencia entre la frontera de variedades y
la frontera topoldgica en R™.
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Teorema 1.58 ([4], Teorema (15.B.4)). Si U es un subconjunto abierto de
R™ y h: U — R"™ es un encaje, entonces h(U) es abierto en R™.

Lema 1.59. Si C es una n-variedad y C es cerrado en R™, entonces
int? C = intgn (C) y 9C = Frga(C).

Demostracion. Tomemos v € int? C. Sea U una vecindad de v en C, tal
que U es homeomorfo a R™. Luego, existe un encaje h : R™ — R™, tal que
h(R™) = U. Por el Teorema 1.58, se tiene que U es abierto en R". Esto
implica que v € intgs(C). Asi, int? C' C intgn (C). Reciprocamente, supon-
gamos que v € intgn (C). Luego, existe € > 0, tal que Brn(v,e) C C. Como
Bgn(v,€) es homeomorfo a R”, tenemos que v € int? C. Asi, intgn(C) C
int? C. Por tanto, int? C' = intgn(C). Ademas, como C' es cerrado en R”,
esto implica que Frg~(C) = 9C. O

En seguida se muestra un resultado que permite identificar n-celdas en
R™ con cierta facilidad. En particular, asegura que los primeros dos espacios
del Ejemplo 1.56 son n-celdas. Méas atun, junto con el resultado anterior,
justifica la representacién de las fronteras (como variedades) de los espacios
que se exponen en dicho ejemplo.

Teorema 1.60. Todo subconjunto convezo, cerrado, acotado y con interior
no vacio C de R™ es una n-celda.

Demostracion. Sea C uno de tales conjuntos. Veremos primero el caso en
que 0 € intgn(C). Sea R > 0, tal que RD™ C intgn(C), en donde RD™
denota el disco de radio R y centro 0 de R™.

Como C' es acotado, podemos definir la funcién p : S"~! — R, tal que

v+ sup{r > 0:rv e C}.

Obsérvese que, para todo v € S"~1, se satisface que p(v) > Ry, como C es
cerrado en R", p(v)v € C.

Demostraremos que p es continua. Sean v € S"! y 0 < ¢ < p(v). Como
C es convexo, {tv : 0 <t < p(v)} C C. Luego, p = (p(v) — 5)v € C. Si

M =355, u € Bpn(p,m) y w = p(v)v + 222 (u — p(v)v), entonces
EOIE ~ 2p(v) 2p(v) Re
ol = 222 So 4+ u = p()o]| = 222 u—pll < 22 3o =

Asi, w € RD™. Como u = p(v)v + ﬁ(v)(w —pv)v) y e < p(v) < 2p(v), se
cumple que u es parte del segmento de linea que une a p(v)v con w. Como
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C' es convexo y tanto p(v)v como w son elementos de C, se tiene que u € C.
Por tanto, Bgrr(p,m) C C.

Por otro lado, obsérvese que ¢ = (p(v) + §)v ¢ C. Ademas, se tiene que
q € Brn(p(v)v,e). Como C' es cerrado existe n2 > 0, tal que Bgrn(g,m2) C
Brn(p(v)v,e) — C. Sea § = mln{ }. Luego, si u € Brn(v,0) N

S™~1 entonces

(o0~ ) e-sl = (o0 ) et < (o005 sy =

2

E’p’v)+€

es decir, (p(v) — 5)u € Bgrn(p,n1). De forma similar, se puede demostrar
que (p(v) + 5)u € Brn(p,n2). Como Bgrn(p,m) C C'y Brn(p,m2) NC =0,
concluimos que p(v)—§ < p(u) < p(v)+35; es decir, que [p(u)—p(v)| < § < e.
Esto prueba que p es continua.

Ahora, definimos la funcién ¢ : C — D™ por

v}i){ g si v #£ 0,

0 siv=0.

Es claro que ¢ es continua en todo punto distinto de 0. Para mostrar que
¢ es continua en 0, sea {v,, }nen una sucesién en C' — {0}, tal que limv,, = 0.
Luego, p(llvnll) > Ry ||¢(vn)]] < R||lvn||, para cada n € N. De este modo, se
tiene que lim ¢(v,,) = 0. Por tanto, ¢ es continua.

Demostraremos que ¢ es inyectiva. Sean u,v € C con ¢(u) = ¢(v). Si

u = 0, entonces ¢(v) = 0y, por consiguiente, v = 0. De esta manera,
podemos suponer que u # 0 # v. Luego, u = Av, donde \ = pi@;. Como
ol
_ v v v ¢ U\ v —
A >0, se tiene que ;= g7 = 5 = Ry Ash A(pu) = plgap) ¥y u =0

Por tanto, ¢ es inyectiva.
Ahora, mostremos que ¢ es sobreyectiva. Tomemos w € D™. Si w = 0,
entonces ¢(0) = w. Supongamos que w # 0. Luego, si t = p(m), entonces

”i%” = % = ”5—” y p(H’;—ﬁ”) = t. Ademis, como [Jw|| < 1, se tiene que
t|w| < ty, como C es convexo, tw = tHwHﬁ € C. Asi, p(tw) = 2 = w.

Esto prueba que ¢ es sobreyectiva.
En esta forma, ¢ es una biyeccion continua. Como C es compacto y S™ es
Hausdorff, concluimos que ¢ es un homeomorfismo y que C' es una n-celda.
Por tltimo demostremos el caso general. Sea zy € intgn(C'). Obsérvese
que la funcién h : R® — R" dada por

h
V>V — T
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es un homeomorfismo, tal que h(xg) = 0. Més ain, h(zg) € h(intg~(C)) C
h(C) y h(intgn(C)) es abierto en R™; es decir, 0 € intgn(h(C)). Adems4s,
dados cualesquiera u,v € C'y t € [0,1], se cumple

h(u) +t(h(v) = h(u)) = (u = z0) + t((v — 20) — (u — 20))
=u—x0+t(v—u)
= h(u+t(v —u)).

Como C' es convexo se tiene que u + t(v — u) € C' y, en consecuencia,
h(u) 4+ t(h(v) — h(u)) € h(C). Esto implica que h(C') es convexo. Aplicando
el caso anterior a h(C'), obtenemos que h(C) es un n-celda. Por lo tanto, C
es un n-celda. Con esto terminamos la prueba de este teorema. O

El siguiente resultado muestra una caracteristica notable de las fronteras
de variedades para n-celdas, el cual expresa que cualquier homeomorfismo
de la frontera en si misma se puede extender al espacio completo.

Teorema 1.61. Si C' es una n-celda y h : 0C — 9C' es un homeomorfismo,
entonces h se puede extender a un homeomorfismo de C a C.

Demostracion. Sea g : C — D™ un homeomorfismo. Por el Teorema 1.57,
se tiene que g(0C) = OD™ = S"~ 1. Luego, f = |54 "oho (915 L es un
homeomorfismo de S"~! en S”~!. Definimos la funcién ¢ : D™ — D™ por

<, { i oz
0

siv=0.

Es claro que ¢ es continua en todo punto diferente de 0. Ademas, obsérvese
que, para cada v € D" —{0}, se cumple que || ||v\|f(HZ—H)|| = ||v||. Esto implica
que lim,_,0 ¢(v) = 0. Asi, ¢ es continua.

Para mostrar que ¢ es inyectiva, tomemos u,v € D™ con ¢(u) = ¢(v).

Probaremos que u = v. Si u = 0, entonces ¢(v) =0y v = 0. Asi, podemos

suponer que u # 0 # v. Luego, se cumple que u = Av, donde A = ;E” ”;
[l

Como A > 0, se tiene que f(HUH) f(”ﬁ—zn) = f(ﬁ) = f(”U”) Esto implica
que ||ul| = ||v]|] y, como f es un homeomorfismo, Tl = Toy- Ast, u = v. Esto
prueba que ¢ es inyectiva.

Ahora mostremos que ¢ es sobreyectiva. Tomemos w € D". Si w = 0,

entonces ¢(0) = w. Supongamos que w # 0. Luego, si z = ”waq(HinH)’
entonces ||z]| = ||w]], 7% T = f_l(ﬁfu) y f(z) = Hwa(f_l(”;Uf”)) = ||w|]”:j]’—” =

w. Asi, ¢ es sobreyectiva.
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De este modo, hemos probado que ¢ es una biyeccién continua. Como D"
es compacto y Hausdorff, deducimos que ¢ es un homeomorfismo. Ademas,
#(S" ) = f(S =891y ¢|§Z:i = f. Luego, si £ = g~ o¢og, entonces

¢ es un homeomorfismo de C en si mismo y &|8 = (g]gn_l)*l o ¢\g:j o

g\gfkl = (g\gnfl)_l ofo g|‘gn*1 = h. Esto concluye la demostracién de este
resultado. O

Los siguientes dos lemas permiten obtener n-celdas a partir de otras
n-celdas por medio de la “contraccién” de un subconjunto particular a un
punto y dan una expresion de la frontera como variedad del espacio resul-
tante. Resultan de utilidad en la prueba de los Teoremas 1.113 y 1.115.

Lema 1.62. Si K es una n-celda, T = K x [0,1] y C = K x {0}, entonces
T/C (la identificacion en T de C a un punto) es una n + 1-celda y

A(T/C) = {{z}:2€dT — C}U{C}.

Demostracion. Sea E = [0,1]" x {0}. Demostraremos primero que el espacio
cociente [0,1]""1/E es una (n + 1)-celda y que 9([0,1]""1/E) = {{z} : z €
0[0, 1"t — B}y U {E}. Sea A = {(z1,72,...,Zns1) : 0 < 2y < zpy1 < 1,

para cada i € {1,...,n}} (el cono geométrico en R"™! con base [0,1]" x
{1} y vértice 0 = (0,...,0)). Obsérvese que z;Tp+1 < Tni1, para cada
(1,22,...,7py1) € [0,1]"L. De esta manera, podemos definir la funcién

k:[0,1]""/E — A como sigue:

0 siw=FE,

K _
w — siw = {(z1,72,...,%n41)} para
1T R e i T a
( 1Tn+1, ndntl, n-‘rl) algun (55171'2, - ,ajnJrl) S [0, 1]n+1‘

Ademds, sea ¢ : [0,1]"T! — [0,1]""!/E la funcién natural del cociente;

es decir,
q { E sizeE,
Z—

{2z} siz¢E.

Para mostrar que k es continua, basta probar que kogq : [0, 1]’”rl — Aes

continua. Sea x = (21,22, ...,2n11) € [0,1]"TL. Obsérvese que si x € E, en-
tonces se satisface que z, 11 =0y Koq(x) =0 = (¥1Zp41, - - - TnTnt1, Tntl)-
Similarmente, si z ¢ E, entonces koq(z) = (1Tp41,- .-, TnTnt1, Tny1). Asi,

koq(x) = (T1Tni1, - .- TnTni1, Tnil), para cualquier z € [0, 1]"L. Por tanto,
K o ¢ es continua. Tenemos asi que k es continua.

Ahora probemos que  es inyectiva. Sean z,w € [0,1]""!/E, tales que
k(z) = k(w). Supongamos que z # E. Luego, z = {(z1,%2,...,Zn+1)} ¥
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K(2) = (T1Tpits - - - TnTnal, Tna1), para algin (z1, o, ..., Tne1) € [0,1]7FL,
Obsérvese que 11 # 0. Asi, k(2) # 0. Esto implica que w # E. Luego, exis-
te (y1,y2, .-, Yns1) € [0,1]"HL tal que w = {(y1,92, - - -, Yn+1)}- Se tiene que
(ylynJrla <o s YnlYn+1, ynJrl) = H(w) = %(Z) = (3313,'”+1, <oy TnTn41, anrl)'
Por tanto, y,+1 = op+1 # 0. Como para cualquier ¢ € {1,...,n} se tiene
que YiYntrl = TiTnyt1, lo anterior implica que y; = x;. Asi, w = z. Ahora
supongamos que z = F. Por el caso anterior, se satisface que w = E. De
este modo, en cualquiera de los dos casos se cumple que z = w. Esto prueba
que k es inyectiva.

Mostraremos ahora que  es sobreyectiva. Tomemos (21,2, ..., Tp41) €
A. Si(z1,22,...,2n+1) = 0, entonces k(E) = (21, 22, . .., Znt1). Supongamos
que (z1,22,...,2p41) # 0. Como cada j € {1,...,n} cumple que 0 < z; <
Zn+1, esto implica que z,41 # 0. Luego, para cada i € {1,...,n} se cumple
que 0 < zji1 < 1. De este modo, (zfil,...,ziﬁ,znﬂ) c[0,1"' —Ey
/{({(Zjil,...,ziﬁ,znﬂ)}) = (21,292,...,2n+1). Por lo tanto, k es sobreyec-

tiva. Asi, kK es una biyeccién y, mds aun, existe la funcién inversa de k; es
decir, k=1 : A — [0,1]""/E, y est4 dada por

Iﬂ) { E siz = 0’

Z .
{(ziily-.-,ziﬁ7zn+1)} SIZ#O

(donde z = (z1,22,...,2n41)). Como [0,1]"*!/E es compacto (por ser la

imagen de [0, 1]"*! bajo ¢) y A es Hausdorff, deducimos que x es un homeo-
morfismo. Obsérvese que A es un cono geométrico de [0, 1]” x {1} y que, por
tanto, A es un subconjunto convexo de R"*!. Ademas, claramente A es un
subconjunto cerrado, acotado y con interior no vacio de R**1. Aplicando el
Teorema 1.60, obtenemos que A es una (n + 1)-celda. Por tanto, [0, 1]""/E
es una (n + 1)-celda.

Por otro lado, por el Teorema 1.57, se satisface que x(9([0, 1]""!/E)) =
OA. Ademsds, por el Lema 1.59, se cumple

O0A = Frrn+1(A)
={(z1,...,xpy1) € A:x; =00 x; = Tpy1, para algin i € {1,...,n},

O Tp41 = 1}
= (Ut@a1F) x {mnsa} s @ngr € [0,1]}) U ([0,1]" x {1})
= {0} U (U{@ns1 ) % {mni} s anin € (0,11 U (0,1 x {1}),

en donde F' = {(uy,...,u) € [0,1]""! : u; = 0 0 u; = 1 para alguna i €
{1,...,n}} v 41 F denota el conjunto formado por los elementos de F'
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multiplicados por zp41. Obsérvese que koq(F X {xny1}) = (Tn+1F) x{xnt1}
y que ko q([0,1]" x {1}) =[0,1]™ x {1}. Asi,

dA = {0} U (U{n 0 q(F % {zps1}) : Tnt1 € (0, 1]}) U ([0,1]" x {1})
={0tUroq(F x(0,1]) U ([0,1]" x {1})
={0} Uroq((F x(0,1])U([0,1]" x {1})).

Obsérvese que, por el Ejemplo 1.56, 0[0,1]" = F y 0[0,1] = {0, 1}.
Ademss, por el Teorema 1.66 9[0,1]"*! = ([0,1]* x 9[0,1]) U (9]0, 1]"
E],l]) = ([0,1]" x {1H UV E U (F x [0,1]) = ([0,1]" X{l})U(FX (0, ])UE

uego,

0A = {0} Uk o q(0]0, 1]”Jrl —FE).
Por tanto,

a([0, 11" /E) = x~1(9A)
= {E} Uq(d0,1]"*! - E)
= {{z}: 2 €0[0,1]"" — EYU{E]}.
Esto prueba el caso especial para [0, 1]"*1.

Ahora probaremos el enunciado general del teorema, es decir, el caso para
una n-celda cualquiera K. Sea f : K — [0, 1]” un homeomorfismo (utilizan-
do, por supuesto, el hecho de que los espacios D™ y [0, 1]" son homeomorfos).
Obsérvese que la funcién F : T — [0,1]"*! dada por

(z,t) = (f(2),1)

es un homeomorfismo (en donde T = K x I). Asimismo, haciendo C =
K x {0} y E = [0,1]" x {0}, la funcién F, : T/C x [0,1]""1/E dada por
Al (A) (la imagen bajo F') es un homeomorfismo.

Esto tltimo implica, por la primera parte de esta demostracién, que
T/C es una (n + 1)-celda. Ademsds, F,(C) = F(C) ={(f(x),0) 1z € K} =
{(y,0) : y € [0,1]"} = E y, por el Teorema 1.57, F~1(9[0,1]"*!) = aT.
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Aplicando el Teorema 1.57, obtenemos que

a(T/C) = F; 1 (9([0,1]"*/E))
= F, ' ({{z} : 2 € 9[0,1]""" — E} U{E})
= {F'({z}) : 2 € 9[0,1]"* — E} U {F, Y(E)}
= {F'(2)} : z € 9)0,1]""" = E}yu{C}
= {{z}: 2z € F10[0,1]" — E)} u{C}
={{z}: 2 € F71(00,1]""") = F Y (E)}u{C}
={{z}:2€0T - C}U{C}.

Esto concluye la demostracion. O

Lema 1.63. Si T es una 2-celda y C' es un arco contenido en 0T, entonces
T/C es una 2-celda y

A(T/C) = {{x} :z € 8T — C}U{C).

Demostracion. Sean E = [0,1]" x {0} y A = [0,1] x {0}. Obsérvese que,
por la demostracion del Teorema 1.62 para el caso particular del cociente
[0,1]""1/E, se cample que [0,1]%/A es una 2-celda y que

2([0,1)2/4) = {{z} : z € 9[0,1]* — A} U {A}.

Sea T una 2-celda cualquiera y C' un arco contenido en 0T. Luego,
existe un homeomorfismo f : T — D?. Asimismo, existe un homeomor-
fismo g : [0,1]2> — D2. Obsérvese que, por el Teorema 1.57, se cumple que
f(0T) = oD% = S' y ¢(9[0,1]?) = 0D? = S'. Mostraremos que existe un
homeomorfismo h : D? — D2 tal que h(g(A)) = f(C). En efecto, como g(A)
y f(C) son arcos contenidos en S, existe un homeomorfismo hg : S' — St,
tal que ho(g(A)) = f(C). Aplicando el Teorema 1.61, obtenemos un ho-
meomorfismo h : D? — D? el cual es una extension de hg. En particular,
h(g(A)) = f(C). Sea ¢ : [0,1]> — T la funcién dada por ¢ = f~Lohog.
Obsérvese que ¢ es un homeomorfismo y ¢(A) = C. Ademds, por el Teo-
rema 1.57, se cumple que ¢(9[0,1]?) = 9¢(]0,1]?) = 9T. Como la funcién
¢q : [0,1]2/A — T/C dada por
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es un homeomorfismo, 7'/C' es una 2-celda y, de nuevo por el Teorema 1.57,
se satisfacen las siguientes igualdades:

AT/C) = ¢ (9([0,1]%/A4))
=5 ({{z} : 2 € 0[0,1] — A} U {4})
={¢og'({z}) : 2 € 0[0,1* = A} U {6, ' (A)}
={{o7(2)} : 2 € 9[0,1]" - A} U{C}
= {{z} 12 € ¢71(900,1]" - A)} U{C}

={{z}: 2 €671(9[0,1]%) — o~ (A)} U{C}
={{z}:2€ 0T -C}U{C}.

Esto concluye la demostracién del lema. O

El siguiente lema es en realidad una simple observacién que es de utilidad
para demostrar algunos resultados posteriores.

Lema 1.64. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Si x tiene una vecindad
en X que es una n-celda, entonces existe una base de vecindades de x en X
formada exclusivamente de n-celdas. De igual forma, st x tiene una vecindad
en X homeomorfa a R™, entonces X tiene una base de vecindades de x, tal
que cada una de ellas es homeomorfa a R™.

Demostracion. Supongamos primero que x tiene una vecindad N en X que
es una n-celda. Sea U una vecindad abierta de z en X. Sea h: N — I" un
homeomorfismo, donde I es el intervalo cerrado [0, 1]. Como U Nintx (V) es
una vecindad de z en N, se tiene que h(UNintx (IV)) es una vecindad de h(z)
en I". Sean Ay, ..., A, intervalos cerrados de R, tales que h(z) € intn (D) C
D C (U Nintx(N)), donde D = [[{4; : i € {1,...,n}}. Luego, D es una
n-celda que es también una vecindad de h(x) en I". Por tanto, h=1(D) es
una vecindad de z en N que es una n-celda. Ademéas, h~(D) C Unintx(N),
por lo cual h=1(D) es una vecindad de x en X contenida en U. Esto prueba
la primera afirmacion del lema.

Supongamos ahora que z tiene una vecindad R en X, tal que R es
homeomorfa a R"™. Tomemos una vecindad abierta U de x en X. Sea h :
R — R™ un homeomorfismo. Obsérvese que h(U Nint x (R)) es una vecindad
de h(z) en R™. Sea ¢ > 0, tal que h(z) € B C h(U Nintx(R)), donde
B = Bgn(h(z),e). Obsérvese que B es una vecindad de h(z) en R", tal
que B es homeomorfo a R" y h=Y(B) C U Nintx(R). Asf, h~1(B) es una
vecindad de x en R, tal que h™'(B) es homeomorfo a R” y h~1(B) c U.
Ademids, h™}(B) C intx(R), por lo cual h~(B) es también vecindad de x
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en X. Esto concluye la prueba de la segunda afirmacién y la demostracién
de este lema. ]

A continuacién se expone un resultado simple pero 1til porque garantiza
la equivalencia de la existencia de una vecindad que es una n-variedad con
la existencia de una base de vecindades con esta misma caracteristica.

Teorema 1.65. Sean X un espacio topoldgico,n € N yx € X. Supongamos
que existe una vecindad N de x en X que es una n-variedad. Entonces, son
equivalentes las siguientes proposiciones:

(a) Eziste una vecindad U de x en X que es un n-variedad y que cumple
x e dU.

(b) Para cada vecindad M de x en X que es una n-variedad, se satisface
que x € OM.

Demostracion. Supongamos que no se cumple (b), es decir, que x ¢ M,
para alguna vecindad M de z en X que es una n-variedad. Asi, z € int? M.
Sea V una vecindad de x en M que es homeomorfa a R". Obsérvese que
intp (V) Nintx (M) es un abierto de M contenido en intx (M) y, en conse-
cuencia, es abierto en X. Como x € intps (V) Nintx (M), deducimos que V
es una vecindad de z en X. Luego, dada una vecindad U de x en X que
es una n-variedad, por el Lema 1.64, existe una vecindad W de z, tal que
W es homeomorfo a R® y W C U. Como W es también vecindad de = en
U, obtenemos que z € int? U; es decir, z ¢ OU. Como U fue arbitraria,
deducimos que no se cumple (a). Esto prueba que (a) = (b).

Supongamos ahora que se cumple (b). Luego, se satisface que = € IN.
Por tanto, (b) = (a). O

El dltimo resultado de esta seccién engloba algunas de las propiedades
ma&s resaltables, en relacién a los fines perseguidos, de las variedades. A
saber, establece cudl es la frontera como variedad de una interseccién (de
un abierto con un variedad) y del producto topoldgico de variedades.

Teorema 1.66. Sean M una m-variedad, N una n-variedad y U un sub-
conjunto abierto de M. Entonces, se satisface lo siguiente:

(1) U es una m-variedad.
(2) OU = (OM)NU.

(8) M x N es una m+ n-variedad y O(M x N) = (0M x N)U (M x ON).
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Demostracion. El inciso (1) es una consecuencia inmediata del Lema 1.64.
Para demostrar (2), sea x € U. La implicacién (a) = (c¢) del Teorema 1.65
garantiza que si x € OM, entonces x € AU. Por su parte, la implicacién
(b) = (a) del mismo teorema asegura que si x € QU, entonces z € M. Esto
prueba la igualdad en (2).

Por tltimo, probemos (3). Para esto, sea (z,y) € M x N. Como z € M
v M es una m-variedad, existe una vecindad U de x en M, tal que U es una
m-celda. Similarmente, existe una vecindad V' de X en N, tal que V es una
n-celda. Como U es homeomorfo a I y V' es homeomorfo a I™, se tiene que
U x V es homeomorfo a I"™ x I = [+ es decir, U X V es una (m + n)-
celda. Ademads, U x V es una vecindad de (z,y) en M x N. Como (z,y) es
un punto arbitrario, concluimos que M x N es una (m + n)-variedad.

Para probar la igualdad de este inciso, fijemos (z,y) € M x N. Sean S'y
T vecindades de x en M y de y en N, respectivamente, tales que S es una n-
celda y T es una m-celda. Sean f : I — Sy g : I"™ — T homeomorfismos,
donde I es el intervalo [0, 1]. Definimos la funcién

h:I"™xI"— S xT dada por (s,t) sy (f(s),9(1)).

Como h es también un homeomorfismo, aplicando el Teorema 1.57, se
tienen las igualdades OM = f(0I™), ON = g(0I"™) y O(S x T') = h(0(I™ x
I™)). Por otro lado, si p y g son puntos en I"™ y en I™, respectivamente,
entonces (p,q) tiene alguna coordenada igual a 0 o a 1 si, y sélo si, p o ¢
tienen alguna coordenada igual a 0 o a 1. Esto implica, por el Ejemplo 1.56
1, que O(I™ x I™) = I™*t™ = ((QI™) x I"™) U (I x (OI™)). De esta forma,
se tiene lo siguiente

h(AI™ x ™))

h((OI™) x I™)Y U h(I™ x (3I™))
(f(OI™) x g(I")) U (f(I™) x g(dI"))
((8S) x T) U (S x (8T)).

Por tanto, (S xT') = ((0S5) xT)U (S x (9T)). Ahora, con ayuda de esta
ultima igualdad, probaremos la igualdad de (¢). Supongamos que (x,y) €
J(M x N). Aplicando el Teorema 1.65, tenemos que (x,y) € 9(S x T). Asi,
x € 05 ot e JT. Luego, por el mismo resultado, se cumple que x € OM o
y € ON. Reciprocamente, si x € M o y € ON, entonces, por el Teorema
1.65, se satisface que x € 9S o y € 9T es decir, (z,y) € (S x T). Otra
aplicacién del mismo teorema nos lleva a que (z,y) € (M x N). Esto prueba
la igualdad en (3) y finaliza la demostracién de este teorema. O
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1.4. Dimension

Esta breve seccion estd enfocada a presentar la definicion de dimension,
asi como algunos resultados acerca de este concepto. Varios de estos resul-
tados se dan sin prueba, pero resultan indispensables en el desarrollo de los
capitulos posteriores.

Definicion 1.67. Dado cualquier nimero entero mayor o igual que —1, se
define recursivamente que un espacio topoldgico X tiene dimensiéon menor
o igual que n, denotandose por dim(X) < n, de la siguiente forma:

(¢) Para cualquier espacio topoldgico X, dim(X) < —1si, y sélosi, X = (.

(7i) Dado n > 0, supongamos que hemos definido cudndo un espacio to-
polégico tiene dimensién menor o igual que n — 1. Entonces, para
cualquier espacio topoldgico X y cualquier p € X, dim,(X) <nsi X
tiene una base local de vecindades de p cuyas fronteras tienen dimen-
sién menor o igual a n — 1. Ademas, si, para cada p € X, se satisface
que dim,(X) < n, entonces dim(X) < n.

Definimos también lo siguiente:

1. Para cualquier espacio topolégico X y cualesquiera p € X y n > 0,
dim,(X) = n si dimy,(X) < ny es falso que dim,(X) <n — 1.

2. Para cualquier espacio topologico X y cualquier n > 0, la dimensién
de X es n, denotada por dim(X) = n, si dim(X) < n y es falso que
dim(X) <n-—1.

3. Para cualquier espacio topologico X, la dimension de X es oo, deno-
tada por dim(X) = oo, si dim(X) < n es falso para cada n € N.

De ahora en adelante se asume como cierta la relacién n < co entre cada
n € NU{oo} y el simbolo oo, lo cual resulta conveniente al formular algunos
resultados.

El siguiente teorema enuncia cémo se comporta la dimensién con respecto
a subespacios, y que, al menos en espacios topoldgicos regulares, la dimensién
en un punto es una propiedad local.

Teorema 1.68. Sean X un espacio topoldgico, A un subespacio de X y
p € A. Entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) dim(A) < dim(X).
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(2) dimy(A) < dimy(X).
(3) Si X es regular y p € intx (A), entonces dim,(X) = dim,(A).

Demostracion. Demostremos primero (1). Si dim(X) = oo, entonces la
afirmacién es inmediata. De esta manera, podemos suponer que dim(X)
es finita. Haremos la prueba por induccién sobre una cota superior de la
dimensién de X. En caso de que dim(X) < —1, el resultado es inme-
diato, por vacuidad. Tomemos n > 0 y supongamos que el resultado es
vélido siempre que dim(X) < n — 1. Sean X un espacio topoldgico con
dim(X) < n, A un subconjunto de X y p € A. Sea U una vecindad de p
en A. Luego, existe una vecindad V de p en X ta que U = ANV. Co-
mo dim,(X) es finita, existe una vecindad W de p en X contenida en V'
con dim(Frx(W)) < dim,(X) — 1. Aplicando el Lema 1.9, tenemos que
FraWnA) C Frx(W)NA C Frx(W). Por la hipdtesis de induccidn, se de-
duce que dim(Frs(WnNA)) < dim(Frx(W)) < dim,(X)—1. Como WNA es
una vecindad de p en A contenida en U, concluimos que dim,(A) < dim,(X).
Como esto sucede para cada p € A, obtenemos que dim(A) < dim(X).

La prueba de (2) es similar a la de (1), salvo que no necesita induccién y
hace uso de (1). Haremos esta parte de la demostracién omitiendo detalles
idénticos a la demostracién de (1). Sean X un espacio topoldgico, A un
subconjunto de X y p € A. Si dim,(X) es infinita, entonces la afirmacion es
inmediata. Supongamos que dim,(X) es finita. Dada cualquier vecindad U
de p en A, existen vecindades Vy W depen X, talesqueU =VNA W CV
y dim(Frx (W)) < dim,(X) — 1. Como Fry(W N A) C Frx(W), aplicando
(2), tenemos que dim 4 (Fra(WnNA)) < dim(Frx(W)) < dim,(X) — 1. Como
W N A es una vecindad de p en X contenida en U, deducimos de esto ultimo
que dim,(A) < dim,(A).

Por dltimo, probaremos (3). Por (2), basta mostrar que dim,(X) <
dim,(A). Si dim,(A) = oo, entonces el resultado es inmediato. Suponga-
mos que dimy,(A) es finita. Sea U una vecindad abierta de p en X contenida
en A. Luego, U es una vecindad abierta de p en A. Sea V una vecindad
depen AconV C Uy dim(Fra(V)) < dimy,(A) — 1. Obsérvese que V es
vecindad de p en X. Como X es regular, podemos suponer que clx (V) C
intx (A). Aplicando el Lema 1.9 (i7) tenemos que Frx(A) = Fra(V). Asi,
dim, (Frx (V) < dim,(A) — 1. Por tanto, dim,(X) < dim,(A). Esto conclu-
ye la prueba del teorema. O

El siguiente lema es un sencillo corolario al Teorema 1.68, aplicado a
subespacios especiales de productos topoldgicos. Es usado en el Teorema
2.15.
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Lema 1.69. Sean X y Y espacios topoldgicos. Sip € X yq €Y, entonces
dlmp(X) < dim(nq) (X X Y)

Demostracion. Obsérvese que la funcién f: X — X x {q} dada por z »i>
(x,q) es un homeomorfismo que cumple f(p) = (p,q). Asi, dim,(X) =
dim, ;) (X x {g}). Ademds, aplicando el inciso (1) del Teorema 1.68, te-
nemos que dimg, (X x {q}) < dim, ;) (X x Y). Por tanto, dim,(X) <
dim(p,q) (X X Y) ]

Puesto que la definiciéon de dimension aqui expuesta es algo intrincada,
cabe preguntarse si este concepto se comporta de la manera que se esperaria,
por ejemplo, en espacios tan familiares como R™. Al menos en este caso la
respuesta es afirmativa. Sin embargo la prueba de esto no es en ningin
modo trivial y se menciona aqui solamente como un ejemplo, siendo usado
mas adelante.

Ejemplo 1.70. Para cualquier n € N, el espacio R" tiene dimensién n.

El Teorema 1.68 asegura que si un subconjunto de un espacio topoldgico
regular tiene interior no vacio, entonces ambos espacios tienen la misma
dimensién. En el caso de R™, para n € N, el siguiente resultado afirma que
estas dos condiciones son equivalentes.

Teorema 1.71 ([12], Teorema IV 3). Sean n € N y E C R™. Entonces, se
cumple que dim(E) = n si, y sdlo si, existe un subconjunto abierto U de R™,
tal que U C E.

Ejemplo 1.72. Dada una n-variedad M, si x € M, entonces dim (M) = n.

El resultado que ahora se enuncia, relaciona la propiedad de un subespa-
cio de hacer disconexa a una n-variedad al serle removido, con la dimensién
de dicho subespacio. Es necesario para la prueba del Teorema 2.14.

Teorema 1.73 ([12], véase el Corolario 2 al Teorema IV 4). Sea n € N. Si
X es una n-celda y A es un subespacio de X, tal que X — A es disconezo,
entonces dim(A) > n — 1.

1.5. El Teorema de Torunczyk

Esta seccién estd dedicada casi exclusivamente a exponer un teorema
muy destacable de la Topologia General: El Teorema de Torunczyk. En
términos sencillos, este teorema caracteriza (dentro de una clase que incluye
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a los retractos absolutos compactos) una clase de espacios otrora dificil de
identificar (una clase que incluye al cubo de Hilbert) en términos topolégi-
cos relativamente simples. Aunque sus alcances son mayores, en este texto
se expresa como una caracterizacion del cubo de Hilbert en términos de la
existencia de cierta sucesion de funciones con caracteristicas especiales (Teo-
rema 1.81). La utilidad de este resultado es visible en la prueba del Teorema
3.12.

Asimismo, se aprovecha esta seccién para definir varios conceptos relacio-
nados al Teorema de Torunczyk. Para comenzar, se presentan los conceptos
de extensor absoluto y retracto absoluto, los cuales, como se observa en el
Teorema 1.76, resultan equivalentes.

Definicién 1.74. Sean X y Y espacios topoldgicos, ACY y f: A— X
una funcién continua. Decimos que la funcién F' : X — Y es una extension
continua de f a Y si F es continua y F|4 = f. Un espacio normal X es
un extensor absoluto si, para cada espacio normal Y, cada subconjunto
cerrado A de Y y cada funcién continua f : A — X, f tiene una extensién
continua a Y.

Definiciéon 1.75. Un subconjunto cerrado A de un espacio topoldgico Y
es un retracto de Y si Id4 tiene una extensién continua a Y. Un espacio
normal X es un retracto absoluto si, para cada espacio normal Y y cada
subconjunto cerrado B de Y homeomorfo a X, se satisface que B es un
retracto de Y.

Teorema 1.76 ([4], Teorema (4.B.19)). Sea X un espacio topoldgico. En-
tonces, X es un retracto absoluto si, y solo si, X es un extensor absoluto.

Para formular y tratar con el Teorema de Torunczyk, resulta conveniente
la siguiente notacién (en realidad la funcién d, que se define resulta ser una
métrica sobre el espacio de funciones continuas que van de X a Y, pero esta
propiedad no es requerida aqui).

Definicion 1.77. Dados X y Y espacios métricos, X con métrica acotada,
y funciones continuas f,g: Y — X, denotaremos

doo(f,9) = sup{d(f(y),g(y)) :y € Y}.

Para formular el teorema principal de esta seccién se requiere también
de las siguientes dos definiciones.

Definicién 1.78. Sean X y Y espacios métricos y {f}nen una sucesién
de funciones continuas de X en Y. Decimos que f : X — Y es el limite
uniforme de {f, }nen si limds(fn, f) = 0.
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Definicion 1.79. Sean X un espacio métrico compacto y A un subconjunto
cerrado de X. Decimos que A es un Z-conjunto en X si Idx es el limite
uniforme de funciones continuas cuyas imégenes no intersectan a A. Decimos
que una funcién continua f entre espacios métricos compactos X1 y Xo es
una Z-funcién si f(X;) es un Z-conjunto en Xo.

Para manipular Z-conjuntos se requiere el siguiente lema, el cual ga-
rantiza que al realizar ciertas operaciones sobre ellos, se siguen obteniendo
Z-conjuntos.

Lema 1.80. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, se cumplen las
stguientes afirmaciones:

(1) Un subconjunto cerrado de un Z-conjunto en X, es a su vez un Z-
conjunto en X.

(2) La union finita de Z-conjuntos en X es un Z-conjunto en X.

Demostracion. Probaremos (1). Supongamos que A es un Z-conjunto en
X y B es un subconjunto cerrado de A. Sea ¢ > 0. Luego, existe una
funcién continua f. : X — X — A, tal que d(fe, Idx) < €. Obsérvese que
X — A C X — B. De esta manera, podemos considerar que f. : X — X — B.
Ademads, B es un subconjunto cerrado de X . Por lo tanto, B es un Z-conjunto
en X.

Ahora mostremos (2). Bastard probar la afirmacién para dos elementos.
Sean Ay y A dos Z-conjuntos en X. Tomemos una funcién continua fi :
X — X — Ay, tal que deo(f1,1dx) < 5. Obsérvese que, dado a € A, se
cumple que d(f1(X), A1) < d(f(a),a) < du(f1, Idx). Asi, d(f1(X), A1) <
5. Como X es compacto, f1(X) es compacto. Ademds, f1(X)N A; = 0.
Luego, d(f1(X), A1) > 0. Asi, existe una funcién continua fo : X — X — Ag,
tal que doo(f2, Idx) < 2d(f1(X), Ay). Obsérvese que para cualquier x € X
se cumple que d(fi(x), fa(fi(2))) < gd(fi(X), A1) < d(fi(X), A1) y, por
tanto, fa(fi(x)) ¢ Ai. Se sigue de esto ultimo que fo(f1(X)) € X — A;.
Como también fa(X) C X — As, podemos considerar la funcién continua
g = faofi : X - X — (A1 U Ay). Obsérvese también que d(g(z),x) <
d(g(z), fi(z))+d(fi(z),z) < 3d(f1(X), A1)+5 < £45 = 2, para cualquier
x € X. Luego, dw(g, Idx) < e. Por tanto, AjUA3 es un Z-conjuntoen X. [J

Ahora, ya se tiene las condiciones para enunciar el Teorema de To-
runczyk.

Teorema 1.81 ([16], Teorema 9.3). Sea X un retracto absoluto. Si la fun-
cion identidad sobre X es un limite uniforme de Z-funciones, entonces X
es un cubo de Hilbert.
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1.6. Hiperespacios

En esta amplia seccion se estudian a los objetos que son el tema central
de nuestro estudio; es decir, a los hiperespacios de continuos, y, mas es-
pecificamente, a los hiperespacios C,(X) de continuos localmente conexos.
Se detallan algunas propiedades generales de los hiperespacios, comenzando
con su estructura general y condiciones de arco conexidad y conexidad lo-
cal en hiperespacios. Posteriormente, se definen algunas funciones notables
entre hiperespacios, a saber, la funcién inducida entre dos hiperespacios por
una funcién entre sus espacios subyacentes y un par de funciones basadas en
la unién de conjuntos. Por ultimo, se examinan modelos geométricos para
algunos hiperespacios de los arcos y de la curva cerrada simple, ademés de
algunos resultados referentes al concepto de hiperespacio de crecimiento.

1.6.1. Resultados generales

Lo primero que se define es el hiperespacio “mas grande” considerado en
este trabajo.

Definicion 1.82. Sea X un espacio métrico. Denotamos
2X — {A C X : A esun subconjunto compacto y no vacio de X }.

Pero sin una estructura, el conjunto recién definido no es de mucha utili-
dad. Para dotarle de la estructura que necesitamos, se requiere de la siguiente
definicién.

Definicion 1.83. Sea X un espacio métrico con métrica acotada d. Para
cualesquiera A C X y € > 0, la e-nube alrededor de A, denotada por
Ny4(A,e), como el conjunto

Ng(A,e) ={r € X : d(z,a) < ¢ para alguna a € A}.
Asimismo, de la funcién Hy : 2% x 2% — R por
(A,B) 2% f {r >0 : AC Ny(B,r)y B C Ny(A,r)}.

La Figura 1.2, permite visualizar estos dos conceptos.

La funcién Hy dota a 2% de una estructura muy rica. Aquf sélo se pre-
senta una infima parte de la gran cantidad de propiedades que posee. En
primer lugar estd el siguiente resultado.
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Figura 1.2: Las € nubes alrededor de A y de B cumplen que A C Ny(B,¢)
y B C Ny(A,¢). Por consiguiente, se cumple que Hy(A, B) < e.

Teorema 1.84 ([16], Teorema 2.2). Para cualquier espacio métrico X con
métrica acotada d, la funcion Hy es una métrica para 2°X.

De esta manera, la métrica d para X induce una métrica Hy para 2X. A
H,; se le denomina métrica de Hausdorff inducida por d o simplemente
métrica de Hausdorff, cuando no exista posibilidad de confusién. De aho-
ra en adelante, cuando se habla de 2% siempre se le considera con la métrica
de Hausdorff. Ademas, al hablar de un hiperespacio de X siempre se re-
fiere a un subconjunto de 2% metrizado por la restriccién correspondiente
de Hd.

Aunque muchas veces la estructura métrica de 2% posee mayor cabida
para la intuicién, en ocasiones es conveniente tratar directamente con su
estructura topoldgica. El siguiente resultado da una expresiéon conveniente
y util de esta iltima. Pero antes, es necesario definir el siguiente importante
concepto.

Definiciéon 1.85. Sean X un continuo y Uj,...,U; una coleccién finita
de subconjuntos de X. El vietérico de Uy,...,U; en 2%, denotado por
(Uy,...,Uyg), es el conjunto

k
(Up,...,U)={Ae2¥: AcC UAiyAﬂUi#Q, para cada i € {1,...,k}}
i=1

Ademas, dada n € N, el vietérico de Uy, ..., U, en C,(X), denotado por
(U1, ...,Ug)n, es el conjunto

(U1, U = (U, ..., Up) N C(X).
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Figura 1.3: Las curvas mostradas se encuentran en el vietérico de los sub-
conjuntos abiertos Uy, Us, Us y Us.

La Figura 1.3 ejemplifica el concepto anterior. Los ejemplos en las Figu-
ras 1.2 y 1.3 dan una idea del estrecho vinculo que existe entre los vietéricos
y la relacion de cercania dada por la métrica de Hausdorff.

Teorema 1.86. Sea X wun espacio métrico acotado. Entonces, la familia
{Ui,...,Ux) : k € N yU,..., Uy son subconjuntos abiertos de X}, forma
una base de abiertos para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff
en 2X.

Demostracion. Primero mostraremos que cada vietérico de abiertos en X es
abierto en 2X. Sean Uy, ..., U, una coleccién finita de subconjuntos abiertos
de X y A € (Uy,...,Upy). Dado i € {1,...,n}, tomemos z; € U; N A.
Como U; es abierto, existe ¢; > 0, tal que By(z;,e;) C U;. Ademds, si
U{Ui :ie{l,....,n}} # X, entonces Ay X —J{U; : i € {1,...,n}} son
subconjuntos cerrados y ajenos de X, con A compacto. Por consiguiente,
d(A, X —\U{U; : i € {1,...,n}}) > 0. De cualquier forma, existe g9 > 0,
tal que Ny(A,e0) € U{U;i : i € {1,...,n}}. Sea ¢ = min{eg,e1,...,6n}-
Luego, dado B € Bp,(A,¢), se tiene que A C Ny(B,¢). Sea b € B, tal
que x; € By(b, ). Se tiene que b € By(zi,e) C U;. Ademds, B C Ny(A,¢) C
H{U; :i€{1,...,n}}. Por tanto, B € (Uy,...,U,)y (U1,...,Uy,) es abierto
en 2%,

Ahora mostremos que la coleccién de vietéricos de subconjuntos abier-
tos de X forma una base para la topologia inducida por Hy. Tomemos un
abierto 4 de 2% y un punto A € 4. Sea ¢ > 0, tal que By, (A,2¢) C 4.
Como A es compactoy A C |J{By(xz,¢) : z € A}, existe una coleccién finita
de puntos z1,...,x, € A, tales que A C |J{B; : i € {1,...,n}}, donde
B; = By(x;, 5), para cada i € {1,...,n}. Obsérvese que A € (By,...,By).
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Queremos probar que (By,...,B,) C {. Tomemos C € (By,...,B;). Lue-
go, C C U{Bi :i € {1,...,n}} C Nyg(A,e). Ademds, A C | J{B; : i €
{1,...,n}} € U{Bqalci,e) :i € {1,...,n}} C N4(C,¢), donde ¢; € C N By,

para cada i € {1,...,n}. De esta manera, Hy(A,C) < €. Asi, se concluye
que C € By, (A,2¢) y que (Bi,...,B,) C Br,(A,2¢e) C il Esto concluye la
prueba del teorema. ]

Al tratar con hiperespacios es necesario poder utilizar las propiedades
que, como subconjuntos del continuo considerado, tienen sus puntos. Uno de
los conceptos que proporciona esta capacidad es el de limite de conjuntos,
el cual ahora se define. Uno de los motivos de su utilidad en el estudio de
hiperespacios se manifiesta en el Teorema 1.90.

Definicién 1.87. Sean X un continuo y {A,},en una sucesién en 2%. El
limite inferior de {A, },en v el limite superior de {A, },cn, denotados
respectivamente por limsup A, y liminf A,,, son los conjuntos
liminf A,, = {z € X : para cada vecindad U de z existe N € N,
tal que U N A, # () para cadan > N}y

limsup 4,, = {z € X : para cada vecindad U de x existe un subconjunto
infinito T de N, tal que U N A,, # 0,
para cada n € T'}.

Si liminf A, = A = limsup A,,, entonces el limite de {4, },cn es A y se
denota por lim A,, = A.

El Ejemplo 1.88 muestra que las definiciones anteriores no son equiva-
lentes entre si y que, por tanto, lim A,, no siempre existe.

Ejemplo 1.88. Sea {A, },cn la sucesion de segmentos de recta en el plano,
tal que A, = {%} X [—2,2], si n es impar, y A, = {%} x [—1,1], si n es par.
Entonces,

liminf A4,, = [-1,1] pero limsup A4,, = [-2,2].

El siguiente lema muestra otra expresién de los limites de conjuntos.
Seréd de ayuda al probar el Lema 2.10 y el Teorema 3.30.

Lema 1.89. Sea X un continuo. Si {Ay,}nen es una sucesion de subconjun-
tos de X, entonces se cumple que

liminf A,, = {z € X : existe una sucesion {x,}nen en X que converge

a x, tal que x, € A,,, para cadan € N} y
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Figura 1.4: Diferencia entre liminf A, y limsup 4,

lim sup 4,
liminf A,

\

limsup 4,, = {x € X : existe {xy}nen, con x, € A, para cada n € N, tal

que alguna subsucesion de {xy}nen converge a x}.

Demostracion. Sea d una métrica para X. En primer lugar, demostremos la
primera igualdad del teorema. Obsérvese que la contencién hacia la izquierda
es inmediata. Para probar la contenciéon hacia la derecha, tomemos x €
liminf A,. Hagamos M; = N; = 1. Supongamos que hemos definido M,,,
para algin n € N. Como z € liminf 4,, y n%rl > 0, existe Np11 € N, tal
que, para cada k > N1, se cumple que B(z, n%rl) NAg # (0. Sea M, 1 =
max{ N + 1, Nxy1}. De esta forma la sucesiéon { M, },cn es estrictamente
creciente. En particular, M,, > n.

Dado cualquier k£ € N, sea m(k) = max{n : £k > M,}. Como k >
Moy = Nin), existe 7y, € B(z, ﬁ)ﬁAk # (). Probaremos que lim zj, = x.
Sean e > 0y ng € N, tales que nio < €. Luego, para cada n > M,,,, se cumple
que m(n) > ng y d(z,z,) < #n) < n—lo < e. Por tanto, limzy, = z. Esto
prueba la contencién hacia la derecha de la primera igualdad.

Demostremos la segunda igualdad. De nuevo, la contencién hacia la iz-
quierda es inmediata. Para probar la otra contencién, fijemos z € lim sup 4.
Definimos la sucesién {M (n)},en como sigue. Sea M (0) = 0. Supongamos
que hemos definido el nimero natural M(k — 1), para algin & € N. Co-
mo z € limsup A,, se cumple que B(z, %) N A; # 0, para una cantidad
infinita de j € N. Luego, existe M (k) € N, tal que M(k) > M(k— 1)y
B(z, 1) N Apgry 7 0. De este modo, la sucesion { M (n) }nen es estrictamente
creciente.
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Definimos la sucesion {x,}nen como sigue. Si n = M (k) para algin
k € N, entonces elegimos z,, € B(z, %) NA,. En otro caso, elegimos x,, € A,,.
Como {M (n)}nen es una sucesion estrictamente creciente de nimeros natu-
rales, {7(n) }nen s una subsucesiéon de {zn }nen. Ademds, para cadan € N
se cumple n < M (n). Probaremos que lim z /¢,y = 2. Sean e > 0y N € N,
tales que % < e. Luego, para k > N se cumple que xp;) € B(x,%) C
B(z, %) v d(z,2x) < e. tanto, lim Tp(n) = 2. Esto muestra la contencién
hacia la derecha de la segunda igualdad y concluye la demostracion de este
lema. O

El siguiente resultado muestra la principal razén de la presencia del limite
de conjuntos en este escrito.

Teorema 1.90 ([19], Teorema 0.7). Sean X un continuo, A un punto en 2%
y {An Y nen una sucesion en 2X. Entonces, {An}nen converge a A segin la
Definicion 1.87 si, y sdlo si, {Ap tnen converge a A con respecto a la métrica
de Hausdorff.

El siguiente resultado es un caso particular, porque aunque se tenga una
sucesion convergente {A,}nen en 2%, puede ocurrir que existan B, C Ay,
para cada n € N, tales que lim B,, no exista, o incluso que liminf B,, = 0.

Lema 1.91. Sea X wun continuo. Supongamos que existen una Sucesion
{A en en 2% yp € X, tales que lim A,, = {p}. Si {pn}nen €s una sucesion
en X, tal que, para cada n € N, se cumple que p, € A,, entonces lim p,, = p.
Mds ain, si {Bp}nen €s una sucesion en 2X | tal que B, C A,, para cada
n € N, entonces lim B,, = {p}.

Demostracion. Sea d una métrica para X. Para empezar, probaremos la
primera parte del enunciado del lema. Sea {p, }necn una sucesién en X, tal
que p, € A,, para cada n € N. Sea ¢ > 0. Como lim A,, = {p}, existe
N € N, tal que, para cada n > N, se cumple que Hy(A,, {p}) < §. Fijemos
n > N. Luego, A, C Ny({p},e). Como p, € A,, existe ¢ € {p}, tal que
d(pn,q) < €; es decir, d(p,,p) < e. Como la elecciéon de n > N y ¢ fue
arbitraria, concluimos que lim p,, = p.

Ahora demostremos la segunda parte del lema. Sea {B,},en una su-
cesién en 2%, tal que B, C A,, para cada n € N. Si, para cada n € N,
tomamos xz,, € B,, C A,, entonces, por la primera parte de la demostracion,
se cumple que lim z,, = p. Esto implica, por el Lema 1.89, que p € liminf A,,.
Supongamos que y € limsup A,. Aplicando el Lema 1.89, obtenemos una
sucesion {y, }nen en X, tal que para cada n € N se tiene que y, € A, y
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alguna subsucesién de esta serie converge a y. Por la primera parte de la
demostracién, se satisface que lim y, = p. Como escogimos arbitrariamente
a y € limsup A, lo anterior implica que limsup 4,, C {p}. Por lo tanto,
{p} C liminf A,, C limsup 4,, C {p} o, equivalentemente, lim A,, = {p}.
Esto concluye esta demostracién. O

Hasta aqui se ha tratado con resultados relacionados con una estructura
métrica del conjunto 2% y la convergencia en él con dos tipos equivalentes
de limites. Ahora, se presentan los hiperespacios que son el tema central de
este trabajo (y un hiperespacio més, que aunque no es estudiado en este
trabajo, resulta conveniente tener una notacién para él).

Definicion 1.92. Sean X un espacio métrico y n € N. Denotamos
Cn(X)={A €2¥ : A tiene a lo mis n componentes},

F(X)={Ae€2¥ : A tiene exactamente un punto}.

A C,(X), dotado de la métrica de HausdorfF (relativa a 2X), se le llama
el n-ésimo hiperespacio de X.

El primer resultado sobre C),(X) establece que éste siempre es un con-
tinuo, cuando X también lo es. En la demostracién de este hecho se utiliza
una propiedad del hiperespacio 2% més fuerte que la arco conexidad. Para
enunciar dicha propiedad se requiere la siguiente definicion.

Definicién 1.93. Sea X un continuo. Un arco « : [0,1] — 2% es un arco
ordenado en 2¥ si para cualesquiera s,t € [0,1] con s < ¢ se cumple que
h(s) C h(t). Decimos que « va de A a B o, equivalentemente, que es un arco
ordenado de A a B, si «(0) = Ay a(l) = B.

Teorema 1.94 ([19], Lema 1.8). Sea X un continuo. Si A y B son elementos
distintos de 2%, entonces existe un arco ordenado en 2% que va de A o B
st, y sdlo si, A C B y cada componente de B intersecta A.

Teorema 1.95. Sean X un continuo y n € N. Entonces, los hiperespacios
2% y O, (X) son continuos arco conexos.

Demostracién. Demostremos primero que 2% es compacto. Para tal efecto,
sea {Ap}nen una sucesién en 2%, Queremos probar que esta sucesién tiene
una subsucesién convergente en 2%. Como X es un espacio métrico y com-
pacto, X es segundo numerable. Sea {Uy, Us, ...} una base numerable para
X. Definimos la coleccién de sucesiones {ir : N — N |k € N} como sigue (en
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este desarrollo utilizaremos la siguiente notacion para las sucesiones: una
sucesién en el conjunto A es una funcién de N en A y, dada una sucesién r
en A, una subsucesiéon de r es una composicién r o ¢, donde ¢ es una fun-
cién inyectiva de N en N). Hagamos i3 = Idy (la funcién identidad en N).
Supongamos que hemos definido 75, para cada s < k. Sea jp = i1 0+ 0 .
Definimos ;41 de la siguiente manera:

() Si existe una subsucesion jy or de j, tal que Uy Nlimsup A, o) = 0,
entonces hacemos i1 = r. Obsérvese que podemos suponer que x41
es estrictamente creciente.

(ee) Si toda subsucesién jj, o r de j, cumple que Uy, Nlimsup A;, o) # 0,

JEOor
entonces sea ix41 = Idy.

Consideremos la sucesién t dada por t(k) = jix(k), para cada k € N.
Obsérvese que, dada m € N, si Kk > m + 1, entonces jp = i1 0--- 01 =
Jm © tm+41 © - -+ 0 1. Esto implica que ji es una subsucesion estrictamente
creciente de j,,. Més ain,

ttn+1) = junr1(n+1) = jm(Imyr1 0 - 0dng1(n+1)) y
)=

ttn+1)=jpr1(n+1 in(int1(n+1)) > jn(n+1)

> jn(n) = t(n).

Como esto ocurre para cualesquiera n,m € N con n > m y, ademds, t(m) =
Jm(m), tenemos que {t(n)}>2, . es una subsucesién estrictamente creciente
de {jm(n)}tnen-

Mostraremos que la sucesion { A, }nen s convergente en 2X . Suponga-
mos, por el contrario, que esto no sucede. Por el Teorema 1.90, {At(n)}neN
no converge segin la Definicién 1.87. Como liminf A;,,) C limsup Ay(,), lo
anterior implica que existe p € lim sup Ay(,,), tal que p ¢ lim inf A;,,. Luego,
existe una vecindad V de p en X, tal que una cantidad infinita de elementos
de {Ayn)tnen no intersecta a V. Sea s € N, tal que p € Us C V. De esta
forma, podemos hallar una subsucesién estrictamente creciente t o ¢ de ¢,
tal que U N Ayoqny = 0. Obsérvese que t o g(n) > t(n), para cada n € N.
Asi, {toq(n)}22, es una subsucesion de {t(n)}5° . y, por el parrafo anterior,
de {js(n)}nen. Ademds, como X — Us es cerrado en X y para cualquier
n € N se cumple que A;pq(n) C X —V C X — Uy, aplicando el Lema 1.89,
se tiene que limsup Ayoq(n) C X — Us. Esto implica que {js(n) }nen satisface
(8) y, por ende, que Us Nlimsup A; ) = 0. Como {t(n)};2 ., es una
subsucesién de {js11(n)}nen, tenemos que limsup 4,y C limsup A
Asi, p € Ug N limsup A

js+1(n) .

Jeg1(n) = (). Esto es una contradiccién. Por tanto,
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{A¢(n)fnen es una subsucesién convergente de {A;}nen. Esto prueba que
2X es compacto.

Ahora, mostraremos que C(X) es compacto. Como 2% es compacto, bas-
ta probar que C(X) es cerrado en 2X. Para esto, sea {4, }nen una sucesién
en C(X), tal que lim A,, = A, para algin A € 2%. Queremos mostrar que
A es conexo. Supongamos, por el contrario, que A es disconexo. Sean B y
C subconjuntos cerrados y ajenos y no vacios de A, tales que A = BUC.
Como By C son compactos, tenemos que d(A, B) > 0. Sea € = %d(A, B).
Luego, si U = Ny(A,e) y V = Ny(B,e¢), entonces U y V son subconjuntos
abiertos y ajenos X, talesque AC UUV, ANUDB#0y ANV > C # 0.
Asi, A € (U, V). Como (U, V) es un subconjunto abierto de 2% (por el Teo-
rema 1.86), existe N € N, tal que, si n > N, entonces A, € (U, V). Como
A, CcUUV y A, es conexo, se cumple que A, C U o A, C B, para ca-
da n > N. De esta manera, existe una subsucesién {Ag, }nen de {4, }nen,
tal que cada uno de sus elementos esta contenido en U o cada uno de sus
elementos estd contenido en V. Como lim A, = A, aplicando el Lema 1.89
obtenemos que A C clx(U) C X =V 0o A C clx(V) C X — U. Esto con-
tradice el hecho que C C V y B C U. Por tanto, A es conexo y C(X) es
cerrado en 2%,

Por tltimo, demostraremos que 2% y C(X) son arco conexos. Para este
fin, sea A un punto en 2% distinto de X. Aplicando el Teorema 1.94 obtene-
mos un arco ordenado o en 2% de A a X. Supongamos que A € C,,(X). Sean
Aq,..., A las r componentes distintas de A. Sean B € a y C la familia de
componentes de B. Dado i € {1,...,7}, hagamos C; = {C € C: CNA; # 0}.
Obsérvese que A C B = [JC. Como A; C |JC; v A; es conexo, aplican-
do el Teorema 1.2, tenemos que |JC; es conexo. Asi, | JC; estd contenido
en alguna componente B; de B. Obsérvese que el subarco de a que va
de A a B es un arco ordenado en 2%. Luego, por el Teorema 1.94, se
cumple que AN C # (), para cada C € C. De esto tltimo, inferimos que
B=UCclUH{UGC :ie{l,...;r}} c U{Bi : i € {1,...,r}} C B. Por
tanto, B = J{B; : i € {1,...,r}}, B tiene a lo més r componentes y, en
consecuencia, B € Cy,(X). De esta manera, hemos probado que cada punto
en 2% puede ser unido a X por un arco contenido en 2% y que, si tal punto
es elemento de C'(X), entonces dicho arco estd contenido en C(X). Esto
prueba que 2% y C(X) son arco conexos y termina la demostracién de este
teorema. ]

Lema 1.96 ([3], Lema 2.2). Sean X un continuo, n € N y B un subcontinuo
de 2%, tales que BN Cy,(X) # 0. Entonces, |JB € Cp(X).

El siguiente lema expresa una propiedad que es de suma importancia,
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y es mencionada en multiples ocasiones en el Capitulo 3, porque afirma la
equivalencia de una propiedad entre un continuo y sus n-ésimos hiperespa-
cios. Esta equivalencia permite descartar muchos espacios en la bisqueda de
aquellos que tienen el mismo n-ésimo hiperespacio. Antes, se necesitan los
siguientes dos lemas.

Lema 1.97. Sean X y Y espacios topoldgicos. Si X es localmente conexo y
f: X =Y esuna funcion continua, cerrada y sobreyectiva, entonces Y es
localmente conexo.

Demostracion. Por el Teorema 1.13, basta demostrar que las componentes
de cada subconjunto abierto de Y son abiertas en Y. Para tal fin sean U
un subconjunto abierto de Y y C una componente de U. Asimismo, dada
cualquier x € f~1(C), sea K, la componente de f~1(U), tal que x € K,.
Como f es continua f~1(U) es abierto en X. Aplicando el Teorema 1.13, se
tiene que K, es abierto en X. Por otro lado, también por la continuidad de
f, se cumple que f(K,) es conexo. Asi, y como f(z) € CN f(K,), tenemos
que f(K;) C C. Estoes, K, C f~!(C). De esta forma, se obtiene la igualdad

FHO) = J{Ke iz e FHO))

Por tanto, f~!(C) es abierto en X. Ademds, como f es sobreyectiva, se
satisface que f(X — f71C)) = f(X) — f(f71(C)) =Y — C. Como f es
cerrada, se sigue que Y — C es cerrado en Y; es decir, C es abierto en Y.
Esto concluye la prueba. O

Lema 1.98. Sea X un continuo y sean Aq, ..., Ay, subcontinuos de X, con
m € N. Entonces, (Ai1,...,Amn)1 es un continuo arco conexo.

Demostracion. Si (Ay,...,Ap)1 es el conjunto vacio o consta de un so-
lo punto, la afirmacién es trivial. Supongamos entonces que (Aq, ..., Apn)
consta de méds de un punto. Sea B € (Aj,...,Ap)1 con B C C don-
de C = JU{A4; : i € {1,...,m}}. Obsérvese que A; N B # (), para cada
i € {1,...,m}. Aplicando el Teorema 1.2, tenemos que C' es conexo. Como
C es la unién finita de cerrados de X, tenemos que C' es cerrado en X. Asi,
C' es un continuo con C' € (Ay,..., Ap,)1. Procediendo como en la prueba del
Teorema 1.95 para el caso Cy,(X), obtenemos un arco ordenado « en C(X)
que va de B a C. Obsérvese que, para cualesquierai € {1,...,n}y D € a, se
cumple que DNA; D BNA; # 0y que D C C. Por tanto, D € (Ay,..., An)
yaC (Ay,...,Apn)1. Asi, a es un arco en (Aq,..., Ay)1 que une B con C.
Como B es arbitrario y C' es fijo, concluimos que (4j,...,A;,)1 es arco
conexo. Con esto terminamos la demostracion de este lema. O
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Teorema 1.99. Si X es un continuo, entonces Cy(X) es localmente conexo
st, y solo si, X es localmente conexo.

Demostracién. Supongamos que C,(X) es localmente conexo. Sean z € X
y U un subconjunto abierto de X, tales que x € U. Obsérvese que (U),, es
una vecindad de {z} en C,(X). Luego, por hipétesis, existe un subconjunto
abierto y conexo U de Cy,(X), tal que {z} € 4 C (U),. Por el Teorema 1.86,
existen m € Ny Vi,...,V,, subconjuntos abiertos en X, tales que {z} €
Vi, Vi) C 8tk Sea V = (2 Vi. Obsérvese que x € V y V es abierto en
X. Ademds, como para cada y € V se tiene {y} € (V1,...,Vy)n, se cumple
que V. UWi,.... Vi) € U € UY{U), = U. Asi, z € intx(UU) C
JU C U. Por otro lado, {z} € 4N C(X) asi que, por el Lema 1.96, | J4l es
conexo. Por lo tanto, X es conexo en pequeno en x. Como la eleccién de x
fue arbitraria, concluimos que X es conexo en pequeno en cada uno de sus
puntos. Aplicando el Teorema 1.29, se tiene que X es localmente conexo.
Reciprocamente, supongamos que X es localmente conexo. Demostre-
mos primero que C(X) es localmente conexo. Sean A € C(X), k € Ny
Ui, ..., U, una coleccién finita de subconjuntos abiertos de X, tales que
A € (Uy,...Ug)1. Como X es localmente conexo y métrico, para cada z € A,
existe un subconjunto abierto y conexo V,, de X, tal que sii € {1,...,k} es
cumple que z € U;, entonces z € V,, C clx (V) C U;. Como A es compacto,
existen m € Ny x1,...,2, € A, tales que A C J", V;,. Ademds, para
cada i € {1,...,k}, podemos tomar x,,; € AN U;. Aplicando de nuevo
que X es localmente conexo y métrico obtenemos un subconjunto abierto
y conexo V de X, tal que xp1s € Vi C clx(V, ) C U;. Obsérvese

m-1i Tm+i
que, para cad; i€{1,...,m+ Kk}, se tiene que ch(VgCZ.Sr es un subcontinuo
de X yque Ae (Vpy,..., Ve, 01 C(clx(Vay), ... clx(Va,,, .. ))1- Aplicando
el Lema 1.98, obtenemos que el conjunto U = (clx(Vi,),...,clx(Va,, . ))1
es conexo. Ademsds, si B € U, entonces B C U?:{k clx (Vy,) C Ule Uy,
para cada i € {1,...,k}, se tiene que BNU; D BNelx (Va,,.;) # 0; es decir,
B e (Uy,...Ug)1. Asi, B C (Uy,...Ug)1. Por tanto, ¥ es una vecindad cone-
xa de A contenida en (Uy,...Ug)1. Se sigue del Teorema 1.86, que C'(X) es
conexo en pequeno en A. Como la eleccién de A fue arbitraria, concluimos
que C(X) es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos. Aplicando el
Teorema 1.29, obtenemos que C'(X) es localmente conexo.
Consideremos la funcién ¢ : (C(X))" — Cp(X) dada por

m+i

(Aseo An) -5 | 4
=1

Por el Teorema 1.104, se tiene que 1 es continua. Ademads, 1 es sobreyectiva
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pues, dado B € Cy(X), si By,..., By son las componentes de B, entonces
kE<nyyBi,...,Bp) = Ule B; = B. Y como (C(X))" es compacto y
Cpn(X) es Hausdorff, ¥ es cerrada. Aplicando el Lema 1.97, obtenemos que
Cpn(X) es localmente conexo. O

Lema 1.100. Sean X un continuo con métrica d, A,B € 2% ye > 0. Si
Hy(A, B) < e yC esun subconjunto no vacio de A, entonces BONy4(C,¢e) #
0.

Demostracion. Sea ¢ € C. Como C C A C N4(B,e¢), existe b € B, tal que
¢ € By(b,e). Asi, d(b,c) < €y, por tanto, b € By(c,e) C N4(C,¢). Por lo
tanto, BN Ng(C,e) # 0. O

1.6.2. Funciones

En este apartado se estudian algunas funciones que estan relacionadas
con los hiperespacios 2% y C,,(X) (v F(X)) las cuales se obtienen a partir
de funciones en el espacio subyacente X y de la unién comin de conjuntos.
Las primera funcién que se analiza (Teorema 1.101) provee de los homeo-
morfismos naturales que surgen entre los hiperespacios correspondientes de
espacios homeomorfos (Corolario 1.102).

Teorema 1.101. Si f: X — Y es una funcion continua entre los espacios
métricos X yY, entonces la funcién f* : 2% — 2Y dada por

AL pa
es continua y f*(Cp(X)) C Cp(Y), para cualquier n € N.

Demostracion. En primer lugar, f* estd bien definida pues, para cada A €
2% como A es compacto y f es continua, se tiene que el conjunto f*(A) =
f(A) es compacto y f*(A) € 2¥.

Ahora mostremos que f* es continua. Para ello, fijemos A € 2% y sea
Ui, ..., U una coleccién de subconjuntos abiertos de Y. Afirmamos que

() (UL UR)) = (N0, fHUR))-

En efecto, supongamos primero que A € (f*)~"1((Uy,...,U)). Luego, el
conjunto f*(A) = f(A) es elemento del vietérico (Ui, ...,Us) o, en otras
palabras, f(A) C Ule U; y, para cada i € {1,...,k}, se cumple que f(A)N
U; # 0. Esto implica (por propiedades de los conjuntos tinicamente) que
AC f_l(Uf:1 U,) = Ule Y U;) y que AN f~Y(U;) # 0, para cada i €
{1,...,k}. Como A € 2% se tiene que A € (f~1(Uy),..., f~1(Up)).
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Reciprocamente, supongamos que A € (f~Y(Uy),..., f~1(Uy)). Luego,
AcC Ule f~HU;) y, paracadai € {1,...,k}, se cample que ANf~1(U;) # 0.
Se deduce de esto (de nuevo inicamente por propiedades de los conjuntos)
que f(A) C f(U f71 W) = Uy FUFHT) € Uiy U y que f(A) N
U; # 0, para cualquier i € {1,...,k}. Como f*(A) = f(A) es elemento de 27,
seguin vimos unas lineas atras, lo anterior implica que f*(A) € (U, ..., Ug).
Ast, A e (f*)71((Uy,...,Uy)). Esto prueba nuestra afirmacién.

Como f es continua, cada f~!(U;) es abierto en Y. De esta manera,
tenemos que la imagen inversa de cada vietérico de subconjuntos abiertos
de Y bajo f* es un vietdrico de subconjuntos abiertos de X. Aplicando el
Teorema 1.86 tanto a X como a Y, deducimos que f* es continua.

Tomemos ahora A € C,(X). Sean C1,...,C, las componentes de A,
con r < n. Como f es continua, tenemos que f(C;) es un subconjunto
conexo de Y, para cada ¢ € {1,...,7r}. Ademads, f(A) = f(U{Ci : i €
{1,....r}}) = U{f(C;) : i € {1,...,r}}. Como cada f(C;) esta contenido
en una componente de f(A), se sigue que f(A) tiene a lo mas r componentes.
Por tanto, f(A) € Cr,(Y) y f(Cn(X)) C Cp(Y). Esto concluye la prueba del
teorema. O

Corolario 1.102. Dados X y Y continuos yn € N, si X es homeomorfo a
Y, entonces 2% es homeomorfo a 2¥ y C,(X) es homeomorfo a C,,(Y). Mds
atn, si f: X =Y es un homeomorfismo, entonces la funcion f* : 2% — 2V
dada por

A 1)
es un homeomorfismo y f*(Cr(X)) = Cr(Y).

Demostracion. Sean fy f* como en el enunciado del corolario. Demostremos
primero que f* es un homeomorfismo. Por el Teorema 1.101, tenemos que
f* es continua. Por otro lado, dados Ay, Ay € 2% con f*(4;) = f*(A2), se
cumple que f(A1) = f(Az). Aplicando la inyectividad de f se obtiene la
igualdad A; = As. Por tanto, f* es inyectiva.

Fijemos B € 2%. Luego, B es un subconjunto compacto de X y, por la
continuidad de f~!, el conjunto f~!(B) es un subconjunto compacto de X.
De este modo, f~(B) € 2¥X. Adem4s, considerando que f es sobreyectiva,
se sigue que f*(f~1(B)) = f(f~1(B)) = B. Asi, f* es sobreyectiva. Esto
prueba que f* es una biyeccion y, mas aun, que existe la funcién inversa de
f*; es decir, (f*)71:2Y — 2%y estd dada por

*\—1
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Esto implica, en particular, que (f*)~! = (f~1)* (donde (f~!)* se define de
forma andloga a como lo hicimos con f*). Aplicando de nuevo el Teorema
1.101, pero esta vez a la funcién f~!, obtenemos que (f~!)* es continua.
Por lo tanto, f* es un homeomorfismo y 2% es homeomorfo a 2.
Mostremos la tltima relaciéon del enunciado del teorema. Aplicando el
Teorema 1.101 a las funciones f y f~!, obtenemos las contenciones

F(Cu(X)) C Cu(Y) 5 (f71)(Cu(Y)) € Cu(X).

Por la dltima igualdad del parrafo anterior, esta tultima contencién es equi-
valente a que (f*)~1(C,(Y)) C Cn(X) o, dicho en otros términos, a que
Cn(Y) C fH(Cnh(X)). Por tanto, f*(Cr(X)) = Cpn(Y) v Cpn(X) es homeo-
morfo a Cy,(Y'). Con esto terminamos la prueba del corolario. O

De forma similar al homeomorfismo dado en el Corolario 1.102, es posi-
ble proporcionar un homeomorfismo definido de una forma natural para el
hiperespacio F'(X).

Teorema 1.103. Sea X un espacio métrico. Entonces, la funcion f: X —
F(X) dada por x SR {z}, es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea Uy, ..., U, una coleccion finita de subconjuntos abiertos
de X. Se tiene que

FY UL, ... U N F(X)) = {:UGX:{x}CU{Uizie{l,...,n}}y
{z}NU; # 0, para cada j € {1,...,n}}
=({Uizie{1,...,n}}.

Como ({U; :i € {1,...,n}} es abierto en X, se sigue del Teorema 1.86 que
f es continua. Adema4s, es inmediato que f es biyectiva.

Mostremos que f es abierta. Para esto, tomemos un subconjunto abierto
U de X. Tenemos que

F(U) = {{z} € F(X) :z € U} = (U) N F(X).

Como (U)NF(X) es abierto en F'(X) (por el Teorema 1.86), concluimos que
f es abierta y que f es un homeomorfismo. Esto finaliza la demostracién. [

Ahora se muestran algunos resultados de funciones relacionadas con
uniones de elementos de hiperespacios. El primero de ellos aborda unio-
nes finitas y resulta de utilidad en la prueba de los Teoremas 1.107, 2.1 y
3.41.



54 Preliminares

Teorema 1.104. Dado cualquier espacio topologico X y cualquier nimero
natural n, la funciéon ¢ : (2X)" = 2% dada por

(M., My) s | (M i € {1,...,n}},
es continua.

Demostracion. Por el Teorema 1.86, basta probar que la imagen inversa de
cualquier vietérico de subconjuntos abiertos de X bajo 1 es el producto de
vietéricos de subconjuntos abiertos de X. Sea C = {Uy, ..., U} una familia
finita de abiertos en X. Afirmamos lo siguiente:

e7He) = U A = (A As, o An) € G,

donde G es la familia de las n-adas (As,...,A;,), tales que cada A; # 0y
U{A; : i€ {1,...,7}} = C. Para probar esta afirmacion, sea (Bj,...,By) €
Y H(C)). Luego, {Bi:i€ {l,...,n}} cUCyU{Bi:ie{l,....,n}}N
U # 0, paracada U € C. Dadoi € {1,...,n},sea A; = {U € C: UNB; # (}.
Obsérvese que B; C |JA;, y BiNU # 0, para cada U € A;. Asi, B; € (A;).
Por otro lado, cada elemento de C intersecta a (J{B; : i € {1,...,n}},
asi que C = |J{A; : i € {1,...,n}}. De esta forma, (Ay,...,4,) € G.
Esto prueba la contenciéon hacia la derecha. Para mostrar la contencion
restante, sean (A1,...,4,) € Gy (Bi,...,By) € [[1(Ai). Luego, | {B; :
ie{l,...,n}} cUH{UAi : i€ {1,...,n}} = JC. Ademés, dada U € C,
existe 7 € {1,...,n}, tal que U € A;. Como B; € (A;j), tenemos que
UNnW{Bi:ie{l,....n}} DUNB; #0. Asi, [ {B;:i€{1,...,n}} € (C);
es decir, (By,...,By,) € ¥ 1((C)). Esto prueba la segunda contencién y
concluye la demostraciéon de este teorema. O

La funciéon que se acaba de presentar en el resultado anterior propor-
ciona un homeomorfismo para ciertos subconjuntos de 2%. Para expresar
dichos conjuntos, lo cual se hace en el Teorema 1.107, se realiza la siguiente
definicion.

Definiciéon 1.105. Sean X un espacio topolégico y U y V subconjuntos de
X. Decimos que U y V son mutuamente separados en X si UNclx (V) =0
y clx(U)NV = .

Observacién 1.106. Dado un espacio topolégico, si Uy, ..., U, es una co-
leccion finita de conjuntos mutuamente separados por pares en X y A €
(Uy,...,Uy), entonces A tiene a lo menos una componente contenida en U,
para cada i € {1,...,n}.
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Para continuar con el siguiente resultado, nétese que la unién de n sub-
conjuntos conexos de X tiene a lo mas n componentes. Asi, la funcién del
Teorema 1.104 puede ser restringida a ¢ : C(Y1) x C(Ya) x --- x C(Yy) —
Cpn(X), donde Y1,Ys,....Y, € C(X). Es posible decir un poco més.

Teorema 1.107. Sean X un continuo, n € N y {A1,..., Ay} una familia

de conjuntos mutuamente separados por pares en X. Entonces, la funcion
Y

¢ [172, C(As) — (Ai, ..., Am)n dada por (M, ..., M,) — Ui, M;, es

un homeomorfismo.

Demostracion. Por el Teorema 1.104, ¢ es continua. Para demostrar que ¢ es
inyectiva, tomemos M7, N1 € C(A;), My, Ny € C(A3), ..., My, N, € C(A,)
con Uiy M; =J; N;. Dado i € {1,...,n}, como A;NM; C A;iNA; =10
y AiNN; C AjNAj =0 para j # iy M;, N; C A;, tenemos M; = N;. Por
tanto, ¢ es inyectiva.

Mostremos que v es sobreyectiva. Sea H € (A1, Ag, ..., Ay)n. Se tiene
que, paracada i € {1,...,n}, HNA; #0; H C |J;_, A, y H tiene a lo mds
n componentes. Luego, como {41,..., A, } es una familia finita de conjuntos
mutuamente separados dos a dos en X, se sigue que Hy = H N A1, Hy =
HnNAs,...,H, = HN A, son las n componentes distintas de H. Obsérvese
que, como H es cerrado en X, cada H; es cerrado en X y, por consiguiente,
en A;. Asi, para cada i, H; € C(4;), y v(Hy,Hs,...,H,) = H. Por tanto,
1) es sobreyectiva.

Por tltimo, probemos que ¥ ~! es continua. Obsérvese que, del parrafo
anterior, se desprende que ¥ (H) = (HN Ay,...,H N Ay), para cada H €
(A1, ..., Apn)n. Asi, basta mostrar que, dada cualquier ¢ € {1,...,n}, la
funcion

0: (A1,...,An)n — C(A;) dada por H s H N A;,

es continua. Para esto, sea Uy, ..., U, una coleccién finita de subconjuntos
abiertos de A;. Sea U = (Ay,..., Ai—1,Ait1,-.., Ap, U1, ..., Ug)p. Afirma-
mos lo siguiente

971(<U1, ce Uk>1) =.

Para probar esta igualdad, supongamos que H € 0~ '((Uy,...,Ug)1).
Luego, H € (Ai,...,An)n y HNANU; = 0(H)NU; # 0, para ca-
da j € {1,...,k}. Ademds, HNA; C U{U; : j € {1,...,k}} y H C
U{A] 1 J € {1,...,71}}. Asi, H C U{Al,...,Ai_l,AH_l,...,An,Ul,...,Uk}
y H € 0. Reciprocamente, supongamos que H € 0. Se tiene que H N
A;NU; = HNUj # 0, para cada j € {1,...,k}. Como los A; son ajenos,



56 Preliminares

tenemos que H N A; C A; N U{Al, ces Ai1, Ay AR UL Uk} =
(U{U1,...,Ux}. En consecuencia, H N A; € (Uy,...,U)1. De esta manera,
H € 0=Y((Uy,...,Ug)1). Esto prueba la igualdad.

Por otro lado, dada j € {1,...,n}, como los A, estdn separados mutua-
mente en X por pares, se tiene que A; C X — (J{clx(4,) :re{l,...,n} —
{j}}. Ademas,

<X—U{c1X(AT):re {1,...,n}—{j}}> N J{As s e {1,...,n})
:U{(X—U{Clx(Ar)iTE {1,...,n}—{j}}) NAg:s € {1,...,n}}
= (X—U{Clx(AT) cre{l,...,n} —{J}}) NA; = Aj.

En esta forma, A; es un subconjunto abierto de (J{As : s € {1,...,n}}.
Como U, es abierto en A;, se sigue que U, también es abierto en | J{As: s €
{1,...,n}}, para cada r € {1,...,k}. Luego, U es abierto en C(|J{A, :
r € {1,...,n}}). Por tanto, U es abierto en (Ai,...,Ap)n (pues U C
(A1, ..., Ap)n C C(U{As : s € {1,...,n}})). Asi, se concluye que 6 es

continua y que v es un homeomorfismo. O

En el siguiente teorema se muestran algunas propiedades de la funcién
unién sobre subconjuntos de 2% . Este resultado es de utilidad en las pruebas
de los Teoremas 2.14 y 3.8.

Teorema 1.108. Sea X un continuo. Entonces, se satisface lo siguiente:
(1) Si A es un subconjunto cerrado y no vacio de 2%, entonces | JA € 2%.

(2) Para cualesquiera A, B € 2% se cumple que Hy(J A,|UB) < Hy, (A, B).

(3) La funcion W : 22% 2X | dada por A N U A, es continua.

Demostracion. Para probar (1), basta mostrar que | J.A es cerrado en X.
Para esto, sea {x, },en una sucesién en (J A, tal que lim x,, = x, para algin
x € X. Luego, para cada ¢ € N, existe A; € A, tal que z; € A;. Como
2% es compacto, existe una subsucesion {4y, }, € N de {4, }nen, tal que
lim Ay, = A, para algin A € 2X . Como A es cerrado en 2%, se tiene que A €
A. Obsérvese, ademds, que x = limzy, y limzy, € liminf Ay =1im Ay ; es
decir, z € A. Asi, x € | A. Esto prueba que |J A es cerrado.

Ahora veremos (2). Sean A y B elementos de 22° Por (1), tenemos que
UA,UB e 2¥.

Sea £ > 0, tal que Hy, (A, B) < e. Probaremos que Hy(JA,UB) < e.
Para tal efecto, sea, § > 0, tal que Hy,(A,B) <6 < e,y z € |JA. Luego,
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existe A € A, tal que x € A. Como A C Ng,(B,0), existe B € B, tal que
Hy(A, B) < 4. Esto ultimo implica que A C Ny(B, ), asi que d(z,y) < 9,
para algun y € B. Como y € |J B, tenemos que z € Ng(|JB,9). Asi, |JA C
N4(U B, 9). De manera similar, obtenemos que | J B C Ng(|J A, 9). Por tanto,
H;(UAUB)<d<e.

Si Hy,(A,B) < Hq(lJ A, B), entonces, por el parrafo anterior, se tiene
que Hy(JUA,UB) < Hy(U A,UB), lo cual es una contradiccién. Por tanto,
Hy(UAUB) < Hy, (A, B).

El inciso 3 es una consecuencia inmediata de (2) (porque, para cualquier
e >0, st Hy, (A, B) < ¢, entonces Hy(|JA,UB) < ¢). Esto concluye la
prueba del teorema. ]

1.6.3. Modelos de Hiperespacios

En este apartado se construyen modelos geométricos para el hiperespa-
cio de subcontinuos tanto del arco como de la curva cerrada simple y para
el segundo hiperespacio del arco. Asimismo, después de probar que tales hi-
perespacios son n-celdas, para una n apropiada en cada caso, se halla una
expresion de la frontera variedad de estos espacios en términos de alguna
propiedad que cada uno de sus puntos posee individualmente. Asi, esta sec-
cién se aboca practicamente a probar los Teoremas 1.110, 1.113 y 1.115
(ademés de los Corolarios 1.111 y 1.116).

Para probar los Teoremas 1.110 y 1.113, resulta de utilidad el siguiente
lema.

Lema 1.109. La funcion f : R? — C(R) dada por

(a,b) L [a,b]
es continua.

Demostracion. Para demostrar que f es continua, tomemos € > 0 y puntos
(ag,bo), (a1,b1) en R? con ||(ag, bo) — (a1,b1)|| < &. Tenemos que

lag — a1| < |[(ao, bo) — (a1,b1)| <e.

Similarmente, |by — b1| < €.
Asi,
a1 — € < aop, ag — e < ag,
bo<bi+e y b1 < by + .
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De esta manera,

[ao,bo] C (a1 — &, by + 6) = N(E, [al,bl]) y
[al,bl] C (ao — &, bo + 6) = N(E, [ao,bo]).

Por tanto, H(f((ao,b0)), f((a1,b1))) < e. Asi, se concluye que f es con-
tinua. ]

El primer modelo de hiperespacio que se construye es el de los subcon-
tinuos de un arco, lo cual se hace en el siguiente teorema.

Teorema 1.110. Si X es un arco, entonces C(X) es una 2-celda, 0C(X) =
F(X)UC(X,p) UC(X,q), donde p y q son los puntos extremos de X.
Ademds, sir € {p,q}, entonces C(X,r) es un arco con puntos extremos {r}
y X y C(X,r)U F1(X) es un arco con puntos extremos {s} y X, donde

se{p,q} —{r}.

Demostracion. Demostremos primero el caso en que X es el intervalo cerra-
do [0,1]. Obsérvese que cualquier subintervalo de [0, 1] es un elemento de
C([0,1]) y que, si A es un subcontinuo de [0, 1], entonces A es un subin-
tervalo cerrado de [0, 1]; es decir, existen a,b € [0,1] con a < b, tales que
A = [a,b]. De esta manera, si T = {(a,b) : 0 < a < b < 1}, entonces
podemos considerar la funcién f: T — C([0, 1]) dada por

(a,b) L [a, b]

la cual, ademas, es sobreyectiva. También, por el Lema 1.109, f es continua.
Més aun, si (ag,bo), (a1,b1) € T son tales que [ag,by] = [a1,b1], entonces
ap < a1 < agy by < by < by; es decir, (ag,bp) = (a1,b1). Por tanto, f es
inyectiva. De este modo, f es una biyeccién continua. Como T' es compacto
y C([0,1]) es un espacio Hausdorff, se tiene que f es un homeomorfismo.

Por otro lado, como T es convexo, cerrado y acotado en R?, por el Teore-
ma 1.60, se cumple que T es una 2-celda. Ademas, el Lema 1.59 nos asegura
que

OT = Frgn (T) = ({0} x [0,1]) U ([0,1] x {1}) U{(a,a) : a € ]0,1]}.
Aplicando el Teorema 1.57, obtenemos que

oC([0,1]) = f(oT)
={[0,a] : a € [0,1]}U{[a,1] : a € [0,1]} U{{a} : a € [0,1]}
= C([0,1],0) U C([0,1],1) U Fy ([0, 1]).
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Obsérvese que f~1(C([0,1],0)) = f~1({[0,a] : @ € [0,1]}) = {0} x [0,1].
Como este tltimo conjunto es un arco con puntos extremos (0,0) y (0,1),
tenemos que C([0,1],0) es un arco con puntos extremos f((0,0)) = {0} y
f£((0,1)) =[0,1]. Por el Teorema 1.103, Fi ([0, 1]) es un arco con puntos ex-
tremos {0} y {1}. Ademas, {0} es el uinico elemento singular de C([0, 1],0); es
decir, F1(]0,1])NC([0,1],0) = {{0}}. Por consiguiente, F; ([0, 1])NC([0, 1], 0)
es un arco con puntos extremos {1} y [0, 1]. De manera semejante, se puede
probar que C(]0,1],0) es un arco con puntos extremos {1} y X. Con esto
terminamos la prueba para el caso del arco [0, 1].

Ahora probaremos el caso en que X es un arco cualquiera. Sean h :
[0,1] — X un homeomorfismo y p = h(0) y ¢ = h(1) los puntos extremos
de X. Por el Corolario 1.102, la funcién h* : C([0,1]) — C(X) dada por

A h(A) es un homeomorfismo. De esta manera, C'(X) es una 2-celda
y, por el Teorema 1.57, tenemos que 90X = h(9C([0,1])). Obsérvese que
A € C(]0,1],0) implica que 0 € A, h(0) € h(A) = h*(A); es decir, p = h(0) €
h*(A). Asi, h*(C(]0,1],0)) C C(X,p). La contencién reciproca se obtiene de
la misma manera. Por tanto, h*(C([0,1],0)) = C(X,p). Similarmente, se
puede probar que h*(C([0,1],1)) = C(X,q) y h(F1([0,1]) = F1(X). Asi, se
concluye que 0X = C(X,p) UC(X,q) U Fi(X).

Por dltimo, tomemos r € {p, ¢}. Obsérvese que
C(X,r) = r*(C([0,1],A71(r)) v Fi(X) = h*(Fi([0,1]).

Como h~Y(r) € {0,1}, tenemos, por lo anteriormente demostrado para
[0,1], que C(X,r) es un arco con puntos extremos h*({h~1(r)}) = {r}
y h*([0,1]) = X y que C(X,r) U F1(X) es un arco con puntos extremos
R*({h=1(s)}) = {s} y h*([0,1]) = X, donde s € {p,q} — {r}. Esto concluye
la prueba del teorema. O

La Figura 1.5 muestra el modelo construido en el Teorema 1.110.
El siguiente corolario, del Teorema 1.110, se emplea en la prueba del
Corolario 1.112.

Corolario 1.111. Si X es un espacio topolégico homeomorfo al interva-
lo (0,1] o al intervalo (0,1), entonces C(X) es una 2-variedad conexa y

9C(X) = Fi(X) UC(X, E(X)).

Demostracion. Sea f : X — [0,1] un encaje con f(X) = (0,1) o f(X) =
(0,1]. Obsérvese que f(X) es un subconjunto abierto de [0,1] y C(f(X)) =
(f(X))1 es un subconjunto abierto de C([0,1]). Ademés, por el Teorema
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h1({1)

B ({0})

Figura 1.5: Modelo geométrico para C(I).

1.110, C([0, 1]) es una 2-celda y, por consiguiente, es una 2-variedad. Aplican-
do el Teorema 1.66, tenemos que C(f(X)) es una 2-variedad y 0C(f(X)) =
C(f(X)) noC(]0,1]). Por el Corolario 1.102, la funcién f* : C(X) —

C(f(X)) dada por A EAR f(A) es un homeomorfismo. Por el Teorema 1.57
tenemos que f*(0C (X)) = 0C(f(X)). Por tanto, y aplicando el Teorema
1.110, se tiene lo siguiente:

fH(oC(X)) = C(f(X)) noc([o,1]))
fFX))n (o, 1,0) uC([o,1], 1) U F1([0, 1]))
f(X),0)UC(f(X), 1) U I (f(X))
f(X),{0, 13 0 f(X)) U F1(f(X)).
Asi,
0C(X) = (f)7HC(F(X),{0,1} N f(X)) U F(f(X)))
={AeC(X): f(A)n{0,1} # 0} U Fi(X)
={AcC(X): Anf1({0,1}) # 0} U Fy(X).
Obsérvese, ademas, que, por el Teorema 1.24, E(f(X)) = E([0,1]) N
f(X)={0,1} N f(X). De esta manera, y como f : X — f(X) es un homeo-
morfismo, E(X) = fH(E(f(X))) = f~({0,1} N (X)) = f1({0,1}). Por

tanto,
IC(X)={AeC(X): ANE(X) #£0}UF(X)

= O(X, E(X)) U F1(X).
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Esto concluye la demostracién de este corolario. O

Un segundo corolario al Teorema 1.110 es de gran utilidad en las pruebas
del Teorema 2.18 y del Lema 3.39.

Corolario 1.112. Si X es un continuo y U,V son subconjuntos abiertos de
X ajenos entre si, tales que cada uno de ellos es homeomorfo al intervalo
(0,1] o al intervalo (0,1), entonces (U, V)2 es una 4-variedad conexa y

U, V) ={U € (U,V) : U tiene una componente degenerada o

U contiene un extremo de U o de V'}.

Demostracion. Por el Teorema 1.107, la funcién h : C(U)xC(V') — (U, V)a,

dada por (A, B) s AUB , es un homeomorfismo.
Obsérvese que, por el Corolario 1.111, 9(U); y 9(V)1 son 2-celdas y

AN, = dC(U) = F(U) U C(U, E(U)

)y
(V)1 =0C(V)=F(V)UC(V,E(V)).

Por los Teoremas 1.57 y 1.66, tenemos que 9(U,V)y = 0h(C(U) x
C(V)) = h(C(U) x C(V))) = h((0C(U) x C(V)) U (CU) x 9C(V))).
De esta forma, y considerando que, para cada C' € (U, V), se cumple que
CNUyCNYV son las dos componentes de C, tenemos lo siguiente:

U, VYs =h((F1(U)UC(U,E(U))) x C(V)U
CU) x (R(V)uc(V, E(V))))
={AUBe(UV),: Ac F(U)UCWU,E(U))y BeC(V), o
AeCU)y Be R (V)UC(V,E(V))}
—{Ce(U,V)y:CNU € F(U)UCU,EU)) o
CNVeFR(V)UCV,E(V))}
={C € (U,V)y: A tiene una componente degenerada o

A contiene un punto extremo de U o de V'}.

Con esto concluye la prueba del corolario. O

Ahora se construye un modelo para el hiperespacio de subcontinuos de
las curvas cerradas simples.

Teorema 1.113. Si X es una curva cerrada simple, entonces C(X) es una
2-celda, 0C(X) = F1(X) vy, para cualquier p € X, se cumple que C(X,p) es
una 2-celda y 0C(X,p) = Frox)(C(X,p)) = {X, {p}}u{A € C(X): A es
un arco contenido en X y p es un punto extremo de A}.



62 Preliminares

Demostracion. En primer lugar, serd conveniente mostrar que las funciones
méx : 28 — Ry min : 28 — R (las funciones méximo y minimo de un
subconjunto cerrado y acotado de R, respectivamente) son continuas. Para
ello, sean A € 28 y ¢ > 0. Sea B € 2F, tal que H(A,B) < e. Luego,
ACN(B,e) Cy BC N(A,¢). Como B C [min(B), max(B)], se tiene que

A C N([min(B), max(B)],e) = (min(B) — e, méx(B) + ).

Similarmente, B C (min(A) — e,méx(A) + ). Asi, min(B) — ¢ < min(A)
y min(A) — e < min(B). Esto implica que —¢ < min(A) — min(B) < €; es
decir, | min(A)—min(B)| < €. De manera analoga, obtenemos que | max(A)—
méx(B)| < e. Por tanto, min y méx son continuas.

Demostremos primero el teorema para el caso en que X = S'. Sea f :

R — S! la funcién dada por x SN (cos(x),sin(x)). Para lo que sigue de esta
prueba, se acepataran y usaran tnicamente las siguientes propiedades de f:

(1) f es continua, sobreyectiva y tiene periodo 2;

(2) fliz,z+2m) es inyectiva;

f((z,z+2m))
(z,x+2m)

@) f(@+m) = fl@) =2,y

(5) si |o — y| <, entonces Y < || f(z) — f(y)];

(3) la funcién inversa de f| es continua;

en donde z, ¥, s, z son cualesquiera nimeros reales. Obsérvese que, dado ¢ €
R, como f es sobreyectiva y tiene periodo 27, se cumple que f([c,c+27)) =
S, Como fic42x) €s inyectiva, f((c,c+2m)) = S'—{f(c)}. Ademds, como
f(c) = f(c+2m), se cumple que f|(,12n €s inyectiva.

Tomemos A € C(S') — {S'}. Para cualquier b € R tal que f(b) ¢ A,
definimos el conjunto Kj* como sigue. Sea U (t) = (t,t+27), para cada t € R.

Como f|51_{f(b)} es un homeomorfismo y A C S* — {f(b)}, existe ini
U(b) y ) un unico

K C U(b), tal que f(K;') = A. Obsérvese que f@g“ es un homeomorfismo.
Asi, K. ,;4 es conexo y cerrado en R. Como K, 54 es acotado, se cumple que K, ,;4
es un intervalo cerrado. Mostraremos que el valor de méx(K;') — min(K;')
vy f(3(méx(K{) +min(K;))) no depende de b. Para ello, sea ¢ € R, tal que
fle) ¢ A. Sea D = {c+ 2k7 : k es un entero}. Obsérvese que los conjuntos
de la forma U (c+2km), con k variando en los enteros, son abiertos en R y su
unién es R — D. Ademaés, para cualesquiera enteros distintos i y j se cumple
que U(c + 2im) NU(c + 2jm) = 0. Luego, como Ki! no intersecta a D y es
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conexo, existe un entero ko, tal que K{‘ C U(c+ 2kom). Asi, —2kom + K,f‘ C
U(c). Como f tiene periodo 27, se tiene que f(—2kom + K1) = f(K{') = A.

Como f|51(;){f(c)} es un homeomorfismo, se tiene que —2kqm+ K = Kf. Por
tanto, min(K2') = min(—2kom + K{!) = —2kom + min(K;'). Similarmente,

max(K2) = —2kom + max(K;'). De este modo,

max(K7') — min(K{') = (2kor + méx(K2)) — (2kor + min(K2))
= méx(K) — min(K) Yy

= f(5(2kom + méx(K2) + 2kom + min(K2)))
= f(2kor + L(méx(KA) + min(K2)))
= f(3(max(KZ) + min(KZ))).

F(5(max(Kg') + min(K')))

Este hecho nos permite considerar las funciones « : C(S!) — {S1} —
[0,27) y pu: C(SY) — {S'} — S!, dadas por

A VS méx(K7') — min(K7)
At (b max(K}) + min(KP))),

donde b es un valor, tal que f(b) ¢ A, y K;* es un subconjunto de (b, b+ 27),
tal que f(K{') = A.

Demostraremos que o y p son continuas. Con este fin, sea { By, }nen una
sucesién en C(S') — {S'}, tal que lim B,, = B, para alguna B € C(S') —
{S'}. Sea ¢ € R, tal que f(c) ¢ B. Sean U = (c,c+2m) y V = St —
{f(c)}. Obsérvese que (V)1 es una vecindad de B en C(S'). De esta forma,
podemos suponer que B, € (V);, para cualquier n € N. Luego, a(B,) =
méx(KB») — min(KB») y p(B,) = f(3(mix(KP") + min(K5))). Como
fIt; es un homeomorfismo y K2 = (f|}})~1(By,), se tiene que lim K» =
(f|g)_1(B) = KB. Como méx, min y f son continuas, se cumple que

lim(méx(K") — min(K/")) = méx(KP) — min(KP) y

lim £( (méx(2) + min(5)) = £ (mix(KP) + min(2)).

Asi, lima(By,) = «a(B) y limu(B,) = wu(B). Esto prueba que a y p son
continuas. (Una manera de visualizar a p(A) y a(A), cuando A es no de-
generado, es como el punto medio del arco A y el dngulo medido desde el
origen que abre A, respectivamente).
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Obsérvese que 0 < a(A4) < 2r y 0 < 1 — 5-a(A) < 1. De esta forma,
podemos definir la funcién h : C(X) — {S1} — D? — {0} como sigue

A (1 La(A)u(A).

Es claro que h es continua. Mostremos que h es inyectiva. Sean A, B €
C(X) —{S!'}, tales que h(A) = h(B). Como ||u(A)| = |u(B)|| = 1, se tiene
que 1— La(4) = [h(A)| = [A(B)| = 1~ La(B) y, por ende, 11(4) = u(B).
Luego, si b,c € R son tales que f(b) € S' — Ay f(c) € S' — B, se tiene
que f(3(méx(K?) + min(K1))) = f(3(max(K2P) + min(KP))). Como f
tiene periodo 27 y su restriccién a [b,b 4 2j7) es inyectiva, para cualquier
entero j, la pentiltima igualdad implica que §(méx(K;') + min(K')) =
$(méx(KB) 4+ min(KP)) + 2jor, para algin entero jo. Luego,

max(K7') + min(K7') = max(KP) + min(K?) + 4jom.
Como también se tiene que a(A) y a(B) son iguales, obtenemos que
max(K7') — min(K7') = max(KP) — min(K5).

De las tltimas dos ecuaciones obtenemos que méx(K;') = max(KZ) +
2jor y min(K{') = min(KZ) + 2jor. Como K' = [min(K;), max(K{)]
y KB = [min(KP), mix(KP)], se cumple que K{* = 2jor + KB y A =
f(K{") = f(KB) = B. Esto prueba que h es inyectiva.

Ahora probaremos que h es sobreyectiva. Tomemos u € D? — {0}. Sean
v = ﬁ y r = ||u|. Como v € S!, podemos elegir t € f~1({v}). Sean
Ky=[t—1—-nr)mt+ (1 —r)r] y Ao = f(Kp). Obsérvese que Ay es un
subcontinuo de S'. Como 0 < r < 1, se tiene que t — 7 <t — (1 — 7)1 y
t+(1—r)7 < t+m, con 1—r > 0. Asf, Ko C (t—m,t+7), Ag C ST—{f(t—m)},
y Ay € C(SY) — {S'}. Ademas, KM = Ko, min(Kg) =t — (1 —r)m y
méax(Kp) =t + (1 — r)m. De esta manera,

aA)=t+1-r)m)—(t—-—1-—r)m)=21—7r)7

1

p(A) = f(é((t + (A =r)m) = (t =1 -r) = f(52)) = f(t) = v.

Por tanto, h(Ag) = (1 — 5=(2(1 —r)))v = rv = u. Esto prueba que h es
sobreyectiva.

Hasta aqui, hemos visto que h es una biyeccién continua. Ahora, proba-
remos que h admite una extensién biyectiva y continua de S' en D?. Para
ello, sea h* : C(S1) — D? la extensién de h, tal que h*(S*) = 0.
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Mostraremos que h* es continua. Con este fin, tomemos una sucesién
{Ap}nen en C(SY) — {S'}, tal que lim A,, = S!. Vamos a probar primero
que lima(A,) = 27. Sean ¢ > 0y N € N, tales que H(A,,S') < £,
siempre que n > N. Podemos suponer que ¢ < 7. Fijemos n > N. Sea
b, € R, tal que f(b,) € S' — A,,. Como S* C N(A4,, &) vy An es conexo, se
cumple que S; — A,, C B(f(bn), 26—5) Como f(K;:L”) = A,, (bn,min(K;i"))
es ajeno a K l‘i" y la restriccién de f a (by, by, + 27) es inyectiva, se tiene que
F((by, min(KG))) € 81— Ay © B(f(bn), §)- Luego, f([ba, min(K;")])
B(by, 5). En particular, Hf(mm(KA”)) flb)|l < §.

Por otro lado, si mln(KA ) — b, > 7, entonces b, + 7 ¢ KA y, como
flibn btor) €8 inyectiva, se tiene que f(b, + ) §é A,. Luego, f(b + 7)€
B(f(bn), %); es decir, || f(bn +2m) — f(by)|| < 2, y, por la propiedad (4),
|| (b +27) — f(by)]| = 2. Esto implica que € > 6 y contradice la eleccién
de €. Asi, | min(K g)i”) —by| = min(K{)i”) — b, < m. Aplicando la propiedad
5, obtenemos que \ml’n(Kﬁ”) —by| < Hf(ml’n(Kéi”)) — f(by)]] < §. De
forma similar, se puede mostrar que |b,, + 27 — méx(Kgi”)] < 5. Por tanto,
|(méx(K;)—min(K;"))—2n| < [max(K;")—(by+27)|+|by—min(K;")| <
5+ 5 = €. Como esto sucede para cada n > N, concluimos que lim a(A,) =
2.

De este modo, lim(1 — %O[(An)) = 0, y porque, para cualquier n € N,
se satisface que ||u(Ay,)| = 1, concluimos que lim h(4,) = 0 = h(S!). Esto
prueba que h* es una biyeccién continua. Como C(S') es compacto y D? es
un espacio Hausdorff, concluimos que A* es un homeomorfismo.

Por otra parte, por el Teorema 1.57, se tiene que dC(S') = h=1(0D?).
Como 0D? = S y, para cada A € C(SY), [|h(A)|| = 1 — 5=a(A), se tiene
que

9C(S") = h (1) = {A € C(SY) : 1 — %a(A) _—_
={AcC(S"):a(h) =0}

Como a(A) = 0 si y sélo sf min(K{) = max(K;'), para algin b, tal que
f(b) ¢ A, la condicién u(A) = 0 es equivalente a que A sélo posee un punto,
es decir, a que A € F1(A). Asi, se tiene que OC(S')) = F1(S1).

Ahora, demostraremos la parte del teorema acerca de C(S',p). Sea b,
tal que f(b) = p. Sean T' = {(z,y) : 0 < 2,0 < y,x+y < 27}y D =
{(z,2m — x) : 0 < x < 27}. Obsérvese que, para cada (x,y) € D, se cumple
quey=2r—zy f(lp—x,p+y]) = f([p—z,p— 2+ 27]) = S'. De esta
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forma, podemos definir la funcién ¢ : T/D — C(S',p) dada por

2 % (b -2, b+ y)),

en donde (z,y) es algin elemento de z. Obsérvese que ¢(D) = S!. Sea
q:T — T/D la funcién natural del cociente; es decir,

v}i> D siveD,
{v} siv¢D.

Demostraremos que ¢ es un homeomorfismo. Como para cualquier punto
(z,y) € T se cumple que ¢poq(x,y) = f([b—=z, b+y]), se sigue inmediatamente
del Lema 1.109 que ¢ o ¢ es composicién de funciones continuas. Asi, ¢ o g
es continua. Esto equivale a que ¢ es continua.

Ahora mostremos que ¢ es inyectiva. Sean z,w € T//D con ¢(z) = ¢(w).
Sean (r,y) € 2y (u,v) € w. Si z = D, entonces ¢(w) = St. Como f([s, s+
t]) # S! para cualquier s € R y t € [0,27) (pues flis,s+27) s inyectiva), se
satisface que v —u =b+v — (b—u) = 2m. Asi, (u,v) € D; es decir, w = D.
De esta forma, podemos suponer que z # D # w. Luego, . +y < 2w y
u+v < 27 Sea ¢, tal que b+y —27 < ¢ < b—xz. Como [, .42x) €s inyectiva
ye<b—x<b+y<c+2m secumple que f(c) ¢ f([b — z,b+ y]). Luego,
fle) ¢ f([b—u,b+v])yc ¢ [b—u,b+v]. Como ¢ < b—z < b esto implica que
¢ < b—u. Similarmente, como f(c+27) ¢ f([b—wu,b+v]), c+27 ¢ [b—u, b+v]
y b < b+y < c+2m, se tiene que b+v < c¢+27. Asi, [b—u,b+v] C (¢, c+2m).
Como también [b — x,b+ y| C (¢, c+ 2m), podemos aplicar la inyectividad
de fljc,c+2r) Para obtener la igualdad [b — z,b +y] = [b — u,b + v]. Asi,
b—x=b—uyb—y=>b—wv. Dicho en otros términos, (z,y) = (u,v). Por
tanto, z = w. Esto prueba que ¢ es inyectiva.

Para mostrar que ¢ es sobreyectiva, tomemos A € C(S!,p). Si A = St
entonces ¢(D) = S'. Supongamos que A # S'. Como f((b — 2m,b)) =
St —{p}ype€ A, existe ¢c € (b— 2m,b), tal que f(c) ¢ A. Obsérvese que,
como vimos con anterioridad, ¢ < min(K4) y max(K2) < ¢ + 27. Ademis,
c <b< c+2ry, como f’[c,c+27r) es inyectiva, debemos tener b € Kf.
Ast, b — min(K2) > 0, max(K2) —b > 0, b — min(K2) + max(K3) — b =
méx(KA)—mi(K4) < c+2r—c = 21y ¢({(b—min(KA), méx(KA)—b)}) =
f(Imin(K2), max(K2)]) = f(K2) = A. Por tanto, ¢ es sobreyectiva.

De este modo, ¢ es una biyeccién continua. Ademads, por el Lema 1.63,
T/D es una 2-celda. Asi, T/D es compacto y C(S*,p) es Hausdorff. Esto
implica que ¢ es un homeomorfismo y que C(S*, p) es una 2-celda.

Por otra parte, por el Teorema 1.57, es cierto que ¢(9(T/D)) = dC(S1, p)
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y, por el Teorema 1.60 y el Lema 1.63, se satisfacen las igualdades

OT = Frge T
= ([0, 2x] x {0}) U ({0} x [0,27]) U D
= ((0,2m) x {0}) U ({0} x (0,27)) U {(0,0)} U D

O(T/D)={{z}:2€0T —D}uU{D}.
Asi,

aC(S",p)
= o({{z} : 2 € ((0,2m) x {0}) U ({0} x (0,2m)) U{(0,0)}} U{D})
={f([b—=b) sz e0,2m)} U{f([b,b+y)) :y€[0,2m)} U{{p},S"}.

Afirmamos que {f([b — z,b]) : z € [0,2m)} U {f([b,b+y]) : y € [0,27m)}
es la coleccién de arcos contenidos en S' tales que p es uno de sus puntos

extremos. Para probar esto, tomemos x € [0, 27T) Luego, dado ¢ € (b—2m, b—

St—{f(e)}
(c,c+2m7)

Como [b—z, b] es un intervalo no degenerado, f([b—z,b]) es un arco contenido
en S'y f(b) = p es uno de sus puntos extremos. De manera anéloga, para
cualquier y € [0, 27), se tiene que f([b, b+y)] es un arco contenido en S y p es
uno de sus puntos extremos. Reciprocamente, sea A un arco contenido en S!
que tiene a p como uno de sus puntos extremos. Como f((b — 27,b]) = S1
y A # Sl existe ¢ € (b — 2m,b], tal que f(c) ¢ A. Obsérvese que b €

(¢,c+ 2m). Como f|(ic+{2f7r 9} es un homeomorfismo y méx(K2) y min(K2)

son los extremos de K2, se cumple que p € {f(méax(K2)), f(min(K2))} y
b € {méx(KA), min(K2)}. Ademds, como A no es degenerado y es distinto
de S, se tiene que 0 < méx(K24) — min(K2) = a(A) < 27. Supongamos
que b = min(K4). Luego, 0 < méx(KA) —b < 27 y ¢({(b,max(K2) —b}) =
(b, méx(KM)) = f(K2) = A. Del mismo modo, si b = méx(K2), entonces
0 < b—min(K2) < 21y ¢({b — min(KA)}) = A. Esto prueba nuestra
afirmacién.

x), se cumple que [b—xz,b] C (¢,c+2m) y f\ es un homeomorfismo.

De esta manera,

dC(S',p) = {A: A es un arco contenido en S' y
p es un punto extremo de A} U {{p}, S'}.

Por 1ltimo, en este caso particular, mostraremos que Fro(s1)(C(S*, p)) =
OC(S1,p). Por el Lema 1.9, Frpz(h*(C(St,p))) C Frpz(h*(C(St,p))). Por
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el Lema 1.59, se cumple que 0h*(C (S, p)) = Frrz(h*(C(S(p)))). Asimis-
mo, por el Teorema 1.57, Oh*(C(S(p))) = h*(OC(S'(p))). De este modo,
Frpa2 (h*(C(SY,p))) € h*(0C (S, p)) v, por consiguiente,

Fres1y(C(Sh, p)) € 9C(S*, p).

Por otro lado, como p € S, existe una sucesion {p, }nen en ST —{p}, tal
que lim p,, = p. Luego, lim{p, } = {p} y cada {p, } es un elemento de C(S*)—
C(S',p). Como {p} € C(S',p), esto muestra que {p} € Fro(s1)(C(ST,p)).
Sean A € 9C (S, p)—{{p}} y 4 una vecindad de A en C(S'). Como OC(S*)N
oC(S',p) = FY (SN naC(S',p) = {{p}}, se cumple que A € int? C(S).
Sea U una vecindad de A en C(S') que es homeomorfa a R2. Por el Lema
1.64, existe una vecindad 20 de A en C(S') que es homeomorfa a R?, tal
que 20 C 4. Como A € dC(SY,p), esto implica que W ¢ C (S, p). Luego,
U —C(Stp) D W—C(S',p) # 0. Como & es una vecindad arbitraria
de A, deducimos que A € Frc(sl)(C(Sl,p)). Esto prueba que 9C(S',p) C
Frc(s1)(C(Sl,p)). Por tanto, Frc(51)(C(Sl,p)) =0C(St, p).

La igualdad anterior concluye la demostracién para el caso S'. Demos-
tremos ahora el caso general. Con tal motivo, sean X una curva cerrada
simple y ¢ € X. Sea ¢ : S! — X un homeomorfismo, tal que (p) = ¢. Por
el Corolario 1.102, la funcién ¥* : C(S) — C(X), dada por

A p(4A),

es un homeomorfismo. Luego, C(X) es una 2-celda. Ademads, por el Teo-
rema 1.57, se tiene que C(X) = ¢*(0C(S')). Considerando que v es una
biyeccién de S en X y que, como hemos visto, d(C(S1)) = Fy(S'), tenemos
que

0C(X) = (FH(SY) = (W ({z}) 1 2 € 8"} = {p({z}) : 2 € 51}
= {{¢(2)}:z€ 8} = {{z} : 2 € X} = Fi(X).

Obsérvese que, dado cualquier A € C(S1), se cumple que p € A si, y
s6lo si, ¥(p) € ¥(A); es decir, si, y sblo si, ¢ € ¥*(A). Por tanto, C(X,q) =
¥ * (C(SY,p)). En particular, C(X,q) es una 2-celda. Ademds, aplicando
el Teorema 1.57 y la tltima igualdad obtenida para C(S*,p), obtenemos lo
siguiente

IC(X, q) = ¢*(9C(S",p))
= {¢*(A) : A es un arco contenido en S y
p es un punto extremo de A} U {¢*({p}),v*(SH)}.
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Figura 1.6: Modelo geométrico del hiperespacio de C(S1).

Sea A un elemento cualquiera de C(S'). Como ¢*(A) = ¥(A) y 1 es
un homeomorfismo, se cumple que 1*(A) es un arco y 1(p) = ¢q es uno de
sus puntos extremos si, y sélo si, A es un arco y p es uno de sus puntos
extremos. De esta forma, tenemos la igualdad

0C(X,q) = {B : B es un arco contenido en X y
g es un punto extremo de A} U {{q}, X'}.

Por otra parte,

Frox) (C(X, q)) = ¢ (Frosn (C(S',p)))
= ¢*(9C(S", p))
= 9y*(0C (S, p))
=0C0(X,q),

donde la peniltima igualdad se sigue del Teorema 1.57. Esto concluye la
demostracién del teorema. O

En la Figura 1.6 se muestra un esbozo del modelo construido en el Teo-
rema 1.113.

Para probar el Teorema 1.115, en el que se construye un modelo para el
hiperespacio Cy(X) de un arco, se utilizan un par de funciones inducidas por
las operaciones de suma y producto comunes en los reales. En el siguiente
lema se hacen algunas observaciones acerca de dichas funciones.
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Lema 1.114. (1) La funcién 2' x I — 22 dada por (A,t) — t + A es
continua.
(i1) La funcion 2' x I — 2! dada por (A,t) — tA es continua.
(1) Para cadat €l y A, B2, t+ A=t+ B si, y solo si, A = B.
(tv) Para cadat € I —{0} y A,B € 2!, tA =1tB si, y sélo si, A = B.
(V) Para cadat € I y A € 21, los conjuntos t + A y tA poseen a lo mds
tantas componentes como A.

Demostracién. Primero, demostremos quesi A € 2/ yt € I, entonces t+A €
20021 v tA € 27, Si ¢t = 0, la afirmacién es inmediata pues t + A = A y
tA = {0}. Supongamos que t # 0. Luego, las aplicaciones f : R — Ry
g : R — R dadas por

:z:»im—i—x xrinfx

son homeomorfismos y, como t + A = f(A), tA = g(A) y A es compacto,
tanto t + A como tA son compactos y cerrados en [0,2] y [0, 1], respectiva-
mente. De esta manera, las funciones en (1) y (I1) estdn bien definidas. Més
ain, en el caso t = 0, el conjunto t + A = A tiene las mismas componentes
que A, y el conjunto tA = {0} s6lo tiene una. Similarmente, en el caso t # 1,
las funciones f y g son continuas y los conjuntos t + A = f(A) y tA = g(A)
tienen a lo més tantas componentes como A (porque la imagen continua de
una componente estd contenida en una componente). Asi, se satisface (V).

Ahora probaremos simultdneamente (1) y (11). Sean A € 2/, t € [ y & > 0.
Para 2/ x I usaremos la métrica ((A,t), (A", t)) — H(AA) + |t — V.
Supongamos que B € 2/ y s € I son tales que H(B,A) + |s — t| < &.
Entonces, A C N(B,§) y B C N(A,5). Asi,sia € Ay b € B, entonces
existen c € By d € A, tales que |a — c| < § y |b—d| < 5. Luego, tenemos
lo siguiente:

(t+a) = (s+al Sli—sl+la—cl<5+5="
- 42 4

3e
\ta—sc|:|ta—tc—i—tc—sc\§]t||a—c|+\c|\t—s\§]a—c[+|t—s|<z

Similarmente, se puede demostrar que |(b+s)— (t+d)| < 3 y [sb—td| < 2.
Asi

t+ ACN(s+B,%) 'y s+BCN(t+A?%)
tAC N(sB,%) 'y sBCN(tA, %)
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Por tanto, H(s+ B,t + A) < ey H(sB,tA) < e. Asi, se concluye (1) y (II).

Ahora probaremos (111) y (1v). Sean A, B € 2! y t € I. Supongamos
que A = B. Luego, sia € A = B, entonces t+a € t+ By ta € tB. Asi,
t+ACt+ BytACtB. De la misma manera obtenemos las contenciones
reciprocas. Por tanto, t + A=t+ By tA =tB.

Supongamos ahora que t + A =t + B. Si a € A, entonces existe b € B,
tal que t +a =t + b. Luego, a = b, por lo que a € B. Asi, A C B. La otra
contencién se prueba de forma similar. Por tanto, A = B.

Ahora, supongamos que tA = tB con t # 0. Luego, existe b € B, tal que
ta = tb, por lo cual @ = b. Asi, A C B. Similarmente, se puede demostrar
que B C A. Por tanto, A = B. Asi, se concluye (111) y (1v). O

Otra acotacién antes de probar el siguiente teorema. Recuérdese que pa-
ra verificar una funciéon cuyo dominio es un espacio cociente, expresada en
términos de representantes de las clases de equivalencia, basta comprobar
que las clases que poseen mas de un punto tengan una misma imagen para
cada uno de sus representantes. Asimismo, una funcién como la mencionada
anteriormente es continua si, y sélo si, la composicion de la funcién natu-
ral (aquella que asigna a un representante su clase correspondiente en el
cociente) con tal funcién (en ese orden) también es continua.

Teorema 1.115. Si X es un arco, entonces Co(X) es una 4-celda y

0Cy(X) ={A € Cy(X) : A es conexo o
A tiene una componente degenerada o

A contiene alguno de los puntos extremos de X'}.

Demostracion. Probaremos primero el teorema para el caso en que X es el
intervalo cerrado I = [0, 1]. Durante la prueba, denotaremos por Cono(Y") al
cono topolégico de Y, es decir, al espacio cociente Y x [0,1]/Y x {1}, para
cualquier espacio métrico Y.

Sean D' = {A € Cy(I) : 1 € A} y D} = {A € Cx(I) : 0,1 € A}. Si
{A;}nen es una sucesién en D' con lim A, = A € C(I), como puntos,
entonces lim A,, = A, como conjuntos, y como 1 € A,, para cada n € N, se
tiene que 1 € Ay A € D'. Asi, D! es cerrado en Co(I). De forma semejante
se puede mostrar que Dé es cerrado.

Probaremos que la funcién h : 71 /T — Dé dada por

[(a,b)] 5 [0,a] U [b, 1]

es un homeomorfismo, donde Ty = {(a,b) € I? : a < b} y Tz = {(a,b) €
I? : a = b}. Obsérvese que h estd bien definida, pues, para cada a € I,
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se cumple que h([(a,a)]) = [0,a] U [a,1] = I, y cada imagen puntual de
h es elemento de Dé. También, h es inyectiva. En efecto, supongamos que
[0,a] U[b,1] = [0,c]U[d, 1] para algunos (a,b), (¢,d) € Ty. Si a = b, entonces
[0,c] U [d,1] = I. Luego, d < ¢y, por ende, ¢ = d. Por otro lado, si a < b,
entonces (¢,d) = I — ([0, U [d,1]) = (a,b) # 0. Asl, a = by ¢ =d. En
cualquier caso, [(a,b)] = [(c,d)].

Sea A € D}. Si A = I, entonces, para cada a € I, se satisface que
h([(a,a)]) = A . Supongamos A # I. Luego, A tiene dos componentes (el
unico subconjunto conexo de I que posee a 0y 1 es el mismo I). Sean Ay y
Aj las componentes de A, con 0 € Ag y 1 € Ay. Obsérvese que AgN A1 =0
y A= ApUA;. Asimismo, Ag y A1 son subconjuntos cerrados y conexos de
I y, por tanto, son intervalos cerrados. Consecuentemente, existen a,b € [
con Ay = [0,a] y A; = [b,1]. Claramente, a < by h(a,b) = A. Por lo tanto,
h es sobreyectiva.

Probemos ahora que h es continua. Sea ¢ : T1 — T1/T> la funcién
natural del cociente; es decir,

an {(a,b)} sitel) — TQ,
(a’b)'—>{ Ty siteTs.

Luego, foqn:Ti — D§y foqn(a,b) =[0,a] U[b,1]. Sea e > 0. Si ||(s,t) —
(x,9)]| < g, entonces |s — x| < Sy [t —y| < 5. Asf, [0,5] C 0,2+ 5) y
[t,1] C (y — §,1]. Luego, tenemos que [0,s] U[t,1] C [0,z + §)U(y —§],1] =
N([0,2] U [y, 1], 5). De forma similar se puede mostrar que [0, z] U [y, 1] C
N([0,s]U[t, 1], §). Por tanto, H([0,t]U s, 1],[0, 2] U[y,1]) <e. Asi, hogy es

continua y, por tanto, h es continua. Ademads, siendo h una biyeccién y su
dominio compacto, h es un homeomorfismo.

Por otro lado, obsérvese que 15 es un arco. Ademas, como 77 es un sub-
conjunto convexo, cerrado, acotado y con interior no vacio de R?, por el Teo-
rema 1.60, 77 es una 2-celda. Ademads, por el Lema 1.59 0T} = Fry2(T1) =
{0} x TUI x {1} UT5. Aplicando el Lema 1.63, obtenemos que T /75 es una
2-celda y O(Ty/To) = {{z} : z € 9Ty — Ty} U{T»}. De este modo, D} es una
2-celda y, por el Teorema 1.57, se tiene que

OD§ = h(O(T1/T>))
— h({{(a.b)} : (a,b) € ({0} x TUT x {1}) = To} U {T2})
= h({{(0.0) b€ (0.1} U {{(a.1)} a € 0.1} U{T2})
— ({0} U, 1] be (0,1} U{[0,a] U{L} s a € [0,1)} U{I}.

Probemos ahora que la funcién g : Cono(D{) — D! dada por

(A D)) - t+(1—1)A
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es un homeomorfismo. Obsérvese que g esta bien definida. En efecto, para ca-
da A € Dyt eIsecumplequeméx (1 —t)A=1—tymix(t+ (1—1t)A) =
1; es decir, (t+ (1 —t)A) € D, Asimismo, por (V) del Lema 1.114, el con-
junto t+ (1 —t)A tiene a lo mds 2 componentes. Ademds, para cada A € D,
g([(A,1)]) = {1} (la clase Dy x {1} es el tinico elemento de Cono(D}) con
més de un punto).

Sea g : D§ x I — Cono(DY) la funcién natural del cociente; es decir,

o [ {(A D)} sitelo,1),
(A’t)*qH{ D x {1} sit=1.

Luego, dado (A,t) € D} x I se cumple que si t # 1, entonces g o gy(A, 1) =
g{(A,)}) =t+ (1 —t)A, ysit =1, entonces g o q,(A,t) = g(D§ x {1}) =
1+0D} = {1} =1+ (1 —1)A. En otras palabras, la funcién g o g, es tal
que go qq(A,t) =t+ (1 —t)A, para cada (A,t) en su dominio. Como esta
ultima funcién es composicién de funciones continuas (aplicamos aqui (11) y
(1) del Lema 1.114), deducimos que tanto g o ¢, como g son continuas.

Supongamos ahora que para algunos [(A, t)] se satisface que g([(A,t)]) =
9([(B,s)]); es decir, t+ (1 —t)A=s+(1—s)B.Como 0 € Ay 1—¢>0,se
cumple la igualdad min (1 — ¢)A = 0. Asi, se tiene que min (¢ + (1 —¢t)A) =
t. Similarmente, min (s + (1 — s)B) = s. Luego, t = s. De este modo, t +
(1-t)A=t+ (1 —1t)By, por tanto, A = B. Asi, g es inyectiva.

Mostremos que g es sobreyectiva. Fijemos A € D'. Sea t = 1 — min A.
Queremos probar que existen B € D} y s € I, tales que g([(B, s)]) = A. Si
t = 0, entonces A = {1} y ¢([({0,1},1)]) = A. Podemos suponer entonces
que t > 0. Sea B = % + %A. Como 1 = méax A, tenemos que

t—1 1 t—1 1
minB:T—l-;man:T—l—;(l—t):O y

mész%—i—%méxAz%—i—%:l.
Esto implica que B € Dé. Ademas,
ollB.1-0) =1 -0+ 0 (5 +44)
=1-t)+((t—1)+1A) = A.
Por tanto, g es sobreyectiva.

En esta forma, g es una biyeccién continua con dominio compacto y
codominio Hausdorff, y, por lo tanto, es un homeomorfismo.
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Por otro lado, obsérvese que, por el Teorema 1.66, se cumple que 8(D(1) X
I) = (0D} x I) U (D} x 8I). Ademas, como D} es una 2-celda, por el Lema
1.62, el espacio Cono(D}) = D} x I/D} x {1} es una 3-celda y

dCono(D}) = {{z} : z € A(D} x I) — (D} x {1})} U {D} x {1}}
= {{z} : 2 € (0D} x I) U (D} x 9I)) — D} x {1}}U
{Dg x {1}}
={{z}: 2 € (8D x [0,1)) U (Dg x {0})} U{Dg x {1}}
={{({0}U[b,1],t)}:be I, t €[0,1)}U
H([0,a] U{1},t)} :a e I, t€]0,1)}U
{{(4,0)} : A€ D5} U{Dg x {1}}.

Luego, D' es una 3-celda y, por el Teorema 1.57, tenemos que

dD' = (8 Cono(D}))
={{t}ult+(1—-t)b,1]:bel,te]0,1)}U
{t,t+ (1 —t)a]u{1}:ael,tc0,1)}
U Dp U {{1}}
={{t}Ut+ (1 —-1t)b,1]:btel}U
{t,t+ (1 —t)a)U {1} :a,t € I} U D}.

Sean f : Cono(D') — Co(I) y q : D' x I — Cono(D!) las funciones
dadas por

A1 (1-1)4, Ax{1} sit=1.

(A,t)'i){ {(Avt)} sit# 1,

Obsérvese que f estd bien definida. En efecto, por (V) del Lema 1.114
se tiene que (1 —t)A posee a lo mas dos componentes. Asimismo, D' es el
tinico elemento de Cono(D') con més de un elemento y f([(A,1)]) = {0},
para cada A € D

Mostremos ahora que f es inyectiva. Supongamos que (A,t),(B,s) €
D' x I son tales que f([(A,t)]) = f([(B,s)]). Como 1 = mix A = méx B,
tenemos 1—t = max (1 —¢t)Ay 1—s = méx (1 — s)B (porque 1—¢,1—s > 0).
Como (1 —-t)A = f([(A,t)]) = f([(B,s)]) = (1 —s)B, se cumple que 1 —t =
1 — s; es decir, t = s. Si t = s = 1, entonces [(4,t)] = D! x 1 = [(B,s)].
De este modo, podemos suponer que t = s < 1. Asi, 1 —t=1—-—s>1y
(1 —t)A = (1 — s)B. Esto implica que A = B. Por tanto, f es inyectiva.
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Para probar que f es sobreyectiva, tomemos A € Cy(I). Si A = {0},
entonces f([(C,1)]) = {0} = A para cualquier C € D'. Si A # {0}, sea t =

, . 1 o 1
1—méx A. Entonces, méx (ﬁA) = max (méxA

Asi, ﬁA eD'yf ([ﬁA, tD = %A = A. Por tanto, f es sobreyectiva.

Probemos que f es continua. Tenemos f o q: D! x I — Co(I) con fo
q(A,t) = f([(A,1)]) = (1—t)A, para cada (A,t) € D' x I, que es claramente
continua, por ser una composicion de funcionas continuas. Por tanto, f es
continua. De esta manera, f es una biyeccién continua con dominio compacto
y codominio Hausdorff. Por tanto, f es un homeomorfismo.

Obsérvese que el Teorema 1.66 asegura la igualdad 9(D! x I) = (9D x
I) U (D! x 0I). Ademas, D! es una 3-celda. Aplicando el Lema 1.62, obte-
nemos que el espacio Cono(D') = D! x I/D' x {1} es una 4-celda y

A) =1, porque max A > 0.

dCono(DY) = {{z} : z € (D' x I) — (D' x {1})} U {D"' x {1}}
={{z}:2€ ((OD' x I) U (D' x dI)) — D' x {1}}U
{D' < {1}}
= {{z}: 2 € (OD' x [0,1)) U (D! x {0})} U {D"' x {1}}
= {{tyUt+ (1 —t)b,1],8)} : bt € I, s € [0,1)}U
{(t,t+ (1 =t)aU{1},s)} :a,t €I,s€0,1)}
U{{(A,8)}: Ae D' sc0,1)}uD' x {0}u{D" x {1}}.

De este modo, Co(I) es un 4-celda y, por el Teorema 1.57, se tiene que

9(Ca(I)) = £(8(Cono DY)
={{1—-s)t}U[1—s)t+ (1 —1t)b),1—s]:btel,se0,1)}U
{ll=9)t,(1=s)(t+ (1 —t)a)]U{l —s}:a,tel,se[0,1)}U
{(1-5)A:Ac D},se[0,1)}uD'u{{0}}
={{1—-s)t} U1 =s)(t+ (1 —1t)b),1 —s]:bt,s e}V
{{A=s)t,(1—=s)(t+ (1 —t)a)]U{l—s}:a,t,s e}V
{(1-5)A:Ac D},seI}uD.

Sean K1 = {{(1 —s)t} U[(1 —s)(t+ (1 —t)b),1 —s| : b,t,s € [}, Ko =
{{1=9)t,(1=s)(t+(1—t)a)|]U{l—s}:a,t,scl}yKs={(1—5)A: A€
D{, s € I}. De esta forma, tenemos la igualdad 9(C2 (1)) = K UK2UK3UD!.

Denotemos

Co(I) = {A € C3(I) : A tiene una componente degenerada}.
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Probaremos que K1 U Ky U K3 U D! = C(I) U Co(I) U Co(1,{0,1}).

Como cada elemento de Kj es de la forma {z} U [y, z], para algunos
x,y,z € I, setiene que K1 C C(I)UC,(I). Similarmente, Ky C C(I)UC4(1).
Ademss, es claro que D' C Co(I,{0,1}).

Por otro lado, supongamos que F € Ks. Luego, F' = (1 — s)A, para
algunos s € I y A € D§. Como 0 € A, se tiene que 0 = (1 — 5)0 € (1 — s)A.
Asi, F € C(1,{0,1}). Por tanto, K3 C Co(I,{0,1}).

Esto prueba que K1 U Ko U K3 U D! C C(I) U Co(I) U Ca(1,{0,1}).

Ahora, tomemos A € C(I) U Ce(I) U Co(I,{0,1}).

Supongamos que A € C(I) — {{0}}. Luego, A = [z,y], para algunos
x,y € I, tales que # <y y y # 0. Luego, 1 —y, 7 € I'y {(1—(1—y))%}u
[(1=Q=y)(§+1=7)0),1—(1—-y)] = [z,y]. Esto implica que A € K;. .

Andlogamente, si A € Co(I) — C(I), entonces A = [z,y] U {z}, para
algunos x,y € I, tales que x < yy z € I — [z,y]. Tenemos dos subcasos:
z < xyy < z En el primer subcaso se tiene que 0 < z < x < y; es
decir, y >0y 0 < z— z <y — 2. Luego, ;‘Z El—yely{(1-(1-

—Zy
UL - (=) + (- 2221~ (12 )] = {2} U [r,y). Asf
{z} U[z,y] € K;. En el segundo subcaso, se cumple que 0 < z < y < z;
es decir, que z > 0y 0 < y—2 < z—x. Luego, 2,21 -2 € 1y

(1= (1= 2)2, (1= (1= 2)(& + (1 - £)EL] V{1 (1 - 2)} = 2,51 U {2}
En consecuencia, A € K».

Ahora, supongamos que A € Cy(I) — {{0}}. Si 0 € A, entonces A =
[0,2] U [y, 2] para algunos z,y,z€ I conz <y <zyz>0.Asi,1=20=
Yelg laeDl1-2elyA=(1-(1-2))1A € K3 Asimismo, si
1 € A se tiene que A € D. Ademés, {{0}} = (1 — 1){{0,1}} € K3.

De esta forma hemos probado la contencién C(I)UC,(I)UCo(I,{0,1}) C
K1 U K, U K3 U D'. Esto prueba que 9(C3(1)) = K; U Ko U K3 U D! =
C(I)UCe(I)UCy(I,{0,1}) y concluye el caso X = I.

Ahora, mostraremos el caso en que X es un arco cualquiera. Sea ¢ :
I — X un homeomorfismo. Por el Corolario 1.102 se satisface que la funcién
¢* : Co(I) — Co(X) dada por

Ay p(A)

es un homeomorfismo. En particular, C3(/) es homeomorfo a Cy(X) vy,
por consiguiente, C2(X) es un 4-celda. Ademads, por el Teorema 1.57, se
cumple que 9C2(X) = ¢*(0C3(I)). Por otro lado, por el Teorema 1.22,
se cumple que ¢(E(I)) = E(X). Esto implica que AN E(I) # 0 si, y
sélo si, ¢(E) N E(X) # 0. Asi, y como E(I) = {0,1}, deducimos que
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¢*(C2(1,{0,1})) = Co(X, E(X)). Asimismo, A tiene una componente de-
generada si, y sblo si, ¢(A) tiene una componente degenerada (porque los
homeomorfismos preservan componentes y cardinalidades), y A es conexo
si, y solo si, ¢(A) es conexo. Por tanto, ¢*(Ce(I)) = {A € Ca(X) : A tiene
una componente degenerada} y ¢*(C(I)) = C(X). De este modo, se tiene

9C2(X) = ¢*(C(I) U Ce(I) U Co(1,{0,1}))
= C(X)U{A € C5(X) : A tiene una componente degenerada}
UCy(X, E(X)).

Esto concluye la prueba de este teorema. O

Como consecuencia del resultado anterior, se tiene el siguiente corolario,
el cual es utilizado en las demostraciones del Teorema 2.18 y los Lemas 3.29
y 3.39.

Corolario 1.116. Si X es homeomorfo al intervalo (0,1] o al intervalo
(0,1), entonces C2(X) es una 4-variedad conezxa y

005 (X) ={A € Cy(X): A es conexo o
A tiene una componente degenerada o

A contiene un punto extremo de X }.

Demostracion. La prueba es similar a la del Corolario 1.111. Tomemos, como
en dicha demostracién, un encaje f : X — [0,1], tal que f(X) = (0,1) o
f(X) = (0,1]. Obsérvese que f(X) es un subconjunto abierto de [0, 1] y que
el conjunto Co(f(X)) = (f(X))2 es un subconjunto abierto de Cs(]0,1]).
Ademds, por el Teorema 1.115, C([0, 1]) es una 4-celda y, en consecuencia,
es una 4-variedad. Aplicando el Teorema 1.66, se cumple que Ca(f(X))
es una 4-variedad y que 9C2(f(X)) = Co(f(X)) N 9C2([0,1]). Por otro
lado, por el Corolario 1.102, la funcién f* : Co(X) — C2(f(X)) dada por

AL f(A) es un homeomorfismo. Por el Teorema 1.57 se satisface que
fH(0C(X)) = 0C,(f(X)). Por tanto, f*(9C:(X)) = Ca(f(X))NIC,([0,1]).

Denotemos
Co(Y)={A € C3(Y) : Y tiene una componente degenerada},

para cualquier espacio métrico Y. Obsérvese que para cualquier subespacio
Z de Y se cumple que Co(Y)NCo(Z) = Co(Z). Con esta notacion, aplicando
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el Teorema 1.115 se tiene la igualdad 9C5([0,1]) = C(]0,1]) U Ce(]0,1]) U
C5([0,1], E([0,1])). De este modo, tenemos lo siguiente:

[H(0C(X)) = Co(f(X)) N (C([0, 1)) U Co ([0, 1]) U Co([0, 1], E([0, 1])))
= C(f(X)) U C(f(X)) U Cof(X), E([0,1])).

Por otro lado, por el Corolario 1.102, se satisface que f*(C(X)) =
C(f(X)). Ademads, como f : X — f(X) es un homeomorfismo, se cumple,
para cualquier subconjunto A de X, que A tiene una componente degenerada
si, y sblo si, f(A) tiene una componente degenerada (los homeomorfismos
preservan componentes y cardinalidades). Esto implica que f*(Co(X)) =
Co(f(X)). Asimismo, por el Teorema 1.24, E(f(X)) = E([0,1]) N f(X).
De esta manera, y como f : X — f(X) es un homeomorfismo, F(X) =
FE(f(X)) = f~YE(0,1]) N f(X)) = f~1(E[0,1]). Por tanto, dado cual-
quier A € C3(X) se cumple que ANE(X) # 0 si, y sélo si, f(A)NE([0,1]) #
(. Esto implica que f*(Ca2(X, E(X))) = Co(f(X), E(]0,1]).

Del parrafo anterior obtenemos las igualdades C(X) = (f*)"1(C(f(X))),
Cu(X) = () MCu(F(X)) ¥ Co(X, B(X)) = (1) HCa(F(X), B([0,1]))).

Por tanto,

9Cy(X) = (f*)HC(f(X)) UC(f(X)) U Ca(f(X), E([0,1])))
= O(X) UCWy(X) U Cs(X, E(X)).

Esto concluye la demostracién de este corolario. ]

1.6.4. Hiperespacios de crecimiento

Ahora, se presenta otra clase de hiperespacios de la cual resultan de in-
terés principalmente tres caracteristicas (dentro del &mbito de los espacios
localmente conexos), a saber: contiene a cada clase de hiperespacios distinta
de 2% y F(X) de la cual hemos hablado hasta el momento, cada elemen-
to de esta clase es un retracto absoluto y cada bola cerrada generalizada
(Definicién 1.119) de un elemento de un hiperespacio de esta clase también
pertenece a tal hiperespacio. Estas propiedades, junto con la propiedad de
convexidad (de nuevo, dentro de los espacios localmente conexos), proveen
de algunas caracteristicas de la funcién @, (Definicién 1.127) que se utilizan
en las pruebas de los Teoremas 3.12, 3.19 y 3.21.

Definicién 1.117. Sean X un continuo y B un subconjunto cerrado de 2¥.
Decimos que B es un hiperespacio de crecimiento si para cualesquiera
Ac By B e 2X, tales que A C B y cada componente de B intersecta a A,
se tiene que B € B.
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El primer resultado acerca de esta clase de hiperespacios es que contiene
a los hiperespacios que interesan a este estudio, lo cual se expresa en la
siguiente observacién.

Observacién 1.118. Dado un continuo localmente conexro X, un subcon-
junto cerrado K de X yn € N, los hiperespacios Cy,(X), CK(X) y Cn (X, K)
son hiperespacios de crecimiento.

Demostracion. Sean A € Cp,(X) y B € 2% tales que A C B y cada compo-
nente de B intersecta a A. Sean A1, ..., A; las componentes de A, con k < n.
Como A C B, para cada i € {1,...,k} existe una componente B; de B, tal
que A; C B;. Luego, A C Ule B;. Como las componentes de un conjunto
cualquiera son ajenas por pares y cada componente de B intersecta a A,
tenemos que Bi, ..., By son todas las componentes de B. Asi, B € C,,(X).

Si, ademés, A € CK(X); es decir, K C A, entonces K C A C By
B € CE(X). Si, en lugar de tal condicién, A es elemento de C, (X, K);
en otras palabras, si AN K # (), entonces BNK D ANK # 0y B €
CE(X). Esto prueba que Cy,(X), CE(X) y C,(X, K) son hiperespacios de
crecimiento. O

Para probar que los hiperespacios de crecimiento son retractos absolutos
(Teorema 1.125) se requiere de varios resultados previos, algunos sencillos
lemas (Lemas 1.120, 1.121 y 1.122) y algunos teoremas muy resaltables (Teo-
remas 1.123 y 1.124), ademés de la siguiente definicién.

Definicion 1.119. Sean X un espacio con métrica d y € > 0. Dado cualquier
A € 2% la d-bola cerrada generalizada en X de radio ¢ alrededor de A4,
es el conjunto Cy(A,e) ={zr € X : d(z, A) < e}.

Lema 1.120. Sea X un espacio métrico. St A es un subespacio compacto
de X y x es un elemento cualquiera de X, existe a € A, tal que d(x,A) =

d(z,a).

Demostracion. Dado cualquier n € N, sea a, € A, tal que d(z,a,) <
d(z, A) + % Como A es compacto, podemos suponer que lima, = a, para
alguna a € A. Obsérvese que, para cada n € N, se cumple que d(x, A) <
d(z,an) < d(z, A)+1. Asi, tomando limites, d(z, A) = limd(z, a,). Ademas,
por la continuidad de d, obtenemos que lim d(z, a,) = d(x, a). Por lo tanto,
d(z,A) = d(z,a). O

El siguiente lema no sélo resulta 1til en la prueba del Teorema 1.125,
sino también para demostrar el Lema 1.128 y el Teorema 3.12.
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Lema 1.121. Sea X continuo. Sid es una métrica convexra para X ye > 0,
entonces:

(1) Para cada A € 2%, se tiene Cyg(A,e) = clx (intx (Cy(A,¢))).

(2) Si B es un hiperespacio de crecimiento, entonces, para cada A € B, se
cumple que Cyq(A,e) € B.

(3) Para cadan € Ny A e Cyh(X), se tiene Cq(A,e) € Cp(X).

Demostracién. (1) Primero mostremos que cly (intx (Cy(A4,¢))) C Cq(A,¢).
Obsérvese que intx(Cy(A,e)) C Cy(A,¢e), por lo cual basta probar que
Cy(A,e) es cerrado en X. Para ello, tomemos x € X — Cy(A,¢). Luego,
d(xz,A) > e. Sea § > 0, tal que d(z, A) —e > 2. Dado cualquier y € By(z,0)
se tiene que d(z, A) < d(z,a) < d(z,y)+d(y,a) < d+d(y,a). Asi, d(y,a) >
d(x,A) — 6 > 0§ + €, siempre que a € A. Por tanto, d(y,A) > d +¢& > ¢; es
decir, y € X — C4(A,¢€). Esto muestra que By(y,d) C X — Cy(A,¢) y que
Cy(A,e) es cerrado en X. Obsérvese que esta parte de la prueba no requiere
ninguna condicién adicional al continuo X.

Ahora probaremos que Cy(A,¢) C clx(intx(Cq(A,¢€))). Para tal efecto,
tomemos x € Cy(A,e). Si z € A, entonces x € Ng(A,e) C intx(Cy(A,¢)).
Podemos suponer entonces que z ¢ A. Por el Lema 1.120, existe a € A,
tal que d(z,a) = d(z,A). Como d es una métrica convexa para X, exis-
te una isometria 7y : [0,d(a,z)] — X, tal que v(0) = a y y(d(a,z)) = =.
Obsérvese que para cualquier ¢t € [0,d(a,z)) se cumple que d(a,y(t)) =
d(v(0),v(t)) = |t —=0] =t < d(a,z) = d(z,A) < e. Esto implica que
v(t) € By(a,e). En otras palabras, ([0, d(a, x))) C Bg(a,e) C Cyq(A,¢). Asi,
A([0,d(a,2)) C intx (Ca(A,2) ¥ @ € 4([0,d(a, 2)]) = clx (7(]0, d{a, 7)) ©
clx (intx (Cy(A,¢))). Esto muestra que Cy(A, ) C cly(intx(Cy(A,¢€))). Més
aun, prueba que cada elemento de Cy(A, ) — A puede ser unido a un elemen-
to de A por un arco contenido en Cy(A,¢€). Por lo tanto, se da la igualdad
de (1).

(2) Mostraremos primero que si K es conexo, entonces Cy(K,¢) es co-
nexo. Para ello, supongamos que K es conexo. Dado x € Cy(K,e) — A, por
el parrafo anterior, existen a, € K y un arco «, contenido en Cy(K,¢) que
une a a con x. De este modo, Cyq(K,e) = KU (| {az : © € Cy4(K,e) — K}).
Como K es conexo y, para cada x € Cy(K,¢), se cumple que a, es conexo
y a; € ap N K, tenemos, por el Teorema 1.2, que Cy(K,¢€) es conexo.

Ahora, supongamos que A € B. Probaremos que Cy(A,¢) € B. Con tal
motivo, sea C' una componente de Cy(A,¢). Sea z € C, tal que d(x, A) < e.
Por el Lema 1.120, existe a € A, tal que d(z,a) = d(z,A) < . Como
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Cq({a},¢e) estd contenido en Cy(A,¢) y, por el parrafo anterior, es conexo,
tenemos que Cy({a},e) C C. Asi, a € C'y ANC # (. Por tanto, cada
componente de Cy(A, ) intersecta a A; es decir, Cyq(A, ) € B. Esto prueba
(3).

(3) Por la Observacién 1.118, C,,(X) es un hiperespacio de crecimiento.
Aplicando (2), obtenemos el resultado.

Esto concluye la demostracién del lema. O

Lema 1.122. Dado un continuo con métrica convezra d, la funcion @ :
2% x [0,00) — 2% dada por

(A,7) ¥ 55 Ca(A,r)
es continua.

Demostracién. Usaremos la métrica méx para 2¥ x R. Tomemos § > 0.
Sean A, B € 2% y £, <0, tales que Hy(A, B) < g yle—nl < %. Queremos
demostrar que Hi(Cy(A,¢€),Cq(B,n)) < J. Sea z € Cy(A,¢e). Por el Lema
1.120, existe a € A, tal que d(z,a) = d(z,A) < e. Como A C Ny(B, g),
existe b € B, tal que d(a,b) < g. Luego, d(z,b) < d(x,a) + d(a,b) <
d(x,A)—i—g §5+g < 2—1—774—% :174—%. Sea v : [0,d(b,x)] — X una iso-
metria. Sid(b,x) <, entonces z € Cy(B,n). Podemos suponer entonces que
d(b, z) > n. Entonces, d(b,v(n)) = d(v(0),v(n)) = n. Asi, v(n) € Ca(B,e) y
d(z,v(n)) = d(v(d(b,x)),v(n)) = d(b,x) — eta < n+ g —-n = g. Por tanto,
x € Ng(Ca(B,n),3). De esta manera, Cy(A, &) C Ny(Cy(B,1),$). Del mis-
mo modo, se puede probar que Cy(B,n) C Ng(Cq(A,e), %) Esto muestra
que Hi(Cq(A,e),Cq(B,¢)) < d. Asi, se concluye que ® es continua. O

Los siguientes dos teoremas son resultados muy notables relacionados
con el cubo de Hilbert. El primero de ellos es un resultado fundamental de
la teoria de los continuos localmente conexos, mientras que el segundo es
una propiedad del cubo de Hilbert. No obstante su gran importancia, en
este escrito el uso de estos se limita a la prueba del Teorema 1.125.

Teorema 1.123 ([5], Teorema 1). Sea X wun continuo. Entonces, X es
un continuo localmente conexo si, y sélo si, 2% es homeomorfo al cubo de
Hilbert.

Teorema 1.124 ([16], Teorema 9.2). Sea X un espacio métrico compacto.
Si X es un retracto del cubo de Hilbert, entonces X es un retracto absoluto.

Teorema 1.125. Sea X un continuo localmente conexo. Si B es un hiper-
espacio de crecimiento, entonces B es un retracto absoluto.
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Demostracion. Sea ® la funcion continua definida en el Lema 1.122. Dado
A € 2% se define el valor t4 como sigue. Como X es compacto, X es
acotado segun la métrica d. Luego, ®(A,2diam(X)) = X. Obsérvese que el
conjunto ®~H(B) N ({A} x [0,00)) = {A} x {t € [0,00) : ®(A,t) € B} es
cerrado en 2% x [0,00) y contiene al menos al conjunto {(A,2didm(X))}.
Asi, {t € [0,00) : ®(A,t) € B} es un subconjunto cerrado y no vacio de
[0,00). Sea t4 = min{t € [0,00) : P(A,t) € B}.

Mostraremos que la funcién g : 2X — [0,00) dada por A L5 ta es
continua. Para ello, sean § > 0y A, B € 2%, tales que H(A, B) < g.

Afirmamos que Cy(A,t4) C Ca(B,ta+ 5). En efecto, sea x € Cq(A,ta),
es decir, x € X, tal que d(z, A) < t4. Por el Lema 1.120, existe a € A, tal que
d(x,a) = d(x,A) < ta. Como A C B(B, 3), existe b € B, tal que d(a,b) < 5.
Luego, d(z,b) < d(z,a) +d(a,b) <ta+ §; es decir, x € Cq(B,ta + §). Esto
prueba nuestra afirmacién.

Ahora, mostremos que cada componente de Cy(B,t4 + g) intersecta a
C4(A,t4). Sea C una componente de Cy(B,t4+5). Tomemos y € C. Luego,
por el Lema 1.120, existe b € B, tal que d(b,y) < ta+5. Como B C B(A,5),
existe a € A, tal que d(a,b) < €. Obsérvese que y,a € Cy({b},ta + 5).
Ademds, por el Lema 1.121 (3), este tltimo conjunto es conexo. Por tanto,
Ca({b},ta+5) CC. Asi,a € Cy Cy(A,ta)NC D ANC # 0.

Como B es un hiperespacio de crecimiento y Cy(A,t4) € B, los dos
parrafos anteriores muestran que Cy(B,t4+5) € B. Por tanto, tp <ta+5.
De la misma forma, se puede probar que t4 <tp+5. Asi, —=§ <ta—tp < 5;
es decir, [t4 —tp| < § < e. Esto muestra que g es continua.

De esta forma, la funcién © : 2%X — B dada por A -2 O(A,t4) es
continua. Ademads, O(A) = ®(A,0) = A siempre que A € B. De este modo, ©
es una retraccién de 2% en B. Ademés, por el Teorema 1.123, el hiperespacio
2X es homeomorfo al cubo de Hilbert. Por tanto, B es un retracto del cubo
de Hilbert. Aplicando el Teorema 1.124, concluimos que B es un retracto
absoluto. O

Una consecuencia fundamental del teorema anterior es que los hiper-
espacios que mas nos interesan son retractos absolutos, como lo afirma el
siguiente corolario.

Corolario 1.126. Sean X un continuo localmente conexo, K un subcon-
junto cerrado de X yn € N. Si X es localmente conexo, entonces los hiper-
espacios Cp(X), CK(X) y C,(X, K) son retractos absolutos.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Observacién 1.118 y
del Teorema 1.125. O
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Como se ha mencionado con anterioridad, la siguiente funcién es de vital
importancia en el Capitulo 3.

Definicion 1.127. Dado un continuo localmente conexo y € > 0, la funcién
P, : 2X — 2% estd dada por

AV Oy(A, ).

El siguiente lema provee de las principales caracteristicas que se ocupan
de la funcion ..

Lema 1.128. Sea X un espacio métrico. Si la métrica de X es convexa,
entonces para cualquier € > 0 se cumplen las siguientes tres afirmaciones:

(1) Si B es un hiperespacio de crecimiento, entonces podemos restringir
@5’ B B — B.

(2) ®. es continua.
(3) (Hx)oo(Idyx, ®:) < e.

Demostracion. (1) es consecuencia inmediata del Lema 1.121 (3).

(2) es una implicacién directa del Lema 1.122.

(3) Dado A € 2%, probemos que Hy(A, ®.(A)) < . Para tal fin, sea
n > 0. Obsérvese que A C Cy(A,e) = ®(A) C Ng(P-(A),e + n). Por otro
lado, dada = € ®.(A), por el Lema 1.120, existe a € A, tal que d(z,a) =
d(z,A). Luego, d(z,a) < e <e+nyx € Ny(A e+ n). Esto implica que
O (A) C Ny(A, e +n). Por lo tanto, Hy(A, ®.(A)) < e+ n. Como 7 es un
numero positivo arbitrario, deducimos que Hy(A, ®.(A)) < e. Al ser A un
elemento cualquiera de 2%, concluimos la desigualdad en (3). O
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Capitulo 2

Dimension finita en C),(X)

En este capitulo se revisan algunos resultados que proveen de condiciones
necesarias o suficientes para garantizar la finitud de la dimensién, ya sea en
un punto dado o globalmente, en los hiperespacios C,(X). En el camino, se
definen algunos conceptos esenciales no sélo para este capitulo sino también
para las demostraciones principales del capitulo siguiente, a saber, los arcos
libres maximales y las circunferencias libres. Mds ain, la segunda seccién
completa se aboca a probar varios resultados referentes a ellos. Por su parte,
la primera seccién se enfoca en exponer algunos resultados acerca de la
dimensién de C,(X) para las graficas finitas. La tercera seccién analiza
condiciones necesarias y condiciones suficientes para garantizar la finitud de
la dimensién en un punto de C,,(X) para los continuos localmente conexos,
asi como una condicién necesaria para que un punto tenga la dimensién
minima posible en Ca(X).

2.1. Dimensidn en el hiperespacio C'(X) de graficas
finitas

En esta primera seccion se estudia un resultado relevante para los objeti-
vos perseguidos, pues establece, para un continuo dado X, varias equivalen-
cias relacionadas con la dimensién de C'(X) y con la propiedad de pertenecer
a la clase de las graficas finitas (Teorema 2.3). Para realizar la prueba de
tal teorema, se requiere de varios resultados que, ademas de tal propdsito,
seran fundamentales en varios resultados posteriores.

El primer resultado de esta seccién expresa una condicion que garantiza
la existencia de m-celdas en el espacio de subcontinuos de un continuo.
Ademads de determinar una cota inferior para la dimensién del hiperespacio

85
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de subcontinuos de cualquier gréfica finita (como un ejemplo particular),
este resultado es ttil para mostrar que C(X) tiene dimensién infinita en X
cuando X no es una grafica (Teorema 2.3).

Teorema 2.1. Sean X un continuo y m un numero natural con m > 2.
Si existen subcontinuos M y N de X con M C N, tales que M — N es la
union de m conjuntos no vacios y mutuamente separados por pares en X,
entonces eziste una m-celda M C C(M), tal que M, N € M y, para cada
KeM NCKcCcM.

Demostracion. Sean By, ..., By, subconjuntos no vacios de X, mutuamente
separados por pares, tales que M — N = [J;*| B;. Sea K una componente
cualquiera de M — N. Por el Teorema 1.16, se cumple que clps (K)NFry (M —
N) # (). Como Frp (M —N) C clpy(N) = N, esto implica que cly (K)NN #
(. Aplicando el Teorema 1.3, obtenemos que K U N es conexo.

Fijemos k € {1,...,m}. Mostraremos que By = [J{C : C es una compo-
nente de M — N y CN By, # (}. La contencién hacia la derecha es inmediata.
Para probar la otra contencién, sea C' una componente de M — N, tal que
CN By, # (0. Obsérvese que {B; : 1 <4 < m} es una coleccién finita de cerra-
dos en M — N ajenos por pares. Luego, C' C By. De este modo, se satisface la
igualdad requerida. Ademas, por el parrafo anterior y el Teorema 1.2, el con-
junto NUB, = NU{NUC : C es una componente de M — N y CN By, # ()}
es conexo. Mas ain, cly(Bg) C M —\{Bi:i#k} = M—((M—-N)—By) =
M—(M—(NUBk)) = N U By. Asi, NU By, :NUCIM(Bk) v N U By es
cerrado en M y compacto. Por tanto, N U By es un continuo.

Por el Teorema 1.94, existe un arco ordenado ay, : [0,1] — 2%, tal que
ar(0) = N y ag(l) = N U By. Obsérvese que para cualquier ¢ty € (0, 1],
si h:[0,1] — [0,%] es la funcién tal que f(t) = %, para cada t € [0, o],
entonces h es un homeomorfismo estrictamente creciente y aj o h es un arco
ordenado en 2% que vade N a ay, (to). Aplicando el Teorema 1.94, obtenemos
que cada componente de ag(tg) debe intersectar a N. Como N C ay(top),
N es conexo y las componentes de cualquier conjunto son ajenas por pares,
deducimos que () sélo posee una componente; es decir, ag(tg) es conexo.
Asi, ag([0,1]) € C(X).

Por otro lado, dados ti,...,t, € [0,1], como N C «;(t;) siempre que
1 <i < m, por el Teorema 1.3 se cumple que el conjunto ay(t)U--- U auy,(t)
es conexo. Por tanto, este ultimo conjunto es un continuo.

De esta forma, podemos considerar la funcién I' : [0,1]™ — C(X) dada

por

r
(tl, - ,tm) — Oél(tl) J---u am(tm).
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Se sigue del Teorema 1.104 y del hecho que cada «; es continua, que I' es
continua.

Probemos que I' es inyectiva. Para ello, sean (¢1,...,tm), (S1,...,8m) €
[0,1]™, tales que I'(¢1,...,tm) = I'(s1,...,8m). Fijemos k € {1,...,m}.
Obsérvese que para j # k se cumple que N N By, = BN N = B; N B, =
0y ajt;)N(NUB,) C (NUB;)N(NUByg) = N. Esto implica que
a;(tj) N (N UBy) = N. Por tanto, y porque oy (ty) C NUBpy N C ag(ty),
obtenemos lo siguiente:

F(tl, R ,tm) N (N @] Bk) = (Ozk(tk) N (N @) Bk)) UN = ak(tk) UnN
= ag(tg).

Similarmente, I'(s1, ..., $;m)N(NUB) = ak(sg). Por tanto, a(tr) = ag(sg)-
Como «y es inyectiva, lo anterior conlleva a que t; = si. Puesto que es-
to sucede para cualquier k& € {1,...,m}, concluimos que (t1,...,tm) =
(1, ..,5m). Esto prueba que I' es inyectiva.

Como [0, 1]™ es compacto y C(X) es Hausdorff, de lo anterior deducimos
que I" es un encaje. Asi, I'(]0, 1]™) es una m-celda.

Por otro lado,

P, 1,.,1) = Uy ew(1) = ULy (N U By) = N U (Ui, Bi)
= NU(M—N)=M.

Similarmente, N = T'((0,0,...,0)). Mas ain, dado (t1,...,t,) € [0,1]™,
para cualquier k € {1,...,m}, se cumple que N C a(0) C ag(tr) C ag(l) C
N U By. En consecuencia, N C I'(t1,...,tm) C U/ (N UBy) = M. Por
tanto, M, N € T'([0,1]™) y, para cualquier A € T'([0,1]™), es cierto que
N C AC M. Con esto terminamos la demostracién. O

El siguiente resultado proporciona, en el caso de las gréaficas finitas, la
dimensién exacta que poseen los hiperespacios Cy,(X) en cualquiera de sus
puntos. Resulta de vital importancia en la prueba del Lema 2.16 (y, por
ende, en la demostracién del Teorema 2.18).

Teorema 2.2 ([6], Teorema 2.4). Si D es una grdfica finita, entonces, para
cualquier A € Cp(D), se cumple

dima(Cp(D)) =2n+ > (ord(z,D) - 2).
z€R(D)NA

Ahora se prueba el resultado principal de esta seccién. Este teorema es
una caracterizacion de las graficas finitas X en relacion a la dimensién de sus
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hiperespacios C,(X), tanto en el punto X como globalmente. Es importante
para la demostracion de dos de los teoremas principales, los Teoremas 2.14
y 2.15.

Teorema 2.3. Sea X un continuo locamente conexo. Entonces, son equi-
valentes las siguientes condiciones:

(a) X es una grdfica finita.

(b) dimx(C (X)) es finita.

(¢c) dim(C(X)) es finita.

(d) Existe n € N, tal que dim(Cy (X)) es finita.

(e) Para cada n € N, se cumple que dim(Cy, (X)) es finita.

Demostracion. Sea d una métrica para X.

(b) = (a) Supongamos que X no es una grafica finita. Probaremos que
dimx (C(X)) = oo mostrando que, para cada n € N, dimx(C(X)) > n.
Fijemos n € N — {1}. Por el Teorema 1.47, existe un conjunto A con exac-
tamente n elementos, tal que X — A es conexo. Como A es finito, podemos
elegir € > 0, tal que € < %min{d(l‘,y) cx,y € Ay x#y}.

Como X es un continuo localmente conexo, para cada r € A existe un
subconjunto abierto y conexo U, de X, tal que x € U, C clx(U,) C By(z,¢).
Sea C, = clx(U;). Luego, cada C, es un subcontinuo de X que posee
a x y, para cualesquiera y,z € A con y # z, se cumple que C, N C, C
By(y,e) N By(z,¢e) = 0.

Sea U = |J,cq Uz Obsérvese que U es un subconjunto abierto de X
que contiene a A. Como X — A es conexo, por el Lema 1.31, existe un
subconjunto cerrado V', tal que A C intx(V)CV C Uy X —V es conexo.
Sea D = clx(X — V). Obsérvese que D es un subcontinuo de X y, como
D =X —intx(V), se cumple que X —U C D C X — A.

Como U, es abierto en X se tiene que X — U, es cerrado en X y
Fry(Uy) = clx(Uy)N(X =U,) C (X =JUyxUy)N(X-U,) =X -U C D.
Ademas, Frx(U,) C C,. Como U, es un subconjunto propio de X y X
es conexo, se tiene que Frx(U,) # 0. As{, C, "D # 0y C, UD es co-
nexo. Obsérvese que este ultimo conjunto es un subcontinuo de X y que
rzeC,—D.

Como U C |Jyey Coy XU C D, se tiene que X = DU(|U, 4 Cz)- Lue-
g0, X =D = J,c 4(Cy — D). Asi, X — D es la unién de n conjuntos no vacios
mutuamente separados por pares en X (pues los conjuntos C, son cerrados
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en X y ajenos por pares). Aplicando el Teorema 2.1, obtenemos una n-celda
M contenida en C(X), tal que X € M. Esto implica que dimx (C(X)) > n.
Como n € N es arbitrario, concluimos que dimx (C'(X)) = oo.

(c) = (b) Es inmediato.

(d) = (c¢) Como C(X) C C,(X), el Teorema 1.68 (1) garantiza la de-
sigualdad dim(C(X)) < dim(Cy(X)). Como Cy,(X) tiene dimensién finita,
esta tltima relacién implica que C'(X) tiene dimensién finita.

(e) = (d) Es inmediato.

(a) = (e) Dado cualquier n € N, el Teorema 2.2 asegura que, para cada

A€ Ch(X),

<24 ) (ord(p, X) - 2).
PER(X)

Asf, dim(Cn (X)) < 2n+ 3 e p(x)(ord(p, X) — 2). Como R(X) es finito, la
relacién anterior implica que dim(C), (X)) es finita.
Esto concluye la demostracién del teorema. O

2.2. Arcos y circunferencias libres

Como vimos en la Seccién 1.6.3, cuando A es un arco y S es un cur-
va cerrada simple, los hiperespacios C'(A), C2(A) y C(S) poseen modelos
geométricos simples que incluso permiten “visualizar” sus fronteras como
variedades. Los Teoremas 2.1 y 2.2 pueden dar una idea de como cambia
la complejidad de los hiperespacios al tomar espacios con mas puntos de
ramificacion y al aumentar el orden de estos puntos. Asimismo, el Teorema
2.2 y los modelos que se acaban de mencionar permiten establecer que las
vecindades més simples en los hiperespacios C'(X) son del tipo C(A) = (4)1,
C(S) = (A)1, en donde A un arco y S una curva cerrada simple (tomando
en cuenta que, por el Teorema 1.44, este tipo de continuos son los tnicos
continuos que no contienen puntos de ramificacién) cuyos interiores son no
vacios. Lo anterior provee de motivos para analizar este tipo de vecinda-
des para cierto tipo de arcos y curvas cerradas simples en donde se cumplen
ciertas condiciones maximales. En esta seccion se presentan este tipo de sub-
continuos y algunos resultados acerca de sus propiedades dentro del continuo
subyacente. En la siguiente seccién se aborda cémo este tipo de subcontinuos
se relaciona con la dimensién de los hiperespacios Cy,(X).
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Definicion 2.4. Sea X un continuo. Un arco J contenido en X es un arco
libre en X si J—E(J) es abierto en X. Una curva cerrada simple L contenida
en X es una circunferencia libre en X si existe p € X, tal que L — {p}
es abierto en X. Un arco libre K de X es un arco libre maximal si, para
cada arco libre J de X con K C J, se cumple que K = J.

En el siguiente lema se retinen algunas observaciones simples de los con-
ceptos que se acaban de definir.

Lema 2.5. Sean X un continuo y J un arco libre de X.

(1) SiC es un subconjunto conexo de X con CNE(J) =0 o CNFrx(J) =0,
entonces C C J o CNJ =10.

(2) Si K es un subarco de J, entonces K es un arco libre de X.

(3) Sip es un punto extremo de J con p € intx(J), entonces para cualquier
arco K contenido en X conp € K, se cumple que p es un punto extremo
de K con p € intx(K).

(4) SiY es un subcontinuo de X yJ CY C X, entonces J es un arco libre
de Y.

Demostracion. (1) Obsérvese que X —J y J—FE(J) son subconjuntos abiertos
y ajenos de X. Como C es conexoy CNE(J) = (); es decir, C C X —E(J) =
(X —J)u(J —E(J)), se debe tener que C C J — E(J) o C C X — J. Asi,
ccJolCnJ=0.

(2) Obsérvese que K — E(K) C J—E(J). Ademés, si h es un homeomor-
fismo de J en [0, 1], entonces h(K — E(K)) es un intervalo abierto, por lo
cual K — E(K) es abierto en J. Asi, K — E(K) es abierto en J — E(J). Como
J — E(J) es abierto en X, esto tltimo implica que K — E(K) es abierto en
X; es decir, K es un arco libre de X.

(3) Por el Lema 1.7, existe un subarco L de K, tal que L C intx(J) y p
es punto extremo de L. Como L es un subarco de J y p es punto extremo de
J, se satisface que L es una vecindad de x en J. Luego, L es una vecindad
dezenintx(J)yen X. Asi, z € intx (L) C intx (K). Aplicando el Teorema
1.24 se obtiene que ord(p, K) = ord(p, X) = ord(p, J) = 1.

(4) Como J — E(J) es abierto en X, se cumple que J — E(J) es abierto
en Y. Asi, J es un arco libre de Y. O

Ahora se muestran algunas otras propiedades de los arcos libres. Para
facilitar la exposicion, se utiliza la siguiente notacion.
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Definicion 2.6. Dados un continuo X, un arco J contenido en X y puntos
p,q € J, denotaremos por [p, ¢]; al subarco de J que va p a q.

Lema 2.7. Sean X un continuo y J un arco libre de X. Entonces, se cum-

plen las siguientes afirmaciones:

(a) Ningin punto de intx(J) es el vértice de un triodo simple contenido en
X.

(b) SiJ y K son arcos libres en X yintx (J)Nintx (K) # 0, entonces JUK
es un arco libre de X o una circunferencia libre de X.

Demostracion. (a) Supongamos que p € intx(J) es el vértice de un triodo
simple T' contenido en X. Sean 11,715, T3 arcos en T, tales que T' =Ty UTh U
T3; para cada i € {1,2,3}, p € E(T;), y, si @ # j, entonces T; NT; = {p}.
Aplicando el Lema 1.7 obtenemos, para cada i € {1,2,3}, un subarco S; de
T;, tal que p € S; C intx(J). Obsérvese que, para cada i € {1,2,3}, se tiene
que p; € E(S;) y que S;NS; = {p}. Luego, S1 U Sz U S3 es un triodo simple
contenido en intx (J) y, por tanto, contenido en J. Esto contradice el hecho
que J es un arco. Por tanto, ningin punto de intx(J) es el vértice de un
triodo simple contenido en X.
(b) Probaremos primero la siguiente Afirmacion.

Afirmacién. Sean L y M arcos libres de X y sea E(L) = {pr,qr}. Si
qr. ¢ M y pr, € M, entonces LUM es un arco y existe pys € E(M)NL, tal
que LNM = [pyr,prlr y E(LUM) = {q1,qm}, donde gpy € E(M)—{pnr}-

Como M — E(M) es abierto, se tiene que M — E(M) C intx (M) =
M — Frx (M) y, por ende, Frx (M) C E(M). Por otro lado, por el Lema
1.6, existe un subarco « de L, tal que aNM = {pp} v E(a) = {qr, pm},
para algin py; € L. Obsérvese que py € Frx (M) C E(M). Sea qps el
punto extremo de M distinto de pj;.

Supongamos que [par, prlr € M. Luego, py # pr- Sea s € [pa, prlr—
M. Como py, € M, aplicando de nuevo el Lema 1.6, obtenemos un subarco
B de [s,pr]L, tal que SNM = {t} y E(B) = {s,t}, paraalgin t € [s,pr]L.
Similarmente, existen un subarco v de [par, s] y w € [pu, s|L, tales que
yNM ={u}y E(y) = {u,s}. Obsérvese que t,u € Frx(M) C E(M) =
{prm,qm}. Como t ¢ [par,s]r, se cumple que t = gy v g € [S,p1]L-
Como u ¢ [s,pr], tenemos que u = pps. Luego, yNM = {py} =anNM
y aNy = [qr,pm]r N [pam, s)n = {par}. Esto implica que a« Uy U M es un
triodo simple con vértice pys. Como pyr # pr y qr ¢ M, se satisface que
pv € L — E(L). Esto contradice (a). Por tanto, [par,prlr, € M.

En esta forma, se tiene que LN M = ([qr, pm]r N [parsprln) N M =
(U [par,prle) "M = {pap} U lpar, prlr = [Py, prlo. Ademés, LU M =
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lqr,pm] U M con [qr,pmlr "M = [qr,pm]e N LN M = [qr,pm]r N
[par, Pl = {pam}. Asi, LUM es un arco con E(LUM) = {qr, qun}. Esto
prueba la Afirmacién.

Ahora procederemos a probar (b). Para ello, sean J y K arcos libres
de X con intx(J) Nintx(K) # 0. Si E(J)N (K — E(K)) = 0, entonces
K—-EK)CJoJN (K- FE(K)) =0. En el primer caso, se cumple que
K =clx(K — E(K)) C J, ast que el resultado es inmediato. En el segundo
caso, intx (J) Nintx (K) C JNK C E(K), lo cual no es posible pues E(K)
es finito y intx(J) Nintx(K) es un subconjunto abierto y no vacio de X.
Por tanto, podemos suponer que existe py € E(J) N (K — E(K)). De la
misma forma, podemos asumir que existe px € E(K)N(J — E(J)). Sean g
el punto extremo distinto de py v ¢i el punto extremo de K distinto de pg.

Tenemos dos casos:

e g5 ¢ K. Por la Afirmacién J U K es una arco con puntos extremos ¢
y t, para algin t € E(K). Como pxg € J—E(J) C (JUK)—-E(JUK)
debemos tener que t = qx. Asi, si gk € J, entonces qx € E(J). Esto
equivale a que qx ¢ J—E(J). Ademés, q; € E(K), lo cual implica que
q; ¢ K—E(K). Por tanto, (JUK)—E(JUK) = (JUK)—{qs,qrx} =
(7~ {as) U (K — {ac}) = (J — E(J) U (K — E(K)). Esto implica
que (JUK)— E(JUK) es abierto en X y que J U K es un arco libre
de X.

ee g5 € K.Seape J— K. Por el Lema 2.5 (2), [q7,p|s es un arco libre de
X. Por la Afirmacion, [¢s,p]lsNK = [qs,u]; para algin v € E(K). De
forma similar, [p,ps]; N K = [ps,v]s, para algin t € E(K). Obsérvese
que [u,ply N K = [u,ply N gs,pls N K = [u,pl; N g, ul; = {u}.
Anélogamente [p,v]; N K = {v}. Por tanto, JUK = [p,u]; U [p,v]; U
K = [u,v];UK, con [u,v];NK = ([p,u];U[p,v];)NK = {u,v}. Como
u # v, se tiene que J U K es una circunferencia y que gqx € J.

En caso que ¢y € E(K), como px ¢ E(J), se tiene que q; = qx. Asi,
(JUK)—{qs;} =(J—E(J))U(K —-E(K)),estoes, (JUK)—{qs} es
abierto en X. Por otro lado, si ¢ € K—FE(K), entonces qx € J—E(J),
porque de lo contrario, qx = p;y € K — E(K), lo cual no es posible.
De esta forma, JUK = (J — E(J))U (K — E(K)) y, por ende, J UK
es un subconjunto abierto, cerrado y no vacio de X. Esto implica que

JUK = X. En cualquiera de los dos casos, JUK es una circunferencia
libre de X.

Esto concluye la prueba del teorema. O
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Como se ve méas adelante en esta seccién y en los apartados posteriores,
los arcos libres maximales y las circunferencias libres poseen propiedades en
comuin que son utilizadas muy a menudo. Por este motivo, resulta conve-
niente tener una notacion para la coleccién de este tipo de subcontinuos.

Definicion 2.8. Sea X un continuo. Usaremos la siguiente notacion:

Ag(X)={A C X : Aesun arco libre maximal en X o

A es una circunferencia libre de X'}

En los cuatro lemas que siguen se establecen algunas propiedades ele-
mentales de los elementos del conjunto que se acaba de definir.

Lema 2.9. Sean X un continuo localmente conexo, J un arco libre o una
circunferencia libre y K € Ag(X). Entonces, se cumplen las siguientes afir-
maciones:

(1) Si J ¢ K, entonces J Ninty (K) = 0.
(2) SiJeUAs(X) yJ# K, entonces J Nintx(K) = 0.
(3) Frx(K)NU{intx (L) : L € Ag(X)} = 0.

Demostracion. Si X es un arco o una curva cerrada simple, entonces K = X
y el resultado es inmediato. Asi, podemos suponer que X no es un arco ni
una curva cerrada simple.

(1) Probaremos este inciso por contrarreciproco. Con tal fin, supongamos
que J Nintx (K) # (. Si intx(J) Nintx (K) = (), como J — E(J) es abierto,
se tiene que J = clx(J — E(J)) C clx(intx(J)) C X — intx(K); es decir,
J Nintx(K) = (. Esto ultimo es una contradiccién. Por tanto, intx(J) N
int x (K ) #* .

Consideremos los siguientes tres casos.

(i) K es una circunferencia libre de X. Sea p € K, tal que K — {p} es
abierto en X. Luego, K — {p} C intx(K). Si p € intx(K), entonces
intx(K) = K. Asi, K es no vacio, abierto y cerrado en X; es decir,
K = X. Como esto no es posible, tenemos que p ¢ intx (K); es decir,
intx(K) = K — {p}. Supongamos que p € intx(J) y que existe q €
J — K. Sea L un arco contenido en J, tal que p y ¢ son sus puntos
extremos. Como L—{p} es conexoy K —{p} y X — K son abiertos en X
y ajenos, se cumple que L—{p} C X — K. Sean A y B arcos contenidos
en K, tales que p es un punto extremo de ambos y ANB = {p}. Luego,
AU BUL es un triodo simple con vértice p. Esto contradice el Lema
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2.7 (a). Por tanto, p ¢ intx(J) o J C K. Si p ¢ intx(J), entonces
intx(J) C K—{p}, porque X — K y K —{p} son abiertos en X ajenos
y intx (J) es conexo e intersecta a K — {p}. Se sigue de lo anterior que
J=clx(J—E(J)) Cclx(K — {p}) = K. De cualquier modo, J C K.

(ii) K es un arco libre maximal de X y J es una circunferencia libre de X.
Podemos aplicar el caso anterior para obtener la contencién buscada.

(iii) K esun arco libre maximal de X y .J es un arco libre de X. Por el Lema
2.7, obtenemos que J U K es un arco libre de X o una circunferencia
libre de X. Supongamos que J U K es una circunferencia libre de X.
Seaa € JUK, tal que (JUK)—{a} es abiertoen X. Sia € J— E(J),
entonces el conjunto JUK = ((JUK) —{a})U(J — E(J)) es abierto
y cerrado en X y, por ende, J U K = X. Como esto ultimo no es
posible, se tiene que a ¢ J — E(J). Sea r un punto extremo de J
distinto de a. Luego, existe un arco M contenido en J U K, tal que
a¢ My MNK = {r}. Asi, M UK es un arco contenido en J U K
que contiene propiamente a K y cuyo conjunto de puntos extremos es
(E(K)U E(M)) — {r}. Esto ultimo implica que (M UK) — E(M U
K)=(M-EM))U (K —-EK))U{r} c (JUK) — {a}. Luego,
(MUK)— E(MUK) es un subconjunto abierto de J U K contenido
en (JUK) —{a} y, por consiguiente, es abierto en X. Asi, M U K es
un arco libre de X que contiene propiamente a K. Esto contradice la
maximalidad de K. Por lo tanto, J U K es un arco libre de X. Por la
propiedad maximal de K, se deduce que K =JUK y J C K.

(2) Supongamos que J € Ag(X) y J # K. Luego, una de las conten-
ciones J C K o K C J no se satisface. Si J ¢ K, entonces, aplicando (1),
obtenemos que J Nintx(K) = (). Supongamos que K ¢ J. Luego, por (1),
se tiene que K Nintx(J) = 0 (aqui usamos la hipétesis J € Ag(X)). Esto
implica que intx(K)NJ C KNJ C Frx(J). Como Frx(J) es un conjunto
con a lo més dos elementos y intx (K)N.J es un abierto de un continuo no de-
generado, debemos tener que intx (K)NJ = (). De esta forma, en cualquiera
de los dos casos, se satisface la igualdad requerida.

(3) Por el inciso anterior, para cualquier J € 2Ag(X) con J # K se
cumple que K Nintx(J) = (). Asi, y porque K es cerrado en X, para cada
J € As(X) — {K} es cierto que Frx(K) Nintx(J) = 0. Como también
Frx(K) Nintx (K) = 0, se sigue que Frx(K) Nintx (L) = (), siempre que
L € Ag(X). Esto prueba (3) y concluye la demostracién de este lema. [

El siguiente enunciado es una propiedad interesante del conjunto 24g(X),
porque en general la convergencia de una sucesién en C'(X) no se relaciona
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de una forma tan sencilla con los puntos de sus elementos. En términos de
la Seccién 1.6, el resultado que sigue garantiza que si el limite inferior de
una sucesién de elementos de Ag(X) no es vacio, entonces la sucesién es
convergente y converge a un conjunto singular.

Lema 2.10. Sean X un continuo localmente conexo, {Jpy }men una sucesion
de elementos en Ag(X) distintos por pares y xn,, € Jp, para cada m € N.
Si lim x,,, = x para algin x € X, entonces lim J,,, = {x} (en C(X)).

Demostracion. Obsérvese que la existencia de la sucesion {J,, }men garanti-
za que X no es un arco ni una curva cerrada simple. Asi, por la Observacién
3.28, podemos hacer Frx (J,) = {pm,qm}, para cada m € N.

Supongamos que {Jp, }men no converge a {z} en C(X). Como C(X) es
compacto, podemos suponer que {J,,} converge a algin A € C(X) con A #
{z}. Similarmente, como X es compacto, podemos asumir que lim p,, = p y
lim g,,, = ¢, para algunos p,q € X.

Obsérvese que p,q,z € A. Como {z} C A, se tiene que A es un sub-
continuo no degenerado de X y, por tanto, A tiene una cantidad infinita de
elementos. Tomemos y € A — {p,q}. Luego, por el Lema 1.89, existe una
sucesion {ym }men, tal que y,, € Jp, para cada m € Ny limy,, = y.

Si y € intx(Jg), para algin k € N, entonces existe m > k, tal que
Ym € intx(Jx). Por consiguiente, J,, Nintx(Jx) # 0. Esto contradice el
Lema 2.9 (2). Asi, y ¢ intx(J,,), para cada m € N.

Como X es localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo
Ude X, tal que y € U C clx(U) C X — {p,q}. Sea mg € N, tal que, para
cada m > mg, se tiene que y,,, € U. Por el Teorema 1.33, U es arco conexo.
Luego, dado m > myg, podemos tomar un arco o, en U de y a y,.

Si{y,ym} NFrx(Jm) # 0, entonces oy, N Frx(Jy,) # 0. Si, por el con-
trario, {y,ym} N Frx(Jm) = 0, entonces y,, € intx(Jm) vy y € X — Jp.
Aplicando el Lema 2.5, obtenemos que a,, N Frx(J,,) # 0. De cualquier
manera, {pm,qm} NU =Frx(J,) NU # (), para cada m € N.

De este modo, existe una subsucesién de {pm, }men 0 de {gmn}men cuyo
rango estd contenido en U. Asi, p € clx(U) o q € clx(U), lo cual contradice
la eleccién de U. Por lo tanto, lim J,,, = {z}. O

Lema 2.11. Sean X un continuo localmente conexo y J un arco libre de X
con un punto extremo e, tal que e € intx(J). Entonces, existe un arco libre
K, tal que J C K, e es un punto extremo de K, e € intx(J) y K contiene
a cada arco libre de X que contiene a J.

Demostracion. Podemos suponer que X no es un arco. Dado un arco libre
L en X, tal que e € L, sean p; y qr sus puntos extremos. Por el Lema
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2.5 (3), tenemos que e es un punto extremo de L y e € intx(L). Podemos
suponer que gz, = e. Obsérvese que L — {pr,e} es abierto en X. Por tanto,
(L —A{pr,e}) U{e} C intx(L). Ademds, como X no es un arco y L es un
subconjunto cerrado y no vacio de X, se tiene que intx (L) C L; es decir,
L —{pr} = intx(L). Por tanto, Frx (L) = {pr}.

Sea F = {L : L es un arco libre de X, tal que J C L}. Fijemos L, M €
F. Sipr ¢ intx (M), entonces intx (M) N Frx(L) = 0. Como intx (M) es
conexo y e € intyx (L) Nintx (M), se tiene que intx (M) C L. Asi, M =
clx(intx(M)) C L. Si pr, € intx (M), entonces podemos tomar el subarco
K = [e,pr]m. Por el Lema 2.5 (2), K es un arco libre de X. Como e € K,
se cumple que Fry(K) = {pr}. Asi, intx (L) NFrx(K) = 0. Como intx (L)
es conexo y e € intx(K) Nintx (L), se tiene que intx (L) C intx(K). Por
tanto, L = clx(intx(K)) C M. De cualquier manera, M C L o L C M.

Sean U = | J{L—{pr}: L € F}y K =clx(U). Supongamos que U = K.
Luego, U es una subconjunto abierto, cerrado y no vacio de X. Asi, U = X.
Obsérvese que {L — {pr} : L € F} es una cubierta abierta de X. Como X
es compacto, existen r € Ny Ly, ..., L,, tales que X = J;_,(L — {p}). Por
el parrafo anterior, podemos suponer que L; C L, para cadai € {1,...,7}.
Luego, como L; es un arco, L; — {pr,} C L1 — {pr,}. De esta manera,
tenemos que X = L; — {pr,} v pr, ¢ X. Esto es una contradiccién. Por
tanto, K # U.

Obsérvese que e ¢ X — U y que, por el Teorema 1.33, X es arco conexo.
Aplicando el Lema 1.8 obtenemos un arco M en X que va de un punto
peX—-UaFEyMn(X—U)={p}. Luego, M — {p} C U. Para mostrar
que U C M — {p} tomemos L € Fyz e L—{epr} Luego, [e,z]r C
L —{pr} C U. Por el Lema 2.5 (3), [e, 2] es un arco libre de X. Luego,
Frx([e,z]r) = {z}. Como e € M Nintx(le,z]r),p e M —U C M —[e, 2]L
y M es conexo, debemos tener Frx (M) N M # 0; es decir, z € M. Asi,
L—{pr,e} C My, por consiguiente, L —{pr} C L = clx(L—{pr,e}) C M.
De esta manera U C M. Como p ¢ U, concluimos que U = M — {p}.
Por tanto, K = clx(M — {p}) = M. Por tanto, K es un arco con puntos
extremos p y e, K — {p} es abierto en X y, para cada L € F se cumple que
L —{pr} C U C Kj es decir, L C K. Con esto concluimos la demostracién
de este lema. ]

El siguiente lema es un paso importante para la prueba del Lema 2.16 y
afirma que los arcos libres siempre estan contenidos en un arco libre maximal
o en una circunferencia libre. Por si mismo, este sencillo enunciado es una
propiedad significativa de los continuos localmente conexos.
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Lema 2.12. Sean X un continuo localmente conexo y J un arco libre de X.
Entonces, eriste K € Ag(X), tal que J C K.

Demostracion. Podemos suponer que X no es una curva cerrada simple ni
un arco y que J no estd contenido en una circunferencia libre de X. Sean
x y y los puntos extremos de J. Fijemos puntos p,q € (x,y),, tales que
[z,p]7N[q,y]; = 0. Por el Lema 2.5 (2), [p, q]s es un arco libre de X, asi que
(p,q)s es un abierto en X. De esta manera, el conjunto Y = X — (p,q); es
cerrado en X. Sean X, y X, las componentes de Y con p € X, y ¢ € X,.
Obsérvese que Frx (Y) = Frx((p,q)s) = [p,ql7— (p,9)s = {p, ¢}. Luego, por
el Teorema 1.16, cada componente de Y intersecta a {p,q}; es decir, cada
componente tiene como elemento a p o a ¢. Asi, las inicas componentes de
Y son X, y X,. Por tanto, Y = X, UX, con X, N X, =00 X, =X,=Y.
Obsérvese que X, y X, son subcontinuos de X.

Demostremos que X, y X, son localmente conexos. En el caso X,N X, =
0, tenemos que X, =Y — X, asi que X, — {p} = X — ([p,q)s U Xy) =
X —([p,qlsUXy). De esta forma, X —{p} es un subconjunto abierto de X y,
por tanto, es localmente conexo. Obsérvese que [z, p|; N (p, q)s = 0; es decir,
[z,p]; C Y. Como p € X,y [z,p]; es conexo, se deduce que [z,p]; C Xp.
Similarmente, [q,y]; C X4 Asi, X, N (z,y); = X, N ((z,pls U (p,q)s U
[9,y)7) = (z,p]s. Como J—{z,y} = (x,y)s es una vecindad abierta de p en
X, el conjunto (z,p]; es una vecindad abierta de p en X,,. Por tanto, X, es
localmente conexo. De forma analoga, podemos probar que X, es localmente
conexo.

Como X, y X, son subconjuntos abiertos de Y, obtenemos que Y es
localmente conexo. En el caso X, = X, =Y, el conjunto X, — {p,q} =X —
[p, q].s es abierto en X y, por ende, localmente conexo. Ademés, X,N(z,y); =
(z,pls U lg,y)s v, en consecuencia, ((z,p]s U q,y)s) — [a,yls = (x,p]s son
vecindades abiertas de p en X,. Por tanto, X;, =Y es localmente conexo.

Por el Lema 2.5 incisos (2) y (4), se tiene que [z, p]s es un arco libre de
X, v, por el parrafo anterior, p € intx,([p, ¢]s). Aplicando el Lema 2.11, ob-
tenemos un arco libre K, en X,,, tal que [z,p]; C K, p es un punto extremo
de Ky, p € inty,(K,) y K, contiene a cada arco libre de X, que contiene
a [z,p];. De igual manera, [q,y]; es un arco libre de X, ¢ € intx, [q,y]s y
existe un arco libre K, en X, tal que [q,y]; C Ky, ¢ es un punto extremo
de Ky, q € intx, (K,) y K, contiene a cada arco libre en X, que contiene a
[¢,y]s. Sean pg el punto extremo de K, con pg # p y g, €l punto extremo de
K4 con qo # q.

Sip e (q,qo)Kq, entonces p € X, N Xy, X, = X, y p no es punto
extremo del arco [g, qo] K, contenido en X). Esto implica, por el Teorema
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1.24, que 2 < ord(p, [q, qo]k,) < ord(p, X}) = ord(p, [x,p|s). Esto contradice
el hecho que p es un punto extremo de [z, p];. Por tanto, p ¢ (¢,q0)k, ¥
(¢,90) K, C Xq—{p,q}-

De esta manera, (¢, o), = Kq—{¢,qo} es un subconjunto abierto de X,
contenido en el subconjunto abierto X, — {p,qo} de X. Obtenemos asi que
(¢,90) K, es abierto en X y que K, es un arco libre de X. Ademds, por el
Lema 2.5 (2), [¢,y]s ¥ [p,y]s son arcos libres en X, esto es, (¢,y); v (p,y)s
son abiertos en X. Obsérvese también que (q,y); C J — [x,p]s C [p,y]s.
Luego, 0 # (q,y)s C intx([p,y]s) Nintx(K,). Aplicando el Lema 2.7 (b),
obtenemos que K, U [p,y]s es un arco libre o una circunferencia libre de X.

Supongamos que K, U [p,y]; es una circunferencia libre. Luego, como
0 # (p,y)s C JNintx (K, U [p,yls), por el Lema 2.9 (1), se satisface que
J C K, U [p,y]s. Esto contradice nuestra suposicién inicial de que J no
estd contenido en una circunferencia libre. Asi, K, U [p,y]s es un arco libre
de X. De manera similar, K, U [z, q]s es un arco libre de X.

Obsérvese que (p, q)s es un subconjunto abierto de X contenido en K, U
p,yls y en K, U [z,q];. Aplicando nuevamente el Lema 2.7 (b), se tiene
que M = K, U K, U [z,q]; U [p,y]s es un arco libre de X (pues J C M
y hemos supuesto que J no estd contenido en una circunferencia libre de
X). Obsérvese que [z,q]; U [p,yls = [x,pls U [p,qls Ulq,yls, asi que M =
K, UK, U J. Por otro lado, p,q € (z,y); y M —{po,q0,z,y} = (po,p)s U
(z,y)7 U (q,q0)s. Obsérvese que x = py o © € (po,p)s, y que y = qo 0
y € (¢,q0)s. Luego, por el Teorema 1.24, para cada z € M — {pg,qo} se
cumple que 2 < ord(z, M — {po, qo}) < ord(z, M). Esto implica que py y qo
son los puntos extremos de M.

Sea L un arco libre de X, tal que M C L y sean u y v los puntos
extremos de L. Podemos suponer que g € [p,v]r. Luego, [u,p|r N (p,q); =
[u,p]. N (p,q)r = 0; es decir, [u,p], C Y. Como p € [u,p|r, deducimos
que [u,p|r, C X,. Aplicando los incisos (2) y (4) del Lema 2.5, obtenemos
que [u,p|r, es un arco libre de X y en X,,. Obsérvese, ademds, que [z,p|; =
[z,p]r, es un conjunto conexo contenido en L — (p,q); = L — (p,q)r =
[u, p|r U[q, v]L, con [u, p]pU[g,v]r = 0. Como p € [z, p|;N[u,p]r, deducimos
que [z,p]; C [u,p]r. Por la maximalidad de K, se tiene que [u,p|r C K.
Como p € [u,q]r, se puede probar de igual manera que [q,v];, C K,. Asi,
L = [u,plr U[p,qlsU[g,v]r C KpUJNK,; =M. Esto muestra que M es
maximal y concluye la demostracién de este lema. O

Como una aplicacién del Lema 2.12, se prueba el siguiente resultado, el
cual es usado en reiteradas ocasiones en el Capitulo 3. La notacién FA(X)
se establece en dicho capitulo.
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Corolario 2.13. Para cualquier continuo localmente conexo X, se satisface

la igualdad FA(X) = U{intx(J) : J € As(X)}.

Demostracion. Probaremos las contenciones necesarias para la igualdad. Sea
x € FA(X). Luego, existe un arco libre J de X, tal que z € intx(J). Por
el Lema 2.12, existe K € Ag(X), tal que J C K. Obsérvese que intx(J) C
intx (K). Asi, z € int x (K). Esto prueba la contencién hacia la derecha.
Reciprocamente, supongamos que z € intx (K), para algin K € Ag(X).
Si K es un arco libre maximal, entonces x € FA(X). Supongamos, por
el contrario, que K es una circunferencia libre de X. Sea p € K, tal que
K — {p} es abierto en X. Luego, K — {p} Cintx(K) C K. Sip € intx(K),
entonces K = intx(K) y, en consecuencia K es abierto y cerrado en X;
es decir, K = X. En este ultimo caso, todo arco contenido en K es un
arco libre de X y, por ende, p € FA(X). Si ocurre el otro caso; es decir,
sip ¢ intx (K), entonces z # p y, dado un arco J contenido en K, tal que
xeJ—E(J)yp¢J,se cumple que el conjunto J — E(J) es abierto en K
y esté contenido en J. Por tanto, J — E(J) es abierto en X, J es un arco
librede X y x € J—E(J) C intx(J) C FA(X). Esto muestra la contencién
hacia la izquierda y finaliza la demostracién de este corolario. O

2.3. Graficas finitas como vecindades de subespa-
cios

En esta seccién se presentan algunos resultados que proveen de condi-
ciones necesarias y condiciones suficientes para que el hiperespacio Cy,(X)
tenga dimensién finita en un punto dado, donde X es un continuo local-
mente conexo, pudiéndose constatar que esta propiedad estd directamente
relacionada con la caracteristica de dicho punto de tener una vecindad en
X que es una gréfica finita, es decir, que dicho punto estd contenido, como
conjunto, en el interior en X de un subespacio que es una grafica finita.

Los teoremas mas notables que se exponen en este apartado son los Teo-
remas 2.15 y 2.18, los cuales son los més fuertes de este capitulo. El primero
caracteriza a los puntos de dimensién finita en C,,(X) (para cualquier n),
mientras que el segundo caracteriza las componentes del conjunto o (X)
(Definicién 2.17).

El primero de los resultados de este seccion tiene una prueba extensa,
pero es valioso en si mismo, asi como para la demostracion del Teorema 2.15.
Tal resultado es el siguiente.
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Teorema 2.14. Sea X un continuo localmente conexo. Si A € C(X) y
dim 4 (C(X)) es finita, entonces existe una grdfica finita D contenida en X,
tal que A C intx (D).

Demostracion. Sea d una métrica para X. Si A = X, entonces dimx (C(X))
es finita y, por el Teorema 2.3, X es una gréafica finita. De esta manera,
podemos suponer que A # X. Sea m = dimx(C(X)). Haremos la prueba
por pasos.

(I) A es localmente conezo.

Supongamos que A no es localmente conexo. Aplicando el Teorema 1.29
obtenemos un elemento p € A, tal que A no es conexo en pequefio en p.
Sean U una vecindad de p que no contiene vecindades conexas de p, V un
subconjunto abierto de A, tal que p € V C cly(V) C U y D la componente
de cl4(V), tal que p € D. Luego, p ¢ int4(D), pues de lo contrario, D es
una vecindad conexa de p en A contenida en U. Asi, p € A —inta(D) =
cla(A - D).

Sea {pn}nen una sucesién en A — D, tal que limp, = p. Como V es
vecindad de p en A, podemos suponer que {py, }nen estd en V. Por otro lado,
si existe una subsucesién de {py}nen contenida en alguna componente E
de cla(V), como E es cerrado en cla(V), tenemos que p € E. Asi, E = D
¥ {Pn}nen posee elementos en D, lo cual no es posible. Por consiguiente,
cada componente de cla (V) tiene a lo més una cantidad finita de elementos
de {pn}nen. Por tanto, podemos suponer que existe una sucesion { D, }nen
de componentes de cly (V) diferentes de D y distintas dos a dos, tales que
pn € D, para cada n € N. Ademds, como {D,},en estd en C(cla(V)), v
éste ultimo es compacto, podemos suponer que lim D, = Dy para algin
Dy € C(cla(V)). Como p € Dy N D, D es una componente de cly(V) y
Dy es un subconjunto conexo de cly(V), tenemos que Dy C D. Obsérvese
que, por el Teorema 1.16, existe t,, € Fra(V) N D,, para cada n € N. Como
Fr4 (V') es compacto, podemos suponer que lim¢,, = ¢ para algun ¢t € Fr4 (V).
Obsérvese que t € lim D,, = Dy. Asi, p,t € Dy y, comop € V y t € Fru(V),
se satisface que p # t. Luego, Dg es un continuo no degenerado. Como DyNV
es un subconjunto abierto y no vacio de Dy, se tiene que Do NV es infinito.

Tomemos q1,...,qmt+1 € Do NV distintos por pares. Sea W un sub-
conjunto abierto de X, tal que V= W N A. Como X es localmente co-
nexo, existen @1,...,Qm+1 subcontinuos de X ajenos por pares tales que

gi €intx(Q;)y Q; C W, paracadai € {1,...,m+1}. Sea B=AUQ1 U
Q2 U - UQpy1. Obsérvese que B es cerrado en X, por ser unién finita de
cerrados en X. Asimismo, como ¢; € AN Q; para cadai € {1,...,m + 1},
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por el Teorema 1.2, B es conexo. Asi, B € C(X). Por otro lado,

B-A=(AUQiUQU---UQm41)— A
=(Q1—A)U(Q2—A) U - U(Qui1 — A).

Supongamos que Q; C V para algin i € {1,...,m + 1}. Como @Q; es
conexo, D es una componente de cla(V) y ¢ € Q; N D, esto implica que
Q; C D. Luego, Q;ND,, = (), para cada n € N. Por tanto, ¢; ¢ lim D,, = D.
Esto es una contradiccién. Asf, Q; € V.

Como Q;NA C WNA =V, se cumple que Q; — A # (. Ademés,
los conjuntos @; — A estdn mutuamente separados dos a dos en X, porque
Qi— A C Q; y los conjuntos @); son ajenos por pares y cerrados en X. Por el
Teorema 2.1, existe una (m+1)-celda M € C(X), tal que A € M. Aplicando
el Teorema 1.68 y el Ejemplo 1.72, se tiene que dim(C(X)) > dim4 (M) =
m + 1. Esto contradice el hecho que m = dim4(C(X)). Por lo tanto, A es
localmente conexo.

(II) A es un grdfica finita y frx(A) posee a lo mds m elementos.

Por el Teorema 1.68, se satisface que dim4(C'(A)) < dim4(C(X)). Luego,
dim4(C(A)) es finita y, por el Teorema 2.3, A es una gréfica finita.

Supongamos que existen pi, ..., pp+1 puntos distintos en Fry (A). Como
X es localmente conexo, existen P, ..., P41 subcontinuos de X ajenos dos
a dos, tales que p; € intx(F;), para cadai € {1,...,m+1}. Sea B = AU
PiUP,U---UP,41. Como p; € Frx(A), tenemos que intx (P;)N(X—A) # 0
y Pi — A # () para cualquier i € {1,...,m + 1}. Obsérvese que, al igual
que en la prueba de (I), se cumple que By € C(X), los conjuntos P; — A
estdn mutuamente separados por paresen X y By — A= (P, — A) U (P, —
A)U -+ U (Ppy1 — A). Asi, en la misma forma que en la prueba de (I),
se contradice el hecho que dim4(C(X)) = m. Por tanto, podemos hacer
Frx(A) ={z1,...,2,}, donde r < my x; # x; siempre que i # j. Hagamos
también € = 3 min{d(z;, z;) : i < j}.

(I1I) Existe una grafica finita D, tal que A C intx (D).

Demostraremos que, para cada i € {1,...,r}, existe un arco n en X que
tiene a x; como punto extremo y que sélo intersecta a A en este punto. En
efecto, como X es localmente conexo, existe una vecindad abierta y conexa
Udex;en X, tal que U C (X — ({z1,...,2} —{x;})). Por el Teorema 1.33,
el subespacio U es arco conexo. Como z; € Fr(A), podemos tomar y € U — A.
Por el Lema 1.8, existe un arco n en U, tal que nNA = {t}, para algint € A,
y los puntos extremos de 1 son y y t. Obsérvese que t € Frx(A)NU = {z;}.
De esta forma, nN A = {z;}.
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Para cada i € {1,...,r}, sea K; la coleccién de todos los conjuntos no
vacios A, tales que, para cualquier o € A, se cumple que « es un arco en X
que tiene a x; como punto extremo, « intersecta a A sélo en este punto y, si
B es un elemento de A distinto de a, entonces 3 intersecta a « justamente
en z;. Por el parrafo anterior, K; # (.

Para cadai € {1,...,r}, tomemos I'; € K;. Supongamos que I'; U---UT",
tiene mas de m elementos. Como de cada conjunto de mas de m elementos
es posible extraer un subconjunto de m+ 1 elementos, podemos suponer que
Iy U---UTLy| = m+ 1. Por el Lema 1.7 podemos asumir que los arcos de
cada I'; estan contenidos en By(x;,¢).

Sean a, f € '1U---UT,,cona # 3. Siacyypely, coni#j,
entonces o N B C By(xi, ) N By(xj,e) = 0. Si o, f € Ty, entonces (o — A) N
cx(8—A) = (a—{z;}) nclx (B — {xi}) = (o — {z;i}) N B = 0. De manera
similar obtenemos que cly(a — A) N (8 — A) = 0. Por tanto, en cualquier
caso, o — Ay [ — A estdn mutuamente separados.

En este modo, {aa —A:i € {1,...,r},a € I';} es una coleccién de m + 1
conjuntos mutuamente separados por pares. Por otro lado, obsérvese que el
conjunto B = AU ((J{la—A4:i € {l,...,7},a € I';}) es un subcontinuo
de X yB—-A=UJ{a—A:i€e{l,...,r},a € I';}. De forma similar a
la prueba de (I), podemos obtener que dim4(C(X)) > m + 1. Esto es una
contradiccién. Por lo tanto, [Ty U---UT,| < m.

Obsérvese que la conclusion del parrafo anterior implica que los elemen-
tos de cada KC; son finitos. Para cada i € N, sean k; = max{|['| : I' € K;} y
A; un elemento de K; con k; elementos. En la misma forma que hicimos en
los parrafos anteriores, podemos suponer que [JA; es ajeno a [JA; si i # j.

Fijemos i € {1,...,7r}. Sea A; = {a,...,ay,}. Obsérvese que (JA; =
ayUagU---Uay, es un k;-odo simple con vértice ;.

(I11.1) z; no es punto de acumulacion de R(X).

Supongamos que x; es un punto de acumulacién de R(X), es decir, que
existe una sucesion {z,}neny en R(X) — {z;}, tal que limz, = z; y sus
términos son diferentes por pares. Como X es un continuo localmente co-
nexo, podemos tomar un subconjunto abierto y conexo U, de X, tal que
z; € Uy, C cx(Up) C B(xi, 2) — (Frx(A4) — {z;}), para cada n € N. Como
lim z, = x;, podemos suponer que z, € U, siempre que n € N. Obsérvese,
ademds, que limclx (Uy) = {z;}.

Por otro lado, como A —Frx (A) es abierto tanto en X como en A, por el
Teorema 1.24, se cumple que ord(w, X) = ord(w, A — Frx(A)) = ord(w, A),
para cualquier w € A—Frx(A). Esto implica que R(X)NA C R(A)UFrx(A).
Como A es una grafica finita, por el Teorema 1.45, R(A) es finito. Por tanto,
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R(X) N A es finito. De esta manera, podemos suponer que cada z, no es
elemento de A.

Obsérvese que, por el Teorema 1.33, U, es arco conexo. Sea (3, un arco
en U, que va de z, a z;. Sean b € B, N Ay v = [2p,b]g,. Luego, se cumple
que yNA # 0 y~v—A # (. Aplicando la conexidad de v, se tiene que
Frx(A) N~ # 0. Por otro lado, Frx(A) N~ C Frx(A) N U, = {x;}; es decir,
x; € . Esto implica que, 8, = vy f,NA = {z;}. Luego, por la eleccién de k;
y de los arcos a1, ..., oy, existe j € {1,...,k;}, tal que 3, N (a; —{z;}) # 0.
Como esto sucede para cada n € N, algin «; intersecta a una cantidad
infinita de los arcos (,. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
Bn N (a1 —{z;}) # 0, para cualquier n € N.

Vamos a construir el arco 7, de la siguiente manera. Supongamos primero
que z, € a;. Como X es localmente conexo y U, — {z;} es una vecindad
de z,, existe un subconjunto abierto y conexo S de X, tal que z, € § C
Uy, — {x;}. Por el Teorema 1.33, se cumple que S es arco conexo. Como S
es abierto en X y S N« es abierto en a1, se tiene, por el Teorema 1.24,
que ord(zy, S) = ord(zp, X) > 3 y ord(zp, S Nai) = ord(zy, 1) < 2. Esto
implica que S # S Nay; es decir, S € ay. Sea p, € S — a;. Como a; NS
es un subconjunto cerrado de S que contiene al menos a z,, por el Lema
1.8, existen t, € S y un arco 7, contenido en S, tales que v, Ny = {t,}
y E(vn) = {pn, tn}. Supongamos ahora que z, ¢ a;. Por el Lema 1.8 existe
un arco -y, contenido en U, tal que E(v,) = {zn, tn} y TnN(AU1) = {tn},
para algun t,, € Uy. Si t,, € Frx(A), entonces t,, € U, N{z1,..., 2.} = {zi};
es decir, t, = x; y v N A = {x;}. Como B, Nay # 0y 2z, es un punto
extremo de [3,, por el Lema 1.6, existe un subarco v, de f,, tal que v, Nay
consta de un solo punto ¢, y E(v,) = {zn,tn}. Obsérvese que t, # x; pues
de lo contrario v, = [z, ilg, = Bn y, por consiguiente, 8, N a1 = {z;}, lo
cual no es posible. En ambos casos, tenemos que z; & v, v vn N a1 = {t,}.

Obsérvese que, por el Lema 1.91, se cumple que limt, = x; y lim~, =
{zi}. Si existe una subsucesién de {v,}nen, tal que todos sus elementos
poseen un punto p en comun, entonces p € lim~y, y p = x;. Asi, x; € v;
para una cantidad infinita de 7 € N. Esto es una contradiccion. Por tanto,
podemos suponer que los arcos 71,7z, ... SON ajenos por pares.

Por otro lado, como ay € A, se satisface que AUa; # Ay n > 0, donde
n=Hg(A, AUay).

Probaremos que dim4(C(X)) > m + 1. Para tal fin, sea { una vecindad
de A en C(X), tal que & C By, (A, 1n). Sea § > 0, tal que By, (A4,25) C 4.
Por el Lema 1.7, existe t € a, tal que el arco g = [z, t]4, estd contenido en
Bg(z,9). Sea N € N, tal que t,, € Bg(x;,0) — [t,q1]ay ¥ Y € Bu,({zi},0)
siempre que n > N, en donde ¢; es el punto extremo de «; distinto de
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x;. Como cada punto ¢, es elemento de o, se tiene que todos los t,, para
n > N, son elementos de ag. Aplicando el Teorema 1.2, obtenemos que
el conjunto By = AU ap U (U{y : » > N}) es conexo. Obsérvese que el
conjunto {A, ag} U{y, : n > N}U{{z;}} es un subconjunto cerrado de 2.
Aplicando el Teorema 1.108, obtenemos que By es un subconjunto cerrado
de X. Asi, By € C(X).

Obsérvese que tanto By como A U g estan contenidos en Ngy(A,d) y
son elementos de By, (A,20) C 4. Del mismo modo, AU ag y By U ) son
subcontinuos de X y, como BoUa; D AUay, se satisface que Hy(A, BoUay) >
Hy(A,AUa1)=ny BoUa ¢ CIC(X)(BHd(Av %77)) 2 CIC(X)(H)'

Obsérvese que el conjunto {v, : n > N 4+ m} U {{z;}} es cerrado en
2X . Por el Teorema 1.108, se cumple que C' = {z;} U {1 : n > N + m}
es cerrado en X. Como z; no es elemento de algin ~, y los arcos 7, son
ajenos entre si, se cumple que C es ajeno a 7,, para cada N <n < N +m.
Andlogamente, como (a3 — ) U {t} no posee a z; y es ajeno a 7,, para
cualquier n > N, se deduce que (a; — ) U {t} es ajeno a C. Ademas,
(a1 — ap) U{t} es el arco [t, q1]a,- Asi, {C, (a1 —ag) U{t}}U{m : N <n<
N + m} es una familia de m 4 1 subconjuntos cerrados de X no vacios y
ajenos por pares.

Por otro lado,

(BoUai) — (AU ap)
— (Aucu(U{%:N<n<N+m}>Ua1) - (AU )

= (Cu<U{%:N<n<N—|—m}>UOé1)—(AUOZO)'

Como C, J{yn : N <n < N +m}y ai no estin contenidos en A U ay,
se desprende de lo anterior que (Bp U 1) — (AU ayp) es la unién de m + 1
conjuntos separados por pares en X. De esta manera, podemos aplicar el
Teorema 2.1 para obtener una (m + 1)-celda 9% contenida en C'(X), tal que
BoUa,AUqay € M. Como AU g € imﬂintc(x)(il) #0y ByUag €
M N (C(X) = clexy (W) # 0, se tiene que M — Freo(x) (L) es disconexo.
Aplicando el Teorema 1.73 obtenemos que dim(MNFro(x)(4)) > m. Luego,
por el Teorema 1.68, dim(Fr¢(x)(Lf)) > m. Como U es una vecindad abierta
de A arbitraria (salvo por la cota superior en su didmetro), se sigue que
dim4 (C(X)) > m + 1. Esto es una contradiccién y prueba que z; no es un
punto de acumulacién de R(X).

(I11.2) AU (IJAi) es una vecindad de z; en X.

Sea T; una vecindad abierta de z; en X, tal que T; N R(X) C {z;}. Por
el Lema 1.7, podemos suponer que «; C T; para cada j € {1,...,k;}. Dado
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Jj € {1,...,k;}, sea g; el punto extremo de «; distinto de z;. Como X es
localmente conexo, podemos tomar una vecindad abierta y conexa W; de x;
en X, tal que W; C T; N Bg(xi,e) — {q1,--.,qx, }. Por el Teorema 1.33, W;
€s arco conexo.

Afirmamos que W; C AU U- - -Uay,. Supongamos, por el contrario, que
existe z € W;—(AUaqU- - -Uay, ). Por el Lema 1.8, existe un arco y contenido
en X, tal que E(vy) = {z,to}, para algin tg € W;, y yN(AUa; U---Uay,) =
{to}. Sity € A, entonces ANy = {to}, to € Frx(A)NBy(zi, &) = {xi}, to = =
y a; Ny = {to}, para cada j € {1,...,k;}. Esto contradice la eleccién de
k; y de los arcos aq,...,ag,. Si, por el contrario, tg ¢ A, entonces existe
Jj € {l,...,k;}, tal que tp € a;j — A. De esta forma, a; Ny = {to}, con
to e Wy — A C X —{qgj,to} = X — E(a;). Esto implica que a; Uy es un
triodo simple con vértice tg y que tg € R(X)NT; — {z;}. Esto contradice la
eleccién de T;. Como ambos casos conducen a una contradiccion, concluimos
que W; C AU U---Uag, = AU (IJAi). Por tanto, AU (|JA;) es una
vecindad de z; en X.

(I11.3) Existe una grdfica finita D, tal que A C intx (D).

Como A es una grafica finita y cada |JA; es un k;-odo simple que
intersecta a A tUnicamente en x; y es ajeno a cualquier otro |JA; dis-
tinto, aplicando repetidas veces el Lema 1.40 obtenemos que el conjunto
D=AU(J{UA;:i€{1,...,r}}) es una gréfica finita. Ademds, se tiene
que A = intx (A)UFrx(A) = intx (A)U{z1, ..., 2z} C intx (A)U(U{intx (AU
(UA)):ie{l,...,r}} C D. Asi, A C intx (D), como querfamos. Esto con-
cluye la prueba de este teorema. O

El siguiente resultado es una doble caracterizacién de los puntos de
Cpn(X) que tienen dimensién finita. La primera caracterizacién permite iden-
tificar a tales puntos como aquellos subcontinuos de X que tienen una vecin-
dad que es una gréfica finita. La segunda caracterizacién, por su parte, los
identifica como los subcontinuos de X que no intersectan al conjunto P(X)
(véase la Definicién 3.1). Ambas caracterizaciones (en especial la segunda),
permiten “visualizar ”directamente estos puntos en el continuo X, ademaés
de que son vitales en las pruebas de resultados tan importantes como el
Teorema 2.15 y los Lemas auxiliares 2.16 y 3.32.

Teorema 2.15. Sean X wun continuo localmente conexo, n € N y F €
Cn(X). Entonces, son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) dimp(Cr(X)) es finita.

(b) Existe una grdfica finita D contenida en X, tal que F C intx (D).
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(¢) FNP(X)=0.

Demostracion. (a) = (b). Sea k el niimero de componentes de F'. Obsérvese
que k < n. Supongamos que k = 1; es decir, F' € C(X). Como C(X) C
C(X), por el Teorema 1.68, se tiene que dimp(C(X)) < dimp(Cp(X)).
Asi, dimp(C(X)) es finita. Luego, por el Teorema 2.14, existe una grafica
finita D contenida en X, tal que F' C intx (D).

Ahora supongamos que k > 2. Sean F, ..., Fi las k componentes de F.
Obsérvese que F1, ..., Fy son subcontinuos de X ajenos por pares. Por el
Lema 1.27, existen subcontinuos 71, ..., Z; de X ajenos entre si, tales que
F; Cintx(Z;), paracada i€ {1,...,k}. Fijemos i € {1,...,k}. Como F; €
(intx(Z;))1 C C(Z;), se cample que C(Z;) es una vecindad de F; en C(X).
Asi, aplicando el Teorema 1.68, dimp, (C'(X)) = dimpg,(C(Z;)). Por el Lema
1.69, dimp, (C(Z;)) < dirn(phmjwk)(Hi.“:1 C(Z;)). Por el Teorema 1.107, existe

un homeomorfismo ¢ : Hle C(Zi) = (Z1,...,Zk)g con (Fi,...,Fy) LN
Ule F; = F. Luego,

k

-----

i=1
Como (Z1,...Zk)r C Cp(X), aplicando el Teorema 1.68, se tiene que

dimF(<Z1, AP Zk>k) < dlmF(Cn(X))

Se sigue de las relaciones anteriores que dimp, (C(X)) < dimp(Crh(X)) v,
por tanto, que dimp, (C(X)) es finita. Luego, por el Teorema 2.14, existe una
grafica finita F; contenida en X, tal que F; C intx (F;). Como F; es conexo y
F; Cintx(E;)Nintx (Z;), existe una componente C; de int x (E;) Nintx (Z;),
tal que F; C C;. Como intx (F;)Nintx (Z;) es abierto en X y X es localmente
conexo, C; es abierto en X. Sea D; = clx(C;). Luego, D; es conexo y cerrado
en X y, como E; N Z; es un cerrado de X que contiene a Cj, se satisface
que D; C E; N Z;. Por tanto, D; es un subcontinuo de F; y también de Z;.
De esto modo, aplicando el Teorema 1.46, obtenemos que D; es una gréfica
finita. Ademds, se cumple que F; C C; C D; v F; Cintx(D;) C D; C Z;.

Como Dy, ..., Dy es una coleccion de graficas finitas contenidas en X y
ajenas por pares, por el Lema 1.43, existe una gréfica finita D contenida en
X, tal que UF_, D; € D. Asi, F = U"_, F; ¢ U, intx(D;) € D. Por tanto,
F Cintx (D).

(b) = (a). Como F € (intx (D)), C Cn(D), se cumple que Cp(D) es
una vecindad de F' en Cp(X). Asi, por el Teorema 1.68, dimp(C,(X)) =
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dimp(Cp(D)). Aplicando el Teorema 2.3, obtenemos que dim(C, (D)) es
finita. De esta manera, tanto dimp(Cy (D)) como dimg(C, (X)) son finitas.

(b) = (c). Esta implicacién es inmediata de la definicién de P(X), porque
cada punto de F' tiene a D como vecindad.

(¢c) = (b). Obsérvese que F' C G(X). Luego, para cada = € F existe
una grafica finita D, contenida en X, tal que z € intx(D,). Como X es
localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo E, de X, tal
que z € E, C clx(FE,) C intx(D,;). Como F es compacto, existen r € N y
z1,...,xp € F, tales que F C |J;_; Ey,. Sea E = |J;_, clx(E;,). Obsérve-
se que F posee k componentes, para alguna k < r. Sean C,...,C) tales
componentes y fijemos i € {1,...,k}. Obsérvese también que C; es un con-
tinuo y que C; C E C |J,_; intx(Dy,). Luego, dado z € Cj, existe y(z) €
{z1,...,2,}, tal que x € intX(Dy(x)). Por el Teorema 1.24, se satisface que
ord(z, C;) < ord(z, X) = ord(z, Dy(y)). Asi, ord(z, C;) < ord(x, Dy(y)), para
cada x € C;. Ademas, por el Teorema 1.45, cada D, tiene orden finito en
x y tiene orden menor o igual en todos salvo una cantidad finita de sus pun-
tos. Como {y(z) : z € X} = {x1,...,2,} es un conjunto finito se desprende
de lo anterior que C; tiene orden finito en cada uno de sus puntos y orden
menor o igual que dos en todos salvo una cantidad finita de sus puntos.
Aplicando de nuevo el Teorema 1.45, tenemos que C; es una gréfica finita.
De esta manera, C,...,C} es una coleccién de gréficas finitas ajenas por
pares. Aplicando el Lema 1.43, obtenemos una gréafica finita D contenida en
X, tal que E =", C; ¢ D. Asi, F ¢ J/_, E., C E C Dy, por tanto,
F Cintx (D). O

Para probar el Teorema 2.18 se requiere del siguiente resultado, el cual
es usado también al probar los Lemas 3.29 y 3.32.

Lema 2.16. Sean X un continuo localmente conexo y A € Cp(X). Enton-
ces, dimy (C (X)) > 2n y, si dimy(Cy(X)) = 2n, entonces existen k € N
y elementos Ji,...,J, € Ag(X), tales que A € (intx(J1),...,intx(Jx))n,
donde cada componente de A estd contenida en algin intx (J;).

Demostracion. Si dimg(C, (X)) es infinita, el resultado es inmediato. De
forma similar, si X es una curva cerrada simple, entonces el tinico elemento
de Ag(X) es X, A € (intx(X))n, R(X) =0y, por el Teorema 2.2, se cumple
que dim4(Cy (X)) = 2n. De este modo, podemos suponer que dim4(Cp, (X))
es finita y que X no es una curva cerrada simple.

Por el Teorema 2.15, existe una gréfica finita D contenida en X, tal
que A C intx(D). Asi, A € (intx (D)), C Cn(D) y, por el Teorema 1.68,
dim4(Cr (X)) = dima(Cp(D)).
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Por otro lado, aplicando el Teorema 2.2, se tiene que

dima(Cn(D)) =2n+ > (ord(z,D) —2).
z€R(D)NA

Como ord(z, D) > 3; es decir, ord(xz, D) — 2 > 1, para cada = € R(D), se
cumple que }_ g pyna(ord(z, D) —2) = 0y, por ende, dim4(Cr (D)) = 2n.
Esto muestra que dim4(C, (X)) > 2n.

Supongamos que dima(Cp(D)) = 2n. Luego, >, cppynalord(z, D) —
2) =0y R(D)NA=0.Sean Ay, ..., Ay las componentes de A, con A; # A;
siempre que i # j. Obsérvese que k < n. Fijemos i € {1,...,k}.

Demostraremos que existe un arco libre J; de D, tal que A; C intp(J;).
Sea C una coleccién finita de arcos, tal que D = |JC y cualesquiera dos
elementos de C o son ajenos o se intersectan sélo en uno o dos de sus puntos
extremos. Hagamos C = {C1,...,C,}, con C; # C; siempre que i # j.

Supongamos que A; posee un elemento p, tal que p es elemento de al
menos 3 elementos distintos de C, digamos C7, Cy y C3. Luego, p es punto
extremo de estos tres arcos. De esta forma, si, para cada l € {1,2.3}, elegimos
un subarco B; de C; que posee a p pero que no posee al otro punto extremo
de C, se tiene que B1 U By U B3 es un triodo simple con vértice p. Aplicando
el Teorema 1.24, obtenemos que 3 = ord(p, B1 U Ba U Bs) < ord(p, X). Asi,
p € R(X)NA;. Esto es una contradiccién. Por tanto, A; no posee puntos de
interseccion de tres arcos distintos de C.

Antes de continuar la demostracién, haremos una breve acotacién. Su-
pongamos que existe un elemento g € C; N Cy, N A;, para algunos | # m, y
que (] intersecta a C), sélo en q. Luego, ¢ es punto extremo de Cj y de Cy,,
y no es elemento de algtin otro elemento de C. Ademas, C; U Cy, es un arco
cuyos puntos extremos son los puntos extremos de C; y de C, distintos de
q. Por consiguiente, para cada C' € C — {Cj, Cp, } se tiene que C'y C;UCy, 0
son ajenos o se intersectan tinicamente en uno o dos de sus puntos extremos.
De este modo, podemos reemplazar a C; y a C,, por C; U C,, en C. Como
C es finito, podemos hacer este reemplazo repetidas ocasiones, de tal forma
que al final tengamos que si t # s y CsNC} intersecta a A;, entonces Cy N Cy
posee dos elementos.

Continuando con la demostracién, obsérvese que la unién sobre cualquier
subconjunto de C es un subconjunto cerrado de D. Luego, si A; C D—J(C—
{C}}), para alguna l € {1,...,r}, entonces C; — E(C;) C D—J(C—{C;}) C
intp(Cy). Asi, el conjunto C; — E(C;) = intp(C;) — E(C)) es abierto en
D; es decir, C; es un arco libre de D, y A; C intp(C;). Haciendo J; =
(), tendriamos el arco buscado. De esta forma podemos suponer que A;
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intersecta al menos a dos elementos de C. Sea ¢ € Cy N Cy N A. Como
A; es conexo y los elementos de C son cerrados en D, existe un par de
elementos de C que se intersectan dentro de A;, digamos C7 y Cs. Luego,
por el parrafo anterior, C; y Cs se intersectan justamente en sus dos puntos
extremos y, en consecuencia, C1 U Cy es una curva cerrada simple. Sea p
el punto extremo de C7 y de Cy que no es elemento de A;. Obsérvese que
cualquier elemento de C —{C1, Cs} que intersecte a C1 UC5 tiene que hacerlo
en p o ¢ o en ambos. Como g € C7; N Cy N A, se cumple, seglin vimos en
un péarrafo anterior, que ¢ no es elemento de dicho arco. En este modo,
(C1UCy) —{p} = D - (C—{C1,C3}) vy, por ende, (C1 UCs) — {p} es
abierto en D. Asi, Frp(C1 U Cy) C {p}. Como p ¢ A; y A; es conexo e
intersecta a C7 U Cy, tenemos que A; C (Cq U Cy) — {p}. Sea J; un arco
contenido en (Cy U Cq) — {p}, tal que A; C J; — E(J;). Luego, J; — E(J;) es
abierto en (Ch U Cq) — {p} y en D. Por tanto, J; — E(J;) es un arco libre de
D, tal que A; C intp(J;).

Como A; C intx (D) Nintp(J;) y A; es conexo, existe una componente
K; de intx(D)Nintp(J;), tal que A; C K;. Asimismo, K; es un subconjunto
conexo del arco J;, asi que existe un subarco L;, tal que J; o es igual a
L; o a L; menos uno o dos de sus puntos extremos, es decir, tal que L; —
E(L;) C K; C L;. Como intx (D) Nintp(J;) es un subconjunto abierto de
X (pues es un subconjunto abierto de D contenido en intx (D)), aplicando
el Teorema 1.13 obtenemos que K; es un subconjunto abierto de X. Por
tanto, A; C intx(L;) C intx (D). Ademads, por el Lema 2.5 (2), se cumple
que L; es un arco libre de D. Luego, L; — E(L;) es abierto en D. Asi, y como
L;—E(L;) esta contenido en intx (D), se tiene que L;— E(L;) es abierto en X;
es decir, L; es un arco libre de X. Aplicando el Lema 2.12, podemos obtener
un elemento J; € Ag(X), tal que L; C J;. Asi, A; C intx(L;) C intx(J;).
Como esto lo podemos hacer para cualquier ¢ € {1,...,k}, concluimos que
A € (intx(J1),...,intx(Jg))n v la componente A; de A estd contenida en
intx (J;), para cada i € {1,...,k}. Esto concluye esta prueba. O

El resultado anterior anticipa la importancia de los vietéricos (en C,, (X))
de elementos de 2Ag(X) entre los subconjuntos del conjunto de puntos de
Cpn(X) que poseen dimensién igual a 2n (que, por el Lema 2.16 y el Teorema
1.107, son precisamente los puntos que poseen una vecindad que es una 2n-
celda). El Teorema 2.18 se refiere precisamente a la relacién entre estos
conjuntos para el caso n = 2. Para facilitar el lenguaje al aludir al ultimo
de dichos conjuntos, a continuacién se le asigna una notacién.

Definiciéon 2.17. Dado un continuo localmente conexo X y n un nimero
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natural, denotamos:

Pn(X) ={A € Cp(X) : A tiene una vecindad en C,,(X),

tal que A es una 2n-celda}.

Como es usual, denotaremos P(X) = P1(X) v P2(X) = P (X).

Ahora se prueba el siguiente teorema, el cual es un paso crucial para la
demostracién del Teorema 3.42 (una de las conclusiones presentadas en este
estudio). En palabras llanas, dados dos continuos localmente conexos X y
Y, tales que existe un homeomorfismo h : Cy(X) — C2(Y'), este resultado
permite establecer una relacién biunivoca entre las parejas de elementos de
As(X) y las de Ag(Y') por medio de h. Aunque esto no permite establecer
un homeomorfismo entre X y Y, s es un punto de partida para lograrlo.

Teorema 2.18. Sea X un continuo localmente conexo que no es una curva
cerrada simple. Dados J, K € Ag(X), sea Uk = (intx(J),intx (K))2. En-
tonces, {Uyk + J, K € Ag(X)} es la coleccion de componentes de Pa(X) y
si {J, K} #{L,M}, entonces hjx NUL A = 0.

Demostracion. Sea A € Pa(X). Sea M una vecindad de A en Ca(X) que
es una 4-celda. Por el Ejemplo 1.72, dim4(901) = 4. Por el Teorema 1.68, se
tiene que dim4(C2(X)) = dim4(9) = 4. Luego, por el Lema 2.16, existen
J, K € Ag(X), tales que A € ;. De esta manera, Po(X) C U{Usk :
J, K € As(X)}.

Ahora, dados J, K € Ag(X), demostremos que {;x es un subconjunto
conexo de Po(X). Por la Observacién 3.28, tenemos que cualquiera de los
conjuntos intx (J) y intx (K) es homeomorfo al intervalo (0, 1] o al intervalo
(0,1).SiJ = K, entonces ;g = Co(intx(J)). Aplicando el Corolario 1.116,
obtenemos que Ca(intx(J)) es una 4-variedad conexa. Si J # K, entonces,
por (2) del Lema 2.9, intx(J) Nintx(K) = (). Por el Corolario 1.112, se
satisface que 4k es una 4-variedad conexa. De cualquier modo, i i es
conexo y, dado A € Uk, existe una 4-celda M contenida en i g, tal que
A € inty; . (M). Como iU i es abierto en C2(X), se cumple que inty, . (9N)
es abierto en C2(X). Asi, M es una vecindad de A en Co(X) y A € Pa(X).
Por tanto, 7 x C P2(X) y Uk es conexo.

Hasta aqui hemos mostrado que Po(X) = J{Hyx : J, K € Ag(X)} ¥
que cada 4l i es conexo. Para concluir la prueba de la primera afirmacién del
teorema resta demostrar que cada i x es una componente de Bo(X). Con
tal motivo mostraremos la segunda afirmacién del teorema. Para esto, sean

J,K,L,M € Ag(X), tales que {J, K} # {L, M}. Luego, {J,K} € {L,M} o
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{L,M} ¢ {K, J}. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que ocurre
lo primero y que J € {J, K} — {L, M}, esto es, que J # Ly J # M. Por el
Lema 2.9 (2), se tiene que intx(J) Nintx (L) = intx (J) Nintx (M) = 0. Sea
B € 81y . Como BNintx (J) # 0, se satisface que B ¢ intx (L)Uint x (L). De
esta forma, B ¢ LUy, ps. Por tanto, 4 x N Uz A = (. Esto prueba la segunda
afirmacion del teorema.

Volviendo a la demostracién de la primera afirmacion, sean L, M €
Ag(X) y € la componente de Pa(X), tal que LUy C € Como {yx :
J,K € As(X)} es una coleccién de subconjuntos abiertos de X ajenos por
pares, los conjuntos Uz, pr v U{Usk : J, K € As(X) y Uyr # LUp ar} son
abiertos en X y ajenos. Como Bo(X) es la unién de los dos conjuntos an-
teriores, € intersecta al primero de ellos y € es un subconjunto conexo de
Pa(X), se cumple que € C Uz, . Asi, € = Uy, 7. Esto concluye la prueba
de la primera afirmacién y la demostracion del teorema. O
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Capitulo 3

Continuos Enrejados

En este ultimo capitulo se trata una clase de continuos, la clase de los
continuos enrejados, que generaliza algunas clases de continuos localmente
conexos a las que se ha hecho alusién en los capitulos previos, a saber la
clase de las graficas finitas y las familias © y £® (Teorema 3.10). No menos
resaltable es el estudio de la clase de los continuos casi enrejados, la cual
contiene a los continuos enrejados.

La primera seccién trata los aspectos mas generales de estas dos clases,
demostrando algunas caracterizaciones de ellas que seran de gran impor-
tancia en la siguiente secciéon. Por otro lado, la segunda secciéon presenta
las conclusiones principales de este estudio, mostrando, entre otros resulta-
dos notables, que los continuos enrejados poseen hiperespacio tinico Cy,(X).
Asimismo, se muestra en tal seccién que los continuos localmente conexos
que no son casi enrejados no poseen hiperespacio tnico C,(X), siendo n un
numero natural arbitrario.

3.1. Propiedades fundamentales

La primera parte de este capitulo estda dedicada a las propiedades mas
bésicas de los continuos que son el objetivo principal de este trabajo (junto
con sus hiperespacios). Para definir dichos continuos se utiliza la siguiente
notacién.

113
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Definicion 3.1. Dados un continuo X y un ntimero natural n denotamos

G(X)={pe X : ptiene una vecindad M en X, tal que
M es una grafica finita},
P(X) =X —G(X),
FAX) = U{intX(J) : J es un arco libre de X}.

Ahora se definen las clases de continuos que son el foco de atencion de
este capitulo y el objetivo final de este andlisis.

Definicién 3.2. Un continuo X es casi enrejado si G(X) es denso en X.
Un continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una base de vecindades
B, tal que, para cada U € B, se cumple que U — P(X) es conexo.

En las Figuras 3.1 y 3.2, se muestran algunos ejemplos de continuos
enrejados. Como se ve en el Teorema 3.10, las graficas finitas y los elementos
de las familias ® y £9 son continuos enrejados. Es por esta razén que
mostramos ejemplos que no son dendritas locales. Como puede observarse en
la segunda de estas figuras, a diferencia de las dendritas locales, los continuos
enrejados no estan restringidos a continuos de dimensién 1.

El primer resultado acerca de los continuos que se acaban de definir es
el siguiente lema.

Lema 3.3. Sean X un continuo y U un subconjunto de X. Si X es casi
enrejado, entonces intx (U) C clx (U — P(X)).

Demostracion. Supongamos que x € intx (U). Sea V' un subconjunto abierto
de X, tal que x € V. Luego, intx (U)NV es un subconjunto abierto y no vacio
de X. Ademds, como X es casi enrejado, intx (P(X)) = 0. De esta manera
intx (U) NV € P(X); es decir, V N (intx (U) — P(X)) = (V Nintx(U)) —
P(X) #0. Asi, VN (U - P(X)) DV nN(intx(U)—P(X)) # 0. Por tanto,
z € clx (U —P(X)). O

Una formulacién equivalente de continuo casi enrejado puede obtenerse
del siguiente resultado.

Lema 3.4. Si X es un continuo, entonces clx(G(X)) = clx(FA(X)). Por
lo tanto, un continuo X es casi enrejado si, y sélo si, clx (FA(X)) es denso
en X.

Demostracion. Sea X un continuo con métrica d. Como FA(X) C G(X),
basta con mostrar que clx(G(X)) C clx(FA(X)).
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Figura 3.1: Ejemplos de continuos enrejados que no son dendritas locales
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Figura 3.2: Un ejemplo de continuo enrejado de dimensién 2

Supongamos que z € clx(G(X)). Luego, existe una sucesion {z, },en en
G(X), tal que limz, = z. Fijemos n € N. Como z,, € G(X), existe una
grafica finita G contenida en X, tal que x, € intx(G). Sean k € N y arcos
Aj,...,Ayen G, talesque | J,_, Ai =Gy AiNA; C E(Ai)NE(A;)sii # j.
Sea jo € {1,...,k}, tal que x,, € Aj;.

Obsérvese que V = intx(G) N By(z,, L) es una vecindad de z,, en X.
Aplicando el Lema 1.7 obtenemos un subarco B de Aj,, tal que z € B C V.

Obsérvese que B — E(B) C Aj, — E(Aj,) C G — U4, 4i- Luego, G —
(B—E(B)) = U4, AiU(4j, — (B— E(B))). Ademds, A;, — (B — E(B)) es
un subconjunto cerrado de Aj, y, por tanto, de G. Asi, G — (B — E(B)) es
cerrado en G; es decir, B— E(B) es abierto en G. Como ademas B— E(B) C
intx(G) C G, se tiene que B — E(B) es un subconjunto abierto de X. De
esta manera, B es un arco libre de X.

Sea y, € B— E(B) C intx(B) C FA(X). Obsérvese que, para cada
n € N, se cumple que d(zy, yn) < % Asi, limy, = z, con cada ¥, elemento
de FA(X). Por lo tanto, z € clx(F.A(X)). Esto concluye la prueba del
lema. O

Se puede observar que en la definicién de continuo enrejado no se ha re-
querido la propiedad de conexidad local que tanto hemos mencionado en los
capitulos anteriores. Como se ha comentado con anterioridad, la conexidad
local es una caracteristica importante para los resultados mas destacables
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de este trabajo. El siguiente resultado afirma que los continuos enrejados
poseen esta propiedad.

Lema 3.5. 5i X es un continuo enrejado, entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo enrejado. Tomemos x €
X y U un subconjunto abierto de X, tal que x € U. Sean W un subconjunto
abierto de X, tal que z € W C clx(W) C U y B una base de vecindades
de X, tal que, para cada T € B, se tiene que T — P(X) es conexo. Sea
V € B, tal que x € intx (V) C V C W. Aplicando el Lema 3.3, tenemos que
intx(V) C clx(V —P(X)) Cclx(V) Ceclx(W) C U. Asi, z € intx(V) C
clx(V—-P(X)) C Uy, comoV € B, se tiene que V—"P(X) es conexo. Luego,
por el Teorema 1.1, clx(V — P(X)) es conexo. Por lo tanto, X es conexo
en pequeno. Aplicando el Teorema 1.29, concluimos que X es localmente
conexo. ]

El siguiente resultado proporciona una caracterizacién de los continuos
enrejados, similar a su definicién, pero con una condicién algo mas fuerte y
que puede facilitar la identificacién (por descarte) de estos continuos.

Lema 3.6. Sea X un continuo. Entonces, X es enrejado si, y solo si, X
es casi enrejado y X tiene una base D formada de subconjuntos abiertos y
conexos de X, tales que, para cada U € D, se tiene que U —"P(X) es conezo.

Demostracion. La suficiencia se sigue inmediatamente de la definiciéon de
continuo enrejado. Demostremos que se cumple la necesidad.

Supongamos que X es enrejado. Luego, por definicién, X es casi enre-
jado. Tomemos p € X y W un subconjunto abierto de X, tal que p € W.
Sean B una base de X, tal que, para cada T' € B, se tiene que T'— P(X) es
conexoy U € B, tal que p € intx(U) CU C W.

Obsérvese que, por el Lema 3.5, X es localmente conexo. Luego, existe un
subconjunto abierto y conexo Z de X, tal que p € Z C intx (U). Como P(X)
es un subconjunto cerrado de X, se tiene que W — P(X) es un subconjunto
abierto de X. Asi, y como U —P(X) C W —P(X), paracadaz € U —-P(X)
existe un subconjunto abierto y conexo V,, de X, tal que z € V, C W—P(X).

Sean Vo = {(Va : 2 € U —-P(X)} y V = ZUVy. Obsérvese que U —
P(X) Cc Vo ¢ W —=P(X), V es abierto en X y p € V C W. Luego,
Vo € V—=P(X). Ademsds, V — P(X) = (Z - P(X)) U (Vo — P(X)) =
(Z-PX)H)UVycC (U-PX)UVyC V. Ast, Vp =V —P(X).

Por otro lado, obsérvese que U — P(X) es conexo; para cada x € X,
se tiene que x € (U — P(X))NV,, y V, es conexo. Luego, por el Teorema
1.2, Vo = (U —P(X)) U Vp es conexo; es decir, V — P(X) es conexo. Como
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V —P(X)CVy, porel Lema 3.3, V C clx(V — P(X)), concluimos, por el
Teorema 1.1, que V es conexo. Con esto terminamos la prueba del lema. [

El siguiente resultado es una caracterizacién, dentro de los continuos
localmente conexos, de la propiedad de ser enrejado que relaciona a ésta con
una propiedad de algunos de sus hiperespacios. Para enunciarlo (y también
para formular algunos resultados posteriores), resulta conveniente utilizar la
siguiente notacion.

Definicion 3.7. Dados un espacio métrico X y n € N, denotaremos
Sn(X) ={A € Cp(X) : dima(Cr(X)) es finita}.

Teorema 3.8. Si X es un continuo localmente conexo, entonces las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(a) X es enrejado.
(b) Para cadan € N, §,(X) es denso en Cp(X).
(c) Existe n € N, tal que §,(X) es denso en Cp(X).

Demostracion. Sea d una métrica para X.

(a) = (b) Supongamos que X es enrejado. Sean m un nimero natu-
ral, A € Cp(X) y € > 0. Sean Ay,..., A, las componentes de A. Como
Ay, ..., A son subconjuntos compactos de X ajenos por pares, podemos
suponer que Ny(Aj,€),..., Ny(Ag,€) son ajenos por pares. Asimismo, Por
el Lema 3.6, existe una base de vecindades D de X, tal que D esta formada
por subconjuntos abiertos y conexos de X y, para cada T' € D, se tiene que
T —P(X) es conexo.

Fijemos a € A. Sea U, € D, tal que a € U, C By(a,c). Obsérvese que
el conjunto V, = U, — P(X) es un subconjunto abierto y conexo de X.
Ademds, como X es casi enrejado, intx (P(X)) = 0, asi que U, € P(X);
es decir, V, # 0. Tomemos un punto b(a) € V,. Dado i € {1,...,k}, por
la compacidad de A;, existen m € Ny ay,...,a, € A, tales que A; C
U;n:l Uaj C UT:l Bd(ai,a) C Nd(Ai,z’;‘).

Sean U = L, Ua; y V = UjL; Va;. Obsérvese que U y V' son subcon-
juntos abiertos de X. Ademds, como U = AU (UjL, Uy;), Ai es conexo,
Ua; es conexo y, para cada j € {1,...,m}, a; € A; N Ua;, se tiene, por el
Teorema 1.2 que U es conexo.

Probemos ahora que V es conexo. Supongamos, por el contrario, que
existen V; y V5 subconjuntos abiertos y no vacios de V, tales que V1NV, = ()
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y V =ViUVa Dado j € {1,...,m}, como V,, es conexo, tenemos V,,; C
VioVy, C Vo Asf, y como V; # () # V5, podemos suponer que existe
r € {l,...,m — 1}, tal que Uj_, Us; C Vi y UjL, 1 Us; C Vi. Luego,
(U;:l Uaj) N (U;'n:r—&-l Uaj) - P(X) = (U;:l(Uaj - P(X))) N (U;n:r—i-l(Uaj -
P(X))) € VinV; = 0; es decir, (U= Ua;) N (UjL, 41 Ua;) € P(X). De
esta forma, (Jj—; Ua;) N (UL, 1, Us;) C intx(P(X)) = 0. Esto contradice
la conexidad de U. Por tanto, V' es conexo.

Aplicando el Teorema 1.33 obtenemos que V es arco conexo. De es-
ta manera, por el Lema 1.42, existe un arbol 7; contenido en V, tal que
{b(a1),...,b(am)} C T;. Como b(aj) € V,, C Us; C By(aj,€), tenemos
que Bg(aj,e) C Bg(b(aj),2¢), para cada j € {1,...,m}. Luego, A; C
Uiy Ua; € UL, Balay, ) € UjL, Ba(b(ay), 2) C Na(Ti, 2¢). Por otro lado,
T, CV C U C Ny(Ai,e). Asi, Hy(A;,T;) < 2¢. También T; C V — P(X),
asi que T;NP(X) = 0. Obsérvese que Hy,({A; : i <m},{T; : i <m}) < 2e.
Sea T' = |, T; € Cp(X). Entonces, T NP(X) = 0 y, por el Teorema
1.108, H4(A,T) < 2e. Ademsds, aplicando el Teorema 2.15, tenemos que
dim7 (Cp(X)) es finita, asi que 7' € F,(X). Asi, se concluye que §,(X) es
denso en Cy,(X).

(b) = (c¢) Es inmediato.

(¢) = (a) Supongamos que existe n € N, tal que F,(X) es denso en
Cn(X).

Mostremos primero que G(X) es denso en X. Sean U un subconjun-
to abierto de X y p € U. Obsérvese que (U),, es una vecindad de {p} €
Cn(X). Luego, por hipdtesis, existe A € §,(X), tal que A € (U),. Como
dimy (C, (X)) es finita, aplicando el Teorema 2.15, obtenemos una grafica
finita D contenida en X, tal que A C intx (D). Asi, ) # A C UNintx(D) C
UNG(X). Por lo tanto, G(X) es denso en X.

Ahora supongamos que X no es enrejado. Luego, existe p € X y un
subconjunto abierto W de X, tal que p € W y, para cada vecindad U de p
en X, se tiene que U — P(X) es disconexo. Como X es localmente conexo,
existe un subconjunto abierto y conexo V de X, tal que p € V. C W. Luego,
V —P(X) es disconexo. Sean S y T" subconjuntos abiertos y no vacios de V,
tales que SUT =V y SNT = (). Obsérvese que S y T son abiertos en X.

Tomemos z € T y p1,...,p, puntos en S distintos por pares. Como
V es arco conexo, por el Lema 1.8, existe un arco a de = a un punto de
{p1,...,pn}, tal que a N {p1,...,pn} consta de un solo punto. Podemos
suponer que tal punto es p,. Sea A = {p1,...,pp—1} Ua € C,(X). Como
{p1},...,{pn-1}, @ son subconjuntos compactos de X ajenos por pares, exis-
te € > 0, tal que los conjuntos By = By(p1,€),. .., Bn—1 = Bi(pn-1,€), Bn =
N (e, a) son ajenos por pares. Como, ademéas, v € T, « C V, p1,...,pn € S,
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a es compacto y S, T,V son abiertos en X, podemos suponer que By(z,e) C
T, By(pn,e) CS, B, CV y B; C S, paracadaie€ {1,...,n—1}.

Como §,(X) es denso en X, existe B € §,(X), tal que Hyg(A, B) < €. Por
el Lema 1.100, B intersecta a B;, para cada ¢ € {1,...,n}. Ademés, B C
Ny(A,e) = Ng({p1,---.pn—1} Ua,e) = U Bi y los conjuntos By, ..., B,
son abiertos en X y ajenos entre si. De esta manera, las componentes de B
son Cy = BNBy,...,C,, =BNB,.

Obsérvese que, también por el Lema 1.100, C,, NS = BN Ny(a,e) NS D
B N By(pn,e) NS = BN By(pn,e) # 0y C,NT = BN Ny(a,e) NT D
B N By(z,e) NT = BN By(x,e) # 0. Asi, y porque C,, es conexo, Cy, ¢
SUT =V —P(X). Como C,, C B, CV, tenemos que C,, N P(X) # 0. De
esta manera BNP(X) # ). Aplicando el Teorema 2.15, se tiene B ¢ F,(X).
Esto contradice la eleccién de B. Por lo tanto, X es enrejado. O

Para relacionar la clase de los continuos enrejados con clases més cono-
cidas, se enuncian los siguientes dos teoremas.

Teorema 3.9 ([1], Teorema 3.19). Sea X un continuo localmente conexo.
Entonces, X pertenece a £9 si, y sdlo si, §(X) es denso en C(X).

Teorema 3.10. La clase de los continuos enrejados contiene a las siguientes
clases:

(a) las grdficas finitas,
(b) la familia ® y
(c) la familia £9.

Demostracion. Obsérvese que, por el Lema 1.52, tanto la clase de las grafi-
cas finitas como la clase © estdn contenidas en la clase £9. Asi, basta
demostrar que los continuos de la familia £ son continuos enrejados. Sea
X un continuo de £3. Por el Teorema 1.53, se cumple que X es localmente
conexo. Aplicando el Teorema 3.9, tenemos que F(X) es denso en C(X).
Luego, por el Teorema 3.8, se tiene que X es enrejado. Con esto concluimos
la prueba. O

3.2. Unicidad de Hiperespacios

Esta es la ultima seccién de este documento y en ella se exponen los
resultados principales de este tltimo (a saber: los Teoremas 3.19, 3.21, 3.30,
3.35, 3.36, 3.42, 3.43 y 3.44). Como su nombre lo indica, este apartado se
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aboca a presentar y demostrar algunas condiciones necesarias y algunas otras
suficientes para que un continuo localmente conexo tenga o no hiperespacio
unico Cy(X). Incidentalmente, se exponen algunos teoremas notables como
el Teorema de Anderson (Teorema 3.13), sobre extensién de homeomorfismos
entre Z-conjuntos de cubos de Hilbert; o el Teorema 3.12, que habla de una
condicién para que el conjunto Cy, (X, R) sea un cubo de Hilbert.

3.2.1. Continuos que no son casi enrejados

El primer apartado de este capitulo aborda algunas propiedades de los
hiperespacios de continuos localmente conexos que no son casi enrejados. En
particular, se detalla la demostracién de que este tipo de continuos no tiene
hiperespacio unico C),(X), para cualquier n € N. Quiza no tan ficil de enun-
ciar, pero asimismo sobresaliente, es el Teorema 3.12, el cual establece una
condicién suficiente para que el conjunto C, (X, R) sea un cubo de Hilbert.
Para demostrarlo se requiere el siguiente lema. En la demostracién de este
altimo, se hara uso de la notacién Béf para especificar que los conjuntos
B, se toman sobre el espacio X. En otras palabras, dados un subespacio
X de algtin espacio con métrica d, un punto p € X y € > 0, denotaremos
BY(p,¢) = Ba(p,2) N X.

Lema 3.11. Sean X un continuo localmente conexo, R un subconjunto ce-
rrado de P(X) y K € C(X), tal que intx (K)N R # 0. Entonces, CEX(X) es
un Z-conjunto de Cy(X, R).

Demostracion. Sea d una métrica para d. Obsérvese primero que, si A €
CE(X), entonces RNA D RNK D RNinty (K) # §; es decir, A € C,(X, R).
Como CK(X) es compacto y C,(X, R) es un espacio métrico, lo anterior
implica que CX(X) es un subconjunto cerrado de C,, (X, R).

Fijemos p € intx(K)NRy seae > 0, tal que B (p,e) C intx (K). Por el
Teorema 1.32, existen m € Ny subcontinuos localmente conexos Xy, ..., X,
de X, tales que X = [J;2; X; y didm(X;) < §, para cada i € {1,...,m}.
Sean G ={i € {1,...,m} :pe€ X;} y S = U;eq Xi- Como p € ;e Xi, se
tiene que, para cada z € S, d(p,x) < §; es decir, S C B (p, 7)CX.

Sean F = {i € {1,....m} : p¢& X,y X;nNS #0}y H={i €
{1,...,m} : X;nS = 0}. Obsérvese que Sy |J;cp X son subconjuntos
cerrados y ajenosde X y FUGUH ={1,...,m}. Si FF =), como S C X, se
tiene que ;e g Xi # 0y X = SU(U,cp Xi), lo cual contradice la conexidad
de X. Asi, F # (.

Para cada i € F, fijemos p; € X;NS. Aplicando el Teorema 1.30, tenemos
que S es un continuo localmente conexo y, por el Teorema 1.33, S es arco
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conexo. Luego, por el Lema 1.42, existe un arbol T' contenido en S, tal que
{p}U{p; : ie F} CT.

Sea Y = T'U(J;cp Xi). Como para cada i € F, p; € TN X; se tiene, por
el Teorema 1.30, que Y es un continuo localmente conexo. Obsérvese que,
para cada i € F'y x € X; se cumple d(z,p) < d(z,p;) +d(p,pi) < 5+5 =5
es decir, ;e Xi C By (p, §). Luego, Y C By (p, §) C intx (K).

Sea Z = Y N R. Obsérvese que p € Z y, por el Corolario 1.126 y el
Teorema 1.76, C(Y') y C(Y, Z) son extensores absolutos.

Consideremos las funciones ¢ : X — C(X), dada por x AN {z}; a =
oy 1Y = CY)y B =vlz:Z — C(Y,Z). Por el Teorema 1.103, ¢
es continua y, por tanto, a y 8 son continuas. Como Z es un subconjunto
cerrado de (S UY) N R, podemos extender 3 a una funcién continua f :
(SUY)NR — C(Y,Z). Obsérvese que f|z = Blz = a|z, (SUY)NR
y Y son subconjuntos cerrados de (SUY)NR)UY = (SNR)UY y
(SUY)NR)NY =Y NR = Z. De esta manera, por el Lema 1.10, la
funcion aUB: (SNR)UY — C(Y, Z) dada por

aB [ alx) sizey,
v B(x) size(SUY)NR

es continua. Como (SNR)UY) es un subconjunto cerrado de SUY, podemos
extender o U 8 a una funcién continua @: SUY — C(Y).
Consideremos ahora la funcién v : X — C(X) dada por
:1;'1>{ a(x) sizeSUY,
p(r) size X —-(SUY).

Como X — (SUY) =X —Uicaur Xi € Ujen Xi, se tiene que clx (X —
(SUY)) C Ujeq Xi- Luego, si A = clx(X — (SUY))N(SUY), entonces
AC (SUYIN Uien X)) = (V = 8) 1 (Usen Xi) C V. Asi, 1l = ala =
ala = ¢la. Como clx(X — (SUY)) = (X — (SUY)) U A, esto ultimo
implica que Y[, (x—(suy)) = @ley(x—(suy))- Por tanto, por el Lema 1.10,
~ es continua.

Ahora, definiremos la funcién g.. Obsérvese que, para cada A € Cp(
si Ag es una componente de A, entonces y(Ag) es un subcontinuo de C(
Aplicando el Lema 1.96, se tiene que |J7v(A4op) € C(X). Como Jv(A) =
U{U~(Ao) : Ap es una componente de A}, y A tiene alo més n componentes,

deducimos que |Jv(A) € Cp(X). De esta manera, podemos considerar la
funcién

X)?
X).

ge : Cn(X) = Cp(X) dada por A2 Ug(A).
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Obsérvese que, por los Teoremas 1.108 y 1.101, las funciones ¥ : 22% 59X

y vk 1 2X — 20(X) dadas por A N UAy A AN ~v(A) son continuas. Como
g:(B) = W o« (B), para cada B € C,(X), se tiene que g es una funcién
continua.

Tomemos A € Cp(X). Dado z € A, si z € SUY, entonces v(z) =
a(z) e C(Y) CC(SUY) y{z} € C(SUY). Como SUY C B (p,5), se
tiene que Hx ({z},v(x)) < didm(S UY). Si, por el contrario, x ¢ SUY,
entonces y(z) = {x}, y, consecuentemente, Hx ({z},v(x)) = 0 < didm(S U
Y). De esta manera Hpy,({{z} : « € A}, {y(z) : v € A}) < didm(S U
Y) < e. Aplicando el Teorema 1.108 (2) obtenemos que Hx (A, g-(A4)) =
Hx(Uyea{#h:Upen 7(@)) <.

Por otro lado, X — 8 C U,;cpug Xi ast que clx (X —5) C U;erum Xi-
Luego, Frx(S) = SNeclx(X = 8) € SN (Uiepun Xi) = SN (Ujer Xi) C
Uier Xi v, porende, S—J;cp Xi = intx (S)N(X—U;cp Xi). Ast, S—U;cp Xi
es un subconjunto abierto de X. Como p € S—J,cp Xi y p € P(X), tenemos
que S—J;ep Xi € T. Tomemos s € (S—J;ep Xi) =T = S—Y C K. Luego,
dada z € A, six € SUY, entonces s ¢ Y D a(x) = y(x); es decir, s ¢ vy(z),
ysiz ¢ SUY, entonces s ¢ {x} = v(x). Asi, s ¢ (J,c4 V() = g:(x) v, por
tanto, K ¢ g-(A).

De esta manera (Hx)oo(Idc, (x),9:) < € ¥ ge @ Cn(X) — Co(X) —
CE(X).

M4és ain, supongamos que A € Cp(X,R) y fijemos a € AN R. Si
a € X — (SUY), entonces y(a) = {a} y, por consiguiente, g-(A) N R D
v(@)NR={a} #0. Sia e SUY, entonces a € (SUY)N R. En conse-
cuencia, y(a) = B(a) € C(Y, Z), por lo cual g-(A)N R D ~v(a)N Z # . De
cualquier manera, ge(A) € C,(X, R). Por lo tanto, gc|c, (x,r) : Cn(X, R) =
Cn(X,R) — CF(X). Como, ademés, (Hx)oo(Idc, (x,r)s 9elcn(x.R) < E Y €
puede ser tomado arbitrariamente pequeno, concluimos que C’ff (X) es un
Z-conjunto de C, (X, R). O

Como ya se ha mencionado, el siguiente resultado es importante por
si mismo, pero también es un paso esencial para la prueba de los Teoremas
3.19y 3.21, los cuales son los resultados aqui mostrados acerca de condiciones
suficientes para que un continuo localmente conexo X no tenga hiperespacio
unico Cp(X) (ademds de dos corolarios al ultimo de tales teoremas).

En la siguiente demostracién se hace uso de la notacién B, utilizada
en el lema previo.

Teorema 3.12. Sean X un continuo localmente conexo y R un subconjunto
cerrado de P(X). Entonces, Cp,(X, R) es un cubo de Hilbert.
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Demostracion. Obsérvese en primer lugar que, por el Corolario 1.126, el hi-
perespacio Cy, (X, R) es un retracto absoluto. De esta manera, para aplicar el
Teorema 1.81, basta mostrar que la funcién Idg, (x gy €s un limite uniforme
de Z-funciones.

Sea € > 0. Por el Teorema 1.37, podemos suponer que la métrica para
X es convexa. Ademds, por la Observacién 1.118; C), (X, R) es un hiperes-
pacio de crecimiento. Aplicando el Lema 1.128 obtenemos que la restriccién
Pc|o,(x,R) + On(X, R) — Cp(X, R) es continua y que

(Hx)oo(Ide, (x,R)s Pelc, (x,R)) < €

Como R es compacto, existen s € Ny p1,...,ps € R, tales que R C
Ui, B (pi, §). Para cada i € {1,...,s}, sea K; = Cq({pi},5). Luego,
R C Ui, Ki. Por otro lado, paracadai € {1,...,s}, se cumple que
pi € intx(K;) N Ry, por el Lema 1.121, K; € C(X). Aplicando el Lema
3.11, obtenemos que CXi(X) es un Z-conjunto en C, (X, R). De esta ma-
nera, por el Lema 1.80, el conjunto C = |J;_, CXi(X) es un Z-conjunto en
Cn(X,R).

Sea A € Cr(X, R). Entonces, AN (U;_; K;) D ANR # 0; es decir, existe
JeA{l,... s} talque ANK; # 0. Seat € ANK;. Luego, K; = Cy({p;},5) C
Ca({t},e) C Cyq(A,e) = ®.(A) y, en consecuencia, ¢.(A) € C (X). Por
tanto, ®.(Cr (X, R)) C C.

Como Cp(X, R) es compacto, ®.(C,(X, R)) es compacto y, por ende,
un subconjunto cerrado de C. Luego, aplicando el Lema 1.121, se obtiene
que ®.(Cp (X, R)) es un Z-conjunto en Cy, (X, R); es decir, ®¢|¢c, (x,r) es una
Z-funcién. Por lo tanto, Idg, x gy es un limite uniforme de Z-funciones. Asi,
se concluye, por el Teorema 1.81, que C),(X, R) es un cubo de Hilbert. [J

El siguiente resultado es el andlogo del Teorema 1.61 para el caso especial
del cubo de Hilbert. Es necesario para probar el Lema 3.16.

Teorema 3.13 ([2], Teorema 10.1). Si h : A — B es un homeomorfismo
entre Z-conjuntos en un cubo de Hilbert Q, entonces h se puede extender a
un homeomorfismo de Q sobre Q.

Para probar los Teoremas 3.19 y 3.21, y los Corolarios 3.20 y 3.24 (todos
ellos relacionados con la no unicidad de hiperespacios), se enuncia el teore-
ma que sigue, el cual proporciona una cantidad no numerable de dendritas
sin arcos libres que es posible “pegar” a un continuo obteniendo continuos
diferentes.
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Teorema 3.14 ([8], Teorema 18). Sean X un continuo localmente conexo y
p € X. Entonces, existe una familia no numerable D de dendritas ajenas y
no homeomorfas por pares, tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Para cada D € D, se tiene que D no contiene arcos libres.
(b) El continuo localmente conexo X U, D no es homeomorfo a X.

(¢c) Si B y D son elementos distintos de D, entonces X U, B y X U, D no
son homeomorfos.

Ahora se procede a probar el Teorema 3.19. Para ello resulta conveniente
probar antes los siguientes tres lemas y una observacién.

Lema 3.15. Sean X,Y y D continuos y p € Y, tales que Y = X U D
y XN D = {p}. Si E es un subconjunto cerrado de X que contiene a p,
entonces se satisfacen las siguientes igualdades:

(CL) Cn(X) N Cn(KE U D) = Cn(X7E)7
(b) Cn(Y) - Cn(KEU D) = Cn(X) - Cn(X7 E) Y
(¢) Fro,(x)(Cn(X, E)) = Fre, (v) (Cn(Y, EU D)).

Demostracién. Demostraremos primero la igualdad C,(X)NC, (Y, EUD) =
Cn(X,E). Como Cp(X,E) C Cp(Y,E) C Co(Y, E U D), resta probar una
contencién. Supongamos para ello que A € C,(X) N C,(Y, E U D). Luego,
ACX,0#£AN(EUD)y
AN(EUD)=(ANE)U(AND)

=(ANE)U(ANXND)

=(ANE)U(An{p})

=AN(EU{p})

=ANE;
es decir, A € C,(X, E). Esto muestra la primera igualdad.

Ahora probemos que Cp,(Y) — C,(Y,EU D) = C,(X) — Cp(X, E). Su-
pongamos que A € C,,(Y) — Cp(Y,EU D). Luego, ACY y AND = {; es
decir, ACY — D C X. Ademds, ANE =0. Asi, A € C,,(X) — C, (X, E).
Reciprocamente, si A € Cy,(X) — Cy, (X, E), entonces

AN(EUD)=(ANE)U(AND)
=ANXnNnD
—AN{p) CANE=0,
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por lo cual A € C,(Y) — C,(Y, E U D). Esto demuestra la igualdad en (b).
Por tltimo, mostraremos la igualdad en (¢). Como C,(X) es un subcon-
junto cerrado de C,(Y) y Cp(Y) — Cr (Y, EU D) C C,(X), se tiene que
cle, () (Cn(Y) = Cu(Y, EU D)) = clg, (x)(Cn(X) = Cu(X, E))
C Cp(X).
Ademis, Cp (X, E) es un subconjunto cerrado de Cy,(X) y Cp (Y, EU D) es
un subconjunto cerrado de C,,(Y'). Por lo tanto,
FrCn(X)(Cn(X7 E)) = Cn(X7 E) N CICn(X)(Cn(X) - CH(X7 E))
= (Cp(X)NCyr(Y,EUD))N
ClCn(Y)(Cn(Y) - Cn(Ya EU D))
= Cp(Y,EUD)Ncle, v)(Cn(Y) — Cuo(Y, EU D))
=Fro, () (Cu(Y,EUD)).

Esto concluye la demostracién. O

Lema 3.16. Sean X,Y, D continuos, p € Y y E un subconjunto cerrado de
X, tales queY = XUD, XND ={p} ype E. Si C,(X,FE) y Cp,(Y,EUD)
son cubos de Hilbert, Fre, (x)(Cn(X, E)) es un Z-conjunto en Cp(X,E) y
Fre, vy (Cn(Y, EU D)) es un Z-conjunto en Cp(Y, EU D), entonces Cp(X)
es homeomorfo a Cp(Y).

Demostracion. Por el Lema 3.15, Fre, (x)(Cn (X, E)) = Fre, (v)(Cu(Y, E U
D)), por lo cual la funcién identidad

id: Fre,, (x)(Cn(X, E)) = Fra, () (Ca(Y, EU D))

es un homeomorfismo. Aplicando el Teorema 3.13 podemos extender id a
un homeomorfismo hy : C\, (X, E) — C,(Y, EUD). Consideremos la funcién
h:Ch(X)— Cpn(Y) dada por

Ahs hi(A) si Ae Cn(X, E),
Ian(X)(A) si A€ Cn(X) — Cn(X, E)

Obsérvese que, si C' = Cy (X, E) Nelg, (x)(Cn(X) — Cpn(X, E)), entonces
C = Fre, (x)(Cn(X, E)), de manera que hi|C' = id = Idg, (x)|C. Asi, por
el Lema 1.10, obtenemos que h es continua. Ademas, de nuevo por el Lema
3.15, Cp(X) — Ch (X, E) = C,(Y) — Co(Y, EU D). Luego,
Ide, (x)(Cn(X) — Co(X, E)) = Cp(Y) — Cp(Y, EU D)
= Cn(Y) — (Cn(X, E))
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y, como Idg, (x) y hi1 son inyectivas, se tiene que h es inyectiva. Mas atn,

h(Cn(X)) = hl(cn(X7 E)) U Ian(X)(Cn(X) - Cn(Xa E))
= Cn(KE U D) U (Cn(y) - Cn(YvE U D))

es decir, h es sobreyectiva. Asi, se concluye asi que h es un homeomorfismo.
O

Lema 3.17. Sean X,Y,D continuos y p € Y, tales que Y = X UD y
X ND={p}. Sid esuna métrica convexa de'Y, la métrica inducida en X
por d es una métrica convera.

Demostracion. Supongamos que d es una métrica convexa de Y. Sean a,b €
X. Luego, existe una isometria v : [0,d(a,b)] — v([0,d(a,b)]) C Y, tal que
7(0) = ay y(d(a,b)) = b.

Si p es un punto extremo del arco A = 7([0,d(a,b)]), digamos p = b,
entonces A — {p} es conexo. Como X N D = {p} y tanto X como Y son
cerrados de Y, los conjuntos X — {p} = X — Dy D —{p} = X — D son
abiertos de Y ajenos entre si. Ademds, (X — {p}) U (D — {p}) =Y — {p}.
En consecuencia, A — {p} € X —{p} 0o A—{p} € D — {p}. Como a €
(X —{p}) N (A —{p}), se tiene que A — {p} C X — {p}. Asi, A C X.

Por otro lado, si p no es un punto extremo de A, entonces A — {p} tiene
dos componentes, cada una de ellas conteniendo un punto extremo de A.
Sean K, y K tales componentes, con a € K, y b € Kp. Como K, y K} son
conexos y a € K, N (X —{p}) y b € Ky N (X — {p}), podemos aplicar un
argumento similar al aplicado a A — {p} en el caso anterior, para obtener
que K,, K € X — {p}. Por tanto, A = K, U K, U {p} C X.

De este modo, en cualquier caso, se cumple que A C X; es decir, existe
un arco de a a b contenido en X y que es isométrico a un intervalo cerrado.
Esto prueba que la métrica inducida por d sobre X es convexa. ]

Observacién 3.18. Para cualesquiera continuos X y Z, tales que Z C X,
se satisface que P(Z) C P(X) o, equivalentemente, G(X)NZ C G(Z).

En efecto, supongamos que x € G(X) N Z. Luego, {p} N P(X) = 0 y,
por el Teorema 2.15, se cumple que dimg,) (C(X)) es finita. Como C(Z) C
C(X), por el Teorema 1.68 (1), tenemos la desigualdad dimy,(C(Z)) <
dimyy (C(X)). As?, dimy,) (C(Z)) es finita. Aplicando de nuevo el Teorema
2.15, obtenemos que {p} N'P(Z) = 0; es decir, p € G(Z).
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En la siguiente demostracién se utiliza de nuevo la notacion Bgf , detalla-
da en los comentarios previos al Lema 3.11. Ademas, se utiliza la notacién
N j( para denotar los conjuntos Ny, pero considerando la métrica inducida
en el subespacio X por d, en vez de d misma. Es decir, dados un subespacio

X de algin espacio con métrica d, un punto A € 2% y ¢ > 0, denotaremos
NX(Aye) = Ny(A,e) N X.

Teorema 3.19. Sea X wun continuo localmente conexo. Si X no es casi
enrejado, entonces, para cada n € N, se tiene que X no tiene hiperespacio
unico Cp(X).

Demostracion. Sea n € N. Como X no es casi enrejado, X — P(X) no es
denso en X; es decir, existe p € intx(P(X)). Por el Teorema 3.14, existe
un continuo localmente conexo D que no contiene arcos libres, tal que el
continuo localmente conexo Y = X U, D no es homeomorfo a X.

Mostremos ahora que Cy,(X) y Cp(Y') son homeomorfos. Para tal efecto,
por el Teorema 1.37, podemos suponer que la métrica, d, de Y es convexa.
Esto implica, por el Lema 3.17, que las métricas inducidas en X y D por d son
convexas. Sea r > 0, tal que B (p,2r) C P(X). Hagamos E = Cy({p},r).
Probaremos las siguientes tres afirmaciones.

Afirmacién 1. C,,, (Y, EU D) y Cp,(X, E) son cubos de Hilbert.

Obsérvese que E es un subconjunto cerrado de X y F C Béf (p,2r) C
P(X); es decir, E es un subconjunto cerrado de P(X). Como D no contiene
arcos libres, por el Lema 3.4, se cumple que clp(G(D)) = clp(FA(D)) = 0.
Asi, G(D) =0y P(D) = D. Ademés, E U D es un subconjunto cerrado de
Y y, por la Observacién 3.18, se cumple que EUD C P(X)UP(D) Cc P(Y),
esto es, EUD es un subconjunto cerrado de P(Y"). Asi, por el Teorema 3.12,
Cn(X,E) y C,(Y,EUD) son cubos de Hilbert.

Afirmacién 2. Frg, (x)(Cn(X, E)) es un Z-conjunto en Cy, (X, E).
Sea ¢ > 0. Por la Observacién 1.118, C, (X, E) es un hiperespacio de
crecimiento. Aplicando el Lema 1.128, obtenemos que la funcién

Pl (x.p) 1 Cn(X, E) = Co(X, E)

es continua y cumple que (Hx)oo(Idc, (x,£); Pclc, (x,E)) < €. Ademas, dada
A€ Cyp(X,E), como N (A, e)Nelx(intx(E)) D ANE # 0, se tiene que
d.(A)Nintx (E) D N (A, &) Nintx (E) # 0.

Sean ps € ®.(A)Nintx(E) y 74 > 0, tales que B (pa,r4) C intx(E) C
E. Luego, si { Ay, }nen es una sucesion en C, (X ) que converge a ®.(A), enton-
ces existe N € N| tal que, para cadan > N, se tiene ENA,, D Bj((pA,rA) N
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Ap # 0; es decir, A, € Cp(X, E). Asi, ®.(A) ¢ clg, (x)(Cn(X) — Cn(X, E))
y, por ende, ®.(A) ¢ Fre, (x)(Cn(X, E)). En esta forma,

(I)€|Cn(X,E) : Cn(Xa E) — Cn(Xa E) - FrCn(X)(Cn(Xa E))

Por tanto, Fr¢, (x)(Crn(X, E)) es un Z-conjunto en Cy, (X, E).

Afirmacién 3. Fre,, vy (Cn (Y, EU D)) es un Z-conjunto en Cp, (Y, E'U
D).
Obsérvese que p € intx(E) Nintp(D), por lo cual p € inty(E U D).
Ademds, X — {p} =Y — D es abierto en Y. Asi,

E = clx(intx(F)) = cly(intx (F)) = cly ((intx (E) — {p}) U {p})
C cly (inty g1 (B — {p}) U{p}) = cly (inty (E — {p})) U {p}
C cly(inty (E)) U {p}.

De esta manera, y como D — {p} =Y — X es abierto en Y, se tiene

EUD C cly(inty(E)) U {p} U (D — {p})
= cly (inty (E) Uinty (D — {p})) U {p}
- Cly(inty(E U D))

Por tanto, EU D = cly(inty (F U D)) (la otra contencién se sigue de
la contencién inty (E U D) C E'U D y del hecho que E U D es cerrado en
Y). Con esta ultima igualdad y siguiendo un procedimiento idéntico al de
la prueba de la Afirmacién 1, se puede mostrar que Fron(y)(C’n(Y, EUD))
es un Z-conjunto en Cp (Y, E'U D).

Por las Afirmaciones 1, 2 y 3, y el Lema 3.16, concluimos que C),(X) es
homeomorfo a Cy,(Y). Por lo tanto, X no tiene hiperespacio tnico Cp(X).

O

Como un corolario casi inmediato del resultado anterior (y del Teorema
3.14), se tiene el siguiente enunciado.

Corolario 3.20. Sea X un continuo localmente conexo que no es casi enre-
jado. Entonces, existe una familia no numerable ) de continuos localmente

conexos y no homeomorfos por pares, tal que se satisfacen las siguientes
condiciones:

(a) Para cadaY € Y, se tiene que X no es homeomorfo a 'Y .

(b) Para cadan € N y cadaY € Y, se cumple que Cp,(X) es homeomorfo a
Cr(Y).
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Demostracion. Por el Teorema 3.14, existe una familia no numerable D de
dendritas que satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cada D € D, se cumple que D no contiene arcos libres.
(11) El continuo localmente conexo X U, D no es homeomorfo a X.

(1) Si By D son elementos distintos de D, entonces X U, B y X U, D no
son homeomorfos.

Siguiendo la demostracién del Teorema 3.19, se puede mostrar que para
cualquier D € D los hiperespacios Cp,(X) y Cp(X U, D) son homeomorfos.
De esta forma, si hacemos ) = {X U, D : D € D}, entonces ) es una familia
que cumple (a) y (b). O

3.2.2. Continuos casi enrejados sin hiperespacio Gnico

Habiendo probado que todo continuo localmente conexo que no es casi
enrejado no tiene n-ésimo hiperespacio tnico, es natural preguntarse si todo
continuo localmente conexo que es casi enrejado tiene n-ésimo hiperespacio
Unico. El siguiente resultado responde a este cuestionamiento negativamente.
Ademsds de dicho enunciado, este apartado presenta algunos corolarios que
pueden ser utiles en la obtencion de continuos sin hiperespacio tinico.

En la demostracién del siguiente resultado se usa de nuevo la notacion
N j( , la cual se detalla en los comentario previos al Teorema 3.19.

Teorema 3.21. Sean X un continuo localmente conexo y n € N. Suponga-
mos que ezisten un subconjunto cerrado R de P(X) y subconjuntos abiertos,
no vacios y ajenos por pares Uy, ..., Uy de X, tales que se satisfacen las
stguientes condiciones:

(a) X —R=U'Uiy,
(b) para cada i € {1,...,n+ 1}, se cumple que R C clx(U;).
Entonces, X no tiene hiperespacio unico Cp,(X), para cada m < n.

Demostracion. Sea m < n. Fijemos p € R. Por el Teorema 3.14, existe un
continuo localmente conexo D que no contiene arcos libres, tal que el conti-
nuo localmente conexo ¥ = X U, D no es homeomorfo a X. Demostraremos
que Cp (X) v Cppn (YY) son homeomorfos. Para tal efecto, por el Teorema 1.37,
podemos suponer que la métrica de Y, denotada por d, es convexa. Esto im-
plica, por el Lema 3.17, que las métricas inducidas sobre X y D por d son
convexas. Vamos a probar las siguientes tres afirmaciones.
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Afirmacién 1. C,,, (Y, RU D) y Cp, (X, R) son cubos de Hilbert.

Obsérvese en primer lugar que RUD C P(X)UP(D) C P(Y). Como
RU D es compacto, se tiene que RU D es un subconjunto cerrado de P(Y').
Ademas, como por hipdtesis R es un subconjunto cerrado de P(X), aplican-
do el Teorema 3.12 obtenemos que Cp, (Y, RU D) y Cp,(X, R) son cubos de
Hilbert.

Afirmacién 2. Fr¢, vy (Cn (Y, RU D)) es un Z-conjunto en Cp, (Y, RU
D).
Sea ¢ > 0. Por la Observacién 1.118, Cy,,(Y, R U D) es un hiperespacio
de crecimiento. Luego, aplicando el Lema 1.128, se tiene que la funcién
Pelc,.(v,rup) : Cm(Y, RUD) — Cp (Y, RU D) es continua y que

(Hx)oo(Ide,,(v,ruD) ®elcy(v,RUD)) < €

Tomemos A € Cp, (Y, RU D).

Caso 1. AN R # (.

Por hipétesis, para cada i € {1,...,n + 1} se cumple que R C clx(U),
por lo cual NX(A,e)Nelx (U;) D Anclx(U;) D ANR # 0. Asf, ®.(A)NU; D
NX(A,e)NU; # 0. Consideremos una sucesién { Ay tren en Cp,(Y), tal que
lim Ay, = ®.(A). Luego, existe M € N, tal que, para cada i € {1,...,n+ 1}
y j > M, se cample U; N A; # (. Tomemos j > M. Supongamos que
A;N(RUD) = 0. Entonces, A; CY —(RUD)=(Y-R)Nn(Y —D) =
(Y —R)N (X — {p}) = X — R = J" Ui, De esta manera, y como los U;
son abiertos, ajenos por pares e intersectan a A;, se cumple que A; tiene a
lo menos n+ 1 componentes. Esto contradice el hecho que A; € Cp,(Y'). Por
tanto, A; N (RU D) # 0; es decir, Aj € Cp,, (Y, RU D). Esto prueba que no
existe sucesién alguna en C,,(Y) — Cy, (Y, RU D) que converja a ®.(A). Asi,
(IDE(A) ¢ CIC’m(Y)(Cm(Y) - Cm(Y7 RU D)) ) FrCm(Y)(Cm(Y7 RU D))

Caso 2. ANR = (). En este caso ®.(A)N(D—{p}) D AnN(D—{p}) = (AN
R)U(AN(D—{p})) = AN(RUD) # 0. Como D—{p} =Y — X es un abierto
en Y contenido en RU D, tenemos que ®.(A) € intg, (v)(Crn(Y, RU D)).

Por los casos 1y 2, tenemos que ®c|c, (v;rup) @ Cm(Y,RU D) —
Cm(Y, RU D) = Frg,, (v)(Cn(Y, RU D)). Esto prueba la Afirmacién 2.

Afirmacién 3. Fr¢,, (x)(Crn (X, R)) es un Z-conjunto en Cp, (X, R).

Sea £ > 0. Por la Observacién 1.118, C,,(Y, R U D) es un hiperespacio
de crecimiento. Luego, aplicando el Lema 1.128, podemos restringir

(I)a‘Cm(X,R) : Cm(Xa R) - Cm(Xv R)

Obsérvese, ademds, que C, (X, R) C Cp, (Y, RU D). Asi, aplicando el Lema
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3.15,

®.(Crn(X, R)) C Cou(Y, RU D) — Frg, (v)(Cn(Y, RU D))
= C(Y,RUD) — Fre,, (x)(Cin(X, R)).

Por tanto,
(I>6’Cm(X,R) : Cm(Xv R) — Cm(Xa R) - FrCm(X)(Cm(X7 R))
Como @¢|c,, (x,r) €s continua y

(Hx)oo(Ide,,(x,r)> Peclc,, (x,r)) < €,

se obtiene la Afirmacion 3.
Por las Afirmaciones 1, 2 y 3 y el Lema 3.16, concluimos que h es un
homeomorfismo. O

Como un caso particular del Teorema 3.21 cuando n = 1, se tiene el
siguiente Corolario, el cual facilita la identificacion de continuos sin hiper-
espacio de subcontinuos tnico.

Corolario 3.22. Sea X un continuo localmente conexo, tal que X — P(X)
es disconexo. Entonces, X no tiene hiperespacio tunico C(X).

Demostracion. Sean U y V dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios
de X — P(X), tales que

X-PX)=UUV.

Como P(X) es cerrado en X, los conjuntos U y V son abiertos en X; es decir,
los conjuntos X — U y X — V son cerrados en X. Asi, y como U C X -V
y V. C X — U, se satisface que clx(U) C X =V yclx(V) € X —U o,
equivalentemente, V C X —clx(U) y U C X —clx(U).

Sea R = clx(U) Neclx (V). Obsérvese que R C (X —U)N (X —V)
X—(UUV) =P(X). Como X es casi enrejado, se tiene que intx (P (X)) =
y, por consiguiente, clx(U) U clx(V) = clx(UUV) = clx(X — P(X))
X —intx(P(X)) = X. Como X es conexo, se sigue de esto tltimo que
R # 0.

Sean W = X —clx(U) y Z = X —clx(V). Luego, WU Z = (X —
clx(U)) U (X —clx(V)) = X — R. Asimismo, como V C W y U C Z, se
cumple que R C clx (W) Nclx(Z). De esta forma, los conjuntos R, W'y Z
satisfacen las condiciones del Teorema 3.21, para n = 1. Por tanto, X no
tiene hiperespacio tnico C(X). O

=l
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El siguiente corolario del Teorema 3.21 descarta muchos continuos de la
clase de los continuos con hiperespacio tunico C,,(X) (para una n apropiada).

Corolario 3.23. Sean X una dendrita que no es un drbol y
k = sup{ord(p, X) : pe P(X)}.

Obsérvese que k € NU {w}. Entonces, para cada m < k se cumple que X
no tiene hiperespacio unico Cp,(X).

Demostracion. Obsérvese que, por el Teorema 3.19, podemos suponer que
X es casi enrejado. Por otro lado, obsérvese que, como X no contiene curvas
cerradas simples y no es un arbol, X no es una grafica finita. Asi, por el
Teorema 2.15 (haciendo F = X)), se cumple que P(X) # (. En particular,
k esta bien definido.

Sea m < k. Luego, existe un punto ¢ € P(X), tal que m < ord (g, X).
Aplicando el Teorema 1.51, se tiene que c(g,X) es infinito o c(g, X) es
finito y ¢ (g, X) = ord (¢, X). En cualquiera de los dos casos, podemos to-
mar Uy, ..., U, componentes distintas de X — {q} y Up+1 la unién de las
componentes restantes, con U,+1 # (). Luego

m+1
X —{q} = U Ui.
i=1
Como X es localmente conexo y X — {p} es un subconjunto abierto de X,
por el Teorema 1.13, se sigue que los conjuntos Uy, ..., Up11 son abiertos
en X.

Fijemos j € {1,...,m+1}. Obsérvese que clx (U;) C X =, ,; Ui = U;U
{p} (pues U; C X — Ui#j U;, y este tltimo es cerrado en X). Sip ¢ clx (Uj),
entonces clx (U;) = U; y, por ende, U; serfa un subconjunto propio, no vacio,
abierto y cerrado de X. Como esto contradice la conexidad de X, se debe

tener que p € clx(U;). De esta manera, los conjuntos {p} y Ui,...,Unt1
satisfacen las condiciones del Teorema 3.21 para n = m. Podemos concluir
entonces que X no tiene hiperespacio tnico Cy,(X). O

Un dltimo corolario al Teorema 3.21 establece un resultado similar al
Corolario 3.20, pero reemplazando la condicién de no ser casi enrejado con
las condiciones del Teorema 3.21.

Corolario 3.24. Sean X un continuo localmente conexo y n € N, tales que
satisfacen las condiciones del Teorema 3.21. Entonces, existe una familia no
numerable ) de continuos localmente conexos y no homeomorfos por pares,
tal que las siguientes condiciones se satisfacen:
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(a) para cada Y € ), se tiene que X no es homeomorfo a 'Y, y

(b) para cada Y € Y y m < n, se cumple que C,,(X) es homeomorfo a
Cn(Y).

Demostracion. Por el Teorema 3.14, existe una familia no numerable D de
dendritas que satisface las siguientes condiciones.

(1) Para cada D € D, se cumple que D no contiene arcos libres,
(11) EI continuo localmente conexo X U, D no es homeomorfo a X y

(111) Si By D son elementos distintos de D, entonces X U, By X U, D no
son homeomorfos.

Dados cualesquiera D € D y m < n, se sigue de la demostracién del
Teorema 3.21, que los hiperespacios Cp,(X) y Cp, (X Up D) son homeomorfos.
Haciendo Y = {XU,D : D € D}, tenemos que ) es una familia no numerable
de continuos localmente conexos que satisface (a) y (b). O

3.2.3. Los continuos enrejados tienen n-ésimos hiperespacios
Unicos

Ahora se exponen los resultados referentes a la unicidad de los hiperes-
pacios Cy,(X) para los continuos enrejados. Basicamente, en este apartado
se expresa en varios enunciados, resumidos en el Teorema 3.44, el resultado
que da titulo a esta subseccién, es decir, que los continuos enrejados poseen
hiperespacio unico Cy,(X), para cualquier n € N, ademds de algunos resul-
tados auxiliares (algunos de ellos significativos, como el Teorema 3.34). En
los resultados que se abordan, los dos conjuntos siguientes tomaran un papel
esencial.

Definiciéon 3.25. Sean X un continuo y n € N. Entonces, se cumplen las
siguientes igualdades.

= PI(X) = {A € Cr(X) : A tiene una vecindad M en C,(X) que es
una 2n-celday A € OM}.

» T (X) ={4 € C,(X)—PBn(X) : A tiene una base local de vecindades
% en Cp(X), tal que, para cada U € A, se tiene dimU = 2n y U N
PBn(X) es arco conexo}.
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Antes de continuar, nétese que la condicién que describe cada uno de los
conjuntos para los que se acaba de asignar una notacién se describe en térmi-
nos puramente topolégicos. Esto implica que tales conjuntos son invariantes
bajo cualquier homeomorfismo entre n-ésimos hiperespacios. El enunciado
preciso de esta iltima afirmacién se delinea en la siguiente observacién, en
la cual se incluye, con la misma propiedad, al conjunto previamente definido

Fn(X).

Observacién 3.26. Dado un continuo X y n € N, los conjuntos §n(X),
P (X), PO(X) y T'n(X), son invariantes topoldgicos.

Para el siguiente resultado, se requiere de la definicién que sigue. La
similitud en notacion a la Definicién 2.8 puede relacionarse con algunas ca-
racteristicas que estos conjuntos poseen en comun, porque ademaés de poseer
una frontera de un solo punto (Observacién 3.28), forman, como puntos, el
conjunto P2 (X) (véase el Lema 3.29).

Definicion 3.27. Dado un continuo X,

Ap(X) ={J € A(X) : existe un punto extremo p de J,
tal que p € intx(J)}.

En el caso que J € Ag(X) y p es un punto extremo de J, tal que p € intx (J),
a p se le llama un extremo de X.

Observacion 3.28. Para cualquier continuo X, distinto de un arco y de
una curva cerrada simple, y cualquier J € g X se satisfacen las siguientes
dos afirmaciones:

(1) SiJ € Ax(X), entonces intx(J) = J—{qs} vy Frx(J) = {qs}, en donde
pJ Y qy son los puntos extremos de J, con py € intx(J). En particular,
intx (J) es homeomorfo al intervalo (0,1].

(2) SiJ ¢ Ag(X), entonces intx(J) = J—{ps,q;} y Frx(J) ={ps,qs}, si
J es un arco y py y qj son sus puntos extremos, o intx(J)=J — {qs}
y Frx(J) ={qs}, para algin q; € J, si J es una curva cerrada simple.
De cualquier manera, intx (J) es homeomorfo al intervalo (0,1).

Lema 3.29. Sea X un continuo localmente conexo. Si A € C(X), entonces
las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(a) AePo(X).



136 Continuos Enrejados

(b) Eziste J € Ag(X), tal que una de las siguientes condiciones se cumple:
(1) A = {p}, para alginp € intx(J), (2) J € Ap(X) y existe un extremo
p de X, tal que p € A C intx(J).

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que A € P?(X). Sea M una vecindad
de A en C(X) que es una 2-celda y A € 9. Por el Teorema 1.68 (3),
se cumple que dimy(C(X)) = dima(9M). Asi, dima(C(X)) = 2. Luego,
aplicando el Lema 2.16 obtenemos un elemento J € Ag(X), tal que A €
(intx(J))1.

Nétese que, por la Observacién 3.28, el conjunto int x (J) es homeomorfo
al intervalo (0, 1] o al intervalo (0, 1). De este modo, por el Corolario 1.111,
tenemos que (intx(J))1 es una 2-variedad y

Aintx (J))1 = Fi((intx (J))1) U C((intx (J))1, E((intx (J))1))-

Por otro lado, como (intx(J)); es una vecindad de A en C'(X), el Teo-
rema 1.65 asegura que A € d(intx (J))1.

Lo anterior implica que A € F1(X) o A € C((intx (J))1, E({intx (J))1)).
En el primer caso, existe p € intx(J), tal que A = {p}. En el segundo
caso, A C intx(J) y existe p € E({intx(J))1), tal que p € A. Obsérvese
que, si ocurre esto ultimo, entonces, por el Teorema 1.24, se satisface que
ord(p, J) = ord(p,intx(J)) = 1; es decir, p € E(J). Asi, J € Ar(X) y p es
un extremo de X. Esto prueba la primera implicacién del lema.

(b) = (a) Supongamos ahora que existe J € 2Ag(X), tal que se cumple
(1) 0 (2). Luego, A Cintx(J) y (intx(J))1 es una vecindad de A en C'(X).
Ademas, por el Corolario 1.111, se tiene que (intx(J)); es una 2-variedad y

Aintx (J))1 = Fi((intx (J))1) U C((intx (J))1, E((intx (J))1))-

Si se cumple (1); es decir, si A = {p} para algin p € intx(J), entonces
p € Fi(X). Supongamos que se cumple (2). De este modo, J € Ax(X)
y existe p € FE(X), tal que p € intx(J) y p € A. Por el Teorema 1.24,
tenemos que ord(p,intx(J)) = ord(p,J) = 1. Asi, p € E(intx(J)) y A €
C((intx(J))1, E((intx(J))1)). De cualquier modo, A € d(intx(J))1.

Sea M una vecindad de A en (intx(J))1 que es una 2-celda. Como
(intx(J))1 es abierto en C(X), el conjunto M es una vecindad de A en
C(X). Ademas, por el Teorema 1.65, se cumple que A € 9. Por lo tan-
to, A € P?(X). Esto prueba la segunda implicacién del lema y concluye la
demostraciéon de éste. O

Ahora, se demuestra un resultado que define un homeomorfismo entre
dos conjuntos notables de X y de C'(X) y el cual es la base para demostrar
los Teoremas 3.35 y 3.36.
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Teorema 3.30. Sea X un continuo localmente conexo que no es un arco.
Entonces, existe un homeomorfismo h : clx (FA(X)) — clg(x) (P2(X)), tal
que, para cada p € clx (FA(X)), se satisfacen los siguientes dos enunciados:

(1) Sip ¢ H{intx(J) : J € Ar(X)}, entonces h(p) = {p}.

(2) Sih(p) NP(X) # 0, entonces p € P(X) o p es un punto extremo de J
y h(p) = J, para algin J € Ap(X) con JNP(X)£D yp € intx(J).

Demostracion. Sea f : X — Fi(X) la funcién dada por z EN {z}. Por el
Teorema 1.103, f es un homeomorfismo. Ademas, por el Corolario 2.13 y el
Lema 3.29, se tiene que

F(FAX)) € f((J{intx(K) : K € Ag(X)})
c PI(X).

flelx (FA(X))) C cloen (F(FAX)))
C clogx) (B2(X)).

Dado cualquier J € Ag(X), sean py y ¢y los puntos extremos de J,
con py € intx(J). Como X no es un arco, J — {q;} C intx(J) € X,
asi que intx(J) = J —{qs}. Sea L; = F1(J)UC(J,py). Obsérvese que, por
el Teorema 1.110, £; es un arco con puntos extremos {qs} y J, Fi(J) y
C(J,py) son subarcos de Ly, y Fi(J)NC(J,ps) = {ps}. Nétese también
que g5 y J son los unicos puntos de L£; a los cuales pertenece ¢j. Sea
gy : J — L un homeomorfismo, tal que ¢g;(q5) = {qs} vy 9s(ps) = J. Como
intx(J) = J —{qs}, se sigue del Lema 3.29, que

95(J —{asps}) =Ly —{{as},J}
C Po(X).

97(J) = gs(clx (J = {qs,ps}))
C clex)(9s(0 —{as,p1}))
C clogx) (B2 (X)).
Sea W = J{J — {qs} : J € Ap(X)}. Obsérvese que, por el Lema

2.9 (2), la familia {J — {qs} : J € Ar(X)} estd formada de subconjun-
tos abiertos de X ajenos por pares, asi que existe una funcién continua
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g: W= ch(X)(‘,Ba(X)), tal que
9l7—1g,3 = 97l7—{q,}> Para cada J € Ap(X).

Més ain, como para cualesquiera J y K elementos distintos de g (X) se
satisface que gy es inyectiva y ¢g;(J — {qs}) Ngx (K — {qx}) C (C(J) —
e} N (C(K) — {{gx}}) = 0, la funcién g es inyectiva.

Como las funciones f y g son inyectivas y f(clx(FA(X))—W)Ng(W) C
Fi(X —W)n (FA(W)UC(W,Py)) = 0, existe una funcién inyectiva h :
clx (FA(X)) = clex) (P2(X)), tal que

hlayFacx)y-w = flaxFaxy-w ¥ hlw =glw.

Puesto que f y g son continuas en clx(FA(X)) — W y W, respectiva-
mente, para mostrar que h es continua basta probar que h es continua en
cada punto de Frx(W). Para este fin, tomemos {zy}neny una sucesion en
W, tal que limz, = x, para algin € X — W. Queremos demostrar que
lim h(xz,) = h(z), es decir, que limgy, (z,) = {z}, donde cada J, es un
elemento de 2Ag(X), tal que =, € J, — {qs}

Si {J, : n € N} es finito, entonces existen k¥ € N y una subsucesién
{Yn}nen de {z, }nen en Ji. Obsérvese que z € J, — W = {qy, }; es decir, z =
q.,- Luego, por la continuidad de g, , se tiene que lim g, (yn) = 94, (q.4,) =
{qs.}. Asi, lim g, = {z}. De esta manera, podemos suponer que J, # Jy si
r #s.

Aplicando el Lema 2.10, obtenemos que lim J,, = {z}. Como h(x,) =
g, (xn) C Jp se tiene, por el Lema 1.89, que lim h(z,) = {z}. Esto prueba
que h es continua.

Ahora, para mostrar que h es sobreyectiva, obsérvese que

h(Clx(fA(X)) — W) = F1<Clx(fA(X)) — W)

h(W) = U{A(J —{qs}) : J € Ap(X)}

=U{F(J —{as) U C(J,ps) : J € Ap(X)}

=F (W)U (U{C(J,ps) : J € Ap(X)}).
Ademas, por el Corolario 2.13, clx(FA(X)) = {intx(J) : J € Ap(X)}.
Asi,

el (FA(X))) = Fi(clx(FAX)) U (UCUip) T € 2p(X))
= F(U{intx(J) : J € As(X)}HU
(H{C(J,ps) : J € Ap(X)}).
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Aplicando el Lema 3.29, obtenemos que P?(X) C h(clx(F.A(X))). De esta
manera, clx(P?(X)) C h(clx(FA(X))), esto es, h es sobreyectiva. Por lo
tanto, h es un homeomorfismo.

Por dltimo, sea p € clx(F.A(X)), tal que h(p) NP(X) # 0. En el caso
h(p) = {p}, se tiene que p € P(X). Si, por el contrario, h(p) # {p}, entonces
p € W; es decir, existe J € A (X), tal que p € J — {qs} = intx(J). Luego,

h(p) NP(X) C h(p) — (J —{qs})
=9s(p) — (J —{as})
cJ—(J—{as})
={as}.

Asi, ¢7 € h(p). Ademds, puesto que h(p) = gs(p), se cumple que h(p) €
{J,{qs}} (segin se observé previamente). Como h(p) = {qs} implica que
p ¢ W, lo cual es una contradiccion, concluimos que h(p) = J. Esto concluye
la prueba del teorema. O

Para demostrar que los continuos enrejados poseen hiperespacio tinico
Cn(X), con n > 3, se requiere del Lema 3.32, el cual proporciona una ex-
presién para el conjunto I'y(X) C C,(X) relacionada directamente con el
continuo localmente conexo X. Para probar dicho lema se puede utilizar
su version particular para el caso de las graficas finitas, expresado en el
siguiente resultado.

Lema 3.31 ([14], Lema 3.6). Si D es una grdfica finita y n > 3, entonces
I'(D)={AeCy(D): A es conexo y AN R(D) = 0}.
Lema 3.32. Si X es un continuo localmente conexo y n > 3, entonces

Ih(X)={AeC(X): existe J € Ag(X), tal que A C intx(J)}
— P00).

Demostracion. En primer lugar, demostremos la siguiente afirmacion.

Afirmacién. Si A € C,(X) y G es una grdfica finita contenida en
X, tal que A C intx(QG), entonces, para cualquier vecindad abierta U de
Aen X conU C Cp(G), se cumple que U NP (X) =UNP(G).

Dado B € UNP,,(X), se cumple que B tiene una vecindad en Cy,(X)
que es una 2n-celda. Luego, por el Lema 1.64, existe una 2n-celda M en
Cn(X), tal que B € intc, (x)(M) C M CU C Cp(G). De esta manera, y
como inte, (x)(M) es abierto en Cy,(G), la 2n-celda M es una vecindad
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de B en C(G); es decir, B € B,,(G). Reciprocamente, si B € ,,(G) U,
entonces existe una vecindad de B en C),(G) que es una 2n-celda. Como
U también es abierto en C,(G), por el Lema 1.64, existe una 2n-celda
M en Cy(G), tal que B € inte, (M) C M C U C Cn(G). Luego,
intc, (@) (M) es abierto en U y, por ende, en Cy(X). Asi, M es una
vecindad de B en C,(X) que es una 2n-celda, esto es, B € P,,(X).

Probemos la primera igualdad. Sea A € I'y(X). Luego, dimy(X) =
2n. Aplicando el Teorema 2.15, podemos encontrar una grafica finita D
contenida en X, tal que A C intx (D). Asi, A € (intx (D)), C C(D); es decir,
C(D) es una vecindad de A en C,,(X). Por consiguiente, existe una base de
vecindades abiertas ) de A en C,(X), tal que, dado cualquier U € $), se
cumple que dim (i) = 2n, el conjunto UNYP,,(X) es arco conexo y U C C(D).
Aplicando la Afirmacion 1, se tiene que U NP, (D) es arco conexo y A €
U-Pn(X) =U—B,(D). Obsérvese, ademas, que $ es asimismo una base de
vecindades de A en Cy, (D). Esto prueba que A € I',(D). Aplicando el Lema
3.31, obtenemos que A es conexo y, por el Lema 2.16, existe J € 2Ag(X), tal
que A € (intx(J))n; es decir, A C intx(J).

Reciprocamente, supongamos que A € C(X) y que existe J € Ag(X),
tal que A C intx(J). Como R(J) =0, por el Lema 3.31, A € T',(J) o, equi-
valentemente, A € Cy,(J)—P,(J) y existe una base £ de vecindades abiertas
de A en C,(J), tal que, dado cualquier U € §, el conjunto U N*P(J) es arco
conexo y dim($)) = 2n. Como A € (intx (J))n C intc, (x) Cn(J) C Cn(J); es
decir, como intc,, (x) Cn(J) es una vecindad de A en C,(J), podemos suponer
que U C inte, (x) Cn(J). Asi, U es un subconjunto abierto de int¢,, (x) Cn(J),
esto es, U es una vecindad abierta de A en C,,(X). Aplicando la Afirmacién
1, obtenemos que U NP, (X)) es arco conexoy A € U — P, (D) = U — P, (X).
Obsérvese, ademads, que, de esta forma, H es también una base de vecindades
abiertas de A en Cy,(X). Por tanto, hemos probado que A € I'),(X).

Mostremos por tltimo la segunda igualdad. Si B C intx(J) para algin
J € Ag(X), entonces B € (intx(J)), C C(J); es decir, C(J) es una vecin-
dad de B en Cp,(X). Ademas, por los Teoremas 1.110 y 1.113, C(.J) es una
2-celda. De esta manera, B € PB(X). Reciprocamente, si B € P(X), enton-
ces B tiene una vecindad en X que es una 2-celda. Luego, dimp(X) = 2.
Aplicando el Lema 2.16, obtenemos J € 20g(X), tal que B € (intx(J))1, es
decir, tal que A C intx(J). Por lo tanto, {4 € C(X) : existe J € Ag(X),
tal que A C intx(J)} = P(X). O

Como corolario al Lema 3.32, en el siguiente enunciado se garantiza la
invariabilidad topolégica de los conjuntos PB(X) y PB2(X).
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Corolario 3.33. Sean X yY continuos localmente conexos yn € N—{2}. Si
existe un homeomorfismo h : Cp(X) — C,(Y), entonces h(P(X)) = P(Y)

y h(P(X)) = P2(Y).

Demostracién. Primero demostremos que h(P(X)) = P(Y). El cason =1
se tiene por la Observacién 3.26. Supongamos que 1 > 3. Por el Lema 3.32 se
tiene que I'y (X)) = P(X). Similarmente I'y,(Y) = PB(Y). Por la Observacién
3.26 se cumple que (', (X)) =T, (Y). Asi, h(PB(X)) =P(Y).

Ahora mostremos que h(P?(X)) = PI(Y). Afirmamos que P2 (X) =
OP(X). En efecto, si existe una vecindad 9 de A en P(X) que es una
2-celda, entonces, como P(X) es abierto en C(X), se cumple que M es
una vecindad de A en C(X). Reciprocamente, supongamos que 9t es una
vecindad de A en C(X) que es una 2-celda. Obsérvese que P(X) es una
vecindad de A en C'(X). Luego, por el Lema 1.64, existe una vecindad 9 de
A en C(X) contenida en PB(X), tal que N es una 2-celda. Obsérvese que N
es una vecindad de A en PB(X). Esto valida nuestra afirmacién.

Aplicando el Teorema 1.57 obtenemos que h(OP(X)) = IP(Y) o, equi-
valentemente, que h(P?(X)) = P2(Y). O

Ahora se prueba, a lo largo de varios resultados, que dentro de la clase
de los continuos que son localmente conexos y casi enrejados se satisface la
condicién que define la unicidad de los hiperespacios Cy(X), para n > 3
(Teorema 3.35), para n = 1 (Teorema 3.36) y para n = 2 (Teorema 3.42).
Junto con el Teorema 3.8 (y algunos resultados mas) estos resultados (con-
densados en el Teorema 3.43) permiten establecer la unicidad de hiperes-
pacios Cy,(X) para los continuos enrejados (Teorema 3.44). Para probar el
caso n > 3, se requiere el siguiente importante resultado, el cual es el caso
particular para las graficas finitas de la primera parte del Teorema 3.44.

Teorema 3.34 ([14], Teorema 3.8 (b)). Toda grdfica finita X tiene hiper-
espacio unico Cn(X), para cualquier n > 2.

Teorema 3.35. St X y Y son continuos localmente conexos y cast enreja-
dos, n > 3 y Cr(X) es homeomorfo a Cp(Y'), entonces X es homeomorfo a
Y.

Demostracion. Si X es un arco, entonces, por el Teorema 3.34, se cumple
que X tiene hiperespacio unico C,(X). Esto implica que X es homeomorfo
a Y y, por consiguiente, el resultado se cumple. De esta forma, podemos
suponer que X no es un arco. Andlogamente, podemos suponer que Y no
es un arco. Sea h : Cp(X) — Cp(Y) un homeomorfismo. Por el Corolario
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3.33 se tiene que h(P?(X)) = P2(Y). Luego, como h conserva cerraduras,
se satisface que

h(cle, (x) (B2 (X)) = cle, vy (WP (X))
= clo, (v) (B (Y)).

En particular, clg, (x) (P?(X)) es homeomorfo a cle, (v) (B2(Y)).

Por otro lado, como X y Y no son arcos, se sigue del Teorema 3.30
que cly(FA(X)) es homeomorfo a clg, (x (‘Ba( )) v que cly (FA(Y)) es
homeomorfo a clg, (y) (P2(Y)). De los dos enunmados anteriores obtenemos
que cly(FA(X)) y cly(FA(Y)) son homeomorfos. Ademds, como X y Y
son continuos casi enrejados, se sigue del Lema 3.4 que X = clx(FA(X)) y
que Y = cly (FA(Y)). Por lo tanto, X es homeomorfo a Y. O

Teorema 3.36. St X yY son continuos localmente conexos y casi enrejados
que no son arcos y C(X) es homeomorfo a C(Y'), entonces X es homeomorfo
aY.

Demostracion. Sea h : C(X) — Cn(Y) un homeomorfismo. Aplicando el
Corolario 3.33, obtenemos que h(P?(X)) = L2(Y). Como h conserva cerra-
duras, la igualdad anterior implica que

h(cloeo) (B2(X))) = o) (hB(X))) = clo) (B2 (V)).

Consecuentemente, clg X)(‘Ba(X )) es homeomorfo a clg(y (&Ba( ).

Por otra parte, como X y Y no son arcos, se tiene, por el Teorema
3.30, que cly (FA(X)) y clox (‘}38( )) son homeomorfos. Del mismo modo,
cly (FA(Y)) es homeomorfo a clg(y )(‘Da(Y)). De los tres enunciados ante-
riores obtenemos que cly (F.A(X)) es homeomorfo a cly (FA(Y)). Adem4s,
como X y Y son continuos casi enrejados, se sigue del Lema 3.4 que X =
cx(FAX)) y que Y = cly(FA(Y)). Por lo tanto, X es homeomorfo a
Y. O

Vale la pena notar que las pruebas de los Teoremas 3.35 y 3.36 resul-
tan similares entre si y, gracias a los resultados previamente enunciados, su
demostracién se establece de manera breve y sencilla. Sin embargo la de-
mostracién del resultado andlogo para Co(X) es més elaborada y requiere
un resultado adicional, ademds de algunos auxiliares, que ahora se expo-
nen. Para enunciar y demostrar dichos resultados resulta ttil la siguiente
notacion.
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Definicion 3.37. Dados un continuo X distinto de una curva cerrada simple
y J, K € A5(X), denotaremos

D(J, K) =cley(x) (B3 (X) N {intx (), intx (K))2)N
cley () (BI(X) — (intx (J), intx (K))2),

E(J) = clox)((intx (J))1)-

Denotaremos también por Cy al subcontinuo de R? dado por Cy = D —
intg2(E), donde D y E son los discos en R? con centro en (2,0) y (1,0) y
radio 2 y 1, respectivamente.

En lo que sigue se acepta que Cy es homeomorfo a cualquier continuo
que se puede expresar como cly(M — N), donde M y N son 2-celdas, tales
que M C NyoMnNN =.

Los siguientes tres lemas proveen de expresiones para los conjuntos £(J),
PBI(X) y D(J,K) y representan pasos previos para la prueba del Teorema
3.41.

Lema 3.38. Sean X un continuo que mo es una curva cerrada simple y
J € AUg(X). Entonces, son vdlidas las siguientes afirmaciones:

1. Si J es una arco, entonces E(X) = C(J) y E(J) es una 2-celda.

2. Si J es una curva cerrada simple, entonces E(J) = {JYUF(J)UC(J —
{ps}) U{A : A es un subarco de J, tal que q; es uno de sus puntos
extremos} y E(J) es homeomorfo a Cy.

Demostracion. (1) Como J es un arco libre de X, se tiene que J — {ps,qs}
es abierto en X. Luego, J — {ps,qs} C intx(J). Como todo subinterva-
lo cerrado de [0, 1] se puede aproximar por subintervalos cerrados conteni-
dos en (0, 1), concluimos que C(J) = cle(y((J — {ps,qs})1)- Asi, C(J) C
clo()((intx (J))1) € C(J). Por tanto, C(J) = £(X). Ademads, por el Teore-
ma 1.110, tenemos que £(X) es una 2-celda. Esto prueba (1).

(2) Por la Observacion 3.28, se tiene que intx (J) = J—{ps}, para algin
ps € J. Como C(J) es cerrado en C(X), tenemos que clo( s (C(J — {p})) =
clox)(C(J = {p})) = E(X). Por otro lado, C(J) = C(J —{p}) UC(J,p) y
C(J = {p})NC(J,p) = 0. Asi, C(J —{p}) = C(J) = C(J,p) y Fro(C(J -
{p})) = Fre(y)(C(J,p)). Por tanto, £(J) = C(J —{p}) U Fre () (C(J,p)).
Ademas, por el Teorema 1.113 se cumple que Froy(C(J,p)) = {{ps}, J} U
{A € C(J): Aesun arcoy p es un punto extremo de A}. De este modo,
se satisface la igualdad de (2). Ademaés, £(J) = clo(x)(C(J) — C(J,p)) ¥,
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también por el Teorema 1.113, se cumple que C(J) y C(J,p) son 2-celdas y
dC(J) = Fi(J). Luego, dC(J) N C(S*,p) = {{p}} y, como C(J,p) C C(J),
se tiene que £(X) es homeomorfo al continuo Cy. Esto concluye la prueba
de este lema. ]

Lema 3.39. Sea X un continuo localmente conexo que no es una curva
cerrada simple. Entonces, B9 (X) = {A € Pa(X) : A es conevo o A tiene
una componente degenerada o A contiene un extremo de X }.

Demostracion. Si X es un arco, entonces, por el Teorema 1.115, Cy(X)
es una 4-celda y 0C2(X) = {A € C3(X) : A es conexo o A tiene una
componente degenerada o A contiene un extremo de X }. Luego, Po(X) =
C2(X). Obsérvese que 0C>(X) C PI(X). Ademds, dado A € PJ(X), existe
una vecindad Mt de A en C2(X), tal que A es una 4-celda y A € 09M. Por
el Teorema 1.66, se cumple que A € JCy(X). Asi, 9C2(X) = PI(X) y se
satisface la igualdad del teorema. Por tanto, podemos suponer que X no es
un arco.

Por el Teorema 2.18, basta probar que, dados cualesquiera J, K € Ag(X),
se cumple que

PI(X)NU={A € il: Aes conexo o A tiene una componente degenerada

o A contiene un extremo de X},

en donde U = (intx (J),intx (K))s.

Por el Teorema 1.65, PI(X )a = OP2(X). Como Pa(X) es una 2-variedad
y 4 es un subconjunto abierto de Po(X), aplicando el Teorema 1.66 obte-
nemos que P (X) = G Asi, PI(X) = o4l

Por otro lado, por la Observacién 3.28, int x (/) es homeomorfo al inter-
valo (0, 1] o al intervalo (0, 1), al igual que intx (K). Si J # K, por el Lema
2.9 (2), se tiene que intx(J) Nintx(K) = (). Aplicando el Corolario 1.112,
se tiene que i es una 4-variedad y

oU = {A € 4l : A tiene una componente degenerada o

A contiene un extremo de intx(J) o de intx(K)}.

Como intx(J) y intx (K) son subconjuntos abiertos de X, por el Teorema
1.24, un punto p € intx(J) Uintx (K) es un punto extremo de X si, y sélo
si, p es punto extremo de intx(J) o de intx (K). Ademas, como intx(J) y
int x (K) son ajenos, i no tiene elementos conexos. De esta forma podemos
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escribir la igualdad anterior como

U ={Aei: Aesconexo o
A tiene una componente degenerada o

A contiene un extremo de X}.

Si J = K, entonces i = (intx(J))2 = Ca(intx(J)). Como intx(J) es
homeomorfo al intervalo (0,1] o al intervalo (0,1), aplicando el Corolario
1.116, tenemos que

oU={Aecil: Aesconexo o
A tiene una componente degenerada o

A contiene un punto extremo de intx(J)}.

Similarmente al caso anterior, esta igualdad la podemos escribir de la
siguiente manera

oU={Aecl: Aesconexo o
A tiene una componente degenerada o

A contiene un punto extremo de intx(J)}.
Esto concluye la prueba. O

Lema 3.40. Sea X un continuo localmente conexo. Sean J, K € g(X),
tales que

Frx(J) Ccx(FAX)—J) y Frx(K)Cclx(FAX) - K).
Entonces,

D(J,K)={{p}UA:peFrx(J) yAc&(K), o
peFrx(K)yAe&(J)}.

Demostracion. Primero demostremos la contenciéon hacia la derecha. Fije-
mos B € D(J, K). Queremos mostrar que B = {p} U A, en donde p y A son
tales que p € Frx(J) y A € £(K) = clgx)(C(intx (K))), o p € Frx(K) y
Ae&(J) = Clc(X)(C(intx(J))).

Sea Y = (intx(J),intx(K))2. Luego, existen sucesiones {Ej}n,en en
PIX) N Uy {Folnen en PI(X) — U, con limE,, = B = lim F,,. Dado
n € N, como PYI(X) — 4 C Pa(X) — 4, aplicando el Teorema 2.18, obtene-
mos Ly, M, € Ag(X), tales que F,, € (intx(Ly),intx(My))2 y {Ln, Mp} #
{J, K}. Podemos suponer que M, # K.
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Dado n € N, sea {E}, E2} el conjunto de componentes de E,,, con E} N
inty(J) # 0, y sea {F}, F?} el conjunto de componentes de F,, con F! N
intx(Ln) £ 0.

Obsérvese que B;, B!, F! € C(X), parai € {1,2}. Si L,, # M, entonces,
por el Lema 2.9 (2), intx(L,) Nintx(M,) = 0. Luego, por la conexidad de
F}, se tiene que F! Nintx (M,) = (). Esto implica que F! C intx(L,)y F2N
int x (M,,) # (). Como F?2 es también conexo, tenemos que F2 C intx (M,,). Si
L, = M, entonces F}, F? C intx (L) Uintx(M,) = intx (L) = inty (M,).
En ambos casos, F} € C(intx(L,)) y F? € C(intx(M,)). Obsérvese que,
por el Lema 2.9 (2), inty(K) Nintx(M,) = 0 y, por consiguiente, F> €
C(X —intx (K)). Ast, {F }hen v {F2},en son sucesiones en C (| J{intx (L) :
n € N}) y C(X — intx(K)), respectivamente. De forma similar se puede
probar que {EL},en v {E2}nen son sucesiones en C(intx (J)) y C(intx (K)),
respectivamente.

Como C(X) es compacto, podemos suponer que lim F} = F!, lim F? =
F? limE! = E' y limE? = E?, para algunos F', F? E' E? € O(X).
Luego, por el Teorema 1.104, B = lim F;, = h’m(FT}UFﬁ) = lim Fﬁuh’m F,% =
F'UF? y B = E'U E? Obsérvese que F? € C(X — intx(K)), E! €
clox)(Clintx (J))) € C(J), E? € clox)(Clintx (K))) € C(K) y F', F? €
C(JUK).

Si K = L, para una cantidad infinita de n € N, entonces podemos
suponer que, para cadan € N, K = L, y J # M,. Aplicando el Lema 2.9
(2) tenemos que M, Nintx(J) = M, Nintx(K) = 0. Luego, {F?},en es
una sucesién en C(X — (intx(J) Uintx (K)) y {F}}nen es una sucesion en
C(intx(K)). Asi, F2Nintx(J) = 0 y F2Nintx(K) = 0; es decir, F? C
Frx(J)UFrx(K). Por la Observacion 3.28, Frx (J) UFrx (K) es un conjunto
con a lo més cuatro elementos. Esto implica que F? es degenerado. Sea
p € Fry(J)UFryx(K), tal que F? = {p}. Luego, B = F} U {p}, con F! €
clox)(Cintx (K))) € C(K). Si p € Frx(J), ya acabamos. Si p ¢ Frx(J),
entoncesp € K, J # Ky BC K. Asi, Ey C BNJ = (BNFrx(J))U(BnN
intx(J)) € (BNFrx(J))U (K Nintx(J)) = BN Frx(J). Luego, podemos
tomar ¢ € B N Frx(J), tal que E; = {q}. Por tanto, B = {q} U E?, con
E? € clgx)(C(intx (K))).

De esta manera, podemos suponer que K # L, para cada n € N. Por el
Lema 2.9 (2), L,Nint x (K) = 0, as que F,, = F!UF? C L,U(X —intx(K)) C
X — intx (K). Luego, {F,}nen es una sucesion en Cao(X —intx (K))y B €
Co(X —intx(K)). Asi, B C (JUK) —intx(K). Si J = K, entonces E? C
B C Frx(K). Si J # K, entonces, por el Lema 2.9 (2), J Nintx(K) = 0.
Por consiguiente, J N K C Fry(K), B C JUFrx(K)y E*> Cc BNK C
(JNK)UFrx(K) C Frx(K). De cualquier modo, E? C Frx(K). Por tanto,
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B = E' U {p} para algtin p € Frx(K) y con E' € clo(x)(C(intx(J))). Esto
concluye la prueba de la primera contencién.

Probemos la contencién izquierda. Sea B = {p} U A, donde p € Frx(J)
y A € E(K). Sea { A }men una sucesién en (intx (K)), tal que lim A,, =
A. Por la Observacién 3.28, Frx(J) C E(J), asi que existe una sucesién
{Pm }men en intx(J), tal que lim p,, = p. Por la hipétesis del Lema, existe
una sucesion {gm, }men en FA(X) — J, tal que lim ¢,, = p. Fijemos m € N.
Obsérvese que {pn} U A, € Uy {gn}UA, ¢ i Sip, € A, entonces
{pm}UA,, = A, es conexo y si p,, ¢ Ay, entonces {p,,} es una componente
degenerada de {p,,} U Ay, pues Ay, y {pm} son subconjuntos cerrados de
{pm} U A, y ajenos. En cualquiera de estos dos casos, aplicando el Lema
3.39, tenemos que {p, }UA,, € PJ(X). Andlogamente, {g,,}UA,, € PBI(X).
Ast, {{pm }UA bmen es una sucesion en B9 (X)NUy {{gm }UAm }men es una
sucesion en P (X) — U. Ademds, por el Teorema 1.104, lim({p,,} U A,,) =
(lim{pn,}) U (im A,,) = B. De forma similar, lim({¢,} U A4,,) = B. Por
tanto, B € D(J, K). Esto concluye la prueba de la segunda contencién y la
demostracion del lema. d

El teorema siguiente es, junto con el Teorema 2.18, la base de la demos-
tracién del Teorema 3.42.

Teorema 3.41. Sean X y Y continuos localmente conexos. Sean J, K €
Ag(X) y L, M € As(Y), tales que

Frx(J) C Clx(fA(X) — J), FTx(K) C CIX(]:A(X) — K),
Fry(L) Ccy(FAY)—L) y Fry(M) C cly(FAY) — M).

Supongamos que h : Co(X) — Co(Y) es un homeomorfismo y
h((intx(J), intx(K»z) = <inty(L), inty(M»g.
Entonces, se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(1) SiJ =K yJ es una curva cerrada simple, entonces L = M y L es una
curva cerrada simple.

(2) Si J =K, J esun arcoy J ¢ Ar(X), entonces L = M, L es un arco y
L¢Ap(Y).

(3) Si J =K yJeAr(X), entonces L=M y L € Ag(Y).

(4) Si J # K, entonces L # M.
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(5) Si X yY son casi enrejados, J = K y p € Frx(J), entonces h({p}) es
un conjunto singular y h({p}) C Fry(L).

Demostracion. Para esta demostracion, se construirdn modelos para el con-
junto D(J, K), considerando todas las posibilidades sobre los conjunto J y
K, cuando J, K € g(X). Pero primero, serd conveniente probar algunos
otros hechos relacionados con D(J, K).

Para cualesquiera M € 2g(X)yr € X,sea DM = {{rlUA: A€ E(M)}.
Mostraremos que D es homeomorfo a &(M). Obsérvese que la funcién

f:&(M)— DM dada por A N {r} U A es sobreyectiva. Ademads, se sigue
del Teorema 1.104, que f es continua. Probemos que f es inyectiva. Para
esto, sean A, B € E(M) con {r} UA={r} UB. Sir € A, entonces {r}UB
es conexo y, en consecuencia, r € By A = B. Sir ¢ A, entonces {r} y
A son las componentes de {r} U A. Ademds, {r} U B es disconexo, asi que
r ¢ B. Esto implica que las componentes de {r} U B son {r} y B. Asi,
A = B. Esto prueba que f es inyectiva. Puesto que £(M) es compacto y
DM es Hausdorff, deducimos que f es un homeomorfismo. Por tanto, (M)
es homeomorfo a DM.

Por otra parte, obsérvese que, por el Lema 3.38, F1 (M) C E(M). Asi, los
conjuntos {r,p} M son elementos de DM para cualquier p € M. Asimismo,
M € (M), por lo cual M € DM siempre que r € L.

Fijemos L € Ag(X) y r,s € Frx(L) U (X — L) con r # s. Mostraremos
expresiones concretas para DF N DE. Para ello, supongamos que C es un
elemento de DX N DE. Luego, {r}UA = C = {s} U B, para algunos A, B €
E(L). Consideramos dos posibilidades: que tanto r como s sean elementos
de L y que alguno de r o s no pertenezca a L. Supongamos primero que
r,s € L, es decir, que r,s € Frx(L). Obsérvese que en este caso, L es un
arco y r y s son sus puntos extremos. Ademds, por el parrafo anterior,
{r,s},L € DEn DL. Sir ¢ A, entonces C es disconexo y {r} y A son
las componentes de C'. Andlogamente, {s} y B son las componentes de C.
Como {r} # {s}, tenemos que A = {s} y B = {r}. Asi, C = {r,s}. Por
otro lado, si r € A, entonces C = A. Luego, s € A. Esto implica que A es
un subcontinuo del arco L que contiene a sus dos puntos extremos; es decir
A= L. Por lo tanto, DX N DL = {{r, s}, L}.

Ahora supongamos que r ¢ L o s ¢ L. Podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que r ¢ L. Luego, r ¢ A. Esto implica que C' es disconexo
y que {r} y A son sus componentes. Ademds, s ¢ By {s} y B son las
componentes de C. Como {r} # {s}, se tiene que A = {s} y B = {r}. Por
tanto, C = {r,s}. Sin embargo, {r, s} € DL implica que r € L, lo cual no es
posible. Asi, DX n DL = (.
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Fijemos L, M € Ag(X) con L # M. Tomemosr € Frx(L)y s € Frx(M),
tales que L # M o r # s. Mostraremos una expresién para DM N DE. Para
ello tomemos C' € DM N DE. Luego, {r} UA = C = {s} U B, para algunos
Ae&(M)y B e &(L). Por el Lema 2.9 (2), se tiene que LNintx (M) = (); es
decir, LNM C Frx(M). Como B C {r}UA,r € L, B C Ly A C M, tenemos
que B C {rfU(ANL)C{r}u(LNM)C Frx(L). Como B es conexo y
Frx (L) es finito, se tiene que B = {b}, para algin b € Frx(L). Similarmente,
existe a € Frx (M), tal que A = {a}. Asi, {r} U{a} = C = {s} U {b}. Esto
prueba la contencién hacia la derecha de la igualdad DM N DE = {{r,a} :
a € Frx(M)}n{{s,b}:be€ Frx(L)}. La otra contencién se sigue de uno de
los parrafos anteriores. Asi, si Fry (L) = {r,u} y Frx(K) = {s, v}, entonces
DMND{ = {{r, s}, {r,o}}n{{s,r}, {s,u}} = {{r,s}U({{r,v}}n{{s,u}}).
Miés atin, DMNDL £ {{r, s}} si, y sélosi, {r,v} = {s,u} # {r, s}. Obsérvese
que esta 1ltima expresién es equivalente a que v £ s, 1 Zu, u =V y r = s.

En resumen, tenemos lo siguiente. Si r,s € Frx (L) U (X — L), entonces

L L __ {{T‘,S},L} si T‘,SEL,
DrmDS_{@ siré¢ Los¢ L

y, si r,u € Frx (L), s,v € Frx (M), entonces

ot o f Hrsh{ro)} stu=vr=sruyvis
" s {{r,s}} de cualquier otro modo.

Fijemos J, K € 2g(X)). Por la Observacién 3.28, podemos expresar
Frx(J) = {ps,qs} v Frx(K) = {pk,qx} (es decir, que ambos conjuntos
tienen a lo més dos elementos). Ahora procederemos a mostrar los modelos
para el conjunto D(J, K).

Por el Lema 3.40, se cumple que D(J,K) = {{p} UA :p € Frx(J),A €
EEK)}U{{p} UA:peFrx(K), A€ &(J)}. Luego, D(J,K) = DX uDE U

J J
Dy U Dy

Primero, supongamos que J = K. Obsérvese que, al ocurrir esto, se
tiene que £(J) = £(K); para cada s € Frx(J) = Frx(K), DX = D/, y,
consecuentemente, D(J, K) = D; S U D;]] - Tenemos los siguientes casos:

(a) J es un arco y J ¢ 2Ag(X). En este caso DZ‘)]J y D&]J son 2-celdas,
frx(J) =A{ps,qs} y D(J,J) = D};’J UD;]]J. Ademads, como py,q; € J, se
cumple que D};’J N D;{J ={{ps, s}, J}.

(b) J € Ar(X). Aqui, ng es una 2-celda, Frx(J) = {Ps} y D(J,J) =

J
D, .

(¢) J es una curva cerrada simple. Aqui, D]‘D] , es homeomorfo al continuo

Co, Frx(J)={P;} y D(J,J) = ng.
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(a) (b) (c)

Ahora, supongamos que J # K. Tenemos los casos:
(d) Jy K son arcos y J, K ¢ Ap(X). En este caso, Frx(J) = {ps, qs}

y Frx(K) = {pk,qx}, con py # q; vy pk # qx. También, D(J,K) =
K K J J
DPJ U D‘IJ U DPK U DQK'

(d.1) J N K posee a lo més un elemento. Podemos suponer que p; ¢ K
y px ¢ J. Ast, DE nDE =0y D] nDJ] = 0. Ademas, D) N
D) = {{ps.px}}, DE D] ={{ps,ax}}, DE D] = {{qs,px}}
y DE 0Dy = {{qs,ax}}.

(d.2) JN K es un conjunto con dos elementos. Esto implica que Frx(J) =
Fryx (K). Podemos suponer que p;y = px y q7 = qi. Luego, px,qs €
JJy ps:qs € K. Por tanto, DE nDE = ({ps,qs}, K} y D]% n
DqJK = (. Ademds, como p; #KQJ y 5?1{ # qK, tenemoslgue DJpJ N
Dy = {{ps,px}.{ps,ax}}, D}, N D] = {{ps,ax}}, DY N Dy =
{{ar,px}} y D N Dy, = {{assar}, {ps, ac}}-

(d1) (d2)

(e) Jy K son arcos, J ¢ Ax(X) y K € Ar(X). En este caso, Frx(J) =
{ps, 45} y Frx(K) = {pk}, con ps # q;. Luego, D(J, K) = D UDE UD;), .
Ademas, como Frx(J) tiene més elementos que Frx (K), podemos suponer
que p; ¢ Frx(K), es decir, que p; ¢ K. Asi, DX N DE = 0. Por otro
lado, como px = qx, tenemos que D{f] N D,{K ={{ps,rr}}y Dg N DI‘,]K =
{{497,pK }}. En este caso, D{f], Dg y DP{K son 2-celdas.

(f) J es un arco, J ¢ Ax(X) y K es una curva cerrada simple. Aqui,
tenemos que Frx(J) = {ps,qs} v Frx(K) = {px}, con pj # q;. Luego, se
cumplen las mismas igualdades que en (e); es decir, D(J, K) = D{,(J U Dg U
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DgK, D{f] N Dég =0, foj N DgK ={{ps,px}}ty Dgg N D}fK = {{q7,px}}
Sin embargo, en este caso D;i y Déi son homeomorfos a Cy y DPJK es una
2-celda.

() (f)

(9) Jy K son arcosy J, K € Ag(X). Como Frx(J) = {ps} vy Frx(K) =
{pr}, tenemos que D(J, K) = Dg U DpJK. Como pjy = qy, se cumple que
DE N D] = {{ps,pr}} En este caso, DX y DJ son 2-celdas.

(h) J € Ap(X) y K es una curva cerrada simple. Como Frx(J) = {ps}
y Frx(K) = {pk}, se tienen las mismas igualdades que en (g), esto es,
D(J,K) = D;i U D;K y Dg N D]gK = {{ps,px}}- Aqui, D;i es una 2-celda
y D;UIK es homeomorfo a Cjy.

(7) J y K son curvas cerradas simples. Al igual que en (h), se satisface
que Frx(J) = {ps} y Frx(K) = {px}. Asimismo, D(J, K) = D;g U D]{K
y D;i N ngK = {{ps,px}}. No obstante, en este punto, D{f]

homeomorfos a Cj.

o0 6 €O

(9) (h) (4)

y D]{K son

Ahora probemos (5). Sea B = h({p}). Por la Observacién 3.28, Frx (J) C
E(J). Luego, como p € Frx(J), podemos tomar una sucesion {p, }men en
intx(J), tal que limp,, = p. Asimismo, por hipdtesis, existe una sucesién
{Zm}men en FA(X), tal que limz,, = p. Aplicando el Teorema 1.103 y la
continuidad de h, tenemos que limh({py,}) = h(lim{p}) = h({limp,,}) =
h({p}). De igual forma limh({x,,}) = h({p}). Por otro lado, por los in-
cisos (1), (2) y (3), se satisface la igualdad L = M. Por consiguiente,
h((intx(J))2) = (intx(L))2. Obsérvese que, dado cualquier m € N, se cum-
ple {pm} € (intx(J))2, asi que h({pm}) € (intx(L))2. Como Ca(L) es un
subconjunto cerrado de C2(X), se tiene que B € Co(L); es decir, B C L.

Por el Corolario 2.13, para cada m € N existe J,, € Ag(X), tal que
T € intx (Jy,). Sean Ly, M, € Ag(Y), tales que

h((intx(Jm)>2) = <intX (Lm), intx(Mm)>2.
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Como x,, € J,, — J, se tiene que J,,, # J. Luego, intx (J,) Nintx(J) =0y
h({intx (Jm))2) N h((intx(J))2) = 0. Asi,

<inty(Lm), inty(Mm)>2 N <inty(Y)>2 = 0.

Luego, h(z,,) ¢ (inty (L))e; es decir, h(x,,) Ninty (L) = 0. Por tanto, B =
h(z) CY —intx(L). Asi, se concluye que B C LNcly (Y —L) = Fry(L). O

Ahora se muestra el andlogo a los Teoremas 3.35 y 3.36 para el caso
n = 2.

Teorema 3.42. Sean X yY continuos localmente conezxos y casi enrejados.
Si Co(X) y Co(Y) son homeomorfos, entonces X y'Y son homeomorfos.

Demostracion. Usaremos la siguiente notacién para X: dado J € Ag(X),
denotaremos por pj y gy a los puntos extremos de J, si J es una arco, y por
g al punto en J tal que J — {qs} es abierto en X, si J es una curva cerrada
simple. Por la Observacién 3.28 se tiene que Frx(J) = {qs} si J € Ap(X)
o si J es una curva cerrada simple, y que Frx(J) = {qs,ps} en otro caso.
Tanto la notacién como la observacién son validas y se usaran para Y.

Sea h : C3(X) — C2(Y) un homeomorfismo. Por la Observacién 3.26,
h(P2(X)) = Pa2(Y). Sea J € Ag(X). El Teorema 2.18 garantiza que el
conjunto (intx(J))2 es una componente de Bo(X). Luego, h((intx(J))2) es
una componente de P2(Y). Aplicando de nuevo el Teorema 2.18, existen
L, M € Bo(Y), tales que h((intx(J))2) = (inty (L), inty (M))2. Como X es
casi enrejado, el conjunto FA(X) — J es denso en el subconjunto abierto
X — J de X. Luego, Frx(J) C clx(X — J) = clx(FA(X) — J). Similar-
mente, como Y es casi enrejado, Fry (L) C cly(FA(Y)— L) y Fry(M) C
cly (FA(Y)— M) Por (1), (2) y (3) del Teorema 3.41, se tiene que L = M.
Asi, h((intx (J))2) = (intx (L))2. De esta manera, dado cualquier J € Ag(X)
existe Ly € Ag(Y), tal que h((intx(J))2) = (inty (Lys))2.

Obsérvese que la argumentacién anterior se puede repetir para el ho-
meomorfismo A1 : Ca(Y) — Co(X). Asi, para cualquier L € 2g(Y), existe
K € Ag(X), tal que h=({inty (L))2) = (intx (K))2; es decir, (intx(L))y =
(inty (Ly))2. De este modo intx (K) = intx(J). Luego, L = cly(inty (L)) =
cly (inty (L)) = Lj. Por tanto, Y — Ry = J{L;: J € As(X)}.

M4s atin, dados J, K € 20g(X) con J # K, por el Lema 2.9 (2), intx (J)N
intx (K) = 0, asi que (intx(J))2 N (intx(K))2 = 0. Como h es inyectiva,
tenemos que h({intx(J))2) N h({intx(K))2) = 0; es decir, (inty (Lj))2 N
<inty(LK)>2 = @ ASf, LJ 75 LK.

Sea p € Rx. Afirmamos que h({p}) = {y}, para algin y € Ry. Como
X = clx(FA(X)), podemos tomar una sucesién {pm, fmen en FA(X), tal
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que limp,, = p. Por el Corolario 2.13, FA(X) = X — Rx. Luego, para
cada m € N, existe J,, € Ag(X), tal que p,, € intx(J,). Como X no
es un arco ni una curva cerrada simple, intx(J,,) € X, asi que podemos
tomar ¢, € Frx(Jy,). Obsérvese que, si {J, : m € N} es finito, entonces
p € clx U{Jm : m € N} = J{J, : m € N} y, por consiguiente, p € J, para
algun r € N. Luego, p € Frx(J;). Aplicando (5) del Teorema 3.41, tenemos
que h({p}) = {y}, para algin y € Fry(Ly,). De esta manera, podemos
suponer que {J,, : m € N} es infinito y, mas aun, que J,, # Ji si m # k. Por
el Lema 2.10, lim J,,, = {p}. Luego, por el Lema 1.91, lim{q,, } = {p}. Por (5)
del Teorema 3.41, se tiene que h({gm}) = {wm}, para algin wy,, € Fry(Lj,,).
Tomando en cuenta la continuidad de h tenemos que lim h({gy,}) = h({p}),
esto es, lim{w,,} = h({p}). Como F;(Y) es un subconjunto cerrado de
Cy(Y), existe y € Y, tal que lim{w,,} = {y}. Luego, por la continuidad de
¢~ 1 se tiene que lim w,, = y. Obsérvese que, por el Lema 2.9 (3), Fry (L)) C
Ry . Asi, {w;, }men es una sucesién en el conjunto cerrado Ry y, por ende,
y € Ry. Por tanto, h({p}) = {y}, con y € Ry. De esta manera, podemos
considerar la funcién continua g1 = cp{,l ohowx : Rx — Ry. Obsérvese
que, también por el Lema 2.9 (3), para cada J € Ag(X) se cumple que
FI“X(J) C Rx.

Si J es una curva cerrada simple, por (1) y (5) del Teorema 3.41, L,
es una curva cerrada simple y h({gs}) es un conjunto singular contenido
en Frx(Ly) = {qr,}; es decir, g1(¢s) = ¢j,. Sea g5 : J — L; un homeo-
morfismo con gs(qs,) = ¢y. Similarmente, si J € Ag(X), por (1) y (3)
del Teorema 3.41, Ly € Ag(Y) v ¢1(¢s,) = qs,- Fijemos un homeomor-
fismo gy : J — Ly con gs(qs) = qr,, Si J es un arco que no pertenece
a Ap(X), entonces, por (2) y (5) del Teorema 3.41, L; es un arco que no
pertenece a Ax(Y) y h({ps}) vy h({gs}) son conjuntos singulares contenidos
en Frx(Ly) = {qr,,ps, }. Luego, podemos suponer que h({p;}) = {ps, }

Como h es inyectiva, h({qs}) = {qs.}. Ast, g(ps) = psy v 9(@s) = qu,-
Fijemos un homeomorfismo g; : J — Lj con g;(ps) =pr, ¥y 97(¢7) = q1,-

Obsérvese que en cualquiera de estos casos, gj(Frx(J)) = Fry(Lj). Como
{intx(J) : J € Ag(X) es una familia de subconjuntos abiertos y ajenos
entre si de X, existe una funcién continua g9 : X — Rx — Y, tal que
92lintx () = 9Jlintx (), Para cada J € Ag(X).

Sea g : X — Y la funcién, tal que g|Rx = g1 y g|X — Rx = g2. Obsérve-
se que g|; = gs. Como g1 y g2 son continuas, para mostrar que g es continua,
resta probar que g es continua en cada punto de Frx (X — Rx).

Sea {pm }men una sucesién en X — Ry, tal que limp,, = p para algin
p € F. Para cada m € N, sea J,, € As(X), tal que p,, € intx(Jar). Si
{Jm : m € N} es finito, entonces p € clx(U{Jm : m € N}) = {J,,, : m € N},
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por lo cual p € Jp,, para algin mg € N. Luego, p € Frx(J,,). De esta
manera, podemos suponer que J,, # Ji si m # k. Aplicando el Lema 2.10,
tenemos que lim J,, = {p}. Luego, por el Lema 1.91, lim{q;, } = {p}.
Como cada ¢, es un elemento de Ry, se tiene que ¢(qs,,) = 91(qs,,) €
L; ., Ademds, por la continuidad de h, {g(p)} = »(g9(p)) = h({p}) =
lim h({qy,,}) = lim{g(q,,,)}. Luego, por la continuidad de ¢~!, obtenemos
que limg(qy,,) = g(p). Asi, y porque Ly, # Ly, para Jy # Jp, podemos
aplicar de nuevo el Lema 2.10 para obtener lim L, = g(p). Obsérvese tam-
bién que g(pm) = Glintx (Jun)(Pm) = 97, (Pm) € Ly, Aplicando nuevamente
el Lema 1.91, se tiene que lim g(p,,) = g(p). Por lo tanto, g es continua.
Para mostrar que g es una biyeccién nétese que g(intx(J)) = inty (L),
para cada J € Ag(X). Asi, (X — Rx) = g(U{J : J € As(X)}) = U{Ls :
J € As(X)} =Y — Ry. Por el Corolario 2.13, FA(X) = Y — Ry. Lue-
go, Rx es denso en X, y Ry es denso en Y. Por tanto, Y = cly(g(X —
Rx)) C g(clx(X — R(X))) = g(X). Asi, g es sobreyectiva. Ademds, dados
J,K € Ag(X) con J # K, como g; es un homeomorfismo, se tiene que
gs(intx(J)) = gs(J — Frx(J)) = Lj — Fry(L;) = inty(L;). Similarmente,
gi (intx (K)) = inty (Lg). Como L # Lk, aplicando el Lema 2.9 (2), tene-
mos que intx (J) Ninty (Lx) = 0; es decir, gs(intx(J)) N gk (intx (K)) = 0.
Por tanto, g2 es inyectiva. Como g1 también es inyectiva y g1(Rx) N ga(X —
Rx)C Ry Ng(X —Rx) =Ry NY — R(Y) =0, concluimos que g es inyec-
tiva. Por lo tanto, g es un homeomorfismo. Con esto concluimos la prueba
del teorema. O

Como un compendio de los Teoremas 3.35, 3.36 y 3.42, se enuncia el
siguiente resultado que establece una propiedad similar a la unicidad de
hiperespacios Cy,(X) para los elementos de la clase de los continuos que son
localmente conexos y casi enrejados, pero restringida a dicha clase.

Teorema 3.43. Supongamos que X yY son continuos localmente conexos
y casi enrejados, y que Cp(X) es homeomorfo a Cp(Y), para algin n € N.
Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Sin =1y X es distinto de un arco y de una curva cerrada simple,
entonces X es homeomorfo a'Y .

(b) Sin # 1, entonces X es homeomorfo a Y.

Demostracion. (a) Supongamos que X es distinto de un arco y una curva
cerrada simple. Para poder ocupar el Teorema 3.36, probaremos que Y no es
un arco. Aplicando el Teorema 1.44, obtenemos p € X, tal que ord(p, X) > 3.
Asi, existe una vecindad abierta U de p en X, tal que, para cada subconjunto
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abierto Uy de X con p € Uy C U, se cumple que | Frx(Up)| > 3. Obsérvese
que |Frx(U)| > 3, por lo cual U # X. Sea W una vecindad abierta de p
en X, tal que clx (W) C U. Luego, |Frx(W)| > 3. Como X es localmente
conexo, podemos suponer que W es conexo. Obsérvese que clx(W) es un
subcontinuo de X. Tomemos a1, as, az € Frx (W) distintos por pares. Sean
Vi, Vo y V3 subconjuntos abiertos de X ajenos por pares, tales que a; €
Vi, para cada i € {1,2,3}. Fijemos i € {1,2,3}. Como X es un continuo
localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo Z; de X, tal
que a; € Z; C clx(Z;) C V;. Obsérvese que clx(Z;) es conexo y compacto.
Ademas, como U es un subconjunto propio y abierto de X, se cumple que
U no es cerrado en X. Asi, clx(Z;) — clx(W) D clx(Z) — U # 0.

De esta forma, los conjuntos clx (W7), clx (Ws) y clx(W3) son subconti-
nuos de X ajenos por pares. Esto implica que estos mismos conjuntos estan
mutuamente separados por pares en X. Ademds, para cada i € {1,2.3} se
satisface que clx(Z;) —clx (W) # 0 y a; € clx(Z;) Nelx (W). De este modo,
el conjunto T = clx (W) Uclx(Z1)Uclx(Z2) Uclx(Z3) es un subcontinuo de

X, tal que
3

T - cx(W) = | J(cx(Zi) — cdx (W)
i=1
donde las diferencias de la derecha estdn mutuamente separadas por pares
en X. Aplicando el Teorema 2.1, obtenemos una 3-celda 997 contenida en
C(X).

Asi, h(9M) es una 3-celda contenida en C(Y). Por tanto, el Ejemplo
1.72 asegura que dim(h(9)) = 3. Por el Teorema 1.68 (1), se satisface que
dim(C(Y)) > 3. Aplicando de nuevo el Ejemplo 1.72, se tiene que C(Y) no
es una 2-variedad y, por consiguiente, C'(Y') no es una 2-celda. Luego, por los
Teoremas 1.110 y 1.113, se cumple que Y no es un arco ni una curva cerrada
simple. Aplicando el Teorema 3.36, obtenemos que X es homeomorfo a Y.
Esto prueba (a).

(b) El caso n = 2 es el Teorema 3.42. El caso n > 3 se enuncia en el
Teorema 3.35. O

Para cerrar este capitulo, se presenta el teorema que establece la unicidad
de los hiperespacios C),(X) de los continuos enrejados.

Teorema 3.44. Supongamos que X es un continuo enrejado. Si n # 1,
entonces X tiene hiperespacio unico Cp(X). Si X no es un arco ni una
curva cerrada simple, entonces X tiene hiperespacio inico C(X).

Demostracion. Demostremos la primera parte. Para ello, sea n # 1. Supon-
gamos que Y es un continuo, tal que Cy,(X) es homeomorfo a Cy,(Y). Como
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X es enrejado, aplicando el Lema 3.5, tenemos que X es localmente conexo.
Luego, por el Teorema 1.99, se cumple que C),(X) es locamente conexo. Asi,
Cpn(Y) es localmente conexo. De nuevo por el Teorema 1.99, Y es localmen-
te conexo. Sea h : Cp,(X) — Cp,(Y) un homeomorfismo. Por la Observacién
3.26, se cumple que h(F,(X)) = Fn(Y). Ademds, como X es enrejado, por
el Teorema 3.8, se satisface que §,(X) es denso en C,(X). Asi, F,(Y) es
denso en C,(Y). Aplicando de nuevo el Teorema 3.8, obtenemos que Y es
un continuo enrejado. En particular, Y es un continuo casi enrejado. Como
X es también un continuo casi enrejado, aplicando el Teorema 3.43 (b), con-
cluimos que X es homeomorfo a Y. Esto prueba que X tiene hiperespacio
tnico Cp(X).

La segunda parte del teorema es idéntica salvo que omitimos el caso en
que X es un arco o un curva cerrada simple y reemplazamos el uso de (b)
del Teorema 3.43, por (a) del mismo teorema. O
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