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AU T Ó N O M A D E P U E B L A

FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICO MATEMÁTICAS
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Introducción

Este trabajo de tesis se desarrolla mayormente dentro del marco de la
Teoŕıa de los Continuos y de sus Hiperespacios. Un continuo es un espacio
métrico compacto, conexo y no vaćıo. Dado un continuo X, se denota por
2X al espacio {A ⊂ X : A es un cerrado de X} dotado de la topoloǵıa
de Vietoris o, equivalentemente, dotado con la métrica de Hausdorff. Un
hiperespacio de X es cualquier subespacio de 2X .

Una de las cuestiones más fundamentales en el estudio de los hiperespa-
cios de continuos es establecer, dada una clase de hiperespacio H, qué con-
tinuos poseen un hiperespacio H(X) diferente al de cualquier otro continuo,
propiedad que se denomina unicidad de hiperespacios. Dicho en forma preci-
sa, un continuo X tiene hiperespacio único H(X) si para cualquier continuo
Y , tal que H(Y ) es homeomorfo a H(X) se cumple que Y es homeomorfo a
X.

En este trabajo se analiza la unicidad de hiperespacios dentro de una
familia que generaliza al hiperespacio de subcontinuos, es decir, al subespa-
cio de 2X dado por C(X) = {A ⊂ X : A es un continuo}. Dicha familia
está conformada, para cada n ∈ N, por el n-ésimo hiperespacio de X, esto
es, por el subespacio de 2X dado por

Cn(X) = {A ⊂ X : A tiene a lo más n componentes conexas}.

Dentro de la clase de los continuos localmente conexos, la unicidad de los
n-ésimos hiperespacios ha sido establecida para diferentes valores de n y
para diversas clases de continuos:

• En [7], [13] y [14], se demuestra que las gráficas finitas poseen n-ésimo
hiperespacio único, para n = 1, n = 2 y n ≥ 3, respectivamente.

• En [9] y [11], se establece que las dendritas de la familia D poseen n-ésimo
hiperespacio único, para n = 1 y n ≥ 3, respectivamente. El caso n = 2
requirió un mayor esfuerzo y quedó establecido en [10] y [15].

v



vi Introducción

• En [1] se prueba que los elementos de la familia LD poseen hiperespacio
de subcontinuos único.

Siguiendo esta ĺınea de investigación, en [8] se estudian algunas condi-
ciones necesarias y algunas condiciones suficientes para garantizar que se
cumple o que no se cumple la unicidad de los n-ésimos hiperespacios en
continuos localmente conexos. Dichas condiciones generalizan los resultados
citados previamente y representan un paso importante hacia la caracteri-
zación de los continuos localmente conexos con n-ésimo hiperespacio único.
Considerando esto, la motivación principal del presente estudio ha sido de-
tallar los principales resultados de [8].

El primer caṕıtulo de este trabajo se dedica a exponer las definiciones y
los resultados más básicos que son usados a lo largo de la segunda y tercera
secciones. Se presentan, entre otros aspectos, algunas familias de continuos,
los conceptos de dimensión y variedad, y la construcción de algunos modelos
geométricos de hiperespacios. En términos generales, dichas construcciones
muestran lo siguiente:

• El hiperespacio C(I), donde I es el intervalo cerrado [0, 1] dotado con la
topoloǵıa usual, es homeomorfo a I2 = I × I.

• El hiperespacio C(S), donde S es la circunferencia unitaria dotada con
la topoloǵıa usual, es homeomorfo a I2.

• El hiperespacio C2(I), donde I es el intervalo cerrado [0, 1] dotado con
la topoloǵıa usual, es homeomorfo a I4 [14].

En el segundo caṕıtulo se analizan algunos resultados que dan condicio-
nes necesarias o suficientes para garantizar que la dimensión de los hiperes-
pacios Cn(X), ya sea en un punto dado o globalmente, es finita. Entre los
resultados más resaltables de dicho caṕıtulo se encuentra las siguientes dos
equivalencias.

• Si X es un continuo localmente conexo, entonces las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

(a) X es una gráfica finita.

(b) dimX(C(X)) es finita.

(c) dim(C(X)) es finita.

(d) Existe n ∈ N, tal que dim(Cn(X)) es finita.

(e) Para cada n ∈ N, se cumple que dim(Cn(X)) es finita.
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• Si X es un continuo localmente conexo X, n ∈ N y F ∈ Cn(X), entonces
son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) dimF (Cn(X)) es finita.

(b) Existe una gráfica finita D contenida en X, tal que F ⊂ intX(D).

(c) F ∩ P(X) = ∅.

En donde

G(X) = {a ∈ X : a posee una vecindad en X que es una gráfica finita},

P(X) = X − G(X).

El tercer caṕıtulo aborda el estudio de los resultados principales de [8].
Dichos resultados se desarrollan alrededor de los conceptos de continuo casi
enrejado y continuo enrejado. Un continuo X es casi enrejado si G(X) es
denso en X. Un continuo X es enrejado si es casi enrejado y, además, posee
una base de vecindades B, tal que, para cada U ∈ B, se cumple que U−P(X)
es conexo. Los resultados más resaltables de este caṕıtulo, y el objetivo final
de este estudio, son los siguientes.

• Sea X un continuo localmente conexo. Si X no es casi enrejado, entonces,
para cada n ∈ N, se cumple que X no tiene hiperespacio único Cn(X).

• Sean X y Y continuos localmente conexos y casi enrejados. Si Cn(X)
es homeomorfo a Cn(Y ), para algún n ∈ N, entonces se cumplen las
siguientes dos afirmaciones:

(a) Si n = 1 y X es distinto de un arco y de una curva cerrada simple,
entonces X es homeomorfo a Y .

(b) Si n 6= 1, entonces X es homeomorfo a Y .

• Supongamos que X es un continuo enrejado. Si n 6= 1, entonces X tiene
hiperespacio único Cn(X). SiX no es un arco ni una curva cerrada simple,
entonces X tiene hiperespacio único C(X).

José Gerardo Ahuatzi Reyes
Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas,

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
Mayo de 2014
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este primer caṕıtulo se exponen algunos conceptos y resultados que
son básicos para el desarrollo de los caṕıtulos posteriores. En su desarrollo, se
da por sentado que el lector conoce los conceptos de conexidad, compacidad
y los axiomas de separación, además de las propiedades más básicas de
estos conceptos (p.e., que los espacios métricos cumplen todos los axiomas
de separación o que una biyección continua de un espacio compacto en un
espacio Hausdorff es un homeomorfismo), de la recta real y, en general, de los
espacios eucĺıdeos Rn y de algunos de sus subespacios (p.e., que los intervalos
cerrados y la circunferencia unitaria son subespacios compactos y conexos
de R y de R2, respectivamente).

En la primera sección se exponen los resultados referentes a espacios to-
pológicos y espacios métricos en general, mientras que en la segunda sección
se estudian las dos clases de espacios topológicos sobre las cuales se centra la
atención a lo largo de este documento, a saber, los continuos y una subclase
de estos, los continuos localmente conexos (una tercera clase, subclase de
estos últimos, es atendida en el Caṕıtulo 3). En las secciones de la tercera
a la quinta se analizan los conceptos de variedad, dimensión y el Teorema
de Toruńczyk. Los resultados principales de tales secciones son utilizados al
tratar con hiperespacios, tanto en la sexta y última sección de este caṕıtulo,
como en los caṕıtulos posteriores.

1.1. Nociones generales

Esta sección trata algunas nociones y algunos resultados básicos que pue-
den resultar conocidos para el lector familiarizado con la Topoloǵıa General.
La mayoŕıa de los resultados formulados en esta sección están relacionados

1



2 Preliminares

con los conceptos de conexidad y arco conexidad, comenzando con los tres
teoremas siguientes.

Teorema 1.1. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X. Si
existe un subconjunto conexo B de X, tal que B ⊂ A ⊂ clX(B), entonces A
es conexo.

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos de A, tales que U∪V = A
y U ∩ V = ∅. Luego, existen S y T subconjuntos abiertos de X, tales que
U = S∩A y V = T ∩A. Obsérvese que B ⊂ U∪V ⊂ S∪T . Además, S∩B ⊂
S ∩ A = U y T ∩ B ⊂ T ∩ A = V . Luego, S ∩ B y T ∩ B son subconjuntos
ajenos y abiertos de B que cumplen (S ∩B) ∪ (T ∩B) = (S ∪ T ) ∩B = B.
Como B es conexo, tenemos que S ∩ B = ∅ o T ∩ B = ∅. Como todo
subconjunto abierto de X que intersecta a clX(B) también intersecta a B,
se deduce que S ∩ clX(B) = ∅ o T ∩ clX(B) = ∅. Aśı, U = S ∩ A = ∅ o
V = T ∩A = ∅. Por lo tanto, A es conexo.

Teorema 1.2. Sea A una familia de subconjuntos conexos de X. Si existe
un subconjunto conexo B de X, tal que B ⊂ ⋃A y, para cada A ∈ A, se
cumple que A ∩B 6= ∅, entonces

⋃A es conexo.

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos de
⋃A, tales que U∪V =⋃A y U ∩V = ∅. Luego, U ∩B y V ∩B son subconjuntos ajenos y abiertos

de B que satisfacen (U ∩ B) ∪ (V ∩ B) = (U ∪ V ) ∩ B = B. Como B es
conexo, tenemos que U ∩B = ∅ o V ∩B = ∅. Aśı, B ⊂ V o B ⊂ U . Podemos
suponer que B ⊂ V . De manera similar, se puede probar que, para cualquier
A ∈ A, se cumple que A ⊂ V o A ⊂ U . Como A∩B 6= ∅, esto último implica
que A ⊂ V . Por tanto,

⋃A ⊂ V ; es decir, (
⋃A) ∩ U = ∅. Aśı, se concluye

que
⋃A es conexo.

Teorema 1.3. Sean X un espacio topológico y A,B subconjuntos no vaćıos
y conexos de X. Si clX(A) ∩B 6= ∅, entonces A ∪B es conexo.

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos de X, tales que A ∪B ⊂
U ∪ V y U ∩ V ∩ (A ∪B) = ∅. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que A∩U 6= ∅. Como A es conexo, A ⊂ U ∪V y U ∩V ∩A = ∅, se satisface
que A ⊂ U . Luego, A ∩ V = (A ∩ U) ∩ V = ∅; es decir, A ⊂ X − V . Como
X − V es cerrado en X, se cumple la contención clX(A) ⊂ X − V . De este
modo, y porque clX(A) ∩ B 6= ∅, se tiene que B ∩ (X − V ) 6= ∅. Como
B ⊂ U ∪V , se satisface que B∩U 6= ∅. Además, como U ∩V ∩B = ∅ y B es
conexo, también se cumple que B ⊂ U . Aśı, A ∪B ⊂ U y (A ∪B) ∩ V = ∅.
Por lo tanto, A ∪B es conexo.
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Para definir el concepto de espacio topológico arco conexo y para ex-
presar los siguientes tres resultados, resulta conveniente hacer la siguiente
definición. Para ello, nótese que el Teorema 1.22 (3) y el Ejemplo 1.23 impli-
can que los únicos puntos de [0, 1] que bajo un homeomorfismo corresponden
a 0 y a 1 son ellos mismos (no necesariamente en el mismo orden). Aśı, para
cualesquiera dos homeomorfismos de [0, 1] en un espacio dado, sus respecti-
vas imágenes de {0, 1} coinciden.

Definición 1.4. Un arco es un espacio topológico homeomorfo al intervalo
cerrado [0, 1]. Los puntos extremos de un arco son los puntos que bajo
cualquier homeomorfismo de [0, 1] en dicho arco corresponden a 0 y a 1. Un
arco va de x a y si x y y son sus puntos extremos.

Definición 1.5. Un espacio topológico X es arco conexo si dados cuales-
quiera x, y ∈ X existe un arco contenido en X que va de x a y.

Los siguientes tres resultados son sencillos lemas que se ocupan a menu-
do, en especial en la prueba del Teorema 2.14.

Lema 1.6. Sea X un espacio topológico. Si A es un subconjunto cerrado
de X, x /∈ A y α es un arco en X que va de x a un punto en A, entonces
existe un subarco β de α, tal que A ∩ β consta solamente de un punto p y
los puntos extremos de β son p y x.

Demostración. Sea h : [0, 1] → α un homeomorfismo con h(0) = x. Sea
a = h(1) ∈ A. Nótese que el conjunto α ∩ A es cerrado en α y no vaćıo.
Luego, el conjunto B = h−1(α ∩ A) es cerrado en [0, 1] y no vaćıo. Aśı, se
puede hacer t0 = mı́nB. Como h(0) = x /∈ A, se tiene que t0 > 0. De esta
manera, β = h([0, t0]) es un subarco de α con x = h(0) ∈ β. Además, para
cualquier 0 ≤ t < t0 se tiene t /∈ B; es decir, h(t) /∈ α ∩ A, y, por ende,
h(t) /∈ A. Por lo tanto, β ∩ A = {h(t0)} y los puntos extremos de β son
h(t0) = p y h(0) = x, como queŕıamos.

Lema 1.7. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Si α es un arco en X,
tal que x es uno de sus puntos extremos y U es una vecindad de x, entonces
existe un subarco γ de α, tal que γ ⊂ U y x es punto extremo de γ.

Demostración. Sea A = X−intX(U). Obsérvese que se cumplen las hipótesis
del Lema 1.6, aśı que podemos hacer h y t0 como en la prueba de tal lema.
Como 0 < t0, podemos tomar s0 ∈ (0, t0). Luego, γ = h([0, s0]) es un
subarco de α, tal que x = h(0) es punto extremo de γ. Además, como
h(t0) /∈ γ ⊂ h([0, t0]) y h([0, t0]) ∩ A = {h(t0)}, tenemos que γ ∩ A = ∅ y,
por tanto, que γ ⊂ intX(U) ⊂ U .
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Lema 1.8. Sea X un espacio topológico arco conexo. Si A y B son subcon-
juntos cerrados, ajenos y no vaćıos de X, entonces existe un arco α en X,
tal que A ∩ α = {p} y B ∩ α = {q}, donde p y q son los puntos extremos de
α.

Demostración. Sean a ∈ A y b ∈ B. Como X es arco conexo, existe un arco
γ que va de a a b. Obsérvese que b /∈ A. Aplicando el Lema 1.6 obtenemos
un subarco β de γ, tal que β ∩ A consta de un solo punto p y los puntos
extremos de β son p y b. Asimismo, p /∈ B. De nuevo aplicando el Lema 1.6
obtenemos un subarco α de β, tal que α∩B consta de un solo punto q y los
puntos extremos de α son q y p. Como p ∈ α ∩ A ⊂ β ∩ A = {p}, se tiene
que α ∩A = {p}. Esto concluye la prueba del lema.

Saliendo de los resultados de conexidad anteriores, se tiene ahora el si-
guiente resultado sobre fronteras cuya sencillez esconde una gran utilidad
(véanse los Teoremas 1.24, 1.26, 1.68 y 1.113)

Lema 1.9. Sea X un espacio topológico. Si Y y A son subconjuntos de X,
entonces se cumplen los siguientes dos enunciados.

(i) FrY (A ∩ Y ) ⊂ FrX(A).

(ii) Si clX(A) ⊂ intX(Y ), entonces FrY (A) = FrX(A).

Demostración. Para probar (i) basta notar que

FrY (A ∩ Y ) = clY (A) ∩ clY (Y −A) ⊂ clX(A) ∩ clX(Y −A)

⊂ clX(A) ∩ clX(X −A) = FrX(A).

Mostremos (ii). Se tiene lo siguiente

FrX(A) = clX(A) ∩ clX(X −A)

= clX(A) ∩ (clX(X − Y ) ∪ clX(Y −A))

= (clX(A) ∩ (X − intX(Y ))) ∪ (clX(A) ∩ clX(Y −A))

= clX(A) ∩ clX(Y −A) = Y ∩ clX(A) ∩ clX(Y −A)

= clY (A) ∩ clY (Y −A) = FrY (A).

Esto concluye la prueba del lema.

El siguiente lema de “pegado” de funciones se utiliza para probar los
Lemas 3.11 y 3.16.
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Lema 1.10. Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función.
Si A y B son subconjuntos cerrados de X, tales que X = A ∪ B y las
restricciones f |A : A → Y y f |B : B → Y son continuas, entonces f es
continua.

Demostración. Para probar que f es continua, mostraremos que las imáge-
nes inversas bajo f de cerrados en Y son conjuntos cerrados en X. Con tal
propósito, sea D un subconjunto cerrado de Y . Como f |A es continua, el
conjunto f−1(D) ∩A = (f |A)−1(D) es cerrado en A. Además, A es cerrado
en X, por lo cual f−1(D) ∩ A es cerrado en X. Similarmente, f−1(D) ∩ B
es cerrado en X. Como f−1(D) = (f−1(D) ∩A) ∪ (f−1(D) ∩B), se deduce
que f−1(D) es cerrado en X. Puesto que D es un subconjunto cerrado de
X cualquiera, esto prueba que f es continua.

Como es posible notar en los caṕıtulos siguientes, el estudio realizado en
este trabajo se centra en una clase espećıfica y muy restringida de espacios
topológicos: los continuos localmente conexos. Ahora se define la propiedad
de conexidad local para espacios topológicos en general. La definición de
continuo se reserva para la siguiente sección (véase la Definición 1.14).

Definición 1.11. Un espacio topológico X es localmente conexo si existe
una base para X formada exclusivamente de subconjuntos abiertos y conexos
de X.

La conexidad local, aunque surge naturalmente de localizar la propie-
dad de conexidad, no es tan cercana a esta última como ocurre con otras
propiedades locales y los respectivos conceptos de los que derivan. Esto es,
la conexidad y la conexidad local dan caracteŕısticas muy diferentes a los
espacios que las poseen. Véase por ejemplo los espacios en el Ejemplo 1.12.

Ejemplo 1.12. Dado cualquier conjunto κ, si le asignamos a κ la métrica
discreta, el espacio métrico resultante es localmente conexo pero sus únicos
subconjuntos conexos son conjuntos singulares. En el otro extremo, si C es el
conjunto clásico de Cantor, entonces el subespacio métrico de R2 dado por
G({0}×C, (1, 0))∪G({1}×C, (0, 1)), donde G(S, p) es el subconjunto de R2

formado por la unión de todos los segmentos de recta de que van de p a un
elemento de S, es un espacio conexo (más aún, compacto y arco conexo), tal
que cada uno de sus abiertos propios de diámetro menor a 1 es disconexo.

El siguiente resultado da una caracterización de la conexidad local en
espacios topológicos en general que resulta de gran utilidad. Se ocupa en el
Teorema 2.18, el Lema 2.16 y el Corolario 3.23.
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Teorema 1.13. Un espacio topológico X es localmente conexo si, y sólo si,
las componentes de cualquier subconjunto abierto de X son abiertos en X.

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un sub-
conjunto abierto de X y C una componente de U . Luego, dado cualquier
x ∈ C, U es una vecindad de x en X. De esta manera, existe un subconjunto
abierto y conexo V de X, tal que x ∈ V ⊂ U . Como C es la componente de
U que contiene a x, tenemos que V ⊂ C. Puesto que x es un punto arbitra-
rio de C, deducimos que C es un subconjunto abierto de X. Por tanto, las
componentes de cualquier subconjunto abierto de X son abiertos en X.

Rećıprocamente, supongamos que las componentes de cualquier subcon-
junto abierto de X son abiertos en X. Afirmamos que el conjunto C = {C : U
es un subconjunto abierto de X y C es una componente de U} es una base
para X. En efecto, dados un punto x ∈ X, una vecindad abierta U de x en
X y la componente C de U , tales que x ∈ U , se cumple que C es abierto en
X y que x ∈ c ⊂ U ; es decir, C es una vecindad abierta de x en X contenida
en U . Esto implica que C es una base para X. Además, C está formada ex-
clusivamente de subconjuntos conexos de X. Por lo tanto, X es localmente
conexo.

Como se puede observar en la siguiente sección, la propiedad de cone-
xidad local dota a los espacios de nuestro interés de una propiedad muy
amena, la arco conexidad (Teorema 1.33) y, más aún, les permite a dichos
espacios tener una “estructura convexa” (Teorema 1.37).

1.2. Continuos

Esta sección se aboca a establecer el concepto de continuo y los resultados
básicos acerca de él que serán utilizados a lo largo de este texto. Se exponen
en subsecciones y en este orden, aspectos generales de los continuos, el con-
cepto de orden, resultados referentes a continuos localmente conexos y, por
último, algunas clases de continuos cuyos hiperespacios han sido estudiados
en detalle.

1.2.1. Resultados generales

Para comenzar este apartado se establece la definición de continuo y
algunos ejemplos de esta clase tan importante de espacios topológicos.
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Definición 1.14. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
no vaćıo. Dado un espacio topológico X, a cualquier subespacio de X que
es un continuo le llamaremos un subcontinuo de X.

Ejemplo 1.15. Los siguientes continuos son algunos de los ejemplos más
simples, pero frecuentemente se hará mención de ellos.

1. Arcos. Un arco es cualquier espacio topológico homeomorfo al inter-
valo cerrado I = [0, 1].

2. n-odos simples. Dado n ∈ N, un n-odo simple, denominado triodo
simple en el caso n = 3, es un espacio homeomorfo al subespacio del
plano formado por la unión de los arcos que van del origen a los puntos
de una división regular de n puntos de la circunferencia unitaria; es
decir, un n-odo simple es cualquier unión de n arcos que poseen un
punto en común y que, de cualquier otro modo, son ajenos.

3. n-celdas. Dado n ∈ N, una n-celda es un espacio topológico homeo-
morfo a la bola cerrada n-dimensional Bn en Rn, donde

Bn = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}.

4. n-esferas. Dado n ∈ N, una n-esfera es un espacio homeomorfo a la
esfera n-dimensional Sn en Rn+1, donde

Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1}.

5. Cubos de Hilbert. Un cubo de Hilbert es cualquier espacio topológi-
co homeomorfo al producto numerable de intervalos cerrados con la
topoloǵıa producto, es decir, al espacio

I∞ =
∏

n∈N
In,

donde In = [0, 1].

El primer resultado sobre continuos que se presenta en este trabajo es
el llamado Segundo Teorema de Golpes en la Frontera. Es necesario para
probar el Lema 2.12 y el Teorema 2.14.

Teorema 1.16 ([20], Teorema 5.6). Sean X un continuo y E un subconjunto
propio y no vaćıo de X. Si K es una componente de E, entonces clX(K) ∩
FrX(E) 6= ∅.
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Para la Sección 3.2 se necesita una operación especial: “pegar” dos con-
tinuos en un punto. Antes de definir concretamente esta operación, es ne-
cesario el siguiente lema para asegurar que lo que resultará al aplicar dicho
pegado entra en los dominios de los continuos. En su demostración, es útil
el siguiente resultado sobre metrizabilidad.

Teorema 1.17 ([4], Corolario (10.C.8)). Sean X un espacio métrico com-
pacto y Y un espacio Hausdorff. Si existe una función continua y sobreyec-
tiva f : X → Y , entonces Y es metrizable, esto es, existe una métrica sobre
Y , tal que la topoloǵıa inducida por tal métrica es la topoloǵıa originalmente
considerada para Y .

La unión que se considera en el siguiente lema, es la llamada “suma
topológica”. Basta decir para el propósito que se persigue que los espacios
que se unen (los cuales suponemos ajenos entre śı por simplicidad) resul-
tan abiertos y cerrados al ser considerados como subespacios del espacio
topológico resultante, conservando su estructura topológica inicial.

Lema 1.18. Si X y Y son continuos ajenos, p ∈ X y y ∈ Y , entonces el
espacio topológico X ∪ Y/{p, y} (es decir, el que se forma al identificar los
puntos p y y) es metrizable, conexo y compacto y, por tanto, es un continuo.
Más aún, existe una función f : X ∪ Y → X ∪ Y/{p, y}, tal que f |X y f |Y
son encajes, f(X) ∪ f(Y ) = X ∪ Y/{p, y} y f(X) ∩ f(Y ) = {{p, y}}.

Demostración. Sea f : X ∪ Y → (X ∪ Y )/{p, y} la función natural de la
identificación del conjunto {p, y} a un punto en X ∪ Y . Esto es

f(x) =

{
{x} si x ∈ (X ∪ Y )− {p, y},
{p, y} si x ∈ {p, y}.

Sea Z = X ∪ Y/{p, y} dotado con la topoloǵıa cociente. En primer lugar,
obsérvese que la restricción de f al dominio (X ∪Y )−{p, y} y al codominio
Z − {{p, y}} es una biyección, y recuerde que la topoloǵıa de Z es la mayor
de las topoloǵıas para las cuales f es continua, es decir que es exactamente
el conjunto

{A ⊂ Z : f−1(A) es abierto en X ∪ Y }.
Demostremos primero que f |X y f |Y son encajes. Obsérvese que f |X es
inyectiva. Ahora, como f es continua, faltaŕıa demostrar que la imagen bajo
f |X de cualquier abierto de X es abierto en f(X). Para ello, sea U un
subconjunto abierto de X. Como X es abierto en X∪Y , se cumple que U es
abierto en X∪Y . Si p /∈ U , entonces U = f−1(f(U)). Aśı, f(U) es abierto en
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Z y en f(X). De la misma forma, si p ∈ U , entonces U ∪Y = f−1(f(U ∪Y )).
Luego, f(U∪Y ) es abierto en Z y f(U) = (f(U)∪f(Y ))∩f(X) = f(U∪Y )∩
f(X) es abierto en f(X). De esta manera, f |X es un encaje. Similarmente,
se puede demostrar que f |Y es un encaje.

Por otro lado, se tiene que f(X) ∩ f(Y ) = {{p, y}}. Como X y Y son
compactos y conexos, se satisface que f(X) y f(Y ) son compactos y conexos.
Aśı, f(X) ∪ f(Y ) = f(X ∪ Y ) = Z es compacto y conexo.

Obsérvese que f−1(f(X) − {{p, y}}) = X − {p} y que este conjunto
es abierto en X ∪ Y . Esto implica que f(X) − {{p, y}} es abierto en Z.
Igualmente, f(Y ) − {{p, y}} es abierto en Z. Además, f(X) − {{p, y}} y
f(Y )− {{p, y}} son ajenos y, como el primero es homeomorfo a X − {p} y
el segundo a Y − {y}, ambos son espacios Hausdorff.

Probaremos que Z es un espacio Hausdorff. Para ello, sean a, b ∈ Z
con a 6= b. Por el párrafo anterior podemos suponer que alguno de a o b
es {p, y}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a = {p, y} y que
b ∈ f(X)− {{p, y}}. Sea z ∈ X, tal que b = {z}. Sean S y T subconjuntos
abiertos de X ajenos, tales que p ∈ S y z ∈ T . Obsérvese que S ∪ Y =
f−1(f(S ∪ Y )) y T = f−1(f(T )) (como lo hicimos al probar que f |X es un
encaje). Como S ∪ Y y T son abiertos en X ∪ Y , se tiene que f(S ∪ Y )
y f(T ) son abiertos en Z. Además, S ∪ Y y T son ajenos y p y y no son
elementos de T . Aśı, f(S∪Y ) y f(T ) son ajenos. Como a = f(p) ∈ f(S∪Y )
y b = f(z) ∈ f(T ), podemos concluir que Z es Hausdorff.

De esta forma, aplicando el Teorema 1.17, se obtiene que Z es metrizable.
Esto concluye la prueba de este lema.

Definición 1.19. Sean X y Y dos continuos ajenos, p ∈ X y y ∈ Y .
Denotaremos por X ∪p Y al continuo obtenido al identificar los puntos p y
y en X ∪ Y .

A partir de este punto, al utilizar la notación anterior siempre se asume
el Lema 1.18 impĺıcitamente, de tal forma que es posible manejar el espacio
X ∪p Y con mayor fluidez. En concreto, se considera a los espacios X y
Y como subespacios de X ∪p Y , de tal forma que es posible ignorar que se
trata con una identificación, y se da por hecho que se cumplen las igualdades
X∪Y = X∪pY yX∩Y = {p}. En la Figura 1.1 se muestra la idea geométrica
de este concepto.

1.2.2. Orden

Un concepto fundamental en muchas áreas de la topoloǵıa de continuos,
por ejemplo en la caracterización de algunas clases de continuos (que es el
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X

p

Y

y p = y

X ∪p Y

Figura 1.1: Dos ćırculos “pegados” por su centro. En la imagen de la derecha
el śımbolo p = y denota el punto {p, y}.

primer tópico interesante en que se hace mención de este concepto), es el de
orden. En este breve apartado se mencionan unos pocos resultados que se
relacionan con este concepto, aunque los más sobresalientes son mencionados
más adelante. Entre estos últimos resalta, por su amplio uso y sencillez, la
caracterización dada en el Teorema 1.45.

Definición 1.20. Sean X un espacio topológico y A ⊂ X. Sea β un número
cardinal. A es de orden menor o igual que β, denotado por

ord(A,X) ≤ β,

si, para cada subconjunto abierto U de X, tal que A ⊂ U , existe un subcon-
junto abierto V de X, tal que

A ⊂ V ⊂ U y |FrX(V )| ≤ β.

A es de orden β en X, denotado por

ord(A,X) = β,

si ord(A,X) ≤ β y, para cualquier número cardinal α < β, se tiene que
ord(A,X) � α.

Asimismo, para cualquier p ∈ X, denotamos ord(p,X) = ord({p}, X).

Como se menciona en párrafos previos, el primer uso que se hace del
concepto de orden es el distinguir entre distintos tipos de puntos en un
continuo.
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Definición 1.21. Dado un continuo X, un punto p ∈ X es un punto
extremo de X si ord(p,X) = 1. Del mismo modo, p es un punto ordinario
de X si ord(p,X) = 2 y p es un punto de ramificación de X si ord(p,X) ≥
3. Además, denotaremos

E(X) = {p ∈ X : p es un punto extremo de X},
O(X) = {p ∈ X : p es un punto ordinario de X},
R(X) = {p ∈ X : p es un punto de ramificación de X}.

El siguiente teorema es una observación, pero se le da la categoŕıa de
teorema por su importancia, porque otorga el carácter topológico a los con-
juntos de la definición previa.

Teorema 1.22. Sean X y Y espacios topológicos y p un punto en X. Si
h : X → Y es un homeomorfismo, entonces ord(p,X) = ord(h(p), Y ).
En particular, se tiene que h(E(X)) = E(Y ), h(O(X)) = O(Y ) y que
h(R(X)) = R(Y ).

Demostración. Mostremos primero que ord(p,X) ≤ ord(h(p), Y ). Sea U
un subconjunto abierto de X, tal que p ∈ U . Luego, h(U) es abierto en
Y y h(p) ∈ h(U). Sea W un subconjunto abierto de Y , tal que h(p) ∈
W ⊂ h(U) y |FrY (W )| ≤ ord(h(p), Y ). Obsérvese que h−1(W ) es abier-
to en X y p ∈ h−1(W ) ⊂ h−1(h(U)) = U . Además, FrX(h−1(W )) =
h−1(FrX(W )) y, por ende, |FrX(h−1(W ))| = |h−1(FrX(W ))| = |FrX(W )|
y |FrX(h−1(W ))| ≤ ord(h(p), Y ). Por lo tanto, ord(p,X) ≤ ord(h(p), Y ).
Análogamente, se puede probar que ord(h(p), Y ) ≤ ord(p,X). Aśı, se con-
cluye que ord(p,X) = ord(h(p), Y )

A continuación se revisa el orden de los puntos de R y de los continuos
no degenerados más simples: el arco y la curva cerrada simple.

Ejemplo 1.23. 1. Si X es un continuo no degenerado, entonces, para cada
p ∈ X, se cumple que ord(p,X) > 0.

De lo contrario, existiŕıan subconjuntos propios y abiertos de X con fron-
tera vaćıa, lo cual no es posible en un espacio conexo.

2. En R cada punto p cumple que ord(p,R) = 2.

En efecto, la familia {(p− 1
n , p+ 1

n) : n ∈ N} es una base de vecindades de p
en R, tal que la frontera de cada uno de sus elementos tiene cardinalidad 2.
Esto implica que ord(p,R) ≤ 2. Para mostrar que ord(p,R) > 1 tomemos
una vecindad abierta U de p en R contenida en (p − 1, p + 1). Como
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U es acotado, podemos tomar s = ı́nf U y t = supU . Obsérvese que
s, t ∈ FrR(U) y s 6= t. De esta forma, cualquier vecindad abierta de p en
R contenida en (p − 1, p + 1) posee al menos dos puntos en su frontera.
Por lo tanto, ord(p,R) = 2.

3. En un arco α, los únicos puntos de orden 1 son sus puntos extremos,
según la definición que hicimos previamente al concepto de orden (esto
garantiza que la notación E(X) está bien establecida). Todos los demás
puntos de α tienen orden 2 en α.

Por el Teorema 1.22, basta probar el caso en que α = [0, 1]. Para esto,
obsérvese que la familia {[0, 1

n) : n ∈ N} forma una base de vecindades
abiertas de 0 en [0, 1], tal que la frontera de cada uno de sus elemen-
tos consta de un solo punto. Junto con el inciso 1, esto implica que
ord(0, [0, 1]) = 1. Similarmente, ord(1, [0, 1]) = 1. Para mostrar la se-
gunda afirmación, tomemos un punto p ∈ (0, 1). Como (0, 1) es abierto
en [0, 1] tenemos, por el Teorema 1.24, que ord(p, [0, 1]) = ord(p, (0, 1)).
Como (0, 1) es homeomorfo a R se sigue del Teorema 1.22 y del inciso 2
que ord(p, (0, 1)) = 2. Aśı, ord(p, [0, 1]) = 2.

4. En una curva cerrada simple todos los puntos p cumplen que ord(p, S) =
2.

Similarmente al inciso 3, basta probar el caso S = S1. Este caso es con-
secuencia del inciso 2, porque, para cada p ∈ S1, se cumple que p posee
vecindades abiertas en S1 homeomorfas a R. Procediendo como en la
segunda afirmación del inciso 3, obtenemos que ord(p, S1) = 2.

El resultado que sigue garantiza que el orden se comporta bien con los
subespacios.

Teorema 1.24. Sea X un continuo. Si A es un subespacio de X y p ∈ A,
entonces ord(p,A) ≤ ord(p,X). Más aún, si A es una vecindad de p en X,
entonces ord(p,A) = ord(p,X).

Demostración. Sea U un subconjunto abierto de A con p ∈ U . Luego, existe
un subconjunto abierto V de X con U = A∩V . Como p ∈ V , existe un sub-
conjunto abierto W de X, tal que p ∈W ⊂ V y |FrX(W )| ≤ ord(p,X). Apli-
cando el Lema 1.9 (i), tenemos que FrA(A ∩W ) ⊂ FrX(W ). Aśı, |FrA(A ∩
W )| ≤ ord(p,X). Como A ∩W es abierto en A y p ∈ A ∩W ⊂ A ∩ V = U ,
concluimos que ord(p,A) ≤ ord(p,X).

Supongamos ahora que A es una vecindad de p en X. Por el párrafo
anterior, basta probar que ord(p,X) ≤ ord(p,A). Para tal efecto, sea U un
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subconjunto abierto de X con p ∈ U . Como intX(A)∩U es un subconjunto
abierto de A con p ∈ intX(A)∩U , existe un subconjunto abierto W de A, tal
que p ∈W ⊂ intX(A)∩U y |FrA(W )| ≤ ord(p,A). Como W ⊂ intX(A) ⊂ A,
se tiene que W es abierto en intX(A) y, por ende, en X. Además, por el
Lema 1.9 (ii), se cumple que FrX(W ) = FrA(W ). Como p ∈ W ⊂ U y
|FrX(W )| = |FrA(W )| ≤ ord(p,A), obtenemos que ord(p,X) ≤ ord(p,A).
Esto concluye la prueba del teorema.

El siguiente concepto se utiliza en la caracterización de una clase de
continuos localmente conexos, las dendritas (Teorema 1.51), la cual se define
más adelante (Definición 1.48).

Definición 1.25. Sean X un espacio topológico y p ∈ X. Denotaremos por
c(p,X) al cardinal del conjunto de componentes del conjunto X − {p}.

En el siguiente resultado se expresa la relación entre c(p,X) y ord(p,X),
para continuos en general.

Teorema 1.26. Sean X un continuo no degenerado y p ∈ X. Si ord(p,X)
es finito, entonces c(p,X) también es finito. Aún más, c(p,X) ≤ ord(p,X).

Demostración. Sean n = c(p,X), Z1, . . . , Zn las componentes de X − {p}
y, para cada i ∈ {1, . . . , n}, zi ∈ Zi. Queremos demostrar que ord(p,X) ≥
n. Para tal fin tomemos una vecindad abierta U de p en X. Como X −
{z1, . . . , zn} es una vecindad abierta de p en X, podemos suponer que
U ⊂ X − {z1, . . . , zn}. Obsérvese que, para cada j ∈ {1, . . . , n}, Zj es un
subconjunto cerrado de X − {p}. Luego, dada i ∈ {1, . . . , n}, el conjunto⋃
j 6=i Zj es cerrado en X − {p} y el conjunto Zi = (X − {p}) − ⋃j 6=i Zj

es abierto en X − {p}. Como X − {p} es abierto en X, esto implica que
Zi es abierto en X. Como esto sucede para cada i ∈ {1, . . . , n}, tenemos
que, para cualquier k ∈ {1, . . . , n}, Zk ∪ {p} = X − ⋃j 6=i Zj es cerrado en
X. Aśı, clX(Zk) ⊂ Zk ∪ {p}. Además, como Zk es un subconjunto propio,
abierto y no vaćıo de X y X es conexo, se tiene que Zk ( clX(Zk). Por
tanto, clX(Zk) = Zk ∪ {p} y p ∈ clX(Zk). En esta forma, U ∩ Zk 6= ∅ y
zk ∈ Zk −U . Luego, U ∩Zk es un subconjunto propio, abierto y no vaćıo de
Zk. Como Zk es conexo, esto implica que FrZk

(U ∩ Zk) 6= ∅. Por otro lado,
aplicando el Lema 1.9 (i), obtenemos que FrZk

(U ∩Zk) ⊂ FrX(U)∩Zk. Por
consiguiente, FrX(U) ∩ Zk 6= ∅. Como para cualesquiera i, j ∈ {1, . . . , n} se
satisface la igualdad Zj∩Zi = ∅, se sigue que |FrX(U)| ≥ n. Aśı, se concluye
que ord(p,X) ≥ n.
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1.2.3. Continuos localmente conexos

En este apartado se exponen algunos resultados generales acerca de los
espacios que son foco de este estudio, los continuos localmente conexos.
El primero de estos resultados es un sencillo lema auxiliar requerido en la
prueba del Teorema 2.15.

Lema 1.27. Sea X un continuo localmente conexo. Si T es un subcontinuo
de X y U es cualquier subconjunto abierto de X, tal que T ⊂ U , entonces
existe un subcontinuo Z de X, tal que T ⊂ intX(Z) ⊂ Z ⊂ U . En particular,
si T1 y T2 son subcontinuos de X ajenos, entonces existen subcontinuos Z1

y Z2 de X, tales que Z1 ∩ Z2 = ∅, T1 ⊂ intX(Z1) y T2 ⊂ intX(Z2).

Demostración. Demostremos la primera parte. Con este fin, sean T un sub-
continuo de X y U un subconjunto abierto de X, tales que T ⊂ U . Co-
mo X es un continuo localmente conexo, para cada x ∈ T existe un sub-
conjunto abierto y conexo Cx de X, tal que x ∈ Cx ⊂ clX(Cx) ⊂ U .
Obsérvese que, por el Teorema 1.1, clX(Cx) es conexo. Como T es com-
pacto y T ⊂ ⋃{Cx : x ∈ T}, existe un subconjunto finito J de T , tal que
T ⊂ ⋃{Cx : x ∈ J}. Sea Z =

⋃{clX(Cx) : x ∈ J}. Luego, Z es cerrado
en X y Z ⊂ U . Como T ⊂ Z, para cada x ∈ J , clX(Cx) ∩ T 6= ∅, y T
es conexo, aplicando el Teorema 1.2 obtenemos que Z es conexo. Además,
T ⊂ ⋃{Cx : x ∈ J} ⊂ intX(Z). Esto prueba la primera parte del teorema.

Para probar la segunda parte, sean T1 y T2 subcontinuos de X ajenos.
Como T1 y T2 son subconjuntos cerrados de X y X es un espacio normal (por
ser un espacio métrico), existen subconjuntos abiertos U1 y U2 de X ajenos,
tales que T1 ⊂ U1 y T2 ⊂ U2. Por el párrafo anterior, existen subcontinuos
Z1 y Z2, tales que T1 ⊂ intX(Z1) y T2 ⊂ intX(Z2). Obsérvese que Z1 ∩Z2 ⊂
U1 ∩ U2 = ∅. Con esto terminamos esta demostración.

La propiedad de conexidad local exige que en cada punto del espacio en
cuestión haya vecindades abiertas, conexas y arbitrariamente pequeñas. Pero
hay ocasiones en que esta condición resulta exigente en alguna demostración,
aśı que se precisa de condiciones más accesibles. El siguiente teorema da
una condición equivalente a la conexidad local pero que resulta más fácil de
probar en la práctica. Para enunciarlo se necesita la siguiente definición.

Definición 1.28. El espacio topológico X es conexo en pequeño en el
punto p ∈ X si X tiene una base local de vecindades en p formada exclusi-
vamente de subconjuntos conexos de X.

Teorema 1.29. Si X un continuo, entonces X es localmente conexo si, y
sólo si, X es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos.
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Demostración. La necesidad es inmediata. Probemos la suficiencia. Supon-
gamos que X es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos. Por el
Teorema 1.13, bastará probar que las componentes de cualquier subconjun-
to abierto de X son abiertas en X. Para ello, tomemos un abierto U de X y
una componente C de U . Para cada x ∈ C, existe una vecindad conexa Vx
de x en X, tal que Vx ⊂ U . Como C es una componente de U , la conexidad
de Vx y el hecho de que x ∈ C ∩Vx, implican que Vx ⊂ C. Luego, si hacemos
V =

⋃{Vx : x ∈ C}, tenemos que V ⊂ C ⊂ ⋃{intX(Vx) : x ∈ C} ⊂ V . De
lo anterior se desprende que V = C =

⋃{intX(Vx) : x ∈ C} y que C es un
subconjunto abierto de X. Esto concluye la prueba del teorema.

Una caracteŕıstica sencilla pero destacable de los continuos localmente
conexos se formula a continuación.

Teorema 1.30. Sea X un espacio métrico. Si X1 y X2 son subcontinuos
localmente conexos de X, tales que X1 ∩ X2 6= ∅, entonces X1 ∪ X2 es un
continuo localmente conexo.

Demostración. Como la unión de dos conexos que se intersectan es conexa
y la unión de compactos es un compacto, es inmediato que X1 ∪X2 es un
continuo. Por consiguiente, por el Teorema 1.29, basta probar que X1 ∪X2

es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos. Para tal fin, tomemos
x ∈ X1∪X2 y un abierto U en X1∪X2, tal que x ∈ U . Queremos hallar una
vecindad conexa V de x en X1∪X2, tal que V ⊂ U . Supongamos primero que
x ∈ X1−X2. Obsérvese que X1∩X2 es un subconjunto compacto de X1 y que
X1−X2 es abierto en X1. Luego, U∩(X1−X2) es un subconjunto abierto de
X1. Como X1 es localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo
V de X1, tal que x ∈ V ⊂ U ∩ (X1 −X2). Pero X1 −X2 = (X1 ∪X2)−X2,
por lo cual X1−X2 y U ∩ (X1−X2) son subconjuntos abiertos de X1 ∪X2.
Esto implica que V es abierto en X1 ∪ X2 y concluye este caso. En caso
que x ∈ X2 − X1, podemos proceder de igual forma para hallar V . Ahora
supongamos que x ∈ X1∩X2. Como U ∩X1 y U ∩X2 son vecindades de x en
X1 y X2, respectivamente, existen abiertos V1 en X1 y V2 en X2, tales que
x ∈ V1 ⊂ U∩X1 y x ∈ V2 ⊂ U∩X2 ⊂. Obsérvese que V1∪V2 es conexo. Sean
W1 y W2 abiertos en X, tales que V1 = W1 ∩ X1 y V2 = W2 ∩ X2. Luego,
W1∩W2∩ (X1∪X2) es un subconjunto abierto de X1∪X2 y x ∈W1∩W2∩
(X1∪X2) = (W1∩W2∩X1)∪(W1∩W2∩X2) = (V1∩W2)∪(V2∩W1) ⊂ V1∪V2.
Por tanto, V1∪V2 es una vecindad conexa de x en X1∪X2. Aśı, se concluye
que X es conexo en pequeño en X. Esto termina la demostración de este
teorema.
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Ahora se prueba un lema, no tan simple y con una demostración un poco
intrincada, que será de utilidad en la demostración del Teorema 2.3.

Lema 1.31. Sea X un continuo localmente conexo. Si A es un subconjunto
finito de X, tal que X − A es conexo, entonces, para cada abierto U de X
con A ⊂ U , existe una subconjunto cerrado V de X, tal que A ⊂ intX(V ) ⊂
V ⊂ U y X − V es conexo.

Demostración. Sea d una métrica para X. Vamos a definir la colección de
conjuntos U0, U1, U2, . . . de la siguiente manera. Sea ε > 0, tal que ε <
1
2 mı́n{d(x, y) : x, y ∈ A y x 6= y}. Hagamos U0 = U ∩ (

⋃
x∈ABd(x, ε)) y

supongamos que, para alguna n ∈ N, hemos definido el conjunto Un−1 de
tal forma que Un−1 es abierto en X y contiene a A. Luego, dada cualquier
x ∈ A, existe un subconjunto abierto y conexo Wx de X, tal que x ∈
Wx ⊂ clX(Wx) ⊂ Bd(x,

1
n) ∩ Un−1. Sea Un =

⋃
x∈AWx. Luego, clX(Un) =⋃

x∈A clX(Wx) ⊂ Un−1 y Un ⊂
⋃
x∈ABd(x,

1
n).

De esta forma, cada Un es un subconjunto abierto de X con A ⊂ Un+1 ⊂
clX(Un+1n) ⊂ Un y A ⊂ ⋂n∈N Un. Afirmamos que en esta última relación se
da la igualdad. Supongamos, por el contrario, que existe y ∈ (

⋂
n∈N Un)−A.

Luego, existe n0 ∈ N, tal que 1
n <

1
2 mı́n{d(y, x) : x ∈ A}. Como y ∈ Un0 y

Un0 ⊂
⋃
x∈ABd(x,

1
n0

), existe x0 ∈ A, tal que y ∈ Bd(x0,
1
n0

) y d(y, x0) < 1
n0

.
Esto contradice la elección de n0. Por tanto, A =

⋂
n∈N Un.

Para cada n ∈ N, sea Cn el conjunto de componentes X − clX(Un). Por
el Teorema 1.13, los elementos de cada Cn son abiertos.

Fijemos n ∈ N. Obsérvese que X − Un ⊂ X − clX(Un+1) =
⋃ Cn+1.

Como X − Un es compacto y los elementos de Cn+1 son ajenos, el conjunto
Dn = {C ∈ Cn+1 : C ∩ (X − Un) 6= ∅} es finito. Además,

⋃
(Cn+1 −Dn) =

⋃
{C ∈ Cn+1 : C ⊂ Un} ⊂ Un.

Sea Vn = clX(Un+1) ∪ (
⋃

(Cn+1 − Dn)). Luego, Un+1 ⊂ Vn ⊂ Un y
X − Vn ⊂ X − Vn+1. Obsérvese que los conjuntos clX(Un+1),

⋃
(Cn+1 −Dn)

y
⋃Dn son conjuntos ajenos cuya unión es X. Por consiguiente, X − Vn =⋃Dn. Además, como X − Vn ⊂ X − Un+1, cada elemento de Dn+1 es una

componente de X − Vn. Por tanto, Dn+1 es el conjunto de componentes de
X − Vn.

Dado cualquier y ∈ X −A, definimos el conjunto F y como sigue. Como⋂
n∈N Un = A, existe ny ∈ N, tal que y /∈ Uny . Luego, y /∈ Vny . Sea Eyny ∈
Dny+1, tal que y ∈ Eyny y, para cada n ∈ N, sea Eyny+n el único elemento de

Dny+n+1 que cumple Eyny+n−1 ⊂ Eyny+n. Hagamos F y =
⋃{Eyny+n : n ∈ N}.
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Obsérvese que F y es un subconjunto abierto de X que está contenido en
X −⋃s≥ny

Vs = X − Vny y, por ende, Fy ⊂ X −A.

Sean y, z ∈ X−A. Supongamos que, para algunos j, k ∈ N, Eyj ∩Ezk 6= ∅.
Como Eyj ⊂ E

y
m y Ezk ⊂ Ezm, donde m = máx{j, k}, se tiene que Eym∩Ezm 6=

∅. Esto último implica que Eym = Ezm. Luego, para cada s ≥ m, Eys = Ezs .
Por tanto, F y = F z.

De esta forma, para cada y, z ∈ X −A, F y ∩ F z = ∅ o F y = F z,. Como
X−A =

⋃{F y : y ∈ X−A}, cada F y es abierto en X−A y X−A es conexo,
se tiene que F y = F z, para cualesquiera y, z ∈ X − A. Fijemos y ∈ X − A.
Aśı, X −A = F y.

Fijemos n ∈ N. Dado D ∈ Dn+1, tomemos p ∈ D. Luego, existe k ∈ N,
tal que p ∈ Eyk . Sea mD = máx{n + 1, k}. Luego, p ∈ Eyk ⊂ EymD . Como D
es conexo, D ⊂ X − Vn ⊂ X − VmD , EymD es una componente de X − VmD

y p ∈ D ∩ EymD , se cumple que D ⊂ EymD .

Como Dn+1 es finito, podemos hacer Mn = máx{mD : D ∈ Dn+1}.
Obsérvese que Mn ≥ n+ 1. De este modo, se satisface que D ⊂ EyMn

, para
cualquier D ∈ Dn+1. Por tanto, X − Vn ⊂ EyMn

⊂ X − VMn ; es decir,
VMn ⊂ X − EyMn

⊂ Vn. Hagamos V = X − EyMn
. Como EyMn

es elemento
de DMn+1 se tiene que EyMn

es abierto en X y conexo. Luego, V es cerrado
en X, X − V es conexo y A ⊂ VMn ⊂ intX(V ) ⊂ V ⊂ Vn ⊂ Un ⊂ U . Esto
concluye la demostración de este lema.

A continuación se enuncian dos resultados fundamentales de los conti-
nuos localmente conexos. El primero de ellos será utilizado en la prueba
del Lema 3.11, mientras que el segundo será utilizado repetidamente en los
apartados posteriores.

Teorema 1.32 ([20], Teorema 8.10). Si X es un continuo localmente co-
nexo y ε > 0, entonces existen k ∈ N y subcontinuos localmente conexos
X1, . . . , Xk de X, tales que X =

⋃k
i=1Xi y diám(Xi) < ε, para cada i ∈

{1, . . . , k}.

Teorema 1.33 ([20], Teorema 8.26). Si X es un continuo localmente conexo
y A es un subconjunto abierto y conexo de X, entonces A es arco conexo.

Uno de los resultados más resaltables en cuanto a propiedades de con-
tinuos localmente conexos es el que se formula en seguida. Este resultado
asegura que a cualquier continuo localmente conexos se le puede dotar de
una métrica tal que el continuo adquiere una “forma convexa”, refiriéndonos
con esto a una similitud con la convexidad en los espacios eucĺıdeos Rn. Pero
antes se requieren las siguientes dos definiciones.
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Definición 1.34. Sean X y Y espacios con métricas d y e, respectivamente.
Una isometŕıa es un isomorfismo h : X → Y , tal que, para cada a, b ∈ X,
e(h(a), h(b)) = d(a, b).

Definición 1.35. Sea X un espacio compacto con métrica d. Decimos que d
es una métrica convexa para X si, para cada p, q ∈ X, existe una isometŕıa
γ : [0, d(p, q)]→ γ([0, d(p, q)]), tal que γ(0) = p y γ(d(p, q)) = q.

Ejemplo 1.36. Los subespacios cerrados de Rn, tales que su métrica usual
es una métrica convexa, coinciden con los subespacios cerrados convexos de
Rn, es decir, aquellos que contienen cada segmento de recta que une a dos
de sus puntos.

Teorema 1.37 ([18], Teorema 4). Sea X un continuo. Si X es localmente
conexo, entonces X admite una métrica convexa.

Aunque la definición de métrica convexa aqúı mostrada es distinta a la
dada en [18], la Proposición 10.4 de [16] garantiza que estas dos definiciones
son equivalentes en el caso de los continuos (más aún, para espacios métricos
compactos).

1.2.4. Gráficas finitas, dendritas y dendritas locales

En este apartado se estudian algunas clases de continuos localmente
conexos, las cuales son por śı mismas de gran importancia. El estudio de la
unicidad de hiperespacios de continuos localmente conexos (al menos de los
hiperespacios Cn(X)) ha pasado por estas clases, a saber, gráficas finitas,
dendritas y dendritas locales (incluyendo a las familias D y LD), pasando
también por una clase de continuos que engloba a estas tres y la cual se
examina más adelante.

Definición 1.38. Un continuo X es una gráfica finita si es la unión de
una familia finita de arcos, tales que cada par de ellos, o son ajenos, o se
intersectan sólo en uno o dos de sus puntos extremos.

Primero se establecen dos propiedades básicas y notables de las gráficas
finitas. La primera de estas propiedades afirma que esta clase de continuos
entra dentro de los continuos localmente conexos.

Lema 1.39. Toda gráfica finita es un continuo localmente conexo.

Demostración. Aplicaremos inductivamente el Teorema 1.30 para probar
que toda unión finita de continuos localmente conexos, siempre que sea co-
nexa, es un continuo localmente conexo. El caso n = 2 es precisamente
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el Teorema 1.30. Supongamos que la afirmación vale para cada unión co-
nexa de n o menos continuos localmente conexos. Sea A una familia de
n + 1 continuos localmente conexos distintos por pares, tal que

⋃A es co-
nexo. Tomemos B ∈ A. Sean K1, . . . ,Kr las componentes de

⋃
(A − {B}).

Obsérvese que r ≤ n y que, para cualquier j ∈ {1, . . . , r}, se cumple que
Kj =

⋃{E ∈ A − {B} : E ∩ Kj 6= ∅}. Luego, Kj es conexo y es la
unión de n o menos continuos localmente conexos. Por hipótesis de induc-
ción, se tiene que Kj es un continuo localmente conexo. Obsérvese que, si
B ∩ K1 = ∅, entonces K1 y B ∪ ⋃{Ki : i ∈ {2, . . . , r}} son subconjun-
tos cerrados, ajenos y no vaćıos de

⋃A cuya unión es
⋃A. Como esto

contradice la conexidad de
⋃A, se cumple que B ∩ K1 6= ∅. Aplicando el

Teorema 1.30, obtenemos que B ∪ K1 es un continuo localmente conexo.
Como

⋃A = (B ∪K1)∪⋃{Ki : i ∈ {2, . . . , r}} y r ≤ n, se tiene que
⋃A es

la unión de n o menos continuos localmente conexos. De nuevo por hipóte-
sis inductiva, concluimos que

⋃A es un continuo localmente conexo. Esto
concluye la prueba de la afirmación.

Como toda gráfica finita es la unión de una cantidad finita de arcos, los
cuales son continuos localmente conexos, el párrafo anterior muestra que las
gráficas finitas son continuos localmente conexos.

Lema 1.40 ([20], Proposición 9.2). Si X y Y son gráficas finitas, tales que
X∩Y es un conjunto finito y no vaćıo, entonces X∪Y es una gráfica finita.

En la siguiente definición se describe una clase de continuos que sólo tiene
algunas apariciones incidentales en este texto, por ejemplo en el Lema 1.42,
que se usa en las pruebas del Teorema 3.8, del Lema 3.11, y del Corolario
3.23.

Definición 1.41. Un continuo X es un árbol, si X es una gráfica finita y
no contiene curvas cerradas simples.

Lema 1.42. Sea X un espacio topológico arco conexo. Si F es un sub-
conjunto finito de X, entonces existe un árbol T contenido en X, tal que
F ⊂ T .

Demostración. Demostraremos este lema por inducción sobre el número de
elementos de F . El caso n = 2 se sigue directamente de que X es arco conexo.
Supongamos que el lema se cumple para todo conjunto finito con a lo más n
elementos. Sean F un subconjunto de X con n elementos, x un punto en X
y T un árbol contenido en X con F ⊂ T . Si x ∈ T , entonces F ∪ {x} ⊂ T .
Supongamos entonces que x /∈ T . Aplicando el Lema 1.8 obtenemos un arco
α contenido en X, tal que x es punto extremo de α y α ∩ T = {q}, donde q
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es el punto extremo de α distinto de x. Por el Lema 1.40, se tiene que T ∪α
es una gráfica finita. Ahora, mostremos que T ∪ α es un árbol.

En efecto, supongamos que T ∪ α contiene una curva cerrada simple S.
Como T es un árbol y α es un arco, S no está contenido ni en T ni en α.
Además, como T y α son compactos, los conjuntos T − α = (T ∪ α) − α
y α − T = (T ∪ α) − T son subconjuntos abiertos y ajenos de T ∪ α que
interconectan a S. En esta forma, el conjunto S − (T ∩ α) = S − {q} es
disconexo. Esto es una contradicción pues una curva cerrada simple no se
hace disconexa al quitarle sólo uno de sus puntos. Por lo tanto, T ∪ α es un
árbol. Aśı, se concluye la demostración.

El siguiente lema es utilizado en la prueba del Teorema 2.15.

Lema 1.43. Sea X un continuo arco conexo. Si G es una colección finita
de gráficas finitas contenidas en X, tal que cada par de ellas son ajenas,
entonces existe una gráfica finita G contenida en X, tal que

⋃G ⊂ G.

Demostración. Sea G = {G1, . . . , Gk}, con Gi 6= Gj siempre que i 6= j. Como
G1 y

⋃{Gi : 2 ≤ i ≤ k} son subconjuntos cerrados de X ajenos, podemos
aplicar el Lema 1.8 para obtener un arco α1, tal que α1 ∩ G1 = {a1} y
α1 ∩ (

⋃{Gi : 2 ≤ i ≤ k}) = {b1}, donde a1 y b1 son los puntos extremos de
α1. Podemos suponer que b1 ∈ G2 (renombrando si es necesario). Aplicando
dos veces el Lema 1.40, obtenemos que el conjunto D1 = G1 ∪ α1 ∪ G2 es
una gráfica finita. Obsérvese, además, que D1 es ajeno a

⋃{Gi : 2 < i}.
Supongamos que hemos definido los arcos α1, . . . , αn, con 1 ≤ n < k − 1,
de tal forma que el conjunto Dn =

⋃{Gi : i ≤ n + 1} ∪ ⋃{αi : i ≤ n}
es una gráfica finita ajena a

⋃{Gi : n + 1 < i}. Obsérvese que estos dos
últimos conjuntos son cerrados en X y ajenos. Aplicando de nuevo el Lema
1.8, obtenemos un arco αn+1, tal que αn+1 ∩D1 = {aj+1} y αn+1 ∩

⋃{Gi :
n + 1 < i} = {bj+1}. Podemos suponer que bn+1 ∈ Gn+2 (renombrando
si es necesario). De nuevo por el Lema 1.40, obtenemos que el conjunto
Dn+1 = Dn ∪ αn+1 ∪Gn+2 es una gráfica finita. Además, si n + 1 < k − 1,
entonces Dn+1 es ajeno a

⋃{Gi : n+ 2 < i}.
De este modo, Dk−1 es una gráfica finita que contiene a

⋃{Gi : i ≤ k}.
Esto concluye la demostración del lema.

Los siguientes dos resultados son caracterizaciones útiles que se basan
en el concepto de orden. Su uso más relevante aqúı se da en las pruebas de
los Teoremas 3.43 y 2.14.
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Teorema 1.44 ([20], Proposición 9.5). Si X es un continuo no degenerado,
entonces ord(x,X) ≤ 2 para cada x ∈ X si, y sólo si, X es un arco o una
curva cerrada simple.

Teorema 1.45 ([20], Teorema 9.10). Si X es un continuo, entonces X es
una gráfica finita si, y sólo si, se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) ord(p,X) es finito, para cada p ∈ X.

(ii) ord(p,X) ≤ 2 para todos, salvo una cantidad finita, de p ∈ X.

Una aplicación del Teorema 1.45, es el siguiente resultado fundamental.

Teorema 1.46. Todo subcontinuo de una gráfica finita es una gráfica finita.

Demostración. Sean X una gráfica finita y A un subcontinuo de X. Mos-
traremos que A es una gráfica finita. Dado p ∈ A, por el Teorema 1.24,
se tiene que ord(p,A) ≤ ord(p,X). Aplicando el Teorema 1.45 obtenemos
que ord(p,X) es finito. Aśı, ord(p,A) es finito. Además, si p cumple que
ord(p,X) ≤ 2, entonces ord(p,A) ≤ 2. De esta forma cada p ∈ A cumple
que ord(p,A) es finito, {q ∈ A : ord(q, A) > 2} ⊂ {q ∈ A : ord(q,X) > 2}
y, por consiguiente, los puntos q ∈ A que no cumplen ord(p,A) ≤ 2 son una
cantidad finita. Aplicando de nuevo el Teorema 1.45, se concluye que A es
una gráfica finita.

A continuación se da una caracterización de las gráficas finitas que usa
conjuntos que desconectan al espacio total. Ésta sirve para probar otra carac-
terización (Teorema 2.3) en términos del concepto de dimensión (Definición
1.67).

Teorema 1.47 ([20], Teorema 9.24). Sea X un continuo no degenerado.
X es una gráfica finita si, y sólo si, existe n ∈ N, tal que para cualquier
subconjunto A de X con exactamente n elementos se cumple que X −A es
disconexo.

Ahora se presentan cuatro clases más de continuos localmente conexos.
La aparición de estos continuos a lo largo de este trabajo es algo breve pero
algunos resultados principales (como los Corolarios 3.20 y 3.24) utilizan
fuertemente algunas de sus propiedades.

Definición 1.48. Una dendrita es un continuo localmente conexo que
no contiene curvas cerradas simples. La familia D es la colección de las
dendritas X, tales que E(X) es cerrado en X.
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Ejemplo 1.49. Los árboles, y en particular los arcos, son dendritas. En efec-
to, los árboles son gráficas finitas que no contienen curvas cerradas simples
y, por el Lema 1.39, son continuos localmente conexos. Más aún, veremos
en el Lema 1.52 que las gráficas finitas y, por ende, los árboles, tienen un
conjunto de puntos extremos cerrado (de hecho finito) y, por tanto, que los
árboles pertenecen a la familia D.

Definición 1.50. Una dendrita local es un continuo, tal que cada punto
de X posee una vecindad en X que es una dendrita. La familia LD es la
clase formada por los continuos X, tales que cada punto de X posee una
vecindad en X que pertenece a D.

El primer resultado que se expone sobre dendritas es una caracterización
interesante en términos de orden y cardinalidad. Se utiliza en la demostra-
ción del Corolario 3.23.

Teorema 1.51 ([20], Teorema 10.13). Sea X un continuo no degenerado.
X es una dendrita si, y sólo si, se cumple que ord (p,X) = c (p,X), para
cualquier p ∈ X, tal que ord (p,X) es finito o c (p,X) es finito.

A continuación, se establece que tanto las dendritas locales como la fa-
milia LD contienen a las gráficas finitas.

Lema 1.52. Las gráficas finitas y las dendritas son dendritas locales. Más
aún, las gráficas finitas y las dendritas de la familia D pertenecen a la familia
LD.

Demostración. Si X es una dendrita (o un elemento de D), entonces X es
una vecindad de cada punto la cual es una dendrita (o un elemento de D).
Esto implica queX es una dendrita local (o pertenece a D). Aśı, las dendritas
son dendritas locales y la familia D está contenida en LD. Probaremos que
cada gráfica finita es una dendrita local y que pertenece a LD.

Sean X una gráfica finita y A1, . . . , An una colección finita de arcos, tales
que X =

⋃n
i=1Ai y cada par de ellos o son ajenos o sólo se intersectan en uno

o dos de sus puntos extremos. Sea E =
⋃n
i=1E(Ai). Obsérvese que E es un

conjunto finito y, por ende, es cerrado en X. Si x ∈ Ai −E(Ai), para algún
i ∈ {1, . . . , n}, entonces x ∈ X − ⋃j 6=iAj ⊂ Ai. Como cada Aj es cerrado
en X y, por el Ejemplo 1.49 se cumple que Ai es una dendrita, se tiene que
Ai es una dendrita que es vecindad de x. Ahora supongamos que x ∈ E(Ai)
para cada i ∈ {1, . . . , n} tal que x ∈ Ai. Sean J = {j ∈ {1, . . . , n} : x ∈
Aj} y K = {k ∈ {1, . . . , n} : x /∈ Ak}. Dado j ∈ J , por el Lema 1.7,
existe un subarco Bj de Aj , tal que Bj ⊂ X − (E − {x}) y x es un punto
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extremo de Bj . Sea Cj el subarco que complementa a Bj en Aj . Obsérvese
que Cj y Ak son cerrados en X, por ser compactos. Luego, el conjunto

U = X −
((⋃

j∈J Cj
)
∪
(⋃

k∈K Ak
))

es abierto en X. Sea V =
⋃
j∈J Bj .

Como x ∈ U ⊂ V , se cumple que V es una vecindad de x. Obsérvese
que Bj ∩ Bm = {x}, para cada j,m ∈ J . Aśı, V es una gráfica finita, lo
cual implica, por el Lema 1.39, que V es un continuo localmente conexo.
Supongamos que C es una curva cerrada simple contenida en V . Luego,
C − {x} es un conjunto conexo (una curva cerrada simple no se desconecta
al restarle a lo más un punto). Note que Bj − {x} = V − ⋃m6=j Bm. Por
tanto, cada Bj − {x} es abierto en V y es ajeno a cualquier otro conjunto
Bm−{x}. Esto implica, por conexidad, que C−{x} ⊂ Bj para algún j ∈ J .
Aśı, C ⊂ Bj , lo cual es una contradicción. Esto implica que V no contiene
curvas cerradas simples. Por tanto, V es una dendrita. De este modo, V es
una vecindad de x que es una dendrita. Más aún, como cada Bj − {x} es
abierto en V , por el Teorema 1.24 se cumple que ord(y, V ) = ord(x,Bj),
para cualesquiera j ∈ J y y ∈ Bj − {x}. En particular, se cumple que
E(V ) − {x} ⊂ ⋃

j∈J E(Bj). Luego, E(V ) es finito y cerrado en X. Esto
implica que

⋃
Bj es un dendrita de la familia D. Como la elección de x fue

arbitraria, concluimos que X es una dendrita local de la familia LD.

Ahora se enuncia el siguiente resultado, el cual es utilizado en la prueba
del Teorema 3.10.

Teorema 1.53 ([17], Teorema 4 (i)). Un continuo X es una dendrita local
si, y sólo si, es localmente conexo y contiene a lo más una cantidad finita
de curvas cerradas simples.

1.3. Variedades

En esta sección se estudia un tipo de espacio topológico diferente de los
discutidos hasta ahora: las variedades (topológicas). De forma más precisa,
el concepto que se expresa es el denominado variedad con frontera, pero por
razones de simplicidad en el lenguaje, en este trabajo se utiliza el concepto de
variedad (sin hacer uso de la expresión “con frontera”). Además, aunque las
definiciones más usadas para este concepto usan condiciones adicionales a la
que aqúı se establecen, para los propósitos perseguidos bastará la propiedad
que se expresa en la siguiente definición (ser localmente homeomorfo a una
n-celda). Por otro lado, la razón principal para estudiar este concepto será la
de probar algunas de las caracteŕısticas de lo que se denomina frontera de
una variedad.
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En primer lugar, se definen los dos conceptos que hemos mencionado.

Definición 1.54. Dado un número natural n, un espacio topológico M es
una n-variedad si cada punto x ∈M posee una vecindad en M , que es una
n-celda.

Definición 1.55. Dada una n-variedad M , denominamos, respectivamente,
interior variedad de M y frontera variedad de M a los conjuntos

int∂M = {x ∈M : x tiene una vecindad homeomorfa a Rn} y

∂M = M − int∂M.

Para aterrizar estos conceptos, a continuación se dan, sin prueba, algunos
ejemplos de fronteras de variedades. El primero de ellos y su equivalencia,
el segundo ejemplo, son usados más adelante.

Ejemplo 1.56. Dado n ∈ N, Bn es una n-variedad y ∂Bn = Sn−1. Equiva-
lentemente (véase el Teorema 1.60 y el Lema 1.59), [0, 1]n es una n-variedad
y ∂[0, 1]n = {x ∈ In : una de las coordenadas cartesianas de x es 0 o 1}. Por
su parte la botella de Klein, denotada por K, y la 2-esfera, denotada por
S2, son ejemplos de 2-variedades sin frontera; es decir, ∂K = ∅ y ∂S2 = ∅.

El primer resultado sobre variedades es la invariancia de sus interiores y
fronteras. Aunque es un resultado simple, es muy importante.

Teorema 1.57. Sean m ∈ N y M y N m-variedades. Si h : M → N
es un homeomorfismo, entonces se cumple que h(int∂M) = int∂ N y, por
consiguiente, h(∂M) = ∂N .

Demostración. Como h−1 es también un homeomorfismo, para probar la
primera igualdad basta mostrar que h(int∂M) ⊂ int∂ N . Pero esto último es
inmediato porque si p ∈ int∂M y U es una vecindad de p en M homeomorfa
a Rn, entonces h(U) es una vecindad de h(p) en N homeomorfa a Rn, aśı que
h(p) ∈ int∂ N .

La segunda igualdad se sigue de la primera y de que h es una biyección
porque h(∂M) = h(M − int∂M) = h(M) − h(int∂M) = N − int∂ N =
∂N .

A continuación se formula el denominado Teorema de Invariancia del
Dominio, el cual es necesario para probar el siguiente lema. Este último re-
sultado establece la equivalencia de los conceptos interior topológico (en Rn)
e interior de variedades para todas las n-variedades que son subconjuntos
de Rn. Equivalentemente, y más significativo para los propósitos persegui-
dos, dicho lema garantiza la equivalencia entre la frontera de variedades y
la frontera topológica en Rn.
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Teorema 1.58 ([4], Teorema (15.B.4)). Si U es un subconjunto abierto de
Rn y h : U → Rn es un encaje, entonces h(U) es abierto en Rn.

Lema 1.59. Si C es una n-variedad y C es cerrado en Rn, entonces

int∂ C = intRn(C) y ∂C = FrRn(C).

Demostración. Tomemos v ∈ int∂ C. Sea U una vecindad de v en C, tal
que U es homeomorfo a Rn. Luego, existe un encaje h : Rn → Rn, tal que
h(Rn) = U . Por el Teorema 1.58, se tiene que U es abierto en Rn. Esto
implica que v ∈ intRn(C). Aśı, int∂ C ⊂ intRn(C). Rećıprocamente, supon-
gamos que v ∈ intRn(C). Luego, existe ε > 0, tal que BRn(v, ε) ⊂ C. Como
BRn(v, ε) es homeomorfo a Rn, tenemos que v ∈ int∂ C. Aśı, intRn(C) ⊂
int∂ C. Por tanto, int∂ C = intRn(C). Además, como C es cerrado en Rn,
esto implica que FrRn(C) = ∂C.

En seguida se muestra un resultado que permite identificar n-celdas en
Rn con cierta facilidad. En particular, asegura que los primeros dos espacios
del Ejemplo 1.56 son n-celdas. Más aún, junto con el resultado anterior,
justifica la representación de las fronteras (como variedades) de los espacios
que se exponen en dicho ejemplo.

Teorema 1.60. Todo subconjunto convexo, cerrado, acotado y con interior
no vaćıo C de Rn es una n-celda.

Demostración. Sea C uno de tales conjuntos. Veremos primero el caso en
que 0 ∈ intRn(C). Sea R > 0, tal que RDn ⊂ intRn(C), en donde RDn

denota el disco de radio R y centro 0 de Rn.
Como C es acotado, podemos definir la función ρ : Sn−1 → R, tal que

v
ρ7−→ sup{r > 0 : rv ∈ C}.

Obsérvese que, para todo v ∈ Sn−1, se satisface que ρ(v) > R y, como C es
cerrado en Rn, ρ(v)v ∈ C.

Demostraremos que ρ es continua. Sean v ∈ Sn−1 y 0 < ε < ρ(v). Como
C es convexo, {tv : 0 ≤ t ≤ ρ(v)} ⊂ C. Luego, p = (ρ(v) − ε

2)v ∈ C. Si

η1 = Rε
2ρ(v) , u ∈ BRn(p, η1) y w = ρ(v)v + 2ρ(v)

ε (u− ρ(v)v), entonces

‖w‖ =
2ρ(v)

ε

∥∥∥ε
2
v + u− ρ(v)v

∥∥∥ =
2ρ(v)

ε
‖u− p‖ < 2ρ(v)

ε

Rε

2ρ(v)
= R.

Aśı, w ∈ RDn. Como u = ρ(v)v + ε
2ρ(v)(w − ρ(v)v) y ε < ρ(v) < 2ρ(v), se

cumple que u es parte del segmento de ĺınea que une a ρ(v)v con w. Como
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C es convexo y tanto ρ(v)v como w son elementos de C, se tiene que u ∈ C.
Por tanto, BRn(p, η1) ⊂ C.

Por otro lado, obsérvese que q = (ρ(v) + ε
2)v /∈ C. Además, se tiene que

q ∈ BRn(ρ(v)v, ε). Como C es cerrado, existe η2 > 0, tal que BRn(q, η2) ⊂
BRn(ρ(v)v, ε) − C. Sea δ = mı́n{ η1

ρ(v)− ε
2
, η2
ρ(v)+ ε

2
}. Luego, si u ∈ BRn(v, δ) ∩

Sn−1, entonces

∥∥∥
(
ρ (v)− ε

2

)
u− p

∥∥∥ =
(
ρ (v)− ε

2

)
‖u− v‖ <

(
ρ (v)− ε

2

) η1

ρ (v)− ε
2

= η1;

es decir, (ρ(v) − ε
2)u ∈ BRn(p, η1). De forma similar, se puede demostrar

que (ρ(v) + ε
2)u ∈ BRn(p, η2). Como BRn(p, η1) ⊂ C y BRn(p, η2) ∩ C = ∅,

concluimos que ρ(v)− ε
2 ≤ ρ(u) ≤ ρ(v)+ ε

2 ; es decir, que |ρ(u)−ρ(v)| ≤ ε
2 < ε.

Esto prueba que ρ es continua.

Ahora, definimos la función φ : C → Dn por

v
φ7−→
{

v
ρ( v
‖v‖ ) si v 6= 0,

0 si v = 0.

Es claro que φ es continua en todo punto distinto de 0. Para mostrar que
φ es continua en 0, sea {vn}n∈N una sucesión en C−{0}, tal que ĺım vn = 0.
Luego, ρ( vn

‖vn‖) > R y ‖φ(vn)‖ < R‖vn‖, para cada n ∈ N. De este modo, se

tiene que ĺımφ(vn) = 0. Por tanto, φ es continua.

Demostraremos que φ es inyectiva. Sean u, v ∈ C con φ(u) = φ(v). Si
u = 0, entonces φ(v) = 0 y, por consiguiente, v = 0. De esta manera,

podemos suponer que u 6= 0 6= v. Luego, u = λv, donde λ =
ρ( u
‖u‖ )

ρ( v
‖v‖ ) . Como

λ > 0, se tiene que u
‖u‖ = λv

‖λv‖ = λv
λ‖v‖ = v

‖v‖ . Aśı, ρ( u
‖u‖) = ρ( v

‖v‖) y u = v.
Por tanto, φ es inyectiva.

Ahora, mostremos que φ es sobreyectiva. Tomemos w ∈ Dn. Si w = 0,
entonces φ(0) = w. Supongamos que w 6= 0. Luego, si t = ρ( w

‖w‖), entonces
tw
‖tw‖ = tw

t‖w‖ = w
‖w‖ y ρ( tw

‖tw‖) = t. Además, como ‖w‖ ≤ 1, se tiene que

t‖w‖ ≤ t y, como C es convexo, tw = t‖w‖ w
‖w‖ ∈ C. Aśı, φ(tw) = tw

t = w.
Esto prueba que φ es sobreyectiva.

En esta forma, φ es una biyección continua. Como C es compacto y Sn es
Hausdorff, concluimos que φ es un homeomorfismo y que C es una n-celda.

Por último demostremos el caso general. Sea x0 ∈ intRn(C). Obsérvese
que la función h : Rn → Rn dada por

v
h7−→ v − x0
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es un homeomorfismo, tal que h(x0) = 0. Más aún, h(x0) ∈ h(intRn(C)) ⊂
h(C) y h(intRn(C)) es abierto en Rn; es decir, 0 ∈ intRn(h(C)). Además,
dados cualesquiera u, v ∈ C y t ∈ [0, 1], se cumple

h(u) + t(h(v)− h(u)) = (u− x0) + t((v − x0)− (u− x0))

= u− x0 + t(v − u)

= h(u+ t(v − u)).

Como C es convexo se tiene que u + t(v − u) ∈ C y, en consecuencia,
h(u) + t(h(v)− h(u)) ∈ h(C). Esto implica que h(C) es convexo. Aplicando
el caso anterior a h(C), obtenemos que h(C) es un n-celda. Por lo tanto, C
es un n-celda. Con esto terminamos la prueba de este teorema.

El siguiente resultado muestra una caracteŕıstica notable de las fronteras
de variedades para n-celdas, el cual expresa que cualquier homeomorfismo
de la frontera en śı misma se puede extender al espacio completo.

Teorema 1.61. Si C es una n-celda y h : ∂C → ∂C es un homeomorfismo,
entonces h se puede extender a un homeomorfismo de C a C.

Demostración. Sea g : C → Dn un homeomorfismo. Por el Teorema 1.57,
se tiene que g(∂C) = ∂Dn = Sn−1. Luego, f = g|Sn−1

∂C ◦ h ◦ (g|Sn−1

∂C )−1 es un
homeomorfismo de Sn−1 en Sn−1. Definimos la función φ : Dn → Dn por

v
φ7−→
{ ‖v‖f( v

‖v‖) si v 6= 0,

0 si v = 0.

Es claro que φ es continua en todo punto diferente de 0. Además, obsérvese
que, para cada v ∈ Dn−{0}, se cumple que ‖‖v‖f( v

‖v‖)‖ = ‖v‖. Esto implica

que ĺımv→0 φ(v) = 0. Aśı, φ es continua.

Para mostrar que φ es inyectiva, tomemos u, v ∈ Dn con φ(u) = φ(v).
Probaremos que u = v. Si u = 0, entonces φ(v) = 0 y v = 0. Aśı, podemos

suponer que u 6= 0 6= v. Luego, se cumple que u = λv, donde λ =
f( v
‖v‖ )

f( u
‖u‖ ) .

Como λ > 0, se tiene que f( u
‖u‖) = f( λv

‖λv‖) = f( λv
λ‖v‖) = f( v

‖v‖). Esto implica

que ‖u‖ = ‖v‖ y, como f es un homeomorfismo, u
‖u‖ = v

‖v‖ . Aśı, u = v. Esto
prueba que φ es inyectiva.

Ahora mostremos que φ es sobreyectiva. Tomemos w ∈ Dn. Si w = 0,
entonces φ(0) = w. Supongamos que w 6= 0. Luego, si z = ‖w‖f−1( w

‖w‖),

entonces ‖z‖ = ‖w‖, z
‖z‖ = f−1( w

‖w‖) y f(z) = ‖w‖f(f−1( w
‖w‖)) = ‖w‖ w

‖w‖ =
w. Aśı, φ es sobreyectiva.
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De este modo, hemos probado que φ es una biyección continua. Como Dn

es compacto y Hausdorff, deducimos que φ es un homeomorfismo. Además,
φ(Sn−1) = f(Sn−1) = Sn−1 y φ|Sn−1

Sn−1 = f . Luego, si ξ = g−1 ◦φ ◦ g, entonces

ξ es un homeomorfismo de C en śı mismo y ξ|CC = (g|Sn−1

C )−1 ◦ φ|Sn−1

Sn−1 ◦
g|Sn−1

C = (g|Sn−1

C )−1 ◦ f ◦ g|Sn−1

C = h. Esto concluye la demostración de este
resultado.

Los siguientes dos lemas permiten obtener n-celdas a partir de otras
n-celdas por medio de la “contracción” de un subconjunto particular a un
punto y dan una expresión de la frontera como variedad del espacio resul-
tante. Resultan de utilidad en la prueba de los Teoremas 1.113 y 1.115.

Lema 1.62. Si K es una n-celda, T = K × [0, 1] y C = K × {0}, entonces
T/C (la identificación en T de C a un punto) es una n+ 1-celda y

∂(T/C) = {{x} : x ∈ ∂T − C} ∪ {C}.

Demostración. Sea E = [0, 1]n×{0}. Demostraremos primero que el espacio
cociente [0, 1]n+1/E es una (n + 1)-celda y que ∂([0, 1]n+1/E) = {{z} : z ∈
∂[0, 1]n+1 − E} ∪ {E}. Sea ∆ = {(x1, x2, . . . , xn+1) : 0 ≤ xi ≤ xn+1 ≤ 1,,
para cada i ∈ {1, . . . , n}} (el cono geométrico en Rn+1 con base [0, 1]n ×
{1} y vértice 0 = (0, . . . , 0)). Obsérvese que xixn+1 ≤ xn+1, para cada
(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ [0, 1]n+1. De esta manera, podemos definir la función
κ : [0, 1]n+1/E → ∆ como sigue:

w
κ7−→





0 si w = E,

(x1xn+1, . . . xnxn+1, xn+1)
si w = {(x1, x2, . . . , xn+1)} para
algún (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ [0, 1]n+1.

Además, sea q : [0, 1]n+1 → [0, 1]n+1/E la función natural del cociente;
es decir,

z
q7−→
{
E si z ∈ E,
{z} si z /∈ E.

Para mostrar que κ es continua, basta probar que κ◦q : [0, 1]n+1 → ∆ es
continua. Sea x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ [0, 1]n+1. Obsérvese que si x ∈ E, en-
tonces se satisface que xn+1 = 0 y κ◦q(x) = 0 = (x1xn+1, . . . xnxn+1, xn+1).
Similarmente, si x /∈ E, entonces κ◦q(x) = (x1xn+1, . . . , xnxn+1, xn+1). Aśı,
κ◦q(x) = (x1xn+1, . . . xnxn+1, xn+1), para cualquier x ∈ [0, 1]n+1. Por tanto,
κ ◦ q es continua. Tenemos aśı que κ es continua.

Ahora probemos que κ es inyectiva. Sean z, w ∈ [0, 1]n+1/E, tales que
κ(z) = κ(w). Supongamos que z 6= E. Luego, z = {(x1, x2, . . . , xn+1)} y
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κ(z) = (x1xn+1, . . . , xnxn+1, xn+1), para algún (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ [0, 1]n+1.
Obsérvese que xn+1 6= 0. Aśı, κ(z) 6= 0. Esto implica que w 6= E. Luego, exis-
te (y1, y2, . . . , yn+1) ∈ [0, 1]n+1, tal que w = {(y1, y2, . . . , yn+1)}. Se tiene que
(y1yn+1, . . . , ynyn+1, yn+1) = κ(w) = κ(z) = (x1xn+1, . . . , xnxn+1, xn+1).
Por tanto, yn+1 = xn+1 6= 0. Como para cualquier i ∈ {1, . . . , n} se tiene
que yiyn+1 = xixn+1, lo anterior implica que yi = xi. Aśı, w = z. Ahora
supongamos que z = E. Por el caso anterior, se satisface que w = E. De
este modo, en cualquiera de los dos casos se cumple que z = w. Esto prueba
que κ es inyectiva.

Mostraremos ahora que κ es sobreyectiva. Tomemos (x1, x2, . . . , xn+1) ∈
∆. Si (z1, z2, . . . , zn+1) = 0, entonces κ(E) = (z1, z2, . . . , zn+1). Supongamos
que (z1, z2, . . . , zn+1) 6= 0. Como cada j ∈ {1, . . . , n} cumple que 0 ≤ zj ≤
zn+1, esto implica que zn+1 6= 0. Luego, para cada i ∈ {1, . . . , n} se cumple
que 0 ≤ zi

zn+1
≤ 1. De este modo, ( z1

zn+1
, . . . , zn

zn+1
, zn+1) ∈ [0, 1]n+1 − E y

κ({( z1
zn+1

, . . . , zn
zn+1

, zn+1)}) = (z1, z2, . . . , zn+1). Por lo tanto, κ es sobreyec-
tiva. Aśı, κ es una biyección y, más aún, existe la función inversa de κ; es
decir, κ−1 : ∆→ [0, 1]n+1/E, y está dada por

z
κ−1

7−→
{
E si z = 0,
{( z1
zn+1

, . . . , zn
zn+1

, zn+1)} si z 6= 0

(donde z = (z1, z2, . . . , zn+1)). Como [0, 1]n+1/E es compacto (por ser la
imagen de [0, 1]n+1 bajo q) y ∆ es Hausdorff, deducimos que κ es un homeo-
morfismo. Obsérvese que ∆ es un cono geométrico de [0, 1]n×{1} y que, por
tanto, ∆ es un subconjunto convexo de Rn+1. Además, claramente ∆ es un
subconjunto cerrado, acotado y con interior no vaćıo de Rn+1. Aplicando el
Teorema 1.60, obtenemos que ∆ es una (n+ 1)-celda. Por tanto, [0, 1]n+1/E
es una (n+ 1)-celda.

Por otro lado, por el Teorema 1.57, se satisface que κ(∂([0, 1]n+1/E)) =
∂∆. Además, por el Lema 1.59, se cumple

∂∆ = FrRn+1(∆)

= {(x1, . . . , xn+1) ∈ ∆ : xi = 0 o xi = xn+1, para algún i ∈ {1, . . . , n},
o xn+1 = 1}

=
(⋃
{(xn+1F )× {xn+1} : xn+1 ∈ [0, 1]}

)
∪ ([0, 1]n × {1})

= {0} ∪
(⋃
{(xn+1F )× {xn+1} : xn+1 ∈ (0, 1]}

)
∪ ([0, 1]n × {1}) ,

en donde F = {(u1, . . . , un) ∈ [0, 1]n+1 : ui = 0 o ui = 1 para alguna i ∈
{1, . . . , n}} y xn+1F denota el conjunto formado por los elementos de F
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multiplicados por xn+1. Obsérvese que κ◦q(F×{xn+1}) = (xn+1F )×{xn+1}
y que κ ◦ q([0, 1]n × {1}) = [0, 1]n × {1}. Aśı,

∂∆ = {0} ∪
(⋃
{κ ◦ q(F × {xn+1}) : xn+1 ∈ (0, 1]}

)
∪ ([0, 1]n × {1})

= {0} ∪ κ ◦ q (F × (0, 1]) ∪ ([0, 1]n × {1})
= {0} ∪ κ ◦ q ((F × (0, 1]) ∪ ([0, 1]n × {1})) .

Obsérvese que, por el Ejemplo 1.56, ∂[0, 1]n = F y ∂[0, 1] = {0, 1}.
Además, por el Teorema 1.66 ∂[0, 1]n+1 = ([0, 1]n × ∂[0, 1]) ∪ (∂[0, 1]n ×
[0, 1]) = ([0, 1]n × {1}) ∪E ∪ (F × [0, 1]) = ([0, 1]n × {1}) ∪ (F × (0, 1]) ∪E.
Luego,

∂∆ = {0} ∪ κ ◦ q(∂[0, 1]n+1 − E).

Por tanto,

∂([0, 1]n+1/E) = κ−1(∂∆)

= {E} ∪ q(∂[0, 1]n+1 − E)

= {{z} : z ∈ ∂[0, 1]n+1 − E} ∪ {E}.

Esto prueba el caso especial para [0, 1]n+1.

Ahora probaremos el enunciado general del teorema, es decir, el caso para
una n-celda cualquiera K. Sea f : K → [0, 1]n un homeomorfismo (utilizan-
do, por supuesto, el hecho de que los espacios Dn y [0, 1]n son homeomorfos).
Obsérvese que la función F : T → [0, 1]n+1 dada por

(x, t)
F7−→ (f(x), t)

es un homeomorfismo (en donde T = K × I). Asimismo, haciendo C =
K × {0} y E = [0, 1]n × {0}, la función Fq : T/C × [0, 1]n+1/E dada por

A
Fq7−→ F (A) (la imagen bajo F ) es un homeomorfismo.

Esto último implica, por la primera parte de esta demostración, que
T/C es una (n+ 1)-celda. Además, Fq(C) = F (C) = {(f(x), 0) : x ∈ K} =
{(y, 0) : y ∈ [0, 1]n} = E y, por el Teorema 1.57, F−1(∂[0, 1]n+1) = ∂T .
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Aplicando el Teorema 1.57, obtenemos que

∂(T/C) = F−1
q (∂([0, 1]n+1/E))

= F−1
q ({{z} : z ∈ ∂[0, 1]n+1 − E} ∪ {E})

= {F−1
q ({z}) : z ∈ ∂[0, 1]n+1 − E} ∪ {F−1

q (E)}
= {{F−1(z)} : z ∈ ∂[0, 1]n+1 − E} ∪ {C}
= {{x} : x ∈ F−1(∂[0, 1]n+1 − E)} ∪ {C}
= {{x} : x ∈ F−1(∂[0, 1]n+1)− F−1(E)} ∪ {C}
= {{x} : x ∈ ∂T − C} ∪ {C}.

Esto concluye la demostración.

Lema 1.63. Si T es una 2-celda y C es un arco contenido en ∂T , entonces
T/C es una 2-celda y

∂(T/C) = {{x} : x ∈ ∂T − C} ∪ {C}.

Demostración. Sean E = [0, 1]n × {0} y A = [0, 1] × {0}. Obsérvese que,
por la demostración del Teorema 1.62 para el caso particular del cociente
[0, 1]n+1/E, se cumple que [0, 1]2/A es una 2-celda y que

∂([0, 1]2/A) = {{z} : z ∈ ∂[0, 1]2 −A} ∪ {A}.

Sea T una 2-celda cualquiera y C un arco contenido en ∂T . Luego,
existe un homeomorfismo f : T → D2. Asimismo, existe un homeomor-
fismo g : [0, 1]2 → D2. Obsérvese que, por el Teorema 1.57, se cumple que
f(∂T ) = ∂D2 = S1 y g(∂[0, 1]2) = ∂D2 = S1. Mostraremos que existe un
homeomorfismo h : D2 → D2, tal que h(g(A)) = f(C). En efecto, como g(A)
y f(C) son arcos contenidos en S1, existe un homeomorfismo h0 : S1 → S1,
tal que h0(g(A)) = f(C). Aplicando el Teorema 1.61, obtenemos un ho-
meomorfismo h : D2 → D2 el cual es una extension de h0. En particular,
h(g(A)) = f(C). Sea φ : [0, 1]2 → T la función dada por φ = f−1 ◦ h ◦ g.
Obsérvese que φ es un homeomorfismo y φ(A) = C. Además, por el Teo-
rema 1.57, se cumple que φ(∂[0, 1]2) = ∂φ([0, 1]2) = ∂T . Como la función
φq : [0, 1]2/A→ T/C dada por

A
φq7−→ φ(A)
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es un homeomorfismo, T/C es una 2-celda y, de nuevo por el Teorema 1.57,
se satisfacen las siguientes igualdades:

∂(T/C) = φ−1
q (∂([0, 1]2/A))

= φ−1
q ({{z} : z ∈ ∂[0, 1]2 −A} ∪ {A})

= {φ−1
q ({z}) : z ∈ ∂[0, 1]2 −A} ∪ {φ−1

q (A)}
= {{φ−1(z)} : z ∈ ∂[0, 1]2 −A} ∪ {C}
= {{x} : x ∈ φ−1(∂[0, 1]2 −A)} ∪ {C}
= {{x} : x ∈ φ−1(∂[0, 1]2)− φ−1(A)} ∪ {C}
= {{x} : x ∈ ∂T − C} ∪ {C}.

Esto concluye la demostración del lema.

El siguiente lema es en realidad una simple observación que es de utilidad
para demostrar algunos resultados posteriores.

Lema 1.64. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Si x tiene una vecindad
en X que es una n-celda, entonces existe una base de vecindades de x en X
formada exclusivamente de n-celdas. De igual forma, si x tiene una vecindad
en X homeomorfa a Rn, entonces X tiene una base de vecindades de x, tal
que cada una de ellas es homeomorfa a Rn.

Demostración. Supongamos primero que x tiene una vecindad N en X que
es una n-celda. Sea U una vecindad abierta de x en X. Sea h : N → In un
homeomorfismo, donde I es el intervalo cerrado [0, 1]. Como U ∩ intX(N) es
una vecindad de x en N , se tiene que h(U∩intX(N)) es una vecindad de h(x)
en In. Sean A1, . . . , An intervalos cerrados de R, tales que h(x) ∈ intIn(D) ⊂
D ⊂ h(U ∩ intX(N)), donde D =

∏{Ai : i ∈ {1, . . . , n}}. Luego, D es una
n-celda que es también una vecindad de h(x) en In. Por tanto, h−1(D) es
una vecindad de x en N que es una n-celda. Además, h−1(D) ⊂ U∩intX(N),
por lo cual h−1(D) es una vecindad de x en X contenida en U . Esto prueba
la primera afirmación del lema.

Supongamos ahora que x tiene una vecindad R en X, tal que R es
homeomorfa a Rn. Tomemos una vecindad abierta U de x en X. Sea h :
R→ Rn un homeomorfismo. Obsérvese que h(U ∩ intX(R)) es una vecindad
de h(x) en Rn. Sea ε > 0, tal que h(x) ∈ B ⊂ h(U ∩ intX(R)), donde
B = BRn(h(x), ε). Obsérvese que B es una vecindad de h(x) en Rn, tal
que B es homeomorfo a Rn y h−1(B) ⊂ U ∩ intX(R). Aśı, h−1(B) es una
vecindad de x en R, tal que h−1(B) es homeomorfo a Rn y h−1(B) ⊂ U .
Además, h−1(B) ⊂ intX(R), por lo cual h−1(B) es también vecindad de x
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en X. Esto concluye la prueba de la segunda afirmación y la demostración
de este lema.

A continuación se expone un resultado simple pero útil porque garantiza
la equivalencia de la existencia de una vecindad que es una n-variedad con
la existencia de una base de vecindades con esta misma caracteŕıstica.

Teorema 1.65. Sean X un espacio topológico, n ∈ N y x ∈ X. Supongamos
que existe una vecindad N de x en X que es una n-variedad. Entonces, son
equivalentes las siguientes proposiciones:

(a) Existe una vecindad U de x en X que es un n-variedad y que cumple
x ∈ ∂U .

(b) Para cada vecindad M de x en X que es una n-variedad, se satisface
que x ∈ ∂M .

Demostración. Supongamos que no se cumple (b), es decir, que x /∈ ∂M ,
para alguna vecindad M de x en X que es una n-variedad. Aśı, x ∈ int∂M .
Sea V una vecindad de x en M que es homeomorfa a Rn. Obsérvese que
intM (V ) ∩ intX(M) es un abierto de M contenido en intX(M) y, en conse-
cuencia, es abierto en X. Como x ∈ intM (V ) ∩ intX(M), deducimos que V
es una vecindad de x en X. Luego, dada una vecindad U de x en X que
es una n-variedad, por el Lema 1.64, existe una vecindad W de x, tal que
W es homeomorfo a Rn y W ⊂ U . Como W es también vecindad de x en
U , obtenemos que x ∈ int∂ U ; es decir, x /∈ ∂U . Como U fue arbitraria,
deducimos que no se cumple (a). Esto prueba que (a)⇒ (b).

Supongamos ahora que se cumple (b). Luego, se satisface que x ∈ ∂N .
Por tanto, (b)⇒ (a).

El último resultado de esta sección engloba algunas de las propiedades
más resaltables, en relación a los fines perseguidos, de las variedades. A
saber, establece cuál es la frontera como variedad de una intersección (de
un abierto con un variedad) y del producto topológico de variedades.

Teorema 1.66. Sean M una m-variedad, N una n-variedad y U un sub-
conjunto abierto de M . Entonces, se satisface lo siguiente:

(1) U es una m-variedad.

(2) ∂U = (∂M) ∩ U .

(3) M ×N es una m+ n-variedad y ∂(M ×N) = (∂M ×N) ∪ (M × ∂N).
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Demostración. El inciso (1) es una consecuencia inmediata del Lema 1.64.
Para demostrar (2), sea x ∈ U . La implicación (a) ⇒ (c) del Teorema 1.65
garantiza que si x ∈ ∂M , entonces x ∈ ∂U . Por su parte, la implicación
(b)⇒ (a) del mismo teorema asegura que si x ∈ ∂U , entonces x ∈ ∂M . Esto
prueba la igualdad en (2).

Por último, probemos (3). Para esto, sea (x, y) ∈M ×N . Como x ∈M
y M es una m-variedad, existe una vecindad U de x en M , tal que U es una
m-celda. Similarmente, existe una vecindad V de X en N , tal que V es una
n-celda. Como U es homeomorfo a Im y V es homeomorfo a In, se tiene que
U × V es homeomorfo a Im × In = Im+n; es decir, U × V es una (m+ n)-
celda. Además, U × V es una vecindad de (x, y) en M ×N . Como (x, y) es
un punto arbitrario, concluimos que M ×N es una (m+ n)-variedad.

Para probar la igualdad de este inciso, fijemos (x, y) ∈M ×N . Sean S y
T vecindades de x en M y de y en N , respectivamente, tales que S es una n-
celda y T es una m-celda. Sean f : Im → S y g : Im → T homeomorfismos,
donde I es el intervalo [0, 1]. Definimos la función

h : Im × In → S × T dada por (s, t)
h7−→ (f(s), g(t)).

Como h es también un homeomorfismo, aplicando el Teorema 1.57, se
tienen las igualdades ∂M = f(∂Im), ∂N = g(∂In) y ∂(S × T ) = h(∂(Im ×
In)). Por otro lado, si p y q son puntos en Im y en In, respectivamente,
entonces (p, q) tiene alguna coordenada igual a 0 o a 1 si, y sólo si, p o q
tienen alguna coordenada igual a 0 o a 1. Esto implica, por el Ejemplo 1.56
1, que ∂(Im × In) = ∂Im+n = ((∂Im)× In) ∪ (Im × (∂In)). De esta forma,
se tiene lo siguiente

h(∂(Im × In)) = h((∂Im)× In) ∪ h(Im × (∂In))

= (f(∂Im)× g(In)) ∪ (f(Im)× g(∂In))

= ((∂S)× T ) ∪ (S × (∂T )).

Por tanto, ∂(S×T ) = ((∂S)×T )∪ (S× (∂T )). Ahora, con ayuda de esta
última igualdad, probaremos la igualdad de (c). Supongamos que (x, y) ∈
∂(M ×N). Aplicando el Teorema 1.65, tenemos que (x, y) ∈ ∂(S × T ). Aśı,
x ∈ ∂S o t ∈ ∂T . Luego, por el mismo resultado, se cumple que x ∈ ∂M o
y ∈ ∂N . Rećıprocamente, si x ∈ ∂M o y ∈ ∂N , entonces, por el Teorema
1.65, se satisface que x ∈ ∂S o y ∈ ∂T ; es decir, (x, y) ∈ ∂(S × T ). Otra
aplicación del mismo teorema nos lleva a que (x, y) ∈ ∂(M×N). Esto prueba
la igualdad en (3) y finaliza la demostración de este teorema.
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1.4. Dimensión

Esta breve sección está enfocada a presentar la definición de dimensión,
aśı como algunos resultados acerca de este concepto. Varios de estos resul-
tados se dan sin prueba, pero resultan indispensables en el desarrollo de los
caṕıtulos posteriores.

Definición 1.67. Dado cualquier número entero mayor o igual que −1, se
define recursivamente que un espacio topológico X tiene dimensión menor
o igual que n, denotándose por dim(X) ≤ n, de la siguiente forma:

(i) Para cualquier espacio topológico X, dim(X) ≤ −1 si, y sólo si, X = ∅.

(ii) Dado n ≥ 0, supongamos que hemos definido cuándo un espacio to-
pológico tiene dimensión menor o igual que n − 1. Entonces, para
cualquier espacio topológico X y cualquier p ∈ X, dimp(X) ≤ n si X
tiene una base local de vecindades de p cuyas fronteras tienen dimen-
sión menor o igual a n− 1. Además, si, para cada p ∈ X, se satisface
que dimp(X) ≤ n, entonces dim(X) ≤ n.

Definimos también lo siguiente:

1. Para cualquier espacio topológico X y cualesquiera p ∈ X y n ≥ 0,
dimp(X) = n si dimp(X) ≤ n y es falso que dimp(X) ≤ n− 1.

2. Para cualquier espacio topológico X y cualquier n ≥ 0, la dimensión
de X es n, denotada por dim(X) = n, si dim(X) ≤ n y es falso que
dim(X) ≤ n− 1.

3. Para cualquier espacio topológico X, la dimensión de X es ∞, deno-
tada por dim(X) =∞, si dim(X) ≤ n es falso para cada n ∈ N.

De ahora en adelante se asume como cierta la relación n ≤ ∞ entre cada
n ∈ N∪{∞} y el śımbolo∞, lo cual resulta conveniente al formular algunos
resultados.

El siguiente teorema enuncia cómo se comporta la dimensión con respecto
a subespacios, y que, al menos en espacios topológicos regulares, la dimensión
en un punto es una propiedad local.

Teorema 1.68. Sean X un espacio topológico, A un subespacio de X y
p ∈ A. Entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) dim(A) ≤ dim(X).
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(2) dimp(A) ≤ dimp(X).

(3) Si X es regular y p ∈ intX(A), entonces dimp(X) = dimp(A).

Demostración. Demostremos primero (1). Si dim(X) = ∞, entonces la
afirmación es inmediata. De esta manera, podemos suponer que dim(X)
es finita. Haremos la prueba por inducción sobre una cota superior de la
dimensión de X. En caso de que dim(X) ≤ −1, el resultado es inme-
diato, por vacuidad. Tomemos n ≥ 0 y supongamos que el resultado es
válido siempre que dim(X) ≤ n − 1. Sean X un espacio topológico con
dim(X) ≤ n, A un subconjunto de X y p ∈ A. Sea U una vecindad de p
en A. Luego, existe una vecindad V de p en X ta que U = A ∩ V . Co-
mo dimp(X) es finita, existe una vecindad W de p en X contenida en V
con dim(FrX(W )) ≤ dimp(X) − 1. Aplicando el Lema 1.9, tenemos que
FrA(W ∩A) ⊂ FrX(W )∩A ⊂ FrX(W ). Por la hipótesis de inducción, se de-
duce que dim(FrA(W ∩A)) ≤ dim(FrX(W )) ≤ dimp(X)−1. Como W ∩A es
una vecindad de p en A contenida en U , concluimos que dimp(A) ≤ dimp(X).
Como esto sucede para cada p ∈ A, obtenemos que dim(A) ≤ dim(X).

La prueba de (2) es similar a la de (1), salvo que no necesita inducción y
hace uso de (1). Haremos esta parte de la demostración omitiendo detalles
idénticos a la demostración de (1). Sean X un espacio topológico, A un
subconjunto de X y p ∈ A. Si dimp(X) es infinita, entonces la afirmación es
inmediata. Supongamos que dimp(X) es finita. Dada cualquier vecindad U
de p en A, existen vecindades V y W de p en X, tales que U = V ∩A, W ⊂ V
y dim(FrX(W )) ≤ dimp(X) − 1. Como FrA(W ∩ A) ⊂ FrX(W ), aplicando
(2), tenemos que dimA(FrA(W ∩A)) ≤ dim(FrX(W )) ≤ dimp(X)−1. Como
W ∩A es una vecindad de p en X contenida en U , deducimos de esto último
que dimp(A) ≤ dimp(A).

Por último, probaremos (3). Por (2), basta mostrar que dimp(X) ≤
dimp(A). Si dimp(A) = ∞, entonces el resultado es inmediato. Suponga-
mos que dimp(A) es finita. Sea U una vecindad abierta de p en X contenida
en A. Luego, U es una vecindad abierta de p en A. Sea V una vecindad
de p en A con V ⊂ U y dim(FrA(V )) ≤ dimp(A) − 1. Obsérvese que V es
vecindad de p en X. Como X es regular, podemos suponer que clX(V ) ⊂
intX(A). Aplicando el Lema 1.9 (ii) tenemos que FrX(A) = FrA(V ). Aśı,
dimp(FrX(V )) ≤ dimp(A)− 1. Por tanto, dimp(X) ≤ dimp(A). Esto conclu-
ye la prueba del teorema.

El siguiente lema es un sencillo corolario al Teorema 1.68, aplicado a
subespacios especiales de productos topológicos. Es usado en el Teorema
2.15.
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Lema 1.69. Sean X y Y espacios topológicos. Si p ∈ X y q ∈ Y , entonces
dimp(X) ≤ dim(p,q)(X × Y ).

Demostración. Obsérvese que la función f : X → X × {q} dada por x
f7−→

(x, q) es un homeomorfismo que cumple f(p) = (p, q). Aśı, dimp(X) =
dim(p,q)(X × {q}). Además, aplicando el inciso (1) del Teorema 1.68, te-
nemos que dim(p,q)(X × {q}) ≤ dim(p,q)(X × Y ). Por tanto, dimp(X) ≤
dim(p,q)(X × Y ).

Puesto que la definición de dimensión aqúı expuesta es algo intrincada,
cabe preguntarse si este concepto se comporta de la manera que se esperaŕıa,
por ejemplo, en espacios tan familiares como Rn. Al menos en este caso la
respuesta es afirmativa. Sin embargo la prueba de esto no es en ningún
modo trivial y se menciona aqúı solamente como un ejemplo, siendo usado
más adelante.

Ejemplo 1.70. Para cualquier n ∈ N, el espacio Rn tiene dimensión n.

El Teorema 1.68 asegura que si un subconjunto de un espacio topológico
regular tiene interior no vaćıo, entonces ambos espacios tienen la misma
dimensión. En el caso de Rn, para n ∈ N, el siguiente resultado afirma que
estas dos condiciones son equivalentes.

Teorema 1.71 ([12], Teorema IV 3). Sean n ∈ N y E ⊂ Rn. Entonces, se
cumple que dim(E) = n si, y sólo si, existe un subconjunto abierto U de Rn,
tal que U ⊂ E.

Ejemplo 1.72. Dada una n-variedad M , si x ∈M , entonces dimx(M) = n.

El resultado que ahora se enuncia, relaciona la propiedad de un subespa-
cio de hacer disconexa a una n-variedad al serle removido, con la dimensión
de dicho subespacio. Es necesario para la prueba del Teorema 2.14.

Teorema 1.73 ([12], véase el Corolario 2 al Teorema IV 4). Sea n ∈ N. Si
X es una n-celda y A es un subespacio de X, tal que X − A es disconexo,
entonces dim(A) ≥ n− 1.

1.5. El Teorema de Toruńczyk

Esta sección está dedicada casi exclusivamente a exponer un teorema
muy destacable de la Topoloǵıa General: El Teorema de Toruńczyk. En
términos sencillos, este teorema caracteriza (dentro de una clase que incluye
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a los retractos absolutos compactos) una clase de espacios otrora dif́ıcil de
identificar (una clase que incluye al cubo de Hilbert) en términos topológi-
cos relativamente simples. Aunque sus alcances son mayores, en este texto
se expresa como una caracterización del cubo de Hilbert en términos de la
existencia de cierta sucesión de funciones con caracteŕısticas especiales (Teo-
rema 1.81). La utilidad de este resultado es visible en la prueba del Teorema
3.12.

Asimismo, se aprovecha esta sección para definir varios conceptos relacio-
nados al Teorema de Toruńczyk. Para comenzar, se presentan los conceptos
de extensor absoluto y retracto absoluto, los cuales, como se observa en el
Teorema 1.76, resultan equivalentes.

Definición 1.74. Sean X y Y espacios topológicos, A ⊂ Y y f : A → X
una función continua. Decimos que la función F : X → Y es una extensión
continua de f a Y si F es continua y F |A = f . Un espacio normal X es
un extensor absoluto si, para cada espacio normal Y , cada subconjunto
cerrado A de Y y cada función continua f : A → X, f tiene una extensión
continua a Y .

Definición 1.75. Un subconjunto cerrado A de un espacio topológico Y
es un retracto de Y si IdA tiene una extensión continua a Y . Un espacio
normal X es un retracto absoluto si, para cada espacio normal Y y cada
subconjunto cerrado B de Y homeomorfo a X, se satisface que B es un
retracto de Y .

Teorema 1.76 ([4], Teorema (4.B.19)). Sea X un espacio topológico. En-
tonces, X es un retracto absoluto si, y sólo si, X es un extensor absoluto.

Para formular y tratar con el Teorema de Toruńczyk, resulta conveniente
la siguiente notación (en realidad la función d∞ que se define resulta ser una
métrica sobre el espacio de funciones continuas que van de X a Y , pero esta
propiedad no es requerida aqúı).

Definición 1.77. Dados X y Y espacios métricos, X con métrica acotada,
y funciones continuas f, g : Y → X, denotaremos

d∞(f, g) = sup{d(f(y), g(y)) : y ∈ Y }.
Para formular el teorema principal de esta sección se requiere también

de las siguientes dos definiciones.

Definición 1.78. Sean X y Y espacios métricos y {fn}n∈N una sucesión
de funciones continuas de X en Y . Decimos que f : X → Y es el ĺımite
uniforme de {fn}n∈N si ĺım d∞(fn, f) = 0.
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Definición 1.79. Sean X un espacio métrico compacto y A un subconjunto
cerrado de X. Decimos que A es un Z-conjunto en X si IdX es el ĺımite
uniforme de funciones continuas cuyas imágenes no intersectan a A. Decimos
que una función continua f entre espacios métricos compactos X1 y X2 es
una Z-función si f(X1) es un Z-conjunto en X2.

Para manipular Z-conjuntos se requiere el siguiente lema, el cual ga-
rantiza que al realizar ciertas operaciones sobre ellos, se siguen obteniendo
Z-conjuntos.

Lema 1.80. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, se cumplen las
siguientes afirmaciones:

(1) Un subconjunto cerrado de un Z-conjunto en X, es a su vez un Z-
conjunto en X.

(2) La unión finita de Z-conjuntos en X es un Z-conjunto en X.

Demostración. Probaremos (1). Supongamos que A es un Z-conjunto en
X y B es un subconjunto cerrado de A. Sea ε > 0. Luego, existe una
función continua fε : X → X − A, tal que d∞(fε, IdX) < ε. Obsérvese que
X −A ⊂ X −B. De esta manera, podemos considerar que fε : X → X −B.
Además, B es un subconjunto cerrado deX. Por lo tanto, B es un Z-conjunto
en X.

Ahora mostremos (2). Bastará probar la afirmación para dos elementos.
Sean A1 y A2 dos Z-conjuntos en X. Tomemos una función continua f1 :
X → X − A1, tal que d∞(f1, IdX) < ε

2 . Obsérvese que, dado a ∈ A, se
cumple que d(f1(X), A1) ≤ d(f(a), a) ≤ d∞(f1, IdX). Aśı, d(f1(X), A1) <
ε
2 . Como X es compacto, f1(X) es compacto. Además, f1(X) ∩ A1 = ∅.
Luego, d(f1(X), A1) > 0. Aśı, existe una función continua f2 : X → X−A2,
tal que d∞(f2, IdX) < 1

2d(f1(X), An). Obsérvese que para cualquier x ∈ X
se cumple que d(f1(x), f2(f1(x))) < 1

2d(f1(X), A1) < d(f1(X), A1) y, por
tanto, f2(f1(x)) /∈ A1. Se sigue de esto último que f2(f1(X)) ⊂ X − A1.
Como también f2(X) ⊂ X − A2, podemos considerar la función continua
g = f2 ◦ f1 : X → X − (A1 ∪ A2). Obsérvese también que d(g(x), x) ≤
d(g(x), f1(x))+d(f1(x), x) < 1

2d(f1(X), A1)+ ε
2 <

ε
4 + ε

2 = 3ε
4 , para cualquier

x ∈ X. Luego, d∞(g, IdX) < ε. Por tanto, A1∪A2 es un Z-conjunto enX.

Ahora, ya se tiene las condiciones para enunciar el Teorema de To-
ruńczyk.

Teorema 1.81 ([16], Teorema 9.3). Sea X un retracto absoluto. Si la fun-
ción identidad sobre X es un ĺımite uniforme de Z-funciones, entonces X
es un cubo de Hilbert.
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1.6. Hiperespacios

En esta amplia sección se estudian a los objetos que son el tema central
de nuestro estudio; es decir, a los hiperespacios de continuos, y, más es-
pećıficamente, a los hiperespacios Cn(X) de continuos localmente conexos.
Se detallan algunas propiedades generales de los hiperespacios, comenzando
con su estructura general y condiciones de arco conexidad y conexidad lo-
cal en hiperespacios. Posteriormente, se definen algunas funciones notables
entre hiperespacios, a saber, la función inducida entre dos hiperespacios por
una función entre sus espacios subyacentes y un par de funciones basadas en
la unión de conjuntos. Por último, se examinan modelos geométricos para
algunos hiperespacios de los arcos y de la curva cerrada simple, además de
algunos resultados referentes al concepto de hiperespacio de crecimiento.

1.6.1. Resultados generales

Lo primero que se define es el hiperespacio “más grande” considerado en
este trabajo.

Definición 1.82. Sea X un espacio métrico. Denotamos

2X = {A ⊂ X : A es un subconjunto compacto y no vaćıo de X}.

Pero sin una estructura, el conjunto recién definido no es de mucha utili-
dad. Para dotarle de la estructura que necesitamos, se requiere de la siguiente
definición.

Definición 1.83. Sea X un espacio métrico con métrica acotada d. Para
cualesquiera A ⊂ X y ε > 0, la ε-nube alrededor de A, denotada por
Nd(A, ε), como el conjunto

Nd(A, ε) = {x ∈ X : d(x, a) < ε para alguna a ∈ A}.

Asimismo, de la función Hd : 2X × 2X → R por

(A,B)
Hd7−→ ı́nf {r > 0 : A ⊂ Nd(B, r) y B ⊂ Nd(A, r)}.

La Figura 1.2, permite visualizar estos dos conceptos.

La función Hd dota a 2X de una estructura muy rica. Aqúı sólo se pre-
senta una ı́nfima parte de la gran cantidad de propiedades que posee. En
primer lugar está el siguiente resultado.
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Nd(A, ε)

Nd(B, ε)

A

B

Figura 1.2: Las ε nubes alrededor de A y de B cumplen que A ⊂ Nd(B, ε)
y B ⊂ Nd(A, ε). Por consiguiente, se cumple que Hd(A,B) ≤ ε.

Teorema 1.84 ([16], Teorema 2.2). Para cualquier espacio métrico X con
métrica acotada d, la función Hd es una métrica para 2X .

De esta manera, la métrica d para X induce una métrica Hd para 2X . A
Hd se le denomina métrica de Hausdorff inducida por d o simplemente
métrica de Hausdorff, cuando no exista posibilidad de confusión. De aho-
ra en adelante, cuando se habla de 2X siempre se le considera con la métrica
de Hausdorff. Además, al hablar de un hiperespacio de X siempre se re-
fiere a un subconjunto de 2X metrizado por la restricción correspondiente
de Hd.

Aunque muchas veces la estructura métrica de 2X posee mayor cabida
para la intuición, en ocasiones es conveniente tratar directamente con su
estructura topológica. El siguiente resultado da una expresión conveniente
y útil de esta última. Pero antes, es necesario definir el siguiente importante
concepto.

Definición 1.85. Sean X un continuo y U1, . . . , Uk una colección finita
de subconjuntos de X. El vietórico de U1, . . . , Uk en 2X , denotado por
〈U1, . . . , Uk〉, es el conjunto

〈U1, . . . , Un〉 = {A ∈ 2X : A ⊂
k⋃

i=1

Ai y A∩Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, . . . , k}}

Además, dada n ∈ N, el vietórico de U1, . . . , Uk en Cn(X), denotado por
〈U1, . . . , Uk〉n, es el conjunto

〈U1, . . . , Un〉n = 〈U1, . . . , Un〉 ∩ Cn(X).
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U1

U2

U3

U4

Figura 1.3: Las curvas mostradas se encuentran en el vietórico de los sub-
conjuntos abiertos U1, U2, U3 y U3.

La Figura 1.3 ejemplifica el concepto anterior. Los ejemplos en las Figu-
ras 1.2 y 1.3 dan una idea del estrecho v́ınculo que existe entre los vietóricos
y la relación de cercańıa dada por la métrica de Hausdorff.

Teorema 1.86. Sea X un espacio métrico acotado. Entonces, la familia
{〈U1, . . . , Uk〉 : k ∈ N y U1, . . . , Uk son subconjuntos abiertos de X}, forma
una base de abiertos para la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff
en 2X .

Demostración. Primero mostraremos que cada vietórico de abiertos en X es
abierto en 2X . Sean U1, . . . , Un una colección finita de subconjuntos abiertos
de X y A ∈ 〈U1, . . . , Un〉. Dado i ∈ {1, . . . , n}, tomemos xi ∈ Ui ∩ A.
Como Ui es abierto, existe εi > 0, tal que Bd(xi, εi) ⊂ Ui. Además, si⋃{Ui : i ∈ {1, . . . , n}} 6= X, entonces A y X − ⋃{Ui : i ∈ {1, . . . , n}} son
subconjuntos cerrados y ajenos de X, con A compacto. Por consiguiente,
d(A,X − ⋃{Ui : i ∈ {1, . . . , n}}) > 0. De cualquier forma, existe ε0 > 0,
tal que Nd(A, ε0) ⊂ ⋃{Ui : i ∈ {1, . . . , n}}. Sea ε = mı́n{ε0, ε1, . . . , εn}.
Luego, dado B ∈ BHd

(A, ε), se tiene que A ⊂ Nd(B, ε). Sea b ∈ B, tal
que xi ∈ Bd(b, ε). Se tiene que b ∈ Bd(xi, ε) ⊂ Ui. Además, B ⊂ Nd(A, ε) ⊂⋃{Ui : i ∈ {1, . . . , n}}. Por tanto, B ∈ 〈U1, . . . , Un〉 y 〈U1, . . . , Un〉 es abierto
en 2X .

Ahora mostremos que la colección de vietóricos de subconjuntos abier-
tos de X forma una base para la topoloǵıa inducida por Hd. Tomemos un
abierto U de 2X y un punto A ∈ U. Sea ε > 0, tal que BHd

(A, 2ε) ⊂ U.
Como A es compacto y A ⊂ ⋃{Bd(x, ε) : x ∈ A}, existe una colección finita
de puntos x1, . . . , xn ∈ A, tales que A ⊂ ⋃{Bi : i ∈ {1, . . . , n}}, donde
Bi = Bd(xi,

ε
2), para cada i ∈ {1, . . . , n}. Obsérvese que A ∈ 〈B1, . . . , Bn〉.
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Queremos probar que 〈B1, . . . , Bn〉 ⊂ U. Tomemos C ∈ 〈B1, . . . , Bn〉. Lue-
go, C ⊂ ⋃{Bi : i ∈ {1, . . . , n}} ⊂ Nd(A, ε). Además, A ⊂ ⋃{Bi : i ∈
{1, . . . , n}} ⊂ ⋃{Bd(ci, ε) : i ∈ {1, . . . , n}} ⊂ Nd(C, ε), donde ci ∈ C ∩ Bi,
para cada i ∈ {1, . . . , n}. De esta manera, Hd(A,C) ≤ ε. Aśı, se concluye
que C ∈ BHd

(A, 2ε) y que 〈B1, . . . , Bn〉 ⊂ BHd
(A, 2ε) ⊂ U. Esto concluye la

prueba del teorema.

Al tratar con hiperespacios es necesario poder utilizar las propiedades
que, como subconjuntos del continuo considerado, tienen sus puntos. Uno de
los conceptos que proporciona esta capacidad es el de ĺımite de conjuntos,
el cual ahora se define. Uno de los motivos de su utilidad en el estudio de
hiperespacios se manifiesta en el Teorema 1.90.

Definición 1.87. Sean X un continuo y {An}n∈N una sucesión en 2X . El
ĺımite inferior de {An}n∈N y el ĺımite superior de {An}n∈N, denotados
respectivamente por ĺım supAn y ĺım inf An, son los conjuntos

ĺım inf An = {x ∈ X : para cada vecindad U de x existe N ∈ N,
tal que U ∩An 6= ∅ para cada n ≥ N} y

ĺım supAn = {x ∈ X : para cada vecindad U de x existe un subconjunto

infinito T de N, tal que U ∩An 6= ∅,
para cada n ∈ T}.

Si ĺım inf An = A = ĺım supAn, entonces el ĺımite de {An}n∈N es A y se
denota por ĺımAn = A.

El Ejemplo 1.88 muestra que las definiciones anteriores no son equiva-
lentes entre śı y que, por tanto, ĺımAn no siempre existe.

Ejemplo 1.88. Sea {An}n∈N la sucesión de segmentos de recta en el plano,
tal que An = { 1

n} × [−2, 2], si n es impar, y An = { 1
n} × [−1, 1], si n es par.

Entonces,

ĺım inf An = [−1, 1] pero ĺım supAn = [−2, 2].

El siguiente lema muestra otra expresión de los ĺımites de conjuntos.
Será de ayuda al probar el Lema 2.10 y el Teorema 3.30.

Lema 1.89. Sea X un continuo. Si {An}n∈N es una sucesión de subconjun-
tos de X, entonces se cumple que

ĺım inf An = {x ∈ X : existe una sucesión {xn}n∈N en X que converge

a x, tal que xn ∈ An, para cada n ∈ N} y
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Figura 1.4: Diferencia entre ĺım inf An y ĺım supAn

ĺım supAn = {x ∈ X : existe {xn}n∈N, con xn ∈ An para cada n ∈ N, tal

que alguna subsucesión de {xn}n∈N converge a x}.

Demostración. Sea d una métrica para X. En primer lugar, demostremos la
primera igualdad del teorema. Obsérvese que la contención hacia la izquierda
es inmediata. Para probar la contención hacia la derecha, tomemos x ∈
ĺım inf An. Hagamos M1 = N1 = 1. Supongamos que hemos definido Mn,
para algún n ∈ N. Como x ∈ ĺım inf An y 1

n+1 > 0, existe Nn+1 ∈ N, tal

que, para cada k ≥ Nn+1, se cumple que B(x, 1
n+1) ∩ Ak 6= ∅. Sea Mn+1 =

máx{Nk + 1, Nk+1}. De esta forma la sucesión {Mn}n∈N es estrictamente
creciente. En particular, Mn ≥ n.

Dado cualquier k ∈ N, sea m(k) = máx{n : k ≥ Mn}. Como k ≥
Mm(k) ≥ Nm(k), existe xk ∈ B(x, 1

m(k))∩Ak 6= ∅. Probaremos que ĺımxk = x.

Sean ε > 0 y n0 ∈ N, tales que 1
n0
< ε. Luego, para cada n ≥Mn0 , se cumple

que m(n) ≥ n0 y d(x, xn) < 1
m(n) ≤ 1

n0
< ε. Por tanto, ĺımxk = x. Esto

prueba la contención hacia la derecha de la primera igualdad.
Demostremos la segunda igualdad. De nuevo, la contención hacia la iz-

quierda es inmediata. Para probar la otra contención, fijemos x ∈ ĺım supAn.
Definimos la sucesión {M(n)}n∈N como sigue. Sea M(0) = 0. Supongamos
que hemos definido el número natural M(k − 1), para algún k ∈ N. Co-
mo x ∈ ĺım supAn, se cumple que B(x, 1

k ) ∩ Aj 6= ∅, para una cantidad
infinita de j ∈ N. Luego, existe M(k) ∈ N, tal que M(k) > M(k − 1) y
B(x, 1

k )∩AM(k) 6= ∅. De este modo, la sucesión {M(n)}n∈N es estrictamente
creciente.
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Definimos la sucesión {xn}n∈N como sigue. Si n = M(k) para algún
k ∈ N, entonces elegimos xn ∈ B(x, 1

k )∩An. En otro caso, elegimos xn ∈ An.
Como {M(n)}n∈N es una sucesión estrictamente creciente de números natu-
rales, {xM(n)}n∈N es una subsucesión de {xn}n∈N. Además, para cada n ∈ N
se cumple n ≤ M(n). Probaremos que ĺımxM(n) = x. Sean ε > 0 y N ∈ N,

tales que 1
N < ε. Luego, para k ≥ N se cumple que xM(k) ∈ B(x, 1

k ) ⊂
B(x, 1

N ) y d(x, xk) < ε. tanto, ĺımxM(n) = x. Esto muestra la contención
hacia la derecha de la segunda igualdad y concluye la demostración de este
lema.

El siguiente resultado muestra la principal razón de la presencia del ĺımite
de conjuntos en este escrito.

Teorema 1.90 ([19], Teorema 0.7). Sean X un continuo, A un punto en 2X

y {An}n∈N una sucesión en 2X . Entonces, {An}n∈N converge a A según la
Definición 1.87 si, y sólo si, {An}n∈N converge a A con respecto a la métrica
de Hausdorff.

El siguiente resultado es un caso particular, porque aunque se tenga una
sucesión convergente {An}n∈N en 2X , puede ocurrir que existan Bn ⊂ An,
para cada n ∈ N, tales que ĺımBn no exista, o incluso que ĺım inf Bn = ∅.

Lema 1.91. Sea X un continuo. Supongamos que existen una sucesión
{An}n∈N en 2X y p ∈ X, tales que ĺımAn = {p}. Si {pn}n∈N es una sucesión
en X, tal que, para cada n ∈ N, se cumple que pn ∈ An, entonces ĺım pn = p.
Más aún, si {Bn}n∈N es una sucesión en 2X , tal que Bn ⊂ An, para cada
n ∈ N, entonces ĺımBn = {p}.

Demostración. Sea d una métrica para X. Para empezar, probaremos la
primera parte del enunciado del lema. Sea {pn}n∈N una sucesión en X, tal
que pn ∈ An, para cada n ∈ N. Sea ε > 0. Como ĺımAn = {p}, existe
N ∈ N, tal que, para cada n > N , se cumple que Hd(An, {p}) < ε

2 . Fijemos
n > N . Luego, An ⊂ Nd({p}, ε). Como pn ∈ An, existe q ∈ {p}, tal que
d(pn, q) < ε; es decir, d(pn, p) < ε. Como la elección de n > N y ε fue
arbitraria, concluimos que ĺım pn = p.

Ahora demostremos la segunda parte del lema. Sea {Bn}n∈N una su-
cesión en 2X , tal que Bn ⊂ An, para cada n ∈ N. Si, para cada n ∈ N,
tomamos xn ∈ Bn ⊂ An, entonces, por la primera parte de la demostración,
se cumple que ĺımxn = p. Esto implica, por el Lema 1.89, que p ∈ ĺım inf An.
Supongamos que y ∈ ĺım supAn. Aplicando el Lema 1.89, obtenemos una
sucesión {yn}n∈N en X, tal que para cada n ∈ N se tiene que yn ∈ An y
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alguna subsucesión de esta serie converge a y. Por la primera parte de la
demostración, se satisface que ĺım yn = p. Como escogimos arbitrariamente
a y ∈ ĺım supAn, lo anterior implica que ĺım supAn ⊂ {p}. Por lo tanto,
{p} ⊂ ĺım inf An ⊂ ĺım supAn ⊂ {p} o, equivalentemente, ĺımAn = {p}.
Esto concluye esta demostración.

Hasta aqúı se ha tratado con resultados relacionados con una estructura
métrica del conjunto 2X y la convergencia en él con dos tipos equivalentes
de ĺımites. Ahora, se presentan los hiperespacios que son el tema central de
este trabajo (y un hiperespacio más, que aunque no es estudiado en este
trabajo, resulta conveniente tener una notación para él).

Definición 1.92. Sean X un espacio métrico y n ∈ N. Denotamos

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes},

F (X) = {A ∈ 2X : A tiene exactamente un punto}.
A Cn(X), dotado de la métrica de Hausdorff (relativa a 2X), se le llama

el n-ésimo hiperespacio de X.

El primer resultado sobre Cn(X) establece que éste siempre es un con-
tinuo, cuando X también lo es. En la demostración de este hecho se utiliza
una propiedad del hiperespacio 2X más fuerte que la arco conexidad. Para
enunciar dicha propiedad se requiere la siguiente definición.

Definición 1.93. Sea X un continuo. Un arco α : [0, 1] → 2X es un arco
ordenado en 2X si para cualesquiera s, t ∈ [0, 1] con s ≤ t se cumple que
h(s) ⊂ h(t). Decimos que α va de A a B o, equivalentemente, que es un arco
ordenado de A a B, si α(0) = A y α(1) = B.

Teorema 1.94 ([19], Lema 1.8). Sea X un continuo. Si A y B son elementos
distintos de 2X , entonces existe un arco ordenado en 2X que va de A a B
si, y sólo si, A ⊂ B y cada componente de B intersecta A.

Teorema 1.95. Sean X un continuo y n ∈ N. Entonces, los hiperespacios
2X y Cn(X) son continuos arco conexos.

Demostración. Demostremos primero que 2X es compacto. Para tal efecto,
sea {An}n∈N una sucesión en 2X . Queremos probar que esta sucesión tiene
una subsucesión convergente en 2X . Como X es un espacio métrico y com-
pacto, X es segundo numerable. Sea {U1, U2, . . . } una base numerable para
X. Definimos la colección de sucesiones {ik : N→ N | k ∈ N} como sigue (en
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este desarrollo utilizaremos la siguiente notación para las sucesiones: una
sucesión en el conjunto A es una función de N en A y, dada una sucesión r
en A, una subsucesión de r es una composición r ◦ q, donde q es una fun-
ción inyectiva de N en N). Hagamos i1 = IdN (la función identidad en N).
Supongamos que hemos definido is, para cada s ≤ k. Sea jk = i1 ◦ · · · ◦ ik.
Definimos ik+1 de la siguiente manera:

(•) Si existe una subsucesión jk ◦r de jk, tal que Uk ∩ ĺım supAjk◦r(n) = ∅,
entonces hacemos ik+1 = r. Obsérvese que podemos suponer que ik+1

es estrictamente creciente.

(••) Si toda subsucesión jk ◦ r de jk cumple que Uk ∩ ĺım supAjk◦r(n) 6= ∅,
entonces sea ik+1 = IdN.

Consideremos la sucesión t dada por t(k) = jk(k), para cada k ∈ N.
Obsérvese que, dada m ∈ N, si k ≥ m + 1, entonces jk = i1 ◦ · · · ◦ ik =
jm ◦ im+1 ◦ · · · ◦ ik. Esto implica que jk es una subsucesión estrictamente
creciente de jm. Más aún,

t(n+ 1) = jn+1(n+ 1) = jm(im+1 ◦ · · · ◦ in+1(n+ 1)) y

t(n+ 1) = jn+1(n+ 1) = jn(in+1(n+ 1)) ≥ jn(n+ 1)

> jn(n) = t(n).

Como esto ocurre para cualesquiera n,m ∈ N con n ≥ m y, además, t(m) =
jm(m), tenemos que {t(n)}∞n=m es una subsucesión estrictamente creciente
de {jm(n)}n∈N.

Mostraremos que la sucesión {At(n)}n∈N es convergente en 2X . Suponga-
mos, por el contrario, que esto no sucede. Por el Teorema 1.90, {At(n)}n∈N
no converge según la Definición 1.87. Como ĺım inf At(n) ⊂ ĺım supAt(n), lo
anterior implica que existe p ∈ ĺım supAt(n), tal que p /∈ ĺım inf At(n). Luego,
existe una vecindad V de p en X, tal que una cantidad infinita de elementos
de {At(n)}n∈N no intersecta a V . Sea s ∈ N, tal que p ∈ Us ⊂ V . De esta
forma, podemos hallar una subsucesión estrictamente creciente t ◦ q de t,
tal que Us ∩ At◦q(n) = ∅. Obsérvese que t ◦ q(n) ≥ t(n), para cada n ∈ N.
Aśı, {t◦ q(n)}∞n=s es una subsucesión de {t(n)}∞n=s y, por el párrafo anterior,
de {js(n)}n∈N. Además, como X − Us es cerrado en X y para cualquier
n ∈ N se cumple que At◦q(n) ⊂ X − V ⊂ X − Us, aplicando el Lema 1.89,
se tiene que ĺım supAt◦q(n) ⊂ X −Us. Esto implica que {js(n)}n∈N satisface
(•) y, por ende, que Us ∩ ĺım supAjs+1(n) = ∅. Como {t(n)}∞n=s+1 es una
subsucesión de {js+1(n)}n∈N, tenemos que ĺım supAt(n) ⊂ ĺım supAjs+1(n).
Aśı, p ∈ Us ∩ ĺım supAjs+1(n) = ∅. Esto es una contradicción. Por tanto,
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{At(n)}n∈N es una subsucesión convergente de {An}n∈N. Esto prueba que

2X es compacto.
Ahora, mostraremos que C(X) es compacto. Como 2X es compacto, bas-

ta probar que C(X) es cerrado en 2X . Para esto, sea {An}n∈N una sucesión
en C(X), tal que ĺımAn = A, para algún A ∈ 2X . Queremos mostrar que
A es conexo. Supongamos, por el contrario, que A es disconexo. Sean B y
C subconjuntos cerrados y ajenos y no vaćıos de A, tales que A = B ∪ C.
Como B y C son compactos, tenemos que d(A,B) > 0. Sea ε = 1

2d(A,B).
Luego, si U = Nd(A, ε) y V = Nd(B, ε), entonces U y V son subconjuntos
abiertos y ajenos X, tales que A ⊂ U ∪V , A∩U ⊃ B 6= ∅ y A∩V ⊃ C 6= ∅.
Aśı, A ∈ 〈U, V 〉. Como 〈U, V 〉 es un subconjunto abierto de 2X (por el Teo-
rema 1.86), existe N ∈ N, tal que, si n ≥ N , entonces An ∈ 〈U, V 〉. Como
An ⊂ U ∪ V y An es conexo, se cumple que An ⊂ U o An ⊂ B, para ca-
da n ≥ N . De esta manera, existe una subsucesión {Akn}n∈N de {An}n∈N,
tal que cada uno de sus elementos esta contenido en U o cada uno de sus
elementos está contenido en V . Como ĺımAkn = A, aplicando el Lema 1.89
obtenemos que A ⊂ clX(U) ⊂ X − V o A ⊂ clX(V ) ⊂ X − U . Esto con-
tradice el hecho que C ⊂ V y B ⊂ U . Por tanto, A es conexo y C(X) es
cerrado en 2X .

Por último, demostraremos que 2X y C(X) son arco conexos. Para este
fin, sea A un punto en 2X distinto de X. Aplicando el Teorema 1.94 obtene-
mos un arco ordenado α en 2X de A a X. Supongamos que A ∈ Cn(X). Sean
A1, . . . , Ar las r componentes distintas de A. Sean B ∈ α y C la familia de
componentes de B. Dado i ∈ {1, . . . , r}, hagamos Ci = {C ∈ C : C∩Ai 6= ∅}.
Obsérvese que A ⊂ B =

⋃ C. Como Ai ⊂
⋃ Ci y Ai es conexo, aplican-

do el Teorema 1.2, tenemos que
⋃ Ci es conexo. Aśı,

⋃ Ci está contenido
en alguna componente Bi de B. Obsérvese que el subarco de α que va
de A a B es un arco ordenado en 2X . Luego, por el Teorema 1.94, se
cumple que A ∩ C 6= ∅, para cada C ∈ C. De esto último, inferimos que
B =

⋃ C ⊂ ⋃{⋃ Ci : i ∈ {1, . . . , r}} ⊂ ⋃{Bi : i ∈ {1, . . . , r}} ⊂ B. Por
tanto, B =

⋃{Bi : i ∈ {1, . . . , r}}, B tiene a lo más r componentes y, en
consecuencia, B ∈ Cn(X). De esta manera, hemos probado que cada punto
en 2X puede ser unido a X por un arco contenido en 2X y que, si tal punto
es elemento de C(X), entonces dicho arco está contenido en C(X). Esto
prueba que 2X y C(X) son arco conexos y termina la demostración de este
teorema.

Lema 1.96 ([3], Lema 2.2). Sean X un continuo, n ∈ N y B un subcontinuo
de 2X , tales que B ∩ Cn(X) 6= ∅. Entonces,

⋃B ∈ Cn(X).

El siguiente lema expresa una propiedad que es de suma importancia,
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y es mencionada en múltiples ocasiones en el Caṕıtulo 3, porque afirma la
equivalencia de una propiedad entre un continuo y sus n-ésimos hiperespa-
cios. Esta equivalencia permite descartar muchos espacios en la búsqueda de
aquellos que tienen el mismo n-ésimo hiperespacio. Antes, se necesitan los
siguientes dos lemas.

Lema 1.97. Sean X y Y espacios topológicos. Si X es localmente conexo y
f : X → Y es una función continua, cerrada y sobreyectiva, entonces Y es
localmente conexo.

Demostración. Por el Teorema 1.13, basta demostrar que las componentes
de cada subconjunto abierto de Y son abiertas en Y . Para tal fin sean U
un subconjunto abierto de Y y C una componente de U . Asimismo, dada
cualquier x ∈ f−1(C), sea Kx la componente de f−1(U), tal que x ∈ Kx.
Como f es continua f−1(U) es abierto en X. Aplicando el Teorema 1.13, se
tiene que Kx es abierto en X. Por otro lado, también por la continuidad de
f , se cumple que f(Kx) es conexo. Aśı, y como f(x) ∈ C ∩ f(Kx), tenemos
que f(Kx) ⊂ C. Esto es, Kx ⊂ f−1(C). De esta forma, se obtiene la igualdad

f−1(C) =
⋃
{Kx : x ∈ f−1(C)}.

Por tanto, f−1(C) es abierto en X. Además, como f es sobreyectiva, se
satisface que f(X − f−1(C)) = f(X) − f(f−1(C)) = Y − C. Como f es
cerrada, se sigue que Y − C es cerrado en Y ; es decir, C es abierto en Y .
Esto concluye la prueba.

Lema 1.98. Sea X un continuo y sean A1, . . . , Am subcontinuos de X, con
m ∈ N. Entonces, 〈A1, . . . , Am〉1 es un continuo arco conexo.

Demostración. Si 〈A1, . . . , Am〉1 es el conjunto vaćıo o consta de un so-
lo punto, la afirmación es trivial. Supongamos entonces que 〈A1, . . . , Am〉1
consta de más de un punto. Sea B ∈ 〈A1, . . . , Am〉1 con B ( C don-
de C =

⋃{Ai : i ∈ {1, . . . ,m}}. Obsérvese que Ai ∩ B 6= ∅, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}. Aplicando el Teorema 1.2, tenemos que C es conexo. Como
C es la unión finita de cerrados de X, tenemos que C es cerrado en X. Aśı,
C es un continuo con C ∈ 〈A1, . . . , Am〉1. Procediendo como en la prueba del
Teorema 1.95 para el caso Cn(X), obtenemos un arco ordenado α en C(X)
que va de B a C. Obsérvese que, para cualesquiera i ∈ {1, . . . , n} y D ∈ α, se
cumple que D∩Ai ⊃ B∩Ai 6= ∅ y que D ⊂ C. Por tanto, D ∈ 〈A1, . . . , Am〉1
y α ⊂ 〈A1, . . . , Am〉1. Aśı, α es un arco en 〈A1, . . . , Am〉1 que une B con C.
Como B es arbitrario y C es fijo, concluimos que 〈A1, . . . , Am〉1 es arco
conexo. Con esto terminamos la demostración de este lema.



50 Preliminares

Teorema 1.99. Si X es un continuo, entonces Cn(X) es localmente conexo
si, y sólo si, X es localmente conexo.

Demostración. Supongamos que Cn(X) es localmente conexo. Sean x ∈ X
y U un subconjunto abierto de X, tales que x ∈ U . Obsérvese que 〈U〉n es
una vecindad de {x} en Cn(X). Luego, por hipótesis, existe un subconjunto
abierto y conexo U de Cn(X), tal que {x} ∈ U ⊂ 〈U〉n. Por el Teorema 1.86,
existen m ∈ N y V1, . . . , Vm subconjuntos abiertos en X, tales que {x} ∈
〈V1, . . . , Vm〉n ⊂ U. Sea V =

⋂m
i=1 Vi. Obsérvese que x ∈ V y V es abierto en

X. Además, como para cada y ∈ V se tiene {y} ∈ 〈V1, . . . , Vm〉n, se cumple
que V ⊂ ⋃〈V1, . . . , Vm〉n ⊂

⋃
U ⊂ ⋃〈U〉n = U . Aśı, x ∈ intX(

⋃
U) ⊂⋃

U ⊂ U . Por otro lado, {x} ∈ U ∩ C(X) aśı que, por el Lema 1.96,
⋃

U es
conexo. Por lo tanto, X es conexo en pequeño en x. Como la elección de x
fue arbitraria, concluimos que X es conexo en pequeño en cada uno de sus
puntos. Aplicando el Teorema 1.29, se tiene que X es localmente conexo.

Rećıprocamente, supongamos que X es localmente conexo. Demostre-
mos primero que C(X) es localmente conexo. Sean A ∈ C(X), k ∈ N y
U1, . . . , Uk una colección finita de subconjuntos abiertos de X, tales que
A ∈ 〈U1, . . . Uk〉1. Como X es localmente conexo y métrico, para cada x ∈ A,
existe un subconjunto abierto y conexo Vx de X, tal que si i ∈ {1, . . . , k} es
cumple que x ∈ Ui, entonces x ∈ Vx ⊂ clX(Vx) ⊂ Ui. Como A es compacto,
existen m ∈ N y x1, . . . , xm ∈ A, tales que A ⊂ ⋃m

i=1 Vxi . Además, para
cada i ∈ {1, . . . , k}, podemos tomar xm+i ∈ A ∩ Ui. Aplicando de nuevo
que X es localmente conexo y métrico obtenemos un subconjunto abierto
y conexo Vxm+i de X, tal que xm+i ∈ Vxm+i ⊂ clX(Vxm+i) ⊂ Ui. Obsérvese
que, para cada i ∈ {1, . . . ,m + k}, se tiene que clX(Vxi) es un subcontinuo
de X y que A ∈ 〈Vx1 , . . . , Vxm+k

〉1 ⊂ 〈clX(Vx1), . . . , clX(Vxm+k
)〉1. Aplicando

el Lema 1.98, obtenemos que el conjunto V = 〈clX(Vx1), . . . , clX(Vxm+k
)〉1

es conexo. Además, si B ∈ V, entonces B ⊂ ⋃m+k
i=1 clX(Vxi) ⊂

⋃k
i=1 Ui y,

para cada i ∈ {1, . . . , k}, se tiene que B ∩Ui ⊃ B ∩ clX(Vxm+i) 6= ∅; es decir,
B ∈ 〈U1, . . . Uk〉1. Aśı, V ⊂ 〈U1, . . . Uk〉1. Por tanto, V es una vecindad cone-
xa de A contenida en 〈U1, . . . Uk〉1. Se sigue del Teorema 1.86, que C(X) es
conexo en pequeño en A. Como la elección de A fue arbitraria, concluimos
que C(X) es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos. Aplicando el
Teorema 1.29, obtenemos que C(X) es localmente conexo.

Consideremos la función ψ : (C(X))n → Cn(X) dada por

(A1, . . . , An)
ψ7−→

n⋃

i=1

Ai.

Por el Teorema 1.104, se tiene que ψ es continua. Además, ψ es sobreyectiva
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pues, dado B ∈ Cn(X), si B1, . . . , Bk son las componentes de B, entonces
k ≤ n y ψ(B1, . . . , Bk) =

⋃k
i=1Bi = B. Y como (C(X))n es compacto y

Cn(X) es Hausdorff, ψ es cerrada. Aplicando el Lema 1.97, obtenemos que
Cn(X) es localmente conexo.

Lema 1.100. Sean X un continuo con métrica d, A,B ∈ 2X y ε > 0. Si
Hd(A,B) < ε y C es un subconjunto no vaćıo de A, entonces B∩Nd(C, ε) 6=
∅.

Demostración. Sea c ∈ C. Como C ⊂ A ⊂ Nd(B, ε), existe b ∈ B, tal que
c ∈ Bd(b, ε). Aśı, d(b, c) < ε y, por tanto, b ∈ Bd(c, ε) ⊂ Nd(C, ε). Por lo
tanto, B ∩Nd(C, ε) 6= ∅.

1.6.2. Funciones

En este apartado se estudian algunas funciones que están relacionadas
con los hiperespacios 2X y Cn(X) (y F (X)) las cuales se obtienen a partir
de funciones en el espacio subyacente X y de la unión común de conjuntos.
Las primera función que se analiza (Teorema 1.101) provee de los homeo-
morfismos naturales que surgen entre los hiperespacios correspondientes de
espacios homeomorfos (Corolario 1.102).

Teorema 1.101. Si f : X → Y es una función continua entre los espacios
métricos X y Y , entonces la función f∗ : 2X → 2Y dada por

A
f∗7−→ f(A)

es continua y f∗(Cn(X)) ⊂ Cn(Y ), para cualquier n ∈ N.

Demostración. En primer lugar, f∗ está bien definida pues, para cada A ∈
2X , como A es compacto y f es continua, se tiene que el conjunto f∗(A) =
f(A) es compacto y f∗(A) ∈ 2Y .

Ahora mostremos que f∗ es continua. Para ello, fijemos A ∈ 2X y sea
U1, . . . , Uk una colección de subconjuntos abiertos de Y . Afirmamos que

(f∗)−1(〈U1, . . . , Uk〉) = 〈f−1(U1), . . . , f−1(Uk)〉.

En efecto, supongamos primero que A ∈ (f∗)−1(〈U1, . . . , Uk〉). Luego, el
conjunto f∗(A) = f(A) es elemento del vietórico 〈U1, . . . , Uk〉 o, en otras
palabras, f(A) ⊂ ⋃k

i=1 Ui y, para cada i ∈ {1, . . . , k}, se cumple que f(A) ∩
Ui 6= ∅. Esto implica (por propiedades de los conjuntos únicamente) que
A ⊂ f−1(

⋃k
i=1 Ui) =

⋃k
i=1 f

−1(Ui) y que A ∩ f−1(Ui) 6= ∅, para cada i ∈
{1, . . . , k}. Como A ∈ 2X , se tiene que A ∈ 〈f−1(U1), . . . , f−1(Uk)〉.
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Rećıprocamente, supongamos que A ∈ 〈f−1(U1), . . . , f−1(Uk)〉. Luego,
A ⊂ ⋃k

i=1 f
−1(Ui) y, para cada i ∈ {1, . . . , k}, se cumple que A∩f−1(Ui) 6= ∅.

Se deduce de esto (de nuevo únicamente por propiedades de los conjuntos)
que f(A) ⊂ f(

⋃k
i=1 f

−1(Ui)) =
⋃k
i=1 f(f−1(Ui)) ⊂

⋃k
i=1 Ui y que f(A) ∩

Ui 6= ∅, para cualquier i ∈ {1, . . . , k}. Como f∗(A) = f(A) es elemento de 2Y ,
según vimos unas ĺıneas atrás, lo anterior implica que f∗(A) ∈ 〈U1, . . . , Uk〉.
Aśı, A ∈ (f∗)−1(〈U1, . . . , Uk〉). Esto prueba nuestra afirmación.

Como f es continua, cada f−1(Ui) es abierto en Y . De esta manera,
tenemos que la imagen inversa de cada vietórico de subconjuntos abiertos
de Y bajo f∗ es un vietórico de subconjuntos abiertos de X. Aplicando el
Teorema 1.86 tanto a X como a Y , deducimos que f∗ es continua.

Tomemos ahora A ∈ Cn(X). Sean C1, . . . , Cr las componentes de A,
con r ≤ n. Como f es continua, tenemos que f(Ci) es un subconjunto
conexo de Y , para cada i ∈ {1, . . . , r}. Además, f(A) = f(

⋃{Ci : i ∈
{1, . . . , r}}) =

⋃{f(Ci) : i ∈ {1, . . . , r}}. Como cada f(Ci) está contenido
en una componente de f(A), se sigue que f(A) tiene a lo más r componentes.
Por tanto, f(A) ∈ Cn(Y ) y f(Cn(X)) ⊂ Cn(Y ). Esto concluye la prueba del
teorema.

Corolario 1.102. Dados X y Y continuos y n ∈ N, si X es homeomorfo a
Y , entonces 2X es homeomorfo a 2Y y Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ). Más
aún, si f : X → Y es un homeomorfismo, entonces la función f∗ : 2X → 2Y

dada por

A
f∗7−→ f(A)

es un homeomorfismo y f∗(Cn(X)) = Cn(Y ).

Demostración. Sean f y f∗ como en el enunciado del corolario. Demostremos
primero que f∗ es un homeomorfismo. Por el Teorema 1.101, tenemos que
f∗ es continua. Por otro lado, dados A1, A2 ∈ 2X con f∗(A1) = f∗(A2), se
cumple que f(A1) = f(A2). Aplicando la inyectividad de f se obtiene la
igualdad A1 = A2. Por tanto, f∗ es inyectiva.

Fijemos B ∈ 2X . Luego, B es un subconjunto compacto de X y, por la
continuidad de f−1, el conjunto f−1(B) es un subconjunto compacto de X.
De este modo, f−1(B) ∈ 2X . Además, considerando que f es sobreyectiva,
se sigue que f∗(f−1(B)) = f(f−1(B)) = B. Aśı, f∗ es sobreyectiva. Esto
prueba que f∗ es una biyección y, más aún, que existe la función inversa de
f∗; es decir, (f∗)−1 : 2Y → 2X , y está dada por

B
(f∗)−1

7−−−−→ f−1(B).
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Esto implica, en particular, que (f∗)−1 = (f−1)∗ (donde (f−1)∗ se define de
forma análoga a como lo hicimos con f∗). Aplicando de nuevo el Teorema
1.101, pero esta vez a la función f−1, obtenemos que (f−1)∗ es continua.
Por lo tanto, f∗ es un homeomorfismo y 2X es homeomorfo a 2Y .

Mostremos la última relación del enunciado del teorema. Aplicando el
Teorema 1.101 a las funciones f y f−1, obtenemos las contenciones

f∗(Cn(X)) ⊂ Cn(Y ) y (f−1)∗(Cn(Y )) ⊂ Cn(X).

Por la última igualdad del párrafo anterior, esta última contención es equi-
valente a que (f∗)−1(Cn(Y )) ⊂ Cn(X) o, dicho en otros términos, a que
Cn(Y ) ⊂ f∗(Cn(X)). Por tanto, f∗(Cn(X)) = Cn(Y ) y Cn(X) es homeo-
morfo a Cn(Y ). Con esto terminamos la prueba del corolario.

De forma similar al homeomorfismo dado en el Corolario 1.102, es posi-
ble proporcionar un homeomorfismo definido de una forma natural para el
hiperespacio F (X).

Teorema 1.103. Sea X un espacio métrico. Entonces, la función f : X →
F (X) dada por x

f7−→ {x}, es un homeomorfismo.

Demostración. Sea U1, . . . , Un una colección finita de subconjuntos abiertos
de X. Se tiene que

f−1(〈U1, . . . , Un〉 ∩ F (X)) =
{
x ∈ X : {x} ⊂

⋃
{Ui : i ∈ {1, . . . , n}} y

{x} ∩ Uj 6= ∅, para cada j ∈ {1, . . . , n}}
=
⋂
{Ui : i ∈ {1, . . . , n}}.

Como
⋂{Ui : i ∈ {1, . . . , n}} es abierto en X, se sigue del Teorema 1.86 que

f es continua. Además, es inmediato que f es biyectiva.
Mostremos que f es abierta. Para esto, tomemos un subconjunto abierto

U de X. Tenemos que

f(U) = {{x} ∈ F (X) : x ∈ U} = 〈U〉 ∩ F (X).

Como 〈U〉∩F (X) es abierto en F (X) (por el Teorema 1.86), concluimos que
f es abierta y que f es un homeomorfismo. Esto finaliza la demostración.

Ahora se muestran algunos resultados de funciones relacionadas con
uniones de elementos de hiperespacios. El primero de ellos aborda unio-
nes finitas y resulta de utilidad en la prueba de los Teoremas 1.107, 2.1 y
3.41.
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Teorema 1.104. Dado cualquier espacio topológico X y cualquier número
natural n, la función ψ : (2X)n → 2X , dada por

(M1, . . . ,Mn)
ψ7−→
⋃
{Mi : i ∈ {1, . . . , n}},

es continua.

Demostración. Por el Teorema 1.86, basta probar que la imagen inversa de
cualquier vietórico de subconjuntos abiertos de X bajo ψ es el producto de
vietóricos de subconjuntos abiertos de X. Sea C = {U1, . . . , Uk} una familia
finita de abiertos en X. Afirmamos lo siguiente:

ψ−1(〈C〉) =
⋃
{
n∏

i=1

〈Ai〉 : (A1,A2, . . . , An) ∈ G},

donde G es la familia de las n-adas (A1, . . . ,An), tales que cada Ai 6= ∅ y⋃{Ai : i ∈ {1, . . . , r}} = C. Para probar esta afirmación, sea (B1, . . . , Bn) ∈
ψ−1(〈C〉). Luego,

⋃{Bi : i ∈ {1, . . . , n}} ⊂ ⋃ C y
⋃{Bi : i ∈ {1, . . . , n}} ∩

U 6= ∅, para cada U ∈ C. Dado i ∈ {1, . . . , n}, sea Ai = {U ∈ C : U∩Bi 6= ∅}.
Obsérvese que Bi ⊂

⋃Ai, y Bi ∩ U 6= ∅, para cada U ∈ Ai. Aśı, Bi ∈ 〈Ai〉.
Por otro lado, cada elemento de C intersecta a

⋃{Bi : i ∈ {1, . . . , n}},
aśı que C =

⋃{Ai : i ∈ {1, . . . , n}}. De esta forma, (A1, . . . , An) ∈ G.
Esto prueba la contención hacia la derecha. Para mostrar la contención
restante, sean (A1, . . . , An) ∈ G y (B1, . . . , Bn) ∈ ∏n

i=1〈Ai〉. Luego,
⋃{Bi :

i ∈ {1, . . . , n}} ⊂ ⋃{⋃Ai : i ∈ {1, . . . , n}} =
⋃ C. Además, dada U ∈ C,

existe j ∈ {1, . . . , n}, tal que U ∈ Aj . Como Bj ∈ 〈Aj〉, tenemos que
U ∩⋃{Bi : i ∈ {1, . . . , n}} ⊃ U ∩Bj 6= ∅. Aśı,

⋃{Bi : i ∈ {1, . . . , n}} ∈ 〈C〉;
es decir, (B1, . . . , Bn) ∈ ψ−1(〈C〉). Esto prueba la segunda contención y
concluye la demostración de este teorema.

La función que se acaba de presentar en el resultado anterior propor-
ciona un homeomorfismo para ciertos subconjuntos de 2X . Para expresar
dichos conjuntos, lo cual se hace en el Teorema 1.107, se realiza la siguiente
definición.

Definición 1.105. Sean X un espacio topológico y U y V subconjuntos de
X. Decimos que U y V son mutuamente separados enX si U∩clX(V ) = ∅
y clX(U) ∩ V = ∅.
Observación 1.106. Dado un espacio topológico, si U1, . . . , Un es una co-
lección finita de conjuntos mutuamente separados por pares en X y A ∈
〈U1, . . . , Un〉, entonces A tiene a lo menos una componente contenida en Ui,
para cada i ∈ {1, . . . , n}.
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Para continuar con el siguiente resultado, nótese que la unión de n sub-
conjuntos conexos de X tiene a lo más n componentes. Aśı, la función del
Teorema 1.104 puede ser restringida a ψ : C(Y1) × C(Y2) × · · · × C(Yn) →
Cn(X), donde Y1, Y2, . . . , Yn ∈ C(X). Es posible decir un poco más.

Teorema 1.107. Sean X un continuo, n ∈ N y {A1, . . . , An} una familia
de conjuntos mutuamente separados por pares en X. Entonces, la función

ψ :
∏n
I=1C(Ai) → 〈A1, . . . , Am〉n dada por (M1, . . . ,Mn)

ψ7−→ ⋃n
i=1Mi, es

un homeomorfismo.

Demostración. Por el Teorema 1.104, ψ es continua. Para demostrar que ψ es
inyectiva, tomemos M1, N1 ∈ C(A1), M2, N2 ∈ C(A2), . . . , Mn, Nn ∈ C(An)
con

⋃n
i=1Mi =

⋃n
i=1Ni. Dado i ∈ {1, . . . , n}, como Ai ∩Mj ⊂ Ai ∩ Aj = ∅

y Ai ∩Nj ⊂ Ai ∩ Aj = ∅ para j 6= i y Mi, Ni ⊂ Ai, tenemos Mi = Ni. Por
tanto, ψ es inyectiva.

Mostremos que ψ es sobreyectiva. Sea H ∈ 〈A1, A2, . . . , An〉n. Se tiene
que, para cada i ∈ {1, . . . , n}, H ∩Ai 6= ∅; H ⊂

⋃n
i=1An y H tiene a lo más

n componentes. Luego, como {A1, . . . , An} es una familia finita de conjuntos
mutuamente separados dos a dos en X, se sigue que H1 = H ∩ A1, H2 =
H ∩A2, . . . ,Hn = H ∩An son las n componentes distintas de H. Obsérvese
que, como H es cerrado en X, cada Hi es cerrado en X y, por consiguiente,
en Ai. Aśı, para cada i, Hi ∈ C(Ai), y ψ(H1, H2, . . . ,Hn) = H. Por tanto,
ψ es sobreyectiva.

Por último, probemos que ψ−1 es continua. Obsérvese que, del párrafo
anterior, se desprende que ψ−1(H) = (H ∩A1, . . . ,H ∩A2), para cada H ∈
〈A1, . . . , Am〉n. Aśı, basta mostrar que, dada cualquier i ∈ {1, . . . , n}, la
función

θ : 〈A1, . . . , An〉n → C(Ai) dada por H
θ7−→ H ∩Ai,

es continua. Para esto, sea U1, . . . , Uk una colección finita de subconjuntos
abiertos de Ai. Sea V = 〈A1, . . . , Ai−1, Ai+1, . . . , An, U1, . . . , Uk〉n. Afirma-
mos lo siguiente

θ−1(〈U1, . . . , Uk〉1) = V.

Para probar esta igualdad, supongamos que H ∈ θ−1(〈U1, . . . , Uk〉1).
Luego, H ∈ 〈A1, . . . , An〉n y H ∩ Ai ∩ Uj = θ(H) ∩ Ui 6= ∅, para ca-
da j ∈ {1, . . . , k}. Además, H ∩ Ai ⊂

⋃{Uj : j ∈ {1, . . . , k}} y H ⊂⋃{Aj : j ∈ {1, . . . , n}}. Aśı, H ⊂ ⋃{A1, . . . , Ai−1, Ai+1, . . . , An, U1, . . . , Uk}
y H ∈ V. Rećıprocamente, supongamos que H ∈ V. Se tiene que H ∩
Ai ∩ Uj = H ∩ Uj 6= ∅, para cada j ∈ {1, . . . , k}. Como los Aj son ajenos,
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tenemos que H ∩ Ai ⊂ Ai ∩
⋃{A1, . . . , Ai−1, Ai+1, . . . , An, U1, . . . , Uk} =⋃{U1, . . . , Uk}. En consecuencia, H ∩ Ai ∈ 〈U1, . . . , Uk〉1. De esta manera,

H ∈ θ−1(〈U1, . . . , Uk〉1). Esto prueba la igualdad.
Por otro lado, dada j ∈ {1, . . . , n}, como los Ar están separados mutua-

mente en X por pares, se tiene que Aj ⊂ X −
⋃{clX(Ar) : r ∈ {1, . . . , n} −

{j}}. Además,
(
X −

⋃
{clX(Ar) : r ∈ {1, . . . , n} − {j}}

)
∩
⋃
{As : s ∈ {1, . . . , n}}

=
⋃{(

X −
⋃
{clX(Ar) : r ∈ {1, . . . , n} − {j}}

)
∩As : s ∈ {1, . . . , n}

}

=
(
X −

⋃
{clX(Ar) : r ∈ {1, . . . , n} − {j}}

)
∩Aj = Aj .

En esta forma, Aj es un subconjunto abierto de
⋃{As : s ∈ {1, . . . , n}}.

Como Ur es abierto en Ai, se sigue que Ur también es abierto en
⋃{As : s ∈

{1, . . . , n}}, para cada r ∈ {1, . . . , k}. Luego, V es abierto en C(
⋃{Ar :

r ∈ {1, . . . , n}}). Por tanto, V es abierto en 〈A1, . . . , An〉n (pues V ⊂
〈A1, . . . , An〉n ⊂ C(

⋃{As : s ∈ {1, . . . , n}})). Aśı, se concluye que θ es
continua y que ψ es un homeomorfismo.

En el siguiente teorema se muestran algunas propiedades de la función
unión sobre subconjuntos de 2X . Este resultado es de utilidad en las pruebas
de los Teoremas 2.14 y 3.8.

Teorema 1.108. Sea X un continuo. Entonces, se satisface lo siguiente:

(1) Si A es un subconjunto cerrado y no vaćıo de 2X , entonces
⋃A ∈ 2X .

(2) Para cualesquiera A,B ∈ 2X se cumple que Hd(
⋃A,⋃B) ≤ HHd

(A,B).

(3) La función Ψ : 22X → 2X , dada por A Ψ7−→ ⋃A, es continua.

Demostración. Para probar (1), basta mostrar que
⋃A es cerrado en X.

Para esto, sea {xn}n∈N una sucesión en
⋃A, tal que ĺımxn = x, para algún

x ∈ X. Luego, para cada i ∈ N, existe Ai ∈ A, tal que xi ∈ Ai. Como
2X es compacto, existe una subsucesión {Akn}n ∈ N de {An}n∈N, tal que
ĺımAkn = A, para algún A ∈ 2X . Como A es cerrado en 2X , se tiene que A ∈
A. Obsérvese, además, que x = ĺımxkn y ĺımxkn ∈ ĺım inf Akn = ĺımAkn ; es
decir, x ∈ A. Aśı, x ∈ ⋃A. Esto prueba que

⋃A es cerrado.

Ahora veremos (2). Sean A y B elementos de 22X . Por (1), tenemos que⋃A,⋃B ∈ 2X .
Sea ε > 0, tal que HHd

(A,B) < ε. Probaremos que Hd(
⋃A,⋃B) < ε.

Para tal efecto, sea, δ > 0, tal que HHd
(A,B) < δ < ε, y x ∈ ⋃A. Luego,
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existe A ∈ A, tal que x ∈ A. Como A ⊂ NHd
(B, δ), existe B ∈ B, tal que

Hd(A,B) < δ. Esto último implica que A ⊂ Nd(B, δ), aśı que d(x, y) < δ,
para algún y ∈ B. Como y ∈ ⋃B, tenemos que x ∈ Nd(

⋃B, δ). Aśı,
⋃A ⊂

Nd(
⋃B, δ). De manera similar, obtenemos que

⋃B ⊂ Nd(
⋃A, δ). Por tanto,

Hd(
⋃A,⋃B) ≤ δ < ε.

Si HHd
(A,B) < Hd(

⋃A,⋃B), entonces, por el párrafo anterior, se tiene
que Hd(

⋃A,⋃B) < Hd(
⋃A,⋃B), lo cual es una contradicción. Por tanto,

Hd(
⋃A,⋃B) ≤ HHd

(A,B).

El inciso 3 es una consecuencia inmediata de (2) (porque, para cualquier
ε > 0, si HHd

(A,B) < ε, entonces Hd(
⋃A,⋃B) < ε). Esto concluye la

prueba del teorema.

1.6.3. Modelos de Hiperespacios

En este apartado se construyen modelos geométricos para el hiperespa-
cio de subcontinuos tanto del arco como de la curva cerrada simple y para
el segundo hiperespacio del arco. Asimismo, después de probar que tales hi-
perespacios son n-celdas, para una n apropiada en cada caso, se halla una
expresión de la frontera variedad de estos espacios en términos de alguna
propiedad que cada uno de sus puntos posee individualmente. Aśı, esta sec-
ción se aboca prácticamente a probar los Teoremas 1.110, 1.113 y 1.115
(además de los Corolarios 1.111 y 1.116).

Para probar los Teoremas 1.110 y 1.113, resulta de utilidad el siguiente
lema.

Lema 1.109. La función f : R2 → C(R) dada por

(a, b)
f7−→ [a, b]

es continua.

Demostración. Para demostrar que f es continua, tomemos ε > 0 y puntos
(a0, b0), (a1, b1) en R2 con ‖(a0, b0)− (a1, b1)‖ < ε. Tenemos que

|a0 − a1| ≤ ‖(a0, b0)− (a1, b1)‖ < ε.

Similarmente, |b0 − b1| < ε.

Aśı,

a1 − ε < a0, a0 − ε < a1,

b0 < b1 + ε y b1 < b0 + ε.
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De esta manera,

[a0, b0] ⊂ (a1 − ε, b1 + ε) = N(ε, [a1, b1]) y

[a1, b1] ⊂ (a0 − ε, b0 + ε) = N(ε, [a0, b0]).

Por tanto, H(f((a0, b0)), f((a1, b1))) ≤ ε. Aśı, se concluye que f es con-
tinua.

El primer modelo de hiperespacio que se construye es el de los subcon-
tinuos de un arco, lo cual se hace en el siguiente teorema.

Teorema 1.110. Si X es un arco, entonces C(X) es una 2-celda, ∂C(X) =
F1(X) ∪ C(X, p) ∪ C(X, q), donde p y q son los puntos extremos de X.
Además, si r ∈ {p, q}, entonces C(X, r) es un arco con puntos extremos {r}
y X y C(X, r) ∪ F1(X) es un arco con puntos extremos {s} y X, donde
s ∈ {p, q} − {r}.

Demostración. Demostremos primero el caso en que X es el intervalo cerra-
do [0, 1]. Obsérvese que cualquier subintervalo de [0, 1] es un elemento de
C([0, 1]) y que, si A es un subcontinuo de [0, 1], entonces A es un subin-
tervalo cerrado de [0, 1]; es decir, existen a, b ∈ [0, 1] con a ≤ b, tales que
A = [a, b]. De esta manera, si T = {(a, b) : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}, entonces
podemos considerar la función f : T → C([0, 1]) dada por

(a, b)
f7−→ [a, b]

la cual, además, es sobreyectiva. También, por el Lema 1.109, f es continua.
Más aún, si (a0, b0), (a1, b1) ∈ T son tales que [a0, b0] = [a1, b1], entonces
a0 ≤ a1 ≤ a0 y b0 ≤ b1 ≤ b0; es decir, (a0, b0) = (a1, b1). Por tanto, f es
inyectiva. De este modo, f es una biyección continua. Como T es compacto
y C([0, 1]) es un espacio Hausdorff, se tiene que f es un homeomorfismo.

Por otro lado, como T es convexo, cerrado y acotado en R2, por el Teore-
ma 1.60, se cumple que T es una 2-celda. Además, el Lema 1.59 nos asegura
que

∂T = FrRn(T ) = ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {1}) ∪ {(a, a) : a ∈ [0, 1]}.

Aplicando el Teorema 1.57, obtenemos que

∂C([0, 1]) = f(∂T )

= {[0, a] : a ∈ [0, 1]} ∪ {[a, 1] : a ∈ [0, 1]} ∪ {{a} : a ∈ [0, 1]}
= C([0, 1], 0) ∪ C([0, 1], 1) ∪ F1([0, 1]).



1.6 Hiperespacios 59

Obsérvese que f−1(C([0, 1], 0)) = f−1({[0, a] : a ∈ [0, 1]}) = {0} × [0, 1].
Como este último conjunto es un arco con puntos extremos (0, 0) y (0, 1),
tenemos que C([0, 1], 0) es un arco con puntos extremos f((0, 0)) = {0} y
f((0, 1)) = [0, 1]. Por el Teorema 1.103, F1([0, 1]) es un arco con puntos ex-
tremos {0} y {1}. Además, {0} es el único elemento singular de C([0, 1], 0); es
decir, F1([0, 1])∩C([0, 1], 0) = {{0}}. Por consiguiente, F1([0, 1])∩C([0, 1], 0)
es un arco con puntos extremos {1} y [0, 1]. De manera semejante, se puede
probar que C([0, 1], 0) es un arco con puntos extremos {1} y X. Con esto
terminamos la prueba para el caso del arco [0, 1].

Ahora probaremos el caso en que X es un arco cualquiera. Sean h :
[0, 1] → X un homeomorfismo y p = h(0) y q = h(1) los puntos extremos
de X. Por el Corolario 1.102, la función h∗ : C([0, 1]) → C(X) dada por

A
h∗7−→ h(A) es un homeomorfismo. De esta manera, C(X) es una 2-celda

y, por el Teorema 1.57, tenemos que ∂X = h(∂C([0, 1])). Obsérvese que
A ∈ C([0, 1], 0) implica que 0 ∈ A, h(0) ∈ h(A) = h∗(A); es decir, p = h(0) ∈
h∗(A). Aśı, h∗(C([0, 1], 0)) ⊂ C(X, p). La contención rećıproca se obtiene de
la misma manera. Por tanto, h∗(C([0, 1], 0)) = C(X, p). Similarmente, se
puede probar que h∗(C([0, 1], 1)) = C(X, q) y h(F1([0, 1]) = F1(X). Aśı, se
concluye que ∂X = C(X, p) ∪ C(X, q) ∪ F1(X).

Por último, tomemos r ∈ {p, q}. Obsérvese que

C(X, r) = h∗(C([0, 1], h−1(r))) y F1(X) = h∗(F1([0, 1]).

Como h−1(r) ∈ {0, 1}, tenemos, por lo anteriormente demostrado para
[0, 1], que C(X, r) es un arco con puntos extremos h∗({h−1(r)}) = {r}
y h∗([0, 1]) = X y que C(X, r) ∪ F1(X) es un arco con puntos extremos
h∗({h−1(s)}) = {s} y h∗([0, 1]) = X, donde s ∈ {p, q} − {r}. Esto concluye
la prueba del teorema.

La Figura 1.5 muestra el modelo construido en el Teorema 1.110.

El siguiente corolario, del Teorema 1.110, se emplea en la prueba del
Corolario 1.112.

Corolario 1.111. Si X es un espacio topológico homeomorfo al interva-
lo (0, 1] o al intervalo (0, 1), entonces C(X) es una 2-variedad conexa y
∂C(X) = F1(X) ∪ C(X,E(X)).

Demostración. Sea f : X → [0, 1] un encaje con f(X) = (0, 1) o f(X) =
(0, 1]. Obsérvese que f(X) es un subconjunto abierto de [0, 1] y C(f(X)) =
〈f(X)〉1 es un subconjunto abierto de C([0, 1]). Además, por el Teorema
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h−1({0})
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Figura 1.5: Modelo geométrico para C(I).

1.110, C([0, 1]) es una 2-celda y, por consiguiente, es una 2-variedad. Aplican-
do el Teorema 1.66, tenemos que C(f(X)) es una 2-variedad y ∂C(f(X)) =
C(f(X)) ∩ ∂C([0, 1]). Por el Corolario 1.102, la función f∗ : C(X) →
C(f(X)) dada por A

f∗7−→ f(A) es un homeomorfismo. Por el Teorema 1.57
tenemos que f∗(∂C(X)) = ∂C(f(X)). Por tanto, y aplicando el Teorema
1.110, se tiene lo siguiente:

f∗(∂C(X)) = C(f(X)) ∩ ∂C([0, 1]))

= C(f(X)) ∩ (C([0, 1], 0) ∪ C([0, 1], 1) ∪ F1([0, 1]))

= C(f(X), 0) ∪ C(f(X), 1) ∪ F1(f(X))

= C(f(X), {0, 1} ∩ f(X)) ∪ F1(f(X)).

Aśı,
∂C(X) = (f∗)−1(C(f(X), {0, 1} ∩ f(X)) ∪ F1(f(X)))

= {A ∈ C(X) : f(A) ∩ {0, 1} 6= ∅} ∪ F1(X)

= {A ∈ C(X) : A ∩ f−1({0, 1}) 6= ∅} ∪ F1(X).

Obsérvese, además, que, por el Teorema 1.24, E(f(X)) = E([0, 1]) ∩
f(X) = {0, 1}∩ f(X). De esta manera, y como f : X → f(X) es un homeo-
morfismo, E(X) = f−1(E(f(X))) = f−1({0, 1} ∩ f(X)) = f−1({0, 1}). Por
tanto,

∂C(X) = {A ∈ C(X) : A ∩ E(X) 6= ∅} ∪ F1(X)

= C(X,E(X)) ∪ F1(X).
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Esto concluye la demostración de este corolario.

Un segundo corolario al Teorema 1.110 es de gran utilidad en las pruebas
del Teorema 2.18 y del Lema 3.39.

Corolario 1.112. Si X es un continuo y U, V son subconjuntos abiertos de
X ajenos entre śı, tales que cada uno de ellos es homeomorfo al intervalo
(0, 1] o al intervalo (0, 1), entonces 〈U, V 〉2 es una 4-variedad conexa y

∂〈U, V 〉 = {U ∈ 〈U, V 〉 : U tiene una componente degenerada o

U contiene un extremo de U o de V }.

Demostración. Por el Teorema 1.107, la función h : C(U)×C(V )→ 〈U, V 〉2,

dada por (A,B)
h7−→ A ∪B, es un homeomorfismo.

Obsérvese que, por el Corolario 1.111, ∂〈U〉1 y ∂〈V 〉1 son 2-celdas y

∂〈U〉1 = ∂C(U) = F1(U) ∪ C(U,E(U)) y

∂〈V 〉1 = ∂C(V ) = F1(V ) ∪ C(V,E(V )).

Por los Teoremas 1.57 y 1.66, tenemos que ∂〈U, V 〉2 = ∂h(C(U) ×
C(V )) = h(∂(C(U) × C(V ))) = h((∂C(U) × C(V )) ∪ (C(U) × ∂C(V ))).
De esta forma, y considerando que, para cada C ∈ 〈U, V 〉2, se cumple que
C ∩ U y C ∩ V son las dos componentes de C, tenemos lo siguiente:

∂〈U, V 〉2 = h((F1(U) ∪ C(U,E(U)))× C(V )∪
C(U)× (F1(V ) ∪ C(V,E(V ))))

= {A ∪B ∈ 〈U, V 〉2 : A ∈ F1(U) ∪ C(U,E(U)) y B ∈ C(V ), o

A ∈ C(U) y B ∈ F1(V ) ∪ C(V,E(V ))}
= {C ∈ 〈U, V 〉2 : C ∩ U ∈ F1(U) ∪ C(U,E(U)) o

C ∩ V ∈ F1(V ) ∪ C(V,E(V ))}
= {C ∈ 〈U, V 〉2 : A tiene una componente degenerada o

A contiene un punto extremo de U o de V }.
Con esto concluye la prueba del corolario.

Ahora se construye un modelo para el hiperespacio de subcontinuos de
las curvas cerradas simples.

Teorema 1.113. Si X es una curva cerrada simple, entonces C(X) es una
2-celda, ∂C(X) = F1(X) y, para cualquier p ∈ X, se cumple que C(X, p) es
una 2-celda y ∂C(X, p) = FrC(X)(C(X, p)) = {X, {p}} ∪ {A ∈ C(X) : A es
un arco contenido en X y p es un punto extremo de A}.
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Demostración. En primer lugar, será conveniente mostrar que las funciones
máx : 2R → R y mı́n : 2R → R (las funciones máximo y mı́nimo de un
subconjunto cerrado y acotado de R, respectivamente) son continuas. Para
ello, sean A ∈ 2R y ε > 0. Sea B ∈ 2R, tal que H(A,B) < ε. Luego,
A ⊂ N(B, ε) ⊂ y B ⊂ N(A, ε). Como B ⊂ [mı́n(B),máx(B)], se tiene que

A ⊂ N([mı́n(B),máx(B)], ε) = (mı́n(B)− ε,máx(B) + ε).

Similarmente, B ⊂ (mı́n(A) − ε,máx(A) + ε). Aśı, mı́n(B) − ε < mı́n(A)
y mı́n(A) − ε < mı́n(B). Esto implica que −ε < mı́n(A) − mı́n(B) < ε; es
decir, |mı́n(A)−mı́n(B)| < ε. De manera análoga, obtenemos que |máx(A)−
máx(B)| < ε. Por tanto, mı́n y máx son continuas.

Demostremos primero el teorema para el caso en que X = S1. Sea f :

R→ S1 la función dada por x
f7−→ (cos(x), sin(x)). Para lo que sigue de esta

prueba, se acepatarán y usarán únicamente las siguientes propiedades de f :

(1) f es continua, sobreyectiva y tiene periodo 2π;

(2) f |[x,x+2π) es inyectiva;

(3) la función inversa de f |f((x,x+2π))
(x,x+2π) es continua;

(4) ‖f(x+ π)− f(x)‖ = 2, y

(5) si |x− y| ≤ π, entonces |x−y|2 ≤ ‖f(x)− f(y)‖;

en donde x, y, s, z son cualesquiera números reales. Obsérvese que, dado c ∈
R, como f es sobreyectiva y tiene periodo 2π, se cumple que f([c, c+ 2π)) =
S1. Como f |[c,c+2π) es inyectiva, f((c, c+2π)) = S1−{f(c)}. Además, como
f(c) = f(c+ 2π), se cumple que f |(c,c+2π] es inyectiva.

Tomemos A ∈ C(S1) − {S1}. Para cualquier b ∈ R tal que f(b) /∈ A,
definimos el conjunto KA

b como sigue. Sea U(t) = (t, t+2π), para cada t ∈ R.

Como f |S
1−{f(b)}

U(b) es un homeomorfismo y A ⊂ S1 − {f(b)}, existe un único

KA
b ⊂ U(b), tal que f(KA

b ) = A. Obsérvese que f |A
KA

b
es un homeomorfismo.

Aśı, KA
b es conexo y cerrado en R. Como KA

b es acotado, se cumple que KA
b

es un intervalo cerrado. Mostraremos que el valor de máx(KA
b ) −mı́n(KA

b )
y f(1

2(máx(KA
b ) + mı́n(KA

b ))) no depende de b. Para ello, sea c ∈ R, tal que
f(c) /∈ A. Sea D = {c+ 2kπ : k es un entero}. Obsérvese que los conjuntos
de la forma U(c+2kπ), con k variando en los enteros, son abiertos en R y su
unión es R−D. Además, para cualesquiera enteros distintos i y j se cumple
que U(c + 2iπ) ∩ U(c + 2jπ) = ∅. Luego, como KA

b no intersecta a D y es
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conexo, existe un entero k0, tal que KA
b ⊂ U(c+ 2k0π). Aśı, −2k0π+KA

b ⊂
U(c). Como f tiene periodo 2π, se tiene que f(−2k0π+KA

b ) = f(KA
b ) = A.

Como f |S
1−{f(c)}

U(c) es un homeomorfismo, se tiene que −2k0π+KA
b = KA

c . Por

tanto, mı́n(KA
c ) = mı́n(−2k0π + KA

b ) = −2k0π + mı́n(KA
b ). Similarmente,

máx(KA
c ) = −2k0π + máx(KA

b ). De este modo,

máx(KA
b )−mı́n(KA

b ) = (2k0π + máx(KA
c ))− (2k0π + mı́n(KA

c ))

= máx(KA
c )−mı́n(KA

c ) y

f(1
2(máx(KA

b ) + mı́n(KA
b ))) = f(1

2(2k0π + máx(KA
c ) + 2k0π + mı́n(KA

c )))

= f(2k0π + 1
2(máx(KA

c ) + mı́n(KA
c )))

= f(1
2(máx(KA

c ) + mı́n(KA
c ))).

Este hecho nos permite considerar las funciones α : C(S1) − {S1} →
[0, 2π) y µ : C(S1)− {S1} → S1, dadas por

A
α7−→ máx(KA

b )−mı́n(KA
b )

A
µ7−→ f(1

2(máx(KA
b ) + mı́n(KA

b ))),

donde b es un valor, tal que f(b) /∈ A, y KA
b es un subconjunto de (b, b+2π),

tal que f(KA
b ) = A.

Demostraremos que α y µ son continuas. Con este fin, sea {Bn}n∈N una
sucesión en C(S1) − {S1}, tal que ĺımBn = B, para alguna B ∈ C(S1) −
{S1}. Sea c ∈ R, tal que f(c) /∈ B. Sean U = (c, c + 2π) y V = S1 −
{f(c)}. Obsérvese que 〈V 〉1 es una vecindad de B en C(S1). De esta forma,
podemos suponer que Bn ∈ 〈V 〉1, para cualquier n ∈ N. Luego, α(Bn) =
máx(KBn

c ) − mı́n(KBn
c ) y µ(Bn) = f(1

2(máx(KBn
c ) + mı́n(KBn

c ))). Como
f |VU es un homeomorfismo y KBn

c = (f |VU )−1(Bn), se tiene que ĺımKBn
c =

(f |VU )−1(B) = KB
c . Como máx, mı́n y f son continuas, se cumple que

ĺım(máx(KBn
b )−mı́n(KBn

b )) = máx(KB
b )−mı́n(KB

b ) y

ĺım f(
1

2
(máx(KBn

c ) + mı́n(KBn
c ))) = f(

1

2
(máx(KB

c ) + mı́n(KB
c ))).

Aśı, ĺımα(Bn) = α(B) y ĺımµ(Bn) = µ(B). Esto prueba que α y µ son
continuas. (Una manera de visualizar a µ(A) y α(A), cuando A es no de-
generado, es como el punto medio del arco A y el ángulo medido desde el
origen que abre A, respectivamente).
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Obsérvese que 0 ≤ α(A) < 2π y 0 < 1 − 1
2πα(A) ≤ 1. De esta forma,

podemos definir la función h : C(X)− {S1} → D2 − {0} como sigue

A
h7−→ (1− 1

2πα(A))µ(A).

Es claro que h es continua. Mostremos que h es inyectiva. Sean A,B ∈
C(X)−{S1}, tales que h(A) = h(B). Como ‖µ(A)‖ = ‖µ(B)‖ = 1, se tiene
que 1− 1

2πα(A) = ‖h(A)‖ = ‖h(B)‖ = 1− 1
2πα(B) y, por ende, µ(A) = µ(B).

Luego, si b, c ∈ R son tales que f(b) ∈ S1 − A y f(c) ∈ S1 − B, se tiene
que f(1

2(máx(KA
b ) + mı́n(KA

b ))) = f(1
2(máx(KB

c ) + mı́n(KB
c ))). Como f

tiene periodo 2π y su restricción a [b, b + 2jπ) es inyectiva, para cualquier
entero j, la penúltima igualdad implica que 1

2(máx(KA
b ) + mı́n(KA

b )) =
1
2(máx(KB

c ) + mı́n(KB
c )) + 2j0π, para algún entero j0. Luego,

máx(KA
b ) + mı́n(KA

b ) = máx(KB
c ) + mı́n(KB

c ) + 4j0π.

Como también se tiene que α(A) y α(B) son iguales, obtenemos que

máx(KA
b )−mı́n(KA

b ) = máx(KB
c )−mı́n(KB

c ).

De las últimas dos ecuaciones obtenemos que máx(KA
b ) = máx(KB

c ) +
2j0π y mı́n(KA

b ) = mı́n(KB
c ) + 2j0π. Como KA

b = [mı́n(KA
b ),máx(KA

b )]
y KB

c = [mı́n(KB
c ),máx(KB

c )], se cumple que KA
b = 2j0π + KB

c y A =
f(KA

b ) = f(KB
c ) = B. Esto prueba que h es inyectiva.

Ahora probaremos que h es sobreyectiva. Tomemos u ∈ D2 − {0}. Sean
v = u

‖u‖ y r = ‖u‖. Como v ∈ S1, podemos elegir t ∈ f−1({v}). Sean

K0 = [t − (1 − r)π, t + (1 − r)π] y A0 = f(K0). Obsérvese que A0 es un
subcontinuo de S1. Como 0 < r ≤ 1, se tiene que t − π < t − (1 − r)π y
t+(1−r)π < t+π, con 1−r ≥ 0. Aśı, K0 ⊂ (t−π, t+π), A0 ⊂ S1−{f(t−π)},
y A0 ∈ C(S1) − {S1}. Además, KA0

t−π = K0, mı́n(K0) = t − (1 − r)π y
máx(K0) = t+ (1− r)π. De esta manera,

α(A) = (t+ (1− r)π)− (t− (1− r)π) = 2(1− r)π

µ(A) = f(
1

2
((t+ (1− r)π)− (t− (1− r)))) = f(

1

2
(2t)) = f(t) = v.

Por tanto, h(A0) = (1 − 1
2π (2(1 − r)))v = rv = u. Esto prueba que h es

sobreyectiva.
Hasta aqúı, hemos visto que h es una biyección continua. Ahora, proba-

remos que h admite una extensión biyectiva y continua de S1 en D2. Para
ello, sea h∗ : C(S1)→ D2 la extensión de h, tal que h∗(S1) = 0.
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Mostraremos que h∗ es continua. Con este fin, tomemos una sucesión
{An}n∈N en C(S1) − {S1}, tal que ĺımAn = S1. Vamos a probar primero
que ĺımα(An) = 2π. Sean ε > 0 y N ∈ N, tales que H(An, S

1) < ε
6 ,

siempre que n ≥ N . Podemos suponer que ε < π
2 . Fijemos n ≥ N . Sea

bn ∈ R, tal que f(bn) ∈ S1 − An. Como S1 ⊂ N(An,
ε
6) y An es conexo, se

cumple que S1 − An ⊂ B(f(bn), 2ε
6 ). Como f(KAn

bn
) = An, (bn,mı́n(KAn

bn
))

es ajeno a KAn
bn

y la restricción de f a (bn, bn + 2π) es inyectiva, se tiene que

f((bn,mı́n(KAn
bn

))) ⊂ S1 − An ⊂ B(f(bn), ε3). Luego, f([bn,mı́n(KAn
bn

)]) ⊂
B(bn,

ε
2). En particular, ‖f(mı́n(KAn

bn
))− f(bn)‖ < ε

2 .

Por otro lado, si mı́n(KAn
bn

) − bn > π, entonces bn + π /∈ KAn
bn

y, como
f |(bn,bn+2π) es inyectiva, se tiene que f(bn + π) /∈ An. Luego, f(bn + π) ∈
B(f(bn), 2ε

6 ); es decir, ‖f(bn + 2π) − f(bn)‖ < 2ε
6 , y, por la propiedad (4),

‖f(bn + 2π) − f(bn)‖ = 2. Esto implica que ε > 6 y contradice la elección
de ε. Aśı, |mı́n(KAn

bn
) − bn| = mı́n(KAn

bn
) − bn ≤ π. Aplicando la propiedad

5, obtenemos que |mı́n(KAn
bn

) − bn| ≤ ‖f(mı́n(KAn
bn

)) − f(bn)‖ < ε
2 . De

forma similar, se puede mostrar que |bn + 2π −máx(KAn
bn

)| < ε
2 . Por tanto,

|(máx(KAn
bn

)−mı́n(KAn
bn

))−2π| ≤ |máx(KAn
bn

)−(bn+2π)|+|bn−mı́n(KAn
bn

)| <
ε
2 + ε

2 = ε. Como esto sucede para cada n ≥ N , concluimos que ĺımα(An) =
2π.

De este modo, ĺım(1 − 1
2πα(An)) = 0, y porque, para cualquier n ∈ N,

se satisface que ‖µ(An)‖ = 1, concluimos que ĺımh(An) = 0 = h(S1). Esto
prueba que h∗ es una biyección continua. Como C(S1) es compacto y D2 es
un espacio Hausdorff, concluimos que h∗ es un homeomorfismo.

Por otra parte, por el Teorema 1.57, se tiene que ∂C(S1) = h−1(∂D2).
Como ∂D2 = S1 y, para cada A ∈ C(S1), ‖h(A)‖ = 1 − 1

2πα(A), se tiene
que

∂C(S1) = h−1(S1) = {A ∈ C(S1) : 1− 1

2π
α(A) = 1}

= {A ∈ C(S1) : α(A) = 0}.

Como α(A) = 0 si y sólo śı mı́n(KA
b ) = máx(KA

b ), para algún b, tal que
f(b) /∈ A, la condición µ(A) = 0 es equivalente a que A sólo posee un punto,
es decir, a que A ∈ F1(A). Aśı, se tiene que ∂C(S1)) = F1(S1).

Ahora, demostraremos la parte del teorema acerca de C(S1, p). Sea b,
tal que f(b) = p. Sean T = {(x, y) : 0 ≤ x, 0 ≤ y, x + y ≤ 2π} y D =
{(x, 2π − x) : 0 ≤ x ≤ 2π}. Obsérvese que, para cada (x, y) ∈ D, se cumple
que y = 2π − x y f([p − x, p + y]) = f([p − x, p − x + 2π]) = S1. De esta
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forma, podemos definir la función φ : T/D → C(S1, p) dada por

z
φ7−→ f([b− x, b+ y]),

en donde (x, y) es algún elemento de z. Obsérvese que φ(D) = S1. Sea
q : T → T/D la función natural del cociente; es decir,

v
φ7−→
{
D si v ∈ D,
{v} si v /∈ D.

Demostraremos que φ es un homeomorfismo. Como para cualquier punto
(x, y) ∈ T se cumple que φ◦q(x, y) = f([b−x, b+y]), se sigue inmediatamente
del Lema 1.109 que φ ◦ q es composición de funciones continuas. Aśı, φ ◦ q
es continua. Esto equivale a que φ es continua.

Ahora mostremos que φ es inyectiva. Sean z, w ∈ T/D con φ(z) = φ(w).
Sean (x, y) ∈ z y (u, v) ∈ w. Si z = D, entonces φ(w) = S1. Como f([s, s+
t]) 6= S1 para cualquier s ∈ R y t ∈ [0, 2π) (pues f |[s,s+2π) es inyectiva), se
satisface que v − u = b+ v − (b− u) = 2π. Aśı, (u, v) ∈ D; es decir, w = D.
De esta forma, podemos suponer que z 6= D 6= w. Luego, x + y < 2π y
u+v < 2π. Sea c, tal que b+y−2π < c < b−x. Como f |[c,c+2π) es inyectiva
y c < b− x ≤ b+ y < c+ 2π, se cumple que f(c) /∈ f([b− x, b+ y]). Luego,
f(c) /∈ f([b−u, b+v]) y c /∈ [b−u, b+v]. Como c < b−x < b esto implica que
c < b−u. Similarmente, como f(c+2π) /∈ f([b−u, b+v]), c+2π /∈ [b−u, b+v]
y b < b+y < c+2π, se tiene que b+v < c+2π. Aśı, [b−u, b+v] ⊂ (c, c+2π).
Como también [b − x, b + y] ⊂ (c, c + 2π), podemos aplicar la inyectividad
de f |[c,c+2π) para obtener la igualdad [b − x, b + y] = [b − u, b + v]. Aśı,
b − x = b − u y b − y = b − v. Dicho en otros términos, (x, y) = (u, v). Por
tanto, z = w. Esto prueba que φ es inyectiva.

Para mostrar que φ es sobreyectiva, tomemos A ∈ C(S1, p). Si A = S1,
entonces φ(D) = S1. Supongamos que A 6= S1. Como f((b − 2π, b)) =
S1 − {p} y p ∈ A, existe c ∈ (b − 2π, b), tal que f(c) /∈ A. Obsérvese que,
como vimos con anterioridad, c < mı́n(KA

c ) y máx(KA
c ) < c+ 2π. Además,

c < b < c + 2π y, como f |[c,c+2π) es inyectiva, debemos tener b ∈ KA
c .

Aśı, b −mı́n(KA
c ) ≥ 0, máx(KA

c ) − b ≥ 0, b −mı́n(KA
c ) + máx(KA

c ) − b =
máx(KA

c )−mı́n(KA
c ) < c+2π−c = 2π y φ({(b−mı́n(KA

c ),máx(KA
c )−b)}) =

f([mı́n(KA
c ),máx(KA

c )]) = f(KA
c ) = A. Por tanto, φ es sobreyectiva.

De este modo, φ es una biyección continua. Además, por el Lema 1.63,
T/D es una 2-celda. Aśı, T/D es compacto y C(S1, p) es Hausdorff. Esto
implica que φ es un homeomorfismo y que C(S1, p) es una 2-celda.

Por otra parte, por el Teorema 1.57, es cierto que φ(∂(T/D)) = ∂C(S1, p)
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y, por el Teorema 1.60 y el Lema 1.63, se satisfacen las igualdades

∂T = FrR2 T

= ([0, 2π]× {0}) ∪ ({0} × [0, 2π]) ∪D
= ((0, 2π)× {0}) ∪ ({0} × (0, 2π)) ∪ {(0, 0)} ∪D

y

∂(T/D) = {{z} : z ∈ ∂T −D} ∪ {D}.
Aśı,

∂C(S1, p)

= φ({{z} : z ∈ ((0, 2π)× {0}) ∪ ({0} × (0, 2π)) ∪ {(0, 0)}} ∪ {D})
= {f([b− x, b]) : x ∈ [0, 2π)} ∪ {f([b, b+ y]) : y ∈ [0, 2π)} ∪ {{p}, S1}.

Afirmamos que {f([b − x, b]) : x ∈ [0, 2π)} ∪ {f([b, b + y]) : y ∈ [0, 2π)}
es la colección de arcos contenidos en S1 tales que p es uno de sus puntos
extremos. Para probar esto, tomemos x ∈ [0, 2π). Luego, dado c ∈ (b−2π, b−
x), se cumple que [b− x, b] ⊂ (c, c+ 2π) y f |S

1−{f(c)}
(c,c+2π) es un homeomorfismo.

Como [b−x, b] es un intervalo no degenerado, f([b−x, b]) es un arco contenido
en S1 y f(b) = p es uno de sus puntos extremos. De manera análoga, para
cualquier y ∈ [0, 2π), se tiene que f([b, b+y)] es un arco contenido en S1 y p es
uno de sus puntos extremos. Rećıprocamente, sea A un arco contenido en S1

que tiene a p como uno de sus puntos extremos. Como f((b − 2π, b]) = S1

y A 6= S1, existe c ∈ (b − 2π, b], tal que f(c) /∈ A. Obsérvese que b ∈
(c, c+ 2π). Como f |S

1−{f(c)}
(c,c+2π) es un homeomorfismo y máx(KA

c ) y mı́n(KA
c )

son los extremos de KA
c , se cumple que p ∈ {f(máx(KA

c )), f(mı́n(KA
c ))} y

b ∈ {máx(KA
c ),mı́n(KA

c )}. Además, como A no es degenerado y es distinto
de S1, se tiene que 0 < máx(KA

c ) − mı́n(KA
c ) = α(A) < 2π. Supongamos

que b = mı́n(KA
c ). Luego, 0 < máx(KA

c )− b < 2π y φ({(b,máx(KA
c )− b}) =

f([b,máx(KA
c )]) = f(KA

c ) = A. Del mismo modo, si b = máx(KA
c ), entonces

0 < b − mı́n(KA
c ) < 2π y φ({b − mı́n(KA

c )}) = A. Esto prueba nuestra
afirmación.

De esta manera,

∂C(S1, p) = {A : A es un arco contenido en S1 y

p es un punto extremo de A} ∪ {{p}, S1}.

Por último, en este caso particular, mostraremos que FrC(S1)(C(S1, p)) =
∂C(S1, p). Por el Lema 1.9, FrD2(h∗(C(S1, p))) ⊂ FrR2(h∗(C(S1, p))). Por
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el Lema 1.59, se cumple que ∂h∗(C(S1, p)) = FrR2(h∗(C(S1(p)))). Asimis-
mo, por el Teorema 1.57, ∂h∗(C(S1(p))) = h∗(∂C(S1(p))). De este modo,
FrD2(h∗(C(S1, p))) ⊂ h∗(∂C(S1, p)) y, por consiguiente,

FrC(S1)(C(S1, p)) ⊂ ∂C(S1, p).

Por otro lado, como p ∈ S1, existe una sucesión {pn}n∈N en S1−{p}, tal
que ĺım pn = p. Luego, ĺım{pn} = {p} y cada {pn} es un elemento de C(S1)−
C(S1, p). Como {p} ∈ C(S1, p), esto muestra que {p} ∈ FrC(S1)(C(S1, p)).
Sean A ∈ ∂C(S1, p)−{{p}} y U una vecindad de A en C(S1). Como ∂C(S1)∩
∂C(S1, p) = F 1(S1) ∩ ∂C(S1, p) = {{p}}, se cumple que A ∈ int∂ C(S1).
Sea V una vecindad de A en C(S1) que es homeomorfa a R2. Por el Lema
1.64, existe una vecindad W de A en C(S1) que es homeomorfa a R2, tal
que W ⊂ U. Como A ∈ ∂C(S1, p), esto implica que W * C(S1, p). Luego,
U − C(S1, p) ⊃ W − C(S1, p) 6= ∅. Como U es una vecindad arbitraria
de A, deducimos que A ∈ FrC(S1)(C(S1, p)). Esto prueba que ∂C(S1, p) ⊂
FrC(S1)(C(S1, p)). Por tanto, FrC(S1)(C(S1, p)) = ∂C(S1, p).

La igualdad anterior concluye la demostración para el caso S1. Demos-
tremos ahora el caso general. Con tal motivo, sean X una curva cerrada
simple y q ∈ X. Sea ψ : S1 → X un homeomorfismo, tal que ψ(p) = q. Por
el Corolario 1.102, la función ψ∗ : C(S1)→ C(X), dada por

A
ψ∗7−→ ψ(A),

es un homeomorfismo. Luego, C(X) es una 2-celda. Además, por el Teo-
rema 1.57, se tiene que ∂C(X) = ψ∗(∂C(S1)). Considerando que ψ es una
biyección de S1 en X y que, como hemos visto, ∂(C(S1)) = F1(S1), tenemos
que

∂C(X) = ψ∗(F 1(S1)) = {ψ∗({z}) : z ∈ S1} = {ψ({z}) : z ∈ S1}
= {{ψ(z)} : z ∈ S1} = {{x} : x ∈ X} = F1(X).

Obsérvese que, dado cualquier A ∈ C(S1), se cumple que p ∈ A si, y
sólo si, ψ(p) ∈ ψ(A); es decir, si, y sólo si, q ∈ ψ∗(A). Por tanto, C(X, q) =
ψ ∗ (C(S1, p)). En particular, C(X, q) es una 2-celda. Además, aplicando
el Teorema 1.57 y la última igualdad obtenida para C(S1, p), obtenemos lo
siguiente

∂C(X, q) = ψ∗(∂C(S1, p))

= {ψ∗(A) : A es un arco contenido en S1 y

p es un punto extremo de A} ∪ {ψ∗({p}), ψ∗(S1)}.
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h −
1(F

1 (S 1
))

h−1(S1)

h−1({p})h−1(C(S1, p))

Figura 1.6: Modelo geométrico del hiperespacio de C(S1).

Sea A un elemento cualquiera de C(S1). Como ψ∗(A) = ψ(A) y ψ es
un homeomorfismo, se cumple que ψ∗(A) es un arco y ψ(p) = q es uno de
sus puntos extremos si, y sólo si, A es un arco y p es uno de sus puntos
extremos. De esta forma, tenemos la igualdad

∂C(X, q) = {B : B es un arco contenido en X y

q es un punto extremo de A} ∪ {{q}, X}.

Por otra parte,

FrC(X)(C(X, q)) = ψ∗(FrC(S1)(C(S1, p)))

= ψ∗(∂C(S1, p))

= ∂ψ∗(∂C(S1, p))

= ∂C(X, q),

donde la penúltima igualdad se sigue del Teorema 1.57. Esto concluye la
demostración del teorema.

En la Figura 1.6 se muestra un esbozo del modelo construido en el Teo-
rema 1.113.

Para probar el Teorema 1.115, en el que se construye un modelo para el
hiperespacio C2(X) de un arco, se utilizan un par de funciones inducidas por
las operaciones de suma y producto comunes en los reales. En el siguiente
lema se hacen algunas observaciones acerca de dichas funciones.
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Lema 1.114. (i) La función 2I × I → 2[0,2] dada por (A, t) 7−→ t+A es
continua.

(ii) La función 2I × I → 2I dada por (A, t) 7−→ tA es continua.
(iii) Para cada t ∈ I y A,B ∈ 2I , t+A = t+B si, y sólo si, A = B.
(iv) Para cada t ∈ I − {0} y A,B ∈ 2I , tA = tB si, y sólo si, A = B.
(v) Para cada t ∈ I y A ∈ 2I , los conjuntos t + A y tA poseen a lo más

tantas componentes como A.

Demostración. Primero, demostremos que si A ∈ 2I y t ∈ I, entonces t+A ∈
2[0,2] y tA ∈ 2I . Si t = 0, la afirmación es inmediata pues t + A = A y
tA = {0}. Supongamos que t 6= 0. Luego, las aplicaciones f : R → R y
g : R→ R dadas por

x
f7−→ t+ x x

g7−→ tx

son homeomorfismos y, como t + A = f(A), tA = g(A) y A es compacto,
tanto t + A como tA son compactos y cerrados en [0, 2] y [0, 1], respectiva-
mente. De esta manera, las funciones en (i) y (ii) están bien definidas. Más
aún, en el caso t = 0, el conjunto t+ A = A tiene las mismas componentes
que A, y el conjunto tA = {0} sólo tiene una. Similarmente, en el caso t 6= 1,
las funciones f y g son continuas y los conjuntos t+A = f(A) y tA = g(A)
tienen a lo más tantas componentes como A (porque la imagen continua de
una componente está contenida en una componente). Aśı, se satisface (v).

Ahora probaremos simultáneamente (i) y (ii). Sean A ∈ 2I , t ∈ I y ε > 0.
Para 2I × I usaremos la métrica ((A, t), (A′, t′)) 7−→ H(A,A′) + |t − t′|.
Supongamos que B ∈ 2I y s ∈ I son tales que H(B,A) + |s − t| < ε

4 .
Entonces, A ⊂ N(B, ε2) y B ⊂ N(A, ε2). Aśı, si a ∈ A y b ∈ B, entonces
existen c ∈ B y d ∈ A, tales que |a − c| < ε

2 y |b − d| < ε
2 . Luego, tenemos

lo siguiente:

|(t+ a)− (s+ c)| ≤ |t− s|+ |a− c| < ε

4
+
ε

2
=

3ε

4

|ta− sc| = |ta− tc+ tc− sc| ≤ |t||a− c|+ |c||t− s| ≤ |a− c|+ |t− s| < 3ε

4

Similarmente, se puede demostrar que |(b+s)−(t+d)| < 3ε
4 y |sb−td| < 3ε

4 .
Aśı

t+A ⊂ N(s+B, 3ε
4 ) y s+B ⊂ N(t+A, 3ε

4 )
tA ⊂ N(sB, 3ε

4 ) y sB ⊂ N(tA, 3ε
4 )
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Por tanto, H(s+B, t+A) < ε y H(sB, tA) < ε. Aśı, se concluye (i) y (ii).
Ahora probaremos (iii) y (iv). Sean A,B ∈ 2I y t ∈ I. Supongamos

que A = B. Luego, si a ∈ A = B, entonces t + a ∈ t + B y ta ∈ tB. Aśı,
t+ A ⊂ t+B y tA ⊂ tB. De la misma manera obtenemos las contenciones
rećıprocas. Por tanto, t+A = t+B y tA = tB.

Supongamos ahora que t + A = t + B. Si a ∈ A, entonces existe b ∈ B,
tal que t + a = t + b. Luego, a = b, por lo que a ∈ B. Aśı, A ⊂ B. La otra
contención se prueba de forma similar. Por tanto, A = B.

Ahora, supongamos que tA = tB con t 6= 0. Luego, existe b ∈ B, tal que
ta = tb, por lo cual a = b. Aśı, A ⊂ B. Similarmente, se puede demostrar
que B ⊂ A. Por tanto, A = B. Aśı, se concluye (iii) y (iv).

Otra acotación antes de probar el siguiente teorema. Recuérdese que pa-
ra verificar una función cuyo dominio es un espacio cociente, expresada en
términos de representantes de las clases de equivalencia, basta comprobar
que las clases que poseen más de un punto tengan una misma imagen para
cada uno de sus representantes. Asimismo, una función como la mencionada
anteriormente es continua si, y sólo si, la composición de la función natu-
ral (aquella que asigna a un representante su clase correspondiente en el
cociente) con tal función (en ese orden) también es continua.

Teorema 1.115. Si X es un arco, entonces C2(X) es una 4-celda y

∂C2(X) = {A ∈ C2(X) :A es conexo o

A tiene una componente degenerada o

A contiene alguno de los puntos extremos de X}.
Demostración. Probaremos primero el teorema para el caso en que X es el
intervalo cerrado I = [0, 1]. Durante la prueba, denotaremos por Cono(Y ) al
cono topológico de Y , es decir, al espacio cociente Y × [0, 1]/Y × {1}, para
cualquier espacio métrico Y .

Sean D1 = {A ∈ C2(I) : 1 ∈ A} y D1
0 = {A ∈ C2(I) : 0, 1 ∈ A}. Si

{An}n∈N es una sucesión en D1 con ĺımAn = A ∈ C2(I), como puntos,
entonces ĺımAn = A, como conjuntos, y como 1 ∈ An, para cada n ∈ N, se
tiene que 1 ∈ A y A ∈ D1. Aśı, D1 es cerrado en C2(I). De forma semejante
se puede mostrar que D1

0 es cerrado.
Probaremos que la función h : T1/T2 → D1

0 dada por

[(a, b)]
h7−→ [0, a] ∪ [b, 1]

es un homeomorfismo, donde T1 = {(a, b) ∈ I2 : a ≤ b} y T2 = {(a, b) ∈
I2 : a = b}. Obsérvese que h está bien definida, pues, para cada a ∈ I,
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se cumple que h([(a, a)]) = [0, a] ∪ [a, 1] = I, y cada imagen puntual de
h es elemento de D1

0. También, h es inyectiva. En efecto, supongamos que
[0, a]∪ [b, 1] = [0, c]∪ [d, 1] para algunos (a, b), (c, d) ∈ T1. Si a = b, entonces
[0, c] ∪ [d, 1] = I. Luego, d ≤ c y, por ende, c = d. Por otro lado, si a < b,
entonces (c, d) = I − ([0, c] ∪ [d, 1]) = (a, b) 6= ∅. Aśı, a = b y c = d. En
cualquier caso, [(a, b)] = [(c, d)].

Sea A ∈ D1
0. Si A = I, entonces, para cada a ∈ I, se satisface que

h([(a, a)]) = A . Supongamos A 6= I. Luego, A tiene dos componentes (el
único subconjunto conexo de I que posee a 0 y 1 es el mismo I). Sean A0 y
A1 las componentes de A, con 0 ∈ A0 y 1 ∈ A1. Obsérvese que A0 ∩A1 = ∅
y A = A0 ∪A1. Asimismo, A0 y A1 son subconjuntos cerrados y conexos de
I y, por tanto, son intervalos cerrados. Consecuentemente, existen a, b ∈ I
con A0 = [0, a] y A1 = [b, 1]. Claramente, a < b y h(a, b) = A. Por lo tanto,
h es sobreyectiva.

Probemos ahora que h es continua. Sea qh : T1 → T1/T2 la función
natural del cociente; es decir,

(a, b)
qh7−→
{
{(a, b)} si t ∈ T1 − T2,
T2 si t ∈ T2.

Luego, f ◦ qh : T1 → D1
0 y f ◦ qh(a, b) = [0, a] ∪ [b, 1]. Sea ε > 0. Si ||(s, t)−

(x, y)|| < ε
2 , entonces |s − x| < ε

2 y |t − y| < ε
2 . Aśı, [0, s] ⊂ [0, x + ε

2) y
[t, 1] ⊂ (y− ε

2 , 1]. Luego, tenemos que [0, s]∪ [t, 1] ⊂ [0, x+ ε
2)∪ (y− ε

2 ], 1] =
N([0, x] ∪ [y, 1], ε2). De forma similar se puede mostrar que [0, x] ∪ [y, 1] ⊂
N([0, s]∪ [t, 1], ε2). Por tanto, H([0, t]∪ [s, 1], [0, x]∪ [y, 1]) < ε. Aśı, h ◦ qh es
continua y, por tanto, h es continua. Además, siendo h una biyección y su
dominio compacto, h es un homeomorfismo.

Por otro lado, obsérvese que T2 es un arco. Además, como T1 es un sub-
conjunto convexo, cerrado, acotado y con interior no vaćıo de R2, por el Teo-
rema 1.60, T1 es una 2-celda. Además, por el Lema 1.59 ∂T1 = FrR2(T1) =
{0}× I ∪ I×{1}∪T2. Aplicando el Lema 1.63, obtenemos que T1/T2 es una
2-celda y ∂(T1/T2) = {{z} : z ∈ ∂T1 − T2} ∪ {T2}. De este modo, D1

0 es una
2-celda y, por el Teorema 1.57, se tiene que

∂D1
0 = h(∂(T1/T2))

= h({{(a, b)} : (a, b) ∈ ({0} × I ∪ I × {1})− T2} ∪ {T2})
= h({{(0, b) : b ∈ (0, 1]} ∪ {{(a, 1)} : a ∈ [0, 1)} ∪ {T2})
= {{0} ∪ [b, 1] : b ∈ (0, 1]} ∪ {[0, a] ∪ {1} : a ∈ [0, 1)} ∪ {I}.

Probemos ahora que la función g : Cono(D1
0)→ D1 dada por

[(A, t)]
g7−→ t+ (1− t)A
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es un homeomorfismo. Obsérvese que g está bien definida. En efecto, para ca-
da A ∈ D1

0 y t ∈ I se cumple que máx (1− t)A = 1−t y máx (t+ (1− t)A) =
1; es decir, (t+ (1− t)A) ∈ D1. Asimismo, por (v) del Lema 1.114, el con-
junto t+(1− t)A tiene a lo más 2 componentes. Además, para cada A ∈ D1

0,
g([(A, 1)]) = {1} (la clase D0 × {1} es el único elemento de Cono(D1

0) con
más de un punto).

Sea qg : D1
0 × I → Cono(D0

1) la función natural del cociente; es decir,

(A, t)
qg7−→
{
{(A, t)} si t ∈ [0, 1),
D1

0 × {1} si t = 1.

Luego, dado (A, t) ∈ D1
0 × I se cumple que si t 6= 1, entonces g ◦ qg(A, t) =

g({(A, t)}) = t+ (1− t)A, y si t = 1, entonces g ◦ qg(A, t) = g(D1
0 × {1}) =

1 + 0D1
0 = {1} = 1 + (1 − 1)A. En otras palabras, la función g ◦ qg es tal

que g ◦ qg(A, t) = t + (1 − t)A, para cada (A, t) en su dominio. Como esta
última función es composición de funciones continuas (aplicamos aqúı (ii) y
(i) del Lema 1.114), deducimos que tanto g ◦ qg como g son continuas.

Supongamos ahora que para algunos [(A, t)] se satisface que g([(A, t)]) =
g([(B, s)]); es decir, t+ (1− t)A = s+ (1− s)B. Como 0 ∈ A y 1− t ≥ 0, se
cumple la igualdad mı́n (1− t)A = 0. Aśı, se tiene que mı́n (t+ (1− t)A) =
t. Similarmente, mı́n (s+ (1− s)B) = s. Luego, t = s. De este modo, t +
(1− t)A = t+ (1− t)B y, por tanto, A = B. Aśı, g es inyectiva.

Mostremos que g es sobreyectiva. Fijemos A ∈ D1. Sea t = 1 − mı́nA.
Queremos probar que existen B ∈ D1

0 y s ∈ I, tales que g([(B, s)]) = A. Si
t = 0, entonces A = {1} y g([({0, 1}, 1)]) = A. Podemos suponer entonces
que t > 0. Sea B = t−1

t + 1
tA. Como 1 = máxA, tenemos que

mı́nB =
t− 1

t
+

1

t
mı́nA =

t− 1

t
+

1

t
(1− t) = 0 y

máxB =
t− 1

t
+

1

t
máxA =

t− 1

t
+

1

t
= 1.

Esto implica que B ∈ D1
0. Además,

g([(B, 1− t)]) = (1− t) + (t)

(
t− 1

t
+

1

t
A

)

= (1− t) + ((t− 1) + 1A) = A.

Por tanto, g es sobreyectiva.

En esta forma, g es una biyección continua con dominio compacto y
codominio Hausdorff, y, por lo tanto, es un homeomorfismo.



74 Preliminares

Por otro lado, obsérvese que, por el Teorema 1.66, se cumple que ∂(D1
0×

I) = (∂D1
0 × I)∪ (D1

0 × ∂I). Además, como D1
0 es una 2-celda, por el Lema

1.62, el espacio Cono(D1
0) = D1

0 × I/D1
0 × {1} es una 3-celda y

∂ Cono(D1
0) = {{z} : z ∈ ∂(D1

0 × I)− (D1
0 × {1})} ∪ {D1

0 × {1}}
= {{z} : z ∈ ((∂D1

0 × I) ∪ (D1
0 × ∂I))−D1

0 × {1}}∪
{D1

0 × {1}}
= {{z} : z ∈ (∂D1

0 × [0, 1)) ∪ (D1
0 × {0})} ∪ {D1

0 × {1}}
= {{({0} ∪ [b, 1], t)} : b ∈ I, t ∈ [0, 1)}∪
{{([0, a] ∪ {1}, t)} : a ∈ I, t ∈ [0, 1)}∪
{{(A, 0)} : A ∈ D1

0} ∪ {D1
0 × {1}}.

Luego, D1 es una 3-celda y, por el Teorema 1.57, tenemos que

∂D1 = g(∂ Cono(D1
0))

= {{t} ∪ [t+ (1− t)b, 1] : b ∈ I, t ∈ [0, 1)}∪
{[t, t+ (1− t)a] ∪ {1} : a ∈ I, t ∈ [0, 1)}
∪D1

0 ∪ {{1}}
= {{t} ∪ [t+ (1− t)b, 1] : b, t ∈ I}∪
{[t, t+ (1− t)a] ∪ {1} : a, t ∈ I} ∪D1

0.

Sean f : Cono(D1) → C2(I) y q : D1 × I → Cono(D1) las funciones
dadas por

[A, t]
f7−→ (1− t)A, (A, t)

q7−→
{
{(A, t)} si t 6= 1,
A× {1} si t = 1.

Obsérvese que f está bien definida. En efecto, por (v) del Lema 1.114
se tiene que (1 − t)A posee a lo más dos componentes. Asimismo, D1 es el
único elemento de Cono(D1) con más de un elemento y f([(A, 1)]) = {0},
para cada A ∈ D1.

Mostremos ahora que f es inyectiva. Supongamos que (A, t), (B, s) ∈
D1 × I son tales que f([(A, t)]) = f([(B, s)]). Como 1 = máxA = máxB,
tenemos 1−t = máx (1− t)A y 1−s = máx (1− s)B (porque 1−t, 1−s ≥ 0).
Como (1− t)A = f([(A, t)]) = f([(B, s)]) = (1− s)B, se cumple que 1− t =
1 − s; es decir, t = s. Si t = s = 1, entonces [(A, t)] = D1 × 1 = [(B, s)].
De este modo, podemos suponer que t = s < 1. Aśı, 1 − t = 1 − s > 1 y
(1− t)A = (1− s)B. Esto implica que A = B. Por tanto, f es inyectiva.
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Para probar que f es sobreyectiva, tomemos A ∈ C2(I). Si A = {0},
entonces f([(C, 1)]) = {0} = A para cualquier C ∈ D1. Si A 6= {0}, sea t =

1−máxA. Entonces, máx
(

1
1−tA

)
= máx

(
1

máxAA
)

= 1, porque máxA > 0.

Aśı, 1
1−tA ∈ D1 y f

([
1

1−tA, t
])

= 1−t
1−tA = A. Por tanto, f es sobreyectiva.

Probemos que f es continua. Tenemos f ◦ q : D1 × I → C2(I) con f ◦
q(A, t) = f([(A, t)]) = (1− t)A, para cada (A, t) ∈ D1×I, que es claramente
continua, por ser una composición de funcionas continuas. Por tanto, f es
continua. De esta manera, f es una biyección continua con dominio compacto
y codominio Hausdorff. Por tanto, f es un homeomorfismo.

Obsérvese que el Teorema 1.66 asegura la igualdad ∂(D1× I) = (∂D1×
I) ∪ (D1 × ∂I). Además, D1 es una 3-celda. Aplicando el Lema 1.62, obte-
nemos que el espacio Cono(D1) = D1 × I/D1 × {1} es una 4-celda y

∂ Cono(D1) = {{z} : z ∈ ∂(D1 × I)− (D1 × {1})} ∪ {D1 × {1}}
= {{z} : z ∈ ((∂D1 × I) ∪ (D1 × ∂I))−D1 × {1}}∪
{D1 × {1}}

= {{z} : z ∈ (∂D1 × [0, 1)) ∪ (D1 × {0})} ∪ {D1 × {1}}
= {{({t} ∪ [t+ (1− t)b, 1], s)} : b, t ∈ I, s ∈ [0, 1)}∪
{{([t, t+ (1− t)a] ∪ {1}, s)} : a, t ∈ I, s ∈ [0, 1)}
∪ {{(A, s)} : A ∈ D1, s ∈ [0, 1)} ∪D1 × {0} ∪ {D1 × {1}}.

De este modo, C2(I) es un 4-celda y, por el Teorema 1.57, se tiene que

∂(C2(I)) = f(∂(ConoD1))

= {{(1− s)t} ∪ [(1− s)(t+ (1− t)b), 1− s] : b, t ∈ I, s ∈ [0, 1)}∪
{[(1− s)t, (1− s)(t+ (1− t)a)] ∪ {1− s} : a, t ∈ I, s ∈ [0, 1)}∪
{(1− s)A : A ∈ D1

0, s ∈ [0, 1)} ∪D1 ∪ {{0}}
= {{(1− s)t} ∪ [(1− s)(t+ (1− t)b), 1− s] : b, t, s ∈ I}∪
{[(1− s)t, (1− s)(t+ (1− t)a)] ∪ {1− s} : a, t, s ∈ I}∪
{(1− s)A : A ∈ D1

0, s ∈ I} ∪D1.

Sean K1 = {{(1 − s)t} ∪ [(1 − s)(t + (1 − t)b), 1 − s] : b, t, s ∈ I}, K2 =
{[(1− s)t, (1− s)(t+ (1− t)a)]∪{1− s} : a, t, s ∈ I} y K3 = {(1− s)A : A ∈
D1

0, s ∈ I}. De esta forma, tenemos la igualdad ∂(C2(I)) = K1∪K2∪K3∪D1.
Denotemos

C•(I) = {A ∈ C2(I) : A tiene una componente degenerada}.
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Probaremos que K1 ∪K2 ∪K3 ∪D1 = C(I) ∪ C•(I) ∪ C2(I, {0, 1}).
Como cada elemento de K1 es de la forma {x} ∪ [y, z], para algunos

x, y, z ∈ I, se tiene que K1 ⊂ C(I)∪C•(I). Similarmente, K2 ⊂ C(I)∪C•(I).
Además, es claro que D1 ⊂ C2(I, {0, 1}).

Por otro lado, supongamos que F ∈ K3. Luego, F = (1 − s)A, para
algunos s ∈ I y A ∈ D1

0. Como 0 ∈ A, se tiene que 0 = (1− s)0 ∈ (1− s)A.
Aśı, F ∈ C(I, {0, 1}). Por tanto, K3 ⊂ C2(I, {0, 1}).

Esto prueba que K1 ∪K2 ∪K3 ∪D1 ⊂ C(I) ∪ C•(I) ∪ C2(I, {0, 1}).
Ahora, tomemos A ∈ C(I) ∪ C•(I) ∪ C2(I, {0, 1}).
Supongamos que A ∈ C(I) − {{0}}. Luego, A = [x, y], para algunos

x, y ∈ I, tales que x ≤ y y y 6= 0. Luego, 1 − y, xy ∈ I y {(1 − (1 − y))xy} ∪
[(1− (1− y))(xy + (1− x

y )0), 1− (1− y)] = [x, y]. Esto implica que A ∈ K1. .

Análogamente, si A ∈ C•(I) − C(I), entonces A = [x, y] ∪ {z}, para
algunos x, y ∈ I, tales que x ≤ y y z ∈ I − [x, y]. Tenemos dos subcasos:
z < x y y < z. En el primer subcaso se tiene que 0 ≤ z < x ≤ y; es
decir, y > 0 y 0 < x − z ≤ y − z. Luego, x−z

y−z ,
z
y , 1 − y ∈ I y {(1 − (1 −

y)) zy} ∪ [(1 − (1 − y))( zy + (1 − z
y )x−zy−z ), 1 − (1 − y)] = {z} ∪ [x, y]. Aśı,

{z} ∪ [x, y] ∈ K1. En el segundo subcaso, se cumple que 0 ≤ x ≤ y < z;
es decir, que z > 0 y 0 ≤ y − x < z − x. Luego, y−x

z−x ,
x
z , 1 − z ∈ I y

[(1− (1− z))xz , (1− (1− z))(xz + (1− x
z )y−xz−x )]∪ {1− (1− z)} = [x, y]∪ {z}.

En consecuencia, A ∈ K2.

Ahora, supongamos que A ∈ C2(I) − {{0}}. Si 0 ∈ A, entonces A =
[0, x] ∪ [y, z] para algunos x, y, z ∈ I con x ≤ y ≤ z y z > 0. Aśı, 1 = z

z , 0 =
0
z ∈ 1

zA, 1
zA ∈ D1

0, 1 − z ∈ I y A = (1 − (1 − z))1
zA ∈ K3. Asimismo, si

1 ∈ A se tiene que A ∈ D1. Además, {{0}} = (1− 1){{0, 1}} ∈ K3.

De esta forma hemos probado la contención C(I)∪C•(I)∪C2(I, {0, 1}) ⊂
K1 ∪ K2 ∪ K3 ∪ D1. Esto prueba que ∂(C2(I)) = K1 ∪ K2 ∪ K3 ∪ D1 =
C(I) ∪ C•(I) ∪ C2(I, {0, 1}) y concluye el caso X = I.

Ahora, mostraremos el caso en que X es un arco cualquiera. Sea φ :
I → X un homeomorfismo. Por el Corolario 1.102 se satisface que la función
φ∗ : C2(I)→ C2(X) dada por

A
φ7−→ φ(A)

es un homeomorfismo. En particular, C2(I) es homeomorfo a C2(X) y,
por consiguiente, C2(X) es un 4-celda. Además, por el Teorema 1.57, se
cumple que ∂C2(X) = φ∗(∂C2(I)). Por otro lado, por el Teorema 1.22,
se cumple que φ(E(I)) = E(X). Esto implica que A ∩ E(I) 6= ∅ si, y
sólo si, φ(E) ∩ E(X) 6= ∅. Aśı, y como E(I) = {0, 1}, deducimos que
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φ∗(C2(I, {0, 1})) = C2(X,E(X)). Asimismo, A tiene una componente de-
generada si, y sólo si, φ(A) tiene una componente degenerada (porque los
homeomorfismos preservan componentes y cardinalidades), y A es conexo
si, y sólo si, φ(A) es conexo. Por tanto, φ∗(C•(I)) = {A ∈ C2(X) : A tiene
una componente degenerada} y φ∗(C(I)) = C(X). De este modo, se tiene

∂C2(X) = φ∗(C(I) ∪ C•(I) ∪ C2(I, {0, 1}))
= C(X) ∪ {A ∈ C2(X) : A tiene una componente degenerada}
∪ C2(X,E(X)).

Esto concluye la prueba de este teorema.

Como consecuencia del resultado anterior, se tiene el siguiente corolario,
el cual es utilizado en las demostraciones del Teorema 2.18 y los Lemas 3.29
y 3.39.

Corolario 1.116. Si X es homeomorfo al intervalo (0, 1] o al intervalo
(0, 1), entonces C2(X) es una 4-variedad conexa y

∂C2(X) = {A ∈ C2(X) : A es conexo o

A tiene una componente degenerada o

A contiene un punto extremo de X}.

Demostración. La prueba es similar a la del Corolario 1.111. Tomemos, como
en dicha demostración, un encaje f : X → [0, 1], tal que f(X) = (0, 1) o
f(X) = (0, 1]. Obsérvese que f(X) es un subconjunto abierto de [0, 1] y que
el conjunto C2(f(X)) = 〈f(X)〉2 es un subconjunto abierto de C2([0, 1]).
Además, por el Teorema 1.115, C2([0, 1]) es una 4-celda y, en consecuencia,
es una 4-variedad. Aplicando el Teorema 1.66, se cumple que C2(f(X))
es una 4-variedad y que ∂C2(f(X)) = C2(f(X)) ∩ ∂C2([0, 1]). Por otro
lado, por el Corolario 1.102, la función f∗ : C2(X) → C2(f(X)) dada por

A
f∗7−→ f(A) es un homeomorfismo. Por el Teorema 1.57 se satisface que

f∗(∂C2(X)) = ∂C2(f(X)). Por tanto, f∗(∂C2(X)) = C2(f(X))∩∂C2([0, 1]).

Denotemos

C•(Y ) = {A ∈ C2(Y ) : Y tiene una componente degenerada},

para cualquier espacio métrico Y . Obsérvese que para cualquier subespacio
Z de Y se cumple que C•(Y )∩C2(Z) = C•(Z). Con esta notación, aplicando
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el Teorema 1.115 se tiene la igualdad ∂C2([0, 1]) = C([0, 1]) ∪ C•([0, 1]) ∪
C2([0, 1], E([0, 1])). De este modo, tenemos lo siguiente:

f∗(∂C2(X)) = C2(f(X)) ∩ (C([0, 1]) ∪ C•([0, 1]) ∪ C2([0, 1], E([0, 1])))

= C(f(X)) ∪ C•(f(X)) ∪ C2(f(X), E([0, 1])).

Por otro lado, por el Corolario 1.102, se satisface que f∗(C(X)) =
C(f(X)). Además, como f : X → f(X) es un homeomorfismo, se cumple,
para cualquier subconjunto A de X, que A tiene una componente degenerada
si, y sólo si, f(A) tiene una componente degenerada (los homeomorfismos
preservan componentes y cardinalidades). Esto implica que f∗(C•(X)) =
C•(f(X)). Asimismo, por el Teorema 1.24, E(f(X)) = E([0, 1]) ∩ f(X).
De esta manera, y como f : X → f(X) es un homeomorfismo, E(X) =
f(E(f(X))) = f−1(E([0, 1]) ∩ f(X)) = f−1(E[0, 1]). Por tanto, dado cual-
quier A ∈ C2(X) se cumple que A∩E(X) 6= ∅ si, y sólo si, f(A)∩E([0, 1]) 6=
∅. Esto implica que f∗(C2(X,E(X))) = C2(f(X), E([0, 1]).

Del párrafo anterior obtenemos las igualdades C(X) = (f∗)−1(C(f(X))),
C•(X) = (f∗)−1(C•(f(X))) y C2(X,E(X)) = (f∗)−1(C2(f(X), E([0, 1]))).
Por tanto,

∂C2(X) = (f∗)−1(C(f(X)) ∪ C•(f(X)) ∪ C2(f(X), E([0, 1])))

= C(X) ∪ C•(X) ∪ C2(X,E(X)).

Esto concluye la demostración de este corolario.

1.6.4. Hiperespacios de crecimiento

Ahora, se presenta otra clase de hiperespacios de la cual resultan de in-
terés principalmente tres caracteŕısticas (dentro del ámbito de los espacios
localmente conexos), a saber: contiene a cada clase de hiperespacios distinta
de 2X y F (X) de la cual hemos hablado hasta el momento, cada elemen-
to de esta clase es un retracto absoluto y cada bola cerrada generalizada
(Definición 1.119) de un elemento de un hiperespacio de esta clase también
pertenece a tal hiperespacio. Estas propiedades, junto con la propiedad de
convexidad (de nuevo, dentro de los espacios localmente conexos), proveen
de algunas caracteŕısticas de la función Φε (Definición 1.127) que se utilizan
en las pruebas de los Teoremas 3.12, 3.19 y 3.21.

Definición 1.117. Sean X un continuo y B un subconjunto cerrado de 2X .
Decimos que B es un hiperespacio de crecimiento si para cualesquiera
A ∈ B y B ∈ 2X , tales que A ⊂ B y cada componente de B intersecta a A,
se tiene que B ∈ B.
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El primer resultado acerca de esta clase de hiperespacios es que contiene
a los hiperespacios que interesan a este estudio, lo cual se expresa en la
siguiente observación.

Observación 1.118. Dado un continuo localmente conexo X, un subcon-
junto cerrado K de X y n ∈ N, los hiperespacios Cn(X), CKn (X) y Cn(X,K)
son hiperespacios de crecimiento.

Demostración. Sean A ∈ Cn(X) y B ∈ 2X , tales que A ⊂ B y cada compo-
nente de B intersecta a A. Sean A1, . . . , Ak las componentes de A, con k ≤ n.
Como A ⊂ B, para cada i ∈ {1, . . . , k} existe una componente Bi de B, tal
que Ai ⊂ Bi. Luego, A ⊂ ⋃k

i=1Bi. Como las componentes de un conjunto
cualquiera son ajenas por pares y cada componente de B intersecta a A,
tenemos que B1, . . . , Bk son todas las componentes de B. Aśı, B ∈ Cn(X).

Si, además, A ∈ CKn (X); es decir, K ⊂ A, entonces K ⊂ A ⊂ B y
B ∈ CKn (X). Si, en lugar de tal condición, A es elemento de Cn(X,K);
en otras palabras, si A ∩ K 6= ∅, entonces B ∩ K ⊃ A ∩ K 6= ∅ y B ∈
CKn (X). Esto prueba que Cn(X), CKn (X) y Cn(X,K) son hiperespacios de
crecimiento.

Para probar que los hiperespacios de crecimiento son retractos absolutos
(Teorema 1.125) se requiere de varios resultados previos, algunos sencillos
lemas (Lemas 1.120, 1.121 y 1.122) y algunos teoremas muy resaltables (Teo-
remas 1.123 y 1.124), además de la siguiente definición.

Definición 1.119. Sean X un espacio con métrica d y ε > 0. Dado cualquier
A ∈ 2X , la d-bola cerrada generalizada en X de radio ε alrededor de A,
es el conjunto Cd(A, ε) = {x ∈ X : d(x,A) ≤ ε}.

Lema 1.120. Sea X un espacio métrico. Si A es un subespacio compacto
de X y x es un elemento cualquiera de X, existe a ∈ A, tal que d(x,A) =
d(x, a).

Demostración. Dado cualquier n ∈ N, sea an ∈ A, tal que d(x, an) <
d(x,A) + 1

n . Como A es compacto, podemos suponer que ĺım an = a, para
alguna a ∈ A. Obsérvese que, para cada n ∈ N, se cumple que d(x,A) ≤
d(x, an) ≤ d(x,A)+ 1

n . Aśı, tomando ĺımites, d(x,A) = ĺım d(x, an). Además,
por la continuidad de d, obtenemos que ĺım d(x, an) = d(x, a). Por lo tanto,
d(x,A) = d(x, a).

El siguiente lema no sólo resulta útil en la prueba del Teorema 1.125,
sino también para demostrar el Lema 1.128 y el Teorema 3.12.
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Lema 1.121. Sea X continuo. Si d es una métrica convexa para X y ε > 0,
entonces:

(1) Para cada A ∈ 2X , se tiene Cd(A, ε) = clX(intX(Cd(A, ε))).

(2) Si B es un hiperespacio de crecimiento, entonces, para cada A ∈ B, se
cumple que Cd(A, ε) ∈ B.

(3) Para cada n ∈ N y A ∈ Cn(X), se tiene Cd(A, ε) ∈ Cn(X).

Demostración. (1) Primero mostremos que clX(intX(Cd(A, ε))) ⊂ Cd(A, ε).
Obsérvese que intX(Cd(A, ε)) ⊂ Cd(A, ε), por lo cual basta probar que
Cd(A, ε) es cerrado en X. Para ello, tomemos x ∈ X − Cd(A, ε). Luego,
d(x,A) > ε. Sea δ > 0, tal que d(x,A)−ε > 2δ. Dado cualquier y ∈ Bd(x, δ)
se tiene que d(x,A) ≤ d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a) < δ+ d(y, a). Aśı, d(y, a) >
d(x,A) − δ > δ + ε, siempre que a ∈ A. Por tanto, d(y,A) ≥ δ + ε > ε; es
decir, y ∈ X − Cd(A, ε). Esto muestra que Bd(y, δ) ⊂ X − Cd(A, ε) y que
Cd(A, ε) es cerrado en X. Obsérvese que esta parte de la prueba no requiere
ninguna condición adicional al continuo X.

Ahora probaremos que Cd(A, ε) ⊂ clX(intX(Cd(A, ε))). Para tal efecto,
tomemos x ∈ Cd(A, ε). Si x ∈ A, entonces x ∈ Nd(A, ε) ⊂ intX(Cd(A, ε)).
Podemos suponer entonces que x /∈ A. Por el Lema 1.120, existe a ∈ A,
tal que d(x, a) = d(x,A). Como d es una métrica convexa para X, exis-
te una isometŕıa γ : [0, d(a, x)] → X, tal que γ(0) = a y γ(d(a, x)) = x.
Obsérvese que para cualquier t ∈ [0, d(a, x)) se cumple que d(a, γ(t)) =
d(γ(0), γ(t)) = |t − 0| = t < d(a, x) = d(x,A) ≤ ε. Esto implica que
γ(t) ∈ Bd(a, ε). En otras palabras, γ([0, d(a, x))) ⊂ Bd(a, ε) ⊂ Cd(A, ε). Aśı,
γ([0, d(a, x))) ⊂ intX(Cd(A, ε)) y x ∈ γ([0, d(a, x)]) = clX(γ([0, d(a, x)))) ⊂
clX(intX(Cd(A, ε))). Esto muestra que Cd(A, ε) ⊂ clX(intX(Cd(A, ε))). Más
aún, prueba que cada elemento de Cd(A, ε)−A puede ser unido a un elemen-
to de A por un arco contenido en Cd(A, ε). Por lo tanto, se da la igualdad
de (1).

(2) Mostraremos primero que si K es conexo, entonces Cd(K, ε) es co-
nexo. Para ello, supongamos que K es conexo. Dado x ∈ Cd(K, ε)−A, por
el párrafo anterior, existen ax ∈ K y un arco αx contenido en Cd(K, ε) que
une a a con x. De este modo, Cd(K, ε) = K ∪ (

⋃{αx : x ∈ Cd(K, ε)−K}).
Como K es conexo y, para cada x ∈ Cd(K, ε), se cumple que αx es conexo
y ax ∈ αx ∩K, tenemos, por el Teorema 1.2, que Cd(K, ε) es conexo.

Ahora, supongamos que A ∈ B. Probaremos que Cd(A, ε) ∈ B. Con tal
motivo, sea C una componente de Cd(A, ε). Sea x ∈ C, tal que d(x,A) ≤ ε.
Por el Lema 1.120, existe a ∈ A, tal que d(x, a) = d(x,A) ≤ ε. Como
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Cd({a}, ε) está contenido en Cd(A, ε) y, por el párrafo anterior, es conexo,
tenemos que Cd({a}, ε) ⊂ C. Aśı, a ∈ C y A ∩ C 6= ∅. Por tanto, cada
componente de Cd(A, ε) intersecta a A; es decir, Cd(A, ε) ∈ B. Esto prueba
(3).

(3) Por la Observación 1.118, Cn(X) es un hiperespacio de crecimiento.
Aplicando (2), obtenemos el resultado.

Esto concluye la demostración del lema.

Lema 1.122. Dado un continuo con métrica convexa d, la función Φ :
2X × [0,∞)→ 2X dada por

(A, r)
Φ7−→ Cd(A, r)

es continua.

Demostración. Usaremos la métrica máx para 2X × R. Tomemos δ > 0.
Sean A,B ∈ 2X y ε, η ≤ 0, tales que Hd(A,B) < δ

4 y |ε− η| < δ
4 . Queremos

demostrar que Hd(Cd(A, ε), Cd(B, η)) < δ. Sea x ∈ Cd(A, ε). Por el Lema
1.120, existe a ∈ A, tal que d(x, a) = d(x,A) ≤ ε. Como A ⊂ Nd(B,

δ
4),

existe b ∈ B, tal que d(a, b) < δ
4 . Luego, d(x, b) ≤ d(x, a) + d(a, b) <

d(x,A) + δ
4 ≤ ε + δ

4 <
δ
4 + η + δ

4 = η + δ
2 . Sea γ : [0, d(b, x)] → X una iso-

metŕıa. Si d(b, x) ≤ η, entonces x ∈ Cd(B, η). Podemos suponer entonces que
d(b, x) > η. Entonces, d(b, γ(η)) = d(γ(0), γ(η)) = η. Aśı, γ(η) ∈ Cd(B, ε) y
d(x, γ(η)) = d(γ(d(b, x)), γ(η)) = d(b, x) − eta ≤ η + δ

2 − η = δ
2 . Por tanto,

x ∈ Nd(Cd(B, η), δ2). De esta manera, Cd(A, ε) ⊂ Nd(Cd(B, η), δ2). Del mis-

mo modo, se puede probar que Cd(B, η) ⊂ Nd(Cd(A, ε),
δ
2). Esto muestra

que Hd(Cd(A, ε), Cd(B, ε)) < δ. Aśı, se concluye que Φ es continua.

Los siguientes dos teoremas son resultados muy notables relacionados
con el cubo de Hilbert. El primero de ellos es un resultado fundamental de
la teoŕıa de los continuos localmente conexos, mientras que el segundo es
una propiedad del cubo de Hilbert. No obstante su gran importancia, en
este escrito el uso de estos se limita a la prueba del Teorema 1.125.

Teorema 1.123 ([5], Teorema 1). Sea X un continuo. Entonces, X es
un continuo localmente conexo si, y sólo si, 2X es homeomorfo al cubo de
Hilbert.

Teorema 1.124 ([16], Teorema 9.2). Sea X un espacio métrico compacto.
Si X es un retracto del cubo de Hilbert, entonces X es un retracto absoluto.

Teorema 1.125. Sea X un continuo localmente conexo. Si B es un hiper-
espacio de crecimiento, entonces B es un retracto absoluto.
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Demostración. Sea Φ la función continua definida en el Lema 1.122. Dado
A ∈ 2X , se define el valor tA como sigue. Como X es compacto, X es
acotado según la métrica d. Luego, Φ(A, 2 diám(X)) = X. Obsérvese que el
conjunto Φ−1(B) ∩ ({A} × [0,∞)) = {A} × {t ∈ [0,∞) : Φ(A, t) ∈ B} es
cerrado en 2X × [0,∞) y contiene al menos al conjunto {(A, 2 diám(X))}.
Aśı, {t ∈ [0,∞) : Φ(A, t) ∈ B} es un subconjunto cerrado y no vaćıo de
[0,∞). Sea tA = mı́n{t ∈ [0,∞) : Φ(A, t) ∈ B}.

Mostraremos que la función g : 2X → [0,∞) dada por A
g7−→ tA es

continua. Para ello, sean δ > 0 y A,B ∈ 2X , tales que H(A,B) < δ
2 .

Afirmamos que Cd(A, tA) ⊂ Cd(B, tA + ε
2). En efecto, sea x ∈ Cd(A, tA),

es decir, x ∈ X, tal que d(x,A) ≤ tA. Por el Lema 1.120, existe a ∈ A, tal que
d(x, a) = d(x,A) ≤ tA. Como A ⊂ B(B, ε2), existe b ∈ B, tal que d(a, b) < ε

2 .
Luego, d(x, b) ≤ d(x, a) + d(a, b) < tA + ε

2 ; es decir, x ∈ Cd(B, tA + ε
2). Esto

prueba nuestra afirmación.
Ahora, mostremos que cada componente de Cd(B, tA + δ

2) intersecta a
Cd(A, tA). Sea C una componente de Cd(B, tA+ ε

2). Tomemos y ∈ C. Luego,
por el Lema 1.120, existe b ∈ B, tal que d(b, y) ≤ tA+ ε

2 . Como B ⊂ B(A, ε2),
existe a ∈ A, tal que d(a, b) < ε. Obsérvese que y, a ∈ Cd({b}, tA + ε

2).
Además, por el Lema 1.121 (3), este último conjunto es conexo. Por tanto,
Cd({b}, tA + ε

2) ⊂ C. Aśı, a ∈ C y Cd(A, tA) ∩ C ⊃ A ∩ C 6= ∅.
Como B es un hiperespacio de crecimiento y Cd(A, tA) ∈ B, los dos

párrafos anteriores muestran que Cd(B, tA+ ε
2) ∈ B. Por tanto, tB ≤ tA+ ε

2 .
De la misma forma, se puede probar que tA ≤ tB+ ε

2 . Aśı, − ε
2 ≤ tA−tB ≤ ε

2 ;
es decir, |tA − tB| ≤ ε

2 < ε. Esto muestra que g es continua.

De esta forma, la función Θ : 2X → B dada por A
Θ7−→ Φ(A, tA) es

continua. Además, Θ(A) = Φ(A, 0) = A siempre que A ∈ B. De este modo, Θ
es una retracción de 2X en B. Además, por el Teorema 1.123, el hiperespacio
2X es homeomorfo al cubo de Hilbert. Por tanto, B es un retracto del cubo
de Hilbert. Aplicando el Teorema 1.124, concluimos que B es un retracto
absoluto.

Una consecuencia fundamental del teorema anterior es que los hiper-
espacios que más nos interesan son retractos absolutos, como lo afirma el
siguiente corolario.

Corolario 1.126. Sean X un continuo localmente conexo, K un subcon-
junto cerrado de X y n ∈ N. Si X es localmente conexo, entonces los hiper-
espacios Cn(X), CKn (X) y Cn(X,K) son retractos absolutos.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de la Observación 1.118 y
del Teorema 1.125.
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Como se ha mencionado con anterioridad, la siguiente función es de vital
importancia en el Caṕıtulo 3.

Definición 1.127. Dado un continuo localmente conexo y ε > 0, la función
Φε : 2X → 2X está dada por

A
Φε7−→ Cd(A, ε).

El siguiente lema provee de las principales caracteŕısticas que se ocupan
de la función Φε.

Lema 1.128. Sea X un espacio métrico. Si la métrica de X es convexa,
entonces para cualquier ε > 0 se cumplen las siguientes tres afirmaciones:

(1) Si B es un hiperespacio de crecimiento, entonces podemos restringir
Φε|B : B → B.

(2) Φε es continua.

(3) (HX)∞(Id2X ,Φε) ≤ ε.

Demostración. (1) es consecuencia inmediata del Lema 1.121 (3).
(2) es una implicación directa del Lema 1.122.
(3) Dado A ∈ 2X , probemos que Hd(A,Φε(A)) ≤ ε. Para tal fin, sea

η > 0. Obsérvese que A ⊂ Cd(A, ε) = Φε(A) ⊂ Nd(Φε(A), ε + η). Por otro
lado, dada x ∈ Φε(A), por el Lema 1.120, existe a ∈ A, tal que d(x, a) =
d(x,A). Luego, d(x, a) ≤ ε < ε + η y x ∈ Nd(A, ε + η). Esto implica que
Φε(A) ⊂ Nd(A, ε + η). Por lo tanto, Hd(A,Φε(A)) ≤ ε + η. Como η es un
número positivo arbitrario, deducimos que Hd(A,Φε(A)) ≤ ε. Al ser A un
elemento cualquiera de 2X , concluimos la desigualdad en (3).
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Caṕıtulo 2

Dimensión finita en Cn(X)

En este caṕıtulo se revisan algunos resultados que proveen de condiciones
necesarias o suficientes para garantizar la finitud de la dimensión, ya sea en
un punto dado o globalmente, en los hiperespacios Cn(X). En el camino, se
definen algunos conceptos esenciales no sólo para este caṕıtulo sino también
para las demostraciones principales del caṕıtulo siguiente, a saber, los arcos
libres maximales y las circunferencias libres. Más aún, la segunda sección
completa se aboca a probar varios resultados referentes a ellos. Por su parte,
la primera sección se enfoca en exponer algunos resultados acerca de la
dimensión de Cn(X) para las gráficas finitas. La tercera sección analiza
condiciones necesarias y condiciones suficientes para garantizar la finitud de
la dimensión en un punto de Cn(X) para los continuos localmente conexos,
aśı como una condición necesaria para que un punto tenga la dimensión
mı́nima posible en C2(X).

2.1. Dimensión en el hiperespacio C(X) de gráficas
finitas

En esta primera sección se estudia un resultado relevante para los objeti-
vos perseguidos, pues establece, para un continuo dado X, varias equivalen-
cias relacionadas con la dimensión de C(X) y con la propiedad de pertenecer
a la clase de las gráficas finitas (Teorema 2.3). Para realizar la prueba de
tal teorema, se requiere de varios resultados que, además de tal propósito,
serán fundamentales en varios resultados posteriores.

El primer resultado de esta sección expresa una condición que garantiza
la existencia de m-celdas en el espacio de subcontinuos de un continuo.
Además de determinar una cota inferior para la dimensión del hiperespacio

85
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de subcontinuos de cualquier gráfica finita (como un ejemplo particular),
este resultado es útil para mostrar que C(X) tiene dimensión infinita en X
cuando X no es una gráfica (Teorema 2.3).

Teorema 2.1. Sean X un continuo y m un número natural con m ≥ 2.
Si existen subcontinuos M y N de X con M ⊂ N , tales que M − N es la
unión de m conjuntos no vaćıos y mutuamente separados por pares en X,
entonces existe una m-celda M ⊂ C(M), tal que M,N ∈ M y, para cada
K ∈M, N ⊂ K ⊂M .

Demostración. Sean B1, . . . , Bm subconjuntos no vaćıos de X, mutuamente
separados por pares, tales que M − N =

⋃m
i=1Bi. Sea K una componente

cualquiera de M−N . Por el Teorema 1.16, se cumple que clM (K)∩FrM (M−
N) 6= ∅. Como FrM (M−N) ⊂ clM (N) = N , esto implica que clM (K)∩N 6=
∅. Aplicando el Teorema 1.3, obtenemos que K ∪N es conexo.

Fijemos k ∈ {1, . . . ,m}. Mostraremos que Bk =
⋃{C : C es una compo-

nente de M−N y C∩Bk 6= ∅}. La contención hacia la derecha es inmediata.
Para probar la otra contención, sea C una componente de M −N , tal que
C∩Bk 6= ∅. Obsérvese que {Bi : 1 ≤ i ≤ m} es una colección finita de cerra-
dos en M−N ajenos por pares. Luego, C ⊂ Bk. De este modo, se satisface la
igualdad requerida. Además, por el párrafo anterior y el Teorema 1.2, el con-
junto N ∪Bk = N ∪{N ∪C : C es una componente de M−N y C∩Bk 6= ∅}
es conexo. Más aún, clM (Bk) ⊂M−

⋃{Bi : i 6= k} = M−((M−N)−Bk) =
M − (M − (N ∪ Bk)) = N ∪ Bk. Aśı, N ∪ Bk = N ∪ clM (Bk) y N ∪ Bk es
cerrado en M y compacto. Por tanto, N ∪Bk es un continuo.

Por el Teorema 1.94, existe un arco ordenado αk : [0, 1] → 2X , tal que
αk(0) = N y αk(1) = N ∪ Bk. Obsérvese que para cualquier t0 ∈ (0, 1],
si h : [0, 1] → [0, t0] es la función tal que f(t) = t

t0
, para cada t ∈ [0, t0],

entonces h es un homeomorfismo estrictamente creciente y αk ◦h es un arco
ordenado en 2X que va de N a αk(t0). Aplicando el Teorema 1.94, obtenemos
que cada componente de αk(t0) debe intersectar a N . Como N ⊂ αk(t0),
N es conexo y las componentes de cualquier conjunto son ajenas por pares,
deducimos que αk(t0) sólo posee una componente; es decir, αk(t0) es conexo.
Aśı, αk([0, 1]) ⊂ C(X).

Por otro lado, dados t1, . . . , tm ∈ [0, 1], como N ⊂ αi(ti) siempre que
1 ≤ i ≤ m, por el Teorema 1.3 se cumple que el conjunto α1(t)∪ · · · ∪αm(t)
es conexo. Por tanto, este último conjunto es un continuo.

De esta forma, podemos considerar la función Γ : [0, 1]m → C(X) dada
por

(t1, . . . , tm)
Γ7−→ α1(t1) ∪ · · · ∪ αm(tm).
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Se sigue del Teorema 1.104 y del hecho que cada αi es continua, que Γ es
continua.

Probemos que Γ es inyectiva. Para ello, sean (t1, . . . , tm), (s1, . . . , sm) ∈
[0, 1]m, tales que Γ(t1, . . . , tm) = Γ(s1, . . . , sm). Fijemos k ∈ {1, . . . ,m}.
Obsérvese que para j 6= k se cumple que N ∩ Bk = Bj ∩ N = Bj ∩ Bk =
∅ y αj(tj) ∩ (N ∪ Bk) ⊂ (N ∪ Bj) ∩ (N ∪ Bk) = N . Esto implica que
αj(tj)∩ (N ∪Bk) = N . Por tanto, y porque αk(tk) ⊂ N ∪Bk y N ⊂ αk(tk),
obtenemos lo siguiente:

Γ(t1, . . . , tm) ∩ (N ∪Bk) = (αk(tk) ∩ (N ∪Bk)) ∪N = αk(tk) ∪N
= αk(tk).

Similarmente, Γ(s1, . . . , sm)∩(N∪Bk) = αk(sk). Por tanto, αk(tk) = αk(sk).
Como αk es inyectiva, lo anterior conlleva a que tk = sk. Puesto que es-
to sucede para cualquier k ∈ {1, . . . ,m}, concluimos que (t1, . . . , tm) =
(s1, . . . , sm). Esto prueba que Γ es inyectiva.

Como [0, 1]m es compacto y C(X) es Hausdorff, de lo anterior deducimos
que Γ es un encaje. Aśı, Γ([0, 1]m) es una m-celda.

Por otro lado,

Γ((1, 1, . . . , 1)) =
⋃m
i=1 αk(1) =

⋃m
i=1(N ∪Bk) = N ∪ (

⋃m
i=1Bi)

= N ∪ (M −N) = M.

Similarmente, N = Γ((0, 0, . . . , 0)). Más aún, dado (t1, . . . , tm) ∈ [0, 1]m,
para cualquier k ∈ {1, . . . ,m}, se cumple queN ⊂ αk(0) ⊂ αk(tk) ⊂ αk(1) ⊂
N ∪ Bk. En consecuencia, N ⊂ Γ(t1, . . . , tm) ⊂ ⋃m

i=1(N ∪ Bk) = M . Por
tanto, M,N ∈ Γ([0, 1]m) y, para cualquier A ∈ Γ([0, 1]m), es cierto que
N ⊂ A ⊂M . Con esto terminamos la demostración.

El siguiente resultado proporciona, en el caso de las gráficas finitas, la
dimensión exacta que poseen los hiperespacios Cn(X) en cualquiera de sus
puntos. Resulta de vital importancia en la prueba del Lema 2.16 (y, por
ende, en la demostración del Teorema 2.18).

Teorema 2.2 ([6], Teorema 2.4). Si D es una gráfica finita, entonces, para
cualquier A ∈ Cn(D), se cumple

dimA(Cn(D)) = 2n+
∑

x∈R(D)∩A
(ord(x,D)− 2).

Ahora se prueba el resultado principal de esta sección. Este teorema es
una caracterización de las gráficas finitas X en relación a la dimensión de sus
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hiperespacios Cn(X), tanto en el punto X como globalmente. Es importante
para la demostración de dos de los teoremas principales, los Teoremas 2.14
y 2.15.

Teorema 2.3. Sea X un continuo locamente conexo. Entonces, son equi-
valentes las siguientes condiciones:

(a) X es una gráfica finita.

(b) dimX(C(X)) es finita.

(c) dim(C(X)) es finita.

(d) Existe n ∈ N, tal que dim(Cn(X)) es finita.

(e) Para cada n ∈ N, se cumple que dim(Cn(X)) es finita.

Demostración. Sea d una métrica para X.

(b) ⇒ (a) Supongamos que X no es una gráfica finita. Probaremos que
dimX(C(X)) = ∞ mostrando que, para cada n ∈ N, dimX(C(X)) ≥ n.
Fijemos n ∈ N − {1}. Por el Teorema 1.47, existe un conjunto A con exac-
tamente n elementos, tal que X −A es conexo. Como A es finito, podemos
elegir ε > 0, tal que ε < 1

2 mı́n{d(x, y) : x, y ∈ A y x 6= y}.
Como X es un continuo localmente conexo, para cada x ∈ A existe un

subconjunto abierto y conexo Ux de X, tal que x ∈ Ux ⊂ clX(Ux) ⊂ Bd(x, ε).
Sea Cx = clX(Ux). Luego, cada Cx es un subcontinuo de X que posee
a x y, para cualesquiera y, z ∈ A con y 6= z, se cumple que Cy ∩ Cz ⊂
Bd(y, ε) ∩Bd(z, ε) = ∅.

Sea U =
⋃
x∈A Ux. Obsérvese que U es un subconjunto abierto de X

que contiene a A. Como X − A es conexo, por el Lema 1.31, existe un
subconjunto cerrado V , tal que A ⊂ intX(V ) ⊂ V ⊂ U y X − V es conexo.
Sea D = clX(X − V ). Obsérvese que D es un subcontinuo de X y, como
D = X − intX(V ), se cumple que X − U ⊂ D ⊂ X −A.

Como Ux es abierto en X se tiene que X − Ux es cerrado en X y
FrX(Ux) = clX(Ux)∩ (X−Ux) ⊂ (X−⋃Uy 6=xUy)∩ (X−Ux) = X−U ⊂ D.
Además, FrX(Ux) ⊂ Cx. Como Ux es un subconjunto propio de X y X
es conexo, se tiene que FrX(Ux) 6= ∅. Aśı, Cx ∩ D 6= ∅ y Cx ∪ D es co-
nexo. Obsérvese que este último conjunto es un subcontinuo de X y que
x ∈ Cx −D.

Como U ⊂ ⋃x∈ACx y X−U ⊂ D, se tiene que X = D∪(
⋃
x∈ACx). Lue-

go, X−D =
⋃
x∈A(Cx−D). Aśı, X−D es la unión de n conjuntos no vaćıos

mutuamente separados por pares en X (pues los conjuntos Cx son cerrados
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en X y ajenos por pares). Aplicando el Teorema 2.1, obtenemos una n-celda
M contenida en C(X), tal que X ∈M . Esto implica que dimX(C(X)) ≥ n.
Como n ∈ N es arbitrario, concluimos que dimX(C(X)) =∞.

(c)⇒ (b) Es inmediato.

(d) ⇒ (c) Como C(X) ⊂ Cn(X), el Teorema 1.68 (1) garantiza la de-
sigualdad dim(C(X)) ≤ dim(Cn(X)). Como Cn(X) tiene dimensión finita,
esta última relación implica que C(X) tiene dimensión finita.

(e)⇒ (d) Es inmediato.

(a)⇒ (e) Dado cualquier n ∈ N, el Teorema 2.2 asegura que, para cada
A ∈ Cn(X),

dimA(Cn(X)) = 2n+
∑

p∈A∩R(X)

(ord(p,X)− 2)

≤ 2 +
∑

p∈R(X)

(ord(p,X)− 2).

Aśı, dim(Cn(X)) ≤ 2n +
∑

p∈R(X)(ord(p,X) − 2). Como R(X) es finito, la
relación anterior implica que dim(Cn(X)) es finita.

Esto concluye la demostración del teorema.

2.2. Arcos y circunferencias libres

Como vimos en la Sección 1.6.3, cuando A es un arco y S es un cur-
va cerrada simple, los hiperespacios C(A), C2(A) y C(S) poseen modelos
geométricos simples que incluso permiten “visualizar” sus fronteras como
variedades. Los Teoremas 2.1 y 2.2 pueden dar una idea de como cambia
la complejidad de los hiperespacios al tomar espacios con más puntos de
ramificación y al aumentar el orden de estos puntos. Asimismo, el Teorema
2.2 y los modelos que se acaban de mencionar permiten establecer que las
vecindades más simples en los hiperespacios C(X) son del tipo C(A) = 〈A〉1,
C(S) = 〈A〉1, en donde A un arco y S una curva cerrada simple (tomando
en cuenta que, por el Teorema 1.44, este tipo de continuos son los únicos
continuos que no contienen puntos de ramificación) cuyos interiores son no
vaćıos. Lo anterior provee de motivos para analizar este tipo de vecinda-
des para cierto tipo de arcos y curvas cerradas simples en donde se cumplen
ciertas condiciones maximales. En esta sección se presentan este tipo de sub-
continuos y algunos resultados acerca de sus propiedades dentro del continuo
subyacente. En la siguiente sección se aborda cómo este tipo de subcontinuos
se relaciona con la dimensión de los hiperespacios Cn(X).
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Definición 2.4. Sea X un continuo. Un arco J contenido en X es un arco
libre enX si J−E(J) es abierto enX. Una curva cerrada simple L contenida
en X es una circunferencia libre en X si existe p ∈ X, tal que L − {p}
es abierto en X. Un arco libre K de X es un arco libre maximal si, para
cada arco libre J de X con K ⊂ J , se cumple que K = J .

En el siguiente lema se reúnen algunas observaciones simples de los con-
ceptos que se acaban de definir.

Lema 2.5. Sean X un continuo y J un arco libre de X.

(1) Si C es un subconjunto conexo de X con C∩E(J) = ∅ o C∩FrX(J) = ∅,
entonces C ⊂ J o C ∩ J = ∅.

(2) Si K es un subarco de J , entonces K es un arco libre de X.

(3) Si p es un punto extremo de J con p ∈ intX(J), entonces para cualquier
arco K contenido en X con p ∈ K, se cumple que p es un punto extremo
de K con p ∈ intX(K).

(4) Si Y es un subcontinuo de X y J ⊂ Y ⊂ X, entonces J es un arco libre
de Y .

Demostración. (1) Obsérvese queX−J y J−E(J) son subconjuntos abiertos
y ajenos de X. Como C es conexo y C∩E(J) = ∅; es decir, C ⊂ X−E(J) =
(X − J) ∪ (J − E(J)), se debe tener que C ⊂ J − E(J) o C ⊂ X − J . Aśı,
C ⊂ J o C ∩ J = ∅.

(2) Obsérvese que K−E(K) ⊂ J−E(J). Además, si h es un homeomor-
fismo de J en [0, 1], entonces h(K − E(K)) es un intervalo abierto, por lo
cual K−E(K) es abierto en J . Aśı, K−E(K) es abierto en J−E(J). Como
J −E(J) es abierto en X, esto último implica que K −E(K) es abierto en
X; es decir, K es un arco libre de X.

(3) Por el Lema 1.7, existe un subarco L de K, tal que L ⊂ intX(J) y p
es punto extremo de L. Como L es un subarco de J y p es punto extremo de
J , se satisface que L es una vecindad de x en J . Luego, L es una vecindad
de x en intX(J) y en X. Aśı, x ∈ intX(L) ⊂ intX(K). Aplicando el Teorema
1.24 se obtiene que ord(p,K) = ord(p,X) = ord(p, J) = 1.

(4) Como J −E(J) es abierto en X, se cumple que J −E(J) es abierto
en Y . Aśı, J es un arco libre de Y .

Ahora se muestran algunas otras propiedades de los arcos libres. Para
facilitar la exposición, se utiliza la siguiente notación.
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Definición 2.6. Dados un continuo X, un arco J contenido en X y puntos
p, q ∈ J , denotaremos por [p, q]J al subarco de J que va p a q.

Lema 2.7. Sean X un continuo y J un arco libre de X. Entonces, se cum-
plen las siguientes afirmaciones:
(a) Ningún punto de intX(J) es el vértice de un triodo simple contenido en

X.
(b) Si J y K son arcos libres en X y intX(J)∩ intX(K) 6= ∅, entonces J∪K

es un arco libre de X o una circunferencia libre de X.

Demostración. (a) Supongamos que p ∈ intX(J) es el vértice de un triodo
simple T contenido en X. Sean T1, T2, T3 arcos en T , tales que T = T1∪T2∪
T3; para cada i ∈ {1, 2, 3}, p ∈ E(Ti), y, si i 6= j, entonces Ti ∩ Tj = {p}.
Aplicando el Lema 1.7 obtenemos, para cada i ∈ {1, 2, 3}, un subarco Si de
Ti, tal que p ∈ Si ⊂ intX(J). Obsérvese que, para cada i ∈ {1, 2, 3}, se tiene
que pi ∈ E(Si) y que Si ∩ Sj = {p}. Luego, S1 ∪ S2 ∪ S3 es un triodo simple
contenido en intX(J) y, por tanto, contenido en J . Esto contradice el hecho
que J es un arco. Por tanto, ningún punto de intX(J) es el vértice de un
triodo simple contenido en X.

(b) Probaremos primero la siguiente Afirmación.

Afirmación. Sean L y M arcos libres de X y sea E(L) = {pL, qL}. Si
qL /∈M y pL ∈M , entonces L∪M es un arco y existe pM ∈ E(M)∩L, tal
que L∩M = [pM , pL]L y E(L∪M) = {qL, qM}, donde qM ∈ E(M)−{pM}.

Como M − E(M) es abierto, se tiene que M − E(M) ⊂ intX(M) =
M − FrX(M) y, por ende, FrX(M) ⊂ E(M). Por otro lado, por el Lema
1.6, existe un subarco α de L, tal que α∩M = {pM} y E(α) = {qL, pM},
para algún pM ∈ L. Obsérvese que pM ∈ FrX(M) ⊂ E(M). Sea qM el
punto extremo de M distinto de pM .

Supongamos que [pM , pL]L *M . Luego, pM 6= pL. Sea s ∈ [pM , pL]L−
M . Como pL ∈M , aplicando de nuevo el Lema 1.6, obtenemos un subarco
β de [s, pL]L, tal que β∩M = {t} y E(β) = {s, t}, para algún t ∈ [s, pL]L.
Similarmente, existen un subarco γ de [pM , s] y u ∈ [pM , s]L, tales que
γ ∩M = {u} y E(γ) = {u, s}. Obsérvese que t, u ∈ FrX(M) ⊂ E(M) =
{pM , qM}. Como t /∈ [pM , s]L, se cumple que t = qM y qM ∈ [s, pL]L.
Como u /∈ [s, pL], tenemos que u = pM . Luego, γ ∩M = {pM} = α ∩M
y α∩ γ = [qL, pM ]L ∩ [pM , s]L = {pM}. Esto implica que α∪ γ ∪M es un
triodo simple con vértice pM . Como pM 6= pL y qL /∈M , se satisface que
pM ∈ L− E(L). Esto contradice (a). Por tanto, [pM , pL]L ⊂M .

En esta forma, se tiene que L ∩M = ([qL, pM ]L ∩ [pM , pL]L) ∩M =
(α ∪ [pM , pL]L) ∩M = {pM} ∪ [pM , pL]L = [pM , pL]L. Además, L ∪M =
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[qL, pM ] ∪ M con [qL, pM ]L ∩ M = [qL, pM ]L ∩ L ∩ M = [qL, pM ]L ∩
[pM , pL]L = {pM}. Aśı, L∪M es un arco con E(L∪M) = {qL, qM}. Esto
prueba la Afirmación.

Ahora procederemos a probar (b). Para ello, sean J y K arcos libres
de X con intX(J) ∩ intX(K) 6= ∅. Si E(J) ∩ (K − E(K)) = ∅, entonces
K − E(K) ⊂ J o J ∩ (K − E(K)) = ∅. En el primer caso, se cumple que
K = clX(K − E(K)) ⊂ J , aśı que el resultado es inmediato. En el segundo
caso, intX(J) ∩ intX(K) ⊂ J ∩K ⊂ E(K), lo cual no es posible pues E(K)
es finito y intX(J) ∩ intX(K) es un subconjunto abierto y no vaćıo de X.
Por tanto, podemos suponer que existe pJ ∈ E(J) ∩ (K − E(K)). De la
misma forma, podemos asumir que existe pK ∈ E(K)∩ (J −E(J)). Sean qJ
el punto extremo distinto de pJ y qK el punto extremo de K distinto de pK .

Tenemos dos casos:

• qJ /∈ K. Por la Afirmación J ∪K es una arco con puntos extremos qJ
y t, para algún t ∈ E(K). Como pK ∈ J −E(J) ⊂ (J ∪K)−E(J ∪K)
debemos tener que t = qK . Aśı, si qK ∈ J , entonces qK ∈ E(J). Esto
equivale a que qK /∈ J−E(J). Además, qJ ∈ E(K), lo cual implica que
qJ /∈ K−E(K). Por tanto, (J ∪K)−E(J ∪K) = (J ∪K)−{qJ , qK} =
(J − {qJ}) ∪ (K − {qK}) = (J − E(J)) ∪ (K − E(K)). Esto implica
que (J ∪K)−E(J ∪K) es abierto en X y que J ∪K es un arco libre
de X.

•• qJ ∈ K. Sea p ∈ J−K. Por el Lema 2.5 (2), [qJ , p]J es un arco libre de
X. Por la Afirmación, [qJ , p]J ∩K = [qJ , u]J para algún u ∈ E(K). De
forma similar, [p, pJ ]J ∩K = [pJ , v]J , para algún t ∈ E(K). Obsérvese
que [u, p]J ∩ K = [u, p]J ∩ [qJ , p]J ∩ K = [u, p]J ∩ [qJ , u]J = {u}.
Análogamente [p, v]J ∩K = {v}. Por tanto, J ∪K = [p, u]J ∪ [p, v]J ∪
K = [u, v]J ∪K, con [u, v]J ∩K = ([p, u]J ∪ [p, v]J)∩K = {u, v}. Como
u 6= v, se tiene que J ∪K es una circunferencia y que qK ∈ J .

En caso que qJ ∈ E(K), como pK /∈ E(J), se tiene que qJ = qK . Aśı,
(J ∪K)−{qJ} = (J −E(J))∪ (K−E(K)), esto es, (J ∪K)−{qJ} es
abierto en X. Por otro lado, si qJ ∈ K−E(K), entonces qK ∈ J−E(J),
porque de lo contrario, qK = pJ ∈ K − E(K), lo cual no es posible.
De esta forma, J ∪K = (J −E(J)) ∪ (K −E(K)) y, por ende, J ∪K
es un subconjunto abierto, cerrado y no vaćıo de X. Esto implica que
J∪K = X. En cualquiera de los dos casos, J∪K es una circunferencia
libre de X.

Esto concluye la prueba del teorema.
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Como se ve más adelante en esta sección y en los apartados posteriores,
los arcos libres maximales y las circunferencias libres poseen propiedades en
común que son utilizadas muy a menudo. Por este motivo, resulta conve-
niente tener una notación para la colección de este tipo de subcontinuos.

Definición 2.8. Sea X un continuo. Usaremos la siguiente notación:

AS(X) = {A ⊂ X : A es un arco libre maximal en X o

A es una circunferencia libre de X}

En los cuatro lemas que siguen se establecen algunas propiedades ele-
mentales de los elementos del conjunto que se acaba de definir.

Lema 2.9. Sean X un continuo localmente conexo, J un arco libre o una
circunferencia libre y K ∈ AS(X). Entonces, se cumplen las siguientes afir-
maciones:

(1) Si J * K, entonces J ∩ intX(K) = ∅.

(2) Si J ∈ AS(X) y J 6= K, entonces J ∩ intX(K) = ∅.

(3) FrX(K) ∩⋃{intX(L) : L ∈ AS(X)} = ∅.

Demostración. Si X es un arco o una curva cerrada simple, entonces K = X
y el resultado es inmediato. Aśı, podemos suponer que X no es un arco ni
una curva cerrada simple.

(1) Probaremos este inciso por contrarrećıproco. Con tal fin, supongamos
que J ∩ intX(K) 6= ∅. Si intX(J) ∩ intX(K) = ∅, como J −E(J) es abierto,
se tiene que J = clX(J − E(J)) ⊂ clX(intX(J)) ⊂ X − intX(K); es decir,
J ∩ intX(K) = ∅. Esto último es una contradicción. Por tanto, intX(J) ∩
intX(K) 6= ∅.

Consideremos los siguientes tres casos.

(i) K es una circunferencia libre de X. Sea p ∈ K, tal que K − {p} es
abierto en X. Luego, K − {p} ⊂ intX(K). Si p ∈ intX(K), entonces
intX(K) = K. Aśı, K es no vaćıo, abierto y cerrado en X; es decir,
K = X. Como esto no es posible, tenemos que p /∈ intX(K); es decir,
intX(K) = K − {p}. Supongamos que p ∈ intX(J) y que existe q ∈
J − K. Sea L un arco contenido en J , tal que p y q son sus puntos
extremos. Como L−{p} es conexo y K−{p} y X−K son abiertos en X
y ajenos, se cumple que L−{p} ⊂ X−K. Sean A y B arcos contenidos
en K, tales que p es un punto extremo de ambos y A∩B = {p}. Luego,
A ∪B ∪ L es un triodo simple con vértice p. Esto contradice el Lema
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2.7 (a). Por tanto, p /∈ intX(J) o J ⊂ K. Si p /∈ intX(J), entonces
intX(J) ⊂ K−{p}, porque X−K y K−{p} son abiertos en X ajenos
y intX(J) es conexo e intersecta a K−{p}. Se sigue de lo anterior que
J = clX(J −E(J)) ⊂ clX(K − {p}) = K. De cualquier modo, J ⊂ K.

(ii) K es un arco libre maximal de X y J es una circunferencia libre de X.
Podemos aplicar el caso anterior para obtener la contención buscada.

(iii) K es un arco libre maximal de X y J es un arco libre de X. Por el Lema
2.7, obtenemos que J ∪K es un arco libre de X o una circunferencia
libre de X. Supongamos que J ∪K es una circunferencia libre de X.
Sea a ∈ J ∪K, tal que (J ∪K)−{a} es abierto en X. Si a ∈ J−E(J),
entonces el conjunto J ∪K = ((J ∪K)− {a})∪ (J −E(J)) es abierto
y cerrado en X y, por ende, J ∪ K = X. Como esto último no es
posible, se tiene que a /∈ J − E(J). Sea r un punto extremo de J
distinto de a. Luego, existe un arco M contenido en J ∪ K, tal que
a /∈ M y M ∩K = {r}. Aśı, M ∪ K es un arco contenido en J ∪K
que contiene propiamente a K y cuyo conjunto de puntos extremos es
(E(K) ∪ E(M)) − {r}. Esto último implica que (M ∪ K) − E(M ∪
K) = (M − E(M)) ∪ (K − E(K)) ∪ {r} ⊂ (J ∪ K) − {a}. Luego,
(M ∪K)− E(M ∪K) es un subconjunto abierto de J ∪K contenido
en (J ∪K)− {a} y, por consiguiente, es abierto en X. Aśı, M ∪K es
un arco libre de X que contiene propiamente a K. Esto contradice la
maximalidad de K. Por lo tanto, J ∪K es un arco libre de X. Por la
propiedad maximal de K, se deduce que K = J ∪K y J ⊂ K.

(2) Supongamos que J ∈ AS(X) y J 6= K. Luego, una de las conten-
ciones J ⊂ K o K ⊂ J no se satisface. Si J * K, entonces, aplicando (1),
obtenemos que J ∩ intX(K) = ∅. Supongamos que K * J . Luego, por (1),
se tiene que K ∩ intX(J) = ∅ (aqúı usamos la hipótesis J ∈ AS(X)). Esto
implica que intX(K) ∩ J ⊂ K ∩ J ⊂ FrX(J). Como FrX(J) es un conjunto
con a lo más dos elementos y intX(K)∩J es un abierto de un continuo no de-
generado, debemos tener que intX(K)∩J = ∅. De esta forma, en cualquiera
de los dos casos, se satisface la igualdad requerida.

(3) Por el inciso anterior, para cualquier J ∈ AS(X) con J 6= K se
cumple que K ∩ intX(J) = ∅. Aśı, y porque K es cerrado en X, para cada
J ∈ AS(X) − {K} es cierto que FrX(K) ∩ intX(J) = ∅. Como también
FrX(K) ∩ intX(K) = ∅, se sigue que FrX(K) ∩ intX(L) = ∅, siempre que
L ∈ AS(X). Esto prueba (3) y concluye la demostración de este lema.

El siguiente enunciado es una propiedad interesante del conjunto AS(X),
porque en general la convergencia de una sucesión en C(X) no se relaciona
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de una forma tan sencilla con los puntos de sus elementos. En términos de
la Sección 1.6, el resultado que sigue garantiza que si el ĺımite inferior de
una sucesión de elementos de AS(X) no es vaćıo, entonces la sucesión es
convergente y converge a un conjunto singular.

Lema 2.10. Sean X un continuo localmente conexo, {Jm}m∈N una sucesión
de elementos en AS(X) distintos por pares y xm ∈ Jm, para cada m ∈ N.
Si ĺımxm = x para algún x ∈ X, entonces ĺım Jm = {x} (en C(X)).

Demostración. Obsérvese que la existencia de la sucesión {Jm}m∈N garanti-
za que X no es un arco ni una curva cerrada simple. Aśı, por la Observación
3.28, podemos hacer FrX(Jm) = {pm, qm}, para cada m ∈ N.

Supongamos que {Jm}m∈N no converge a {x} en C(X). Como C(X) es
compacto, podemos suponer que {Jm} converge a algún A ∈ C(X) con A 6=
{x}. Similarmente, como X es compacto, podemos asumir que ĺım pm = p y
ĺım qm = q, para algunos p, q ∈ X.

Obsérvese que p, q, x ∈ A. Como {x} ( A, se tiene que A es un sub-
continuo no degenerado de X y, por tanto, A tiene una cantidad infinita de
elementos. Tomemos y ∈ A − {p, q}. Luego, por el Lema 1.89, existe una
sucesión {ym}m∈N, tal que ym ∈ Jm, para cada m ∈ N y ĺım ym = y.

Si y ∈ intX(Jk), para algún k ∈ N, entonces existe m > k, tal que
ym ∈ intX(Jk). Por consiguiente, Jm ∩ intX(Jk) 6= ∅. Esto contradice el
Lema 2.9 (2). Aśı, y /∈ intX(Jm), para cada m ∈ N.

Como X es localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo
U de X, tal que y ∈ U ⊂ clX(U) ⊂ X − {p, q}. Sea m0 ∈ N, tal que, para
cada m ≥ m0, se tiene que ym ∈ U . Por el Teorema 1.33, U es arco conexo.
Luego, dado m ≥ m0, podemos tomar un arco αm en U de y a ym.

Si {y, ym} ∩ FrX(Jm) 6= ∅, entonces αm ∩ FrX(Jm) 6= ∅. Si, por el con-
trario, {y, ym} ∩ FrX(Jm) = ∅, entonces ym ∈ intX(Jm) y y ∈ X − Jm.
Aplicando el Lema 2.5, obtenemos que αm ∩ FrX(Jm) 6= ∅. De cualquier
manera, {pm, qm} ∩ U = FrX(Jm) ∩ U 6= ∅, para cada m ∈ N.

De este modo, existe una subsucesión de {pm}m∈N o de {qm}m∈N cuyo
rango está contenido en U . Aśı, p ∈ clX(U) o q ∈ clX(U), lo cual contradice
la elección de U . Por lo tanto, ĺım Jm = {x}.

Lema 2.11. Sean X un continuo localmente conexo y J un arco libre de X
con un punto extremo e, tal que e ∈ intX(J). Entonces, existe un arco libre
K, tal que J ⊂ K, e es un punto extremo de K, e ∈ intX(J) y K contiene
a cada arco libre de X que contiene a J .

Demostración. Podemos suponer que X no es un arco. Dado un arco libre
L en X, tal que e ∈ L, sean pL y qL sus puntos extremos. Por el Lema
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2.5 (3), tenemos que e es un punto extremo de L y e ∈ intX(L). Podemos
suponer que qL = e. Obsérvese que L− {pL, e} es abierto en X. Por tanto,
(L − {pL, e}) ∪ {e} ⊂ intX(L). Además, como X no es un arco y L es un
subconjunto cerrado y no vaćıo de X, se tiene que intX(L) ( L; es decir,
L− {pL} = intX(L). Por tanto, FrX(L) = {pL}.

Sea F = {L : L es un arco libre de X, tal que J ⊂ L}. Fijemos L,M ∈
F . Si pL /∈ intX(M), entonces intX(M) ∩ FrX(L) = ∅. Como intX(M) es
conexo y e ∈ intX(L) ∩ intX(M), se tiene que intX(M) ⊂ L. Aśı, M =
clX(intX(M)) ⊂ L. Si pL ∈ intX(M), entonces podemos tomar el subarco
K = [e, pL]M . Por el Lema 2.5 (2), K es un arco libre de X. Como e ∈ K,
se cumple que FrX(K) = {pL}. Aśı, intX(L) ∩ FrX(K) = ∅. Como intX(L)
es conexo y e ∈ intX(K) ∩ intX(L), se tiene que intX(L) ⊂ intX(K). Por
tanto, L = clX(intX(K)) ⊂M . De cualquier manera, M ⊂ L o L ⊂M .

Sean U =
⋃{L−{pL} : L ∈ F} y K = clX(U). Supongamos que U = K.

Luego, U es una subconjunto abierto, cerrado y no vaćıo de X. Aśı, U = X.
Obsérvese que {L − {pL} : L ∈ F} es una cubierta abierta de X. Como X
es compacto, existen r ∈ N y L1, . . . , Lr, tales que X =

⋃r
i=1(L−{pl}). Por

el párrafo anterior, podemos suponer que Li ⊂ L1, para cada i ∈ {1, . . . , r}.
Luego, como L1 es un arco, Li − {pLi} ⊂ L1 − {pL1}. De esta manera,
tenemos que X = L1 − {pL1} y pL1 /∈ X. Esto es una contradicción. Por
tanto, K 6= U .

Obsérvese que e /∈ X −U y que, por el Teorema 1.33, X es arco conexo.
Aplicando el Lema 1.8 obtenemos un arco M en X que va de un punto
p ∈ X − U a E y M ∩ (X − U) = {p}. Luego, M − {p} ⊂ U . Para mostrar
que U ⊂ M − {p} tomemos L ∈ F y z ∈ L − {e, pL}. Luego, [e, z]L ⊂
L − {pL} ⊂ U . Por el Lema 2.5 (3), [e, z]L es un arco libre de X. Luego,
FrX([e, z]L) = {z}. Como e ∈ M ∩ intX([e, z]L), p ∈ M − U ⊂ M − [e, z]L
y M es conexo, debemos tener FrX(M) ∩ M 6= ∅; es decir, z ∈ M . Aśı,
L−{pL, e} ⊂M y, por consiguiente, L−{pL} ⊂ L = clX(L−{pL, e}) ⊂M .
De esta manera U ⊂ M . Como p /∈ U , concluimos que U = M − {p}.
Por tanto, K = clX(M − {p}) = M . Por tanto, K es un arco con puntos
extremos p y e, K − {p} es abierto en X y, para cada L ∈ F se cumple que
L− {pL} ⊂ U ⊂ K; es decir, L ⊂ K. Con esto concluimos la demostración
de este lema.

El siguiente lema es un paso importante para la prueba del Lema 2.16 y
afirma que los arcos libres siempre están contenidos en un arco libre maximal
o en una circunferencia libre. Por śı mismo, este sencillo enunciado es una
propiedad significativa de los continuos localmente conexos.
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Lema 2.12. Sean X un continuo localmente conexo y J un arco libre de X.
Entonces, existe K ∈ AS(X), tal que J ⊂ K.

Demostración. Podemos suponer que X no es una curva cerrada simple ni
un arco y que J no está contenido en una circunferencia libre de X. Sean
x y y los puntos extremos de J . Fijemos puntos p, q ∈ (x, y)J , tales que
[x, p]J ∩ [q, y]J = ∅. Por el Lema 2.5 (2), [p, q]J es un arco libre de X, aśı que
(p, q)J es un abierto en X. De esta manera, el conjunto Y = X − (p, q)J es
cerrado en X. Sean Xp y Xq las componentes de Y con p ∈ Xp y q ∈ Xq.
Obsérvese que FrX(Y ) = FrX((p, q)J) = [p, q]J− (p, q)J = {p, q}. Luego, por
el Teorema 1.16, cada componente de Y intersecta a {p, q}; es decir, cada
componente tiene como elemento a p o a q. Aśı, las únicas componentes de
Y son Xp y Xq. Por tanto, Y = Xp ∪Xq con Xp ∩Xq = ∅ o Xp = Xq = Y .
Obsérvese que Xp y Xq son subcontinuos de X.

Demostremos que Xp y Xq son localmente conexos. En el caso Xp∩Xq =
∅, tenemos que Xp = Y − Xq, aśı que Xp − {p} = X − ([p, q)J ∪ Xq) =
X− ([p, q]J ∪Xq). De esta forma, X−{p} es un subconjunto abierto de X y,
por tanto, es localmente conexo. Obsérvese que [x, p]J ∩ (p, q)J = ∅; es decir,
[x, p]J ⊂ Y . Como p ∈ Xq y [x, p]J es conexo, se deduce que [x, p]J ⊂ Xp.
Similarmente, [q, y]J ⊂ Xq. Aśı, Xp ∩ (x, y)J = Xp ∩ ((x, p]J ∪ (p, q)J ∪
[q, y)J) = (x, p]J . Como J −{x, y} = (x, y)J es una vecindad abierta de p en
X, el conjunto (x, p]J es una vecindad abierta de p en Xp. Por tanto, Xp es
localmente conexo. De forma análoga, podemos probar que Xq es localmente
conexo.

Como Xq y Xq son subconjuntos abiertos de Y , obtenemos que Y es
localmente conexo. En el caso Xp = Xq = Y , el conjunto Xp−{p, q} = X −
[p, q]J es abierto enX y, por ende, localmente conexo. Además,Xp∩(x, y)J =
(x, p]J ∪ [q, y)J y, en consecuencia, ((x, p]J ∪ [q, y)J) − [q, y]J = (x, p]J son
vecindades abiertas de p en Xp. Por tanto, Xp = Y es localmente conexo.

Por el Lema 2.5 incisos (2) y (4), se tiene que [x, p]J es un arco libre de
Xp y, por el párrafo anterior, p ∈ intXp([p, q]J). Aplicando el Lema 2.11, ob-
tenemos un arco libre Kp en Xp, tal que [x, p]J ⊂ Kp, p es un punto extremo
de Kp, p ∈ intXp(Kp) y Kp contiene a cada arco libre de Xp que contiene
a [x, p]J . De igual manera, [q, y]J es un arco libre de Xq, q ∈ intXq [q, y]J y
existe un arco libre Kq en Xq, tal que [q, y]J ⊂ Kq, q es un punto extremo
de Kq, q ∈ intXq(Kq) y Kq contiene a cada arco libre en Xq que contiene a
[q, y]J . Sean p0 el punto extremo de Kp con p0 6= p y qo el punto extremo de
Kq con q0 6= q.

Si p ∈ (q, q0)Kq , entonces p ∈ Xp ∩ Xq, Xp = Xq y p no es punto
extremo del arco [q, q0]Kq contenido en Xp. Esto implica, por el Teorema
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1.24, que 2 ≤ ord(p, [q, q0]Kq) ≤ ord(p,Xp) = ord(p, [x, p]J). Esto contradice
el hecho que p es un punto extremo de [x, p]J . Por tanto, p /∈ (q, q0)Kq y
(q, q0)Kq ⊂ Xq − {p, q}.

De esta manera, (q, q0)Kq = Kq−{q, q0} es un subconjunto abierto de Xq

contenido en el subconjunto abierto Xq − {p, q0} de X. Obtenemos aśı que
(q, q0)Kq es abierto en X y que Kq es un arco libre de X. Además, por el
Lema 2.5 (2), [q, y]J y [p, y]J son arcos libres en X, esto es, (q, y)J y (p, y)J
son abiertos en X. Obsérvese también que (q, y)J ⊂ J − [x, p]J ⊂ [p, y]J .
Luego, ∅ 6= (q, y)J ⊂ intX([p, y]J) ∩ intX(Kq). Aplicando el Lema 2.7 (b),
obtenemos que Kq ∪ [p, y]J es un arco libre o una circunferencia libre de X.

Supongamos que Kq ∪ [p, y]J es una circunferencia libre. Luego, como
∅ 6= (p, y)J ⊂ J ∩ intX(Kq ∪ [p, y]J), por el Lema 2.9 (1), se satisface que
J ⊂ Kq ∪ [p, y]J . Esto contradice nuestra suposición inicial de que J no
está contenido en una circunferencia libre. Aśı, Kq ∪ [p, y]J es un arco libre
de X. De manera similar, Kp ∪ [x, q]J es un arco libre de X.

Obsérvese que (p, q)J es un subconjunto abierto de X contenido en Kp∪
[p, y]J y en Kq ∪ [x, q]J . Aplicando nuevamente el Lema 2.7 (b), se tiene
que M = Kp ∪ Kq ∪ [x, q]J ∪ [p, y]J es un arco libre de X (pues J ⊂ M
y hemos supuesto que J no está contenido en una circunferencia libre de
X). Obsérvese que [x, q]J ∪ [p, y]J = [x, p]J ∪ [p, q]J ∪ [q, y]J , aśı que M =
Kp ∪Kq ∪ J . Por otro lado, p, q ∈ (x, y)J y M − {p0, q0, x, y} = (p0, p)J ∪
(x, y)J ∪ (q, q0)J . Obsérvese que x = p0 o x ∈ (p0, p)J , y que y = q0 o
y ∈ (q, q0)J . Luego, por el Teorema 1.24, para cada z ∈ M − {p0, q0} se
cumple que 2 ≤ ord(z,M − {p0, q0}) ≤ ord(z,M). Esto implica que p0 y q0

son los puntos extremos de M .

Sea L un arco libre de X, tal que M ⊂ L y sean u y v los puntos
extremos de L. Podemos suponer que q ∈ [p, v]L. Luego, [u, p]L ∩ (p, q)J =
[u, p]L ∩ (p, q)L = ∅; es decir, [u, p]L ⊂ Y . Como p ∈ [u, p]L, deducimos
que [u, p]L ⊂ Xp. Aplicando los incisos (2) y (4) del Lema 2.5, obtenemos
que [u, p]L es un arco libre de X y en Xp. Obsérvese, además, que [x, p]J =
[x, p]L es un conjunto conexo contenido en L − (p, q)J = L − (p, q)L =
[u, p]L∪ [q, v]L, con [u, p]L∪ [q, v]L = ∅. Como p ∈ [x, p]J ∩ [u, p]L, deducimos
que [x, p]J ⊂ [u, p]L. Por la maximalidad de Kp, se tiene que [u, p]L ⊂ Kp.
Como p ∈ [u, q]L, se puede probar de igual manera que [q, v]L ⊂ Kq. Aśı,
L = [u, p]L ∪ [p, q]J ∪ [q, v]L ⊂ Kp ∪ J ∩Kq = M . Esto muestra que M es
maximal y concluye la demostración de este lema.

Como una aplicación del Lema 2.12, se prueba el siguiente resultado, el
cual es usado en reiteradas ocasiones en el Caṕıtulo 3. La notación FA(X)
se establece en dicho caṕıtulo.
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Corolario 2.13. Para cualquier continuo localmente conexo X, se satisface
la igualdad FA(X) =

⋃{intX(J) : J ∈ AS(X)}.

Demostración. Probaremos las contenciones necesarias para la igualdad. Sea
x ∈ FA(X). Luego, existe un arco libre J de X, tal que x ∈ intX(J). Por
el Lema 2.12, existe K ∈ AS(X), tal que J ⊂ K. Obsérvese que intX(J) ⊂
intX(K). Aśı, x ∈ intX(K). Esto prueba la contención hacia la derecha.

Rećıprocamente, supongamos que x ∈ intX(K), para algún K ∈ AS(X).
Si K es un arco libre maximal, entonces x ∈ FA(X). Supongamos, por
el contrario, que K es una circunferencia libre de X. Sea p ∈ K, tal que
K − {p} es abierto en X. Luego, K − {p} ⊂ intX(K) ⊂ K. Si p ∈ intX(K),
entonces K = intX(K) y, en consecuencia K es abierto y cerrado en X;
es decir, K = X. En este último caso, todo arco contenido en K es un
arco libre de X y, por ende, p ∈ FA(X). Si ocurre el otro caso; es decir,
si p /∈ intX(K), entonces x 6= p y, dado un arco J contenido en K, tal que
x ∈ J −E(J) y p /∈ J , se cumple que el conjunto J −E(J) es abierto en K
y está contenido en J . Por tanto, J − E(J) es abierto en X, J es un arco
libre de X y x ∈ J−E(J) ⊂ intX(J) ⊂ FA(X). Esto muestra la contención
hacia la izquierda y finaliza la demostración de este corolario.

2.3. Gráficas finitas como vecindades de subespa-
cios

En esta sección se presentan algunos resultados que proveen de condi-
ciones necesarias y condiciones suficientes para que el hiperespacio Cn(X)
tenga dimensión finita en un punto dado, donde X es un continuo local-
mente conexo, pudiéndose constatar que esta propiedad está directamente
relacionada con la caracteŕıstica de dicho punto de tener una vecindad en
X que es una gráfica finita, es decir, que dicho punto está contenido, como
conjunto, en el interior en X de un subespacio que es una gráfica finita.

Los teoremas más notables que se exponen en este apartado son los Teo-
remas 2.15 y 2.18, los cuales son los más fuertes de este caṕıtulo. El primero
caracteriza a los puntos de dimensión finita en Cn(X) (para cualquier n),
mientras que el segundo caracteriza las componentes del conjunto P2(X)
(Definición 2.17).

El primero de los resultados de este sección tiene una prueba extensa,
pero es valioso en śı mismo, aśı como para la demostración del Teorema 2.15.
Tal resultado es el siguiente.
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Teorema 2.14. Sea X un continuo localmente conexo. Si A ∈ C(X) y
dimA(C(X)) es finita, entonces existe una gráfica finita D contenida en X,
tal que A ⊂ intX(D).

Demostración. Sea d una métrica para X. Si A = X, entonces dimX(C(X))
es finita y, por el Teorema 2.3, X es una gráfica finita. De esta manera,
podemos suponer que A 6= X. Sea m = dimA(C(X)). Haremos la prueba
por pasos.

(I) A es localmente conexo.

Supongamos que A no es localmente conexo. Aplicando el Teorema 1.29
obtenemos un elemento p ∈ A, tal que A no es conexo en pequeño en p.
Sean U una vecindad de p que no contiene vecindades conexas de p, V un
subconjunto abierto de A, tal que p ∈ V ⊂ clA(V ) ⊂ U y D la componente
de clA(V ), tal que p ∈ D. Luego, p /∈ intA(D), pues de lo contrario, D es
una vecindad conexa de p en A contenida en U . Aśı, p ∈ A − intA(D) =
clA(A−D).

Sea {pn}n∈N una sucesión en A − D, tal que ĺım pn = p. Como V es
vecindad de p en A, podemos suponer que {pn}n∈N está en V . Por otro lado,
si existe una subsucesión de {pn}n∈N contenida en alguna componente E
de clA(V ), como E es cerrado en clA(V ), tenemos que p ∈ E. Aśı, E = D
y {pn}n∈N posee elementos en D, lo cual no es posible. Por consiguiente,
cada componente de clA(V ) tiene a lo más una cantidad finita de elementos
de {pn}n∈N. Por tanto, podemos suponer que existe una sucesión {Dn}n∈N
de componentes de clA(V ) diferentes de D y distintas dos a dos, tales que
pn ∈ Dn para cada n ∈ N. Además, como {Dn}n∈N está en C(clA(V )), y
éste último es compacto, podemos suponer que ĺımDn = D0 para algún
D0 ∈ C(clA(V )). Como p ∈ D0 ∩ D, D es una componente de clA(V ) y
D0 es un subconjunto conexo de clA(V ), tenemos que D0 ⊂ D. Obsérvese
que, por el Teorema 1.16, existe tn ∈ FrA(V ) ∩Dn para cada n ∈ N. Como
FrA(V ) es compacto, podemos suponer que ĺım tn = t para algún t ∈ FrA(V ).
Obsérvese que t ∈ ĺımDn = D0. Aśı, p, t ∈ D0 y, como p ∈ V y t ∈ FrA(V ),
se satisface que p 6= t. Luego, D0 es un continuo no degenerado. Como D0∩V
es un subconjunto abierto y no vaćıo de D0, se tiene que D0 ∩ V es infinito.

Tomemos q1, . . . , qm+1 ∈ D0 ∩ V distintos por pares. Sea W un sub-
conjunto abierto de X, tal que V = W ∩ A. Como X es localmente co-
nexo, existen Q1, . . . , Qm+1 subcontinuos de X ajenos por pares tales que
qi ∈ intX(Qi) y Qi ⊂ W, para cada i ∈ {1, . . . ,m + 1}. Sea B = A ∪ Q1 ∪
Q2 ∪ · · · ∪Qm+1. Obsérvese que B es cerrado en X, por ser unión finita de
cerrados en X. Asimismo, como qi ∈ A ∩ Qi para cada i ∈ {1, . . . ,m + 1},
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por el Teorema 1.2, B es conexo. Aśı, B ∈ C(X). Por otro lado,

B −A = (A ∪Q1 ∪Q2 ∪ · · · ∪Qm+1)−A
= (Q1 −A) ∪ (Q2 −A) ∪ · · · ∪ (Qm+1 −A).

Supongamos que Qi ⊂ V para algún i ∈ {1, . . . ,m + 1}. Como Qi es
conexo, D es una componente de clA(V ) y qi ∈ Qi ∩ D, esto implica que
Qi ⊂ D. Luego, Qi∩Dn = ∅, para cada n ∈ N. Por tanto, qi /∈ ĺımDn = D0.
Esto es una contradicción. Aśı, Qi * V .

Como Qi ∩ A ⊂ W ∩ A = V , se cumple que Qi − A 6= ∅. Además,
los conjuntos Qi − A están mutuamente separados dos a dos en X, porque
Qi−A ⊂ Qi y los conjuntos Qi son ajenos por pares y cerrados en X. Por el
Teorema 2.1, existe una (m+1)-celda M ∈ C(X), tal que A ∈M. Aplicando
el Teorema 1.68 y el Ejemplo 1.72, se tiene que dimA(C(X)) ≥ dimA(M) =
m + 1. Esto contradice el hecho que m = dimA(C(X)). Por lo tanto, A es
localmente conexo.

(II) A es un gráfica finita y frX(A) posee a lo más m elementos.

Por el Teorema 1.68, se satisface que dimA(C(A)) ≤ dimA(C(X)). Luego,
dimA(C(A)) es finita y, por el Teorema 2.3, A es una gráfica finita.

Supongamos que existen p1, . . . , pm+1 puntos distintos en FrX(A). Como
X es localmente conexo, existen P1, . . . , Pm+1 subcontinuos de X ajenos dos
a dos, tales que pi ∈ intX(Pi), para cada i ∈ {1, . . . ,m+ 1}. Sea B1 = A ∪
P1∪P2∪· · ·∪Pm+1. Como pi ∈ FrX(A), tenemos que intX(Pi)∩(X−A) 6= ∅
y Pi − A 6= ∅ para cualquier i ∈ {1, . . . ,m + 1}. Obsérvese que, al igual
que en la prueba de (I), se cumple que B1 ∈ C(X), los conjuntos Pi − A
están mutuamente separados por pares en X y B1 − A = (P1 − A) ∪ (P2 −
A) ∪ · · · ∪ (Pm+1 − A). Aśı, en la misma forma que en la prueba de (I),
se contradice el hecho que dimA(C(X)) = m. Por tanto, podemos hacer
FrX(A) = {x1, . . . , xr}, donde r ≤ m y xi 6= xj siempre que i 6= j. Hagamos
también ε = 1

2 mı́n{d(xi, xj) : i < j}.
(III) Existe una gráfica finita D, tal que A ⊂ intX(D).

Demostraremos que, para cada i ∈ {1, . . . , r}, existe un arco η en X que
tiene a xi como punto extremo y que sólo intersecta a A en este punto. En
efecto, como X es localmente conexo, existe una vecindad abierta y conexa
U de xi en X, tal que U ⊂ (X− ({x1, . . . , xr}−{xi})). Por el Teorema 1.33,
el subespacio U es arco conexo. Como xi ∈ Fr(A), podemos tomar y ∈ U−A.
Por el Lema 1.8, existe un arco η en U , tal que η∩A = {t}, para algún t ∈ A,
y los puntos extremos de η son y y t. Obsérvese que t ∈ FrX(A)∩U = {xi}.
De esta forma, η ∩A = {xi}.
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Para cada i ∈ {1, . . . , r}, sea Ki la colección de todos los conjuntos no
vaćıos Λ, tales que, para cualquier α ∈ Λ, se cumple que α es un arco en X
que tiene a xi como punto extremo, α intersecta a A sólo en este punto y, si
β es un elemento de Λ distinto de α, entonces β intersecta a α justamente
en xi. Por el párrafo anterior, Ki 6= ∅.

Para cada i ∈ {1, . . . , r}, tomemos Γi ∈ Ki. Supongamos que Γ1∪· · ·∪Γr
tiene más de m elementos. Como de cada conjunto de más de m elementos
es posible extraer un subconjunto de m+1 elementos, podemos suponer que
|Γ1 ∪ · · · ∪ Γr| = m + 1. Por el Lema 1.7 podemos asumir que los arcos de
cada Γi están contenidos en Bd(xi, ε).

Sean α, β ∈ Γ1 ∪ · · · ∪ Γr, con α 6= β. Si α ∈ Γi y β ∈ Γj , con i 6= j,
entonces α ∩ β ⊂ Bd(xi, ε) ∩Bd(xj , ε) = ∅. Si α, β ∈ Γi, entonces (α−A) ∩
clX(β − A) = (α − {xi}) ∩ clX(β − {xi}) = (α − {xi}) ∩ β = ∅. De manera
similar obtenemos que clX(α − A) ∩ (β − A) = ∅. Por tanto, en cualquier
caso, α−A y β −A están mutuamente separados.

En este modo, {α−A : i ∈ {1, . . . , r}, α ∈ Γi} es una colección de m+ 1
conjuntos mutuamente separados por pares. Por otro lado, obsérvese que el
conjunto B = A ∪ (

⋃{α − A : i ∈ {1, . . . , r}, α ∈ Γi}) es un subcontinuo
de X y B − A =

⋃{α − A : i ∈ {1, . . . , r}, α ∈ Γi}. De forma similar a
la prueba de (I), podemos obtener que dimA(C(X)) ≥ m + 1. Esto es una
contradicción. Por lo tanto, |Γ1 ∪ · · · ∪ Γr| ≤ m.

Obsérvese que la conclusión del párrafo anterior implica que los elemen-
tos de cada Ki son finitos. Para cada i ∈ N, sean ki = máx{|Γ| : Γ ∈ Ki} y
Λi un elemento de Ki con ki elementos. En la misma forma que hicimos en
los párrafos anteriores, podemos suponer que

⋃
Λi es ajeno a

⋃
Λj si i 6= j.

Fijemos i ∈ {1, . . . , r}. Sea Λi = {α1, . . . , αki}. Obsérvese que
⋃

Λi =
α1 ∪ α2 ∪ · · · ∪ αki es un ki-odo simple con vértice xi.

(III.1) xi no es punto de acumulación de R(X).

Supongamos que xi es un punto de acumulación de R(X), es decir, que
existe una sucesión {zn}n∈N en R(X) − {xi}, tal que ĺım zn = xi y sus
términos son diferentes por pares. Como X es un continuo localmente co-
nexo, podemos tomar un subconjunto abierto y conexo Un de X, tal que
xi ∈ Un ⊂ clX(Un) ⊂ B(xi,

1
n) − (FrX(A) − {xi}), para cada n ∈ N. Como

ĺım zn = xi, podemos suponer que zn ∈ Un siempre que n ∈ N. Obsérvese,
además, que ĺım clX(Un) = {xi}.

Por otro lado, como A−FrX(A) es abierto tanto en X como en A, por el
Teorema 1.24, se cumple que ord(w,X) = ord(w,A− FrX(A)) = ord(w,A),
para cualquier w ∈ A−FrX(A). Esto implica que R(X)∩A ⊂ R(A)∪FrX(A).
Como A es una gráfica finita, por el Teorema 1.45, R(A) es finito. Por tanto,
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R(X) ∩ A es finito. De esta manera, podemos suponer que cada zn no es
elemento de A.

Obsérvese que, por el Teorema 1.33, Un es arco conexo. Sea βn un arco
en Un que va de zn a xi. Sean b ∈ βn ∩ A y γ = [zn, b]βn . Luego, se cumple
que γ ∩ A 6= ∅ y γ − A 6= ∅. Aplicando la conexidad de γ, se tiene que
FrX(A) ∩ γ 6= ∅. Por otro lado, FrX(A) ∩ γ ⊂ FrX(A) ∩ Un = {xi}; es decir,
xi ∈ γ. Esto implica que, βn = γ y βn∩A = {xi}. Luego, por la elección de ki
y de los arcos α1, . . . , αki , existe j ∈ {1, . . . , ki}, tal que βn∩(αj−{xi}) 6= ∅.
Como esto sucede para cada n ∈ N, algún αj intersecta a una cantidad
infinita de los arcos βn. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
βn ∩ (α1 − {xi}) 6= ∅, para cualquier n ∈ N.

Vamos a construir el arco γn de la siguiente manera. Supongamos primero
que zn ∈ α1. Como X es localmente conexo y Un − {xi} es una vecindad
de zn, existe un subconjunto abierto y conexo S de X, tal que zn ∈ S ⊂
Un − {xi}. Por el Teorema 1.33, se cumple que S es arco conexo. Como S
es abierto en X y S ∩ α1 es abierto en α1, se tiene, por el Teorema 1.24,
que ord(zn, S) = ord(zn, X) ≥ 3 y ord(zn, S ∩ α1) = ord(zn, α1) ≤ 2. Esto
implica que S 6= S ∩ α1; es decir, S * α1. Sea pn ∈ S − α1. Como α1 ∩ S
es un subconjunto cerrado de S que contiene al menos a zn, por el Lema
1.8, existen tn ∈ S y un arco γn contenido en S, tales que γn ∩ α1 = {tn}
y E(γn) = {pn, tn}. Supongamos ahora que zn /∈ α1. Por el Lema 1.8 existe
un arco γn contenido en Un, tal que E(γn) = {zn, tn} y γn∩ (A∪α1) = {tn},
para algún tn ∈ Un. Si tn ∈ FrX(A), entonces tn ∈ Un ∩{x1, . . . , xr} = {xi};
es decir, tn = xi y γn ∩ A = {xi}. Como βn ∩ α1 6= ∅ y zn es un punto
extremo de βn, por el Lema 1.6, existe un subarco γn de βn, tal que γn ∩α1

consta de un solo punto tn y E(γn) = {zn, tn}. Obsérvese que tn 6= xi pues
de lo contrario γn = [zn, xi]βn = βn y, por consiguiente, βn ∩ α1 = {xi}, lo
cual no es posible. En ambos casos, tenemos que xi /∈ γn y γn ∩ α1 = {tn}.

Obsérvese que, por el Lema 1.91, se cumple que ĺım tn = xi y ĺım γn =
{xi}. Si existe una subsucesión de {γn}n∈N, tal que todos sus elementos
poseen un punto p en común, entonces p ∈ ĺım γn y p = xi. Aśı, xi ∈ γj
para una cantidad infinita de j ∈ N. Esto es una contradicción. Por tanto,
podemos suponer que los arcos γ1, γ2, . . . son ajenos por pares.

Por otro lado, como α1 * A, se satisface que A∪α1 6= A y η > 0, donde
η = Hd(A,A ∪ α1).

Probaremos que dimA(C(X)) ≥ m+ 1. Para tal fin, sea U una vecindad
de A en C(X), tal que U ⊂ BHd

(A, 1
2η). Sea δ > 0, tal que BHd

(A, 2δ) ⊂ U.
Por el Lema 1.7, existe t ∈ α1, tal que el arco α0 = [xi, t]α1 está contenido en
Bd(xi, δ). Sea N ∈ N, tal que tn ∈ Bd(xi, δ) − [t, q1]α1 y γn ∈ BHd

({xi}, δ)
siempre que n ≥ N , en donde q1 es el punto extremo de α1 distinto de
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xi. Como cada punto tn es elemento de α1, se tiene que todos los tn, para
n ≥ N , son elementos de α0. Aplicando el Teorema 1.2, obtenemos que
el conjunto B0 = A ∪ α0 ∪ (

⋃{γn : n > N}) es conexo. Obsérvese que el
conjunto {A,α0} ∪ {γn : n > N} ∪ {{xi}} es un subconjunto cerrado de 2X .
Aplicando el Teorema 1.108, obtenemos que B0 es un subconjunto cerrado
de X. Aśı, B0 ∈ C(X).

Obsérvese que tanto B0 como A ∪ α0 están contenidos en Nd(A, δ) y
son elementos de BHd

(A, 2δ) ⊂ U. Del mismo modo, A ∪ α0 y B0 ∪ α1 son
subcontinuos deX y, comoB0∪α1 ⊃ A∪α1, se satisface queHd(A,B0∪α1) ≥
Hd(A,A ∪ α1) = η y B0 ∪ α1 /∈ clC(X)(BHd

(A, 1
2η)) ⊃ clC(X)(U).

Obsérvese que el conjunto {γn : n ≥ N + m} ∪ {{xi}} es cerrado en
2X . Por el Teorema 1.108, se cumple que C = {xi} ∪

⋃{γn : n ≥ N + m}
es cerrado en X. Como xi no es elemento de algún γn y los arcos γn son
ajenos entre śı, se cumple que C es ajeno a γn, para cada N < n < N +m.
Análogamente, como (α1 − α0) ∪ {t} no posee a xi y es ajeno a γn, para
cualquier n ≥ N , se deduce que (α1 − α0) ∪ {t} es ajeno a C. Además,
(α1−α0)∪ {t} es el arco [t, q1]α1 . Aśı, {C, (α1−α0)∪ {t}} ∪ {γn : N < n <
N + m} es una familia de m + 1 subconjuntos cerrados de X no vaćıos y
ajenos por pares.

Por otro lado,

(B0 ∪ α1)− (A ∪ α0)

=
(
A ∪ C ∪

(⋃
{γn : N < n < N +m}

)
∪ α1

)
− (A ∪ α0)

=
(
C ∪

(⋃
{γn : N < n < N +m}

)
∪ α1

)
− (A ∪ α0) .

Como C,
⋃{γn : N < n < N +m} y α1 no están contenidos en A ∪ α0,

se desprende de lo anterior que (B0 ∪ α1) − (A ∪ α0) es la unión de m + 1
conjuntos separados por pares en X. De esta manera, podemos aplicar el
Teorema 2.1 para obtener una (m+ 1)-celda M contenida en C(X), tal que
B0 ∪ α1, A ∪ α0 ∈ M. Como A ∪ α0 ∈ M ∩ intC(X)(U) 6= ∅ y B0 ∪ α1 ∈
M ∩ (C(X) − clC(X)(U)) 6= ∅, se tiene que M − FrC(X)(U) es disconexo.
Aplicando el Teorema 1.73 obtenemos que dim(M∩FrC(X)(U)) ≥ m. Luego,
por el Teorema 1.68, dim(FrC(X)(U)) ≥ m. Como U es una vecindad abierta
de A arbitraria (salvo por la cota superior en su diámetro), se sigue que
dimA(C(X)) ≥ m + 1. Esto es una contradicción y prueba que xi no es un
punto de acumulación de R(X).

(III.2) A ∪ (
⋃

Λi) es una vecindad de xi en X.

Sea Ti una vecindad abierta de xi en X, tal que Ti ∩ R(X) ⊂ {xi}. Por
el Lema 1.7, podemos suponer que αj ⊂ Ti para cada j ∈ {1, . . . , ki}. Dado
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j ∈ {1, . . . , ki}, sea qj el punto extremo de αj distinto de xi. Como X es
localmente conexo, podemos tomar una vecindad abierta y conexa Wi de xi
en X, tal que Wi ⊂ Ti ∩ Bd(xi, ε) − {q1, . . . , qki}. Por el Teorema 1.33, Wi

es arco conexo.
Afirmamos que Wi ⊂ A∪α1∪· · ·∪αki . Supongamos, por el contrario, que

existe z ∈Wi−(A∪α1∪· · ·∪αki). Por el Lema 1.8, existe un arco γ contenido
en X, tal que E(γ) = {z, t0}, para algún t0 ∈Wi, y γ∩ (A∪α1∪· · ·∪αki) =
{t0}. Si t0 ∈ A, entonces A∩γ = {t0}, t0 ∈ FrX(A)∩Bd(xi, ε) = {xi}, t0 = xi
y αj ∩ γ = {t0}, para cada j ∈ {1, . . . , ki}. Esto contradice la elección de
ki y de los arcos α1, . . . , αki . Si, por el contrario, t0 /∈ A, entonces existe
j ∈ {1, . . . , ki}, tal que t0 ∈ αj − A. De esta forma, αj ∩ γ = {t0}, con
t0 ∈ Wi − A ⊂ X − {qj , t0} = X − E(αj). Esto implica que αj ∪ γ es un
triodo simple con vértice t0 y que t0 ∈ R(X)∩ Ti − {xi}. Esto contradice la
elección de Ti. Como ambos casos conducen a una contradicción, concluimos
que Wi ⊂ A ∪ α1 ∪ · · · ∪ αki = A ∪ (

⋃
Λi). Por tanto, A ∪ (

⋃
Λi) es una

vecindad de xi en X.

(III.3) Existe una gráfica finita D, tal que A ⊂ intX(D).

Como A es una gráfica finita y cada
⋃

Λi es un ki-odo simple que
intersecta a A únicamente en xi y es ajeno a cualquier otro

⋃
Λj dis-

tinto, aplicando repetidas veces el Lema 1.40 obtenemos que el conjunto
D = A ∪ (

⋃{⋃Λi : i ∈ {1, . . . , r}}) es una gráfica finita. Además, se tiene
que A = intX(A)∪FrX(A) = intX(A)∪{x1, . . . , xr} ⊂ intX(A)∪(

⋃{intX(A∪
(
⋃

Λi)) : i ∈ {1, . . . , r}} ⊂ D. Aśı, A ⊂ intX(D), como queŕıamos. Esto con-
cluye la prueba de este teorema.

El siguiente resultado es una doble caracterización de los puntos de
Cn(X) que tienen dimensión finita. La primera caracterización permite iden-
tificar a tales puntos como aquellos subcontinuos de X que tienen una vecin-
dad que es una gráfica finita. La segunda caracterización, por su parte, los
identifica como los subcontinuos de X que no intersectan al conjunto P(X)
(véase la Definición 3.1). Ambas caracterizaciones (en especial la segunda),
permiten “visualizar ”directamente estos puntos en el continuo X, además
de que son vitales en las pruebas de resultados tan importantes como el
Teorema 2.15 y los Lemas auxiliares 2.16 y 3.32.

Teorema 2.15. Sean X un continuo localmente conexo, n ∈ N y F ∈
Cn(X). Entonces, son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) dimF (Cn(X)) es finita.

(b) Existe una gráfica finita D contenida en X, tal que F ⊂ intX(D).
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(c) F ∩ P(X) = ∅.

Demostración. (a)⇒ (b). Sea k el número de componentes de F . Obsérvese
que k ≤ n. Supongamos que k = 1; es decir, F ∈ C(X). Como C(X) ⊂
Cn(X), por el Teorema 1.68, se tiene que dimF (C(X)) ≤ dimF (Cn(X)).
Aśı, dimF (C(X)) es finita. Luego, por el Teorema 2.14, existe una gráfica
finita D contenida en X, tal que F ⊂ intX(D).

Ahora supongamos que k ≥ 2. Sean F1, . . . , Fk las k componentes de F .
Obsérvese que F1, . . . , Fk son subcontinuos de X ajenos por pares. Por el
Lema 1.27, existen subcontinuos Z1, . . . , Zk de X ajenos entre śı, tales que
Fi ⊂ intX(Zi), para cada i ∈ {1, . . . , k}. Fijemos i ∈ {1, . . . , k}. Como Fi ∈
〈intX(Zi)〉1 ⊂ C(Zi), se cumple que C(Zi) es una vecindad de Fi en C(X).
Aśı, aplicando el Teorema 1.68, dimFi(C(X)) = dimFi(C(Zi)). Por el Lema
1.69, dimFi(C(Zi)) ≤ dim(F1,...,Fk)(

∏k
i=1C(Zi)). Por el Teorema 1.107, existe

un homeomorfismo ϕ :
∏k
i=1C(Zi) → 〈Z1, . . . , Zk〉k con (F1, . . . , Fk)

ϕ7−→⋃k
i=1 Fi = F . Luego,

dim(F1,...,Fk)(

k∏

i=1

C(Zi)) = dimF (〈Z1, . . . , Zk〉k).

Como 〈Z1, . . . Zk〉k ⊂ Cn(X), aplicando el Teorema 1.68, se tiene que

dimF (〈Z1, . . . Zk〉k) ≤ dimF (Cn(X)).

Se sigue de las relaciones anteriores que dimFi(C(X)) ≤ dimF (Cn(X)) y,
por tanto, que dimFi(C(X)) es finita. Luego, por el Teorema 2.14, existe una
gráfica finita Ei contenida en X, tal que Fi ⊂ intX(Ei). Como Fi es conexo y
Fi ⊂ intX(Ei)∩ intX(Zi), existe una componente Ci de intX(Ei)∩ intX(Zi),
tal que Fi ⊂ Ci. Como intX(Ei)∩intX(Zi) es abierto en X y X es localmente
conexo, Ci es abierto en X. Sea Di = clX(Ci). Luego, Di es conexo y cerrado
en X y, como Ei ∩ Zi es un cerrado de X que contiene a Ci, se satisface
que Di ⊂ Ei ∩ Zi. Por tanto, Di es un subcontinuo de Ei y también de Zi.
De esto modo, aplicando el Teorema 1.46, obtenemos que Di es una gráfica
finita. Además, se cumple que Fi ⊂ Ci ⊂ Di y Fi ⊂ intX(Di) ⊂ Di ⊂ Zi.

Como D1, . . . , Dk es una colección de gráficas finitas contenidas en X y
ajenas por pares, por el Lema 1.43, existe una gráfica finita D contenida en
X, tal que

⋃k
i=1Di ⊂ D. Aśı, F =

⋃k
i=1 Fi ⊂

⋃k
i=1 intX(Di) ⊂ D. Por tanto,

F ⊂ intX(D).

(b) ⇒ (a). Como F ∈ 〈intX(D)〉n ⊂ Cn(D), se cumple que Cn(D) es
una vecindad de F en Cn(X). Aśı, por el Teorema 1.68, dimF (Cn(X)) =
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dimF (Cn(D)). Aplicando el Teorema 2.3, obtenemos que dim(Cn(D)) es
finita. De esta manera, tanto dimF (Cn(D)) como dimF (Cn(X)) son finitas.

(b)⇒ (c). Esta implicación es inmediata de la definición de P(X), porque
cada punto de F tiene a D como vecindad.

(c) ⇒ (b). Obsérvese que F ⊂ G(X). Luego, para cada x ∈ F existe
una gráfica finita Dx contenida en X, tal que x ∈ intX(Dx). Como X es
localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo Ex de X, tal
que x ∈ Ex ⊂ clX(Ex) ⊂ intX(Dx). Como F es compacto, existen r ∈ N y
x1, . . . , xr ∈ F , tales que F ⊂ ⋃r

i=1Exi . Sea E =
⋃r
i=1 clX(Exi). Obsérve-

se que E posee k componentes, para alguna k ≤ r. Sean C1, . . . , Ck tales
componentes y fijemos i ∈ {1, . . . , k}. Obsérvese también que Ci es un con-
tinuo y que Ci ⊂ E ⊂ ⋃r

i=1 intX(Dxi). Luego, dado x ∈ Ci, existe y(x) ∈
{x1, . . . , xr}, tal que x ∈ intX(Dy(x)). Por el Teorema 1.24, se satisface que
ord(x,Ci) ≤ ord(x,X) = ord(x,Dy(x)). Aśı, ord(x,Ci) ≤ ord(x,Dy(x)), para
cada x ∈ Ci. Además, por el Teorema 1.45, cada Dy(x) tiene orden finito en
x y tiene orden menor o igual en todos salvo una cantidad finita de sus pun-
tos. Como {y(x) : x ∈ X} = {x1, . . . , xr} es un conjunto finito se desprende
de lo anterior que Ci tiene orden finito en cada uno de sus puntos y orden
menor o igual que dos en todos salvo una cantidad finita de sus puntos.
Aplicando de nuevo el Teorema 1.45, tenemos que Ci es una gráfica finita.
De esta manera, C1, . . . , Ck es una colección de gráficas finitas ajenas por
pares. Aplicando el Lema 1.43, obtenemos una gráfica finita D contenida en
X, tal que E =

⋃k
i=1Ci ⊂ D. Aśı, F ⊂ ⋃r

i=1Exi ⊂ E ⊂ D y, por tanto,
F ⊂ intX(D).

Para probar el Teorema 2.18 se requiere del siguiente resultado, el cual
es usado también al probar los Lemas 3.29 y 3.32.

Lema 2.16. Sean X un continuo localmente conexo y A ∈ Cn(X). Enton-
ces, dimA(Cn(X)) ≥ 2n y, si dimA(Cn(X)) = 2n, entonces existen k ∈ N
y elementos J1, . . . , Jk ∈ AS(X), tales que A ∈ 〈intX(J1), . . . , intX(Jk)〉n,
donde cada componente de A está contenida en algún intX(Ji).

Demostración. Si dimA(Cn(X)) es infinita, el resultado es inmediato. De
forma similar, si X es una curva cerrada simple, entonces el único elemento
de AS(X) es X, A ∈ 〈intX(X)〉n, R(X) = ∅ y, por el Teorema 2.2, se cumple
que dimA(Cn(X)) = 2n. De este modo, podemos suponer que dimA(Cn(X))
es finita y que X no es una curva cerrada simple.

Por el Teorema 2.15, existe una gráfica finita D contenida en X, tal
que A ⊂ intX(D). Aśı, A ∈ 〈intX(D)〉n ⊂ Cn(D) y, por el Teorema 1.68,
dimA(Cn(X)) = dimA(Cn(D)).
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Por otro lado, aplicando el Teorema 2.2, se tiene que

dimA(Cn(D)) = 2n+
∑

x∈R(D)∩A
(ord(x,D)− 2).

Como ord(x,D) ≥ 3; es decir, ord(x,D) − 2 ≥ 1, para cada x ∈ R(D), se
cumple que

∑
x∈R(D)∩A(ord(x,D)− 2) ≥ 0 y, por ende, dimA(Cn(D)) ≥ 2n.

Esto muestra que dimA(Cn(X)) ≥ 2n.

Supongamos que dimA(Cn(D)) = 2n. Luego,
∑

x∈R(D)∩A(ord(x,D) −
2) = 0 y R(D)∩A = ∅. Sean A1, . . . , Ak las componentes de A, con Ai 6= Aj
siempre que i 6= j. Obsérvese que k ≤ n. Fijemos i ∈ {1, . . . , k}.

Demostraremos que existe un arco libre Ji de D, tal que Ai ⊂ intD(Ji).
Sea C una colección finita de arcos, tal que D =

⋃ C y cualesquiera dos
elementos de C o son ajenos o se intersectan sólo en uno o dos de sus puntos
extremos. Hagamos C = {C1, . . . , Cr}, con Ci 6= Cj siempre que i 6= j.

Supongamos que Ai posee un elemento p, tal que p es elemento de al
menos 3 elementos distintos de C, digamos C1, C2 y C3. Luego, p es punto
extremo de estos tres arcos. De esta forma, si, para cada l ∈ {1, 2.3}, elegimos
un subarco Bl de Cl que posee a p pero que no posee al otro punto extremo
de Cl, se tiene que B1∪B2∪B3 es un triodo simple con vértice p. Aplicando
el Teorema 1.24, obtenemos que 3 = ord(p,B1 ∪B2 ∪B3) ≤ ord(p,X). Aśı,
p ∈ R(X)∩Ai. Esto es una contradicción. Por tanto, Ai no posee puntos de
intersección de tres arcos distintos de C.

Antes de continuar la demostración, haremos una breve acotación. Su-
pongamos que existe un elemento q ∈ Cl ∩ Cm ∩ Ai, para algunos l 6= m, y
que Cl intersecta a Cm sólo en q. Luego, q es punto extremo de Cl y de Cm,
y no es elemento de algún otro elemento de C. Además, Cl ∪ Cm es un arco
cuyos puntos extremos son los puntos extremos de Cl y de Cm distintos de
q. Por consiguiente, para cada C ∈ C −{Cl, Cm} se tiene que C y Cl ∪Cm o
son ajenos o se intersectan únicamente en uno o dos de sus puntos extremos.
De este modo, podemos reemplazar a Cl y a Cm por Cl ∪ Cm en C. Como
C es finito, podemos hacer este reemplazo repetidas ocasiones, de tal forma
que al final tengamos que si t 6= s y Cs∩Ct intersecta a Ai, entonces Ct∩Cs
posee dos elementos.

Continuando con la demostración, obsérvese que la unión sobre cualquier
subconjunto de C es un subconjunto cerrado de D. Luego, si Ai ⊂ D−

⋃
(C−

{Cl}), para alguna l ∈ {1, . . . , r}, entonces Cl−E(Cl) ⊂ D−
⋃

(C −{Cl}) ⊂
intD(Cl). Aśı, el conjunto Cl − E(Cl) = intD(Cl) − E(Cl) es abierto en
D; es decir, Cl es un arco libre de D, y Ai ⊂ intD(Cl). Haciendo Ji =
Cl, tendŕıamos el arco buscado. De esta forma podemos suponer que Ai
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intersecta al menos a dos elementos de C. Sea q ∈ C1 ∩ C2 ∩ A. Como
Ai es conexo y los elementos de C son cerrados en D, existe un par de
elementos de C que se intersectan dentro de Ai, digamos C1 y C2. Luego,
por el párrafo anterior, C1 y C2 se intersectan justamente en sus dos puntos
extremos y, en consecuencia, C1 ∪ C2 es una curva cerrada simple. Sea p
el punto extremo de C1 y de C2 que no es elemento de Ai. Obsérvese que
cualquier elemento de C−{C1, C2} que intersecte a C1∪C2 tiene que hacerlo
en p o q o en ambos. Como q ∈ C1 ∩ C2 ∩ A, se cumple, según vimos en
un párrafo anterior, que q no es elemento de dicho arco. En este modo,
(C1 ∪ C2) − {p} = D − ⋃ (C − {C1, C2}) y, por ende, (C1 ∪ C2) − {p} es
abierto en D. Aśı, FrD(C1 ∪ C2) ⊂ {p}. Como p /∈ Ai y Ai es conexo e
intersecta a C1 ∪ C2, tenemos que Ai ⊂ (C1 ∪ C2) − {p}. Sea Ji un arco
contenido en (C1 ∪C2)− {p}, tal que Ai ⊂ Ji −E(Ji). Luego, Ji −E(Ji) es
abierto en (C1 ∪C2)−{p} y en D. Por tanto, Ji−E(Ji) es un arco libre de
D, tal que Ai ⊂ intD(Ji).

Como Ai ⊂ intX(D) ∩ intD(Ji) y Ai es conexo, existe una componente
Ki de intX(D)∩ intD(Ji), tal que Ai ⊂ Ki. Asimismo, Ki es un subconjunto
conexo del arco Ji, aśı que existe un subarco Li, tal que Ji o es igual a
Li o a Li menos uno o dos de sus puntos extremos, es decir, tal que Li −
E(Li) ⊂ Ki ⊂ Li. Como intX(D) ∩ intD(Ji) es un subconjunto abierto de
X (pues es un subconjunto abierto de D contenido en intX(D)), aplicando
el Teorema 1.13 obtenemos que Ki es un subconjunto abierto de X. Por
tanto, Ai ⊂ intX(Li) ⊂ intX(D). Además, por el Lema 2.5 (2), se cumple
que Li es un arco libre de D. Luego, Li−E(Li) es abierto en D. Aśı, y como
Li−E(Li) está contenido en intX(D), se tiene que Li−E(Li) es abierto en X;
es decir, Li es un arco libre de X. Aplicando el Lema 2.12, podemos obtener
un elemento Ji ∈ AS(X), tal que Li ⊂ Ji. Aśı, Ai ⊂ intX(Li) ⊂ intX(Ji).
Como esto lo podemos hacer para cualquier i ∈ {1, . . . , k}, concluimos que
A ∈ 〈intX(J1), . . . , intX(Jk)〉n y la componente Ai de A está contenida en
intX(Ji), para cada i ∈ {1, . . . , k}. Esto concluye esta prueba.

El resultado anterior anticipa la importancia de los vietóricos (en Cn(X))
de elementos de AS(X) entre los subconjuntos del conjunto de puntos de
Cn(X) que poseen dimensión igual a 2n (que, por el Lema 2.16 y el Teorema
1.107, son precisamente los puntos que poseen una vecindad que es una 2n-
celda). El Teorema 2.18 se refiere precisamente a la relación entre estos
conjuntos para el caso n = 2. Para facilitar el lenguaje al aludir al último
de dichos conjuntos, a continuación se le asigna una notación.

Definición 2.17. Dado un continuo localmente conexo X y n un número



110 Dimensión finita en Cn(X)

natural, denotamos:

Pn(X) = {A ∈ Cn(X) : A tiene una vecindad en Cn(X),

tal que A es una 2n-celda}.

Como es usual, denotaremos P(X) = P1(X) y P∂(X) = P∂
1(X).

Ahora se prueba el siguiente teorema, el cual es un paso crucial para la
demostración del Teorema 3.42 (una de las conclusiones presentadas en este
estudio). En palabras llanas, dados dos continuos localmente conexos X y
Y , tales que existe un homeomorfismo h : C2(X) → C2(Y ), este resultado
permite establecer una relación biuńıvoca entre las parejas de elementos de
AS(X) y las de AS(Y ) por medio de h. Aunque esto no permite establecer
un homeomorfismo entre X y Y , śı es un punto de partida para lograrlo.

Teorema 2.18. Sea X un continuo localmente conexo que no es una curva
cerrada simple. Dados J,K ∈ AS(X), sea UJ,K = 〈intX(J), intX(K)〉2. En-
tonces, {UJ,K : J,K ∈ AS(X)} es la colección de componentes de P2(X) y
si {J,K} 6= {L,M}, entonces UJ,K ∩ UL,M = ∅.

Demostración. Sea A ∈ P2(X). Sea M una vecindad de A en C2(X) que
es una 4-celda. Por el Ejemplo 1.72, dimA(M) = 4. Por el Teorema 1.68, se
tiene que dimA(C2(X)) = dimA(M) = 4. Luego, por el Lema 2.16, existen
J,K ∈ AS(X), tales que A ∈ UJ,K . De esta manera, P2(X) ⊂ ⋃{UJ,K :
J,K ∈ AS(X)}.

Ahora, dados J,K ∈ AS(X), demostremos que UJ,K es un subconjunto
conexo de P2(X). Por la Observación 3.28, tenemos que cualquiera de los
conjuntos intX(J) y intX(K) es homeomorfo al intervalo (0, 1] o al intervalo
(0, 1). Si J = K, entonces UJ,K = C2(intX(J)). Aplicando el Corolario 1.116,
obtenemos que C2(intX(J)) es una 4-variedad conexa. Si J 6= K, entonces,
por (2) del Lema 2.9, intX(J) ∩ intX(K) = ∅. Por el Corolario 1.112, se
satisface que UJ,K es una 4-variedad conexa. De cualquier modo, UJ,K es
conexo y, dado A ∈ UJ,K , existe una 4-celda N contenida en UJ,K , tal que
A ∈ intUJ,K

(N). Como UJ,K es abierto en C2(X), se cumple que intUJ,K
(M)

es abierto en C2(X). Aśı, N es una vecindad de A en C2(X) y A ∈ P2(X).
Por tanto, UJ,K ⊂ P2(X) y UJ,K es conexo.

Hasta aqúı hemos mostrado que P2(X) =
⋃{UJ,K : J,K ∈ AS(X)} y

que cada UJ,K es conexo. Para concluir la prueba de la primera afirmación del
teorema resta demostrar que cada UJ,K es una componente de P2(X). Con
tal motivo mostraremos la segunda afirmación del teorema. Para esto, sean
J,K,L,M ∈ AS(X), tales que {J,K} 6= {L,M}. Luego, {J,K} * {L,M} o
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{L,M} * {K,J}. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que ocurre
lo primero y que J ∈ {J,K} − {L,M}, esto es, que J 6= L y J 6= M . Por el
Lema 2.9 (2), se tiene que intX(J)∩ intX(L) = intX(J)∩ intX(M) = ∅. Sea
B ∈ UJ,K . Como B∩intX(J) 6= ∅, se satisface que B * intX(L)∪intX(L). De
esta forma, B /∈ UL,M . Por tanto, UJ,K ∩ UL,M = ∅. Esto prueba la segunda
afirmación del teorema.

Volviendo a la demostración de la primera afirmación, sean L,M ∈
AS(X) y C la componente de P2(X), tal que UL,M ⊂ C. Como {UJ,K :
J,K ∈ AS(X)} es una colección de subconjuntos abiertos de X ajenos por
pares, los conjuntos UL,M y

⋃{UJ,K : J,K ∈ AS(X) y UJ,K 6= UL,M} son
abiertos en X y ajenos. Como P2(X) es la unión de los dos conjuntos an-
teriores, C intersecta al primero de ellos y C es un subconjunto conexo de
P2(X), se cumple que C ⊂ UL,M . Aśı, C = UL,M . Esto concluye la prueba
de la primera afirmación y la demostración del teorema.
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Caṕıtulo 3

Continuos Enrejados

En este último caṕıtulo se trata una clase de continuos, la clase de los
continuos enrejados, que generaliza algunas clases de continuos localmente
conexos a las que se ha hecho alusión en los caṕıtulos previos, a saber la
clase de las gráficas finitas y las familias D y LD (Teorema 3.10). No menos
resaltable es el estudio de la clase de los continuos casi enrejados, la cual
contiene a los continuos enrejados.

La primera sección trata los aspectos más generales de estas dos clases,
demostrando algunas caracterizaciones de ellas que serán de gran impor-
tancia en la siguiente sección. Por otro lado, la segunda sección presenta
las conclusiones principales de este estudio, mostrando, entre otros resulta-
dos notables, que los continuos enrejados poseen hiperespacio único Cn(X).
Asimismo, se muestra en tal sección que los continuos localmente conexos
que no son casi enrejados no poseen hiperespacio único Cn(X), siendo n un
número natural arbitrario.

3.1. Propiedades fundamentales

La primera parte de este caṕıtulo está dedicada a las propiedades más
básicas de los continuos que son el objetivo principal de este trabajo (junto
con sus hiperespacios). Para definir dichos continuos se utiliza la siguiente
notación.

113
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Definición 3.1. Dados un continuo X y un número natural n denotamos

G(X) = {p ∈ X : p tiene una vecindad M en X, tal que

M es una gráfica finita},
P(X) = X − G(X),

FA(X) =
⋃
{intX(J) : J es un arco libre de X}.

Ahora se definen las clases de continuos que son el foco de atención de
este caṕıtulo y el objetivo final de este análisis.

Definición 3.2. Un continuo X es casi enrejado si G(X) es denso en X.
Un continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una base de vecindades
B, tal que, para cada U ∈ B, se cumple que U − P(X) es conexo.

En las Figuras 3.1 y 3.2, se muestran algunos ejemplos de continuos
enrejados. Como se ve en el Teorema 3.10, las gráficas finitas y los elementos
de las familias D y LD son continuos enrejados. Es por esta razón que
mostramos ejemplos que no son dendritas locales. Como puede observarse en
la segunda de estas figuras, a diferencia de las dendritas locales, los continuos
enrejados no están restringidos a continuos de dimensión 1.

El primer resultado acerca de los continuos que se acaban de definir es
el siguiente lema.

Lema 3.3. Sean X un continuo y U un subconjunto de X. Si X es casi
enrejado, entonces intX(U) ⊂ clX(U − P(X)).

Demostración. Supongamos que x ∈ intX(U). Sea V un subconjunto abierto
de X, tal que x ∈ V . Luego, intX(U)∩V es un subconjunto abierto y no vaćıo
de X. Además, como X es casi enrejado, intX(P(X)) = ∅. De esta manera
intX(U) ∩ V * P(X); es decir, V ∩ (intX(U) − P(X)) = (V ∩ intX(U)) −
P(X) 6= ∅. Aśı, V ∩ (U − P(X)) ⊃ V ∩ (intX(U) − P(X)) 6= ∅. Por tanto,
x ∈ clX(U − P(X)).

Una formulación equivalente de continuo casi enrejado puede obtenerse
del siguiente resultado.

Lema 3.4. Si X es un continuo, entonces clX(G(X)) = clX(FA(X)). Por
lo tanto, un continuo X es casi enrejado si, y sólo si, clX(FA(X)) es denso
en X.

Demostración. Sea X un continuo con métrica d. Como FA(X) ⊂ G(X),
basta con mostrar que clX(G(X)) ⊂ clX(FA(X)).
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Figura 3.1: Ejemplos de continuos enrejados que no son dendritas locales
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Figura 3.2: Un ejemplo de continuo enrejado de dimensión 2

Supongamos que x ∈ clX(G(X)). Luego, existe una sucesión {xn}n∈N en
G(X), tal que ĺımxn = x. Fijemos n ∈ N. Como xn ∈ G(X), existe una
gráfica finita G contenida en X, tal que xn ∈ intX(G). Sean k ∈ N y arcos
A1, . . . , Ak en G, tales que

⋃n
k=1Ai = G y Ai∩Aj ⊂ E(Ai)∩E(Aj) si i 6= j.

Sea j0 ∈ {1, . . . , k}, tal que xn ∈ Aj0 .

Obsérvese que V = intX(G) ∩ Bd(xn, 1
n) es una vecindad de xn en X.

Aplicando el Lema 1.7 obtenemos un subarco B de Aj0 , tal que x ∈ B ⊂ V .

Obsérvese que B − E(B) ⊂ Aj0 − E(Aj0) ⊂ G −⋃i 6=j0 Ai. Luego, G −
(B−E(B)) =

⋃
i 6=j0 Ai ∪ (Aj0 − (B−E(B))). Además, Aj0 − (B−E(B)) es

un subconjunto cerrado de Aj0 y, por tanto, de G. Aśı, G− (B − E(B)) es
cerrado en G; es decir, B−E(B) es abierto en G. Como además B−E(B) ⊂
intX(G) ⊂ G, se tiene que B − E(B) es un subconjunto abierto de X. De
esta manera, B es un arco libre de X.

Sea yn ∈ B − E(B) ⊂ intX(B) ⊂ FA(X). Obsérvese que, para cada
n ∈ N, se cumple que d(xn, yn) < 1

n . Aśı, ĺım yn = x, con cada yn elemento
de FA(X). Por lo tanto, x ∈ clX(FA(X)). Esto concluye la prueba del
lema.

Se puede observar que en la definición de continuo enrejado no se ha re-
querido la propiedad de conexidad local que tanto hemos mencionado en los
caṕıtulos anteriores. Como se ha comentado con anterioridad, la conexidad
local es una caracteŕıstica importante para los resultados más destacables
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de este trabajo. El siguiente resultado afirma que los continuos enrejados
poseen esta propiedad.

Lema 3.5. Si X es un continuo enrejado, entonces X es localmente conexo.

Demostración. Supongamos que X es un continuo enrejado. Tomemos x ∈
X y U un subconjunto abierto de X, tal que x ∈ U . Sean W un subconjunto
abierto de X, tal que x ∈ W ⊂ clX(W ) ⊂ U y B una base de vecindades
de X, tal que, para cada T ∈ B, se tiene que T − P(X) es conexo. Sea
V ∈ B, tal que x ∈ intX(V ) ⊂ V ⊂W . Aplicando el Lema 3.3, tenemos que
intX(V ) ⊂ clX(V − P(X)) ⊂ clX(V ) ⊂ clX(W ) ⊂ U . Aśı, x ∈ intX(V ) ⊂
clX(V −P(X)) ⊂ U y, como V ∈ B, se tiene que V −P(X) es conexo. Luego,
por el Teorema 1.1, clX(V − P(X)) es conexo. Por lo tanto, X es conexo
en pequeño. Aplicando el Teorema 1.29, concluimos que X es localmente
conexo.

El siguiente resultado proporciona una caracterización de los continuos
enrejados, similar a su definición, pero con una condición algo más fuerte y
que puede facilitar la identificación (por descarte) de estos continuos.

Lema 3.6. Sea X un continuo. Entonces, X es enrejado si, y sólo si, X
es casi enrejado y X tiene una base D formada de subconjuntos abiertos y
conexos de X, tales que, para cada U ∈ D, se tiene que U−P(X) es conexo.

Demostración. La suficiencia se sigue inmediatamente de la definición de
continuo enrejado. Demostremos que se cumple la necesidad.

Supongamos que X es enrejado. Luego, por definición, X es casi enre-
jado. Tomemos p ∈ X y W un subconjunto abierto de X, tal que p ∈ W .
Sean B una base de X, tal que, para cada T ∈ B, se tiene que T −P(X) es
conexo y U ∈ B, tal que p ∈ intX(U) ⊂ U ⊂W .

Obsérvese que, por el Lema 3.5, X es localmente conexo. Luego, existe un
subconjunto abierto y conexo Z de X, tal que p ∈ Z ⊂ intX(U). Como P(X)
es un subconjunto cerrado de X, se tiene que W −P(X) es un subconjunto
abierto de X. Aśı, y como U −P(X) ⊂W −P(X), para cada x ∈ U −P(X)
existe un subconjunto abierto y conexo Vx de X, tal que x ∈ Vx ⊂W−P(X).

Sean V0 =
⋃{Vx : x ∈ U − P(X)} y V = Z ∪ V0. Obsérvese que U −

P(X) ⊂ V0 ⊂ W − P(X), V es abierto en X y p ∈ V ⊂ W . Luego,
V0 ⊂ V − P(X). Además, V − P(X) = (Z − P(X)) ∪ (V0 − P(X)) =
(Z − P(X)) ∪ V0 ⊂ (U − P(X)) ∪ V0 ⊂ V0. Aśı, V0 = V − P(X).

Por otro lado, obsérvese que U − P(X) es conexo; para cada x ∈ X,
se tiene que x ∈ (U − P(X)) ∩ Vx, y Vx es conexo. Luego, por el Teorema
1.2, V0 = (U − P(X)) ∪ V0 es conexo; es decir, V − P(X) es conexo. Como
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V −P(X) ⊂ V y, por el Lema 3.3, V ⊂ clX(V −P(X)), concluimos, por el
Teorema 1.1, que V es conexo. Con esto terminamos la prueba del lema.

El siguiente resultado es una caracterización, dentro de los continuos
localmente conexos, de la propiedad de ser enrejado que relaciona a ésta con
una propiedad de algunos de sus hiperespacios. Para enunciarlo (y también
para formular algunos resultados posteriores), resulta conveniente utilizar la
siguiente notación.

Definición 3.7. Dados un espacio métrico X y n ∈ N, denotaremos

Fn(X) = {A ∈ Cn(X) : dimA(Cn(X)) es finita}.

Teorema 3.8. Si X es un continuo localmente conexo, entonces las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(a) X es enrejado.

(b) Para cada n ∈ N, Fn(X) es denso en Cn(X).

(c) Existe n ∈ N, tal que Fn(X) es denso en Cn(X).

Demostración. Sea d una métrica para X.

(a) ⇒ (b) Supongamos que X es enrejado. Sean n un número natu-
ral, A ∈ Cn(X) y ε > 0. Sean A1, . . . , Ak las componentes de A. Como
A1, . . . , Ak son subconjuntos compactos de X ajenos por pares, podemos
suponer que Nd(A1, ε), . . . , Nd(Ak, ε) son ajenos por pares. Asimismo, Por
el Lema 3.6, existe una base de vecindades D de X, tal que D está formada
por subconjuntos abiertos y conexos de X y, para cada T ∈ D, se tiene que
T − P(X) es conexo.

Fijemos a ∈ A. Sea Ua ∈ D, tal que a ∈ Ua ⊂ Bd(a, ε). Obsérvese que
el conjunto Va = Ua − P(X) es un subconjunto abierto y conexo de X.
Además, como X es casi enrejado, intX(P(X)) = ∅, aśı que Ua * P(X);
es decir, Va 6= ∅. Tomemos un punto b(a) ∈ Va. Dado i ∈ {1, . . . , k}, por
la compacidad de Ai, existen m ∈ N y a1, . . . , am ∈ A1, tales que Ai ⊂⋃m
j=1 Uaj ⊂

⋃m
j=1Bd(ai, ε) ⊂ Nd(Ai, ε).

Sean U =
⋃m
j=1 Uaj y V =

⋃m
j=1 Vaj . Obsérvese que U y V son subcon-

juntos abiertos de X. Además, como U = A ∪ (
⋃m
j=1 Uaj ), Ai es conexo,

Uaj es conexo y, para cada j ∈ {1, . . . ,m}, aj ∈ Ai ∩ Uaj , se tiene, por el
Teorema 1.2 que U es conexo.

Probemos ahora que V es conexo. Supongamos, por el contrario, que
existen V1 y V2 subconjuntos abiertos y no vaćıos de V , tales que V1∩V2 = ∅
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y V = V1 ∪ V2. Dado j ∈ {1, . . . ,m}, como Vaj es conexo, tenemos Vaj ⊂
V1 o Vaj ⊂ V2. Aśı, y como V1 6= ∅ 6= V2, podemos suponer que existe
r ∈ {1, . . . ,m − 1}, tal que

⋃r
j=1 Uaj ⊂ V1 y

⋃m
j=r+1 Uaj ⊂ V1. Luego,

(
⋃r
j=1 Uaj ) ∩ (

⋃m
j=r+1 Uaj )−P(X) = (

⋃r
j=1(Uaj −P(X))) ∩ (

⋃m
j=r+1(Uaj −

P(X))) ⊂ V1 ∩ Vj = ∅; es decir, (
⋃r
j=1 Uaj ) ∩ (

⋃m
j=r+1 Uaj ) ⊂ P(X). De

esta forma, (
⋃r
j=1 Uaj ) ∩ (

⋃m
j=r+1 Uaj ) ⊂ intX(P(X)) = ∅. Esto contradice

la conexidad de U . Por tanto, V es conexo.
Aplicando el Teorema 1.33 obtenemos que V es arco conexo. De es-

ta manera, por el Lema 1.42, existe un árbol Ti contenido en V , tal que
{b(a1), . . . , b(am)} ⊂ Ti. Como b(aj) ∈ Vaj ⊂ Uaj ⊂ Bd(aj , ε), tenemos
que Bd(aj , ε) ⊂ Bd(b(aj), 2ε), para cada j ∈ {1, . . . ,m}. Luego, Ai ⊂⋃m
j=1 Uaj ⊂

⋃m
j=1Bd(aj , ε) ⊂

⋃m
j=1Bd(b(aj), 2ε) ⊂ Nd(Ti, 2ε). Por otro lado,

Ti ⊂ V ⊂ U ⊂ Nd(Ai, ε). Aśı, Hd(Ai, Ti) < 2ε. También Ti ⊂ V − P(X),
aśı que Ti∩P(X) = ∅. Obsérvese que HHd

({Ai : i ≤ m}, {Ti : i ≤ m}) < 2ε.
Sea T =

⋃m
i=1 Ti ∈ Cn(X). Entonces, T ∩ P(X) = ∅ y, por el Teorema

1.108, Hd(A, T ) < 2ε. Además, aplicando el Teorema 2.15, tenemos que
dimT (Cn(X)) es finita, aśı que T ∈ Fn(X). Aśı, se concluye que Fn(X) es
denso en Cn(X).

(b)⇒ (c) Es inmediato.
(c) ⇒ (a) Supongamos que existe n ∈ N, tal que Fn(X) es denso en

Cn(X).
Mostremos primero que G(X) es denso en X. Sean U un subconjun-

to abierto de X y p ∈ U . Obsérvese que 〈U〉n es una vecindad de {p} ∈
Cn(X). Luego, por hipótesis, existe A ∈ Fn(X), tal que A ∈ 〈U〉n. Como
dimA(Cn(X)) es finita, aplicando el Teorema 2.15, obtenemos una gráfica
finita D contenida en X, tal que A ⊂ intX(D). Aśı, ∅ 6= A ⊂ U ∩ intX(D) ⊂
U ∩ G(X). Por lo tanto, G(X) es denso en X.

Ahora supongamos que X no es enrejado. Luego, existe p ∈ X y un
subconjunto abierto W de X, tal que p ∈ W y, para cada vecindad U de p
en X, se tiene que U − P(X) es disconexo. Como X es localmente conexo,
existe un subconjunto abierto y conexo V de X, tal que p ∈ V ⊂W . Luego,
V −P(X) es disconexo. Sean S y T subconjuntos abiertos y no vaćıos de V ,
tales que S ∪ T = V y S ∩ T = ∅. Obsérvese que S y T son abiertos en X.

Tomemos x ∈ T y p1, . . . , pn puntos en S distintos por pares. Como
V es arco conexo, por el Lema 1.8, existe un arco α de x a un punto de
{p1, . . . , pn}, tal que α ∩ {p1, . . . , pn} consta de un solo punto. Podemos
suponer que tal punto es pn. Sea A = {p1, . . . , pn−1} ∪ α ∈ Cn(X). Como
{p1}, . . . , {pn−1}, α son subconjuntos compactos de X ajenos por pares, exis-
te ε > 0, tal que los conjuntos B1 = Bd(p1, ε), . . . , Bn−1 = Bd(pn−1, ε), Bn =
N(ε, α) son ajenos por pares. Como, además, x ∈ T , α ⊂ V , p1, . . . , pn ∈ S,
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α es compacto y S, T, V son abiertos en X, podemos suponer que Bd(x, ε) ⊂
T , Bd(pn, ε) ⊂ S, Bn ⊂ V y Bi ⊂ S, para cada i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Como Fn(X) es denso enX, existe B ∈ Fn(X), tal queHd(A,B) < ε. Por
el Lema 1.100, B intersecta a Bi, para cada i ∈ {1, . . . , n}. Además, B ⊂
Nd(A, ε) = Nd({p1, . . . , pn−1} ∪ α, ε) =

⋃n
i=1Bi y los conjuntos B1, . . . , Bn

son abiertos en X y ajenos entre śı. De esta manera, las componentes de B
son C1 = B ∩B1, . . . , Cn = B ∩Bn.

Obsérvese que, también por el Lema 1.100, Cn ∩S = B ∩Nd(α, ε)∩S ⊃
B ∩ Bd(pn, ε) ∩ S = B ∩ Bd(pn, ε) 6= ∅ y Cn ∩ T = B ∩ Nd(α, ε) ∩ T ⊃
B ∩ Bd(x, ε) ∩ T = B ∩ Bd(x, ε) 6= ∅. Aśı, y porque Cn es conexo, Cn *
S ∪ T = V − P(X). Como Cn ⊂ Bn ⊂ V , tenemos que Cn ∩ P(X) 6= ∅. De
esta manera B∩P(X) 6= ∅. Aplicando el Teorema 2.15, se tiene B /∈ Fn(X).
Esto contradice la elección de B. Por lo tanto, X es enrejado.

Para relacionar la clase de los continuos enrejados con clases más cono-
cidas, se enuncian los siguientes dos teoremas.

Teorema 3.9 ([1], Teorema 3.19). Sea X un continuo localmente conexo.
Entonces, X pertenece a LD si, y sólo si, F(X) es denso en C(X).

Teorema 3.10. La clase de los continuos enrejados contiene a las siguientes
clases:

(a) las gráficas finitas,

(b) la familia D y

(c) la familia LD.

Demostración. Obsérvese que, por el Lema 1.52, tanto la clase de las gráfi-
cas finitas como la clase D están contenidas en la clase LD. Aśı, basta
demostrar que los continuos de la familia LD son continuos enrejados. Sea
X un continuo de LD. Por el Teorema 1.53, se cumple que X es localmente
conexo. Aplicando el Teorema 3.9, tenemos que F(X) es denso en C(X).
Luego, por el Teorema 3.8, se tiene que X es enrejado. Con esto concluimos
la prueba.

3.2. Unicidad de Hiperespacios

Esta es la última sección de este documento y en ella se exponen los
resultados principales de este último (a saber: los Teoremas 3.19, 3.21, 3.30,
3.35, 3.36, 3.42, 3.43 y 3.44). Como su nombre lo indica, este apartado se
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aboca a presentar y demostrar algunas condiciones necesarias y algunas otras
suficientes para que un continuo localmente conexo tenga o no hiperespacio
único Cn(X). Incidentalmente, se exponen algunos teoremas notables como
el Teorema de Anderson (Teorema 3.13), sobre extensión de homeomorfismos
entre Z-conjuntos de cubos de Hilbert; o el Teorema 3.12, que habla de una
condición para que el conjunto Cn(X,R) sea un cubo de Hilbert.

3.2.1. Continuos que no son casi enrejados

El primer apartado de este caṕıtulo aborda algunas propiedades de los
hiperespacios de continuos localmente conexos que no son casi enrejados. En
particular, se detalla la demostración de que este tipo de continuos no tiene
hiperespacio único Cn(X), para cualquier n ∈ N. Quizá no tan fácil de enun-
ciar, pero asimismo sobresaliente, es el Teorema 3.12, el cual establece una
condición suficiente para que el conjunto Cn(X,R) sea un cubo de Hilbert.
Para demostrarlo se requiere el siguiente lema. En la demostración de este
último, se hará uso de la notación BX

d para especificar que los conjuntos
Bd se toman sobre el espacio X. En otras palabras, dados un subespacio
X de algún espacio con métrica d, un punto p ∈ X y ε > 0, denotaremos
BX
d (p, ε) = Bd(p, ε) ∩X.

Lema 3.11. Sean X un continuo localmente conexo, R un subconjunto ce-
rrado de P(X) y K ∈ C(X), tal que intX(K)∩R 6= ∅. Entonces, CKn (X) es
un Z-conjunto de Cn(X,R).

Demostración. Sea d una métrica para d. Obsérvese primero que, si A ∈
CKn (X), entonces R∩A ⊃ R∩K ⊃ R∩intX(K) 6= ∅; es decir, A ∈ Cn(X,R).
Como CKn (X) es compacto y Cn(X,R) es un espacio métrico, lo anterior
implica que CKn (X) es un subconjunto cerrado de Cn(X,R).

Fijemos p ∈ intX(K)∩R y sea ε > 0, tal que BX
d (p, ε) ( intX(K). Por el

Teorema 1.32, existen m ∈ N y subcontinuos localmente conexos X1, . . . , Xm

de X, tales que X =
⋃m
i=1Xi y diám(Xi) <

ε
4 , para cada i ∈ {1, . . . ,m}.

Sean G = {i ∈ {1, . . . ,m} : p ∈ Xi} y S =
⋃
i∈GXi. Como p ∈ ⋂i∈GXi, se

tiene que, para cada x ∈ S, d(p, x) < ε
4 ; es decir, S ⊂ BX

d (p, ε4) ( X.
Sean F = {i ∈ {1, . . . ,m} : p /∈ Xi y Xi ∩ S 6= ∅} y H = {i ∈

{1, . . . ,m} : Xi ∩ S = ∅}. Obsérvese que S y
⋃
i∈H Xi son subconjuntos

cerrados y ajenos de X y F ∪G∪H = {1, . . . ,m}. Si F = ∅, como S ( X, se
tiene que

⋃
i∈H Xi 6= ∅ y X = S∪(

⋃
i∈H Xi), lo cual contradice la conexidad

de X. Aśı, F 6= ∅.
Para cada i ∈ F , fijemos pi ∈ Xi∩S. Aplicando el Teorema 1.30, tenemos

que S es un continuo localmente conexo y, por el Teorema 1.33, S es arco
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conexo. Luego, por el Lema 1.42, existe un árbol T contenido en S, tal que
{p} ∪ {pi : i ∈ F} ⊂ T .

Sea Y = T ∪ (
⋃
i∈F Xi). Como para cada i ∈ F , pi ∈ T ∩Xi se tiene, por

el Teorema 1.30, que Y es un continuo localmente conexo. Obsérvese que,
para cada i ∈ F y x ∈ Xi se cumple d(x, p) ≤ d(x, pi)+d(p, pi) ≤ ε

4 + ε
4 = ε

2 ;
es decir,

⋃
i∈F Xi ⊂ BX

d (p, ε2). Luego, Y ⊂ BX
d (p, ε2) ⊂ intX(K).

Sea Z = Y ∩ R. Obsérvese que p ∈ Z y, por el Corolario 1.126 y el
Teorema 1.76, C(Y ) y C(Y,Z) son extensores absolutos.

Consideremos las funciones ϕ : X → C(X), dada por x
ϕ7−→ {x}; α =

ϕ|Y : Y → C(Y ) y β = ϕ|Z : Z → C(Y,Z). Por el Teorema 1.103, ϕ
es continua y, por tanto, α y β son continuas. Como Z es un subconjunto
cerrado de (S ∪ Y ) ∩ R, podemos extender β a una función continua β :
(S ∪ Y ) ∩ R → C(Y,Z). Obsérvese que β|Z = β|Z = α|Z , (S ∪ Y ) ∩ R
y Y son subconjuntos cerrados de ((S ∪ Y ) ∩ R) ∪ Y = (S ∩ R) ∪ Y y
((S ∪ Y ) ∩ R) ∩ Y = Y ∩ R = Z. De esta manera, por el Lema 1.10, la
función α ∪ β : (S ∩R) ∪ Y → C(Y, Z) dada por

x
α∪β7−−→

{
α(x) si x ∈ Y ,

β(x) si x ∈ (S ∪ Y ) ∩R

es continua. Como (S∩R)∪Y ) es un subconjunto cerrado de S∪Y , podemos
extender α ∪ β a una función continua α : S ∪ Y → C(Y ).

Consideremos ahora la función γ : X → C(X) dada por

x
γ7−→
{
α(x) si x ∈ S ∪ Y ,
ϕ(x) si x ∈ X − (S ∪ Y ).

Como X − (S ∪ Y ) = X −⋃i∈G∪F Xi ⊂
⋃
i∈H Xi, se tiene que clX(X −

(S ∪ Y )) ⊂ ⋃i∈H Xi. Luego, si A = clX(X − (S ∪ Y )) ∩ (S ∪ Y ), entonces
A ⊂ (S ∪ Y ) ∩ (

⋃
i∈H Xi) = (Y − S) ∩ (

⋃
i∈H Xi) ⊂ Y . Aśı, γ|A = α|A =

α|A = ϕ|A. Como clX(X − (S ∪ Y )) = (X − (S ∪ Y )) ∪ A, esto último
implica que γ|clX(X−(S∪Y )) = ϕ|clX(X−(S∪Y )). Por tanto, por el Lema 1.10,
γ es continua.

Ahora, definiremos la función gε. Obsérvese que, para cada A ∈ Cn(X),
si A0 es una componente de A, entonces γ(A0) es un subcontinuo de C(X).
Aplicando el Lema 1.96, se tiene que

⋃
γ(A0) ∈ C(X). Como

⋃
γ(A) =⋃{⋃ γ(A0) : A0 es una componente deA}, yA tiene a lo más n componentes,

deducimos que
⋃
γ(A) ∈ Cn(X). De esta manera, podemos considerar la

función

gε : Cn(X)→ Cn(X) dada por A
gε7−→
⋃
g(A).
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Obsérvese que, por los Teoremas 1.108 y 1.101, las funciones Ψ : 22X → 2X

y γ∗ : 2X → 2C(X) dadas por A Ψ7−→ ⋃A y A
γ∗7−→ γ(A) son continuas. Como

gε(B) = Ψ ◦ γ ∗ (B), para cada B ∈ Cn(X), se tiene que gε es una función
continua.

Tomemos A ∈ Cn(X). Dado x ∈ A, si x ∈ S ∪ Y , entonces γ(x) =
α(x) ∈ C(Y ) ⊂ C(S ∪ Y ) y {x} ∈ C(S ∪ Y ). Como S ∪ Y ⊂ BX

d (p, ε2), se
tiene que HX({x}, γ(x)) ≤ diám(S ∪ Y ). Si, por el contrario, x /∈ S ∪ Y ,
entonces γ(x) = {x}, y, consecuentemente, HX({x}, γ(x)) = 0 ≤ diám(S ∪
Y ). De esta manera HHd

({{x} : x ∈ A}, {γ(x) : x ∈ A}) ≤ diám(S ∪
Y ) < ε. Aplicando el Teorema 1.108 (2) obtenemos que HX(A, gε(A)) =
HX(

⋃
x∈A{x},

⋃
x∈A γ(x)) < ε.

Por otro lado, X − S ⊂ ⋃i∈F∪H Xi aśı que clX(X − S) ⊂ ⋃i∈F∪H Xi.
Luego, FrX(S) = S ∩ clX(X − S) ⊂ S ∩ (

⋃
i∈F∪H Xi) = S ∩ (

⋃
i∈F Xi) ⊂⋃

i∈F Xi y, por ende, S−⋃i∈F Xi = intX(S)∩(X−⋃i∈F Xi). Aśı, S−⋃i∈F Xi

es un subconjunto abierto de X. Como p ∈ S−⋃i∈F Xi y p ∈ P(X), tenemos
que S−⋃i∈F Xi * T . Tomemos s ∈ (S−⋃i∈F Xi)−T = S−Y ⊂ K. Luego,
dada x ∈ A, si x ∈ S ∪ Y , entonces s /∈ Y ⊃ α(x) = γ(x); es decir, s /∈ γ(x),
y si x /∈ S ∪ Y , entonces s /∈ {x} = γ(x). Aśı, s /∈ ⋃x∈A γ(x) = gε(x) y, por
tanto, K * gε(A).

De esta manera (HX)∞(IdCn(X), gε) < ε y gε : Cn(X) → Cn(X) −
CKn (X).

Más aún, supongamos que A ∈ Cn(X,R) y fijemos a ∈ A ∩ R. Si
a ∈ X − (S ∪ Y ), entonces γ(a) = {a} y, por consiguiente, gε(A) ∩ R ⊃
γ(a) ∩ R = {a} 6= ∅. Si a ∈ S ∪ Y , entonces a ∈ (S ∪ Y ) ∩ R. En conse-
cuencia, γ(a) = β(a) ∈ C(Y,Z), por lo cual gε(A) ∩ R ⊃ γ(a) ∩ Z 6= ∅. De
cualquier manera, gε(A) ∈ Cn(X,R). Por lo tanto, gε|Cn(X,R) : Cn(X,R)→
Cn(X,R) − CKn (X). Como, además, (HX)∞(IdCn(X,R), gε|Cn(X,R)) < ε y ε

puede ser tomado arbitrariamente pequeño, concluimos que CKn (X) es un
Z-conjunto de Cn(X,R).

Como ya se ha mencionado, el siguiente resultado es importante por
śı mismo, pero también es un paso esencial para la prueba de los Teoremas
3.19 y 3.21, los cuales son los resultados aqúı mostrados acerca de condiciones
suficientes para que un continuo localmente conexo X no tenga hiperespacio
único Cn(X) (además de dos corolarios al último de tales teoremas).

En la siguiente demostración se hace uso de la notación BX
d , utilizada

en el lema previo.

Teorema 3.12. Sean X un continuo localmente conexo y R un subconjunto
cerrado de P(X). Entonces, Cn(X,R) es un cubo de Hilbert.
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Demostración. Obsérvese en primer lugar que, por el Corolario 1.126, el hi-
perespacio Cn(X,R) es un retracto absoluto. De esta manera, para aplicar el
Teorema 1.81, basta mostrar que la función IdCn(X,R) es un ĺımite uniforme
de Z-funciones.

Sea ε > 0. Por el Teorema 1.37, podemos suponer que la métrica para
X es convexa. Además, por la Observación 1.118, Cn(X,R) es un hiperes-
pacio de crecimiento. Aplicando el Lema 1.128 obtenemos que la restricción
Φε|Cn(X,R) : Cn(X,R)→ Cn(X,R) es continua y que

(HX)∞(IdCn(X,R),Φε|Cn(X,R)) < ε.

Como R es compacto, existen s ∈ N y p1, . . . , ps ∈ R, tales que R ⊂⋃s
i=1B

X
d (pi,

ε
2). Para cada i ∈ {1, . . . , s}, sea Ki = Cd({pi}, ε2). Luego,

R ⊂ ⋃s
i=1Ki. Por otro lado, para cada i ∈ {1, . . . , s}, se cumple que

pi ∈ intX(Ki) ∩ R y, por el Lema 1.121, Ki ∈ C(X). Aplicando el Lema
3.11, obtenemos que CKi

n (X) es un Z-conjunto en Cn(X,R). De esta ma-
nera, por el Lema 1.80, el conjunto C =

⋃s
i=1C

Ki
n (X) es un Z-conjunto en

Cn(X,R).

Sea A ∈ Cn(X,R). Entonces, A∩ (
⋃s
i=1Ki) ⊃ A∩R 6= ∅; es decir, existe

j ∈ {1, . . . , s}, tal que A∩Kj 6= ∅. Sea t ∈ A∩Kj . Luego, Kj = Cd({pj}, ε2) ⊂
Cd({t}, ε) ⊂ Cd(A, ε) = Φε(A) y, en consecuencia, Φε(A) ∈ C

Kj
n (X). Por

tanto, Φε(Cn(X,R)) ⊂ C.
Como Cn(X,R) es compacto, Φε(Cn(X,R)) es compacto y, por ende,

un subconjunto cerrado de C. Luego, aplicando el Lema 1.121, se obtiene
que Φε(Cn(X,R)) es un Z-conjunto en Cn(X,R); es decir, Φε|Cn(X,R) es una
Z-función. Por lo tanto, IdCn(X,R) es un ĺımite uniforme de Z-funciones. Aśı,
se concluye, por el Teorema 1.81, que Cn(X,R) es un cubo de Hilbert.

El siguiente resultado es el análogo del Teorema 1.61 para el caso especial
del cubo de Hilbert. Es necesario para probar el Lema 3.16.

Teorema 3.13 ([2], Teorema 10.1). Si h : A → B es un homeomorfismo
entre Z-conjuntos en un cubo de Hilbert Q, entonces h se puede extender a
un homeomorfismo de Q sobre Q.

Para probar los Teoremas 3.19 y 3.21, y los Corolarios 3.20 y 3.24 (todos
ellos relacionados con la no unicidad de hiperespacios), se enuncia el teore-
ma que sigue, el cual proporciona una cantidad no numerable de dendritas
sin arcos libres que es posible “pegar” a un continuo obteniendo continuos
diferentes.
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Teorema 3.14 ([8], Teorema 18). Sean X un continuo localmente conexo y
p ∈ X. Entonces, existe una familia no numerable D de dendritas ajenas y
no homeomorfas por pares, tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Para cada D ∈ D, se tiene que D no contiene arcos libres.

(b) El continuo localmente conexo X ∪p D no es homeomorfo a X.

(c) Si B y D son elementos distintos de D, entonces X ∪p B y X ∪p D no
son homeomorfos.

Ahora se procede a probar el Teorema 3.19. Para ello resulta conveniente
probar antes los siguientes tres lemas y una observación.

Lema 3.15. Sean X,Y y D continuos y p ∈ Y , tales que Y = X ∪ D
y X ∩ D = {p}. Si E es un subconjunto cerrado de X que contiene a p,
entonces se satisfacen las siguientes igualdades:

(a) Cn(X) ∩ Cn(Y,E ∪D) = Cn(X,E),

(b) Cn(Y )− Cn(Y,E ∪D) = Cn(X)− Cn(X,E) y

(c) FrCn(X)(Cn(X,E)) = FrCn(Y )(Cn(Y,E ∪D)).

Demostración. Demostraremos primero la igualdad Cn(X)∩Cn(Y,E∪D) =
Cn(X,E). Como Cn(X,E) ⊂ Cn(Y,E) ⊂ Cn(Y,E ∪ D), resta probar una
contención. Supongamos para ello que A ∈ Cn(X) ∩ Cn(Y,E ∪ D). Luego,
A ⊂ X, ∅ 6= A ∩ (E ∪D) y

A ∩ (E ∪D) = (A ∩ E) ∪ (A ∩D)

= (A ∩ E) ∪ (A ∩X ∩D)

= (A ∩ E) ∪ (A ∩ {p})
= A ∩ (E ∪ {p})
= A ∩ E;

es decir, A ∈ Cn(X,E). Esto muestra la primera igualdad.
Ahora probemos que Cn(Y ) − Cn(Y,E ∪D) = Cn(X) − Cn(X,E). Su-

pongamos que A ∈ Cn(Y ) − Cn(Y,E ∪D). Luego, A ⊂ Y y A ∩D = ∅; es
decir, A ⊂ Y −D ⊂ X. Además, A ∩ E = ∅. Aśı, A ∈ Cn(X) − Cn(X,E).
Rećıprocamente, si A ∈ Cn(X)− Cn(X,E), entonces

A ∩ (E ∪D) = (A ∩ E) ∪ (A ∩D)

= A ∩X ∩D
= A ∩ {p} ⊂ A ∩ E = ∅,
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por lo cual A ∈ Cn(Y )− Cn(Y,E ∪D). Esto demuestra la igualdad en (b).
Por último, mostraremos la igualdad en (c). Como Cn(X) es un subcon-

junto cerrado de Cn(Y ) y Cn(Y )− Cn(Y,E ∪D) ⊂ Cn(X), se tiene que

clCn(Y )(Cn(Y )− Cn(Y,E ∪D)) = clCn(X)(Cn(X)− Cn(X,E))

⊂ Cn(X).

Además, Cn(X,E) es un subconjunto cerrado de Cn(X) y Cn(Y,E ∪D) es
un subconjunto cerrado de Cn(Y ). Por lo tanto,

FrCn(X)(Cn(X,E)) = Cn(X,E) ∩ clCn(X)(Cn(X)− Cn(X,E))

= (Cn(X) ∩ Cn(Y,E ∪D))∩
clCn(Y )(Cn(Y )− Cn(Y,E ∪D))

= Cn(Y,E ∪D) ∩ clCn(Y )(Cn(Y )− Cn(Y,E ∪D))

= FrCn(Y )(Cn(Y,E ∪D)).

Esto concluye la demostración.

Lema 3.16. Sean X,Y,D continuos, p ∈ Y y E un subconjunto cerrado de
X, tales que Y = X ∪D, X ∩D = {p} y p ∈ E. Si Cn(X,E) y Cn(Y,E∪D)
son cubos de Hilbert, FrCn(X)(Cn(X,E)) es un Z-conjunto en Cn(X,E) y
FrCn(Y )(Cn(Y,E ∪D)) es un Z-conjunto en Cn(Y,E ∪D), entonces Cn(X)
es homeomorfo a Cn(Y ).

Demostración. Por el Lema 3.15, FrCn(X)(Cn(X,E)) = FrCn(Y )(Cn(Y,E ∪
D)), por lo cual la función identidad

id : FrCn(X)(Cn(X,E))→ FrCn(Y )(Cn(Y,E ∪D))

es un homeomorfismo. Aplicando el Teorema 3.13 podemos extender id a
un homeomorfismo h1 : Cn(X,E)→ Cn(Y,E ∪D). Consideremos la función
h : Cn(X)→ Cn(Y ) dada por

A
h7−→
{
h1(A) si A ∈ Cn(X,E),
IdCn(X)(A) si A ∈ Cn(X)− Cn(X,E).

Obsérvese que, si C = Cn(X,E)∩ clCn(X)(Cn(X)−Cn(X,E)), entonces
C = FrCn(X)(Cn(X,E)), de manera que h1|C = id = IdCn(X)|C. Aśı, por
el Lema 1.10, obtenemos que h es continua. Además, de nuevo por el Lema
3.15, Cn(X)− Cn(X,E) = Cn(Y )− Cn(Y,E ∪D). Luego,

IdCn(X)(Cn(X)− Cn(X,E)) = Cn(Y )− Cn(Y,E ∪D)

= Cn(Y )− h1(Cn(X,E))
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y, como IdCn(X) y h1 son inyectivas, se tiene que h es inyectiva. Más aún,

h(Cn(X)) = h1(Cn(X,E)) ∪ IdCn(X)(Cn(X)− Cn(X,E))

= Cn(Y,E ∪D) ∪ (Cn(Y )− Cn(Y,E ∪D))

= Cn(Y );

es decir, h es sobreyectiva. Aśı, se concluye aśı que h es un homeomorfismo.

Lema 3.17. Sean X,Y,D continuos y p ∈ Y , tales que Y = X ∪ D y
X ∩D = {p}. Si d es una métrica convexa de Y , la métrica inducida en X
por d es una métrica convexa.

Demostración. Supongamos que d es una métrica convexa de Y . Sean a, b ∈
X. Luego, existe una isometŕıa γ : [0, d(a, b)] → γ([0, d(a, b)]) ⊂ Y , tal que
γ(0) = a y γ(d(a, b)) = b.

Si p es un punto extremo del arco A = γ([0, d(a, b)]), digamos p = b,
entonces A − {p} es conexo. Como X ∩ D = {p} y tanto X como Y son
cerrados de Y , los conjuntos X − {p} = X − D y D − {p} = X − D son
abiertos de Y ajenos entre śı. Además, (X − {p}) ∪ (D − {p}) = Y − {p}.
En consecuencia, A − {p} ⊂ X − {p} o A − {p} ⊂ D − {p}. Como a ∈
(X − {p}) ∩ (A− {p}), se tiene que A− {p} ⊂ X − {p}. Aśı, A ⊂ X.

Por otro lado, si p no es un punto extremo de A, entonces A−{p} tiene
dos componentes, cada una de ellas conteniendo un punto extremo de A.
Sean Ka y Kb tales componentes, con a ∈ Ka y b ∈ Kb. Como Ka y Kb son
conexos y a ∈ Ka ∩ (X − {p}) y b ∈ Kb ∩ (X − {p}), podemos aplicar un
argumento similar al aplicado a A − {p} en el caso anterior, para obtener
que Ka,Kb ⊂ X − {p}. Por tanto, A = Ka ∪Kb ∪ {p} ⊂ X.

De este modo, en cualquier caso, se cumple que A ⊂ X; es decir, existe
un arco de a a b contenido en X y que es isométrico a un intervalo cerrado.
Esto prueba que la métrica inducida por d sobre X es convexa.

Observación 3.18. Para cualesquiera continuos X y Z, tales que Z ⊂ X,
se satisface que P(Z) ⊂ P(X) o, equivalentemente, G(X) ∩ Z ⊂ G(Z).

En efecto, supongamos que x ∈ G(X) ∩ Z. Luego, {p} ∩ P(X) = ∅ y,
por el Teorema 2.15, se cumple que dim{p}(C(X)) es finita. Como C(Z) ⊂
C(X), por el Teorema 1.68 (1), tenemos la desigualdad dim{p}(C(Z)) ≤
dim{p}(C(X)). Aśı, dim{p}(C(Z)) es finita. Aplicando de nuevo el Teorema
2.15, obtenemos que {p} ∩ P(Z) = ∅; es decir, p ∈ G(Z).
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En la siguiente demostración se utiliza de nuevo la notación BX
d , detalla-

da en los comentarios previos al Lema 3.11. Además, se utiliza la notación
NX
d para denotar los conjuntos Nd, pero considerando la métrica inducida

en el subespacio X por d, en vez de d misma. Es decir, dados un subespacio
X de algún espacio con métrica d, un punto A ∈ 2X y ε > 0, denotaremos
NX
d (A, ε) = Nd(A, ε) ∩X.

Teorema 3.19. Sea X un continuo localmente conexo. Si X no es casi
enrejado, entonces, para cada n ∈ N, se tiene que X no tiene hiperespacio
único Cn(X).

Demostración. Sea n ∈ N. Como X no es casi enrejado, X − P(X) no es
denso en X; es decir, existe p ∈ intX(P(X)). Por el Teorema 3.14, existe
un continuo localmente conexo D que no contiene arcos libres, tal que el
continuo localmente conexo Y = X ∪p D no es homeomorfo a X.

Mostremos ahora que Cn(X) y Cn(Y ) son homeomorfos. Para tal efecto,
por el Teorema 1.37, podemos suponer que la métrica, d, de Y es convexa.
Esto implica, por el Lema 3.17, que las métricas inducidas enX yD por d son
convexas. Sea r > 0, tal que BX

d (p, 2r) ⊂ P(X). Hagamos E = Cd({p}, r).
Probaremos las siguientes tres afirmaciones.

Afirmación 1. Cm(Y,E ∪D) y Cm(X,E) son cubos de Hilbert.
Obsérvese que E es un subconjunto cerrado de X y E ⊂ BX

d (p, 2r) ⊂
P(X); es decir, E es un subconjunto cerrado de P(X). Como D no contiene
arcos libres, por el Lema 3.4, se cumple que clD(G(D)) = clD(FA(D)) = ∅.
Aśı, G(D) = ∅ y P(D) = D. Además, E ∪D es un subconjunto cerrado de
Y y, por la Observación 3.18, se cumple que E∪D ⊂ P(X)∪P(D) ⊂ P(Y ),
esto es, E∪D es un subconjunto cerrado de P(Y ). Aśı, por el Teorema 3.12,
Cn(X,E) y Cn(Y,E ∪D) son cubos de Hilbert.

Afirmación 2. FrCm(X)(Cm(X,E)) es un Z-conjunto en Cm(X,E).
Sea ε > 0. Por la Observación 1.118, Cn(X,E) es un hiperespacio de

crecimiento. Aplicando el Lema 1.128, obtenemos que la función

Φε|Cn(X,E) : Cn(X,E)→ Cn(X,E)

es continua y cumple que (HX)∞(IdCn(X,E),Φε|Cn(X,E)) < ε. Además, dada

A ∈ Cn(X,E), como NX
d (A, ε) ∩ clX(intX(E)) ⊃ A ∩ E 6= ∅, se tiene que

Φε(A) ∩ intX(E) ⊃ NX
d (A, ε) ∩ intX(E) 6= ∅.

Sean pA ∈ Φε(A)∩ intX(E) y rA > 0, tales que BX
d (pA, rA) ⊂ intX(E) ⊂

E. Luego, si {An}n∈N es una sucesión en Cn(X) que converge a Φε(A), enton-
ces existe N ∈ N, tal que, para cada n > N , se tiene E∩An ⊃ BX

d (pA, rA)∩
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An 6= ∅; es decir, An ∈ Cn(X,E). Aśı, Φε(A) /∈ clCn(X)(Cn(X)− Cn(X,E))
y, por ende, Φε(A) /∈ FrCn(X)(Cn(X,E)). En esta forma,

Φε|Cn(X,E) : Cn(X,E)→ Cn(X,E)− FrCn(X)(Cn(X,E)).

Por tanto, FrCn(X)(Cn(X,E)) es un Z-conjunto en Cn(X,E).

Afirmación 3. FrCm(Y )(Cm(Y,E ∪D)) es un Z-conjunto en Cm(Y,E ∪
D).

Obsérvese que p ∈ intX(E) ∩ intD(D), por lo cual p ∈ intY (E ∪ D).
Además, X − {p} = Y −D es abierto en Y . Aśı,

E = clX(intX(E)) = clY (intX(E)) = clY ((intX(E)− {p}) ∪ {p})
⊂ clY (intX−{p}(E − {p}) ∪ {p}) = clY (intY (E − {p})) ∪ {p}
⊂ clY (intY (E)) ∪ {p}.

De esta manera, y como D − {p} = Y −X es abierto en Y , se tiene

E ∪D ⊂ clY (intY (E)) ∪ {p} ∪ (D − {p})
= clY (intY (E) ∪ intY (D − {p})) ∪ {p}
⊂ clY (intY (E ∪D)).

Por tanto, E ∪ D = clY (intY (E ∪ D)) (la otra contención se sigue de
la contención intY (E ∪ D) ⊂ E ∪ D y del hecho que E ∪ D es cerrado en
Y ). Con esta última igualdad y siguiendo un procedimiento idéntico al de
la prueba de la Afirmación 1, se puede mostrar que FrCn(Y )(Cn(Y,E ∪D))
es un Z-conjunto en Cn(Y,E ∪D).

Por las Afirmaciones 1, 2 y 3, y el Lema 3.16, concluimos que Cn(X) es
homeomorfo a Cn(Y ). Por lo tanto, X no tiene hiperespacio único Cn(X).

Como un corolario casi inmediato del resultado anterior (y del Teorema
3.14), se tiene el siguiente enunciado.

Corolario 3.20. Sea X un continuo localmente conexo que no es casi enre-
jado. Entonces, existe una familia no numerable Y de continuos localmente
conexos y no homeomorfos por pares, tal que se satisfacen las siguientes
condiciones:

(a) Para cada Y ∈ Y, se tiene que X no es homeomorfo a Y .

(b) Para cada n ∈ N y cada Y ∈ Y, se cumple que Cn(X) es homeomorfo a
Cn(Y ).



130 Continuos Enrejados

Demostración. Por el Teorema 3.14, existe una familia no numerable D de
dendritas que satisface las siguientes condiciones:

(i) Para cada D ∈ D, se cumple que D no contiene arcos libres.

(ii) El continuo localmente conexo X ∪p D no es homeomorfo a X.

(iii) Si B y D son elementos distintos de D, entonces X ∪p B y X ∪pD no
son homeomorfos.

Siguiendo la demostración del Teorema 3.19, se puede mostrar que para
cualquier D ∈ D los hiperespacios Cn(X) y Cn(X ∪p D) son homeomorfos.
De esta forma, si hacemos Y = {X∪pD : D ∈ D}, entonces Y es una familia
que cumple (a) y (b).

3.2.2. Continuos casi enrejados sin hiperespacio único

Habiendo probado que todo continuo localmente conexo que no es casi
enrejado no tiene n-ésimo hiperespacio único, es natural preguntarse si todo
continuo localmente conexo que es casi enrejado tiene n-ésimo hiperespacio
único. El siguiente resultado responde a este cuestionamiento negativamente.
Además de dicho enunciado, este apartado presenta algunos corolarios que
pueden ser útiles en la obtención de continuos sin hiperespacio único.

En la demostración del siguiente resultado se usa de nuevo la notación
NX
d , la cual se detalla en los comentario previos al Teorema 3.19.

Teorema 3.21. Sean X un continuo localmente conexo y n ∈ N. Suponga-
mos que existen un subconjunto cerrado R de P(X) y subconjuntos abiertos,
no vaćıos y ajenos por pares U1, . . . , Un+1 de X, tales que se satisfacen las
siguientes condiciones:

(a) X −R =
⋃n+1
i=1 Ui y,

(b) para cada i ∈ {1, . . . , n+ 1}, se cumple que R ⊂ clX(Ui).

Entonces, X no tiene hiperespacio único Cm(X), para cada m ≤ n.

Demostración. Sea m ≤ n. Fijemos p ∈ R. Por el Teorema 3.14, existe un
continuo localmente conexo D que no contiene arcos libres, tal que el conti-
nuo localmente conexo Y = X ∪pD no es homeomorfo a X. Demostraremos
que Cm(X) y Cm(Y ) son homeomorfos. Para tal efecto, por el Teorema 1.37,
podemos suponer que la métrica de Y , denotada por d, es convexa. Esto im-
plica, por el Lema 3.17, que las métricas inducidas sobre X y D por d son
convexas. Vamos a probar las siguientes tres afirmaciones.
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Afirmación 1. Cm(Y,R ∪D) y Cm(X,R) son cubos de Hilbert.

Obsérvese en primer lugar que R ∪ D ⊂ P(X) ∪ P(D) ⊂ P(Y ). Como
R∪D es compacto, se tiene que R∪D es un subconjunto cerrado de P(Y ).
Además, como por hipótesis R es un subconjunto cerrado de P(X), aplican-
do el Teorema 3.12 obtenemos que Cm(Y,R ∪D) y Cm(X,R) son cubos de
Hilbert.

Afirmación 2. FrCm(Y )(Cm(Y,R ∪D)) es un Z-conjunto en Cm(Y,R ∪
D).

Sea ε > 0. Por la Observación 1.118, Cm(Y,R ∪ D) es un hiperespacio
de crecimiento. Luego, aplicando el Lema 1.128, se tiene que la función
Φε|Cm(Y,R∪D) : Cm(Y,R ∪D)→ Cm(Y,R ∪D) es continua y que

(HX)∞(IdCm(Y,R∪D),Φε|Cm(Y,R∪D)) ≤ ε.

Tomemos A ∈ Cm(Y,R ∪D).

Caso 1. A ∩R 6= ∅.
Por hipótesis, para cada i ∈ {1, . . . , n + 1} se cumple que R ⊂ clX(Ui),

por lo cual NX
d (A, ε)∩clX(Ui) ⊃ A∩clX(Ui) ⊃ A∩R 6= ∅. Aśı, Φε(A)∩Ui ⊃

NX
d (A, ε) ∩ Ui 6= ∅. Consideremos una sucesión {Ak}k∈N en Cm(Y ), tal que

ĺımAk = Φε(A). Luego, existe M ∈ N, tal que, para cada i ∈ {1, . . . , n+ 1}
y j ≥ M , se cumple Ui ∩ Aj 6= ∅. Tomemos j ≥ M . Supongamos que
Aj ∩ (R ∪ D) = ∅. Entonces, Aj ⊂ Y − (R ∪ D) = (Y − R) ∩ (Y − D) =
(Y − R) ∩ (X − {p}) = X − R =

⋃n+1
i=1 Ui, De esta manera, y como los Ui

son abiertos, ajenos por pares e intersectan a Aj , se cumple que Aj tiene a
lo menos n+ 1 componentes. Esto contradice el hecho que Aj ∈ Cm(Y ). Por
tanto, Aj ∩ (R ∪D) 6= ∅; es decir, Aj ∈ Cm(Y,R ∪D). Esto prueba que no
existe sucesión alguna en Cm(Y )−Cm(Y,R∪D) que converja a Φε(A). Aśı,
Φε(A) /∈ clCm(Y )(Cm(Y )− Cm(Y,R ∪D)) ⊃ FrCm(Y )(Cm(Y,R ∪D)).

Caso 2. A∩R = ∅. En este caso Φε(A)∩(D−{p}) ⊃ A∩(D−{p}) = (A∩
R)∪(A∩(D−{p})) = A∩(R∪D) 6= ∅. Como D−{p} = Y −X es un abierto
en Y contenido en R ∪D, tenemos que Φε(A) ∈ intCm(Y )(Cm(Y,R ∪D)).

Por los casos 1 y 2, tenemos que Φε|Cm(Y,R∪D) : Cm(Y,R ∪ D) →
Cm(Y,R ∪D)− FrCm(Y )(Cm(Y,R ∪D)). Esto prueba la Afirmación 2.

Afirmación 3. FrCm(X)(Cm(X,R)) es un Z-conjunto en Cm(X,R).

Sea ε > 0. Por la Observación 1.118, Cm(Y,R ∪ D) es un hiperespacio
de crecimiento. Luego, aplicando el Lema 1.128, podemos restringir

Φε|Cm(X,R) : Cm(X,R)→ Cm(X,R).

Obsérvese, además, que Cm(X,R) ⊂ Cm(Y,R ∪D). Aśı, aplicando el Lema
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3.15,

Φε(Cm(X,R)) ⊂ Cm(Y,R ∪D)− FrCm(Y )(Cm(Y,R ∪D))

= Cm(Y,R ∪D)− FrCm(X)(Cm(X,R)).

Por tanto,

Φε|Cm(X,R) : Cm(X,R)→ Cm(X,R)− FrCm(X)(Cm(X,R)).

Como Φε|Cm(X,R) es continua y

(HX)∞(IdCm(X,R),Φε|Cm(X,R)) ≤ ε,

se obtiene la Afirmación 3.
Por las Afirmaciones 1, 2 y 3 y el Lema 3.16, concluimos que h es un

homeomorfismo.

Como un caso particular del Teorema 3.21 cuando n = 1, se tiene el
siguiente Corolario, el cual facilita la identificación de continuos sin hiper-
espacio de subcontinuos único.

Corolario 3.22. Sea X un continuo localmente conexo, tal que X − P(X)
es disconexo. Entonces, X no tiene hiperespacio único C(X).

Demostración. Sean U y V dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vaćıos
de X − P(X), tales que

X − P(X) = U ∪ V.

Como P(X) es cerrado en X, los conjuntos U y V son abiertos en X; es decir,
los conjuntos X − U y X − V son cerrados en X. Aśı, y como U ⊂ X − V
y V ⊂ X − U , se satisface que clX(U) ⊂ X − V y clX(V ) ⊂ X − U o,
equivalentemente, V ⊂ X − clX(U) y U ⊂ X − clX(U).

Sea R = clX(U) ∩ clX(V ). Obsérvese que R ⊂ (X − U) ∩ (X − V ) =
X−(U∪V ) = P(X). Como X es casi enrejado, se tiene que intX(P(X)) = ∅
y, por consiguiente, clX(U) ∪ clX(V ) = clX(U ∪ V ) = clX(X − P(X)) =
X − intX(P(X)) = X. Como X es conexo, se sigue de esto último que
R 6= ∅.

Sean W = X − clX(U) y Z = X − clX(V ). Luego, W ∪ Z = (X −
clX(U)) ∪ (X − clX(V )) = X − R. Asimismo, como V ⊂ W y U ⊂ Z, se
cumple que R ⊂ clX(W ) ∩ clX(Z). De esta forma, los conjuntos R, W y Z
satisfacen las condiciones del Teorema 3.21, para n = 1. Por tanto, X no
tiene hiperespacio único C(X).
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El siguiente corolario del Teorema 3.21 descarta muchos continuos de la
clase de los continuos con hiperespacio único Cn(X) (para una n apropiada).

Corolario 3.23. Sean X una dendrita que no es un árbol y

k = sup{ord(p,X) : p ∈ P(X)}.

Obsérvese que k ∈ N ∪ {ω}. Entonces, para cada m < k se cumple que X
no tiene hiperespacio único Cm(X).

Demostración. Obsérvese que, por el Teorema 3.19, podemos suponer que
X es casi enrejado. Por otro lado, obsérvese que, como X no contiene curvas
cerradas simples y no es un árbol, X no es una gráfica finita. Aśı, por el
Teorema 2.15 (haciendo F = X), se cumple que P(X) 6= ∅. En particular,
k está bien definido.

Sea m < k. Luego, existe un punto q ∈ P(X), tal que m < ord (q,X).
Aplicando el Teorema 1.51, se tiene que c (q,X) es infinito o c (q,X) es
finito y c (q,X) = ord (q,X). En cualquiera de los dos casos, podemos to-
mar U1, . . . , Um componentes distintas de X − {q} y Um+1 la unión de las
componentes restantes, con Um+1 6= ∅. Luego

X − {q} =

m+1⋃

i=1

Ui.

Como X es localmente conexo y X − {p} es un subconjunto abierto de X,
por el Teorema 1.13, se sigue que los conjuntos U1, . . . , Um+1 son abiertos
en X.

Fijemos j ∈ {1, . . . ,m+1}. Obsérvese que clX(Uj) ⊂ X−
⋃
i 6=j Ui = Uj∪

{p} (pues Uj ⊂ X−
⋃
i 6=j Ui, y este último es cerrado en X). Si p /∈ clX(Uj),

entonces clX(Uj) = Uj y, por ende, Uj seŕıa un subconjunto propio, no vaćıo,
abierto y cerrado de X. Como esto contradice la conexidad de X, se debe
tener que p ∈ clX(Uj). De esta manera, los conjuntos {p} y U1, . . . , Um+1

satisfacen las condiciones del Teorema 3.21 para n = m. Podemos concluir
entonces que X no tiene hiperespacio único Cm(X).

Un último corolario al Teorema 3.21 establece un resultado similar al
Corolario 3.20, pero reemplazando la condición de no ser casi enrejado con
las condiciones del Teorema 3.21.

Corolario 3.24. Sean X un continuo localmente conexo y n ∈ N, tales que
satisfacen las condiciones del Teorema 3.21. Entonces, existe una familia no
numerable Y de continuos localmente conexos y no homeomorfos por pares,
tal que las siguientes condiciones se satisfacen:
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(a) para cada Y ∈ Y, se tiene que X no es homeomorfo a Y , y

(b) para cada Y ∈ Y y m ≤ n, se cumple que Cm(X) es homeomorfo a
Cm(Y ).

Demostración. Por el Teorema 3.14, existe una familia no numerable D de
dendritas que satisface las siguientes condiciones.

(i) Para cada D ∈ D, se cumple que D no contiene arcos libres,

(ii) El continuo localmente conexo X ∪p D no es homeomorfo a X y

(iii) Si B y D son elementos distintos de D, entonces X ∪p B y X ∪pD no
son homeomorfos.

Dados cualesquiera D ∈ D y m ≤ n, se sigue de la demostración del
Teorema 3.21, que los hiperespacios Cm(X) y Cm(X∪pD) son homeomorfos.
Haciendo Y = {X∪pD : D ∈ D}, tenemos que Y es una familia no numerable
de continuos localmente conexos que satisface (a) y (b).

3.2.3. Los continuos enrejados tienen n-ésimos hiperespacios
únicos

Ahora se exponen los resultados referentes a la unicidad de los hiperes-
pacios Cn(X) para los continuos enrejados. Básicamente, en este apartado
se expresa en varios enunciados, resumidos en el Teorema 3.44, el resultado
que da t́ıtulo a esta subsección, es decir, que los continuos enrejados poseen
hiperespacio único Cn(X), para cualquier n ∈ N, además de algunos resul-
tados auxiliares (algunos de ellos significativos, como el Teorema 3.34). En
los resultados que se abordan, los dos conjuntos siguientes tomarán un papel
esencial.

Definición 3.25. Sean X un continuo y n ∈ N. Entonces, se cumplen las
siguientes igualdades.

P∂
n(X) = {A ∈ Cn(X) : A tiene una vecindad M en Cn(X) que es

una 2n-celda y A ∈ ∂M}.

Γn(X) = {A ∈ Cn(X)−Pn(X) : A tiene una base local de vecindades
B en Cn(X), tal que, para cada U ∈ B, se tiene dimU = 2n y U ∩
Pn(X) es arco conexo}.
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Antes de continuar, nótese que la condición que describe cada uno de los
conjuntos para los que se acaba de asignar una notación se describe en térmi-
nos puramente topológicos. Esto implica que tales conjuntos son invariantes
bajo cualquier homeomorfismo entre n-ésimos hiperespacios. El enunciado
preciso de esta última afirmación se delinea en la siguiente observación, en
la cual se incluye, con la misma propiedad, al conjunto previamente definido
Fn(X).

Observación 3.26. Dado un continuo X y n ∈ N, los conjuntos Fn(X),
Pn(X), P∂

n(X) y Γn(X), son invariantes topológicos.

Para el siguiente resultado, se requiere de la definición que sigue. La
similitud en notación a la Definición 2.8 puede relacionarse con algunas ca-
racteŕısticas que estos conjuntos poseen en común, porque además de poseer
una frontera de un solo punto (Observación 3.28), forman, como puntos, el
conjunto P∂(X) (véase el Lema 3.29).

Definición 3.27. Dado un continuo X,

AE(X) = {J ∈ A(X) : existe un punto extremo p de J,

tal que p ∈ intX(J)}.

En el caso que J ∈ AE(X) y p es un punto extremo de J , tal que p ∈ intX(J),
a p se le llama un extremo de X.

Observación 3.28. Para cualquier continuo X, distinto de un arco y de
una curva cerrada simple, y cualquier J ∈ ASX se satisfacen las siguientes
dos afirmaciones:

(1) Si J ∈ AE(X), entonces intX(J) = J−{qJ} y FrX(J) = {qJ}, en donde
pJ y qJ son los puntos extremos de J , con pJ ∈ intX(J). En particular,
intX(J) es homeomorfo al intervalo (0, 1].

(2) Si J /∈ AE(X), entonces intX(J) = J −{pJ , qJ} y FrX(J) = {pJ , qJ}, si
J es un arco y pJ y qJ son sus puntos extremos, o intX(J) = J − {qJ}
y FrX(J) = {qJ}, para algún qJ ∈ J , si J es una curva cerrada simple.
De cualquier manera, intX(J) es homeomorfo al intervalo (0, 1).

Lema 3.29. Sea X un continuo localmente conexo. Si A ∈ C(X), entonces
las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(a) A ∈ P∂(X).
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(b) Existe J ∈ AS(X), tal que una de las siguientes condiciones se cumple:
(1) A = {p}, para algún p ∈ intX(J), (2) J ∈ AE(X) y existe un extremo
p de X, tal que p ∈ A ⊂ intX(J).

Demostración. (a)⇒ (b) Supongamos que A ∈ P∂(X). Sea M una vecindad
de A en C(X) que es una 2-celda y A ∈ ∂M. Por el Teorema 1.68 (3),
se cumple que dimA(C(X)) = dimA(M). Aśı, dimA(C(X)) = 2. Luego,
aplicando el Lema 2.16 obtenemos un elemento J ∈ AS(X), tal que A ∈
〈intX(J)〉1.

Nótese que, por la Observación 3.28, el conjunto intX(J) es homeomorfo
al intervalo (0, 1] o al intervalo (0, 1). De este modo, por el Corolario 1.111,
tenemos que 〈intX(J)〉1 es una 2-variedad y

∂〈intX(J)〉1 = F1(〈intX(J)〉1) ∪ C(〈intX(J)〉1, E(〈intX(J)〉1)).

Por otro lado, como 〈intX(J)〉1 es una vecindad de A en C(X), el Teo-
rema 1.65 asegura que A ∈ ∂〈intX(J)〉1.

Lo anterior implica que A ∈ F1(X) o A ∈ C(〈intX(J)〉1, E(〈intX(J)〉1)).
En el primer caso, existe p ∈ intX(J), tal que A = {p}. En el segundo
caso, A ⊂ intX(J) y existe p ∈ E(〈intX(J)〉1), tal que p ∈ A. Obsérvese
que, si ocurre esto último, entonces, por el Teorema 1.24, se satisface que
ord(p, J) = ord(p, intX(J)) = 1; es decir, p ∈ E(J). Aśı, J ∈ AE(X) y p es
un extremo de X. Esto prueba la primera implicación del lema.

(b) ⇒ (a) Supongamos ahora que existe J ∈ AS(X), tal que se cumple
(1) o (2). Luego, A ⊂ intX(J) y 〈intX(J)〉1 es una vecindad de A en C(X).
Además, por el Corolario 1.111, se tiene que 〈intX(J)〉1 es una 2-variedad y

∂〈intX(J)〉1 = F1(〈intX(J)〉1) ∪ C(〈intX(J)〉1, E(〈intX(J)〉1)).

Si se cumple (1); es decir, si A = {p} para algún p ∈ intX(J), entonces
p ∈ F1(X). Supongamos que se cumple (2). De este modo, J ∈ AE(X)
y existe p ∈ E(X), tal que p ∈ intX(J) y p ∈ A. Por el Teorema 1.24,
tenemos que ord(p, intX(J)) = ord(p, J) = 1. Aśı, p ∈ E(intX(J)) y A ∈
C(〈intX(J)〉1, E(〈intX(J)〉1)). De cualquier modo, A ∈ ∂〈intX(J)〉1.

Sea M una vecindad de A en 〈intX(J)〉1 que es una 2-celda. Como
〈intX(J)〉1 es abierto en C(X), el conjunto M es una vecindad de A en
C(X). Además, por el Teorema 1.65, se cumple que A ∈ ∂M. Por lo tan-
to, A ∈ P∂(X). Esto prueba la segunda implicación del lema y concluye la
demostración de éste.

Ahora, se demuestra un resultado que define un homeomorfismo entre
dos conjuntos notables de X y de C(X) y el cual es la base para demostrar
los Teoremas 3.35 y 3.36.
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Teorema 3.30. Sea X un continuo localmente conexo que no es un arco.
Entonces, existe un homeomorfismo h : clX(FA(X))→ clC(X)(P

∂(X)), tal
que, para cada p ∈ clX(FA(X)), se satisfacen los siguientes dos enunciados:

(1) Si p /∈ ⋃{intX(J) : J ∈ AE(X)}, entonces h(p) = {p}.

(2) Si h(p) ∩ P(X) 6= ∅, entonces p ∈ P(X) o p es un punto extremo de J
y h(p) = J , para algún J ∈ AE(X) con J ∩ P(X) 6= ∅ y p ∈ intX(J).

Demostración. Sea f : X → F1(X) la función dada por x
f7−→ {x}. Por el

Teorema 1.103, f es un homeomorfismo. Además, por el Corolario 2.13 y el
Lema 3.29, se tiene que

f(FA(X)) ⊂ f(
⋃
{intX(K) : K ∈ AS(X)})

⊂ P∂(X).

Aśı,

f(clX(FA(X))) ⊂ clC(X)(f(FA(X)))

⊂ clC(X)(P
∂(X)).

Dado cualquier J ∈ AE(X), sean pJ y qJ los puntos extremos de J ,
con pJ ∈ intX(J). Como X no es un arco, J − {qJ} ⊂ intX(J) ( X,
aśı que intX(J) = J − {qJ}. Sea LJ = F1(J) ∪C(J, pJ). Obsérvese que, por
el Teorema 1.110, LJ es un arco con puntos extremos {qJ} y J , F1(J) y
C(J, pJ) son subarcos de LJ , y F1(J) ∩ C(J, pJ) = {pJ}. Nótese también
que qJ y J son los únicos puntos de LJ a los cuales pertenece qJ . Sea
gJ : J → LJ un homeomorfismo, tal que gJ(qJ) = {qJ} y gJ(pJ) = J . Como
intX(J) = J − {qJ}, se sigue del Lema 3.29, que

gJ(J − {qJ , pJ}) = LJ − {{qJ}, J}
⊂ P∂(X).

Aśı,

gJ(J) = gJ(clX(J − {qJ , pJ}))
⊂ clC(X)(gJ(J − {qJ , pJ}))
⊂ clC(X)(P

∂(X)).

Sea W =
⋃{J − {qJ} : J ∈ AE(X)}. Obsérvese que, por el Lema

2.9 (2), la familia {J − {qJ} : J ∈ AE(X)} está formada de subconjun-
tos abiertos de X ajenos por pares, aśı que existe una función continua
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g : W → clC(X)(P
∂(X)), tal que

g|J−{qJ} = gJ |J−{qJ}, para cada J ∈ AE(X).

Más aún, como para cualesquiera J y K elementos distintos de AE(X) se
satisface que gJ es inyectiva y gJ(J − {qJ}) ∩ gK(K − {qK}) ⊂ (C(J) −
{{qJ}}) ∩ (C(K)− {{qK}}) = ∅, la función g es inyectiva.

Como las funciones f y g son inyectivas y f(clX(FA(X))−W )∩g(W ) ⊂
F1(X − W ) ∩ (F1(W ) ∪ C(W,PJ)) = ∅, existe una función inyectiva h :
clX(FA(X))→ clC(X)(P

∂(X)), tal que

h|clX(FA(X))−W = f |clX(FA(X))−W y h|W = g|W .

Puesto que f y g son continuas en clX(FA(X)) −W y W , respectiva-
mente, para mostrar que h es continua basta probar que h es continua en
cada punto de FrX(W ). Para este fin, tomemos {xn}n∈N una sucesión en
W , tal que ĺımxn = x, para algún x ∈ X −W . Queremos demostrar que
ĺımh(xn) = h(x), es decir, que ĺım gJn(xn) = {x}, donde cada Jn es un
elemento de AE(X), tal que xn ∈ Jn − {qJ}.

Si {Jn : n ∈ N} es finito, entonces existen k ∈ N y una subsucesión
{yn}n∈N de {xn}n∈N en Jk. Obsérvese que x ∈ Jk−W = {qJk}; es decir, x =
qJk . Luego, por la continuidad de gJk , se tiene que ĺım gJk(yn) = gJk(qJk) =
{qJk}. Aśı, ĺım gJn = {x}. De esta manera, podemos suponer que Jr 6= Js si
r 6= s.

Aplicando el Lema 2.10, obtenemos que ĺım Jn = {x}. Como h(xn) =
gJn(xn) ⊂ Jn se tiene, por el Lema 1.89, que ĺımh(xn) = {x}. Esto prueba
que h es continua.

Ahora, para mostrar que h es sobreyectiva, obsérvese que

h(clX(FA(X))−W ) = F1(clX(FA(X))−W )

y

h(W ) =
⋃{h(J − {qJ}) : J ∈ AE(X)}

=
⋃{F1(J − {qJ}) ∪ C(J, pJ) : J ∈ AE(X)}

= F1(W ) ∪ (
⋃{C(J, pJ) : J ∈ AE(X)}).

Además, por el Corolario 2.13, clX(FA(X)) =
⋃{intX(J) : J ∈ AE(X)}.

Aśı,

h(clX(FA(X))) = F1(clX(FA(X))) ∪ (
⋃{C(J, pJ) : J ∈ AE(X)})

= F1(
⋃{intX(J) : J ∈ AS(X)})∪

(
⋃{C(J, pJ) : J ∈ AE(X)}).
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Aplicando el Lema 3.29, obtenemos que P∂(X) ⊂ h(clX(FA(X))). De esta
manera, clX(P∂(X)) ⊂ h(clX(FA(X))), esto es, h es sobreyectiva. Por lo
tanto, h es un homeomorfismo.

Por último, sea p ∈ clX(FA(X)), tal que h(p) ∩ P(X) 6= ∅. En el caso
h(p) = {p}, se tiene que p ∈ P(X). Si, por el contrario, h(p) 6= {p}, entonces
p ∈W ; es decir, existe J ∈ AE(X), tal que p ∈ J − {qJ} = intX(J). Luego,

h(p) ∩ P(X) ⊂ h(p)− (J − {qJ})
= gJ(p)− (J − {qJ})
⊂ J − (J − {qJ})
= {qJ}.

Aśı, qJ ∈ h(p). Además, puesto que h(p) = gJ(p), se cumple que h(p) ∈
{J, {qJ}} (según se observó previamente). Como h(p) = {qJ} implica que
p /∈W , lo cual es una contradicción, concluimos que h(p) = J . Esto concluye
la prueba del teorema.

Para demostrar que los continuos enrejados poseen hiperespacio único
Cn(X), con n ≥ 3, se requiere del Lema 3.32, el cual proporciona una ex-
presión para el conjunto Γn(X) ⊂ Cn(X) relacionada directamente con el
continuo localmente conexo X. Para probar dicho lema se puede utilizar
su versión particular para el caso de las gráficas finitas, expresado en el
siguiente resultado.

Lema 3.31 ([14], Lema 3.6). Si D es una gráfica finita y n ≥ 3, entonces

Γn(D) = {A ∈ Cn(D) : A es conexo y A ∩R(D) = ∅}.

Lema 3.32. Si X es un continuo localmente conexo y n ≥ 3, entonces

Γn(X) = {A ∈ C(X) : existe J ∈ AS(X), tal que A ⊂ intX(J)}
= P(X).

Demostración. En primer lugar, demostremos la siguiente afirmación.

Afirmación. Si A ∈ Cn(X) y G es una gráfica finita contenida en
X, tal que A ⊂ intX(G), entonces, para cualquier vecindad abierta U de
A en X con U ⊂ Cn(G), se cumple que U ∩Pn(X) = U ∩P(G).

Dado B ∈ U ∩Pn(X), se cumple que B tiene una vecindad en Cn(X)
que es una 2n-celda. Luego, por el Lema 1.64, existe una 2n-celda M en
Cn(X), tal que B ∈ intCn(X)(M) ⊂M ⊂ U ⊂ Cn(G). De esta manera, y
como intCn(X)(M) es abierto en Cn(G), la 2n-celda M es una vecindad
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de B en Cn(G); es decir, B ∈ Pn(G). Rećıprocamente, si B ∈ Pn(G)∩U ,
entonces existe una vecindad de B en Cn(G) que es una 2n-celda. Como
U también es abierto en Cn(G), por el Lema 1.64, existe una 2n-celda
M en Cn(G), tal que B ∈ intCn(G)(M) ⊂ M ⊂ U ⊂ Cn(G). Luego,
intCn(G)(M) es abierto en U y, por ende, en Cn(X). Aśı, M es una
vecindad de B en Cn(X) que es una 2n-celda, esto es, B ∈ Pn(X).

Probemos la primera igualdad. Sea A ∈ Γn(X). Luego, dimA(X) =
2n. Aplicando el Teorema 2.15, podemos encontrar una gráfica finita D
contenida enX, tal que A ⊂ intX(D). Aśı, A ∈ 〈intX(D)〉n ⊂ C(D); es decir,
C(D) es una vecindad de A en Cn(X). Por consiguiente, existe una base de
vecindades abiertas H de A en Cn(X), tal que, dado cualquier U ∈ H, se
cumple que dim(U) = 2n, el conjunto U∩Pn(X) es arco conexo y U ⊂ C(D).
Aplicando la Afirmación 1, se tiene que U ∩ Pn(D) es arco conexo y A ∈
U−Pn(X) = U−Pn(D). Obsérvese, además, que H es asimismo una base de
vecindades de A en Cn(D). Esto prueba que A ∈ Γn(D). Aplicando el Lema
3.31, obtenemos que A es conexo y, por el Lema 2.16, existe J ∈ AS(X), tal
que A ∈ 〈intX(J)〉n; es decir, A ⊂ intX(J).

Rećıprocamente, supongamos que A ∈ C(X) y que existe J ∈ AS(X),
tal que A ⊂ intX(J). Como R(J) = ∅, por el Lema 3.31, A ∈ Γn(J) o, equi-
valentemente, A ∈ Cn(J)−Pn(J) y existe una base H de vecindades abiertas
de A en Cn(J), tal que, dado cualquier U ∈ H, el conjunto U ∩P(J) es arco
conexo y dim(H) = 2n. Como A ∈ 〈intX(J)〉n ⊂ intCn(X)Cn(J) ⊂ Cn(J); es
decir, como intCn(X)Cn(J) es una vecindad de A en Cn(J), podemos suponer
que U ⊂ intCn(X)Cn(J). Aśı, U es un subconjunto abierto de intCn(X)Cn(J),
esto es, U es una vecindad abierta de A en Cn(X). Aplicando la Afirmación
1, obtenemos que U ∩Pn(X) es arco conexo y A ∈ U−Pn(D) = U−Pn(X).
Obsérvese, además, que, de esta forma,H es también una base de vecindades
abiertas de A en Cn(X). Por tanto, hemos probado que A ∈ Γn(X).

Mostremos por último la segunda igualdad. Si B ⊂ intX(J) para algún
J ∈ AS(X), entonces B ∈ 〈intX(J)〉n ⊂ C(J); es decir, C(J) es una vecin-
dad de B en Cn(X). Además, por los Teoremas 1.110 y 1.113, C(J) es una
2-celda. De esta manera, B ∈ P(X). Rećıprocamente, si B ∈ P(X), enton-
ces B tiene una vecindad en X que es una 2-celda. Luego, dimB(X) = 2.
Aplicando el Lema 2.16, obtenemos J ∈ AS(X), tal que B ∈ 〈intX(J)〉1, es
decir, tal que A ⊂ intX(J). Por lo tanto, {A ∈ C(X) : existe J ∈ AS(X),
tal que A ⊂ intX(J)} = P(X).

Como corolario al Lema 3.32, en el siguiente enunciado se garantiza la
invariabilidad topológica de los conjuntos P(X) y P∂(X).
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Corolario 3.33. Sean X y Y continuos localmente conexos y n ∈ N−{2}. Si
existe un homeomorfismo h : Cn(X) → Cn(Y ), entonces h(P(X)) = P(Y )
y h(P∂(X)) = P∂(Y ).

Demostración. Primero demostremos que h(P(X)) = P(Y ). El caso n = 1
se tiene por la Observación 3.26. Supongamos que n ≥ 3. Por el Lema 3.32 se
tiene que Γn(X) = P(X). Similarmente Γn(Y ) = P(Y ). Por la Observación
3.26 se cumple que h(Γn(X)) = Γn(Y ). Aśı, h(P(X)) = P(Y ).

Ahora mostremos que h(P∂(X)) = P∂(Y ). Afirmamos que P∂(X) =
∂P(X). En efecto, si existe una vecindad M de A en P(X) que es una
2-celda, entonces, como P(X) es abierto en C(X), se cumple que M es
una vecindad de A en C(X). Rećıprocamente, supongamos que M es una
vecindad de A en C(X) que es una 2-celda. Obsérvese que P(X) es una
vecindad de A en C(X). Luego, por el Lema 1.64, existe una vecindad N de
A en C(X) contenida en P(X), tal que N es una 2-celda. Obsérvese que N
es una vecindad de A en P(X). Esto valida nuestra afirmación.

Aplicando el Teorema 1.57 obtenemos que h(∂P(X)) = ∂P(Y ) o, equi-
valentemente, que h(P∂(X)) = P∂(Y ).

Ahora se prueba, a lo largo de varios resultados, que dentro de la clase
de los continuos que son localmente conexos y casi enrejados se satisface la
condición que define la unicidad de los hiperespacios Cn(X), para n ≥ 3
(Teorema 3.35), para n = 1 (Teorema 3.36) y para n = 2 (Teorema 3.42).
Junto con el Teorema 3.8 (y algunos resultados más) estos resultados (con-
densados en el Teorema 3.43) permiten establecer la unicidad de hiperes-
pacios Cn(X) para los continuos enrejados (Teorema 3.44). Para probar el
caso n ≥ 3, se requiere el siguiente importante resultado, el cual es el caso
particular para las gráficas finitas de la primera parte del Teorema 3.44.

Teorema 3.34 ([14], Teorema 3.8 (b)). Toda gráfica finita X tiene hiper-
espacio único Cn(X), para cualquier n ≥ 2.

Teorema 3.35. Si X y Y son continuos localmente conexos y casi enreja-
dos, n ≥ 3 y Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ), entonces X es homeomorfo a
Y .

Demostración. Si X es un arco, entonces, por el Teorema 3.34, se cumple
que X tiene hiperespacio único Cn(X). Esto implica que X es homeomorfo
a Y y, por consiguiente, el resultado se cumple. De esta forma, podemos
suponer que X no es un arco. Análogamente, podemos suponer que Y no
es un arco. Sea h : Cn(X) → Cn(Y ) un homeomorfismo. Por el Corolario
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3.33 se tiene que h(P∂(X)) = P∂(Y ). Luego, como h conserva cerraduras,
se satisface que

h(clCn(X)(P
∂(X))) = clCn(Y )(h(P∂(X)))

= clCn(Y )(P
∂(Y )).

En particular, clCn(X)(P
∂(X)) es homeomorfo a clCn(Y )(P

∂(Y )).

Por otro lado, como X y Y no son arcos, se sigue del Teorema 3.30
que clX(FA(X)) es homeomorfo a clCn(X)(P

∂(X)) y que clY (FA(Y )) es

homeomorfo a clCn(Y )(P
∂(Y )). De los dos enunciados anteriores obtenemos

que clX(FA(X)) y clY (FA(Y )) son homeomorfos. Además, como X y Y
son continuos casi enrejados, se sigue del Lema 3.4 que X = clX(FA(X)) y
que Y = clY (FA(Y )). Por lo tanto, X es homeomorfo a Y .

Teorema 3.36. Si X y Y son continuos localmente conexos y casi enrejados
que no son arcos y C(X) es homeomorfo a C(Y ), entonces X es homeomorfo
a Y .

Demostración. Sea h : C(X) → Cn(Y ) un homeomorfismo. Aplicando el
Corolario 3.33, obtenemos que h(P∂(X)) = P∂(Y ). Como h conserva cerra-
duras, la igualdad anterior implica que

h(clC(X)(P
∂(X))) = clC(Y )(h(P∂(X))) = clC(Y )(P

∂(Y )).

Consecuentemente, clC(X)(P
∂(X)) es homeomorfo a clC(Y )(P

∂(Y )).

Por otra parte, como X y Y no son arcos, se tiene, por el Teorema
3.30, que clX(FA(X)) y clC(X)(P

∂(X)) son homeomorfos. Del mismo modo,

clY (FA(Y )) es homeomorfo a clC(Y )(P
∂(Y )). De los tres enunciados ante-

riores obtenemos que clX(FA(X)) es homeomorfo a clY (FA(Y )). Además,
como X y Y son continuos casi enrejados, se sigue del Lema 3.4 que X =
clX(FA(X)) y que Y = clY (FA(Y )). Por lo tanto, X es homeomorfo a
Y .

Vale la pena notar que las pruebas de los Teoremas 3.35 y 3.36 resul-
tan similares entre śı y, gracias a los resultados previamente enunciados, su
demostración se establece de manera breve y sencilla. Sin embargo la de-
mostración del resultado análogo para C2(X) es más elaborada y requiere
un resultado adicional, además de algunos auxiliares, que ahora se expo-
nen. Para enunciar y demostrar dichos resultados resulta útil la siguiente
notación.
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Definición 3.37. Dados un continuoX distinto de una curva cerrada simple
y J,K ∈ AS(X), denotaremos

D(J,K) = clC2(X)(P
∂
2(X) ∩ 〈intX(J), intX(K)〉2)∩

clC2(X)(P
∂
2(X)− 〈intX(J), intX(K)〉2),

E(J) = clC(X)(〈intX(J)〉1).

Denotaremos también por C0 al subcontinuo de R2 dado por C0 = D −
intR2(E), donde D y E son los discos en R2 con centro en (2, 0) y (1, 0) y
radio 2 y 1, respectivamente.

En lo que sigue se acepta que C0 es homeomorfo a cualquier continuo
que se puede expresar como clM (M −N), donde M y N son 2-celdas, tales
que M ⊂ N y ∂M ∩N = ∅.

Los siguientes tres lemas proveen de expresiones para los conjuntos E(J),
P∂

2(X) y D(J,K) y representan pasos previos para la prueba del Teorema
3.41.

Lema 3.38. Sean X un continuo que no es una curva cerrada simple y
J ∈ AS(X). Entonces, son válidas las siguientes afirmaciones:

1. Si J es una arco, entonces E(X) = C(J) y E(J) es una 2-celda.

2. Si J es una curva cerrada simple, entonces E(J) = {J}∪F1(J)∪C(J−
{pJ}) ∪ {A : A es un subarco de J , tal que qJ es uno de sus puntos
extremos} y E(J) es homeomorfo a C0.

Demostración. (1) Como J es un arco libre de X, se tiene que J − {pJ , qJ}
es abierto en X. Luego, J − {pJ , qJ} ⊂ intX(J). Como todo subinterva-
lo cerrado de [0, 1] se puede aproximar por subintervalos cerrados conteni-
dos en (0, 1), concluimos que C(J) = clC(J)(〈J − {pJ , qJ}〉1). Aśı, C(J) ⊂
clC(J)(〈intX(J)〉1) ⊂ C(J). Por tanto, C(J) = E(X). Además, por el Teore-
ma 1.110, tenemos que E(X) es una 2-celda. Esto prueba (1).

(2) Por la Observación 3.28, se tiene que intX(J) = J−{pJ}, para algún
pJ ∈ J . Como C(J) es cerrado en C(X), tenemos que clC(J)(C(J −{p})) =
clC(X)(C(J − {p})) = E(X). Por otro lado, C(J) = C(J − {p}) ∪ C(J, p) y
C(J −{p})∩C(J, p) = ∅. Aśı, C(J −{p}) = C(J)−C(J, p) y FrC(J)(C(J −
{p})) = FrC(J)(C(J, p)). Por tanto, E(J) = C(J − {p}) ∪ FrC(J)(C(J, p)).
Además, por el Teorema 1.113 se cumple que FrC(J)(C(J, p)) = {{pJ}, J} ∪
{A ∈ C(J) : A es un arco y p es un punto extremo de A}. De este modo,
se satisface la igualdad de (2). Además, E(J) = clC(X)(C(J) − C(J, p)) y,
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también por el Teorema 1.113, se cumple que C(J) y C(J, p) son 2-celdas y
∂C(J) = F1(J). Luego, ∂C(J) ∩ C(S1, p) = {{p}} y, como C(J, p) ⊂ C(J),
se tiene que E(X) es homeomorfo al continuo C0. Esto concluye la prueba
de este lema.

Lema 3.39. Sea X un continuo localmente conexo que no es una curva
cerrada simple. Entonces, P∂

2(X) = {A ∈ P2(X) : A es conexo o A tiene
una componente degenerada o A contiene un extremo de X}.

Demostración. Si X es un arco, entonces, por el Teorema 1.115, C2(X)
es una 4-celda y ∂C2(X) = {A ∈ C2(X) : A es conexo o A tiene una
componente degenerada o A contiene un extremo de X}. Luego, P2(X) =
C2(X). Obsérvese que ∂C2(X) ⊂ P∂

2(X). Además, dado A ∈ P∂
2(X), existe

una vecindad M de A en C2(X), tal que A es una 4-celda y A ∈ ∂M. Por
el Teorema 1.66, se cumple que A ∈ ∂C2(X). Aśı, ∂C2(X) = P∂

2(X) y se
satisface la igualdad del teorema. Por tanto, podemos suponer que X no es
un arco.

Por el Teorema 2.18, basta probar que, dados cualesquiera J,K ∈ AS(X),
se cumple que

P∂
2(X) ∩ U ={A ∈ U : A es conexo o A tiene una componente degenerada

o A contiene un extremo de X},

en donde U = 〈intX(J), intX(K)〉2.

Por el Teorema 1.65, P∂
2(X)2 = ∂P2(X). Como P2(X) es una 2-variedad

y U es un subconjunto abierto de P2(X), aplicando el Teorema 1.66 obte-
nemos que ∂P2(X) = ∂U. Aśı, P∂

2(X) = ∂U.

Por otro lado, por la Observación 3.28, intX(J) es homeomorfo al inter-
valo (0, 1] o al intervalo (0, 1), al igual que intX(K). Si J 6= K, por el Lema
2.9 (2), se tiene que intX(J) ∩ intX(K) = ∅. Aplicando el Corolario 1.112,
se tiene que U es una 4-variedad y

∂U = {A ∈ U : A tiene una componente degenerada o

A contiene un extremo de intX(J) o de intX(K)}.

Como intX(J) y intX(K) son subconjuntos abiertos de X, por el Teorema
1.24, un punto p ∈ intX(J) ∪ intX(K) es un punto extremo de X si, y sólo
si, p es punto extremo de intX(J) o de intX(K). Además, como intX(J) y
intX(K) son ajenos, U no tiene elementos conexos. De esta forma podemos
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escribir la igualdad anterior como

∂U = {A ∈ U : A es conexo o

A tiene una componente degenerada o

A contiene un extremo de X}.

Si J = K, entonces U = 〈intX(J)〉2 = C2(intX(J)). Como intX(J) es
homeomorfo al intervalo (0, 1] o al intervalo (0, 1), aplicando el Corolario
1.116, tenemos que

∂U = {A ∈ U : A es conexo o

A tiene una componente degenerada o

A contiene un punto extremo de intX(J)}.

Similarmente al caso anterior, esta igualdad la podemos escribir de la
siguiente manera

∂U = {A ∈ U : A es conexo o

A tiene una componente degenerada o

A contiene un punto extremo de intX(J)}.

Esto concluye la prueba.

Lema 3.40. Sea X un continuo localmente conexo. Sean J,K ∈ AS(X),
tales que

FrX(J) ⊂ clX(FA(X)− J) y FrX(K) ⊂ clX(FA(X)−K).

Entonces,

D(J,K) = {{p} ∪A : p ∈ FrX(J) y A ∈ E(K), o

p ∈ FrX(K) y A ∈ E(J)}.

Demostración. Primero demostremos la contención hacia la derecha. Fije-
mos B ∈ D(J,K). Queremos mostrar que B = {p} ∪A, en donde p y A son
tales que p ∈ FrX(J) y A ∈ E(K) = clC(X)(C(intX(K))), o p ∈ FrX(K) y
A ∈ E(J) = clC(X)(C(intX(J))).

Sea U = 〈intX(J), intX(K)〉2. Luego, existen sucesiones {En}n∈N en
P∂

2(X) ∩ U y {Fn}n∈N en P∂
2(X) − U, con ĺımEn = B = ĺımFn. Dado

n ∈ N, como P∂
2(X)− U ⊂ P2(X)− U, aplicando el Teorema 2.18, obtene-

mos Ln,Mn ∈ AS(X), tales que Fn ∈ 〈intX(Ln), intX(Mn)〉2 y {Ln,Mn} 6=
{J,K}. Podemos suponer que Mn 6= K.
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Dado n ∈ N, sea {E1
n, E

2
n} el conjunto de componentes de En, con E1

n ∩
intX(J) 6= ∅, y sea {F 1

n , F
2
n} el conjunto de componentes de Fn, con F 1

n ∩
intX(Ln) 6= ∅.

Obsérvese que Bi, E
i
n, F

i
n ∈ C(X), para i ∈ {1, 2}. Si Ln 6= Mn, entonces,

por el Lema 2.9 (2), intX(Ln) ∩ intX(Mn) = ∅. Luego, por la conexidad de
F 1
n , se tiene que F 1

n ∩ intX(Mn) = ∅. Esto implica que F 1
n ⊂ intX(Ln) y F 2

n ∩
intX(Mn) 6= ∅. Como F 2

n es también conexo, tenemos que F 2
n ⊂ intX(Mn). Si

Ln = Mn, entonces F 1
n , F

2
n ⊂ intX(Ln)∪ intX(Mn) = intX(Ln) = intX(Mn).

En ambos casos, F 1
n ∈ C(intX(Ln)) y F 2

n ∈ C(intX(Mn)). Obsérvese que,
por el Lema 2.9 (2), intX(K) ∩ intX(Mn) = ∅ y, por consiguiente, F 2

n ∈
C(X−intX(K)). Aśı, {F 1

n}n∈N y {F 2
n}n∈N son sucesiones en C(

⋃{intX(Ln) :
n ∈ N}) y C(X − intX(K)), respectivamente. De forma similar se puede
probar que {E1

n}n∈N y {E2
n}n∈N son sucesiones en C(intX(J)) y C(intX(K)),

respectivamente.
Como C(X) es compacto, podemos suponer que ĺımF 1

n = F 1, ĺımF 2
n =

F 2, ĺımE1
n = E1 y ĺımE2

n = E2, para algunos F 1, F 2, E1, E2 ∈ C(X).
Luego, por el Teorema 1.104, B = ĺımFn = ĺım(F 1

n∪F 2
n) = ĺımF 1

n∪ ĺımF 2
n =

F 1 ∪ F 2 y B = E1 ∪ E2. Obsérvese que F 2 ∈ C(X − intX(K)), E1 ∈
clC(X)(C(intX(J))) ⊂ C(J), E2 ∈ clC(X)(C(intX(K))) ⊂ C(K) y F 1, F 2 ∈
C(J ∪K).

Si K = Ln para una cantidad infinita de n ∈ N, entonces podemos
suponer que, para cada n ∈ N, K = Ln y J 6= Mn. Aplicando el Lema 2.9
(2) tenemos que Mn ∩ intX(J) = Mn ∩ intX(K) = ∅. Luego, {F 2

n}n∈N es
una sucesión en C(X − (intX(J) ∪ intX(K)) y {F 1

n}n∈N es una sucesión en
C(intX(K)). Aśı, F 2 ∩ intX(J) = ∅ y F 2 ∩ intX(K) = ∅; es decir, F 2 ⊂
FrX(J)∪FrX(K). Por la Observación 3.28, FrX(J)∪FrX(K) es un conjunto
con a lo más cuatro elementos. Esto implica que F 2 es degenerado. Sea
p ∈ FrX(J) ∪ FrX(K), tal que F 2 = {p}. Luego, B = F1 ∪ {p}, con F 1 ∈
clC(X)(C(intX(K))) ⊂ C(K). Si p ∈ FrX(J), ya acabamos. Si p /∈ FrX(J),
entonces p ∈ K, J 6= K y B ⊂ K. Aśı, E1 ⊂ B ∩ J = (B ∩ FrX(J)) ∪ (B ∩
intX(J)) ⊂ (B ∩ FrX(J)) ∪ (K ∩ intX(J)) = B ∩ FrX(J). Luego, podemos
tomar q ∈ B ∩ FrX(J), tal que E1 = {q}. Por tanto, B = {q} ∪ E2, con
E2 ∈ clC(X)(C(intX(K))).

De esta manera, podemos suponer que K 6= Ln, para cada n ∈ N. Por el
Lema 2.9 (2), Ln∩intX(K) = ∅, aśı que Fn = F 1

n∪F 2
n ⊂ Ln∪(X−intX(K)) ⊂

X − intX(K). Luego, {Fn}n∈N es una sucesión en C2(X − intX(K)) y B ∈
C2(X − intX(K)). Aśı, B ⊂ (J ∪K) − intX(K). Si J = K, entonces E2 ⊂
B ⊂ FrX(K). Si J 6= K, entonces, por el Lema 2.9 (2), J ∩ intX(K) = ∅.
Por consiguiente, J ∩ K ⊂ FrX(K), B ⊂ J ∪ FrX(K) y E2 ⊂ B ∩ K ⊂
(J ∩K)∪FrX(K) ⊂ FrX(K). De cualquier modo, E2 ⊂ FrX(K). Por tanto,



3.2 Unicidad de Hiperespacios 147

B = E1 ∪ {p} para algún p ∈ FrX(K) y con E1 ∈ clC(X)(C(intX(J))). Esto
concluye la prueba de la primera contención.

Probemos la contención izquierda. Sea B = {p} ∪ A, donde p ∈ FrX(J)
y A ∈ E(K). Sea {Am}m∈N una sucesión en 〈intX(K)〉1, tal que ĺımAm =
A. Por la Observación 3.28, FrX(J) ⊂ E(J), aśı que existe una sucesión
{pm}m∈N en intX(J), tal que ĺım pm = p. Por la hipótesis del Lema, existe
una sucesión {qm}m∈N en FA(X)− J , tal que ĺım qm = p. Fijemos m ∈ N.
Obsérvese que {pm} ∪ Am ∈ U y {qm} ∪ Am /∈ U. Si pm ∈ Am, entonces
{pm}∪Am = Am es conexo y si pm /∈ Am, entonces {pm} es una componente
degenerada de {pm} ∪ Am, pues Am y {pm} son subconjuntos cerrados de
{pm} ∪ Am y ajenos. En cualquiera de estos dos casos, aplicando el Lema
3.39, tenemos que {pm}∪Am ∈ P∂

2(X). Análogamente, {qm}∪Am ∈ P∂
2(X).

Aśı, {{pm}∪Am}m∈N es una sucesión en P∂
2(X)∩U y {{qm}∪Am}m∈N es una

sucesión en P∂
2(X)− U. Además, por el Teorema 1.104, ĺım({pm} ∪ Am) =

(ĺım{pm}) ∪ (ĺımAm) = B. De forma similar, ĺım({qm} ∪ Am) = B. Por
tanto, B ∈ D(J,K). Esto concluye la prueba de la segunda contención y la
demostración del lema.

El teorema siguiente es, junto con el Teorema 2.18, la base de la demos-
tración del Teorema 3.42.

Teorema 3.41. Sean X y Y continuos localmente conexos. Sean J,K ∈
AS(X) y L,M ∈ AS(Y ), tales que

FrX(J) ⊂ clX(FA(X)− J), F rX(K) ⊂ clX(FA(X)−K),

F rY (L) ⊂ clY (FA(Y )− L) y FrY (M) ⊂ clY (FA(Y )−M).

Supongamos que h : C2(X)→ C2(Y ) es un homeomorfismo y

h(〈intX(J), intX(K)〉2) = 〈intY (L), intY (M)〉2.

Entonces, se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(1) Si J = K y J es una curva cerrada simple, entonces L = M y L es una
curva cerrada simple.

(2) Si J = K, J es un arco y J /∈ AE(X), entonces L = M , L es un arco y
L /∈ AE(Y ).

(3) Si J = K y J ∈ AE(X), entonces L = M y L ∈ AE(Y ).

(4) Si J 6= K, entonces L 6= M .
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(5) Si X y Y son casi enrejados, J = K y p ∈ FrX(J), entonces h({p}) es
un conjunto singular y h({p}) ⊂ FrY (L).

Demostración. Para esta demostraćıon, se construirán modelos para el con-
junto D(J,K), considerando todas las posibilidades sobre los conjunto J y
K, cuando J,K ∈ AS(X). Pero primero, será conveniente probar algunos
otros hechos relacionados con D(J,K).

Para cualesquiera M ∈ AS(X) y r ∈ X, sea DM
r = {{r}∪A : A ∈ E(M)}.

Mostraremos que DM
r es homeomorfo a E(M). Obsérvese que la función

f : E(M)→ DM
r dada por A

f7−→ {r} ∪A es sobreyectiva. Además, se sigue
del Teorema 1.104, que f es continua. Probemos que f es inyectiva. Para
esto, sean A,B ∈ E(M) con {r} ∪ A = {r} ∪B. Si r ∈ A, entonces {r} ∪B
es conexo y, en consecuencia, r ∈ B y A = B. Si r /∈ A, entonces {r} y
A son las componentes de {r} ∪ A. Además, {r} ∪ B es disconexo, aśı que
r /∈ B. Esto implica que las componentes de {r} ∪ B son {r} y B. Aśı,
A = B. Esto prueba que f es inyectiva. Puesto que E(M) es compacto y
DM
r es Hausdorff, deducimos que f es un homeomorfismo. Por tanto, E(M)

es homeomorfo a DM
r .

Por otra parte, obsérvese que, por el Lema 3.38, F1(M) ⊂ E(M). Aśı, los
conjuntos {r, p} M son elementos de DM

r , para cualquier p ∈M . Asimismo,
M ∈ E(M), por lo cual M ∈ DM

r , siempre que r ∈ L.

Fijemos L ∈ AS(X) y r, s ∈ FrX(L) ∪ (X − L) con r 6= s. Mostraremos
expresiones concretas para DL

r ∩ DL
s . Para ello, supongamos que C es un

elemento de DL
r ∩DL

s . Luego, {r} ∪A = C = {s} ∪B, para algunos A,B ∈
E(L). Consideramos dos posibilidades: que tanto r como s sean elementos
de L y que alguno de r o s no pertenezca a L. Supongamos primero que
r, s ∈ L, es decir, que r, s ∈ FrX(L). Obsérvese que en este caso, L es un
arco y r y s son sus puntos extremos. Además, por el párrafo anterior,
{r, s}, L ∈ DL

r ∩ DL
s . Si r /∈ A, entonces C es disconexo y {r} y A son

las componentes de C. Análogamente, {s} y B son las componentes de C.
Como {r} 6= {s}, tenemos que A = {s} y B = {r}. Aśı, C = {r, s}. Por
otro lado, si r ∈ A, entonces C = A. Luego, s ∈ A. Esto implica que A es
un subcontinuo del arco L que contiene a sus dos puntos extremos; es decir
A = L. Por lo tanto, DL

r ∩DL
s = {{r, s}, L}.

Ahora supongamos que r /∈ L o s /∈ L. Podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que r /∈ L. Luego, r /∈ A. Esto implica que C es disconexo
y que {r} y A son sus componentes. Además, s /∈ B y {s} y B son las
componentes de C. Como {r} 6= {s}, se tiene que A = {s} y B = {r}. Por
tanto, C = {r, s}. Sin embargo, {r, s} ∈ DL

s implica que r ∈ L, lo cual no es
posible. Aśı, DL

r ∩DL
s = ∅.
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Fijemos L,M ∈ AS(X) con L 6= M . Tomemos r ∈ FrX(L) y s ∈ FrX(M),
tales que L 6= M o r 6= s. Mostraremos una expresión para DM

r ∩DL
s . Para

ello tomemos C ∈ DM
r ∩DL

s . Luego, {r} ∪ A = C = {s} ∪ B, para algunos
A ∈ E(M) y B ∈ E(L). Por el Lema 2.9 (2), se tiene que L∩ intX(M) = ∅; es
decir, L∩M ⊂ FrX(M). Como B ⊂ {r}∪A, r ∈ L, B ⊂ L y A ⊂M , tenemos
que B ⊂ {r} ∪ (A ∩ L) ⊂ {r} ∪ (L ∩M) ⊂ FrX(L). Como B es conexo y
FrX(L) es finito, se tiene que B = {b}, para algún b ∈ FrX(L). Similarmente,
existe a ∈ FrX(M), tal que A = {a}. Aśı, {r} ∪ {a} = C = {s} ∪ {b}. Esto
prueba la contención hacia la derecha de la igualdad DM

r ∩DL
s = {{r, a} :

a ∈ FrX(M)} ∩ {{s, b} : b ∈ FrX(L)}. La otra contención se sigue de uno de
los párrafos anteriores. Aśı, si FrX(L) = {r, u} y FrX(K) = {s, v}, entonces
DM
r ∩DL

s = {{r, s}, {r, v}}∩{{s, r}, {s, u}} = {{r, s}}∪({{r, v}}∩{{s, u}}).
Más aún, DM

r ∩DL
s 6= {{r, s}} si, y sólo si, {r, v} = {s, u} 6= {r, s}. Obsérvese

que esta última expresión es equivalente a que v 6= s, r 6= u, u = v y r = s.
En resumen, tenemos lo siguiente. Si r, s ∈ FrX(L) ∪ (X − L), entonces

DL
r ∩DL

s =

{
{{r, s}, L} si r, s ∈ L,
∅ si r /∈ L o s /∈ L

y, si r, u ∈ FrX(L), s, v ∈ FrX(M), entonces

DM
r ∩DL

s =

{
{{r, s}, {r, v}} si u = v, r = s, r 6= u y v 6= s,
{{r, s}} de cualquier otro modo.

Fijemos J,K ∈ AS(X)). Por la Observación 3.28, podemos expresar
FrX(J) = {pJ , qJ} y FrX(K) = {pK , qK} (es decir, que ambos conjuntos
tienen a lo más dos elementos). Ahora procederemos a mostrar los modelos
para el conjunto D(J,K).

Por el Lema 3.40, se cumple que D(J,K) = {{p} ∪ A : p ∈ FrX(J), A ∈
E(K)} ∪ {{p} ∪A : p ∈ FrX(K), A ∈ E(J)}. Luego, D(J,K) = DK

pJ
∪DK

qJ
∪

DJ
pK
∪DJ

qK
.

Primero, supongamos que J = K. Obsérvese que, al ocurrir esto, se
tiene que E(J) = E(K); para cada s ∈ FrX(J) = FrX(K), DK

s = DJ
s ; y,

consecuentemente, D(J,K) = DJ
pJ
∪DJ

qJ
. Tenemos los siguientes casos:

(a) J es un arco y J /∈ AE(X). En este caso DJ
pJ

y DJ
qJ

son 2-celdas,

frX(J) = {pJ , qJ} y D(J, J) = DJ
pJ
∪ DJ

qJ
. Además, como pJ , qJ ∈ J , se

cumple que DJ
pJ
∩DJ

qJ
= {{pJ , qJ}, J}.

(b) J ∈ AE(X). Aqúı, DJ
pJ

es una 2-celda, FrX(J) = {PJ} y D(J, J) =

DJ
pJ

.

(c) J es una curva cerrada simple. Aqúı, DJ
pJ

es homeomorfo al continuo

C0, FrX(J) = {PJ} y D(J, J) = DJ
pJ

.
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(a) (b) (c)

Ahora, supongamos que J 6= K. Tenemos los casos:
(d) J y K son arcos y J,K /∈ AE(X). En este caso, FrX(J) = {pJ , qJ}

y FrX(K) = {pK , qK}, con pJ 6= qJ y pK 6= qK . También, D(J,K) =
DK
pJ
∪DK

qJ
∪DJ

pK
∪DJ

qK
.

(d.1) J ∩ K posee a lo más un elemento. Podemos suponer que pJ /∈ K
y pK /∈ J . Aśı, DK

pJ
∩ DK

qJ
= ∅ y DJ

pK
∩ DJ

qK
= ∅. Además, DK

pJ
∩

DJ
pK

= {{pJ , pK}}, DK
pJ
∩DJ

qK
= {{pJ , qK}}, DK

qJ
∩DJ

pK
= {{qJ , pK}}

y DK
qJ
∩DJ

qK
= {{qJ , qK}}.

(d.2) J ∩K es un conjunto con dos elementos. Esto implica que FrX(J) =
FrX(K). Podemos suponer que pJ = pK y qJ = qK . Luego, pK , qJ ∈
J y pJ , qJ ∈ K. Por tanto, DK

pJ
∩ DK

qJ
= {{pJ , qJ},K} y DJ

pK
∩

DJ
qK

= ∅. Además, como pJ 6= qJ y pK 6= qK , tenemos que DK
pJ
∩

DJ
pK

= {{pJ , pK}, {pJ , qK}}, DK
pJ
∩ DJ

qK
= {{pJ , qK}}, DK

qJ
∩ DJ

pK
=

{{qJ , pK}} y DK
qJ
∩DJ

qK
= {{qJ , qK}, {pJ , qK}}.

(d1) (d2)

(e) J y K son arcos, J /∈ AE(X) y K ∈ AE(X). En este caso, FrX(J) =
{pJ , qJ} y FrX(K) = {pK}, con pJ 6= qJ . Luego, D(J,K) = DK

pJ
∪DK

qJ
∪DJ

pK
.

Además, como FrX(J) tiene más elementos que FrX(K), podemos suponer
que pJ /∈ FrX(K), es decir, que pJ /∈ K. Aśı, DK

pJ
∩ DK

qJ
= ∅. Por otro

lado, como pK = qK , tenemos que DK
pJ
∩DJ

pK
= {{pJ , pK}} y DK

qJ
∩DJ

pK
=

{{qJ , pK}}. En este caso, DK
pJ

, DK
qJ

y DJ
pK

son 2-celdas.
(f) J es un arco, J /∈ AE(X) y K es una curva cerrada simple. Aqúı,

tenemos que FrX(J) = {pJ , qJ} y FrX(K) = {pK}, con pJ 6= qJ . Luego, se
cumplen las mismas igualdades que en (e); es decir, D(J,K) = DK

pJ
∪DK

qJ
∪
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DJ
pK

, DK
pJ
∩DK

qJ
= ∅, DK

pJ
∩DJ

pK
= {{pJ , pK}} y DK

qJ
∩DJ

pK
= {{qJ , pK}}.

Sin embargo, en este caso DK
pJ

y DK
qJ

son homeomorfos a C0 y DJ
pK

es una
2-celda.

(e) (f)

(g) J y K son arcos y J,K ∈ AE(X). Como FrX(J) = {pJ} y FrX(K) =
{pK}, tenemos que D(J,K) = DK

pJ
∪ DJ

pK
. Como pJ = qJ , se cumple que

DK
pJ
∩DJ

pK
= {{pJ , pK}}. En este caso, DK

pJ
y DJ

pK
son 2-celdas.

(h) J ∈ AE(X) y K es una curva cerrada simple. Como FrX(J) = {pJ}
y FrX(K) = {pK}, se tienen las mismas igualdades que en (g), esto es,
D(J,K) = DK

pJ
∪DJ

pK
y DK

pJ
∩DJ

pK
= {{pJ , pK}}. Aqúı, DK

pJ
es una 2-celda

y DJ
pK

es homeomorfo a C0.
(i) J y K son curvas cerradas simples. Al igual que en (h), se satisface

que FrX(J) = {pJ} y FrX(K) = {pK}. Asimismo, D(J,K) = DK
pJ
∪ DJ

pK

y DK
pJ
∩ DJ

pK
= {{pJ , pK}}. No obstante, en este punto, DK

pJ
y DJ

pK
son

homeomorfos a C0.

(g) (h) (i)

Ahora probemos (5). Sea B = h({p}). Por la Observación 3.28, FrX(J) ⊂
E(J). Luego, como p ∈ FrX(J), podemos tomar una sucesión {pm}m∈N en
intX(J), tal que ĺım pm = p. Asimismo, por hipótesis, existe una sucesión
{xm}m∈N en FA(X), tal que ĺımxm = p. Aplicando el Teorema 1.103 y la
continuidad de h, tenemos que ĺımh({pm}) = h(ĺım{p}) = h({ĺım pm}) =
h({p}). De igual forma ĺımh({xm}) = h({p}). Por otro lado, por los in-
cisos (1), (2) y (3), se satisface la igualdad L = M . Por consiguiente,
h(〈intX(J)〉2) = 〈intX(L)〉2. Obsérvese que, dado cualquier m ∈ N, se cum-
ple {pm} ∈ 〈intX(J)〉2, aśı que h({pm}) ∈ 〈intX(L)〉2. Como C2(L) es un
subconjunto cerrado de C2(X), se tiene que B ∈ C2(L); es decir, B ⊂ L.

Por el Corolario 2.13, para cada m ∈ N existe Jm ∈ AS(X), tal que
xm ∈ intX(Jm). Sean Lm,Mm ∈ AS(Y ), tales que

h(〈intX(Jm)〉2) = 〈intX(Lm), intX(Mm)〉2.
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Como xm ∈ Jm − J , se tiene que Jm 6= J . Luego, intX(Jm) ∩ intX(J) = ∅ y
h(〈intX(Jm)〉2) ∩ h(〈intX(J)〉2) = ∅. Aśı,

〈intY (Lm), intY (Mm)〉2 ∩ 〈intY (Y )〉2 = ∅.

Luego, h(xm) /∈ 〈intY (L)〉2; es decir, h(xm) ∩ intY (L) = ∅. Por tanto, B =
h(x) ⊂ Y − intX(L). Aśı, se concluye que B ⊂ L∩clY (Y −L) = FrY (L).

Ahora se muestra el análogo a los Teoremas 3.35 y 3.36 para el caso
n = 2.

Teorema 3.42. Sean X y Y continuos localmente conexos y casi enrejados.
Si C2(X) y C2(Y ) son homeomorfos, entonces X y Y son homeomorfos.

Demostración. Usaremos la siguiente notación para X: dado J ∈ AS(X),
denotaremos por pJ y qJ a los puntos extremos de J , si J es una arco, y por
qJ al punto en J tal que J −{qJ} es abierto en X, si J es una curva cerrada
simple. Por la Observación 3.28 se tiene que FrX(J) = {qJ} si J ∈ AE(X)
o si J es una curva cerrada simple, y que FrX(J) = {qJ , pJ} en otro caso.
Tanto la notación como la observación son válidas y se usarán para Y .

Sea h : C2(X) → C2(Y ) un homeomorfismo. Por la Observación 3.26,
h(P2(X)) = P2(Y ). Sea J ∈ AS(X). El Teorema 2.18 garantiza que el
conjunto 〈intX(J)〉2 es una componente de P2(X). Luego, h(〈intX(J)〉2) es
una componente de P2(Y ). Aplicando de nuevo el Teorema 2.18, existen
L,M ∈ P2(Y ), tales que h(〈intX(J)〉2) = 〈intY (L), intY (M)〉2. Como X es
casi enrejado, el conjunto FA(X) − J es denso en el subconjunto abierto
X − J de X. Luego, FrX(J) ⊂ clX(X − J) = clX(FA(X) − J). Similar-
mente, como Y es casi enrejado, FrY (L) ⊂ clY (FA(Y ) − L) y FrY (M) ⊂
clY (FA(Y )−M) Por (1), (2) y (3) del Teorema 3.41, se tiene que L = M .
Aśı, h(〈intX(J)〉2) = 〈intX(L)〉2. De esta manera, dado cualquier J ∈ AS(X)
existe LJ ∈ AS(Y ), tal que h(〈intX(J)〉2) = 〈intY (LJ)〉2.

Obsérvese que la argumentación anterior se puede repetir para el ho-
meomorfismo h−1 : C2(Y )→ C2(X). Aśı, para cualquier L ∈ AS(Y ), existe
K ∈ AS(X), tal que h−1(〈intY (L)〉2) = 〈intX(K)〉2; es decir, 〈intX(L)〉2 =
〈intY (LJ)〉2. De este modo intX(K) = intX(J). Luego, L = clY (intY (L)) =
clY (intY (LJ)) = LJ . Por tanto, Y −RY =

⋃{LJ : J ∈ AS(X)}.
Más aún, dados J,K ∈ AS(X) con J 6= K, por el Lema 2.9 (2), intX(J)∩

intX(K) = ∅, aśı que 〈intX(J)〉2 ∩ 〈intX(K)〉2 = ∅. Como h es inyectiva,
tenemos que h(〈intX(J)〉2) ∩ h(〈intX(K)〉2) = ∅; es decir, 〈intY (LJ)〉2 ∩
〈intY (LK)〉2 = ∅. Aśı, LJ 6= LK .

Sea p ∈ RX . Afirmamos que h({p}) = {y}, para algún y ∈ RY . Como
X = clX(FA(X)), podemos tomar una sucesión {pm}m∈N en FA(X), tal
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que ĺım pm = p. Por el Corolario 2.13, FA(X) = X − RX . Luego, para
cada m ∈ N, existe Jm ∈ AS(X), tal que pm ∈ intX(Jm). Como X no
es un arco ni una curva cerrada simple, intX(Jm) ( X, aśı que podemos
tomar qm ∈ FrX(Jm). Obsérvese que, si {Jm : m ∈ N} es finito, entonces
p ∈ clX

⋃{Jm : m ∈ N} =
⋃{Jm : m ∈ N} y, por consiguiente, p ∈ Jr para

algún r ∈ N. Luego, p ∈ FrX(Jr). Aplicando (5) del Teorema 3.41, tenemos
que h({p}) = {y}, para algún y ∈ FrY (LJr). De esta manera, podemos
suponer que {Jm : m ∈ N} es infinito y, más aún, que Jm 6= Jk si m 6= k. Por
el Lema 2.10, ĺım Jm = {p}. Luego, por el Lema 1.91, ĺım{qm} = {p}. Por (5)
del Teorema 3.41, se tiene que h({qm}) = {wm}, para algún wm ∈ FrY (LJm).
Tomando en cuenta la continuidad de h tenemos que ĺımh({qm}) = h({p}),
esto es, ĺım{wm} = h({p}). Como F1(Y ) es un subconjunto cerrado de
C2(Y ), existe y ∈ Y , tal que ĺım{wm} = {y}. Luego, por la continuidad de
ϕ−1 se tiene que ĺımwm = y. Obsérvese que, por el Lema 2.9 (3), FrY (LJm) ⊂
RY . Aśı, {wm}m∈N es una sucesión en el conjunto cerrado RY y, por ende,
y ∈ RY . Por tanto, h({p}) = {y}, con y ∈ RY . De esta manera, podemos
considerar la función continua g1 = ϕ−1

Y ◦ h ◦ ϕX : RX → RY . Obsérvese
que, también por el Lema 2.9 (3), para cada J ∈ AS(X) se cumple que
FrX(J) ⊂ RX .

Si J es una curva cerrada simple, por (1) y (5) del Teorema 3.41, LJ
es una curva cerrada simple y h({qJ}) es un conjunto singular contenido
en FrX(LJ) = {qLJ

}; es decir, g1(qJ) = qJL . Sea gJ : J → LJ un homeo-
morfismo con gJ(qJL) = qJ . Similarmente, si J ∈ AE(X), por (1) y (3)
del Teorema 3.41, LJ ∈ AE(Y ) y g1(qJL) = qJL . Fijemos un homeomor-
fismo gJ : J → LJ con gJ(qJ) = qLJ

, Si J es un arco que no pertenece
a AE(X), entonces, por (2) y (5) del Teorema 3.41, LJ es un arco que no
pertenece a AE(Y ) y h({pJ}) y h({qJ}) son conjuntos singulares contenidos
en FrX(LJ) = {qLJ

, pJL}. Luego, podemos suponer que h({pJ}) = {pJL}.
Como h es inyectiva, h({qJ}) = {qJL}. Aśı, g(pJ) = pJL y g(qJ) = qJL .
Fijemos un homeomorfismo gJ : J → LJ con gJ(pJ) = pLJ

y gJ(qJ) = qLJ
.

Obsérvese que en cualquiera de estos casos, gJ(FrX(J)) = FrY (LJ). Como
{intX(J) : J ∈ AS(X) es una familia de subconjuntos abiertos y ajenos
entre śı de X, existe una función continua g2 : X − RX → Y , tal que
g2|intX(J) = gJ |intX(J), para cada J ∈ AS(X).

Sea g : X → Y la función, tal que g|RX = g1 y g|X −RX = g2. Obsérve-
se que g|J = gJ . Como g1 y g2 son continuas, para mostrar que g es continua,
resta probar que g es continua en cada punto de FrX(X −RX).

Sea {pm}m∈N una sucesión en X − RX , tal que ĺım pm = p para algún
p ∈ F . Para cada m ∈ N, sea Jm ∈ AS(X), tal que pm ∈ intX(JM ). Si
{Jm : m ∈ N} es finito, entonces p ∈ clX(

⋃{Jm : m ∈ N}) = {Jm : m ∈ N},



154 Continuos Enrejados

por lo cual p ∈ Jm0 , para algún m0 ∈ N. Luego, p ∈ FrX(Jm0). De esta
manera, podemos suponer que Jm 6= Jk si m 6= k. Aplicando el Lema 2.10,
tenemos que ĺım Jm = {p}. Luego, por el Lema 1.91, ĺım{qJm} = {p}.

Como cada qJm es un elemento de RX , se tiene que g(qJm) = g1(qJm) ∈
LJm , Además, por la continuidad de h, {g(p)} = ϕ(g(p)) = h({p}) =
ĺımh({qJm}) = ĺım{g(qJm)}. Luego, por la continuidad de ϕ−1, obtenemos
que ĺım g(qJm) = g(p). Aśı, y porque LJm 6= LJk para Jk 6= Jm, podemos
aplicar de nuevo el Lema 2.10 para obtener ĺımLJm = g(p). Obsérvese tam-
bién que g(pm) = g|intX(Jm)(pm) = gJm(pm) ∈ LJm . Aplicando nuevamente
el Lema 1.91, se tiene que ĺım g(pm) = g(p). Por lo tanto, g es continua.

Para mostrar que g es una biyección nótese que g(intX(J)) = intY (LJ),
para cada J ∈ AS(X). Aśı, g(X − RX) = g(

⋃{J : J ∈ AS(X)}) =
⋃{LJ :

J ∈ AS(X)} = Y − RY . Por el Corolario 2.13, FA(X) = Y − RY . Lue-
go, RX es denso en X, y RY es denso en Y . Por tanto, Y = clY (g(X −
RX)) ⊂ g(clX(X − R(X))) = g(X). Aśı, g es sobreyectiva. Además, dados
J,K ∈ AS(X) con J 6= K, como gJ es un homeomorfismo, se tiene que
gJ(intX(J)) = gJ(J − FrX(J)) = LJ − FrY (LJ) = intY (LJ). Similarmente,
gK(intX(K)) = intY (LK). Como LJ 6= LK , aplicando el Lema 2.9 (2), tene-
mos que intX(J) ∩ intY (LK) = ∅; es decir, gJ(intX(J)) ∩ gK(intX(K)) = ∅.
Por tanto, g2 es inyectiva. Como g1 también es inyectiva y g1(RX)∩ g2(X −
RX) ⊂ RY ∩ g(X −RX) = RY ∩ Y −R(Y ) = ∅, concluimos que g es inyec-
tiva. Por lo tanto, g es un homeomorfismo. Con esto concluimos la prueba
del teorema.

Como un compendio de los Teoremas 3.35, 3.36 y 3.42, se enuncia el
siguiente resultado que establece una propiedad similar a la unicidad de
hiperespacios Cn(X) para los elementos de la clase de los continuos que son
localmente conexos y casi enrejados, pero restringida a dicha clase.

Teorema 3.43. Supongamos que X y Y son continuos localmente conexos
y casi enrejados, y que Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ), para algún n ∈ N.
Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Si n = 1 y X es distinto de un arco y de una curva cerrada simple,
entonces X es homeomorfo a Y .

(b) Si n 6= 1, entonces X es homeomorfo a Y .

Demostración. (a) Supongamos que X es distinto de un arco y una curva
cerrada simple. Para poder ocupar el Teorema 3.36, probaremos que Y no es
un arco. Aplicando el Teorema 1.44, obtenemos p ∈ X, tal que ord(p,X) ≥ 3.
Aśı, existe una vecindad abierta U de p en X, tal que, para cada subconjunto
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abierto U0 de X con p ∈ U0 ⊂ U , se cumple que |FrX(U0)| ≥ 3. Obsérvese
que |FrX(U)| ≥ 3, por lo cual U 6= X. Sea W una vecindad abierta de p
en X, tal que clX(W ) ⊂ U . Luego, |FrX(W )| ≥ 3. Como X es localmente
conexo, podemos suponer que W es conexo. Obsérvese que clX(W ) es un
subcontinuo de X. Tomemos a1, a2, a3 ∈ FrX(W ) distintos por pares. Sean
V1, V2 y V3 subconjuntos abiertos de X ajenos por pares, tales que ai ∈
Vi, para cada i ∈ {1, 2, 3}. Fijemos i ∈ {1, 2, 3}. Como X es un continuo
localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo Zi de X, tal
que ai ∈ Zi ⊂ clX(Zi) ⊂ Vi. Obsérvese que clX(Zi) es conexo y compacto.
Además, como U es un subconjunto propio y abierto de X, se cumple que
U no es cerrado en X. Aśı, clX(Zi)− clX(W ) ⊃ clX(Z)− U 6= ∅.

De esta forma, los conjuntos clX(W1), clX(W2) y clX(W3) son subconti-
nuos de X ajenos por pares. Esto implica que estos mismos conjuntos están
mutuamente separados por pares en X. Además, para cada i ∈ {1, 2.3} se
satisface que clX(Zi)− clX(W ) 6= ∅ y ai ∈ clX(Zi)∩ clX(W ). De este modo,
el conjunto T = clX(W )∪ clX(Z1)∪ clX(Z2)∪ clX(Z3) es un subcontinuo de
X, tal que

T − clX(W ) =
3⋃

i=1

(clX(Zi)− clX(W ))

donde las diferencias de la derecha están mutuamente separadas por pares
en X. Aplicando el Teorema 2.1, obtenemos una 3-celda M contenida en
C(X).

Aśı, h(M) es una 3-celda contenida en C(Y ). Por tanto, el Ejemplo
1.72 asegura que dim(h(M)) = 3. Por el Teorema 1.68 (1), se satisface que
dim(C(Y )) ≥ 3. Aplicando de nuevo el Ejemplo 1.72, se tiene que C(Y ) no
es una 2-variedad y, por consiguiente, C(Y ) no es una 2-celda. Luego, por los
Teoremas 1.110 y 1.113, se cumple que Y no es un arco ni una curva cerrada
simple. Aplicando el Teorema 3.36, obtenemos que X es homeomorfo a Y .
Esto prueba (a).

(b) El caso n = 2 es el Teorema 3.42. El caso n ≥ 3 se enuncia en el
Teorema 3.35.

Para cerrar este caṕıtulo, se presenta el teorema que establece la unicidad
de los hiperespacios Cn(X) de los continuos enrejados.

Teorema 3.44. Supongamos que X es un continuo enrejado. Si n 6= 1,
entonces X tiene hiperespacio único Cn(X). Si X no es un arco ni una
curva cerrada simple, entonces X tiene hiperespacio único C(X).

Demostración. Demostremos la primera parte. Para ello, sea n 6= 1. Supon-
gamos que Y es un continuo, tal que Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ). Como
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X es enrejado, aplicando el Lema 3.5, tenemos que X es localmente conexo.
Luego, por el Teorema 1.99, se cumple que Cn(X) es locamente conexo. Aśı,
Cn(Y ) es localmente conexo. De nuevo por el Teorema 1.99, Y es localmen-
te conexo. Sea h : Cn(X)→ Cn(Y ) un homeomorfismo. Por la Observación
3.26, se cumple que h(Fn(X)) = Fn(Y ). Además, como X es enrejado, por
el Teorema 3.8, se satisface que Fn(X) es denso en Cn(X). Aśı, Fn(Y ) es
denso en Cn(Y ). Aplicando de nuevo el Teorema 3.8, obtenemos que Y es
un continuo enrejado. En particular, Y es un continuo casi enrejado. Como
X es también un continuo casi enrejado, aplicando el Teorema 3.43 (b), con-
cluimos que X es homeomorfo a Y . Esto prueba que X tiene hiperespacio
único Cn(X).

La segunda parte del teorema es idéntica salvo que omitimos el caso en
que X es un arco o un curva cerrada simple y reemplazamos el uso de (b)
del Teorema 3.43, por (a) del mismo teorema.
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