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Resumen

Se enuncia el concepto de fractal definido por Beniot Mandelbrot, junto con ejemplos
de fractales en el arte, en la ciencia, en la tecnologia y en la naturaleza. También,
se define el concepto de dimensién de Hausdorff, y se dan ejemplos de dimension de
Hausdorff de algunos fractales clasicos como: el tridangulo de Sierpinski, el copo de Koch,
el conjunto de Cantor y la curva de Hilbert. Posteriormente, se definen los conjuntos de
Julia y Fatou para tres clases de funciones complejas meromorfas denotadas por R, €
y M. Se define el plano de pardametros y el plano dindmico, para las clases de funciones
meromorfas antes mencionadas. Se dan ejemplos de conjuntos de Julia de algunas
funciones meromorfas en R y £ que son fractales. Finalmente, se describe el concepto
de un corte del espacio de parametros para una familia de funciones meromorfas en
la clase M y se dan ejemplos asignando valores a los parametros de la familia para

encontrar los conjuntos de Julia que son fractales.
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Capitulo 1

Introduccion

La curiosidad humana es lo que nos ha ayudado a desarrollar el mundo que hasta
hoy conocemos. Y los fractales no son la excepciéon, de hecho, es la nueva forma de
ver y entender las matematicas. Las matematicas son una idea del hombre, pero los
fractales son una nueva forma de crear ideas; dejan claro que ésta es una nueva forma
de percibir el mundo. Una forma interesante de mostrarlo es la del profesor Michael

Barnsley, uno de los profesores con mayor experiencia en objetos fractales:

“Fractal geometry will make you see everything differently. There is danger in
reading further. You risk the loss of you childhood vision of clouds, forests, galaxies,
leaves, feather, flowers, rocks, mountains, torrents of water, carpests, bricks, and much
else besides. Never again will your interpretation of these things be quite the same”
[5].

Los fractales son objetos irregulares y fragmentados, estos objetos impresionantes
han inundado el mundo cientifico en las ultimas tres decadas. Se encuentran, como
dijimos, en la naturaleza, el arte, la musica, el cuerpo humano, la astronomia, la fisica,
la quimica, la economia, la telefonia movil, las matemaéticas y, los de nuestro interés,

los conjuntos de Julia.



1. Introduccion

La iteracion a partir de reglas simples es un concepto que ha trascendido
histéricamente para la creacién de objetos impensables. Por ejemplo, el tamiz de
Apolonio, del matematico griego Apolonio de Perga del siglo III a.c.; las matematicas,
con el método de Newton; en la tecnologia, los denominados monstruos matematicos
han resultado ser bastante ttiles; en el arte, en obras donde se puede mirar el infinito
a los o0jos, como en Angeles y demonios de M.C. Escher(1898-1972) o La gran ola del
pintor japonés Katsushika Hokusai (1760-1849); en la naturaleza, ya que las montanas
no son conos, las nubes no son esféricas, ni el rayo es rectilineo, véase [26]. Basta con
observar un poco el universo y nuestro mundo para darnos cuenta que los objetos

fractales los describen de una forma adecuada.

1.1. Un poco de historia

La curiosidad para la creacion y el desarrollo de las matematicas parte del interés
del moviento del universo, tema de estudio a lo largo de la historia de la humanidad.
Desde Claudio Ptolomeo, el primer astrofisico, pasando por Galileo y Copérnico, con
la mejora del telescopio y la teoria heliocéntrica; Tycho Brahe, con sus observaciones
y anotaciones del movimiento de Marte, hasta las tres leyes de Johanes Kepler y las
ecuaciones Newton, véase [35]. Posteriormente, surge la pregunta ;es estable el sistema
solar?, es decir, si en algiin momento los planetas colisionaran entre si o algunos de ellos
escaparan al infinito; en 1884, con motivo del cumpleanos del rey Oscar 11 de Suecia
y Noruega, se retaba a demostrar de forma rigurosa la estabilidad del sistema solar de
acuerdo a las ecuaciones de Newton, Poincaré gano el concurso debido al interesante
uso que dio a la iteracién en sus estudios, véase [3]. Se extiende el método de Newton
a la iteracion de funciones analiticas complejas gracias a los trabajos del matematico
alemén E. Schroder (1841-192) y del matematico britanico Arthur Cayley (1821-1895).
En 1915, la Academia Francesa de Ciencias informé que el Grand Priz des Sciences

Mathématiques se otorgaria a los estudios de iteracién.
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1. Introduccion

En 1918, el matemético francés Gaston Julia (1893-1978) recibe el premio, su
trabajo lo publicé en forma de memorias: Mémoire sur l’itéracion des fonctions
rationelles, véase [25]. De manera casi simultdnea, el prominente matemdtico Pierre
Fatou (1878-1929) publica sus tres articulos: Sur les équations fonctionelles, véase
[20]. Gracias a un teorema desarrollado en la tesis doctoral del matematico francés
Paul Montel (1876-1975) sobre familias normales, Fatou y Julia logran descomponer
la esfera de Riemann en dos conjuntos, que ahora llevan sus nombres. El conjunto
de Julia esta formado por los puntos donde la familia de iteradas de la funciéon no
es normal, mientras que el conjunto de Fatou es su complemento. Sin embargo, estos
trabajos fueron olvidados por un largo periodo, hasta que Mandelbrot los usa para
continuar con sus estudios sobre los objetos fractales. El conjunto de Mandelbrot es,
quizas, el objeto fractal mas impresionante de la matematica moderna. Por esta razon,
para entender los conjuntos de Julia, se utiliza este maravilloso objeto fractal, cuya

observacion detenida nos impele a pensar que el universo es algo pequeno.

1.2. Objetivos y desarrollo

El objetivo de la presente tesis es mostrar la construccién sencilla e intuitiva de
objetos fractales y su relacion con los conjuntos de Julia de tres clases de funciones
complejas meromorfas. Estas familias de funciones son: familia de funciones racionales,
familia de funciones trascendentes enteras y familia de funciones trascendentes

meromorfas, denotadas por R, £ y M, respectivamente.

El tema se desarrolla con fines didacticos de la siguiente forma: En el capitulo dos,
Preliminares, se describen las caracteristicas de objeto fractal, se desarrollan ejemplos
de fractales en diferentes areas de la ciencia, el arte y la naturaleza. Ademads, se
describe una definicién intutiva de dimensién fractal (conteo de cajas). En el capitulo
tres se dan algunas definiciones y resultados importantes de la variable compleja. En

el capitulo cuatro se enuncian las definiciones de equicontinuidad, familia normal y
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1. Introduccion

teoremas de Montel y Arzela-Ascoli. El capitulo cinco trata sobre el concepto de
iteracion, clasificacién de puntos fijos, la idea basica de la teoria. Posteriormente, en el
capitulo seis, se definen los conjuntos de Julia y de Fatou; ademas, se enuncian algunas
propiedades de estos conjuntos; también se definen las componentes de Fatou. La tesis
culmina en el capitulo siete, con ejemplos de fractales de cada una de estas familias de

funciones meromorfas.




Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo esté dedicado a mostrar de forma sencilla e intuitiva las caracteristicas
de un objeto fractal. La iteracién es el elemento esencial para la construccién de nuestros
objetos fractales. Iniciamos con el tamiz de Apolonio, resuelto por René Descartes con
un hermosa relacion entre las curvaturas de circulos tangentes entre si. Después, con
el método de Newton, quizas el método de iteracién méas antiguo e importante que se
conoce. Posteriormente, se muestran otras formas importantes de la iteracién, como

las obras de M.C Escher y el método por sustitucion.

Por medio de la aplicacién de reglas simples, se muestra la construccion de objetos
fractales y se abordan algunos ejemplos clasicos de los denominados “monstruos
matematicos”, que nos ayudaran a proponer una definicién de objeto fractal. Después,
se menciona la presencia de objetos fractales en diferentes areas de la ciencia, el arte y

la naturaleza.

Para finalizar, se define la dimensién fractal (conteo de cajas) y se dan ejemplos.



2. Preliminares

2.1. Iteracion

Al buscar en cualquier diccionario la palabra iteracion, se encuentra que es un
vocablo que proviene del latin iteratio, que describe el acto y consecuencia de iterar,
un verbo que tiene como sinénimos: reiterar o repetir. El término suele utilizarse para

dar nombre al acto de reiterar varias veces determinados pasos.

A continuaciéon, se muestran varios ejemplos de iteracion que han trascendido a lo

largo de la historia de las matemaéticas.

Ejemplo 2.1 Tamiz de Apolonio. Apolonio de Perga (262-190 a.c.) es conocido
como “El gran Geométra”. El trabajo de Apolonio se perdié, pero se sabe de su

existencia gracias a las referencias que hace Pappus en sus estudios, véase [34].

Se tiene que la curvatura de un circulo es igual al inverso de su radio, que es positiva
cuando de trata de la curvatura exterior o negativa cuando se trata de la curvatura
interior, como se muestra en la Figura 2.1} Nétese que cuanto més grande es el circulo,

su curvatura externa serd mas pequena y viceversa.

+1/r

e

Figura 2.1: Curvatura de un circulo

Ahora bien, témese el circulo unitario, se trazan dos circulos tangentes interiores

en el circulo inicial, por lo que estos circulos tendran radio % Obsérvese la Figura .
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Figura 2.2: Circulos tangentes interiormente al circulo unitario

La construccién de este objeto se obtuvo en 1619, por el matemaético y filésofo
René Descartes; se obtiene una hermosa relacién entre las curvaturas de cuatro circulos

tangentes entre si.

Teorema 2.1. Teorema de Descartes. Sean a, b,c y d las curvaturas de cuatro

circulos tangentes entre si. Entonces se cumple la relacion:

(a+b+c+d)?=2a*+b++d). (2.1)

Despejando, se tiene d = a + b + ¢ + 24/(ab) + (bc) + (ad), es decir, dados tres
circulos tangentes entre si, se puede encontrar la curvatura del cuarto circulo, por lo

que se obtiene el radio del siguiente circulo de la construccion. Por simplicidad, témese

el circulo unitario, entonces su curvatura es %, pero al ser tangente internamente, de

acuerdo al teorema de Descartes, su curvatura es —% = —1. Luego los dos circulos

interiores poseen un radio de %, y éstos, al ser tangentes extreriormente, tienen una

curvatura positiva, asi, su curvatura es 2.

En efecto, sean a = —1, b = 2 y ¢ = 2. Aplicando el teorema, se tiene que:

d=a+b+c=+2y/(ab) + (bc) + (ad)
d=(-1)+2+2+ 2\/(—1)(2) +(2)(2) + (=1)(2)
d =3+ 20,
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por lo que d = 3. Asi, r = %, que es el radio del siguiente circulo tangente. El siguiente

serd de # (circulo azul). Obsérvese la Figura .

Figura 2.3: Ejemplo de tamiz de Apolonio

Aplicando el proceso infinitamente se obtienen los siguientes ejemplos de tamiz de

Apolonio. Obsérvese la Figura [2.4]

Figura 2.4: Ejemplos de tamiz de Apolonio

Ejemplo 2.2 Método de Newton. Isaac Newton (1643-1727) fue un fisico,
filésofo, tedlogo, inventor, alquimista y matemédtico inglés. En 1669, trabajé en la
ecuacién 2 — 22 — 5 = 0, donde buscaba raices reales por medio de aproximaciones,
véase [I1] . Empezé con la aproximacién zp = 2 a una raiz real p, Newton escribié

r = 2+ p, que le permiti6é obtener la ecuacién polindmica:

PP+ 6p* 4+ 10p—1 =0,
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2. Preliminares

asi, p = %. Después introdujo el término p = %o + q, y obtuvo la siguiente ecuacion
polinémica:

¢* + 6,3¢* + 11,23¢ + 0,061 = 0.
Nuevamente, se obtiene el valor ¢ = —0,0054, que es el siguiente valor préximo a la
raiz. Obsérvese que la relacién 10p —1 =0 y 11,23¢+ 0,061 = 0 dada anteriormente

corresponde a lo siguiente:

pP=71—To= ~ /(o)
(o)
y también
g =Ty —T1 = _f(xl).
f'(x1)

En 1690, Joseph Raphson (1648-1715) culminé el cdlculo de polinomios sucesivos,

usando la derivada. Asi, el proceso iterativo de Newton-Rapson es:

f(@n) (2.2)

n

La representacion geométrica de este método es la siguiente. Témese un valor inicial

x,; se calcula la recta tangente en el punto f(z,), la cual interseca el eje real en un
punto x,.1, al prolongarse dicha recta. Se realiza el mismo procedimiento en el punto
ZTni1- Obsérvese la Figura [2.5]

A

Figura 2.5: Método de Newton forma geométrica

Por el método de las secantes se tiene que, por un lado, 6,1 es igual a % Por

otro lado, es igual a la derivada de f en x,. Asi, se obtiene la ecuaciéon de una forma

mas sencilla.
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Mano dibujando (1958) Reptiles (1943)
Figura 2.6: Obras de M.C Escher

Ejemplo 2.3 Obras de M.C. Escher. Maurits Cornelis Escher, mejor conocido
como M.C Escher (1898-1972), es un ejemplo interesante, ya que él no era matematico
sino un artista, de origen neerlandés. De hecho, es uno de los artistas mas conocidos
en el mundo, como se puede apreciar en los miles de sitios web. En su obra Mano
dibujando, se observa la mano dibujandose a si misma, y en Reptiles, se observa a los
reptiles escapar del espacio bidimensional y moverse al espacio tridimensional, luego,

dar vuelta y regresar al plano bidimensional. Obsérvese la Figura [2.6

En su trabajo se puede apreciar el uso impresionante que da a la iteracién, donde
logra plasmar la idea de infinito, como en Angeles y demonios, también denomidado
Limate circular IV y en Vineta de peces, donde Escher logra plasmar la idea de infinito.

Obsérvese la Figura [2.7]
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Limite circular 1V (1960) Vineta de peces (1956)
Figura 2.7: Obras de M.C Escher

Ejemplo 2.4 Por sustitucién. Sea f(x) = x + 5 y se propone un valor inicial

x = 2, ahora se procede a iterar la funcion de la siguiente forma:

1. f(2) =2+5 =7, aesto lo denominamos primera iteracion. Después, se vuelve a

evaluar la funcién en este valor.

2. f(7) =7+ 5 =12 es la segunda iteracién, después volvemos a evaluar en 12;

3. f(12) =12+ 5 = 17 es la tercera iteracion

y asi sucesivamente.

Las imégenes de las Figuras y fueron tomadas del sitio web:
http:/ /www.mcescher.com.
2.2. Iteracién a partir de reglas simples

En esta seccion se muestran ejemplos de como construir objetos interesantes a partir

de reglas de iteracion.

11
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Ejemplo 2.5 Iteracion-arbol. Regla: tomese una recta vertical, luego divida esta
recta a la mitad y las rectas resultantes coléquelas en la parte superior, donde el angulo
entre estas dos rectas sea de 45 grados. Luego, aplique el proceso iterativo de esta regla.

Obsérvese la Figura [2.8]

Yy

Figura 2.8: Iteracién-arbol

Aplicando esta idea en una computadora, se obtienen objetos como en la Figura

2.9

Figura 2.9: Iteracién-arbol en la computadora

12
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Ejemplo 2.6 Iteracion-arbol de Pitagoras. Regla: témese un cuadrado y
dibtjese, sobre su lado superior un triangulo rectangulo; después, sobre cada uno de
los catetos del triangulo, dibuje nuevamente un cuadrado. Aplique el proceso iterativo.

Obsérvese la Figura [2.10}

. & A5

Figura 2.10: Iteracién-arbol de Pitagoras

Nuevamente, variando un poco la regla y agregando colores, se obtiene el objeto de

la Figura [2.11}

Figura 2.11: En la computadora

13



2. Preliminares

2.3. Museo de arte matematico

A continuacién se muestran ejemplos cldsicos de iteracién en las matemaéticas,
también conocidos en su momento como “monstruos matematicos”; sin embargo, se
desarrollan por reglas sumamente simples. Para un mayor andlisis de éstos, se puede

consultar [13], [32] y [33].

Ejemplo 2.9 Curva de Koch. Sea un triangulo equilatero, cuyos lados tienen
longitud 1. Divida cada lado en tres partes iguales y quite el segmento medio. Ahora,
agregue dos segmentos del mismo tamano formando un tridngulo equilatero y quite

la base como muestra la Figura Ahora bien, esta nueva figura tiene 12 lados de

1

5, en la segunda iteracion, se procede de la misma manera en cada lado de

longitud
la figura. Si realiza este procedimiento a cada uno de los lados una infinidad de veces,

obtiene la curva de koch.

Figura 2.12: Conjunto de Niels Fabian Helge Von Koch

Observacién 2.1 La curva de Koch tiene la propiedad de tener perimétro infinito,
es decir, se obtiene una curva con longitud infinita contenida en un espacio finito; de

hecho, el area de la curva de Koch, es 1,6 porciento mayor que el tridngulo original.

En efecto, sean Ny, N1, Na, ... el nimero de lados, que se determinan de la siguiente

14
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forma:
N():?)
Ny =4-3=12

No=4-12=42.3 =48
Ny =4-48 =43.3 =192
Ny=4-192=14*.3 =768

Ny =4- N, =4%.3.

Los lados aumentan en cada iteracion. Ahora bien, sea [ la longitud de uno de
los lados del perimetro del triangulo en la k-ésima iteracién. Nétese que al iniciar,
el tridngulo tiene longitud 1; en la primera iteracién tiene longitud %; después de la

segunda iteracion, se obtiene que cada lado tiene longitud 3%; en la tercera iteracion,

se tiene que cada lado tiene longitud 3%, etcétera. Asi, en la k-ésima iteracién se tiene

1

que l, = 5.

Por 1ltimo, sea py el perimetro de la figura en la k-ésima iteracion. Se obtiene que

1 4\*
pk:Nk‘lk:<4k'3)'¥:<_> . 3.

Asi, pr — 00, cuando k — oo.

Ejemplo 2.10 Conjunto de Cantor. Sea el intervalo cerrado [1,0]; dividalo en
3 subintervalos de igual longitud, [0,1/3],(1/3,2/3), [2/3,1] y quite el segmento de la
mitad, es decir, quite el intervalo (1/3,2/3) (como en la curva de Koch). El conjunto
queda determinado por los intervalos [0,1/3] y [2/3,1]. Ahora bien, cada uno de estos
intervalos dividalos nuevamente en tres partes iguales, y nuevamente quite la longitud
de la mitad de cada intervalo. Si realiza este procedimiento una infinidad de veces,

obtene el conjunto de Cantor, como se muestra en la Figura [2.13]

15
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Figura 2.13: Conjunto de Cantor

Ejemplo 2.11 Tridngulo de Sierpinski. Sea un triangulo equilatero de lado
unitario. Tome los puntos medios de cada lado y construya a partir de ellos un triangulo

equildtero invertido de lado 1 5 v quitelo. Ahora repetita el proceso con cada uno de los

tres triangulos de lado % que quedan. Asi que quite nuevamenete, pero ahora, tres

triangulos invertidos de lado %. Si realiza este procedimiento una infinidad de veces,

obtiene el triangulo de Sierpinski. Obsérvese la Figura [2.14

JAN
AVA AVA AVXVA

AN
vvu N
AVXVA ANNN AVA AVA AVA AVA

Figura 2.14: Trangulo de Sierpinski

Observacién 2.2 El importante fisico y radioastrénomo Nathan Cohen muestra

como los objetos fractales han sido de gran ayuda en las comunicaciones inalambricas

16
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y ¢cémo los objetos fractales han solucionado problemas electronicos en los tltimos 25
anos, véase [22], donde se muestra que la tnica forma de obtener mayor senal es que
la antena tenga la estructura de un objeto como el tridangulo de Sierpinski. Obsérvese

la Figura [2.15]

Figura 2.15: Antenas fractales

Ejemplo 2.12 Curva de Hilbert. Supéngase un cuadrado de lado unitario.
Dividalo en cuatro partes iguales y una los centros de los cuatro cuadrados. Vuelva
a dividir cada cuadrado en cuatro cuadrados idénticos, y una de nuevo los centros
de todos los cuadrados mediante una sola curva, como se muestra en la Figura [2.16]
Obsérvese como la curva serpentea comenzando en el cuadrado superior izquierdo y
acabando en el cuadrado superior derecho. En la figura se alcanza hasta la tercera

iteracion. Si realiza este procedimiento una infinidad de veces, obtiene la curva de

Hilbert.

17
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Figura 2.16: Curva de Hilbert

Observacién 2.3 La curva de Hilbert tiene la propiedad de ser una curva continua

que cubre todo el plano.

La imagen fue tomada de [22].

2.4. Fractales en todas partes

Los objetos fractales fueron desarrollados e impulsados por el matematico polaco,
nacionalizado francés y estadounidense, Benoit Mandelbrot, que en 1975 publicé su
ensayo titulado: Los objetos fractales: forma, azar y dimension. El concepto de fractal
es un término acunado por este matemdtico a partir del adjetivo en latin fractus.
El verbo correspondiente es frangere que significa “romper en pedazos”. Ademas de
"fragmentado”, fractus significa también “irregular”, coincidiendo ambos términos en
“fragmentado”. El término es adecuado, ya que es favorable en la traducciéon a inglés o
francés. Sin embargo, los matematicos de aquella época no consideraban que esto fuera
realmente matemaéticas, sino sélo una imagen creada por una computadora. Asi que,
en respuesta, Mandelbrot (en 1977) publicé un segundo libro, llamado: La geometria

fractal de la naturaleza, véase [26], donde definitivamente queda claro que los objetos
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fractales son una nueva forma de describir el mundo que nos rodea.

Como bien dice F. J, Dyson: “Fractal es una palabra acunada por Mandelbrot para
reunir bajo un solo nombre una gran familia de objetos que han tenidol[...] un papel
histéricol...] en el desarrollo de la matemdtica pura. Una gran revolucién en las ideas
separa la matematica clasica del siglo XIX de la matemaética moderna del siglo XX.
La matematica clasica esta enraizada en las estructuras regulares de la geometria de

Euclides y en la evolucién continua de la dindmica de Newton” [26].

A pesar del uso de la palabra fractal, los objetos fractales carecen de una definicién
formal, ya que este tema es multidisciplinarario, por lo que se define dependiendo del
area en la que se esté trabajando. A continuacién se propone la siguiente definicion de

objeto fractal:

Definicién 2.1. Un objeto se dice que es un objeto fractal si tiene, al menos, una de

las siguientes propiedades.

1. Es autosimilar;
2. La geometria cldsica no puede representarlo;
3. Es un objeto con longitud o complejidad infinita;

4. Tiene dimension de Hausdorff-Besicovich (véase seccion 6.1) mayor a su

dimension topologica.

El problema de los objetos euclidianos se debe a que pierden su estructura al ser
ampliados; un arco de circunferencia, al ampliar la figura, se va transformando en una
recta; la superficie de una esfera, se va haciendo cada vez mas plana. Esto no sucede
con los objetos fractales, es decir, no cambia su estructura sin importar qué tan lejos
o cerca se esté observando. La totalidad del objeto fractal es igual a cualquiera de sus
partes y éstas, a su vez, iguales a otras partes més pequenas; es decir, el objeto fractal

es autosimilar. Obsérvese la Figura [2.17]
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(a) Romanesco (b) Helecho (¢) Brécoli

Figura 2.17: Ejemplos de fractales autosimilares

Otros ejemplos de objetos fractales en la naturaleza, autosimilares, se observan en

la Figura [2.1§

Figura 2.18: Fractales en la naturaleza

Como se puede observar en los ejemplos, la naturaleza tiene una estructura fractal.
Muchas estructuras bioldgicas son tan irregulares que no se pueden modelar por los
objetos Euclidianos. Esto es, el circulo, rectangulo, cuadrado, tridngulo, etcétera,
no son adecuados para respresentarlos. Esto se debe a la estructura ramificada de
muchas partes dentro de la biologia, como vasos sanguineos, pulmones, corazon, sistema

circulatorio, incluso, en los huesos.

Otro ejemplo importante es el del pintor japonés Katsushika Hokusai (1760-1849),
donde se observan repeticiones en la espuma de la ola para crear esa perspectiva de la

realidad. Obsérvese la Figura [2.19]
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Figura 2.19: La gran ola

Las imégenes en las figuras [2.17], .18 y 2.19] fueron tomadas de los siguientes sitios

web.
http://pijamasurf.com/2010/09/top-11-patrones-fractales-en-la-naturaleza/.
http://pijamasurf.com/2010/09/top-11-patrones-fractales-en-la-naturaleza/.

https://commons.wikimedia.oryg.

2.5. Dimension de Hausdorff

Los objetos fractales poseen propiedades interesantes, ademas de la autosimilitud.
De acuerdo a las observaciones anteriores, la curva de Koch tiene perimetro infinito, o la
curva de Hilbert, que llena todo el plano, cumplen con la propiedad de ser autosimilares;
sin embargo, estas propiedades hacen complicado clasificarlos. Por ello, el matematico
Felix Hausdorff (1868-1942) mostr6 una forma de lograrlo, esto es, por medio de su
Dimension Fractal.

Por ejemplo, uno puede preguntarse: ;Cuanto mide la costa de Gran Bretana?
Un articulo publicado por Benoit Mandelbrot nos muestra la idea siguiente, véase

[28]. Al medir la costa, se realiza con una regla de cierta longitud; posteriormente, se
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realiza la misma medicién, pero con una regla de menor longitud; por tltimo, se realiza

nuevamente la medicién con una regla aun mas pequena. Obsérvese la Figura

Figura 2.20: Costa de gran Bretana

Obsérvese que cuanto menor es la escala de medicién, mayor es su longitud. Esto
hace complicado medir con precision la longitud de esta costa. Mandelbrot se dio cuenta
que esta costa tiene caracteristicas de un objeto fractal, por lo que midi6 algo mas, su

rugosidad. Para ello se debe replantear el concepto de dimensién.

En matematica se acostumbra a trabajar con las siguientes dimensiones:

1. Dimensién 1 — La linea recta;
2. Dimension 2 — El plano;

3. Dimension 3 — El espacio.

Sea L una recta, se divide en 3 partes iguales de longitud [, por lo que, % =3y

N = 3 que es el nimero de partes, asi (3)Pf = 3 y por tanto Dy = 1. Obsérvese la

Figura 2.21]
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Figura 2.21: Segmento de recta

Ahora, témese un cuadrado dividido en 4 partes, por lo que uno de sus lados tiene
longitud L y cada una de sus partes tiene longitud [, asi % = 2,y N = 4, entonces

(2)Pr =4 y por tanto D; = 2. Obsérvese la Figura [2.22]

Figura 2.22: Cuadrado dividido

Ahora, se realiza el mismo procedimiento, pero con un cubo, asi que este cubo
estard dividido en 9 partes. Se sabe que la longitud de un lado es L y la longitud de

cada una de sus partes es [, entonces % =3y N = 27, entonces (3)P/ = 27 y por tanto

Dy = 3. Obsérvese la Figura [2.23]
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o
€< // 2z
//
//

Figura 2.23: Cubo dividido

Por tanto, para los fractales se define la dimensiéon de Hausdorff-Besicovich como:

(4" - o

In(N)

ln(%)

despejando, nos queda que Dy = ( ), que es la dimension deseada, véase [26],
[30], [21] y, principalmente, [38].
Asi, podemos obtener la dimension de los fractales mencionados en la seccion

anterior.

El conjunto de Cantor:

D, = = 0,6309.
Y E)
La curva de Koch:
In(4)
D, = = 1,26185
T3
El triangulo de Sierpinski:
In(3)
Dy = = 1,58496
T @)
La curva de Hilbert:
In(9)
Dy=—==2
NE)

Obsérvese que la dimension de Hausdorff en todos los ejemplos no es un nimero
entero, excepto el cubo de Hilbert; esto sugiere que no todo objeto fractal tiene

dimensién fraccional, pero si la mayoria de ellos.
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La imagen
en la Figura fue tomada del sitio web: http://pijamasurf.com/2010/09/top-11-

patrones-fractales-en-la-naturaleza/
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Capitulo 3

Variable compleja

Este capitulo esta dedicado a la presentacion del conjunto de los niimeros complejos,
sus propiedades y su representacion grafica, ademas de su extensién, anadiendo el
punto al infinito y su relacién con la esfera de Riemann por medio de la proyeccion
estereogrdfica. Posteriormente, se enuncia la definicién de espacio métrico, el cual sera
la forma en la que se trabajara en los capitulos siguientes. Se enuncian las definiciones
de funciones de variable compleja, funciones continuas, funciones analiticas, funciones
holomorfas y la relacién de estas dos ultimas. Finalmente, se enuncia la definicion
de singularidad y su clasificacion, que seran sumamente importantes para desarrollos

posteriores. Véase [1], [8], y [9] como referencias a este capitulo.

Las gréaficas presentadas en el capitulo se realizaron con el software libre de

Geogebra.

3.1. Numeros complejos

Los nimeros complejos nacen, realmente, a partir de la imposibilidad de solucionar
una ecuacién cubica en el conjunto de los nimeros reales, véase [29]. Pero ahora, como

en la mayoria de los textos de niimeros complejos, resulta més sencillo expresarlo como
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una ecuacién cuadratica, es decir, 22 + 1 = 0 . Asi, se “agranda” o se extiende el
conjunto de los nimeros reales, definiendo el conjunto de los niimeros complejos de la

siguiente forma.

Definicién 3.1. Sea C un conjunto distinto del vacio. Este conjunto se llama Conjunto

de los numeros complejos y se define como:
C:={z=a+ibla,b€R donde i*=—1}.

En este conjunto se definen dos operaciones, suma y producto de la siguiente forma.

Sean z1,z9 € C, donde z1 = a1 + by y 2o =ag+1iby, entonces

1. Suma 21+ 29 = (a1 + ’Lbl) + (a2 + Zbg) = (a1 + CLQ) + Z(bl + bg)
2. Producto z1-z5 = (a1 + ib1)- (ag + iby) = (ajas — bibs) + i(aiby + asby).

Cada elemento de este conjunto se llama nimero complejo y es de la forma a + ib.
La primera componente, a, se llama parte real; la segunda componente, b, se llama
parte imaginaria. Se denotan por Re(z) = a y Im(z) = b, respectivamente. Obsérvese
que si a = 0 y b # 0, entonces el nimero complejo toma la forma ib y se denomina
numero imaginario puro. Si a # 0y b = 0, entonces el niimero complejo toma la forma
a, que es un numero real; el cual es un caso particular de los niimeros complejos; por
lo que R C C. Ademés, se realizan operaciones con ¢ como cualquier otra literal, donde
se reemplaza al final las potencias de i de la siguiente forma: i? = —1, i3 = 2. § = —i,
it = (1?)? = (=1)? = 1, 4® = i* - i = i, etcétera. También, se dice que dos nimeros
complejos a + b y ¢ + id son iguales si y s6lo si a = ¢y b = d. De esto se obtiene que
a+1tb=0si,ysolosi,a=0yb=0.

Al igual que en los nimeros reales, los niimeros complejos son un campo; esto es,

C satisface las propiedades de campo.

Si 21,29 y 23 € C, entonces:

1. Ley de cerradura 21 + 20 € C 'y z1-20 € C
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2. Ley conmutativa 2z 4+ 20 = 29 + 21,  21- 29 = 29 21.
3. Ley asociativa (21 + 29) + 23 = 21 + (22 + 23),  (21-22)- 23 = 21- (29- 23).
4. Ley distributiva z1- (29 + 23) = 21+ 20 + 21- 23.

5. Existen 0 +1¢0 y 1 + 0 € C tales que para cada nimero complejo z se tiene:
(04+i0)+z=2zy (1+0i)-z==2 ((0+10) se llama neutro aditivo y (1 + i0)

se llama neutro multiplicativo).

6. Existen x1,z2 € C tales que para cada niimero complejo z se tiene: z+x; = 0410

y z-x9 = 1410, con z # 0.

Observacién 3.1 El cociente de dos niimeros complejos es un nimero complejo.

En efecto, sea x + iy = zi;‘s, siempre que ¢+ id # 0, a +ib = (¢ +id) - (z + iy).

Ahora bien, multiplicando y por lo que se mencioné de la igualdad de dos niimeros
complejos, se obtienen la siguientes ecuaciones:

a=cxr—dy y b=dr+cy. (3.1)

Por regla de Cramer se tiene que,

a —d c a

. b ¢ :ac—l—bd v = d b :bc—ad7
¢ —d c? + d? e —d 2+ d?
d c d c

por lo tanto:
a+1ib ac+bd+,bc—ad
= ) )
c+id 2+ d? c? + d?

Una manera mas sencilla de obtener el resultado es, simplemente, multiplicando el

numerador y el denominador por el conjugado del denominador, es decir,

a+ib  a+ib c—id  (ac+ bd) +i(bc — ad)
c+id c+id c—id 4 d?

, c+1id#0.
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3+4i
1434
B4di _ 344i 1=8i _ (14+49)(1-30) _ (1+12)+i(4=3) _ 183+ _ 18 4 ;1
1437~ 1437 1-3i 12432 - 10 10 T 10 10"

Ejemplo 3.1 Representar de la forma z + 7y.

344i 13 | .1
Por tanto, 53 = 10 T i15
Ahora, se enuncia la definicion de un nimero interesante en este conjunto, y que

sera de gran ayuda para operaciones algebraicas posteriores.

Definicién 3.2. Sea z € C, con z = a +ib, se define el numero conjugado de z como

Z =a —1b.

Observaciéon 3.2 z € C es un nimero real si y sélo si z = Z.

En efecto, supéngase que z es un nimero real. Sea z = a + b, entonces b = 0, es
decir, z = a 4+ 0. Ademas, 0 = —0; asi, z = a — i0 = Z, por lo tanto, z = Z.

Inversamente, sea z = Z, entonces a + ib = a — ib; asi, b = —b, y el inico nimero
real con esta propiedad es el 0. Por lo tanto, z = a + 0, es decir, z es un nimero real.

Observacion 3.3 Se satisface que (a + ib)(a — ib) = a* + b* = |a + ib|*.

3.2. Representacion geométrica de los numeros
complejos

En la presente seccion se muestra otra de las propiedades més importantes de los
nimeros complejos: la forma en la que se visualizara este conjunto de ahora en adelante.
Sea z € C un numero complejo cualquiera y se escribe como z = a +1b, donde a,b € R,
a se ubica en el eje z llamado eje real, y b se ubica en el eje y, llamado eje imaginario.
Por tanto, cada nimero complejo z se puede escribir como (a,b) = a + ib, es decir,

como coordenadas en el plano complejo. Obsérvese la Figura (3.1}
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b — - - — — — —

Re(z)

Vg — — — — —

z-plano

Figura 3.1: Plano complejo

Esta representacion de los nimeros complejos se llama: Representacion rectangular.

La suma de nimeros complejos se realiza por la ley del paralelogramo, es decir, se
o / - o%

traza el vector OA, que corresponde al niimero complejo z; se traza el vector OB, que

corresponde al nimero complejo w. La diagonal OC' es la correspondiente suma de

estos dos nimeros complejos. Obsérvese la Figura

Im(z)

Re(z)

z-plano

Figura 3.2: Suma de ntimeros complejos

Obsérvese que en el nimero conjugado sélo se cambia el signo de la parte imaginaria.
En su representacién grafica, simplemente se coloca por debajo del eje real. Obsérvese

la Figura [3.3]
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Re(z)

z-plano

Figura 3.3: Representacion grafica de un nimero complejo conjugado

El producto y el cociente de dos numeros complejos puede realizarse en su
representacion rectangular por medio de construcciones geométricas especiales. Sin
embargo, se puede realizar de una forma mas sencilla, por ello, se propone la siguiente

definicién.

Definicién 3.3. (Representacion polar). Sea z = (a,b) # (0,0); se expresa a y b en su

representacion polar de la siguiente forma:

1. a =rcosf, b=rsend.

2. r=+/a? 4+ b2

3. tanf = %

La longitud r, que representa la distancia de (a,b) al origen, se llama mddulo o
valor absoluto del nimero complejo z, también se escribe como r = |a + ib|. Obsérvese
la Figura

El dngulo 6 es un argumento de a+ib, determinado salvo multiplos de 27. Se denota
por Arg(z). Asi, todo nimero complejo queda determinado en su forma polar como

z = r(cosf + isenf), con 0 < 6 < 2.
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z=(r,0)

Re(z)

z-plano

Figura 3.4: Representacion polar

Ahora bien, el producto y el cociente de nimeros complejos en su representacion

polar se hace de la siguiente forma:
Producto. [ri(cost, +isendy)|[ra(cosfs +isenbs)| = rira(cos(0y +0s) +isen(6, +

0s)).

Cociente. % = L(cos(bh — b2) +isen(6y — 02)).

Im(z)

0Ha S

Figura 3.5: Representacion grafica de la multiplicacion de dos ntimeros complejos
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Observacién 3.4 Los numeros complejos satisfacen las siguientes propiedades:

l.lat+bl=a+b y Ja-bj=a-b.

2. |

El

Sl
=i

3. Las coordenadas cartesianas (a, b) de un punto del plano se expresan en términos

de z y Z de la siguiente forma:

a:%(z—i—z) v b= (2% (3.2)

6. |z +w| < |z + |w]|.
7. 2P =2-%Z.

A continuacién, se define el médulo de |z —w/|, que representa la distancia entre dos
nimeros complejos en el plano. Ademas, esta definicién se generalizard en la seccion

de espacio métrico de los niimeros complejos. Obsérvese la Figura (3.6

Im(z)’

[z-w|

Re(2)

Figura 3.6: Distancia entre dos niimeros complejos

Definicién 3.4. El valor real d(z —w) = |z —w|, se llama distancia entre dos nimeros

complejos z y w.
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Para finalizar esta seccion, se extiende la definicion de la funcién exponencial, en el

campo de los nimeros complejos, de la siguiente forma:

e = (cosb + isenb). (3.3)

La ecuacién 3.3l se conoce como ecuacion de Euler.

Im(z), .

Semn® Re(z)

Cos6

e”i0=CosO6+iSen6

Figura 3.7: Formula de Euler
Combinando esta definicién y la definicién de un ntimero complejo en su forma
polar, se obtiene la siguiente definicion.

Definicién 3.5. Todo nimero complejo se puede representar como:

3.3. Espacio métrico de los niimeros complejos

Ahora se definen las propiedades de cualquier coleccién de puntos en el plano
complejo o la esfera de Riemann. Para un mayor anélisis de estos conceptos se pueden

consultar [17], [24] y [36].

Definicién 3.6. Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto distinto

del vacio y d es una funcion de X x X a R, llamada métrica o funcion distancia en

34



3. Variable compleja

X, tal que satisface las siguientes condiciones: para cada x, y, z € X.
1. d(z,y) > 0.
2. d(x,y) =0 si, y sdlo si, . =y.
3. d(z,y) =d(y, ).
4. d(x,z) < d(z,y)+d(y,z) (Desigualdad del Tridngulo).

Ahora bien, sean z,w € C. La distancia de z a w es |z — w|. Usando la notacién de

la secciéon anterior, tomando z = a 4+ 1b y w = ¢ + d, la distancia de z a w es:

|z —w| = |(a+ib) — (c+id)| = |(a—c) +i(b—d)| = /(a—c)2+ (b—d)2.
Obsérvese que si X = C y d(z,w) = |z — w|, se tiene que el par (C,d) es un espacio
métrico.

De lo anterior, si z es fijo y € > 0 se definen:
B(z) ={weC | d(zw) <e},

B(z)={weC | d(z,w)<e},

donde B((z) se llama bola abierta con centro en z y radio €, y B.(z) se llama bola

cerrada con centro en z y radio e.

Definicién 3.7. Sea (C,d) un espacio métrico y U C C. Se dice que U es un conjunto
abierto si para cada z € C existe € > 0, tal que B.(z) C U. Se dice que U es un

conjunto cerrado si su complemento es un conjunto abierto.

Las propiedades basicas de los conjuntos abiertos y cerrados son las siguientes:

Sea (C, d) espacio métrico.

1. 0, C son conjuntos abiertos y cerrados.
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2. La unién arbitraria de subconjuntos abiertos de C es abierta.
3. La interseccién finita de subconjuntos abiertos de C es abierta.
4. La unién finita de subconjuntos cerrados de C es cerrado.

5. La interseccién arbitraria de subconjuntos cerrados de C es cerrado.

Obsérvense las diferencias en las uniones arbitrarias o finitas de estos conjuntos,

que se demuestran facilmente, ya que uno es complemento del otro.

Definicién 3.8. Un espacio métrico (C,d) se llama conezo si los inicos subconjuntos
abiertos y cerrados de C son @ y C. St U C C, entonces U es un subconjunto conezxo

de X si el espacio métrico (U, d) es conezo.

Definiciéon 3.9. Un conjunto que es abierto y conexo se llama region o dominio.

3.4. Proyeccién estereografica

En esta seccién se presenta una de las ideas intuitivas mas hermosas de las
matematicas, el concepto de proyeccion estereogrdfica, que es la correspondencia
univoca entre el plano complejo extendido y la esfera de Riemann. Asi, como se ha
extendido el conjunto de los nimeros reales al conjunto de los niimeros complejos,
ahora, se desea extender este conjunto anadiendo un nuevo punto, el punto al infinito
denotado por oo, por lo que el plano extendido se define como: C=cCcu {0} v la
esfera de Riemann como una superficie esférica ¥ C R? de radio arbitrario. Anadiendo

el punto oo se realiza el siguiente convenio: Sean a € C y b € C \ {0}.
l.atoo=00+a=00 b-00=00-b=o00.

2. si a # 0, entonces § = oo.

L =0.

3. si b # oo, entonces
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4. |oo| = +o0

No se pueden realizar las operaciones de oo + oo y 0o - 0 sin quebrantar las leyes de la
aritmética, véase [1].

A continuacion, se presenta la proyeccion estereografica, donde la esfera de Riemann
es la esfera unitaria, es decir, la esfera con centro en el origen y radio uno, véase [I]
y [8]; ademds, se muestra un ejemplo de la esfera de Riemann tangente en el origen,
centro en (0,0,1) y radio 1, véase [10] y [37].

Sea la esfera de Riemann ¥ igual a la esfera unitaria, es decir,
¥ =8§% = {(z1, 19, 73) € R¥|2? + 23 + 22 = 1},

y sea C el plano complejo. El plano complejo corta la esfera de Riemann por el ecuador;
el origen del plano es el centro de la esfera. Ahora bien, sea N = (0,0, 1), es decir, N
es el polo norte de la esfera S%. Se traza una recta desde el polo norte hacia un punto z
en el plano complejo y ésta corta la esfera de Riemann en un tnico punto Z, distinto

de N. Obsérvese la Figura [3.8

N

AN
AN
AN

Figura 3.8: Proyeccién Estereografica con centro en el origen
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Sea [ la recta que pasa desde el polo norte hasta un punto z del plano complejo,
esto es,

[(t) = {N +t(z — N) : t € R}. (3.4)

La recta se desarrolla de la siguiente forma:

={tz+ (1 —t)N : t € R}
= {t(z,y,0) + (1 —)(0,0,1) : t € R)}
={((1 =t)z,(1 —t)y,t): t € R}.

Se puede encontrar las coordenadas de Z, que es la interseccién de la recta [(t) y

la esfera S?. Si es valor ¢ es el que se necesita, entones debe cumplir lo siguiente:

(1—t)22% + (1 —t)*> +1* =1, (3.5)

es decir, (1 —t)?|z]2 +t* =1

1—t2=(1-1)%3z?
(1I=t)(1—t)=(1-1)z
Lt =(1—t)z]* = |2 — t|2]?
t+t]z]2 =12 —1
tL+[2?) =2 -1
|22 -1

b=

por lo tanto,

2_1 2 1— 2 1 — —
= (1 - t)m - :E(l o tI2+1) - I(‘Zl TzP—l—le + ) = Z—gz(lz\g—&-l) - |;|3_—iz-1;
2_1 2+1_ 2 1 = YO~
z2=(1—-t)y=y(l— t=2+1) = x<|Z| |Z|2-L21| =) = z2iz(|z|22+1) = ﬁiffﬁ);
_ 221
T3 = |z|2+1'

La correspondencia 7 : C — S? \ {N} est4 definida por:

z+zZ —i(z—2) |2]2—1
|22+ 17 [2)2+1 " |z]2+1)°

r(5,9,0) = ( (3.6)
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3. Variable compleja

Por otro lado, si el punto Z es dado y estableciendo t = x3; [(t) es la ecuacién de

la recta que parte del polo norte hacia el punto Z, es decir,

I(t)={N+t(Z—-N):teR}, (3.7)

la recta se desarrolla como sigue:

{tZ+ (1 —t)N :t € R}
= {(tzy, tay, trs) + (0,0, (1 — 1)) : t € R}
= {(tz1, tag, tas + (1 — 1)) : t € R}

Si los puntos estéan en la esfera, se encuentra el valor de ¢, es decir,

t$3+(1—t)20
1:t—tl’3:t(1—l’3)

por lo tanto,

J— — T _ _ €T
x—txl—ﬁ y y—t:cg—lfig.

La correspondencia 7 : $? \ {N} — C est4 definida por:

X1 X2

,0). (3.8)

7T<I'1,I2,ZE3) - (1 _$37 1 — 13

Ahora se define la distancia entre puntos en el plano extendido de la siguiente forma:
sean z; y zo puntos en el plano extendido, y sean Z y Z’ los puntos correspondientes
bajo la proyeccién estereografica, éstos son Z = (x1,29,73) y Z' = (y1,%2,y3) en S?,

entonces la distancia euclidiana entre los puntos Z y Z’ esta dada por

d(Z,2") = /(21 — 1) + (22 — 42) + (22 — y3)*

Se denota d(Z,Z") por xo(z1, 22), la distancia cordal entre los puntos z; y 23 de la

siguiente forma.
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3. Variable compleja

2|21 — 22| .
st 21, 29 € C;
\/1_"_‘21'2\/1_’_‘22'2 1, ~2 3
Xo(21,22) = ¢ ——2— stz € C,z9 = 00;
\/1+‘Z1|2
\ 0 ST 2] = Zy = 0Q.

Ejemplo 3.2 Moviendo la esfera, se obtiene la distancia cordal de una forma mas

simple. Sean ¥ = {(z1, z9,z3) € R® : 2} 4+ 23 + (23 — 1)* = 1} la esfera de Riemann y

C el plano complejo.

~
(x,y)

X

Figura 3.9: Proyeccién Estereografica tangente en el origen

Sea

[(t) ={z+t(N —2):t € R}, (3.9)

esto es igual a

{tN+ (1 —-t)z:t e R}
= {t(0,0,1) + (1 — t)(x,y,0) : t € R}
={(z(1 —1t),y(1 —1t),t) : t € R}.

Si estos puntos pertenecen a la esfera, entonces

(=P + (0 =)+~ 5P = 1, (310)

es decir,
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3. Variable compleja

21—+ (1—t)? +#2 —t+1=1
1=tz = —t*+¢
(1—=t)?]z]>=t(1—1¢), cont=#0
(1—1t)|z]* =t

|2]* — [t = ¢

2] =t + ||t
[2[*)E(1 + |2[*)
t = |2
14[z[2"

Substituyendo se tiene que

2 x(1+\Z|2*\Z|2) = p(—1s) =

_ Iz _1
(1 T+ THP

l+\z|2)

|22

14|22 —|2)?
Ty = y(l - t) = y(l - 1+|z|2) = y( -~ ‘1 = + |Z|2) = y(1+lz|2) = 1+?|Jz\2;

= x(l —1)

X .
1+]z]2>

La correspondencia 7 : C — S? \ {N} est4 definida por:

W(x’y’()):( z2+7z —i(z—32) \z|2—1>‘

|22+ 17 [2)2+1 " |2]2+1

(3.11)

Por otro lado, si el punto Z es dado y distinto del polo norte, es decir, distinto de NV,

(t)={N+1t(Z—-N):teR}. (3.12)
Esto es igual a

{tZ4+(1—-t)N :t e R}
= {t(x1,22,23) + (1 = £)(0,0,1) : t € R}
= {(twy, ta2, txg + (1 —t)) : t € R},

Para que [(t) pertenezca a C, debe ocurrir lo siguiente:

tws+ (1 —t) =0, (3.13)

esto es, 1 =t — txs, es decir,
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3. Variable compleja

1= t(l — 333)
_ 1
t= 1—z3’
por lo tanto,
— 1 — T
T =t T—z31 1—x3
— 1 — o
y= tx? 1—z32 1—x3

Asi, la correspondencia 7 : S§? \ {N} — C, est4 definida por:

T1 T . T +ZLE2

0) =

m(xq, 29, 23) = ( (3.14)

1—.1'371—.1'3’ 1—5173'

La distancia entre dos puntos esta definida por:

d(z1,22) = /(21 — y1)? + (22 — 1) + (23 — x3)?
= 2] — 2m1y1 + y§ + 25 — 202y + Y5 + 25 — 2x3ys + U3
=2+ 23+ 25+ + Y2 +ys — 2(T1y1 + 2aye + x3Y3).

1\2

Obsérvese que (73 — 5)? = z3 — 23 + }1, por lo que

B34+ Y1+ ye +ys —2(Ty 2oy +x3ys) + (s — 1 —as+ 1)+ (Ys— T —ys+ 1)
v+ a3+ (w3 = 5)? Hyr v+ (s — 3)° = 2(@ayn + 22w + w3y3) + (13— 5+ s — 7)
=1+ 1+ (w3 — 5 +uys— 1) — 2@ + T2y2 + T3ys)

= 23 + Y3 — 2(x191 + T2y + T3Y3)

_ =P l22?
= T T TP 2(z191 + T2y2 + T3Y3)
_ =P 4z S, Qo £ MRS s M © £ M. lz12 |22 ) =
L[z 7 T422f? 2(14[217)  2(14[z2?) © 2i(1+[z1%)  2i(1+|22[?) © 1+[z[2 14|22
|z1 |2 +|21]2 222+ |22 | +]21 2|21 ? -1 —\ — — 2 2
(W= P) (2P smaP e (2 +7) — (1 + Z)(2 + 2) + 4l

sarmrarmy Clal + 202 Plze® + 20z + 202 Pl - (21 + 7)) + (21 + 7)) (22 + %)

—4|z1 %]z

_ 1
© 2004 [z ) (I +22[?)

(2|z112 4 2|20 — 2120 — 1% — Zize — T2 + 2120 + 2178 — Za%e + F122)

2‘21 — 22’2) = |21~z

VR R
42
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3. Variable compleja

La distancia entre puntos en el plano extendido esta definida de la siguiente forma:

Sean z; y 2o puntos en el plano extendido, y sean Z y Z’ los puntos correspondientes
bajo la proyeccién estereografica, estos puntos son Z = (x1,z2,23) v Z' = (Y1, Y2, Y3)

en S?, entonces la distancia Euclidiana entre los puntos Z y Z’ estd dada por

d(z,2) = /(z1— 11)? + (22 — 12)% + (22 — y3)*.

Ahora bien, se denota d(Z,Z") por x(z1,22), la distancia cordal de la siguiente

forma.

z1—Z2 .
|21 -2 si 21,29 € C;

V121214222

X(z1, 22) = — si z1 € C,z9 = 0;

A/ 1]z

o

STz = Z9 = OQ.
3.5. Funcién de variable compleja

Las funciones en variable compleja estan dadas por U C C, donde U es un dominio,
y para cada z € U se asigna un unico nimero complejo w = f(z). El conjunto imagen
de U por f es el subconjunto de C, f(U) = {w : w = f(z),z € U}. La funcién f se
escribe como f(z) = u(z,y) + iv(z,y), donde u(x,y) y v(z,y) son funciones en R? con
entradas x,y € R. La primera componente, u(z,y), se llama parte real de la funcién
f(2); la segunda componente, v(z,y), se llama parte imaginaria de la funcién f(z). Se
denotan por Re(f(z)) = u(z,y) y Im(f(z)) = v(z,y), respectivamente. Por lo que,
cada punto del dominio de la funcién en el plano Z, es enviado a un tunico punto del
plano W. A continuacion, se estudian de forma analitica y geométrica, dos ejemplos de
funciones en variable compleja.

Ejemplo 3.3 Aplicacién cuadratica. Sea w = 22, donde w = u+ivy z = z+1iy.
Sustituyendo z en la funcién tenemos: w = (z+iy)? = (z+iy)(x+iy) = (x?—y?)+2izy,

entonces
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3. Variable compleja

U(l',y) = $2 - y2
v(z,y) = 22y

Es decir, u(z,y) = 2% — y* es la parte real de la funcién, mientras que v(z,y) = 2xy

es la parte imaginaria de la funcion.

Ahora bien, témese la linea vertical x = ¢, veamos que sucede al aplicar la funcién

a cada punto de esta linea.

u(e,y) = —y?
v(c,y) = 2cy

Despejando y de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera ecuacion tenemos:
y:%:>u:02—%$1ﬂ:402—402u.
Asi, v? = 4c¢* — 4c*u describe una parabola. Si v = 0, entonces
0=4c* —4c*u = u =2,

por lo tanto, la linea = ¢ es enviada a la pardbola con vértice v = c2. En esta

posicion, la parabola abre hacia la izquierda. Obsérvese la Figura [3.10]

Im(z) Im(w)

Re(z) Re(w)

z-plano / w-plano

Figura 3.10: Aplicacién de f(z) = 2? sobre la linea vertical z = ¢
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Ahora, tomemos la linea horizontal y = k y veamos a donde es enviada bajo la

funcién w = 2. Asi, la parte real e imaginaria son:

u(z, k) = 2° — k?
v(x, k) = 2zk

Despejando x en la segunda ecuacion y sustituyendo en la primera tenemos:

u= b k= B =ut k=0 = 4kt + 4k

También, v? = 4k* 4+ 4k*u describe una parébola. si v = 0, entonces

0= 4k* + 4k%u = u = — 36 — 2

por lo tanto, la linea y = k es enviada a la pardbola con vértice en —k?. En esta

posicién, la parabola abre hacia la derecha. Obsérvese la Figura [3.11
Im(z) £ Im(w) /

Re(z) Re(w)

-k~2

z-plano Nplano

Figura 3.11: Aplicacion de f(z) = 22 sobre la linea horizontal y = k
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Ejemplo 3.4 Aplicacion exponencial. Sea w = e* donde z = z+iy y w = u+1v.
Sustituyendo en la funcién z = x + iy tenemos: e = e = e = e%(cosy + iseny).

Asi

u(z,y) = e“cosy
v(z,y) = e*seny
Es decir, u(x,y) = e“cosy es la parte real de la funcién, mientras que v(z,y) =
e’seny es la parte imaginaria de la funcion.

Tomemos la linea vertical z = ¢ y veamos a donde es enviada bajo w = €*

u(c,y) = e“cosy

v(e,y) = e“seny
Como u y v son funciones que representan un punto en el plano W, son ecuaciones
paramétricas con parametro y, por lo que se obtiene una circunferencia de radio e°.
En efecto, elevando al cuadradado cada elemento de las ecuaciones, despejando y

sumandolas, se obtiene el resultado, es decir,
2 9 ) ,
() =cos’y vy (&) =sen’y= 5+ =1=>u+02= (),

ec ec

por lo tanto, la linea x = ¢ es enviada a un circulo de radio e®. Obsérvese la Figura

0. 12)
Im(z) /f—\ Im(w)
Re(z) K\ Re(w)

w-plano

z-plano

Figura 3.12: Aplicacién de g(z) = e* sobre la linea vertical x = ¢

Ahora, tomemos la linea horizontal y = k. Veamos a donde es enviada bajo w = €.
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3. Variable compleja

u(z, k) = e*cosk

v(x, k) = e"senk
Como u y v son funciones que representan un punto en el plano W, son ecuaciones
paramétricas con parametro x, por lo que se obtiene una recta que pasa por el origen

y tiene pendiente tan(k). Obsérvese la Figura m En efecto, despejando se obtiene el

resultado, es decir,

L= esenk — ) = tan(k) - u.

u e*cosk
Im(z) £ Im(w)
. /\
Kk
Re(z)
Re(w)
z-plano w-plano

Figura 3.13: Aplicacién de g(z) = e® sobre la linea horizontal y = k

Observacién 3.5 Dibujando en el plano z un cuadrado de vértices (a,c), (b, c),
(b,d) y (a,d), como se muestra en la Figura [3.14] se obtiene la correspondencia; dos
circulos de radio e y radio e’; dos rectas que pasan por el origen y tienen pendiente

tan(c) y tan(d).

Definicién 3.10. Un conjunto U se dice invariante hacia adelante bajo la funcion f
si y solo si f(U) = U. Un conjunto U se dice invariante hacia atrds bajo la funcion
f si, y sélo si f[~HU) =U. Un conjunto U es llamado completamente invariante si es

imvariante hacia adelante y hacia atrds.

47
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Im(z) /f?z)\lm(w)

Re(z) e(w)

z-plano \ w-plano

Figura 3.14: Aplicacion de e* sobre una region

Ejemplo 3.5 Para f(z) = 2%, el conjunto {z| |z| <0} es un conjunto totalmente

invariante. El conjunto {z| |z| > 0} también es totalmente invariante.

3.6. Limite y Continuidad

El concepto de limite y continuidad para funciones de variable compleja es similar

a la definicién en R2. Por lo que se acepta la siguiente definicién.

Definicién 3.11. Sea f : U C C — C una funcion de variable compleja y zo punto de
acumulacion de U. Se dice que f tiene un limite L € C cuando z — zy, y se escribe

como:

lim f(2) =1L

Z—r20

st y solo si para cada € > 0 existe 6 > 0 con la propiedad que

|f(z) = L| < e para todos los valores z tal que 0 <|z—2z2| <9 y 20 # 2.

También, se puede escribir como f(z) — L cuando z — 2y y se dice que f(z)

converge a L cuando z converge a zj.
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Im(z) f Im(w)
6 /\
z
0 Re(z) Re(w)
z-plano Ve>0, 36>0 tal que: si 0<|z-zy|<6 = |f(z)-L|<¢ w-plano

Figura 3.15: Representacion de limite en el plano complejo

Los limites de variable compleja satisfacen las propiedades de valores en el plano

R2, es decir,

1. Si el limite existe, entonces éste es 1inico.

2. lim,,,, f(z) = Lsiysolosi lim,,, Ref(z)=ReLylim,,, Imf(z) =ImL.
De igual manera que en los nimero reales, se obtiene el siguiente resultado.
Teorema 3.1. Silim, ., f(z) =L ylim,,,, g(z) = M, entonces

1. lMm, . [f(2) +g(2)] = L+ M.

2. lim, ., [f(2)-g(2)] = L- M.

3. lim, ., <f(z)> = ﬁ siempre que M # 0.

Definicién 3.12. Sean U C C un conjunto abierto y f : U — C una funcion de

variable compleja. Se dice que f es continua en zg € U si y solo si

lim f(z) = f(z0).

Z—20

St f es continua en cada punto zg € U, se dice que f es continua en U.
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3.7. Funciones holomorfas

Definicién 3.13. Sea U C C un conjunto abierto. La funcion f: U — C se dice que

es diferenciable (en el sentido complejo) en zo € U si:

o 1) = £(0)

Z—r20 Z — ZO

existe.

El limite se denota por f'(zy), en algunas ocaciones por g—’;(zo).

De igual manera que en R?, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si f es derivable en 2y € C, entonces f es continua en zj.
2. Si f y g son derivables en zy € C, entonces

a) f+ g es diferenciable en 2o y (f + ¢9)'(20) = f'(20) + ¢'(20)-

b) f-g es diferenciable en zo y (f-9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g'(20).

/
. 1 . . 1) — (L)
¢) si f(z0) #0, o) ©8 diferenciable en z;, entonces (f(Z())) = <(f(20))2>'

3. Regla de la Cadena. Sean f : Uy — Cy g : Uy — C, con f(Uy) C Uy. Si f es

diferenciable en zy y g es diferenciable en f(zg), entonces (g o f) es diferenciable

en 20y (9o f)(z0) =4 (f(20)) f'(20).

Si f: U — C es diferenciable en un punto zy € U, entonces f es continua en z.

En efecto, tomemos el siguiente limite:

i) - 10 = iy P2 |

z—a zZ—20 Z— 29 Z2—20

lim (z — Zo)} = [f"(20)(0)] = 0.
Por tanto, lim,_,,, f(2) = f(20).

Definicién 3.14. Una funcion f : U — C. Se dice que f es holomorfa en U si f es

compleja-diferenciable para cada z € U.
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Teorema 3.2. Sea U un conjunto abierto en C y f : U — C una funcion holomorfa.
Entonces, si f(z) = Re(f(2)) +ilm(f(2)) = u(x,y) +iv(x,y), se satisface que

Gu_ﬁv 8u_ ov

= U = o (3.15)

Las ecuaciones en|3.15 se denominan Ecuaciones de Cauchy Riemann.

La suficiencia se demuestra con el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sean U un conjunto abierto en C y f : U — C. La funcion f(z) =

Ju Ov Ou v

u(z,y) + iv(x,y) es holomorfa en U si las cuatro derivadas parciales 527 020 Oy’ Oy

existen, son continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en cada punto

de U.

3.8. Funciones analiticas

Dada una sucesion de funciones

{fu}y = {f1, fo, f3y. -y fn,...} definidas en un dominio comin U C C, la idea
consiste en sumar todos los elementos de la sucesion de la siguiente forma:
Primera suma S; = fi,
Segunda suma Sy = S1 + fo = f1 + fo,
Tercera suma Ss = Sy + f3 = fi + fo + f3,

n-ésima suma Sy = S, 1+ fn=fi+ fo+ -+ fn.
Este procedimiento continua sin terminar, por lo que se obtiene una nueva sucesion

{Sn}, que representa la suma de los primeros N-términos de la sucesién {f,}.

La sucesién Sy, Ss, ... Sy se denota como: fi + fot+-+f, = > oo [, lamada Serie
de funciones. Lo interesante es saber si esta sucesion converge o no, por lo que se

presenta la siguiente definicion.
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Definicién 3.15. Sea {f,} una sucesion de funciones definida en un dominio comin
U C C. Si {SN}F_y converge en un punto z € U, entonces se dice que la serie
Yoo Ju(2) converge en z y se denota como limy_,o Sy(2) = S(z), donde S(z) es
su suma. En caso contrario, se dice que la serie diverge. Ademds, si {Sn}3F_, converge

para cada z € U, se dice que la serie converge en U.

Teorema 3.4. Dada la seriey .~ | fn, se dice que converge absolutamente siy | | fu]

converge.

Definicién 3.16. Una serie de la forma

ag+ai(z — z) +as(z — 2)* + - = Zan(z — 2p)"

n=0

se llama serie de potencias de z — zg. Donde z , 2y y a, son nimeros complejos fijos.

El siguiente teorema establece condiciones para que una serie de potencias converja.

Teorema 3.5. Sea Y " a,(z — 2)" una serie de potencias. Existe un unico nimero
R > 0 posiblemente +00, llamado radio de convergencia, tal que si |z — zp| < R,
entonces la serie converge y si |z — zo| > R, entonces la serie diverge. Ademds, la

convergencia es uniforme y absoluta en cada disco cerrado A ={z € C: |z — z| < R}.

La demostracién detallada de este teorema se puede consultar en [§].

Definicién 3.17. Sean U una region abierta en C y f : U — C una funcion de variable
compleja, definida en U. Se dice que f es analitica en U si para cada zg € U existe
r > 0, tal que el disco D,(z0) C U y f(20) = > repan(z — 20)" (serie de potencias)

converge en D,(zp).

De aqui, se obtiene el siguiente teorema que relaciona las funciones holomorfas con

las funciones analiticas.

Teorema 3.6. Una funcion f es holomorfa si y solo si f es analitica.

La demostracion se puede consultar en [31].
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3.9. Singularidades y su clasificacion

Las singularidades de una funcién f tienen un valor importante en la dindmica de
las funciones que estudiaremos mas adelante. Para un mayor analisis, el lector puede

consultar cualquier libro de variable compleja.

Definicién 3.18. Sean U C C un conjunto abierto y f : U C C — C una funcion
de variable compleja. Un punto z € U donde la funcion f no es holomorfa se llama

punto singular o singuaridad de f.

Definicién 3.19. Una funcion f tiene una singularidad aislada en zy € U si existe
r >0, tal que f estd definida y es analitica en la bola B,(z9) — {20}, es decir, que la

bola abierta B,(zy) no encierre puntos singulares distintos de z.

Las singularidades aisladas se clasifican de la siguiente forma: Sea 2z, una

singularidad aislada de f: U C C — C, donde U es un conjunto abierto en C.

1. zp es una singularidad removible (o singularidad evitable) de f si

lim f(2)(z = 20) = 0,

Z—rZ20

es decir, lim,_,,, f(z) existe.

2. zp es un polo de orden n de f si podemos encontrar n € Z, , tal que

lim (z — 20)" f(2) # 0

Z—r20

. Sin =1, entonces 2 es llamado polo simple.

3. 2o es una singularidad esencial de f si zp no es removible ni polo.
Ejemplo 3.6

1. fi(z) = % tiene una singularidad removible en z = 0, porque

1fm. o f1(2) = lim._g(z — 0)- 1252 — lfm, o L=z —

23



3. Variable compleja

2. fo(2) = % tiene una singularidad removible en z = 0, porque

lfm, o f2(2) = lim, ,¢(2 — 0)- #22 = 1fm, ,¢sin z = 0.

3. f3(2) = 1(;7‘;5)5 tiene un polo de orden 2 en z = 1, porque

lim, 1 f3(2) = lim, (2 — 1)* % =1—cos(1) #0.

4. fa(z) = z—; tiene un polo doble en z = 0, porque

lim, 0 fi(z) = lim,_ 2% 2—; =e* £0.

1 . . . . . .
5. f(z) = e* tiene una singularidad esencial en z = 0, porque no es removible ni

polo.

A continuacién, se enuncian las siguientes definiciones, de gran importancia para

algunas clases de funciones complejas.

Definicién 3.20. Una funcion f definida y holomorfa en todo el plano complejo C se

llama funcion entera.

Definicién 3.21. Una funcion f definida y holomorfa en C, excepto por polos, se

llama funcion meromorfa.

Definicion 3.22. Sea f: U C C — C y 2o € U. Se dice que es un valor omitido de f
st f(2) # 2o para cada z € U.

Ejemplo 3.7

1. f(z) = €, donde 0 y oo son valores omitidos.

2. f(z) = cosz, donde oo es valor omitido.
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Capitulo 4

Familias normales

Este capitulo esta dedicado al estudio de los conceptos mas importantes de nuestra
teoria, equicontinuidad y familias Normales. Posterioremente, se enuncian los teoremas
mas importantes de dinamica holomorfa: el teorema de Montel y el teorema de Arzela-
Ascoli. Estos resultados nos ayudaran a definir el conjunto de Julia y el conjunto de

Fatou. Para un mayor andlisis en este tema, véase [1, [6] y [S].

Sea f, : U € C — X una sucesion de funciones. Se dice que la sucesion
converge unifomemente a f en U si y sélo si para cada € > 0 existe N € N tal

que |f(z) — fu(2)| <€, sin > N para cada z € U.

4.1. Espacio de funciones continuas C(U, X)

Iniciamos esta seccion recordando la definicién de continuidad: f : U C X — Y
es continua en el punto zy € U si, y sélo si para cada € > 0 existe un o > 0,
tal que para cada zg € U con |z — 29| < 0, entonces d(f(z), f(z0)) < €. Ahora
bien, sea (X,d) un espacio métrico completo, es decir, toda sucesién de Cauchy es
convergente a un elemento de X, véase [19]. Aunque gran parte de lo que se mencionarda

aqui no se necesita la completitud del espacio métrico; sin embargo, muchos de los
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4. Familias normales

resultados interesantes no son verdaderos si (X, d) no se asume que sea un espacio
métrico completo. Véase [§]. Ahora bien, se enuncia la definicién del conjunto donde

se trabajara.

Definicién 4.1. Si U C C es un conjunto abierto y (X,d) es un espacio métrico
completo, entonces denotamos por C(U, X) al conjunto de todas las funciones continuas

deU a X.

4.2. Familia normal

Definicién 4.2. Una familia F C C(U, X) se dice que es normal (o familia normal), si

cada sucesion de funciones {f,}22, C F tiene una subsucesion { f, }5>, que converge

a una funcion f en C(U, X).

Obsérvese que en la definicion no se requiere que el limite de la subsucesion

pertenezca a la familia F.

Teorema 4.1. sea f, : U C X — X wuna sucesion de funciones analiticas. Si f,
converge uniformemente hacia f en cada subconjunto compacto de U, entonces [ es

analitica. En tal caso se dice que la sucesion converge uniformemente en compactos a

f.

Montel establecié las condiciones necesarias y suficientes para que una familia de

funciones analiticas sea una familia normal.

4.3. Equicontinuidad

Para un entendimiento de la equicontinuidad, recuérdese la definicion de
continuidad: f : U C X — Y es continua en el punto 2y € U si y sélo si
para cada € > 0 existe un § > 0, tal que para cada zg € U con |z — z| <

9, entonces d(f(z),f(z)) <e€
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4. Familias normales

Obsérvese que ¢ depende de f, zy y €. Ahora bien, si se puede encontrar un 6 > 0
que cumpla la proposicion anterior para cada z, y para cada f € F de funciones de X

en Y, entonces se dice que F es equicontinua; se define de la siguiente forma.

Definicién 4.3. Un conjunto F C C(U, X) es equicontinua en el punto zy € U si, y
sélo si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para |z — z| < 0, d(f(2), f(20)) < € para
cada f € F.

La familia F es equicontinua en U C C si es equicontinua en cada 2y € U.

4.4. Teoremas de Arzela-Ascoli y Montel

Los siguientes teoremas se pueden consultar en [I], [9] y [37].

Teorema 4.2. (Teorema de Arzeld) Una familia F C C(U,Q) es normal si, y solo si

se satisfacen las siguientes condiciones:

1. F es equicontinua en cada punto de U.

2. Para cada z € U, el conjunto {f(z) : z € F} tiene clausura compacta en X .

Teorema 4.3. (Teorema de Montel) Una famiia F de funciones holomorfas sobre un

abierto U C C es normal si, y solo si F estd uniformemente acotada en cada compacto

de U.

Teorema 4.4. (Teorema de Montel) Sea F una familia de funciones meromorfas
definidas en un dominio U C C, a, b, c € C distintos a pares. Si f # a,b,c para cada

z €U y para cada f € F, entonces F es normal en U.
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Capitulo 5

Clases de funciones meromorfas

En este capitulo se presentan definiciones de tres clases de funciones meromorfas e
iteracion de éstas. Ademas, se definen los puntos fijos de funciones y su clasificacion.

Véase [7], [8] y [14] para consultar a fondo la teorfa en este capitulo.

5.1. Funciones racionales

Sean P(2) = ap+ai(z)+az(2)? -+ +an(2)" y Q(2) = bo+b1(2) +b2(2)* ++ - - +bp (2)™
polinomios complejos coprimos, es decir, no tienen ceros comunes, con a,,b, # 0. Las
funciones racionales de la esfera de Riemann C en s mismo. Pueden escribirse como

un cociente de polinomios:

P(2) ap + ai(z) + ag(2)? - + an(2)"

Q(2) B bo 4+ b1(2) + bo(2)2 4 -+ + by (2)™ (5.1)

f(z) =

Se denotan por oy, ..., todas las raices distintas de la ecuacién P(z) = 0 y por
i1,...,1%p sus 6rdenes de multiplicidad, de igual forma se denota por i, ..., 3, todas las
raices distintas de la ecuacion Q(z) = 0y por ji, ja, - . ., j, sus 6rdenes de multiplicidad.

Por tanto, f(z) se puede escribir de la siguiente forma:
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5. Clases de funciones meromorfas

_ P(z) o an(z — Ogl)il oz — Ctp)if’
f(Z) o Q(Z) B bn(z — Bl)jl e (Z _ ﬁq)jq ) (52)

donde los puntos a; son cero y los puntos /3; son polos de la funcién racional f(z),y

los valores ks y [; son las multiplicidades. Por la ecuacién (5.2) se deduce que los ceros

de la funcién f(z) son polos de la funcién ﬁ y los polos de f(z) son ceros de ﬁ,

donde se conservan las mutiplicidades.

Ahora bien, una funcién racional f : C — Cde grado d > 1 es un endomorfismo

(funcién cuyo dominio e imagen son el mismo conjunto) de la esfera de Riemann.

Definicién 5.1. El grado de f(z) = ggz;, donde P(z) y Q(z) son coprimos, se define

de la siguiente forma:
grad(f) := méx{grad(P), grad(Q)}.

Las funciones racionales estan bien definidas en C, es decir,

En (a) se dice que f tiene un cero en el punto del infinito, y en (c) se dice que f
tiene un polo en el punto del infinito, por ltimo, en (b) f tiene un polo en el punto
del infinito
Se define al conjunto de las funciones racionales de la siguiente forma:

P(z)
Q(z)

R = {f C— Cif(z) = donde P(z) y Q(z) son coprimos} )

donde, coprimos, significa que P(z) y Q(z) no tienen factores comunes y por lo

tanto carecen de ceros comunes.
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5. Clases de funciones meromorfas

5.2. Funciones trascendentes enteras

Las funciones trascendentes enteras estan definidas de la siguiente forma:

Definicién 5.2. Las funciones trascendentes enteras son aquellas funciones analiticas

que presentan una singularidad esencial en co.
Se denota el conjunto de funciones enteras trascendentes de la siguiente forma:

E={f:C—=C:f estrascendente entera} .

Algunos ejemplos de funciones trascendentes enteras son los siguientes:

Ejemplo 5.1
1. fs(z) =Xe*, AeC;
2. g(z) =X+ 2, AeC;

3. ha(z) = Asen(z), X eC.

5.3. Funciones trascendentes meromorfas

Definicién 5.3. A las funciones meromorfas en C que tienen al menos un polo que no
es valor omitido, donde oo es una singularidad esencial aislada, se les llama funciones

trascendentes meromorfas. El conjunto de estas funciones se denota de la siguiente

forma:

M={f:C— C: I es trascendente meromorfa con al menos un polo p no omitido}

Algunos ejemplos de funciones trascendentes meromorfas son los siguientes:
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5. Clases de funciones meromorfas

Ejemplo 5.2

L gau(2) = Xe* + £, donde X peC;

2. fau(z) = Asinz + £~ donde A\, p € R — {0};
3. fa(z) = Atan(z), A eC.

Observacién 5.1 Las funciones racionales y trascendentes enteras son meromorfas
sobre dominios diferentes, es decir, si f € R, entonces f : C — C. Si f € &, entonces
f:C—CysifeM,entonces f: C — C. Las tres clases de funciones, R, £ y M,
tienen interseccién vacia, es decir, RONE =0, ROAM =0y EOAM = 0.

Asi, aunque se habla en los tres casos de funciones meromorfas, sus comportamientos

en la dindmica compleja son diferentes.

5.4. Iteraciéon y puntos fijos

Esta seccion esta dedicada a la presentacion formal de iteracion de funciones de las

familias definidas en las secciones precedentes.

Ahora bien, sean X un dominio y f : X — X una funcién. Se define la n-ésima

iterada de f como:

fofo---of.
—

n-veces
Sea f(z) = 22, se realiza la iteracién de la siguiente forma: fo fo---o f(2) = 2.

n-veces
Ahora bien, nos interesa cuando X es el conjunto de los niimeros complejos o la esfera

de Riemann, y f una funcién perteneciente a las clases R, £ o M, por lo que la

definicién de iteracién de funciones meromorfas se enuncia de la siguiente forma.

Definicién 5.4. Sean X =C oY =C y f € R, £ 0 M. Se define la n-ésima iterada
de f, no constante, de la siguiente forma: f* = fo f* 1, cuando n > 2 con n € N,

donde f*' = f y f° = Id.
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5. Clases de funciones meromorfas

Definicién 5.5. Sea f € R, £ o M. Si zp € X oY, se dice que zy es un punto fijo

de la funcion f, si satisface que f(zy) = zo.
Definicién 5.6. Sean f € R, £ o M yn el menor natural que cumple que f™(z9) = 2o,
se dice que zy es un punto fijo periddico de periodo n, de la funcion f.
Observacion 5.1. La iterada de funciones en las clases R, € y M satisfacen lo
siquiente:

1. Si feR, entonces [f"e€R,;

2. Si fe&, entonces [f"eCE,;

3. En general, si f € M, no secumple que f"* € M, como ejemplo se tiene
f(z) = tan(z).
Definicién 5.7. Sea zyp € X oY, se define la orbita hacia adelante de zy como el

conjunto:
O (20) = {2 = f"(20) : n € N}.
Si zg es un punto periédico de periodo n, entonces O7(z) es llamado ciclo.

Definicién 5.8. La orbita hacia atrds de zy se define como el conjunto:

O (20) ={z: f*(2) = (0), neN}=[]Jf (=)

neN

La gran orbita de zy estd definida por:
O(Zo) = 07<Zo) N O+(Zo).
Se dice que los puntos pertenecientes a O~ (zg) son predecesores de z.

Definicién 5.9. Un punto zo € U C X oY se llama punto excepcional si la orbita
O~ (z0) es finita. El conjunto de puntos excepcionales de f se denota por E(f). Al
numero de elementos de E(f) se denota por |E(f)| y se llama la cardinalidad de E(f).

Definicién 5.10. Sea zy un punto periédico, de periodo n, de la funcion f; se define

A= (f")(z0) y se llama el multiplicador.
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5. Clases de funciones meromorfas

Ahora bien, con esta definicién se hacen las siguientes observaciones:

1. Por la regla de la cadena,

n—1

(f") (z0) = [ [ £/ (f*(20))-

k=0

2. La definicién anterior se puede ver confusa cuando z = 0o, ya que el multipicador

A # lim, oo (f")(2), es decir, que A es igual al reciproco de este nimero. Por

1

ejemplo, si f(z) = 2z, entonces oo es punto fijo con multiplicador A = 3.

Sin pérdida de generalidad, si zy es punto fijo de una funciéon f de periodo 1, entonces

el punto zq se clasifica de la siguiente forma:

1. zg es super atractor si A = 0;

2. zg es atractor si 0 < A < 1;

w

2o es repulsor si [A| > 1;

a

2o es indiferente si [A\| = 1.
Los puntos fijos indiferentes se dividen en dos casos:

» Racional indiferente, si ™ = 1, para algin m € N e

= Irracional indiferente, si A = ¢*™ con 0 € R\Q.

Ejemplo 5.3 Iteraccion de f(z) = 2°.
Recuérdese que f"(z) = 2z?". Ahora bien, cada nimero complejo z, tiene tres

posibilidades:

1. Si|zo| < 1, entonces f"(zp) se encuentra en el circulo unitario;

2. Si |z9] > 1, entonces f"(zp) se encuentra en el exterior del circulo unitario;
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5. Clases de funciones meromorfas

3. Si |zo| = 1, entonces f™(z) se encuentra sobre la circunferencia del circulo

unitario.

Esto es, los puntos fijos de f son 0, el cual es punto fijo atractor; 1 es repulsor y oo
es atractor. Véase [6]. Asi, la dindmica ocurre en el circulo unitario C' = {z : |z| = 1}.

Obsérvense la Figura [5.1

i/
\\K x//
RN
//\/ \ =

2

Figura 5.1: Iteracién de f(z) = 2
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Capitulo 6

Conjuntos de Julia y Fatou

En el capitulo anterior se definieron las clases de funciones meromorfas R, £ y M. El
objetivo principal de este capitulo es definir los conjuntos de Fatou y Julia, los de mayor
incidendcia en la teoria de dindmica holomorfa. Los matematicos franceses Gaston Julia
(1893-1978) y Pierre Fatou (1878-1926) dan inicio al estudio de la iteracion de funciones
racionales sobre la esfera de Riemann. Véase [2], [0], y [14] para profundizar en esta

teoria.

6.1. Definiciones de los conjuntos de Julia y Fatou

Los trabajos del matematico aleman E. Shroder (1841-192) y el matemadtico
britdnico Arthur Cayley (1821-1895) fueron relevantes en el estudio de la dindmica
desde un punto de vista local; sin embargo, Gaston Julia y Pierre Fatou lograron un
estudio global gracias a la definiciénes de familia normal y equicontinuidad (capitulo
4). Lograron dividir la esfera de Riemann en dos conjuntos disjuntos, que llevan sus

nombres y se definen de la siguiente forma.
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6. Conjuntos de Julia y Fatou

Definicién 6.1. Sea f e R, EyM y U=C oU =C. Se define al conjunto de

Fatou como:
F(f)={z€U{f"};2, estd bien definida y es normal en alguna vecindad de z}

Se denota al conjunto de Julia como J(f); es el complemento del conjunto de Fatou,

es decir,

I () =UNF ()

Observacién 6.1 Cualquier punto de acumulacién de puntos peridédicos repulsores

debe pertenecer a J(f).

Teorema 6.1. Si f € R, & y M, el conjunto J(f) es igual a la clausura del conjunto

de puntos periodicos repulsores de f.

A continuacién se enuncian propiedades notables de estos fascinantes conjuntos.

Sea f € R, £ o M. Los conjuntos de Julia y Fatou satisfacen lo siguiente:

1. J(f) es un conjunto cerrado y F(f) es un conjunto abierto, J(f) # 0.

2. J(f) y F(f) son completamente invariantes, es decir, z € J(f) si, y sélo si,
f(z) € T(f)

3. J(f") =J(f)y F(f*) = F(f), para cada n € N.

4. Sizyp € J(f)y 20 no es punto excepcional (zg ¢ E(f)), entonces J(f) = O~ (2o).

5. J(f) es perfecto.

Fatou y Julia, en 1918, demostraron las propiedades anteriores para funciones
racionales R. Para funciones trascendentes enteras &£, fueron demostradas por Fatou

en 1926 y por Baker en 1946. Véase [6], [14].
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6. Conjuntos de Julia y Fatou

6.2. Clasificacion de las componentes de Fatou

El conjunto de Fatou es un conjunto abierto, por lo que tiene componentes abiertas,

que se clasifican de la siguiente forma.

Sean f € R, £ o M y U una componente conexa del conjunto de Fatou, se clasifican

CO1mo:

1. Si f*(U) C U, para algin entero n > 1, se dice que U es componente pericdica
de F(f). El minimo n es el periodo de la componente, Si n=1, entonce se dice

que U es componente invariante,

2. Si f"(U) C U es periddica, para algin entero m > 0, se dice que U es componente

preperiddica de F(f),

3. Si U no es componente periddica ni componente preperiddica, se dice que U es

componente errante.

Sea U una componente periddica de F'(f) de periodo n, entonces se puede clasificar

de la siguiente forma:

1. Si U contiene un punto periodo atractor z, de periodo k y f™* converge a z, para

cada z € U y n tiende a oo, se dice que U es componente atractora.

2. Si OU contiene un punto periodo z, de periodo k y f™* converge a z, para cada
z € U y n converge a oo, entonces (f*)'(29) = 1. En este caso, U se llama

componente parabolico o componente de Leau.

3. Si existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — D, donde D es el disco unitario,
tal que ¥(f*(y71(2))) = ¥z para algin o € R\Q, en este caso, U se llama

disco de Siegel.

4. Si existe un homeomorfismo analitico v : U — A, donde A es un anillo

A={z:1<]z| <r} 1 <r tal que P(fF(p~1(2))) = ¥z para algin
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6. Conjuntos de Julia y Fatou

a € R\Q, U se llama anillo de Herman.

5. Si existe 2o € U tal que f™(z) converge a 2y, para cada z € U cuando n tiende

a 00, pero f¥(zp) no estd definido, en este caso, U se llama componente de Baker.
Observacién 6.2

1. Las componentes errantes no existen para funciones en la clase R, véase [0].
2. Los dominios de Baker no existen para las funciones en la clase R, véase [0].
3. Los anillos de Herman no existen para la clase &, véase [15].

4. Cualquier componente puede existir para la clase M, véase [16].
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Capitulo 7

Fractales de funciones meromorfas

En cualquier sistema dindmico, el plano de parametros es el conjunto de todas las
posibles combinaciones de valores de todos los diferentes parametros contenidos en un
modelo matematico. Un plano dindmico es muy similar a un plano de parametros. En el
caso del plano dinamico, el valor del pardametro es una constante. Asi, el plano dindmico
estd asociado con un elemento en concreto de la familia de iteraciones. En este 1ltimo
capitulo se muestra, gracias a las definiciones anteriores, la relacién existente entre los
objetos fractales y los conjuntos de Julia de las familias meromorfas presentadas en el
capitulo 5. Como se ha mencionado a lo largo de la presente tesis, la iteracion es la
idea fundamental que rige la obtencién de objetos fractales, al igual que en la teoria
de los sistemas dinamicos complejos. Para visualizar estos extranos, complejos, pero
cautivadores objetos fractales, se usa el software Fractalstream, programa desarrollado
por the Cornell Mathematics Department. Se inicia presentando el conjunto mas
estudiado e impresionante de la matemética moderna, el conjunto de Madelbrot. Este
conjunto es necesario para mostrar la existencia de objetos fractales en la dindamica
holomorfa, los conjuntos de Julia. Posteriormente, se presenta una idea similar al
conjunto de Mandelbrot aplicada a la familia f, = Asen(z), estudiada por Dominguez

y Sienra [15]. Finalmente, se muestra el corte de plano de pardametros sélo agregando
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7. Fractales de funciones meromorfas

un polo a la familia anterior, es decir, fy, = Asen(z) + £, donde A y p € R\ {0} y

k € R[16], que también resultan ser objetos fractales.

Recuérdese que un objeto fractal cumple las siguientes propiedades:
1. Es autosimilar.

2. La geometria clasica no puede representarlo.

3. Es un objeto con longitud o complejidad infinita.

4. Tiene la dimension de Hausdorff-Besicovich mayor que su dimensién topologica.

7.1. Conjunto de Mandelbrot

El objetivo de esta seccion es presentar la idea basica de la existencia de objetos
fractales en funciones meromorfas; para ello se propone el siguiente ejemplo clasico: la
familia f,(z) = 2%+c¢, que tiene como pardmetro ¢ € C; ademds es el tinico punto critico,
es decir, |A| = 0. Las 6rbitas; los puntos criticos; los puntos periédicos mencionados en
el capitulo 5 desempenan un papel sumamente importante en el estudio de la dindmica
de f.. La érbita de mayor interés de f,., es la 6rbita del cero, llamada oérbita critica. Con
estos datos, se realiza el estudio siguiendo la 6rbita del punto critico bajo iteraciones

de la familia f., por lo que se enuncia la siguiente definicién.

Definicién 7.1. El plano de pardmetros de la funcion f.(z) = 2* + ¢ con pardmetro

c € C se define como:
M={ceC:|f0)] es acotado},

es decir, M es el conjunto de todos los valores ¢ € C, tales que la orbita de 0 bajo f. es

acotada.

Para visualizar este conjunto en el plano complejo, se usa el software Fractalstream,

programa desarrollado por the Cornell Mathematics Department. Obtenemos el
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conjunto de Mandelbrot, estudiado y nombrado de esta manera por los matematicos

Adrien Douady y John H. Hubbard en 1982 [I2]. Obsérvese la Figura .

Figura 7.1: Conjunto de Mandelbrot

El conjunto de Mandelbrot es, quizas, el objeto mas fascinante de la matematica
contemporanea. La belleza de este objeto se debe a su estructura fractal. Realizando

algunos acercamientos, se obtienen las siguientes iméagenes, véase Figura [7.2]

Figura 7.2: Acercamientos al conjunto de Mandelbrot
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7. Fractales de funciones meromorfas

7.2. Conjuntos de Julia para la familia f,

Llegamos al momento culminante de la presente tesis, la relacion existente entre el
conjunto de Julia y los objetos fractales. Recuérdese que el conjunto de Julia, de acuerdo
al teorema [6.1], es igual a la clausura del conjunto de puntos periédicos repulsores de f.;
es decir, la frontera de los puntos que escapan a infinito bajo iteraciones de la familia

fe; se define como:

J(f)=0{z€C: fz) = oo}

Ahora, lo que se desea es mostrar la sorprendente relacién del conjunto de Julia y

el conjunto de Mandelbrot, por medio del siguiente teorema.

Teorema 7.1. Si la érbita de 0 no escapa bajo iteraciones de f., entonces J(f) es un

conjunto conexo.

La demostracion se puede consultar en [28]. Esta dicotomia basica permite mostrar
que, si se toma cualquier valor ¢ € M, entonces el conjunto de Julia es conexo o
es totalmente disconexo. Sea ¢ = —0,122561 + 0,744862¢ un parametro perteneciente
al conjunto de Mandelbrot. Estos datos se iteran, nuevamente, al introducirlos en el
programa, y se obtiene el plano dindmico, donde la frontera es el conjunto de Julia. Este
objeto fractal se conoce como el conejo de Douady. Asi como Kepler soné el panorama
de la tierra vista desde la luna, quizas, de alguna manera, Gaston Julia soné los objetos

fractales. Obsérvese la Figura

Figura 7.3: Conejo de Douady con valor ¢ = —0,122561 + 0,744862¢
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7. Fractales de funciones meromorfas

A continuacion se grafican algunos conjutos de Julia, tomando ¢ € M. Obsérvense

las imégenes de la Figura [7.4

c=—0,275+ 0i ¢ = 0,25 + 0i

c=—1,312 + 0i c=—1,375+0i

c=0,75+0: c=—1+W
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¢ = 0,275+ 10,535 c=0+1

Figura 7.4: Ejemplos de conjuntos de Julia

Ahora bien, en los parametros ¢ = 0 y ¢ = —2, resulta ser que el conjunto de Julia
no es un objeto fractal. Por tanto, no todo conjunto de Julia es un objeto fractal.

Obsérvense las imagenes de la Figura

c=0 c=—2

Figura 7.5: Conjutos de Julia que no son objetos fractales

7.3. Plano de parametros de la familia trascendente

entera f)(z) = Asenz

En esta seccién se muestra la existencia de fractales en la familia fy(z) = Asen z,
cuya dindmica fue estudiada por Dominguez y Sienra [I5]. Con una idea similar a
la del conjunto de Mandelbrot, se obtiene el plano de parametros y algunos de sus

correspondientes conjuntos de Julia.

Obsérvese que la famila fy(z) = Asen z pertence a la clase £, es decir, funciones
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analiticas que presentan una singularidad esencial en co. En esta familia, se obtienen

los siguientes resultados:

1. Como f5(0) = Asin0 = 0, se tiene que z = 0 es un punto fijo.

2. Los puntos criticos son @, donde k€ Z.

3. La familia tiene dos valores criticos {\, —A} carece de valores asintoticos.

4. La familia no tiene anillos de Herman, véase [4].

5. La familia no tiene dominios errantes ni dominios de Baker, véase [1§].
Definicién 7.2. El plano de parametros de la familia f\(z) = Asen z estd definido por:

M={AeC:|f} (g) | es acotado}.

Obsérvense el plano de pardmetros de la familia fy(z) = Asen z en la Figura

Figura 7.6: Plano de pardametros de fy(z) = Asen z

7.3.1. Plano dindmico de la familia f)(z) = Asen z

Algunos ejemplos de planos dindmicos de diferentes A € C\ {0} son los siguientes,
donde se puede apreciar que el conjunto de Julia es un fractal. Obsérvense las imégenes

de la Figura[7.7]
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A=—1 A =0,8,0i

A =1,9,0i A=0+1,3

A=06+0,8i A=0+1,1i
Figura 7.7: Conjuntos de Julia de la familia f(z) = Asin z
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7.4. Plano de parametros de la familia trascendente

meromorfa f(z) = Asinz+ 24—, con A, € R\ {0}
y k€ Z\{0}

En esta seccién se muestra la existencia de fractales en la familia f(z) = Asinz +

donde A\, p € R\ {0} y k € Z\ {0}, que pertenece a la clase M.

z— k7r’

A diferencia de las familias de las secciones anteriores, esta familia tiene més de un
pardmetro y de un punto critico [16], lo cual dificulta el graficar su plano de pardmetros.
Esta familia consta de tres parametros, asi que una idea para poder graficarlo es fijando

dos de ellos, digamos = po y km = zp, con lo cual se obtiene la siguiente expresion:

Lo
Z—ZO

f(z) = Asinz +
El corte del espacio de parametros esta definido por:
M= {\eC:|[f}, (punto critico)| es acotada}.

Si asignamos los valores de ¢ = 0,9 y k = 5, se obtiene la familia: f(z) =
Asinz + ———. Al introducir estos datos en el programa, se obtiene el corte de

parametros, que resulta ser un objeto fractal. Obsérvese la Figura [7.8|.

s

ey

Figura 7.8: El corte de f(z) = Asinz + —£—, donde p =09y k=5
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7.4.1. Plano dindmico de la familia f(z) = Asinz + —£—, donde

z—km?
u=09y k=5

En la presente seccién se muestran algunos conjuntos de Julia para el corte de plano

de pardmetros de f(z) = Asinz+ 24—, donde t = 0,9 y k = 5. Obsérvese las imagenes

de la Figura[7.9]

A=13+0: A=19+0:

A=0,9+0,3 A=19+0,3

A=1,5+0,5 A=25+0i
Figura 7.9: Conjuntos de Julia de la familia f(z) = Asinz + —£—, donde p = 0,9 y

z—km?

k=5




7. Fractales de funciones meromorfas

Observacién 7.1 Los conjuntos de Julia se obtienen de la misma forma que en
los ejemplos anteriores, con la diferencia de que éstos corresponden a los cortes de

parametros dados.
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Capitulo 8

Conclusiones

Se estudio el campo de los niimeros complejos y de funciones de variable compleja,
necesarios para el desarrollo de los capitulos posteriores. También, se enunciaron las
definiciones de familia normal y equicontinuidad, después los teoremas de Arzela-Ascoli
y Montel, ya que estos teoremas nos permiten relacionar estos conceptos. Luego,
se enuncio las propiedades basicas de iteracién de tres clases funciones meromorfas
denotadas por R, £ y M. Ademas, se definié los conjuntos de Fatou y los conjuntos de
Julia, mejor conocidos como el conjunto estable y el conjunto caético, respectivamente.
Se hiz6 notar que, a partir de la construccién del conjunto de Mandelbrot, nace un
interés en profundizar y en desarrollar la teoria de los fractales, en especial el conjunto
de Julia. Ademas, se muestra que no todo conjunto de Julia es un fractal. Se enuncié el
concepto de corte del espacio de parametros para una familia de funciones meromorfas
en la clase M, y se dan ejemplos de fractales en los conjuntos de Julia correspondientes
al corte del espacio de parametros.

En la actualidad, la tecnologia es imprescindible para la vida cotidiana. Los fractales
no son la excepcion, de hecho gracias a estas nuevas tecnologias es como hemos logrado
mirarlos detalladamente. Los fractales han inundado el mundo cientifico, es decir, los

fractales nos permite observar al caos a los ojos.
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