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1.- INTRODUCCION

“La capacidad de soslayar una dificultad, de seguir el camino indirecto cuando el directo no aparece, es lo que
coloca al animal inteligente sobre el torpe, lo que coloca al hombre por encima de los animales mds inteligentes, y
a los hombres de talento por encima de sus compafieros, los otros hombres”

George Polya

El proceso de ensefanza-aprendizaje de las matematicas es uno de los problemas
fundamentales en la educacién, no sélo en nuestro pais, sino en todo el mundo, pues la
ensefanza de tal materia en los diferentes niveles de educacién, no siempre proporciona a los
alumnos la capacidad de emplear el conocimiento adquirido, para entender y acceder a
situaciones problematicas de ésta y otras materias.

Es un hecho que, la manera en que se ha venido abordando la ensefianza de las
matematicas debe mejorarse, tratando de no limitar la resolucién de problemas y ejercicios de
la materia con la idea de “como lo hace el maestro”, sino de desarrollar la intuicion, refutacién,
induccidn y critica por parte del estudiante. Asi lo sugieren diferentes corrientes psicoldgicas
con los ultimos cuarenta afios, como lo son la Asociacionista, la Guestdltica, la Psicologia
Piagetiana, asi como los trabajos de los matematicos G. Polya, H. Shoenfeld y L. S. Trigo, entre
otros, que en su busqueda en direccién a mejorar la enseiflanza de la matematica, han
contribuido a dar respuesta a la interesante tarea de aprender y enseifiar tal materia. Sin
embargo, el trabajo que falta hacer, requiere de la participacién de todos los involucrados en el
proceso, y el docente es una pieza fundamental en ello.

En este sentido el presente trabajo plantea una propuesta metodoldgica, que sin
pretender modificar el curriculum vigente, puede ayudar a resolver dicho problema. Como area
de estudio hemos seleccionado la Aritmética, enfocada al tema de divisibilidad, y tiene como
base una encuesta que realizamos para reconocer los conceptos elementales que tiene un
alumno, conceptos que se usan en el enunciado de un problema matematico; y el anadlisis de
las respuestas que el estudiante da en la solucidon de un problema. Finalmente sugerimos una
serie de ejercicios para ser usados en la ensefianza a través de la solucidn de problemas.



2. MARCO TEORICO
2.1 Antecedentes

Historicamente el desarrollo de cualquier ciencia, ha estado sustentado por la necesidad
de resolver una problema especifico del area, sin embargo, la transmisién del conocimiento
adquirido de esta experiencia, no siempre se ha caracterizado por seguir este lineamiento, tal
es el caso de la ensefianza de las matematicas, actividad que ha pasado en los ultimos treinta
afios por diversos movimientos, como lo fue el Conjuntista (afios 60) y el denominado
movimiento “Regreso a la Matematica Basica”, corrientes orientadas hacia la ensefanza de las
estructuras fundamentales de la matematica, cuyos conceptos y principios instruccionales al ser
incorporados en la curricula de la educacién bdsica de nuestro pais, no tuvieron resultados
satisfactorios, pues al parecer las condiciones previas para entender un lenguaje simbdlico
formal como lo es la matemadtica, aun no estaban dadas, sin embargo, tales corrientes
ratificaron algunos de los elementos propios de la matemdtica en su aprendizaje: la
argumentacién formal, el cdlculo mental y la estimacion de resultados fueron algunos de ellos.

En los esfuerzos que se han realizado en nuestro pais a partir de 1980, por incorporar
en los programas de matemadticas a nivel medio bdsico y superior, ideas que pueden ayudar a
lograr un mejor aprendizaje de la materia, se nota el interés por dirigir el trabajo a que el
estudiante adquiera un pensamiento productivo y critico, y como consecuencia un aprendizaje
mas significativo; pero en la mayoria de los casos la actividad en las aulas se ha quedado en una
ensefanza que deja al alumno un aprendizaje repetitivo, de aquello que observa hace el
profesor.

En la busqueda por mejorar el proceso de ensefanza-aprendizaje de la matematica, el
trabajo se suma al movimiento constructivista, expresado bajo la idea de que: “el
descubrimiento de resultados importantes se ha hecho por la necesidad prdctica o por retos
intelectuales y no sobre la base de un proceso axiomdtico-deductivo, sino a base de
experimentacion, induccion, analogias e intuicion, puntos que en el proceso de adquirir el
conocimiento para metas a largo plazo, influyen de forma determinante”s.

Lo anterior se plantea en los trabajos mas relevantes de G. Polya, A. Shoenfeld, L. M.
Santos Trigo, entre otros, que en su propuesta de enseiiar matematicas a través de resolver
problemas, y conjugada con la idea de |. Lakatos, contraponen su concepcién sobre las
matematicas formales, percibiendo a éstas como informales y cuasi-empiricas en el proceso de
su aprendizaje, las cuales no se desarrollan mediante el mondtono aumento del nimero de
teoremas perfectamente establecidos, sino que lo hacen mediante la incesante mejora de
conjeturas, gracias a la especulacidn y la critica, siguiendo la légica de pruebas y refutaciones.

a) G. Polya: “Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero en la
resolucion de todo problema hay un cierto descubrimiento. El problema que se plantea
puede ser modesto, pero, si se pone a prueba la curiosidad que induce a poner en juego
las facultades inventivas, si se resuelve por medios propios, se puede experimentar el



encanto del descubrimiento y el goce del triunfo. Experiencias de este tipo a una edad
conveniente, pueden determinar una aficion por el trabajo intelectual e imprimirle una
huella imperecedera en la mente y el cardcter”,.

b) Shoenfeld: "En el proceso de aprender matemdticas, se requiere de discusiones
sobre conjeturas y pruebas, que guien a los estudiantes al desarrollo de nuevas ideas
matemadticas, y que colaboren a identificar las posibles conexiones que puedan darse
entre ellas",.

c) L.M. Santos Trigo: "La propuesta de aprender matemdticas a través de la
solucion de problemas, a estado presente en el ambiente educativo en la ultima década,
pero presentada de manera muy diversa, como unidad al final de un tema, como
enfoque a través del curso, o como actividad artistica en la que se discutan conjeturas,
ejemplos, contra ejemplos y diversos métodos que resuelven un problema".y

2.2 Consideracion de cardcter epistemoldgico.

El conocimiento matematico surge de la necesidad de entender las propiedades y
relaciones cuantitativas y espaciales, que el hombre percibe de la realidad inmediata; cuando
ésta es trascendida, la Matematica adquiere una cierta autonomia sobre la realidad misma.

La construccidn del conocimiento matematico combina dos procesos complementarios,
uno formal- estructurado (deductivo), y otro informal a través de observacién,
experimentacion, induccion, analogia, intuicion, entre otros. El segundo proceso es el que se
utiliza en la fase productiva del conocimiento matematico, para formular problemas
interesantes y descubrir resultados importantes, mientras que el primer proceso se utiliza para
validar o rechazar los resultados descubiertos mediante el segundo.

2.3 Consideraciones de cardcter psicologico.

Como elementos tedricos de la Psicologia, éste trabajo toma algunos planteamientos
hechos por la psicologia genética de Jean Piaget. Para Piaget "Los conocimientos derivan de la
accion no como simples respuestas asociativas, sino en sentido mucho mds profundo, la
asimilacion de lo real a las coordinaciones necesarias y generales de la accion. Conocer un
objeto es operar sobre él, y transformarlo para captar los mecanismos de esta transformacion
en relacion con las acciones transformadoras. Es en esta actividad donde pueden ser frecuentes
los errores, pero estos forman parte del intento del que adquiere el conocimiento por
desentrariar el sentido de los conceptos que ello involucra”. 1o

Para Piaget el aprendizaje no es un simple proceso lineal y acumulativo de informacion,
sino que debe ser un proceso que se reorganiza en cada ocasién que se adquiere un nuevo
conocimiento. Si referimos lo anterior a la adquisiciéon del conocimiento matematico, no se
trata de acumular teoremas, férmulas, conceptos, sino de crear una red entre ellos que nos
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permita construir nuevos resultados reorganizando éstos, "ésta reorganizacion requiere una
actividad personal, ya que se interpretan dentro de las estructuras del conocimiento Idgico-
matemadtico, el cual es elaborado internamente por el sujeto. Las acciones coordinadas de!
sujeto sobre objetos externos, requieren de procesos de razonamiento. El sujeto construye
relaciones internas entre objetos externos basdndose en estas interacciones". 1o

Con respecto a la educacion Piaget afirma que: " Si se desea formar individuos
capacitados para la invencion y hacer progresar la sociedad del maiana, y esta necesidad se
hace sentir cada vez mds, estd claro que una educacion basada en el descubrimiento activo de
la verdad, es superior a una educacion que se limite a fijar por voluntades ya formadas lo que
hay que querer, y mediante verdades simplemente aceptadas lo que hay que saber...el principio
fundamental de los métodos activos en el aprendizaje no se pueden inspirar mas que en la
historia de las ciencias, y puede expresarte de la forma siguiente: “entender es inventar o
reconstruir por invencion, y no habrd mas remedio que doblegarse a este tipo de necesidades si
se pretende de cara al futuro modelar individuos capaces de producir y crear, y no sélo de
repetir” .

Como la teoria de Piaget da al sujeto un papel tan activo, se le conoce como una
posicidn constructivista e interaccionista.

Polya, Lakatos y Piaget coinciden en cuanto al caracter constructivo del conocimiento, y
el papel que juega el descubrimiento por parte del sujeto para su adquisicion. Lo anterior es
contrario a la idea predominante en la metodologia didactica tradicional, de que el
conocimiento puede ser transmitido a los alumnos mediante una buena exposiciéon por parte
del maestro y los libros.



3. ENCUESTA
3.1 Metodologia:

Fueron dos los objetivos que se plantearon al aplicar la encuesta:
1. Detectar los conceptos matemdticos que el estudiante posee para entender el
enunciado de un problema de Aritmética.
2. Detectar el uso de estrategias o procesos algoritmicos para resolver un problema de
matematicas.
En base a dichos objetivos, la encuesta fue aplicada a tres grupos de estudiantes de
primero de preparatoria de diferentes instituciones de la regién de Atlixco, Pue.

Con la finalidad de distribuir el trabajo que implicaba contestar la encuesta, se siguieron dos
etapas:

a) Aplicacién de un cuestionario de 8 preguntas de opcién multiple, que nos permitiera
cuantificar el indice de conceptos que posee el alumno para entender el enunciado de
un problema de divisibilidad.

El tiempo en que se contestd dicho cuestionario fue de 10 a 15 minutos, y se muestra a

continuacion:

Instrucciones: En los siguientes enunciados tacha la respuesta correcta:

1. Son divisores del numero 12

a)3,6,4, b) 12,24,36 c¢) 10,5, 7,

2. Los nUmeros 6, 12, 18 son:

a) Divisores del 6 b) divisores del 18  ¢) multiplos del 6
3. Son tres numeros primos

a)2,9,15 b) 2,5, 13 c) 5, 15, 27

4. La expresidn 23 es equivalente a:

a) 3x3 b) 2x3 c) 2x2x2
5. Una factorizacién del nimero 20 es:
a) 1545 b) 5x4 c) 60/30
6. Es un entero menor que -3

a) —(-3)) b) -1 c)-5

7. Al dividir 27 entre 4 el residuo es:
a)6 b) 4 c)3

8. Son tres expresiones que representan numeros pares
a)5, 8,11 b)4,8,2n,neN 1,7, 9

b) Resolucion de un problema por parte de los estudiantes con la finalidad de usar
estrategias. El tiempo que te permitid para resolver el problema fue de una hora, con la
opcién del uso de calculadora. Fueron cuatro problemas diferentes, el cuarto con una
variante a causa de no haber llegado algunos alumnos el dia de la aplicacién, y se
enuncian a continuacién:



1. Carlos preocupado le platicaba a Alberto, “sabes, Juana acepta ser mi novia si le
resuelvo su tarea”
En qué consiste respondié Alberto
- pues en encontrar cuantos ceros aparecen después del ultimo digito diferente de cero,
en el resultado de multiplicar los nimeros enteros del 1 al 50
- iah, pues facil! responde Alberto, son tres ceros
La afirmacion de Alberto es cierta o falsa
Si es falsa, entonces explique cuantos son:

2. Una vez terminada su tarea que consistia en multiplicar dos numeros enteros, Juan sale
a la tienda, y al regresar nota que accidentalmente su hermanita borrdé todo el
procedimiento de su trabajo, dejando solo sin borrar el resultado que era el nimero
10000. Al intentar reproducir la multiplicacién, Juan sélo recuerda que los dos nimeros
gue se multiplicaban eran enteros positivos, y no tenian ceros en su representacion,
pero como ya se dijo el resultado era 10000
¢Cuales fueron los dos numeros que le dejaron multiplicar a nuestro amigo Juan?

3. En una clase de matematicas la maestra pregunta écudles son los divisores del numero
30007
"Son 2, 5y 10 maestra" responde Pitagoritas.
¢Es cierta o falsa la contestacién de Pitagoritas?
Si es falsa, explica cuales son todos los divisores de 3000

4. a) Chana, Hermelinda, Juana, Maria y Tomasita cuentan los asistentes a una junta de
maestros. Al preguntarles cuantos contaron cada una contestaron:
Chana: "no me acuerdo cuantos son, pero hay mas de 100 y menos de 400"
Hermelinda: "yo conté filas de 24, no sobraron ni faltaron en cada fila"
Juana: "yo conté filas de 18 maestros, y no sobraron ni faltaron"
Maria "yo conté de 15 en 15 y tampoco sobraron ni faltaron"
Tomasita " pues yo conté de 7 en 7 y me sobraron 3 maestros"
Si nadie se equivoco écuantos maestros hay en la junta?

b)Pepito tiene un costal con naranjas, al embolsarlas de 3 en 3 no le sobran, lo mismo
sucede si las embolsade4en4,5en 5,6 en 607 en7.Perosilas agrupa de 8 en 8 le
sobran 4, y si hace bolsas de 9 naranjas le quedan sin embolsar 6 naranjas. Determina la
cantidad maxima de naranjas en el costal, si sabemos que al costal no le caben mas de
500 naranjas.



4. RESULTADOS
4.1 Cuestionario.

A continuacion se muestran los datos obtenidos de la encuesta, de un total de 102 alumnos con
los que se trabajo.

120

98
100

(a]
o

83

99
84
80
69
62 66
60
40
20
0 T T T T T
2 3 4 5 6 7

Numero de Pregunta

Numero de estudiantes que
contestaron correctamente

4.2 Resolucion del Problema

Los resultados de esta parte los clasificamos de acuerdo al trabajo que entregd el estudiante en
la hoja donde resolvié el problema, y se dio bajo los siguientes puntos:

1. Da una solucidn pero sin mostrar procedimiento

2 Usa los datos pero su estrategia no es clara.

3. Da un plan para resolverlo pero este es incompleto o pobremente implementado.
4 Da la solucién completa y correcta.



Problema 1. 22 alumnos.

15%

Problema 2. 30 estudiantes

10



Problema 3. 29 estudiantes

3% 3%

Problema 4. 21 alumnos.

48%

Da una solucion pero sin mostrar procedimiento
Usa los datos pero su estrategia no es clara.

Da un plan para resolverlo pero éste es incompleto o
pobremente implementado.

Da una solucién completa y correcta

11
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5. OBSERVACIONES A LOS RESULTADOS OBTENIDOS
5.1 Cuestionario

En cuanto a la importancia que tienen los conceptos evaluados para el tema de divisibilidad, los
resultados obtenidos en la encuesta son aceptables, sin embargo las respuestas incorrectas que
se dieron principalmente en las preguntas |, 2 y 3 muestran confusidn por parte de los alumnos
para comprender y manipular los conceptos de divisor, multiplo y nimero primo, conceptos
clave en el estudio de la Aritmética. Una de las causas a lo mencionado anteriormente es la
forma en cdmo se ha abordado la ensefianza y uso de tales definiciones.

Como una alternativa para mejorar tal hecho, sugerimos a los interesados consultar la seccién
de problemas y ejercicios del presente trabajo.

El siguiente diagrama muestra como se distribuyen las respuestas incorrectas a las preguntas 1,
2y3.

A: Alumnos que contestaron incorrectamente la pregunta 1
B: Alumnos que contestaron incorrectamente la pregunta 2
C: Alumnos que contestaron incorrectamente la pregunta 3

Elegimos la observacion a las preguntas 1, 2 y 3, pues son las que consideran los conceptos
utilizados en el enunciado de los problemas.
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5.2 Problemas.

Aclaracidn: Por los objetivos que se persiguen en el presente trabajo, nos dedicamos a observar
con mas detalle la respuesta que dieron los alumnos cuya estrategia para resolver el problema
fue incompleta o pobremente implementada, asi como aquellos que lo resolvieron.

Con la finalidad de ampliar el abanico de posibilidades que resuelven el problema, o para
ayudar a avanzar hacia la solucidn, sugerimos en cada estrategias mostrada, una(s) pregunta(s)
gue pueden ser planteadas bajo el contexto de discusion del procedimiento que se muestra.

PROBLEMA 1

Existen problemas de matemadticas, que para hallar
su solucidn se requiere que en el proceso queden resueltos
ciertos problemas o ejercicios intermedios, que, bajo una D=0
observacion adecuada ayudan a avanzar hacia la solucién
del problema original. Sin embargo, sucede muy frecuente
gue la solucién de estos problemas parciales se toma como
la solucion del planteamiento inicial, dejando inconclusa i
una buena estrategia que puede ser continuada o mejorada o0t
con una serie de cuestionamientos que permitan continuar
hacia la solucion.

726,20 0 0 %0 70 36 o 106
? ; .

En los
procedimientos
que se muestran,
ndétese que al
tomar solo los
multiplos de 5

simplifican el
problema, sin embargo no se observa los casos
R R 1 especiales del 25 y 50.

o Pregunta: ¢ Cudles son los multiplos de 5 que al
ser tomados como factores generan mas de un cero al
final del resultado?

e s

IR R El procedimiento que se muestra, parecido al
Som s s anterrior, salvo por las multiplicaciones que se realizan,
le permite inferir, pero de manera equivocada, el
comportamiento del problema, cometiendo el mismo
error de no observar los casos de 25, 50, 75 y 100.

FX 020 430840~ 943601

resultado ?

366
1S 27E X 2101507 11008000
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Pregunta: Al multiplicar el ultimo resultado que obtuviste * por 25, notards que al
final del

resultado no aparecen cinco ceros sino seis

éa qué lo atribuyes?

Ademads de abrir la puerta a los enteros modulo 10, la estrategia anteriormente
mostrada permite plantear la pregunta: icudl pareja de los productos obtenidos
anteriormente, al multiplicarse generan ceros al final del resultado?

El primer producto de este caso, permite ver que las multiplicaciones por 10, o por
alguno de sus multiplos, no son los Unicos

/ ] casos que generan ceros en el resultado.
Prob creer L ¢ . .
) En las operaciones realizadas en el
. "'rf“/i o Xﬁ;’fﬁi A)xdx@ = =36appp  primer caso, pregunta: ¢en  qué
7P fe T T .. .
i~ <2122 23 24 26 24 24 55 :o . multiplicacion aparece el cero que estd
Fr 32 33 34 35 31495 34 30 en el resultado?

Py ¥a b hy 4s kg ko up vg-
Pregunta: ¢Cuales serian los

Unicos factores que habria que considerar para saber el total de ceros?

A pesar de la falla que se comete, pues se suman los resultados, la siguiente estrategia
nos da la idea de que el nUmero de ceros depende de los factores que son multiplos de 5.

Pregunta: (A qué atribuyes que

e

en las multiplicaciones 5X6. 15X16, 5 Sls ””/W ,1 \\ 1) B g

25X26 etc. aparezca al menos un cero al ) 73 o - £%) \;;/ ,‘ ¢ 2

final del resultado? @ /213,14 /sf\;c /7 /3 )9 A0 ‘» 278
éSera la misma cantidad de ceros gi);? a3, 27/ 25 24, 27,55 07,5y 20

que aparecen al final del resultado de /) 32 v ’ / ” -

7/.92,73
25X26 que de 24X25? 14 78,

Como importantes son los aciertos en una ---'--",'—q : ——

[ 3 S B e S Al B
estrategia, muchas veces lo son mas los errores, '.22-%5 24+ g‘ﬂ Bt J;@@Q )
por la oportunidad que dan de presentar SV 19—

contraejemplos que enriquezcan la discusién para

(i i IMU”:p'if“V

. P i*! wnero 3
hallar un resultado. Por ejemplo el siguiente B w b crdews _ chl 2,348,
procedimiento. 2 % €,7.89 01,12 haslac|

Lyl 0.




Pregunta: iel nimero de ceros dependerd solo de los multiplos pares de 5, que ocurre en

casos de 5x6, 15x16 donde un factor es impar?

| “Paogrenn + L
Pregunta: icuantas y cudles son las |, .7,
parejas de enteros consecutivos que al |

multiplicarse generan un cero al final del }

24 S €TI0V 0 (0 12 i3I IS/6 /T8 /%20 2/ 22 22 YN AL U
360 2T 2R 3N, reliqt M2 NI NMMOME Mo MY e A Lo
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0sS

NI LRI

s . 4N 8, Z )
182 2y (42 19218\ s Dus\izus /42320 31422 23424
2 T2 \g° Jsu @,,’_’ ’&fh vl /_u_i_ )q’_f wlie
157 (W2 /o7 V0 /40n Tad

resultado? [ asxac 2x2Y 29430 wx12  I7XTY TSAre I3 3auv0
¢Que propleFIa?d tiene uno de los factores B
en cada pareja+ ' VIR %j d )
gp.'&\iﬁ S ag e Qc\sa f\'.PotcluQ;‘_ & edaMedo ke
nos do on eero 2 }

Notando las diferencias y similitudes entre las ideas que resuelven un problema, es muy
importante establecer posibles relaciones entre ellas, mostrando asi una integracién del
conocimiento. Asi pues, algunas ideas de los procedimientos anteriores pondrian ayudar a
corregir la afirmacién de que los multiplos pares de 5 generan mas de un cero al final del

resultado, como lo hace el siguiente trabajo:

3 s. \\n;vh‘o' A
S 3 ¢ ¢ eQLeroy
s 2 . % dan® )
ey LT
XY s %o AT k7 Twg A -

s S il (
\\60 2 n.?_ 720 $0Y0 40320 X856 sosser o "] "'[’ :
= il o N g . :
: E. ..:.r.l’.gn:nfs por codo 6 hay On ceco 3y por
B 9590 10 Yo 2 cecan =ntonces ¢ enel (00
e o Y& Q yer ces ceras .

& v L3 1= 0 138 = S5 ) i
; ) S G
\va @“ S 0* 0o Horo0y  Borsn” T ebzhat
k. Y<$=o 650 3S$:0
- 4 30 “ 0o So=o0 7009 90 o>
e 5
- e N0
€ dres«;fudzo e edbiflicow 1AL kRSx6.. A99xI00= /a5=000
e s e PSR P S ) K
Rl N

g

No se puede descartar la idea brillante que casi siempre
matematicas, que de igual manera puede ser utilizada
para complementar, enriquecer o contradecir a otras
también importantes.
¢Cuadl seria el numero de ceros al final del resultado

k'

\

2

JALABAMAD.AG 4V ¥ ¥ A% x
¢ '

W12 xi3 x4 215 x16 217 90f A9

AN a2 W87 a2 2D 1L

S1-32- 33 - ¥4 -3~

de:

1X2X3X4X5...
1X2X3X4X5...
1X2X3X4X5...
1X2X3X4X5...

.X999X100
.X9999X1000
.X99999X10000
X(10™)x10"?

41 ~492-43

- A1 4D =46 - 47

existe en una clase de

4uinlos ceres pureren al pruol b olhado de Vo motkplrocisi

DayIviIsac L a8y 2 90 299 s loo 7

Q) y0n
-22,

I ®

0 «

t

R RELER

1

36-87-3)-39°10
]

45~ 94730 2153
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Como lo muestra la gréfica | hubo un grupo de estudiantes que dieron una solucién pero sin
procedimiento, en este caso el resultado que se dio fue 3.41409364 lo que muestra una
limitante por parte de los alumnos para leer notacién cientifica.

La diversidad de estrategias para resolver el problema |, nos permite plantear una serie de
ejemplos y contraejemplos a fin de enriquecer el conocimiento que se adquiere al intentar
resolver el problema, y nos da la oportunidad de hacer ver las relaciones que pueden darse
entre ellas, mostrando con ello una integracién del conocimiento matematico.

PROBLEMA 2

La intuicion juega un papel importante en la 1s.
solucion de problemas, solo que en muchos casos EREG nvcrh

el desarrollo de los procedimientos no considera D mhe 250, ccox 2
todas las condiciones del problema, provocando 50 AN18 415
. .7 . . g4 0
con ello una dispersion o trabajo infructuoso, como siL, 1AL 15¢
50 o ©
lo muestra este caso. , o
5") Lx2 ) 26y tem
42 1o
. s . . X L '
Pregunta: ¢Cudles son las respectivas potencias de T Sk
SLIAE .
2 y de 5 sin ceros en su representacion?, icudlesde ., ¢ iih DUELES
. . z 7 5 2seyn 2 0
ellas al multiplicarse dardn como resultado ;° {;‘qu_l
1000007 €15 | 2 0u8
10410
ias de 2 y de S sin ceros en su representacion 7, (, (ll![&aq( v
) resultado 100000 ? I
A NOON O, L BRI o oo G A diferencia del caso anterior, el
e jc’fo X 471599302 . — presente desarrollo deja " casi"
e ST _Lq,, R D

i - resuelto el problema, solo que no se
\_[‘ u-u __gofa dpo<\n( fedva la sera foctodizan

do < prss i e e : supo como usar los ultimos factores

5.7-‘3030‘_;. X Qe ] para hallar la solucién, ademas no se
d0 X ‘ ) . . .z

19000 %5 + 3 i esta considerando la factorizacién del

Sooco x2 &% 5

Sxleco x2x5,5 4 que inicialmente obtuvo.
£ Pre ;¢ 3
e gunta: (Habrd una manera de
;i‘é",";’_‘g‘;“‘;‘;;“;iS, . agrupar los ultimos factores len dos
Sexas sns =S we1s e partes, de tal forma que los numeros
T pre: . que .bu.sca_s sean el resultado de la
i -—(‘f‘;’ '3 s multiplicacién de cada grupo?
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El uso limitado de resultados importantes en
la divisibilidad debido a su incomprensién o
desconocimiento, provoca cierta inseguridad
aun después de haber resuelto el problema,
expresiones como jSalié el resultado pero no
te como le hice! ilo importante es resultado
y no como llegue a el! son muy frecuentes en
un salén de clases donde la ensefianza ha
sido mads a través de la aplicacién de recetas,
que por medio del entendimiento y como
consecuencia mejor utilizacién de ellas.

Una revisién de la estrategia y su desarrollo a
través de forma retrospectiva, permite
muchas veces observar mas alcances de las
ideas que se wusaron para resolver el
problema.

Notese en el primer caso la falta de
continuidad en el procedimiento al dividir
entre 4.

El trabajo infructuoso en el segundo
desarrollo provoca una dispersidon pues no se

deduce que si 1000 X 1000 = 1000000, la disminucién de un factor provoca que el otro se
incremente, si mantenemos el mismo producto. Sin embargo podemos tomar algunas de las
multiplicaciones para hacer ver que: una propiedad que tienen los nimeros que se buscan es
que uno de ellos es par y el otro muiltiplo de 5.

Los siguientes trabajos por el tipo de
representaciéon y argumentacién que usan,
muestran el uso y entendimiento incompleto
del Teorema Fundamental del Aritmética:
"Todo numero entero se puede expresar
como producto de numeros primos", asi

Famngs | ANs BT
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como el concepto de maximo comun divisor. En palabras de L. M. Santos Trigo “Esa
matematica informal que ocasionalmente hacen los estudiantes, la tarea del profesor es
acercarla cada ves mas a una matematica mas estructurada, donde se haga ver el potencial

del pensamiento matematico”.
Lo anterior si lo referimos a la forma en como resolvieron el problema los alumnos cuya

estrategia se muestra, da pauta a la siguiente

Pregunta: ¢ Cuantos y cudles divisores de 10000 estan implicitos en el procedimiento que usas?
¢éCuadles de ellos son numeros primos?

Véase también observaciones del problema 3.
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Cuando el uso de una notacion
en la busqueda de un resultado
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. e L
esta antecedido por la ! > 2
comprensién de los conceptos QO/ELEMA bos
que ello involucra, la parte ys? ' :
simbdlica pasa a ser un buen : :
0000 0 0009 :

complemento  necesario del 3 , oy 15000 3 APLp2RL * (6.
aprendizaje, sin embargo el : 25600 [2
maj?ejo d'e dlagr.am;s, ta'lcflasdo ’m L f Enla

raficas sin previa discusidon de | ‘ . V.
: : Jegooo | || Fesl o

conveniencia para su  uso
provoca un proceso mecanico en
la adquisicion del conocimiento,
esto seguido de una
memorizacidén de casos pero sin
una actitud reflexiva.
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Pregunta: ( Cual seria la respuesta si el resultado hubiese sido 100,1000.1000000.1000000007

Dos divisores de 10000 son 40 y 100 éicdmo los obtendrias del desarrollo que hiciste para

resolver el problema?

Al insistir sobre la notacion, también
podemos decir que, mientras la forma en
qgque expresamos el desarrollo de una
estrategia o un resultado nos permita que
esta sea reutilizada en situaciones nuevas
gue se presenten en la construccién del
conocimiento, estamos instruyendo sobre
uno de los caminos correctos. Algunos casos
son los siguientes:

1. Si a,b son dos enteros, entonces
[a,b]|=axb/(a.b), siendo [a,b]| la
notacién para el minimo comun
multiplo de los enteros ay b, y (a,b)
la notacién para el maximo comun
divisor.

Pregunta: ¢(Como determinarias al
maximo comun divisor, y al minimo
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comun multiplo de 16 y 625, haciendo uso de la notacidon que utilizaste en tu

desarrollo?
2.-El algoritmo 20| 2
10| 2
515
1|1

no siempre permite ver con claridad la divisibilidad del 20 entre 4, a menos que se haga ver
gue, todos los divisores del 20 estan implicitos en los productos de nimeros primos obtenidos
en su desarrollo.

La forma en que se intenta o resuelve el problema en
estos tres ultimos casos, da pauta a una de las tareas
importantes en la construccion del conocimiento
matematico, que es el establecimiento de relaciones
entre tales estrategias, y la identificacion de los
u;“oc v’--l xlvacnroo = conceptos fundamentales que se usan en ellas. Esto

e R LCLYISIO00 puede llevar al estudiante al enunciado de conjeturas,
efiics ' \)('l"'"’u 115000 -yt

REEATER &8 & EACTL I ..,.'_ —— que al ser tratadas adecuadamente, aterrizan a lo

< XX 3000 - .
l}-;’,f&%ﬁéfjmﬁoa e deseado por todo matematico, el enunciado de un

a0 i teorema, el del Aritmética, por ejemplo.
= IAIAIA N SXSX5HIX B HO Sl i

T IXIALAIXSASKGAIXINOKE oL f fge
Aulmésxjxsx\sxsx\gxlx.xl' i

03 IR
I?\ : )“-\J—L‘L‘I ‘ln,v"i'"

,'; |

OECH LIS usoo'.y A e
IO L 4338 0y ,—r-*"-{»J e
T epeel I TIRESERS

_/—L\

s a‘S*st‘xS Y
T T .=z 1_'2—12‘7_4724!-

T /000200 = A0 {500 = |0000S
Xe \le saca 1O ca lOODDECO
__Z—GI_G___I w0 0. -

3.
—7'52 = o 200 "“;‘28,53;2,<9_
Dy S =on 10 x 1O
';}? 5?5«"28" TP 500D 1D X\0 x 5
La‘,‘ a.1c'm' D 5xQA XS xA A5
e - —y_.‘.__‘_.—-_ =449

s o e O X3 EL X D




21

Fueron dos las ideas fundamentales que se utilizaron para resolver el problema 2: la eleccion de
factores con la propiedad de ser potencies de 5y 2, y factorizacién en nimeros primos, aunque
en esta segunda, el uso inadecuado de algunos conceptos nos hace afirmar que dicha estrategia
no es bien comprendida.

PROBLEMA 3
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Cabe mencionar en esta parte de la tesis que: Al resaltar las operaciones significativas en el
desarrollo de una estrategia, se permite plantear una serie de preguntas con la finalidad de
mejorar el conocimiento que de ello se adquiere, y en el caso de que esto se presente ante un
desarrollo mas acabado, pero no siempre bien comprendido, tenemos la oportunidad de crear
un cosmos de actividad matematica en el salén de clase.

Lo anterior lo referimos a los diferentes desarrollos que presentaron los alumnos al resolver el
problema tres.

Caso 1: Realizando divisiones.
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Caso 2: “Técnica de la rayita para encontrar divisores”
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Notese que el trabajo realizado en el caso 1, presenta un desarrollo que da una respuesta
incompleta, pero que al compararse con los desarrollos del caso 2, se observa una mejor
respuesta originada por una mayor cantidad de operaciones.

Es importante sefialar que la respuesta dada en el caso 1, supera en cuanto a efectividad a la
del caso 2 que utilizaron descomposicién en nimeros primos, pero de forma muy limitada,
pues la notacidn usada en el desarrollo por nueva cuenta mencionamos no permite observar
divisores que en el caso 1 si se obtuvieron.
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Esta diferencia de desarrollos, uno que involucra mas trabajo operativo y otro mas sintetizado,
pero en este caso no bien comprendido, muestra que el aprendizaje con mucha frecuencia ha
sido mas a través de una sintetizacién de conceptos, sin pasar previamente por un analisis del
trabajo operativo. Esta reflexidon la compartimos con la idea de G. Polya, “en el aprendizaje de
contenidos matematicos, no puede haber atajos”
R R No nos referimos a un andlisis riguroso conceptual,
o P sy e gocon N omion ¢ sino a un esfuerzo por resaltar datos importantes en
- Comegile, cmpesals -m//vhc ol i 2 St g el desarrollo de la estrategia, lo que nos puede llevar

u\e.ncm_ oo oldence el pradicts BOO o 5% ann 3,4 0rvede

2xa508 2Uoee . yxriosoun o JL“ namem V3 a establecer otros buenos resultados en el proceso
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e S o« é“if.ti; b —dupre ses Leenble de encontrar la solucién a lo planteado inicialmente.
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yL2,3q 569,10 4 15 02925 30, 5 S0 100
120, Jso “a60 zswg ! St 08, 750, w0050 3000, Estos desarrollos en caso de ser planteados en un

salon de clases pueden ser guiados a través de
preguntas buscando complementar las ventajas de cada uno de ellos.

Pregunta: Los numeros 8, 24, 40 y 75 son también divisores del 3000 ¢el desarrollo que usas te
permite encontrarlos? ¢Como?

Pregunta: De la lista de divisores que obtuviste é¢cuales crees son los mas importantes que te
permitan expresar a los demds en términos de éstos?

e, Iag 50 bt in SRS R Pregunta: ¢El desarrollo y la notacidn usada te permiten
': *: = . resolver problemas o ejercicios andlogos al que se trata?
) ne . 7 . V2 . . ’
Bl PR, 1 por ejemplo: el maximo comun divisor de dos o mas
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La factorizacién en primos fue también una estrategia muy utilizada al resolver el ejercicio tres,
aunque no aprovechada de la mejor manera, pues en la mayoria de los casos se tiene la idea de
gue los unicos divisores de 3000, son los nimeros primos que lo dividen y los cocientes que se
obtienen al dividirlo entre estos, dejando fuera a otros divisores que no son contemplados en el

procedimiento



PROBLEMA 4.

Ocurre frecuentemente en la ensefanza
de las Matemadticas, que la calificacion
de los buenos métodos para su
aprendizaje estdn respaldados por el
hecho de dar la respuesta correcta a un
problema, en un nimero reducido de
pasos, casi siempre sin tomar en cuenta
qgue en la sintesis de un proceso se
deben resaltar las ideas fundamentales
gue permiten que una propiedad, ley o
teorema dé respuesta satisfactoria a un
planteamiento en un minimo de pasos.

Al hablar de la generalizacién de una
propiedad, que al conjeturarse, vy
posteriormente demostrarse dando pie
a un teorema, podemos pensar en la
sintesis de un proceso que ha sido
comprendido anteriormente, y que
siempre implica nuevos aprendizajes que
tienen mas valor que aquellos que se
adquiere por el simple hecho de
enunciar y repetir, sin descubrir.

Al insistir sobre el descubrimiento y
generalizacidon de resultados, se puede
lograr que el aprendizaje sea mas
permanente que en el caso de un
aprendizaje pasivo, haciendo menos,
escuchando y repitiendo mas,
permanencia que posibilita la
transferencia del conocimiento a
situaciones parecidas a la que se trata,
haciendo mas significativo el
pensamiento matematico que de ello se
deriva.
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Si la sintesis a la cual nos referimos
es complementada con una serie de

preguntas a la respuesta o a la
estrategia utilizada, seguramente
con esto fomentaremos en el
estudiante la capacidad de usar el

conocimiento en la construccién de
nuevos conceptos y procesos, lo que
no ocurre mientras la formacion del
estudiante se quede con la simple
posesion de resultados.

Si referimos lo anterior al trabajo
qgue se realizé en los ocho primeros

casos que intentaron resolver el
problema cuatro, notaremos
condiciones aceptables para
cuestionar el desarrollo de Ia

estrategia que se estad usando, esto
con la finalidad de guiar al
estudiante al encuentro de una ley o
teorema, que pueda dar la
respuesta utilizando un desarrollo
mas productivo, pero, sin negar la
importancia del trabajo prolongado
no disperso, donde seguramente
existen buenas ideas, que discutidas
alrededor de ciertas preguntas,
sirven para detectar limitantes vy
dificultades para avanzar hacia otros
descubrimientos, permitiendo
ademads que el estudiante adquiera
una actitud reflexiva hacia el trabajo
realizado mejorando asi sus ideas
matematicas en la solucién de
problemas.
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Pregunta: ¢(Cual es el concepto
fundamental involucrado en la solucién
del ejercicio?

Pregunta: {Qué relacién habra entre tu
procedimiento y la estrategia donde se
caracteriza al Jltimo digito de los
multiplos de 4 0 5?

Pregunta: (Sera necesario escribir todos
los multiplos que hallaste para dar con la
solucién del ejercicio?

Es importante hacer ver la oportunidad
de discusién que se tendria en el salén
de clases al presentarse la estrategia
utilizada en los casos marcados con ¥,
oportunidad que nos permite establecer
ideas complementarias a todos los casos
gue intentaron resolver el ejercicio.
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Una deliberacion guiada al resolver un
problema, a veces da al alumno la posibilidad
de explorar una gama de conceptos
relacionados con los que utiliza en el
desarrollo de su estrategia, y también
colabora a tener una visién mdas amplia de los
recursos matemadticos que se utilizan al
resolver problemas. Véase el caso del trabajo
donde el digito de las unidades abre la
puerta a los enteros modulo 10.

Pregunta: ¢Habrd un multiplo de 6 u 8 que
sea impar?

Pregunta: ¢En qué digito termina un multiplo
comun de 3,4,5,6,7? écudl crees que sea?
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6. CONCLUSIONES
6.1 RESUMEN

1.- Existe una confusién en el manejo de los conceptos de divisor, multiplo, maximo
comun divisor, minimo comun multiplo, y nUmero primo entre otros, al resolver los problemas
de divisibilidad.

2.- A pesar de la confusién en el uso de conceptos, la diversidad de estrategias en su
mayoria incompletas o no bien utilizadas, muestran condiciones aceptables para abordar la
ensefianza a través de la resolucion de problemas.

3.- Se ha desaprovechado la cultura matematica que flota en un salén de clases,
limitando asi el potencial matematico que en la mayoria de los casos existe en un grupo de
estudiantes.

4.- Se ha usado de manera muy limitada el Teorema Fundamental de la Aritmética, en la
solucion de problemas de multiplos y divisores.

5.- Es necesario que al abordar la ensefianza a través de la solucién de problemas se
conozca lo que se va a ensefiar y un poco mas.
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6.3 PROPUESTA METODOLOGICA

Sin abandonar la curricula vigente, la ensefianza y aprendizaje de las matematicas puede
mejorase si consideramos los siguientes puntos:

e Busqueda y eleccidn de ejercicios y problemas adecuados, en cuyo procedimiento para
resolverlos surja la necesidad de incorporar los temas del programa.

e Abrir la discusién entre los diferentes grupos de trabajo buscando posibles relaciones
entre las estrategias que resuelven el problema.

e Aprovechar de la mejor manera los errores cometidos por el alumno, a través de la
presentacion de contraejemplos.

e Considerar que la matematica es un lenguaje que nos permite modelar situaciones
concretas, y como tal deberia ensenarse

Se tiene recopilado el trabajo que realizaron los estudiantes en lo que respecta a la encuestay a
la solucidn.
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6.2 PROPUESTA DE EJERCICIOS y PROBLEMAS.

PROBLEMAS

1.

e o o N

Pepito tiene 8 afos y su mama tiene menos de 50. al pedirle el papa a Pepito y a su
hermana que escriban la edad de su mam3, la hermana lo hace bien pero Pepito lo hace
intercambiando el orden de los digitos que son diferentes de cero, ambos dan su
nimero a papd que los resta obteniendo, como resultado 27.iCual es la edad de la
mama?
Un faro emite tres colores distintos:
Rojo cada 16 segundos
Verde cada 45 segundos
Blanco cada 2 minutos 20 segundos
Suponiendo que los tres colores se emiten simultaneamente a las 12 pm Indique los
instantes del dia en que:
Se emiten rojo y verde
Se emiten rojo y blanco
Se emiten verde y blanco
Se emiten los tres colores
Dos enteros ¥, y, son llamados equivalentes, y se denota x™y, si ellos son divisibles por
los mismos primos. Ejemplos:

a) 2~4

b) 12~6

¢) 10~ 50.

Demostrar que:

a)
b)
c)
4.

a)
b)

10~80

10 no es equivalente a 90

Si x ~y entonces x" ~ y"

Se llaman multiplos consecutivos de 3 a los que vienen uno después del otro en el orden
natural. Ejemplo 12 y 15 son multiplos consecutivos de 3.

Encuentre tres multiplos consecutivos de 3 cuya suma sea igual a 333.

éExisten tres multiplos consecutivos de 3 cuya suma sea igual a 19977

Dos atletas recorren una pista circular. Ambos parten simultdneamente de la salida que
llamaremos M. El tiempo que tarda el primero en dar una vuelta es 6 minutos menos
del tiempo que larda el segundo. Si se encuentran por primera vez en M a 56 minutos
de haber partido de M., encuentre el tiempo que tarda cada uno en dar una vuelta a la
pista.

¢Cuantas soluciones enteras tiene la siguiente ecuacion 2x + 5y =117
¢Cual es la mayor potencia de 2 que divide a 100!?
Nota: 100! = 1x2x3x4...x98x99x100.



8. ¢Cuantas parejas de enteros positivos (x, y) satisfacen la ecuaciéon x/19 +y/95 =1?
9. ¢Cuantos divisores tiene el nimero 108007
10. Demuestre que n4 — n2 siempre es divisible por 12 para cualquier entero positivo.
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