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DIRECTOR DE TESIS
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Introducción

Una de las ideas que persiguen las distintas homotopı́as abstractas es dar una axiomática en categorı́as generales
de forma que se obtengan categorı́as homotópicas en el sentido de J. H. C. Whithead con la axiomática clásica
para espacios topológicos, donde partiendo de dicha categorı́a se establece una relación de equivalencia (relación
de homotopı́a) entre los morfismos (aplicaciones continuas) compatible con su composición, de forma que se pue-
da crear la categorı́a cociente (categorı́a de homotopia) en el sentido descrito por S. MacLane en [12]. De esta
forma se obtiene una clasificación de los objetos de la categorı́a (equivalencia de homotopı́as). Philip Higgins es
un pionero de la idea de usar grupoides en topologı́a, y de interpretar ideas de teorı́a de grupoides en terminos
topológicos. Una explicación de su trabajo se encuentra en su libro [6]. El enfoque de Higgins fue desarrollado por
Ronnie Brown en [4], en varias direcciones.

En [20] se introduce la noción de homotopı́a para grupoides ordenados y se muestra que la teorı́a de homotopı́a
abstracta puede ser usada para definir una noción conveniente de equivalencia homotópica de grupoides ordenados
y por tanto de semigrupos inversos. También en [20], como una aplicación de esta teorı́a, se demuestra un teorema
de homomorfismos de semigrupos inversos, el Teorema de Fibración de Steinberg, el cual afirma que cualquier
funtor ordenado entre grupoides ordenados se factoriza en una ampliación seguida de un funtor sobreyectivo es-
trella ordenado. Este teorema es una formulación fuerte de un teorema bien conocido en topologı́a, el cual afirma
que cualquier función continua puede factorizarse en una equivalencia homotopica seguida de una fibración. Se
demuestra que esta factorización es isomorfa a la construida por Steinberg en su ”Teorema de Fibración”, original-
mente probado usando una generalización de categorı́a derivada de Tilson ([19]). La clasificación de semigrupos
salvo isomorfismo es una proposición más realista que para grupos, porque los semigrupos son justamente más
abundantes. Una situación similar aparece en topologı́a, y como un resultado una noción menos rigurosa es usada
para clasificar espacios topológicos, a saber, la equivalencia homotópica. En [20] se establece la estructura nece-
saria para definir el análogo de equivalencia homotópica para semigrupos inversos y se redemuestra el Teorema de
Fibración de Steinberg usando únicamente ideas de teorı́a de homotopı́a

En el desarrollo de la teorı́a mencionada se aplican métodos de topologı́a algebraica a semigrupos inveros. Una
importante caracterı́stica de tal teorı́a, es que ésta no se desarrolla en la cateorı́a de semigrupos inveros sino en la
categorı́a de grupoides ordenados. Una definición formal de un grupoide ordenado está dado en [10], pero aproxi-
madamente es un grupoide en el sentido de teorı́a de categorı́as enriquecidas1. La cateorı́a de semigrupos inversos
es isomorfa a la categorı́a de grupoides inductivos, la contrucción se da en [10]. La existencia de tal isomorfismo
sugiere trabajar en la categorı́a de semigrupos inversos antes que en la de grupoides ordenados. Sin embargo, en
[10], Lawson argumenta que muchas construcciones que involucran semigrupos inversos pueden ser incluidas para
trabajar en la categorı́a más grande de grupoides ordenados. Cualquier semigrupo inverso S puede ser considerado
como un grupoide ordenado con respecto a su producto restringido ([10], proposición 3.1.4). De esta manera la
categorı́a de semigrupos inversos puede ser encajada en la categorı́a de grupoides ordenados. Ası́ [20] es una apli-

1Se llaman categorı́as enriquecidas cuando el conjunto de morfismos de cada par de objetos es una categorı́a pequeña.
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Introducción

cación del enfoque de grupoides ordenados a semigrupos inversos.

La cohomologı́a de semigrupos inversos fue introducida por Lausch [9], quien la utilizó para clasificar extensiones
de semigrupos inversos. En [11], Loganathan demuestra que la cohomologı́a de un semigrupo inverso puede ser
derivada como la cohomologı́a de una conveniente categorı́a pequeña. De manera independiente, J. Renault [16]
generalizó la cohomologia de grupoides a semigrupos inversos, de esta manera obtuvo una cohomologı́a diferente
a la de Lausch y Loganathan.

En esta tesis, siguiendo el enfoque de Loganathan, se muestra que se puede definir la cohomologı́a de un grupoide
ordenado G como la cohomologı́a de una conveniente categorı́a pequeña C(G), de esta manera se generaliza la
cohomologı́a de semigrupos inversos debida a Lausch y Loganathan. Finalmente se generaliza la cohomologı́a de
Renault de semigrupos inversos y se muestra que son tipos especiales de las extensiones ya construidas. De esta
manera se demuestra que los segundos grupos de cohomologı́a de Renault son subgrupos de los de Lausch. La tesis
se desarrolla de la siguiente manera. Con el objetivo de hacer lo más autocontenido posible este trabajo, se agrega el
capı́tulo 1 y un apéndice, en los cuales se citan las definiciones y resultados necesarios concernientes a categorı́as,
categorı́as abelianas, semigrupos inversos y grupoides ordenados. En el capı́tulo 2 se muestra como calcular la
cohomologı́a de categorı́as pequeñas. En el capı́tulo 3 se muestra que la cohomologı́a de un grupoide ordenado G
puede definirse como la cohomologı́a de la categorı́a pequeña C(G). En el capı́tulo 4 definimos las extensiones de
grupoides ordenados, definimos derivaciones y conjunto de factores, y se muestra que éstos clasifican extensiones.
En el capı́tulo 5 examinamos la cohomologı́a de Renault en un marco de los grupoides ordenados, demostramos
que sus extensiones son especiales y que tienen una transversal que preserva orden, de esta manera demostramos
que los segundos grupos de cohomologı́a de Renault son subgrupos de los grupos de cohomologı́a obtenidos por
Lausch.
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Capı́tulo 1

Preliminares

Este capı́tulo tiene un caracter técnico, para un estudio más profundo sobre los temas el lector puede consultar [3],
[5], [13] y [21]. De igual manera, para una mayor comprensión de los conceptos que se presentan a continuación
sugerimos al lector revisar el apéndice.

1.1. Funtores exactos

Sugerimos al lector revisar las definiciones de categorı́a, funtor, categorı́a abeliana, monomorfismo y epimorfismo
entre otras, todas ellas dispuestas en el apéndice.
Sea f : X −→ Y un morfismo en una categorı́a abeliana A. Dado otro morfismo g : Y −→ Z, podemos formar la
sucesión

X
f // Y

g // Z .

Diremos que tal sucesión es exacta en Y si ker(g) = img( f ).
Supongamos que el morfismo f : X −→ Y es un monomorfismo, como ker( f ) : Ker( f ) −→ X tiene la propiedad
f ker( f ) = 0, entonces por la proposición A.2.6, ker( f ) = 0. Ahora consideremos el morfismo en A

u : 0−→ X

cuyo dominio es el objeto cero, entonces u = 0. Luego por la proposición A.2.8 coker(u) = 1X , lo cual implica

img(u) = img(0) = ker(coker(u)) = 0 .

Por lo tanto la sucesión

0 // X
f // Y

es exacta.

Ahora supongamos que la sucesión

0 // X
f // Y

es exacta, entonces ker( f ) = 0. Si g : U −→ X es otro morfismo en A tal que f g = 0, existe una única factorización
φ : U −→ Ker( f ) de tal forma que ker( f )φ = g. Luego 0φ = g y por tanto g = 0 .

9



Capı́tulo 1. Preliminares

Ası́ que f es un monomorfismo en A.
En resumen hemos obtenido la siguiente caracterización de monomorfismos en una categorı́a abeliana, f ∈ A es
un monomorfismo si, y sólo si la siguiente sucesión

0 // X
f // Y

es exacta en X .
Dualizando:
f ∈ A es un epimorfismo si y sólo si la siguiente sucesión

X
f // Y // 0

es exacta en Y .

Diremos que la sucesión

0 // X
f // Y

g // Z // 0

es una sucesión exacta corta si es exacta en cada uno de los objetos de la sucesión.
Notemos que si X es un subobjeto de Y y Z =Y/X , entonces f es monomorfismo, g es epimorfismo y g f = 0, por
tanto la sucesión

0 // X �
� // Y // Y/X // 0

es una sucesión exacta corta.

Definición 1.1.1. Sea F : A−→B un funtor aditivo entre categorı́as abelianas. Diremos que F es un funtor exacto
si preserva sucesiones exactas cortas.

Definición 1.1.2. San A y B categorı́as abelianas y F : A−→ B un funtor aditivo.
Dada la sucesión exacta corta en A

0 // X // Y // Z // 0

diremos que:
(1)F es exacto izquierdo si la sucesión

0 // FX // FY // FZ

es exacta.
(2)F es exacto derecho si la sucesión

FX // FY // FZ // 0

es exacta.

Observemos que F es exacto precisamente cuando es exacto izquierdo y exacto derecho.
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1.1 Funtores exactos

Proposición 1.1.3. Sea F : A −→ B un funtor aditivo entre categorı́as abelianas. F es exacto izquierdo si
siempre que la sucesión

0 // X // Y // Z

es exacta en A, la sucesión

0 // FX // FY // FZ

es exacta en B

Demostración. Si la sucesión

0 // X u // Y v // Z

es exacta en A, u es monomorfismo y img(u) = ker(v). Por tanto la sucesión

0 // X u // Y
coimg(v)

// Coimg(v) // 0

es una sucesión exacta corta en A. Luego

0 // FX Fu // FY
Fcoimg(v)

// FCoimg(v)

es una sucesión exacta en FX y FY , es decir

img(Fu) = ker (Fcoimg(v)) .

Por otra parte

v = img(v)coimg(v),

donde img(v) es un monomorfismo en A, entonces

ker(Fv) = ker (F(img(v)coimg(v)))

= ker (Fimg(v)Fcoimg(v)) ,

y Fimg(v) es un monomorfismo en B. Luego

ker (Fimg(v)Fcoimg(v)) = ker (Fcoimg(v)) .

Por tanto

ker(Fv) = ker (Fcoimg(v)) .

De aquı́ que

img(Fu) = ker(Fv) .

�
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Capı́tulo 1. Preliminares

La proposición anterior puede ser dualizada para referirse a funtores exactos derechos. Además algunos textos,
como: [18] o [3] definen los funtores exactos izquierdos como aquellos que preservan sucesiones exactas del tipo

0 // A // B // D .

Sin embargo esta definición es equivalente a la definición 1.1.2 dada anteriormente.

Proposición 1.1.4. Sea A una categorı́a abeliana, entonces:
Para todo X ∈ A : A(X ,−) es un funtor exacto izquierdo.

Demostración. (1) Sea X ∈ A . Comencemos mostrando que el funtor A(X ,−) : A−→ Ab es aditivo.
Sean f : U −→V y g : U −→V elementos de A(U,V ), entonces

A(X , f +g) : Ab(X ,U)−→ Ab(X ,V )

es un homomorfismo de grupos abelianos de tal manera que si h ∈ Ab(X ,U),

A(X , f +g)(h) = ( f +g)h

= f h+gh

= A(X , f )(h)+A(X ,g)(h) .

Consideremos la siguiente sucesión exacta corta en A:

0 // X1
f // X2

g // X3 // 0 .

Como f es monomorfismo y A(X ,−) preserva monomorfismos ([2], proposición 2.9.4), la sucesión

0 // A(X ,X1) // A(X ,X2)

es exacta en A(X ,X1). Resta probar que Ker(A(X ,g))= Img(A(X , f )), donde Ker(A(X ,g))= {u ∈ A(X ,X2) : gu = 0} .
Si u ∈ Ker(A(X ,g)), gu = 0, lo cual implica la existencia de un único morfismo φ : X −→ Ker(g) tal que u =

ker(g)φ , es decir, u = img( f )φ .
Como f es monomorfismo, existe un único isomorfismo ψ : Img( f ) −→ X1 tal que img( f ) = f ψ . Ası́ que
u = f (ψφ), es decir, u = A(X , f )(ψφ). Por lo tanto u ∈ Img(A(X . f )) .
Si ahora suponemos que u ∈ Img(A(X , f )), existe v ∈ A(X ,X1) tal que f v = u. Ya que f es monomorfismo
f ψ = img( f ) entonces f ψ = ker(g), es decir, g f ψ = 0 y ψ es isomorfosmo por tanto g f = 0, con ésto podemos
garantizar que u ∈ Ker(A(X ,g)).
De manera similar se garantiza que el funtor representable A(−,X) es exacto derecho (recordar que el funtor
A(−,X) manda epimorfismos en monomorfismos). �

1.2. Complejos

A continuación estudiaremos sucesiones de morfismos de la forma

X
f // Y

g // Z

sobre una categorı́a abeliana A de tal manera que g f = 0 pero no necesariamente es exacta en Y .
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1.2 Complejos

Observación 1.2.1. Si g f = 0, g(img( f )coimg( f )) = 0, donde coimg( f ) es un epimorfismo, gimg( f ) = 0,
por lo cual existe una única factorización h tal que img( f ) = ker(g)h. Y como img( f ) es monomorfismo, h es

monomorfismo; por lo cual podemos formar el objeto cociente
Ker(g)
Img( f )

.

Para tener una mayor perspectiva, la siguiente definición puede ser comparada con la defición 1.9.1 en [13]

Definición 1.2.2. En una categorı́a abeliana A, un complejo de cocadena C• es una sucesión de morfismos y
objetos

· · ·C−1 d−1
// C0 d0

// C1 d1
// C2 · · ·

donde para cualquier n ∈ Z : dn+1dn = 0.
Los morfismos dn : Cn→Cn+1 son llamados diferenciales u operadores borde (frontera). Notemos que la sucesión
anterior no necesariamente es exacta. Una forma de medir como un complejo es exacto en cada objeto Cn es a
través de

Hn(C•) =
Ker(dn)

Img(dn−1)
,

el n−ésimo objeto de cohomologı́a del complejo de cocadena C• .

Retomando lo que se hizo al inicio de la sección, la definición del concepto, objeto de cohomologı́a, se puede
visualizar mejor con el siguiente diagrama conmutativo:

· · ·Cn−1 dn−1
//

coimg(dn−1)
((

Cn dn
// Cn+1 · · ·

Img(dn−1)

h

$$

img(dn−1)

>>

Ker(dn)
coker(h)

//

ker(dn)

OO

Ker(dn)

Img(dn−1)
.

En el diagrama anterior. Si suponemos que para algun n ∈ Z, Hn(C•) = 0, entonces el morfismo

coker(h) : Ker(dn)−→ Ker(dn)

Img(dn−1)

es igual al morfismo cero, luego como h es monomorfismo, h= ker(coker(h)) y por tanto h= 1Ker(dn) ([3], proposi-
ción 1.1.8). Ası́ img(dn−1) = ker(dn). Por tanto el complejo de cocadenas es exacto en Cn.
En base a lo anterior, podemos afirmar que C• es exacto si y sólo si ∀n ∈ Z : Hn(C•) = 0.

Si C• es un complejo y Cn = 0 para cada n < 0, entonces C• es llamado un complejo positivo. Si Cn = 0 para cada
n > 0, etonces C• es llamado un complejo negativo.
El concepto dual de complejo de cocadena es complejo de cadena, una sucesión de objetos y morfismos en una
categorı́a abeliana A:

C• = · · ·C−1 C0
d−1oo C1

d0oo C2 · · ·
d1oo

13



Capı́tulo 1. Preliminares

donde dndn+1 = 0 para cada n ∈ Z.

Definición 1.2.3. Sean C• y D• dos complejos de cocadena definidos sobre la categorı́a abeliana A. Un
morfismo de complejos cocadena o aplicación de cocadena

u : C• −→ D•

es un conjunto de morfismos indexado en Z

(un : Cn −→ Dn)n∈Z ,

de tal manera que para todo n ∈ Z : dn
Dun = un+1dn

C.

Los complejos de cocadena sobre una categorı́a abeliana A junto con sus morfismos forman una categorı́a la cual
denotaremos por Ch(A).

Proposición 1.2.4. Si A es una categorı́a abeliana, Ch(A) es una categorı́a abeliana.

Demostración. Comenzamos definiendo el complejo cocadena cero:

0• = · · · 0n // 0n+1 // 0n+2 · · ·

donde para todo n ∈ Z : 0n = 0 (0 es el objeto cero en A). Entonces por su forma, 0• es el objeto cero en Ch(A).
Si no existe confución denotaremos 0• = 0.
Ahora consideremos dos complejos de cocadena C• yD• ∈ Ch(A). De manera puntual construiremos el producto
de C• y D• en Ch(A).
Para cada n ∈ Z, (Cn

∏Dn, πCn , πDn) es el producto de Cn y Dn. Entonces dada la siguiente terna
(Cn−1

∏Dn−1, dn−1
C πCn−1 , dn−1

D πDn−1), implica la existencia de un único morfismo:

dn−1 : Cn−1
∏Dn−1 −→Cn

∏Dn

tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

· · ·Cn−1 // Cn · · ·

· · ·Cn−1
∏Dn−1 dn−1

//

OO

��

Cn
∏Dn · · ·

OO

��
· · · Dn−1 // Dn · · · .

Usando el siguiente diagrama conmutativo y la propiedad del producto en Cn+1
∏Dn+1

· · ·Cn−1 // Cn // Cn+11 · · ·

· · ·Cn−1
∏Dn−1 dn−1

//

OO

��

Cn
∏Dn

OO

��

dn
// Cn+1

∏Dn+1 · · ·

OO

��
· · · Dn−1 // Dn // Dn+1 · · ·

14
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podemos implicar la existencia de un único morfismo

h : Cn−1
∏Dn−1 −→Cn+1

∏Dn+1

tal que πCn+1h = dn
Cdn−1

C πCn−1 = 0.
En base al diagrama anterior, notemos que dndn−1 y el morfismo cero también satisfacen la misma condición de
unicidad de h, por lo cual dndn−1 = 0. Por tanto hemos formado el complejo de cocadena:

C•∏D• = · · ·Cn−1
∏Dn−1 dn−1

// Cn
∏Dn dn

// Cn+1
∏Dn+1 · · ·

Por la construcción puntual del complejo definido arriba, se implica que C•∏D• es el producto de C• y D•. De
manera similar se construye el coproducto de dos objetos en Ch(A) .
Pasemos a construir el kernel de un morfismo de complejos de cocadena definidos en A. Sea u : C• −→ D• un
morfismo en Ch(A). Definimos el kernel de u de manera puntual, es decir, ker(u) = (ker(un))n∈Z, mientras que
el objeto kernel

Ker(u)• = · · · Ker(un−1)
dn−1

K // Ker(un)
dn

K // Ker(un+1) · · · ,

donde cada diferenciación se obtiene usando la propiedad universal del kernel. De manera similar se construye el
cokernel del morfismo u.
Sea u : C• −→ D• un monomorfismo en Ch(A), debemos mostrar que u es el kernel de su cokernel. Dada la con-
strucción puntual del kernel, bastara demostrar que para todo n ∈ Z : un es un monomorfismo.
Como u es monomorfismo en Ch(A), ker(u) = 0 y por tanto ker(un) = 0 para cada n ∈ Z. Luego un es un
monomofismo en A para cada n ∈ Z. Similarmente, si v : C• −→D• es un epimorfismo en Ch(A), v es el cokernel
de su kernel. �

Proposición 1.2.5. Sen C• y D• complejos de cocadena sobre una categorı́a abeliana A y u : C• −→ D• un
morfismo de complejos.
Para toda n ∈ Z, existe un morfismo

Hn(u) : Hn(C)−→ Hn(D)

en A, el cual genera un funtor Hn : Ch(A)−→ A .

15
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Demostración. Para n ∈ Z tenemos el siguiente diagrama:

Img(dn−1)
h //

img(dn−1)

$$

Ker(dn)
coker(h)

// //

ker(dn)

��

Hn(C)

· · ·Cn−1 dn−1
//

un−1

��

Cn dn
//

un

��

Cn+1 · · ·

un+1

��
· · · Dn−1 jn−1

// Dn jn
// Dn+1 · · ·

Img( jn−1)

::

h′
// Ker( jn)

ker( jn)

OO

coker(h′)
// // Hn(D) ,

donde jnunker(dn) = un+1dnker(dn) = 0, lo cual implica la existencia de la factorización

a : Ker(dn)−→ Ker( jn)

tal que ker( jn)a = unker(dn).

Por otra parte

coker( jn−1)unimg(dn−1)coimg(dn−1) = coker( jn−1)undn−1

= coker( jn−1) jn−1un−1

= 0 ,

lo cual implica que

(
coker( jn−1)unimg(dn−1)

)
coimg(dn−1) = 0

luego

coker( jn−1)unimg(dn−1) = 0 .

Por tanto existe un único morfismo

b : Img(dn−1)−→ Img( jn−1)

tal que img( jn−1)b = unimg(dn−1).

16
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Notar que ah = h′b por que

ker( jn)ah = unimg(dn−1)

= img( jn−1)b

= ker( jn)h′b .

Luego

(
coker(h′)a

)
h = coker(h′)h′b

= 0 .

Por tanto existe un único morfismo

Hn(u) : Hn(C)−→ Hn(D)

tal que Hn(u)coker(h) = coker(h′)a.

Para n ∈ Z definimos el funtor

Hn : Ch(A)−→ A

de la siguiente manera:
Para cada objeto C• ∈ Ch(A) : Hn(C•) = Hn(C).
Para cada morfismo u : C• −→ D• ∈ Ch(A) : Hn(u) : Hn(C)−→ Hn(D) es el morfismo que se dedujo arriba. �

Definición 1.2.6. Sean A una categorı́a abeliana y u,v : C• −→D• morfismos en Ch(A). Una homotopı́a s de
u a v es un conjunto de morfismos Z-indexado,(

sn : Cn −→ Dn−1)
n∈Z

tal que para cualquier n ∈ Z,
dn−1

D sn + sn+1dn
C = un− vn.

Si s es una homotopı́a de u a v la denotaremos por s : u' v .

Definición 1.2.7. Sea u : C•−→D• un morfismo de complejos sobre una categorı́a abeliana. u es una equivalencia
si existen un morfismo u : D• −→C• y homotopı́as s : uu' 1C• , t : uu' 1D• .
Si tal equivalencia existe, diremos que C• y D• son homotópicos.

Proposición 1.2.8. Sean u,v : C• −→ D• morfismos en Ch(A), donde A es una categorı́a abeliana. Si existe
una homotopı́a s : u' v, entonces

Hn(u) = Hn(v) : Hn(C)−→ Hn(D) .

17
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Demostración. Comencemos probando la aditividad del funtor Hn. Sean u,v : C• −→ D• morfismos en Ch(A),
entonces u+ v : C• −→ D• también es un morfismo en Ch(A). Denotaremos por

a : Ker(dn)−→ Ker( jn)

al único morfismo con la propiedad

(un + vn)ker(dn) = ker( jn)a. (1)

Similarmente para u y v existen las factorizaciones respectivas

au : Ker(dn)−→ Ker( jn)

av : Ker(dn)−→ Ker( jn) ,

tales que

unker(dn) = ker( jn)au (2)

vnker(dn) = ker( jn)av . (3)

De (1), (2) y (3) podemos implicar que

a = au +av .

El morfismo

Hn(u+ v) : Hn(C)−→ Hn(D)

es único con la propiedad

Hn(u+ v)coker(h) = coker(h′)a

Mientras que los morfismos

Hn(u) : Hn(C)−→ Hn(D) y Hn(v) : Hn(C)−→ Hn(D)

tienen respectivamente la propiedad

Hn(u)coker(h) = coker(h′)au

Hn(v)coker(h) = coker(h′)av ,

lo cual implica que

(Hn(u)+Hn(v))coker(h) = coker(h′)au + coker(h′)av

= coker(h′)a .
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Por lo tanto Hn es un funtor aditivo.

Ahora supongamos que existe s talque
s : u' v .

Para concluir la demostración bastara probar Hn(u− v) = 0 .
El morfismo a : Ker(dn)−→ Ker( jn) es único con la propiedad

ker( jn)a = (un− vn)ker(dn) ,

donde

(un− vn)ker(dn) = jn−1snker(dn)

= ker( jn)h′coimg( jn−1)snker(dn) .

Luego

a = h′coimg( jn−1)snker(dn) .

Por otra parte
Hn(u− v) : Hn(C)−→ Hn(D) tiene la propiedad

Hn(u− v)coker(h) = coker(h′)a ,

es decir,

Hn(u− v)coker(h) = coker(h′)h′coimg( jn−1)snker(dn)

= 0 .

Por tanto
Hn(u− v) = 0.

�

Decimos que un complejo C• es contraı́ble si es homotópico al complejo 0•, eqivalentemente, C• es contraı́ble si
1C• ' 0. Ası́ C• es contraı́ble si existe una homotopı́a s = (sn)n∈Z tal que dn−1sn + sn+1dn = 1Cn .

Proposición 1.2.9. Sea A una categorı́a abeliana, si C• ∈ Ch(A) es contraı́ble entonces C• es exacto.

Demostración. Si C• es contraı́ble, 1C• ' 0. Por tanto las imágenes bajo el n-ésimo funtor de cohomologı́a son
iguales, es decir,

Hn(1C•) = Hn(0) .

Esto implica que

Hn(C) = dom(Hn(1C•))

= dom(Hn(0))

= Hn(0)

= 0 .

�
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1.3. Resoluciones

Para la siguiente sección se pueden consultar más detalles en [5] y [14] .

Definición 1.3.1. Sea C una categorı́a abeliana.
(1) Si I es un objeto en C, decimos que I es inyectivo si, para cualquier monomorfismo m : A′ −→ A y cualquier
morfismo u : A′ −→ I, existe un morfismo v : A−→ I (no necesariamente único) tal que vm = u.

0 // A′ m //

u

��

A

v

��
I

(2) Si P es un objeto en C, decimos que P es proyectivo si para cualquier epimorfismo e : B −→ B′ y cualquier
morfismo g : P−→ B′, existe un morfismo f : P−→ B (no necesariamente único) tal que e f = g.

P

g

��

f

��
B e

// B′ // 0 .

Definición 1.3.2. Una categorı́a abeliana A tiene suficientes inyectivos si, para cualquier objeto X ∈ A existen
un inyectivo I y un monomorfismo X −→ I. En otras palabras, una categorı́a abeliana tiene sufecientes inyectivos
si cualquier objeto es un subobjeto de algun inyectivo.
Una categorı́a abeliana A tiene suficientes proyectivos si, para cualquier X ∈A existe un proyectivo P y un epimor-
fismo P−→ X . Equivalentemente, A tiene suficientes proyectivos si cualquier objeto en A es el objeto cociente de
algun proyectivo.

Observación 1.3.3. La definición anterior se puede establecer de manera general para cualquier categorı́a ([2],
definición 4.6.5).

Proposición 1.3.4. Sean A una categorı́a abeliana y C una categorı́a pequeña. Si A es completa y tiene sufi-
cientes inyectivos, AC tiene suficientes inyectivos.

En general toda categorı́a abeliana es finitamente completa y finitamente cocompleta ([3], proposición 1.5.3). Sin
embargo existen categorias abelianas que son completas y/ó cocompletas, por ejemplo Ab es ambas, completa y
cocompleta ([2], ejemplo 2.8.6), también ModR es completa y cocompleta ([2], teorema 2.8.1 , ejemplo 2.1.7.c,
ejemplo 2.4.6.a y ejemplo 2.4.6.d) .

Demostración. Fijemos K un objeto en C. Definimos los funtores

K] : AC −→ A

H 7−→ HK

20



1.3 Resoluciones

y

k∗ : A −→ AC

Definido en objetos: Para A ∈ A,

k∗A : C −→ A

C 7−→ ∏
C(C,K)

A

C1 −→C2 7−→ ∏
C(C1,K)

A−→ ∏
C(C2,K)

A

Definido en morfismos: Para el morfismo en A,

A1 −→ A2 ,

se define el morfismo en AC:

k∗A1 =⇒ k∗A2

para cada C ∈ C:

∏
C(C,K)

A1 −→ ∏
C(C,K)

A2

En la definición del funtor k∗A respecto a morfismos usamos la propiedad universal del producto ∏
C(C2,K)

A . De la

misma forma para definir cada una de las componentes de la transformación natural k∗A1 =⇒ k∗A2. Como A es
una categorı́a completa, tiene sentido la definición del funtor k∗ .
A es una categorı́a abeliana, entonces A es finitamente completa y finitamente cocompleta ([3], proposición 1.5.3),
por lo cual para cualquier sucesión exacta corta en AC,

0 +3 F α +3 G
φ +3 H +3 0 ,

αK es monomorfismo y φK es epimorfismo, ésto para todo K ∈ C ([2], corolario 2.15.3), también

ker(φ) = img(α)

implica que

Para todo K ∈ C, ker(φ)K = img(α)K .

Por tanto para cualquier K ∈ C:

0 // FK
αK // GK

φK // HK // 0 ,

es una sucesión exacta corta, es decir, el funtor K] es exacto.
Además K] a k∗ , debido al siguiente isomorfismo natural en cada una de las variables.
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Para A ∈ A y H ∈ AC,

θA,H : AC(H,k∗A)−→ A(K]H,A)

α : H =⇒ k∗A 7−→ π1K αK ,

donde

π1K : ∏
C(K,K)

A−→ A ,

es la proyección respecto al ı́ndice 1K ∈ C(K,K).

Ası́ podemos implicar que k∗ preserva inyectivos ([5], proposición 6.3).
Ahora si F es un objeto en AC, para cada K ∈ C se elige un inyectivo IK ∈ A y el correspondiente monomorfismo
FK −→ IK en A. Por lo cual tenemos el siguiente conjunto de objetos inyectivos en AC

(k∗IK)K∈C.

Siendo AC una categorı́a completa ([2], teorema 2.15.2), existe

∏
K∈C

k∗IK ,

el cual es un objeto inyectivo en AC ([5], proposición 6.1). Usando la propiedad universal del producto, existe un
monomorfismo en AC,

F =⇒ ∏
K∈C

k∗IK .

�

Observación 1.3.5. Dada cualquier categorı́a pequeña C, la categorı́a AbC es una categorı́a con suficientes
inyectivos.

Definición 1.3.6. Una resolución proyectiva de A ∈ A, donde A es una categorı́a abeliana, es una sucesión
exacta

. . . // P2
d2 // P1

d1 // P0
ε // A // 0

en la cual cada Pi es un objeto proyectivo en A, y la denotaremos por :

P•
ε // A .

Una resolución inyectiva de A ∈ A, donde A es una categorı́a abeliana, es una suceción exacta

0 // A δ // I0 d0 // I1 d1
// I2 // . . .

en la cual cada I j es un objeto inyectivo en A, y la denotamos por :

A δ // I• .

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Comparación para Resoluciones Inyectivas.
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Teorema 1.3.7. Sean

A δ // I•

una resolución inyectiva de un objeto A en una categorı́a abeliana A y f : B−→ A un morfismo en A.
Para cualquier sucesión exacta

B
η // E• = 0 // B

η // E0 e0
// E1 e1

// E2 . . .

existe un morfismo de cocadena f
•

: E• −→ I• que extiende a f en el sentido de que

δ f = f 0
η .

El morfismo f
•

es único salvo homotopı́a.

Demostración. En base a las hipótesis tenemos el siguiente diagrama:

0 // B
η //

f

��

E0 e0
// E1 e1

// E2 . . .

0 // A δ // I0 d0
// I1 d1

// I2 . . . .

Como I0 es objeto inyectivo y η : B−→ E0 es monomorfismo, existe f 0 : E0 −→ I0 tal que

f 0
η = δ f .

Implicamos

d0 f 0
η = 0 ,

donde η se descompone de manera única

η = img(η)coimg(η) .

Entonces

d0 f 0 (img(η)coimg(η)) = 0 .

Como coimg(η) es epimorfismo,

d0 f 0img(η) = 0

y por tanto

d0 f 0ker(e0) = 0 .

Dado que coimg(e0) = coker
(
ker(e0)

)
, existe un único morfismo
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h : Coimg(e0)−→ I1

tal que d0 f 0 = hcoimg(e0) .

Ahora, tenemos un monomorfismo

img(e0) : Coimg(e0)−→ I1 .

y el morfismo

h : Coimg(e0)−→ I1 .

Como I1 es inyectivo, existe el morfismo

f 1 : E1 −→ I1

tal que h = f 1img(e0) .

Por tanto

f 1e0 = f 1img(e0)coimg(e0)

= hcoimg(e0)

= d0 f 0 .

De la misma manera como se construyó f 1 se construyen los demás f i, para i≥ 2. Por la forma de cada f i, i≥ 0,
el conjunto de morfismos

(
f i
)

0≤i es un morfismo de complejos cocadena de E• en I•.
Si denotamos f

•
=
(

f i
)

0≤i, probemos que f
•

es único salvo homotopı́a.
Supongamos que g• : E• −→ I• es otro morfismo cocadena tal que

g0
η = δ f .

Entonces

(g0− f 0)η = δ f −δ f = 0

luego

(g0− f 0)img(η)coimg(η) = 0

lo cual implica

(g0− f 0)img(η) = 0

y por tanto

(g0− f 0)ker(e0) = 0 .
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Como coimg(e0) = coker (ker(eo)), existe un único morfismo

j0 : Coimg(e0)−→ I0

tal que g0− f 0 = j0coimg(e0)

E0

�� ��

e0
//

$$

E1

�� ��

Ker(e0)

;;

Coimg(e0)

j0
zz

I0

d0
// I1 .

Por otra parte tenemos el monomorfismo

img(e0) : Coimg(e0)−→ E1

y el morfismo

j0 : Coimg(e0)−→ I0 ,

donde I0 es proyectivo. Entonces existe el morfismo

s1 : E1 −→ I0 tal que

j0 = s1img(e0) ,

Coimg(e0)
img(e0)

//

j0

��

E1

s1

||
I1 ,

luego

s1e0 = s1img(e0)coimg(e0)

= j0coimg(e0)

= g0− f 0 .

Ahora construyamos el morfismo

s2 : E2 −→ I1
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[
(g1− f 1)−d0s1] img(e0)coimg(e0) = (g1− f 1)img(e0)coimg(e0)−d0s1img(e0)coimg(e0)

= (g1− f 1)e0−d0 j0coimg(e0)

= (g1− f 1)e0−d0(g0− f 0)

= (g1− f 1)e0− (g1− f 1)e0

= 0 .

Esto implica que [
(g1− f 1)−d0s1] img(e0) = 0

y por tanto

⇒
[
(g1− f 1)−d0s1]ker(e1) = 0 .

Además,

coimg(e1) = coker
(
ker(e1)

)
.

Ası́, existe un único morfismo

j1 : Coimg(e1)−→ I1

tal que

(g1− f 1)−d0s1 = j1coimg(e1) .

Esto implica la existencia del morfismo

s2 : E2 −→ I2

tal que

j1 = s2img(e1)

luego

(g1− f 1)−d0s1 = s2img(e1)coimg(e1)

= s2e1 .

Por tanto

g1− f 1 = d0s1 + s2e1.

Ker(e1) // E1

�� ��

e1
//

##

s1

��

E2

�� ��

s2

pp

Coimg(e1)

zz

::

I0

d0
// I1

d1
// I2 .
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Similarmente se construyen los demás si con i≥ 3. �

Dualizando el teorema anterior obtenemos el Teorema de Comparación para Resoluciones Proyectivas.

Teorema 1.3.8. Sea A una categorı́a abeliana.

(1) Si A tiene suficientes inyectivos, cualquier objeto en A tiene una resolución inyectiva. La cual es única salvo
homotopı́a de complejos de cocadena.

(2) Si A tiene suficientes proyectivos, cualquier objeto en A tiene una resolución proyectiva, la cual es única
salvo homotopı́a de complejos de cadena.

Demostración. Probemos (2). Sea A un objeto en A, entonces existen un objeto proyectivo P0 y un epimorfismo

ε : P0 −→ A .

De igual forma para el objeto Ker(ε), existen un objeto proyectivo P1 y un epimorfismo

p1 : P1 −→ Ker(ε) .

Denotamos por d1 = ker(ε)p1 .

P1
d1

//

p1 ""

P0
ε // A // 0

Ker(ε)
ker(ε)

<<

.

De manera recursiva construimos la sucesión exacta

. . . P2
d2 // P1

d1 // P0
ε // A // 0 ,

donde cada Pj es un objeto proyectivo en A.
Para el objeto A ∈ A hemos construido una resolución proyectiva

P•
ε // A .

Supongamos la existencia de otra resolución proyectiva de A,

P′•
ε
′
// A ; y

mostremos que ambas resoluciones son homotópicas.
Usando el teorema de comparación para resoluciones proyectivas, existen morfismos de complejo cadena,

f• : P• −→ P′• y

f ′• : P′• −→ P•

los cuales extienden a

1A : A−→ A .

Ası́, 1P• y f ′• f• son dos morfismos de complejo cadena que extienden a 1A e implicamos que 1P• y f ′• f• son
homotópicos. Similarmente 1P′• y f• f ′• son homotopicos.
Por lo tanto las resoluciones proyectivas, P• y P′• son homotópicas. �
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1.4. Funtores derivados

Definición 1.4.1. Sean A y X categorı́as abelianas tal que A tiene suficientes inyectivos.
Sea F : A−→ X un funtor exacto izquierdo. Entonces los funtores derivados derechos de F son los funtores

RiF : A−→ X, 0≤ i

los cuales, para cualquier objeto A ∈ A con una resolución inyectiva única, salvo homotopı́a,

A−→ I•A ,

son definidos como:
Para toda i≥ 0, RiF(A) = H i (F(I•A)) .

Por otra parte, dado un morfismo f : A−→ B en A, donde A−→ I•A y B−→ J•B son dos resoluciones inyectivas de
A y B, respectivamente, existe un único (salvo homotopı́a) morfismo de complejos de cocadena f • : I•A −→ J•A, el
cual extiende a f . Para cada i≥ 0, se define RiF sobre f como:

RiF( f ) = H i (F( f •)) .

En la definición anterior usamos de manera implı́cita los dos últimos teoremas, ası́ como la proposición 1.2.8 .
En efecto, para mostrar que los funtores RiF están bien definidos en objetos supongamos que A ∈ A tiene dos
resoluciones inyectivas

A−→ I•A y A−→ E•A ,

entonces ambas resoluciones son homotopicas (teorema 1.3.8, (1)), es decir, existen

g• : I•A −→ E•A y h• : E•A −→ I•A

morfismos de complejos de cadena tales que, g•h• es homotópico a 1E•A y h•g• es homotópico a 1I•A .

Luego

H i (F(g•h•)) = H i
(

F(1E•A)
)
,

lo cual implica que

H i (F(g•))H i (F(h•)) = 1H i(F(E•A))
.

Similarmente se obtiene que

H i (F(h•))H i (F(g•)) = 1H i(F(I•A))
.

Por lo cual

H i (F(g•)) : H i (F(I•A))−→ H i (F(E•A))

es un isomorfismo,

H i (F(I•A))∼= H i (F(E•A)) .
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Luego, RiF(A) no depende de la resolución inyectiva de A.

Proposición 1.4.2. Sean A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos, X una categorı́a abeliana y
F : A−→ X un funtor exacto izquierdo. Entonces

(1) Existe un isomorfismo natural R0F ∼= F .

(2) Si A es inyectivo en A, para todo i ∈ ω1 : RiF(A) = 0

Demostración. (1) Para A ∈ A, tenemos uno resolución inyectiva

0 // A δ // I0 d0
// I1 . . . .

Como F es un funtor exacto izquierdo, el complejo de cocadena

0 // FA Fδ // FI0 Fd0
// FI1 . . .

es exacto en FI0, por lo cual:

img(Fδ ) = ker(Fd0) .

Esto implica que

FA∼= Img(Fδ ) = dom(img(Fδ ))

= dom
(
ker(Fd0)

)
= Ker(Fd0) .

Además

R0(F)A = H0 (F(I•A))

= Ker(Fd0),

por tanto

FA∼= R0F(A) .

1ω = N∪{0}
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Veamos que este isomorfismo es natural. Sea f : A−→ B un morfismo en A consideremos el siguiente diagrama:

0 // FA
δA //

F f

��

∼=A $$

FI0 Fd0
//

F f 0

��

FI1 . . .

Ker(Fd0)

::

a
��

Ker(Fe0)

$$
0 // FB

δB

//

∼=B
::

FE0

Fe0
// FE1 . . .

donde a : Ker(Fd0)−→ Ker(Fe0) es el morfismo mencionado en la proposición 1.2.5, y tiene la propiedad:

ker(Fe0)a = F f 0ker(Fd0) .

Entonces

Ker(Fe0)a∼=A = F f 0ker(Fd0)∼=A

= F f 0
δA

= δBF f

= ker(Fe0)∼=B F f ,

lo cual implica que

ker(Fe0)a∼=A = ker(Fe0)∼=B F f

y por tanto

a∼=A =∼=B F f .

(2) Sea A un objeto inyectivo en A. Podemos construir la siguiente sucesión exacta:

0 // A
1A // A 0 // A

1A // A . . .

Como F es un funtor aditivo, obtenemos una sucesión exacta

0 // FA
1FA // FA 0 // FA

1FA // FA . . .

Por tanto para cualquier i ∈ ω:

RiF(A) = 0.

�

De manera dual podemos definir los funtores derivados izquierdos.
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1.5 Objetos simpliciales

Definición 1.4.3. Sean A y X categorı́as abelianas tal que A tiene suficientes proyectivos. Sea F : A−→ B un
funtor exacto derecho. Entonces, los funtores derivados izquierdos de F son los funtores:

LiF : A−→ X, 0≤ i,

los cuales, para un objeto A ∈ A con una resolución proyectiva P•A −→ A ,única salvo homotopı́a, son definidos
como:

LiF(A) = Hi (F(P•A)) ,para 0≤ i .

Dado un morfismo f : A−→ B en A, donde

P•A −→ A y Q•B −→ B

son dos resoluciones proyectivas de A y B, respectivamente, existe un morfismo de complejos de cadena, único
salvo homotopı́a,

f• : P•A −→ Q•B

el cual extiende a f .
Se define

LiF( f ) = Hi (F( f•)) , 0≤ i.

1.5. Objetos simpliciales

Definimos la categorı́a ∆ que tiene por objetos todos los conjuntos finitos no vacios ordenados

[n] = {0,1,2, . . . ,n} , para n ∈ ω

y por morfismos las funciones monotonas no decrecientes, es decir, los morfismos

α : [n]−→ [m]

son funciones que satisfacen: α(i)≤ α( j) siempre que i≤ j.
La composición de morfismos en ∆ es la composición usual de funciones.
Dentro de la categorı́a ∆ existen morfismos que desempeñan un papel importante.
Aplicaciones cara:

εi : [n−1]−→ [n] ; 0≤ i≤ n

εi( j) =


j ; j < i

j+1 ; j ≥ i .

Aplicaciones degeneración:
ηi : [n+1]−→ [n] ; 0≤ i≤ n

ηi( j) =


j ; j ≤ i

j−1 ; j > i .
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Estas funciones, satisfacen las siguientes reglas para la composición:

ε jεi = εiε j−1 si i < j
η jηi = ηiη j+1 si i≤ j
η jεi = εiη j−1| si i < j
ηiεi = ηiεi+1 = identidad
η jεi = εi−1η j si i > j+1

Lema 1.5.1. Cualquier morfismo α : [n]−→ [m] en ∆ tiene una única epi-mono factorización α = εη , donde el
monomorfismo ε es únicamente una composición de aplicaciones cara

ε = εi1 . . .εis con 0≤ is ≤ ·· · ≤ i1 ≤ m

y el epimorfismo η es únicamente una composición de aplicaciones degeneración

η = η j1 . . .η jt con 0≤ j1 ≤ ·· · ≤ jt < n .

Demostración. La demostración de este lema se encuentra en [21], lema 8.1.2 . �

Definición 1.5.2. Si A es una categorı́a, un objeto simplicial X definido sobre A es un funtor contravariante de
∆ en A, es decir,

X : ∆
op −→ A

es un funtor covariante. Para simplificar la notación, escribiremos las imagenes Xn en lugar de X [n].
Similarmente, un objeto cosimplicial C definido sobre A es un funtor covariante

C : ∆−→ A

y escribiremos Cn para C[n].

Observemos que la categorı́a ∆ es pequeña, por lo cual podemos formar la categorı́a A∆op
, cuyos objetos son pre-

cisamente objetos simplicial y cuyos morfismos son transformaciones naturales.
Por otra parte, si en la definición anterior la categorı́a A = Con2, entonces X se llama conjunto simplicial ó con-
junto cosimplicial, según sea el caso. De igual forma si A = ModR ó A = Ab, X se llama R-módulo simplicial
(cosimplicial) ó grupo abeliano simplicial (cosimplicial), respectivamente.

Proposición 1.5.3. Sea A una categorı́a. Para dar un objeto simplicial A definido en A, es necesario y suficiente
dar una sucesión de objetos A0,A1, . . . junto con morfimos ∂i : An −→ An−1 y σi : An −→ An+1 (i = 0,1, . . . ,n), los
cuales satisfacen las siguientes identidades simpliciales:

∂i∂ j = ∂ j−1∂i si i < j
σiσ j = σ j+1σi si i≤ j

∂iσ j =


σ j−1∂i si i < j
Identidad si i = j ó i = j+1
σ j∂i−1 si i > j+1 .

Bajo está correspondencia ∂i = Aεi y σi = Aηi.
2Con es la categorı́a de conjuntos y sus funciones, en algunos textos es donatada por Set
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1.5 Objetos simpliciales

Demostración. La demostracion de esta proposición se encuentra en [21], proposición 8.1.3 . �

Considerando la proposición anterior, un conjunto simplicial K es una sucesión de conjuntos Kn, n ∈ ω , junto
con las funciones

di : Kn −→ Kn−1 y si : Kn −→ Kn+1 (0≤ i≤ n) , (1.1)

las cuales satisfacen las siguientes condiciones:

(ss1) did j = d j−1di si i < j
(ss2) dis j = s j−1di si i < j
(ss3) dis j = Identidad si i = j ó i = j+1
(ss4) dis j = s jdi−1 si i > j+1
(ss5) sis j = s j+1si si i≤ j .

Los elementos de cada conjunto Kn son llamados n−sı́mplices.
A continuación describiremos dos ejemplos de conjuntos simpliciales.

Ejemplo 1.5.4. (1) Un conjunto simplicial formado por un conjunto parcialmente ordenado.
Sea X un conjunto parcialmente ordenado. Denotamos por PNern(X) al conjunto de todos los arreglos ordenados
de n elementos de X .
Si x ∈ PNern(X), escribimos

x = (x1 ≤ x2 ≤ . . .≤ xn) .

Las aplicaciones cara di : PNern(X)−→ PNern−1(X), 0≤ i≤ n, omiten el elemento xi de x, es decir

di : (x1 ≤ x2 ≤ . . .≤ xn) 7−→ (x1 ≤ . . .≤ xi−1 ≤ xi+1 ≤ . . .≤ xn) .

Las aplicaciones degeneración si : PNern(X)−→ PNern+1(X) repiten el elemento x1, es decir,

si : (x1 ≤ x2 ≤ . . .≤ xn) 7−→ (x1 ≤ . . .≤ x1 ≤ xi ≤ . . .≤ xn) .

(2) El Nervio de una categorı́a. Sea C una categorı́a pequeña. Definimos Ner0(C) =C0 y

Nern(C) = {(an,an−1, . . . ,a1) : ai ∈ Cyd(ai+1) = r(ai)} .

Nern(C) es el conjunto de todas las n-sucesiones determinadas por elementos de C.

Las aplicaciones cara

d0,d1 : Ner1(C)−→ Ner0(C)

estan dados por:

d0(a) = r(a) y

d1(a) = d(a) .

Para n > 1 y 0≤ i≤ n las aplicaciones cara

di : (an,an−1, . . . ,a1) 7−→


(an,an−1, . . . ,a2) si i = 0
(an,an−1, . . . ,ai+1ai, . . . ,a1) si i = 1, . . . ,n−1
(an−1, . . . ,a1) si i = n .
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Las aplicaciones degeneración

si : Nern(C)−→ Nern+1(C)

estan dados por:

si : (an,an−1, . . . ,a1) 7−→

{
(an,an−1, . . . ,a1,d(a1)) si i = 0
(an,an−1, . . . ,r(ai),ai, . . . ,a1) si i = 1, . . . ,n .

1.6. Construcción de complejos de cadena y cocadena a partir de objetos
simpliciales y cosimpliciales.

Veamos una forma alternativa para contruir complejos de cadena (cocadena) a partir de objetos simpliciales (cosim-
pliciales) definidos sobre alguna categorı́a abeliana.

Para una mayor referencia acerca de la sguiente proposición el lector puede consultar [5] .

Proposición 1.6.1. Un complejo de cadena está asociado a cualquier objeto simplicial con valores en una
categorı́a abeliana C. Un complejo de cocadena está asociado a cualquier objeto cosimplicial con valores en una
categorı́a abeliana C.

Demostración. Consideremos el caso de objetos cosimpliciales. Sea F : ∆−→ C un funtor covariante con valores
en una categorı́a abeliana C.

Denotamos por:

Kn = F [n]; (n ∈ ω) ,

entonces tenemos los morfismos:

Fεi : Kn −→ Kn+1 , con i ∈ {0, . . . ,n+1} .

Siendo C una categorı́a abeliana podemos definir para cualquier n ∈ ω el morfismo:

ε
n
K : Kn −→ Kn+1

por

ε
n
K =

n+1

∑
i=0

(−1)iFεi .
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1.6 Construcción de complejos de cadena y cocadena a partir de objetos simpliciales y cosimpliciales.

Queremos mostrar que la sucesión de objetos en C, (Kn)n ∈ ω , junto con los morfismos (εn
K)n ∈ ω forman un

complejo de cocadena, para ello es suficiente mostrar que:

ε
n+1
K ε

n
K = 0 .

En efecto tenemos que

ε
n+1
K ε

n
K =

[
n+2

∑
j=0

(−1) jFε j

][
n+1

∑
i=0

(−1)iFεi

]

=
n+2

∑
j=0

n+1

∑
i=0

(−1) j+iF(ε jεi)

= ∑
0≤i< j≤n+2

(−1) j+iF(ε jεi) ∑
0≤ j≤i≤n+1

(−1) j+iF(ε jεi) .

En el primer sumando remplazamos j−1 por i e i por j. Ası́ obtenemos:

ε
n+1
K ε

n
K = ∑

0≤ j≤i≤n+1
(−1)i+ j+1F(ε jεi)+ ∑

0≤ j≤i≤n+1
(−1) j+iF(ε jεi)

=− ∑
0≤ j≤i≤n+1

(−1)i+ jF(ε jεi)+ ∑
0≤ j≤i≤n+1

(−1) j+iF(ε jεi)

= 0 .

�

El siguiente desarrollo se basa en la proposición anterior.
Considermos un objeto fijo A en la categorı́a de grupos abelianos Ab. Sean K un conjunto simplicial y el funtor
representable (A.1.4 5)

Con(−,A) : Con−→ Ab .

Componiendo los funtores, K y Con(−,A), obtenemos el grupo abeliano cosimplicial

Con(K−,A) : ∆−→ Ab .

Simplificando la notación, para cada [n] ∈ ∆, denotaremos por

Xn(K,A) = Con(K[n],A) = Con(Kn,A) .

De igual forma para las funciones

di : Kn+1 −→ Kn , i ∈ {0, . . . ,n+1}

tenemos la siguiente notación

dn
i = Con(di,A) : Xn(K,A)−→ Xn+1(K,A)

f 7−→ f di .
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Luego definimos para n ∈ ω

dn : Xn(K,A)−→ Xn+1(K,A)

por

dn =
n+1

∑
i=0

(−1)idn
i ,

esto es,

dn( f ) =
n+1

∑
i=0

(−1)i f di

para f ∈ Xn(K,A) .

Como consecuencia del desarrollo anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.6.2. Para cualquier grupo abeliano A y cualquier conjunto simplicial K,

X•(K,A) = X0(K,A) d0
// X1(K,A) d1

// X2(K,A) · · ·

es un complejo cocadena definido sobre Ab.

�
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Capı́tulo 2

Cohomologı́a de categorı́as

Para más detalles sobre está sección el lector puede consultar [13], [21] .
Nota: En lo subsecuente daremos mayor relevancia a la cohomologı́a sobre la homologı́a. La justificación es la
siguiente:

1. Seguiremos una lı́nea paralela a ciertas ideas en la cohomologı́a de grupos.

2. En base a nuestros propósitos es más factible es uso de la cohomologı́a.

Existen variedades de problemas donde la cohomologı́a tiene una mayor importancia sobre la homologı́a, para más
detalles sobre esta aseveración el lector puede consultar el capı́tulo 21 de History of Topology editada por I.M.
James.

Definición 2.0.3. Sea G un grupo. Un G−módulo A es un grupo abeliano A (en notación aditiva), equipado con
una acción derecha por G para la cual las leyes distributivas se cumplen.

· : A×G−→ A

(a,g) 7−→ a ·g

tal que para calesquiera a, b ∈ A y g, h ∈ G :

(1)a ·1 = a

(2)a · (gh) = (a ·g) ·h

(3)(a+b) ·g = a ·g+b ·g .

Un morfismo de G−módulos

f : A−→ B

es un morfismo de grupos abelianos el cual preserva la acción de G, esto es, para cualquier g∈G y cualquier a∈ A:

f (a ·g) = f (a) ·g .
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Notemos que los G−módulos y los morfismos de G−módulos forman una categorı́a abeliana, la cual denotaremos
por G-mod.
De manera paralela al ejemplo 2.15.7.a, en [2]; podemos ver la categorı́a G-mod como una categorı́a de funtores.
Si A es un G−módulo y consideramos el grupo G como una categorı́a, G, con un sólo objeto ∗ y G(∗,∗) = G,
entonces se define el funtor:

Â : G−→ Ab

∗ 7−→ A

∗
f
−→ ∗ 7−→ A−→ A

a 7−→ a ·g .

Observemos que, debido al axioma (2) en la última definición, el funtor Â es contravariante.

Por otra parte si

F : G−→ Ab

es un funtor contravariante F∗ es un G−módulo bajo la acción

· : F ∗×G−→ F∗

(a,g) 7−→ Fg(a) .

De manera más concreta, el funtor:

φ : G-mod−→ AbGop

A 7−→ Â

A
f
−→ B 7−→ Â

φ f
=⇒ B̂

donde (φ f )∗ = f , es un isomorfismo de categorı́as. Por tanto

G-mod∼= AbGop
.

Además como la categorı́a Ab es una categorı́a abeliana, completa y con suficientes inyectivos, entonces G-mod∼=
AbGop

es una categorı́a abeliana, completa y con suficientes inyectivos. Este tipo de categorı́as (abelianas con su-
ficientes inyectivos) representan el mejor lugar para hacer álgebra homológica.

Pasemos a definir un funtor exacto izquierdo de la categorı́a AbGop
a la categorı́a Ab. Si A es un G−módulo,

definimos
AG = {a ∈ A : a ·g = a, para cualquier g ∈ G}

el cual es el conjunto de invariantes de A ante la acción de G. Observemos que AG es un subgrupo de A. Por otra
parte si

f : A−→ B
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es un morfismo de G−módulos, f induce un morfismo de grupos abelianos:

f G : AG −→ BG

a 7−→ f (a) .

En efecto, para cualquier a ∈ AG, f (a) es invariante ante la acción de G. Si g ∈ G:

f (a) ·g = f (a ·g) = f (a) .

Con lo anterior queda definido el funtor

(−)G : AbGop
−→ Ab .

Mostremos que este funtor es exacto izquierdo. Sean f ,h : A−→ B morfismos de G−módulos y a ∈ A, entonces

( f +h)G(a) = ( f +h)(a)

= f (a)+h(a)

= f G(a)+hG(a) .

Por lo tanto (−)G es un funtor aditivo.

Ahora sea

0 // A
f // B h // C // 0

una sucesión exacta corta en AbGop
. Veamos que la sucesión en Ab

0 // AG f G
// BG hG

// CG

es exacta.
Notemos que como f es monomorfismo, f G es monomorfismo, por lo tanto basta probar que

Ker(hG) = Img( f G)

Sea b ∈ Ker(hG), entonces hG(b) = 0 y por tanto h(b) = 0. Esto implica que b ∈ Ker(h) = Img( f ). Luego existe
a ∈ A tal que f (a) = b.
Si g ∈ G, entonces f (a · g) = f (a) · g = b · g = b = f (a) y por ser f monomorfismo, a · g = a. Ası́ que a ∈ AG y
f (a) = b lo cual implica que b ∈ Img( f G) .
Si ahora b ∈ Img( f G), entonces existe a ∈ AG tal que f G(a) = b. Además, por la forma en como se definió f G,

Img( f G)⊂ Img( f ) = Ker(h),

por tanto h(b) = 0 . Por otra parte si g ∈ G, entonces b · g = f G(a) · g = f (a) · g = f (a · g) = f (a) = b, es decir,
b ∈ BG. Esto implica que b ∈ Ker(hG) .
Ası́ tenemos un funtor exacto izquierdo:

(−)G : AbGop
−→ Ab

cuyo dominio es una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos. Si A es un G−módulo, existe una resolución
inyectiva

A−→ I•A .
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La imagen de la sucesión I•A bajo el funtor (−)G es un complejo de cocadena definido en Ab al cual le podemos
calcular sus grupos de cohomologı́a.
Ası́ definimos

Hn(G,A) = Rn(−)G(A)

como el n−ésimo grupo de cohomologı́a de G con coeficientes en A.
Recordando el isomorfismo natural de la proposición 1.4.2 (1):

R0(−)G ∼= (−)G ,

obtenemos que

H0(G,A)∼= AG .

Los siguientes resultados nos serán útiles para poder hacer generalizaciones.
Si G es un grupo y A es un grupo abeliano, podemos definir una acción trivial de G sobre A de la siguiente manera

· : A×G−→ A

(a,g) 7−→ a ,

es decir,

a ·g = a .

Al resultante G−módulo bajo la acción trivial lo denotaremos por TA .

Por otra parte, si

h : A−→ B

es un homomorfismo de grupos abelianos, podemos inducir un homomorfismo de G−módulos de la siguiente
forma

T h : TA−→ T B

a 7−→ h(a) .

Con lo anterior hemos construido un funtor:

T : Ab−→ AbGop
.

Observemos que para el grupo abeliano A, todos los elementos de TA son invariantes ante la acción de G, esto es

(TA)G = A .

El resultado anterior, para cualquier A ∈ Ab : (TA)G = A, es el argumento principal para poder afirmar que

T a (−)G
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Veamos esto. Usando la definición A.1.21, de funtor adjunto, T a (−)G si existe una transformación natural

η : 1Ab =⇒ (−)GT

tal que para cualquier objeto A ∈ Ab, (TA,ηA) es la reflexión de A a lo largo de (−)G . Probemos esto.
Sea A ∈ Ab, definimos la transformación natural

η : 1Ab =⇒ (−)GT

por

ηA = 1A .

Notemos que en la definición de la transformación natural η se usa de manera implı́cita (TA)G = A .
Mostremos que (TA,ηA) es la reflexión de A a lo largo de (−)G .
Sean M ∈ AbGop

y m : A−→MG un homomorfismo de grupos abelianos.

Definimos el morfismo

m′ : TA−→M

a 7−→ m(a) .

Si g ∈ G,

m′(a ·g) = m′(a)

= m(a)

= m(a) ·g

= m′(a) ·g

con esto mostramos que m′ es un morfismo de G−módulos. Además por la forma en como se definió m′, éste es
el único morfismo con la propiedad

(m′)G1A = m .

En AbGop
En Ab

TA

m′

��

A

(m′)G

��

A

1A

55

m
))

M M .
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Por tanto T a (−)G

AbGop

(−)G

��

a

Ab .

T

CC

Además, las siguientes proposiciones son equivalentes (teorema A.1.22):

(1) T es adjunto izquierdo a (−)G .

(2) (−)G es adjunto derecho a T .

(3) Para cualquier A ∈ Ab y cualquier M ∈ AbGop
, existe un isomorfismo natural:

Ab(A,MG)∼= AbGop
(TA,M) .

Usamos el tercer enunciado y sustituimos A por el grupo de enteros Z con la G−acción trivial, entonces

AbGop
(Z,M)∼= Ab(Z,MG) .

Por otra parte, mostremos que el funtor Ab(Z,(−)G) es naturalmente equivalente al funtor (−)G . Sea B ∈ AbGop
,

definimos los homomorfismos de grupos abelianos

φB : Ab(Z,BG)−→ BG

m 7−→ m(1)

y

ψB : BG −→ Ab(Z,BG)

b 7−→ ψB(b) : n 7−→ nb ,

los cuales satisfacen:

ψBφB = 1Ab(Z,BG)

y

φBψB = 1BG .

Además, si f : B1 −→ B2 es un morfismo de G−módulos tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

B1

f

��

Ab(Z,BG
1 )

φB1 //

��

BG
1

f G

��
B2 Ab(Z,BG

2 )
φB2 // BG

2 .
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Sea m ∈ Ab(Z,BG), entonces

φB1 : m 7−→ m(1)

implica que

f G : m(1) 7−→ f G (m(1)) .

Por otra parte

Ab(Z, f G) : m 7−→ f Gm

implica que

φB2 : f Gm 7−→ ( f Gm)(1) .

Por lo tanto

( f Gm)(n) = f G (m(1)) .

Hemos demostrado que:
Ab(Z,(−)G) ∼= (−)G .

Por tanto, para cualquier G−módulo M:

AbGop
(Z,M) ∼= Ab(Z,MG) ∼= MG .

Ası́ obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.0.4. El funtor exacto izquierdo (−)G es naturalmente isomorfo a AbGop
(Z,−) .

2.1. Cohomologı́a de categorı́as

2.1.1. Definicion del funtor de cohomologı́a

En esta sección generalizaremos la cohomologı́a de grupos para obtener una cohomologı́a de categorı́as.
Si J es una categorı́a pequeña podemos formar la categorı́a de funtores AbJ. Como Ab es una categorı́a abeliana
completa, AbJ es una categorı́a abeliana completa.
Consideremos el funtor diagonal o funtor constante

∆ : Ab−→ AbJ

el cual está definido de la siguiente manera:
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En objetos:

A 7−→ ∆A : J−→ Ab

j 7−→ A

j1→ j2 7−→ 1A : A→ A

En morfismos:

A1
u−→ A2 7−→ ∆A1

∆u−→ ∆A2 ,

donde para cada j ∈ J: ∆u j = u .

De manera similar al capı́tulo anterior pasamos a construir un funtor de AbJ en Ab, el cual sera adjunto derecho
al funtor diagonal ∆ .
La siguiente construcción es parecida al desarrollo que se hace en la demostración de la proposición 2.15.1 en [2],
de [2] también se usará la definición de lı́mite de un funtor ([2], definición 2.6.2).

Dado que la categorı́a Ab es completa, la categorı́a AbJ es completa. Cada objeto en AbJ podemos relacionarlo
de manera única (salvo isomorfismo) con un objeto en Ab, esto es, si F : J−→ Ab es un funtor entonces existe el
lı́mite de F definido en Ab : (

lı́m
←−

F , ( f j : lı́m
←−

F −→ F j) j∈J

)
.

Ahora si α : F =⇒ H es un morfismo en AbJ, entonces para cada j ∈ J, α j : F j −→ H j es un homomorfismo de
grupos abelianos. Por tanto podemos generar un cono sobre H definido en Ab(

lı́m
←−

F , (α j f j : lı́m
←−

F −→ H j) j∈J

)
.

Por otra parte
(

lı́m
←−

H , (h j : lı́m
←−

H −→ H j) j∈J

)
es el lı́mite de H, por lo cual existe un único homomorfismo de

grupos abelianos

lı́m
←−

α : lı́m
←−

F −→ lı́m
←−

H

de tal manera que para cualquier j ∈ J:

h jlı́m←−α = α j f j

H j

lı́m
←−

F
lı́m
←−

α

//

α j f j

44

lı́m
←−

H
h j

==

.

44
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Ahora podemos definir el funtor:

lı́m
←−

: AbJ −→ Ab

de la siguiente manera.

En objetos:

F 7−→ lı́m
←−

F

En morfismos:

α : F =⇒ H 7−→ lı́m
←−

α : lı́m
←−

F −→ lı́m
←−

H .

Pasemos a demostrar la siguiente adjunción:

AbJ

lı́m
←−

��

a

Ab

∆

CC

Antes demostremos lo siguiente:

Ab ∆ // AbJ
lı́m
←− // Ab

A � // ∆A � // lı́m
←−

∆A = A .

lı́m
←−

A = A es el argumento principal para poder probar que ∆ a lı́m
←−

similarmente a lo ocurrido con la adjunción en

el capı́tulo anterior
(
(TA)G = Apara cualquier grupo abelianoA

)
.

Sea A un grupo abeliano, definimos la transformación natural

η : 1Ab =⇒ lı́m
←−

∆

ηA = 1A .

Veamos que (∆A, ηA) es la reflexión de A a lo largo del funtor lı́m
←−

.

Sean G un objeto en AbJ y consideremos el siguiente morfismo en A

g : A−→ lı́m
←−

G .
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Definimos la transformación natural:

φ : ∆A =⇒ G .

Para j ∈ J

φ j = g jg ,

donde g j : lı́m
←−

G−→G j es el morfismo correspondiente al objeto j∈ J del cono lı́mite
(

lı́m
←−

G, (g jlı́m←−G−→ G j) j∈J

)
.

Por tanto lı́m
←−

φ = g . Además φ : ∆A =⇒ G es el único morfismo en AbJ tal que g = lı́m
←−

φ ηA .

En AbJ En Ab

∆A

φ

��

lı́m
←−

∆A

lı́m
←−

φ

��

A

ηA
55

g
))

G lı́m
←−

G .

Para probar que los funtores ∆ y lı́m
←−

son exacto derecho y exacto izquierdo respectivamente, bastará demostrar que
son aditivos y luego usar la proposición 5.17 de [5].
Empecemos probando que ∆ : Ab −→ AbJ es aditivo. Sean g, f : A −→ B morfismos en Ab y j un objeto en J
entonces

(∆ g+ f ) j = g+ f

= (∆g) j +(∆ f ) j .

Por lo cual

∆ g+ f = ∆g+∆ f .

Ahora probemos que el funtor lı́m
←−

: AbJ −→ Ab es un funtor aditivo. Sean α,β : F =⇒ G morfismos en AbJ. El
homomorfismo de grupos abelianos

lı́m
←−

α +β : lı́m
←−

F −→ lı́m
←−

G

es único respecto a la propiedad:

Para cualquier j ∈ J : g j : lı́m
←−

α +β = (α +β ) j f j ,

donde

g j : lı́m
←−

G−→ G j
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y

f j : lı́m
←−

F −→ F j

son morfismos que pertenecen al cono lı́mite de G y F , respectivamente.

Por la proposición A.2.20

(α +β ) j = α j +β j ,

luego si j es un objeto en J:

g j(lı́m←−α + lı́m
←−

β ) = g jlı́m←−α +g jlı́m←−β

= α j f j +β j f j

= (α j +β j) f j

= (α +β ) j f j .

Por tanto

lı́m
←−

α +β = lı́m
←−

α + lı́m
←−

β

y por la proposición 5.17 en [5], el funtor ∆ es exacto derecho y el funtor lı́m
←−

es exacto izquierdo.

Proposición 2.1.1. lı́m
←−

: AbJ −→ Ab es un funtor exacto izquierdo y es adjunto derecho al funtor exacto
derecho ∆, es decir,

lı́m
←−
` ∆ .

�

Por el teorema A.1.22, para cualquier grupo abeliano A y cualquier funtor F : J −→ Ab, existe un isomorfismo
natural

Ab(A, lı́m
←−

F) ∼= AbJ(∆A,F) .

Si sustituimos A por Z, los siguientes homomorfismos de grupos abelianos

φF : Ab(Z, lı́m
←−

F)−→ lı́m
←−

F

m 7−→ m(1)

y

ψF : lı́m
←−

F −→ Ab(Z, lı́m
←−

F)

x 7−→ ψF(x) : n 7−→ nx

nos garantizan que los funtores
Ab(Z, lı́m

←−
−) y lı́m

←−

son naturalmente isomorfos, por tanto para cualquier funtor F : J−→ Ab:

AbJ(∆Z,F) ∼= Ab(Z, lı́m
←−

F) ∼= lı́m
←−

F .

Ası́ se obtiene el siguiente resultado.
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Proposición 2.1.2. El funtor exacto izquierdo lı́m
←−

es naturalmente isomorfo al funtor AbJ(∆Z,−) .

Definición 2.1.3. Sea C una categorı́a pequeña. Un C−módulo izquierdo es un funtor de C en Ab. Un
C−módulo derecho es un funtor contravariante de C en Ab, es decir, es un funtor de Cop en Ab .
Si A y B son dos C−módulos izquierdos (derechos), un C−morfismo izquierdo (derecho) α de A en B es una
transformación natural α : A =⇒ B.
Denotamos por ModL(C) a la categorı́a de C−módulos izquierdos y C−morfismos izquierdos, y denotamos por
ModR(C) a la categorı́a de C−módulos derechos y C−morfismos derechos.

Observemos que ModL(C) es la categorı́a abeliana AbC y ModR(C) es la categorı́a abeliana AbCop
.

El funtor lı́m
←−

: ModR(C)−→ Ab es un funtor exacto izquierdo aditivo. Definimos

Hn(C,A) = Rnlı́m
←−

(A)

como el n−ésimo grupo de cohomologı́a de C con coeficientes en A, donde A es un C−módulo derecho.

2.1.2. C-módulos derechos libres

En está sección definiremos objetos libres en la categorı́a ModR(C) . Además, para una mejor comprensión del
tema sugerimos al lector consultar el Apéndice.

Definición 2.1.4. Sea X un conjunto visto como una categorı́a discreta X. Un X−conjunto es un funtor
conjunto-valuado

T : X−→ Con

Si T,R : X−→ Con son dos X−conjuntos, un X−morfismo de T a R es una transformación natural

α : T =⇒ R .

Denotaremos por ConX a la categorı́a cuyos objetos son X−conjuntos y cuyos morfismos son X−morfismos.
Si C es una categorı́a pequeña, observemos que cualquier C−módulo (derecho ó izquierdo) puede inducir un
C0−conjunto, donde C0 es el conjunto de todos los objetos de C visto como una categorı́a. En efecto, si A es un
C−módulo derecho, definimos el funtor A∗ : C0 −→ Con tal que para cada objeto e ∈ C0, A∗e es el conjunto
subyacente del grupo abeliano Ae .
Por otra parte dado un C0−conjunto, T , el problema es construir un C−módulo de tal manera que sea libre sobre
T en algún sentido.
Comenzaremos con los objetos libres en ConC0 . Nuestro punto de partida es el funtor que olvida

U′ : ConCop
−→ ConC0

Cop F−→ Con 7−→ C0
U′F−→ Con

e 7−→ Fe .
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Necesitamos definir un funtor en dirección opuesta, él cual sea adjunto izquierdo a U .
Construyamos el funtor

F : ConC0 −→ ConCop

de la siguiente manera. Para un objeto en ConC0

T : C0 −→ Con ,

definimos

F(T ) : Cop −→ Con .

Si e ∈C0, entonces
F(T )(e) = {(t,x) : x ∈ C tal que d(x) = e y t ∈ T (r(x))} .

Si a : f −→ e es un morfismo en C:

F(T )(a) : F(T )(e)−→ F(T )( f )

(t,x) 7−→ (t,xa) .

Como d(x) = e, entonces d(xa) = f y r(xa) = r(x). Por tanto t ∈ T (r(xa)) .

Proposición 2.1.5. Para cualquier C0−conjunto, T , F(T ) : Cop −→ Con es un funtor.

Demostración. Sea e ∈C0, tenemos la función:

F(T )(e) : F(T )(e)−→ F(T )(e) .

Para (t,x) ∈ F(T )(e), F(T )(e)(t,x) = (t,xe) = (t,x) , por tanto F(T )(e) es una función identidad.
Ahora supongamos que existe ba ∈ C. Sea (t,x) ∈ F(T )(r(ab)) = F(T )(r(a)) , entonces

F(T )(ab) [(t,x)] = (t,x(ab))

= (t,(xa)b)

= F(T )(b) [(t,xa)]

= F(T )(b)(F(T )(a) [(t,x)])

= F(T )(b)F(T )(a) [(t,x)] .

Por tanto F(T ) : Cop −→ Con es un funtor. �

Hasta aquı́ hemos probado que el funtor F : ConC0 −→ConCop
está bien definido en objetos, pasemos a definirlo

en morfismos.

Sean T y R C0−conjuntos y

α : T =⇒ R
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un morfismo de C0−conjuntos. Definimos

F(α) : F(T ) =⇒ F(R) .

Para cada objeto e ∈ C se define la función

F(α)e : F(T )(e)−→ F(R)(e)

(t,x) 7−→
(
αr(x)(t),x

)
.

Si consideramos a : f −→ e un morfismo en C , tenemos el siguiente diagrama:

f

a

��

F(T )(e)
F(α)e //

F(T )(a)

��

F(R)(e)

F(R)(a)

��
e F(T )( f )

F(α) f // F(R)( f ) .

Sea (t,x) ∈ F(T )(e), entonces

F(α) f (F(T )(a) [(t,x)]) = F(α) f [(t,xa)]

=
(
αr(xa)(t),xa

)
=
(
αr(x)(t),xa

)
= F(R)(a)

[
(αr(x)(t),x)

]
= F(R)(a)

(
F(α)e [(t,x)]

)
.

Por tanto F está bien definido en morfismos.
Para un C0− conjunto, T , podemos construir el siguiente morfismo en ConC0

ηT : T =⇒ U′F(T ) .

Dado e ∈C0, definimos la función

ηTe : T (e)−→ U′F(T )(e)

t 7−→ (t,e) .

Este nuevo morfismo, ηT , es el objeto principal para probar que F es adjunto izquierdo a U′, además para construir
un diagrama similar al de grupo libre como en la definición dada en la página 343 de [17]
Comencemos por probar que F a U′ . Definimos la transformación natural

η : 1ConC0 =⇒ U′F .

Para T un C0−conjunto, ηT es el morfismo en ConC0 previamente definido. Verifiquemos que en efecto es una
transformación natural. Sean α : T −→ R un morfismo en ConC0 y e ∈C0:
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T (e)

αe

��

T (e)
ηTe //

αe

��

U′F(T )(e)

U′F(αe)

��
R(e) R(e)

ηRe
// U′F(R)(e) .

Si t ∈ T (e), entonces

U′F(α)e
(

ηTe (t)
)
= U′F(α)e [(t,e)]

=
(
αr(e)(t),e

)
=
(
αe(t),e

)
= ηRe

(
αe(t)

)
.

Por tanto, para cualquier e ∈C0 el diagrama de arriba conmuta, implicando que el siguiente diagrama conmuta

T

α

��

T
ηT +3

α

��

U′F(T )

U′F(α)

��
R R

ηR
+3 U′F(R) .

Hasta aquı́, hemos verificado que η es una transformación natural. Resta probar que para cualquier C0−conjunto,
T , (F(T ),ηT ) es la reflexión de T a lo largo de U′. Supongamos que existen H un objeto en ConCop

y φ : T =⇒
U′H un morfismo de C0−conjuntos, entonces definimos el morfismo en ConCop

:

ψ : F(T ) =⇒ H .

Para e ∈C0

ψe : F(T )(e)−→ H(e)

(t,x) 7−→ H(x)
(
φr(x)(t)

)
.

Comencemos probando que en efecto ψ es una transformación natural. Sea a : f −→ e un morfismo en C

f

a

��

FT (e)
ψe //

F(T )(a)

��

H(e)

H(a)

��
e F(T )( f )

ψ f
// H( f ) .
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Si (x, t) ∈ F(T )(e), entonces

H(a)(ψe [(t,x)]) = H(a)
(
H(x)

(
φr(x)(t)

))
= H(xa)

(
φr(x)(t)

)
= H(xa)

(
φr(xa)(t)

)
= ψ f [(t,xa)]

= ψ f (F(T )(a) [(t,x)]) .

Por tanto el diagrama anterior conmuta, es decir, ψ es un morfismo en ConCop
. Resta verificar que el siguiente

diagrama es conmutativo
F(T )

ψ

��

U′F(T )

U(ψ)

��

T

ηT
8@

φ �&
H U′(H) .

Sean e ∈C0 y t ∈ T (e)
F(T )(e)

ψe

��

U′F(T )(e)

U′(ψ)e

��

T (e)

ηTe
::

φe $$
H(e) U′(H)(e)

U′(ψ)e
(
ηTe(t)

)
= U′(ψ)e [(t,e)]

= H(e)
(
φr(e)(t)

)
= φe(t) .

Por tanto para cualquier e ∈C0:

U′(ψ)eηTe = φe .

Luego

U′(ψ)ηT = φ .

Por último notemos que por la forma en como se definió ψ , éste es el único morfismo en ConCop
con la propiedad

anterior, U′(ψ)ηT = φ .

Proposición 2.1.6. Tenemos la siguiente adjunción:

ConCop

U′

��

a

ConC0 .

F

CC
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�

Regresando con la pareja
(
F(T ),ηT

)
, la cual es la reflexión de T a lo largo del funtor U′, existe una construcción

similar a la definición de grupo libre presentada en la página 343 de [17].
Si X es un objeto en ConC0 entonces para cualquier objeto G ∈ ConCop

y cualquier morfismo f : X =⇒ U′(G) en
ConC0 , existe un único morfismo en ConCop

, φ : F(X) =⇒ G, tal que U′(φ) extiende a f a lo largo de ηX .

U′F(X)

U′(ψ)

�&
X

ηX

KS

f
+3 U′(G) .

Nota:Para la siguiente construcción se sugiere al lector consultar en [2], el ejemplo 3.1.6.c, la proposición 3.2.1 y
la proposición 3.2.4 .

Por el ejemplo 3.1.6.c en [2] tenemos los siguientes funtores

U : Ab−→ Con

y

G : Con−→ Ab ,

donde U es el funtor que olvida y G es el funtor que manda cada conjunto X en el grupo abeliano libre generado
por X . Además

Ab

U

��

a

Con .

G

BB

Usando la proposición 3.2.4 en [2], podemos implicar la adjunción:

AbCop

U

��

a

ConCop
,

G

CC

donde C es una categorı́a pequeña.
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Por tanto tenemos las siguientes adjunciones:

AbCop

U

��

a

ConCop

G

CC

U′

��

a

ConC0

F

CC

De la proposición 3.2.1 en [2], implicamos la adjunción

AbCop

U′U

��

a

ConC0 .

GF

CC

Sean Z=GF y W= U′U, entonces

AbCop

W

��

a

ConC0 ,

Z

CC

escrito de otra forma:
ModR(C)

W

��

a

C0− conjuntos .

Z

DD

Equivalentemente

W ` Z ,

equivalentemente, existen

η : 1ConC0 =⇒WZ
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y

ε : ZW=⇒ 1ModR(C)

transformaciones naturales tales que para cualquier objeto F en ModR(C) y cualquier objeto T en ConC0 , existe
un isomorfismo natural en ambas entradas

ConC0 (T,W(F))∼= ModR(C)(Z(T ),F) .

De las equivalencias anteriores la transformación natural, η , nos sera de gran útilidad en las siguientes proposi-
ciones. Veamos de manera explı́cita como está definida η .
Sean T un C0−conjunto y e ∈C0, entonces Z(T )(e) es el grupo abeliano libre generado por el conjunto F(T )(e),
esto es,

Z(T )(e) = ∑
(t,x)∈F(T )(e)

Z .

Denotamos por f(t,x) a los elementos generadores de Z(T )(e), para algún (t,x) ∈ F(T )(e). Notemos que f(t,x) es
una función selectora, f(t,x) : F(T )(e)−→ Z, tal que asigna 1 al elemento (t,x) y asigna 0 en otro caso.

Si T es un C0−conjunto, el C0−morfismo

ηT : T =⇒WZ(T )

está definido de la siguiente manera.

Para e ∈C0:

ηTe
: T (e)−→WZ(T )(e)

t 7−→ f(t,e) .

Definición 2.1.7. Sean F : Cop −→ Ab un C−módulo derecho, T : C0 −→ Con un C0−conjunto y η : T =⇒
W(F) un C0−morfismo. Decimos que F es un C−módulo derecho libre sobre T si para cualquier C−módulo
derecho F ′ : Cop −→ Ab y cualquier C0−morfismo η ′ : T =⇒W(F ′), existe un único morfismo α : F −→ F ′ en
ModR(C) tal que W(α)η = η ′ .

EnModR(C) EnConC0

F

α

��

W(F)

W(α)

��

T

η
08

η
′

&.
F ′ W(F ′)
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Observación 2.1.8. (1) La definición que dimos de C−módulo derecho libre sobre T es un caso particular
de álgebras libres para una mónada T ([3], definición 4.1.5).

(2) Notemos la similitud de la definición de C−módulo derecho libre con respecto a la definición de reflexión a
lo largo de un funtor, debido a está similitud podemos enunciar las siguientes proposiciones.

Proposición 2.1.9. Sean F : Cop −→Ab un C−módulo derecho, T : C0 −→Con un C0−conjunto y η : T =⇒
W(F) un C0−morfismo. F es un C−módulo derecho libre sobre T si y sólo si (F,η) es la reflexión T a lo largo
de W .

Proposición 2.1.10. Si T es un C0−conjunto, entonces existe un C−módulo derecho libre sobre T .

Demostración. Como Z es adjunto izquierdo a W, existe una transformación natural η : 1ConC0 =⇒WZ de tal
manera que si T es un objeto en ConC0 entonces (Z(T ),ηT ) es la reflexión de T a lo largo de W . Donde ηT :
T =⇒WZ(T ) es el C0−morfismo que se definió de la siguiente manera : para e ∈C0, ηTe

: t 7−→ f(t,e) . Por tanto

Z(T ) es el C−módulo derecho libre sobre T . �

Corolario 2.1.11. Sean C una categorı́a pequeña, T un C0−conjunto, F un C−módulo derecho y
β : T −→W(F) un C0−morfismo. El único C−morfismo α : Z(T ) =⇒ F tal que W(α)ηT = β , es definido sobre
los generadores de Z(T )(e), para cualquier e ∈C0, y se define de la siguiente manera

αe : Z(T )(e)−→ F(e)

f
(t,x)

7−→ F(x)
(

β
r(x)

(t)
)
.

Proposición 2.1.12. Los C−módulos derechos libres son proyetivos en AbCop
.

Demostración. Sean P un C−módulo derecho libre sobre el C0−conjunto T . Probemos que P es un objeto proyec-
tivo en AbCop

, para ello tenemos el siguiente diagrama

P

β

��
A

α
+3 B

donde α es un epimorfismo y β es un morfismo, ambos en AbCop
.

Como AbCop
es finitamente cocompleta ([3], proposición 1.5.3), para cada e ∈C0, αe es un epimorfismo en Ab

([2], dual al corolario 2.15.3), entonces si e ∈C0 y x ∈ T (e), existe (y elegimos) y ∈W(A)(e) tal que

W(α)e(y) =W(β )e

(
ηTe

(x)
)
,
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donde ηT : T =⇒W(P) es el morfismo en ConC0 que existe debido a que P es un C−módulo libre sobre T .

Definimos el C0−morfismo

V : T =⇒W(A) .

Para e ∈C0

Ve : x 7−→ y ,

donde y tiene la propiedad

W(α)e(y) =W(β )e

(
ηTe

(x)
)
,

T (e)
ηTe

((

Ve

��

W(P)(e)

W(β )e

��
W(A)(e)

W(α)e // W(B)(e) .

Podemos implicar la existencia de un único morfismo ϕ : P =⇒ A en AbCop
tal que

W(ϕ)ηT =V

T
ηT

$,

V

��

W(P)

W(β )

��

W(ϕ)

x�
W(A)

W(α)
+3W(B) .

Por tanto para e ∈C0 y x ∈ T (e),

W(α)e
(
Ve(x)

)
=W(β )e

(
ηTe

(x)
)
.

Ası́ que

W(α)e

[
W(ϕ)e

(
ηTe

(x)
)]

=W(β )e

(
ηTe

(x)
)
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y por tanto

W(α)W(ϕ)ηT =W(β )ηT .

Por otra parte existe un único morfismo en AbCop
,

V̂ : P =⇒ B

con la propiedad

W(V̂ )ηT =W(α)V .

Notemos que:
W(β )ηT =W(α)W(ϕ)ηT =W(α)V ,

por lo cual
W(β ) =W(α)W(ϕ) .

Ası́ que si e ∈C0,

W(β )e =W(α)eW(ϕ)e .

Luego si e ∈C0,

βe = αeϕe

y por tanto

β = αϕ .

�

2.1.3. Calculando la cohomologı́a de categorı́as

Definimos el C−módulo derecho trivial

∆Z : Cop −→ Ab

Para e ∈C0,

∆Z(e) = Z ,
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2.1.3 Calculando la cohomologı́a de categorı́as

y para cada x : e−→ f morfismo en C,

∆Z(x) = 1Z .

Habı́amos definido el nervio de una categorı́a C como una sucesión de conjuntos (Nern(C))n∈ω
, donde

Ner0(C) =C0 y para cada n ∈ ω−{0},

Nern(C) = {(xn, . . . ,x2,x1) : xi ∈ C y d(xi+1) = r(xi)} .

Además tenı́amos las aplicaciones cara

d0,d1 : Ner1(C)−→ Ner0(C)

definidos por

d0(x) = r(x)

y

d1(x) = d(x) ,

y para n≥ 1

di : Nern+1(C)−→ Nern(C) ; i ∈ {0, . . . ,n+1}

di : (xn+1,xn, . . . ,x1) 7−→


(xn+1,xn, . . . ,x2) si i = 0
(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x1) si i = 1, . . . ,n
(xn, . . . ,x1) si i = n+1 .

Las aplicaciones degeneración:

si : Nern(C)−→ Nern+1(C) , 0≤ i≤ n

estan dados por:

si : (an,an−1, . . . ,a1) 7−→

{
(an,an−1, . . . ,a1,d(a1)) si i = 0
(an,an−1, . . . ,r(ai),ai, . . . ,a1) si i = 1, . . . ,n .

Este concepto, Nern(C), lo reformularemos para construir un objeto en la categorı́a de C0−conjuntos de la sigui-
ente manera. Sea n ∈ ω , definimos el funtor

Nern(C) : C0 −→ Con .
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Para e ∈C0:

Nern(C)(e) = {(xn, . . . ,x1) ∈ Nern(C) : d(x1) = e} .

Ahora que Nern(C) lo podemos considerar como un C0−conjunto, Z(Nern(C)) es el C−módulo derecho libre
sobre Nern(C) . Si e ∈C0, Z(Nern(C))(e) es el grupo abeliano libre generado por

F(Nern(C))(e) = {((xn, . . . ,x1),y) ∈ Nern(C)×C : y ∈ C, d(y) = e y (xn, . . . ,x1) ∈ Nern(C)(r(y))}

= {((xn, . . . ,x1),y) ∈ Nern(C)×C : d(y) = e y d(x1) = r(y)} .

Notemos que si para cada elemento en F(Nern(C))(e) hacemos el siguiente cambio de notación:

((xn, . . . ,x1),y) = (xn, . . . ,x1,y) ,

tenemos como resultado

F(Nern(C))(e) = Nern+1(C)(e) .

Como Z(Nern(C)) es el C−módulo derecho libre sobre Nern(C), tenemos el C0-morfismo

η
Nern(C)

: Nern(C) =⇒WZ(Nern(C))

definido para cada e ∈C0 por

η
Nern(C)e

: (xn, . . . ,x1) 7−→ f
((xn, . . . ,x1),e)

.

Usando el cambio de notación introducido lineas arriba y observando que e = d(x1) tenemos:

η
Nern(C)e

: (xn, . . . ,x1) 7−→ f
(xn, . . . ,x1,d(x1))

,

para cualquier e ∈C0 .

Dado un elemento e ∈C0 usaremos el morfismo

η
Nern(C)e

: Nern(C)(e)−→WZ(Nern(C)(e))

junto con los mapeos de cara

d0,d1, . . . ,dn+1 : Nern+1(C)−→ Nern(C)

para construir un C0−morfismo de Nern+1(C) en WZ(Nern(C)) el cual nos será de utilidad más adelante.
Fijemos n ∈ ω y e ∈ C0 . Si (xn+1, . . . ,x1) ∈ Nern+1(C)(e), entonces (xn+1, . . . ,x1) ∈ F(Nern(C)(e)) por tanto
f
(xn+1, . . . ,x1)

∈ Z(Nern(C))(e) .

Usando el siguiente diagrama:

WZ(Nern(C))(e)

Nern+1(C)(e)
di (0≤i≤n+1)

// Nern(C)(e)

η
Nern(C)e

OO
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obtenemos la valuaciones:

(xn+1, . . . ,x1)
� d1 // (xn+1, . . . ,x2x1)

�
η

Nern(C)e // f
(xn+1, . . . ,x2x1,d(x1))

(xn+1, . . . ,x1)
� d2 // (xn+1, . . . ,x3x2,x1)

�
η

Nern(C)e // f
(xn+1, . . . ,x3x2,x1,d(x1))

...
...

...

(xn+1, . . . ,x1)
�di // (xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x1)

�
η

Nern(C)e// f
(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x1,d(x1))

...
...

...

(xn+1, . . . ,x1)
� dn // (xn+1xn, . . . ,x1)

�
η

Nern(C)e // f
(xn+1xn, . . . ,x1,d(x1))

(xn+1, . . . ,x1)
� dn+1 // (xn, . . . ,x1)

�
η

Nern(C)e // f
(xn, . . . ,x1,d(x1))

Por tanto definimos el C0−morfismo

d̄n : Nern+1(C) =⇒WZ(Nern(C)) .

Para e ∈C0 :

d̄ne : (xn+1, . . . ,x1) 7−→ f
(xn+1, . . . ,x1)

+
n

∑
i=1

(−1)i f
(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x1,d(x1))

+(−1)n+1 f
(xn, . . . ,x1,d(x1))

Como consecuencia tenemos el siguiente diagrama:

WZ(Nern+1(C)) WZ(Nern(C))

Nern+1(C)

η
Nern+1(C)

KS

d̄n

4<

.

Por tanto existe un único morfismo de C−módulos derechos

dn : Z(Nern+1(C)) =⇒ Z(Nern(C))
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tal que W(dn)ηNern+1(C)
= d̄n .

WZ(Nern+1(C))
W(dn) +3 WZ(Nern(C))

Nern+1(C)

η
Nern+1(C)

KS

d̄n

4<

Este morfismo de C−módulos derechos

dn : Z(Nern+1(C)) =⇒ Z(Nern(C))

está definido sobre los generadores de Z(Nern+1(C))(e), e ∈C0, de la siguiente manera:

dne : Z(Nern+1(C))(e)−→ Z(Nern(C))(e)

f
(xn+1, . . . ,x0)

7−→ Z(Nern(C))(x0)
[
d̄nr(x)(xn+1, . . . ,x1)

]
.

Esto es:

dne

(
f
(xn+1, . . . ,x0)

)
= Z(Nern(C))(x0)

[
f
(xn+1, . . . ,x1)

+
n

∑
i=1

(−1)i f
(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x1,d(x1))

+(−1)n+1 f
(xn, . . . ,x1,d(x1))

]
= f

(xn+1, . . . ,x1x0)
+

n

∑
i=1

(−1)i f
(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x1,d(x1)x0)

+(−1)n+1 f
(xn, . . . ,x1,d(x1)x0)

= f
(xn+1, . . . ,x1x0)

+
n

∑
i=1

(−1)i f
(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x1,x0)

+(−1)n+1 f
(xn, . . . ,x1,x0)

=
n

∑
i=0

(−1)i f
(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x1,x0)

+(−1)n+1 f
(xn, . . . ,x1,x0) .

Por último definimos el C0−morfismo

ε̄ : Ner0(C) =⇒W(∆Z) .

Para e ∈C0

ε̄e : b 7−→ 1Z .
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El cual genera el único morfismo de C-módulos derechos

ε : Z(Ner0(C)) =⇒ ∆Z

tal que

εη
Ner0(C)

= ε̄ .

Proposición 2.1.13. Para cualquier categorı́a pequeña C, la sucesión

· · · Z(Ner2(C))
d1 // Z(Ner1(C))

d0 // Z(Ner0(C))
ε // ∆Z // 0 .

es un complejo de cadena conformado por objetos proyectivos en la categorı́a de C−módulos derechos.

Demostración. Sean e ∈C0 y n ∈ ω . Basta demostrar que dne dn+1e = 0 .

Sea f
(xn+2, . . . ,x0)

un generador en Z(Nern+2(C))(e), para algún (xn+2, . . . ,x0)∈F(Nern+2(C))(e)=Nern+3(C)(e) .

Entonces

dne

(
dn+1e ( f

(xn+2, . . . ,x0)
)

)
=

n+1

∑
i=0

(−1)i
n

∑
j=0

(−1) j f
(xn+2, . . . ,x j+1x j, . . . ,xi+1xi, . . . ,x0)

+ (−1)n+1
n

∑
i=0

(−1)i f
(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x0)

+(−1)2n+2 f
(xn, . . . ,x0)

+ (−1)n+2
{

∑
n
i=0(−1)i f

(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x0)
+(−1)n+1 f

(xn, . . . ,x0)

}
=

n+1

∑
i=0

(−1)i
n

∑
j=0

(−1) j f
(xn+2, . . . ,x j+1x j, . . . ,xi+1xi, . . . ,x0)

+ (−1)n+1
n

∑
i=0

(−1)i f
(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x0)

+(−1)2n+2 f
(xn, . . . ,x0)

+ (−1)n+2
∑

n
i=0(−1)i f

(xn+1, . . . ,xi+1xi, . . . ,x0)
+(−1)2n+3 f

(xn, . . . ,x0)

=
n+1

∑
i=0

n

∑
j=0

(−1)i+ j f
(xn+2, . . . ,x j+1x j, . . . ,xi+1xi, . . . ,x0)

= 0 .

�
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Capı́tulo 3

Cohomologı́a de grupoides ordenados

En este capı́tulo mostraremos que la cohomologı́a de un grupoide ordenado puede ser definida como la coho-
mologı́a de una categorı́a pequeña. Para una mejor comprensión del tema sugerimos al lector consultar el Apéndice.

3.1. Acciones de semigrupos inversos

El material de está sección proporciona una motivación para la definición de acción de un grupoide ordenado. Sea
S un semigrupo. Una acción derecha de S sobre un conjunto X es una función

· : X×S−→ X

(x,s) 7−→ x · s

tal que para cualquier s, t ∈ S y x ∈ X :

x · (st) = (x · s) · t .

Si ocurre que S es un semigrupo inverso entonces obtenemos una acción de semigrupo inverso. Sin embargo
está definición frecuentemente no es suficiente para semigrupos inversos debido a que no respeta todas las estruc-
turas extras. En particular requerimos de una acción que tome en cuenta el orden parcial natural y la estructura de
grupoide asociado.
En está sección definiremos una clase especial de acciones izquierdas las cuales seran la base de nuestra definición
de acciones de grupoides ordenados.

Definición 3.1.1. Sea (X ,≤) un conjunto parcialmente ordenado considerado como una categorı́a en la cual
existe un morfismo x−→ y si x≤ y . Una pregavilla sobre X con valores en una categorı́a C es un funtor

φ : Xop −→ C .

Si x≤ y, entonces escribimos

φ
y
x : φ(y)−→ φ(x) .

Notemos que para cualquier x ∈ X

φ
x
x = 1φ(x) ,
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y siempre que w≤ x≤ y en X , entonces

φ
x
wφ

y
x = φ

y
w .

Sea S un semigrupo inverso. Entonces E(S) = {e ∈ S : e · e = e} es una semiretı́cula inferior donde cada par de
elementos tiene un ı́nfimo con respecto al orden parcial natural.
Sea F una pregavilla de conjuntos definida sobre la categorı́a E(S)op, esto es

F : E(S)op −→ Con

es un funtor.
Denotamos para cada e ∈ E(S): F(e) = Xe , y definimos el conjunto

X =
⊔

e∈E(S)

Xe .

X es la unión ajena de los conjuntos F(e), e ∈ E(S) . Si e1,e2 ∈ E(S) tal que e1 ≤ e2, Fe2
e1 : Xe2 −→ Xe1 es una

función.
Una acción parcial derecha de S sobre la pregavilla F es un conjunto de funciones

fs : Xr(s) −→ Xd(s) ,

una para cada s ∈ S, satisfaciendo las siguientes condiciones:

(SA1) Si e ∈ E(S) , fe = 1Xe .

(SA2) Si s, t ∈ S con d(s) = r(t) , ft fs = fst .

(SA3) Si s, t ∈ S con t ≤ s , Xd(s)
d(t) fs = ftX

r(s)
r(t) .

Si para cada x ∈ Xr(s) denotamos

x · s = fs(x) ,

entonces en la condicion (SA1) tenemos:

Sea x ∈ Xe, para algún e ∈ E(S) :

x · e = fe(x)

= 1Xe

= x ,

es decir,

x · e = x .
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En la condición (SA2) tenemos que para x ∈ Xr(s)

(x · s) · t = ft(x · s)

= ft ( fs(x))

= fst(x)

= x · (st) ,

es decir,

(x · s) · t = x · (st) .

La condición (SA3) equivale a que conmuta el siguiente diagrama:

Xr(s)
fs //

X r(s)
r(t)

��

Xd(s)

Xd(s)
d(t)

��
Xr(t) ft

// Xd(t) .

Si x ∈ Xr(s) ,

Xd(s)
d(t) (x · s) = Xd(s)

d(t) ( fs(x))

= ft
(

X r(s)
r(t) (x)

)
= X r(s)

r(t) (x) · t ,

es decir,

Xd(s)
d(t) (x · s) = X r(s)

r(t) (x) · t .

Es importante notar que cada elemento de S actúa parcialmente sobre X . Veamos esto, si s ∈ S:

fs fs−1 = fs−1s = fd(s) = 1Xd(s) y fs−1 fs = fss−1 = fr(s) = 1Xr(s) .

Luego cada fs es una función biyectiva, por tanto cada fs es una biyección parcial de X .
Observemos que la definición anterior no se parece mucho a una acción de semigrupo. Sin embargo puede ser
extendida para que cada s ∈ S actúe sobre toda la pregavilla X .
Sea x ∈ X para algún e ∈ E(S) y s ∈ S. Si denotamos por k = r(s)∧ e = r(s)e, entonces

r(ks) = ks(ks)−1

= kss−1k−1

= kr(s)r(s)e

= ke

= k,
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es decir,

r(ks) = k .

Además k ≤ r(s) y k ≤ e, por lo cual tenemos la función Xe
k : Xe −→ Xk y x ∈ Xe. Luego Xe

k (x) ∈ Xk .
Tenemos la siguiente composición:

Xe
Xe

k // Xk
fks // Xd(ks)

x � // Xe
k (x)

� // fks
(
Xe

k (x)
)
= Xe

k (x) · ks .

Por tanto definimos
x◦ s = Xe

k (x) · ks .

Notemos que ks = es .

Proposición 3.1.2. Dada una acción parcial derecha de un semigrupo S sobre una pregavilla X , la acción de S
sobre X definida arriba es una acción derecha en el sentido usual de semigrupo.

Demostración. Sean x ∈ Xe para algún e ∈ E(S) y s, t ∈ S tal que (x◦ s)◦ t y x◦ (st) están definidos. Por demostrar
que x◦ (st) = (x◦ s)◦ t . Tenemos que

x◦ (st) = Xe
er(st)(x) · est .

Por otra parte:

(x◦ s)◦ t = Xd(es)
d(es)r(t)

(
Xe

er(s)(x) · es
)
·d(es)t

= Xd(es)
d(esr(t))

(
Xe

er(s)(x) · es
)
·d(es)t

=
[
X r(es)

r(esr(t))

(
Xe

er(s)(x)
)
· esr(t)

]
·d(es)t

= X r(es)
r(esr(t))

(
Xe

er(s)(x)
)
· esr(t)d(es)t

= X r(es)
r(esr(t))

(
Xe

er(s)(x)
)
· est

= Xe
r(esr(t))(x) · est ,

donde

r (esr(t)) = esr(t)(esr(t))−1

= esr(t)r(t)−1s−1e−1

= esr(t)s−1e

= esr(t)s−1

= estt−1s−1

= est(st)−1

= er(st) .
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Por tanto

(x◦ s)◦ t = Xe
r(esr(t))(x) · est

= Xe
er(st)(x)est

= x◦ (st) .

�

Las acciones de semigrupos inversos sobre pregavillas de conjuntos son un tipo especial de acciones sobre conjun-
tos en el sentido usual.

Ejemplo 3.1.3. Sea S un semigrupo inverso. La L−clase en un idempotente e ∈ S es el conjunto

Le = {x ∈ S : d(x) = e} .

Notemos que si e1,e2 ∈ E(S) y e1 6= e2, la L−clase en e1 y la L−clase en e2 son conjuntos ajenos.
Denotamos por L=

⊔
e∈E(S)

Le, la union ajena de L−clases.

Si e, f ∈ E(S) con f ≤ e y x ∈ Le, por una parte existe k ∈ E(S) tal que f = ek y por otra parte

d(x f ) = (x f )−1x f

= f−1x−1x f

= f−1d(x) f

= d(x) f

= eek

= f ,

por lo cual

x f ∈ L f .

Por tanto podemos definir la función

Fe
f : Le −→ L f

x 7−→ x f .

Tenemos el funtor:

F : E(S)op −→ Con ,

donde para cada e ∈ E(S): F(e) = Le y si f ≤ e tenemos la función Fe
f . Este funtor, F , hace al conjunto de

L−clases una pregavilla de conjuntos sobre E(S).
Pasemos a definir una acción parcial derecha de S sobre la pregavilla L. Sean s∈ S y x∈ Lr(s), definimos la función

fs : Lr(s) −→ Ld(s)

x 7−→ xs .
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Veamos que satisface las condiciones (SA1)− (SA3) .

Si e ∈ E(S), tenemos que

fe : Le −→ Le .

Para x ∈ Le:

fe(x) = xe

= x

= 1Le(x) .

Sean s, t ∈ S con d(s) = r(t) y x ∈ Lr(s), entonces

ft ( fs(x)) = ft(xs)

= xst

= fst(x) .

Por último sean s, t ∈ S con t ≤ y x ∈ Lr(s), entonces

Fd(s)
d(t) ( fs(x)) = Fd(s)

d(t) (xs)

= xsd(t)

= xt (por el lema B.2.2)

= xr(t)t

= ft (xr(t))

= ft
(

Fr(s)
r(t) (x)

)
.

Ahora veamos de qué manera se define la acción global del semigrupo S sobre L. Sean s ∈ S y x ∈ L, entonces
existe e ∈ E(S) tal que d(x) = e, es decir, x ∈ Le .

Luego

x◦ s = Fe
r(s)e(x) · (r(s)e)s ,

donde

Fe
r(s)e(x) · (r(s)e)s = Fe

r(s)e(x) · es

= fes

(
Fe

r(s)e(x)
)

= fes (xr(s)e)

= xr(s)ees

= xes

= xs .
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Por tanto

x◦ s = xs .

La acción del semigrupo S sobre toda la pregavilla L es la multiplicación por la derecha.

3.2. La categorı́a C(G)

Sea G un grupoide ordenado. Denotamos por

C(G) = {(e,g) ∈ G0×G : r(g)≤ e}

Definamos un producto parcial haciendo de C(G) una categorı́a. Para cualquier (e,g) ∈C(G) se definen

d((e,g)) = (d(g),d(g)) y r((e,g)) = (e,e) .

Si (e,g),( f ,h) ∈C(G) con d((e,g)) = r(( f ,h)), esto es, d(g) = f , entonces se define el producto

(e,g)( f ,h) = (e,(g|r(h))h) .

Proposición 3.2.1. C(G) es una categorı́a cancelativa izquierda.

Demostración. Mstremos que C(G) es cancelativa izquierda. Supongamos que (e,g)( f ,h) = (e,g)( f ′,h′), entonces
(e,(g|r(h))h) = (e,(g|r(h′))h′), además f = d(g) y f ′ = d(g), por lo cual f = f ′. Usando el criterio de unicidad
de (g|r(h)), tenemos que (g|r(h)) = (g|r(h′)) lo cual implica que h = h′. Por lo tanto ( f ,h) = ( f ′,h′) �

3.3. Grupoides ordenados abelianos

Sea A un grupoide ordenado abeliano, es decir, para todo a ∈ A : d(a) = r(a) y cada componente conexa de A es
un grupo abeliano.

Proposición 3.3.1. Sea (X ,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Las pregavillas sobre X con valores en la
categorı́a de grupos abelianos son precisamente aquellos grupoides ordenados cuyo conjunto parcialmente orde-
nado de identidades es X .

Demostración. Sea φ : Xop −→ Ab una pregavilla sobre X con valores en Ab.
Para cada x ∈ X , sean Ax = φ(x)

y

A =
⊔
x∈X

Ax .

Si x,y ∈ X con x≤ y, entonces existe un homomorfismo de grupos abelianos

φ
y
x : Ay −→ Ax .
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Usando estos homomorfismos definimos una relación en A.

Si a ∈ Ax y b ∈ Ay, entonces

a≤ b si y sólo si a = φ
y
x (b) .

Mostremos que está relación es un orden parcial.
Para cualquier x ∈ X , x≤ x por lo cual φ x

x = 1Ax . Luego para cualquier a ∈ Ax : a≤ a .
Si a ∈ Ax y b ∈ Ay son tales que a≤ b y b≤ a, entonces x≤ y y y≤ x por lo cual, x = y. Por tanto φ

y
x = φ x

y = 1Ax .

Por tanto a = b.
Para verificar que la relación definida sobre A es transitiva basta observar que para x,y,z ∈ X tal que x ≤ y≤ z, se
satisface la igualdad φ

y
x φ z

y = φ z
x , por tanto para a ∈ Ax, b ∈ Ay y c ∈ Az tales que a ≤ b ≤ c, φ z

x (c) = φ
y
x
(
φ z

y (c)
)
=

φ
y
x (b) = a .

Pasemos a verificar las condiciones (OG1)− (OG3). Sean x,y ∈ X con x ≤ y y a ∈ Ax, b ∈ Ay con a ≤ b,
entonces φ

y
x (b) = a, donde φ

y
x es un homomorfismo de grupos abelianos. Luego φ

y
x (b−1) = a−1, lo cual implica

que a−1 ≤ b−1 .
Sean x,y ∈ X con x≤ y, a,c ∈ Ax y b,d ∈ Ay tales que a≤ b y c≤ d, entonces

φ
y
x (b) = a y φ

y
x (d) = c .

Luego

φ
y
x (b)φ

y
x (d) = φ

y
x (bd) = ac

y por tanto

ac≤ bd .

Ahora sean y ∈ X , a ∈ Ay y e ∈ Ax, para algún x ∈ X de tal manera que e ≤ d(a). Entonces φ
y
x (d(a)) = e, donde

φ
y
x : Ay −→ Ax es un homomorfismo de grupos abelianos.

Definimos al elemento en Ax

(a|e) = φ
y
x (a) ,

elemento único que satisface

d((a|e)) = e

y

(a|e)≤ a .

Por lo tanto A =
⊔
x∈X

Ax es un grupoide ordenado abeliano, donde cada identidad está indicada de manera unı́voca

por cada elemento de X .
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Por otra parte si A es un grupoide ordenado abeliano, se define para cada e ∈ A0:

φ(e) = {a ∈ A : d(a) = e} .

Notese que φ(e) es un grupo abeliano.
Sean e, f ∈ A0 tal que e≤ f . Se define el homomorfismo de grupos abelianos

φ( f ,e) : φ( f )−→ φ(e)

a 7−→ (a|e) .

Con lo anterior podemos definir el funtor

φ : Aop
0 −→ Ab ,

el cual es una pregavilla sobre A0 con valores en Ab .

Hemos probado que cualquier pregavilla de grupos abelianos determina y es determinada por un grupoide ordenado
abeliano. Mostremos que está correspondencia es biyectiva.

Sea

φ : Xop −→ Ab

una pregavilla, luego

A =
⊔
x∈X

Ax

es el grupoide ordenado abeliano generado por el funtor φ .

Sea e ∈ A0, entonces existe un único elemento x ∈ X tal que e ∈ Ax. Se define el grupo abeliano

ϕ(e) = {a ∈ A : d(a) = e} .

Notemos que ϕ(e) = Ax, es decir, ϕ(e) = φ(e) para cualquier e∈ A0. Ahora si e, f ∈ A0 son tales que e≤ f , existen
x,y ∈ X (únicos) tales que e ∈ Ax y f ∈ Ay . Supongamos que x ≤ y y sea b ∈ Ay, entonces tenemos el siguiente
diagrama conmutativo.

x

��

Ay
1 //

φ
y
x

��

Ay

ϕ( f ,e)

��
y Ax

1 // Ax

Para cada b ∈ Ay, φ
y
x (b) = (b|e) = ϕ( f ,e)(b)

73
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Por tanto los funtores φ y ϕ son naturalmente isomorfos.

Por otra parte, si A es un grupoide ordenado abeliano y φ : A0
op :−→ Ab es la pregavilla que se genera de A

entonces
⊔

x∈A0

Ax es en efecto el grupoide ordenado abeliano A . �

Sean X un conjunto parcialmente ordenado y A un grupo abeliano. Denotamos por ∆(A) la pregavilla de grupos
abelianos dada por ∆(A)(x) =A para cualquier x∈X , y ∆(A)y

x(a) = a para cualquiera x≤ y en X y a∈A. Llamamos
a ∆(A) el grupoide ordenado abeliano constante.

3.4. Acciones de grupoides ordenados

Sean G un grupoide ordenado y A un grupoide ordenado abeliano tales que existe un isomorfismo que preserva el
orden θ : G0 ∼= A0. Las componentes de A son grupos abelianos, uno para cada identidad de G. Escribimos

Ae = {a ∈ A : d(a) = θ(e)} .

Llamamos a A un G−módulo derecho si para cada par (a,g) ∈ A×G tal que d(a) = θ(r(g)), existe un elemento
a ·g de A con d(a ·g) = θ(d(g)), y está operación satisface los siguientes axiomas:

(GM1) Si existe gh en G y existe a ·g, entonces (a ·g) ·h = a · (gh) .

(GM2) Si a,b son elementos de la misma componente de A, y existe a ·g, entonces (a+b) ·g = (a ·g)+(b ·g) .

(GM3) Si e es una identidad en G, entonces a · e = a, para cualquier a ∈ Ae .

(GM4) Para todo g ∈ G : θ(r(g)) ·g = θ(d(g)) .

(GM5) Si existe a ·g, b ·h donde a≤ b y g≤ h, entonces a ·g≤ b ·h .

Mientras no exista riesgo de confusión escribiremos 0e en lugar de θ(e).
Las siguientes propiedades de G−módulos serán de utilidad.

Lema 3.4.1. Sea A un G−módulo

(i) Si existe a ·g, entonces ∃(−a) ·g y (−a) ·g =−(a ·g) .

(ii) Si existe a ·g y h≤ g, entonces (a ·g|0d(h)) = (a|0r(h)) ·h .

Demostración. (i) Como existe a ·g y a ∈ Ar(g) entonces −a ∈ Ar(g), luego también existe −a ·g ∈ Ad(g).

Por otra parte

(−a) ·g+a ·g = (−a+a) ·g

= θ(r(g)) ·g

= θ(d(g))

es decir,

−(a ·g)+(a ·g) = θd(g) .
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Por tanto

(−a) ·g =−(a ·g) .

(ii) h≤ g implica d(h)≤ d(g) y r(h)≤ r(g), gráficamente

•
θ(d(g))

a ·g // •
θ(d(g))

•
θ(d(h))

(a ·g|0d(h)) // • .

El elemento en Ad(g), (a ·g|0d(h)), es el único que satisface:

1. (a ·g|0d(h))≤ a ·g , y

2. d((a ·g|0d(h))) = 0d(h) .

Notemos que
(a|0r(h))≤ a y h≤ g,

por lo cual
(a|0r(h)) ·h≤ a ·g .

Además

d((a|0r(h))) = 0r(h) ,

es decir,

d((a|0r(h)) ·h) = 0d(h)

Por tanto

(a|0r(h)) ·h = (a ·g|0d(h)) .

�

Sean G un grupoide ordenado y A, B G−módulos con isomorfismos preservadores de orden θ : G0 ∼= A0 y φ :
G0 ∼= B0, respectivamente. Un funtor ordenado α : A −→ B es llamado un G−morfismo si satisface las siguientes
condiciones:

(i) α(θ(e)) = φ(e) para cualquier e ∈ G0 .

(ii) α(a ·g) = α(a) ·g para cualquiera a ∈ A y g ∈ G con d(a) = θ(r(g)) .

Notemos que la condición (i) implica la existencia de α(a) · g en (ii), además los G−módulos junto con los
G−morfismos forman una categorı́a, la cual denotaremos por Mod(G) .

Teorema 3.4.2. Sea G un grupoide ordenado. Existe un isomorfismo entre la categorı́a de G−módulos y la
categorı́a de C(G)−módulos derechos.
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Demostración. Sea A un G−módulo.

Definimos

A : C(G)op −→ Ab

de la siguiente manera: para e ∈ G0

A(e) = Ae ,

y para (e,g) ∈C(G)

A(e,g) : Ae −→ Ad(g)

a 7−→ (a|0r(g)) ·g .

Mostremos que A(e,g) es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean a,b∈Ae, entonces existen (a+b|0r(g)), (a|0r(g))

y (b|0r(g)) elementos de Ar(g), donde (a+b|0r(g)) es el único con las propiedades :

d((a+b|0r(g))) = 0r(g)

(a+b|0r(g))≤ a+b .

Por otra parte como (a|0r(g))+ (b|0r(g)) ∈ Ar(g), d
[
(a|0r(g))+(b|0r(g))

]
= 0r(g). Además (a|0r(g))+ (b|0r(g)) ≤

a+b, por lo cual (a+b|r(g)) = (a|0r(g))+(b|0r(g)) .

Ası́

A(e,g)(a+b) = (a+b|0r(g)) ·g

=
[
(a|0r(g))+(b|0r(g))

]
·g

= (a|0r(g)) ·g+(b|0r(g)) ·g

=A(e,g)(a)+A(e,g)(b) .

Pasemos a mostrar que A es funtor contravariante. Sean (e,g),( f ,h) ∈C(G) y a ∈ Ae,

A( f ,h)A(e,g)(a) =A( f ,h) [A(e,g)(a)]

=A( f ,h)
[
(a|0r(g)) ·g

]
=
(
(a|0r(g)) ·g|0r(h)

)
·h

=
(
(a|0r(g)) ·g|0d[(g|r(h))]

)
·h

=
[(
(a|0r(g))|0r[(g|r(h))]

)
· (g|r(h))

]
·h (por el lema 3.4.1-(ii))

=
(
(a|0r(g))|0r[(g|r(h))]

)
· (g|r(h))h

=
(
(a|0r(g))|0r[(g|r(h))h]

)
· (g|r(h))h

= (a|0r[(g|r(h))h]) · (g|r(h))h (por la unicida del elemento
(
(a|0r(g))|0r[(g|r(h))h]

)
)

=A(e,(g|r(h))h)(a)

=A [(e,g)( f ,h)] (a) .
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Por último, si e ∈ G0 tenemos el homomorfismo A(e,e) : Ae −→ Ae, donde para cada a ∈ Ae: A(e,e)(a) =
(a|0e) · e = (a|0e) = a (por unicidad de (a|0e)) . Por tanto el funtor A es un C(G)−módulo derecho.

Por otra parte, sea ahora

A : C(G)op −→ Ab

un C(G)−módulo derecho. Definimos el funtor

φ : Gop
0 −→ Ab .

Para e ∈ G0:

φ(e) =A(e) ,

y si e≤ f ∈ G0:

φ
f

e : A( f )−→A(e)

a 7−→A( f ,e)(a) .

Básicamente φ está definido como A restringido a G0 .
Por la proposición 3.3.1, A =

⊔
e∈G0

Ae es un grupoide ordenado abeliano, donde Ae = A(e) para cualquier e ∈ G0.

Además si e≤ f ∈ G0 y a ∈ Ae b ∈ A f entonces

a≤ b si y sólo si a =A( f ,e)(b) .

El elemento (a|0e) está definido como (a|0e) =A( f ,e)(a) , siempre que e≤ f ∈ G0 y a ∈A( f ) .

Pasemos a definir ahora una acción derecha de G sobre A. Sean g ∈ G y a ∈ Ar(g) , definimos la función

·g : Ar(g) −→ Ad(g)

a 7−→ a ·g =A(r(g),g)(a) .

Veamos que se cumplen las condiciones (GM1)− (GM5).
Supongamos que existe gh en G y existe a ·g en Ad(g), entonces

(a ·g) ·h =A(r(h),h) [A(r(g),g)(a)]

= [A(r(g),g)(r(h),h)] (a)

=A(r(g),(g|r(h))h)(a)

=A(r(g),gh)(a) (unicidad del elemento (g|r(h)))

=A(r(gh),gh)(a)

= a · (gh) .
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Supongamos que a,b ∈ Ae, para e ∈ G0 y que existen a ·g y b ·g, donde g ∈ G, entonces

a ·g+b ·g =A(r(g),g)(a)+A(r(g),g)(b)

=A(r(g),g)(a+b)

= (a+b) ·g .

Sean e ∈ G0 y a ∈ Ae, entonces

a · e =A(r(e),e)(a)

=A(e,e)(a)

= 1A(e)(a)

= a .

Sea g ∈ G, entonces 0r(g) ·g =A(r(g),g)(0r(g)) = 0d(g) debido a que A(r(g),g) es un homomorfismo de grupos
abelianos.

Supongamos que existen a ·g y b ·h donde a≤ b y g≤ h, entonces

a ·g =A(r(g),g)(a)

=A(r(g),g) [A(r(h),r(g))(b)]

= [A(r(h),r(g))(r(g),g)] (b)

=A [r(h),(r(g)|r(g))g] (b)

=A [r(h),r(g)g] (b)

=A [r(h),g] (b)

=A [r(h),(h|d(g))] (b) (por unicidad de (h|d(g)) y g≤ h)

=A [r(h),(h|d(g))d(g)] (b)

=A [(r(h),h)(d(h),d(g))] (b)

=A(d(h),d(g))A [A(r(h),h)(b)]

=A(d(h),d(g))(b ·h),

lo cual implica que

a ·g≤ b ·h .

Por lo tanto A es un G−modulo derecho.

Hasta ahora tenemos una relación entre la categorı́a C(G)−módulos derechos y la categorı́a de G−módulos,
veamos que está relación es biunı́voca.

Definimos el funtor
Γ : Mod(G)−→Mod(C(G)) ,
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el cual asigna a cada G−módulo A, el funtor A : C(G)op −→Ab como se definió anteriormente. Si α : A−→ B es
un G−morfismo, debemos definir el morfismo Γ(α) : A=⇒B en Mod(C(G)).

Sea e ∈ G0 y sea

Γ(α)e : Ae −→ Be

tal que para cada e ∈ Ae:

Γ(α)e(a) = α(a) .

Notemos que por la forma en definir la función Γ(α)e, ésta es un homomorfismo de grupos. Sean (e,g) ∈C(G) y
a ∈ Ae

(d(g),d(g))

(e,g)

��

Ad(g)

Γ(α)d(g) // Bd(g)

(e,e) Ae

A(e,g)

OO

Γ(α)e

// Be .

B(e,g)

OO

B(e,g) [Γ(α)e(a)] =B(e,g)(α(a))

=
(
α(a)|0r(g)

)
·g

= α(a|0r(g)) ·g (por unicidad de
(
α(a)|0r(g)

)
)

= α
[
(a|0r(g)) ·g

]
= Γ(α)d(g)

[
(a|0r(g)) ·g

]
= Γ(α)d(g) [A(e,g)(a)] .

Sean α, β morfismos en la categorı́a de G−módulos tal que βα está definido. Para mostrar que Γ preserva la
composición de morfismos basta con lo siguiente: sean e ∈ G0 y a ∈ Ae, entonces

Γ(βα)e(a) = βα(a)

= β (α(a))

= β [Γ(α)e(a)]

= Γ(β )e [Γ(α)e(a)]

= [Γ(β )eΓ(α)e] (a) .

Por último sea 1A : A−→ A un morfismo identidad de G−módulos. Si e ∈ G0 y a ∈ Ae,

Γ(1A)e(a) = 1A(a) = a .

Por tanto Γ(1A) = 1Γ(A) .
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Pasemos ahora a definir el funtor
Γ
′ : Mod(C(G))−→Mod(G) .

Si A es un objeto en Mod(C(G)), entonces Γ′(A) = A donde A es el G−módulo que se definió anteriormente a
partir del funtor A. Sean A,B dos C(G)−módulos y φ : A=⇒B un morfismo de C(G)−módulos, para e ∈ G0 y
a ∈ Ae se define

Γ
′(φ) : A−→ B

a 7−→ φe(a) .

Está definición por recurrencia nos garantiza que Γ′ es un funtor.

Por último notemos que
Γ
′
Γ = 1Mod(G) y ΓΓ

′ = 1Mod(C(G)) .

�

3.5. La cohomologı́a de un grupoide ordenado

En la última proposición de la sección anterior probamos el isomorfismo entre categorı́as

Mod(G) ∼= Mod(C(G)) ,

donde Mod(C(G)) = AbC(G)op
y AbC(G)op

es una categorı́a abeliana, por lo cual podemos definir la cohomologı́a
de un G−módulo a través de su carrespondiente C(G)−módulo.
Retomamos la construcción de la sección 2.1.1. Sean A un G−módulo y A su correspondiente C(G)−módulo,
definimos el n−ésimo grupo de cohomologı́a del G−módulo A como el n−ésimo grupo de cohomologı́a del
correspondiente C(G)−módulo A, esto es,

Hn(G,A) = Hn (C(G),A) = Rnlı́m
←

(A) .
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Capı́tulo 4

Extensiones de grupoides ordenados

4.1. Extensiones y transversales

Sean G y H grupoides ordenados. Decimos que un funtor ordenado φ : G−→ H es un separador de identidades si
induce un isomorfismo ordenado entre G0 y H0.

Definición 4.1.1. Sean G un grupoide ordenado y A un grupoide ordenado abeliano. Una extensión de A por G
es una terna E= (ι ,U, σ) donde

• U es un grupoide ordenado.

• σ : U −→ G es un funtor ordenado sobreyectivo el cual es separador de identidades.

• ι : A−→U es un funtor ordenado inyectivo, tal que la imagen de ι es isomorfo al kernel de σ ,
ι(A)∼= Ker(σ) .

A �
� ι // U σ // // G .

Notemos que Ker(σ) es un subgrupoide amplio de U , además también es un subgrupoide ordenado normal, y
dado que ι(A) ∼= Ker(σ), entonces ι(A) también es un subgrupoide ordenado normal de U . Por lo cual podemos
formar el grupoide cociente U/ι(A) cuyos elementos son clases de equivalencia generadas a partir de la relación
de equivalencia dada por

u∼ v si y sólo si u = ι(a)vι(b) para algunos a,b ∈ A .

Si ∃uv en U entonces ∃ [u][v] en U/ι(A) y [u][v] = [uv]. El orden en U/ι(A) es definido como [u]≤ [v] si y soló si
para cada v′ ∈ [v] existe u′ ∈ [u] tal que u′ ≤ v′ .

Proposición 4.1.2. Sea A �
� ι // U σ // // G una extensión de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide

ordenado G .

(i) El grupoide ι(A) es un subgrupoide normal ordenado de U .

(ii) Exite un único isomorfismo ψ : U/ι(A) ∼= G tal que σ = ψπ , donde π : U −→U/ι(A) es la proyección
natural definida por π(u) = [u] .
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Demostración. Sea [u] un elemento de U/ι(A) , donde u ∈U . Se define

ψ ([u]) = σ(u) .

Veamos que la definición no depende del representante. Sea v ∈ [u], u ∼ v si y soló si u = ι(A)vι(b) para algún
a,b ∈ A.

Entonces

ψ ([u]) = σ(u)

= σ (ι(a)vι(b))

= σ (ι(a))σ(v)σ (ι(b))

= σ(v)

= ψ ([v]) .

Ahora probemos que ψ es inyectiva. Sean [u], [v] ∈U/ι(A) tales que ψ ([u]) = ψ ([v]), entonces σ(u) = σ(v), esto
es, σ (d(u)) = σ (d(v)). Luego d(u) = d(v) porque σ es separador de identidades.
Por tanto existe vu−1 ∈U y vu−1 ∈Ker(σ) = ι(A) . Existe a∈ A tal que vu−1 = ι(a) lo cual implica que v = ι(a)u.
Por otra parte d(u) ∈ Ker(σ) = ι(A), luego exite e ∈ A tal que ι(e) = d(u). Esto implica que

v = ι(a)u = ι(a)ud(u) = ι(a)uι(e), para a,e ∈ A.

Luego

u∼ v , es decir, [u] = [v] .

Si tomamos g ∈ G, como σ es sobreyectivo, existe u ∈ U tal que σ(u) = g. Luego ψ ([u]) = σ(u) = g para
[u] ∈U/ι(A), por lo cual ψ es sobreyectivo.

Si suponemos que existe otro isomorfismo ψ ′ : U/ι(A) −→ G tal que σ = ψ ′π , para [u] ∈ U/ι(A), ψ ′ ([u]) =
ψ ′ (π(u)) = σ(u) = ψ ([u]) . �

Sean A un grupoide ordenado abeliano y G un grupoide ordenado. Dos extenciones E=(ι ,U, σ) y E′=(ι ′,U ′, σ ′)

son congruentes si existe un funtor ordenado µ : U −→U ′ tal que

ι
′ = µι y σ = σ

′
µ .

U

µ

��

σ

    
A
/ �

ι

>>

� o

ι
′

��

G

U ′

σ
′ >> >>

Escribimos µ : E∼= E′ .
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Lema 4.1.3. Si µ : E∼= E′ , entonces µ es un isomorfismo.

Demostración. Sean u,v ∈U tales que µ(u) = µ(v) .
Como µ(u),µ(v) ∈ U ′, σ ′ (µ(u)) = σ ′ (µ(v)), por tanto σ(u) = σv. Ası́ que σ (d(u)) = σ (d(v)) y como σ es
separador de identidades, d(u) = d(v). Por lo cual existe vu−1 ∈ U . Además µ

(
vu−1

)
∈ U0. Esto implica que

σ ′
(
µ(vu−1)

)
∈ G0 y por tanto σ(vu−1) ∈ G0. Luego vu−1 ∈U0 y d(vu−1) = r(u). Entonces existe vu−1u ∈U y

vu−1u = u. Luego v = u .

Probemos ahora que µ es sobreyectiva. Sean u′ ∈U ′, entonces sigma′(u′) ∈ G, por lo cual existe u ∈U tal que
σu = σ ′(u′), esto es, σ ′ (µ(u)) = σ ′(u′). Esto implica que σ ′ (d [µ(u)]) = σ ′ (d(u′)) siendo σ ′ un separador de
identidades. Luego d [µ(u)] = d(u′) .
Por tanto existe µ(u)u′−1 ∈ U , más aún, µ(u)u′−1 ∈ U0. Lo cual implica que

[
µ(u)u′−1

]
u′ = u′ y por tanto

µ(u) = u′ . �

Corolario 4.1.4. La congruencia de extensiones de grupoides ordenados es una relación de equivalencia.

Sea E= (ι ,U, σ) una extensión de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide G. Dado que σ es sobreyecti-
va, para cada g en G podemos elegir un elemento l(e) de U con σ (l(g)) = g. Ası́ para cada extensión E= (ι ,U, σ)

de A por G, podemos eligir una función

l : G−→U

tal que σ l = 1G. Llaremos a tal función una transversal para la extensión E.

Lema 4.1.5. Sea l una transversal para una extensión E= (ι ,U, σ) de A por G. Supongamos que g,h ∈ G con
r(h)≤ d(g) . Entonces r (l(h))≤ d (l(g)) .

Demostración. Si r(h) ≤ d(g), entonces r [σ l(h)] ≤ d [σ l(g)]. Esto implica que σ [r (l(h))] = σ [d (l(g))] y por
tanto r [l(h)]≤ d [l(g)] . �

Corolario 4.1.6. Si existe gh en G, entonces existe l(g)l(h) .

Demostración. Si gh existe en G, r(h) = d(g). Esto implica que r [l(h)] = d [l(g)] y por tanto existe l(g)l(h)∈U . �

Lema 4.1.7. Sean E = (ι ,U, σ) una extensión de A por G y l : G −→U una transversal para E. Sean u ∈U y
g = σ(u). Entonces existe un único a ∈ A tal que u = l(g)ι(a) .

Demostración. l [σ(u)] es un elemento de U , y

σ (r [l [σ(u)]]) = r (σ [l [σ(u)]])

= r [σ(u)]

= σ [r(u)] .

Como σ es separador de identidades,

r [l [σ(u)]] = r(u),
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por lo cual existe l [σ(u)]−1 u ∈U . Más aún

σ

(
l [σ(u)]−1 u

)
= σ

(
l [σ(u)]−1

)
σ(u)

=
(

σ l [σ(u)]−1 u
)−1

σ(u)

= σ(u)−1
σ(u) .

Por tanto l [σ(u)]−1 u ∈ Ker(σ) = ι(A) .

Como ι es monomorfismo, existe un único elemento a ∈ A tal que ι(a) = l [σ(u)]−1 u. Luego l [σ(u)] ι(a) = u. �

Proposición 4.1.8. San E= (ι ,U, σ) una extensión de A por G y l : G−→U una transversal para E. Para cada
elemento (g,a) ∈ G×A que satisface σι [d(a)] = r(g) , se define a ·g por

ι(a ·g) = l(g)−1
ι(a)l(g) .

Entonces esto genera en A una estructura de G−módulo, la cual es independiente de la elección de la transversal l.

Demostración. Comencemos definiendo

θ : G0 −→ A0

por

θ(e) = ι
−1

σ |−1
U0

(e)

Dado que σ es un separador de identidades, θ es un isomorfimo ordenado. Si a ∈ A y g ∈ G con d(a) = θ (r(g)),
entonces l(g)−1ι(a)l(g) es un elemento de ι(A), ya que ι(A) es un subgrupoide normal ordenado de U .
Para probar que la definición es independiente de la elección de la transversal, sea l′ : G −→U otra transversal.
Sean g ∈ G y a ∈ A con d(a) = θ (r(g)) , como l(g) es un elemento de U , existe un único b ∈ A tal que l(g) =
l′ [σ l(g)] ι(b), lo cual implica que l(g) = l′(g)ι(b), por tanto

l(g)−1
ι(a)l(g) =

[
l′(g)ι(b)

]−1
ι(a)l′(g)ι(b)

= ι(b)−1l′(g)−1
ι(a)l′(g)ι(b)

= ι(b)−1
ι(b)l′(g)−1

ι(a)l′(g)

= l′(g)−1
ι(a)l′(g) ,

donde l′(g)−1ι(a)l′(g) pertenece a ι(A) .

Probemos que las condiciones (GM1)−(GM5) se cumplen. Sean g∈G y a∈ A con d(a) = θ (r(g)) . Supongamos
que gh existe en G y que existe ι(a ·g), entonces

ι [(a ·g) ·h] = l(h)−1
ι(a ·g)l(h)

= l(h)−1l(g)−1
ι(a)l(g)l(h)

= [l(g)l(h)]−1
ι(a)l(g)l(h) .
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Como l(g)l(h) ∈U , existe k ∈ A tal que

l(g)l(h) = l [σ (l(g)l(h))] ι(k)

= l(gh)ι(k) ,

por lo cual

ι [(a ·g) ·h] = [l(g)l(h)]−1
ι(a)l(g)l(h)

= [l(gh)ι(k)]−1
ι(a)l(gh)ι(k)

= ι(k)−1l(gh)−1
ι(a)l(gh)ι(k)

= ι(k)−1
ι(k)l(gh)−1

ι(a)l(gh)

= l(gh)−1
ι(a)l(gh)

= ι [a · (gh)] .

Supongamos que a,b son elementos de la misma componente de A, y que existe a ·g

ι [(a+b) ·g] = l(g)−1
ι(a+b)l(g)

= l(g)−1
ι(a)ι(b)l(g)

= l(g)−1
ι(a)

[
l(g)l(g)−1]

ι(b)l(g)

=
(
l(g)−1

ι(a)l(g)
)(

l(g)−1
ι(b)l(g)

)
= ι (a ·g+b ·g) .

Sean e una identidad en G y a ∈ Ae , entonces

ι(a · e) = l(e)−1
ι(a)l(e) .

Notemos que σ
[
l(e)−1ι(a)l(e)

]
= σ [ι(a)] ∈ G0 y σ es separador de identidades, entonces

l(e)−1
ι(a)l(e) = ι(a),

es decir,

ι(a · e) = ι(a) .

Sea g ∈ G, entonces

ι(0r(g) ·g) = l(g)−1
ι(0r(g))l(g)

= l(g)−1
ι (θ(r(g))) l(g)

= l(g)−1
σ |−1

U0
(r(g)) l(g) .

Por otra parte

σ

[
l(g)−1

σ |−1
U0

(r(g)) l(g)
]
= g−1r(g)g

= g−1g

= d(g) .
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Esto implica que

σ

[
l(g)−1

σ |−1
U0

(r(g)) l(g)
]
= σ

[
σ |−1

U0
(d(g))

]
.

Luego

l(g)−1
σ |−1

U0
(r(g)) l(g) = σ |−1

U0
(d(g))

y

σ |−1
U0

(d(g)) = ι [θ (d(g))]

= ι(0d(g)) .

Por tanto

ι(0r(g) ·g) = ι(0d(g)) .

Supongamos que existen a ·g y b ·h donde a≤ b y g≤ h, entonces

σ [ι(a ·g)] = σ
[
l(g)−1

ι(a)l(g)
]

= g−1
σι(a)g

≤ h−1
σι(b)h

= σ
[
l(h)−1

ι(b)l(h)
]

= σ [ι(b ·h)] ,

pero σ [ι(a ·g)] y σ [ι(b ·h)] pertenecen a G0 .

Por tanto

ι(a ·g)≤ ι(b ·h) .

�

Proposición 4.1.9. Sean E= (ι ,U, σ) y E′ = (ι ′,U ′, σ ′) extensiones congruentes de A por G . Las estructuras
de G−módulo generadas respectivamente por cada extensión son idénticas.

Demostración. Dado que E y E′ son congruentes, existe un isomorfismo ordenado µ :U −→U ′ . Sean l y l′ transver-
sales para las extenciones E y E′, respectivamente. Sea g ∈ G, entonces σ ′ (l′(g)) = g = σ (l(g)) = σ ′ [µ (l(g))] .
Por tanto d [µ (l(g))] = d [l′(g)] , ya que σ ′ es separador de identidades. Ası́, existe l′(g)µ (l(g))−1 . Más aún,
σ ′
(

l′(g)µ (l(g))−1
)
= σ ′ (l′(g))σ (l(g))−1 = gg−1. Ası́ l′(g)µ (l(g))−1 ∈ ι ′(A) .

Sea a ∈ Ar(g). Mostremos que µ
(
l(g)−1ι(a)l(g)

)
= l′(g)−1ι ′(a)l′(g) .

µ
(
l(g)−1

ι(a)l(g)
)
= µ (l(g))−1

ι
′(a)µ (l(g))

= l′(g)−1l′(g)µ (l(g))−1
ι
′(a)µ (l(g))

= l′(g)−1
ι
′(a)l′(g)µ (l(g))−1

µ (l(g))

= l′(g),1ι
′(a)l′(g) .
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�

Sean E= (ι ,U, σ) una extensión de A por G y l : G−→U una transversal para E. El siguiente resultado nos dice
que un grupoide ordenado U puede recobrarse de A, G y l .

Proposición 4.1.10. Sean E= (ι ,U, σ) una extensión de A por G y l una transversal . Se define

G∗A =
{
(g,a) ∈ G×A : d(a) = 0d(g)

}
.

Entonces existe una biyección

G∗A−→U

definida por

(g,a) 7−→ l(g)ι(a) .

Si g,h ∈ G con r(h)≤ d(g), entonces existe un único ζ (g,h) ∈ A tal que

ιζ (g,h) = l(g⊗h)−1⊗ l(g)⊗ l(h) .

Más aún,

(i) Si u = l(g)ι(a), v = l(h)ι(b) y existe uv, entonces

uv = l(gh)ι [ζ (g,h)+a ·h+b] .

(ii) Sean u = l(g)ι(a) y v = l(h)ι(b), entonces

v≤ u sii h≤ g y b = (a|0d(h))+ζ (g,d(h))−ζ (d(h),d(h)) .

Demostración. Para el mapeo

G∗A−→U

definido por

(g,a) 7−→ l(g)ι(a)

su mapeo inverso está definido por

U −→ G∗A

u 7−→ (σ(u),a) ,

donde a ∈ A y es único tal que u = l (σ(u)) ι(a) .

En efecto si (g,a) ∈ G∗A,
(g,a) 7−→ l(g)ι(a) 7−→ (σ (l(g)ι(a)) ,b) ,
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donde b ∈ A tal que l(g)ι(a) = l [σ (l(g)ι(a))] ι(b). Esto implica que

l(g)ι(a) = l [σ l(g)σι(a)] ι(b),

es decir,

l(g)ι(a) = l (gσι(a)) ι(b) .

Luego

l(g)ι(a) = l(g)ι(b)

y por tanto

ι(a) = ι(b),

es decir

a = b .

Además σ (l(g)ι(a)) = g por tanto

(σ (l(g)ι(a)) ,b) = (g,a) .

Ahora si u ∈U ,
u 7−→ (σ(u),a) 7−→ l (σ(u)) ι(a) = u .

Por otra parte, sean g,h∈G con r(h)≤ d(g), entonces r [l(h)]≤ d [l(g)]. Por tanto existe l(g)⊗l(h)= (l(g)|r [l(h)]) l(h)∈
U .

Luego existe único ζ (g,h) ∈ A tal que

l(g)⊗ l(h) = l [σ (l(g)⊗ l(h))] ιζ (g,h),

lo cual implica que

l(g)⊗ l(h) = l(g⊗h)ιζ (g,h).

Por tanto

ιζ (g,h) = l(g⊗h)−1 [l(g)⊗ l(h)] ,

es decir,

ιζ (g,h) = l(g⊗h)−1⊗ [l(g)⊗ l(h)] .
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Ahora pasemos a probar (i). Supongamos que u = l(g)ι(a), v = l(h)ι(b) y que existe uv, entonces

uv = l(g)ι(a)l(h)ι(b)

= l(g)l(h)l(h)−1
ι(a)l(h)ι(b)

= l(g)l(h)ι(a ·h)ι(b)

= l(g)l(h)ι(a ·h+b)

= l(gh)ιζ (g,h)ι(a ·h+b)

= l(gh)ι [ζ (g,h)+a ·h+b] .

Probemos (ii). Sean u = l(g)ι(a) y v = l(h)ι(b). Supongamos v≤ u, entonces l(g)ι(a)≤ l(h)ι(b), lo cual implica
que σ [l(g)ι(a)]≤ σ [l(h)ι(b)] y por tanto g≤ h .

Por otra parte

l(h)ι(b) = (l(g)ι(a)|d [l(h)])

= (l(g)|d [l(h)])(ι(a)|d [l(h)]) ,

lo cual implica que

ι(b)(ι(a)|d [l(h)])−1 = l(h)−1 (l(g)|d [l(h)])

y por tanto

ι
(
b− (a|0d(h))

)
= l(h)−1⊗ l(g)

= l (g⊗d(h))−1⊗ l(g)

=
[
(l(g)⊗ l (d(h))) ιζ (g,d(h))−1]−1⊗ l(g)

= ιζ (g,d(h))⊗ l (d(h))−1⊗ l(g)−1⊗ l(g)

= ιζ (g,d(h))⊗ l (d(h))−1 ,

pero l (d(h))⊗ l (d(h)) = l (d(h)) ιζ (d(h),d(h)),

ası́ que ιζ (d(h),d(h)) = l (d(h)).

Esto implica que

ι
(
b− (a|0d(h))

)
= ιζ (g,d(h))⊗ ιζ (d(h),d(h))−1

y por tanto

b = (a|0d(h))+ζ (g,d(h))−ζ (d(h),d(h)) .

�
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4.2. Extensiones que se dividen

En está sección estudiaremos la clase más sencilla de extensiones, pero comenzaremos revisando el producto
semı́directo de grupoides ordenados. Sea A un G−módulo. Definiremos el producto semidirecto de A por G .
Pongamos

GnA =
{
(g,a) ∈ G×A : d(a) = 0d(g)

}
.

Sean (g,a), (h,b) ∈ GnA . Si existe gh entonces definimos el producto

(g,a)(h,b) = (gh,a ·h+b) .

Proposición 4.2.1. Sean G un grupoide ordenado y A un G−módulo. Entonces GnA es un grupoide ordenado
con el producto definido anteriormente y el orden heredado de G×A .

Demostración. Comencemos notando que los elementos identidad en GnA son de la forma (e,0e), con e ∈ G0,
por lo cual si (g,a) ∈ GnA, su identidad derecha es(

d(g),0d(g)
)
,

y su identidad izquierda es (
r(g),0r(g)

)
.

En efecto

(g,a)
(
d(g),0d(g)

)
=
(
gd(g),a ·d(g)+0d(g)

)
= (g,a)(

r(g),0r(g)
)
(g,a) =

(
r(g)g,0r(g) ·g+a

)
= (g,0d(g)+a)

= (g,a) .

Por lo cual definimos
d(g,a) =

(
d(g),0d(g)

)
y r(g,a) =

(
r(g),0r(g)

)
.

Pasemos a mostrar que el producto definido es asociativo.

Sean (g,a),(h,b)(i,c) ∈ GnA de tal manera que existe ghi, entonces

(g,a) [(h,b)(i,c)] = (g,a)(hi,b · i+ c)

= (ghi,a ·hi+b · i+ c)

= (ghi,(a ·h) · i+b · i+ c)

= (ghi,(a ·h+b) · i+ c)

= (gh,a ·h+b)(i,c)

= [(g,a)(h,b)] (i,c) .

Hasta aquı́ hemos probado que GnA es una categorı́a, veamos que es un grupoide.
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Sea (g,a) ∈ GnA, definimos

(g,a)−1 = (g−1,−a ·g−1) .

Entonces

(g,a)(g−1,−a ·g−1) =
(
gg−1,a ·g−1 +(−a) ·g−1)

=
(
r(g),0d(g) ·g−1)

=
(
r(g),0r(g)

)
y

(g−1,−a ·g−1)(g,a) =
(
g−1g,(−a ·g−1) ·g+a

)
= (d(g),−a+a)

=
(
d(g),0d(g)

)
.

Sean (g,a),(h,b) ∈ GnA. Definimos el orden parcial heredado de GnA por

(g,a)≤ (h,b) si y sólo si g≤ h y a≤ b

Comencemos a verificar los axiomas de grupoide ordenado.

Supongamos que (g,a)≤ (h,b), entonces

g≤ h y a≤ b.

Luego

g−1 ≤ h−1 y −a≤−b.

Dado que a ∈ Ad(g) = Ar(g−1), existe −a ·g−1 y similarmente existe −b ·h−1 , luego

−a ·g−1 ≤−b ·h−1 .

Por tanto

(g−1,−a ·g−1)≤ (h−1,−b ·h−1)

equivalente a

(g,a)−1 ≤ (h,b)−1 .

Ahora supongamos (g1,a1)≤ (h1,b1) y (g2,a2)≤ (h2,b2), y que existen los productos (g1,a1)(g2,a2), (h1,b1)(h2,b2) .
Entonces tenemos g1 ≤ h1, g2 ≤ h2, a1 ≤ b1, a2 ≤ b2. Esto implica que

g1g2 ≤ h1h2, y a1 ·g2 ≤ b1 ·h2 .
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Luego

a1 ·g2 +a2 ≤ b1 ·h2 +b2,

por lo cual (g1,a1)(g2,a2)≤ (h1,b1)(h2,b2) .

Supongamos que (g,a) es un elemento de GnA y que (e,0e) es un elemento identidad de GnA tal que (e,0e)≤
d(g,a) =

(
d(g),0d(g)

)
, entonces e ≤ d(g) y 0e ≤ 0d(g), por tanto existen únicos (g|e) y (a|0e) en G y A, respecti-

vamente. Definimos la restricción de (g,a) respecto a (e,0e) como ((g|e),(a|0e)) .

Dado que (g|e)≤ g y (a|0e)≤ a,

((g|e),(a|0e))≤ (g,a)

y

d [((g|e),(a|0e))] = (d [(g|e)] ,0e)

= (e,0e)

además por su forma es único.

�

El producto semidirecto proporciona un ejemplo de una extensión. Sean A un G−módulo y π : GnA −→ G la
proyección canónica sobreyectiva en G. Notemos que π |

(GnA)0
es un isomorfismo, además el kernel de π es G0nA .

Se define i : A−→GnA por i(a) = (e,a) , donde e es el único elemento en G0 con la propiedad θ(e) = 0e = d(a) .
Inmediatamente

A �
� i // GnA π // // G

es una extensión de A por G.

Una extensión E = (ι ,U, σ) de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G se divide o se
escinde si σ tiene una inversa derecha, esto es, si existe un funtor ordenado

τ : G−→U

con στ = 1G. A tal funtor τ se le llama una división para la extensión E. Notemos que τ es un caso particular de
una transversal.

El producto semidirecto anterior se divide con la división τ : G−→ GnA dada por τ(g) = (g,0r(g)) .
El siguiente resultado nos dice que los productos semidirectos son precisamente extensiones que se dividen.
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Proposición 4.2.2. Cualquier extensión E= (ι ,U, σ) que se divide, es congruente a la extensión de producto
semidireto derivada del G−módulo A.

Demostración. Sean E= (ι ,U, σ) una extensión de A por G que se divide y τ el divisor.
Tenemos el siguiente diagrama:

U
σ

""
A

ι

<<

i
""

Gτ

QQ

GnA

µ

OO

π

<<

.

Dado que el conjunto G ∗A es igual al conjunto GnA, por la proposición 4.1.10, µ es un isomorfismo. Resta
verificar que el diagrama es conmutativo.
Sea a ∈ A, entonces µι(a) = µ(e,a) = τ(e)ι(a) = ι(a) . Sea (g,a) ∈ GnA, entonces σ µ(g,a) = σ (τ(g)ι(a)) =
στ(g)σι(a) = g = π(g,a) . Por tanto ambas extensiones son equivalentes, esto es, cualquier extensión que se di-
vide es equivalente a la extensión que se genera por el grupoide ordenado GnA . �

El anterior resultado nos dice que sólo existe una extensión de A por G que se divide (salvo equivalencia) asociada
a la acción dada de G sobre A .
Sin embargo, existe un problema de clasificación que involucra extensiones que se dividen: dada una extensión
que se divide, clasificar todas las posibles divisiones.

Definición 4.2.3. Sean G un grupoide ordenado y A un G−módulo. Una derivación de A es una función
preservadora de orden φ : G−→ A tal que:

(D1) φ(g) ∈ Ad(g) para todo g ∈ G .

(D2) φ(gh) = φ(g) ·h+φ(h) para todo g,h ∈ G tal que gh exista.

Notemos que si e ∈ G0, entonces φ(e) = φ(ee) = φ(e) · e+φ(e). Luego φ(e) = 0e .
Mostremos ahora que las derivaciones pueden ser usadas para clasificar divisiones.

Lema 4.2.4. Cualquier división de una extensión que se divide determina, y está determinada por una derivación.

Demostración. Basta considerar la extensión generada por el producto semidirecto GnA. Si suponemos que φ :
G−→ A es una derivación, definimos

τ : G−→ GnA

g 7−→ (g,φ(g)) .

Notemos que

τ(gh) = (gh,φ(gh))

= (gh,φ(g) ·h+φ(h))

= (g,φ(g))(h,φ(h))

= τ(g)τ(h) .
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Por lo cual τ es un funtor, además como φ preserva orden, τ también.

Ahora supongamos que τ es una división dada, entonces πτ = 1G. Luego τ(g) = (g,τ ′(g)), donde τ ′(g) es un
elemento de A que satisface d [τ ′(g)] = 0d(g) .

Definimos

φ : G−→ A por

φ(g) = τ
′(g) .

Sean g,h ∈ G tal que gh existe, entonces(
gh,τ ′(gh)

)
= τ(gh)

= τ(g)τ(h)

=
(
g,τ ′(g)

)(
h,τ ′(h)

)
=
(
gh,τ ′(g) ·h+ τ

′(h)
)
.

Esto implica que

φ(gh) = τ
′(gh)

= τ
′(g) ·h+ τ

′(h)

= φ(g) ·h+φ(h).

Por tanto φ es una derivación. �

Denotemos por Z1(G,A) al conjunto de todas las derivaciones del G−módulo A.

Lema 4.2.5. Z1(G,A) es un grupo abeliano bajo la suma puntual.

Demostración. Sean φ1,φ2 : G−→ A dos derivaciones veamos que la suma φ1 +φ2 es también una derivación.

φ1 +φ2 : G−→ A

g 7−→ φ1(g)+φ2(g).

Notemos que se cumple (D1). Sean g,h ∈ G tal que existe gh, entonces

φ1 +φ2(gh) = φ1(gh)+φ2(gh)

= φ1(g) ·h+φ1(h)+φ2(g) ·h+φ2(h)

= [φ1(g)+φ2(g)] ·h+φ1(h)+φ2(h)

= φ1 +φ2 (g) ·h+φ1 +φ2 (h) .

Como los elementos de Z1(G,A) son funciones, y la suma está definida de manera puntual, la operación es asocia-
tiva en Z1(G,A) .
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Definimos 0̄ : G−→ A por 0̄(g) = θ (d(g)) = 0d(g). Mostremos que 0̄ es una derivación.

Sean g,h ∈ G tal que gh existe, entonces

0̄(gh) = θ (d(gh))

= θ (d(h))

= θ (r(h)) ·h

= θ (d(g)) ·h

= 0̄(g) ·h

= 0̄(g) ·h+ 0̄(h) .

Por otra parte si φ ∈ Z1(G,A), se define su inverso por

−φ : G−→ A (4.1)

g 7−→ −φ(g) . (4.2)

Supongamos que g,h ∈ G tal que gh existe, entonces

−φ(gh) =− [φ(g) ·h+φ(h)]

=− [φ(g) ·h]+ [−φ(h)]

=−φ(g) ·h+[−φ(h)] .

Por lo cual −φ pertenece a Z1(G,A) .

Dado que cada elemento de Z1(G,A) está definido sobre un grupoide abeliano, Z1(G,A) es abeliano. �

El siguiente resultado proporciona una clase importante de derivaciones.

Lema 4.2.6. Sean A un G−módulo y δ : G0 −→ A una función preservadora de orden tal que δ (e) ∈ Ae.

La función

∂δ : G−→ A ,

definida por

g 7−→ δ (r(g)) ·g−δ (d(g))

es una derivación.
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Demostración. Comencemos notando que ∂δ (g) ∈ Ad(g) .

Sean gh ∈ G tal que gh existe, entonces

∂δ (gh) = δ (r(gh)) ·gh−δ (d(gh))

= δ (r(g)) ·gh−δ (d(h)) .

Por otra parte

∂δ (g) ·h+∂δ (h) = [δ (r(g)) ·g−δ (d(g))] ·h+δ (r(h)) ·h−δ (d(h))

= δ (r(g)) ·gh−δ (d(g)) ·h+δ (r(h)) ·h−δ (d(h))

= δ (r(g)) ·gh−δ (r(h)) ·h+δ (r(h)) ·h−δ (d(h))

= δ (r(g)) ·gh−δ (d(h)) .

�

A las derivaciones de la forma ∂δ las llamaremos derivaciones principales. Denotamos al conjunto de todas las
derivaciones principalesde de un G−módulo A por B1(G,A) .

Lema 4.2.7. B1(G,A) es un subgrupo de Z1(G,A) .

Demostración. Sean δ1, δ2 : G0 −→ A dos funciones preservadoras de orden tales que δ1(e), δ2(e) ∈ Ae, para
cualquier e ∈ G0 . Definimos la suma ∂δ1 +∂δ2 : G−→ A de manera puntual.
Veamos que ∂δ1 +∂δ2 es una derivación principal.

Sea g ∈ G, entonces

∂δ1 +∂δ2 (g) = ∂δ1(g)+∂δ2(g)

= δ1 (r(g)) ·g−δ1 (d(g))+δ2 (r(g)) ·g−δ2 (d(g))

= [δ1 (r(g))+δ2 (r(g))] ·g− [δ1 (d(g))+δ2 (d(g))]

= [δ1 +δ2 (r(g))] ·g− [δ1 +δ2 (d(g))]

= ∂ (δ1 +δ2)(g) .

Luego para la función δ1 +δ2 : G−→ A definida de manera puntual,

∂δ1 +∂δ2 = ∂ (δ1 +δ2) .

Por tanto la suma es cerrada en B1(G,A) .

Mostremos que la derivación identidad, 0̄, es principal.

Sea g ∈ G, entonces

∂0 = 0r(g) ·g−0d(g)

= 0d(g)−0d(g)

= 0d(g) ,
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por tanto

∂0 = 0̄ .

Si ∂δ es una derivación principal, se define

−δ : G0 −→ A

e 7−→ −δ (e) .

Por tanto

∂ (−δ ) =−∂δ .

�

Las derivaciones proporcionan una forma fácil de caracterizar divisiones. Para clasificar divisiones introducimos
la noción de A−conjugación. Sean E una extensión que se divide de A por G y τ, λ dos divisiones de E con
correspondiente derivación τ̄ y λ̄ , respectivamente. Decimos que τ y λ son A-conjugados si existe una función
preservadora de orden δ : G0 −→ A tal que δ (e) ∈ Ae y para toda g ∈ G,

τ̄(g) = δ (r(g)) ·g+ λ̄ (g)−δ (d(g)) .

El siguiente resultado es evidente.

Lema 4.2.8. Dos derivaciones corresponden a divisiones A−conjugadas si y sólo si su diferencia es una derivación
principal.

Teorema 4.2.9. Para cualquier grupoide ordenado G y G−módulo A, las clases de A−conjugación de divisores
de la extensión que se divide

A i // GnA π // G ,

están en correspondencia biyectiva con los elementos del grupo cociente
Z1(G,A)
B1(G,A)

.

Demostración. Sea [τ] una clase de A−conjugación, donde τ es una división de la extensión

A i // GnA π // G .

τ está relacionado de manera biunivoca con una derivación τ̄ (lema 4.2.4). τ̄ se relaciona con la clase lateral
τ̄B1(G,A).
Veamos que la correspondencia biyectiva no depende de la elección del representante en [τ] .
Sea λ ∈ [τ], entonces por el lema 4.2.4, τ̄− λ̄ es una derivación principal. Esto implica que

τ̄− λ̄ ∈ B1(G,A)

y por tanto

τ̄B1(G,A) = λ̄B1(G,A) .

�
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4.3. Conjuntos de factores

En está sección clasificaremos extensiones de grupoides ordenados definiendo conjuntos de factores para G−módu-
los. Sean G un grupoide ordenado y n≥ 1. Una n−escalera sobre G es una n−ada (gn, . . . ,g2,g1), donde gi ∈ G y
r(gi)≤ d(gi+1), para i = 1, . . . ,n−1. Denotamos al conjunto de n−escaleras sobre G por Sn(G) .

Definición 4.3.1. Sea G un grupoide ordenado. Un conjunto de factores para un G−módulo A es una función

ζ : S2(G)−→ A

que satisface las siguientes condiciones:

(FS1) ζ (g,h) ∈ Ad(h) para cualquier (g,h) ∈ S2(G) .

(FS2) Para todo (g,h,k) ∈ S3(G),
(
ζ (g,h)|0r(k)

)
· k+ζ (g⊗h,k) = ζ (g,h⊗ k)+ζ (h,k) .

Lema 4.3.2. Sea ζ un conjunto de factores para un G−módulo A. Entonces

(i) ζ (d(g),d(g)) = ζ (g,d(g)) para toda g ∈ G.

(ii) ζ (r(g),r(g)) ·g = ζ (r(g),g) para toda g ∈ G.

(iii) ζ (g,g−1) ·g+ζ (r(g),g) = ζ (g,d(g))+ζ (g−1,g) para todo g ∈ G.

(iv) Si e, f ∈ G0 con f ≤ e, entonces
(
ζ (e,e)|0 f

)
= ζ (e, f ).

(v) Si g,h ∈ G con h≤ g, entonces
(
ζ (g,d(g))|0d(h)

)
= ζ (d(g),d(g)).

(vi) Si g,h ∈ G con h≤ g, entonces ζ (g,d(h)) ·h−1 +ζ (h,h−1) = ζ (g,h−1)+ζ
(
d(h),h−1

)
.

(vii) Si g,h ∈ G con h≤ g, entonces
(
ζ (g,g−1)|0r(h)

)
+ζ (r(g),r(h)) = ζ (g,h−1)+ζ

(
g−1,r(h)

)
.

(viii) Si g,h,k ∈ G con k ≤ h≤ g, entonces
(
ζ (g,d(h)) |0d(k)

)
+ζ (h,d(k)) = ζ (g,d(k))+ζ (d(h),d(k)).

(ix) Si g,g′,h,h′ ∈G son tal que existe gg′, existe hh′, h≤ g y h′≤ g′. Entonces
(
ζ (g,g′)|0d(h′)

)
+ζ (gg′,d(h′)) =

ζ (g,h′)+ζ (g′,d(h′)).

(x) Si g,g′,h,h′ ∈ G son tal que existe gg′, existe hh′, h ≤ g y h′ ≤ g′. Entonces ζ (g,r(h′)) · h′+ ζ (h,h′) =
ζ (g,h′)+ζ (r(h′),h′).

Demostración. (i) Apliquemos (FS2) a la 3−escalera (g,d(g),d(g)). Tenemos que(
ζ (g,d(g)) |0d(g)

)
·d(g)+ζ (g⊗d(g),d(g)) = ζ (g,d(g)⊗d(g))+ζ (d(g),d(g)) .

Luego

ζ (g,d(g))+ζ (g,d(g)) = ζ (g,d(g))+ζ (d(g),d(g))

y por tanto

ζ (g,d(g)) = ζ (d(g),d(g)) .
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(ii) Apliquemos (FS2) a la 3−escalera (r(g),r(g),g). Tenemos que

(
ζ (r(g),r(g)) |0r(g)

)
·g+ζ (r(g)⊗ r(g),g) = ζ (r(g),r(g)⊗g)+ζ (r(g),g) .

Ası́ que

ζ (r(g),r(g)) ·g+ζ (r(g),g) = ζ (r(g),g)+ζ (r(g),g)

y por tanto

ζ (r(g),r(g)) ·g = ζ (r(g),g) .

(iii) Apliquemos (FS2) a la 3−escalera (g,g−1,g). Tenemos que

(
ζ (g,g−1)|0r(g)

)
·g+ζ (g⊗g−1,g) = ζ (g,g−1⊗g)+ζ (g−1,g) .

Ası́ que

ζ (g,g−1) ·g+ζ (r(g),g) = ζ (g,d(g))+ζ (g−1,g) .

(iv) Aplicamos (FS2) a la 3−cadena (e,e, f ). Tenemos que

(
ζ (e,e)|0 f

)
· f +ζ (e⊗ e, f ) = ζ (e,e⊗ f )+ζ (e, f ) .

Ası́ que

(
ζ (e,e)|0 f

)
+ζ (e, f ) = ζ (e, f )+ζ (e, f )

y por tanto

(
ζ (e,e)|0 f

)
= ζ (e, f ) .

(v) Aplicamos (FS2) a la 3−escalera (g,d(g),d(h)). Tenemos que

(
ζ (g,d(g)) |0d(h)

)
·d(h)+ζ (g⊗d(g),d(h)) = ζ (g,d(g)⊗d(h))+ζ (d(g),d(h)) .
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Ası́ que

(
ζ (g,d(g)) |0d(h)

)
+ζ (g,d(h)) = ζ (g,d(h))+ζ (d(g),d(h))

y por tanto

(
ζ (g,d(g)) |0d(h)

)
= ζ (d(g),d(h)) .

(vi) Apliquemos (FS2) a la 3−escalera
(
g,d(h)h−1

)
. Tenemos que

(
ζ (g,d(h)) |0d(h)

)
·h−1 +ζ

(
g⊗d(h),h−1)= ζ

(
g,d(h)⊗h−1)+ζ

(
d(h),h−1)

y por tanto

ζ (g,d(h)) ·h−1 +ζ (h,h−1) = ζ (g,h−1)+ζ
(
d(h),h−1) .

(vii) Apliquemos (FS2) a la 3−escalera
(
g,g−1,r(h)

)
. Tenemos que

(
ζ (g,g−1)|0r(h)

)
· r(h)+ζ

(
g⊗g−1,r(h)

)
= ζ

(
g,g−1⊗ r(h)

)
+ζ

(
g−1,r(h)

)
y por tanto

(
ζ (g,g−1)|0r(h)

)
+ζ (r(g),r(h)) = ζ (g,h−1)+ζ

(
g−1,r(h)

)
.

(viii) Apliquemos (FS2) a la 3−escalera (g,d(h),d(k)). Tenemos que

(
ζ (g,d(h)) |0d(k)

)
·d(k)+ζ (g⊗d(h),d(k)) = ζ (g,d(h)⊗d(k))+ζ (d(h),d(k))

y por tanto

(
ζ (g,d(h)) |0d(k)

)
+ζ (h,d(k)) = ζ (g,d(k))+ζ (d(h),d(k)) .

(ix) Apliquemos (FS2) a la 3−escalera (g,g′,d(h′)). Tenemos que

(
ζ (g,g′)|0d(h′)

)
·d(h′)+ζ

(
g⊗g′,d(h′)

)
= ζ

(
g,g′⊗d(h′)

)
+ζ

(
g′,d(h′)

)
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y por tanto

(
ζ (g,g′)|0d(h′)

)
+ζ

(
gg′,d(h′)

)
= ζ (g,h′)+ζ (g′,d(h′)) .

(x) Apliquemos (FS2) a la 3−ecalera (g,r(h′),h′). Tenemos que

(
ζ
(
g,r(h′)

)
|0r(h′)

)
·h′+ζ

(
g⊗ r(h′),h′

)
= ζ

(
g,r(h′)⊗h′

)
+ζ

(
r(h′),h′

)
y por tanto

ζ
(
r,r(h′)

)
coth′+ζ (h,h′) = ζ (g,h′)+ζ

(
r(h′),h′

)
.

�

Suponga que E es una extensión de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G. Sean l una
transversal para E y (g,h) ∈ S2(G), por el lema 4.1.5 los productos l(g)⊗ l(h) y l

(
(g⊗h)−1

)
⊗ l(g) existen, y por

el corolario 4.1.6, existe l(g⊗h)−1⊗ l(g) .

Proposición 4.3.3. Sean E= (ι ,U, σ) una extensión de A por G y l una transversal para E. Se define

ζ : S2(G)−→ A

por

ι (ζ (g,h)) = l(g⊗h)−1⊗ l(g)⊗ l(h) .

Entonces ζ es un conjunto de factores.

Demostración. Por la proposición 4.1.10, cada ζ (g,h) es único, por lo cual la función ζ está bien definida.
Si ι (ζ (g,h)) = l(g⊗h)−1⊗ l(g)⊗ l(h), entonces

d [ι (ζ (g,h))] = d [l(h)] .

Ası́ que

σ (d [ι (ζ (g,h))]) = σ (d [l(h)])

y por tanto

d [ζ (g,h)] = d(h) .

Por tanto se cumple (SF1) .
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Para probar (SF2), sea (g,h,k) ∈ S3(G). Calculemos l(g)⊗ l(h)⊗ l(k) de dos formas:

(l(g)⊗ l(h))⊗ l(k) = l(g⊗h)⊗ ιζ (g,h)⊗ l(k)

= l(g⊗h)⊗ l(k)⊗ l(k)−1⊗ ιζ (g,h)⊗ l(k)

= l(g⊗h⊗ k)⊗ ιζ (g⊗h,k)⊗ l(k)−1⊗ ιζ (g,h)⊗ l(k)

= l(g⊗h⊗ k)ιζ (g⊗h,k)l(k)−1 (
ιζ (g,h)|ι0r(k)

)
l(k)

= l(g⊗h⊗ k)ιζ (g⊗h,k)l(k)−1
ι
(
ζ (g,h)|0r(k)

)
l(k).

Por otra parte

l(g)⊗ (l(h)⊗ l(k)) = l(g)⊗ l(h⊗ k)⊗ ιζ (h,k)

= l(g⊗h⊗ k)⊗ ιζ (g,h⊗ k)⊗ ιζ (h,k)

= l(g⊗h⊗ k)ιζ (g,h⊗ k)ιζ (h,k) .

Dado que ambas factorizaciones de l(g)⊗ l(h)⊗ l(k) son iguales, tenemos que

ιζ (g⊗h,k)l(k)−1
ι
(
ζ (g,h)|0r(k)

)
l(k) = ιζ (g,h⊗ k)ιζ (h,k)

y por tanto

ι
[
ζ (g⊗h,k)+

(
ζ (g,h)|0r(k)

)
· k
]
= iota [ζ (g,h⊗ k)+ζ (h,k)] .

Como ι es inyectiva,

ζ (g⊗h,k)+
(
ζ (g,h)|0r(k)

)
· k = ζ (g,h⊗ k)+ζ (h,k) .

�

Notemos que si la transversal l es un funtor ordenado, entonces l(g⊗h) = l(g)⊗ l(h). Podemos pensar del conjunto
de factores construido en la proposición anterior como una medida de como l deja de ser un funtor ordenado.
Está idea se hace más precisa en el siguiente lema.

Lema 4.3.4. Sean E una extensión de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G, l una
trasversal para E y ζ el conjunto de factores definido por

l(g)⊗ l(h) = l(g⊗h)ι [ζ (g,h)] .

Entonces l es un funtor ordenado si y sólo si para cualquier (g,h) ∈ S2(G), ζ (g,h) = 0d(h) .

Demostración. Si suponemos que l es un funtor ordenado y (g,h) es una 2−escalera,

ι (ζ (g,h)) = d (l(h)) .

Ası́ que

σι (ζ (g,h)) = d(h)
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y por tanto

ζ (g,h) = θ (d(h))

= 0d(h) .

Por otra parte, supongamos ahora que para todo (g,h) ∈ S2(G), ζ (g,h) = 0d(h) .

Sea (g,h) ∈ S2(G), entonces

l(g)⊗ l(h) = l(g⊗h)ι(0d(h))

y por tanto

l(g)⊗ l(h) = l(g⊗h)σ−1 (d(h)) .

Por otra parte

σ [d (l(g⊗h))] = d(g⊗h)

= d(h)

y por tanto

d (l (g⊗h)) = σ
−1 (d(h)) .

Por lo cual

l(g)⊗ l(h) = l(g⊗h) .

Por tanto si g,h ∈G tal que existe gh, entonces existe l(g)l(h). Además l(gh) = l(g⊗h) = l(g)⊗ l(h) = l(g)l(h) .

Pasemos a mostrar que l preserva orden. Sean g,h ∈ G tales que h≤ g. Entonces

l(h) = l [(g|d(h))]

= l (g⊗d(h))

= l(g)⊗ l (d(h)) ι (ζ (g,d(h)))

= l(g)⊗ l (d(h))

= (l(g)|l (d(h)))

≤ l(g) .

�

La proposición 4.3.3 nos dice que una extensión junto con una transversal determinan un conjunto de factores.
Consideremos ahora la relación entre conjuntos de factores dados por diferentes transversales.
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Proposición 4.3.5. Sean E = (ι ,U, σ) una extensión de A por G y l, l′ : G −→ U transversales para E. Si
ζ ,ζ ′ : S2(G)−→ A son los conjuntos de factor definidos por

ιζ (g,h) = l(g⊗h)−1⊗ l(g)⊗ l(h)

ιζ
′(g,h) = l′(g⊗h)−1⊗ l′(g)⊗ l′(h) ,

existe una función ε : G−→ A definida por

ιε(g) = l(g)−1l′(g) ,

y

ζ
′(g,h) = ζ (g,h)− ε(g⊗h)+ ε(h)+

(
ε(g)|0r(h)

)
·h .

Demostración. Sea g∈G. Dado que l′(g)∈U , por el lema 4.1.7, existe un único elemento en A el cual denotaremos
por ε(g), tal que

ι (ε(g)) = l
(
σ
(
l′(g)

))−1 l′(g),

entonces

ι (ε(g)) = l(g)−1l′(g) .

Por tanto definimos la función
ε : G−→ A .

Para g ∈ G, ε(g) es el único elemento en A que satisface

ι (ε(g)) = l(g)−1l′(g) .

Sea (g,h) ∈ S2(G), entonces

l′(g)⊗ l′(h) = l(g)⊗ ι (ε(g))⊗ l(h)⊗ ι (ε(h))

= l(g)⊗ ι (ε(g))⊗ l(h)⊗ l(h)−1⊗ l(h)⊗ ι (ε(h))

= l(g)⊗ l(h)⊗ l(h)−1⊗ ι (ε(g))⊗ l(h)⊗ ι (ε(h))

= l(g)⊗ l(h)⊗ ι (ε(h))⊗ l(h)−1
ι (ε(g))⊗ l(h)

= l(g⊗h)⊗ ιζ (g,h)ι (ε(h))⊗ l(h)−1⊗ ι (ε(g))⊗ l(h)

= l(g⊗h)ιζ (g,h)ι (ε(h)) l(h)−1
ι
(
ε(g)|0r(h)

)
l(h)

= l(g⊗h)ιζ (g,h)ι (ε(h)) ι
((

ε(g)|0r(h)
)
·h
)

= l′(g⊗h)ι (ε(g⊗h))−1
ιζ (g,h)ι (ε(h)) ι

((
ε(g)|0r(h)

)
·h
)

= l′(g⊗h)ι
[
ζ (g,h)− ε(g⊗h)+ ε(h)+

(
ε(g)|0r(h)

)
·h
]
.

Podemos implicar que
ζ
′(g,h) = ζ (g,h)− ε(g⊗h)+ ε(h)+

(
ε(g)|0r(h)

)
·h .

�

La definición del siguiente resultado está motivado por la proposición 4.1.10 .
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Proposición 4.3.6. Sean G un grupoide ordenado y A un G−módulo. Supongamos que ζ es un conjunto de
factores definido en A. Sea

G∗A =
{
(g,a) ∈ G×A : d(a) = 0d(g)

}
.

Si (g,a),(h,b) ∈ G∗A y existe gh, entonces se define

(g,a)(h,b) = (gh,ζ (g,h)+a ·h+b) .

Definimos un orden sobre G∗A de la siguiente manera:

(h,b)≤ (g,a) sii h≤ g y b = (a|0d(h))+ζ (g,d(h))−ζ (d(h),d(h)) .

Entonces G∗A es un grupoide ordenado. Más aún, si definimos

i : A−→ G∗A por

i : a 7−→ (e,a−ζ (e,e)) , a ∈ Ae

y

π : G∗A−→ G

es la proyección canónica, entonces

A �
� i // G∗A π // // G

es una extensión de A por G la cual induce la acción dada de G sobre A .

Demostración. Comencemos mostrando que G∗A es un grupoide ordenado. Tenemos una operación parcial defini-
da sobre G∗A. Veamos que es asociativa.

Sean (g,a),(h,b),(k,c) ∈ G∗A tal que ghk está definido, entonces

(g,a) [(h,b)(k,c)] = (g,a)(hk,ζ (h,k)+b · k+ c)

= (g(hk),ζ (g,hk)+a ·hk+ζ (h,k)+b · k+ c)

= ((gh)k,ζ (g,hk)+ζ (h,k)+(a ·h+b) · k+ c)

= ((gh)k,ζ (gh,k)+ζ (g,h) · k+(a ·h+b) · k+ c)

= ((gh)k,ζ (gh,k)+(ζ (g,h)+a ·h+b) · k+ c)

= (gh,ζ (g,h)+a ·h+b)(k,c)

= [(g,a)(h,b)] (k,c) .

Pasemos a identifiar las identidades en G∗A. Sean (g,a),(h,b) ∈ G∗A tal que gh está definido. Supongamos que
(g,a)(h,b) = (g,a), entonces (gh,ζ (g,h)+a ·h+b) = (g,a) por lo cual h ∈ G0. Denotemos h = e. Luego

ζ (g,h)+a ·h+b = ζ (g,e)+a+b

= ζ (e,e)+a+b
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y por tanto

b =−ζ (e,e) .

Por tanto los elementos de (G∗A)0 tienen la forma

(e,−ζ (e,e))

para e ∈ G0 . En base a lo anterior definimos

d(g,a) = (d(g),−ζ (d(g),d(g)))

r(g,a) = (r(g),−ζ (r(g),r(g))) .

Hasta aquı́ hemos probado que G∗A es una categorı́a (definición B.3.3). Pasemos a definir los elementos inversos.
Sean (g,a),(h,b) ∈ G∗A y supongamos que (g,a)(h,b) = (r(g),−ζ (r(g),r(g))) , entonces

(gh,ζ (g,h)+a ·h+b) = (r(g),−ζ (r(g),r(g))) .

Esto implica que

h = g−1, luego ζ (g,h)+a ·h+b = ζ (g,g−1)+a ·g−1 +b

y por tanto

ζ (g,g−1)+a ·g−1 +b =−ζ (r(g),r(g)) .

Ası́

b =−ζ (g,g−1)−ζ (r(g),r(g))−a ·g−1 .

Mostremos que en efecto

(g,a)−1 =
(
g−1,−ζ (g,g−1)−ζ (r(g),r(g))−a ·g−1) .

(g,a)−1(g,a) =
(
g−1,−ζ (g,g−1)−ζ (r(g),r(g))−a ·g−1)(g,a)

=
(
d(g),ζ (g−1,g)+

(
−ζ (g,g−1)−ζ (r(g),r(g))−a ·g−1) ·g+a

)
=
(
d(g),ζ (g−1,g)−ζ (g,g−1) ·g−ζ (r(g),r(g)) ·g

)
=
(
d(g),ζ (g−1,g)−ζ (g,g−1) ·g−ζ (r(g),g)

)
=
(
d(g),ζ (g−1,g)−ζ (g,d(g))−ζ (g−1,g)

)
= (d(g),−ζ (g,d(g)))

= (d(g),−ζ (d(g),d(g)))

= d(g,a) .

(g,a)(g,a)−1 =
(
r(g),ζ (g,g−1)+a ·g−1−ζ (g,g−1)−ζ (r(g),r(g))−a ·g−1)

= (r(g),−ζ (r(g),r(g)))

= r(g,a) .
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Dada la relación de orden definida sobre G∗A, mostremos que es un orden parcial.
Sea (g,a) ∈ G∗A, probemos que a = (a|0d(g))+ζ (g,d(g))−ζ (d(g),d(g)) .

(a|0d(g))+ζ (g,d(g))−ζ (d(g),g(g)) = (a|0d(g))+ζ (g,d(g))−ζ (g,d(g))

= (a|0d(g))

= a .

Por lo cual (g,a)≤ (g,a) .

Sean (g,a),(h,b) ∈ G ∗A tal que (g,a) ≤ (h,b) y (h,b) ≤ (g,a), entonces g = b, además b = (a|0d(g)) y a =

(b|0d(h)) .

Esto implica que

g = h y a = b

y por tanto

(g,a) = (h,b) .

Sean (g,a),(h,b),(k,c) ∈ G∗A tales que (g,a)≤ (h,b) y (h,b)≤ (k,c), entonces g≤ h, h≤ k, a = (b|0d(g))+

ζ (h,d(g))−ζ (d(g),d(g)) y b = (c|0d(h))+ζ (k,d(h))−ζ (d(h),d(h)). Esto implica que g≤ k. Además

a =
(
(c|0d(h))+ζ (k,d(h))−ζ (d(h),d(h)) |0d(g)

)
+ζ (h,d(g))−ζ (d(g),d(g))

=
(
(c|0d(h))|0d(g)

)
+
(
ζ (k,d(h)) |0d(g)

)
−
(
ζ (d(h),d(h)) |0d(g)

)
+ζ (h,d(g))−ζ (d(g),d(g))

= (c|0d(g))+ζ (k,d(g))+ζ (d(h),d(g))−
(
ζ (d(h),d(h)) |0d(g)

)
−ζ (d(g,d(g)))

= (c|0d(g))+ζ (k,d(g))−ζ (d(g),d(g)) .

Lo cual implica que

(g,a)≤ (k,c) .

Pasemos a probar los axiomas de grupoide ordenado.
Sean (g,a),(h,b) ∈ G∗A tales que: (g,a)≤ (h,b) . Entonces g≤ h y a = (b|0d(g))+ζ (h,d(g))−ζ (d(g),g(g)) .
Por demostrar, (g,a)−1 ≤ (h,b)−1 ó equivalentemente g−1 ≤ h−1 y
−ζ (g,g−1)−ζ (r(g),r(g))−a ·g−1 =−

(
ζ (h,h−1) | 0d(g−1)

)
−
(

ζ (r(h),r(h)) |0d(g−1)

)
− (b ·h−1|0d(g−1))

+ζ
(
h−1,d(g−1)

)
−ζ

(
d(g−1,d(g−1))

)
.

−ζ (g,g−1)−ζ (r(g),r(g))−a ·g−1 =

= −ζ (g,g−1)−ζ (r(g),r(g))− (b|0d(g)) ·g−1−ζ (h,d(g)) ·g−1 +ζ (d(g),d(g)) ·g−1

= −ζ (h,g−1)−ζ
(
d(g),g−1

)
−ζ

(
d(g−1),d(g−1)

)
− (b|0d(g)) ·g−1 +ζ (d(g),d(g)) ·g−1
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= −ζ (h,g−1)−ζ
(
d(g),g−1

)
−ζ

(
d(g−1),d(g−1)

)
− (b ·h−1|0d(g−1))+ζ (d(g),d(g)) ·g−1

= −ζ (h,g−1)−ζ
(
d(g),g−1

)
+ζ

(
r(g−1),r(g−1)

)
·g−1−ζ

(
d(g−1),d(g−1)

)
− (b ·h−1|0d(g−1))

= −ζ (h,g−1)−ζ
(
d(g),g−1

)
+ζ

(
r(g−1),g−1

)
−ζ

(
d(g−1),d(g−1)

)
− (b ·h−1|0d(g−1))

= −ζ (h,g−1)−ζ
(
d(g−1),d(g−1)

)
− (b ·h|0d(g−1))

= −
(
ζ (h,h−1)|0r(g)

)
−ζ (r(h),r(g))+ζ

(
h−1,r(g)

)
−ζ

(
d(g−1),d(g−1)

)
− (b ·h−1|0d(g−1))

= −
(

ζ (h,h−1)|0d(g−1)

)
+ζ

(
h−1,d(g−1)

)
−ζ

(
d(g−1),d(g−1)

)
− (b ·h−1|0d(g−1))−ζ (r(h),r(g))

= −
(

ζ (h,h−1)|0d(g−1)

)
+ζ

(
h−1,d(g−1)

)
−ζ

(
d(g−1),d(g−1)

)
− (b ·h−1|0d(g−1))−ζ

(
d(h−1),d(g−1)

)
= −

(
ζ (h,h−1)|0d(g−1)

)
+ζ

(
h−1,d(g−1)

)
−ζ

(
d(g−1),d(g−1)

)
− (b ·h−1|0d(g−1))−

(
ζ
(
h−1,d(h−1)

)
|0d(g−1)

)
=−

(
ζ (h,h−1)|0d(g−1)

)
+ζ

(
h−1,d(g−1)

)
−ζ

(
d(g−1),d(g−1)

)
−(b·h−1|0d(g−1))−

(
ζ
(
d(h−1),d(h−1)

)
|0d(g−1)

)
= −

(
ζ (h,h−1)|0d(g−1)

)
+ζ

(
h−1,d(g−1)

)
−ζ

(
d(g−1),d(g−1)

)
− (b ·h−1|0d(g−1))−

(
ζ (r(h),r(h)) |0d(g−1)

)
.

Sean (g,a),(g′,a′),(h,b),(h′,b′)∈G∗A tales que existe gg′, existe hh′, (h,b)≤ (g,a) y (h′,b′)≤ (g′,a′). Por de-
mostrar que (h,b)(h′,b′)≤ (g,a)(g′,a′), es decir, que (hh′,ζ (h,h′)+b ·h′+b′)≤ (gg′,ζ (g,g′)+a ·g′+a′), equiv-
alentemente hh′ ≤ gg′ y ζ (h,h′)+b ·h′+b′ =

(
ζ (g,g′)+a ·g′+a′|0d(hh′)

)
+ζ (gg′,d(hh′))−ζ (d(hh′),d(hh′)) .

Como hipótesis tenemos: h≤ g, h′≤ g′, b=(a|0d(h))+ζ (g,d(h))−ζ (d(h),d(h)) y b′=(a′|0d(h′))+ζ (g′,d(h′))−
ζ (d(h′),d(h′)) . Esto implica que
⇒ ζ (h,h′)+b ·h′+b′ =
= ζ (h,h′)+(a|0d(h)) ·h′+ζ (g,d(h)) ·h′−ζ (d(h),d(h)) ·h′+(a′|0d(h′))+ζ (g′,d(h′))−ζ (d(h′),d(h′))
= ζ (h,h′)+ζ (g,d(h)) ·h′−ζ (d(h),d(h)) ·h′+ζ (g′,d(h′))+(a ·g′|0d(h′))+(a′|0d(h′))−ζ (d(h′),d(h′))
= ζ (g,h′)+ζ (r(h′),h′)−ζ (d(h),d(h)) ·h′+ζ (g′,d(h′))+(a ·g′|0d(h′))−ζ (d(h′),d(h′))
= ζ (r(h′),h′)−ζ (d(h),d(h)) ·h′+

(
ζ (g,g′)|0d(h′)

)
+ζ (gg′,d(h′))+(a ·g′|0d(h′))+(a′|0d(h′))−ζ (d(h′),d(h′))

= ζ (r(h′),h′)−ζ (r(h′),r(h′)) ·h′+
(
ζ (g,g′)|0d(h′)

)
+ζ (gg′,d(h′))+(a ·g′|0d(h′))+(a′|0d(h′))−ζ (d(h′),d(h′))

=
(
ζ (g,g′)|0d(h′)

)
+ζ (gg′,d(h′))+(a ·g′|0d(h′))+(a′|0d(h′))−ζ (d(h′),d(h′))

=
(
ζ (g,g′)+a ·g+a′|0d(hh′)

)
+ζ (gg′,d(h′))−ζ (d(hh′),d(hh′)) .

Por último sean (g,a) ∈ G ∗A y (e,−ζ (e,e)) ∈ (G ∗A)0 tal que (e,−ζ (e,e)) ≤ d(g,a). Supongamos que existe
(h,b) ∈ G∗A tal que satisface

(1) d(h,b) = (e,−ζ (e,e)) .

(2) (h,b)≤ (g,a) .

Entonces d(h) = e, −ζ (d(h),d(h)) =−ζ (e,e), h≤ g y b = (a|0d(h))+ζ (g,d(h))−ζ (d(h),d(h)) .
Definimos h = (g|e), luego b = (a|0e)+ζ (g,e)−ζ (e,e) .
Ası́ definimos

((g,a)|(e,−ζ (e,e))) = ((g|e)|(a|0e)+ζ (g,e)−ζ (e,e)) .

Hasta aquı́ hemos probado que G∗A es un grupoide ordenado.

Pasemos a demostrar: (i, G∗A, π) es una extensión de A por G .
En efecto G∗A es un grupoide ordenado, además π es un funtor ordenado sobreyectivo. Luego

π |
(G∗A)0

: (e,−ζ (e,e)) 7−→ e

es un isomorfismo ordenado. Por otra parte si a1 ∈ Ae y a2 ∈ A f de tal manera que i(a1) = i(a2), se obtiene que

(e,a1−ζ (e,e)) = ( f ,a2−ζ ( f , f ))
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y por tanto

e = f y a1 = a2 .

Luego

i es inyectivo.

Ahora si a1 ∈ Ae y a2 ∈ A f tal que a1 ≤ a2, entonces e ≤ f y a1− ζ (e,e) = (a2|0e)− (ζ ( f , f )|0e)+ ζ ( f ,e)−
ζ (e,e) , por lo cual i(a1)≤ i(a2), es decir, i preserva el orden.
Por último notemos que i(A) = Ker(π), por tanto (i, G∗A, π) es una extensión de A por G .
Pasemos a mostrar que la extensión (i, G∗A, π) induce la acción dada de G sobre A.
Sean l : G−→G∗A una transversal para la extensión, g∈G y a∈Ar(g) . Por demostrar que i(a ·g)= l(g)−1i(a)l(g) .
Dado que πl = 1G, l(g) es de la forma l(g) = (g, ā) donde ā ∈ Ad(g) . Entonces
l(g)−1i(a)l(g) =

= (g, ā)−1 (r(g),a−ζ (r(g),r(g)))(g, ā)

=
(
g−1,−ζ (g,g−1)−ζ (r(g),r(g))− ā ·g−1)(r(g),a−ζ (r(g),r(g)))(g, ā)

=
(
g−1,−ζ (g,g−1)−ζ (r(g),r(g))− ā ·g−1)(g,ζ (r(g),g)+(a−ζ (r(g),r(g))) ·g+ ā)

=
(
d(g),ζ (g−1,g)−ζ (g,g−1) ·g−ζ (r(g),r(g)) ·g− ā+ζ (r(g),g)+a ·g−ζ (r(g),r(g)) ·g+ ā

)
=
(
d(g),ζ (g−1,g)−ζ (g,g−1) ·g−ζ (r(g),g)+ζ (r(g),g)+a ·g−ζ (r(g),g)

)
=
(
d(g),ζ (g−1,g)−ζ (g,g−1) ·g+a ·g−ζ (r(g),g)

)
= (d(g),a ·g−ζ (d(g),d(g)))

= i(a ·g) .

�

Teorema 4.3.7. Sea E= (ι ,U, σ) una extensión de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide G. Sean
l una transversal para E y ζ el conjunto de factores construido en la proposición 4.3.3. La extensión de A por G

A �
� i // G∗A π // // G

como el la proposición 4.3.6, es congruente a E.

Demostración. Recordemos que el conjunto de factores

ζ : S2(G)−→ A

está definido por
l(g)⊗ l(h) = l(g⊗h)ι (ζ (g,h)) .

Debemos construir el funtor ordenado

µ : U −→ G∗A .
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Por el lema 4.1.7, cada u ∈U puede ser escrita de manera única como u = l(g)ι(a) donde a ∈ A y g = σ(u) . Se
define la función

µ : U −→ G∗A

µ : l(g)ι(a) 7−→ (g,a) .

Por la proposición 4.1.10, está función es biyectiva.

Pasemos a mostrar que µ es un funtor. Sean u = l(g)ι(a), v = l(h)ι(b) elementos de U tales que el producto uv ex-
iste, equivalentemente, r(v) = d(u) . Esto equivale a r (l(h)ι(b)) = d (l(g)ι(a)), lo cual equivale a σ [r (l(h)ι(b))] =
σ [d (l(g)ι(a))], que a su vez equivale a r(h) = d(g) .

Por tanto existe gh .

Luego

uv = l(g)ι(a)l(h)ι(b)

= l(g)ι(a)l(h)l(h)−1l(h)ι(b)

= l(g)l(h)l(h)−1
ι(a)l(h)ι(b)

= l(gh)ι (ζ (g,h)) ι(a ·h)ι(b)

= l(gh)ι [ζ (g,h)+a ·h+b] ,

lo cual implica que

µ(uv) = (gh,ζ (g,h)+a ·h+b)

= (g,a)(h,b)

= µ (l(g)ι(a))(l(h)ι(b))

= µ(u)µ(v) .

Pasemos a mostrar que µ preserva el orden. Sean u = l(g)ι(a), v = l(h)ι(b) elementos de U y supongamos que
u≤ v. Por demostrar: (g,a)≤ (h,b).
Dado que σ : U −→G es un funtor ordenado, σ(u)≤ σ(v) . Es decir, σ (l(g)ι(a))≤ σ (l(h)ι(b)) . Lo cual implica
que g≤ h y por el lema 4.1.5 d (l(g))≤ d (l(h)) .

Para probar (g,a)≤ (h,b), resta mostrar

a = (b|0d(g))+ζ (h,d(g))−ζ (d(g),d(g)) .

Tenemos que

ι(a) = l(g)−1u

= l(g)−1 (l(h)ι(b)|d (l(g)))

= l(g)−1 (l(h)|d (l(g)))(ι(b)|d (l(g)))

= l(g)−1 [l(h)⊗ (ι(b)|d (l(g)))]

= l(g)−1⊗ l(h)⊗ (ι(b)|d (l(g))) .
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Por otra parte tenemos que

ι
(
(b|0d(g))+ζ (h,d(g))−ζ (d(g),d(g))

)
= ιζ (h,d(g)) ιζ (d(g),d(g))−1

ι(b|0d(g))

=
[
l (h⊗d(g))−1⊗ l(h)⊗ l (d(g))

][
l (d(g)⊗d(g))−1⊗ l (d(g))⊗ l (d(g))

]−1
ι(b|0d(g))

= l (h⊗d(g))−1⊗ l(h)⊗ l (d(g)) l (d(g))−1⊗ l (d(g))⊗ l (d(g))−1
ι(b|0d(g))

= l (h⊗d(g))−1⊗ l(h)⊗ (ι(b)|d (l(g)))
= l(g)−1⊗ l(h)⊗ (ι(b)|d (l(g))) .

Por lo cual

ι(a) = ι
(
(b|0d(g))+ζ (h,d(g))−ζ (d(g),d(g))

)
⇒ a = (b|0d(g))+ζ (h,d(g))−ζ (d(g),d(g)) .

Pasemos a probar: µι = i y πµ = σ , donde

A �
� i // G∗A π // // G

es una extensión de A por G con las aplicaciones i : a 7−→ (e,a−ζ (e,e)), a ∈ Ae y π la proyección canónica.
Sea a ∈ Ae, ι(a) ∈U por lo cual existe único b ∈ A tal que ι(a) = l (σι(a)) ι(b). Notemos que σι(a) = e lo cual
implica que ι(a) = l(e)ι(b) .
Luego µ (ι(a)) = (e,b). Por otra parte a−ζ (e,e) ∈ A y

l (σ (ι(a))) ι (a−ζ (e,e)) = l(e)ιζ (e,e)−1
ι(a)

= l(e)(l(e))−1
ι(a)

= ι(a) .

Por tanto b = a−ζ (e,e).

Esto implica que

µ (ι(a)) = (e,b)

= (e,a−ζ (e,e))

= i(a) .

Ahora sea u ∈U , existe único a ∈ A tal que

u = l(g)ι(a) .
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De aquı́ que

πµ(u) = π(g,a)

= g

= σ (l(g)ι(a))

= σ(u) .

�

Si G un grupoide ordenado y A un G−módulo, se denota el conjunto de conjuntos de factores por Z2(G,A).
Definimos la adición en Z2(G,A) puntualmente, esto es, para ζ ,η ∈ Z2(G,A) ,

ζ +η : S2(G)−→ A

(g,h) 7−→ ζ (g,h)+η(g,h) .

Lema 4.3.8. Con la adición puntual, Z2(G,A) es un grupo abeliano.

Demostración. Sean ζ ,η ∈ Z2(G,A), mostremos que ζ +η ∈ Z2(G,A).
Sea (g,h) ∈ S2(G). Como ζ (g,h), η(g,h) ∈ Ad(h), entonces ζ (g,h)+η(g,h) ∈ Ad(h) .

Sea (g,h,k) ∈ S3(G), entonces

(
ζ +η(g,h)|0r(k)

)
· k+ζ +η(g⊗h,k) =

(
ζ (g,h)|0r(k)

)
· k+

(
η(g,h)|0r(k)

)
· k+ζ (g⊗h,k)+η(g⊗h,k)

= ζ (g,h⊗ k)+ζ (h,k)+η(g,h⊗ k)+η(h,k)

= ζ +η(g,h⊗ k)+ ζ +η(h,k) .

La adición es asociativa y conmutativa en Z2(G,A) debido a su definición. Se define 0 : S2(G)−→ A por
0 : (g,h) 7−→ 0d(h). Si ζ ∈ Z2(G,A) , entonces 0+ζ = ζ = ζ +0 .

Por último para ζ ∈ Z2(G,A) se define:

−ζ : S2(G)−→ A

−ζ : (g,h) 7−→ −(ζ (g,h)) .

�

Por la proposición 4.3.3, cualquier extensión E de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G,
junto con una trasversal l determinan un conjunto de factores para el G−módulo A. Sean l y l′ dos transversales
para E, y ζ , ζ ′ los resultantes conjuntos de factores. Por la proposición 4.3.5, exite una función

ε : G−→ A
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definida por

ιε(g) = l(g)−1l′(g)

y con la propiedad

ζ
′(g,h) = ζ (g,h)− ε(g⊗h)+ ε(h)+

(
ε(g)|0r(h)

)
·h .

En general, para cualquier G−módulo A y función ε : G−→ A tal que ε(g)∈ Ad(g), se define, para cualquier g∈G,

∂ε : S2(G)−→ A

por

∂ε(g,h) =
(
ε(g)|0r(h)

)
·h+ ε(h)− ε(g⊗h) .

Llamamos a la función ∂ε , conjunto de factores principal para A. Denotamos el conjunto de conjuntos de factores
principales por B2(G,A) .

Proposición 4.3.9. Sean E = (ι ,U, σ) una extensión de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide
ordenado G y l, l′ : G −→ A transversales para E. Consideremos los conjuntos de factores ζ ,ζ ′ : S2(G) −→ A
definidos por

ιζ (g,h) = l(g⊗h)−1⊗ l(g)⊗ l(h) y

ιζ
′(g,h) = l′(g⊗h)−1⊗ l′(g)⊗ l′(h) .

Entonces existe un conjunto de factores principal ∂ε tal que

ζ
′(g,h) = ζ (g,h)+∂ε(g,h) .

�

Lema 4.3.10. B2(G,A) es un subgrupo de Z2(G,A) .

Demostración. Comencemos verificando que B2(G,A)⊂ Z2(G,A) . Sean ∂ε ∈B2(G,A) y (g,h)∈ S2(G), entonces(
ε(g)|0r(h)

)
·h, ε(h), ε(g⊗h) pertenecen a Ad(h), lo cual implica ∂ε(g,h) ∈ Ad(h). Por tanto se cumple (FS1).

Sea (g,h,k) ∈ S3(G), entonces(
∂ε(g,h)|0r(k)

)
· k+∂ε(g⊗h,k) =

=
((

ε(g)|0r(k)
)
·h|0r(k)

)
· k+

(
ε(h)|0r(k)

)
· k−

(
ε(g⊗h)|0r(k)

)
· k+

(
ε(g⊗h)|0r(k)

)
· k+ ε(k)− ε(g⊗h⊗ k)

=
((

ε(g)|0r(h)
)
·h|0r(k)

)
· k− ε(g⊗h⊗ k)+ ε(h⊗ k)+∂ε(h,k)

=
[((

ε(g)|0r(h)
)
|0r(h⊗k)

)
· (h|r(k))

]
· k− ε(g⊗h⊗ k)+ ε(h⊗ k)+∂ε(h,k)

=
(
ε(g)|0r(h⊗k)

)
·h⊗ k− ε(g⊗h⊗ k)+ ε(h⊗ k)+∂ε(h,k)

= ∂ε(g,h⊗ k)+∂ε(h,k) .
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Por tanto se cumple (FS2) .

Mostremos que la suma puntual es cerrada en B2(G,A). Sean ∂ε, ∂ε ′ : S2(G)−→ A conjuntos de factores princi-
pales para ε, ε ′ : G−→ A funciones, respectivamente. Por demostrar que (∂ε +∂ε ′) = ∂ (ε + ε ′) .

Sea (g,h) ∈ S2(G), entonces

(∂ε +∂ε
′)(g,h) = ∂ε(g,h)+∂ε

′(g,h)

=
(
ε(g)|0r(h)

)
·h+ ε(h)− ε(g⊗h)+

(
ε
′(g)|0r(h)

)
·h+ ε

′(h)− ε
′(g⊗h)

=
(
ε(g)+ ε

′(g)|0r(h)
)
·h+ ε(h)+ ε

′(h)−
(
ε(g⊗h)+ ε

′(g⊗h)
)

=
(
(ε + ε

′)(g)|0r(h)
)
·h+(ε + ε

′)(h)− (ε + ε
′)(g⊗h)

= ∂ (ε + ε
′)(g,h) .

Supongamos que para cada g ∈ G, ε(g) = 0d(g), entonces para cada (g,h) ∈ S2(G), ∂ε(g,h) = 0d(h). Por tanto
0 : S2(G)−→ A pertenece a B2(G,A) . �

El siguiente resultado demuestra que las extensiones son clasificadas por conjuntos de factores y conjuntos de
factores principales.

Teorema 4.3.11. Sean G un grupoide ordenado y A un G−módulo. Existe una biyección entre el conjunto de

todas las clases de congruencia de extensiones de A por G y el grupo cociente
Z2(G,A)
B2(G,A)

.

Bajo está correspondencia la clase de la extensión del producto semidirecto corresponde a la identidad.

Demostración. Denotemos por Ext(G,A) al conjunto de clases de congruencia de extensiones de A por G. Sean ζ

un elemento de Z2(G,A) y

Eζ = A �
� iζ // (G∗A)ζ

πζ // // G

la extensión de A por G construida en la proposición 4.3.6.
Se define

ψ :
Z2(G,A)
B2(G,A)

−→ Ext(G,A)

por

ψ : ζ +B2(G,A) 7−→
[
Eζ

]
.

Veamos que ψ está bien definida. Sea η un conjunto de factores que está en el mismo cociente que ζ . Entonces
ζ −η ∈ B2(G,A), es decir, existe ∂ε ∈ B2(G,A) tal que ζ = η +∂ε . Definimos

µ : (G∗A)ζ −→ (G∗A)η
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por

µ(g,a) = (g,a+ ε(g)) .

Por demostrar que µ es una congruencia de extensiones.

Comencemos probando que µ es un funtor.

Sea (g,a) ∈ (G∗A)ζ , entonces

d (µ(g,a)) = d (g,a+ ε(g))

= (d(g),−η (d(g),d(g)))

= (d(g),(∂ε−ζ )(d(g),d(g)))

= (d(g),∂ε (d(g),d(g))−ζ (d(g),d(g)))

=
(
d(g),

(
ε (d(g)) |0r(d(g))

)
·d(g)+ ε (d(g))− ε (d(g)⊗d(g))−ζ (d(g),d(g))

)
=
(
d(g),

(
ε (d(g)) |0d(g)

)
−ζ (d(g),d(g))

)
= (d(g),ε (d(g))−ζ (d(g),d(g))) ,

mientras que

µ (d(g,a)) = µ (d(g),−ζ (d(g),d(g)))

= (d(g),−ζ (d(g),d(g))+ ε (d(g))) .

Por tanto
µ (d(g,a)) = d (µ(g,a)) .

similarmente se obtiene que
µ (r(g,a)) = r (µ(g,a)) .

Ahora si (g,a),(h,b) ∈ (G∗A)ζ con d(g) = r(h) , entonces

µ ((g,a)(h,b)) = µ (gh,ζ (g,h)+a ·h+b)

= (gh,ζ (g,h)+a ·h+b+ ε(gh))

= (gh,η(g,h)+∂εg,h+a ·h+b+ ε(gh))

= (gh,η(g,h)+ ε(g) ·h+ ε(h)− ε(gh)+a ·h+b+ ε(gh))

= (gh,η(g,h)+(a+ ε(g)) ·h+b+ ε(h))

= (g,a+ ε(g))(h,b+ ε(h))

= µ(g,a)µ(h,b).
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Pasemos a mostrar que µ preserva orden. Sean (g,a), (h,b) ∈ (G∗A)ζ tal que (h,b)≤ (g,a). Entonces

h≤ g y b = (a|0d(h))+ζ (g,d(h))−ζ (d(h),d(h)) .

De esto se obtiene que

b = (a|0d(h))+η (g,d(h))+∂ε(g,d(h))−η (d(h),d(h))−∂ε (d(h),d(h))

= (a|0d(h))+η (g,d(h))−η (d(h),d(h))+
(
ε(g)|0d(h)

)
+ ε (d(h))− ε (g⊗d(h))

−
(
ε (d(h)) |0d(h)

)
− ε (d(h))+ ε (d(h))

=
(
a+ ε(g)|0d(h)

)
+η (g,d(h))−η (d(h),d(h))+ ε (d(h))− ε(h)− ε (d(h))

=
(
a+ ε(g)|0d(h)

)
+η (g,d(h))−η (d(h),d(h))− ε(h) .

Ası́ que

b+ ε(h) =
(
a+ ε(g)|0d(h)

)
+η (g,d(h))−η (d(h),d(h)) ,

además h≤ g. Esto implica que

(h,b+ ε(h))≤ (g,a+ ε(g))

y por tanto

µ(h,b)≤ µ(g,a) .

Por último mostremos que µiζ = iη y πη µ = πζ .

Sea a ∈ Ae, entonces

µ
(
iζ (a)

)
= µ (e,a−ζ (e,e))

= (e,a−ζ (e,e)+ ε(e))

= (e,a− (ζ (e,e)−∂ε(e)))

= (e,a−η(e,e))

= iη(a) .

Sea (g,a) ∈ (G∗A)ζ , entonces

πη (µ(g,a)) = πη (g,a+ ε(g))

= g

= πζ (g,a) ,

por tanto
ψ
(
ζ +B2(G,A)

)
= ψ

(
η +B2(G,A)

)
,

es decir, ψ está bien definida.
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Probemos que ψ es inyectiva. Sean ζ y η dos conjuntos de factores tales que [ζ ] = [η ], entonces existe µ : Eζ
∼= Eη

una congruencia. Debemos mostrar que ζ y η generan la misma clase lateral.
Sea g ∈ G, entonces (g,0d(g)) ∈ (G∗A)ζ . Dado que πζ = πη µ , tenemos µ(g,0d(g)) = (g,ε(g)) para algún
ε(g) ∈ Ad(g) .

Sea (g,a) ∈ (G,A)ζ notemos que

(g,0d(g))(d(g),a−ζ (d(g),d(g))) = (g,ζ (g,d(g))+a−ζ (d(g),d(g)))

= (g,a) .

Ası́ que

µ(g,a) = µ(g,0d(g))µ (d(g),a−ζ (d(g),d(g)))

= (g,ε(g))µiζ (a)

= (g,ε(g)) iη(a)

= (g,ε(g))(d(g),a−η (d(g),d(g)))

= (g,η (g,d(g))+ ε(g)+a−η (d(g),d(g)))

= (g,ε(g)+a) .

Sean (g,a), (h,b) ∈ (G∗A)ζ tal que existe gh, entonces

µ(g,a)µ(h,b) = (g,ε(g)+a)(h,ε(h)+b)

= (gh,η(g,h)+ ε(g) ·h+a ·h+ ε(h)+b)

= (gh,η(g,h)+(ε(g)+a) ·h+ ε(h)+b) ,

mientras que

µ [(g,a)(h,b)] = µ (gh,ζ (g,h)+a ·h+b)

= (gh,ε(gh)+ζ (g,h)+a ·h+b) .

Por tanto

η(g,h)+(ε(g)+a) ·h+ ε(h)+b = ε(gh)+ζ (g,h)+a ·h+b,

lo cual implica que

η(g,h)−ζ (g,h) = ε(gh)− ε(g) ·h− εh .

Ası́ que

ζ (g,h)−η(g,h) = ε(g) ·h+ ε(h)− ε(gh) .

Por lo tanto ζ −η ∈ B2(G,A), lo cual es equivalente a

ζ +B2(G,A) = η +B2(G,A) .
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Sea E= (ι ,U, σ) una extensión de A por G. Si l es una transversal para E, por la proposición 4.3.3 , E y l generan
el conjunto de factores ζ y por la proposición 4.3.7 , E es congruente con Eζ .
Por la proposición 4.3.9 , si elegimos una diferente transversal, genera una extensión la cual es congruente con Eζ .
Ası́ que ψ

(
ζ +B2(G,A)

)
= [E] y por tanto ψ es sobreyectiva.

Sea EGnA la extensión que genera el producto semidirecto GnA. Por la proposición 4.2.2 , en [EGnA] se encuen-
tran todas las extensiones de A por G que se dividen. Recordemos que una extensión de A por G, E= (ι ,U, σ), se
divide si existe τ : G−→U funtor ordenado tal que στ = 1G . Notemos que τ es un caso particular de una transver-
sal. Por lo cual el conjunto de factores que se genera a partir de τ según la proposición 4.3.3 , es el elemento cero
en Z2(G,A). Por lo tanto ψ

(
B2(G,A)

)
= [EGnA] . �
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Capı́tulo 5

La cohomologı́a de Renault

En [25], Renault adapta la cohomologı́a de grupoides a semigrupos inversos. La teorı́a de cohomologı́a resul-
tante difiere del enfoque adoptado por Lausch en varios aspectos importantes. En está sección describiremos las
construcciones de Renault de extensiones y conjuntos de factores para semigrupos inversos.

5.1. Un enfoque alternativo para conjuntos de factores

Sea G un grupoide ordenado. Recordemos que

Ner2(G) = {(h,g) ∈ G×G : r(g) = d(h)}

PNer2(G) = {(h,g) ∈ G×G : h≤ g} .

El siguiente resultado proporciona una caracterización alternativa de conjuntos de factores.

Proposición 5.1.1. El grupo de conjuntos de factores de un G−módulo A está en correspondencia biyectiva
con el conjunto de pares de funciones

ζ0 : Ner2(G)−→ A, ζ1 : PNer2(G)−→ A

que satisfacen las siguientes condiciones:

(1) ζ0(g,h) ∈ Ad(h) para todo (g,h) ∈ Ner2(G) .

(2) ζ1(h,g) ∈ Ad(h) para todo h≤ g .

(3) Si (g,h,k) ∈ Ner3(G), entonces ζ0(g,h) · k+ζ0(gh,k) = ζ0(g,hk)+ζ0(h,k) .

(4) Si k ≤ h≤ g en G, entonces
(
ζ1(h,g)|0d(k)

)
= ζ1(k,g)−ζ1(k,h) .

(5) Si g1, g2, h1, h2 ∈ G con (h2,h1), (g2,g1) ∈ Ner2(G) y h2 ≤ g2, h1 ≤ g1, entonces
(
ζ0(g2,g1)|0d(h1)

)
−

ζ0(h2,h1) = ζ1(h2,g2) ·h1 +ζ1(h1,g1)−ζ1(h2h1,g2g1) .

Demostración. Sea ζ : S2(G)−→ A un conjunto de factor. Recordemos que ζ satisface las siguientes condiciones.

(FS1) Para cualquier (g,h) ∈ S2(G), ζ (g,h) ∈ Ad(h) .

(FS2) Para cualquier (g,h,k) ∈ S3(G),
(
ζ (g,h)|0r(k)

)
· k+ζ (g⊗h,k) = ζ (g,h⊗ k)+ζ (h,k) .
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Definimos las funciones

ζ0 : Ner2(G)−→ A por ζ0(g2,g1) = ζ (g2,g1)

ζ1 : PNer2(G)−→ A por ζ1(h,g) = ζ (g,d(h))−ζ (d(h),d(h)) .

Probemos que (ζ0,ζ1) satisfacen las condiciones (1)− (5). Notemos que (1) y (2) son inmediatas. Para probar (3)
basta notar que (g,h,k) ∈ Ner3(G), por lo cual existe ghk y se concluye aplicando (FS2) a (g,h,k) .

Probemos (4). Sean k ≤ h≤ g en G, entonces(
ζ1(h,g)|0d(k)

)
=
(
ζ (g,d(h)) |0d(k)

)
−
(
ζ (d(h),d(h)) |0d(k)

)
= ζ (g,d(k))+ζ (d(h),d(k))−ζ (h,d(k))−

(
ζ (d(h),d(h)) |0d(k)

)
(por el lema 4.3.2)

= ζ (g,d(k))−ζ (d(k),d(k))+ζ (d(k),d(k))+ζ (d(h),d(k))−ζ (h,d(k))−
(
ζ (d(h),d(h)) |0d(k)

)
= ζ1(k,g)− (ζ (h,d(k))−ζ (d(k),d(k)))+ζ (d(h),d(k))−

(
ζ (d(h),d(h)) |0d(k)

)
= ζ1(k,g)−ζ1(k,h) por el lema 4.3.2

Probemos (5). Sean g1, g2, h1, h2 ∈ G con (h2,h1), (g2,g1) ∈ Ner2(G) y h2 ≤ g2, h1 ≤ g1 . Entonces(
ζ0(g2,g1)|0d(h1)

)
−ζ0(h2,h1) =

(
ζ (g2,g1)|0d(h1)

)
−ζ (h2,h1)

= ζ (g2,h1)+ζ (g1,d(h1))−ζ (g2g1,d(h1))−ζ (g2,h1)−ζ (r(h1),h1)+ζ (g2,r(h1)) ·h1

= ζ1(h1,g1)+ζ (d(h1),d(h1))−ζ (g2g1,d(h1))−ζ (r(h1),h1)+ζ (g2,r(h1)) ·h1

= ζ1(h1,g1)−ζ1(h2h1,g2,g1)+ζ1(h2,g2) ·h1 +ζ (d(h2),d(h2)) ·h1−ζ (r(h1),h1)

= ζ1(h1,g1)+ζ1(h2h1,g2g1)+ζ1(h2,g2) ·h1 .

Recı́procamente, sean
ζ0 : Ner2(G)−→ A , ζ1 : PNer2(G)−→ A

funciones que satisfacen las condiciones (1)− (5) .

Definimos

ζ : S2(G)−→ A

por

ζ (g,h) = ζ1 ((g|r(h)) ,g) ·h+ζ0 ((g|r(h)) ,h) .

120



5.1 Un enfoque alternativo para conjuntos de factores

Notemos que ζ (g,h) ∈ Ad(h) y probemos la condición (FS2). Sea (g,h,k) ∈ S3(G), entonces(
ζ (g,h)|0r(k)

)
·k+ζ (g⊗h,k) =

(
ζ1 ((g|r(h)) ,g) ·h|0r(k)

)
·k+

(
ζ0 ((g|r(h)) ,h) |0r(k)

)
·k+ζ1 ((g⊗h|r(k)) ,g⊗h) ·

k+ζ0 ((g⊗h|r(k)) ,k)
=
(
ζ1 ((g|r(h)) ,g) ·h|0r(k)

)
· k+ζ0 ((g⊗h|r(k)) ,k)+

[(
ζ0 ((g,r(h)) ,h) |0r(k)

)
+ζ1 ((g⊗h|r(k)) ,g⊗h)

]
· k

=
(
ζ1 ((g|r(h)) ,g) ·h|0r(k)

)
·k+ζ0 ((g⊗h|r(k)) ,k)+ζ1 ((g|r (h|r(k))) ,(g|r(h))) ·(h|r(k))k+ζ1 ((h|r(k)) ,h) ·k+

ζ0 ((g|r (h|r(k))) ,(h|r(k))) · k
=
(
ζ1 ((g|r(h)) ,g) ·h|0r(k)

)
· k+ζ0 ((g⊗h|r(k)) ,k)+ζ1 ((g|r (h|r(k))) ,(g|r(h))) ·h⊗ k+ζ1 ((h|r(k)) ,h) · k+

ζ0 ((g|r (h|r(k))) ,(h|r(k))) · k
=
(
ζ1 ((g|r(h)) ,g) ·h|0r(k)

)
·k+ζ0 ((g⊗h|r(k)) ,k)+

[
ζ1 ((g|r (h|r(k))) ,g) ·h⊗ k−

(
ζ1 ((g|r(h)) ,g) |0r(h⊗k)

)
·h⊗ k

]
+

ζ1 ((h|r(k)) ,h) · k+ζ0 ((g|r (h|r(k))) ,(h|r(k))) · k
=
(
ζ1 ((g|r(h)) ,g) |0r(h⊗k)

)
·(h|r(k))k+ζ0 ((g⊗h|r(k)) ,k)+ζ1 ((g|r (h|r(k))) ,g)·h⊗k−

(
ζ1 ((g|r(h)) ,g) |0r(h⊗k)

)
·

h⊗ k+ζ1 ((h|r(k)) ,h) · k+ζ0 ((g|r (h|r(k))) ,(h|r(k))) · k
= ζ0 ((g⊗h|r(k)) ,k)+ζ1 ((g|r (h|r(k))) ,g) ·h⊗ k+ζ1 ((h|r(k)) ,h) · k+ζ0 ((g|r (h|r(k))) ,(h|r(k))) · k
= ζ0 ((h|r(k)) ,k)+ζ0 ((g|r (h|r(k))) ,h⊗ k)−ζ0 ((g|r (h|r(k))) ,(h|r(k)))·k+ζ1 ((g|r (h|r(k))) ,g)·h⊗k+ζ1 ((h|r(k)) ,h)·

k+ζ0 ((g|r (h|r(k))) ,(h|r(k))) · k
= ζ0 ((h|r(k)) ,k)+ζ0 ((g|r (h|r(k))) ,h⊗ k)+ζ1 ((g|r (h|r(k))) ,g) ·h⊗ k+ζ1 ((h|r(k)) ,h) · k
= ζ (g,h⊗ k)+ζ (h,k) .

Hasta aquı́ hemos demostrado que cualquier conjunto de factores ζ determina, y es determinado por un par de
funciones (ζ0,ζ1) que satisfacen (1)− (5). Probemos que está correspondencia es biyectiva.
Sean ζ un conjunto de factores y (ζ0,ζ1) el par de funciones generadas a partir de ζ . Si η : S2(G) −→ A es el
conjunto de factores que se define a partir de (ζ0,ζ1), entonces

η(g,h) = ζ1 ((g|r(h)) ,g) ·h+ζ0 ((g|r(h)) ,h)

= ζ (g,r(h)) ·h−ζ (r(h),r(h)) ·h+ζ ((g|r(h)) ,h)

= ζ (g,r(h)) ·h−ζ (r(h),h)+ζ ((g|r(h)) ,h)

= ζ (g,h) (por (FS2)) .

Ahora sean (ζ0,ζ1) funciones que satisfacen (1)− (5) y ζ : S2(G)−→ A definido por

ζ (g,h) = ζ1 ((g|r(h)) ,g) ·h+ζ0 ((g|r(h)) ,h) .

Si (η0,η1) son las funciones que se generan a partir de ζ , entonces para (g2,g1) ∈ Ner2(G)

η0(g2,g1) = ζ (g2,g1)

= ζ1 ((g2|r(g1)) ,g2) ·g1 +ζ0 ((g2|r(g1)) ,g1)

= ζ1(g2,g2) ·g1 +ζ0(g2,g1)

= (ζ1(g2,g2)−ζ1(g2,g2)) ·g1 +ζ0(g2,g1) (aplicamos (4) a g2 ≤ g2 ≤ g2)

= ζ0(g2,g1) .
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Sean h≤ g ∈ G, entonces

η1(h,g) = ζ (g,d(h))−ζ (d(h),d(h))

= ζ1 ((g|d(h)) ,g) ·d(h)+ζ0 ((g|d(h)) ,d(h))−ζ1 ((d(h)|d(h)) ,d(h)) ·d(h)−ζ0 ((d(h)|d(h)) ,d(h))

= ζ1(h,g)+ζ0 (h,d(h))−ζ1 (d(h),d(h))−ζ0 (d(h),d(h))

= ζ1(h,g)+ζ0 (d(h),d(h))−ζ1 (d(h),d(h))−ζ0 (d(h),d(h)) (aplicamos (3) a (h,d(h),d(h)))

= ζ1(g,h) . . .aplicamos (4) a (d(h),d(h),d(h)) ∈ PNer3(G) .

�

Del resultado anterior podemos considerar a un conjunto de factores ζ como un par de funciones. Una función
grupoide ζ0 y una función ordenada ζ1. Este es el enfoque que tomaremos en el resto del capı́tulo.

Vimos en la proposición 4.3.3 que cada extensión de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado
G, junto con una transversal, determina un conjunto factor de un G−módulo A. Ahora examinemos la relación con
nuestra nueva caracterización de conjunto de factores.
Sean E= (ι ,U, σ) una extensión de A por G y l : G−→U una transversal para E. Por la proposición 4.3.3, existe
un conjunto factor ζ definido por

ιζ (g,h) = l(g⊗h)−1⊗ l(g)⊗ l(h) .

Consideremos las correspondientes funciones

ζ0 : Ner2(G)−→ A y ζ1 : PNer2(G)−→ A

construidas en la proposición 5.1.1

Para cualquier (g,h) ∈ Ner2(G) ,

ιζ0(g,h) = ιζ (g,h)

= l(gh)−1l(g)l(h) .

Para cualquier (h,g) ∈ PNer2(G) ,

ιζ1(h,g) = ι [ζ (g,d(h))−ζ (d(h),d(h))]

= ιζ (g,d(h)) ιζ (d(h),d(h))−1

=
(

l (g⊗d(h))−1⊗ l(g)⊗ l (d(h))
)(

l (d(h))−1⊗ l (d(h))−1⊗ l (d(h))
)

= l(h)−1⊗ l(g)

= l(h)−1 (r (l(h)) |l(g)) .
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5.1 Un enfoque alternativo para conjuntos de factores

Proposición 5.1.2. Sean E una extensión de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G, l
una transversal para E y (ζ0,ζ1) el conjunto de factores definido por:

ι (ζ0(g,h)) = l(gh)−1l(g)l(h) y

ι (ζ1(h,g)) = l(h)−1 (r (l(h)) |l(g)) .

Entonces

(i) l es un funtor si y sólo si ζ0(g,h) = 0d(h) para cualquier (g,h) ∈ Ner2(G) .

(ii) l preserva el orden si y sólo si ζ1(h,g) = 0d(h) para todo h≤ g ∈ G .

Demostración. (i) Si suponemos que l es un funtor, entonces

ι (ζ0(g,h)) = d (l(h))

y por tanto

ζ0(g,h) = 0d(h) .

Ahora la suficiencia. Sea (g,h) ∈ Ner2(G). entonces

ι (ζ0(g,h)) = l(gh)−1l(g)l(h) .

Esto implica que

ι(0d(h)) = l(gh)−1l(g)l(h)

y po tanto

l(gh) = l(g)l(h) .

(ii) Supongamos que l preserva el orden, entonces (r (l(h)) |l(g)) = l(h) , y por tanto ζ1(h,g) = 0d(h) .
Para la suficiencia sean g,h ∈ G tal que h≤ g y ζ1(h,g) = 0d(h). Entonces l(h) = (r (l(h)) |l(g))≤ l(g), . �

Sea (ζ0,ζ1) un conjunto de factores para un G−módulo A. Consideremos la extensión de A por G construida en la
proposición 4.3.6

A �
� i // G∗A π // // G .

Recordemos que
G∗A =

{
(g,a) ∈ G×A : d(a) = 0d(g)

}
si (g,a), (h,b) ∈ G∗A y existe gh, entonces

(g,a)(h,b) = (gh,ζ (g,h)+a ·h+b) .

El orden en G∗A está definido por

(h,b)≤ (g,a) sii h≤ g y b = (a|0d(h))+ζ1(h,g) .

Recordemos que los conjuntos de factores forman un grupo abeliano bajo la suma puntual. El siguiente resultado
proporciona la adición para nuestra caracterización de conjuntos de factores.
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Lema 5.1.3. Sean (ζ0,ζ1) y (η0,η1) conjuntos factor para un G−módulo A. Entonces

(ζ0,ζ1)+(η0,η1) = (ζ0 +η0,ζ1 +η0) ,

donde la suma ζ0 +η0 , ζ1 +η1 está definida puntualmente.

Demostración. Sean ζ ,η : S2(G)−→ A definidos por:

ζ (g,h) = ζ1 ((g|r(h)) ,g) ·h+ζ0 ((g|r(h)) ,h)

η(g,h) = η1 ((g|r(h)) ,g) ·h+η0 ((g|r(h)) ,h) .

Entonces

(ζ +η)(g,h) = ζ (g,h)+η(g,h)

= ζ1 ((g|r(h)) ,g) ·h+ζ0 ((g|r(h)) ,h)+η1 ((g|r(h)) ,g) ·h+η0 ((g|r(h)) ,h)

= [z1 ((g|r(h)) ,g)+η1 ((g|r(h)) ,g)] ·h+ζ0 ((g|r(h)) ,h)+η0 ((g|r(h)) ,h)

= (ζ1 +η1)((g|r(h)) ,g)+(ζ0 +η0)((g|r(h)) ,h) .

Por la biyección construida en 5.1.1, (ζ1 +η1,ζ0 +η0) es un conjunto de factores. �

Concluimos está sección examinando conjuntos de factores principales. Sea ∂ε : S2(G) −→ A un conjunto de
factores principal para A. Esto es

∂ε(g,h) =
(
ε(g)|0r(h)

)
·h+ ε(h)− ε(g⊗h) ,

para algúna función ε : G−→ A tal que ε(g) ∈ Ad(g) .
Sea (∂ε0,∂ε1) el correspondiente par de funciones dadas en la proposición 5.1.1. Entonces

∂ε0 : Ner2(G)−→ A

definida por

∂ε0(g,h) = ∂ε(g,h)

= ε(g) ·h+ ε(h)− ε(gh) .

∂ε1 : PNer2(G)−→ A

definida por

∂ε1(h,g) = ∂ε (g,d(h))−∂ε (d(h),d(h))

=
(
ε(g)|0d(h)

)
− ε(h) .

5.2. G-gavillas

Definición 5.2.1. Sea G un grupoide ordenado. Una G−gavilla de grupos abelianos es un par de funtores

ρ : G0 −→ A y φ : Gop −→ A ,
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5.2 G-gavillas

donde G0 es considerado una categorı́a en la cual existe un morfismo f −→ e si e ≤ f . Escribimos ρ(e) = Ae, y
denotamos por 0e a la identidad en Ae .
Aquellos funtores deben satisfacer las siguientes condiciones:

(1) ρ es inyectivo.

(2) Para cualquier e ∈ G0, ρ(e) = φ(e) .

(3) Si h≤ g en G, entonces el siguiente diagrama conmuta:

Ar(g)
φ(g)

//

ρ
r(g)
r(h)

��

Ad(g)

ρ
d(g)
d(h)

��
Ar(h)

φ(h)
// Ad(h) .

Mostremos que el enfoque de G−módulos y G−gavillas son equivalentes.

Proposición 5.2.2. Cualquier G−gavilla es caracterizada por un G−módulo.

Demostración. Sea (ρ,φ) una G−gavilla. Notemos que ρ es una pregavilla de grupos abelianos, ası́

A =
⊔

e∈G0

Ae =
⊔

e∈G0

ρ(e)

es un grupoide ordenado abeliano por la proposición 3.3.1, donde ρe
f (a) = (a|0 f ) para f ≤ e en G0 y a ∈ Ae .

Definimos θ : G0 −→ A0 por θ(e) = ρe
e (0e), dado que ρ es inyectivo y por la forma en como se definió A, θ es

biyección.
Veamos que θ preserva orden. Sean e ≤ f en G0, entonces f −→ e es un morfismo en G0, lo cual implica que
ρ

f
e : A f −→ Ae es un homomorfismo de grupos, luego ρ

f
e (0 f ) = 0e, es decir, 0e ≤ 0 f .

Sean g : e−→ f un elemento de G y a ∈ Ar(g) . Escribimos

φ(g)(a) = a ·g .

Para probar que A es un G−módulo debemos garantizar las condiciones (GM1)− (GM5) .

(GM1) Supongamos que existen gh y a ·g, entonces

(a ·g) ·h = φ(h)(φ(g)(a))

= φ(gh)(a)

= a · (gh) .

(GM2) Sean a,b ∈ Ae y supongamos que existe a ·g, entonces

(a+b) ·g = φ(g)(a+b)

= φ(g)(a)+φ(g)(b)

= a ·g+b ·g .
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(GM3) Sean e ∈ G0 y a ∈ Ae, entonces

a · e = φ(e)(a)

= a .

(GM4) Sea g ∈ G, entonces

θ (r(g)) ·g = φ(g)(θ (r(g)))

= φ(g)ρr(g)
r(g) (0r(g))

= 0d(g)

= ρ
d(g)
d(g) (0d(g))

= θ (d(g)) .

(GM5) Supongamos que a ·g y b ·h existen donde a≤ b y g≤ h, entonces

a = ρ
r(h)
r(g) (b) .

Luego

a ·g = φ(g)(a)

= φ(g)
(

ρ
r(h)
r(g) (b)

)
= ρ

d(h)
d(g) (φ(h)(b))

= ρ
d(h)
d(g) (b ·h)

= (b ·h|0d(g))

≤ b ·h .

Por lo tanto cualquier G−gavilla determina un G−módulo.

Recı́procamente, sea A un G−módulo. Se define

ρ : G0 −→ Ab

por

ρ(e) = Ae ,

y para f ≤ e en G0

ρ
e
f (a) = (a|0 f ) .
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También se define

φ : Gop −→ A

por

φ(e) = Ae

para cualquier e ∈ G0, y

φ(g) : Ar(g) −→ Ad(g)

por

φ(g)(a) = a ·g .

Notemos que sólo resta demostrar (3) de la definición de G−gavillas.
Sean h≤ g ∈ G y a ∈ Ar(g) , entonces

φ(h)
(

ρ
r(g)
r(h) (a)

)
= (a|0r(h)) ·h

= (a ·g|0d(h)) (por el lema 3.4.1-(ii))

= ρ
d(g)
d(h) (φ(g)(a)) .

�

5.3. Extensiones rı́gidas de grupoides ordenados

Sea
A �
� ι // U σ // // G

una extensión de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G. Se dice que la extensión es rı́gida
si existe una transversal k : G−→U la cual preserva el orden.

Lema 5.3.1. Si E= (ι ,U, σ) y E′= (ι ′,U ′, σ ′) son extensiones congruentes de un grupoide ordenado abeliano
A por un grupoide ordenado G y E es rı́gida, entonces E′ es rı́gida.

Demostración. Sean µ : E∼= E′ y k : G−→U transversal que preserva el orden. Se define

k′ = µk : G−→U ′ .

Entonces

σ
′k′ = σ

′(µk)

= (σ ′µ)k

= σk

= 1G .
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k′ preserva el orden por la forma en como se definió. �

El siguiente resultado es inmediato.

Proposición 5.3.2. La congruencia de extensiones rı́gidas es una relación de equivalencia . Para cada grupoide
ordenado abeliano A y cada grupoide ordenado G, el conjunto de clases de congruencia de extensiones rı́gidas de
A por G es un subconjunto del conjunto de clases de congruencia de extensiones de A por G .

5.4. Conjuntos de factores rı́gidos

Hemos visto que los conjuntos de factores corresponden a extensiones. En está sección, examinaremos los conjun-
tos de factores que corresponden a extensiones rı́gidas.

Definición 5.4.1. Sea G un grupoide ordenado. Un conjunto de factores rı́gidos para un G−módulo A es una
función

ζ : Ner2(G)−→ A

que satisface las siguientes propiedades:

(RFS1) ζ (g,h) ∈ Ad(h) para cualquier (g,h) ∈ Ner2(G) .

(RFS2) Si (g,h,k) ∈ Ner3(G), ζ (g,h) · k+ζ (gh,k) = ζ (g,hk)+ζ (h,k) .

(RFS3) Si (h1,h2), (g1,g2) ∈ Ner2(G) con h1 ≤ g1 y h2 ≤ g2 , entonces ζ (h1,h2)≤ ζ (g1,g2) .

Demostraremos que las extensiones rı́gidas corresponden a conjuntos de factores rı́gidos, pero primero demostremos
que los conjuntos de factores rı́gidos son en efecto conjuntos de factores.

Proposición 5.4.2. Sea ζ : Ner2(G)−→ A un conjunto de factores rı́gidos para un G−módulo A. Se define

01 : PNer2(G)−→ A

por

01(g,h) = 0d(g) .

Entonces (ζ ,01) es un conjunto de factores.
Recı́procamente, si (ζ0,ζ1) es un conjunto de factores y ζ1 = 01, entonces ζ0 es un conjunto de factores rı́gidos.

Demostración. (Necesidad) Para probar que (ζ ,01) es un conjunto de factores debemos garantizar las condiciones
(1)− (5). Notemos que las condiciones (1) y (2) son inmediatas.

Sea (g,h,k) ∈ Ner3(G), entonces

ζ (g,h) · k+ζ (gh,k) = ζ (g,hk)+ζ (h,k) (por (RFS2)).
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Sean ahora k ≤ h≤ g en G, entonces

(
01(h,g)|0d(k)

)
= (0d(g)|0d(k))

= 0d(k)

= 01(k,g)−01(k,h) ,

por tanto se cumple (4) .

Probemos (5). Sean g1, g2, h1, h2 ∈ G con (h2,h1), (g2,g1) ∈ Ner2(G) y h2 ≤ g2, h1 ≤ g1, entonces

(
ζ (g2,g1)|0d(h)

)
−ζ (h2,h1) = ζ (h2,h1)−ζ (h2,h1)

= 0d(h1) (por (RFS3)).

= 01(h2,g2) ·h1 +01(h1,g1)−01(h2h1,g2g1) .

(Suficiencia) Supongamos que (ζ0,ζ1) es un conjunto de factores y ζ1 = 01. Probemos que ζ0 satisface las condi-
ciones de conjunto de factores rı́gidos. En efecto para cualquier (g,h) ∈ Ner2(G), ζ0(g,h) ∈ Ad(h).

Sea (g,h,k) ∈ Ner3(G), entonces

ζ0(g,h) · k+ζ0(gh,k) = ζ0(g,hk)+ζ0(h,k) .

Por tanto se cumple (RFS2) .

Sean (h1,h2), (g1,g2) ∈ Ner2(G) con h1 ≤ g1 y h2 ≤ g2, entonces

(
ζ0(g1,g2)|0d(h2)

)
−ζ0(h1,h2) = 01(h1,g1) ·h2 +01(h2,g2)−01(h1h2,g1g2) .

Ası́ que

(
ζ0(g1,g2)|0d(h2)

)
= ζ0(h1,h2)

y por tanto

ζ0(h1,h2) =
(
ζ0(g1,g2)|0d(h2)

)
≤ ζ0(g1,g2) .

�

En lo posterior identificaremos cada conjunto de factores rı́gidos ζ con su correspondiente conjunto de factores
(ζ ,01). Sea RZ2(G,A) el conjunto de conjuntos de factores rı́gidos de un G−módulo A. Notemos que, bajo la
adición puntual RZ2(G,A) es un subgrupo de Z2(G,A) .
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Proposición 5.4.3. Sean E = (ι ,U, σ) una extensión rı́gida de un grupoide ordenado abeliano A por un
grupoide ordenado G y k : G−→ A una transversal preservadora de orden para E. El conjunto de factores constru-
ido de E y k de acuerdo con la proposición 4.3.3 es un conjunto de factores rı́gidos.
Recı́procamente, sea ζ un conjunto de factores rı́gidos para un G−módulo A. La extensión de A por G construida
de ζ , de acuerdo a la proposición 4.3.6 es una extensión rigida.

Demostración. (Necesidad) De acuerdo a la proposición 4.3.3 se define

ζ : S2(G)−→ A

por

ιζ (g,h) = k(g⊗h)−1⊗ k(g)⊗ k(h) ,

el cual es el conjunto de factores que se genera de E y k .

Dado que k preserva orden, por la proposición 5.1.2-(ii), para cualquier (h,g) ∈ PNer2(G), ζ1(h,g) = 0d(h) .
Por la proposición 5.4.2, ζ0 es un conjunto de factores rı́gidos y dado que ζ |Ner2(G)

= ζ0 , implica que ζ : Ner2(G)−→
A es un conjunto de factores rı́gidos.

(Suficiencia) Sea E = (i, G ∗A, π) la extensión de A por G construida a partir del conjunto de factores (ζ ,01)

como el la proposición 4.3.6, donde ζ es un conjunto de factores principales.
Notemos que si η : S2(G)−→A es el conjunto de factores que corresponde a (ζ ,01), entonces η(g,h)= ζ ((g|r(h)) ,h) .

Definimos la función

k : G−→ G∗A

por

k(g) = (g,0d(g)),

entonces πk = 1G.

Veamos que k preserva el orden: Sean h≤ g en G, por demostrar (h,0d(h))≤ (g,0d(g)), equivalentemente, h≤ g y
0d(h) = (0d(g)|0d(h))+ζ ((g|d(h)) ,d(h))−ζ ((d(h)|d(h)) ,d(h)) .

(0d(g)|0d(h))+ζ ((g|d(h)) ,d(h))−ζ ((d(h),d(h)) ,d(h)) = ζ (h,d(h))−ζ (d(h),d(h))

= 0d(h) (por la proposición 5.1.1-(3)).

Por lo tanto k preserva el orden.

�
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Hemos demostrado que cada conjunto de factores rı́gidos determina y está determinado por una extensión junto
con una transversal que preserva el orden. Consideremos ahora el efecto de cambiar la elección de la transversal.
Sea E una extensión rigida de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G. Sean k y k′ transver-
sales preservadoras de orden para E y denotamos los correspondientes conjuntos de factores rı́gidos por ζ y ζ ′,
respectivamente. Definimos

ε : G−→ A

por

ιε(g) = k(g)−1k′(g) .

Luego ε preserva el orden y ε(g) ∈ Ad(g). Vimos en la sección 4.3 que los conjuntos de factores (ζ ,01) y (ζ ′,01)

difieren por el conjunto de factores principales (∂ε0,∂ε1), donde

∂ε0(g,h) = ε(g) ·h+ ε(h)− ε(gh)

y

∂ε1(h≤ g) =
(
ε(g)|0d(h)

)
− ε(h)

= ε(h)− ε(h)

= 0d(h)

Por la proposición 5.1.1, ∂ε es un conjunto de factores rı́gidos. De manera general definimos un conjunto de
factores principales rı́gidos como una función

∂ε : Ner2(G)−→ A .

Para (g,h) ∈ Ner2(G),

∂ε(g,h) = ε(g) ·h+ ε(h)− ε(gh) ,

donde

ε : G−→ A

es una función que preserva el orden y ε(g) ∈ Ad(g) .

Por lo tanto el efecto de cambiar la elección de la transversal preservadora de orden genera un conjunto de factores
principales. Ası́ llegamos al siguiente resultado.

Teorema 5.4.4. El conjunto de clases de congruencia de extensiones rı́gidas de un grupoide ordenado abeliano
A por un grupoide ordenado G, está en correspondencia biyectiva con el grupo cociente de conjuntos de factores
rı́gidos módulo conjuntos de factores principales rı́gidos.

Demostración. La demostración de este teorema es análoga a la demostración del teorema 4.3.11 .
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5.5. El complejo de cocadena

Concluimos esta sección examinando el complejo de cocadena que Renault usa para su cohomologı́a. En el
coralario 1.6.2 vimos que cualquier conjunto simplicial da lugar a un complejo de cocadena. Ası́ para cualquier
grupoide ordenado G y G−módulo A, podemos usar el conjunto simplicial Ner(G) para obtener un complejo de
cocadena.
Comencemos definiendo dos conceptos importantes. Sean G un grupoide ordenado y A un G−módulo, una función
Ab−haz es una función sobreyectiva

p : A−→ G0

tal que para cada e ∈ G0,

p−1(e) = Ae ,

es decir, la fibra de cualquier identidad de G bajo p es un grupo abeliano.

Sea n ∈ ω , una n−cocadena es una función

φ : Nern(G)−→ A

la cual satisface las condiciones:

(i) p(φ(gn,gn−1, . . . ,g1)) = r(gn) .

(ii) Si para algún i ∈ {0, . . . ,n}, gi ∈ G0, entonces φ(gn, . . . ,gi, . . . ,g1) ∈ A0 .

(iii) Sean (gn, . . . ,g1), (hn, . . . ,h1)∈Nern(G) tal que para cualquier i∈{1, . . . ,n}: gi≤ hi, entonces φ(gn, . . . ,g1)≤
φ(hn, . . . ,h1) .

Estas cocadenas darán la cohomologı́a del grupoide G sin involucrar el orden en la construcción.
Denotemos por Cn(G,A) el grupo de n−cocadenas bajo la adición puntual, entonces el complejo de Renault es:

C0(G,A) ∂
0
// C1(G,A) ∂

1
// C2(G,A) ∂

2
// C3(G,A) · · · (∗)

donde

∂
0
φ(g) = φ (d(g))−φ (r(g)) ·g

y

∂
n(φ)(gn, . . . ,g1) = φ(gn, . . . ,g2) ·g1+

n−1

∑
i=1

(−1)i
φ(gn, . . . ,gi+1gi, . . . ,g1)+

(−1)n
φ(gn−1, . . . ,g1) .
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El n−ésimo grupo de cohomologı́a del complejo es

Hn(G,A) =
Ker(∂ n)

Img(∂ n−1)
.

Sea ε ∈C1(G,A). Ası́ ε : G−→ A es una función preservadora de orden tal que ε(g)∈ Ad(g) . Entonces ∂ 1ε(g,h) =
ε(g) ·h− ε(gh)+ ε(h) .
Ası́ las 2−cofronteras del complejo (∗) son precisamente los conjuntos de factores principales rı́gidos del G−módu-
lo A .

Por otra parte sea φ una función 2−cocadena, esto es, φ ∈ C2(G,A) tal que ∂ 2φ = 0, entonces para cualquier
(g,h,k) ∈ Ner3(G),

0d(k) = ∂
2
φ(g,h,k)

= φ(g,h) · k−φ(g,hk)+φ(gh,k)−φ(h,k) .

Luego

φ(g,h) · k+φ(gh,k) = φ(g,hk)+φ(h,k) .

Además φ preserva el orden y φ(g,h) ∈ Ad(h) , por tanto Ker(∂ 2) = RZ2(G,A) es el grupo de conjuntos de factores
rı́gidos.

De lo anterior podemos inferir que el segundo grupo de cohomologı́a, H2(G,A) =
RZ2(G,A)
RB2(G,A)

, es igual al grupo

cociente de conjuntos de factores rı́gidos módulo conjuntos de factores principales rı́gidos, y en base al teorema
5.4.4, podemos implicar que existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases de congruencia
de extensiones rı́gidas de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G y el segundo grupo de
cohomologı́a H2(G,A).
Pon lo anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.5.1. El conjunto de clases de congruencia de extensiones rigidas de A por G está en correspondencia
biyectiva con el segundo grupo de cohomologı́a del complejo cocadena (∗) .
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Conclusión

(1) Por medio de la teorı́a de categorı́as abelianas se construyó la cohomologı́a de categorı́as , en ella definimos
conceptos como C-módulo derecho y C-módulo derecho libre. La similitud de la definición de C-módulo
derecho libre con respecto a la definición de reflexión a lo largo de un funtor generó resultados inmediatos y
un mayor entendimiento sobre el tema.
En un posterior estudio se puede retomar el complejo de cadena de la proposición 2.1.13, si el complejo
de cadena es una resolución proyectiva, entonces podemos hacer caracterizaciones de su primer y segundo
grupo de cohomologı́a usando las extensiones de grupoides ordenados.

(2) En el capı́tulo 3 se desarrolló una forma indirecta para calcular los grupos de cohomologı́a de un G-módulo,
es decir, como consecuencia del teorema 3.4.2 los grupos de cohomologı́a de un G-módulo son los grupos
de cohomologı́a de su correspondiente C(G)-módulo. Esta técnica se puede retomar en un posterior trabajo
para calcular los grupos de cohomologı́a de un G-módulo de tal manera que no dependan del orden definido
sobre G.

(3) En el capı́tulo 4 se generó teorı́a a partir de otra ya establecida, es decir, notemos las analogias de las
extensiones de grupoides ordenados con las extensiones de módulos sobre un anillo.
La conclusión de capı́tulo 4 se concreta en el teorema 4.3.11 .

(4) Por último la cohomologı́a de Renault nos permite caracterizar los conjuntos de factores principales rı́gidos
de un G-módulo A, RB2(G,A), a traves de las 2-cofronteras del complejo

C0(G,A) ∂
0
// C1(G,A) ∂

1
// C2(G,A) ∂

2
// C3(G,A) · · · .

Además de la correspondencia biyectiva entre
RZ2(G,A)
RB2(G,A)

y la clase de congruencias de extensiones rı́gidas

de A por G (teorema 5.5.1) .
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Apéndice A

Categorı́as y categorı́as abelianas

A.1. Categorı́as

En esta sección se da la definición de categorı́a, funtor y algunos resultados elementales. Para la discusión de al-
gunos aspectos de las definiciones y también para una variedad de otras proposiciones el lector puede consultar:
[1], [2], [5], [8] y [15] .

Definición A.1.1. Una categorı́a C consiste de dos colecciones, Ob(C), cuyos elementos son los objetos de
C, y Mor(C), los morfismos de C. A cada morfismo se le asigna una pareja de objetos, llamados el dominio y el
codominio del morfismo. La notación f : A −→ B significa que f es un morfismo con dominio A y codominio B.
Si f : A −→ B y g : B −→ C son dos morfismos, existe un morfismo g ◦ f : A −→ C llamado la composición de
g y f . La composición no está definida de otra manera. Usualmente escribiremos g f en lugar de g ◦ f cuando no
exista riesgo de confusión. Para cada objeto A existe un morfismo 1A, llamado la identidad de A, cuyo dominio y
codominio es A. Aquella información satisface los siguientes axiomas:

1. Para f : A−→ B, f 1A = 1B f = f .

2. Para f : A−→ B, g : B−→C, h : C −→ D, h(g f ) = (hg) f .

Decimos que una categorı́a es pequeña cuando su colección de morfismos es un conjunto.
Si A y B son objetos de C, usualmente supondremos que la colección de morfismos con dominio A y codominio
B es un conjunto. Este conjunto es denotado por C(A, B) ó HomC(A, B). Aquellas categorı́as que satisfacen la
condición anterior son llamadas localmente pequeñas.

La siguiente definición es extraı́da de [2], notemos que es un caso particular de la definición anterior.

Definición A.1.2. Una categorı́a C consiste de lo siguiente:

(1) Una clase |C|, cuyos elementos son llamados objetos de la categorı́a.

(2) Para cualquier par A, B de objetos, un conjunto C(A,B), cuyos elementos son llamados morfismos de A en
B , además si los pares de objetos (A,B) 6= (A′,B′), entonces C(A,B) y C(A′,B′) son ajenos.

(3) Para cualquier terna A, B,C de objetos, una ley de composición

C(A,B)×C(B,C)−→ C(A,C),

la composición de la pareja ( f ,g) será escrita por concatenación g f .
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(4) Para cualquier objeto A, un morfismo 1A ∈ C(A,A), llamado la identidad sobre A.

(1), (2), (3) y (4) están sujetos a los siguientes axiomas:

(i) Axioma de Asociatividad: Dados los morfismos f ∈C(A,B), g ∈C(B,C) y h ∈C(C,D) la siguiente igual-
dad se cumple:

h(g f ) = (hg) f .

(ii) Axioma de Identidad: Dados los morfismos f ∈C(A,B) y g∈C(B,C) las siguientes igualdades se cumplen:

1B f = f y g1B = g .

Nota:
A lo largo de la tesis usaremos la definición A.1.2 ó equivalentemente la definición de categorı́a localmente
pequeña. Cuando no exista ambigüedad un objeto A de la categorı́a C será denotado por A ∈ C. Similarmente
si f : A−→ B es un morfismo en C lo denotaremos por f : A−→ B ∈ C ó f ∈ C

Definición A.1.3. Un funtor F de una categorı́a A en una categorı́a B consiste de lo siguiente:

(1) Una función
|A| −→ |B|

entre las clases de objetos de A y B, la imagen de A ∈ A es escrita por FA.

(2) Para cualquier par de objetos A, A′ ∈ A, una función

A(A,A′)−→ B(FA,FA′) .

La imagen de f ∈ A(A,A′) es escrita por F f .

Estos enunciados están sujetos a los siguientes axiomas:

(i) Para cualquier par de morfismos f ∈ A(A,A′) y g ∈ A(A′,A′′),

F(g f ) = FgF f .

(ii) Para cualquier objeto A ∈ A,
F1A = 1FA .

Dados dos funtores F : A−→B y G : B−→C, una composición puntual produce inmediatamente un nuevo funtor
GF : A−→ C. Está ley de composición es obviamente asociativa.

Ejemplo A.1.4. Mencionamos algunos ejemplos de categorı́as y funtores con la notación carrespondiente.

(1) Conjuntos y funciones: Con .

(2) Grupos y homomorfismos de grupos: Grp .
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(3) Grupos abelianos y homomorfismos de grupos: Ab .

(4) Un conjunto parcialmente ordenado (X ,≤) puede ser visto como una categorı́a, X, cuyos objetos son los
elementos de X y para x,y ∈ X, el conjunto X(x,y) se define por:

X(x,y) =


{(x,y)} si x≤ y

/0 de otra forma

(5) Dada una categorı́a C y un objeto fijo C ∈ C, definimos un funtor

C(C,−) : C−→ Con

de C en la categorı́a de conjuntos por

C(C,−)A = C(C,A),

para cualquier A ∈ C . Ahora si f : A−→ B es un morfismo en C, la correspondiente función

C(C,−) f ≡ C(C, f ) : C(C,A)−→ C(C,B)

está definida por la formula:

C(C, f )g = f g ,

para un morfismo g ∈ C(C,A) .

Tal funtor es llamado funtor representable.

Definición A.1.5. Considere dos funtores F,G : A //// B de la categorı́a A en la categorı́a B. Una transfor-
mación natural α : F =⇒ G de F en G es una clase de morfismos (αA : FA−→ GA)A∈A de B indexada por los
objetos de A de tal manera que para cualquier morfismo f : A−→ A′ en A, αA′F f = G f αA .

Notemos que, cuando F, G, H son funtores de A en B y α : F =⇒ G, β : G =⇒ H son transformaciones naturales
la fórmula

(βα)A = βAαA

define una nueva transformación natural βα : F =⇒ H. Esta composición es asociativa y posee una unidad para
cada funtor F , ésta es la transformación natural 1F cuya A−componente es 1FA .
La siguiente proposición es evidente.

Proposición A.1.6. Sean A un categorı́a pequeña y B una categorı́a arbitraria. Los funtores de A en B y las
transformaciones naturales entre ellos constituyen una categorı́a, BA. Esta categorı́a es pequeña siempre que B lo
sea.
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Definición A.1.7. Un funtor contravariante F de una categorı́a A en una categorı́a B consiste de los siguiente:

(1) Una función
|A| −→ |B|

entre las clases de objetos. La imagen de A ∈ A es escrita por FA;

(2) Para cualquier par de objetos A, A′ ∈ A, una función

A(A, A′)−→ B(FA, FA′).

La imagen de f ∈ A(A, A′) es escrita por F f .

(1) y (2) están sujetos a los siguientes axiomas:

(i) Para cualquier par de morfismos f ∈ A(A,A′), g ∈ A(A′,A′′),

F(g f ) = F f Fg .

(ii) Para cualquier objeto A ∈ A,
F1A = 1FA .

Dada una categorı́a A y un objeto A ∈ A definimos un funtor contravariante

A(−,A) : A−→ Con.

Para cualquier objeto B ∈ A,

A(−,A)B = A(B, A).

Para cualquier morfismo f : B−→C en A,

A(−,A) f : A(C,A)−→ A(B,A),

A(−,A) f (g) = g f .

Definición A.1.8. Considere dos funtores contravariantes F,G : A // // B de una categorı́a A en una cate-
gorı́a B. Una transformación natural α : F =⇒ G de F en G es una clase de morfismos (αAFA =⇒ GA)A∈A de B
indexados por los objetos de A de tal manera que para cualquier morfismo f : A−→ A′ en A, G f αA′ = αAF f

Definición A.1.9. Un morfismo f : A −→ B en una categorı́a C es llamado un monomorfismo cuando, para
cualquier objeto C ∈ C y cualquier par de morfismos g, h : C // // A , la siguiente propiedad se cumple:

[ f g = f h]⇒ [g = h] .
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La siguiente proposición es evidente.

Proposición A.1.10. En una categorı́a C:

(1) Cualquier morfismo identidad es un monomorfismo.

(2) La composición de dos monomorfismos es un monomorfismo.

(3) Si la composición k f de dos morfismos es un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo.

Definición A.1.11. Considere un funtor F : A−→ B. F preserva monomorfismos cuando, para cualquier mor-
fismo f ∈ A,

f es monomorfismo implica F f es monomorfismo .

Definición A.1.12. Un morfismo f : B −→ A en una categorı́a C es llamado un epimorfismo cuando, para
cualquier objeto C ∈ C y cualquier par de morfismos g, h : A // // B , la siguiente propiedad se cumple:

[g f = h f ]⇒ [g = h] .

La siguiente proposición es evidente.

Proposición A.1.13. En una categorı́a C:

(1) Cualquier morfismo identidad es un epimorfismo.

(2) La composición de dos epimorfismos es un epimorfismo.

(3) Si la composición f k de dos morfismos es un epimorfismo , entonces f es un epimorfismo.

Definición A.1.14. Un morfismo f : A−→ B en una categorı́a C es llamado un isomorfismo cuando existe un
morfismo g : B−→ A en C el cual satisface las relaciones

f g = 1B, g f = 1A .

El siguiente resultado es inmediato.

Proposición A.1.15. En una categorı́a:

(1) Cualquier identidad es un isomorfismo.

(2) La composición de dos isomorfismos es un isomorfismo.

(3) Un isomorfismo es un monomorfismo y un epimorfismo.

(4) Cualquier funtor preserva isomorfismos.
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Definición A.1.16. Dada una categorı́a A, la categorı́a dual, Aop, es definida de la siguiente manera:

(1) |Aop|= |A| .

(2) Para todo A, B ∈ Aop, Aop(A,B) = A(B,A) .

(3) La ley de composición de Aop es dada por f opgop = (g f )op .

Principio de Dualidad A.1.17. Supongamos la validez, en cualquier categorı́a, de un enunciado declarando
la existencia de algunos objetos o morfismos o la igualdad de algunas composiciones. Entonces el enunciado dual
también es valido en cualquier categorı́a; este enunciado dual se obtiene invirtiendo la dirección de cualquier
morfismo y remplazando cualquer composición f g por la composición g f .

Notemos que la noción dual de monomorfismo es epimorfismo, y recı́procamente. Mientras que la noción de
isomorfismo es autodual.

A.1.1. Funtores adjuntos

En esta sección daremos una somera introducción a uno de los conceptos más relevante en teorı́a de categorı́as,
funtores adjuntos. Para un estudio más profundo sobre el tema el lector puede consultar [2], [5], [15], [1].

Definición A.1.18. Sean F : A −→ B un funtor y B ∈ B. Una reflexión de B a lo largo de F es una pareja
(RB, ηB) donde

1. RB ∈ A y ηB : B−→ FRB es un morfismo en B.

2. Si A ∈ A y b : B−→ FA es un morfismo en B, entonces existe un único morfismo a : RB −→ A en A tal que
FaηB = b.

RB

a

��

FRB

Fa

��

B

ηB
77

b ''
A FA .

Proposición A.1.19. Sean F : A−→ B un funtor y B ∈ B. Cuando la reflexión de B a lo largo de F existe esta
es única salvo isomorfismo.

Proposición A.1.20. Considere un funtor F : A −→ B y supongamos que, para cualquier objeto B ∈ B, la
reflexión de B a lo largo de F existe y tal reflexión (RB,ηB) ha sido elegida. En este caso, existe un único funtor
R : B−→ A satisfaciendo la siguientes propiedades

1. Para cualquier B ∈ B: RB = RB.
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2. (ηB : B−→ FRB)B∈B es una transformación natural.

Definición A.1.21. Un funtor R : B −→ A es adjunto izquierdo al funtor F : A −→ B cuando existe una
transformación natural η : 1B =⇒ FR tal que para cualquier B ∈ B, (RB, ηB) es la reflexión de B a lo largo de F .

Como consecuencia de la proposición A.1.19 en la definición anterior R y η están definidos de manera única salvo
isomorfismo.

El concepto dual de reflexión a lo largo de un funtor es correflexión a lo largo de un funtor F : A −→ B. Ex-
plı́citamente una correflexión de B ∈ B es una pareja (RB, ε) donde RB es un objeto en A y εB : FRB −→ B es un
morfismo en B de tal manera que para cualquier pareja (A,b) con A ∈ A y b : FA−→ B, existe un único morfismo
a : A−→ RB tal que εBFa = b. En forma análoga un funtor R : B−→ A es adjunto derecho a F cuando existe una
transformación natural ε : FR =⇒ 1B tal que para cualquier B ∈ B, (RB, εB) es la correflexión de B a lo largo de F .

Teorema A.1.22. Considere dos funtores F : A −→ B y G : B −→ A. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. G es adjunto izquierdo a F .

2. Existen transformaciones naturales η : 1B =⇒FG y ε : GF =⇒ 1A tal que (F ∗ ε)(η ∗F)= 1F y (ε ∗G)(G∗η)=

1G.

3. Existen biyecciones θAB : A(GB, A)∼= B(B, FA) para cualesquiera objetos A ∈ A, B ∈ B y aquellas biyec-
ciones son naturales en ambas variables A y B.

4. F es adjunto derecho a G.

Escribiremos G a F para denotar que G es adjunto izquierdo a F y en consecuencia F es adjunto derecho a G.
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A.2. Categorı́as abelianas

La teorı́a de categorı́as abelianas está estrechamente relacionada con la teorı́a de grupos abelianos, la cual represen-
ta el más importante modelo para categorı́as abelianas. Este capı́tulo contiene las nociones basicas y resultados de
la teorı́a de categorı́as abelianas; estas nociones y resultados se usaron frecuentemente en las secciones anteriores.
Para un estudio más profundo sobre el tema el lector puede consultar [3], [5], [8], [14] .

A.2.1. Objeto cero y kernel

Definición A.2.1. Un objeto cero en una categorı́a C es un objeto en C que es objeto inicial y terminal a la vez,
y se denota por 0.

Notemos que la noción de objeto cero es autodual, además un objeto cero en una categorı́a C es único salvo iso-
morfismo.

Definición A.2.2. Sea C una categorı́a con objeto cero. Un morfismo f : A−→B en C es llamado un morfismo cero
o cero-morfismo cuando se factoriza a travéz del objeto cero, es decir, cuando el siguiente diagrama conmuta:

A
f //

u
��

B

0
v

@@

.

En este caso f : A−→ B se denota por 0 : A−→ B .

Proposición A.2.3. Sea C una categorı́a con objeto cero, entonces existe sólo un morfismo cero de cada objeto
A a cada objeto B .

Observemos que la composición de un morfismo cero con algún otro morfismo es de nuevo un morfismo cero.

Definición A.2.4. En una categorı́a C con objeto 0, el kernel o núcleo de un morfismo f : A−→ B es, cuando
éste existe, el igualador de f y el cero-morfismo 0 : A−→ B. Se define el cokernel de f o conúcleo de f de manera
dual.

Ker( f )
ker( f )

// A
f //

0
// B

(Ker( f ),ker( f )) es el igualdor de ( f ,0) .

A
f //

0
// B

coker( f )
// Coker( f )

(Coker( f ),coker( f )) es el coigualdor de ( f ,0) .
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Observación A.2.5. Cualquier kernel es un igualador,por lo cual cualquier kernel es un monomorfismo. Si
suponemos que tenemos una categorı́a con objeto cero, un monomorfismo o igualador, en general, no es un kernel.
Veamos esto con más detalle.
En la categorı́a de Grupos, Grp, el objeto cero es el grupo cero y el morfismo cero es el homomorfismo constante
cero:

0 : A−→ B

a 7−→ 0B

En cualquier categorı́a un kernel, cuado éste existe, es un monomorfismo. Ahora qué pasa con el reciproco.
En la categorı́a Grp para el morfismo f : A −→ B, el Ker( f ) (como objeto) es un subgrupo normal de A y
cualquier otro objeto en Grp isomorfo a Ker( f ) también será un subgrupo normal de A. Por tanto si es un kernel,
entonces es un subgrupo normal.
Bastará considerar un subgrupo H ⊂ A tal que H no es normal, de este modo tenemos un monomorfismo él cual
no es un kernel.

El siguiente resultado es evidente.

Proposición A.2.6. Sea f un monomorfismo en una categorı́a con objeto cero. Si f g = 0 para algún morfismo
g, entonces g = 0 .

Proposición A.2.7. En una categorı́a con objeto cero, el kernel de un monomorfismo

f : A−→ B

es el morfismo cero 0 : 0−→ A .

Demostración. Si ker( f ) : Ker( f ) −→ A es el kernel de f entonces f ker( f ) = 0 y f es monomorfismo, por lo
cual ker( f ) = 0. El morfismo ker( f ) se factoriza a través de 0, donde Ker( f ) −→ 0 es único con la propiedad de
factorizar a ker( f ) y tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 0 //

""

A
f // B

Ker( f )
ker( f )

<<

,

donde 0−→ Ker( f ) es único con la propiedad de factorizar al morfismo cero. Por tanto Ker( f )∼= 0 . �

Dualizando la proposición anterior, el cokernel de un epimorfismo es el cero-morfismo.

Proposición A.2.8. En una categorı́a con objeto cero, el kernel de un cero morfismo 0 : A −→ B es, salvo
isomorfismo, la identidad sobre A .
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Demostración. Basta considerar el siguiente diagrama conmutativo:

A
1A // A

0 //

0
// B

U

u

OO

u

88

.

�

Equivalente a la definición A.2.4 podemos considerar el kernel de un morfismo

g : A−→ B

como el producto fibrado o pullback de g y el morfismo 0−→ B .

Ker(g) //

ker(g)

��

0

��
A g

// B .

Notemos que 0 −→ B es un monomorfismo, por lo cual ker(g) también es un monomorfismo ([2], proposición
2.5.3) .

A.2.2. Categorı́as aditivas y biproductos

Definición A.2.9. Por una categorı́a preaditiva entendemos una categorı́a C junto con una estructura de grupo
abeliano en cada conjunto C(A,B) de morfismos, de tal manera que las funciones composición

cABC : C(A,B)×C(B,C)−→ C(A,C)

( f ,g) 7−→ g f

son homomorfismos de grupo en cada variable. Escribiremos la estructura de grupo aditivamente.

Si la composición

cABC : C(A,B)×C(B,C)−→ C(A,C)

( f ,g) 7−→ g f

es un homomorfismos de grupos en la primera variable:

g( f +h) = g f +gh .

De igual forma en la segunda variable:

( f +h)g = f g+hg .

Notemos que cualquier subcategorı́a plena de una categorı́a de módulos o grupos abelianos es preaditiva también.
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Proposición A.2.10. La noción de categorı́a preaditiva es autodual

Proposición A.2.11. En una categorı́a preaditiva C, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) C tiene un objeto inicial.

(2) C tiene un objeto final.

(3) C tiene un objeto cero.

En este caso, los morfismos que se factorizan a través del objeto cero son exactamente las identidades para las
estructuras de grupo.

Demostración. (3)⇒ (1) y (3)⇒ (2) son inmediatas. Mostremos (1)⇒ (3).
Supongamos que 0 es el objeto inicial en C, para el objeto A∈C, C(A,0) tiene almenos un morfismo, el morfismo
cero (respecto a la estructura de grupo). Supongamos que g : A −→ 0 es otro morfismo en C(A,0), entonces la
función composición

C(A,0)×C(0,0)−→ C(A,0)

(g,10) 7−→ 10g

es un homomorfismo de grupos en ambas variables por tanto g = 10g es el morfismo identidad en C(A,0), esto es,
g = 0. Por tanto 0 es el objeto cero en C .
Por el principio de dualidad categórica, si (1)⇒ (3) es cierto, entonces (2)⇒ (3) es cierto.

Supongamos que la categorı́a C tiene objeto cero. Sean C y D dos objetos en C, los grupos C(C,0), C(0,D)

están únicamente constituidos respectivamente por sus elementos identidad, luego la composición de dos elemen-
tos identidad C −→ 0−→ D es el elemento identidad de C(C,D) y dado que este elemento identidad se factoriza
a travez del objeto cero, entonces es igual al morfismo cero, es decir, el morfismo cero en C(C,D) es igual al
morfismo identidad respecto a la estructura de grupo. �

Proposición A.2.12. Sean A, B dos objetos en una categorı́a preaditiva C, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) El producto (P, πA, πB) de A y B existe.

(2) El coproducto (P, sA, sB) de A y B existe.

(3) Existen un objeto P y morfismos πA : P−→A, πB : P−→B, sA : A−→P y sB : B−→P con las propiedades:
πAsA = 1A, πBsB = 1B, πAsB = 0, πBsA = 0 y sAπA + sBπB = 1P .

Más aún; bajo esas condiciones:

sA = ker(πB), sB = ker(πA)

πA = coker(sB), πB = coker(sA) .
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Demostración. Por el principio de dualidad categórica, es suficiente mostrar (1)⇔ (3) ó (2)⇔ (3). Probemos
(1)⇔ (3).
(Necesidad) Supongamos que el producto de A y B, (P, πA, πB), existe. Tenemos el siguiente diagrama:

A

A

1A
11

0 --

P
πA

>>

πB   
B .

Entonces existe un único morfismo sA : A−→ P tal que

πAsA = 1A y πBsA = 0

De la misma manera, existe el único morfismo sB : B−→ P tal que

πBsB = 1B y πAsB = 0 .

Ahora consideremos el siguiente diagrama:

A

P

πA
11

πB --

P
πA

>>

πB   
B .

Tenemos que 1P : P−→ P hace conmutar el diagrama y sAπA+ sBπB también lo hace conmutar, como la solución
es única entonces sAπA + sBπB = 1P .

(Suficiencia) Mostremos que (P, πA, πB) es el coproducto de A y B . Sean Q un objeto en C y u : Q −→ A,
v : Q−→ B morfismos en C.
Tenemos que el morfismo sAu+ sBv : Q−→ P hace conmutar al siguiente diagrama:

A

Q

u
22

v ,,

sAu+ sBv // P

??

��
B .

Ahora supongamos que existe otro morfismo h : Q−→ P tal que u = πAh y v = πBh, entonces

sAu+ sBv = sAπAh+ sBπBh

= h1P

= h .

Por tanto (P, πA, πB) es el coproducto de A y B .
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Asumamos las condiciones (1)-(3) y probemos que sA = ker(πB) . En efecto se cumple πBsA = 0. Supongamos
que existe otro morfismo x : X −→ P tal que πBx = 0

A
sA // P

πB // B

X .

x

??

πAx

OO

Entonces el morfismo πAx : X −→ A satisface:

sAπAx = [1P− sBπB]x

= x− sBπBx

= x .

Supongamos la existencia de otro morfismo y : X −→ A tal que sAy = x tal que sAy = x, entonces sAy = sAπAx y
sA es monomorfismo, lo cual implica que y = πAx . Por tanto πAx es el único morfismo en C tal que sA(πAx) = x .
Similarmente se muestra que sB = ker(πA) .

Notemos que si existe el producto de dos objetos en C, existe el coproducto de dos objetos en Cop y Cop también
es una categorı́a preaditiva, por lo cual las 3 condiciones de la proposición también son equivalentes en Cop . Si
(P, sA, sB) y (P, πA, πB) son el producto y coproducto de A y B respectivamente en Cop, se satisface:

πA = ker(sB) y πB = ker(sA)

Dualizando, (P, sA, sB) y (P, πA, πB) son el coproducto y producto de A, B en C respectivamente, además

πA = coker(sB) y πB = coker(sB) .

�

Definición A.2.13. Dados dos objetos A, B en una categorı́a preaditiva, una quinteta

(P, πA, πB, sA, sB)

como en (3) de la proposición A.2.12, es llamado un biproducto de A y B y P se denota por A⊕B .

Observemos que dadas las condiciones que cumplen los morfismos πA, πB, sA, sB en la proposición A.2.12, pode-
mos implicar que πA, πB son epimorfismos y sA, sB son monomorfismos.

Definición A.2.14. Por una categorı́a aditiva entendemos una categorı́a preaditiva con objeto cero y biproduc-
tos.
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A.2.3. Funtores aditivos

Definición A.2.15. Dadas dos categorı́as preaditivas A y B, un funtor F : A −→ B, es aditivo cuando para
cualquier A, A′ ∈ A la función

FA,A′ : A(A, A′)−→ B(FA, FA′)

f 7−→ F f

es un homomorfismo de grupos.

Observemos que la composición de funtores aditivos es de nuevo aditivo.
El siguiente resulatdo se prueba de una forma estandar. Para mayor información el lector puede consultar: [2],
definición 2.7.2, proposición 2.15.1 y teorema 2.15.2 .

Proposición A.2.16. Considere una categorı́a aditiva B y una categorı́a preaditiva pequeña A . La categorı́a
Add(A, B) de funtores aditivos de A en B y transformaciones naturales entre ellos es aditiva y los biproductos son
calculados puntualmente. Más aun si B es finitamente completa (cocompleta), Add(A, B) es finitamente completa
(cocompleta) y los lı́mites finitos son calculados puntualmente.

A.2.4. Definición de categorı́a abeliana

Historicamente, el estudio de categorı́as abelianas desempeñan un importante papel en el desarrollo de teorı́as.
topologı́a algebraica y álgebra homológica hacen un amplio uso de ella.

Definición A.2.17. Una categorı́a C es abeliana cuando satisface las siguientes propiedades:

(1) C tiene objeto cero.

(2) Cualquier par de objetos de C tiene un producto y un coproducto.

(3) Cualquier morfismo de C tiene un kernel y un cokernel.

(4) Cualquier monomorfismo de C es un kernel; cualquier epimorfismo de C es un cokernel.

Observemos que el dual de cada axioma es el axioma mismo, concluimos que:

Proposición A.2.18 (Principio de dualidad abeliano). La noción dual de categorı́a abeliana es de nuevo
categorı́a abeliana.

La proposición previa es fundamental, implica que cuando una propiedad es probada para categorı́as abelianas,
también queda probada la propiedad dual. Esto significa que si una proposición S es válida para cualquier categorı́a
abeliana, la proposición S∗ también es válida para cualquier categorı́a abelana.

Si S es válida para A, entonces S es válida para Aop. Luego

S∗ es válida para (Aop)op y por tanto

S∗ es válida para A .
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Notemos de manera inmediata que las categorı́as Grp y Top no son categorı́as abelianas; la primera no satisface
el cuarto axioma de la definición (observación A.2.5), mientras que en la categorı́a de espacios topológicos y
funciones continuas no existe objeto cero.

Proposición A.2.19. La Categorı́a Ab de grupos abelianos es una categorı́a abeliana.

Demostración. 1. Sea f : A−→ B un morfismo en Ab. Se define el ker( f ) = (K, i), donde K = {a ∈ A : f (a) = 0B}
e i : K ↪→ A es el homomorfismo inclusión, notemos que K por su forma es un grupo abeliano.

Se define tambien Coker( f ) = (
B

Img( f )
,π), donde

B
Img( f )

= {bImg( f ) : b ∈ B} y π : B−→ B
Img( f )

es el homo-

morfismo proyección.
2. Mostremos que cualquier monomorfismo en Ab es el kernel de su cokernel.

Si g : A −→ A′ un monomorfismo, π : A−→ A′

Img(g)
es el cokernel de g. Sea g′ : B −→ A′ un homomorfismo de

grupos abelianos tal que πg′ = 0, como Img(g′)⊂ Img(g), se define

φ : B −→ A

b 7−→ g−1(g′(b)) .

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A
g // A′ π // A′

Img(g)

B

φ

OO

g′

AA

.

3. Ahora mostremos que cualquier epimorfismo en Ab es el cokernel de su kernel.
Sea h : A−→ B un epimorfismo, el kernel de h está dado por el morfismo inclusión i : K ↪→ A. Probemos que (h,B)
es el cokernel de i.
En efecto hi= 0. Supongamos que existe otro morfismo f : A−→B′ tal que f i= 0. Dado que K⊂{a ∈ A : f (a) = 0},
podemos definir el homomorfismo

φ : B −→ B′

h(a) 7−→ f (a) ,

además, por su forma, φ es el único morfismo en Ab que hace conmutar el diagrama:

K �
� i // A

f

��

h // B

φ

��
B′ .

�
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Proposición A.2.20. Sean A una categorı́a abeliana y C una categorı́a pequeña. La categorı́a de funtores AC

es una categorı́a abeliana.

Demostración. Comencemos verificando que AC es una categorı́a preaditiva. Para F y G objetos en AC tenemos el
conjunto AC(F,G), si α : F =⇒G y β : F =⇒G son transformaciones naturales se define la suma α+β : F =⇒G
de la siguiente manera, para C ∈ C: (α +β )C = αC +βC.
Veamos que en efecto α +β : F =⇒ G es una transformación natural.

C

u

��

FC

Fu

��

(α +β )C
// GC

Gu

��
C′ FC′

(α +β )C′
// GC′

(α +β )C′Fu = (αC′ +βC′)Fu

= αC′Fu+βC′Fu

= GuαC +GuβC

= Gu(αC +βC)

= Gu(α +β )C .

Por la forma en como se definió la suma de transformaciones naturales, la operación es asociativa y conmutativa.
Se define la transformación natural 0 : F =⇒G, para C ∈C : 0C = 0A(FC,GC) donde 0A(FC,GC) es el elemento iden-
tidad en el grupo A(FC,GC).

Ahora sean α1,α2,β1,β2 morfismos en AC de tal manera que tiene sentido la suma y la composición

(α1 +α2)(β1 +β2).

Si C ∈ C :

((α1 +α2)(β1 +β2))C = (α1 +α2)C(β1 +β2)C

= (α1C +α2C)(β1C +β2C)

= α1C β1C +α1C β2C +α2C β1C +α2C β2C

= (α1β1)C +(α1β2)C +(α2β1)C +(α2β2)C

= (α1β1 +α1β2 +α2β1 +α2β2)C .

Por tanto AC es una categorı́a preaditiva.

Se define el funtor Z : C−→A de la siguiente manera: para cualquier C ∈C : ZC = ZA donde ZA es el objeto cero
en A. Si v : C −→C′ es un morfismo en C, se define Zv : ZC −→ ZC′ como el morfismo cero en A.
Veamos que Z es el objeto cero en AC . Sean F y G ∈ AC, se define α : Z =⇒ F de la siguiente manera:
para C ∈ C : αC : ZC −→ FC es el único morfismo en A donde ZC es el objeto inicial. En efecto, α es el único
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morfismo en AC(Z,F), por lo cual Z es el objeto inicial en AC. Similarmente, Z es el objeto final en AC, es decir,
Z es el objeto cero en AC.

Ahora sean F y G ∈ AC. Definimos el funtor

F⊕G : C−→ A

En objetos: si C ∈ C : F⊕GC = FC⊕GC.

En morfismos: si u : C −→ C′ ∈ C, entonces F ⊕Gu : FC⊕GC −→ FC′⊕GC′ es el único morfismo que hace
conmutar el siguiente diagrama:

FC Fu // FC′

FC⊕GC

π1C

OO

π2C

��

F⊕Gu // FC′⊕GC′

π1C′

OO

π2C′

��
GC Gu // GC′

Para mostrar que el funtor F⊕G preserva composiciones consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

FC Fu // FC′ Fv // FC′′

FC⊕GC
F⊕Gu //

OO

��

FC′⊕GC′
F⊕Gv //

OO

��

FC′′⊕G′′

OO

��
GC

Gu
// GC′

Gv
// GC′′ .

y para mostrar que preserva identidades consideremos el siguiente diagrama conmutativo:
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FC
1FC

// FC

FC⊕GC

OO

��

1FC⊕GC // FC⊕GC

OO

��
GC

1GC

// GC .

Hasta aquı́ hemos probado que AC es una categorı́a aditiva.

Sea α : F =⇒ G un morfismo en AC, veamos que α tiene kernel y cokernel.
Para el objeto C ∈C tenemos el morfismo en A αC : FC−→GC, el cual tiene kernel (KC, kC), y para el morfismo
en C, u : C −→C′, existe un único morfismo en A, KC −→ KC′, que hace conmutar el siguiente diagrama:

KC

kC

��

// KC′

kC′

��
FC

αC

��

Fu // FC′

αC′

��
GC Gu // GC′

C u // C′ .

Hemos construido una pareja, (K, k), donde K es un objeto y k : K =⇒ F es un morfismo, ambos en AC de tal
manera que αk = 0. Mostremos que en efecto (K, k) es el kernel del morfismo α en AC.
Si (H, h) es otra pareja formada por un objeto H y un morfismo h : H =⇒ F en AC de tal manera que αh = 0,
entonces definimos la transformación natural φ : H =⇒ K de la siguien forma:
Para C ∈ C existe un único morfismo en A, φC : HC→ KC, que hace conmutar el siguiente diagrama:

HC

φC

��

hC

!!
KC

kC

// FC
αC

// GC .

Por tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

156



A.2.4 Definición de categorı́a abeliana

H

φ

��

h

�#
K

k
+3 F

α
+3 G .

De igual forma se construye el cokernel del morfismo α.

Ahora supongamos que α : F =⇒ G es un monomorfismo en AC, y sea (K∗, k∗) el cokernel de α

F α +3 G k∗ +3 K∗ .

Mostremos que (F,α) es el kernel de k∗. Sea (H, h) una pareja formada por un objeto H y un morfismo
h : H =⇒ G en AC tal que k∗h = 0

Observemos lo siguiente, dado que A es una categorı́a abeliana, A es una categorı́a finitamente completa y finita-
mente cocompleta ([3], proposición 1.5.3) por tanto A tiene productos. Dado que α es un monomorfismo en AC,
para cada C ∈C, αC es un monomorfismo en A ([2], corolario 2.15.3). Por lo cual existe un único morfismo en A,
φC : HC −→ FC, que hace conmutar el siguiente diagrama:

FC
αC // GC

k∗C // K∗C

H

hC

>>

φC

OO

.

Obteniendo una única transformación natural φ : H =⇒ F que factoriza a h a través de α .
De igual forma se muestra que cualquier epimorfismo en AC es el cokernel de su kernel. �

De aquı́ en adelante denotaremos el kernel de un morfismo f : X −→ Y por ker( f ) : Ker( f ) −→ X , y el cokernel
de f por coker( f ) : Y →Coker( f ).

Proposición A.2.21. En una categorı́a abeliana A, cualquier morfismo f : X −→ Y tiene una única fac-
torización f = me donde m es un monomorfismo y e es un epimorfismo, más aún m = ker(coker( f )) y e =

coker(ker( f )) .

De la factorización anterior, la imagen de f es definida como

m = img( f ) : Img( f )−→ Y

y e es llamado la coimagen de f .
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Apéndice B

Semigrupos inversos y grupoides

Daremos algunas definiciones y resultados básicos acerca de la teorı́a de semigrupos inversos. Para un estudio más
profundo acerca del tema el lector puede referir a: [10] .

B.1. Semigrupos inversos

Un conjunto S junto con una operación binaria, la cual llamaremos producto y denotaremos por concatenación, es
un semigrupo si la operación es asociativa; esto es para cualquier x, y, z ∈ S : (xy)z = x(yz). Un elemento e ∈ S
es llamado un idempotente si ee = e. Denotamos al conjunto de idempotentes de S por E(S). Si un semigrupo S
contiene un elemento, 1, con la propiedad 1x = x = x1 para cualquier x ∈ S, entonces S es llamado un monoide.
Un subconjunto no vacio T de un semigrupo S es llamado un subsemigrupo de S, si es cerrado bajo el produc-
to. Sean S y T semigrupos. Se define un homomorfismo de semigrupos como una funcion f : S −→ T , con la
propiedad de preservar productos, esto es, para cualquier x, y ∈ S : f (xy) = f (x) f (y) .

Definición B.1.1. Un semigrupo S es un semigrupo inverso, si:

(1) S es regular, esto significa que para cada s ∈ S existe un elemento t ∈ S, llamado un inverso, el cual satisface
s = sts y t = tst .

(2) Los idempotentes de S conmutan.

Consideremos el siguiente teorema.

Teorema B.1.2. Sea S un semigrupo regular, entonces los idempotentes de S conmutan si, y sólo si, cualquier
elemento de S tiene un inverso único.

Como consecuencia del teorema anterior, cualquier elemento s de un semigrupo inverso S tiene un único inverso,
el cual lo denotaremos por s−1, en S. Además s−1 satisface: s = ss−1s y s−1 = s−1ss−1 .
Un subconjunto de un semigrupo inverso S es llamado un subsemigrupo inverso de S, si es un semigrupo inverso
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con respecto al producto de S.

Destacamos algunas propiedades del elemento s−1 . Para un estudio más amplio sugerimos:

Proposición B.1.3. Sea S un semigrupo inverso.

(1) Para cualquier s ∈ S , s−1s y ss−1 son idempotentes, además s(s−1s) = s y (ss−1)s = s .

(2) (s−1)−1 = s para cualquier s ∈ S .

(3) Para cualquier idempotente e ∈ S y cualquier s ∈ S, el elemento s−1es es un idempotente.

(4) Si e es un idempotente en S, entonces e−1 = e .

(5) (s1 . . .sn)
−1 = s−1

n . . .s−1
1 para todo s1, . . . ,sn ∈ S, donde n≥ 2 .

Notemos que el idempotente ss−1 se comporta como una identidad izquierda para el elemento s, mientras que s−1s
se comporta como una identidad derecha para s. Escribiremos d(s) = s−1s y r(s) = ss−1 .

Proposición B.1.4. Un grupo, es un semigrupo inverso con sólo un idempotente.

B.2. El orden parcial natural

Sean (X ,≤) un conjunto parcialmente ordenado y x, y ∈ X . Si el ı́nfimo de {x, y}, bajo la relación de orden ≤,
existe, lo denotaremos por x∧ y. Análogamente, denotamos el supremo de {x, y} (cuando esté existe) como x∨ y .
Una semirretı́cula inferior es un conjunto parcialmente ordenado en el cual cualquier par de elementos tiene un
ı́nfimo. Una semirretı́cula superior es un conjunto parcialmente ordenado en el cual cualquier par de elementos
tiene un supremo. Una retı́cula es una semirretı́cula inferior y superior.
Sean X y Y conjuntos parcialmente ordenados. Una función f : X −→Y espreservadora de orden si a≤ b implica
f (a)≤ f (b), para cualquier a, b ∈ X .
Definimos un orden parcial, ≤, sobre el semigrupo inverso S. Sean s, t ∈ S:

s≤ t si, y sólo si, s = te

para algún idempotente e. Este orden definido es llamdo el orden parcial natural sobre S .
Tenemos los siguientes resultados.

Proposición B.2.1. Sea S un semigrupo inverso.

(1) La relación ≤ es un orden parcial sobre S .

(2) Para cualesquiera idempotentes e, f ∈ S: e≤ f si, y sólo si, e = e f = f e .

(3) Si s≤ t y u≤ v entonces su≤ tv .

(4) Si s≤ t entonces d(s)≤ d(t) y r(s)≤ r(t) .

(5) E(S) es una semirretı́cula inferior .
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El siguiente resultado ofrece diferentes caracterizaciones con respecto al orden parcial natural sobre S .

Proposición B.2.2. Sea S un semigrupo inverso. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) s≤ t .

(2) s = f t para algún idempotente f .

(3) s−1 ≤ t−1 .

(4) s = r(s)t .

(5) s = td(s) .

B.3. Grupoides

Iniciaremos está sección retomando una definición en la teorı́a de semigrupos inversos. Para un estudio posterior
sobre grupoides el lector puede consultar los siguientes textos: [10] y [6]

Definición B.3.1. Sea S un semigrupo inverso. Definimos un producto parcial · sobre S. Sean s, t ∈ S, el pro-
ducto restringido s ·t existe unicamente cuando s−1s= tt−1 , en cuyo caso es igual a st. Ası́ s ·t existe precisamente
cuando d(s) = r(t) .

Lema B.3.2. Sea S un semigrupo inverso. Si s · t existe entonces d(s · t) = d(st) = d(t) y r(s · t) = r(st) = r(s)
para cualquier s, t ∈ S .

El producto restringido es importante debido a que permite generar de cada semigrupo un subyacente grupoide.
Categorı́as son usualmente consideradas como categorı́as de estructuras con morfismos. Sin embargo, pueden tam-
bién ser consideradas como estructuras algebraicas no diferentes de grupos y anillos, con la excepción de que la
operación binaria es únicamente definida de manera parcial. A continuación definimos categorı́as desde un punto
de vista puramente algebraico, cabe mensionar que esta definición es equivalente a la definición A.1.2 .

Definición B.3.3. Sea C un conjunto equipado con una operación parcial la cual denotaremos por · ó por
concatenación. Si x, y ∈ C y el producto xy está definido, lo denotamos por existe xy. Un elemento e ∈ C es
llamado una identidad si, existe ex e implica ex = x y existe xe e implica xe = x. El conjunto de identidades de
C es denotado por C0 . El par (C, ·), o simplemente C, se dice que es una categorı́a si satisface los siguientes
axiomas:

(1) x(yz) existe si, y sólo si, (xy)z existe, en cuyo caso son iguales.

(2) x(yz) existe si, y sólo si, xy y yz existen.

(3) Para cualquier x ∈C existen identidades e y f tales que existe xe y existe f x .
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Como consecuencia del axioma (3), las identidades e y f están unı́vocamente determinadas por x.
Escribimos e = d(x) y f = r(x), donde d(x) es la identidad dominio y r(x) es la identidad rango. Observemos que
existe xy si, y sólo si, d(x) = r(y) .
Sean C y D categorı́as, entonces una función F : C−→ D es un funtor si

F (d(x)) = d (F(x)) y F (r(x)) = r (F(x))

para todo x ∈ C, y F(xy) = F(x)F(y) para todo x, y ∈ C, siempre que existe xy .

Definición B.3.4. Una categorı́a G es un grupoide si, para cualquier x ∈ G existe un elemento x−1 ∈ G tal que
x−1x = d(x) y xx−1 = r(x) .

Proposición B.3.5. Cualquier semigrupo inverso S es un grupoide con respecto a su producto restringido. A
este grupoide lo llamaremos el grupoide asociado de S .

Un grupoide con una identidad es un grupo. Un morfismo entre dos grupoides es un funtor. Los grupoides junto
con sus morfismos forman una categorı́a, la cual denotaremos por Grpd .

Definición B.3.6. Sean G un grupoide y≤ un orden parcial definido sobre G . Entonces (G,≤) es un grupoide
ordenado si satisface los siguientes axiomas:

(1) x≤ y implica x−1 ≤ y−1, para todo x, y ∈ G .

(2) Para todo x, y, u, v ∈ G, si x≤ y, u≤ v, existe xu y existe yv, entonces xu≤ yv .

(3) Sean x ∈G y e una identidad tal que e≤ d(x), entonces existe un único elemento (x|e), llamado la restric-
ción de x a e, tal que (x|e)≤ x y d ((x|e)) = e .

(4) Sean x ∈ G y e una identidad tal que e ≤ r(x), entonces existe un único elemento (e|x), llamado la cor-
restricción de x a e, tal que (e|x)≤ x y r ((e|x)) = e .

Un grupoide ordenado es inductivo si el conjunto parcialmente ordenado de sus identidades forma una semirreticula
inferior.

Proposición B.3.7. Sea G un grupoide ordenado.

(1) Si x≤ y, entonces d(x)≤ d(y) y r(x)≤ r(y) .

(2) Si x, y ∈ G, con x≤ y, d(x) = d(y) y r(x) = r(y), entonces x = y .

(3) Si x, y ∈ G y e ∈ Go tal que existe xy y e≤ d(y), entonces (xy|e) = (x|r ((y|e)))(y|e) .
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Sean G y H grupoides ordenados, con θ : G−→ H un funtor. Entonces θ es un funtor ordenado si para cualquier
g1, g2 ∈G tal que g1 ≤ g2 implica θ(g1)≤ θ(g2) . Si un funtor ordenado θ : G−→H es una inclusión de subcon-
juntos, entonces decimos que G es un subgrupoide ordenado de H.
Sean G un grupoide ordenado y A un subgrupoide ordenado de G. Entonces A es un subgrupoide ordenado normal
de G si satisface las siguientes condiciones:

(i) Go = Ao y para todo a ∈ A: d(a) = r(a) .

(ii) gag−1 ∈ A para todo g ∈ G y a ∈ A con d(g) = d(a) .

Definición B.3.8. Un prehomomorfismo es una función , θ : S −→ T , entre semigrupos inversos tal que para
cualquier s, t ∈ S, θ(st)≤ θ(s)θ(t).

El siguiente teorema implica que cualquier prehomomorfismo entre semigrupos inversos induce un funtor entre
sus grupoides asociados. La prueba se encuentra en [10], teorema 3.1.5 .

Teorema B.3.9. Sea θ : S −→ T una función entre semigrupos inversos. Entonces θ es un prehomomorfismo
si, y sólo si, preserva el producto restringido y el orden parcial natural. La compisición de dos prehomomorfismos
es un prehomomorfismo.

Semigrupos inversos junto con prehomomorfismos forman una categorı́a. El siguiente resultado prueba como el
producto usual puede ser reconstuido a partir del producto restringido y el orden parcial natural.

Teorema B.3.10. Sea S un semigrupo inverso.

(i) Sean s∈ S y e∈ E(S) tales que e≤ s−1s, entonces a = se es el único elemento de S tal que a≤ s y a−1a = e .

(ii) Sean s∈ S y e∈ E(S) tales que e≤ ss−1, entonces a = es es el único elemento de S tal que a≤ s y aa−1 = e .

(iii) Sean s, t ∈ S, entonces st = s′ · t ′, donde s′ = se, t ′ = et y e = s−1stt−1 .

Demostración. La demostracion se encuentra en el teorema 3.1.2 de [10] .

Proposición B.3.11. Sea S un semigrupo inverso. Entonces el grupoide asociado con S es un grupoide induc-
tivo con respecto al orden parcial natural.

Los grupoides inductivos asociados con un semigrupo inverso S son denotados por G(S).
Sean G un grupoide ordenado y g, h ∈ G tal que e = d(g)∧ r(h) existe. Denotamos por

g⊗h = (g|e)(e|h)

y llamamos al elemento g⊗h el seudoproducto de g y h .

Proposición B.3.12. Sea G un grupoide inductivo.

(1) (G,⊗) es un semigrupo inverso, el cual denotaremos por S(G) .

(2) G(S(G)) = G .
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(3) Para cualquier semigrupo inverso S, S(G(S)) = S .

Por último, el siguiente teorema relevante que se encuentra en [10], teorema 4.1.7 .

Teorema B.3.13 (Ehresmann-Schein-Nambooripad). La categorı́a de semigrupos inversos y prehomo-
morfismos es isomorfa a la categorı́a de grupoides inductivos y funtores ordenados, y la categorı́a de semigrupos
inversos y homomorfismos es isomorfa a la categorı́a de grupoides inductivos y funtores inductivos.
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