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Introduccion

Una de las ideas que persiguen las distintas homotopias abstractas es dar una axiomatica en categorias generales
de forma que se obtengan categorfas homotdpicas en el sentido de J. H. C. Whithead con la axiomaitica cldsica
para espacios topolégicos, donde partiendo de dicha categoria se establece una relacion de equivalencia (relacién
de homotopia) entre los morfismos (aplicaciones continuas) compatible con su composicién, de forma que se pue-
da crear la categoria cociente (categoria de homotopia) en el sentido descrito por S. MacLane en [12]. De esta
forma se obtiene una clasificacion de los objetos de la categoria (equivalencia de homotopias). Philip Higgins es
un pionero de la idea de usar grupoides en topologia, y de interpretar ideas de teoria de grupoides en terminos
topoldgicos. Una explicacidn de su trabajo se encuentra en su libro [6]. El enfoque de Higgins fue desarrollado por
Ronnie Brown en [4], en varias direcciones.

En [20] se introduce la nocién de homotopia para grupoides ordenados y se muestra que la teoria de homotopia
abstracta puede ser usada para definir una nocién conveniente de equivalencia homotdpica de grupoides ordenados
y por tanto de semigrupos inversos. También en [20], como una aplicacion de esta teoria, se demuestra un teorema
de homomorfismos de semigrupos inversos, el Teorema de Fibracién de Steinberg, el cual afirma que cualquier
funtor ordenado entre grupoides ordenados se factoriza en una ampliacién seguida de un funtor sobreyectivo es-
trella ordenado. Este teorema es una formulacién fuerte de un teorema bien conocido en topologia, el cual afirma
que cualquier funcién continua puede factorizarse en una equivalencia homotopica seguida de una fibracién. Se
demuestra que esta factorizacién es isomorfa a la construida por Steinberg en su ”Teorema de Fibracién”, original-
mente probado usando una generalizacion de categoria derivada de Tilson ([19]). La clasificacién de semigrupos
salvo isomorfismo es una proposicién mas realista que para grupos, porque los semigrupos son justamente mas
abundantes. Una situacién similar aparece en topologia, y como un resultado una nocién menos rigurosa es usada
para clasificar espacios topoldgicos, a saber, la equivalencia homotépica. En [20] se establece la estructura nece-
saria para definir el analogo de equivalencia homotdpica para semigrupos inversos y se redemuestra el Teorema de
Fibracién de Steinberg usando Unicamente ideas de teoria de homotopia

En el desarrollo de la teoria mencionada se aplican métodos de topologia algebraica a semigrupos inveros. Una
importante caracteristica de tal teoria, es que ésta no se desarrolla en la cateoria de semigrupos inveros sino en la
categoria de grupoides ordenados. Una definicién formal de un grupoide ordenado estd dado en [10], pero aproxi-
madamente es un grupoide en el sentido de teoria de categorias enriquecidas'. La cateoria de semigrupos inversos
es isomorfa a la categoria de grupoides inductivos, la contruccién se da en [10]. La existencia de tal isomorfismo
sugiere trabajar en la categoria de semigrupos inversos antes que en la de grupoides ordenados. Sin embargo, en
[10], Lawson argumenta que muchas construcciones que involucran semigrupos inversos pueden ser incluidas para
trabajar en la categoria mas grande de grupoides ordenados. Cualquier semigrupo inverso S puede ser considerado
como un grupoide ordenado con respecto a su producto restringido ([10], proposicién 3.1.4). De esta manera la
categoria de semigrupos inversos puede ser encajada en la categoria de grupoides ordenados. Asi [20] es una apli-

I'Se 1laman categorfas enriquecidas cuando el conjunto de morfismos de cada par de objetos es una categoria pequefia.



Introduccién

cacion del enfoque de grupoides ordenados a semigrupos inversos.

La cohomologia de semigrupos inversos fue introducida por Lausch [9], quien la utiliz6 para clasificar extensiones
de semigrupos inversos. En [11], Loganathan demuestra que la cohomologia de un semigrupo inverso puede ser
derivada como la cohomologia de una conveniente categoria pequefia. De manera independiente, J. Renault [16]
generaliz6 la cohomologia de grupoides a semigrupos inversos, de esta manera obtuvo una cohomologia diferente
a la de Lausch y Loganathan.

En esta tesis, siguiendo el enfoque de Loganathan, se muestra que se puede definir la cohomologia de un grupoide
ordenado G como la cohomologia de una conveniente categoria pequefia C(G), de esta manera se generaliza la
cohomologia de semigrupos inversos debida a Lausch y Loganathan. Finalmente se generaliza la cohomologia de
Renault de semigrupos inversos y se muestra que son tipos especiales de las extensiones ya construidas. De esta
manera se demuestra que los segundos grupos de cohomologia de Renault son subgrupos de los de Lausch. La tesis
se desarrolla de la siguiente manera. Con el objetivo de hacer lo mds autocontenido posible este trabajo, se agrega el
capitulo 1 y un apéndice, en los cuales se citan las definiciones y resultados necesarios concernientes a categorias,
categorias abelianas, semigrupos inversos y grupoides ordenados. En el capitulo 2 se muestra como calcular la
cohomologia de categorias pequefias. En el capitulo 3 se muestra que la cohomologia de un grupoide ordenado G
puede definirse como la cohomologia de la categoria pequefia C(G). En el capitulo 4 definimos las extensiones de
grupoides ordenados, definimos derivaciones y conjunto de factores, y se muestra que éstos clasifican extensiones.
En el capitulo 5 examinamos la cohomologia de Renault en un marco de los grupoides ordenados, demostramos
que sus extensiones son especiales y que tienen una transversal que preserva orden, de esta manera demostramos
que los segundos grupos de cohomologia de Renault son subgrupos de los grupos de cohomologia obtenidos por
Lausch.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene un caracter técnico, para un estudio mas profundo sobre los temas el lector puede consultar [3],
[51, [13] y [21]. De igual manera, para una mayor comprension de los conceptos que se presentan a continuacion

sugerimos al lector revisar el apéndice.

1.1. Funtores exactos

Sugerimos al lector revisar las definiciones de categoria, funtor, categoria abeliana, monomorfismo y epimorfismo
entre otras, todas ellas dispuestas en el apéndice.
Sea f: X — Y un morfismo en una categoria abeliana A. Dado otro morfismo g : ¥ — Z, podemos formar la

sucesion

X f Y i Z.

Diremos que tal sucesion es exacta en Y si ker(g) = img(f).
Supongamos que el morfismo f : X —> ¥ es un monomorfismo, como ker(f) : Ker(f) — X tiene la propiedad
Sfker(f) =0, entonces por la proposicién A.2.6, ker(f) = 0. Ahora consideremos el morfismo en A

u:0—X
cuyo dominio es el objeto cero, entonces u = 0. Luego por la proposicién A.2.8 coker(u) = 1x, lo cual implica
img(u) = img(0) = ker(coker(u)) =0.

Por lo tanto la sucesion

(e
e
h<

€s exacta.

Ahora supongamos que la sucesion

0 X ! Y

es exacta, entonces ker(f) =0. Si g: U — X es otro morfismo en A tal que fg = 0, existe una tnica factorizacién
¢ : U — Ker(f) de tal forma que ker(f)¢ = g. Luego 0¢ = g y por tanto g =0.

9



Capitulo 1. Preliminares

Asi que f es un monomorfismo en A.
En resumen hemos obtenido la siguiente caracterizacién de monomorfismos en una categoria abeliana, f € A es
un monomorfismo si, y sélo si la siguiente sucesion

0 X / Y
es exactaen X.
Dualizando:
f € A es un epimorfismo si y s6lo si la siguiente sucesion

X ! Y 0
esexactaen?Y.
Diremos que la sucesion

0 x— 1 .y & g 0

es una sucesion exacta corta si es exacta en cada uno de los objetos de la sucesion.
Notemos que si X es un subobjeto de Y y Z =Y /X, entonces f es monomorfismo, g es epimorfismo y gf = 0, por
tanto la sucesién

0 Xxc Y Y/X 0
€s una sucesion exacta corta.

Definicion 1.1.1. Sea F : A — B un funtor aditivo entre categorfas abelianas. Diremos que F es un funtor exacto
si preserva sucesiones exactas cortas.

Definicion 1.1.2. San A y B categorias abelianas y F : A — B un funtor aditivo.
Dada la sucesién exacta corta en A

0 X Y z 0

diremos que:
(1) F es exacto izquierdo si la sucesién

0 FX FY Fz

€s exacta.

(2) F es exacto derecho si la sucesién

FX rY rz 0

€s exacta.

Observemos que F es exacto precisamente cuando es exacto izquierdo y exacto derecho.

10



1.1 Funtores exactos

Proposicion 1.1.3. Sea F : A — B un funtor aditivo entre categorfas abelianas. F es exacto izquierdo si

siempre que la sucesion

0 X Y z
es exacta en A, la sucesion
0 FX FY FZ
es exactaen B
Demostracion. Si la sucesion
0 X 4 Y v z

es exacta en A, u es monomorfismo y img(u) = ker(v). Por tanto la sucesién

coimg(v
0 X “ Y s() Coimg(v) ——— 0

es una sucesion exacta corta en A. Luego

Fcoimg(v
0 FX Fu FY s() FCoimg(v)

es una sucesion exactaen FX y FY, es decir
img(Fu) = ker (Fcoimg(v)).
Por otra parte
v =img(v)coimg(v),
donde img(v) es un monomorfismo en A, entonces

ker(Fv) = ker (F (img(v)coimg(v)))
= ker (Fimg(v)Fcoimg(v)) ,

y Fimg(v) es un monomorfismo en B. Luego
ker (Fimg(v)Fcoimg(v)) = ker (Fcoimg(v)) .
Por tanto
ker(Fv) = ker (Fcoimg(v)) .
De aqui que

img(Fu) = ker(Fv).

11



Capitulo 1. Preliminares

La proposicién anterior puede ser dualizada para referirse a funtores exactos derechos. Ademads algunos textos,
como: [18] o [3] definen los funtores exactos izquierdos como aquellos que preservan sucesiones exactas del tipo

0 A B D.

Sin embargo esta definicién es equivalente a la definicién 1.1.2 dada anteriormente.

Proposicion 1.1.4. Sea A una categoria abeliana, entonces:
Para todo X € A: A(X,—) es un funtor exacto izquierdo.

Demostracion. (1) Sea X € A . Comencemos mostrando que el funtor A(X, —) : A — Ab es aditivo.
Sean f:U —V y g:U — V elementos de A(U,V), entonces

AX,f+g):Ab(X,U) — Ab(X,V)
es un homomorfismo de grupos abelianos de tal manera que si & € Ab(X,U),

AX,f+g)(h)=(f+g)h
= fh+gh
=AX,f)(h)+AX,g)(h).

Consideremos la siguiente sucesion exacta corta en A:

0 X f X, & X3 0.

Como f es monomorfismo y A(X,—) preserva monomorfismos ([2], proposicién 2.9.4), la sucesién
00— AX X)) ———AX, X))

es exactaen A(X,X)). Resta probar que Ker(A(X,g)) =Img(A(X, f)), donde Ker(A(X,g)) ={u € A(X,Xz) : gu=0}.
Siu € Ker(A(X,g)), gu =0, lo cual implica la existencia de un tnico morfismo ¢ : X — Ker(g) tal que u =
ker(g)9, es decir, u = img(f)o.

Como f es monomorfismo, existe un dnico isomorfismo v : Img(f) — X; tal que img(f) = fy. Asi que
u=f(yo),esdecir, u = A(X, f)(y¢). Por lo tanto u € Img(A(X.f)) .

Si ahora suponemos que u € Img(A(X, f)), existe v € A(X, X)) tal que fv =u. Ya quef es monomorfismo

S =img(f) entonces fy = ker(g), es decir, gfw =0y ¥ es isomorfosmo por tanto gf = 0, con ésto podemos
garantizar que u € Ker(A(X,g)).

De manera similar se garantiza que el funtor representable A(—,X) es exacto derecho (recordar que el funtor
A(—,X) manda epimorfismos en monomorfismos). 0

1.2. Complejos

A continuacién estudiaremos sucesiones de morfismos de la forma

X / Y & Z

sobre una categoria abeliana A de tal manera que gf = 0 pero no necesariamente es exacta en Y.

12



1.2 Complejos

Observacion 1.2.1. Si gf = 0, g(img(f)coimg(f)) = 0, donde coimg(f) es un epimorfismo, gimg(f) = 0,

por lo cual existe una tnica factorizacién h tal que img(f) = ker(g)h. Y como img(f) es monomorfismo, & es
er(g)

Img(f)

monomorfismo; por lo cual podemos formar el objeto cociente

Para tener una mayor perspectiva, la siguiente definiciéon puede ser comparada con la deficién 1.9.1 en [13]

Definicion 1.2.2. En una categorfa abeliana A, un complejo de cocadena C* es una sucesién de morfismos y
objetos

..c! d”! cO &’ c! d' c?...

donde para cualquier n € Z : d"*'d" = 0.
Los morfismos d" : C" — C"*! son llamados diferenciales u operadores borde (frontera). Notemos que la sucesién
anterior no necesariamente es exacta. Una forma de medir como un complejo es exacto en cada objeto C" es a

través de Ker(d")
er
H'(C*) = ————
() Img(dn—1)’

el n—ésimo objeto de cohomologia del complejo de cocadena C* .

Retomando lo que se hizo al inicio de la seccion, la definicién del concepto, objeto de cohomologia, se puede

visualizar mejor con el siguiente diagrama conmutativo:

__.Cnfl dn_l Cn dn Cn+1
comste N ms@
Img(dn_\l) ker(d")
~ _h
IR ker(h)
K n
Ker(r) 2T, _Ker(d”)

Img(d=1)"

En el diagrama anterior. Si suponemos que para algun n € Z, H"(C*) = 0, entonces el morfismo

Ker(d")

h): K " —
coker(h) : Ker(d") — Tmg(@ 1)

es igual al morfismo cero, luego como A es monomorfismo, & = ker(coker(h)) y por tanto h = 1 Ker(an) ([3], proposi-
cién 1.1.8). Asi img(d"~') = ker(d"). Por tanto el complejo de cocadenas es exacto en C".
En base a lo anterior, podemos afirmar que C* es exacto siy s6losi Vn € Z : H"(C*) =0.

Si C* es un complejo y C" = 0 para cada n < 0, entonces C*® es llamado un complejo positivo. Si C" = 0 para cada
n > 0, etonces C* es llamado un complejo negativo.

El concepto dual de complejo de cocadena es complejo de cadena, una sucesion de objetos y morfismos en una
categoria abeliana A:

d. d d
Co= . ! Co ° ¢ Lo

13



Capitulo 1. Preliminares

donde d,d,+1 = 0 para cadan € Z.

Definicion 1.2.3. Sean C* y D* dos complejos de cocadena definidos sobre la categoria abeliana A. Un

morfismo de complejos cocadena o aplicacion de cocadena
u:C*—D*
es un conjunto de morfismos indexado en Z
(W": C" — D") ez,

de tal manera que paratodo n € Z : dju" = "“dg.

Los complejos de cocadena sobre una categoria abeliana A junto con sus morfismos forman una categoria la cual
denotaremos por Ch(A).

Proposicion 1.2.4. Si A es una categoria abeliana, Ch(A) es una categoria abeliana.
Demostracion. Comenzamos definiendo el complejo cocadena cero:
0° = et sl ont2 ..

donde para todo n € Z : 0" = 0 (0 es el objeto cero en A). Entonces por su forma, 0° es el objeto cero en Ch(A).
Si no existe confucién denotaremos 0° = 0.

Ahora consideremos dos complejos de cocadena C*yD*® € Ch(A). De manera puntual construiremos el producto
de C*y D*®* en Ch(A).

Para cadan € Z, (C"[[ D", mcn, pn) es el producto de C"y D". Entonces dada la siguiente terna

(110, dgiln'cnq , d5" 1 7tp,-1), implica la existencia de un tnico morfismo:
dn—l . Cn—l HDn—l " HDn

tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

Cn—l cr

T n—1 T
Cnfll—Ianl _ 7d7 _ >_C"HD”

anl D}'L\L .

_.Cn—l c" Cn+ll
~~C”_1HD”_1 _ énili _ >_an[Dn _ ﬁlnf >Cn+1HDn+1
._Dn—l DJ/n Dn+l

14



1.2 Complejos

podemos implicar la existencia de un inico morfismo

he Cn—lHDn—l *)Cn—kl HDn+1

tal que Zioni1h = dpde ' ign 1 = 0.
En base al diagrama anterior, notemos que d"d"~! y el morfismo cero también satisfacen la misma condicién de

unicidad de , por lo cual d"d"~! = 0. Por tanto hemos formado el complejo de cocadena:

d”71 Cn HDn dl‘l

C.HD.: .“Cnleanl Cn+lHDn+l

Por la construccion puntual del complejo definido arriba, se implica que C*[]D® es el producto de C* y D°®. De
manera similar se construye el coproducto de dos objetos en Ch(A) .

Pasemos a construir el kernel de un morfismo de complejos de cocadena definidos en A. Sea u : C* — D*® un
morfismo en Ch(A). Definimos el kernel de u de manera puntual, es decir, ker(u) = (ker(u")),cz, mientras que
el objeto kernel

dln(fl d"

Ker(u)* = - Ker(W"™!) —————— Ker(u") S S Ker(u ,

n+1)

donde cada diferenciacién se obtiene usando la propiedad universal del kernel. De manera similar se construye el
cokernel del morfismo u.

Sea u: C* — D* un monomorfismo en Ch(A), debemos mostrar que u es el kernel de su cokernel. Dada la con-
struccién puntual del kernel, bastara demostrar que para todo n € Z : u" es un monomorfismo.

Como u es monomorfismo en Ch(A), ker(u) = 0 y por tanto ker(u") = 0 para cada n € Z. Luego u" es un
monomofismo en A para cada n € Z. Similarmente, si v: C* — D*® es un epimorfismo en Ch(A), v es el cokernel
de su kernel. ]

Proposicion 1.2.5. Sen C* y D* complejos de cocadena sobre una categoria abeliana A y u : C* — D® un
morfismo de complejos.

Para toda n € 7Z, existe un morfismo

H"(u) : H"(C) — H"(D)

en A, el cual genera un funtor H" : Ch(A) — A.

15



Capitulo 1. Preliminares

Demostracion. Para n € Z tenemos el siguiente diagrama:

coker(h)
> Ker(d") ———— = H"(C)
ker(d")
cr d" Cn+1 .
un—l u" Mn+1
s—1 .
._anl ]n D" ]n Dn+1 .
ker(j")
Img(j7) — — — — - > Ker(j") —— = H"(D),
g(j" ) r (J") coker(D) (D)

donde j"u"ker(d") = u"*'d"ker(d") = 0, lo cual implica la existencia de la factorizacién
a: Ker(d") — Ker(j")

tal que ker(j")a = u"ker(d").

Por otra parte

coker(j" Nu"img(d" ") coimg(d" ) = coker(j" N u"d" !
_ Coker(jn—l)jn—lun—l

=0,
lo cual implica que

(coker(j”fl)u"img(d’“l))coimg(d"fl) =0
luego

coker(j" N uimg(d" 1) =0.

Por tanto existe un dnico morfismo
b: Img(d" ") — Img(j" 1)

n—1

tal que img(j"~')b = u"img(d" ).

16



1.2 Complejos

Notar que ah = h'b por que

ker(j")ah = u”img(d"fl)
= img(j"")b
= ker(j")W'b.

Luego

(coker(h')a) h = coker(h')h'b
=0.

Por tanto existe un tnico morfismo
H"(u): H'(C) — H"(D)
tal que H" (u)coker(h) = coker(h')a.
Para n € Z definimos el funtor
H": Ch(A) — A

de la siguiente manera:
Para cada objeto C* € Ch(A) : H*(C*) = H"(C).
Para cada morfismo u : C* — D* € Ch(A) : H"(u) : H"(C) — H"(D) es el morfismo que se dedujo arriba. [

Definicion 1.2.6. Sean A una categoria abeliana 'y u,v: C* — D® morfismos en Ch(A). Una homotopia s de

u a v es un conjunto de morfismos Z-indexado,

(s":C" —>D”")nez

tal que para cualquier n € Z,

d{t)flsn +Sn+ldg~ =yt =",

Si s es una homotopia de u a v la denotaremos por s : u >~ v.

Definicion 1.2.7. Seau: C* — D* un morfismo de complejos sobre una categoria abeliana. u es una equivalencia
si existen un morfismo % : D®* — C*® y homotopias s: uu >~ l¢ce , t : uti >~ 1pe.

Si tal equivalencia existe, diremos que C* y D*® son homotdpicos.

Proposicion 1.2.8. Sean u,v: C* — D* morfismos en Ch(A), donde A es una categorfa abeliana. Si existe
una homotopia s : u >~ v, entonces

H"(u) = H"(v) : H'(C) — H"(D).

17



Capitulo 1. Preliminares

Demostracion. Comencemos probando la aditividad del funtor H". Sean u,v : C* — D*® morfismos en Ch(A),
entonces u—+v: C* — D® también es un morfismo en Ch(A). Denotaremos por

a: Ker(d") — Ker(j")

al inico morfismo con la propiedad
(u" +v")ker(d") = ker(j")a. (1)
Similarmente para u y v existen las factorizaciones respectivas

a, : Ker(d") — Ker(j")
ay : Ker(d") — Ker(j"),

tales que

u"ker(d") = ker(j")ay (2
Viker(d") = ker(j")ay . 3

De (1),(2) y (3) podemos implicar que

a=a,+a,.

El morfismo

H"(u+v): H'(C) — H"(D)
es unico con la propiedad

H"(u+v)coker(h) = coker(h')a
Mientras que los morfismos

H"(u): H"(C) — H"(D) y H"(v): H"(C) — H"(D)

tienen respectivamente la propiedad

H"(u)coker(h) = coker(h')a,
H"(v)coker(h) = coker(h)a, ,

lo cual implica que

(H"(u) +H"(v)) coker(h) = coker(h')a, + coker(h)a,

= coker(h)a.

18
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Por lo tanto H" es un funtor aditivo.

Ahora supongamos que existe s talque

S U=y,

Para concluir la demostracién bastara probar H" (u —v) =0.
El morfismo a : Ker(d") — Ker(j") es tnico con la propiedad

ker(j")a= (u" —Vv*")ker(d"),
donde
(u" —v"ker(d") = j"~ s ker(d")
= ker(j")H coimg(j"~1)s"ker(d").
Luego
a = hcoimg(j"~1)s"ker(d") .

Por otra parte
H"(u—v): H"(C) — H"(D) tiene la propiedad

H"(u—v)coker(h) = coker(h')a,

es decir,
H"(u— v)coker(h) = coker(h')H coimg(j"~')s"ker(d")
=0.
Por tanto
H"(u—v) =0.

O

Decimos que un complejo C* es contraible si es homotdpico al complejo 0°, eqivalentemente, C* es contraible si
1ce =~ 0. Asi C*® es contraible si existe una homotopia s = (s"),,cz tal que d"~!s" +s"1d" = 1cn.

Proposici(’)n 1.2.9. Sea A una categoria abeliana, si C* € Ch(A) es contraible entonces C* es exacto.

Demostracion. Si C*® es contraible, 1¢+ ~ 0. Por tanto las imagenes bajo el n-ésimo funtor de cohomologia son
iguales, es decir,

H"(1¢+) = H"(0).
Esto implica que
H"(C) =dom(H"(1¢+))
=dom(H"(0))
— H"(0)
=0.
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1.3. Resoluciones

Para la siguiente seccion se pueden consultar més detalles en [S5] y [14].

Definicion 1.3.1. Sea C una categoria abeliana.
(1) Si I es un objeto en C, decimos que I es inyectivo si, para cualquier monomorfismo m : A’ — A y cualquier

morfismo u : A’ — I, existe un morfismo v : A — I (no necesariamente tnico) tal que vm = u.

m

0 A A

1

(2) Si P es un objeto en C, decimos que P es proyectivo si para cualquier epimorfismo e : B — B’ y cualquier
morfismo g : P — B’, existe un morfismo f : P — B (no necesariamente dnico) tal que ef = g.

P

Definicion 1.3.2. Una categoria abeliana A tiene suficientes inyectivos si, para cualquier objeto X € A existen
un inyectivo / y un monomorfismo X — I. En otras palabras, una categoria abeliana tiene sufecientes inyectivos
si cualquier objeto es un subobjeto de algun inyectivo.

Una categoria abeliana A tiene suficientes proyectivos si, para cualquier X € A existe un proyectivo P y un epimor-
fismo P — X. Equivalentemente, A tiene suficientes proyectivos si cualquier objeto en A es el objeto cociente de
algun proyectivo.

Observacion 1.3.3. La definicién anterior se puede establecer de manera general para cualquier categoria ([2],
definicion 4.6.5).

Proposicion 1.3.4. Sean A una categorfa abeliana y C una categorfa pequefia. Si A es completa y tiene sufi-
cientes inyectivos, A€ tiene suficientes inyectivos.

En general toda categoria abeliana es finitamente completa y finitamente cocompleta ([3], proposicién 1.5.3). Sin
embargo existen categorias abelianas que son completas y/6 cocompletas, por ejemplo Ab es ambas, completa y
cocompleta ([2], ejemplo 2.8.6), también Modgr es completa y cocompleta ([2], teorema 2.8.1 , ejemplo 2.1.7.c,
ejemplo 2.4.6.a y ejemplo 2.4.6.d) .

Demostracion. Fijemos K un objeto en C. Definimos los funtores

K AC — A
H — HK
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k.:A — AC
Definido en objetos: Para A € A,

kA:C — A
C — HA

C(C.K)
a—CG — [l a— ] 4
C(C1.K) C(C2.K)
Definido en morfismos: Para el morfismo en A,
A1 — A2 s
se define el morfismo en AC:
kAl = k. A>

para cada C € C:

H Al — H Ao
C(C,K) C(C,K)

En la definicién del funtor k,.A respecto a morfismos usamos la propiedad universal del producto H A.Dela
C(Cy,K)
misma forma para definir cada una de las componentes de la transformacién natural k.A; = k,.A;. Como A es

una categoria completa, tiene sentido la definicién del funtor &, .
A es una categoria abeliana, entonces A es finitamente completa y finitamente cocompleta ([3], proposicion 1.5.3),
por lo cual para cualquier sucesion exacta corta en AC,

0 F o G ¢ H 0,

Qg es monomorfismo y @ es epimorfismo, ésto para todo K € C ([2], corolario 2.15.3), también
ker(9) = img(a)
implica que
Para todo K € C, ker(¢)x = img(at)k .
Por tanto para cualquier K € C:

(09
0 FK S S 0,

es una sucesion exacta corta, es decir, el funtor K es exacto.

Ademds K* - k. , debido al siguiente isomorfismo natural en cada una de las variables.
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ParaAc Ay H € A,

Oar : AC(H k.A) — A(K*H,A)

o:H= kA— m, 0,
donde

me: ] A—A,
C(K,K)

es la proyeccion respecto al indice 1x € C(K,K).

Asi podemos implicar que k, preserva inyectivos ([5], proposicion 6.3).
Ahora si F es un objeto en A€, para cada K € C se elige un inyectivo Ix € A y el correspondiente monomorfismo

FK — Ix en A. Por lo cual tenemos el siguiente conjunto de objetos inyectivos en A©

(k*IK)KeC-

Siendo A€ una categoria completa ([2], teorema 2.15.2), existe

I kik,

KeC

el cual es un objeto inyectivo en A€ (5], proposicién 6.1). Usando la propiedad universal del producto, existe un
monomorfismo en AC,

F= ][] kk.
KeC

O

Observacion 1.3.5. Dada cualquier categoria pequefia C, la categoria Ab® es una categoria con suficientes

inyectivos.

Definicion 1.3.6. Una resolucion proyectiva de A € A, donde A es una categoria abeliana, es una sucesién

exacta

d d
b 2 Py : Py £ A 0

en la cual cada P, es un objeto proyectivo en A, y la denotaremos por :

P.*g>A.

Una resolucion inyectiva de A € A, donde A es una categoria abeliana, es una sucecion exacta

d 1
0 A 6 10 0 I d I

en la cual cada I/ es un objeto inyectivo en A, y la denotamos por :

()

A——1°.

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Comparacion para Resoluciones Inyectivas.
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Teorema 1.3.7. Sean
1)

A——1°
una resolucién inyectiva de un objeto A en una categoria abeliana Ay f : B — A un morfismo en A.
Para cualquier sucesion exacta

n n & e!

B—>E*=0 B EY E! E? ...

existe un morfismo de cocadena f* : E* — I* que extiende a f en el sentido de que
0
6f=rm.
El morfismo £~ es tinico salvo homotopia.

Demostracion. En base a las hipdtesis tenemos el siguiente diagrama:

0 B n ol " E! e! E? ...
f
0 1
0 A 6 I d I d ...

Como I° es objeto inyectivo y 1 : B — E® es monomorfismo, existe f° : EO — I° tal que

f'n=36f.
Implicamos
d’f'n =0,
donde 7 se descompone de manera tnica
n = img(n)coimg(1n).
Entonces
d°f° (img(n)coimg(n)) =0.
Como coimg(n) es epimorfismo,
d°fOimg(n) =0
y por tanto
d®fker(e®) = 0.
Dado que coimg(e”) = coker (ker(e")), existe un tinico morfismo
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h: Coimg(e®) — I'

tal que d° f° = hcoimg(e®) .

Ahora, tenemos un monomorfismo
img(e®) : Coimg(e®) — 1",
y el morfismo
h:Coimg(e®) — I'.
Como I! es inyectivo, existe el morfismo
LBl — 1

tal que = flimg(e°).

Por tanto

fe® = flimg(e®)coimg(e?)
= hcoimg(e®)
=d’f°.

De la misma manera como se construyé f! se construyen los demds f’, para i > 2. Por la forma de cada f7,i >0,
el conjunto de morfismos ( f i)o -; €s un morfismo de complejos cocadena de E® en I°.
Si denotamos f* = ( f")0 < probemos que £~ es tinico salvo homotopfa.

Supongamos que g* : E* — I* es otro morfismo cocadena tal que
Pn=25r.
Entonces
&= fOm=56f-5f=0
luego
(8% — £°)img(n)coimg(n) = 0
lo cual implica

0

(8" — f°)img(n)
y por tanto
(8° = f*)ker(e’) = 0.
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Como coimg(e®) = coker (ker(e°)), existe un tinico morfismo
7°: Coimg(e®) — I°

tal que g° — f° = Ocoimg(e®)

EO 60 1
Ker(e?) Coimg(e®)
P e
e
0
pt ! I
40

Por otra parte tenemos el monomorfismo
img(e°) : Coimg(e®) — E!
y el morfismo
7% : Coimg(e’) — I°,
donde I° es proyectivo. Entonces existe el morfismo

stEl— 10 tal que

jO=s'img(e?),

. 0
img(e
Coimg(e®) % E!
0
J
Sl
Il

luego
s'e = slimg(e®)coimg(e®)
= j%coimg(°)
0_ 70
=g —f.
Ahora construyamos el morfismo
s EY — 1!
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(8" = 1) —d"" | img(e")coimg(e®) = (' — )i
= (g"' = f1)e" = d° j°coimg(e”)
=(g' =" =d’ (- f°)
=(g' = e’ —(g' = 1)e

Esto implica que

y por tanto

Ademas,
. 1 _ 1
coimg(e') = coker (ker(e')) .
Asi, existe un inico morfismo
s 1 1
J :Coimg(e’) — 1
tal que
(¢' = f1)—d’" = j'coimg(e").

Esto implica la existencia del morfismo

s E*— T
tal que
Jt=simg(e")
luego
(g' = f1) —d%" = simg(e")coimg(e")
=s%e!.
Por tanto

1 = 2.
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Similarmente se construyen los demds s’ con i > 3. O

Dualizando el teorema anterior obtenemos el Teorema de Comparacion para Resoluciones Proyectivas.
Teorema 1.3.8. Sea A una categoria abeliana.

(1) Si A tiene suficientes inyectivos, cualquier objeto en A tiene una resolucién inyectiva. La cual es tnica salvo

homotopia de complejos de cocadena.

(2) Si A tiene suficientes proyectivos, cualquier objeto en A tiene una resolucién proyectiva, la cual es Unica

salvo homotopia de complejos de cadena.

Demostracion. Probemos (2). Sea A un objeto en A, entonces existen un objeto proyectivo Py y un epimorfismo
. Ph—A.
De igual forma para el objeto Ker(€), existen un objeto proyectivo P; y un epimorfismo
p1: P — Ker(e).

Denotamos por d = ker(€)p; .

1
P d Py £ A 0

k\ 448)

Ker(€)

De manera recursiva construimos la sucesion exacta

d d
P 2 P ! Py € A 0,

donde cada P; es un objeto proyectivo en A.
Para el objeto A € A hemos construido una resolucién proyectiva

=

P, ——A.

Supongamos la existencia de otra resolucién proyectiva de A,

8,

P.—A; y

mostremos que ambas resoluciones son homotdpicas.

Usando el teorema de comparacién para resoluciones proyectivas, existen morfismos de complejo cadena,

fo:Po— P,y
fl:P,—P,

los cuales extienden a

Ip:A—A.

Asi, 1p, y fifs son dos morfismos de complejo cadena que extienden a 14 e implicamos que 1p, y fifs son
homotdpicos. Similarmente 1p; y f, fo son homotopicos.

Por lo tanto las resoluciones proyectivas, P, y P, son homotdpicas. ]
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1.4. Funtores derivados

Definicion 1.4.1. Sean A y X categorias abelianas tal que A tiene suficientes inyectivos.

Sea F : A — X un funtor exacto izquierdo. Entonces los funtores derivados derechos de F son los funtores
RF:A—X, 0<i
los cuales, para cualquier objeto A € A con una resolucién inyectiva Unica, salvo homotopia,
A—13,

son definidos como:
Paratodai >0, R'F(A) = H (F(I})) .

Por otra parte, dado un morfismo f: A — B en A, donde A — I} y B — J son dos resoluciones inyectivas de
A'y B, respectivamente, existe un tnico (salvo homotopia) morfismo de complejos de cocadena f* : I§ — J3, el

cual extiende a f. Para cada i > 0, se define R'F sobre f como:
R'F(f)=H'(F(f*)).

En la definicién anterior usamos de manera implicita los dos tltimos teoremas, as{ como la proposicién 1.2.8.
En efecto, para mostrar que los funtores R'F estdn bien definidos en objetos supongamos que A € A tiene dos

resoluciones inyectivas
A—Iy y A—Ej},
entonces ambas resoluciones son homotopicas (teorema 1.3.8, (1)), es decir, existen
gL —Ey y h:Ef—1I

morfismos de complejos de cadena tales que, g*h® es homotépico a 1 E3Y h®g® es homotdpico a 1 -

Luego
H' (F(g°h*)) =H' (F(IE;)) ,
lo cual implica que
H' (F(g") ' (F(8*)) = 1))
Similarmente se obtiene que
H'(F(h*))H' (F(8")) = i(p))-
Por lo cual
H'(F(g%)) : H'(F(I3)) — H' (F(E}))
es un isomorfismo,

H' (F(I3)) = H' (F(E})) -
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Luego, R'F(A) no depende de la resolucién inyectiva de A.

Proposicion 1.4.2. Sean A una categorfa abeliana con suficientes inyectivos, X una categorfa abeliana y
F : A — X un funtor exacto izquierdo. Entonces

(1) Existe un isomorfismo natural ROF = F.

(2) SiA esinyectivoen A, paratodoi € @' : RF(A) =0

Demostracion. (1) Para A € A, tenemos uno resolucién inyectiva

0
0 A J 1 d ...
Como F es un funtor exacto izquierdo, el complejo de cocadena
0
0 A1t _pp_ FL _pp

es exacto en FIY, por lo cual:
img(F8) = ker(Fd®).
Esto implica que

FA = Img(F8) = dom (img(F §))

=dom (ker(FdO))
= Ker(Fd°).
Ademds
R(F)A=H’ (F(I}))
= Ker(Fd°),
por tanto
FA~RF(A).
‘o =NU{0}
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Veamos que este isomorfismo es natural. Sea f : A — B un morfismo en A consideremos el siguiente diagrama:

0
0 FA FI° Fd FI' ...
Ker FdO
|
Ff a\ Ff°
Ker Fe
0 FB FEY FE' ...
Fe°

donde a : Ker(Fd") — Ker(Fe®) es el morfismo mencionado en la proposicién 1.2.5, y tiene la propiedad:
ker(Fe®)a = F fOker(Fd").
Entonces

Ker(Fe®)a =2y = F fker(Fd®) =2,
=Ff'8
— SFf
= ker(Fe’) =3 F f,

lo cual implica que
ker(Fe®)a =, = ker(Fe®) =g F f
y por tanto
a2y == Ff.
(2) Sea A un objeto inyectivo en A. Podemos construir la siguiente sucesién exacta:

1 1
0 A A A 0 A A A

Como F es un funtor aditivo, obtenemos una sucesion exacta

1 1
0 FA FA FA 0 FA FA__ kA ...

Por tanto para cualquier i € @:
R'F(A) =0.

De manera dual podemos definir los funtores derivados izquierdos.
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Definicion 1.4.3. Sean A y X categorias abelianas tal que A tiene suficientes proyectivos. Sea F : A — B un
funtor exacto derecho. Entonces, los funtores derivados izquierdos de F son los funtores:

LF:A—X, 0<i,

los cuales, para un objeto A € A con una resolucién proyectiva P,, — A ,linica salvo homotopia, son definidos
como:
LiF(A)=H;(F(PR,)) ,para 0<i.

Dado un morfismo f: A — Ben A, donde
P,,—A y Qe —B

son dos resoluciones proyectivas de A y B, respectivamente, existe un morfismo de complejos de cadena, tinico
salvo homotopia,
fo . P oy > QOB

el cual extiende a f.
Se define

1.5. Objetos simpliciales
Definimos la categoria A que tiene por objetos todos los conjuntos finitos no vacios ordenados
[7] ={0,1,2,...,n}, para nc€w
y por morfismos las funciones monotonas no decrecientes, es decir, los morfismos
o : [n] — [m]

son funciones que satisfacen: a(i) < o(j) siempre que i < j.
La composicién de morfismos en A es la composicion usual de funciones.
Dentro de la categoria A existen morfismos que desempefian un papel importante.
Aplicaciones cara:
g:[n—1]—1n]; 0<i<n

Aplicaciones degeneracion:
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Estas funciones, satisfacen las siguientes reglas para la composicion:

E;& = ¢E&j si
nni = MiMj+1 s
nj& = &Mnj-y si
ni& = MNi&v1 =
n& = &-m; si

i<j
i<j
i<j
identidad
i>j+1

Lema 1.5.1. Cualquier morfismo o : [n] — [m] en A tiene una tnica epi-mono factorizacién o = €7, donde el

monomorfismo € es Unicamente una composicidn de aplicaciones cara

e€=¢g ... con0<ig <

y el epimorfismo 7 es Unicamente una composicion de aplicaciones degeneracion

..Silgm

n=nj...n,con0<j <---<jr <n.

Demostracion. La demostracion de este lema se encuentra en [21], lema 8.1.2.

O

Definicion 1.5.2. Si A es una categoria, un objeto simplicial X definido sobre A es un funtor contravariante de

Aen A, es decir,
X:A? — A

es un funtor covariante. Para simplificar la notacién, escribiremos las imagenes X, en lugar de X [n].

Similarmente, un objeto cosimplicial C definido sobre A es un funtor covariante

C:A—A

y escribiremos C" para C[n].

Observemos que la categoria A es pequeiia, por lo cual podemos formar la categoria AL cuyos objetos son pre-

cisamente objetos simplicial y cuyos morfismos son transformaciones naturales.

Por otra parte, si en la definicién anterior la categoria A = Con?, entonces X se llama conjunto simplicial 6 con-

Jjunto cosimplicial, segiin sea el caso. De igual forma si A = Modg 6 A = Ab, X se llama R-mddulo simplicial

(cosimplicial) 6 grupo abeliano simplicial (cosimplicial), respectivamente.

Proposicion 1.5.3. Sea A una categoria. Para dar un objeto simplicial A definido en A, es necesario y suficiente

dar una sucesion de objetos Ag,Ay, ... junto con morfimos d; : A, —> A1y G;: Ay —> Apy1 (i=0,1,...,n),los

cuales satisfacen las siguientes identidades simpliciales:

8,-8j = 8j_18,~ si i<j

0i0; = 0j110; si i<j
Gj;lai si
Jdic; = Identidad si
Gja,'_l si

Bajo estd correspondencia d; = Ag; y 0; = An);.

i< j
i=jéi=j+1
i>j+1.

2Con es la categoria de conjuntos y sus funciones, en algunos textos es donatada por Set
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Demostracion. La demostracion de esta proposicion se encuentra en [21], proposicion 8.1.3. (]

Considerando la proposicion anterior, un conjunto simplicial K es una sucesion de conjuntos K, n € ®, junto
con las funciones

di:Ky—K,1 y si:K,— K41 (0<i<n), (1.1)

las cuales satisfacen las siguientes condiciones:

(ss1) didj = dj_1d, si i<j

(SSZ) d,'Sj = Sj,1d,' si i<j

(s53) dis;j = Identidad si i=joi=j+1
(ss4) dis; = s;di si i>j+1

(ss5)  sisj = Sjp18i si i<

Los elementos de cada conjunto K,, son llamados n—simplices.
A continuacion describiremos dos ejemplos de conjuntos simpliciales.

Ejemplo 1.5.4. (1) Un conjunto simplicial formado por un conjunto parcialmente ordenado.
Sea X un conjunto parcialmente ordenado. Denotamos por PNer,(X) al conjunto de todos los arreglos ordenados
de n elementos de X.
Six € PNer,(X), escribimos
x=x <x<...<x).

Las aplicaciones cara d; : PNer,(X) — PNer,_1(X), 0 <i < n, omiten el elemento x; de x, es decir
di:(xi<xn<...<xp)r— @< <xo<xp <...<x).
Las aplicaciones degeneracion s; : PNer,(X) — PNer,;1(X) repiten el elemento x;, es decir,
sitx << <xp)r— < <<y <. . <x).
(2) El Nervio de una categoria. Sea C una categoria pequefia. Definimos Nerg(C) = Cp y
Ner,(C) ={(an,an—1,...,a1) : a; € Cyd(ai+1) =r(a;)} .

Ner,(C) es el conjunto de todas las n-sucesiones determinadas por elementos de C.

Las aplicaciones cara
dy,d) : Neri(C) — Nerp(C)

estan dados por:

di(a) =d(a)
Paran > 1y 0 <i <nlas aplicaciones cara
(an,an—1,-..,a2) si i=0
di: (an,an-1,...;a1) — § (an,@n-1,---,@ir1Gi,-..,a1) si i=1,...,n—1
(an,l,...,al) si i=n.
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Las aplicaciones degeneracion
s; : Ner,(C) — Ner,4+1(C)

estan dados por:

si: (an,an—1 ap) — (a@nsan-1,-..,a1,d(ar)) si i=0
L~ n n— . ‘
7 ’ 7 (arhanfla'"7r(ai)7ai7"'7a1) S1 l:l7...7}’l,

1.6. Construccion de complejos de cadena y cocadena a partir de objetos

simpliciales y cosimpliciales.

Veamos una forma alternativa para contruir complejos de cadena (cocadena) a partir de objetos simpliciales (cosim-
pliciales) definidos sobre alguna categoria abeliana.

Para una mayor referencia acerca de la sguiente proposicion el lector puede consultar [5] .

Proposicion 1.6.1. Un complejo de cadena estd asociado a cualquier objeto simplicial con valores en una
categoria abeliana C. Un complejo de cocadena estd asociado a cualquier objeto cosimplicial con valores en una
categoria abeliana C.

Demostracién. Consideremos el caso de objetos cosimpliciales. Sea F' : A — C un funtor covariante con valores
en una categoria abeliana C.

Denotamos por:
K"=Fin]; (n€ o),
entonces tenemos los morfismos:
Feg:K"— K" conie{0,...,n+1}.
Siendo C una categoria abeliana podemos definir para cualquier n € w el morfismo:
gl K" — KT

por



1.6 Construccién de complejos de cadena y cocadena a partir de objetos simpliciales y cosimpliciales.

Queremos mostrar que la sucesién de objetos en C, (K");; ¢ . junto con los morfismos (€)y ¢ ¢ forman un
complejo de cocadena, para ello es suficiente mostrar que:

ertlel =0.

En efecto tenemos que

n+2
egleg =Y (—-1)F¢;
Kk €k = j

=0
n+2n+1

_ZZ 1)/ F (¢€)

j=0i=

= Y (-)TF(ge) Y, (—1)/TF(gE).
0<i<j<n+2 0<j<i<n+l

En el primer sumando remplazamos j — 1 por i e i por j. Asi obtenemos:

grlep= ¥ (CUPEEE) - Y ()G
0<j<i<n+1 0<j<i<n+1
=— Y (-D)"F(ga)+ Y (-1)/TF(ge)
0<j<i<n+1 0<j<i<n+l
=0.

El siguiente desarrollo se basa en la proposicion anterior.
Considermos un objeto fijo A en la categoria de grupos abelianos Ab. Sean K un conjunto simplicial y el funtor
representable (A.1.4 5)

Con(—,A) : Con — Ab.
Componiendo los funtores, K y Con(—,A), obtenemos el grupo abeliano cosimplicial
Con(K—,A): A — Ab.
Simplificando la notacién, para cada [n] € A, denotaremos por

X"(K,A) = Con(K|n|,A) = Con(K,,A).

De igual forma para las funciones
di: Ky —K,, i€ {O,”.,n—%l}
tenemos la siguiente notaciéon

d" = Con(d;,A) : X"(K,A) — X" (K ,A)
f‘h—%‘fdp
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Capitulo 1. Preliminares

Luego definimos paran €

d": X"(K,A) — X"TH(K A)

por
n+1 )
=Y (-1)d,
i=0
esto es,
n+1
d"(f) =) (=1)'fd;
i=0

para f € X"(K,A).

Como consecuencia del desarrollo anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.6.2. Para cualquier grupo abeliano A y cualquier conjunto simplicial K,
d° d'
X*(K,A) = X'K,A) ———=X(K,A) — = X*(K,A) ---

es un complejo cocadena definido sobre Ab.
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Cohomologia de categorias

Para més detalles sobre estd seccidn el lector puede consultar [13], [21] .
Nota: En lo subsecuente daremos mayor relevancia a la cohomologia sobre la homologia. La justificacién es la

siguiente:
1. Seguiremos una linea paralela a ciertas ideas en la cohomologia de grupos.
2. En base a nuestros propdsitos es mds factible es uso de la cohomologia.

Existen variedades de problemas donde la cohomologia tiene una mayor importancia sobre la homologia, para mas
detalles sobre esta aseveracion el lector puede consultar el capitulo 21 de History of Topology editada por .M.

James.

Definicion 2.0.3. Sea G un grupo. Un G—mddulo A es un grupo abeliano A (en notacién aditiva), equipado con

una accion derecha por G para la cual las leyes distributivas se cumplen.

AXG—A

(a,8) —ra-g

tal que para calesquieraa,b €Ay g, h €G:

Un morfismo de G—mddulos
f:A—B
es un morfismo de grupos abelianos el cual preserva la accion de G, esto es, para cualquier g € G y cualquier a € A:
fla-g)=f(a)-g.
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Capitulo 2. Cohomologia de categorias

Notemos que los G—modulos y los morfismos de G—mddulos forman una categoria abeliana, la cual denotaremos
por G-mod.

De manera paralela al ejemplo 2.15.7.a, en [2]; podemos ver la categoria G-mod como una categoria de funtores.
Si A es un G—mddulo y consideramos el grupo G como una categoria, G, con un sélo objeto x y G(*,%) = G,
entonces se define el funtor:

A:G — Ab
*— A

f

¥ > *x—A—A

ar—ra-g.

Observemos que, debido al axioma (2) en la ultima definicién, el funtor A es contravariante.

Por otra parte si
F:G— Ab
es un funtor contravariante F* es un G—modulo bajo la accién

- FxxG— Fx

(a,g) — Fgla).
De manera mas concreta, el funtor:

¢ : G-mod —> AbS”
A3 A

f ~ 9

ALsB—A=LB

donde (¢ f). = f, es un isomorfismo de categorias. Por tanto

G-mod =2 Ab®” .

Ademas como la categoria Ab es una categoria abeliana, completa y con suficientes inyectivos, entonces G-mod &
op , . . . . . , .
Ab®" es una categoria abeliana, completa y con suficientes inyectivos. Este tipo de categorias (abelianas con su-

ficientes inyectivos) representan el mejor lugar para hacer algebra homolégica.

Pasemos a definir un funtor exacto izquierdo de la categoria AbS” ala categoria Ab. Si A es un G—mddulo,
definimos

AS={a€cA: a-g=a, paracualquier g € G}

el cual es el conjunto de invariantes de A ante la accién de G. Observemos que A® es un subgrupo de A. Por otra

parte si

f:A—B
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es un morfismo de G—mddulos, f induce un morfismo de grupos abelianos:
f9:A% — BC
a— f(a).

En efecto, para cualquier a € A®, f(a) es invariante ante la accién de G. Si g € G:

fla)-g=fla-g) = f(a).

Con lo anterior queda definido el funtor
(—)¢ : AbS” — Ab.

Mostremos que este funtor es exacto izquierdo. Sean f,h: A — B morfismos de G—mddulos y a € A, entonces

(f+h)°(a) = (f+h)(a)

= f(a) +h(a)
— £9(@)+h%(a).
Por lo tanto (—)C es un funtor aditivo.
Ahora sea
0 A / B L C 0

I3 op I3
una sucesioén exacta corta en Ab®” . Veamos que la sucesion en Ab

i KO

0 A¢ B¢ c¢

es exacta.
Notemos que como f es monomorfismo, /¢ es monomorfismo, por lo tanto basta probar que

Ker(i%) = Img ()

Sea b € Ker(hY), entonces h%(b) = 0 y por tanto h(b) = 0. Esto implica que b € Ker(h) = Img(f). Luego existe
a€Atalque f(a) =b.

Si g € G, entonces f(a-g) = f(a)-g=b-g=b= f(a) y por ser f monomorfismo, a-g = a. Asi que a € A® y
f(a) = blo cual implica que b € Img(f°).

Si ahora b € Img(f9), entonces existe a € A® tal que f°(a) = b. Ademds, por la forma en como se defini6 (¢,

Img(f°) C Img(f) = Ker(h),

por tanto i(b) = 0. Por otra parte si g € G, entonces b-g = fC(a)-g = f(a)-g = f(a-g) = f(a) = b, es decir,
b € BC. Esto implica que b € Ker(h®).
Asi tenemos un funtor exacto izquierdo:

(=)¢: AbE”" — Ab

cuyo dominio es una categoria abeliana con suficientes inyectivos. Si A es un G—mddulo, existe una resolucién
inyectiva

A—1Iy.
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Capitulo 2. Cohomologia de categorias

La imagen de la sucesién I3 bajo el funtor (—)Y es un complejo de cocadena definido en Ab al cual le podemos
calcular sus grupos de cohomologia.
Asi definimos

H"(G,A) =R"(—)%(A)

como el n—ésimo grupo de cohomologia de G con coeficientes en A.
Recordando el isomorfismo natural de la proposicién 1.4.2 (1):

obtenemos que

H°(G,A) =AY,

Los siguientes resultados nos seran titiles para poder hacer generalizaciones.
Si G es un grupo y A es un grupo abeliano, podemos definir una accién trivial de G sobre A de la siguiente manera

AXG—A

(a7g) '—>a7
es decir,
a-g=a.

Al resultante G—mddulo bajo la accién trivial lo denotaremos por TA .

Por otra parte, si

h:A—B

es un homomorfismo de grupos abelianos, podemos inducir un homomorfismo de G—mddulos de la siguiente

forma

Th:TA—TB

a+— h(a).
Con lo anterior hemos construido un funtor:
T :Ab — AbS”.
Observemos que para el grupo abeliano A, todos los elementos de TA son invariantes ante la accién de G, esto es
(TA)C =A.
El resultado anterior, para cualquier A € Ab: (TA)® = A, es el argumento principal para poder afirmar que
T4(-)°
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Veamos esto. Usando la definicién A.1.21, de funtor adjunto, 7 - (—)G si existe una transformacion natural
n:lap = (—)°T

tal que para cualquier objeto A € Ab, (TA,1,) es la reflexién de A a lo largo de (—)© . Probemos esto.

Sea A € Ab, definimos la transformacién natural
n:lap = (-)°T
por
Na=1a.
Notemos que en la definicién de la transformacién natural 1) se usa de manera implicita (TA)® = A .

Mostremos que (TA,74) es la reflexién de A a lo largo de (—)¢ .
Sean M € AbS” y m: A — M® un homomorfismo de grupos abelianos.

Definimos el morfismo

m:TA— M

a— m(a).

Sig e G,

con esto mostramos que m’ es un morfismo de G—mdédulos. Ademds por la forma en como se definié 7/, éste es
el tnico morfismo con la propiedad

(M), =m.

En AbS” En Ab



Capitulo 2. Cohomologia de categorias

Por tanto T - (—)¢

Ab.

Ademds, las siguientes proposiciones son equivalentes (teorema A.1.22):
(1) T es adjunto izquierdo a (—)° .
(2) (—)¢ es adjunto derechoa T .

(3) Para cualquier A € Ab y cualquier M € AbC” | existe un isomorfismo natural:
Ab(A, M%) = AbS” (TA,M) .
Usamos el tercer enunciado y sustituimos A por el grupo de enteros Z con la G—accidn trivial, entonces
AbS”" (Z,M) = Ab(Z,M).

Por otra parte, mostremos que el funtor Ab(Z, (—)%) es naturalmente equivalente al funtor (—)S . Sea B € AbS”,
definimos los homomorfismos de grupos abelianos

¢p : Ab(Z,B%) — B¢

m+— m(1)

wp : B — Ab(Z,B°)

b+— yp(b) :n+—nb,
los cuales satisfacen:

WB‘PB = lAb(Z,BG)

OpYB = lpc.

Ademés, si f: By — B, es un morfismo de G—mddulos tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

5,

By Ab(Z,Bf) ———— B}
f fe

o _ I G

B, Ab(Z,BY) ———— BY.
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2.1 Cohomologia de categorias

Sea m € Ab(Z,B%), entonces
¢p, :m+—>m(1)
implica que
£Oim(1) i € (m(1)) .
Por otra parte
Ab(Z, ) :m+— fm
implica que
98, : fOm— (fOm)(1).
Por lo tanto

(fOm)(n) = 9 (m(1)) .

Hemos demostrado que:

Por tanto, para cualquier G—médulo M:
AbS”" (Z,M) = Ab(Z,M%) = MC.

Asi obtenemos el siguiente resultado.
Proposicion 2.0.4. El funtor exacto izquierdo (—)€ es naturalmente isomorfo a Ab®” (Z,—) .

2.1. Cohomologia de categorias

2.1.1. Definicion del funtor de cohomologia

En esta seccion generalizaremos la cohomologia de grupos para obtener una cohomologia de categorias.
Si J es una categoria pequefia podemos formar la categoria de funtores Ab?. Como Ab es una categoria abeliana
completa, Ab? es una categoria abeliana completa.

Consideremos el funtor diagonal o funtor constante

A:Ab — Ab!

el cual estd definido de la siguiente manera:
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Capitulo 2. Cohomologia de categorias

En objetos:

A—AA:J— Ab
jr—A

j]-)jz’—)lAZA—)A
En morfismos:
u Au
A] —)Azl—)AAl —>AA2,

donde paracada j € J: Auj=u.

De manera similar al capitulo anterior pasamos a construir un funtor de Ab? en Ab, el cual sera adjunto derecho
al funtor diagonal A.

La siguiente construccidn es parecida al desarrollo que se hace en la demostracién de la proposiciéon 2.15.1 en [2],
de [2] también se usard la definicion de limite de un funtor ([2], definicién 2.6.2).

Dado que la categoria Ab es completa, la categoria Ab? es completa. Cada objeto en Ab? podemos relacionarlo

de manera tnica (salvo isomorfismo) con un objeto en Ab, esto es, si F' : J —> Ab es un funtor entonces existe el
limite de F definido en Ab:

(imr, (1 timF — Fj)jes )

Ahora si & : F = H es un morfismo en Ab?, entonces paracada j € J, a; : Fj — Hj es un homomorfismo de
grupos abelianos. Por tanto podemos generar un cono sobre H definido en Ab

(1mF, (o timPF — HJ)jey ) -

Por otra parte (limH , (hj:XimH — Hj)je _]) es el limite de H, por lo cual existe un tinico homomorfismo de
grupos abelianos

limo : limF — limH
— — —

de tal manera que para cualquier j € J:

hilimo = a; f;
I JfJ
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2.1.1 Definicion del funtor de cohomologia

Ahora podemos definir el funtor:
lim: Ab’ — Ab
-

de la siguiente manera.
En objetos:
En morfismos:

o:F — H+—lima : limF — limH .
— — —

Pasemos a demostrar la siguiente adjuncién:

A’
p
Ab
Antes demostremos lo siguiente:
A Iim
Ab AbT —— - Ab
Al AAt limAA =A.
—

IimA = A es el argumento principal para poder probar que A - hén similarmente a lo ocurrido con la adjuncién en
—

el capitulo anterior ((TA)G = Apara cualquier grupo abelianoA) .

Sea A un grupo abeliano, definimos la transformacién natural

1 : 1ap = limA
—
Nna = 14.

Veamos que (AA, 14) es la reflexién de A a lo largo del funtor h£1 .

Sean G un objeto en Ab’ y consideremos el siguiente morfismo en A

g:A— 1limG.
—
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Capitulo 2. Cohomologia de categorias

Definimos la transformacion natural:
O:AMA=—G.
Para jeJ

0i=g;8,

donde g; : {iLnG — Gj es el morfismo correspondiente al objeto j € J del cono limite (@G, (gj1<1'_mG — GJj)je J) .

Por tanto lim¢ = g. Ademds ¢ : AA = G es el tinico morfismo en Ab? tal que g = lim¢ 1, .
— —

En Ab’ En Ab

Para probar que los funtores A y lim son exacto derecho y exacto izquierdo respectivamente, bastara demostrar que
—

son aditivos y luego usar la proposicién 5.17 de [5].

Empecemos probando que A : Ab —» Ab? es aditivo. Sean g, f : A — B morfismos en Ab y j un objeto en J

entonces

(Ag+f)j=g+f
= (Ag); +(Af);-

Por lo cual

Ag+ f=Ag+Af.

Ahora probemos que el funtor lim : Ab? — Ab es un funtor aditivo. Sean ¢, B : F = G morfismos en Ab’. El
—
homomorfismo de grupos abelianos

limo 4 B : limF — limG
— — —
es unico respecto a la propiedad:
Para cualquier j€J: g;:lima+B = (a+B);f;,
—
donde

gj:1imG — Gj
—
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2.1.1 Definicion del funtor de cohomologia

fiimF — Fj
—

son morfismos que pertenecen al cono limite de G y F, respectivamente.

Por la proposicién A.2.20

(a+B)j=o;i+p;,
luego si j es un objeto en J:
gj(lima +1imf) = g;limot + g;1imf3
= a;fi+Bif;
= (& +B))f;
=(a+pB);f;-
Por tanto
limot + B= limor + h;nﬁ
y por la proposicion 5.17 en [5], el funtor A es exacto derecho y el funtor lim es exacto izquierdo.
—

Proposicion 2.1.1. lfm : Ab’ — Ab es un funtor exacto izquierdo y es adjunto derecho al funtor exacto
derecho A, es decir,
limk-A.
—
O
Por el teorema A.1.22, para cualquier grupo abeliano A y cualquier funtor F : J — Ab, existe un isomorfismo

natural
Ab(A,limF) = Ab’(AAF).

Si sustituimos A por Z, los siguientes homomorfismos de grupos abelianos
¢r : Ab(Z,limF) — limF
— —

m+— m(1)

Yr ll;nF — Ab(Z,h;nF)
X— Yp(x):nr— nx
nos garantizan que los funtores
Ab(Z,lim—) 'y lim
son naturalmente isomorfos, por tanto para cualquier funtor F : J — Ab:
AbY(AZ,F) = Ab(Z,limF) = limF .
— —

Asi se obtiene el siguiente resultado.
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Proposicion 2.1.2. El funtor exacto izquierdo lim es naturalmente isomorfo al funtor Ab? (AZ, ) .
—

Definicion 2.1.3. Sea C una categoria pequefia. Un C—mddulo izquierdo es un funtor de C en Ab. Un
C—mddulo derecho es un funtor contravariante de C en Ab, es decir, es un funtor de C°? en Ab.

Si A y B son dos C—moédulos izquierdos (derechos), un C—morfismo izquierdo (derecho) o de A en B es una
transformacion natural @ : A = B.

Denotamos por Mody,(C) a la categoria de C—mddulos izquierdos y C—morfismos izquierdos, y denotamos por
Mody(C) a la categoria de C—mddulos derechos y C—morfismos derechos.

Observemos que Mod, (C) es la categorfa abeliana AbC y Modg(C) es la categoria abeliana AbC” .

El funtor lim : Modg (C) — Ab es un funtor exacto izquierdo aditivo. Definimos
«—

H"(C,A4) = R'lim(A)

como el n—ésimo grupo de cohomologia de C con coeficientes en A, donde A es un C—mddulo derecho.

2.1.2. C-modulos derechos libres

En estd seccién definiremos objetos libres en la categoria Modg(C) . Ademds, para una mejor comprensién del
tema sugerimos al lector consultar el Apéndice.

Definicion 2.1.4. Sea X un conjunto visto como una categoria discreta X. Un X—conjunto es un funtor

conjunto-valuado

T:X— Con

Si T,R : X — Con son dos X—conjuntos, un X—morfismo de T a R es una transformacién natural
oa:T—=—R.

Denotaremos por ConX a la categoria cuyos objetos son X—conjuntos y cuyos morfismos son X—morfismos.

Si C es una categoria pequeia, observemos que cualquier C—mddulo (derecho 6 izquierdo) puede inducir un
Cy—conjunto, donde Cjy es el conjunto de todos los objetos de C visto como una categoria. En efecto, si A es un
C—moddulo derecho, definimos el funtor A* : Cy — Con tal que para cada objeto e € Cy, A*e es el conjunto
subyacente del grupo abeliano Ae .

Por otra parte dado un Cy—conjunto, T, el problema es construir un C—moédulo de tal manera que sea libre sobre
T en algtin sentido.

Comenzaremos con los objetos libres en Con0. Nuestro punto de partida es el funtor que olvida

op
U’ : Con®” — Con®0

!
cor i> Con — Cy M Con

e— Fe.
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2.1.2 C-mé6dulos derechos libres

Necesitamos definir un funtor en direccién opuesta, él cual sea adjunto izquierdo a U.
Construyamos el funtor

F : Con®® —s Con®”
de la siguiente manera. Para un objeto en Con®®
T:Cy— Con,
definimos
F(T): C°? — Con.

Si e € C, entonces
F(T)(e)={(t,x): xeCtalque d(x)=eyteT(r(x)}.

Sia: f — e esun morfismo en C:

F(T)(a): F(T)(e) — F(T)(f)

(t,x) — (t,xa).

Como d(x) = e, entonces d(xa) = f y r(xa) = r(x). Por tanto t € T (r(xa)) .

Proposicion 2.1.5. Para cualquier Co—conjunto, T, F(T): C° — Con es un funtor.
Demostracion. Sea e € Cy, tenemos la funcion:
F(T)(e) : F(T)(e) — F(T)(e).

Para (t,x) € F(T)(e), F(T)(e)(¢,x) = (t,xe) = (¢,x), por tanto F(T')(e) es una funcién identidad.
Ahora supongamos que existe ba € C. Sea (t,x) € F(T)(r(ab)) =F(T)(r(a)), entonces

=F(T)(b)[(1,xa)]
=F(T) () (F(T)(a) [(z,%)])
=F(T)(0)F(T)(a) [(z,%)] -

Por tanto F(7T') : C°’ — Con es un funtor. O

Hasta aqui hemos probado que el funtor F: Con® — Con®" estd bien definido en objetos, pasemos a definirlo

en morfismos.

Sean T 'y R Cy—conjuntos y

o:T—R
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un morfismo de Cy—conjuntos. Definimos
F(a) :F(T) = TF(R).
Para cada objeto e € C se define la funcion

F(a), - F(T)(e) — F(R)(e)

(t,x) — (Otr(x) (t),x) .

Si consideramos a : f — e un morfismo en C, tenemos el siguiente diagrama:

F(a)

f F(T)(e) ————=F(R)(e)
a F(T)(a) F(R)(a)
F(a)
e F(T)(f) —————=F(R)(f)

Sea (t,x) € F(T)(e), entonces

Por tanto F esta bien definido en morfismos.
Para un Cy— conjunto, T, podemos construir el siguiente morfismo en Con®

nr:T = UF(T).
Dado e € Cy, definimos la funcion
nz, : T(e) — U'F(T)(e)
t—(t,e).

Este nuevo morfismo, 77, es el objeto principal para probar que F es adjunto izquierdo a U’, ademds para construir
un diagrama similar al de grupo libre como en la definicién dada en la pagina 343 de [17]

Comencemos por probar que IF - U’ . Definimos la transformacién natural
N legno = U'F.

Para T un Co—conjunto, N7 es el morfismo en Con®0 previamente definido. Verifiquemos que en efecto es una
transformacién natural. Sean o : T — R un morfismo en Con® y ¢ € Cp:
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2.1.2 C-mé6dulos derechos libres

nr,
T(e) T(e) U'F(T)(e)
ae ae U/]F((Xe )
R(e) R(e) e U'F(R)(e)

Sit € T(e), entonces

Por tanto, para cualquier e € Cy el diagrama de arriba conmuta, implicando que el siguiente diagrama conmuta

a a U'F(a)
R R :TIR> U/F(R) .

Hasta aqui, hemos verificado que 7 es una transformacion natural. Resta probar que para cualquier Cy—conjunto,
T, (F(T),nr) es lareflexion de T a lo largo de U’. Supongamos que existen H un objeto en Con®” y ¢ : T —>
U’H un morfismo de Cy—conjuntos, entonces definimos el morfismo en Con®”:

y:F(T)=—H.
Para e € C

Ve :F(T)(e) — He)
(1,%) — H(x) (9, (1)) -

Comencemos probando que en efecto Y es una transformacion natural. Sea a : f — e un morfismo en C

f FT(e) —¢ - H(e)
a F(T)(a) H(a)
e F(T)(f) —>Wf H(f)
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Si (x,7) € F(T)(e), entonces

=y (F(T) (@) [(1.2)])

. . . op . . .
Por tanto el diagrama anterior conmuta, es decir, ¥ es un morfismo en Con®”" . Resta verificar que el siguiente

diagrama es conmutativo

F(T) U'F(T)
4
v T U(y)
N
H U(H).
Seane € Cyyt €T(e)
F(T)(e) U'F(T)(e)
N7
er‘ T(e) U'(y)e
I
H(e) U'(H)(e)
U'(y)e (N7 (1)) =U'(w)e (1, €)]
- H(e) (¢r(e) (t))
= fe(t)

Por tanto para cualquier e € Cp:
U/(V’)enTe = ¢€-
Luego

!/
Uy)nr=¢.
Por ultimo notemos que por la forma en como se definié y, éste es el tinico morfismo en Con®” conla propiedad
anterior, U'(y)nr = ¢.

Proposicion 2.1.6. Tenemos la siguiente adjuncién:

Con®”

Con®o.
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Regresando con la pareja (IF(T), nT) , la cual es la reflexién de T a lo largo del funtor U’, existe una construccion
similar a la definicién de grupo libre presentada en la pagina 343 de [17].

Si X es un objeto en Con®® entonces para cualquier objeto G € Con®” y cualquier morfismo f : X = U'(G) en
Con®v, existe un tinico morfismo en Con®” | ¢ : F(X) = G, tal que U’(¢) extiende a f a lo largo de Ny

U'F(X)

Ny U'(w)

X =——=T(G).

f

Nota:Para la siguiente construccién se sugiere al lector consultar en [2], el ejemplo 3.1.6.c, la proposicién 3.2.1 y
la proposicién 3.2.4 .

Por el ejemplo 3.1.6.c en [2] tenemos los siguientes funtores

U:Ab — Con

G:Con — Ab,

donde U es el funtor que olvida y G es el funtor que manda cada conjunto X en el grupo abeliano libre generado
por X. Ademads

Ab

Con.

Usando la proposicion 3.2.4 en [2], podemos implicar la adjuncién:

AbC”

Con®”

donde C es una categoria pequefia.
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Por tanto tenemos las siguientes adjunciones:

Abcop

G| 4 |U

Con

F|

)
>

Con®0

De la proposicién 3.2.1 en [2], implicamos la adjuncién

AbC”
GF| 4 |UuUu

Con®o.

Sean Z = GF y W = U’'U, entonces

AbC”

Z —1>W
Co

Con

escrito de otra forma:
Mod R (C)

Cy — conjuntos.

Equivalentemente
WEZ,
equivalentemente, existen

N lggnco =— WZ
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€. IW— 1M0dR(C)

transformaciones naturales tales que para cualquier objeto F en Modg(C) y cualquier objeto 7' en Con®0, existe
un isomorfismo natural en ambas entradas

Con® (T, W(F)) = Modg(C) (Z(T),F) .

De las equivalencias anteriores la transformacién natural, 17, nos sera de gran ttilidad en las siguientes proposi-
ciones. Veamos de manera explicita como esta definida 7.
Sean T un Cy—conjunto y e € Cy, entonces Z(T')(e) es el grupo abeliano libre generado por el conjunto F(T)(e),

esto es,
Z(T)(e) = Z Z.
(tx)€F(T)(e)

Denotamos por f(; ) a los elementos generadores de Z(T')(e), para algin (t,x) € F(T')(e). Notemos que f{; ) es

una funcion selectora, f(; ) : F(T)(e) — Z, tal que asigna 1 al elemento (¢,x) y asigna O en otro caso.

Si T es un Cy—conjunto, el Cy—morfismo
Ny T = WZ(T)

estd definido de la siguiente manera.

Para e € Cy:
Ny T(e) — WZ(T)(e)

t— f(t,e) .

Definicion 2.1.7. Sean F : C°” — Ab un C—médulo derecho, 7 : Cog — Con un Co—conjuntoy 1 : T —>
W(F) un Co—morfismo. Decimos que F' es un C—mddulo derecho libre sobre T si para cualquier C—médulo
derecho F' : C°? —s Ab y cualquier Co—morfismo 1’ : T = W(F'), existe un tinico morfismo o : F — F’ en
Modg(C) tal que W(a)n =17'.

EnModg(C) EnCon®o
F W(F)
/
o T HW(&)
\
F W(F')
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Observacion 2.1.8. (1) La definicién que dimos de C—mddulo derecho libre sobre 7 es un caso particular

de algebras libres para una ménada 7' ([3], definicién 4.1.5).

(2) Notemos la similitud de la definicién de C—mddulo derecho libre con respecto a la definicién de reflexién a
lo largo de un funtor, debido a esta similitud podemos enunciar las siguientes proposiciones.

Proposicion 2.1.9. Sean F : C°’ —; Ab un C—médulo derecho, T : Cg — Conun Cy—conjuntoy n: T —>
W(F) un Cp—morfismo. F es un C—mddulo derecho libre sobre T si y s6lo si (F,n) es la reflexién T a lo largo
de W.

Proposicion 2.1.10. Si T es un Cy—conjunto, entonces existe un C—médulo derecho libre sobre 7.

Demostracion. Como Z es adjunto izquierdo a W, existe una transformacion natural 1 : 1, ¢, = WZ de tal
manera que si T es un objeto en Con0 entonces (Z(T), nT) es la reflexién de T a lo largo de W . Donde UM

T = WZ(T) es el Cy—morfismo que se definié de la siguiente manera : para e € Cy, 11— f{1.e) - Por tanto

r,
e
Z(T) es el C—mddulo derecho libre sobre T . O

Corolario 2.1.11. Sean C una categoria pequefia, T un Cy—conjunto, F un C—médulo derecho y
B : T — W(F) un Cy—morfismo. El tinico C—morfismo « : Z(T) = F tal que W((x)nT = B, es definido sobre
los generadores de Z(T)(e), para cualquier e € C, y se define de la siguiente manera

o

o 1 L(T)(e) — F(e)

Fio =0 (B9

Proposiciéon 2.1.12. Los C—médulos derechos libres son proyetivos en AbC” .

Demostracion. Sean P un C—mddulo derecho libre sobre el Cy—conjunto 7. Probemos que P es un objeto proyec-
tivo en AbC”, para ello tenemos el siguiente diagrama

A——>1PB
[0

donde a es un epimorfismo y 8 es un morfismo, ambos en AbC” .
Como Ab®” es finitamente cocompleta ([3], proposicién 1.5.3), para cada e € Cp, ¢, es un epimorfismo en Ab

(2], dual al corolario 2.15.3), entonces si e € Cy y x € T (e), existe (y elegimos) y € W(A)(e) tal que
W) =B, 1y, ).
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donde Nyt T = W(P) es el morfismo en Con®® que existe debido a que P es un C—m&dulo libre sobre T .

Definimos el Cy—morfismo
V:T=W(A).

Para e €

donde y tiene la propiedad

e
W(P)(e)
Ve
W(B),
W
W) — Ve e

Por tanto parae € Co y x € T'(e),

Asi que
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y por tanto

W(a)W(@)n, =W(B)n; .

. L. op
Por otra parte existe un unico morfismo en AbC S

con la propiedad

Notemos que:

por lo cual

Asiquesi e € Cp,

Luego si e € C,

ﬁe =G Pp

y por tanto

2.1.3. Calculando la cohomologia de categorias

Definimos el C—moddulo derecho trivial
AZ : C°? — Ab

Para e € (,
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y para cada x : ¢ — f morfismo en C,

Habiamos definido el nervio de una categoria C como una sucesién de conjuntos (Ner,(C)) donde

Nero(C) = Cp y para cadan € o — {0},

new’

Nern,(C) ={(xy,...,22,x1) : x; €C 'y d(xiy1) =r(x)}.

Ademds teniamos las aplicaciones cara

do,dy : Ner|(C) — Nery(C)

definidos por

do(x) = r(x)
y

di(x) =d(x),
yparan > 1

di:Nery4+1(C) — Ner,(C); i€{0,...,n+1}

(Xnt1, Xy - - -5 X2) si i=0
di: (Xng1,Xns - X1) —> 8 (X1 Xip1Xis--sx1) Si i=1,....n
(Xny ooy x1) si i=n+1.

Las aplicaciones degeneracion:
s;: Ner,(C) — Ner,+1(C), 0<i<nm

estan dados por:

(a,”an,l,...,a],d(al)) si i=0

(an,an—1,...,r(ai),ai,...,a1) si i=1,...,n.

sit(anyan—1,...,a1) —> {

Este concepto, Ner,(C), lo reformularemos para construir un objeto en la categoria de Cyp—conjuntos de la sigui-

ente manera. Sea n € @, definimos el funtor

Ner,(C) : Cy — Con.
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Para e € Cy:

Nery,(C)(e) ={(xn,...,x1) € Ner,(C): d(x;) =e} .

Ahora que Ner,(C) lo podemos considerar como un Cy—conjunto, Z (Ner,(C)) es el C—mddulo derecho libre
sobre Ner,(C) . Sie € Cy, Z(Ner,(C)) (e) es el grupo abeliano libre generado por

F (Ner,(C)) (e) = {((x4,...,x1),y) ENer,(C)xC: yeC,d(y)=e y (xn,...,x1) € Ner,(C) (r(y))}
={((xn,-.-,x1),y) ENerp,(C)xC: d(y)=e y dx1)=r(y)}.
Notemos que si para cada elemento en IF(Ner, (C))(e) hacemos el siguiente cambio de notacién:
((Xn, s 7x1),)’) = (xi'h s 7x17y) )

tenemos como resultado

F(Nery(C)) (e) = Nern1(C)(e).

Como Z (Ner,(C)) es el C—médulo derecho libre sobre Ner,(C), tenemos el Cyp-morfismo

nNer,,(C) : Ner,(C) = WZ (Ner,(C))

definido para cada e € Cy por

:(xn,...,xl)%f((

nNern(C)e XpyeooyX1),€)

Usando el cambio de notacién introducido lineas arriba y observando que ¢ = d(x) tenemos:

n :(x,,,...,xl)%f(

Ner,(C), Xny ooy X1,d(x1))’

para cualquier e € Cy .

Dado un elemento e € Cy usaremos el morfismo

: Ner,(C)(e) — WZ (Ner,(C)(e))

nNern(C)e

junto con los mapeos de cara
do,dl . ,dn+1 : NernH (C) — Ner,l(C)

para construir un Co—morfismo de Ner,;1(C) en WZ (Ner,(C)) el cual nos serd de utilidad mds adelante.
Fijemos n € @ y e € Cy. Si (x11,...,%1) € Ner,+1(C)(e), entonces (xp41,...,x1) € F(Ner,(C)(e)) por tanto

€ Z(Ner,(C)) (e) .
ot oay) € LWera(C))(e)
Usando el siguiente diagrama:

WZ (Ner,(C)) (e)

nNer,,(C)e

Nern+1 (C)(e) m Nern(C) (e)
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obtenemos la valuaciones:

d nNer,,(C)e
(x,,H, ce ,xl)  —— (an, . ,X2X1) }

(Xnt1,---x0x1,d(x1))

( e | Ner,(C),
Xn+1y.-5X1  — Xn+1y.-.3X3X2,X1 )t (anr]"”’xsz,x],d(x]))
( Y- Qe
Xyl ey X1) > (Xnp1s e s Xit1Xiy e oy X]) ————>
n+1 1 n+1 i+1A0 1 (.an,»],---,xi+]xi,---,xl,d(.x]>)
d, nNern(C)e

 —— }
(xn+15 ,XI) (xn+1xna 7x1) f (xn+]xn,~~-,xl,d(xl))

dpt1 nNern(C)e
(xn+la"'7x1) — (x’h"'axl) }

F s xr,d(x1)

Por tanto definimos el Cy—morfismo

dy : Neryy1(C) = WZ (Ner,(C)) .

Parae € Cy :
7 - i +1
dy o (Xpat,...,x1) — + —1) +(=1)"
e (1 ) f(an,...,xl) ;Zi( )f(xnﬂ,...,x,-+1xi,...7x17d(x1)) (=1) f(xn,...,xl,d(xl))
Como consecuencia tenemos el siguiente diagrama:
WZ (Ner,+1(C)) WZ (Ner,(C))
nNern+1(C) 7
Ner11+l(c)

Por tanto existe un unico morfismo de C—moddulos derechos

dyZ(Neryp41(C)) = Z(Ner,(C))

61



Capitulo 2. Cohomologia de categorias

tal que W(d,)

nNer,H] c)

W(dn)
WZ(Ner,11(C)) ——= WZ(Ner,(C))

nNer,,+1 (C) ~

Nery11(C)
Este morfismo de C—md&dulos derechos
dy :7Z(Nerp41(C)) = Z(Ner,(C))
estd definido sobre los generadores de Z (Ner,,+1(C)) (e), e € Cp, de la siguiente manera:

dy 7 (Nery+1(C))(e) — Z(Ner,(C)) (e)

oy ENen(€) () [d_,lr(x) (x,,H,...,xl)} .

Esto es:

dne (f(xn+1,---7x0)) - Z(Ner,,(C))(xo) [f(xn+la-~~7xl) +;(_1)lf(xn+l7-~~axi+1xi7--~7x17d(xl))

DT L dG)

n
= —+ —1 t
f(xn+17~~,X1XO) ,;( f(xn+17'”uxi+1-xi7~~'7x17d(x1)x0)

" anda)

= + —1)*
(x,hL],...,X]xO) ; ()Cn+]7...,.x,'+lxl'7...,.X],.XO)

+(_1)n+1f(xn ey X1,X0)

+ (_1)n+1

n
= —1)¢
.=0< )f(x,,+1,...,x,-+1x,-,...,x1,xo) (Xny -y X1,X0) -

Por ultimo definimos el Cy—morfismo
€:Nery(C) = W(AZ).
Para e € C
£, :br—1z.
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El cual genera el inico morfismo de C-médulos derechos
€:Z(Nery(C)) = AZ

tal que

Proposicion 2.1.13. Para cualquier categoria pequefia C, la sucesion

 Z(Ners(C)) — I 7 (Ner (€) —— 2~ 7 (Nery(C)) —E AZ 0.

es un complejo de cadena conformado por objetos proyectivos en la categoria de C—moddulos derechos.

Demostracion. Sean e € Cy y n € @. Basta demostrar que d,,e d,,+1e =0.

Sea f(x x0) un generador en Z (Ner,12(C)) (e), para algin (x,42,...,%) € F(Ner,12(C))(e) = Ner,+3(C)(e) .
n—+2y -y X0
Entonces
n+1 n
do, | d = -1ty (—1)/
"e ( s (f(xn+2, o))> ,;)( )j;)( ) (Xnt2s -y X1 X5 o Xip 1 X -+ 5 X0)
n
1 n+1 -1 i + -1 2n+2
) lg’)( (Xnt1y - -y Xit 1 X0y -+« 5 X0) (=1) f(xn,...,xo)
+ 1 n+2{ 1 i +(=1 n+1 }
( ) Zl 0( )f(-xn+l7-"7xi+l-xi7"'ax0) ( ) f(x,,,...,xo)
n+1 n )
=Y (—1) Y (~1)/
,;,( );)( )f(anrZa---7xj+lxj7~~-axi+lxi7-~~ax0)
n+1 2n+2
+(-1
Z an, s Xif1Xiy ooy X0) (=1) f(xn,...,xo)
n+2 2n+3
+(-1
Z’ =0 xn+17~~7xi+1xi7~~ax0) (=1 f(xna~--7x0)

n+1 n "
frng l./
i R

i=0 j=0 -xn+27'"a-xj+1xj7'"7xl+l-xla"'7

=0.
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Capitulo 3
Cohomologia de grupoides ordenados

En este capitulo mostraremos que la cohomologia de un grupoide ordenado puede ser definida como la coho-
mologia de una categoria pequefia. Para una mejor comprension del tema sugerimos al lector consultar el Apéndice.

3.1. Acciones de semigrupos inversos

El material de esta seccién proporciona una motivacion para la definicién de accién de un grupoide ordenado. Sea

S un semigrupo. Una accién derecha de S sobre un conjunto X es una funcién
X xS—X
(x,8) —> x-s
tal que para cualquier s, € Sy x € X:
x-(st)=(x-5)-t.

Si ocurre que S es un semigrupo inverso entonces obtenemos una accién de semigrupo inverso. Sin embargo
estd definicion frecuentemente no es suficiente para semigrupos inversos debido a que no respeta todas las estruc-
turas extras. En particular requerimos de una accidén que tome en cuenta el orden parcial natural y la estructura de
grupoide asociado.

En esta seccién definiremos una clase especial de acciones izquierdas las cuales seran la base de nuestra definicién

de acciones de grupoides ordenados.

Definicion 3.1.1. Sea (X,<) un conjunto parcialmente ordenado considerado como una categoria en la cual

existe un morfismo x — y si x < y. Una pregavilla sobre X con valores en una categoria C es un funtor
¢:X? —C.
Si x <y, entonces escribimos
¢ 0(y) — ¢(x).

Notemos que para cualquier x € X
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y siempre que w < x < y en X, entonces

O s = Piv-

Sea S un semigrupo inverso. Entonces E(S) = {e € S: e-e = e} es una semireticula inferior donde cada par de
elementos tiene un infimo con respecto al orden parcial natural.
Sea F una pregavilla de conjuntos definida sobre la categoria E(S)°?, esto es

F :E(S)’? — Con

es un funtor.

Denotamos para cada e € E(S): F(e) =X, , y definimos el conjunto

X=|] X..

ecE(S)

X es la unioén ajena de los conjuntos F(e), e € E(S). Si ej,ez € E(S) tal que e; < e2, F,? : X,, —> X,, es una
funcién.

Una accioén parcial derecha de S sobre la pregavilla F' es un conjunto de funciones
Is 1 Xe(s) — Xags)
una para cada s € S, satisfaciendo las siguientes condiciones:
(SA1) Sie€E(S), fo=1y,.
(SA2) Sis,t € Scond(s)=r(t), fifs=Ffs-

: d(s) o _ r(s)
(SA3) Sis,teScont <s, Xd(t) fs= f,Xr<t) .

Si para cada x € X, () denotamos

X-§= fS(x) )
entonces en la condicion (SA1) tenemos:
Sea x € X,, para algin e € E(S) :
x-e= fe(x)
=1y,
= x,
es decir,
X-e=x
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En la condicioén (SA2) tenemos que para x € X,y

(x-8)-t=fi(x-s)
= fi (fs(x))
:frt(x)

=x-(st),
es decir,
(x-8)-t=x-(st).
La condicién (SA3) equivale a que conmuta el siguiente diagrama:

s

Xi(s) ————Xu(s)

Sixe Xr(s> s
X5 (x-s) = X508 (f(x))
= £ (%)W)
= er((ts)) ()C) T,
es decir,

Es importante notar que cada elemento de S actiia parcialmente sobre X. Veamos esto, si s € S:

f“fv’] = fs"ls = fd(S) = 1Xd(s) y fs"lf“ = f:vs*' = fr(s) = 1X,(S) .

Luego cada f; es una funcién biyectiva, por tanto cada f; es una biyeccidn parcial de X .

Observemos que la definicién anterior no se parece mucho a una accién de semigrupo. Sin embargo puede ser
extendida para que cada s € S actde sobre toda la pregavilla X .

Seax € X paraalgine € E(S) y s € S. Si denotamos por k = r(s) A e = r(s)e, entonces

r(ks) = ks(ks) ™!
=kss k!
=kr(s)r(s)e
= ke
—k,
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es decir,
r(ks) =k.

Ademds k < r(s) y k < e, por lo cual tenemos la funcién X : X, — X y x € X,.. Luego X (x) € X; .
Tenemos la siguiente composicién:

X¢ s
X, X d Xa(ks)

Xt X¢(x) 1 fis (XF(x)) =XZ(x) -ks.

Por tanto definimos
xos=X;(x) ks.

Notemos que ks = es.

Proposicion 3.1.2. Dada una accién parcial derecha de un semigrupo S sobre una pregavilla X, la accién de §

sobre X definida arriba es una accién derecha en el sentido usual de semigrupo.

Demostracion. Sean x € X, para algiin e € E(S) y s,t € S tal que (xos) oty xo (st) estdn definidos. Por demostrar
que xo (st) = (xos)ot. Tenemos que

Por otra parte:

donde
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Por tanto

(x © S) ot = Xf(es‘r(t)) (X) -est
__vye
=X, (1) (x)est
=uxo(st).
O
Las acciones de semigrupos inversos sobre pregavillas de conjuntos son un tipo especial de acciones sobre conjun-
tos en el sentido usual.

Ejemplo 3.1.3. Sea S un semigrupo inverso. La £—clase en un idempotente e € S es el conjunto
Lo={x€S:dx) =e}.

Notemos que si ej,ex € E(S) y 1 # 2, la L—clase en e; y la L—clase en e, son conjuntos ajenos.

Denotamos por £ = |_| L., la union ajena de £—clases.
ecE(S)
Sie,f € E(S)con f <eyux€ L,, por una parte existe k € E(S) tal que f = ek y por otra parte

d(xf) = (xf)"'xf
=fx"'xf
=fldx)f
=d(x)f
= eek

=/,
por lo cual

xfELf.

Por tanto podemos definir la funcién

Ff:Lo— Ly

x—xf.
Tenemos el funtor:
F:E(S)°”? — Con,

donde para cada e € E(S): F(e) =L, y si f < e tenemos la funcién Ffe. Este funtor, F, hace al conjunto de
L—clases una pregavilla de conjuntos sobre E(S).

Pasemos a definir una accion parcial derecha de S sobre la pregavilla £. Sean s € Sy x € L,(y), definimos la funcién

Js  Lyis) — Lags)

X XS.
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Veamos que satisface las condiciones (SA1) — (SA3).

Sie € E(S), tenemos que

feiLe — L,.
Para x € L,:
Se(x) =xe
=x
= lLe()C).

Sean s,t € Scond(s) =r(t) y x € L), entonces

i (fs(x)) = fi(xs)

= xst

= fu(x).

Por dltimo sean s,¢ € S con <y x € L,(s), entonces

= xt (por el lema B.2.2)

= xr(t)t

= fi (xr(2))

=1 (F @) -
Ahora veamos de qué manera se define la accién global del semigrupo S sobre £. Sean s € S'y x € £, entonces
existe e € E(S) tal que d(x) = e, es decir, x € L, .

Luego

donde

Frige(x) - (r(s)e)s = F),(x) es
= fos (Ffe)
= fus(rr(s)e)

— xr(s)ees

= XS.
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Por tanto

XO0S§ =XS§.

La accién del semigrupo S sobre toda la pregavilla £ es la multiplicacién por la derecha.

3.2. La categoria C(G)

Sea G un grupoide ordenado. Denotamos por
C(G) ={(e,8) € GoxG: r(g) <e}
Definamos un producto parcial haciendo de C(G) una categoria. Para cualquier (e,g) € C(G) se definen

d((e,g)) = (d(g),d(g)) y r((e;8))=(ese).

Si (e,g),(f,h) € C(G) cond((e,g)) =r((f,h)), esto es, d(g) = f, entonces se define el producto

(e,8)(f; 1) = (e, (g|r(R))R) -
Proposicion 3.2.1. C(G) es una categoria cancelativa izquierda.

Demostracion. Mstremos que C(G) es cancelativa izquierda. Supongamos que (e, g)(f, 1) = (e,g)(f’, /'), entonces
(e, (g|r(h)h) = (e, (glr(W)I'), ademds f=d(g) y f' =d(g), por lo cual f = f’. Usando el criterio de unicidad
de (g|r(h)), tenemos que (g|r(h)) = (g|r(#')) lo cual implica que h = I'. Por lo tanto (f,h) = (f',h) O

3.3. Grupoides ordenados abelianos

Sea A un grupoide ordenado abeliano, es decir, paratodoa € A: d(a) = r(a) y cada componente conexa de A es

un grupo abeliano.

Proposicion 3.3.1. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Las pregavillas sobre X con valores en la
categoria de grupos abelianos son precisamente aquellos grupoides ordenados cuyo conjunto parcialmente orde-
nado de identidades es X .

Demostracion. Sea ¢ : X°? — Ab una pregavilla sobre X con valores en Ab.
Para cada x € X, sean A, = ¢ (x)

A= A

xeX

Six,y € X con x <y, entonces existe un homomorfismo de grupos abelianos

oY 1Ay — Ay
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Usando estos homomorfismos definimos una relacidén en A.

Siac€AcybcA,, entonces
a<b siysélosi a=¢)(D).

Mostremos que esta relacién es un orden parcial.

Para cualquier x € X, x < x por lo cual ¢f = 1,4, . Luego para cualquiera € A, : a <a.
SiacArybeAysontalesquea <byb <a,entonces x <yyy<xporlocual, x=y. Por tanto o= o5 = la,.
Por tanto a = b.

Para verificar que la relacion definida sobre A es transitiva basta observar que para x,y,z € X tal que x <y <z, se
satisface la igualdad ¢ ¢ = ¢, por tanto paraa € Ay, b € Ay y ¢ € A; tales que a < b < ¢, ¢(c) = 93 (¢3(c)) =
9:(b)=a.

Pasemos a verificar las condiciones (OG1) — (OG3). Sean x,y e X conx <y y a € A,, b€ A, cona<b,
entonces ¢ (b) = a, donde ¢ es un homomorfismo de grupos abelianos. Luego ¢3(h~!) = a~', lo cual implica
quea ! <b!.

Seanx,y € X conx <y, a,c €A, yb,d € Ay tales que a < by c < d, entonces

¢i(b)=a y ¢i(d)=c.
Luego

02 (b)97(d) = ¢ (bd) = ac
y por tanto

ac <bd.

Ahora seany € X, a € Ay y e € Ay, para algin x € X de tal manera que e < d(a). Entonces ¢3 (d(a)) = e, donde

¢ : Ay — A, es un homomorfismo de grupos abelianos.

Definimos al elemento en A,

(ale) = ¢3(a),

elemento tnico que satisface

d((ale)) =e

(ale) <a.

Por lo tanto A = |_|Ax es un grupoide ordenado abeliano, donde cada identidad esta indicada de manera univoca

xeX
por cada elemento de X .
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Por otra parte si A es un grupoide ordenado abeliano, se define para cada e € Ap:
ple)={acA: d(a)=e}.

Notese que ¢ (e) es un grupo abeliano.
Sean e, f € Ag tal que e < f. Se define el homomorfismo de grupos abelianos

¢(f,e): 0(f) — ¢(e)

a+— (ale).
Con lo anterior podemos definir el funtor
¢ : A" — Ab,

el cual es una pregavilla sobre Ag con valores en Ab .

Hemos probado que cualquier pregavilla de grupos abelianos determina y es determinada por un grupoide ordenado
abeliano. Mostremos que esta correspondencia es biyectiva.

Sea
¢ : X’ — Ab
una pregavilla, luego

A= A,

xeX

es el grupoide ordenado abeliano generado por el funtor ¢ .

Sea e € Ap, entonces existe un tnico elemento x € X tal que e € A,. Se define el grupo abeliano

ole)={acA: d(a)=e}.

Notemos que ¢(e) = Ay, es decir, @(e) = ¢ (e) para cualquier e € Ag. Ahorasi e, f € Ag son tales que e < f, existen
x,y € X (lnicos) tales que e € Ay y f € Ay. Supongamos que x <y y sea b € A, entonces tenemos el siguiente

diagrama conmutativo.
1

x Ay ————A

y
o o(f.e)
y A —L 4,

Paracadab € A, ¢} (b) = (ble) = @(f,e)(D)
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Por tanto los funtores ¢ y ¢ son naturalmente isomorfos.

Por otra parte, si A es un grupoide ordenado abeliano y ¢ : A¢°? :— Ab es la pregavilla que se genera de A

entonces |_| A, es en efecto el grupoide ordenado abeliano A . (]
XEAQ
Sean X un conjunto parcialmente ordenado y A un grupo abeliano. Denotamos por A(A) la pregavilla de grupos

abelianos dada por A(A)(x) = A para cualquier x € X, y A(A)x(a) = a para cualquierax < yen X y a € A. Llamamos
a A(A) el grupoide ordenado abeliano constante.

3.4. Acciones de grupoides ordenados

Sean G un grupoide ordenado y A un grupoide ordenado abeliano tales que existe un isomorfismo que preserva el
orden 6 : Gg = Ap. Las componentes de A son grupos abelianos, uno para cada identidad de G. Escribimos

Ac={acA: d(a)=06(e)}.

Llamamos a A un G—mddulo derecho si para cada par (a,g) € A x G tal que d(a) = 0(r(g)), existe un elemento
a-gdeAcond(a-g)=0(d(g)), y estd operacién satisface los siguientes axiomas:

(GM1) Siexiste ghen Gy existe a- g, entonces (a-g)-h=a-(gh).

(GM2) Si a,b son elementos de la misma componente de A, y existe a - g, entonces (a+b)-g=(a-g)+(b-g) .
(GM3) Si e es una identidad en G, entonces a - e = a, para cualquier a € A, .

(GM4) Paratodoge G:0(r(g))-g=06(d(g))-

(GM5S) Siexistea-g,b-hdondea <byg<h,entoncesa-g<b-h.

Mientras no exista riesgo de confusién escribiremos 0, en lugar de 0(e).
Las siguientes propiedades de G—moddulos serdn de utilidad.

Lema 3.4.1. Sea A un G—médulo
(i) Siexistea-g, entonces I(—a)-gy (—a)-g=—(a-g).
(ii) Siexistea-gy h < g, entonces (a-g|0g)) = (alOyn) 5.

Demostracion. (i) Como existea-g ya € A,(g) entonces —a € A,(,), luego también existe —a- g € Ay(y).

Por otra parte

es decir,
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Por tanto

a-g
8(d(g)) 0(d(g))
(a-8|0qe))

El elemento en A (o), (a-g|04() es el dnico que satisface:
L. (a-gl0gpn) <a-g, y
2. d((a-gl0q4n))) = Oa(n -

Notemos que

por lo cual
(alOypny) h<a-g
Ademas
d((al0yn))) = Oy »
es decir,
d((alOyny) - h) = Og(n)
Por tanto

(al0yy) -7 = (a- gl04(n)) -

0
Sean G un grupoide ordenado y A, B G—moddulos con isomorfismos preservadores de orden 6 : Go = Ap y ¢ :
Gy = By, respectivamente. Un funtor ordenado o : A — B es llamado un G—morfismo si satisface las siguientes
condiciones:

(i) o(6(e)) = ¢(e) para cualquier e € Gy .
(il) a(a-g)=o(a)-g paracualquicraa €Ay g€ Gceond(a)=0(r(g)).

Notemos que la condicién (i) implica la existencia de o(a)- g en (ii), ademds los G—mdbdulos junto con los

G—morfismos forman una categoria, la cual denotaremos por Mod(G) .

Teorema 3.4.2. Sea G un grupoide ordenado. Existe un isomorfismo entre la categoria de G—modulos y la
categoria de C(G)—mddulos derechos.
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Demostracion. Sea A un G—modulo.

Definimos
A:C(G)”? — Ab

de la siguiente manera: para e € Gy

y para (e, g) € C(G)

A(e7g) : Ae — Ad(g)

ar— (a‘or(g)) 8

Mostremos que A(e, g) es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean a,b € A,, entonces existen (a+b(0, () ), (a|0())

y (b]0,(g)) elementos de A, ,), donde (a+ b0, 4 ) es el dnico con las propiedades :

d((a+b|0r(g))) = Or(g)
(a+Db[0y) <a+b.

Por otra parte como (a|0,(g)) + (b|0r(g)) € Ar(g)’ d [(a|0,(g>) + (b|0r(g))] = Or(g)- Ademas (a|0,(g)) + (b|0,(g)) <
a+b, porlo cual (a+b|, ) = (al0,()) + (b0y(g)) -

Asi

Ale,g)(a+b) = (a+b|0,q)) g
[(al0y(g)) + (B]0sg))] - 8
= (al0,(g)) - g+ (b10,g)) - &

= A(e,g)(a)+Ale,g)(b).

Pasemos a mostrar que A es funtor contravariante. Sean (e, g), (f,h) € C(G) y a € A,,

A(f; ) A(e,g)(a) = A(f,h) [Ale,8)(a)]
(

810[(glr(ryy) -
)0y ((elr(m) - (&lr(R))] <A (por el lema 3.4.1-(ii))
|0r[(g\r(h))]) ~(glr(h)h
) lOri(glriaym) - (glr(R)
= (al0y((g/r(nyy)) - (glr(h)) . (por la unicida del elemento ((a|0, )]0 (g)r(h))n))
= Ale, (g|r(h ))h)(a)
Al(e,8)(f,1)] ().

((
((
= [((al0yq
((
((
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Por iltimo, si e € Gy tenemos el homomorfismo A(e,e) : A, — A,, donde para cada a € A,: A(e,e)(a) =
(al0,) - e = (a]0,) = a (por unicidad de (a|0,)) . Por tanto el funtor A es un C(G)—mddulo derecho.

Por otra parte, sea ahora
A:C(G)”? —» Ab
un C(G)—mddulo derecho. Definimos el funtor
¢ :Gy” — Ab.

Para e € Gy:

ysie < f € Gy:
9o/ L A(f) — Ale)
a— A(f,e)(a).

Bésicamente ¢ esta definido como A restringido a Gy .
Por la proposiciéon 3.3.1, A = |_| A, es un grupoide ordenado abeliano, donde A, = A(e) para cualquier e € Gy.
ecGy
Ademdssie < f € Goya €A, b € Ay entonces
a<b siysélosi a=A(f,e)b).

El elemento (|0, ) esté definido como (a|0.) = A(f,e)(a), siempre que e < f € Goy a € A(f).

Pasemos a definir ahora una accion derecha de G sobre A. Sean g € Gy a € A,(,) , definimos la funcion
8 Ane) T Ady)
ar—a-g=A(r(g),)(a).

Veamos que se cumplen las condiciones (GM 1) — (GM5).

Supongamos que existe gh en G y existe a- g en Ay(,), entonces

(a-g)-h=A(r(h),h)[A(r(g),8) (a)]
= [A(r(g),8) (r(h), 1)} (@)
Ir

=A(r(g),(glr(h) ) (a)

=A(r(g),gh)(a) (unicidad del elemento (g|r(h)))
A(r(gh),gh) (a)

=a-(gh).
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Supongamos que a,b € A,, para e € Gy y que existena-gy b- g, donde g € G, entonces

a-g+b-g=A(r(g),8)(a)+A(r(g).2) (b)
=A(r(8).8)(a+b)
=(a+b)-g.

Seane € Gy y a € A,, entonces

Sea g € G, entonces 0,(,) - g = A (r(g),8) (0y()) = 0y,) debido a que A (r(g),8) es un homomorfismo de grupos
abelianos.

Supongamos que existen a- gy b-h donde a < by g < h, entonces

) (r(2),8)](b)
r(¢)) 8] (b)

I
D> > > > > > >

lo cual implica que
a-g<b-h.

Por lo tanto A es un G—modulo derecho.

Hasta ahora tenemos una relacién entre la categoria C(G)—mddulos derechos y la categoria de G—mddulos,

veamos que estd relacion es biunivoca.

Definimos el funtor
I': Mod(G) — Mod(C(G)),
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el cual asigna a cada G—médulo A4, el funtor A : C(G)°? — Ab como se definié anteriormente. Si & : A — Bes
un G—morfismo, debemos definir el morfismo I'(o¢) : A => B en Mod(C(G)).

Seae c Gpy sea
I'a).:A. — B,

tal que para cada e € A,:

Notemos que por la forma en definir la funcién I'(@),, ésta es un homomorfismo de grupos. Sean (e,g) € C(G) y
acA,

[(a)
(d(g),d(g)) Ade) T, By
(e,9) Ale,g) Ble.g)
o AT

B(e,g) [[(a)e(a)] = Ble, ) (a(a))
= (a(a)|0r(g)) 8
= a(al0,,)) g (por unicidad de (oz(a)|0r(g)))

[( 10r(g)) - 8]
(¢) [(@l0r(g)) -]

—F( ) <>[A(€ 8)( )] -

Sean a, § morfismos en la categoria de G—mddulos tal que fo estd definido. Para mostrar que I' preserva la

composicién de morfismos basta con lo siguiente: sean e € Gy y a € A, entonces

L(Ba)e(a) = Bala)

Por dltimo sea 14 : A — A un morfismo identidad de G—mddulos. Sie € Goy a € A,
['(14)e(a) =14(a) =a.

Por tanto I'(14) = 1p4) -
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Pasemos ahora a definir el funtor
I : Mod(C(G)) — Mod(G).

Si A es un objeto en Mod(C(G)), entonces I"'(A) = A donde A es el G—mébdulo que se definié anteriormente a
partir del funtor A. Sean A, B dos C(G)—mdédulos y ¢ : A => B un morfismo de C(G)—mdbdulos, para e € Gy y
a € A, se define

I'(¢):A—B

ar— ¢.(a).

Esta definicién por recurrencia nos garantiza que I es un funtor.

Por dltimo notemos que

I'T=lyoae) ¥ IT = Inoa(c(c)) -

3.5. La cohomologia de un grupoide ordenado
En la dltima proposicion de la seccién anterior probamos el isomorfismo entre categorias
Mod(G) = Mod(C(G)),

donde Mod(C(G)) = AbS(©)” y AbC(©)” e5 una categoria abeliana, por lo cual podemos definir la cohomologfa
de un G—mdédulo a través de su carrespondiente C(G)—mddulo.

Retomamos la construccion de la seccién 2.1.1. Sean A un G—mddulo y A su correspondiente C(G)—mddulo,
definimos el n—ésimo grupo de cohomologia del G—mddulo A como el n—ésimo grupo de cohomologia del
correspondiente C(G)—médulo A, esto es,

H'(G,A) = H" (C(G),A) = R"lim(A).
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Extensiones de grupoides ordenados

4.1. Extensiones y transversales

Sean G y H grupoides ordenados. Decimos que un funtor ordenado ¢ : G — H es un separador de identidades si

induce un isomorfismo ordenado entre Go y Hy.

Definicion 4.1.1. Sean G un grupoide ordenado y A un grupoide ordenado abeliano. Una extension de A por G
esunaterna & = (1, U, 6) donde

e U es un grupoide ordenado.
e 0 :U — G es un funtor ordenado sobreyectivo el cual es separador de identidades.

e 1:A — U es un funtor ordenado inyectivo, tal que la imagen de 1 es isomorfo al kernel de o,
1(A) 2 Ker(0).

Ay % .

Notemos que Ker(o) es un subgrupoide amplio de U, ademds también es un subgrupoide ordenado normal, y
dado que 1(A) = Ker(o), entonces 1(A) también es un subgrupoide ordenado normal de U. Por lo cual podemos
formar el grupoide cociente U /1(A) cuyos elementos son clases de equivalencia generadas a partir de la relacién
de equivalencia dada por

u~v siysélosi u=t(a)vi(b) paraalgunosa,bcA.

Si Juv en U entonces 3 [u|[v] en U/1(A) y [u][v] = [uv]. El orden en U /1(A) es definido como [u] < [v] siy sol6 si
para cada V' € [v] existe u’ € [u] tal que v/ <V'.

Proposicion 4.1.2. Sea 4 ! _ ;; _ 9. unaextension de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide

ordenado G .
(i) El grupoide 1(A) es un subgrupoide normal ordenado de U .

(ii) Exite un dnico isomorfismo y : U/1(A) 2 G tal que 6 = yx, donde w: U — U/1(A) es la proyeccién
natural definida por 7w(u) = [u].
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Demostracion. Sea [u] un elemento de U /1(A), donde u € U. Se define

v ([u]) =o(u).

Veamos que la definicién no depende del representante. Sea v € [u], u ~ v si y sol6 si u = 1(A)vi(b) para algin
a,beA.

Entonces

Ahora probemos que y es inyectiva. Sean [u], [v] € U/1(A) tales que y ([u]) = y([v]), entonces 6 (u) = o (v), esto
es, 6 (d(u)) = o (d(v)). Luego d(u) = d(v) porque o es separador de identidades.

Por tanto existe vu ! € U y vu~! € Ker(c) =1(A) . Existe a € A tal que vu~' = 1(a) lo cual implica que v = 1 (a)u.
Por otra parte d(u) € Ker(o) = 1(A), luego exite e € A tal que 1(e) = d(u). Esto implica que

v=1(a)u=1(a)ud(u) =1(a)ut(e), paraa,e€A.
Luego

u~v, esdecir, [u]=/[v].

Si tomamos g € G, como © es sobreyectivo, existe u € U tal que o(u) = g. Luego v ([u]) = o(u) = g para
[u] € U/1(A), por lo cual y es sobreyectivo.

Si suponemos que existe otro isomorfismo y' : U/1(A) — G tal que 0 = y'x, para [u] € U/1(A), ' ([u]) =
V' (x(u) = o(u) =y ([u]). O

Sean A un grupoide ordenado abeliano y G un grupoide ordenado. Dos extenciones €= (1, U, 0)y &' = (1',U’, ¢’)
son congruentes si existe un funtor ordenado i : U — U’ tal que

!=ut y o=ou.

Escribimos p: € = &’
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Lema 4.1.3. Sipu: &= &', entonces u es un isomorfismo.

Demostracion. Sean u,v € U tales que p(u) = p(v).

Como p(u),u(v) e U’, o’ (u(u)) = o’ (u(v)), por tanto o(u) = ov. Asi que o (d(u)) = o (d(v)) y como G es
separador de identidades, d(u) = d(v). Por lo cual existe vu~' € U. Ademds p (vu~") € Up. Esto implica que
o' (u(vu=')) € Gy y por tanto o (vu~') € Go. Luego vu~' € Uy y d(vu~") = r(u). Entonces existe vu 'u € U y
1

vu u=u.Luegov=u.

Probemos ahora que [ es sobreyectiva. Sean v’ € U’, entonces sigma’ (1) € G, por lo cual existe u € U tal que

G,
ou=0o'(u), esto es, ¢’ (L(u)) = o’ («'). Esto implica que ¢’ (d [u(u)]) = ¢’ (d(«')) siendo ¢’ un separador de

identidades. Luego d [ (u)] = d(u') .
Por tanto existe ft(u)u'"' € U, més adn, p(u)u'~" € Up. Lo cual implica que [t (u)u'~"]u’ = u' y por tanto
Lu)=u'. O

Corolario 4.1.4. La congruencia de extensiones de grupoides ordenados es una relacién de equivalencia.

Sea & = (1, U, 0) una extensién de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide G. Dado que o es sobreyecti-
va, para cada g en G podemos elegir un elemento I/(e) de U con o (I(g)) = g. Asi para cada extensién & = (1, U, 0)
de A por G, podemos eligir una funcién

1:G—U

tal que o/ = 1. Llaremos a tal funcién una transversal para la extension €.

Lema 4.1.5. Sea !/ una transversal para una extensién & = (1, U, ) de A por G. Supongamos que g, € G con
r(h) <d(g).Entonces r(I(h)) <d(l(g)).

Demostracion. Si r(h) < d(g), entonces r[ol(h)] < d[cl(g)]. Esto implica que o [r(I(h))] = o [d (I(g))] y por
tanto r[I(h)] < d[l(g)] - O

Corolario 4.1.6. Si existe gh en G, entonces existe [(g)I(h) .

Demostracion. Si gh existe en G, r(h) = d(g). Esto implica que r [/(h)] = d [I(g)] y por tanto existe /(g)I(h) e U .
Lema 4.1.7. Sean € = (1, U, ¢) una extensién de A por Gy [ : G — U una transversal para €. Seanu € U y

g = o(u). Entonces existe un dnico a € A tal que u = I(g)1(a).

Demostracion. [ [o(u)] es un elemento de U, y

Como o es separador de identidades,
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por lo cual existe [ [o(«)] ' u € U. Mas atin

- (z (o))" u) - (z [G(u)]_l) o (1)
- (Gl CIO u)il o (1)

Por tanto [[o(u)] "' u € Ker(c) = 1(A).

Como 1 es monomorfismo, existe un tinico elemento a € A tal que 1(a) = [o/()] ' u. Luego I [6(u)]1(a) = u. O

Proposicion 4.1.8. San € = (1, U, 6) una extensién de A por G y [ : G — U una transversal para . Para cada
elemento (g,a) € G X A que satisface ot [d(a)] = r(g), se define a- g por

ta-g) =1(g) "ua)l(g).-
Entonces esto genera en A una estructura de G—mddulo, la cual es independiente de la eleccion de la transversal /.

Demostracion. Comencemos definiendo
0:Gyp— Ay

por

Dado que o es un separador de identidades, 6 es un isomorfimo ordenado. Sia € Ay g € G con d(a) = 0 (r(g)),
entonces [(g)~'1(a)l(g) es un elemento de 1(A), ya que 1(A) es un subgrupoide normal ordenado de U.

Para probar que la definicién es independiente de la eleccion de la transversal, sea I’ : G —> U otra transversal.
Seange GyaecAcond(a)=0(r(g)), como I(g) es un elemento de U, existe un tinico b € A tal que I(g) =
I'[ol(g)]1(b), lo cual implica que [(g) = I'(g)1(b), por tanto

1(g) " 1(a)l(g) = [I'(g) (b)} ‘l<a
1(b)!
=1(b) "1 <> "(8)”

I
~
=
—
o0
N
|
-
—
S}
=
=
=
—~
oo
NS

donde '(g)~'1(a)!'(g) pertenece a 1(A).

Probemos que las condiciones (GM1) — (GM5) se cumplen. Sean g € Gy a € A cond(a) = 6 (r(g)) . Supongamos
que gh existe en G y que existe 1(a - g), entonces

tf(a-g)-h) =1(h)"1(a-g)l(h
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Como [(g)l(h) € U, existe k € A tal que

1(g)l(h) = L[o (I(g)l(R))]1(k)
= L(gh)1(k)
por lo cual
tl(a-g)-h] = [l(g)I ()] 1(a)l(g)1(h)
= [[(gh)L (k)] ™" (@)l (gh)1 (k)

L(k) " 1(gh) " t(a)l(gh)u (k)
(k)" 1 (k)I(gh) " 1(a)l(gh)
=1(gh)~"1(a)l(gh)
4

Sean e una identidad en Gy a € A, , entonces

ta-e)=1(e) "1(a)l(e).

Notemos que ¢ [I(e)'1(a)l(e)] = o[i(a)] € Gy y 0 es separador de identidades, entonces
I(e)""1(a)l(e) = 1(a),

es decir,

t(a-e)=1(a).

Sea g € G, entonces

Por otra parte
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Esto implica que

Luego
()" 'o |, (r(®)l(g) =0 |, (d(g))
y
o, (dlg)=1[6(d(g))
=1(04(4))
Por tanto

Supongamos que existena-g y b-hdonde a < b y g < h, entonces

cli(a-g)] =0 [l(g) "1(a)(g)]
=g 'oi(a)g
<h 'ou(b)h
— o [1() 1 (b)1(h)]

—oli(b-h),

pero ¢ [t(a-g)]y o[t(b-h)] pertenecen a Gy .

Por tanto
ta-g)<i(b-h).

O

Proposicion 4.1.9. Sean € = (1,U, 0)y & = (', U’, 6’) extensiones congruentes de A por G . Las estructuras
de G—mddulo generadas respectivamente por cada extensién son idénticas.

Demostracion. Dado que € y &’ son congruentes, existe un isomorfismo ordenado t : U — U’ . Sean [ y I transver-
sales para las extenciones & y &', respectivamente. Sea g € G, entonces o’ (I'(g)) =g=0(l(g)) =o' [u(I(g))].
Por tanto d [ (I(g))] = d[I'(g)], ya que ¢’ es separador de identidades. Asi, existe I’(g)u (I(g)) ™" . Ms aiin,

o' (l’(g)u (l(g))fl) =o' (I'(g))o(l(g) ' =g Asil'(g)u(I(g)) " € (A).

Sea a € A,(y). Mostremos que i (I(g)'1(a)l(g)) =1'(g) "1 (a)'(g).
w(l(e) " u@)ig) = (1(g)) " V(@m (ig))
=1'(g) " '(g)n(l(g)) "V (@)m (I(g))
=1'(g) (@) (g)u ((g) " 1 (ilg))
=)' (@!'(g)
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Sean & = (1, U, 6) una extensién de A por G y [ : G — U una transversal para . El siguiente resultado nos dice

que un grupoide ordenado U puede recobrarse de A, Gy .

Proposicion 4.1.10. Sean € = (1, U, ¢) una extensién de A por G y [ una transversal . Se define
GxA={(g,a) €GxA: d(a)=0y4} .
Entonces existe una biyeccion
GxA—U
definida por

(g,a) — 1(g)1(a).

Sig,h € G con r(h) < d(g), entonces existe un tnico §(g,h) € A tal que
1(g,h) =1(g@h) ™ ®1(g)®1(h).
Mas aun,
(i) Siu=1(g)t(a), v=1(h)1(b) y existe uv, entonces
uv=1(gh)t1[{(g,h)+a-h+b].
(ii) Seanu =1(g)1(a) y v=1(h)1(b), entonces
v<u i h<g y b= (al0uu)+C(e.d(h) ~ L (d(h).d(n)
Demostracion. Para el mapeo
GxA—U
definido por
(8,a) — 1(g)1(a)
su mapeo inverso esta definido por

U— GxA

u—s (o(u),a),

donde a € Ay es tnico tal que u =1 (o (u)) 1(a) .

En efecto si (g,a) € G*A,
(g,a) — U(g)1(a) — (o (I(g)1(a)) ;b)) ,
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donde b € A tal que I(g)1(a) =1[o (I(g)1(a))] 1(b). Esto implica que

I(g)1(a) =l[ol(g)o1(a)]1(D),

es decir,

1(g)1(a) = 1(goL(a))L(D).
Luego

l(g)1(a) = 1(g)1(b)
y por tanto

ta) =1(D)
es decir
a=b.

Ademds o (I(g)1(a)) = g por tanto

(o (l(g)t(a)),b) = (g,a).

Ahorasiu c U,
ur— (o(u),a) —1(o(u))1(a) =u.

Por otra parte, sean g,h € G con r(h) <d(g), entonces r[I(h)] <d[l(g)]. Por tanto existe [(g) ®I(h) = (I(g)|r[I(h)]) I(h) €
U.

Luego existe dnico §(g,h) € A tal que

1(g)®@1(h) =1[o (I(g) ©1(h))]1E(g,h),

lo cual implica que

l(g)@1(h) =1(g@h)1E(g,h).

Por tanto

18(g,h) =1(g@h) " [I(g) ®I(h)],

es decir,

1L(g.h)=1(goh) ' ®@l(g)®I(h)].
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Ahora pasemos a probar (7). Supongamos que u = [(g)1(a), v =1(h)1(b) y que existe uv, entonces

“ U@l () (b)
t(a-h)1(b)
gl(Mi(a-h+b)
(g h)i(a-h+b)
)+a-h+b].

/—\
M
=

Probemos (). Sean u =[(g)1(a) y v=1(h)1(b). Supongamos v < u, entonces I(g)1(a) < I(h)1(b), lo cual implica
que o [I(g)1(a)] < o [l(h)1(b)] y por tanto g < h.

Por otra parte

lo cual implica que

y por tanto

) wie)
() '®I(g)

™
—
o9
_——
=
N

pero [ (d(h)) @1(d(h)) = 1(d(h)) 1§ (d(h),d(h)),

~—
~—

asf que 18 (d(h),d(h)) = [ (d(h)).

Esto implica que

t (b= (al0gm)) = 1& (g,d(h) 1L (d(h),d(h))™"

y por tanto

b= (al0q))+ & (8,d(h)) — & (d(h),d(h)) .
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4.2. Extensiones que se dividen

En estd secciéon estudiaremos la clase mds sencilla de extensiones, pero comenzaremos revisando el producto
semidirecto de grupoides ordenados. Sea A un G—mddulo. Definiremos el producto semidirecto de A por G.
Pongamos

GxA={(ga)eGxA: d(a)=0y4} .

Sean (g,a), (h,b) € G x A. Si existe gh entonces definimos el producto
(gaa)(hab) = (gh7ah+b) .

Proposicion 4.2.1. Sean G un grupoide ordenado y A un G—médulo. Entonces G x A es un grupoide ordenado
con el producto definido anteriormente y el orden heredado de G X A .

Demostracion. Comencemos notando que los elementos identidad en G x A son de la forma (e,0,), con e € G,

por lo cual si (g,a) € G x A, su identidad derecha es

(d(8),04g))

y su identidad izquierda es

(r(8),0(q)) -

En efecto

—~
~
—~
o
~
(=]
Nl
~~
%
~
—
~
—~
oQ
x
o
oQ
+
N}
~—

Por lo cual definimos
d(gva) = (d(g)vod(g)) y r(g,a) = (r(g)aor(g)) .

Pasemos a mostrar que el producto definido es asociativo.

Sean (g,a), (h,b)(i,c) € G x A de tal manera que existe ghi, entonces

(8,a) [(h,b)(i,¢)] = (8,a)(hi,b-i+c)

= (ghi,a-hi+b-i+c)

= (ghi,(a-h)-i+b-i+c)
= (ghi,(a-h+b)-i+c)
= (gh,a-h+Db)(i,c)

=

(g,a)(h,b)] (ic).
Hasta aqui hemos probado que G x A es una categoria, veamos que es un grupoide.
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Sea (g,a) € G x A, definimos

Entonces

(g.a)(g ", —a-g )= (3¢ ag ' +(~a)-g")

= (r(8):0u(5)-87")
= (r(g),Or(g))

1

—1

(g —a-g g a)=(g"g(-ag ") g+a)

= (d(g),—a+a)
= (d(8).0uy)) -

Sean (g,a), (h,b) € G x A. Definimos el orden parcial heredado de G x A por
(g,a) < (h,b) siysdlosi g<hya<b

Comencemos a verificar los axiomas de grupoide ordenado.
Supongamos que (g,a) < (h,b), entonces

g<h y a<b.
Luego

g_l §h_1 y —a<-—b

Dado que a € Ay(q) = Ar(g—l), existe —a-g~ ! y similarmente existe —b-h~!, luego

—a-g ' <—b-n".
Por tanto

(g —ag )< b7

equivalente a

Ahora supongamos (g1,a1) < (h1,b1)y (g2,a2) < (h2,b2), y que existen los productos (g1,a1)(g2,a2), (h1,b1)(ha,b2).
Entonces tenemos g1 < hy, g2 < hy, a1 < by, ay < by. Esto implica que

g182<hihy, y ai-g<bi-hy.
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Luego
ay-g+ax <by-hy+by,

por lo cual (gl,al)(gz,az) < (hhbl)(/’lz,bz) .

Supongamos que (g,a) es un elemento de G X A y que (e,0,) es un elemento identidad de G x A tal que (e,0,) <
d(g,a) = (d(g),04,)). entonces e < d(g) y 0, < Oy(,). por tanto existen tinicos (gle) y (a|0,) en G y A, respecti-
vamente. Definimos la restriccién de (g,a) respecto a (e,0,) como ((gle), (a|0,)) -

Dado que (gle) < g y (a|0,) <a,

((gle), (al0)) < (g,a)

d[((gle), (al0.))] = (d[(gle)] . Oc)
= (e,0,)

ademads por su forma es Unico.

O

El producto semidirecto proporciona un ejemplo de una extensién. Sean A un G—méduloy 7: GXA — G la

GXA)
Se define i : A —> G x A por i(a) = (e,a) , donde e es el tnico elemento en G con la propiedad 6 (e) =0, =d(a) .

proyeccién candnica sobreyectiva en G. Notemos que 7 | (Gra)g €5 U0 isomorfismo, ademads el kernel de wes Gy X A.

Inmediatamente
At oxa- L s

es una extension de A por G.

Una extensién & = (1, U, o) de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G se divide o se
escinde si o tiene una inversa derecha, esto es, si existe un funtor ordenado

7T:G—U

con 0T = 1. A tal funtor 7 se le llama una divisién para la extension €. Notemos que 7 es un caso particular de
una transversal.

El producto semidirecto anterior se divide con la divisién 7: G — G x A dada por 7(g) = (g,0,(g)) -
El siguiente resultado nos dice que los productos semidirectos son precisamente extensiones que se dividen.
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Proposicion 4.2.2. Cualquier extensién € = (1, U, ) que se divide, es congruente a la extensién de producto
semidireto derivada del G—mddulo A.

Demostracion. Sean € = (1, U, 0) una extension de A por G que se divide y 7 el divisor.

Tenemos el siguiente diagrama:

Dado que el conjunto G x A es igual al conjunto G x A, por la proposicién 4.1.10, i es un isomorfismo. Resta
verificar que el diagrama es conmutativo.

Sea a € A, entonces ui(a) = u(e,a) = t(e)i(a) = 1(a). Sea (g,a) € G x A, entonces oli(g,a) = o (t(g)t(a)) =
ot(g)oi(a) = g = n(g,a). Por tanto ambas extensiones son equivalentes, esto es, cualquier extensién que se di-
vide es equivalente a la extension que se genera por el grupoide ordenado G X A . g

El anterior resultado nos dice que sélo existe una extension de A por G que se divide (salvo equivalencia) asociada
a la accion dada de G sobre A .

Sin embargo, existe un problema de clasificacién que involucra extensiones que se dividen: dada una extension
que se divide, clasificar todas las posibles divisiones.

Definicion 4.2.3. Sean G un grupoide ordenado y A un G—médulo. Una derivacién de A es una funcién
preservadora de orden ¢ : G — A tal que:

(D1) ¢(g) € Ag(q) paratodo g € G.

(D2) ¢(gh) = ¢(g)-h+ ¢(h) paratodo g,h € G tal que gh exista.

Notemos que si e € Gy, entonces @(e) = ¢ (ee) = ¢(e) - e+ ¢ (e). Luego ¢ (e) =0, .
Mostremos ahora que las derivaciones pueden ser usadas para clasificar divisiones.

Lema 4.2.4. Cualquier divisién de una extensién que se divide determina, y estd determinada por una derivacion.

Demostracion. Basta considerar la extension generada por el producto semidirecto G X A. Si suponemos que ¢ :
G — A es una derivacion, definimos

T:G—GKA
gr—(80(8))
Notemos que
(gh) = (gh, ¢(gh))
= (8h,0(8)-h+9(h))
= (8:¢(2)) (1, ¢(h))
=1(g)7(h).
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Por lo cual 7 es un funtor, ademas como ¢ preserva orden, T también.

Ahora supongamos que 7 es una divisién dada, entonces 77 = 1. Luego 7(g) = (g,7'(g)), donde 7’(g) es un
elemento de A que satisface d[7'(g)] = Oy -

Definimos

¢:G— A por
9(8)="7'(g)-

Sean g,h € G tal que gh existe, entonces

(gh,7'(gh)) = T(gh)
7(g)7(h)

= (87(8)) (h,7(h))

= (gh,r'(g)-h—ﬁ-’ﬂ(h)) .

Esto implica que
¢(gh) = 7'(gh)

7(g)-h+1'(h)
=¢(g) -h+¢(h).

Por tanto ¢ es una derivacion. O

Denotemos por Z' (G,A) al conjunto de todas las derivaciones del G—mddulo A.
Lema 4.2.5. Z'(G,A) es un grupo abeliano bajo la suma puntual.

Demostracion. Sean ¢y, ¢, : G — A dos derivaciones veamos que la suma @; + ¢, es también una derivacion.

0+¢:G—A
g 01(g) +9a(g)

Notemos que se cumple (D1). Sean g,k € G tal que existe gh, entonces

¢1 + @2(gh) = ¢1(gh) + ¢2(gh)
=01(8) h+¢1(h)+ ¢2(8) - h + $2(h)
=[01(8) + 92(8)] - h + ¢1(h) + $2(h)
=01+ 02(8) h+¢1+92(h).

Como los elementos de Z!(G,A) son funciones, y la suma est4 definida de manera puntual, la operacién es asocia-
tivaen Z'(G,A).
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Definimos 0 : G — A por 0(g) = 6 (d(g)) = 0,(,). Mostremos que 0 es una derivacién.

Sean g,h € G tal que gh existe, entonces

Por otra parte si ¢ € Z'(G,A), se define su inverso por

—0:G—A (4.1)
g— —0(g). 4.2)

Supongamos que g,/ € G tal que gh existe, entonces

—¢(gh) = —[0(8) -h+9(h)]
=—[¢(e) A+ [0 (h)]
=—0(8)-h+[=¢(h)].

Por lo cual —¢ pertenece a Z' (G,A) .

Dado que cada elemento de Z'(G,A) estd definido sobre un grupoide abeliano, Z!(G,A) es abeliano. O

El siguiente resultado proporciona una clase importante de derivaciones.

Lema 4.2.6. Sean A un G—médulo y & : Gy — A una funcién preservadora de orden tal que (e) € A,.

La funcion
00:G— A,

definida por

gr—58(r(g))-g—8(d(g))

es una derivacion.
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Demostracién. Comencemos notando que d8(g) € Ay() -

Sean gh € G tal que gh existe, entonces

96(gh) = & (r(gh))-gh— & (d(gh))
=08(r(g))-gh—38(d(h)).

Por otra parte

96(g)-h+98(h)=[5(r(g))-g—6(d(g))]-h+8(r(h))-h—5(d(h))
=0(r(g))-gh—6(d(g))-h+06(r(h)) h—5(d(h))
=06(r(g)) gh—6(r(h))-h+8(r(h))-h—35(d(h))
=0 (r(g))-gh—6(d(h)).

O
A las derivaciones de la forma 06 las llamaremos derivaciones principales. Denotamos al conjunto de todas las
derivaciones principalesde de un G—médulo A por B! (G,A).
Lema 4.2.7. B'(G,A) es un subgrupo de Z'(G,A) .

Demostracion. Sean 0;, 6, : Go — A dos funciones preservadoras de orden tales que 8 (e), 62(e) € A,, para
cualquier e € Gy . Definimos la suma d&; + 96, : G — A de manera puntual.
Veamos que dd; + d &, es una derivacion principal.

Sea g € G, entonces

981+ 98, (g) = 9d1(g) + 9 (g)
=081(r(g))-g—01(d(g)) +62(r(g))-g — 62(d(g))
= [01(r(8)) + 82(r(2))] - g = [81 (d(g)) + &2 (d(g))]
= (6148 (r(g))] - 8 — [81 + & (d(g))]
(1 +8)(g)-

Luego para la funcién 8; + & : G — A definida de manera puntual,
981 +08, = (8 +8).

Por tanto la suma es cerrada en B! (G,A) .

Mostremos que la derivacién identidad, 0, es principal.

Sea g € G, entonces
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por tanto
20=0.
Si 08 es una derivacién principal, se define
—6:Gy—A
e— —0d(e).
Por tanto
d(—06)=-04.

]

Las derivaciones proporcionan una forma facil de caracterizar divisiones. Para clasificar divisiones introducimos
la nocién de A—conjugacién. Sean € una extension que se divide de A por G y 7, A dos divisiones de & con
correspondiente derivacién 7 y A, respectivamente. Decimos que T y A son A-conjugados si existe una funcién
preservadora de orden & : Gy — A tal que d(e) € A, y paratoda g € G,

(g)=8(r(g) g +A(g) —8(d(g)) -
El siguiente resultado es evidente.

Lema 4.2.8. Dos derivaciones corresponden a divisiones A—conjugadas si y s6lo si su diferencia es una derivacién

principal.

Teorema 4.2.9. Para cualquier grupoide ordenado G y G—mddulo A, las clases de A—conjugacién de divisores
de la extension que se divide

A—Loxa g,
) N - ZH(GA)
estdn en correspondencia biyectiva con los elementos del grupo cociente m .

Demostracion. Sea [7] una clase de A—conjugacién, donde 7 es una divisién de la extension
i T
A——GxA——G.

T esta relacionado de manera biunivoca con una derivacién 7T (lema 4.2.4). T se relaciona con la clase lateral
7B (G,A).
Veamos que la correspondencia biyectiva no depende de la eleccién del representante en [7] .

Sea A € [1], entonces por el lema 4.2.4, T — A es una derivacién principal. Esto implica que
T—1 €B'(G,A)
y por tanto

7B'(G,A) = AB'(G,A).
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4.3. Conjuntos de factores

En estd seccion clasificaremos extensiones de grupoides ordenados definiendo conjuntos de factores para G—modu-
los. Sean G un grupoide ordenado y n > 1. Una n—escalera sobre G es una n—ada (g, ...,g2,81), donde g; € Gy
r(gi) <d(gi+1), parai=1,...,n— 1. Denotamos al conjunto de n—escaleras sobre G por S, (G) .

Definicion 4.3.1. Sea G un grupoide ordenado. Un conjunto de factores para un G—médulo A es una funcién
£:5(G)—A

que satisface las siguientes condiciones:

(FS1) {(g,h) € Ay para cualquier (g,h) € S2(G).

(FS2) Para todo (gahak) € S'i(G)? (C(gvh”or(k)) k+ C(g®h’k) = C(gvh®k) + C(h7k) .

Lema 4.3.2. Sea ¢ un conjunto de factores para un G—médulo A. Entonces
(i) {(d(g),d(g)) ={(s,d(g)) paratodag € G.
(i) £(r(g),r(g))-g=1C(r(g),g) paratodag € G.
(i) §(g.87")-g+8(r(g).8) =& (g:d(g)+E§(g" ) paratodo g € G.
(iv) Sie,f € Gocon f < e, entonces ({(e,e)|0f) = (e, f).
(v) Sig,h € Gconh< g, entonces ({(g,d(g))|0an) = ¢ (d(g),d(g)).
(vi) Sig,h € Gconh < g, entonces §(g,d(h))-h~'+{(h,h™")=C(g,h™ ")+ (d(h),h7").
(vii) Sig,h€ G eonh < g, entonces ({(g,8")|0,n)) +& (r(g),r(h)) = E(g,h~ ")+ (g7, r(h)).
(viii) Si g,k € Gconk <h< g, entonces (¢ (g,d(h))0g0) + & (hd(k)) = (g,d(k)) + & (d(h),d(k)).

(ix) Sig,g’,h,h' € G son tal que existe g¢', existe hh', h < g y ' < g'. Entonces ({(g,8')|04)) +§ (g¢',d(H')) =
Cg,n)+L (g, d(H)).

(x) Sig,g',h, i € G son tal que existe gg’, existe Wi/, h < gy i’ < g'. Entonces { (g,r(h)) -0 + {(h,h) =
q

§(g: 1)+ C(r(H),H).

Demostracion. (i) Apliquemos (FS2) ala 3—escalera (g,d(g),d(g)). Tenemos que
(£ (8:d(8)104g)) -d(8) + & (s@d(g).d(g)) = § (3.d(g) @d(3)) +{ (d(g),d(g)) -

Luego

y por tanto
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(i) Apliquemos (FS2) ala 3—escalera (r(g),r(g),g). Tenemos que

(C(r(2),r(8)10,(g) -8+ (r(g)@r(g),8) = L (r(g),r(g) ®g)+ & (r(g).8) -

Asi que

C(r(g),r(g))-g+E(r(g),8) =C(r(g),8) +E(r(g),8)

y por tanto

C(r(g),r(g)-g=C(r(g).8) -

(iii) Apliquemos (FS2) ala 3—escalera (g,g~!,g). Tenemos que

(C(g.8 N0,) g+ ¢(g®g " g) =C(g.8 ' ®8)+¢(g ' g).

Asi que

$(g,8 ") g+8(r(g),8) =¢(g.d(g)+C(g "\ g).

(iv) Aplicamos (FS2) ala 3—cadena (e, e, f). Tenemos que

(C(e,e)|0f) - f+E(e@e, ) =C(e,e® f)+C (e, f).

Asi que

(g(eae)‘of) + C(evf) = C(eaf) + g(e’f)

y por tanto

(Ele.e)l0y) = E(e, f)-

(v) Aplicamos (F'S2) a la 3—escalera (g,d(g),d(h)). Tenemos que
(€ (8:d(e)|0a@)) -d(h) + & (s@d(g),d(h) = E (3.d(g) @d(h)) + § (d(g).d(R)) -
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Asi que

(€ (3.d(8))[0an)) + & (8:d(h)) = (g,d () + £ (d(g).d(h)

y por tanto

(8 (8,d(8))10any) = € (d(g),d(h)) -

(vi) Apliquemos (FS2) ala 3—escalera (g,d(h)h~"). Tenemos que

(& (g,d() |0g(ny) -h~" + ¢ (g@d(h),h ") = § (g,d(h) @ h™") +C (d(h),h™")

y por tanto

E(g.d(h)-h= "+ (k") = L(g, ™)+ (d(h),h7") .

(vii) Apliquemos (FS2) ala 3—escalera (g,g~ ', r(h)). Tenemos que

(C(g:8 I0,my) r(h)+ & (g8 r(h) =¢ (3,8 " @r(h) + ¢ (g7, r(h))

y por tanto

(8(g.87 D0swy) +E (r(g),r(m) = Cg. k™) + (g7 r(h)) -

(viii) Apliquemos (FS2) a la 3—escalera (g,d(h),d(k)). Tenemos que

(8 (8:d(1))[0a)) - d(k) +E (g@d(h),d(k)) = (3,d(h) @d(k)) + & (d(h),d(k))

y por tanto

(€ (8,d(R)) [0gqp)) + € (hd(k)) = { (g.d(k)) + { (d(h),d(k)) .

(ix) Apliquemos (FS2) ala 3—escalera (g,g’,d(h')). Tenemos que
($(:8N040)) -d(H)+ ¢ (g8 ,d(H)) = C (¢,8' @d(h)) +C (¢,d(h'))
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y por tanto

(C(g:&)10auy) + &€ (g8, d (1)) = § (g, 1)+ (g, d(H)).

(x) Apliquemos (FS2) ala 3—ecalera (g,r(h'),h'). Tenemos que
(& (8.7 (W) 10,0)) - + & (g@r(), 1) = { (gr(h) @ 1) + & (r(H), H)
y por tanto

E(rr(l))coth +§(hh') = E(g.h)+ & (r(H), 1) .
0
Suponga que € es una extension de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G. Sean / una
transversal para € y (g,h) € S>(G), por el lema 4.1.5 los productos [(g) ®[(h) y [ ((g®h) ") ®1(g) existen, y por
el corolario 4.1.6, existe [(g®@h) "' ®@1(g) .

Proposicion 4.3.3. Sean € = (1, U, ) una extensién de A por G y [ una transversal para €. Se define
£:5(G)—A

por
1({(gh) =lg@h) ™ @i(g)@1(h).

Entonces { es un conjunto de factores.

Demostracion. Por la proposicién 4.1.10, cada §(g, &) es tnico, por lo cual la funcién { esté bien definida.
Sit1(¢(g,h)=1(g®h)"'®I(g)®I(h), entonces

Asi que
o (d[1(E(g:1)]) = o (d[i(h)])
y por tanto

d[C(g, )] =d(h).

Por tanto se cumple (SF1).
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Para probar (SF2), sea (g,h,k) € S3(G). Calculemos /(g) ® I(h) ® [(k) de dos formas:

(Hg)@I(h)@1(k) =1(g@h)@1L(g,h) @1(k)
l(goh)QI(k)@1(k)~ ' @18(g,h) @ 1(k)

(
(
lg@hok)@1l(gohk)@l(k)~ @1l(g,h) @1(Kk)
(
(

l(g@h@ k)1 (g@h,k)I(k)™ (14 (g, 1)[10,u)) I(k)
g@h® k)1 (g hk)I(K) ™'t ((8:1)[0,w) 1(k).

Por otra parte

Hg)@U(h)RI(k)=1(g)@l(h®k)@1L(h,k)
l{gh@k)®@18(g,hxk) @1 (h,k)
Hgohk)l(g,hk)1f(hk).

Dado que ambas factorizaciones de I(g) ® I(h) ® I (k) son iguales, tenemos que
18 (g @h.k)I(k) ™"t (£ (8 1)[0,) LK) = 18 (8, h @ k)L (h,k)

y por tanto
3 [C(g®hak) + (C(gvh”or(k)) k] = iota [C(gvh@)k) + C(hvk)] .
Como 1 es inyectiva,

C(g®hvk) + (C(gah)|0r(k)) k= g(gvh®k) + C(h7k)

O

Notemos que si la transversal / es un funtor ordenado, entonces /(g ®h) = I(g) ®(h). Podemos pensar del conjunto
de factores construido en la proposicién anterior como una medida de como / deja de ser un funtor ordenado.
Esta idea se hace mds precisa en el siguiente lema.

Lema 4.3.4. Sean € una extensién de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G, [ una
trasversal para € y ¢ el conjunto de factores definido por

l(g)@1(h) =1(g@h)[(gh)] .
Entonces / es un funtor ordenado si y sélo si para cualquier (g,/) € S2(G), £(g,h) = Oy -

Demostracion. Si suponemos que [ es un funtor ordenado y (g,/4) es una 2—escalera,
1(E(gh) =d(i(R)).
Asi que
o1(§(g,h)) =d(h)
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y por tanto

C(g,h) = 0 (d(h))

= Od(h) .

Por otra parte, supongamos ahora que para todo (g,1) € $2(G), &(g,h) = g -

Sea (g,h) € $2(G), entonces

[(g) ®@1(h) = 1(g®h)1(04())
y por tanto

l(g)@1(h)=1(g@h)o" (d(h)) .
Por otra parte

old(l(g@h))] =d(g@h)
d(h)

y por tanto
d(l(g@h)=0c""(d(h)).
Por lo cual

I(g)@1(h) =1(g®h).

Por tanto si g, € G tal que existe gh, entonces existe [(g)I(h). Ademés [(gh) =1(g®h) =1(g) ®1(h) =1(g)l(h).

Pasemos a mostrar que [/ preserva orden. Sean g,/ € G tales que h < g. Entonces

La proposicién 4.3.3 nos dice que una extension junto con una transversal determinan un conjunto de factores.
Consideremos ahora la relacion entre conjuntos de factores dados por diferentes transversales.
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Proposicion 4.3.5. Sean € = (1, U, 6) una extensién de A por Gy ,I' : G — U transversales para &. Si
£,8": $5(G) — A son los conjuntos de factor definidos por

1{(g,h)=1(gh) '®1(g)®@1I(h)
18 (g.h)=1'(gah) ' @l'(g)@!'(h),

existe una funcién € : G — A definida por

1e(g) =1(g)"'I'(g),

'(g,h) = {(g,h) —e(g@h)+&(h) + ((2)|0,)) - b

Demostracion. Sea g € G. Dado que I'(g) € U, por el lema 4.1.7, existe un dnico elemento en A el cual denotaremos

por £(g), tal que

entonces

1(e(g)) =1(g) 'I'(g).

Por tanto definimos la funcion

e:G—A.

Para g € G, €(g) es el dnico elemento en A que satisface

1(e(g)) =1(g) 'I'(g).

Sea (g,h) € S»2(G), entonces

I'(g)@l'(h)=1(g)@1(e(g)) @1(h) @1 (e(h))
=1(g)@1(e(g))@I(h)@I(h)~" @1(h) @1 (e(h))
=l(g) @l @l(h)" ©1(e(g) ®I(h) @1 (e(h))
=1(g)@1(h) @1 (e(h) @1(h) "1 (e(g)) @1(h)
= (g h)@18(g,h)L (e(h) @1(h)~' @1 (e(g)) @1(h)
= (g h)1g (g, h)t (e(h))I(h)~" ( (&)10,(n) L(R)
= (g h)1&(g,h)t(e(h)) 1 ((e(8)10,n) - h)
=1'(g@h)i(e(g®h) " 1§(g,h ) ( ( )t ((e ( )\0 ) -h)
=1U'(g@h)1 [L(g,h) —e(g@h)+€(h)+ (£(g)[0yn) - h] -

Podemos implicar que
§'(g.h) = E(g,h) —e(g®@h) +&(h) + (€(8)[0y)) -

La definicién del siguiente resultado estd motivado por la proposicién 4.1.10.
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Proposicion 4.3.6. Sean G un grupoide ordenado y A un G—médulo. Supongamos que { es un conjunto de
factores definido en A. Sea
GxA= {(g,a) €EGXA: d(a) = Od(g)} .

Si (g,a), (h,b) € GxA y existe gh, entonces se define
(8,a)(h,b) = (gh,{(g.h) +a-h+Db).
Definimos un orden sobre G * A de la siguiente manera:
(h,b) <(g,a) sii h<g y b=(al0ypn)+E(g,d(h)—=E(d(h),d(h)).
Entonces G * A es un grupoide ordenado. Més atn, si definimos

i:A— GxA por

ira— (e,a—C(eye)), acA,

n:GxA—G
es la proyeccién candnica, entonces
i T

AC Gx*A G

es una extension de A por G la cual induce la accién dada de G sobre A .

Demostracion. Comencemos mostrando que G A es un grupoide ordenado. Tenemos una operacion parcial defini-

da sobre G xA. Veamos que es asociativa.

Sean (g,a), (h,b),(k,c) € G xA tal que ghk esta definido, entonces

(8:a)[(h,D)(k,c)] = (g,a) (hk,C(h,k) +b-k+c)

= (g(hk),C(g,hk) +a-hk+ C(hk)+b-k+c)
((gh)k, & (g,hk) + ¢ (h,k)+ (a-h+b) -k+c)
((gh)k,C(gh,k)+C(g,h) -k+(a-h+b) -k+c)
((
(
[

gh)k, & (gh,k)+ (&(g,h)+a-h+b) -k+c)
=(gh,{(g,h)+a-h+b) (k)
= (gva) (h7b)] (k,C).

Pasemos a identifiar las identidades en G A. Sean (g,a), (h,b) € G * A tal que gh estd definido. Supongamos que
(g,a)(h,b) = (g,a), entonces (gh,{(g,h) +a-h+b) = (g,a) por lo cual h € Gy. Denotemos /1 = e. Luego

$(g,h)+a-h+b=C(g,e)+a+b
={(e,e)+a+b
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y por tanto

b=—C(e,e).

Por tanto los elementos de (G *A) tienen la forma

(ev _€<ev e))

para e € Gy . En base a lo anterior definimos

Hasta aqui hemos probado que G * A es una categoria (definicién B.3.3). Pasemos a definir los elementos inversos.
Sean (g.a), (h,b) € G*A y supongamos que (g,a)(h,b) = (r(g), ~{ (r(g).r(g))) . entonces

(gh,C(g:h) +a-h+b) = (r(g),—C (r(g),r(g))) -
Esto implica que

h=g"', luego {(g.h)+a-h+b={(g.g7")+ag™" +b
y por tanto

$(g.g ) +ag +b=-(r(g).r(g))-

b=-{(g.8")—C(r(g),r(g)—ag .

Mostremos que en efecto

(8,0) '(g.a)=(s",~C(g.g7")—C(r(g),r(g) —a-g ") (g,0)

= (d(2),¢(g " e)+(—¢(gg ) —¢(r(g)r(g) —a-g ') g+a)
= (d(g),¢(g7" 8)—¢(g,8")-g—C(r(g),r(2) - 8)

= (d(2),¢(g"8)—C(g.87") =L (r(8),2))

= (d(2),¢(g",8) =L (g.d(8)— (g7 ,9))

= (d(g),— € (8,d(g)))

= (d(g),—C (d(g).d(g)))

=d(g,a)
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Dada la relacién de orden definida sobre G x A, mostremos que es un orden parcial.
Sea (g,a) € GxA, probemos que a = (alOy(y)) + ¢ (8,d(g)) — C (d(g),d(g)) -

(al0g4(q)) + & (g,d(g)) — £ (d(g),8(8)) = (alO4q)) + & (g:d(g)) — € (g,d(g))
= (al0y(q))

=da.

Por lo cual (g,a) < (g,a).

Sean (g,a), (h,b) € G*A tal que (g,a) < (h,b) y (h,b) < (g,a), entonces g = b, ademds b = (a|Oy(,)) y a =
(2104(ny) -

Esto implica que
g=h 'y a=b

y por tanto

Sean (g,a), (h,b), (k,c) € G*A tales que (g,a) < (h,b) y (h,b) < (k,c), entonces g <h, h <k, a= (b0y4)+
C(h,d(g))—C(d(g),d(g))y b= (c|O4n)+E(k,d(h))— L (d(h),d(h)). Esto implica que g < k. Ademds

a = ((cl0gm) +& (k.d(h)) — § (d(h),d(h))[04()) +& (h,d(g)) — § (d(g),d(g))

= ((cl0g(n))10a(g)) + (8 (k,d(R)) [0a(q)) — (€ (d(h),d (1)) [Ou(q)) + & (hd(8)) —  (d(g),d(g))
= (cl04g)) + & (k.d(g)) + ¢ (d(h),d(g)) — ( (d(h),d(R)) [0g(q)) — £ (d(3.4d(g)))
= (cl0q(g)) + & (k,d(g)) — § (d(g),d(8))-

Lo cual implica que

(8,a) < (kc).

Pasemos a probar los axiomas de grupoide ordenado.

Sean (g,a), (h,b) € G*A tales que: (g,a) < (h,b) . Entonces g <h 'y a= (b|0y)) + (h,d(g)) — E(d(g),8(8)) -
Por demostrar, (g,a)~! < (h,b)~! 6 equivalentemente g~! <h~ !y

~Lleg) (@) rl)) —a g = = (GO [0y 1)) = () ) 0 1)) — (B 04 1)

+¢ (! d(g™") —C(d(g"d(s7")) -

—L(g,8 ") —C(r(g),r(g) —a-g ' =
=—C(g.87 )= C(r(g).r(8)) — (blOy(g) - g ' —C (h,d(g)) '+ C(d(g).d(g))- g
= —C(heg ") = ¢ (d(g),g7") = C(d(g7"),d(g™")) — (bl0y) - &'+ (d(g),d(g))-&7"

107



Capitulo 4. Extensiones de grupoides ordenados

= —Clhg™) = C(dlg)g™") € (dlg™)sdlg™")) = (b-h™"10,-1)) +C (dlg),d(g)) ™"
gL (dlg)g )+ € (g s )6 — € (e g )) — (o0,

= —C(hg)— ¢ (d(e)g ™) +¢ (e ) — ¢ (g™ )d(g™) — (b h ' 0401)

= —Clhg™) = ¢ (d(g™),d(g™") = (b-hlO 1))

= — (C(h,hN)]0yg)) = & (r(h),r()) + & (B 1,r(g)) = & (d(g71),d(g7")) — (b-h ™ [0ye-1))

= = (S 041y ) +E (1 d(g™) =& (dlg™),dlg™)) = (b [0g(e1)) c<r<>r<g>>

= = (EORI04 1)) +C (H"d(g™) = € (dlg™),d(g™) = (b 0y 1)) — € (A1), d >)

= = (EOHI0g 1)) +C (H"d(g™) = £ (dlg™),d(g™)) = (b-h [0y 1)) = (€ (k™ ld ) 1041
== (S0 ) +C (H"d(g™) = ¢ (dlg™),dlg™) = (b 0y = (& (A1), d(H1)) [045-1))
= = (EOHI0g1)) +C (h"d(g™) = £ (dlg™),d(g™)) = (b 10g1)) = (€ (), \od h)-

Sean (g,a),(g’,d’),(h,b),(W,b") € GxA tales que existe gg', existe hh', (h,b) <(g,a) y (W,b") <(g',d). Porde-
mostrar que (h,b) (W, b') <(g,a)(g’,d’), es decir, que (kW' (h,W')+b- W +b') <(gg',C(g,8") +a-g +d'),equiv-
alentemente hlt' < gg' y §(h,W)+b-W +b' = (§(g,8) +a-& +d0ggury) + & (g¢',d(hi)) = § (d(hh'),d(hH')) .

Como hipétesis tenemos: h < g, h' <g', b= (al04)) +{ (g,d(h)) = (d(h),d(h)) y b' = (d'|040)) + & (&', d(H')) —
C(d(n'),d(R)) . Esto implica que
= §(hh)+b-W+b =

= C(h,H') + (alOqq)) - h’+§(g

a

(R))- W' =& (d(h),d(h)) - +(a'|0qur) + & (¢',d (W) = § (d(K'),d(K))

=C(hH)+¢ gd( )W = C(d(h),d(h) -1+ (g, d(I)) + (a-g'|0uq)) + (& [0ar)) — & (d(H),d ()

= C(g,M)+E(r(W), 1) = E(d(R),d(h)) - W + § (g, d(K')) + (a- g'|0a(w)) — & (d(K'),d(K'))

= C(r(n), 1) =L (d(h),d(h)) ' + (£(8,8")10au) +C (88", d(H)) + (a-&'0uq)) + (@'|0agiry) — £ (d ('), d(H'))
=L (r(W), W) =L (r(W),r () - + (£ (8,8)10aq)) + (88", d () + (a- &'[0qqw)) + (a'[0gq)) — & (d ('), d(H))
= (8(2:8")10a0r)) + & (88',d (W) + (a-&'10aur)) + (@'|0ar)) —  (d(H'),d(H'))

= (8(s8.8) +a-g+d0agur)) +E (g8, d(H)) = S (d(hh'),d(hi')) .

Por dltimo sean (g,a) € GxA y (e,—(e,e)) € (GxA)y tal que (e,—{(e,e)) < d(g,a). Supongamos que existe
(h,b) € G*A tal que satisface

(D d(h’b) = (a—C(e,e)) .
2) (h,b) < (g,a).

Entonces d(h) = e, —C(d(h),d(h)) =—C(e,e), h<g 'y b= (al0yp)+ ¢ (g,d(h)—C(d(h),d(h)).
Definimos & = (g|e), luego b = (a]0,) + {(g,¢e) — (e e).
Asi definimos

((g,a)l (e,=C(e;e))) = ((gle)l(al0c) +E(g,€) = C(ese)) -

Hasta aqui hemos probado que G *A es un grupoide ordenado.

Pasemos a demostrar: (i, GxA, ) es una extensién de A por G.
En efecto G x A es un grupoide ordenado, ademds 7 es un funtor ordenado sobreyectivo. Luego

b2 |(G*A)0: (e,—C(e,e))—e

es un isomorfismo ordenado. Por otra parte si a; € A, y a» € Ay de tal manera que i(a;) = i(a2), se obtiene que

(e;a1 = {(ee)) = (f,a2—C(f,f))
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y por tanto
e=fy a=a.
Luego

i esinyectivo.

Ahora si a; € A, y ay € Ay tal que a; < ap, entonces e < f y a; — {(e,e) = (a2]0.) — (§(f, f)]0e) + {(f.e) —
{(e,e), porlo cual i(a;) < i(ap), es decir, i preserva el orden.

Por ultimo notemos que i(A) = Ker(x), por tanto (i, G*A, 7) es una extensién de A por G .

Pasemos a mostrar que la extension (i, G+ A, «) induce la accién dada de G sobre A.

Sean/: G — G A una transversal para la extension, g € Gy a € A, (,) . Por demostrar que i(a- g) = 1(g)7 ti(a)l(g).
Dado que 7/ = 1¢, [(g) es de la forma /(g) = (g,a) donde @ € A4, - Entonces

I(g)~i(a)l(g) =

= (e, =C(g.e ) =L (r(g)r(e))—a-g ') (r(g),a— L (r(g),r(2)) (g:@)

= (g, —¢(gg ) —¢(r(e)r(e) —a-g ') (g,§(r(g),8)+(a—C(r(g),r(2)) g +a)

= (d(2),$(g"8)—C(g.87") =L (r(g),r(8))-g—a+{ (r(g).8) +a-g—{ (r(g),r(g)) - g +a)
= (d(8),¢(g7",8) = Clg.67 )= (r(8),8) + (r(g),8) +a-g— {(r(g):8))

= (d(g),¢(e7 " 8)—C(g,8")-g+a-g—{(r(g).2))

= (d(g),a-g—(d(g),d(g)))

=i(a-g)

Teorema 4.3.7. Sea & = (1, U, 6) una extensién de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide G. Sean
[ una transversal para £ y { el conjunto de factores construido en la proposicién 4.3.3. La extensién de A por G
i T

AC GxA G

como el la proposicion 4.3.6, es congruente a E.
Demostracion. Recordemos que el conjunto de factores
£:85(G)—A

esta definido por
I(g)@1(h) =1(g@h)1({(g,h)) .

Debemos construir el funtor ordenado
u:U— GxA.
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Por el lema 4.1.7, cada u € U puede ser escrita de manera dnica como u = [(g)t(a) dondea € Ay g = o(u). Se
define la funcién

u:U— GxA
pl(g)(a) — (g.a).

Por la proposicion 4.1.10, esta funcion es biyectiva.

Pasemos a mostrar que U es un funtor. Sean u = [(g)1(a), v=1[1(h)1(b) elementos de U tales que el producto uv ex-

iste, equivalentemente, r(v) = d(u) . Esto equivale a r (/(h)1(b)) =d (I(g)1(a)), lo cual equivale a 6 [r (I(h)1(b))] =

o[d(I(g)1(a))], que a su vez equivale a r(h) = d(g).

Por tanto existe gh .

Luego

lo cual implica que

p(uv) = (gh,£(g,h) +a-h+Db)
g,a)(h,b)

Pasemos a mostrar que U preserva el orden. Sean u = I(g)t(a), v =[(h)1(b) elementos de U y supongamos que
u <v. Por demostrar: (g,a) < (h,D).

Dado que ¢ : U — G es un funtor ordenado, ¢ () < ¢ (v) . Es decir, 6 (/(g)t(a)) < o (I(h)1(d)) . Lo cual implica
que g <hyporellema4.1.5d(I(g)) <d(l(h)).

Para probar (g,a) < (h,b), resta mostrar

0= (bl0y) + ¢ (h,d(8)) ~ £ (d(g).d(g))

Tenemos que

1(a)=1(g) 'u
=1(g)~" (L)1 (b)|d (I(2)))
=1(g)~ (L(M)d (1(2))) (1(b)|d (1(2)))
=1(g) " [I(h)® (1(b)|d (I(2)))]
=1l(g)"' @l(h)® (1(b)ld (I(2)))



4.3 Conjuntos de factores

Por otra parte tenemos que

£ ((PI0ug) + & (1 () = £ (dg),(6))) = 1€ (h.d(8)) 16 (@(8),() ™" (01001
=[1<h®d<g>> @1(h)@1(d(g)] [ () 2d(e) " @ 1(d(@) @1 ()] 16104
1(d(g)) ™" ®1(d(g) @1(d(8)) " 1(bl0yq))

Por lo cual

1(@) =1 ((bl0g(g)) + & (h.d(g)) — £ (d(g),d(g)))
= a = (bl0g()) + ¢ (h,d(g)) — £ (d(g),d(8)) -

Pasemos a probar: gt =i y 7y = o, donde

A GxaA TG

es una extension de A por G con las aplicaciones i : a — (e,a— {(e,e)), a € A, y & la proyeccién candnica.
Seaa € A,, 1(a) € U por lo cual existe dnico b € A tal que 1(a) =1 (o1(a))1(b). Notemos que c1(a) = e lo cual
implica que 1(a) =I(e)1(b).

Luego u (t1(a)) = (e,b). Por otra parte a —  (e,e) €Ay

[(o(1(a)))1(a~C(ee) =(e)1f(e,e) " 1(a)

I(e) (1(e)) " 1(a)
Ua).

Por tanto b =a — {(e,e).

Esto implica que

Ahora sea u € U, existe Unico a € A tal que
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De aqui que

Si G un grupoide ordenado y A un G—médulo, se denota el conjunto de conjuntos de factores por Z2(G,A).
Definimos la adicién en Z%(G,A) puntualmente, esto es, para §,1 € Z*(G,A),

C+1n:5(G) —A
(8,h) — C(g,h) +n(g,h).

Lema 4.3.8. Con la adicién puntual, Z>(G,A) es un grupo abeliano.

Demostracion. Sean {,n € Z*(G,A), mostremos que { +1 € Z*(G,A).
Sea (g,h) € $2(G). Como {(g,h), n(g,h) € Ay, entonces £(g,h) +1(g,h) € Ay -

Sea (g,h,k) € S3(G), entonces

(C"i'n(gah”or(k)) k+€+n(g®h7k) = (C(g’h)‘or(k)) k+ (n(gah)‘or(k)) k+€(g®h’k)+n(g®h’k)
= C(g,h@k)+C(hk)+n(g,h k) +1(h,k)
={+n(gh®k)+ L+n(hk).

La adicién es asociativa y conmutativa en Z?(G,A) debido a su definicién. Se define 0 : S>(G) — A por
0:(g,h) — 04(- Si ¢ € Z*(G,A) , entonces 0+ ¢ = = £ +0.

Por dltimo para { € Z2(G,A) se define:

—{:8%(G)—A
_g : (gah) — _(C(gvh)) .

Por la proposicion 4.3.3, cualquier extension € de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G,
junto con una trasversal / determinan un conjunto de factores para el G—mdédulo A. Sean [ y I’ dos transversales

para &,y £, &’ los resultantes conjuntos de factores. Por la proposicion 4.3.5, exite una funcién

e.G—A
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definida por

1e(g) =1(g)"''(g)

y con la propiedad

§'(g:h) = C(g.h) —e(g@h) +&(h) + (£(8)0sn)) - -

En general, para cualquier G—mddulo A y funcién € : G — A tal que £(g) € Ay(,), se define, para cualquier g € G,
de: 5 (G) — A
por

9e(g,h) = (€(8)[0,p) -h+€(h)—e(g®h).

Llamamos a la funcién d€, conjunto de factores principal para A. Denotamos el conjunto de conjuntos de factores
principales por B(G,A) .

Proposicion 4.3.9. Sean & = (1, U, o) una extensién de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide
ordenado G y [,I' : G — A transversales para &. Consideremos los conjuntos de factores §,&" : $,(G) — A
definidos por

18(g,h) =1(g@h) ' @l(g)1(h) y
18 (g, h)=1'(goh) ' @l'(g)@!'(h).

Entonces existe un conjunto de factores principal de tal que

C/(gvh) = C(gah)—’_ag(gah)'

Lema 4.3.10. B?(G,A) es un subgrupo de Z%(G,A).

Demostracion. Comencemos verificando que B*(G,A) C Z*(G,A) . Sean d¢ € B*(G,A) y (g,h) € S2(G), entonces
(€(8)10,ny) - 1. €(h), €(g @ h) pertenecen a Ay, lo cual implica d&(g,h) € Ay(j. Por tanto se cumple (FS1).

Sea (g,h,k) € S3(G), entonces
(9€(g,h)|0,1)) - k+de(g @ h,k) =
= (((8)10,)) - BlO, (1)) - k+ (£()[0, 1)) -k — (E(g @) [0,s) -k + (£(8 @10, 1)) - k+ (k) —€(gRhDK)
= (((2)0,()) - k|0 )) —£(g ®h®k)+s(h®k)+ae(h k)
= [((e(e)l0 1>)|0 h®k>) (hlr(k))] -k —e(g@h@ k) +e(h@ k) + e (h, k)
= (e(9)]0, m) h@k—¢e(g@h®k)+e(h@k)+de(h,k)
= de(g,h@k) + de(h,k).
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Por tanto se cumple (FS2).

Mostremos que la suma puntual es cerrada en B>(G,A). Sean d¢, d¢’ : S>(G) —> A conjuntos de factores princi-
pales para €, €' : G — A funciones, respectivamente. Por demostrar que (de +de') =d(e+¢€’).

Sea (g,h) € S»2(G), entonces

(de+0¢€')(g,h) = de(g,h) + € (g, h)
[0, )h+e<h>fe<g®h> ('(8)10np)) - h+-¢'() € (g )

(£g |0,()) -h+€(h)+ € (h) — (e(g@h) + € (gD h))
= ((e+€)(@)0,n)) -h+(e+€)(h) — (e +€)(gDh)
=d(e+ )( )

Supongamos que para cada g € G, €(g) = 0,4, entonces para cada (g,h) € S2(G), de(g,h) = Oy(;y. Por tanto
0:S>(G) — A pertenece a B>(G,A). O

El siguiente resultado demuestra que las extensiones son clasificadas por conjuntos de factores y conjuntos de

factores principales.

Teorema 4.3.11. Sean G un grupoide ordenado y A un G—médulo. Existe una biyeccién entre el conjunto de
72(G,A)

B%(G,A) "

Bajo esta correspondencia la clase de la extension del producto semidirecto corresponde a la identidad.

todas las clases de congruencia de extensiones de A por G y el grupo cociente

Demostracion. Denotemos por Ext(G,A) al conjunto de clases de congruencia de extensiones de A por G. Sean §

un elemento de Z>(G,A) y
ig &

la extension de A por G construida en la proposicién 4.3.6.
Se define

7*(G,A)

I E A
B(G.A) — Ext(G,A)

y:
por
v:{+B(GA) — [&].

Veamos que Y esta bien definida. Sea 1 un conjunto de factores que estd en el mismo cociente que {. Entonces

¢ —n € B%(G,A), es decir, existe d€ € B*(G,A) tal que { = 1 + de. Definimos

p:(GxA)r — (GxA)y
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por

u(g.a) = (g,a+e(g)).

Por demostrar que p es una congruencia de extensiones.

Comencemos probando que u es un funtor.

Sea (g,a) € (G*A);, entonces

d(u(g.a))=d(g,a+e(g))
= (d(g),—n(d(g),d(g)))
= (d(g),(de—{)(d(g),d(g)))
= (d(g),0¢(d(g).d(g)) — € (d(g).d(g)))
= (d(g), (e(d(8)) [0 (a(g))) -d(g) +€(d(g)) —€(d(g) @d(g)) — £ (d(g),d(g)))
= (d(g), (e(d(8))04g)) — C (d(g),d(g)))
= (d(g),e(d(g)) — C(d(g).d(g))) ,

Por tanto

similarmente se obtiene que

Ahora si (g,a), (h,b) € (GxA)¢ cond(g) = r(h), entonces

1 ((g,a)(h,b)) = p(gh,C(g,h)+a-h+Db)

= (gh,C(g,h)+a-h+b+e(gh))
)+ deg,h+a-h+b+€(gh))
)+e(g)-h+e(h)—e(gh)+a-h+b+e(gh))
h) +
)

gh, h
h)+

(gh,n(g,
(gh,n(g,
= (¢h,n(gh)+ (a+e(g))-h+b+e(h))
+£(g)) (h,b+e(h))

(g,a
u(g,a)u(h,b).
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Pasemos a mostrar que { preserva orden. Sean (g,a), (h,b) € (G*A) tal que (h,b) < (g,a). Entonces
h<g 'y b=(al0spn)+C(g,d(h)—C(d(h),d(h)).

De esto se obtiene que

+0e(g,d(h)) —n (d(h),d(h)) — e (d(h),d(h))
—n(d(h),d(h))+ (€(8)I0au)) +£(d(h)) — & (g@d(h))

Asi que

b+e(h) = (a+e(8)|0am)) +1 (8.d(h) —n (d(h),d(h)) ,
ademas i < g. Esto implica que

(h,b+e(h)) < (g,a+£(g))
y por tanto

u(h,b) < u(g,a).

Por ultimo mostremos que Uiz =in y Tyl = Tg .

Sea a € A,, entonces

(e;a—E(ee))

(e;a—C(e,e)+e(e))

= (e,a—(E(e,e) —de(e)))
(

=
~~
=
e
/‘\
8
S—
's:

Sea (g,a) € (G*A); , entonces

7y (k(g:a)) = 7y (8,a+£(g))

por tanto
v (§+B*(G,A)) =y (n+B*(G,A)),

es decir, y estd bien definida.
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Probemos que W es inyectiva. Sean {'y 1) dos conjuntos de factores tales que [{] = [n], entonces existe i : € = &y
una congruencia. Debemos mostrar que { y 1 generan la misma clase lateral.
Sea g € G, entonces (g,0,(,)) € (G*A)¢ . Dado que 7z = 7y 1L, tenemos [(g,04(,)) = (g,€(g)) para algin

S(g) S Ad(g) .
Sea (g,a) € (G,A); notemos que

(8,0a(g)) (d(g),a—E(d(g),d(g))) = (8¢ (8:d(g)) +a— ¢ (d(g),d(g)))

Asi que

Sean (g,a), (h,b) € (G*A) tal que existe gh, entonces

p(g,a)u(h,b) = (g,€(g) +a) (h,e(h) +b)
= (gh,n(g,h) +€(g)-h+a-h+e(h)+b)

+
= (gh,n(g,h) + (e(g) +a)-h+e(h)+b),

mientras que

u [(g7a)(hvb)] :u(ghag(g7h)+a'h+b)
= (gh,e(gh)+{(g,h) +a-h+Db).

Por tanto
n(g,h)+(e(g) +a)-h+e(h)+b=e(gh)+C(g,h)+a-h+b,
lo cual implica que
n(g,h) —E(g,h) = &(gh) —€(g) -h—¢eh.
Asi que
C(g:h)—n(g,h) =e(g) -h+e(h)—e(gh).
Por lo tanto { — 1 € B*(G,A), lo cual es equivalente a

¢+ B*(G,A) =n+B*(G,A).
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Sea & = (1, U, 0) una extensién de A por G. Si [ es una transversal para &, por la proposicién 4.3.3, £ y [ generan
el conjunto de factores { y por la proposicién 4.3.7, € es congruente con & ¢

Por la proposicion 4.3.9,, si elegimos una diferente transversal, genera una extension la cual es congruente con .
Asique v (£ +32(G,A)) = [€] y por tanto ¥ es sobreyectiva.

Sea Egia la extension que genera el producto semidirecto G x A. Por la proposicién 4.2.2, en [Egx 4] se encuen-
tran todas las extensiones de A por G que se dividen. Recordemos que una extensién de A por G, € = (1, U, 0), se
divide si existe T : G — U funtor ordenado tal que 67 = 15 . Notemos que 7 es un caso particular de una transver-
sal. Por lo cual el conjunto de factores que se genera a partir de T segin la proposicién 4.3.3, es el elemento cero
en Z*(G,A). Por lo tanto y (B*(G,A)) = [Egwal - O
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Capitulo 5
La cohomologia de Renault

En [25], Renault adapta la cohomologia de grupoides a semigrupos inversos. La teoria de cohomologia resul-
tante difiere del enfoque adoptado por Lausch en varios aspectos importantes. En estd seccién describiremos las

construcciones de Renault de extensiones y conjuntos de factores para semigrupos inversos.

5.1. Un enfoque alternativo para conjuntos de factores
Sea G un grupoide ordenado. Recordemos que

Nery(G) ={(h,g) e GxG: r(g)=d(h)}
PNer,(G)={(h,g) €eGxG: h<g}.

El siguiente resultado proporciona una caracterizacién alternativa de conjuntos de factores.

Proposicion 5.1.1. El grupo de conjuntos de factores de un G—mddulo A estd en correspondencia biyectiva
con el conjunto de pares de funciones

8o : Ners(G) — A, {1 :PNery(G) — A
que satisfacen las siguientes condiciones:
(1) Co(g,h) € Agn) para todo (g,h) € Nerz(G).
(2) Ci(h,g) € Agq) paratodo h < g.
(3) Si(g,h,k) € Ner3(G), entonces §y(g,h) - k+ Co(gh,k) = Go(g, hk) + Go(h,k) .
(4) Sik <h<genG,entonces ({i(h,g)|0s)) = Ci(k,g) — Ci(k,h).

(5) Si g1,82,h1,ha € G con (hy,h1), (g2,81) € Nera(G) 'y hy < g, hi < g1, entonces ($o(g2,81)04(n,)) —
Co(ha,h1) = Ci(h2,82) - b1+ Gi (M1, 81) — Ci(hahi, 8281) -

Demostracion. Sea § : S2(G) — A un conjunto de factor. Recordemos que { satisface las siguientes condiciones.
(FS1) Para cualquier (g,h) € $2(G), {(g,h) € Agp) -
(FS2) Para cualquier (g,h,k) € S3(G), (£(g,1)|0,)) -k+E(g@h,k) = §(g,h k) + L (k).
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Definimos las funciones

o : Nery(G) — A por Go(g2,81) = £(g2,81)
1:PNery(G) — A por (i(h,g) = C(g,d(h)) —C(d(h),d(h)) .

Probemos que ({p, {1 ) satisfacen las condiciones (1) — (5). Notemos que (1) y (2) son inmediatas. Para probar (3)
basta notar que (g,h,k) € Ner3(G), por lo cual existe ghk y se concluye aplicando (FS2) a (g,h,k) .

Probemos (4). Sean k < h < g en G, entonces

(61(h,2)|0400) =
h,d(k)) — (£ (d(h),d(h))[04()) (por el lema 4.3.2)

d( ),d(k)) = & (h,d(k)) — (£ (d(h),d(h)) [0g(x))
)= (£ (d(h),d(h))044))

~— ~—
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a
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Probemos (5). Sean g1, g2, b1, ho € G con (hy,h), (g2,81) € Nera(G) y ha < g2, 1 < g1 . Entonces

(Co(82:81)10a(n,)) — o(h2, ) = (£ (82,81)104(n,)) — & (2, hn)
= (g2, )+ (g1,d(h1)) — C(g281,d (1)) — E(g2,m) — E (r(l), 1) + E (g2,7(h1)) - b
= Ci(h,g1) +C(d(h1),d()) — § (g281,d(h1)) — C (r(h1), ) + § (g2,r(h1)) - Iy
= Ci(h1,81) — Gi(mahi, 82,81) + Gi (M2, 82) - by + & (d(h2),d(h2)) - hy — & (r(h1), k1)
= Ci(h1,81) + Ci(hahi, 8281) + Ci (M2, 82) - I -

Reciprocamente, sean
C() :Nerg(G) —>A, Cl : PNerg(G) —A

funciones que satisfacen las condiciones (1) — (5) .

Definimos
£:85(G)—A
por

C(g,h) = Ci ((glr(h) . 8)-h+ o ((glr(h)),h) .
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Notemos que {(g,h) € Ay y probemos la condicion (FS2). Sea (g,h,k) € S3(G), entonces
(8(8:m)10,w)) k+E(g@h k) = (Ci ((glr(h)),8) - hlOx)) -k+ (o ((8lr(h)) ;1) 10,x)) -k+E1 (g @ hlr(K)) g @)
k+Go ((g@hlr(k)) k)

g )

= (G ((glr(h)), &) -hlOyk)) -k + Lo (g @hr(k)) k) + [ (Go (g, 7(R)) 1) [0,k)) + G1 (g @ h|r(k)) g @ k)] -k

= (&1 ((glr(R)),8) - hlO,ky) -k+Go (g2 Alr(k)) k) + &1 ((g]r (hlr(k))), (gl ( )))- (hlr(k))k+&i ((hlr(k)),h)-k+
o ((g|r (nlr(k))), (h|r(k))) -k

= (C1((glr(h) &) - hlOyx)) - k+ Go (g @ hlr(k)) k) + i ((glr (h|r(k))), (glr(h))) -h@k+ §i ((hlr(k))  h) -k +
o ((g|r (nlr(k))), (h|r(k))) -k

= (1 ((glr(R)),8) - hlOxx)) -k+ o (g @ hlr(k)) k) + [Ci ((glr (Rlr(k))), &) -h @k — (&1 ((glr(R)), &) 0y hei)) - h @ k] +
i ((h[r(k)),h) - k+ Go ((glr (hlr(k))), (h|r(k))) -k
= (1 ((glr(h)) ,8) Oy (hci)) - (hlr(k)) k+Co (g @ hlr(k)) k) + &1 ((glr (hlr(k))),g)-h@k— (i ((glr(h)),8) [0rhsi) ) -
h@k+ i ((hlr(k)),h) -k+ & ((g]r (h[r(k))), (hlr(k))) -k

= Co ((g@h|r(k)),k)+ 1 ((glr (hlr(k))),g) -h@k+Ci ((hlr(k)),h)-k+ o ((glr (hlr(k))), (h|r(k))) -k

= o ((hlr(k)) k) +Co ((g|r (hlr(k))) ;h@k)—Co ((g|r (hlr(k))), (hlr(k)))-k+ &1 ((glr (hlr(k))),g) -h@k+ &y ((hlr(k)) . h)-
k+Go ((glr(hlr(k))), (h|r(k))) -k

= Co ((hlr(k)),k)+ Co ((glr (hlr(k))),h@k) + &1 ((g]r (hlr(k))),8) - h@k~+ & ((hlr(k)),h) -k

= (8. h@k)+(hk).

Hasta aqui hemos demostrado que cualquier conjunto de factores { determina, y es determinado por un par de
funciones (g, §1) que satisfacen (1) — (5). Probemos que esté correspondencia es biyectiva.

Sean § un conjunto de factores y (o, {;) el par de funciones generadas a partirde . Si 1 :S8,(G) — A es el
conjunto de factores que se define a partir de (&, {;), entonces

n(g:h) = &1 ((glr(h)),8) - h+ Co((glr(h)) 1)
=& (& r(h)-h—=C(r(h),r(h))-h+ & ((glr(h)),h)
=& (gr(h)-h—=C(r(h),h)+ & ((8[r(h) h)
=C(g,h) (por (FS2)).

Ahora sean (&, §) funciones que satisfacen (1) — (5) y § : S2(G) — A definido por

C(g,h) = Ci((glr(h).8)-h+Co((glr(h)),h) .

Si (10, M1) son las funciones que se generan a partir de {, entonces para (g2,21) € Ner»(G)

Mo(82:81) = £(2,81)
= G ((8217(81)).82) - &1+ Co ((2[r(g1)) ,81)
=Ci(g2,82) g1+ Co(g2,81)
= (C1(82:82) — Ci(82,82)) - 81+ Co(82,81) (aplicamos (4) a g> < g> < g»)
= Co(82,81)-
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Sean h < g € G, entonces

Mm(h,g) = C(g.d(h)) = (d(h),d(h))

= Ci((gld(h)),g)-d(h)+ o ((gld(h)),d(h)) — Ci ((d(h)|d(h)),d(h))-d(h) — Co ((d(h)|d(h)),d(h))
Ci(h,g) + Co (h,d(h)) — Ci (d(h),d(h)) — Co (d(h),d(h))

Ci(h,g)+ o (d(h),d(h)) — & (d(h),d(h)) — §o (d(h),d(h)) (aplicamos (3) a (h,d(h),d(h)))
Ci(g,h) ...aplicamos (4) a (d(h),d(h),d(h)) € PNer;(G).

Del resultado anterior podemos considerar a un conjunto de factores { como un par de funciones. Una funcién
grupoide {y y una funcién ordenada ;. Este es el enfoque que tomaremos en el resto del capitulo.

Vimos en la proposicién 4.3.3 que cada extensién de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado
G, junto con una transversal, determina un conjunto factor de un G—médulo A. Ahora examinemos la relacién con
nuestra nueva caracterizacioén de conjunto de factores.

Sean & = (1, U, o) una extensién de A por Gy [ : G —> U una transversal para . Por la proposicién 4.3.3, existe
un conjunto factor § definido por

18(g.h)=1(g@h) ' @1(g)®I(h).

Consideremos las correspondientes funciones
8o :Nery(G) — A 'y & :PNery(G) — A

construidas en la proposicién 5.1.1

Para cualquier (g,h) € Nery(G),

lgO(gvh) = lC(gvh)
= 1(gh)"'1(g)I(h).

Para cualquier (h,g) € PNery(G),

(
- c<g <>>  (d(h),d(h)

= (1gam) " @i(g) @1 dh)) (1dm) ™ ei@dm) " ©1@n)
—1(h) ' @1(g)

= 1) (r (1) 1(g) -
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Proposicion 5.1.2. Sean & una extensién de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G, [
una transversal para € 'y ({p, {1) el conjunto de factores definido por:

t(So(g.h) = 1(eh) " 1) ()
1(Gi(h,g)) = 1)~ (r(1(h))[1(g)) -
Entonces
(i) es un funtor siy sélo si §o(g,/1) = 04(n) para cualquier (g,h) € Nerz(G) .
(ii) I preserva el orden siy sdlo si £ (h,8) = Oy(y paratodoh <geG.

Demostracion. (i) Si suponemos que ! es un funtor, entonces
1(Co(g, 1)) = d(I(h))
y por tanto

Co(g,11) = Ogqp) -

Ahora la suficiencia. Sea (g,/4) € Ner,(G). entonces
1(o(g,h)) = 1(gh)~'1()I(h).

Esto implica que

U(04n)) = 1(gh)~'1(8)1(h)

Yy po tanto

1(gh) = 1(8)L(h).

(ii) Supongamos que I preserva el orden, entonces (r(I(h))|l(g)) = I(h),y por tanto &1 (h,g) = g -
Para la suficiencia sean g,h € G talque h < g y {i(h,8) = Oy(y)- Entonces I(h) = (r(I(h)) |I(g)) < 1(g),- O

Sea (&, £1) un conjunto de factores para un G—mdodulo A. Consideremos la extensién de A por G construida en la

proposicién 4.3.6
i U

AC Gx*A G.

Recordemos que
GxA={(g,a) eGxA: d(a) =0y}

si (g,a), (h,b) € GxA y existe gh, entonces
(8,a)(h,b) = (gh,E(8,h) +a-h+b).
El orden en G * A estd definido por
(h,b) <(g,a) sii h<g y b=(al0yp)+Ci(hsg).

Recordemos que los conjuntos de factores forman un grupo abeliano bajo la suma puntual. El siguiente resultado

proporciona la adicién para nuestra caracterizacidon de conjuntos de factores.
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Capitulo 5. La cohomologia de Renault

Lema 5.1.3. Sean (£,1) y (n0,7M1) conjuntos factor para un G—médulo A. Entonces

(0, €1) + (n0,m) = (o + M0, S1 +10)
donde la suma o+ 1o , &1 + Ny estd definida puntualmente.
Demostracion. Sean §, 1 : S,(G) — A definidos por:

C(g,h) = Ci((g|r(h)),g)-h+Co((glr(h)),h)
n(g,h) =i ((glr(h)),8)-h+no((glr(h)),h) .

Entonces

(E+m)(g,h) = (g h) +n(g:h)
= Ci ((glr(h),8) -h+Co ((glr(h)), h) +mi ((glr(h)), &) - h+10((g]r(h)) 1)
= [z ((glr(h) &) +mi ((8r(h)) &)] - h+ Co ((g]r(R)) ;1) + 0 ((g]r () , 1)
= (G1+m)((glr(h)), &)+ (Go+m0) ((8lr(h)),h) .

Por la biyeccién construida en 5.1.1, (& + 11, o+ no) es un conjunto de factores. O

Concluimos estd seccién examinando conjuntos de factores principales. Sea de : S2(G) — A un conjunto de

factores principal para A. Esto es

de(g,h) = (€(8)[0,)) -h+e(h) —e(g@h),

para algtina funcién € : G — A tal que €(g) € Ay -
Sea (dey, de;) el correspondiente par de funciones dadas en la proposicién 5.1.1. Entonces

&) : Nerg(G) —A

definida por
agO(gah) = ag(g7h)
=¢€(g)-h+e(h)—e(gh).
de| : PNery(G) — A
definida por

dei(h,g) = de(g,d(h)) —de(d(h),d(h))
= (£(8)|0q(n)) —(h).

5.2. G-gavillas

Definicion 5.2.1. Sea G un grupoide ordenado. Una G—gavilla de grupos abelianos es un par de funtores
p:Goy—A y ¢:G? —A,
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5.2 G-gavillas

donde Gy es considerado una categoria en la cual existe un morfismo f — e si e < f. Escribimos p(e) = A,, y
denotamos por O, a la identidad en A, .

Aquellos funtores deben satisfacer las siguientes condiciones:
(1) p es inyectivo.
(2) Para cualquier e € Gy, p(e) = ¢(e).

(3) Sih < gen G, entonces el siguiente diagrama conmuta:

¢(g)

¢(h)

Ay = Aaw)-

Mostremos que el enfoque de G—mddulos y G—gavillas son equivalentes.
Proposicion 5.2.2. Cualquier G—gavilla es caracterizada por un G—médulo.

Demostracion. Sea (p, ¢) una G—gavilla. Notemos que p es una pregavilla de grupos abelianos, asi

A= []A=[]plo

ecGy ecGy

es un grupoide ordenado abeliano por la proposicion 3.3.1, donde p§(a) = (a|0f) para f <eenGo y a € A,.
Definimos 6 : Gy — Ag por 0(e) = p£(0,), dado que p es inyectivo y por la forma en como se defini6 A, 6 es
biyeccion.

Veamos que 0 preserva orden. Sean ¢ < f en Gy, entonces f — e es un morfismo en Gy, lo cual implica que
p‘ef :Ay — A, es un homomorfismo de grupos, luego p‘ef (0¢) =0, es decir, 0, < 0¢.

Sean g:e — funelementode Gy a € A,(,) . Escribimos

¢(g)(a) =a-g.

Para probar que A es un G—mdédulo debemos garantizar las condiciones (GM1) — (GMS5) .

(GM1) Supongamos que existen gh y a- g, entonces

(GM2) Sean a,b € A, y supongamos que existe a - g, entonces

(a+b)-g=0(g)(a+b)
=¢(g)(a)+¢(g)(b)
=a-g+b-g.

125



Capitulo 5. La cohomologia de Renault

(GM3) Seane € Gy y a € A,, entonces

a-e= g(e)(a)

=da.

(GM4) Sea g € G, entonces

Luego

Por lo tanto cualquier G—gavilla determina un G—mddulo.

Reciprocamente, sea A un G—modulo. Se define

p:Gy— Ab

por

y para f < een Gy



5.3 Extensiones rigidas de grupoides ordenados

También se define
0:G7 — A

por
para cualquier e € Gy, y

por

Notemos que s6lo resta demostrar (3) de la definicién de G—gavillas.
Seanh<ge Gy acA,q,),entonces

o(n) (p1i5) (@) = (al0,y) -
= (a-g[04n)) (por el lema 3.4.1-(ii))
=Py (9(2)(@) -

5.3. Extensiones rigidas de grupoides ordenados

Sea
AC%. U i»- G

una extension de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G. Se dice que la extension es rigida
si existe una transversal k : G — U la cual preserva el orden.

Lema$5.3.1. Sié=(1,U,0) y & =(1/,U’, 6') son extensiones congruentes de un grupoide ordenado abeliano
A por un grupoide ordenado G y € es rigida, entonces &’ es rigida.

Demostracion. Sean (1 : € 2 &' y k: G — U transversal que preserva el orden. Se define

K=uk:G—U'.

Entonces
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k' preserva el orden por la forma en como se definié. O

El siguiente resultado es inmediato.

Proposici()n 5.3.2. La congruencia de extensiones rigidas es una relacién de equivalencia . Para cada grupoide
ordenado abeliano A y cada grupoide ordenado G, el conjunto de clases de congruencia de extensiones rigidas de

A por G es un subconjunto del conjunto de clases de congruencia de extensiones de A por G.

5.4. Conjuntos de factores rigidos

Hemos visto que los conjuntos de factores corresponden a extensiones. En estd seccidn, examinaremos los conjun-
tos de factores que corresponden a extensiones rigidas.

Definicion 5.4.1. Sea G un grupoide ordenado. Un conjunto de factores rigidos para un G—mddulo A es una
funcién
§ :Nery(G) — A

que satisface las siguientes propiedades:
(RFS1) {(g,h) € Ay para cualquier (g,h) € Nerz(G).

(RFS3) Si (h1,hy), (g1,82) € Nery(G) conhy < g1 y hy < g, entonces §(h,hy) < {(g1,82) -

Demostraremos que las extensiones rigidas corresponden a conjuntos de factores rigidos, pero primero demostremos
que los conjuntos de factores rigidos son en efecto conjuntos de factores.

Proposicion 5.4.2. Sea { : Nery(G) — A un conjunto de factores rigidos para un G—médulo A. Se define

01 : PNer,(G) — A
por

01(g,h) = 0y() -

Entonces (£,0;) es un conjunto de factores.
Reciprocamente, si ({p, {;) es un conjunto de factores y §; = 0y, entonces § es un conjunto de factores rigidos.

Demostracion. (Necesidad) Para probar que (£,0;) es un conjunto de factores debemos garantizar las condiciones

(1) — (5). Notemos que las condiciones (1) y (2) son inmediatas.

Sea (g,h,k) € Ner3(G), entonces

C(g,h) - k+C(gh,k) = C(g,hk) +(h, k) (por (RFS2)).
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Sean ahora k < h < g en G, entonces

(01(h,8)10401)) = (Ou(e)0ay)

por tanto se cumple (4).

Probemos (5). Sean g1, g2, b1, hy € G con (hy,hy), (g2,81) € Nery(G) y hy < g2, hy < g1, entonces

($(82,81)104()) — E(h2, 1) = L (ha, ) = § (ha, )
=040n,) (por (RFS3)).
=01 (h2,82) - "1 +01(h1,81) — 01 (h2hy1,8281) -

(Suficiencia) Supongamos que ({p, {1) es un conjunto de factores y §; = 0;. Probemos que { satisface las condi-
ciones de conjunto de factores rigidos. En efecto para cualquier (g,h) € Ner2(G), Co(g,h) € Agpn)-

Sea (g,h,k) € Ner3(G), entonces

CO(gah) k+ Co(gh,k) = CO(gJ/lk) + gO(h’k) .

Por tanto se cumple (RFS2) .

Sean (hy,hy), (g1,82) € Nery(G) con hy < g1 y hy < g, entonces

(€0(81,82)|04(hy)) — Co(h1,2) = Oy (h1,81) - ha+ 01 (ha, 82) — 01 (h1ha, 8182) -

Asi que

(8o(81,82)[04(ny)) = So(h1,h2)

y por tanto

Co(h,ha) = (So(g1,82)10a(ny))
< Co(g1,82)-

En lo posterior identificaremos cada conjunto de factores rigidos  con su correspondiente conjunto de factores
(£,01). Sea RZ?(G,A) el conjunto de conjuntos de factores rigidos de un G—médulo A. Notemos que, bajo la
adicién puntual RZ%(G,A) es un subgrupo de Z%(G,A) .

129



Capitulo 5. La cohomologia de Renault

Proposicion 5.4.3. Sean & = (1,U, ) una extensién rigida de un grupoide ordenado abeliano A por un
grupoide ordenado G y k: G — A una transversal preservadora de orden para €. El conjunto de factores constru-
ido de € y k de acuerdo con la proposicion 4.3.3 es un conjunto de factores rigidos.

Reciprocamente, sea { un conjunto de factores rigidos para un G—mddulo A. La extensién de A por G construida
de {, de acuerdo a la proposicién 4.3.6 es una extension rigida.

Demostracion. (Necesidad) De acuerdo a la proposicién 4.3.3 se define
§:5(G)—A
por
18 (g.h) =k(g@h) ™ @k(g) @ k(h),

el cual es el conjunto de factores que se generade € y k.

Dado que k preserva orden, por la proposicién 5.1.2-(ii), para cualquier (h,g) € PNer2(G), £i(h,8) = 0y -

Por la proposicién 5.4.2, {, es un conjunto de factores rigidos y dado que & 6= o, implicaque § : Nery(G) —

Ner(
A es un conjunto de factores rigidos.

(Suficiencia) Sea € = (i, GxA, ) la extensién de A por G construida a partir del conjunto de factores (£,0;)
como el la proposicién 4.3.6, donde ¢ es un conjunto de factores principales.
Notemos que si 1) : S>(G) — A es el conjunto de factores que corresponde a (&,01), entonces (g, k) =& ((g|r(h)) ,h) .

Definimos la funcién

k:G— Gx*A
por

k(g) = (8:0a(g))

entonces Tk = 1.

Veamos que k preserva el orden: Sean i < g en G, por demostrar (h,04(;)) < (g,04(,)), equivalentemente, h < g y
Oy = (0a(g) [0a(ny) + € ((gld(h)) ,d(h)) — & ((d(h)|d(h)),d(h)) -

(Oa(g)0any) + € ((gld(h)),d(h)) — £ ((d(h),d(h)),d(h)) =  (h,d(h)) — £ (d(h),d(h))
= 0gn) (por la proposicién 5.1.1-(3)).

Por lo tanto k preserva el orden.
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Hemos demostrado que cada conjunto de factores rigidos determina y estd determinado por una extension junto
con una transversal que preserva el orden. Consideremos ahora el efecto de cambiar la eleccién de la transversal.
Sea & una extension rigida de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G. Sean k y k' transver-
sales preservadoras de orden para € y denotamos los correspondientes conjuntos de factores rigidos por § y ¢,

respectivamente. Definimos

£E:G—A
por

1e(g) =k(g)'K'(g).

Luego € preserva el orden y £(g) € A(,). Vimos en la seccion 4.3 que los conjuntos de factores (£,01) y (¢',01)
difieren por el conjunto de factores principales (d€p, d€; ), donde

deo(g,h) = €(g)-h+e(h) —e(gh)

Por la proposicién 5.1.1, d€ es un conjunto de factores rigidos. De manera general definimos un conjunto de
factores principales rigidos como una funcién

de:Ner(G) —A.
Para (g,h) € Nery(G),
0€(g,h) = &(g)-h+e(h) —e(gh),
donde
£:G—A

es una funcién que preserva el orden y €(g) € Aggg) -

Por lo tanto el efecto de cambiar la eleccién de la transversal preservadora de orden genera un conjunto de factores
principales. Asi llegamos al siguiente resultado.

Teorema 5.4.4. El conjunto de clases de congruencia de extensiones rigidas de un grupoide ordenado abeliano
A por un grupoide ordenado G, estd en correspondencia biyectiva con el grupo cociente de conjuntos de factores

rigidos médulo conjuntos de factores principales rigidos.

Demostracion. La demostracion de este teorema es analoga a la demostracion del teorema 4.3.11 .

131



Capitulo 5. La cohomologia de Renault

5.5. El complejo de cocadena

Concluimos esta secciéon examinando el complejo de cocadena que Renault usa para su cohomologia. En el
coralario 1.6.2 vimos que cualquier conjunto simplicial da lugar a un complejo de cocadena. Asi para cualquier
grupoide ordenado G y G—mddulo A, podemos usar el conjunto simplicial Ner(G) para obtener un complejo de
cocadena.

Comencemos definiendo dos conceptos importantes. Sean G un grupoide ordenado y A un G—médulo, una funcion
Ab—haz es una funcién sobreyectiva

p:A— Gy
tal que para cada e € Gy,
pil(e> =Ae,

es decir, la fibra de cualquier identidad de G bajo p es un grupo abeliano.

Sea n € w, una n—cocadena es una funcién
¢ :Ner,(G) — A
la cual satisface las condiciones:
() p(P(8n8n—1---,81)) = r(gn) -
(ii) Si para algin i € {0,...,n}, g; € Gy, entonces ¢(gu,---,8&,---,81) € Ao -

(iii) Sean (gn,...,81); (hn,...,h1) € Ner,(G) tal que para cualquieri € {1,...,n}: g; <h;, entonces ¢(gy,...,81) <
O(hyy. .. h).

Estas cocadenas dardn la cohomologia del grupoide G sin involucrar el orden en la construccion.

Denotemos por C"(G,A) el grupo de n—cocadenas bajo la adicién puntual, entonces el complejo de Renault es:

80 al 82
C%(G,A) = C'(G,A) —=—= C*(G,A) — %= C3(G,A) - (+)

donde

9°9(g) =9 (d(g)) —9 (r(g)) g

"(0)(gns---,81) = O(gns---,82) &1+
1

n

(_1)i¢(gn7”'7gi+1gia~~'7g1)+

Il
—

(_1)n¢<gll—17"'7gl)'

132



5.5 El complejo de cocadena

El n—ésimo grupo de cohomologia del complejo es

Ker(d™)
H'"(GA) = ——=—.
A= g
Seae € C!'(G,A). Asi € : G — A es una funcién preservadora de orden tal que £(g) € Ay(g) - Entonces dle(g,h) =
e(g)-h—e(gh)+¢e(h).
Asfi las 2—cofronteras del complejo () son precisamente los conjuntos de factores principales rigidos del G—mddu-
loA.

Por otra parte sea ¢ una funcién 2—cocadena, esto es, ¢ € C>(G,A) tal que 9%¢ = 0, entonces para cualquier
(g,h,k) € Ners(G),

Oate) = 9% (g, h,k)

Luego

¢(g7h) k+ ¢(gh,k) = ¢(g7hk)+¢(h7k)

Ademds ¢ preserva el ordeny ¢(g,h) € Ay , por tanto Ker(9?) = RZ*(G,A) es el grupo de conjuntos de factores
rigidos.

, . B RZ*(G,A) .
De lo anterior podemos inferir que el segundo grupo de cohomologia, H=(G,A) = WG»A) , es igual al grupo
cociente de conjuntos de factores rigidos médulo conjuntos de factores principales rigidos, y en base al teorema
5.4.4, podemos implicar que existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases de congruencia
de extensiones rigidas de un grupoide ordenado abeliano A por un grupoide ordenado G y el segundo grupo de
cohomologia H*(G,A).
Pon lo anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.5.1. El conjunto de clases de congruencia de extensiones rigidas de A por G estd en correspondencia

biyectiva con el segundo grupo de cohomologia del complejo cocadena () .
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Conclusion

ey

2

3)

“4)

Por medio de la teoria de categorias abelianas se construy6 la cohomologia de categorias , en ella definimos
conceptos como C-médulo derecho y C-médulo derecho libre. La similitud de la definicién de C-médulo
derecho libre con respecto a la definicion de reflexion a lo largo de un funtor gener6 resultados inmediatos y
un mayor entendimiento sobre el tema.

En un posterior estudio se puede retomar el complejo de cadena de la proposicién 2.1.13, si el complejo
de cadena es una resolucién proyectiva, entonces podemos hacer caracterizaciones de su primer y segundo

grupo de cohomologia usando las extensiones de grupoides ordenados.

En el capitulo 3 se desarrollé una forma indirecta para calcular los grupos de cohomologia de un G-mddulo,
es decir, como consecuencia del teorema 3.4.2 los grupos de cohomologia de un G-médulo son los grupos
de cohomologia de su correspondiente C(G)-médulo. Esta técnica se puede retomar en un posterior trabajo
para calcular los grupos de cohomologia de un G-médulo de tal manera que no dependan del orden definido
sobre G.

En el capitulo 4 se generd teoria a partir de otra ya establecida, es decir, notemos las analogias de las
extensiones de grupoides ordenados con las extensiones de médulos sobre un anillo.
La conclusién de capitulo 4 se concreta en el teorema 4.3.11 .

Por tltimo la cohomologia de Renault nos permite caracterizar los conjuntos de factores principales rigidos
de un G-modulo A, RBZ(G,A), a traves de las 2-cofronteras del complejo

0 1 2
C%(G,A) Sy (G,A) 9. C*(G,A) _9 C3(G,A)---

2

Ademds de la correspondencia biyectiva entre —-———=
P yeey RBX(G,A)

y la clase de congruencias de extensiones rigidas

de A por G (teorema 5.5.1) .
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Apéndice A
Categorias y categorias abelianas

A.1. Categorias

En esta seccion se da la definicién de categoria, funtor y algunos resultados elementales. Para la discusién de al-
gunos aspectos de las definiciones y también para una variedad de otras proposiciones el lector puede consultar:
(11, [2], [5], [8]y [15].

Definicion A.1.1. Una categoria C consiste de dos colecciones, Ob(€), cuyos elementos son los objetos de
C, y Mor(C), los morfismos de €. A cada morfismo se le asigna una pareja de objetos, llamados el dominio y el
codominio del morfismo. La notacién f : A — B significa que f es un morfismo con dominio A y codominio B.
Si f:A— By g:B— C son dos morfismos, existe un morfismo go f : A — C llamado la composicion de
gy f. La composicién no estd definida de otra manera. Usualmente escribiremos g f en lugar de g o f cuando no
exista riesgo de confusion. Para cada objeto A existe un morfismo 14, llamado la identidad de A, cuyo dominio y
codominio es A. Aquella informacién satisface los siguientes axiomas:

1. Paraf:A— B, fla=1pf=f.

2. Paraf:A— B, g:B—C,h:C— D, h(gf)=(hg)f.
Decimos que una categoria es pequeria cuando su coleccidon de morfismos es un conjunto.
Si A y B son objetos de C, usualmente supondremos que la coleccién de morfismos con dominio A y codominio
B es un conjunto. Este conjunto es denotado por C(A, B) 6 Home (A, B). Aquellas categorias que satisfacen la
condicién anterior son llamadas localmente pequerias.
La siguiente definicién es extraida de [2], notemos que es un caso particular de la definicién anterior.
Definicion A.1.2. Una categoria C consiste de lo siguiente:

(1) Una clase |C|, cuyos elementos son llamados objetos de la categoria.

(2) Para cualquier par A, B de objetos, un conjunto C(A,B), cuyos elementos son llamados morfismos de A en
B, ademds si los pares de objetos (A, B) # (A’,B’), entonces C(A,B) y C(A’,B) son ajenos.

(3) Para cualquier terna A, B, C de objetos, una ley de composicién
C(A,B) x C(B,C) — C(A,C),

la composicién de la pareja (f,g) serd escrita por concatenacién gf .
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(4) Para cualquier objeto A, un morfismo 14 € C(A,A), llamado la identidad sobre A.
(1), (2), (3) y (4) estdn sujetos a los siguientes axiomas:

(i) Axioma de Asociatividad: Dados los morfismos f € C(A,B), g € C(B,C) y h € C(C,D) la siguiente igual-
dad se cumple:

h(gf) = (hg)f .

(ii) Axioma de Identidad: Dados los morfismos f € C(A,B) y g € C(B,C) las siguientes igualdades se cumplen:

Igf=fy glg=g.

Nota:

A lo largo de la tesis usaremos la definicion A.1.2 6 equivalentemente la definicién de categoria localmente
pequefia. Cuando no exista ambigiiedad un objeto A de la categoria C serd denotado por A € C. Similarmente
si f: A — B esun morfismo en C lo denotaremos por f :A—Be€C 6 f€C

Definicion A.1.3. Un funtor F de una categoria A en una categoria B consiste de lo siguiente:

(1) Una funcién
Al — |B]

entre las clases de objetos de A y B, laimagen de A € A es escrita por FA.
(2) Para cualquier par de objetos A, A’ € A, una funcién
A(A,A") — B(FA,FA").
La imagen de f € A(A,A’) es escrita por F f .
Estos enunciados estdn sujetos a los siguientes axiomas:

(i) Para cualquier par de morfismos f € A(A,A’) yg € A(A’,A”),
F(gf) =FgFf.

(ii) Para cualquier objeto A € A,
Fly=1ps.

Dados dos funtores /' : A — B y G : B — C, una composicion puntual produce inmediatamente un nuevo funtor
GF : A — C. Estd ley de composicion es obviamente asociativa.

Ejemplo A.1.4. Mencionamos algunos ejemplos de categorfas y funtores con la notacién carrespondiente.
(1) Conjuntos y funciones: Con.

(2) Grupos y homomorfismos de grupos: Grp.
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(3) Grupos abelianos y homomorfismos de grupos: Ab.

(4) Un conjunto parcialmente ordenado (X, <) puede ser visto como una categoria, X, cuyos objetos son los
elementos de X y para x,y € X, el conjunto X(x,y) se define por:

{(xy)} si x<y
X(x,y) =
0 de otra forma

(5) Dada una categoria C y un objeto fijo C € C, definimos un funtor
C(C,—):C— Con
de C en la categoria de conjuntos por
C(C,—)A=C(C,A),
para cualquier A € C. Ahora si f : A — B es un morfismo en C, la correspondiente funcién
C(C,—)f=C(C,f):C(C,A) — C(C,B)
estd definida por la formula:

C(C,flg=fg,

para un morfismo g € C(C,A).

Tal funtor es llamado funtor representable.

Definicion A.1.5. Considere dos funtores F,G: A ——= B de la categoria A en la categoria B. Una transfor-
macion natural & : F = G de F en G es una clase de morfismos (0 : FA — GA),_, de B indexada por los
objetos de A de tal manera que para cualquier morfismo f:A — A’ en A, onFf=Gfoy.

Notemos que, cuando F, G, H son funtoresde Aen By o : F =—> G, 8 : G = H son transformaciones naturales
la férmula

(Bot)a = Baoa

define una nueva transformacién natural o : F = H. Esta composicién es asociativa y posee una unidad para
cada funtor F, ésta es la transformacion natural 1 cuya A—componente es 154 .

La siguiente proposicién es evidente.

Proposicion A.1.6. Sean A un categoria pequefia y B una categoria arbitraria. Los funtores de A en B y las
transformaciones naturales entre ellos constituyen una categoria, BA. Esta categoria es pequefia siempre que B lo
sea.
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Definicion A.1.7. Un funtor contravariante F de una categoria A en una categoria B consiste de los siguiente:

(1) Una funcién
A| — [B|

entre las clases de objetos. La imagen de A € A es escrita por FA;
(2) Para cualquier par de objetos A, A’ € A, una funcién
A(A,A") — B(FA, FA').
Laimagen de f € A(A, A’) es escrita por F f .
(1) y (2) estén sujetos a los siguientes axiomas:
(i) Para cualquier par de morfismos f € A(A,A), g € A(A,A"),
F(gf)=FfFg.
(ii) Para cualquier objeto A € A,

Fla=1p4.

Dada una categoria A y un objeto A € A definimos un funtor contravariante
A(—,A): A — Con.
Para cualquier objeto B € A,
A(—,A)B=A(B,A).

Para cualquier morfismo f: B — Cen A,

Definicion A.1.8. Considere dos funtores contravariantes F,G:A ——2= B de una categoria A en una cate-
goria B. Una transformacion natural @ : F => G de F en G es una clase de morfismos (04 FA = GA)acp de B
indexados por los objetos de A de tal manera que para cualquier morfismo f:A — A’ en A, Gfay = o4 F f

Definicion A.1.9. Un morfismo f : A — B en una categoria C es llamado un monomorfismo cuando, para

cualquier objeto C € C y cualquier par de morfismos g, h:C ——Z A, la siguiente propiedad se cumple:
[fe=rhl=[g=n].
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La siguiente proposicion es evidente.
Proposicion A.1.10. En una categoria C:
(1) Cualquier morfismo identidad es un monomorfismo.
(2) La composiciéon de dos monomorfismos es un monomorfismo.
(3) Silacomposicién kf de dos morfismos es un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo.

Definicion A.1.11. Considere un funtor F : A — B. F preserva monomorfismos cuando, para cualquier mor-
fismo f € A,

f es monomorfismo implica Ff es monomorfismo.

Definicion A.1.12. Un morfismo f : B — A en una categoria C es llamado un epimorfismo cuando, para
cualquier objeto C € C y cualquier par de morfismos g,h:A ——Z B, la siguiente propiedad se cumple:

lef =hf]=[g=Hhl.
La siguiente proposicion es evidente.
Proposicion A.1.13. En una categoria C:
(1) Cualquier morfismo identidad es un epimorfismo.
(2) La composicién de dos epimorfismos es un epimorfismo.

(3) Sila composicién fk de dos morfismos es un epimorfismo , entonces f es un epimorfismo.

Definicion A.1.14. Un morfismo f : A — B en una categoria C es llamado un isomorfismo cuando existe un
morfismo g : B— A en C el cual satisface las relaciones

fe=1p, gf=1a4.
El siguiente resultado es inmediato.
Proposicion A.1.15. En una categoria:
(1) Cualquier identidad es un isomorfismo.
(2) La composicién de dos isomorfismos es un isomorfismo.
(3) Un isomorfismo es un monomorfismo y un epimorfismo.

(4) Cualquier funtor preserva isomorfismos.
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Definicion A.1.16. Dada una categoria A, la categoria dual, A°?, es definida de la siguiente manera:
() AP =A].
(2) Paratodo A, B <€ A°?, A°?(A,B) =A(B,A).

(3) Laley de composicion de A°P es dada por f°Pg°? = (gf)°P.

Principio de Dualidad A.1.17. Supongamos la validez, en cualquier categoria, de un enunciado declarando
la existencia de algunos objetos o morfismos o la igualdad de algunas composiciones. Entonces el enunciado dual
también es valido en cualquier categoria; este enunciado dual se obtiene invirtiendo la direccién de cualquier

morfismo y remplazando cualquer composicién fg por la composicién gf .

Notemos que la nocién dual de monomorfismo es epimorfismo, y reciprocamente. Mientras que la nocién de

isomorfismo es autodual.

A.1.1. Funtores adjuntos

En esta seccidén daremos una somera introduccién a uno de los conceptos mds relevante en teoria de categorias,
funtores adjuntos. Para un estudio mds profundo sobre el tema el lector puede consultar [2], [5], [15], [1].

Definicion A.1.18. Sean F : A —: B un funtor y B € B. Una reflexién de B a lo largo de F es una pareja
(R, np) donde

1. Rp € Ay npg:B— FRp esun morfismo en B.

2. SiA € Ayb:B— FA es un morfismo en B, entonces existe un tinico morfismo a : Rg — A en A tal que
FClT]B =b.

Rs FRp
|
: a B Fa
|

¥ b

A FA

Proposicion A.1.19. Sean F: A — B un funtor y B € B. Cuando la reflexién de B a lo largo de F existe esta

es unica salvo isomorfismo.

Proposicion A.1.20. Considere un funtor F : A — B y supongamos que, para cualquier objeto B € B, la
reflexién de B a lo largo de F existe y tal reflexion (Rp,Np) ha sido elegida. En este caso, existe un dnico funtor
R : B — A satisfaciendo la siguientes propiedades

1. Para cualquier B € B: RB = Rp.
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2. (nB : B— FRB)py es una transformacion natural.

Definicion A.1.21. Un funtor R : B — A es adjunto izquierdo al funtor F : A — B cuando existe una
transformacion natural 1) : 13 = F'R tal que para cualquier B € B, (RB, 1) es la reflexién de B a lo largo de F.

Como consecuencia de la proposicién A.1.19 en la definicién anterior R y 1 estdn definidos de manera tinica salvo

isomorfismo.

El concepto dual de reflexién a lo largo de un funtor es correflexion a lo largo de un funtor F : A — B. Ex-
plicitamente una correflexion de B € B es una pareja (Rp, €) donde Rp es un objetoen Ay € : FRg — B es un
morfismo en B de tal manera que para cualquier pareja (A,b) con A € Ay b: FA — B, existe un tinico morfismo
a:A — Rptal que egFa = b. En forma analoga un funtor R : B — A es adjunto derecho a F' cuando existe una
transformacion natural € : FR = 1y tal que para cualquier B € B, (RB, &) es la correflexién de B a lo largo de F.

Teorema A.1.22. Considere dos funtores F : A — By G : B — A. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
1. G es adjunto izquierdo a F'.

2. Existen transformaciones naturales : lg=—FG y €: GF => 1 talque (Fx&)(N*F)=1r y (¢xG)(Gxn) =
le.

3. Existen biyecciones 645 : A(GB,A) =~ B (B, FA) para cualesquiera objetos A € A, B € B y aquellas biyec-
ciones son naturales en ambas variables A y B.

4. F es adjunto derecho a G.

Escribiremos G - F' para denotar que G es adjunto izquierdo a F' y en consecuencia F es adjunto derecho a G.
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A.2. Categorias abelianas

La teoria de categorias abelianas estd estrechamente relacionada con la teoria de grupos abelianos, la cual represen-
ta el mds importante modelo para categorias abelianas. Este capitulo contiene las nociones basicas y resultados de
la teorfa de categorias abelianas; estas nociones y resultados se usaron frecuentemente en las secciones anteriores.

Para un estudio mas profundo sobre el tema el lector puede consultar [3], [5], [8], [14].

A.2.1. Objeto cero y kernel

Definicion A.2.1. Un objeto cero en una categoria C es un objeto en C que es objeto inicial y terminal a la vez,

y se denota por 0.

Notemos que la nocién de objeto cero es autodual, ademds un objeto cero en una categoria C es tnico salvo iso-
morfismo.

Definicion A.2.2. Sea C una categoria con objeto cero. Un morfismo f : A — B en C es llamado un morfismo cero
o cero-morfismo cuando se factoriza a travéz del objeto cero, es decir, cuando el siguiente diagrama conmuta:

A4f>B
x /
0

En este caso f: A — Bsedenotapor0:A — B .

Proposicion A.2.3. Sea C una categoria con objeto cero, entonces existe sélo un morfismo cero de cada objeto
A acada objeto B.

Observemos que la composicién de un morfismo cero con algin otro morfismo es de nuevo un morfismo cero.

Definicion A.2.4. En una categoria C con objeto 0, el kernel o niicleo de un morfismo f : A — B es, cuando
éste existe, el igualador de f y el cero-morfismo 0 : A — B. Se define el cokernel de f o coniicleo de f de manera
dual.

ker(f) f

Ker(f) —=A_—<B

0
(Ker(f),ker(f)) eseligualdorde (f,0).

A *fi Bcﬂfgoker(f)
0

(Coker(f),coker(f)) esel coigualdorde (f,0).
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Observacion A.2.5. Cualquier kernel es un igualador,por lo cual cualquier kernel es un monomorfismo. Si
suponemos que tenemos una categoria con objeto cero, un monomorfismo o igualador, en general, no es un kernel.
Veamos esto con mds detalle.

En la categoria de Grupos, Grp, el objeto cero es el grupo cero y el morfismo cero es el homomorfismo constante
cero:

0:A—B

a— Op

En cualquier categoria un kernel, cuado éste existe, es un monomorfismo. Ahora qué pasa con el reciproco.

En la categoria Grp para el morfismo f : A — B, el Ker(f) (como objeto) es un subgrupo normal de A y
cualquier otro objeto en Grp isomorfo a Ker(f) también serd un subgrupo normal de A. Por tanto si es un kernel,
entonces es un subgrupo normal.

Bastara considerar un subgrupo H C A tal que H no es normal, de este modo tenemos un monomorfismo €l cual
no es un kernel.

El siguiente resultado es evidente.

Proposicion A.2.6. Sea f un monomorfismo en una categoria con objeto cero. Si fg =0 para algiin morfismo

g, entonces g=0.

Proposicion A.2.7. En una categoria con objeto cero, el kernel de un monomorfismo
f:A—B
es el morfismo cero 0: 0 — A.

Demostracion. Si ker(f) : Ker(f) —> A es el kernel de f entonces fker(f) =0 y f es monomorfismo, por lo
cual ker(f) = 0. El morfismo ker(f) se factoriza a través de 0, donde Ker(f) — 0 es tnico con la propiedad de

factorizar a ker(f) y tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 0 A f B
S /
~a ker(f)
Ker(f) ,
donde 0 — Ker(f) es dnico con la propiedad de factorizar al morfismo cero. Por tanto Ker(f) 0. ]

Dualizando la proposicién anterior, el cokernel de un epimorfismo es el cero-morfismo.

Proposicion A.2.8. En una categoria con objeto cero, el kernel de un cero morfismo 0 : A — B es, salvo
isomorfismo, la identidad sobre A .
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Demostracion. Basta considerar el siguiente diagrama conmutativo:

1
A—2 - A—>=B

A 0
ul
I
U

u

Equivalente a la definicién A.2.4 podemos considerar el kernel de un morfismo
g:A—B
como el producto fibrado o pullback de g y el morfismo 0 — B.

Ker(g) ———— 0

ker(g)

A——B.

Notemos que 0 — B es un monomorfismo, por lo cual ker(g) también es un monomorfismo ([2], proposicién
2.5.3).

A.2.2. Categorias aditivas y biproductos

Definicion A.2.9. Por una categoria preaditiva entendemos una categoria C junto con una estructura de grupo

abeliano en cada conjunto C(A,B) de morfismos, de tal manera que las funciones composicién
capc : C(A,B) x C(B,C) — C(A,C)
(f,8) —&f

son homomorfismos de grupo en cada variable. Escribiremos la estructura de grupo aditivamente.

Si la composicién
CABC - C(A,B) X C(B,C) — C(A,C)
(f.8) —gf

es un homomorfismos de grupos en la primera variable:

g(f+h)=gf+gh.

De igual forma en la segunda variable:

(f+h)g=fg+hg.

Notemos que cualquier subcategoria plena de una categoria de médulos o grupos abelianos es preaditiva también.
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Proposicion A.2.10. La nocién de categoria preaditiva es autodual

Proposicion A.2.11. En una categoria preaditiva C, las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) C tiene un objeto inicial.
(2) C tiene un objeto final.
(3) C tiene un objeto cero.

En este caso, los morfismos que se factorizan a través del objeto cero son exactamente las identidades para las
estructuras de grupo.

Demostracion. (3) = (1) y (3) = (2) son inmediatas. Mostremos (1) = (3).

Supongamos que 0 es el objeto inicial en C, para el objeto A € C, C(A,0) tiene almenos un morfismo, el morfismo
cero (respecto a la estructura de grupo). Supongamos que g : A —> 0 es otro morfismo en C(A,0), entonces la
funcién composicién

C(A,0) x C(0,0) — C(A,0)
(g:10) = log

es un homomorfismo de grupos en ambas variables por tanto g = 1pg es el morfismo identidad en C(A,0), esto es,
g = 0. Por tanto 0 es el objeto cero en C.
Por el principio de dualidad categérica, si (1) = (3) es cierto, entonces (2) = (3) es cierto.

Supongamos que la categoria C tiene objeto cero. Sean C 'y D dos objetos en C, los grupos C(C,0), C(0,D)
estan unicamente constituidos respectivamente por sus elementos identidad, luego la composicién de dos elemen-
tos identidad C — 0 — D es el elemento identidad de C(C, D) y dado que este elemento identidad se factoriza
a travez del objeto cero, entonces es igual al morfismo cero, es decir, el morfismo cero en C(C,D) es igual al
morfismo identidad respecto a la estructura de grupo. g

Proposicion A.2.12. Sean A, B dos objetos en una categoria preaditiva C, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) El producto (P, w4, tg) de Ay B existe.
(2) El coproducto (P, s4, sp) de Ay B existe.

(3) Existen un objeto P y morfismos 7y : P— A, ng: P — B, s4:A— Py sp:B— P conlas propiedades:
Ttasa = 1a, psp = 1p, Tasp =0, Tpsa =0y sa%a +sp7p = 1p.

Mas atin; bajo esas condiciones:

sa  =ker(mg), s =ker(m)

Ty =coker(sg), @ = coker(ss).
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Demostracion. Por el principio de dualidad categdrica, es suficiente mostrar (1) < (3) 6 (2) < (3). Probemos
(1) < (3).
(Necesidad) Supongamos que el producto de A y B, (P, mu, mg), existe. Tenemos el siguiente diagrama:

14 A
A
A P
N
0 B.

Entonces existe un tinico morfismo s4 : A — P tal que
TTASA = lA Y TBSA =0
De la misma manera, existe el inico morfismo sp : B — P tal que
TpSBp = 13 Y TASB =0.

Ahora consideremos el siguiente diagrama:

A
A
m
P P
.
iy
B B.

Tenemos que 1p : P — P hace conmutar el diagrama y s4 74 + sp7p también lo hace conmutar, como la solucién

es tinica entonces S47t4 + spfp = 1p.

(Suficiencia) Mostremos que (P, Ty, ) es el coproducto de A y B. Sean Q un objetoen C y u: Q — A,
v:Q — B morfismos en C.

Tenemos que el morfismo squ+ sgv : Q — P hace conmutar al siguiente diagrama:

A

u /
SAU T SBV
AUTSBY

77777 >

—\

B.

Ahora supongamos que existe otro morfismo 4 : Q — P tal que u = mah y v = mgh, entonces

SAU+ SV = SATAh + spTph
=hlp
=h.

Por tanto (P, 74, mg) es el coproductode A y B.
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Asumamos las condiciones (1)-(3) y probemos que s4 = ker(7mg) . En efecto se cumple mps4 = 0. Supongamos

que existe otro morfismo x : X — P tal que mpx =0

A %A P s B
A
|
|

TAX | ¥

|
|

X.

Entonces el morfismo m4x: X — A satisface:

SATAX = [113 — SBTTB|X
= X — SBTpX

=X.

Supongamos la existencia de otro morfismo y : X — A tal que sqy = x tal que s4y = x, entonces sqy = SATaX y

s4 es monomorfismo, lo cual implica que y = max . Por tanto max es el dnico morfismo en C tal que s4(max) = x.

Similarmente se muestra que sg = ker(74) .

Notemos que si existe el producto de dos objetos en C, existe el coproducto de dos objetos en C°? y C°P también
es una categoria preaditiva, por lo cual las 3 condiciones de la proposicién también son equivalentes en C°7 . Si
(P, sa, s8) y (P, ma, mp) son el producto y coproducto de A y B respectivamente en C°P, se satisface:

= ker(sg) 'y 7mp=ker(sa)
Dualizando, (P, s4, sg) vy (P, T4, 7g) son el coproducto y producto de A, B en C respectivamente, ademas

A = coker(sp) 'y 7 = coker(sp).

Definicion A.2.13. Dados dos objetos A, B en una categoria preaditiva, una quinteta
(P, mta, g, SA, SB)

como en (3) de la proposicién A.2.12, es llamado un biproducto de Ay B y P se denota por A®B.

Observemos que dadas las condiciones que cumplen los morfismos 74, 7g, sS4, S en la proposicion A.2.12, pode-

mos implicar que 7y, 7p son epimorfismos y s4, sp son monomorfismos.

Definicion A.2.14. Por una categoria aditiva entendemos una categoria preaditiva con objeto cero y biproduc-

tos.
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A.2.3. Funtores aditivos

Definicion A.2.15. Dadas dos categorias preaditivas A y B, un funtor F : A — B, es aditivo cuando para
cualquier A, A’ € A la funcién

Fyu:A(A,A") — B(FA, FA")
f—Ff
es un homomorfismo de grupos.

Observemos que la composicion de funtores aditivos es de nuevo aditivo.
El siguiente resulatdo se prueba de una forma estandar. Para mayor informacién el lector puede consultar: [2],
definicién 2.7.2, proposicién 2.15.1 y teorema 2.15.2..

Proposicion A.2.16. Considere una categoria aditiva B y una categorfa preaditiva pequefia A . La categorfa
Add(A, B) de funtores aditivos de A en B y transformaciones naturales entre ellos es aditiva y los biproductos son
calculados puntualmente. Mds aun si B es finitamente completa (cocompleta), Add(A, B) es finitamente completa

(cocompleta) y los limites finitos son calculados puntualmente.

A.2.4. Definicion de categoria abeliana

Historicamente, el estudio de categorias abelianas desempefian un importante papel en el desarrollo de teorias.
topologia algebraica y dlgebra homoldgica hacen un amplio uso de ella.

Definicion A.2.17. Una categoria C es abeliana cuando satisface las siguientes propiedades:
(1) C tiene objeto cero.
(2) Cualquier par de objetos de C tiene un producto y un coproducto.
(3) Cualquier morfismo de C tiene un kernel y un cokernel.

(4) Cualquier monomorfismo de C es un kernel; cualquier epimorfismo de C es un cokernel.

Observemos que el dual de cada axioma es el axioma mismo, concluimos que:

Proposicion A.2.18 (Principio de dualidad abeliano). La nocién dual de categorfa abeliana es de nuevo
categoria abeliana.

La proposicién previa es fundamental, implica que cuando una propiedad es probada para categorias abelianas,
también queda probada la propiedad dual. Esto significa que si una proposicion S es valida para cualquier categoria
abeliana, la proposicion S* también es valida para cualquier categoria abelana.

Si S es vdlida para A, entonces S es vélida para A°”. Luego

S* esvalidapara (A°)° vy por tanto

S* esvilidapara A.
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A.2.4 Definicién de categoria abeliana

Notemos de manera inmediata que las categorias Grp y Top no son categorias abelianas; la primera no satisface
el cuarto axioma de la definicion (observacion A.2.5), mientras que en la categoria de espacios topoldgicos y

funciones continuas no existe objeto cero.
Proposicion A.2.19. La Categoria Ab de grupos abelianos es una categoria abeliana.

Demostracion. 1. Sea f : A— B un morfismo en Ab. Se define el ker(f) = (K,i),donde K ={a € A: f(a) =0p}
e i:K — A esel homomorfismo inclusién, notemos que K por su forma es un grupo abeliano.

B B B
Se define tambien Coker(f) = (W, ), donde Tmal(F = {bImg(f):beB}ymn:B— ——— esel homo-
mg

mg(f) Img(f)

morfismo proyeccion.

2. Mostremos que cualquier monomorfismo en Ab es el kernel de su cokernel.
!/

A
Si g: A — A’ un monomorfismo, T: A — ﬁ es el cokernel de g. Sea g’ : B — A’ un homomorfismo de
mg(g
grupos abelianos tal que g’ = 0, como Img(g') C Img(g), se define

0:B — A
b — g (D).

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Img(g)

A
A
\
|
iy
\
|
|

B
3. Ahora mostremos que cualquier epimorfismo en Ab es el cokernel de su kernel.
Sea h: A — B un epimorfismo, el kernel de 4 estd dado por el morfismo inclusién i : K < A. Probemos que (h, B)
es el cokernel de i.
En efecto hi = 0. Supongamos que existe otro morfismo f: A — B’ tal que fi=0.Dadoque K C {a € A : f(a) =0},

podemos definir el homomorfismo
¢0:B — B
h(a) —  fla),

ademds, por su forma, ¢ es el inico morfismo en Ab que hace conmutar el diagrama:

KC ! A h B
|
|
|
|
|
Y

¢

B'.

153



Capitulo A. Categorfas y categorias abelianas

Proposicion A.2.20. Sean A una categoria abeliana y C una categoria pequefia. La categoria de funtores A€
es una categoria abeliana.

Demostracion. Comencemos verificando que A€ esuna categoria preaditiva. Para F' y G objetos en A€ tenemos el
conjunto A®(F,G), sia: F = Gy B : F = G son transformaciones naturales se define la suma a+ 8 : F = G
de la siguiente manera, para C € C: (ot + )¢ = ac + Bc.

Veamos que en efecto o + 3 : F = G es una transformaci6n natural.

C FC ——= GC
(a+B)c

u Fu Gu

(o4 FC'—— GC'
(o+B)er

(a+P)cFu=(ac + B )Fu
= o Fu+ o Fu
= Guage + Gupfe
= Gu(ac + fc)
=Gu(a+B)c.

Por la forma en como se defini6 la suma de transformaciones naturales, la operacién es asociativa y conmutativa.
Se define la transformacién natural 0 : F = G, para C € C: Oc = 0a(rc,Gc) donde 0p (rc ey es el elemento iden-
tidad en el grupo A(FC,GC).

Ahora sean o, o, B1, B morfismos en A€ de tal manera que tiene sentido la suma y la composicién

(o +0)(B1+B2)-

SiceC:

(a1 + ) (Bi+ B2))c = (a1 +)c(Bi + B2)c
= (a1 + 00 ) (Bic + Bac)
= 01 Bie + 1 Poe + 0B+ 0o B
= (oufi)c+ (a1f2)c+ (pi)c + (fa)c
= (fi+afr+ofi+oup)c.

Por tanto A€ es una categoria preaditiva.

Se define el funtor Z : C — A de la siguiente manera: para cualquier C € C : ZC = Z, donde Z, es el objeto cero
en A. Siv:C — C’ es un morfismo en C, se define Zv : ZC — ZC' como el morfismo cero en A.

Veamos que Z es el objeto cero en A€ . Sean F y G € AC, se define o : Z = F de la siguiente manera:

para C € C: o¢ : ZC — FC es el tinico morfismo en A donde ZC es el objeto inicial. En efecto, & es el tnico
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A.2.4 Definicién de categoria abeliana

morfismo en A€ (Z,F), por lo cual Z es el objeto inicial en AC. Similarmente, Z es el objeto final en A, es decir,
Z es el objeto cero en AC.

Ahora sean F y G € AC. Definimos el funtor

FoG:C—A

En objetos:siC e C: F&GC =FCaGC.
En morfismos: si u : C — C’' € C, entonces F @ Gu : FC® GC — FC' ® GC' es el tinico morfismo que hace

conmutar el siguiente diagrama:

FC Fu FC
Tie e
Feace- - -E29 _ _poace
e Uow

GC Gu GC'

Para mostrar que el funtor ' & G preserva composiciones consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

FC Fu FC' Fv FC"
F F
reace- T _posce - YOSV L pore g
GC GC' GC".
Gu Gv

y para mostrar que preserva identidades consideremos el siguiente diagrama conmutativo:
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FC FC
1rc
FC®GC— — — X _ _ L Fcace
GC GC.
lgc

Hasta aqui hemos probado que A€ es una categoria aditiva.
Sea o : F = G un morfismo en A®, veamos que o tiene kernel y cokernel.

Para el objeto C € C tenemos el morfismo en A o : FC — GC, el cual tiene kernel (KC, k¢), y para el morfismo
en C, u:C — C’, existe un tinico morfismo en A, KC — KC’, que hace conmutar el siguiente diagrama:

ke ko

Fu

c—*% c.
Hemos construido una pareja, (K, k), donde K es un objeto y k : K => F es un morfismo, ambos en A€ de tal
manera que ak = 0. Mostremos que en efecto (K, k) es el kernel del morfismo o en A°.
Si (H, h) es otra pareja formada por un objeto H y un morfismo h: H = F en A€ de tal manera que oh = 0,
entonces definimos la transformacién natural ¢ : H =—> K de la siguien forma:

Para C € C existe un tnico morfismo en A, ¢c : HC — KC, que hace conmutar el siguiente diagrama:

HC
|
‘ h
| c

¢c |

|
Y

KC FC GC.

ke oc

Por tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
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T

K . F o G.

De igual forma se construye el cokernel del morfismo o.

Ahora supongamos que ¢ : F = G es un monomorfismo en A, y sea (K*, k*) el cokernel de o

F=% 6t g
Mostremos que (F, @) es el kernel de k*. Sea (H, h) una pareja formada por un objeto H y un morfismo
h:H=— GenAC tal que k*h =0

Observemos lo siguiente, dado que A es una categoria abeliana, A es una categoria finitamente completa y finita-
mente cocompleta ([3], proposicion 1.5.3) por tanto A tiene productos. Dado que & es un monomorfismo en AC,
para cada C € C, o es un monomorfismo en A ([2], corolario 2.15.3). Por lo cual existe un tnico morfismo en A,

¢c : HC — FC, que hace conmutar el siguiente diagrama:

k*

Fc— % _ge €. kC
A
|
| hc

¢c |

|
|

H

Obteniendo una tnica transformacién natural ¢ : H = F que factoriza a / a través de «.
De igual forma se muestra que cualquier epimorfismo en A€ es el cokernel de su kernel. (|

De aqui en adelante denotaremos el kernel de un morfismo f : X — Y por ker(f) : Ker(f) — X, y el cokernel
de f por coker(f) : Y — Coker(f).

Proposicion A.2.21. En una categoria abeliana A, cualquier morfismo f : X — Y tiene una tnica fac-
torizacién f = me donde m es un monomorfismo y e es un epimorfismo, mds ain m = ker(coker(f)) y e =
coker(ker(f)) .

De la factorizacion anterior, la imagen de f es definida como
m=img(f):Img(f) —Y

y e es llamado la coimagen de f.
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Apéndice B
Semigrupos inversos y grupoides

Daremos algunas definiciones y resultados basicos acerca de la teoria de semigrupos inversos. Para un estudio mas
profundo acerca del tema el lector puede referir a: [10] .

B.1. Semigrupos inversos

Un conjunto S junto con una operacién binaria, la cual llamaremos producto y denotaremos por concatenacion, es
un semigrupo si la operacion es asociativa; esto es para cualquier x,y,z € S: (xy)z = x(yz). Un elemento e € S
es llamado un idempotente si ee = e. Denotamos al conjunto de idempotentes de S por E(S). Si un semigrupo S
contiene un elemento, 1, con la propiedad 1x = x = x1 para cualquier x € S, entonces S es llamado un monoide.
Un subconjunto no vacio 7' de un semigrupo S es llamado un subsemigrupo de S, si es cerrado bajo el produc-
to. Sean § y T semigrupos. Se define un homomorfismo de semigrupos como una funcion f : S — T, con la
propiedad de preservar productos, esto es, para cualquier x, y € S: f(xy) = f(x)f(y).

Definicion B.1.1. Un semigrupo S es un semigrupo inverso, si:

(1) Ses regular, esto significa que para cada s € S existe un elemento ¢ € S, llamado un inverso, el cual satisface
S=Stsy t =tst.

(2) Los idempotentes de S conmutan.

Consideremos el siguiente teorema.

Teorema B.1.2. Sea S un semigrupo regular, entonces los idempotentes de S conmutan si, y sélo si, cualquier
elemento de S tiene un inverso unico.

Como consecuencia del teorema anterior, cualquier elemento s de un semigrupo inverso S tiene un tinico inverso,

el cual lo denotaremos por s~!, en S. Ademds s~ ! satisface: s =ss s y s7! =5 lss7!.

Un subconjunto de un semigrupo inverso S es llamado un subsemigrupo inverso de S, si €s un semigrupo inverso
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Capitulo B. Semigrupos inversos y grupoides

con respecto al producto de S.

Destacamos algunas propiedades del elemento s~ . Para un estudio més amplio sugerimos:

Proposicion B.1.3. Sea S un semigrupo inverso.

1

(1) Para cualquier s € S, s~'s y ss~! son idempotentes, ademds s(s~'s) =s y (ss™')s=s.

() (s7!)~! = s para cualquier s € S

(3) Para cualquier idempotente e € Sy cualquier s € S, el elemento s~ 'es es un idempotente.

(4) Sie esunidempotente en S, entonces e~ ! =e.

(5) (sp...8,)7" :s_l...sfl para todo sq,...,s, €S, donden > 2.

n

1 1

se comporta como una identidad izquierda para el elemento s, mientras que s~ 's

se comporta como una identidad derecha para s. Escribiremos d(s) = s s y r(s) =ss~'.

Notemos que el idempotente ss~

Proposicion B.1.4. Un grupo, es un semigrupo inverso con sélo un idempotente.

B.2. El orden parcial natural

Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y x,y € X. Si el infimo de {x, y}, bajo la relacién de orden <,
existe, lo denotaremos por x Ay. Anédlogamente, denotamos el supremo de {x, y} (cuando esté existe) como xV y.
Una semirreticula inferior es un conjunto parcialmente ordenado en el cual cualquier par de elementos tiene un
infimo. Una semirreticula superior es un conjunto parcialmente ordenado en el cual cualquier par de elementos
tiene un supremo. Una reticula es una semirreticula inferior y superior.

Sean X y Y conjuntos parcialmente ordenados. Una funcién f : X — Y espreservadora de orden si a < b implica
f(a) < f(b), para cualquiera,b € X .

Definimos un orden parcial, <, sobre el semigrupo inverso S. Sean s, t € S:
s<t si,ysblosi, s=te

para algtin idempotente e. Este orden definido es llamdo el orden parcial natural sobre S .
Tenemos los siguientes resultados.

Proposicion B.2.1. Sea S un semigrupo inverso.
(1) Larelaciéon < es un orden parcial sobre S.
(2) Para cualesquiera idempotentes e, f € S: e < fsi, ysolosi, e=ef = fe.
(3) Sis <ty u<ventonces su <tv.
(4) Sis<tentoncesd(s) <d(t) y r(s) <r(t).

(5) E(S) es una semirreticula inferior.
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B.3 Grupoides

El siguiente resultado ofrece diferentes caracterizaciones con respecto al orden parcial natural sobre S .
Proposicion B.2.2. Sea S un semigrupo inverso. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) s<t.

(2) s= ft para algin idempotente f .

3) s7t<s !,
4) s=r(s)t.
(5) s=td(s).

B.3. Grupoides

Iniciaremos estd seccién retomando una definicién en la teoria de semigrupos inversos. Para un estudio posterior

sobre grupoides el lector puede consultar los siguientes textos: [10] y [6]

Definicion B.3.1. Sea S un semigrupo inverso. Definimos un producto parcial - sobre S. Sean s, r € S, el pro-
ducto restringido s -t existe unicamente cuando s~'s =#"!, en cuyo caso es igual a st. Asf s-¢ existe precisamente
cuando d(s) = r(t).

Lema B.3.2. Sea S un semigrupo inverso. Si s- ¢ existe entonces d(s-t) = d(st) = d(t) y r(s-t) =r(st) = r(s)
para cualquier s, € S.

El producto restringido es importante debido a que permite generar de cada semigrupo un subyacente grupoide.
Categorias son usualmente consideradas como categorias de estructuras con morfismos. Sin embargo, pueden tam-
bién ser consideradas como estructuras algebraicas no diferentes de grupos y anillos, con la excepcién de que la
operacion binaria es tinicamente definida de manera parcial. A continuacién definimos categorias desde un punto
de vista puramente algebraico, cabe mensionar que esta definicién es equivalente a la definicién A.1.2.

Definicion B.3.3. Sea C un conjunto equipado con una operacién parcial la cual denotaremos por - 6 por
concatenacion. Si x,y € C y el producto xy estd definido, lo denotamos por existe xy. Un elemento e € C es
Ilamado una identidad si, existe ex e implica ex = x y existe xe e implica xe = x. El conjunto de identidades de
C es denotado por Cp . El par (C,-), o simplemente C, se dice que es una categoria si satisface los siguientes

axiomas:
(1) x(yz) existe si, y sélo si, (xy)z existe, en cuyo caso son iguales.
(2) x(yz) existe si, y s6lo si, xy y yz existen.

(3) Para cualquier x € C existen identidades e y f tales que existe xe y existe fx.
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Capitulo B. Semigrupos inversos y grupoides

Como consecuencia del axioma (3), las identidades e y f estdn univocamente determinadas por x.

Escribimos e = d(x) y f = r(x), donde d(x) es la identidad dominio y r(x) es la identidad rango. Observemos que
existe xy si, y sélo si, d(x) =r(y).

Sean C y D categorias, entonces una funcién F : C — D es un funtor si

Fd(x) =d(F(x) y F(r(x))=r(F(x)
paratodox € C,y F(xy) = F(x)F(y) paratodo x, y € C, siempre que existe xy .

Definicion B.3.4. Una categoria G es un grupoide si, para cualquier x € G existe un elemento x| € G tal que
g grup p q q

ylx=dx)y xx ' =r(x).

Proposicion B.3.5. Cualquier semigrupo inverso S es un grupoide con respecto a su producto restringido. A

este grupoide lo llamaremos el grupoide asociado de S .

Un grupoide con una identidad es un grupo. Un morfismo entre dos grupoides es un funtor. Los grupoides junto
con sus morfismos forman una categoria, la cual denotaremos por Grpd .

Definicion B.3.6. Sean G un grupoide y < un orden parcial definido sobre G . Entonces (G, <) es un grupoide

ordenado si satisface los siguientes axiomas:
(1) x<yimplicax™! <y~!, paratodox,y€G.
(2) Paratodox,y, u,ve G,six <y, u<v, existe xu y existe yv, entonces xu < yv.

(3) Seanx € G y e unaidentidad tal que e < d(x), entonces existe un tnico elemento (x|e), llamado la restric-

cionde x ae, tal que (xle) <x y d((xle)) =e.

(4) Sean x € G y e una identidad tal que e < r(x), entonces existe un tnico elemento (e|x), llamado la cor-

restriccion de x a e, tal que (elx) <x y r((e|x)) =e.

Un grupoide ordenado es inductivo si el conjunto parcialmente ordenado de sus identidades forma una semirreticula

inferior.
Proposicion B.3.7. Sea G un grupoide ordenado.
(1) Six<y,entoncesd(x) <d(y) y r(x) <r(y).
(2) Six,ye G,conx <y, d(x)=d(y) y r(x) =r(y), entonces x =y.

(3) Six,ye Gy e€ G, tal queexiste xy y e <d(y), entonces (xyle) = (x|r((y|e))) vle) .
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Sean G y H grupoides ordenados, con 6 : G — H un funtor. Entonces 6 es un funtor ordenado si para cualquier
81,82 € Gtalque g; < gy implica 6(g;) < 6(g2) . Si un funtor ordenado 6 : G — H es una inclusién de subcon-
juntos, entonces decimos que G es un subgrupoide ordenado de H.

Sean G un grupoide ordenado y A un subgrupoide ordenado de G. Entonces A es un subgrupoide ordenado normal
de G si satisface las siguientes condiciones:

(i) G, =A, y paratodoa € A: d(a) =r(a).

(ii) gag™' €A paratodo g€ Gy a€ A cond(g) =d(a).

Definicion B.3.8. Un prehomomorfismo es una funcién , 6 : § — T, entre semigrupos inversos tal que para
cualquier s, € S, 0(st) < 0(s)0(¢).

El siguiente teorema implica que cualquier prehomomorfismo entre semigrupos inversos induce un funtor entre
sus grupoides asociados. La prueba se encuentra en [10], teorema 3.1.5.

Teorema B.3.9. Sea 6 : S — T una funcién entre semigrupos inversos. Entonces 6 es un prehomomorfismo
si, y s6lo si, preserva el producto restringido y el orden parcial natural. La compisiciéon de dos prehomomorfismos
es un prehomomorfismo.

Semigrupos inversos junto con prehomomorfismos forman una categoria. El siguiente resultado prueba como el

producto usual puede ser reconstuido a partir del producto restringido y el orden parcial natural.
Teorema B.3.10. Sea S un semigrupo inverso.

(i) Seans€ Syec E(S) tales que e < s~ s, entonces a = se es el tinico elemento de Stalque a < sya la=e.

(ii) Seans € Syec E(S) tales que e < ss!, entonces a = es es el tinico elemento de Stal que a < sy aa~' =e.
(iii) Sean s,t € S, entonces st = 5" -t', donde s’ = se,t' =etye=s"lstt7!.

Demostracion. La demostracion se encuentra en el teorema 3.1.2 de [10].

Proposicion B.3.11. Sea S un semigrupo inverso. Entonces el grupoide asociado con S es un grupoide induc-
tivo con respecto al orden parcial natural.

Los grupoides inductivos asociados con un semigrupo inverso S son denotados por §(S).
Sean G un grupoide ordenado y g, & € G tal que e = d(g) Ar(h) existe. Denotamos por

g@h=(gle)(e|h)

y llamamos al elemento g ® h el seudoproductode gy h.

Proposicion B.3.12. Sea G un grupoide inductivo.

(1) (G, ®) es un semigrupo inverso, el cual denotaremos por 8(G) .
(2) 5(8(G))=G.
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(3) Para cualquier semigrupo inverso S, 8(5(S)) =S.

Por ultimo, el siguiente teorema relevante que se encuentra en [10], teorema 4.1.7 .

Teorema B.3.13 (Ehresmann-Schein-Nambooripad). La categoria de semigrupos inversos y prehomo-
morfismos es isomorfa a la categoria de grupoides inductivos y funtores ordenados, y la categoria de semigrupos
inversos y homomorfismos es isomorfa a la categoria de grupoides inductivos y funtores inductivos.
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