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Proélogo

En este trabajo de tesis se desarrolla un tema clasico de estudio en el
andlisis de Fourier. La Transformada de Fourier en L'(R), ademés de ser
objeto de estudio para las matematicas, es también tema de interés en disci-
plinas como la ingenieria, la electrénica, la fisica entre otras.

La teoria expuesta en este trabajo contiene muchos de los resultados mas
conocidos de la transformada de Fourier. Uno de ellos es el Teorema de Inver-
sién, donde la idea del teorema es que dada una funcion f, la transformada
de Fourier inversa aplicada a la transformada de Fourier de f resulta en la
funcion original. Este teorema da pauta a los métodos de sumabilidad que
también estudiaremos en esta tesis.

La presente tesis tuvo como referencia principal el libro “Lecciones sobre
las series y transformadas de Fourier”de J. Duoandikoetxea [4]. Sin embar-
go demostraciones como el Lema 2.4, el Teorema de Inversion entre otros
resultados, son propios de este trabajo de tesis. La teoria se desarrolla en
6 capitulos. En el Capitulo 1 se da una introduccion de la transformada de
Fourier a través de la serie. Esto es, se relacionan los coeficientes de Fourier
con la transformada y la convergencia de la serie con la transformada inversa.

En el Capitulo 2 se define la transformada de Fourier de manera formal
y se estudian las primeras propiedades algebraicas y analiticas.

En el Capitulo 3 se evaluan algunas transformadas de funciones elemen-
tales en el Analisis de Fourier, pero mas ain estas funciones seran 1tiles en
el desarrollo de la teoria de los capitulos siguientes.

En el Capitulo 4 se exponen definiciones y resultados fundamentales del
Anélisis de Fourier, ademés de un teorema de inversion para intentar recu-
perar la funcion, conocida su transformada de Fourier. Sin embargo f podria
no ser integrable, y puede haber un problema con la inversién, como veremos
mas adelante. En este trabajo la demostracion del Teorema de Inversiéon tiene
cierta originalidad.

En el Capitulo 5 se estudian los niicleos de sumabilidad. La importancia
de éstos, reside en intentar recuperar la funcién de manera alternativa al
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teorema de inversion, el principio de estos nicleos esta basado en estudiar
la convergencia de la integral dada en el Teorema de Inversion. En esta tesis
se desarrollan 3 de estos nicleos y es uno de los temas principales del trabajo.

Finalmente en el Capitulo 6, se expone una aplicacién de la Transformada
de Fourier aplicado en la difraccién y formacién de imagenes.
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Capitulo 1

Introduccion al analisis de
Fourier

1.1. Desarrollo historico

Fourier en su libro titulado Théorie analytique de la chaleur y publicado
en 1822, expone la teoria matematica de las leyes de propagacién del calor,
ademas, desde el punto de vista fisico, Fourier fue el primero en deducir la
ecuacion diferencial que describe la difusion del calor e inventé el método
de separacion de variables para su resolucion, reconocié la potencia de este
método. Fue también conocido por sus trabajos sobre la descomposicion de
funciones periddicas en series trigonométricas convergentes llamadas ahora
series de Fourier.

El problema de la representacion de una funcion en serie trigonométri-
ca tenia precedentes en el siglo XVIII. Fue con los intentos de resolver el
problema de la cuerda vibrante donde la influencia de la teoria de las series
trigonométricas repercutié mas tarde en la clarificacién de conceptos como:
funcion, continuidad, integral, serie, convergencia etc. Por ello las series e in-
tegrales de Fourier constituyen un tema clésico del andlisis matematico. En
épocas mas recientes, la integral de Lebesgue se desarroll6 en estrecha cone-
xion con la teoria de series de Fourier y la teoria de funciones generalizadas
con las integrales de Fourier.
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1.2. De las series de Fourier a la transforma-
da de Fourier

Las series de Fourier representan funciones definidas en un intervalo de

la recta o, equivalentemente funciones periédicas de la recta. Para represen-

tar funciones definidas en toda la recta y no periddicas, debemos introducir

los conceptos de transformada y transformada inversa de Fourier. Podemos
deducir estos conceptos, a partir de la serie de Fourier.

Se llama serie trigonométrica de periodo 27 a la serie de la forma

a oo
50 +;(ak cos kx + bysen kx). (1.1)

Dada una funcién periédica de periodo 27 buscamos una serie trigo-
nométrica que coincida con ella. Supongamos que la serie (1.1) converge
uniformemente en [—7, 7] a la funcién f, por lo que se tiene la igualdad

flx) = %+Z(akcos kx + by senkx). (1.2)

0o
k=1

Luego, si integramos en [—m, 7|, por la convergencia uniforme y conside-
rando que las integrales de cos kz y sen kx son cero, obtenemos

/_: f(z) dx = may.

Multiplicando la igualdad (1.1) por cos kx e integrando en [—, 7], tene-
mos que

/ f(z)cos kx dr = may,.

Haciendo algo semejante para sen kx, obtenemos

/ f(z)sen kx dx = mby.
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Asi, los valores de los coeficientes de la serie en (1.2) son los siguientes

1 ™
——/ f(z)cos kx dz, para k=0,1,2,...
™ -7

1 s
— _/ f(z)sen kx dx. para k=0,1,2,... (1.3)
™) 7

Definicién 1.1. Dada una funcion integrable f, los numeros {ay, k =0, 1,2
y{be, k =1,2,...} dados en (1.3) se llaman coeficientes de Fourier de f. La
serie trigonométrica (1.1) construida con estos coeficientes se llama serie de
Fourier de f.

Consideramos funciones periddicas de periodo 27. Si el periodo es 2I, la
serie trigonométrica toma la forma

+ Z (ak COS— + by, sen Wlﬁ) . (1.4)

Los coeficientes también se adaptan y quedan expresados como

/ f(z COSL]mdx / f(x sen—da: (1.5)

1.3. Forma compleja de la serie de Fourier.

La forma trigonométrica de la serie de Fourier de una funcién f, pe-
riddica de periodo [ puede adoptar otra expresion en términos de funciones
exponenciales como mostraremos acontinuacion. Haciendo

Tkt eﬂikx/l _I_efﬂik:r/l

cos = ,
l 2

em'kz/l _ e—ﬂ'ik;r/l

sen l = % s

L)
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tenemos que

kx kx emikz/l 4 o—mikz/l erika/l _ g—mik/l
R e e
i

[ak<€7rikm/l + e—wikz/l) . ibk(em'ka:/l i e—mﬁkx/l)]

[akeﬂ'zkx/l + akeffrzka:/l o Z'bkemkz/l + ibkefmkx/l]

NN~ —

[(ak . ibk)ewikx/l + (ak + Z'bk)e_Wikx/l} )

Ahora definiendo by = 0, ¢, = %(a,k — ibg) y siendo a ¢ su conjugado, la
serie de Fourier tiene la siguiente forma

oo
CO+§ (Ckemka:/l_{_qe—wzkx/l).
k=1

Luego, como senkTI es impar y cos ka es par, para cualquier k& € N, se

tiene que c_p = ¢;. Por lo que

0o oo
co+ E (Ckeﬂzk:r/l + cikefmk:r/l) — § : Ckeﬂ-lkm/l.
k=1

k=—00

Esta ultima expresién se conoce como la forma compleja de la serie de
Fourier.
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1.4. Motivacion de la transformada y formula
de inversidn.

Utilizando la forma compleja de la serie de Fourier para f € Li[—[,1] se
tiene que

o0 [e.9]

Z Ckeﬂ'zkm/l _ Z §(ak . Z-bk)ewzkx/l
k=—o00 k=—o00
= 1/1 [ (! A
= Z —(—/ f(x)cosﬂ—]mda:—z/ f(x)senL]mdx) erike/l
o2\ l - l
— L[/ k k :
= Z Z{/ (f(:c)cos¥ —z'f(x)senﬂl—x>dx1 emike/l
k=—00 =l

> [1 . .
_ Z |:Z/ f(x)e_”kz/ldx} ewzkm/l
k=—o00 =l
_ Zf:(k:)ei”kx/l,

kEZ
donde
. 1 [ ,
fli) = [ e d.
20 ),

Si suponemos, que la serie converge uniformemente a la funcién f, y
asumiendo que el limite existe cuando [ — oo,

fla) = Jim 37 (ke

l—o0
kEZ

1 /[ . .
= lim —/ f(x)e kel gy | erike/t,
2 ),

l—00
k€EZ

Haciendo &, = kT” (k€Z)y A&k = &1 — & = /1, tenemos que

1 [t - , 1 : ; ;
- —imkx/l inkz/l _ A —i€T €T
E [21 /_lf(:v)e dm] e gy nEEZ [ &k /_l f(z)e dx] e'oke,

kEZ
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Definiendo h(§) = fiz f(z)e %% dz tenemos que

1 : —1€rT i 1 i
ﬁéﬁMdﬁ@€£“%£:§Z%@Wzm.

keZ

Debido a que A& = w/l — 0 cuando | — oo, tenemos que la su-
ma de la derecha de la igualdad anterior es una suma de Riemann para

o= 70 h(€)e’™ dE. Asf tenemos que

fa) = o [ e ag
- % . [/_OO fly)e ™ dy} et de. (1.6)

Para cualquier f € L;(R), la integral interior [*°_ f(y)e ¥ dy existe, y
definimos asi la transformada de Fourier de f como

fo= [ ) d,

Con esta notacion la ecuacién (1.6) se convierte en la férmula de inversién
y se define de la siguiente manera

fl@) =5 | Fee e

Esta utlima integral puede no existir en el sentido de Lebesgue. Es por
este hecho que el problema de inversién de la transformada de Fourier es uno
de los mas importantes en el andlisis de Fourier.

La teoria de la transformada de Fourier se puede desarrollar con la inte-
gral de Riemann, pero ahora resulta mejor razonar con la de Lebesgue y es
precisamente lo que vamos hacer en este trabajo.

Recordemos que el espacio L'(R) = L*(R, u,,m), donde p, es la sigma
algebra de Lebesgue en R y m es la medida de Lebesgue. Se define como el
espacio de todas las clases p, equivalentes de funciones f : R — C (6 R)
tales que | f| tiene integral finita con respecto a m bajo R.

Asi, de ahora en adelante si nos referimos a una funcién integrable, lo
entenderemos en el sentido de Lebesgue.



Capitulo 2

La transformada de Fourier en
LY(R)

Definicién 2.1. Sea f una funcion integrable definida en R. Su transformada
de Fourier serd la funcion definida también en R, que representamos como

f, dada por
:/ f(z)e 2™y,

Definicién 2.2. La transformada inversa de Fourier de una funcion f €
LY (R) esta definida por
= [ rgemac

Inicialmente repasamos las propiedades basicas de la transformada para
después abordar nuestro tema principal.

2.1. Propiedades algebraicas

Teorema 2.3. Sean o, 3, \, h € R (0 C) y f, g € L*(R). Se satisfacen las
siguientes propiedades

1. Linealidad: (af 4+ Bg) "=
2. Conjugacion: (f)" (&) = f(=¢€).

3. Traslacion: si m,f(x) = (x h), entonces (1,f) " (&) = f(
4. Modulacion: si g(x) = f(2)e2™ entonces §(&) = (T_nf)().

5. Dilatacion: si g(x) = A" f(A"'z) y A > 0, entonces §(&) = f( AE).

+ 59

) p2mihE
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Demostracion. 1) Se sigue de la definicién y de la linealidad de la integral.

2) Sean f; y fo funciones reales definidas en R tales que f(z) = fi(z) +
ifo(z). Se tiene que fi, fo € L'(R). La demostracién de la conjugacién la
realizamos a continuacion

e = [ swems o

= [ B+ e do

= /00 (f1(x) + ifa(x))(cos 2mxg + isen2mwxf) dx

= /Oo f1(z)(cos2mxl + isen 2mxf) + i fa(x)(cos 2mag + isen2wxl) dx

= /oo fi(x) cos 2wzl + ifi(x) sen2mwxg + ifa(x) cos 2max — fo(x)sen2mxé dx

= /OO fi(x) cos 2wzl — fo(x) sen 2mwé +i/oo fi(z)sen2wzé + fo(x) cos2mx dx

= /OO fi(x) cos2mzé — fo(x) sen 2mal — i /OO fi(z) sen 272 + fo(x) cos 2zl dx

= /oo (f1(x) —ifa(x)) cos2mxl — i(fi1(x) —ifa(x)) sen 2wz dz
= /_OO (fi(x) —ifa(x))(cos2maé —isen2nwzl) dx

3) Sean 1, f(z) = f(z+h). Por la definicién de la transformada de Fourier
tenemos:

() (€) = / Y b+ by,

Haciendo el cambio de variable, u = x + h, tenemos que:
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@O = [ fe s
_ / f(u)e_%wfwmhgdx

— f(u)e_%i“fe%ihsdx

~ e

4) Sea g(z) = f(z)e*= luego aplicando la transformada de Fourier a g,
se tiene que:

99 = [ (@emne i

—00

— /OO (f(ZE)G_me(E_h)dl’

—00

~

= f(¢ - h)
= (-nf)(§)-

5) Sea g(z) = A'f(A7'z) y A > 0, haciendo el siguiente cambio de
variable:

u o= \lz,
T = U\,
de X' = du,

se tiene que

§(6) = / " g()e i ds

o0

— / /\_lf(/\_la:)e_%mgdx.

o0

— /OO f(u)€—27riu()\§)du
= f(\)
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2.2. Propiedades analiticas

Antes de pasar a las propiedades analiticas (Teorema 2.5) proporcionamos
un lema que serda necesario para la demostracién de la segunda propiedad
analitica del teorema siguiente. La demostracién es original.

Lema 2.4. Si f€ C(R) ) L'(R) entonces lim,_,, f(z) = 0.

Demostracion. La prueba se hace por contradiccion, como f € C(R), enton-
ces podemos considerar los 3 casos siguientes.

Caso 1. Supongamos que lim, ., f(z) = b < 0o, donde b # 0, entonces
dado € = % existe M > 0 tal que

0]

|f(x)—b]<7 si x> M.
Esto nos dice que
bl — 1) < 2 '
x)| < 5 si x> M.
Por lo que
1o] .
5 < |f(x)] si x> M.

Por lo tanto

oo:/]:%dx < /Moo|f(x)|dm

Llegamos a que f ¢ L'(R), lo cual es una contradiccion.

Caso 2. Ahora supongamos que lim, ., f(z) = 0o, entonces para cada
nimero positivo M existe a > 0 tal que

flx) > M si x> a.
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Entonces

/f(x)d:v>/ M dx = o0 si x> a.

Llegamos a que f ¢ L'(R), lo cual es una contradiccién.

Caso 3. Si suponemos que lim, ., f(z) = —oo, entonces para cada
nimero positivo M existe a > 0 tal que

flz) < —M si x> .

Entonces

—/ f(:t:)dx>/ M dx = o0 st > a.

Llegamos a que f ¢ L'(R), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
lim, o f(z) = 0. ]

En L'(R) las siguientes propiedades tienen diversas aplicaciones. Por
ejemplo en la solucién de ecuaciones diferenciales, o apoyo para obtener otros
resultados dentro de la propia teoria de Fourier.

Teorema 2.5 (Propiedades analiticas). La transformada de Fourier para
funciones en L*(R), tiene las siguientes propiedades.

1. f es una funcién (uniformemente) continua y | f(€)| <|| f |1 -
2. Si f y f son integrables, (f)(€) = 2mi& f(€).

3. Si xf(x) es integrable, f es derivable y (—2mizf)” (€) = (f)(€)
4. Si fy g son integrables, [ f(€)g(&) = [ g(z)f(z).

Demostracion. 1) Si || f 1= 0 entonces f(€) cumple con la continuidad
uniforme, veamos entonces el otro caso.
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(2.1)

fof = |[ " rea
< /oo | f(z)e™>™| da

—00

= [ @l = [ @)=l 11

—00 —00

Ahora veamos la continuidad uniforme de f .Sean &, hen R con h > 0.

fe+m -] = |f©em - je)
FEE™ =D < | £l [ = 1)]. (2:2)

Observemos: limy,_,q 2™ = 1. Asi, dado T > 0 existe 6 > 0 tal que
2mihe € .
e — 1| < —— si |h] <.
U<
Es decir, de (2.2) se tiene que:
T €
If Il [ =D < [ flh
(s

= e
Por lo tanto f(§) es una funcién uniformemente continua.

2) Como f es derivable entonces f es continua. Sean a,, y b, sucesiones que
tienden respectivamente a —oo y +00. Haciendo tender n a infinito aplicamos
el Lema (2.4) e integramos por partes para obtener

bn

(f)7 () = lm [ f(x)e*™dx

n—oo
an

bn
= lim (f(bn)e_Qm‘b"5 - f(an)e_%ia"f + 2mi€ f(x)e_2m””5)

n— o0
an

= 2mif(€).
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3) Para calcular la derivada de f lo hacemos derivando bajo el signo de
la integral. La integrabilidad de xf(z) es suficiente para ello.

La funcién f(z,€&) = f(x)e 2™ estd definida en R x (—o00,0). Para
cada &, la funcién f(x,&) es integrable en R y definimos

o) = [ f@o)
— /R f(z)e 2™ dy.

Vemos que la funcién f(z,€) es derivable en un entorno de &, ademés

(9f(:r;,£) —QTFT:ZL‘f(IL')Q_zmxg,

| = 2mixf(2x)e 2™ = |2nxf(z)| c.t.p.

Por el Teorema de la Convergencia Dominada podemos derivar bajo el
signo de la integral, entonces F' es derivable y

Pl = [ 5w

= /R—mef(:v)e_%mgdx
— (~2rinf(@)" (©).

4) Tenemos, por definicién, que:

/ Zf(é)@(&) i€ = [ 1@ ( / Zg@)e—%’fxdx) €

= /i /Z F(€)g(w)e ™ dx dg,

Luego si h(&,z) = f(€)g(x)e 2™ observamos que para casi todo & €
R fijo, h(&, ) € L'(R) como una funcién de x, asi también [*° h(£, x) d§
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es integrable como una funcion de £. Podemos aplicar el teorema de Fubini
para cambiar el orden de integraciéon

-/ igmﬂ; da

A continuacién proporcionamos un lema que serd necesario para el teo-
rema 2.7.

Lema 2.6. Sean €N, a, >0 y lim,,_, aZ—ja = L, entonces lim,,_,o, /a, =
L. (Como corolario de este hecho, lim,, \/Lﬁ =0.)

El teorema siguiente nos proporciona una propiedad bajo la cual la trans-
formada de Fourier no solo es continua sino a la vez analitica. Recordemos
que significa que una funcién sea analitica.

Definicién 2.7. Sea I un intervalo abierto f : I — R funcion, decimos que
f es analitica en xy € I, si existe r > 0 y {a,} sucesion de numeros reales
tal que

fz) = Z an(x — x0)" para |z — 0| <1,
n=0
donde a, = £,

n!

Definicién 2.8. Sea f : R:— R (0o C). Decimos que f tiene soporte com-
pacto si la cerradura de {x € X : f(x) # 0} es compacto.

Este concepto lo emplearemos en el siguiente teorema. En el capitulo 4
lo usaremos nuevamente para describir otras propiedades de la transformada
de Fourier.

A

Teorema 2.9. 5i [ es de soporte compacto, f es analitica.
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Demostracion. Supongamos que f se anula fuera de [-A;A] entonces

A
) = / f@)e da

Sean h(§) = e 2™ y a € [~ A, A]. La serie de Taylor de h alrededor de
a, se define como

e = 3 MW gy

~ n!
. . (271'21‘)” —2mixa n
- nZ:O ’I’L' (g Cl) )
entonces
A o0 .
R _ (27”1.)71 —2miza n
flo = [ o Ee e i)
A 00 e n '
_ / Z (27”(5 : CL)) f<x>6727mza£xn dr
_A 0 n:
0 e n A ‘
_ Z (271'2(5 : Cl)) f(l,)e—%rzacafmn dx
=0 n: _A
= Z Cn(f - a)n:
n=0
donde
omiyr [ .
On _ ( 77-?) / f(x)e—eraﬁxn dr.
n. _A
Observemos
2my)" A .
|Cn| < ‘( n|> /_Alf(x)e27rzxa§xn|

< &L [ jpwar a

- B [ ) as

TL' _A

T A"
O

n!
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Entonces el radio de convergencia es: 400, ya que

R—l

lim sup/|an|
n—o0
o (2mA)"
i (AT

n—oo0 n!
n—00 1!

lim ———————
n—oo

0.

2r A/ S
!

]

Nuestra tultima igualdad es consecuencia del Lema 2.6 por tanto tenemos
asi una serie de potencias que converge en todo R.



Capitulo 3

Evaluacion de transformadas de
Fourier

En este capitulo calculamos la transformada de Fourier de algunas fun-
ciones que tienen cierta importancia en el analisis de Fourier.

Ejemplo 3.1. Sea f la funcion caracteristica del intervalo [—1/2,1/2], es
decir,

f<x):{ 1 si —1/2<2<1/2

0 otro caso.
Entonces

oo senmé

fley ="

Utilizando una funciéon adecuada se puede deducir la transformada de
Fourier de la funcién caracteristica del intervalo [a, b], veamos la prueba de
ello.

Demostracion. Calculamos la transformada de Fourier de la funcién carac-
teristica.

. 1/2 .
fé) = / e (3.1)
—1/2
Haciendo el cambio de variable u = —2miz&, tenemos que:
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Evaluacién de transformadas de Fourier

u(1/2) du
= / eu
~1/2) —2mi&

—Ti€
- —2m£ /

= 271'25 [ ]ﬂ—zflf
— L(em‘é _ e*ﬂzf)
2mi€
1 , _senm§
= 5 f[Cos.7r5 +isenmé — (cos —m€ —isen7E)] = s (3.2)

Ahora veamos como deducir a partir de aqui la transformada de Fourier
de la funcién caracteristica del intervalo [a, b] Definimos la funcién biyectiva

z: [a,b] —

[—1/2,1/2] como z(t) = =L + 1 observemos que z(a) = —1/2,

2(b) = 1/2 y Vt € [a,b], 2(t) € [~1/2,1/2].

b—t

Haciendo el cambio de variable, x = >= + %, se tiene que

a—b

. O (b=t 1\ ety 1
= =) ermilemiea)e dt
i(©) /x(a)f<a_b+2>e e L

1/2
_ 1 / e—27ri(%+%)§ dt

—1/2
1/2
_ / ity t3)E gy
b—aJ ip
—omi( Ly +1)e p1/2
— / e—2mt dt.
b—a —-1/2

Por (3.1) y (3.2) sustituyendo £ por 3> tenemos, por lo tanto que

=2+ 1) (755) sen w(75)

e G

fle) =
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En el caso particular del intervalo [—1/2,1/2], tenemos a = —1/2 y b =
1/2 es decir:

fA(g) 6727”'(“3 %)( = )Senﬂ'(ﬁ> 6—277@‘(%—{—%)5 senw(mfm)
B b— £y T 12— (12 :
a m (b—a) / ( / ) T (m)
e~ 2mi(DE sen (%)
- £
L 7 (%)
B e~ 2mi(—513)€ sen ()
1 7 (&)
~ senn(§)
m(&)
Ejemplo 3.2. Sea f(x) = e ™I, entonces,
A 1 1
f(&) = it

Demostracion. Por definicién, la transformada de Fourier de la funcién f
viene dada por:

f(é—) _ /oo 6727r|:r\6727rix£ dr

0 00
_ / 27rx —27ri:c§ d$+/ e—27race—2ﬂ'iazf dr
0

0

e*™ (cos 2mxé — i sen2mxl ) dr +

(cos2mx€ — i sen 2wz )dx

/.
/ ~2mr

0

0 0
/ T cos 2mxé dx—z/ e?™ sen 2mxé dx

[e.e] —00

b
+ / ¥ cos 2mxé dx—l—z/ e 2™ sen(—2maf) d. (3.3)
0 0

d

Etiquetamos a cada uno de estos ultimos 4 términos como (a), (b), (c)
y (d) con el fin de poder referenciarlos para el célculo de (3.3). Evaluemos
cada uno de ellos.
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(a)
0
/ e*™ cos 2w dx.
Haciendo el cambio de variable, u = 27z, se tiene que
0 1 0
/ e*™ cos 2mxé dx = 2—/ e" cosué du,
—00 T J -0

ahora sean u; = cosué y vy = €* e integrando por partes tenemos:

I 1 0 0
2—/ e cosué du = Dy [e“ cos u€|_ —/ e'(—E&sen uf) du}
T ) s

—00

1 0
= —[1—1—5/ e“senuédu].
2m oo

Nuevamente integrando por partes se tiene que:

0 0
/ e'senuédu = e“senu§|ooo—/ e"& cosué du

—0o0 —0o0

0

= 0—5/ e cosué du
O—OO

= —5/ e" cosué du.

Retomando (3.4) y usando (3.5) tenemos que:

0, 1
%/_me cosué du = 7
1 0
= 2—[1—52(/ e“cosu{du)]
™ —0o0
1
2T

52 0
— 2—/ e cosué du.
T

—00

Luego

[1 +¢ (—5/0 e" cos ué du)]

(3.4)

(3.5)
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1 0 1 2 0
—/ e cosué du ——5—/ e cosué du,

21 J_ o 2 2w

por lo que
1 0 1
%(1+§2)/we“cosu§ = 5
asi
o, 1 1
%/ e COSU& = % (?62) s (36)
y por lo tanto
0 ) 1
e cos2mxl dr = ————.
/. ¢ 2 (11 )

(b) Evaluemos la integral

0
—i/ e*™ sen 2rxé de.

—00

Haciendo el cambio de variable, u = 27z, se tiene que

0 .0
—i / e*™ sen 2nw€ do = —2L / e" senuédu, (3.7)
™ —0o0

—00

ahora, sean u; = senué y v = €%, haciendo integraciéon por partes tenemos:

. 0 . 0
L / e“senuldu = L e" sen u§|0_Oo — / e"& cosuldu
21 J_ o 2m

—00

: 0
= g/ e cosué du,
2 J_

S 1
o2 \1+¢&2
y por lo tanto

_'/0 27ra:se 2 fd _ Zg
? 7006 nZmTe xr = 27T(]_—{—§2)

usando (3.6) se sigue que:
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(C) Evaluemos la integral

oo
/ e 2™ cos 2maé dx.
0

Haciendo el cambio de variable, u = —27x, se tiene que
o 1 —0o0
e ™ cos 2mal dr = —— e" cosué du,
0 21 Jo

luego usando ( 3.6 )

1 o 1 1
u d
o ; e cosué du = o (—1 & )

y por lo tanto

1

OO —2nx 9 d - -
/0 e cos 2mxé dx 2 £ &)

(d) Evaluemos la integral

z/ e *™ sen(—2mxf) dx.
0
Haciendo el cambio de variable, u = —27x, se tiene que

i —o0

z/ e ™ sen(—2mxf) dr = —— e senué du
0 21 Jo
i [0
= —/ e"senué du
2 J_
0

= — (—L/ e" sen ué du)
2r J_ o

e
- 5 (e)

i§
om(1+ &)

luego usando (3.7) se sigue que

y por lo tanto

z/ e *™ sen(—2mxf) dv =
0
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Ahora sustituyendo los valores de (a), (b), (c) y (d) en (3.3)

R B 1 i€ 1 i§
1 = 2m(14€2) * 2m(1 +£2) * or(1+€2)  2m(1 +£2)
1 1
T (1) am(lre)
1
T 1+ €

O]
Ejemplo 3.3. Utilizando la propiedad algebraica 5 podemos calcular la trans-
formada de e=®!.
Sea
g(z) = el con  \>0,

observemos que:

g(:[;) _ 6727T|(27r)\_1)_1a:|,
por lo que
rAx Hg(z) = (270(1)*16*2ﬂ\(2ﬂ/\*1)*11|'
Sea
n= 2\,
entonces

nlg(x) = fin ).
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Luego por la propiedad algebraica 5,
nlg€) = fne).

Entonces

Por lo tanto

. 2\

9 = v

Ejemplo 3.4. Sea f(x)=e ™ entonces 2miff(£) = —if'(€).
Observamos que

2

f(z) = —27ze™™ = —27xf(x). (3.8)

Como f y f son integrables, sabemos por las propiedades analiticas de
la transformada que:

(f')(€) = 2mie f (). (3.9)
Por las mismas propiedades, si z f(x) es integrable, f es derivable y
(—2mizf) (&) = () (). (3.10)

Usando (3.9) tenemos:

2mil f(€) = (f')(6).
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Por (3.8) se tiene que:
2miEf(€) = (~2mf()(©)

Por lo anterior tenemos que f satisface una ecuacion diferencial lineal
de primer orden que se resuelve por el factor integrante, a continuacion se
presenta la solucion a dicha ecuacion.

Tenemos que:

2mig f(€) +i(f)(§) = o. (3.11)

Si hacemos

A

y=f(&) y p&) =2n¢,

entonces (3.11) es una ecuacién diferencial lineal de primer orden

y' +p&)y = 0. (3.12)

Obtenemos el factor integrante pi(§)

w(e) = o P(&) dg
_ oleme
o2m € de
_ %

= .

Luego, multiplicando (3.12) por el factor integrante tenemos que:

w(&) [y +p(&)y = 0],
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de lo cual se sigue

Fl©)e™ +2mef(€)em™ = 0
(feee) = o

f (f)eﬂg2 = c con ¢ constante
c

fe = s
f&) = ce ™

c = J()
_ / f(x)e(—me)o dx
- / T e g (3.13)

Procedemos a calcular esta ultima integral usando coordenadas polares.

Llamemos
I = / e ™ .

Observemos lo siguiente:

I’ = / / e e g dy
= /00 /oo e @) g dy.

Haciendo el cambio de variable a coordenadas polares y utlizando el teo-
rema de cambio de variable para integrales dobles, tenemos que:

T =1rcosb,

y =rsend,

y calculando el determinante jacobiano
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‘8(37 y)) % % cos@ —rsen 6
’ g o = ’]”

o(r,0) % % senfl rcosf
Tenemos que

fe’e) 2 )

I’ = / / re” ™" df dr.

o Jo

Haciendo el cambio de variable: u = —7r?

oo d
I’ = 27r/ e (__u)
0 2
= —/ e" du
0
0
= / e“du

= e’ =1
Por lo tanto
I=vV1=1.

Retomando (3.13) tenemos c=1, entonces la solucién a la ecuacién diferencial
(3.12) es:

~

f&) =e"¢.

Ejemplo 3.5. Utilizando la propiedad algebraica de dilatacion de la trans-
formada podemos deducir:

<§/> () = e (3.14)

Demostracion.
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usando la propiedad antes mencionada

AT T) ) = F(N)
— e ™92

e TA%E?



Capitulo 4

Resultados y teoremas
fundamentales

En este capitulo, comenzamos recordando algunos conceptos de conver-
gencia para sucesiones de funciones medibles. Veremos la representacion del
operador suma parcial por medio del nticleo de Dirichlet, asi también damos
algunos resultados que son necesarios en teoremas y lemas de convergencia,
como lo son el Lema Riemann - Lebesgue y un teorema de inversion. Este
ultimo nos brinda informacién de la reconstruccion de f a partir de f :

4.1. Modos de Convergencia

Consideremos (X, %, ) un espacio de medida, donde p es una medida
positiva y recordemos que f : X — K (R 6 C) es X—medible si la preimagen
de abiertos es medible. Estos teoremas seran usados en la siguiente seccion.

Definicién 4.1. La sucesion {f,} converge puntualmente a f si para cada
e >0 yax € X hay un ndmero natural N(e,x), tal que si n > N(e x),
entonces |fn(z) — f(x)] <e.

Definicién 4.2. La sucesion {f,} converge uniformemente a f si para cada
€ > 0 existe un numero natural N(e€), tal que sin > N(e) yx € X, entonces

[fn(z) = fz)] <e

29
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Definicién 4.3. La sucesion {f,} converge casi donde sea a f si existe un
conjunto M en X con u(M) =0, tal que para todo e >0 y x € X\M existe
un numero natural N (e, x), tal que sin > N (e, ), entonces |fn(x)—f(z)| < €.

Denotaremos por £ = L(X, ¥, ) la coleccién de funciones Lebesgue in-
tegrables de valores reales defnidas sobre X, con respecto a la medida p.

Consideramos en seguida el espacio de Lebesgue L'(X) como el conjunto
de clases de equivalencia correspondientes, esto es

LX) ={lf]: f € L(E)};
donde [f] denota la clase de equivalencia de f € L(F). Es decir
fl={9€ L(E): f=gctp.}.

Definicién 4.4. Se define el espacio LP(X), con 1 < p < 0o, como el espacio
de todas las clases u equivalentes de funciones definidas en X tales que |f|P
es integrable con respecto a p; en particular, L'(X) es el espacio de funciones
integrables. Si f € LP(X) su norma se define como

1/p
I £ ll= (/lelp du) .

Definicién 4.5. Sea {f,} una sucesion en LP(X) y f € LP(X). Diremos que
{fn} converge a f en LP(X) si || f, — f |[,— 0. Es decir, si para cada € > 0,
eriste N € N tal que

1/p
(/|fn—f|pd,u) <e, N <n.
R

Teorema 4.6 ([3]). Sea {f,} una sucesion en LP(X), la cual converge casi
donde sea a una funcion medible f. Si existe g en LP(X) tal que

| fu(2)] < g(x) zre€X, neN
Entonces f € LP(X) y f, converge en LP(X) a f.

Lema 4.7. Sea {f,}C L(X), f.g € L(X). Si f, = fy fo — g en L',

entonces f=g c.t.p.



4.2 Kernel de Dirichlet y Sumas Parciales Simétricas 31

4.2. Kernel de Dirichlet y Sumas Parciales
Simétricas

El operador suma parcial aplicado a f € L'(R) para M > 0 esta definido
por

Suf(z / Fe)emicrde. (4.1)

Donde f es la transformada de Fourier de f.

Ahora reescribimos la ecuacién (4.1), haremos lo que se llama la repre-
sentacion explicita via el Kernel de Dirichlet. Para hacer esto, hacemos
uso del teorema de Fubini pues para casi todos los puntos fijos & € R,
f(y) e € L1(R), como una funcién de y. También [*_ f(y) e > dx
es integrable como una funcién de ¢ entonces.

Suf(x / o™ rde = /_Ji </_Z e 2mIEY £ () dy) (2mitE g
- F (o

Haciendo el cambio de variable u = 27w&(x — y), tenemos que

/_Z (/_A; ems(w—y)dg) fly)dy = /00 (/z]\;i Z) eui%(ﬂcclu—y)) fo dv
L
/

2M (z—y)
/ cosu—+isenu du | f(y) dy

2M (z—y)

3 g

3 g

( [sen u — i cos u]27;ﬂ7:[]\(f(;y)y)> f(y) dy.

o0
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o0 1 . e xr—
/ <27‘(‘((L‘y) [Senu — 7 COS U]2_2]7\:[J‘(4($Zi)y)> f(y)dy

= /_OO m[(senQWM(x —y) —icos2tM(z —y)) —

(sen =27 M (x —y)) — icos —2n M (z — y)] f(y) dy
= /_OO 271_(ml_y)(sen 2nM(x —y) —sen(—27M(x —vy))) f(y) dy
- /°° 2sen 2 M (x — y)
Y 2r(x — y)
_ /°° sen 2t M (z — y)

N )

fy) dy

f(y) dy. (4.2)

El anterior calculo se resume haciendo el cambio de variable = —y =z, es
decir

Sy f(r) = /00 Mf@ —2) dz. (4.3)

oo TZ

La funcién Dy (z) = 322™z g6 Jlama el Kernel de Dirichlet. Observemos

que esta es una funcién par pues

sen 2w M (—z)
m(=2)

sen 2w M (—z)
m(=2)

—sen 2rMz

F(—z) =

= F(2).
Equivalentemente la ecuacién (4.3), ya que el Kernel es par, es

sen 2w Mz

Suf(e)= [ fe+ 2+ fo-a) 0 dn (4a)
0
Antes de exponer el lema de Riemann-Lebesgue, daremos una definicion
y mencionaremos algunos resultados que nos brindan una importante herra-
mienta para la demostracién de algunos teoremas de convergencia en L'(R).
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Definicién 4.8 (Funciones Continuas con Soporte Compacto C.(R)). Una
funcion x : R — R que se anula fuera de un intervalo cerrado se dice ser de
soporte compacto. El espacio de las funciones continuas sobre R con soporte
compacto se denota por C.(R).

Definicién 4.9. Sea D C L'(R). Diremos que D es denso en L*(R) si, para
cada f € L*(R), existe una sucesién {h,} C D tal que h,, — f en L'. Es
decir, si cualquier funcion f € LY(R) se puede aproximar en L' mediante
elementos de D.

Teorema 4.10 ([7]1). Para todo 1 < p < oo, C.(R) C L,(R), y C.(R) es
denso en L,(R).

Teorema 4.11 ([1]. Heine, Continuidad Uniforme Sobre Conjuntos Com-
pactos). Sea f : S — T wuna funcion definida entre dos espacios métricos
(S,ds) y (T,d,). Sea A un subconjunto compacto de S y supongamos que f es
continua en A. Entonces f es uniformemente continua en A.

Lema 4.12. Para f en L'(R) se tiene que:
h’m/ F(x+h) — f(z)] dz = 0.

Demostracion. Dado € > 0, por el Teorema 4.10 existe una funcién continua
g definida sobre R con soporte compacto tal que || f—g¢ ||1< €/3. Asumiendo
que g se anula fuera de [—b,b]. Por el teorema 4.11, g es uniformemente
continua, entonces existe un ¢, 0 < d < 1, tal que si |h| < § se tiene que

o+~ 901 < § (55575 )

Asi,

[Tlsem—gwia = [ jgen gl a

00 —(b+1)

- /l’“ € (#) g €
“br 3 \2(b+ 1) 3
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es decir

€
|l gn—g 1< 3

Por otro lado bajo el cambio de variable x = t+ h, obtenemos la siguiente
igualdad

 fo—anlh = [ [t R) — gt + h)| dt

oo

:(/muu»—mmwm

= If=gl

Por lo tanto para h < §

N fo=flh = [l fo—gnt+gn—9g+9—flh
< V=gl +llogn—9glh+Ilg—flh
L L L€
3 3 3
= €.
Con esto terminamos la demostracion. O

4.3. Lema de Riemann-Lebesgue

Uno de los resultados més importantes y estudiados en el analisis de
Fourier es el Lema de Riemann-Lebesgue.

Teorema 4.13 (Lema de Riemann-Lebesgue). Para f en L'(R)

~

lfm f(€) = 0. (4.5)

€] = o0

Demostracion. Multiplicamos f (€) por —e'™, y obtenemos lo siguiente
(i) = [ fue s (-
— _/ f(u>e—27riu§ei7rdx
_ _/ f<u>e—2m‘§(u—é)dx



4.3 Lema de Riemann-Lebesgue 35

L

Haciendo el cambio de variable, x = u — 56

tenemos que
i\ £ > 1 —2mix€
(—e™)f(&) =~ f@+§?€ du
Entonces, si le sumamos f (&), obtenemos por un lado que:

~ ~

%%Wﬂ®+ﬂ8|=lﬂﬁm—éﬂ
= |j;(§)||1 — (cosT + isenm)|
= If©ll2
2[f(&)]- (4.6)
Por otro lado
— " f (&) + f(©)] (4.7)

|
= '/_Z fx)e 2™t gy — /_Z f <:L' + 22) e 2 gy

INCE G

Ahora, sustituyendo (4.6) en (4.7) obtenemos:

IN

(e 9]

2£()l < /m'f@) -/ (*%)‘
Fe)l < %/_Z‘f@)—f(“%)"

Haciendo £ tender a oo y usando el Lema (4.12) obtenemos

lim f(€) = 0.

£—o0
O]

Denotando Cy(R) como el espacio de funciones continuas, en R, que tien-
den a cero en £00, y tomando en cuenta el lema anterior y el inciso 1) del teo-
rema 2.5, podemos completar el enunciado del lemma de Riemann-Lebesgue
como: Si f € L'(R), entonces f € Co(R).
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4.4. Un Teorema de Inversion

El siguiente resultado es un Teorema de Inversion clasico. Se pueden hallar
otros teoremas o plantear condiciones diferentes para obtener la recuperacion
de la funcién. Desde luego esta teoria no la desarrollamos en esta tesis.

Teorema 4.14. Si f y f son integrables, entonces
f = [ o ds et

Demostracion. Sea %, n € N. Por el ejemplo (3.5) del capitulo anterior se

tiene que
2.2 1 2 2
e~y _ _6(—71'2 )/n* |~ )
(n ) (y)

Usando la igualdad anterior y las propiedades analitica 4 y algebraica 3,
obtenemos

o [t ay = [T g () ) ay
B %/mf@+®d”@”%%
= [ igemsdmsin g (45)

Sea h,(£) = f(€)eXmwe-m)/"*  como 1im,_,e e/ = 1, dado € €
(0,1) existe M > 0 tal que si n > M,

1 — €</ < e+ 1.

Esto es:

1 1

e S T

Entonces

|hn(§)| = e({r(ig))/n2 < |if<—€)€|

siempre que n > M,
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lim A, (&) = f(£)e*™<.

n—oo

Por el Teorema de la Convergencia Dominada, y (4.8), se tiene que

lim n/oo Flz+y)e ™™ dy = /_00 f(€)e*m qdg. (4.9)

n—oo

Por otro lado, veamos la convergencia en L'(R) la primera igualdad de
(4.8). Haciendo el cambio de variable w = y - n donde n € N, obtenemos

n/ Fla+y)e ™™ dy = / flx+ %)6_”“’2 dw.
Entonces

(x + %)6_““’2 dw — f(z)| dx

|\»
? g
—
83 3
—

o0

— /: /_oof(x+%)e”w2 dw — f(x) /_Ooeﬂw2 dw‘ dz
_ /Oo /_OO ot (f(er%)—f(x))dw‘ do
</ Z / Z\w (Fe+ 2~ @) dw do
_ /(:e_”wQ(/Z‘f(a:—k%)—f(x)’dw)dw.

Por el Lema(4.12) se tiene que

o0

lfm ‘f(er%) —f(m)‘ dr =0,

n—oo J_ o

Como, ademds |f(z + %) — f(z)| <2 f |l ¥ e~™” ¢ L'(R). Entonces
por el Teorema de Convergencia Dominada se tiene que

lim
n—oo

= 0.

1

n / f(x+ y)e ™ dy — f(x)
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Por (4.8) y empleando el Teorema 4.6, tenemos que

=0.

1

lim
n—o0

! /_OO fla+y)e ™ dy - f(€)

Por lo tanto, usando el Lema 4.7

= /_OO f(f)e%”'”ﬁg c.t.p.

Observacién 4.15. Para cualquier funcién f € L*(R), existe su transfor-
mada de Fourier, sin embargo, f podria no ser integrable, asi puede no ser
aplicable en algunos casos el Teorema de Inversion; por ejemplo, la funcion
indicadora de —1 < x < 1 es integrable, pero su transformada de Fourier:

/oo 6—27Ti33§ _ sen 27T5

o0 T

]

no lo es.

Teorema 4.16. Si f es una funcion integrable que se anula en (x — 3§,z +0)
para algin x € R y 6 > 0, entonces limp;_,oo Sprf(x) =0.

Demostracion. Por la expresion (4.2) se tiene que

sen 27TM< xo —t)
S f (o) / f(t) o p—y dt.

Como f(t) es integrable,

(t) 0, sit € [zo — 6,20+ 0],
g\t) = .
w(]wc(()tzt)’ sit ¢ [zo—d,x0+ 0],

es integrable y usando el lema de Riemann-Lebesgue, tenemos que

sen 2w M (zg — t)

e

i Sufton) = i [ 100
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Antes de pasar a nuestro siguiente resultado es necesario dar la siguiente
observacion respecto al Kernel de Dirichlet el cual fue definido al inicio de
este capitulo.

Observacién 4.17.

N 1
lfm Dy (t) dt = >

N—o0 0

Demostracion. Hacemos el cambio de variable, u = 2n Mt y tenemos que

) u(N) ( sen u) du
lim —

2mMN 9 M sen u

- 1\}'1~r>noo 0 27TMU du
1 2w N M
— lim —/ SR
N—oo 7 0 u
B 1 (7r> B 1
 ox\2/) 2

4.5. Teorema de Dini

Teorema 4.18. Sea [ una funcion integrable. Si para algiun x y algin A la
funcion
flx—=t)+ f(x +1t) —2A
t
es integrable en 0 < t < 6, entonces limp; oo Sarf(xz) = A

h(t) =
Demostracion. Teniendo la observacién (4.17), podemos afirmar lo siguiente

Suf(e)— A = / Fx— )+ f(x+1) — 2A]Dyg(t) di

+ /Oo[f(:p —t)+ fz+ )| Dy (2) dt

N

+ (1 —Q/ONDM(t) dt> A,
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pues dado €/3 > 0 elegimos N; de modo que

Ny ¢
‘1 -2 Dy (t) dt‘ |A| < -,
0 3
ahora elegimos Ny de modo que
o —1 t
[0Sl
No mt 3

Esto ultimo tiene sentido por ser f una funcién integrable, ahora tomemos
N = max{Ny, Na} y como que h(t) es integrable en (0, N), el Lema de
Riemann-Lebesgue implica que

/Nf(a:—t)+f(:c+t)—2A

lim sen 2r Mt dt = 0.

M—o0 it

Eligiendo M, tal que si M > M, esta integral es en valor absoluto menor que
€/3, resulta que para M > M se tiene que |Sy f(x) — Al < e. O

4.6. Convolucion

A continuaciéon damos el concepto de convolucién y observaremos en un
primer teorema, la aplicacion de la convolucién en la transformada de Fourier,
mas adelante veremos como la convolucion es 1til en el proceso de obtencién
de los nicleos de sumabilidad estudiados en esta tesis.

Definicién 4.19. Sean [ y g funciones integrables, se define su convolucion
f *g como la funcion integrable dada por

frg(z) = /oo flx—y)gly) dy = /Oo fy)g(x —y) dy (4.10)
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Teorema 4.20. Si f y g son integrables, entonces (f * g)"(§) = f(g)g(g)

Demostracion.

(f+9)() = / / F(o = )g(y) dy e da

= / g(y —2miyg (/ f T — ) —27i(x—y)& dlL‘) dy
— / g(y 6_27”115 (/ f 33 6—2#1555 dx) dy

= [(©)3a(&).



Capitulo 5

Métodos de sumabilidad

La importancia de estos métodos radica en intentar recuperar la funcion,
como en el caso de las series de Fourier en donde el problema planteado fue:
conocidos los coeficientes de Fourier de una funcion integrable, ;Es posible
recuperar la funciéon? En algunos casos la respuesta es afirmativa con la
limitacién de que la series de Fourier representan solo funciones periddicas de
la recta. Asi pues para representar funciones en toda la recta, no periédicas,
se sustituye por la Transformada de Fourier y como ocurria con las series de
Fourier intentamos recuperar la funcién, utilizando métodos de sumabilidad.
A continuacién presentamos tres de los mas conocidos.

5.1. Sumabilidad Cesaro.

Recordemos que, para el caso de las series de Fourier, el método de Cesaro
consiste en hacer promedio de sus sumas parciales. En analogia, para la
Transformada de Fourier, debemos hacer el promedio del operador suma
parcial, asi tenemos

L /0 Y @) dm = > /0 " ( /_ Z f<fs>e2’”'f”d§) dm

/_: (/_Z () dy> d&) dm(5.1)

[ s w)an

(L )
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Por el cambio de variable: u = 2rm(x — y), obtenemos

L s = L / ([ m_;;:@_y)du) 1)

27rM(:1: y)

COSU,
= W o T

—cos27rM (x—y)+1
= d
st | T ) dy

/°° 1 — cos 2M7r(x —v))
2M7*(z — y)?

fy) dy

El calculo de la doble integral interior de (5.1) es la representacién del

operador suma parcial vial el kernel de Dirichlet. En nuestra ultima igualdad
hemos llegado a lo que es el Nucleo de Fejér.

El kernel de Fejer esta definido por K,(0) = M, siz =0y

1 — cos(2Mx)
2M 22?7

Ky(z) = r#0

5.2. Sumabilidad de Abel-Poisson.

En esté método estudiamos la convergencia de la integral dada en el
teorema de inversion, y tratamos que sea convergente intoduciendo el factor
e~ 27l y haciendo tender t a cero por la derecha, es decir

[e.e]

lim 6—27rt|§|f(§>627riz§ d§

=0t J_ o
En seguida mostramos el proceso para reescribir esta integral como una con-
volucién de f con la transformada inversa de e 2™l esto con el propédsito
de obtener el ntcleo de sumabilidad
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/00 e—27rt|§|f(§)627rix§ d£ _ /00 6—27rt|§\ [ OO f<y>e—27riy§ dy:| 627rim§ df

= [ s [ ereneacay (52

= [ sty 5.3
= [*q(z)

En (5.2) estamos implicitamente definiendo §,(¢) = e 27l para luego en
(5.3) emplear la convolucién de f con la transformada inversa de e=27l el
calculo de esta transformada inversa nos dara como resultado el ntcleo de
Poisson y a continuacién mostramos el proceso

gt(l‘) _ / —27rt|§| 27Tix£ df

27r§ (t+iz) d§+/00 627r§(ia:—t) dg

0
0

/ 27r§t 27r§za: dé, + /OO egwfix 6—27r§t dg

[e'S) 0

0 00

= / ™ (cos 2néx + isen 2méx) dE + / e~ ™ (cos 2méw + isen 2méx) dE
[e'S) 0

0 0

e?™ cos 2néx dé + i / et sen 2néx dE

— g NS — >y
B
(e} o0
+ / e 2™ cos 2méx d§+i/ e ?™tsen 2réx dE.
0 0
b M

En nuestra tltima igualdad hemos etiquetado los 4 términos que conforman
la integral principal, con el propdsito de poder referenciarlos en el calculo de
cada uno de estos que realizamos a continuacion.
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(@)

Integrando por partes, tenemos:

0
/ >t cos 2méx dé

—00

1 0 01
= |cos2méxr — € —/ — ¥ 2mx sen2nfx) dE
27t . oo 2mt

1 0 g ot
= ﬂ—O + n ™" sen2m€x df
T

1 T

0
= ﬂ—i_ Z/ e?™ sen 2néx dE. (5.4)
™ —0o0

Hacemos nuevamente integracién por partes a fin de calcular la integral
(5.4), tenemos

0
/ e*™ sen 2méx dE

—00

1 0 |
= |sen 2mér— 2! —/ — 2™y cos2méx
27t . oo 2t

1 0 z [°
= |sen 2mér— €2 - — e¥™ cos 2mén
2mt e

—00

[0
= 0—— e*™t cos 2méx. 5.5
t

—00

Para el finalizar el cdlculo de la integral () retomamos (5.4) y (5.5) y
obtenemos

0 2wt 1 T z 0 27t
e“"teos2méx d§ = gy + n 0— n e cos2méx d€
—00 ™ —o0
1 2 0
= 55~ f—Q e*™ cos 2méx dé
™ —0o0

Asi tenemos que

x? 0 1
(1 + t_2> / >t cos 2méx dE = st

—00
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por lo tanto

0
t
2mét _
/;OO e COS 27'('5.’13 df = m (56)

(8)
0
z/ e?™ sen 2méxde.

—00

Para el calculo de esta integral retomamos la informacién ya obtenida
anteriormente en (5.5) y (5.6)

0 r [0
z/ e?™ sen2néx df = @[——/ e*™t cos 27T§£L‘:|

o tJ oo
—x t
]
ix
2m(t? 4+ a2)

(7)
/ e 2™ cos 2méx dE.
0

Integrando por partes

/ e 2™ cos 2méx dE
0

e—27r§t oo oo e—27r§t
= [cos 2méx } —/ (—2mx sen2méx) d§
0 0

—2mt —27t
1 o
= 5 —/0 % sen 2méx e 2™t d¢
1 (o]
= 5o %/0 e 2 sen 2néx dé (5.7)

Nuevamente integramos por partes para calcular la integral en (5.7) y
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tenemos

/ e 2™t sen 2méx dé
0

e—27r§t o o0 e—27r§t
= [sen%rf:z: o7 L —/0 o7 2mx cos2mwéx dE

T 0 e—27r§t
= 0+ ?/0 o 2mx cos2méx dE

T

= 2/ e~ cos 2méx dE. (5.8)
0

Luego, usando (5.7) y (5.8), tenemos que la integral () estd dada por

/OO e 2™t cos 2méx dE = 1z F /00 e 2™ cos 2méx dE
0 2t t |t ),
= ﬁ — j—j 000 e~ 2™ cos 2méx dE.
Entonces
(1 + f—j) /000 e 2™t cos 2mén dE = 2L7rt
/0 e 2 cos 2l dE = m (5.9)

0 )
z/ e 2 sen2néx dE.
0

Para evaluar esta integral utlizamos la informacién ya obtenida en (5.8)
y (5.9).

z/ e 2™ sen2néx df = Z|:E/ e 2™ cos 2méx df]
0 0

- i (zwrm)]

1T
2m(t? +y2)
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Finalmente obtenemos

() t 1T n t . 1T
xr) = -
gt 22 +22)  2w(t2+22)  2m(2+22)  2w(t? + 2?)
t
(2 a?)

Esta ultima expresion es el nticleo de Poisson y por convencién lo deno-
taremos como P;(x), es decir:

t

Py(z) = Tl

5.3. Sumabilidad de Gauss - Weierstrass.

Andalogamente, como realizamos el proceso de la sumabilidad anterior

_ 2 _ . .z
ahora emplearemos el factor e ™ en lugar de e~ 2™l con la intencién de
estudiar la convergencia de la integral dada en el Teorema de Inversion, es

decir estudiaremos
[o¢]

lim e~ f(€)e¥m i de.

=0t J_ o

La integral anterior se puede expresar como una convolucion, pues

_ / Z / Z e F(1)2TEED Gy
— / Z / Z e ™ (1)@ de dt
- / O; £(t) / O; e 2l e g
_ /OO F(O)ha(z —t) dt
_ /Z @ — )h(e) dt = [+ h(t),
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donde

o

hu(z) = / eI 2mit(s) ¢

o0

1 2
—mx? [t
= € = Wi(x).
Vart )

A Wi(z) le llamaremos nucleo de Gauss.

5.4. Resultados de los nicleos de Fejér, Pois-
son y Gauss

Teorema 5.1 (Propiedades).

1. Los tres ntcleos son pares y no negativos.
2. Los tres ntucleos tiene integral 1.
3. Fijado 0 > 0, se tiene

lim Ky (y) dy = lim P,(y) dy = lim Wi(y) dy = 0.

M=o Jiy1>5 t=0% Jiy|>6 t=0F Jjy|>s

Demostracion. 1. El kernel de Fejer esta dado por

1 —cos(2Mmx)

K(z) OMm2x2

x # 0.
Donde estamos considerando que M > 0. Veamos que es una funcién par

1 — cos(—2Mmx)
2Mm?(—x)?
1 — cos(2Mmx)

- QM 22 = K(z).

Es también una funciéon no negativa, pues
1 — cos(2Mmz)
2M 222

1 (sen7r]\/[96)2
= — | —- > 0.
M T -
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El Kernel de Poisson viene dado por

t

Pi(z) = pYTEI

Es una funcién par ya que la funcién cuadratica también lo es. Asi tam-
bién, como t > 0 P,(x) > 0.

El Kernel de Gauss - Weierstrass esta dado por

1
Wt(‘r) = \/Tme /t.

Claramente también es una funcién par y no negativa.

2. Para demostrar esta propiedad, lo mas sencillo es observar que la inte-
gral de una funcion, en todo R, coincide con el valor de su transformada de
Fourier en 0. Asi, tenemos que el valor de la integral para el nicleo de Fejer
viene dada por

/ " Kulz) dz = Ky (0), (5.10)

donde cuya transformada de Fourier de K /(&) es

&

Ky (§) =1 M
por lo tanto de (5.10)

/_OOKM(x)d:c = 1—%'
= 1

Por otro lado, siguiendo la misma idea para la integral del nicleo de
Poisson tenemos

/00 Py(z) dx = P,(0), (5.11)

[e.e]

donde la transformada de Fourier de P;(x) es

P/(€) = e,
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asi por (5.11) tenemos que

/ P,(z) dox = e ™0l = 1

[e.9]

Finalmente la integral del nicleo de Gauss - Weierstrass es
/ Wi(z) dx = W;(0) (5.12)

y sabemos que la transformada de Wy(z) es
WtA(g) = e*ﬂ'th,

entonces por (5.12)

/ Wy(z) do = e ™ = 1. (5.13)

3.

Para estimar la integral del nicleo de Fejér para |z| > 0. Reemplazamos
el sen(mMy) por 1, para obtener

2

sen” TMy
lim Ky(y) dy = lim —_
M—oo |y‘>5 M—o0 ‘y|>§ 2\427'('23/2

_ i * sen 7rMy % sen 7rMy dy
2 1

< lim —— —

- ]\/lflinoo M2 /(; y2 dy

2 —11
= lim l—]
5

dy

De manera similar estimamos la integral de nicleo de Poisson
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t
lim P(y)dy = lim ——dy
t—0+ ly|>6 t—0+ ly|>6 7T(t2 + yg)

o0 t -0 t
= X — —
ot </5 T+ ) “/_m T+ ) y)

2t [ 1
t—0t T 5 Yy
.2t {—1]"’
= lim — [|—
t—0t+ T Y ls
2t
= lim —=0
t—0+ 70

Se calcula la integral del niucleo de Gauss - Weierstrass y se tiene que

lim W,(y) dy = lim et g
t—0+ ly|>8 t(y) Y t—0+ ly|>6 VAart Y
= lim (/Oo Le”ryz/tdy + /6 Le*’ry% dy)
t—0t \Js A4mt oo VATt
2 <
= I vy,
vt \/47rt/5 ‘ Y

Haciendo el cambio de variable u = y/+/, se tiene que

lim 2 / Ooe_“yZ/td lfm 2 / h e ™ du
t—0t \A7rt Js y t—0+ /41 t /vt

2
= lfm ——e Vi =y,
t—l>r(])qr AT te

Por lo tanto queda demostrado el Teorema 5.1.
]

Teorema 5.2. Si f es integrable, Ky x f, Py x f, y Wy * f convergen a f en
L', es decir,

Jim | K+ f = f [h= lm | B f = f [li= lm | W« f = £ [1=0.
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Demostracion.

A}fj)ﬂooﬂ Kuy*f—flh

= (][ Kt ) dy - )| o
= _OO /_oo Ku()f(x —y) dy—/_oo F(@)Ky(y) dy| do
= i [ K ) 1)) o]
, | 1 [(senwMy\>
= /_OOM (Ty) (f(x —y) = f(z) ) dy| dz. (5.14)

Haciendo el cambio de variable u = My, se tiene

sen? Tu u
]\/llgnoo ‘/ 22 f T M) — (@) ) du) dz
) sen? Tu u
- A/lllinoo ’/ 2 f e M) —f@) ) du) d
sen? ’/T’LL u
< { - —) —
- ]\}gnoo/ / w2 f(x M) /(@) ) du dz

i * sen” mu °° U
= mﬁ(/ \f@—M)—f@)\dﬂf) du.

e}

Luego acotamos el término entre paréntesis por 2 || f |1, para aplicar
el Teorema de Convergencia Dominada, terminamos la demostracién con el
Lema 4.12 pues

) * sen? mu o0 u
W, wﬁ(/ ’f@—m—f@)!df’ﬁ) du

[e.e]

_ /_Z&ﬂ%%(/_m ’f(x—%)—f(x) ’dx) du =0,

[e.9]

Continuando con el siguiente ntcleo tenemos que
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dm [ B f—fl = lim /_ Py) f(z —y) dy — f(z)

=0t J_

— am [ | Ry - /Oo Pt(y)f(x)dy‘ da

=0t J_ 00

v

— i [ Rt -0 - ) dy' dr

; o *° t
= i [ s e 0 - 1) i aas)

=0+ J_ oo (2 + y?)

Haciendo el cambio de variable u; = ¥, se tiene que

00 00 2
CYNA m“‘ e
) oo 0o 1

< lim / /
t—0t

— tli%}r _wm(/_w\f(x—ult)—f(x)\ da:)dul.

0+ +u1 (f(x —ust) — f(x)) ' duy dx

Luego acotamos el término entre paréntesis por 2 || f ||1, para aplicar el
teorema de convergencia dominada y asi

0o ) 1 00

Ahora por el lema (4.12) tenemos

o0 i 1 o
/thréim</oo|f(x—ult)—f(x) | dm)dulzo.



5.4 Resultados de los nicleos de Fejér, Poisson y Gauss 55

Finalmente veamos la convergencia con el nticleo de Gauss - Weierstrass

lim lwgxf~fll = Jim / w(y)f(x —y) dy — f(z)

=0t J_ o | —oo

= lm : /_Zwt(y)f(:c—y) dy—/_zwt(y)f(x)dy' dx
= i |ttt -0 - @) ] o
= i [T [T e e ) - £ ] a

Haciendo el cambio de variable uy = \/%, se tiene

s [ e e =) - £ dy\ dx
= lim : N \/;?e_ﬂﬁﬁ(f(a:—uz\/g)— F(x)) dus| dx
- Iim / e B (f(z — upVL) — f(x)) dus| do
< tli%i/ / ‘ e (f(x — uaVt) — f(2))| dup da

hacemos el mismo proceso como en los casos anteriores, es decir acotamos el
término entre paréntesis por 2 || f ||; para aplicar el teorema de convergencia
dominada, luego usamos el lema 4.12 a fin de obtener

/(: t1_1'>r§1+ Zﬂe_mg </Z ’f(x —upVt) — f() ‘ dx > duy = 0

Por lo tanto se verifica la tercera propiedad y con ello el teorema queda
demostrado. O




Capitulo 6

Una aplicacion

Difraccién y formaciéon de imagenes

En fisica, la difraccién es un fenémeno caracteristico de las ondas, éste se
basa en el curvado y esparcido de las ondas cuando encuentran un obstaculo
o al atravesar una rendija. La difraccion ocurre en todo tipo de ondas, desde
ondas sonoras, ondas en la superficie de un fluido y ondas electromagnéticas
como la luz y las ondas de radio. También sucede cuando un grupo de ondas
de tamano finito se propaga; por ejemplo, por causa de la difraccion, un
haz angosto de ondas de luz de un laser debe finalmente divergir en un rayo
mas amplio a una cierta distancia del emisor. A continuaciéon damos algunos
conceptos sobre este tema.

El patrén de difraccién de la pantalla, esta definido como la relacion de
la onda resultante en la direccién 6 a la onda incidente, se puede expresar
como

/ f(x)e ™ dx = F(k), (6.1)
donde
2
k= Tﬂsen g, (6.2)

A es la longitud de onda y f(x) es la funcién caracteristica de trasmision, es
decir es la amplitud de la luz trasmitida por la rendija, ademas el cuadrado
de la amplitud de este patron de difraccion es proporcional a la distribucion
de intensidad de la luz difractada 1.

o6
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El patrén de difraccién consiste en una banda central brillante, que puede
ser mucho méas amplia que el ancho de la ranura, bordeada de bandas oscuras
cuya intensidad decrece rapidamente. Alrededor del 85 % de la potencia del
haz transmitido se encuentra en la banda central brillante.

Por otro lado la funcién caracteristica de transmisién f(x) y el patrén de
difraccién F'(k), forman un par de transformadas de Fourier, pues se tiene

f(z) ! /OO F(k)e™ dk.

:% N

Ahora presentamos una aplicacion de la transformada de Fourier en rela-
cion a lo anterior.

Considérese la difraccién de una rendija que se extiende desde x = —%a,
hasta x = %a, supongase que la amplitud de la luz transmitida por la rendija
es A veces la magnitud de la onda incidente, y que la pantalla es completa-
mente opaca en las otras regiones. Hallar la distribucion de la intensidad de
la luz, difractada en la direccién 6.

Solucion: Segin la hipdtesis planteada la funcion caracteristica esta dada
por
f(x) = Apa(),
donde p,(z) se define como
1 sifz] < ia
pa(x) = . %
0 silz| > 3a,

primero debemos hallar el patrén de difraccion de la pantalla

Fk) = /_00 f(x)e ™ dx

2 .
= / Apg(z)e™ ™ dy

a

NI o=

= / A(cos kx — isen kx) dx

a

N|=

la a
= A/2 coskx dr — iA/ sen kx dx, (6.3)

a

N

a —

N|—=
N|=
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haciendo el cambio de variable, u = kz, se tiene que
1 . 1
A sak iA sak
— cosu du — — sen u du
k —%ak k —%ak
A

. ’%ak +ZA |%ak
= ksenuiéak I COSUiéak

A 1 1 ) 1 1

= 7 {sen §ak — sen (—iak> +1 (cos iak — CoS (—yx:c))}
A 1

= 7 2 sen (§Gk> :

entonces

F(k) = % 2 sen (%ak) :

Luego por (6.2) tenemos que

A 2
F(k) = 5——— 2 sen (ﬂsen 9)

Tsen 0 2\
A am
= p— sen (Tsen 9) .

Como la intensidad de la luz difractada I es proporcional al cuadrado de
la amplitud del patrén de difraccién, se tiene que

I = [ AN sen(gsenQ)r

7 sen 0 A
(AN)? o (AT
w2 sen? 0 sen (Tsen 9) ’

donde a es el ancho de la rendija y A la longitud de onda.
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Conclusion

La importancia de la transformada de Fourier no se limita a una sola rama
de la ciencia pero sus aplicaciones diversas casi siempre tienen el mismo ob-
jetivo, a saber la representacion de una funcion en términos de la frecuencia,
esto parece obvio de la definicién de transformada pero no en la aplicacién de
la misma, conocer estos conceptos nos permiten conocer también que repre-
sentacion matematica le damos a fenémenos fisicos, esto nos ayuda a su vez
resolver problemas de una manera mas analitica. La parte fisica explicada
anteriormente, da pauta de la importancia del analisis de Fourier.

Finalmente se puede concluir que los conceptos aqui expuestos son base
en el estudio de la transformada de Fourier.



Anexo A

Sucesiones de funciones

Una familia numerable de funciones {f,,}, donde f,, es una funcién, real
o compleja, definida en un dominio comtin D para todo n € N, se llama
sucesién de funciones. Para cada punto x del dominio comin D, {f,(x)}
es una sucesion de nimeros cuyos términos son los correspondientes valores
imagenes, luego podemos pensar en la convergencia o divergencia de la su-
cesién numérica {f,(z)}. Si para todo z € D la sucesién numérica {f,(z)}
converge, se dice que la sucesién de funciones {f,} converge puntualmente
en D. La notacién usual es

Asi, la funcién f es el limite puntual de la sucesién {f,}, esto equivale a
la siguiente definicién formal.

Definicién A.1. Para cada n € N, sea f, : D — R (0o C) una funcion.
Decimos que {f,} es una sucesion de funciones que converge puntualmente
hacia una funcion limite f, si para cada punto x € D y para cada € > 0,
existe un N € N (que depende a la vez de x y de €) tal que sin > N entonces

[fu(z) — fz)] <e

Si un mismo N sirve para todo punto de D, la convergencia se llama
uniforme en D, esto sugiere la siguiente definicion.

Definicién A.2. Una sucesion de funciones {f,} se llama uniformemente
convergente a f en el conjunto D si, para cada € > 0 eziste un N € N (que
depende solo de € ) tal que n > N implica

[fu(z) — f(2)] <, para cada x € D
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Expresamos esto simbdlicamente escribiendo

fn — f uniformemente en D.

A.1. Convergencia uniforme y continuidad

Teorema A.3. Sea D = [a,b]. Supongamos que f, — [ uniformemente en
[a,b]. Si f, es continua en c € [a,b] para todo n, entonces la funcion limite
f es continua en c.

Demostracion. Por hipdtesis dado € > 0 existe N € N tal que, sin > N
entonces

|fulz) — f(2)] < % para todo x € D.
Como f, es continua en ¢, existe § > 0 tal que
z—¢| <6 entonces | ful@) — fu(0)] < g

Luego, si |z — ¢| < 0 tenemos:

[f() = f)] = |f(@) = fulz) + fulz) = falc) + fulc) — f(c)]
< [f(@) = ful@)] + [ fu(@) = ful0)] + | fale) = f(0)]
€ € €
= e
Por lo tanto la funcién limite f es continua en c. ]

A.2. Convergencia uniforme e integracion

Teorema A.4. Sea {f,} una sucesion de funciones integrables en [a,b]. Si
fn — [ uniformemente en [a,b] entonces:

i) fes mtegmble en [a,b].

i) lim fn dx_/f

n—oo
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Demostracion. Z) Dado € > 0 existe NV € N tal quesin > N,
|ful2) = fl2)] <

Es decir

H—a) para todo x € [a, b].

€ €

e <@ < h@+ e

Como f,(z) es integrable en [a, b], existe una particién del intervalo [a,b]
de la forma

fn(x) - (Al)

=20, X1y, Thyrrr, Ty =b (Apx = ) — Tp_1)
tal que
S fulte) A — / Fula) do| < &, (A.2)

k=1

donde tj, es cualquier punto del k-ésimo subintervalo [xy_1, xk].
De la desigualdad (A.1) tenemos:
> falte) gz — 7 < St A < > falty) A + T (A.3)
k=1 k=1 k=1
Por otro lado, de (A.2) se tiene que
/a falw) do — - < ; Folte) Az < ; Falt) A + 7. (A.4)
Luego usando (A.3) y (A.4) se obtiene
b e & b c
/a fol(z) do — 3 < kz:;fn(tk)Akx < /a fo(x) dx + 7 (A.5)

Sean U(f) y L(f) las sumas superior e inferior, respectivamente, defini-
mos:

U(f):ZMkAk$7 Mk—SUP{@ = [Ik—l—xk]}a
k=1
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De (A.5) se tiene que

/fn dx——<L ) <U(f /fn dx—l——

es decir
U(f)—L(f) <e

Por lo tanto, la funcién f satisface la condicion de Riemann, es decir que
f es integrable Riemann en [a, b].

ZZ) Como f, — f uniformemente, entonces dado ¢ > 0 existe N € N tal
que para todo n > N, tenemos

|[fo(x) = f2)] <

€

b—a

Va € [a,b].

Luego, como f es integrable en [a, b] tenemos que

z) dx<—-jcbj(aﬁ dx

[fn(z) = f(z)] dz

/|ﬁ 2)| dz < €.

b b
lim [ fo(z) dv = / lim f,(x) dz
a a n—oo

n—oo

IA

Por lo tanto

]

A.3. Convergencia uniforme de series de fun-
ciones

Definicién A.5. Dada una sucesion {f,} de funciones definidas en un con-
gunto D C R, para cada x en D se considera

p) =Y filz).  (n=12,.)
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Si existe una funcion f tal que s, — f uniformemente en D, se dice que
la serie Y >~ | fa(x) converge uniformemente en D y se escribe

S fula) = f(o).

Teorema A.6 (Condicién de Cauchy para la convergencia uniforme). La
serie infinita Y f.(x) converge uniformemente en D C R si, y sdlo si, para
cada € > 0 existe un N € N tal que, sin > N entonces

n-+p

> fil)

k=n+1

<€ parap=1,2,... y cada x € D.

Teorema A.7 (Criterio M de Weierstrass). Sea D C R y {M,,} una sucesion
de nimeros no negativos tal que

0 < |fulz)] < M,, paran =1,2...y cada x € D.

Entonces > fn(x) converge uniformemente en D si Y M, converge.



Anexo B

Teoremas de convergencia en la
integral de Lebesgue

En esta seccién consideramos (X, m, 1) un espacio de medida, donde X
es un conjunto,m es una o -algebra en X, y p es una medida sobre pu.

Teorema B.1 (Teorema de la Convergencia Monétona). Sea f,, una sucesion
de funciones medibles. Si f, — f puntualmente y 0 < f,, < fni1, entonces f

es medible, y
n—oo

lim | f, du :/ lim f, du
E E n—oo

Teorema B.2 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea
{fn} una sucesion de funciones medibles sobre X, tal que

fa) = lm f,(x)

existe para cada x € X. Si existe una funcién g € LY(X) tal que
| fu(2)] < g(2) (n=1,2,3,...; z € X)

entonces f € L'(X)

i [ 1, f1 da

n—o0

lim fndu=/fdu
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Teorema B.3 (Fubini). Si f € L'(R?), entonces para casi todo punto x €
R, [7 f(x,y) dy esta definida, es decir, [~ |f(z,y)| dy < oo; en otras
palabras, para casi todo x € R fijo, f(z,y) € L1(R) como una funcién de y;
también, ffooo f(z,y) dy es integrable como una funcion de x, y

/ RQfdxdyz/(: [/(:f(x,y) dy] i

Teorema B.4 (Continuidad y derivabilidad). Sea f(z,t) una funcion defi-
nida en E X (a,b) donde E es un subconjunto medible de R. Supongamos que
para cada t la funcion f(z,t) es integrable en E y definimos

F(t) :/Ef(x,t) dzx.

1. Sila funcion t — f(x,t) es continua en ty para cada v € E y existe g
integrable en E tal que |f(z,t)| < g(z) en casi todo punto de E para t
en un entorno de ty, entonces F es continua en t.

2. Si la funcion t — f(x,t) es derivable en un entorno de ty y existe g

integrable en E tal que ‘%‘ < g(z) en casi todo punto de E para t

un entorno de ty, entonces F' es derivable en ty y
of

F/<t0) = E(l’,to) dx.
E
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