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Introduccion

En su articulo de 1956, “A Theorem of Homological Algebra”, Rees [15]
introduce por vez primera el concepto de grado o profundidad de un ideal,
concepto que es, después del de dimension, tal vez el invariante numérico mas
importante de un ideal, y que se convirtié en una herramienta importante dentro
del algebra homoldgica generando el desarrollo de nuevos campos de estudio. La
profundidad estard definida en términos de sucesiones regulares y puede ser
medida por la no anulacion de ciertos elementos del funtor Ext. Esta conexion
abre al algebra conmutativa a la aplicacién de métodos del algebra homoldgica.

El ntimero por el cual viene dada la profundidad de un ideal no puede con-
siderarse en si mismo como un ente aislado, pues de ser asi, habria muy poco
que decir acerca de él. Por lo tanto, las propiedades de este niimero consisten
precisamente de sus relaciones con otros nimeros. Asi que mostraremos algu-
nas relaciones entre profundidad y otros conceptos, tales como codimension y
dimension proyectiva, el primero de ellos de naturaleza geométrica y el otro de
naturaleza homoldgica. Una de estas relaciones se establece mediante la Formula
de Auslander-Buchsbaum, la cual afirma que si M # 0 es un médulo finitamente
generado sobre un anillo local noetheriano (R, m) y la dimensién proyectiva de
M en R es finita, entonces ésta es igual a la profundidad de m en R, menos la
profundidad de m en M.

En 1957-58, Serre impartié un curso de multiplicidades en el College de Fran-
ce, parte de ese curso se enfocé en la desigualdad pdg(M) < pdr(S) + pds(M)
para un médulo M sobre una R-algebra S. Auslander y Buchsbaum notaron
que los métodos de Serre podian ser utilizados para estudiar la conexién entre
codimensién y multiplicidad sobre un anillo local. Esto los condujo a la férmula
mencionada.

El objetivo fundamental de esta tesis es demostrar la Férmula de Auslander-
Buchsbaum, y con el propésito de hacer autocontenido al maximo este trabajo,
para que puedan usarlo como texto en un curso de algebra homoldgica quienes
tengan al menos los conocimientos bésicos de teoria de grupos y teoria de anillos,
se desarrolld de la siguiente manera. El capitulo 1 trata de la teoria basica de
modulos y algunos médulos especiales, entre los que se encuentran los médulos
libres, finitamente generados, noetherianos, proyectivos e inyectivos. El segundo
y el tercer tipo de estos médulos aparecen nuevamente hasta la dltima seccién
del capitulo tres. A partir de ese momento es cuando se vera la importancia de
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las condiciones de finitud impuestas a los médulos que irdn apareciendo. En el
capitulo 2 se dan las nociones béasicas del lenguaje categérico que se usan en los
dos capitulos siguientes.

En el capitulo 3 se definen la categoria de complejos, la homotopia, los
funtores de homologia, las resoluciones proyectivas e inyectivas de moédulos y
se usan para definir los funtores derivados izquierdos y derechos, los funtores
Ext y Tor, y por tanto a los grupos abelianos Exzt’(M,N) y TorZ(M,N).
La dimensién proyectiva de un mdédulo se estudia en la iltima secciéon de este
capitulo, en donde se utiliza al funtor Tor para dar una equivalencia de la
dimensién proyectiva.

En el capitulo 4 se muestra cémo estan relacionadas las nociones de profun-
didad y codimensién, profundidad y dimensién de Krull, y se termina con la
demostracion de la Formula de Auslander-Buchsbaum. Ademads se incluyen dos
apéndices para dar claridad a algunos conceptos y resultados que son utilizados
Unicamente en el capitulo 4.



Capitulo 1

Modulos

Al mencionar a un anillo R, convenimos en que se trata de un anillo conmu-
tativo con elemento unitario, salvo aclaracion.

1.1. Moébdulos y morfismos de médulos

Definicién 1.1.1 Sea R un anillo. M es un R-mddulo (izquierdo) si M es un
grupo abeliano y si hay una funcidn de R x M en M tal que a (r,m) € Rx M
le asocia rm € M, y ademds para r,s € R y m,n € M se cumple que:

Similarmente se definen los R-mddulos derechos.

Ejemplos.
1. Si R es un campo, todo R-espacio vectorial es un R-médulo.
2. Si G es abeliano, G es un Z-modulo.

3. Si R es un anillo e I un ideal de R, I es un R-modulo.

Definicién 1.1.2 Sean M un R-mddulo y N C M. N es submddulo de M si
N es un R-maodulo con respecto a las operaciones que hacen de M un R-maodulo.

Ejemplos.

1. Si R es un anillo e I C R, entonces I es un submédulo de R si y sélo si [
es un ideal de R.
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2. Sea (M;);c una familia de submédulos de un R-mdédulo M. La suma
ZMi = {Zrm :m; € M; y m; =0 para casi todoiGI}
iel i€l
es un submédulo de M.

3. Sil es unideal de Ry M es un R-moédulo, entonces
IM = {Zaimi:aiel, m; € M y a; = 0 para casi todo i }
es un submodulo de M.

Definicién 1.1.3 Sean M y N dos R-mddulos. Diremos que f: M — N es un
homomorfismo o morfismo de R-mddulos (R-morfismo) si satisface:

(1) f es un homomorfismo de grupos.
(2) Para cualesquierar € R ym € M, f(rm)=rf(m).
Ejemplos.
1. Si M es un R-médulo, 1y, : M — M es un morfismo de R-médulos.

2.5 f: M —- Nyg:N — T son dos morfismos de R-médulos entonces
gof: M — T es un morfismo de R-moédulos.

3. 51 f,g: M — N son morfismos de R-médulos entonces f+g¢g: M — N
que a m € M le asigna f(m) + g(m), es un morfismo de R-médulos y
rf: M — N que am € M le manda a r(f(m)) también es un morfismo
de R-modulos.

Observacién. Si f : M — N es un R-morfismo, entonces ker(f) = {m € M :
f(m) =0} es un submddulo de M e Im(f) es un submédulo de N. Mds atn, si
S es un submddulo de M, f(S) es un submdédulo de N, y si T es un submédulo
de N entonces f~1(T) es un submédulo de M. Ademés, el grupo abeliano M/S
admite una estructura de R-médulo definida por r(m + N) = rm + N, el cual
es el médulo cociente de M por N.

Definicién 1.1.4 Un R-morfismo f : M — N es un monomorfismo si f
es inyectivo; epimorfismo si f es suprayectivo e isomorfismo si f es una
biyeccion.

Proposicion 1.1.5 Sean M y N dos R-mddulos y f : M — N un R-morfismo.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es monomorfismo.

(2) ker(f)=0.
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(3) Para todo R-mddulo T y todo par de morfismos g,h: T — M, fog= foh
implica g = h.

(4) Para todo R-mddulo T y para todo morfismo g : T — M, fog =0 implica
g=0.

Demostracion. (1) = (2) Si z € ker(f), f(z) =0 = f(0), entonces x = 0.

(2) = (1) Sean z,y € M tales que f(x) = f(y), lo que implica que f(z—y) =
0, entonces x —y € ker(f) =0y asi z = y.

(2) = @) SizeT, f(g(x)) = f(h(x)), entonces f(g(z) — h(z)) = f(g(x)) —
f(h(x)) =0, o sea que g(x) — h(x) € ker(f) = 0 y de esto se sigue que g(z) =
h(z), es decir g = h.

(3) = (4) Tomando el morfismo h : T — M que a todo t € T lo manda al
cero en M tenemos que g = 0.

(4) = (2) Si z € ker(f), f(x) = 0. Haciendo T = ker(f) y tomando a
g como el morfismo inclusién ¢ : ker(f) — M que es inyectivo tenemos que
fli(x)) = f(z) = 0, entonces i = 0. Luego, ker(f) = Im(i) = 0. O

Observaciones.

1. La tercera afirmacién es el concepto de monomorfismo categdrico en la
categoria de R-médulos, R-Mod. De aqui que la proposicién afirma que la
nocién de monomorfismo dada aqui coincide con la nocién de monomor-
fismo categorico.

2. En la categoria C de grupos abelianos divisibles (un grupo G es divisible
si para todo g € G y para todo s € Z — {0}, hay un ¢’ € G tal que
g = sg') y homomorfismos de grupos, hay monomorfismos los cuales no
son inyectivos en los conjuntos subyacentes (considere el cociente natural
Q — Q/Z, donde Q y Z son considerados como grupos abelianos bajo la
adicién).
Proposicién 1.1.6 Sean M y N dos R-mddulos y f : M — N un R-morfismo.
Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(1) f es epimorfismo.
(2) Coker(f):=N/Im(f)=0.

(3) Para todo R-mddulo T y todo par de morfismos g,h: N — T, gof = hof
implica g = h.

(4) Para todo R-mddulo T y para todo morfismo g: N — T, go f = 0 implica
g=0.

Demostracion. (1) < (2) f es epimorfismo si y sélo si Im(f) = N que
equivale a que N/Im(f) = 0.

(2) = (3) Siz € N, x = f(m) para algin m € M. Pero g(f(m)) = h(f(m)),
entonces g(z) = h(zx), es decir, g = h.
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(3) = (4) Tomando h = 0 tenemos go f =0 = ho f, entonces g = h = 0.
(4) = (1) Si hacemos T' = N/Im(f) y g = m : N — N/Im(f) que es
la proyecciéon candnica tenemos que w o f = 0, entonces 7 = 0, o sea que

N/Im(f) = n(N) = 0. 0

Observacion. La tercera afirmacion es el concepto de epimorfismo categori-
co en la categoria de R-mddulos, R-Mod. De aqui que la proposicion afirma
que la nocién de epimorfismo dada aqui coincide con la nocién de epimorfismo
categdrico. Sin embargo, en la categoria de anillos y homomorfismos de anillos,
Rng, hay epimorfismos que no son suprayectivos; por ejemplo, el encajamiento

f . .
usual Z — Q es un epimorfismo que no es suprayectivo.

Proposicion 1.1.7 Sean f: M — N y g: M — T morfismos de R-maodulos
con g epimorfismo. Entonces hay un morfismo h : T — N que hace conmutar

el diagrama

M4f>N

R4

.
si y sdlo si ker(g) C ker(f). Ademds, h es inico con tal propiedad.

Demostracién. (=) Sea m € M tal que g(m) = 0, entonces f(m) =
(hog)(m) = h(g(m)) = h(0) = 0.

(<) Sea t € T. Como g es un epimorfismo, existe m € M tal que g(m) = t.
Definimos h : T'— N por h(t) := f(m).

Veamos que h estd bien definida. Sean m, m’ € M tales que g(m) = g(m’) =
t. Luego, g(m—m') = 0, esto es, m—m/ € ker(g) C ker(f). Entonces f(m—m’) =
0,y asi, f(m) = f(m’). Ademads, h es un morfismo (porque estd dada en términos
de f que es un morfismo) tal que para cada m € M, f(m) = h(t) = h(g(m));
es decir, f = hog.

Finalmente veamos que h es tnico. Supongamos que h' : T — N es un
morfismo tal que f = h' o g, entonces hog = h’ o g. Sea t € T, entonces hay
un m € M tal que ¢t = g(m). Luego, h'(t) = h'(g(m)) = h(g(m)) = h(t). Por lo
tanto, A’ = h. m]

Teorema 1.1.8 (Teorema fundamental de morfismos de R-médulos) Si
f:M — N es un epimorfismo de R-mddulos, entonces M/ker(f) = N.

Demostracién. Sabemos que M/ker(f) =2 N como grupos. Asi que sélo
hay que probar que tal morfismo es un R-morfismo. O

Teorema 1.1.9 (Teorema de correspondencia) Si f : M — N es un epi-
morfismo, entonces hay una correspondencia biyectiva entre el conjunto de sub-
mddulos de N y el conjunto de submddulos de M que contienen a ker(f).
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Demostracién. Para cada submédulo N’ de N, sea f~1(N') = {m €
M : f(m) € N'}. Debemos probar que si M’ es un submdédulo de M tal que
ker(f) C M’, entonces f~(f(M')) = M’; y si N’ es un submédulo de N, enton-
ces f(f~1(N’)) = N'’. Esto es, ambas aplicaciones son inversas una de la otra.
O

Observacién. Sean M un R-médulo e I un ideal de R. Si I C Ann(M) =
{r € R : rM = 0}, entonces se puede considerar a M como un R/I-médu-
lo de la siguiente forma: si 7 € R/I y m € M, Fm = rm. Esta operacién es
independiente de la eleccion del representante en 7, ya que IM = 0.

1.2. Swucesiones exactas

Definicién 1.2.1 Sea (M, )nez una familia de R-modulos junto con morfismos

f . .,
M, = M, _1. Diremos que la sucesion

frt1 fn

I n+1HMnHMn—14’"'

es exacta en M, si Im(fn41) = ker(fy). Si la sucesion es exacta en cada M,
diremos que la sucesion es exacta.

Observacion. En una sucesién exacta la composicién de R-morfismos sucesivos
es el morfismo cero.

Ejemplo. Si M 4, N es un morfismo de R-médulos entonces tenemos la

sucesion exacta

%

0 — ker(f) - M —— M/ker(f) — 0,

donde 7 es la inclusién candnica y 7 es la proyeccién canénica. De modo analogo
tenemos una sucesién exacta

0 Im(f) — N —— N/Im(f) — 0.

Definicién 1.2.2 Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta del tipo

0 M e N L - 0.

Observaciones.

1. Decir que esta sucesién es exacta corta equivale a decir que f es mono-
morfismo, que g es epimorfismo y que Im(f) = ker(g).

2. Una sucesion exacta puede escindirse en sucesiones exactas cortas: si IV; =
Im(fi+1) = ker(f;), tenemos sucesiones exactas cortas

0 N; - M; - Ni1q 0.
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1.3. Hompg(M,N)

En esta secciéon damos algunas propiedades de una de las operaciones que
son fundamentales en dlgebra homoldgica, la formacién de grupos de homomor-
fismos.

Proposicién 1.3.1 Sea R un anillo conmutativo y sean M y N dos R-mddulos.
Entonces

Homp(M,N):={f: f: M — Nes morfismo de R-mddulos}
es un R-mddulo respecto a las operaciones:
Homp(M,N) x Homg(M,N) — Hompg(M,N)
(f,g) — f4+9g: M — N
m > f(m)+g(m),

R x Homgp(M,N) — Homgr(M,N)
(rf) — rf: M —
m > r(f(m)).

Demostracion. Es necesario verificar que estas operaciones estan bien defi-
nidas y que se cumplen las propiedades que definen un R-mdédulo, teniendo
en cuenta que si R es un anillo (no necesariamente conmutativo), entonces
Hompg(M,N) es un grupo abeliano y por lo tanto es un Z-mdédulo. |

Proposicion 1.3.2 Sean M, N y T R-mddulos y sea f : N — T un R-

morfismo. Entonces:

(1) f*=Homgr(M,f): Homr(M,N) — Homr(M,T)
g — fog,

(2) fo=Hompg(f,M): Homg(T,M) — Homgr(N,M)
g — gof.

son morfismos de grupos abelianos.

Demostracion.

(1) Sean g,h € Homp(M, N), entonces
frg+h)=Ffolg+h)=Ffog+foh=f"(g)+f(h)

(2) Es similar a la anterior.
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Proposicién 1.3.3 Sea M un R-mddulo. Entonces

(1) El grupo abeliano Homp(R, M) es un R-mddulo respecto a la ley de com-
posicion externa

R x Homg(R,M) — Hompgr(R,M)

(r,f) — rf: R — M

(2) Homp(R, M) = M como R-mddulos.
Demostracién.

(1) Directamente se prueba que esta operacién estd bien definida y que cumple
con las propiedades que hacen del grupo abeliano Homp(R, M) un R-
modulo.

(2) Definimos p : M — Hompg(R, M) de la siguiente forma: para cada m €
M, p(m) es tal que para cada r € R, p(m)(r) = rm. Definimos ademads
0: Homg(R,M) — M que a f € Homg(R, M) le asocia f(1). De acuerdo
con esto, tenemos que p(m) € Hompr(R, M), p y 6 son R-morfismos y que
Oop=1ry pod = luompu(r,nm)- Lo que implica que Homg(R, M) = M.

O

Proposicién 1.3.4 Sean fi : N =T y fo: T — U morfismos de R-mddulos y
M un R-modulo.

(1) Silyp: T — T es la identidad, entonces 1% es la identidad y 17, también
es la identidad.

(2) (fao f1)* =f3 o fi y (f20 fi)s = f1x0 fou.
Demostracion.

(1) Sea h € Homg(M,T) (h € Homg(T, M)), entonces 15(h) = 1lpoh =h
(1T*(h) =ho ]-T = h)

(2) Sea g€ Homr(M,N) (9 € Homg(U, M)), entonces
(fao f1)"(9) = (fao fi)og=fao(fiog) = f3(fi(9)) = (f3 o f1)(9)
((f20 f1)«(9) = go (fao f1) = (go f2) o f1 = f1u(f2x(9)) = (f1x 0 f2:)(9)).
O

Proposicién 1.3.5 La sucesion () —— N —— T —— U de morfis-
mos de R-mddulos es exacta si y solo si para todo R-modulo M, la sucesion

0 Homp(M,N) —“~ Homp(M,T) —~—~ Hompg(M,U)

es exacta.
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Demostracién. (=) Primero probaremos que ker(u*) = 0. Para esto, sea
f € ker(u*), entonces uo f = u*(f) =0, o sea que para cadam € M, u(f(m)) =
0, asi, para cada m € M, f(m) € ker(u) = 0, es decir, f = 0.

Ahora veamos que Im(u*) = ker(v*). Tomemos un g € Im(u*), entonces
existe f € Hompg(M, N) tal que uo f = u*(f) = g y aplicando v* tenemos que
v*(g) =v*(uo f)=vo(uo f) =0, asi, g € ker(v*).

Por otro lado, sea g € ker(v*), luego, vo g = v*(g) = 0, entonces para cada
m € M, v(g(m)) = 0, o sea que para cada m € M, g(m) € ker(v) = Im(u).
Como u es inyectiva se sigue que para m € M, hay un unico x,, € N tal
que u(x;,) = g(m). Sin perder de vista que lo que queremos probar es que
g € Im(u*), o sea que existe un f € Homgr(M,N) tal que uo f = u*(f) = g;
definimos f : M — N que a m € M le asocia z,,, entonces tenemos que para
cada m € M, (uo f)(m) = u(f(m)) = u(zm) = g(m).

(<) Primero vamos a probar que u es un monomorfismo utilizando (3) =
(1) en 1.1.5. Sean f y g dos R-morfismos tales que uo f = uwo g, o sea que
u*(f) = u*(g). Ahora bien, como u* es monomorfismo se sigue que f = g.

Ahora sélo nos falta probar que I'm(u) = ker(v). Por hipétesis, para cada
R-médulo M, v* ou® = 0, lo que es equivalente a que para cada R-mddulo M y
para cada f € Homp(M,N),vouo f = (v*ou*)(f) = 0. Entonces en particular
para M = Ny f =1y, tenemos que vou = 0, es decir, Im(u) C ker(v).

Para la otra contensién notemos lo siguiente:

ker(v*) = {fe€ Homr(M,T):vof=0}
{f € Homr(M,T) : para cada m € M, f(m) € ker(v)}.

De acuerdo con esto, sean M = ker(v) y ker(v) <> T’ el morfismo inclusién. De
este modo ¢ € ker(v*) = Im(u*), o sea que hay un f € Hompr(M, N), tal que
u*(f) = uwo f =i. Ademds tenemos que ker(v) = I'm(i).

Siz € Im(i) = M, entonces = = i(x) = u(f(x)), o sea que = € I'm(u), esto
es, Im(i) C Im(u). Por lo tanto, ker(v) C Im(u). O
Proposicién 1.3.6 La sucesion N —— T —— U — 0 es ezacta si
y solo si para todo R-modulo M, la sucesion

0 Homp(U, M) —=—~ Homg(T,M) ——~ Homp(N,M)

es exacta.

Demostracién. (=) Probemos que ker(v.) = 0.

Sea f € ker(v.), entonces f ov = v,(f) = 0. Queremos mostrar que f = 0.
Sea u € U = Im(v), existe t € T, tal que v(t) = u y as{ tenemos que 0 =
f(w(t)) = f(u), o sea que f = 0.

Mostremos ahora que I'm(v,) = ker(u,). Si g € Im(v,), se sigue que hay un
f € Homg(U, M), tal que fov = v,.(f) = g. Pero al aplicar u. a g tenemos que
ux(g) =gou=(fov)ou= fo0=0, o0 sea que g € ker(uy).
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Sea g € ker(uy), entonces g o u = u.(g) = 0. Hay que mostrar que existe
f € Homg(U, M) tal que fov = v.(f) = g. Entonces se nos presenta la siguiente
situacién: .
T—M

<

U
y surge la pregunta de si ker(v) C ker(g). Si x € ker(v) = Im(u), se sigue que
hay un n € N tal que u(n) = z, entonces g(z) = g(u(n)) = 0y asi x € ker(g);
o sea que ker(v) C ker(g). Por lo tanto, hay un morfismo U M tal que
g=fou.

(<) Primero probaremos que v es un epimorfismo. Sea M un R-médulo y
f,g € Hompg(U, M) tales que fov = gow, es decir, v, (f) = v.(g), lo cual implica
que f = g, por ser v, un monomorfismo. De esta manera v es un epimorfismo.

Probemos ahora que I'm(u) = ker(v). Tenemos que u, o v, = 0, 0 sea que
para toda f € Hompg(U, M), (us0v.)(f) = us(vs(f)) = us(fov) = fovou=0.
Si hacemos M = U y f = 1y, se sigue que vou = 0, y de aqui, Im(u) C ker(v).

Para la otra contensiéon notemos que

ker(us) = {f € Homp(T,M) :u.(f)=0}={f € Homr(T,M): fou=0}
= {f€ Hompr(T,M) : para cada n € N, f(u(n)) = 0}.

Si hacemos M = T/Im(u) y tomamos la proyeccién canénica T —— M, se
sigue que 7 € ker(u,) = Im(v.). Entonces existe v € Homg(U, M) tal que
m = v,(¢) = ¢ owv. Ademds ker(w) = Im(u) y ker(v) C ker(w) (esto ttimo
es porque si m € ker(v), v(m) = 0; entonces w(m) = ¥(v(m)) = (0) = 0).
Ast ker(v) C Im(u). O

1.4. Suma y producto directo

Definicién 1.4.1 Sea (M;);c; una familia de submddulos de un R-mddulo M.
Diremos que >_..; M; es la suma directa interna de (M;);cr si

iel
0= Zmi € ZMZ implica que para cada i € I,m; = 0.
iel iel
Con L = o M; denotaremos que L = Y M; es la suma directa de (M;). Si

I={1,...,n}, entonces con My &---& M,, denotamos a la suma directa de los
M;.

Ejemplos.

1. Si M es un R-médulo, M es suma directa de M y 0. Pero si M # 0,
entonces M no es suma directa de M y M ya que al tomar un m € M
con m # 0, se tiene que m + (—m) = 0.
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2. Sea M = R? visto como R-espacio vectorial y sea M’ un subespacio de M
con dim(M') = 1, entonces R? = M’ @ M"”, donde M" es una recta que
pasa por el origen y que no coincide con la recta M’.

Proposicién 1.4.2 Sea (M;);cr una familia de submddulos de un R-mddulo
M. Entonces ) ,c; M; es suma directa siy sdlo si (3_,,; M;) N M; = 0 para
cada j € 1.

Demostracién. Sea z € (3, ,; M;) N M;, entonces v = >, ,m; y © € M,
luego 0= 32, ;m; + (—x) € 32;c; M;. Pero >, ; M; es suma directa, entonces
parai# j, m; =0y —x =0, o sea que x = 0.

Ahora supongamos que (3, ,; M;) NM; =0y que 0=}, m; € >, M;,
entonces m; = 0 para casi todo ¢. Fijémonos en la coleccién finita de los m; que
podrian no ser cero. Para cada uno de estos m;, Z#j m; +m; = 0, entonces
M;>—mj=73;m; €3 ,,; M. Estoimplica que m; € (3., ,; M;) N M; = 0.
Entonces cada uno de los m; = 0, o sea que para cada i, m; = 0 y de este modo
> icr M; es suma directa. o

Corolario 1.4.3 Sean N y T submodulos de M. Entonces M = N &T siy
solosi M =N+TyNNT=0.

Definicién 1.4.4 Sea N un submddulo de un R-mddulo M. Diremos que N es
un sumando directo de M si hay un submodulo T de M tal que M = N ®T.

Proposicién 1.4.5 Si (M;);cr es una familia de R-mddulos, entonces [[ M; es
un R-mddulo.

Demostracion. Se consideran las siguientes operaciones:

Si (fi)ier (gi)ier € HMi yreR (fi)+(9:)=(fi+g:)yr(fi)=(fi)

O

Definicién 1.4.6 FEl R-mddulo [] M, se llama producto directo de la familia
(Mi)ier-

Definicién 1.4.7 El morfismo w; : [[ M; — M; definido por m;((f;)) = f; se
llama j-ésima proyeccion de [[ M;. Y el morfismo p; : M; — [[M; definido
por w;i(x) = (f;), donde f; =x y fi =0 sii # j; es llamado j-ésima inclusion
de H Ml

Observacién. 7; es un epimorfismo y p; es un monomorfismo.
Teorema 1.4.8 (Propiedad universal del producto directo) Sea (M;);cr

una familia de R-mddulos. Entonces ([ M;, (m;)) es el dnico objeto (salvo iso-
morfismo) que cumple la siguiente propiedad: para toda pareja (M, (v;)) (donde
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M es un R-mddulo y para cada j, v; : M — M; es R-morfismo), existe un
dnico morfismo t : M — [[ M; tal que para todo j € I, el diagrama

vj

conmuta.

Demostracion. Se define la aplicacién t : M — [[ M; por t(m)(i) = v;(m)
para cada m € M y para cada i € I, la cual es un morfismo ya que para cada
i € I, v; es un morfismo. Entonces para cada j € I y m € M, (mjot)(m) =
mi(t(m)) = t(m); = t(m)(j) = v;j(m), o sea que, mj ot = v;.

Veamos que t es unico con esta propiedad. Supongamos que t' : M — [[ M;
es un morfismo tal que para cada j € I, 7;0t’ = v;. Entonces para cada m € M
y para cada j € I, t'(m)(j) = t'(m); = (m; ot')(m) = vj(m) = (m; o t)(m) =
t(m); =t(m)(j), o sea que, para cada m € M, t'(m) = t(m); y asi, t’ =t.

Ahora verifiquemos la unicidad de (] M;, (7;)) (hasta isomorfismo) con la
propiedad enunciada. Para esto, supongamos que la pareja (N, (7)), donde N
es R-médulo y para cada j € I, 7r§ : N — Mj es un R-morfismo, cumple con las
propiedades enunciadas.

De las propiedades de ([] M, (7)) y (N, (n})), tenemos que existen morfis-
mos Unicos 0 y 0 tales que para cada j € I, conmutan los diagramas

N [ T[an 2 n
o ™ X\ Tr;
M; M;

esto es, mj o = m; y m; 00 = m;. Entonces (mj00) 08 =700 =m;y
(m%08) 08 =m;o06 =} lo que nos dice que para cada j € I, los diagramas

N —"% . N ]2 2% T M

’ J 5
. 7\']‘
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conmutan. Pero también tenemos que para cada j € I, los diagramas

N 1N N HMl ILML 1_[]\4Z
o ﬂ—.; . Uy
M; M;

conmutan. Entonces, 0’ 00 = 1y y 006 = 17, y de este modo, 6 es un
isomorfismo con las propiedades requeridas. O

Proposicién 1.4.9 Sea (M;);cr una familia de R-mddulos. Entonces

S = {(fi)iel € HMi : fi = 0 para casi todo i € I}
es un submddulo de [T M.
Demostracién. Es inmediata. O

Definicién 1.4.10 El submddulo S en 1.4.9 es llamado suma directa (ex-
terna) de la familia (M;);cr y se denota por @ M;.

Observacién.

1. Si el conjunto de indices es finito, la suma directa externa coincide con el
producto directo.

2. Si f € @ M;, entonces f = > pi(fi), es decir, f se puede ver como una
suma de funciones selectoras, porque las entradas de f son casi todas cero.

Teorema 1.4.11 (Propiedad universal de la suma directa) Sea (M;);cs
una familia de R-mddulos. Entonces (€D M;, (11:)) es el dnico objeto (salvo iso-
morfismo) que cumple la siguiente propiedad: para toda pareja (M, (v;)) (donde
M es un R-mddulo y para cada j, v; : Mj — M es R-morfismo), existe un

dnico morfismo u : @ M; — M tal que para todo j € I, el diagrama

conmuta.
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Demostracién. Se define la aplicacién v : @ M; — M por u((f;)) =
> vi(f;i), para cada (f;) € [[ M;. Notemos que u estd bien definida porque f; = 0
para casi todo ¢ € I, y w es un morfismo porque v; es un morfismo. Asi, tenemos
que para cada j € 1 y @ € My, (wo uy)(2) = (s () = 3 vi((1(2))) = vila);
es decir, para cada j € I, uo u; = v;.

Veamos que u es dnico con esta propiedad. Supongamos que v’ : @ M; — M
es un morfismo tal que para cada j € I, v’ o u; = v;; entonces para cada (f;) €
D M, u((fi)) = 2vi(fi) = 2w o p)(fs) = 2w/ (wa(fe)) = ' pa(fe)) =
u'((fi))- Asi, v/ = u.

La prueba de unicidad de (@ M;, ;) (hasta isomorfismo) con la propiedad
enunciada es analoga a la del producto. O

Sea (M;) una familia de submédulos de M y sea para cada i € I, p) : M; —
M el morfismo inclusién. La propiedad universal de la suma directa garantiza
la existencia de un morfismo tinico u : @ M; — M tal que para todo i € I,

wo i = pl.
Proposicién 1.4.12 (1) Im(u) =Y M;.
(2) - M; es suma directa si y sdlo siu es un monomorfismo.

Demostracion.

(1) Sea f € @ M;. Luego, f = > pi(fi) con f; = 0 para casi todo ¢
Aplicando u a f obtenemos que u(f) = u(3_ pi(fi)) = >_(u o pi)(fs)
Sub(fi) =3 fi € 3. M;. De esta forma Im(u) = > M;.

(2) (=) Sea f € ker(u), entonces 0 = u(f) = u(d>_pi(fi)) = > fi € > M.
Como Y M; es suma directa, f; =0 para cada i € I, as{ f = 0.
(<) Supongamos que 0 = > m; € > M;. Si f = (m;)icr € P M;, en-
tonces u(f) = u(d_ pui(m;)) = > m; = 0 = u(0). Como u es un mono-
morfismo, f = 0, esto es, para cada i € I, m; = 0. As{ > M, es suma
directa.

1.

O

Observacién.Si M = > . M;, entonces de (1) tenemos que u es un epimor-
fismo, y por (2) u es un monomorfismo. Asi, P M; =3 M;.

Proposicién 1.4.13 (1) Homgp(M,[[N;) 2 [[ Homg(M, N;).
(2) HomR(@Mz,N) = HHOTTLR(MZ‘,N).
Demostracion.

(1) Para cada j € I, la proyeccién 7 : [[ N; — N; induce un morfismo de
grupos abelianos v; : Homg(M,[[ N;) — N; definido por v;(f) :=mjo f.
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Entonces de 1.4.8, tenemos que hay un tinico morfismo ¢ tal que para cada
j € I, el diagrama

Homp(M, [[N:) —— ] Homr(M, N;)

conmuta.
Afirmamos que t es un isomorfismo.

Sea f € kert, entonces 0 = t(f), esto es, para cada i € I, 0 = (t(f)); =
mi(t(f)) = vi(f) = m; o f. Entonces los diagramas

M BN HNi M —2- HNi
v; (f) T vi (f) i
N; N;

conmutan. Y por 1.4.8 obtenemos que f = 0.

Ahora supongamos que f = (f;) € [[ Homgr(M, N;), esto es, para cada
iel, f; € Homgr(M, N;). Nuevamente, por 1.4.8 se garantiza que hay un
unico morfismo 6 tal que para cada j € I, el diagrama

M 2T~
fi "
N;j

conmuta. Entonces para cada i € I, t(0)(:) = (¢(0)); = mi(t(0)) = v4,(0) =
m; 00 = f;, es decir, ¢(0) = f.

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo.

(2) La prueba es andloga a la de (1).

Definicién 1.4.14 Un morfismo de R-modulos f: M — N es:
(1) Una seccién si hay un morfismo g: N — M tal que go f = 1y.

(2) Una retraccion si hay un morfismo g : N — M tal que fog=1x.
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Observaciones.

1. Si f es una seccién, entonces f es un monomorfismo. Pero el reciproco no
es necesariamente cierto. Considere el morfismo inclusiéon 27 — 7Z, el cual
es un monomorfismo que no es una seccion.

2. Si f es una retraccién, entonces f es epimorfismo. Pero el reciproco no
es necesariamente cierto. Considere la proyeccién Z — Zs, el cual es un
epimorfismo que no es una retraccion.

Proposicion 1.4.15 Sea £: 0 — M L N R > 0

una sucesion exacta corta. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) f es una seccion.
(2) g es una retraccion.

(3) Hay un isomorfismo ¢ : N — M ®T que hace conmutar los cuadrados del

diagrama
0 M —L e N —2 T - 0
1ar ® 1p
0 - M e MoT =T > 0,

donde py es la inclusion en M y mo es la proyeccion en T. Si se tiene
alguna de estas tres condiciones, diremos que la sucesion & se divide.

Demostracién. (3) = (1) Tomando m : M & T — M como la proyeccién
en M tenemos que 1py = mopu; =m o (pof)=(mop)o f,osea que [ es
una seccién.

(3) = (2) Tomando ps : T — M @ T como la inclusién en T tenemos que
1p = maopus = (gop 1 )ous = go(p~tous). De esta forma g es una retraccién.

(1) = (3) Como f es una seccién, entonces, hay un morfismo h : N — M
tal que ho f = 1p. Definimos ¢ : N — M & T por ¢(n) = (h(n),g(n)), el cual
es un R-morfismo porque h y g son R-morfismos.

Verifiquemos que ¢ es un isomorfismo.

Sea n € ker(p), esto es, 0 = p(n) = (h(n), g(n)); luego, n € ker(g) = Im(f),
o0 sea que existe un m € M tal que f(m) = n, lo cual implica que m = h(f(m)) =
h(n) = 0, entonces n = 0; y de este modo tenemos que ¢ es inyectiva.

Ahora supongamos que (m,t) € M @ T, entonces, hay un n € N tal que
g(n) = t, pues g es suprayectiva. El elemento f(m) — f(h(n)) +n € N verifica
que o(f(m) — f(h(n)) +n) = (m,t), es decir, que ¢ es suprayectiva.

Ademads, para cada m € M y cadan € N, (po f)(m) = ¢o(f(m)) =
(h(f(m)),g(f(m))) = (m,0) = p1(m) y g(n) = m2(h(n),g(n)) = m2(p(n)) =

(m2 0 p)(n), o sea que los cuadrados del diagrama conmutan.
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(2) = (3) Como ¢ es una retraccién, hay un morfismo h : T — N tal
que g o h = 1p; entonces h es un monomorfismo, el cual induce el isomorfismo
h:T — h(T).

Afirmamos que N = ker(g) @ h(T), esto es, N = ker(g) + h(T') y ker(g) N
h(T) =0.Sean € N, entonces n = (n—h(g(n)))+h(g(n)), donde (n—h(g(n))) €
ker(g) y h(g(n)) € Im(h). Por otra parte, si x € ker(g) Nh(T), se sigue que hay
un t € T tal que g(z) =0y h(t) = x, entonces 0 = g(x) = g(h(t)) = t. Luego,
z = 0.

Asi tenemos que N = ker(g) @ h(T) con T = h(T). Ademds, ker(g) =
Im(f)=2 M.

Finalmente verifiquemos que los cuadrados del diagrama conmutan. Como
N = ker(g) ® h(T), entonces cada n € N tiene una expresién tnica de la forma
n = u+v conu € ker(g) = Im(f) yv € h(T) =2 T. De donde se tiene que existen
m € M y t € T tnicos tales que u = f(m) y v = h(t). Definimos la aplicacién
¢ i ker(g) & h(T) — M & T por p(n) = p(u+v) = ¢(f(m) + h(t)) = (m,t), la
cual es un R-morfismo, es biyectiva y hace conmutar los cuadrados del diagrama.
0O
Proposicién 1.4.16 La sucesion 0 —— M . N -7 > 0
es exacta si f es un monomorfismo, g es un epimorfismo, go f =0 y N =
f(M) @ h(T), donde h: T — N es un morfismo tal que go h = 1p.

Demostracién. Sélo hay que probar que ker(g) C Im(f). Sea = € ker(g) C
N, luego 0 = g(x) y x = f(m)+ h(t) para algin m € M y algin ¢t € T, entonces

0= g(x) = g(f(m) + () = g(f(m)) + g(h(t)) = t. Asi & = f(m) € Im(f).
Por lo tanto, ker(g) C Im(f). O

1.5. Modbdulos libres

Definicién 1.5.1 Un R-mddulo F' es libre si es isomorfo a uno de la forma
Docr Mo, donde M, = R.

Observaciones.
1. M, = R = (1) implica que hay un m, € M, tal que M, = (mg,).

2. Hay una aplicacién inyectiva ¢ : I — F que a o € I le asocia (ug) € F
talqueug=1siB=ayug=0sip8#a.

3. Im(%) es una base para F.

4. F es libre si y so6lo si F' tiene una base. En efecto, de la definicién y la
observacién 1, (mq)aecr €s una base de F.

Proposicion 1.5.2 Si F' es un R-mddulo libre y B es una base de F', entonces
para todo R-mddulo M y toda aplicacion ¢ : B — M, existe un unico morfismo
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f:F — M que hace conmutar el diagrama

Demostracion. Como F' es suma directa de los M, y si para cada «a € I,
definimos morfismos f, : M, — M que a x = rm, € M, le asociarp(mg,) € M,
entonces por la propiedad universal de la suma directa hay un tnico morfismo
f: F — M que hace conmutar el diagrama

M<f7F

-

M,

Sea (ug) € B, entonces (f o 1)((ug)) = £(i((us))) = f((ug)), donde ug = mq
si8=ayug=0cuando § # a. Ademas f((ug)) = f(pa(Mma)) = falma) =
o((3)). 0

Proposicion 1.5.3 Si X es un conjunto, entonces hay un mddulo libre F que
tiene por base a X.

Demostracién. En el caso de que X = (), el médulo F' = 0 es la suma de
cero copias de R, de modo que F tiene por base a §). Si X # (), tomamos a F'
como la suma de | X | copias de R. O

Observacién. No todo médulo es libre. Por ejemplo, Z/27Z no es Z-libre, pues
en caso contrario, 1 es una base para Z/2Z y por tanto Z/27Z = Z, lo cual
es falso. Esto también nos muestra que el cociente de un R-mdédulo libre no
necesariamente es libre.

Proposicion 1.5.4 Todo R-mdédulo M es un cociente de un R-mddulo libre.

Demostracién. Si M es un R-médulo libre y M’ el conjunto subyacente de
M, entonces hay un mdédulo libre F' que tiene por base a M’. Si definimos la
aplicacién ¢ : M’ — M que a m € M’ le asocia m € M tenemos que hay un
unico morfismo f : F — M tal que el diagrama

NI
M/

conmuta. Como ¢ es suprayectiva, el morfismo f es suprayectivo. Entonces, por
el teorema fundamental de morfismos de médulos, M = F/ker(f). O
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1.6. Modulos finitamente generados

Definicién 1.6.1 Un R-mddulo M es finitamente generado si existen ele-

mentos my,...,my, € M tales que para cada m € M ezisten r1...,7, € R
tales que m = Z?:l rim;, es decir, todo elemento de M es una combinacion
lineal de my ..., m,, con coeficientes en R. Si un R-mddulo M es generado por
My ..., My, €Scribimos

M= {(my,...,my) = Rmy+---+ Rm,,.
Sin =1, se dice que M es un mddulo ciclico.

Observaciones.

1. Todo anillo R considerado como mododulo sobre si mismo es finitamente
generado y tiene a 1 como generador.

2. Si M es un R-moédulo ciclico, entonces M es isomorfo a un cociente de R
(como médulo) por un ideal a la izquierda I de R. En efecto, si M = (m) y
tomamos el epimorfismo f : R — M definido por f(r) = rm para cadar €
R, entonces por el teorema fundamental de morfismos de médulos tenemos
que M = R/ker(f). En conclusién, los médulos ciclicos se identifican con
los médulos cocientes R/I, donde I es un ideal a la izquierda de R.

3. Si N y T son submddulos finitamente generados de un R-mdédulo M,
entonces N + T es finitamente generado.

4. Si V es un k-espacio vectorial finitamente generado, entonces todos sus
subespacios también son de generacion finita. Sin embargo, en el caso de
médulos sobre un anillo arbitrario esta propiedad no necesariamente se
hereda. Para algunos anillos R y ciertos R-moédulos M, la propiedad de
ser finitamente generados es hereditaria, por ejemplo: Z y k[x], con k un
campo; son dominios de ideales principales.

Ejemplo. El conjunto R = RI%Y = {f : f:[0,1] — R es funcién} bajo las
operaciones usuales de suma y multiplicaciéon de funciones, es un anillo con
elemento unitario 1 (el 1 es la funcién constante 1), de lo cual resulta que R es
un R-médulo ciclico con generador 1, por ejemplo. Vamos a probar que R tiene
un submédulo (es decir, un ideal a la izquierda) que no es finitamente generado.

Sea I = {f € R : para casi todo z € [0,1], f(xz) = 0}. Probaremos que I es
un ideal izquierdo de R. I # (), pues f : [0,1] — R definida por:

flx)=1siz=1y f(z)=0siz€][0,1)

estd en I. Ahora sean h, g € I, entonces existen B y C subconjuntos finitos de
[0, 1] tales que para todo b € B, f(b) # 0 y para todo ¢ € C, g(c) # 0. Entonces
hay un subconjunto finito D de B U C tal que para todo « € D, (g9 + h)(x) # 0,
o sea que g+ h € I. Ademds, para todo b € B, 0 # —g(b) = (—g)(b), es decir,
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—g € I. También tenemos que g + h = h + g. De todo esto concluimos que I es
abeliano.

Sir € Ry para todo b € B, r(b) = 0, entonces rg € I. Si r(b) # 0 para
algin b € B, entonces haciendo B’ = {b € B : r(b) # 0} tenemos que para todo
b e B, (rg)(b) # 0, de donde se sigue que rg € I. Luego I absorbe escalares
por la izquierda y por lo tanto I es un ideal izquierdo de R.

Suponiendo que I es de generacién finita, tenemos que existen fi..., f,
tales que I = (f1..., fn). Entonces para cada ¢ € {1,...,n}, hacemos J; =
{z € [0,1] | fi(x) # 0}, de donde se sigue que para cada i € {1,...,n}, J; es
finito y asf también J = (JI_, J; C [0, 1] es finito, entonces hay un z € [0,1] tal
que x ¢ J. Sea f, :[0,1] — R tal que f.(x) =1y f.(y) =0 si y # x, entonces
fz € I, es decir, existen g;....,g, € R tal que f, = > ., g; fi, lo que implica
que 1 = f(x) = > g:fi(x) = 0 que es una contradiccién. Por lo tanto, I no es
finitamente generado.

Proposiciéon 1.6.2 Si 0 — M; S M, I, M; — (0 esuna

sucesion exacta corta de R-mddulos. Entonces:
(1) Si My finitamente generado, entonces Ms es finitamente generado.

(2) Si My y M3 son finitamente generados, entonces My es finitamente gene-
rado.

Demostracion.

(1) Sean yi1,...,y, € My tales que My = (y1,...,Yn) ¥ 2 € M5. Como g
es un epimorfismo, hay un y € My tal que g(y) = z, entonces existen
r1,...,n € R tales que y = > 1y;, de donde z = g(y) = > rig(yi), lo
que implica que M3z = (g(y1), .-, 9(yn))-

(2) Sean My = (z1,...,2,) y M3 = (z1,...,2s). Como g es epimorfismo, para
cada z; con i =1,...,s, hay un y; € M tal que g(y;) = z;.

Afirmamos que My = (f(z1),..., f(&r), Y1, -, Ys)-

Sea y € Ma, luego g(y) € Ms, entonces existen ri,...,rs € R tales que
g(y) = 3o rizi = 2 orig(ys) = g3 riya), entonces g(y) — g (3o rivi) = g(y —
> riyi) = 0, de donde tenemos que y — > r;y; € ker(g) = Im(f) = M,
via f, lo que implica que Im(f) = (f(x1),..., f(z,)), entonces existen
bi,...,b, € Rtalesque y—> o, miy; = > ._; bif(x;), con lo cual tenemos
que y = Y0y bif (i) + D07_ Tivi-

O

Corolario 1.6.3 5i M es un R-mddulo finitamente generado y N es un submd-
dulo de M, entonces M/N es un R-mddulo finitamente generado.

Demostracion. Considere la sucesién exacta corta

0 - N —— M —+ M/N —— 0

donde i es la inclusiéon y 7 es la proyeccién candnica. m]
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Proposicién 1.6.4 Sea J(R) el ideal de Jacobson, esto es, la interseccion de
todos los ideales mazimales de R. Entonces a € J(R) si y sdlo si para todo
r€ R, 14 ar es un unidad.

Demostracién. (=) Supongamos que hay un r € R tal que 1+ar no es una
unidad, entonces 1 + ar genera un ideal propio, el cual estd contenido en algin
ideal maximal m. Luego, 1 4 ar € m. Pero ¢ € J(R) C m, entonces ar € m. Por
lo tanto, 1 € m, que es una contradiccién.

(<) Supongamos que a ¢ J(R), entonces hay un ideal maximal m tal que
a ¢ my el ideal m + (a) contiene a m. Luego m + (a) = R. De esta manera,
existen b€ my s € R tales que b+ as = 1. Entonces b =1 — as € m no es una
unidad. Luego para s = —r, 1 + ar no es una unidad. O

Proposicién 1.6.5 Si M es un R-mddulo finitamente generado e I es un ideal
de R tal que IM = M, entonces existe un a € I tal que (1 4+ a)M = 0.

Demostracion. Sean z1,...,x, los generadores de M. Como IM = M, se

sigue que para cada i € {1,...,n}, z; = >, ri;x;, donde los 7;; € I. Entonces
n n . .

Ti— ijl Tijx; = ijl(@-j —r;j)z; = 0. Este sistema de ecuaciones se puede

representar en forma matricial como sigue: (0;; — 73;)X = (1, — (r3;))X =0,
donde 1,, es la matriz identidad n x n y X un vector columna cuyas entradas
son los x;. Multiplicando a la izquierda por la adjunta de (1,, — (r;;)) obtenemos
0=adj(1n — (rij)) (1n = (ri)X) = (adj(1n — (rij))(1n — (r4))) X = (aij) X,
donde a;; = det(ln — (rij)) sii=jyay; =0sii# j. Entonces para cada
i € {1,...,n}, det(1, — (ry;))z; = 0; de aqui, det(1,, — (r;;))M = 0. De aqui,
det(1, — (ri;)) es de la forma 1 + a, para algtin a € I. O

Proposicién 1.6.6 (Lema de Nakayama) Sean M un R-mddulo finitamen-
te generado e I un ideal de R tal que I C J(R).

(1) Si IM = M, entonces M = 0.
(2) Si N es un submddulo de M y M = IM + N, entonces M = N.

Demostracion.

(1) De 1.6.5, tenemos que hay un a € I tal que (1+a)M = 0. Como I C J(R),
1 + a es una unidad, de acuerdo con 1.6.4. Multiplicando la ecuacién
(14 a)M =0 por el inverso de 1 + a tenemos que M = 0.

(2) De 1.6.3, tenemos que M /N es finitamente generado.

Afirmamos que I(M/N) = M/N. Sabemos que I(M/N) es un submdédulo
de M/N. Asi que s6lo hay que probar que M/N C I(M/N). Seam+ N €
M/N.Comom e M =IM+N,m= merimi+n, conr;, €I, m;e M
y n € N. Entonces m + N = (3 g, rimi +n) + N =3 rim; + N =
me(rimi + N) = meri(mi +N) € [(M/N) Asi, I(M/N) = M/N
Luego, aplicando el inciso anterior tenemos que M = N.
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O

Proposicién 1.6.7 Sea (R,m) un anillo local y M un R-mddulo finitamente
generado, entonces

(1)
2)

3)

M/mM es un R/m-espacio vectorial de dimensidn finita.

Si{r1+mM,...,z, + mM} es una base para M/mM sobre R/m, enton-
ces {x1,...,x,} es un conjunto minimal de generadores para M.

Cualesquiera dos conjuntos minimales generadores para M tienen la mis-
ma cardinalidad.

Demostracion.

(1)

1.7.

Como m C Ann(M/mM), se puede considerar a M /mM como R/m-médu-
lo, esto es, como un R/m-espacio vectorial. Por hipétesis, M es finitamen-
te generado, digamos M = (x1,...,2;). Entonces, al tomar un elemen-

to m + mM € M/mM tenemos que m + mM = 22:1 ri(z; + mM) =
Zi:l(ri +m)(z; + mM), o sea que M/mM es finitamente generado sobre
R/m y por lo tanto es finito dimensional.

Considermos el submddulo N = (x1,...,z,) de M.

Afirmamos que M = N +mM. En efecto, si m € M, entonces m +mM =
dia(ri +m)(z + mM) = 30 ri(w +mM) = 370 (riws + mM) =
o riwi+mM, oseaquem—y ., rx; € mM y por tanto m € N+mM.

Luego, de la afirmacién y el lema de Nakayama se sigue que M = N.

Ahora supongamos que un subconjunto propio de los x; genera a M, en-
tonces el conjunto correspondiente de las clases x; +mM genera a M /mM,
lo cual contradice el hecho de que M/mM es n-dimensional.

Supongamos que S es un conjunto generador para M con mas de n ele-
mentos, entonces S determina un conjunto generador para M/mM, el cual
contiene una base con n elementos. Luego por (2), S no puede ser minimal.

O

Modulos noetherianos

Proposicion 1.7.1 Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Las siguientes
condiciones en P son equivalentes:

(1)

(2)

Cada sucesion creciente 1 < x9 < ... en P es estacionaria (es decir,
existe un natural n tal que Ty, = Tpi1 = ... ).

Cada subconjunto no vacio de P tiene un elemento mazimal.
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Demostracién. (1) = (2) Supongamos que hay un subconjunto 7" de P no
vacio que no tiene elemento maximal, esto es, para cada x € T hay un y € T
tal que x < yyx # y. Asi para 1 € T hay un x5 € T tal que 1 < zo y
1 # 2. De este modo también tenemos que para xo hay un x3 € T tal que
To < T3y To # x3, ademds x; # x3, pues si 1 = xz tendriamos que r; < X9
y xo < x3 = x1 y asi ¥1 = x2, lo cual es una contradiccién. De este modo
podemos construir inductivamente una sucesién en T' estrictamente creciente
que no termina.

(2) = (1) Tomemos una sucesién creciente en P, x1 < x9 < ..., entonces
el conjunto A de los x,, tiene un elemento maximal, esto es, hay un m € N tal
que para cada n € N con m < n, x,, < x,, implica que z,, = x,. Asi, (Zm)men
es estacionaria. O

Observacion. Si P es un conjunto de submédulos de un médulo M, orde-
nado por la relacién C, entonces a la propiedad (1) le llamamos condicién de
cadena ascendente y a (2) la condicién maximal.

Definicién 1.7.2 Un mddulo que satisface una de estas dos condiciones se de-
nomina noetheriano.

Proposicion 1.7.3 M es un R-mddulo noetheriano si y solo si cada submddulo
de M es finitamente generado.

Demostracién. Sean M es un R-mdédulo que verifica la condicién maximal
y N un submédulo de M. Queremos ver que NN es finitamente generado, para
esto, definimos P = {T : Tes submédulo de M de generacién finitay T' C N}.
Como P # ) (pues (0) € P), entonces existe Ny € P tal que Ny es maximal.
Si Ny # N, entonces hay un 2 € N — Ny. Ahora, como Ny y () estdn en P se
sigue que No + (z) € Py Ng C Ny + (x), ya que € No+ (z) y = ¢ Ny, lo cual
es una contradiccion. Luego Ny = N y por lo tanto, N es de generacién finita.

Para el reciproco tomamos una sucesion creciente M; C M, C ... de
submédulos de M, entonces N = | J M; es un submédulo de M y por hipdtesis
N es finitamente generado. Supongamos que N = (x1,...,x,), entonces para
todo i € {1,...,r}, existe n; € N tal que z; € M,,,. Sea n = mazx{ny,...,n.},
entonces para todo ¢ € {1,...,7}, ; € M, y de aqui tenemos que N C M,
y M, C N, es decir, M,, = N. Entonces para cada m € N tal que m > n,
M, € My+1 € N C M, C M, asi que, M,, = M,,+1, con lo cual tenemos
que la sucesién (M;) es estacionaria. a
Ejemplos.

1. Si M es el R-médulo nulo, M = (0) es noetheriano.

2. Si M es un R-médulo simple (esto es, los uinicos submédulos de M son
0y M) osi M tiene un nimero finito de submdédulos, entonces M es
noetheriano.

3. Si R es principal entonces R es un R-médulo noetheriano.
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4. Si K es un campo, entonces un K-espacio vectorial V' es noetheriano si y
sélo si dimV < oo.

Proposicién 1.7.4 Si N es un submddulo de un R-mddulo M, entonces M es
noetheriano si y sélo si N y M/N son noetherianos.

Demostracién. Primero mostraremos que N es noetheriano. S{ N’ es un
sub-médulo de N, entonces N’ submdédulo de M y de aqui tenemos que N’ es
finitamente generado. Luego N es noetheriano.

Ahora probemos que M/N es noetheriano. Sea K1 C Ky C ... una sucesién
creciente de submédulos de M/N, entonces por 1.1.9 tenemos que hay una
sucesiéon creciente J; C Jo C ... de submédulos de M tal que cada .J; contiene
a Ny K; & J;/N para cada i. Como M es noetheriano, la sucesién (J;) es
estacionaria. Luego la sucesién (K;) es estacionaria.

Para el reciproco tomamos una sucesién (M;) creciente de submédulos de M,
entonces para la sucesion creciente (M; N N) de submédulos de N hay un ¢ € N
tal que M; NN = M;;1 NN = ... y para la sucesién creciente((M; +N)/N) de
submédulos de M /N hay un j € N tal que (M;+N)/N = (M;+1+N)/N =--- .
Sean k = max{i,j} y a € My11 C Myy1 + N, entonces a + N € (M1 +
N)/N = (Mj, + N)/N, lo que implica que a € My + N y de aqui tenemos que
existen b € My C Mpy1 y ¢ € N tales que a = b+ ¢. De esto se sigue que

a—b=ce Mpy1 NN =M, NN C Mgy por tanto b+ c = a € M. O
Proposiciéon 1.7.5 Sea 0 — M BN N LT - 0 una su-

cesion exacta de R-mddulos.
(1) Si N es noetheriano entonces M y T son noetherianos.

(2) Si M y T son noetherianos entonces N es noetheriano.

Demostracion.

(1) Como f es monomorfismo se sigue que M = Im(f) es un submédulo
de N y de aqui M = Im(f) es noetheriano. Por otra parte, dado que
g es epimorfismo tenemos que T = N/ker(g) es noetheriano por ser N
noetheriano.

(2) Tomamos un submédulo U de N, entonces f~(U) y g(U) son submédulos
de M y T, respectivamente. Ahora consideremos la sucesién exacta

0 — L) L+ v —L 4(U)

Como M y T son noetherianos se sigue que f~1(U) y g(T) son de gene-
racién finita, lo que implica que U también es de generacion finita y por
lo tanto N es noetheriano.
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Corolario 1.7.6 Si {M;} | es una familia finita de R-mddulos noetherianos,
entonces también @)_, M; es noetheriano.

Demostracién. Aplicamos induccién y la proposicién anterior a la sucesién
exacta

n n—1
0 - M, b — Py, — 0.
i=1 i=1

O

Observacion. Ser noetheriano no se preserva por sumas directas infinitas ni
por productos infinitos, por ejemplo, Z es un Z-médulo noetheriano (ya que es
principal), pero ZM™ no es noetheriano, pues la sucesién creciente de submédulos
(e1) C (e1,e2) C (e1,ea,e3) C ..., de ZM (donde e; = (0,...,0,1,0,...) € Z™
y el 1 estd en el i-ésimo lugar) no es estacionaria. Ademads, como ZM es un
submédulo de ZN, entonces ZN tampoco es noetheriano.

Definicion 1.7.7 Un anillo R es un anillo noetheriano si R es un R-mddulo
noetheriano.

Ejemplos.
1. Z y K[z] con K un campo, son anillos noetherianos por ser principales.

2. El anillo de polinomios R = K|z, 29,...] con un ndmero infinito de in-
determinadas, no es un anillo noetheriano, porque el ideal (z1,xa,...)
generado por las indeterminadas no es finitamente generado, sin embargo,
es un dominio entero, por lo que se le puede considerar como un subanillo
de su campo de fracciones, el cual es un anillo noetheriano ya que sus ini-
cos ideales son el cero y él mismo. Esto muestra que subanillos de anillos
noetherianos no necesariamente son noetherianos.

Proposicién 1.7.8 Si R es un anillo noetheriano y M es un R-mddulo finita-
mente generado, entonces M es noetheriano.

Demostracién. Supongamos que M = (my,...,m,). Tomando el epimor-
fismo f : @, R — M que a (r1,...,7,) le asocia Y., r;m;, tenemos que
M = (@}, R)/ker(f). Como R es noetheriano, @ _; R es noetheriano. Luego
@. | R/ ker(f) es noetheriano. ]

Teorema 1.7.9 (de la base de Hilbert) Si R un anillo noetheriano, enton-
ces R[x] es un anillo noetheriano.

Demostracién. Sea J un ideal izquierdo de R[z]. Veamos que J es finita-
mente generado como R[z]-médulo.
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Consideremos el siguiente conjunto
m—1
I= {T € R : para algin p(x) € J C R[z], p(x) = Z raxt _’_,rxm}
i=0

y probemos que I es un ideal izquierdo de R.
I+#(, pues0€el.

Ahora sean r,s € I. Sir = s, entonces r —s = 0 € I. Si r # s, existen
p(x),q(x) € J tales que p(z) = S0 mal 4 ra™ y q(x) = S0, st + sz
Sin pérdida de generalidad, supongamos que m > n, entonces ™ "¢(z) =
Z;:ll s,z (=0 L gp™ ¢ J tiene a s como coeficiente principal, lo que implica
que p(z) — 2™ "q(x) € J tiene a r — s como coeficiente principal. As{ que
r—sel.

Sis € Iyr € R,entonces hay un p(z) € J tal que s es el coeficiente principal
de p(z) y de esto tenemos que rp(x) € J y rs es el coeficiente principal de rp(x),
lo que implica que rs € T

Por lo tanto, I es un ideal izquierdo de R.

Ahora, como R es noetheriano, I es finitamente generado (como R-mdédulo),
es decir, existen ay, ..., a, € I tales que I = {(ay,...,a,). Entonces para cada a;,
existe p;(x) € J tal que a; es el coeficiente principal de p;(z). Podemos suponer
que todos los p;(x) son del mismo grado m (en caso contrario multiplicamos
cada p;(x) por ™~ 97%P:) donde m es el maximo de los grados de los p;).

Sea N el R-médulo cuyos elementos estdn en J y son de grado menor que
m, es decir, N = JN Reyp[z]. Asf tenemos que R, [z] es un R-médulo de gene-
racién finita (R<,,[7] estd generado por 1,x,22,...,2™ 1) y R es noetheriano,
entonces R [z] es un R-mddulo noetheriano, lo que implica que N C Ry, [z]
es un submdédulo finitamente generado. Sean g1(z),...,¢s(x) € N un sistema
de generadores (sobre R) de N.

Afirmamos que J es generado por pi(z),...,pr(z),q1(x),...,qs(x) como
R[x]-médulo. Sea p(z) € J.

Si grad(p(z)) < m, entonces p(x) € Rep[z], lo que implica que p(z) € J y
p(z) € Rem[z] y asi p(x) € N = (q1(2),...,qs(x))r S (q1(2), - -, () Rla) -

Si grad(p(x)) = g > m razonaremos inductivamente (suponemos que para
todo t(x) € J tal que m < grad(t(x)) < g, t(z) € (p1(x),...,pr(2), q1(x),...,
qs(2)) r[2])- Sea a el coeficiente principal de p(x), entonces a € I, lo que implica
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que a =Y., \ja;, donde \; € R. Consideremos el siguiente polinomio:

plx) = o™ Z Aipi(x) = 297" [Mip1(2) + -+ - + Arpr(2)]
m—1
= 297" ( Z ay;xt + ayz™ Z arix’ + apx™)]
=0
m—1 ‘ m—1 ‘
_ (Z Alauxg*(mfl) 4 )\lalxg) R (Z )\Tam.xg*(mfz) + )\Tarxg)
i=0 i=0

(zr: Aiio)z? ™™ + Z Niagp)zf~ MY Z N\ia;)z
1=1

el cual pertenece a J y tiene a a como coeficiente principal. Si tomamos el poli-
nomio p(x)—p(x), que es un polinomio en J (pues p(z) y p(x) estédn en J) tal que
grad(p(z) —p(x)) < grad(p(z)) (no olvidemos que grad(p(x)) = g = grad(p(z))
y a es el coeficiente principal de ambos), entonces por la hipétesis de induc-
cion, p(z) — p(z) € (Pr(@), - pe(e), q1(@); - 45(2)) ). De aqui que p(z) —

B(o) = oy wi(@)pi(@) + 20 vi()ai(), 0 sea que p(x) = Yy uslw)pi(a) +
S vi(@)gi(x) + p(x) € (pr(x), ..., pr(2), 1 (@), - ., qs(2)) Ria)» Y& que p(z) €
(p1(x), ..., pr(2), 1 (2), - -, 45(@)) R[a)- o

Corolario 1.7.10 Si R es un anillo noetheriano, entonces R[x1,...,x,] es un
anillo noetheriano.

Demostracién. Escribimos R[z1,...,2,] = (R[z1,...,2Zn-1])[zs] v aplica-
mos induccion mas el teorema de Hilbert. O

1.8. Producto tensorial de modulos

Definicién 1.8.1 Sean M un R-mddulo derecho, N un R-mddulo izquierdo
y U un grupo abeliano. A una aplicacion f : M x N — U se le llama R-
balanceada si para cada m,m’ € M; n,n’ € N yr € R se cumplen las siguien-
tes propiedades:

(1) flm+m',n) = f(m,n)+ f(m',n).
(2) f(m,n+n")=f(m,n)+ f(m,n).
(3) f(mr,n) = f(m,rn).

Teorema 1.8.2 Sean M un R-mddulo derecho y N un R-mddulo izquierdo.
Entonces existe una tunica pareja (T,t), donde T es un grupo abeliano y t :
M x N — T es una aplicacion R-balanceada tal que:

(1) Siz €T entonces x =3, t(mi, n).
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(2) Si H esun grupo abeliano y ¢ : M x N — H una aplicacidn R-balanceada,
entonces existe un unico morfismo 0 : T — H que hace conmutar el
diagrama

T

\4

MXNT’H

Demostracién. Primero mostraremos la existencia de (7T, t).

Sea F' el grupo abeliano (Z-médulo) libre sobre M x N, es decir, F =
) mxn L. Con 1, 5, denotaremos al elemento de F' cuyo valor es uno en la entra-
da (m,n)-ésima y cero en todos los demés registros. La aplicacion i : M xN — F
que a (m,n) € M x N le asigna 1,, ,, € F es precisamente la que especifica a F'
como un grupo abeliano libre en M x N. Sea G el subgrupo de F' generado por
elementos de la forma:

]-m+m’,n - 1m,n - ]-m’,n ]-m,nJrn/ - 1m,n - ]-m,n/ ]-mr,n - 1m,rn~

Como F' es abeliano y G un subgrupo de F, entonces F'/G es abeliano.

Sea T := F/G y escribimos m ® n para la clase de 1,, ,, en T. Definimos la
aplicacién t : M x N — T por t(m,n) =m®@n =1,, , + G € T, la cual cumple
que:

t(m + m/,n) — t(m,n) —t(m’,n) = (
(17n+7n’,n+G)_(1m,n+G)_(1’m’,n+G)

t(m,n+n') —t(m,n) —t(m,n) =m n+n)—men-—maen =
(1m,n+n’ +G)_(1m,n+G)_(lm,n’+G) = (]-m,nJrn’ _lm,n_lm,n’)+G = 07

t(mr,n) —t(m,rn) =mr@n—merm = (Lyyn + G) — (L +G) =
(lmr,n - lm,rn) +G = O,

o sea que t es R-balanceada.

Asf tenemos una pareja (7', ¢) con T abeliano y ¢ una aplicacién R-balanceada.

Verifiquemos la propiedad (1). Sea z € T, entonces x = me zr(mg, )+ G,
donde zx; € Z, mp € M y n; € N. Luego, z = me zp(mg, ) + G =
> pin 2L, )+ Gl =37 4 zrat(mi, i) = 32 4, H(zreme, ) (ladltima igual-
dad se prueba primero haciendo z = 0, después para z > 0 usamos induccién y
finalmente se prueba para z < 0).

Continuamos ahora con la prueba de (2). Sea H es un grupo abeliano y sea
@ : M x N — H es una aplicacién R-balanceada, entonces como F' es libre, se
sigue que hay un unico morfismo f : F' — H que hace que el diagrama

m)@n—men—m' @n =

m +
= (1’m+m’,n_1m7n—1m/7")—|—G = O’

H<f7F

N

M x N
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conmute. Asi, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

F—f>H
R

F/G

ya que f anula a lo generadores de G, luego, f anula a G = ker(w) y asi,
ker(m) C ker(f); lo que garantiza la existencia del morfismo 6. Entonces ¢ =
foi=(fom)oi=0o(mroi)=0ot.

Veamos la unicidad del morfismo 6. Supongamos que 6’ : T — H es otro
morfismo de grupos tal que 6’ ot = ¢, entonces 0(t(m,m)) = p(m,n) = (¢’ o
t)(m,n) = 6'(t(m,n)); o sea que 8" = @ en los generadores de T', por lo tanto,
0 =6.

Finalmente verifiquemos que (7, t) es la tinica pareja con las propiedades (1)
y (2). Supongamos que (U, t'), donde U es un grupo abelianoy t' : M x N — U es
una aplicacién R-balanceada, cumple las condiciones del teorema 1.8.2. Veamos
que U 2 T. Como (T,t) y (U,t') satisfacen las condiciones del teorema 1.8.2,
entonces existen Unicos morfismos de grupos ¢ : T — U y ¢’ : U — T tales que
hacen conmutar los diagramas

T U

t ’lﬁ t ’LZJ/

v v
MXNTU MXN?T

Veamos qué ocurre al aplicar 1)’ o 1) a los generadores de M ®@p N.

(6 0 9)(tm.n)) = V(4 0 H)(m,n)) = ¥/(¥(m,n)) = t(m,n), o sea que
Yot =1ygsN-

Andlogamente se prueba que 9 o)’ = 1.

Por lo tanto, U = T. O

Notacion. Con M g N o M ® N se denota a T en el teorema anterior.

Definicién 1.8.3 Al grupo abeliano M ®r N se le llama grupo producto
tensorial de M y N.

Proposicion 1.8.4 Sea R un anillo conmutativo con elemento unitario. Si M
es un R-mddulo derecho, N es un R-mddulo izquierdo y r € R, entonces hay un
dnico morfismo de grupos 0, : M @g N — M ®r N definido por 0,.(m @ n) =
mr @ n.

Demostracién. Definimos la aplicacién ¢ : MxN — M®gN por p(m,n) :=
mr @ n. Se verifica ficilmente que ¢ es R-balanceada teniendo en cuenta la
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conmutatividad de R. Entonces por 1.8.2, hay un tnico morfismo de grupos
0, : M®r N — M ®g N tal que 0,0t = . Entonces 6,.(m®n) = 0,.(t(m,n)) =
p(m,n) =mr@n. O

Proposicion 1.8.5 Si R es un anillo conmutativo con elemento unitario, M
un R-mddulo derecho y N un R-mddulo izquierdo, entonces M ®@r N admite
una estructura de R-moddulo con el siguiente producto:

Demostraciéon. Primero veamos que el producto estd bien definido. Para
esto, sean 7 € Ry > 4.(m; ® n;)) € M ®p N. Luego por 1.8.4, existe un
tnico morfismo de grupos 6, : M @ g N — M ®r N definido por 6,.(m ® n) =
mr @ n. Entonces rzfm(mi ®n;) = Zﬁn(mir ®n;) = me 0.-(m; @ n;) =
0r(3_ in(mi ®n;)) € M ®p N.

Facilmente se verifica que M ®pi N satisface las propiedades para ser un
R-médulo, teniendo en cuenta que R es conmutativo. O

Proposicién 1.8.6 Sea R un anillo conmutativo con elemento unitario. Si f :
M — M’ es un morfismo de R-mddulos derechos y g: N — N’ es morfismo de
R-mddulos izquierdos, entonces hay un unico morfismo de R-mddulos f ® g :
M®r N — M'®@r N' definido por (f ® g)(m®@n) := f(m)®g(n) (si R no es

conmutativo, f ® g es un morfismo de grupos).

Demostracién. Definimos la aplicacién ¢ : M x N — M’ ®g N’ por
p(m,n) = f(m)®g(n). Es facil ver que ¢ es R-balanceada. Entonces de 1.8.2 se
sigue que hay un tinico morfismo de grupos f®g: M ®@r N — M'®r N’ tal que
(f®g)ot = Luego, (f@g)(m@n) = (f@g)(t(m,n)) = ((f ©g) ot)(m,n) =
¢(m,n) = f(m) @ g(n).

Se puede mostrar sin mayor problema que si v € Ry > (m; ®n;) €
M g N, entonces r(f @ g)(3 ;50 (mi © 1) = (f © g)(1' Y- pou(mi i), s

decir, f ® g es un morfismo de R-mdédulos. O
Proposicion 1.8.7 Si M L M’ ! M son morfismos de R-mddu-
los derechos y N J N’ 7, N son morfismos de R-mddulos izquier-

dos, entonces (f' @ ¢ )o(f@g)=(f"of)® (4 og).

Demostracién. Sean m € M y n € N, entonces

((f'®9’)0(f®g))( n) = (f'®g)(f ®g)(m,n))
=(f'ed)(f(m) e ( ) = (f'(f(m ))® "(9(n)))
=( fref)m)@ (g og)(n) = ((f e f)@ (g o g))(m,n).

)
Por lo tanto, (f'®@ ¢ )o (f®g) = (f" o f)®(¢'og). =

Proposicion 1.8.8 Supongamos que M es un R-maodulo izquierdo
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R®gp M = M como grupos abelianos.

Si f: M — N es un morfismo de R-mddulos, entonces conmuta el cua-
drado del siguiente diagrama:

RogM %L Ron N

/ X
u v

Rx M — M - N = m RxN
1 2

donde u y v son los isomorfismos que estan garantizados por el inciso (1).

(R/T)@r M =2 M/IM siI es un ideal derecho.

Demostracion.

(1)

Mostraremos que M es un producto tensorial de R con M. Definimos la
aplicaciéon ¢t : R x M — M por t'(r,m) := rm, de la cual se verifica
facilmente que es R-balanceada y que Im(t’) genera a M. Supongamos
que H es un grupo abeliano y que ¢ : R x M — H es una aplicaciéon
R-balanceada. Notemos que ¢(r,m) = ¢(1r,m) = ¢(1,rm); entonces de-
finimos el morfismo de grupos 6 : M — H por 8(m) = ¢(1,m). Asi 0 es el
unico morfismo de grupos que hace que el diagrama

M

RXMT’H

conmute, es decir, para cadar € Rym e M, (fot')(r,m) = 0(t'(r,m)) =
O(rm) = ¢(1,rm) = p(r,m). Entonces M =2 R ®p M por 1.8.2.

Sabemos que los tridngulos en el diagrama conmutan, esto es, u o t; =t}
y voty =th. Entonces, (fou)(r @m) = f(u(r @m)) = f(u(ti(r,m))) =
f((woty)(r,m)) = f(t1(r,m)) = f(rm) = rf(m) = t5(r, f(m)) = (vo
B2)(r, f(m) = v(ts(r, f(m))) = v(r ® f(m)) = v((1g ® F)(r & m)) =
(vo(1g ® f))(r ® m), para cada r € Ry cada m € M. Por lo tanto, el
cuadrado conmuta.

Definimos t' : (R/I) x M — M/IM por t'(r + I,m) := rm + IM. Fécil-
mente se verifica que t' estd bien definida, que es R-balanceada y que
Im(t') genera a M /IM. Ahora supongamos que H es un grupo abeliano y
que ¢ : (R/I)x M — H es una aplicacién R-balanceada. Sea la aplicacién
t: RxM — M que a (r,m) le asocia rm. Notemos que t'o (7w x 157) = 7’0t
y que o (m x 1ps) es R-balanceada. Ademds, del inciso 1 tenemos que
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hay un tnico morfismo 6 tal que ot = @ o (m x 1,;). As{ tenemos que el

diagrama
X1 M

RxM — (R/I)x M

conmuta.

Afirmamos que I'M C ker(f). En efecto, pues si r € I y m € M, se sigue
que 0(rm) = 0(t(r,m)) = o((m x 1pr)(r,m)) = (r+1,m) = ¢(0,m) = 0.
Luego la afirmacién garantiza la existencia de un morfismo 6’ : M/IM —
H tal que ¢ o’ = 6. Entonces o (m X 1p;) = 0ot = (f on’)ot =
' o(n’ot)=6o(t' o(mrx1p)), y como 7 X 1, es suprayectiva, se sigue
que ¢ = 0’ ot’, esto es, el diagrama

M/IM

(R/T)x M ——~ H

conmuta. Finalmente, 6’ es tnico; ya que si 68” : M/IM — H es tal que
0" ot' = ¢, entonces 8" o’ ot = " ot' o (w x 1) = po(mx1py) =00t =
0" o’ ot, y como 7’ ot es suprayectiva se sigue que " = ¢,

O

Proposicién 1.8.9 Sea M un R-mddulo derecho y (N;)icr una familia de R-
mddulos izquierdos. Entonces M @r (D N;) = B(M @ N;).

Demostracién. Probaremos que M @ g (D N;) es la suma directa de (M ®g
N;)icr- Sea (u;)icr la familia de morfismos que especifican a @ N; como suma
directa. Aplicando M ®pg - a los p1; tenemos los morfismos de grupos 1y ® p; :
M®r N; — M ®g (@D N).

Debemos mostrar que para cada pareja (G, (v;)icr), donde G es un grupo
abeliano y para cada j € I, v; : M ®g N; — G es un morfismo de grupos, hay
un unico 6 tal que para cada j € I, conmuta el diagrama

G ~"— Mo (@)

vj I 1y ®u;

M ®g N;
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Seant: M x (P N;) » Mg (P N;) y t; : M x N; — M ®pg N, las aplicacio-
nes R-balanceadas que especifican a M Qg (P N;) y M ®r N; como productos
tensoriales. Entonces la aplicacion v;ot; : M x N; — G es R-balanceada, por ser
t; R-balanceada. Después, consideramos la aplicacién > (v;0t;) : M x (B N;) —
G definida por (3> (v; o t;))(m, (fi)) := > (v; o t;)(m, fi), la cual estd bien defi-
nida porque los elementos de @ V; son funciones selectoras cuyas entradas son
casi todas cero. Se verifica también facilmente que > (v; o¢;) es R-balanceada.
Entonces hay un morfismo tnico 6 que hace que el diagrama

Mer (D N)

/
)
MX(EBNi) S (viot;) G

conmute. Asi tenemos el diagrama conmutativo

tj

MXNj

M ®g N;

1Mxlhi lhu@uj

M x (@Ni) — s M®g (@Ni)

Entonces

(Q_(wiot) o (L x ) (m,x) = (O (vi o t:))(m, p())
= (D _(wiot)(m,(f)) =D _(vioti)(m,f)
= wilti(m, f:)) = vi(t;(m, f;)) = (v 0 t;)(m, z)
esto es, 00 (Ly @ ;) 0 t; = (S(vi 0 t)) 0 (Lur X 113) = ;0 1.

Como Im(t;) genera a M ®@pr Nj, se sigue que 0o (15 ® pj) = vy, es decir,
el diagrama

conmuta.
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Sélo falta probar que € es tinico con esta propiedad. Supongamos que 6’ es tal
que 0" o (13 @ ;) = vj, entonces 6 o (1 @ pj)ot; = 6 oto(1a X pj) = vjot; =
Oo(lpy@puj)ot; =60oto(lar X)), estoes, 0 oto(lps X pj) =6Goto (L X fi)).
Asf para cada m € M y para cada j € I, (6’ ot)(m,e) y (6 ot)(m,e) coinciden
en todo Im(y;) € @ N;. Como estas imédgenes generan a N, §' ot =0 ot.
Sabemos ademds que I'm(t) genera a M ®@p (P N;), luego §' = 0. O

Notemos que si M es un R-médulo derecho, podemos considerar a M como
un Z-moédulo izquierdo. De aqui, si G es un grupo abeliano, podemos ver a
Homy (M, @) como un R-mddulo izquierdo con el producto por escalar definido
por (rf)(m) := f(mr), para cada r € R, f € Homgz(M,G) y m € M.

Proposicién 1.8.10 Suponga que M es un R-mddulo derecho, N un R-mddulo
1zquierdo y G un grupo abeliano. Entonces, como grupos abelianos,

Homy(M ®r N,G) 2 Homg(N, Homz(M, GQ)).

Demostracion. Mostraremos que cada lado en esta relacién es isomorfo a
S, el grupo de las aplicaciones R-balanceadas de M x N en G.

Definimos la aplicacién ¢ : Homz(M ®r N,G) — S por o(f) = f ot
donde t es la aplicacién R-balanceada que especifica a M ® g N como producto
tensorial. Notemos también que ¢ esta bien definida -porque ¢ es R-balanceada y
f es un morfismo de grupos- y ¢ es un morfismo de grupos. Luego, la propiedad
universal del producto tensorial garantiza que ¢ sea suprayectiva e inyectiva.

Resta probar que S = Hompg(N, Homz(M,G)). Para esto, definimos la
correspondencia como sigue:

S <«—— Hompg(N,Homz(M,QG))

f g

f(m,n) = g(n)(m)

La linealidad de f en M hace que g tome valores en Homgz(M,G), esto es,
para cada n € N, g(n) : M — G es un morfismo de grupos. Mientras que la
linealidad de f en N garantiza que g sea un morfismo de grupos. Aunado a esto,
f(mr,n) = f(m,rn) siy sélo si (rg(n))(m) = g(n)(mr) = g(rn)(m). Entonces
f es R-balanceada si y sélo si g es un morfismo de R-médulos. De esta forma
tenemos el isomorfismo S = Homp (N, Homg (M, G)). a
Proposicién 1.8.11 i £&: N — T * .U ~ 0 es una Su-
cesion exacta de R-mddulos izquierdos y M es un R-modulo derecho, entonces
la sucesion

MorN &% MorT 2% MopU

es exacta.
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Demostracién. Sea G un grupo abeliano. Como £ es exacta, se sigue de
1.3.6 que la sucesién

0—> Hompg (U, Homy(M, Q) —> Hompg(T, Homz(M,G)) —> Homg(N, Homz(M, Q)
es exacta. Entonces por 1.8.10, la sucesion
0—— Homz(M ®r U,G) — Homz(M @r T,G) — Homz(M ®g N, G)
es exacta. Y nuevamente, por 1.3.6 tenemos que la sucesién

MogN 2% MopT -2 MopU

es exacta. O

Proposicion 1.8.12 Si M y N son mdodulos finitamente generados sobre un
anillo local (R,m) y M @ g N =0, entonces M =0 ¢ N =0.

Demostracién. Si M # 0, el lema de Nakayama implica que M/mM # 0.
Sabemos de 1.6.7, que M/mM es un R/m-espacio vectorial finito dimensional.
Entonces, al tomar la composicién de alguna de las proyecciones de M/mM =
(R/m)™ en R/m y la proyeccién canénica de M en M/mM obtenemos un epi-
morfismo f : M — R/m. Entonces de la proposicién anterior, 0 = M g N —
(R/m) ®g N es suprayectiva, lo cual implica que 0 = (R/m) ® g N = N/(mN).
Luego, por el lema de Nakayama, N = 0. O
1.9. Modulos proyectivos
Definicién 1.9.1 Un R-mddulo P es proyectivo si dado el diagrama

P
B
L

M?N%O

con fila exacta, existe un R-morfismo h: P — M que hace conmutar el diagra-
ma.

Proposicion 1.9.2 Si P es un mddulo libre, P es proyectivo.
Demostracion. Consideremos el diagrama
P
B

M—N—0
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con fila exacta y P libre, entonces P tiene una base X = {z,}. Luego, para
cada a, f71(B(za)) # 0. De este modo tenemos una familia {f~1(8(z4))}
de conjuntos no vacios, entonces por el axioma de elecciéon hay una funcién
g : X — M tal que para cada «, g(z,) € f71(8(24)). Teniendo en cuenta el
diagrama

se sigue que hay un tnico morfismo h : P — M tal que h o4 = g. Entonces

para cada a, (f o h)(za) = f(Mxa)) = f(h(i(za))) = [(9(xa)) = B(za) (pues
9(za) € f71(B(74))). Y como X es una base de P, foh = f3. O

Observaciones.

1. El reciproco no necesariamente es cierto. Como ejemplo podemos tomar a
R = Zg, que es un Zg-médulo libre, con base {1}. Ademds Zg = Zo @ Zs.
Asi, Zs es un sumando directo de un libre, esto es, Zs es Zg-proyectivo.
Si Zy es libre, Zy = @,;c; M;, donde M; = Zg. En el mejor de los casos,
podria pasar que | I |< oo, entonces Zg = @M, = [[M; =[] Z¢, que
tiene 6!7! elementos, lo cual es falso.

2. Bajo ciertas condiciones hay modulos proyectivos que son libres: todo
médulo proyectivo sobre un anillo local es libre sobre este anillo (este
resultado fue probado por Kaplansky en [13]).

Proposicién 1.9.3 Si P es un mddulo proyectivo y f : M — P es un epimor-
fismo, entonces P es un sumando directo de M.

Demostracion. Consideremos el diagrama con fila exacta

P

1p
L

O%ker(f)?M frP - 0

Como P es proyectivo, existe un morfismo h : P — M tal que foh = 1p,
esto es, f es una retraccion. Entonces de 1.4.15, tenemos que P es un sumando
directo de M. a

Proposicion 1.9.4 Un mddulo P es proyectivo si y solo si P es un sumando
directo de un libre.

Demostracién. (=) Supongamos que P es proyectivo. La prueba en 1.5.4,
garantiza que hay un epimorfismo f : F' — P, con F libre. Luego, de la propo-
sicién anterior tenemos que P es un sumando directo de F.
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(<) Supongamos que hay un mdédulo libre F tal que para algin submdédulo
P de F, F = P @ P’. Consideremos el diagrama con fila exacta

F$P

I g
v

M—> N ——-0,

donde i es la inclusién y j la proyecciéon en P. Como F es libre, F' es proyectivo
y por tanto hay un morfismo h tal que foh = o j. Si definimos el morfismo
0: P — M por 6 = hoi, tenemos que fod = fo(hoi) = (foh)oi= (foj)oi=
Bo(joi)=pFolp=p. Porlo tanto, P es proyectivo. a

1.10. Moébdulos inyectivos

Definicién 1.10.1 Un R-mddulo E es inyectivo si dado el diagrama

E

v,
f

0O — M —— N

con fila exacta, hay un morfismo g : N — E tal que f = go .

Teorema 1.10.2 Un R-mddulo E es inyectivo si y solo si para todo ideal I de
R y para todo f : I — E morfismo de R-mddulos, hay un morfismo g: R — E

tal que g 1= f.

Demostracién. Es claro que si F es inyectivo, entonces al considerar el
diagrama
E

Y.
! "

0O ——1I——R

con fila exacta -donde I es un ideal de R e i es la inclusion- se tiene la propiedad
requerida.
Ahora tomemos el diagrama con fila exacta

E

f

0O — M —/— N
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Podemos suponer que M es un submédulo de N y que ¢ es la inclusiéon. Usare-
mos el lema de Zorn. Para esto, se define

N ={(N',g"): p(M) C N'C N, N" es un submédulo de N y

g : N’ — E es un morfismo tal que ¢’ o p = f},
el cual es no vacio, ya que (p(M), f o p~!) € M. Si definimos en N un orden
parcial “<” de la siguiente forma:

(NH7gH) S (N/7g/) Si N/l g N/ y g/ |N”: gl/.

entonces toda cadena no vacfa N’ de N tiene a (U y/ ynyepns N'; 1) como cota
superior, donde h : s ghepr N' — E'y h(z) = g(z) siz € N'y (N, g') € .
Por consiguiente, A tiene un elemento maximal (Np,gg). Basta probar que
Ny = N.

Supongamos que hay un x € N — Ny ysea I = {r € R: rz € Ny} que es
un ideal de R, entonces para el morfismo f : I — E definido por f(r) = go(rx)
para r € I, existe un morfismo § : R — FE tal que para cada r € I, g(r) =
F(r) = golr).

Sean N = No+ Rz y ¢ : N” — E tal que ¢"(b+ rz) = go(b) + g(r).
N" #£ Ny, pues v € N” y x # Ny. Ademés ¢g” estd bien definida, ya que si
b+rz, b'4+r'z € N”y b+rz =V +r'z, entonces Ny 3 b=V = r'z—rx = (r'—r)z.
De aquf se sigue que ' —r € I. Luego go(b—b") = go(b) — go(b') y go(b =) =
go((r" = r)x) =g(r" —r) =g(r') —g(r). Entonces go(b) + g(r) = go(V') +7(r"),
es decir, g"’(b+rx) = ¢" (b +1r'x). Ademds, ¢” es un morfismo (pues go y g son
morfismos) tal que g” |n,= go. Asi, (N",¢") e Ny (No,g0) < (N",¢"), lo que
contradice la maximalidad de (Ny, go). O

Definicién 1.10.3 Sean R un anillo con identidad y M un R-mddulo. Sir € R
ym € M, diremos que m es divisible porr, si hay unm’ € M tal que m = rm/;
diremos que M es divisible si cada m € M es divisible por cualquier elemento
de R que no sea divisor de cero.

Ejemplos.
1. Q es divisible como Z-méddulo.
2. El Z-m6dulo Q/Z también es divisible. En efecto, ya que al tomar la
proyeccion canénica 7 : Q — Q/Z, se sigue que para cualesquiera T € Q/Z

yr € Z con r # 0, existen p,q € Q tales que 7(p) = Ty p = rq.
AsiT =n(p) = w(rq) = rn(q).

Proposicion 1.10.4 Sea R un dominio de ideales principales. Un R-mdédulo E
es divisible si y solo si E es inyectivo.

Demostracién. Supongamos que E divisible y sean [ un ideal de R y
f I — E un morfismo de Z-médulos. Vamos a probar que hay un morfismo
g : R — F que extiende a f.
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Si I = 0 entonces f se puede extender por el morfismo cero.

Si I #0, con I = (r), entonces como E es divisible se sigue que para algin
u € E, f(r) = ru. Definimos el morfismo g : R — E que a s € R le asocia su,
entonces para cada x € I, g(x) = g(rs) = rsu = f(rs) = f(x). Por lo tanto, G
es inyectivo.

Ahora supongamos que E es un R-médulo inyectivo y sean r € R — {0} y
u € E. Definimos un morfismo f,, : R — E por f,(s) = su y consideremos el
monomorfismo ¢ : R — R que a s € R le asigna rs. Como M es inyectivo, existe
un morfismo g : R — F tal que hace conmutar el diagrama

E

>

fu

0——R—~ R,

o sea que para cada s € R, g(rs) = fu(s) = su. Asf tenemos que u = f,(1)
g(r) =rg(1), es decir, M es divisible.

ol

Proposicién 1.10.5 Si G es un grupo abeliano divisible, entonces Homyz(R, G)
es un R-moddulo inyectivo.

Demostracion. Supongamos que tenemos el diagrama de R-mddulos

Homgz(R,G)
h
0 N—+M

con fila exacta.

Se define el morfismo de grupos f: N — G por f(n) := h(n)(1). Como G es
divisible, G es Z-inyectivo y por tanto hay un morfismo de grupos f’ que hace
conmutar el diagrama

L

0O—— N —(> M.

Se define una aplicacién b’ : M — Homgz(R, G) por h'(m)(r) := f'(rm), de
la cual es facil verificar que esta bien definida y que cumple las propiedades para
ser un morfismo de R-médulos (teniendo en cuenta que si ¢ € Homyz(R,G) y
r,r’ € R, entonces (r¢)(r') := ¢(r'r)).

Sea n € N, entonces h'(n)(r) = f'(rn) = f(rn) = h(nr)(1) = (rh(n))(1) =
h(n)(1r) = h(n)(r). a
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Proposicién 1.10.6 Si G es un grupo abeliano, entonces hay un grupo abeliano
divisible D y un monomorfismo g : G — D.

Demostracién. Supongamos que G es ciclico no nulo, entonces G = Z o
G 2 Z/nZ = Z, (observacién 2 en 1.6.1). En el caso G 2 Z tomamos el morfismo
inclusién de Z en Q. Para el caso G = Z, consideramos el monomorfismo ¢ :
Zyn, — Q/Z que a1 le asocia 1/n.

Si G es un abeliano cualquiera y z € G con = # 0, entonces (x) es ciclico y
por lo anterior se garantiza la existencia de un monomorfismo f, : () — D,,
donde D, es abeliano divisible. Luego D, es inyectivo. Asi, para cada x € G
hay un morfismo g, : G — D, tal que el diagrama

Dy
v'.
fof %

0 — () — G

conmuta.

Consideremos el morfismo g : G — HzGGf{O} D, que a y € G le asocia
{92(¥)}rec—{0}- Como los D, son Z-inyectivos, entonces [[,cq_(o} D s Z-
inyectivo.

Afirmamos que ker(g) = 0. Supongamos que existe un elemento xg # 0 en
ker(g9) = Nyea—{oy ker(ge) S ker(ga,), entonces zg € ker(gs,). Esto implica
que fu, ((T0)) = guo({x0)) = 0 y por tanto 0 = ker(fy,) = (x0), lo cual es una
contradiccion. a

Proposicion 1.10.7 Para todo R-mddulo M, existe un mddulo inyectivo E y
un monomorfismo de g : M — E.

Demostracion. Como M es abeliano, hay un grupo abeliano divisible E y
un monomorfismo de grupos g : M — E. Entonces Homy(R, g) : Homz(R, M) —
Homgz(R, E) es un monomorfismo de R-mddulos.

Por otra parte, sabemos que M = Hompg(R, M). Se define una aplicacién
f: Homg(R,M) — Homgz(R, M) por f(h) := h, la cual es un monomorfismo
de R-mo6dulos. De esta forma se tiene la siguiente cadena de monomorfismos

M = Homg(R,M) — Homz(R,M) — Homz(R, E),

donde Homz(R, E) es un R-médulo inyectivo. O
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Capitulo 2

Categorias

2.1. Categorias y funtores

Definicién 2.1.1 Una categoria es un quintuple C = (O, M,dom,cod, o),
donde:

(1) O es una clase cuyos elementos son llamados C-objetos.
(2) M es una clase cuyos elementos son llamados C-morfismos.

(3) dom y cod son funciones de M a O y para f € M, dom(f) es llamado el
dominio de f y cod(f) es llamado el codominio de f.

(4) o es una funcidn de D = {(f,9) : f,g € M ydom(f) = cod(g)} en M,
con f o g usualmente se denota a o(f,g) y se dice que f o g estd definida
sty sdlo si (f,g) € D. La funcidn o se llama ley de composicion de C
y satisface las siguientes condiciones:

(i) Si f o g estd definida, entonces dom(f o g) = dom(g) y cod(f o g) =
cod(f).
(ii) Si fog yho f estdn definidas, entonces ho (fog)=(ho f)og.

(iii) Para cada C-objeto A existe un C-morfismo e tal que dom(e) = A =
cod(e) y

(a) foe=f siempre que f oe esté definido.
(b) eog =g siempre que e o g esté definido.
(iv) Para cada pareja (A, B) de C-objetos, la clase

home(A,B) ={f: feM, dom(f) =A ycod(f) =B}
es un conjunto.

Observaciones.

43
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L. M =, geo home(A, B) (unién ajena).
2. El C — mor fismo e es tnico y se denota por 14.

Para una categoria dada C, la clase de C-objetos se denotard por Ob(C),
mientras que Mor(C) denotard a la clase de C-morfismos.

Ejemplos.

1. La categoria C = Set cuya clase de objetos es la clase U de todos los
conjuntos, los conjuntos de morfismos home (A, B) son los conjuntos de
todas las funciones de A en B y cuya ley de composicién es la composicién
usual de funciones.

2. Sea R un anillo con elemento unitario. Con R-M od denotamos la categoria
cuya clase de objetos es la clase de todos los R-moédulos izquierdos, los
conjuntos de morfismos hompg_ rr0q(M, N) son los conjuntos de todos los
R-homomorfismos de M en N y donde la composicion es la usual.

3. La categoria Ab cuya clase de objetos es la clase de todos los grupos
abelianos, los conjuntos de morfismos hom 4,(G, H) son los conjuntos de
morfismos de grupos de G en H y la ley de composicién es la usual.

4. Dada una categoria C, podemos formar la categoria opuesta C°P, donde
Ob(C°?) = Ob(C), homcor(A, B) = home(B, A) y la composicién estd de-
finida por f ocor g = goc f.

Definicién 2.1.2 Sean C y D categorias. Diremos que F': C — D es un funtor
o funtor covariante si satisface lo siguiente:

(1) A cada A € Ob(C) le asocia un tnico elemento F(A) € Ob(D).
(2) A cada C-morfismo A L, B le asocia un dnico D-morfismo F(A) £4)
F(B).

(3) F preserva la composicion: si A J.B y B -2 C son C-morfismos,
entonces F(go f) = F(g) o F(f).
(4) F preserva identidades: para cada A € Ob(C), F(14) = 1pca).

Definicién 2.1.3 Sean C y D dos categorias. F : C — D es un funtor con-
travariante de C en D si satisface:

(1) A cada A € Ob(C) le asocia un tnico elemento F(A) € Ob(D).
F(f)

(2) A cada C-morfismo A L, B le asocia un tinico D-morfismo F(B)
F(A).

(3) F invierte la composicion: si A 1. B y B -% C son C-morfismos,
entonces F(go f) = F(f)o F(g).
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(4) F preserva identidades: para cada A € Ob(C), F(14) = 1p(a)-

Observacién. Para definir un funtor covariante (contravariante) de C en D bas-
ta con definirlo en C-objetos, en C-morfismos y demostrar que preserva (invierte)
la C-composicion y que preserva las C-identidades.

Ejemplos:.

1. Sean R un anillo conmutativo con elemento unitario y M un R-médulo.
Definimos Hom(M,_) : R-Mod — R-Mod como sigue:

Para cada R-médulo N, Hom(M,_)(N) := Homgr(M,N) € Ob(R-Mod)

. f
y si N = T es un R-morfismo, entonces

Hom(M, )(f): Homr(M,N) — Homgr(M,T)
g — feog.

De acuerdo con los resultados ya vistos referentes al médulo Homg (M, N),
tenemos que Hom(M, ) preserva la composicién y las identidades. Por lo
tanto, Hom (M, _) es un funtor covariante.

2. Dando definiciones andlogas para Hom(_, M), se tiene que Hom(_, M) es
un funtor contravariante.

3. Sean R un anillo conmutativo y M un R-médulo derecho. Definimos el
funtor M ®g _: R-Mod — R-Mod de la siguiente manera:

Para cada N € Ob(R-Mod), (M ®r_)(N) =M@ N ysi N L Tesun
R-morfismo, entonces

Mer )(f)=Iuef: (M@rN) — (MorT)
men — m® f(n).

Es facil ver que M ®p _ preserva la composicién y las identidades.

4. De forma similar tenemos que _®pg M es un funtor covariante de Mod-R
en R-Mod.

Definicién 2.1.4 Sean F : R-Mod — R-Mod un funtor covariante y

0 ——M — N ~ T > 0

una sucesion exacta en R-Mod.

(1) Si 0 F(M) ——~ F(N) — F(T)

entonces F' es exacto.

0 es exacta,

(2) Si 0 F(M) —— F(N) —— F(T) es exacta, entonces F
es exacto izquierdo.
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(3) $i F(M) —— F(N) - F(T) ~ 0 es exacta, entonces F
es exacto derecho.

Definicién 2.1.5 Sean F' : R-Mod — R-Mod un funtor contravariante y

0—— M — N ~ T ~ 0

una sucesion exacta en R-Mod.

(1) Si 0 -~ F(T) ~ F(N) — F(M)

entonces F' es exacto.

0 es exacta,

(2) Si 0 F(T) » F(N) —— F(M) es exacta, entonces F'

es exacto izquierdo.

(3) Si F(T) — F(N) —— F(M)

es exacto derecho.

0 es exacta, entonces F

Ejemplos.

1. De acuerdo con lo hecho en 1.3.5 y 1.3.6 tenemos que el funtor covarian-
te Hom(M,_) es exacto izquierdo y el funtor contravariante Hom(_, M)
también es exacto izquierdo.

2. Por lo hecho en 1.8.11 tenemos que el funtor covariante M ® g _ es exacto
derecho. Asf también lo es el funtor ®r N.

Proposicién 2.1.6 Un mddulo P es proyectivo si y sdlo si el funtor Hom(P, )
preserva epimorfismos.

Demostracién. (=) Supongamos que f : M — N es un epimorfismo.
Debemos mostrar que Hompg (P, f) : Homg(P, M) — Hompg(P, N) es un epi-
morfismo.

Sea g € Hompg(P, N). Como P es proyectivo, existe un morfismo h : P — M
tal que Hompg(P, f)(h) = foh =g.

(<) Supongamos que tenemos el diagrama con fila exacta

P
g

M—N—0

!

Como f es un epimorfismo, Hompg(P, f) : Homg(P,M) — Hompg(P,N) es
un epimorfismo. Asi, para el morfismo g, existe h € Hompg(P, M) tal que
Hompg(P, f)(h) = foh=g. O

Proposicién 2.1.7 Dada una familia de R-mddulos (M;);cr, @ M; es proyec-
tivo si y solo si M; es proyectivo.
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Demostracion. Sea 0 —— M — N - T » () una suce-

sién exacta. Aplicando el funtor Homp(€P M;, ) obtenemos el diagrama
0 — Homgp(@P Mi, M) — Homgr(@) Mi,N) —— Homgr( M;, T) — 0
0 — [[ Homr(M;, M) —— [[ Homr(M;,N) ——— [] Homgr(M;,T) — 0

La fila superior es exacta si y sélo si la fila inferior es exacta, y esto ocurre si y
sélo si para cada i,

0 — Hompg(M;, M) —— Hompg(M;,N) —— Hompg(M;,T)— 0
es exacta. O

Proposicién 2.1.8 Un mddulo E es inyectivo si y sdlo si el funtor Hompg(_, E)
manda monomorfismos en epimorfismos.

Demostraciéon. Es andloga a la prueba de 2.1.6. a

Proposicién 2.1.9 Sea (E;);c; una familia de mddulos. Entonces [ E; es in-
yectivo si y solo si cada E; es inyectivo.

Demostracién. Es andloga a la prueba de 2.1.7. o

Definicién 2.1.10 Un R-mddulo derecho M es plano si el funtor M Qg _ es
exacto. De modo similar se define un R-mddulo izquierdo plano.

Proposicion 2.1.11 Si R es un anillo con elemento unitario, R es un moddulo
plano.

Demostracion. Sea f : N — T un monomorfismo, entonces del inciso 2 en
1.8.8 tenemos que el diagrama

1
RopN 220 RenT

N

7 T

conmuta. Debemos mostrar que 1g ® f es un monomorfismo.
Sea © € R®g N tal que (1g ® f)(z) = 0. Luego, 0 = v((1g @ f)(x)) =
(vo(1r® f))(x) = (f ouw)(z). Como u y f son monomorfismos, z = 0. 0

Proposicién 2.1.12 Sea (M;);c; una familia de R-mddulos derechos. Entonces
P M; es plano si y sélo si M; es plano.
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Demostracién. Sea. 0 —— N —— T —— U — ( una suce-
sién exacta. Luego, aplicando el funtor @ M; ® g _ obtenemos el diagrama

0 — ([PM)er N — P M)erT — (P M)o2rU — 0
|~ |~ |~
0 —— @(Mi®RN) — @(Mi®RT) — @(Mi®RU) — 0

La fila superior es exacta si y sélo si la fila inferior es exacta, esto ocurre si y
sélo si para cada 1,

Mi®RN4> Mi®RT4> M1®RU

0

es exacta. u
Corolario 2.1.13 Cualquier R-mddulo derecho libre es plano.

Demostracion. Sea F' es un R-mddulo derecho libre. Entonces I’ es suma
directa de copias de R. Por 2.1.11 R es plano. Luego, de 2.1.12 se sigue que F'
es plano. O

Definicién 2.1.14 Sean F : A — B y G : A — B funtores.

(1) Una transformacion natural de F o G es una terna (F,n,G) donde n :
Ob(A) — Mor(B) es una funcion que satisface las siguientes propiedades:

(i) Para cada A-objeto A, n(A) es un B-morfismo na : F(A) — G(A)
(n(A) =na).

(ii) Para cada A-morfismo A N A, el diagrama
F(4) —— G(4)
F(f) G(f)
! !/
F(A) =~ G(A)
conmuta.

(2) Una transformacion natural (F,n,G) es llamada un isomorfismo na-
tural siempre que para cada A-objeto A, na es un B-isomorfismo, esto
es, na tiene inverso izquierdo e inverso derecho en B.

y G se dice que son naturalmente isomorfos y se denota por F' = G,
3) FyG sedi tural te denot Fea
si hay un isomorfismo natural de F' a G.
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Definicién 2.1.15 (1) Una estructura aditiva (resp. estructura semi-
aditiva) en una categoria C es una funcion + que asocia a cada par
(f,g) de C-morfismos con dominio comin A y codominio comin B, un

C-morfismo f + g con dominio A y codominio B tal que las condiciones
(A1), (A2) y (A3) (resp. (A1l'), (A2) y (A3)) se cumplen:

(A1) Para cada par (A, B) de C-objetos, + induce en home(A, B) la es-
tructura de un grupo abeliano.

(A1’) Para cada par (A, B) de C-objetos, + induce en homc(A, B) la es-
tructura de un monoide conmutativo.

(A2) Si A —t . B :tz C L. D son C-morfismos, entonces

folg+h)=(feg)+(foh)y(g+h)ok=I(gok)+ (hok).
(A3) Para cada C-morfismo f, 0+ f=f+0=f.
(2) Si+ es una estructura aditiva (resp. estructura semiaditiva) en una cate-

goria C, llamamos a C o (C,+) una categoria aditiva (resp. categoria
semiaditiva).

Ejemplo. R-Mod es aditiva (para todo anillo R) y Grp no es aditiva.

Definicién 2.1.16 Si C y D son categorias semiaditivas, entonces F : C — D
es un funtor aditivo si para cada pareja (A, B) de C-objetos, F induce un
homomorfismo de monoides de home (A, B) en homp(F(A), F(B)).

Proposicion 2.1.17 Si F : R-Mod — S-Mod es un funtor covariante aditivo,
entonces F' preserva sucesiones exactas cortas que se dividen.
Demostracion. Supongamos que F' es un funtor covariante aditivo y sea

€0 —> ML o N2 . -0

una sucesioén exacta corta que se divide. Aplicando F' a £ obtenemos la sucesion

F(f)

F(E): 0 — F(M) —0 pvy L2

F(T)

0.

Como £ se divide, existen morfismos N M yT £, N tales que ho f =1
y gok = 1p. Ademds, en la prueba de la implicacién (2) = (3) en 1.4.15
vimos que N = f(M) @ k(T). Sabemos también que F es covariante, asi que
F(h)o F(f) = F(hof) = F(lm) =1lran y F(g)o F(k) = F(gok) = F(lr) =

1pry con F(N) ™% pur) y P(1) ™Y F(N). Nuevamente, de la prueba de la
implicacién (2) = (3) en 1.4.15 tenemos que F(N) = ker(F(h)) @ F(f)(F(M)),
pues F'(h) es una retraccién.

Se afirma que 1y = (f o h) 4+ (k o g). En efecto, ya que al tomar un n € N,
n = f(m)+k(t) para algin m € M y algin t € T, entonces ((foh)+(kog))(n) =
((F o )+ (0.9)) (F(m) + k(8)) = (f o ) (f () + k(1)) + (ko g) (f (m) + k(1)) =
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F(R(f(m) + k(1)) + k(g(f(m) + k(1)) = f(R(f(m)) + h(k(t))) + k(g(f (m)
g(k(t))) = f(m+0)+k(0+t) = f(m)+k(t) = n, donde la 1gualdad F(h(f(m)
h(k(t))) = f(m+0) se sigue de que al ser h una retraccién, N = ker(h) & f( )

(de acuerdo a lo hecho en la prueba de la implicacién (2) = (3) en 1.4.15). D
esta forma obtenemos que 1y = (foh) + (ko g).

Se afirma también que ker(F'(h)) = F(k)(F(T)). En efecto, pues si z €

ker(F(h)), entonces z = 1pny(z) = F(In)(z) = F((foh) + (kog))(z) =
k

(‘D

( (foh)+F(kog))(x) = ((F(f) o F(h)) + (F(k) o F(g)))(z) = (F(f) o

(h)) (@) + (F(k) o F(g))(x) = F(f)(F(h)(x)) + F(k)(F(g)(x)) = F(f)(0) +

( J(F(9)(x)) = F(f)(0) + F(k)(F(g)(x)) € F(k)(F(T)). Reciprocamente,
F(E)(F(T)) € ker(F(h)), ya que F(h) o F(k) = k) = F(0) =0.

F(hok)=
Por todo esto tenemos que F(N) = ker(F(h))®F(f)(F(M)) = F(k)(f(T))®
F(f)(F(M)) y podemos reescribir la sucesién F(£) como sigue:

F(&): 0——= F(M) —— F(E)(f(T)) ® F(f)(F(M)) — F(T) — 0.
Pero sabemos que F'(f) es un monomorfismo, F'(g) es un epimorfismo, F(g) o

F(f)=0y F(k): F(T) — F(N) es un morfismo tal que F'(g) o F'(k) = 1p(r),
asi que por 1.4.16, la sucesién F'(&) es exacta corta y se divide. O



Capitulo 3

Homologia

3.1. Grupos de homologia

En esta seccién examinaremos algunas propiedades importantes de los gru-
pos de homologia de un complejo, las cuales proporcionan informacién sobre el
grado en que el complejo se “desvia” de la exactitud.

Definicién 3.1.1 Un complejo o complejo cadena (M,d), es una sucesion
de morfismos de R-mddulos

dit1 d;
M ... - M;yq M; - M-y =

tal que para cada i € Z, d; o d;y1 = 0, esto es, Im(d;11) C ker(d;).
Ejemplos.

1. Un R-médulo M puede ser visto como el complejo

- 0 - M -0 — -

2. Sea R un anillo conmutativo y € R. La sucesién

0 R—— R -0,
donde el endomorfismo en R es multiplicacién por x, es un complejo de
R-médulos.
d;
3. Supongamos que M : --- ~ M; - M,y —— .-+ esun
complejo.

a) Si F': R-Mod — S-Mod es un funtor covariante aditivo, entonces
F(M) es un complejo, ya que F(d;) o F(diy1) = F(d; o diy1) =
F(0)=0.

51
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b) Si F': R-Mod — S-Mod es un funtor contravariante aditivo, entonces
F (M) es un complejo (la justificacién es andloga a la dada en el inciso
anterior, teniendo en mente que al aplicar el funtor a M las flechas
se invierten y entonces hay que reetiquetar los subindices).

Definicién 3.1.2 El i-ésimo grupo de homologia de un complejo M es el
grupo cociente, ker(d;)/Im(d;+1) al cual denotaremos por H;(M).

Observacién. ker(d;)/Im(d;+1) es un grupo abeliano, porque ker(d;) es un
grupo abeliano e I'm(d;11) es un subgrupo de ker(d;).

Ejemplo. En el complejo ) — R ——— R — ( tenemos que
Ho(./\/l) = ker(do)/Im(dl) = R/<.’E> Yy H1<M) = ker(dl)/Im(dg) = ker(dl).
Definicién 3.1.3 Sean (M,d) y (N,d’) dos complejos. Una aplicacidon de

cadenas f : M — N es una familia de morfismos f = (f;)icz con fi : M; — N;
tales que hacen conmutar el diagrama siguiente:

dit1 d;

M: o —— My - M, - My — -
fH—lJ fit fi—l{
Lo -~ N, -~ N, - N,
N. +1 d;+1 7 d; 1—1

Al considerar dos aplicaciones de cadenas f : M — Ny g: M — N,
tenemos que para cada i, d; o f; = fi_1o0d; y d; og;, = gi_1 od;. Por tanto
dio(fi+g9i) = (djo fi) +(djogi) = (ficiodi) + (gi—10ds) = (fi—109i-1) + di,
o sea que el diagrama

M- - M; — M; -
fitgi fim1+gi-1
N:... VN,L- d/ > i—1 > e

es conmutativo. De acuerdo con lo anterior podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 3.1.4 Si f : M — N yg : M — N son dos aplicaciones de
cadenas, la suma de f y g es la aplicacién de cadenas f+ g : M — N que
viene dada por la familia de morfismos f; + g; + M; — N;.

Si (M,d), (N,d’) y (T,d") son tres complejos y f : M - N yg: N =T
son dos aplicaciones de cadenas, para cada i, djof; = fi_10d; y d}/og; = g;—10d,.
Por tanto d o (gi o fi) = (dj 0 gi) o fi = (gi—10dj)o fi = gi-10(djo fi) =
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gi—10(fi—10d;) = (gi—1 0 fi—1) od;, lo que nos indica que el siguiente diagrama
conmuta

Moo —e My =2 My ——
giofi gi—10fi—1
T T; — Ti -
d

Esto nos permite dar la definiciéon que sigue.

Definicién 3.1.5 Sean f: M — N y g: N — T dos aplicaciones de cadena.
La composicion de f y g es la aplicacion de cadenas go f : M — N que
estd dada por la familia de morfismos g; o f; : M; — Nj.

Observacion. La asociatividad de los morfismos de médulos implica la aso-
ciatividad de aplicaciones de cadenas. Ademas todos los complejos y todas las
aplicaciones de cadenas con la composicién definida anteriormente forman una
categoria, la cual denotaremos por Comp.

Proposicion 3.1.6 La categoria Comp es una categoria aditiva.

Demostracién. Directamente se prueba que:

(1) Para cada pareja (M, N) de objetos en la categoria Comp, + induce en
homcomp(M, N) la estructura de un grupo abeliano.

k /
(2)Si M — N :Zt 7 — U son morfismos en Comp, entonces

folg+h)=(fog)+(foh)y(g+h)ok=(g90k)+ (hok).
O
Proposicién 3.1.7 Si f : M — N es una aplicacion de cadenas, como lo
muestra el diagrama

dit1 M d;

M: oo —— M - M; - M g ———— -

fq:+1J fqi fq:lJ

N > Nit1 - N; o it

entonces para cada i, H;(f) : Hi(M) — H;(N), definido por H;(f)(m) = fi;(m)
para cada m € ker(d;), es un morfismo de grupos abelianos.

Demostracién. Debemos probar que H;(f) estd bien definida.

Primero veamos que si m € ker(d;), entonces f;(m) € ker(d}). Sim € ker(d;),
d;(m) = 0, entonces f;_1(d;(m)) = fi—1(0) = 0. Pero 0 = f;_1(d;(m)) =
di(fi(m)), asi, fi(m) € ker(d}).
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Ahora verifiquemos que si my,mo € ker(d;) y m1 = Mg, se cumple que
H;(f)(m1) = H;(f)(m2), es decir, f;(m1)—fi(mz2) € Im(d; ). Supongamos que
mi, mo € ker(d;) y My = Tz, entonces my—msz € I'm(d;41). Asi que hay un xg €
Mz‘-{-l tal que di+1($0) = mi1—Mmgz Yy pPOr tanto fz(dH-l(xO)) = fz(ml — mz). Pero
fiodit1 = d§+10fi+1, entonces d;+1(fz'+1(l’0)) = filmi—ma) = fi(m1)— fi(m2),
es decir, fi(m1) — fi(meo) € Im(dj, ).

Finalmente probemos que para cada ¢, H;(f) es un morfismo de grupos
abelianos. Para esto, sean mq,ms € ker(d;), entonces

Hi(f)(m1 +m2) = fi(my +m2) = fi(ma) + filmz) = H;(f)(1) + H;(f)(72).

O

Observacion. La definicién 3.1.2 junto con la proposicién 3.1.7 nos definen
para cada ¢ € Z, una correspondencia H; tal que a cada objeto en la categoria
Comp le asocia un unico objeto en la categoria Ab y a cada morfismo en Comp
le asocia un unico morfismo en Ab.

Proposicion 3.1.8 H; : Comp — Ab es un funtor covariante aditivo.

Demostracion. Primero veamos que H; preserva las composiciones. Sean
f:M—=Nyg: N — T dos aplicaciones de cadenas. Hay que probar que
Hi(go f) = Hi(g) o Hi(f), esto es, que para cada x € ker(d;), Hi(go f)(T) =
(H;(g) o H;(f))(T). Sea x € ker(d;), entonces H;(g o f)(T) = (go f)i(x) =
(g: 0 V@) = 9:(a(@) = Hilg) (F:()) = Hilg)(Hi(£)(®)) = (Hi(g) 0 Hi(1)) ().

Ahora vamos a probar que H; preserva identidades, esto es, que para cada
complejo M, Hi(1a1) = 1g,(am), 0 sea que para cada = € ker(d;), H;(1p)(T) =
1, (M) (T). Sea M un complejo y sea x € ker(d;), entonces H;(1a)(T) =

Finalmente veamos que H; es aditivo. Sean M y N dos complejos y sean
f,9 : M — N dos aplicaciones de cadenas. Debemos mostrar que H;(f +
g9) = Hi(f) + Hi(g). Sea x € ker(d;), entonces H;(f + 9)(Z) = (f +g)i(x) =
(fi + 9:)(x) = fi(z) + gi(x) = fi(x) + gi(x) = Hi(f)(Z) + Hi(9)(T). O

Definicién 3.1.9 Al funtor H; : Comp — Ab se le llama i-ésimo funtor de
homologia.

Definicién 3.1.10 Sean M y N dos complejos y sean f,g : M — N dos
aplicaciones de cadenas

dit1 d;
M : e ——— i+1 ‘Mi > i—1
Er -
. Si—1
» »°
N: e —m— i+1 VN: - i—1 > .,
i+ d£+1 K3 d; 1

Diremos que f y g son homotopicamente equivalentes si hay una familia
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(8i)icz de morfismos con s; : My — Niyy tales que f; —g; = dj 05,4+ si_10d;
para cada i. La familia (s;) es llamada una homotopia.

Observacion. El concepto de homotopia define una relacién de equivalencia ~
en las aplicaciones de cadena como sigue: si f,g: M — N son dos aplicaciones
de cadenas, f ~ g si y sélo si hay una homotopia entre ellas.

Proposicién 3.1.11 Sean f,g : M — N dos aplicaciones de cadenas. Si f y
g son homotdpicas, entonces para cada i, H;(f) = H;(g) : H;y(M) — H;(N).

Demostracién. Como f y g son homotépicas, entonces hay una familia de
morfismos (s; : M; — Nji1) tal que para cada i, f; — g; = dj ;0 8; + 851 0d;.
Tomamos z € H;(M) con z € ker(d;), entonces

(Hi(f) — Hi(9))(2) = H;(f)(Z) — Hi(9)(2) = fi(2) — gi(2)
= (fi = 9i)(2) = (dj 1 0 8i + si-10d;)(2) = (d}; 05:)(2) + (8i—1 0 di)(2)
=dj 1(si(2)) + si—1(di(2)) = 0,

pues dj_ 1 (si(2)) € Im(d; )y z € ker(d;). Por lo tanto, H;(f) = H;(g). O

Proposicién 3.1.12 Si F': R-Mod — S-Mod es un funtor covariante aditivo,
entonces F' preserva homotopias.

Demostracién. Supongamos que f,g : M — N son dos aplicaciones de
cadenas que son homotépicas y sea (M; LN N;41) una familia de morfismos
tal que para cada i, f; — g; = dj_; 0s; + s;_1 o d;, entonces F(f;) — F(g;) =
F(fi—gi) = F(djjy08i+si—10d;) = F(diyy) o F(si) + F(si—1) o F(d;). O

Proposicion 3.1.13 Si F' : R-Mod — S-Mod es un funtor contravariante
aditivo, entonces F' preserva homotopias.

Demostracion. La prueba es semejante a la de la proposiciéon anterior, no
olvidando los cambios que hay que efectuar en los subindices. O

3.2. Sucesiones exactas largas

Definicién 3.2.1 Sean f: M —- N yg: N — T dos aplicaciones de cadenas.
Diremos que la sucesion

0— ML Ny —2ur - 0

es una sucesion exacta corta de complejos si para cada i hay una sucesion
exacta corta dada por:

fi gi

0 —— M; — N;

- T; - 0.
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La sucesién exacta corta de complejos tiene una estructura como la que
muestra el siguiente diagrama, cuyas filas son sucesiénes exactas cortas y las
columnas son complejos.

0 — M;+1 LN Nit1 L T113-1 0
dit1 dity dfys
0 . ]\‘41 fi - N, 9 jiz - 0
d; & d
0o — lel N Ny 22 TZL1 0
Y Y

Teorema 3.2.2 Supongamos que tenemos una sucesion exacta corta de com-
plejos:

0— M-ty 27—+

Esta induce una sucesion exacta larga de mapeos en homologia

Hi(f) I Hi(g)

— HM) —— H(N) —— Hi(7)
Wy j

H;_1(f) H;-1(9)
Q»H-_l(/\/l) Hi(N) Himilg) Hy ((T) —

(3

Los mapeos §; : Hi(T) — H;_1(M) son llamados morfismos conectores.

Demostracién. Ya vimos cémo para cada ¢ se pueden definir morfismos
entre los grupos abelianos H;(f) y H;i(g). Asi, lo que nos resta es definir ¢;,
verificar que es un morfismo de grupos abelianos y verificar la exactitud en
todos los puntos de la sucesién exacta larga.
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Sea x € ker(d}') C T;, entonces como g; es suprayectiva, hay un y € N; tal
que ¢;(y) = x. Luego

0= (di)(z) = (di)(9:(v) = gi-1(d;(y))

y por tanto d}(y) € ker(g;—1) = Im(fi—1). Asi que existe un dnico z € M;_; tal
que fi—1(z) = (d;)(y) (esto dltimo es porque f;_1 es inyectiva). Ademds

fiea(di-1(2)) = di_1 (fi-1(2)) = di_1(d;(y)) = 0,
y como f;_o es inyectiva, d;_1(z) = 0. Luego f; % (d}(y)) = 2 € ker(d;_1).

Ely gi

d

oy
|
L
K
S +— 8

0=di-1(2) 5=+ 0
Entonces definimos ¢; por §;(Z) = (fi__l1 od)(y) para algin y € N; tal que
9i(y) = x. Veamos que J; estd bien definida.

Mostraremos que d;(Z) es independiente de la eleccién de y € g; ' (x). Para
esto, supongamos que y' € N, es tal que g;(y') = x = ¢;(y), entonces 0 =
9i(y —y'), lo que implica que y — ¢’ € ker(g;) = Im(f;), o sea que hay un tnico
w € M; tal que f;(w) = y—y’, de donde se sigue que d;(y)—d;(y') = di(y—y') =
di(fi(w)) = fi—1(di(w)) € Im(fi-1). Luego f;=4(dj(y)) — fi 5 (d}(y)) = di(w) €
Im(d;), es decir, (f=y o d})(y) = (fZ} o d})(y).

Ahora veamos que la eleccién de (f; ' o d})(y) es independiente de la elec-
cién de los representantes en Z. Tomemos x1, z2 € ker(d}) tales que T1 = Tz, 0

sea, £1 — x2 € Im(dy, ). Hay que probar que 6;(Z1) = 9;(72), lo cual equiva-

le a que existan yi,y2 € N; tales que (f[_l1 od)(y1) = (fi}y od!)(y2) con
gi(y1) = x1 y gi(y2) = 2. Ahora bien, como z; — xy € Im(d,,) enton-
ces hay un u € Tjy1 tal que d, (u) = x1 — x2, lo que garantiza la existen-
cia de v € N;y1 tal que giy1(v) = u, con lo cual tenemos que x; — xo =
iy (u) = di1(9i+1(v)) = gi(di1 (v)). Pero di(dj,(v)) = 0 € Im(fi—1), luego
(fz:ll o d;)(d;+1(v)) = ;11(0) = 0, o sea que (fi:11 Od;)(d;ﬂ(v)) = Im(d;).
Ademds, como z1,z2 € ker(d}), existen yi,y2 € N; tales que g;(y1) = 21y
9i(y2) = wa. Asi que gi(y1 —ya2) = x1 — 22, lo que implica que g; 1 (d}(y1 —y2)) =
d!(gi(y1 — y2)) = d (x1 — x2) = 0. Esto nos dice que d}(y1 — y2) € ker(gi—1) =
Im(fi—1), y de esto se sigue que f; - (dj(y1 — y2)) = fi 5 (dj(y1) — dj(y2)) =




58 CAPITULO 3. HOMOLOGIA

FL(d (1) — 25 (d(y2)). Esto y que 6;(x1 — x2) es independiente de la elec-

1— 1—

cién de los elementos en g~'(z; — x2), implican que (f;"} od})(y1 —y2) =

(fiZh o d})(di11(v)) y por lo tanto (fi o df)(y1) = (f;Zy o d})(y2).

El que §; sea un morfismo se sigue del hecho de que f;ll od); es un morfismo.

Ahora vamos a probar la exactitud en H;(N), es decir, vamos a probar
que Im(H;(f)) = ker(H,(g)). Sea T € H;(M), entonces H,(g)(H;(f)(T)) =
Hi()(fi@) = g:fs(@) = 0, lo que indica que Im(Hi(f)) C ker(Hi(g)).
Reciprocamente, si T € ker(H;(g)) € H;(N'), entonces H;(g)(T) = g:(z) =0, o
sea que g;(x) € Im(dj, ), lo que implica que hay un v € Tj;1 tal que djf,; (u) =
gi(x). Luego hay un v € N;;1 que cumple que g;11(v) = u, y al aplicar djf, ; te-
nemos que g;(dj 1 (v)) = d, 1(gi+1(v)) = di (u) = gi(x), de lo cual se sigue que
0 = 6:(2) — 9i(diy (1)) = g3 — Ly (). Asi @ — iy, (0) € ker(g:) = Im(fy)
y de este modo hay un w € M; tal que fj(w) = = — dj ;(v). Probar que
T € Im(H;(f)) equivale a probar que para algin w € ker(d;), H;(f)(w) = =.
Ademss, w € ker(d;) equivale a que f;_1(d;(w)) = 0.

Como fi_1(ds(w)) = di(fi(w)) = di(x — di,(v)) = di(x) = 0 (va que por
definicién x € ker(d;)). Por lo tanto, w € ker(d;) y fi(w) — 2 = —dj ,(v) =
i1 (—0).

En esta parte probaremos la exactitud en H;(7), esto es, probaremos que
Im(H;(g)) = ker(6;). Sea 7 € H;(N), entonces 6,(H;(9)(T)) = (fi od))(y)

i—

para algin y € N; tal que ¢;(y) = g;(z). Queremos probar que ¢;(H;(g)(Z)) = 0,

esto es, queremos probar que &;(g;(z)) = (f;-} o d;)(y) = 0 para algin y € N; tal

i—

que g;(y) = g:(z). En particular, si hacemos y = z tenemos que §;(H;(g)(Z)) =
(fi__l1 od))(z) = fi__l1 (0) = 0. Reciprocamente, si T € ker(d;), entonces ;(T) =
(fi} od)(y) = 0 para algin y € N; tal que g;(y) = z y de esto tenemos

que (f;-4 od})(y) € Im(d;). De aqui que haya un m € M; tal que d;(m) =
(fi-5 o dj)(y) y aplicando fi_1 tenemos que di(f;(m)) = fi—1(di(m)) = dj(y),
lo cual implica que 0 = d}(y) — di(fi(m)) = di(y — fi(m)) y asi tenemos que
y — fi(m) € ker(d;). Hay que probar que T € Im(H;(g)), esto es, probar que
hay un u € ker(d}) tal que g;(u) = Z, es decir, probar que hay un u € ker(d})
tal que g;(u) —x € Im(d_,). Como gi(y — fi(m)) —z = gi(y) — gi(fi(m)) — = =
9i(y)—x = z—x = 0, implica que g;(y — f;(m)) = T, basta tomar v = y— f;(m).

7

Unicamente falta probar la exactitud en H;_1(M), esto es, sélo falta pro-
bar que Im(8;) = ker(H;—1(f)). Sea T € H;(7T), entonces H,_1(f)(0;(T)) =
Hl-,l(f)((f[_l1 od))(y)) = dj(y) para algin y € N; tal que g;(y) = «. Ademés
di(y) = 0, pues d(y) € Im(d;). Finalmente, sea T € ker(H;_1(f)), entonces
H,_1(f)(T) = fi—1(z) = 0 = Im(d}), es decir, fi_1(z) € Im(d}) lo cual garan-
tiza que hay un y € N; tal que d}(y) = fi—1(z) y aplicando g;_1 tenemos que
di(9i(y)) = 9i-1(di(y)) = gi-1(fi-1(x)) = 0, 0 sea que gi(y) € ker(dy), lo cual
implica que §;(gi(y)) = (£} o d})(y) = (f_1(fi-1(x))) = T. Pero T € Im(6;)
si y sélo si hay un u € ker(d!) tal que 6;(u) = T. Esto equivale a que hay un

u € ker(d?) tal que (f;"} o d})(y) = T para algiin y € M; tal que g;(y) = u. Asi,

i—

tomamos u = g;(y). a
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3.3. Resoluciones

Definicién 3.3.1 (1) Una resolucion proyectiva de un R-mddulo M es un
complejo exacto de la forma

da dy d
P . — Py >~ P - Py - M - 0,

donde Py, Py, ... son mddulos proyectivos. Si Py, Py,... son modulos li-
bres, entonces la resolucion es una resolucion libre de M.

ds da di
'PJWZH"VP?, 'PQ 'Pl 'PO - 0

se llama complejo recortado de P.

(2) Una resolucion inyectiva de un R-mddulo M es un complejo exacto de

la forma
0 — M —"vp 2B 2 E
donde Ey, E1, ... son mddulos inyectivos.
Ev: 00— By —2 v B —2 s By — 2 Ry

se llama complejo recortado de .
Proposicién 3.3.2 Todo R-mddulo M tiene una resolucion proyectiva.

Demostracion. Sea M un R-moédulo. Cuando probamos que todo R-médulo
es un cociente de un libre, vimos también que hay un epimorfismo h; : F; — M,
con Fy libre. Asi, la sucesién

il h1

0 — ker(hy)) — F - M -0

es exacta (donde 4y es la inclusién). Si hy :=dy y Fp := ker(hg) := M, entonces
siguiendo un razonamiento inductivo, tenemos que para cada n € N, hay una
sucesion exacta

in

0 — ker(hp) F, e ker(hy—1) — 0

donde F,, es libre, i, es la inclusién y h, es un epimorfismo. Considerando el
siguiente diagrama:

dn dn
> Ln41 i > Fn > I'n—1 > e
Tl \hn:»l %
ker(hp41) ker(hy,)
0 0 0,

hacemos para cada n > 2, d,, = i,,_1 © hy,.
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Asi tenemos que dy ods = dy o (i1 0hs) = (dyoi1)ohy =00hy =0y
dnodn+1 = (inflohn)o(inothrl) =in—1 o(hnoin)oh'rH»l = Z'nflooohnjtl =0,
o sea que para cada n € N, Im(d,11) C ker(d,).

Por otra parte, al tomar = € ker(d,) = ker(i,,—1 o hy,), se sigue que (i,—1 ©
hn)(z) = in—1(hn(x)) = 0, lo cual implica que h,(x) = 0. Luego x € ker(hy,).
Como h,,1 es suprayectiva, hay un y € F, 41 tal que h,41(y) = . De esto se
sigue que dpy1(y) = in 0 hpy1(y) = in(hnst1(y)) = in(x) = 2z, lo cual nos dice
que z € Im(dy41). Por tanto ker(d,,) C Im(d,+1).

De esta forma M tiene una resolucién libre y por lo tanto proyectiva. O

Proposicion 3.3.3 Todo R-mdédulo M tiene una resolucion inyectiva.

Demostracion. De 1.10.7 sabemos que hay una sucesién exacta

d, 1
0 - M * + By —2+ Ey/Im(dy) — 0,

donde Fjy es un moédulo inyectivo. De manera andloga a como se hizo en la
prueba anterior se construye una resolucién inyectiva para M. O

Proposicion 3.3.4 Supongamos que tenemos dos complejos como se muestra
en el diagrama;:

- P - P - P - N -0
f2§ fli foé ¥
A\ d/2 A\ dll \4 d(']
- M, - M, - My - M 0,

donde los P; son proyectivos, la fila inferior es exacta y ¢ : N — M es un

morfismo. Entonces hay una aplicacion de cadenas f = {P; ELR M;} inducida

por ¢. Si f = {F; iR M;} es otra aplicacion de cadenas inducida por ¢,

entonces f y [’ son homotdpicamente equivalentes.

Demostracién. Como ¢ o dy es un R-morfismo, dfj es un epimorfismo y Py
es proyectivo se sigue que hay un morfismo fy : Py — My tal que djjo fo = pod.

Ahora procedemos inductivamente. Supongamos que para j < n, hay un
morfismo f; : P; — M; tal que d; o f; = f;_1 o d;, entonces

djo(fjodji1) = (djofj)odjr1 = (fi-10d;)odjs1 = fj—10(djodjs1)=0.

De esto tenemos que I'm(f; o djy1) C ker(d;) = Im(d), ). Consideremos el
siguiente diagrama:

Pji1
firr
! fiodjya
"

!
Mjy1 —— Im(dj ;) — 0.

1
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Como Pji; es proyectivo y d;'+1 My — Im(d;-_H) es suprayectiva, tenemos
que hay un morfismo f;y1 : Pjy1 — M;4 tal que

djy 0 fir = fjodjpr

Esto completa el paso inductivo y queda garantizada la existencia de la aplica-
cion de cadenas f.

Ahora supongamos que f y f’ son dos aplicaciones de cadenas tales que
Lo fi = ficiod; ydiofl = fl_; od;. Debemos probar que hay morfismos
si © Py — My tales que f; — f] = dj | os; + si_1 o d;. Haremos la prueba
usando induccién.

Para i < 0, definimos s; como el morfismo cero. De este modo tenemos que
para cada i <0, 0= f; — f{ = dj,, 0s; +s5i_1 0d;.

Ahora supongamos que para cada i < n (n > 0) hay morfismos s; : P, —
My tales que f; — f{ = dj ,0s;+5;_10d; y consideremos el siguiente diagrama

dit1 d;

Pitq - P - Py -
EI ,
: f1 fi Si_1
» »
E— i+1 ; Ml‘ ; Mz—l ’
d7+1 d7

entonces

divy o ((fix1 — fiy1) — (sio di+1)) =
z+1 o(siodit1))
i1 08i) 0 dit1)
fivr — z+1) (fi = fi) = (sic10dy)) odiyr)
fiv1 = fiz1) fi—f)odit1) = ((si-10di) o diy1)
= (dz+1 o(fir1— fz+1)) fi— ) odiy1)
=djy1 0 fir1 —diy10 fip1 — (fiodipr = fiodita) = 0.
)—

(siodiy1)) C ker(diy1) = Im(d} ).

= (d1,+1 o(fit1— z+1))
= (diy1 0 (fivr — fis1)) —
= (dipq0( ) —
= (diz10( ) —

o

De aqui obtenemos que I'm((fiy1— fi;1
Del diagrama

Pit1
SH—_l-". (fixr—Fi11)—(sioditr)
"

Mo — Im(dj,,) — 0,
i+2

donde d_ , es un epimorfismo y P;11 es proyectivo, se sigue que hay un morfismo
Siv1 : Piyr — M;qq tal que d2+2 0841 = (fixr1 — fi/+1) — (si 0d;11). Luego
fis1 — fz.’+1 = d;+2 0841+ 8;0dir1. Por lo tanto, f y f' son homotdpicamente
equivalentes. O
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Proposicién 3.3.5 Supongamos que tenemos dos complejos como se muestra
en el diagrama:

do dy do

0 - N - Ey - By - E > e
A 4 4
® fog flé fzé
d:) : d/l : d’2 .

0 - M - M, - M, - My — -+,

donde los E; son inyectivos, la fila inferior es exacta y ¢ : M — N es un

morfismo. Entonces hay una aplicacion de cadenas f = {M; ELR E;} inducida

por ¢. Mds ain, si f' = {M; N E;} es otra aplicacion de cadenas inducida

por @, entonces f y [’ son homotdpicamente equivalentes.

Demostracién. Como dyoy es un R-morfismo, dj, es un monomorfismo y Ey
es inyectivo se sigue que hay un morfismo fy : My — Ejy tal que fyod = dgop.

Ahora procedemos inductivamente. Supongamos que para j < n, hay un
morfismo f; : M; — Ej; tal que f; o d} = dj o fj—1. Consideremos la aplicacién
d'j41 0 Mj/ker(d;, ) — My definida por d’j (%) := dj, (x). Directamente
se verifica que dicha aplicacion esta bien definida y que es un monomorfismo.

Sea dji10 fj : Mj/ker(dj ;) — Eji1 que estd definida por dji1 0 f;(T) :=
(dj41 0 fj)(x). Veamos que dj41 o f; estd bien definida y que es un morfismo.

Sean T y «’ en M/ ker(d); ) tales que T = 2/, entonces x — 2’ € ker(d}; ) =
Im(d}), lo cual implica que para algin y € M;_1, dj(y) = = — 2’. Entonces
(d110 f3)(x — 2') = (djsr 0 F)(d)() = ((dy410 ;) 0 d)(y) = (dy41 0 (f; o
d;))(y) = (dj+10(djo fi-1))(y) = 0 (la pentiltima igualdad se da por la hipStesis
de induccién). Asi tenemos que dj11 o f;(T) = (djy10 fj)(z) = (djp10f;)(2') =
djy1 0 fi ().

Que dj 1 o f; sea un morfismo se sigue de que (dj41 © f;) es un morfismo.

De esta forma, por ser Ej;; inyectivo tenemos que hay un morfismo f;i1 :
M1 — Ejq1 tal que el diagrama

Ejn
Gl fro
0 —— Mj/ker(d} ) —— Mjn
a1

conmuta, esto es, fj110d j41 =djr10 f;. -
Luego, para cada x € Mj, (fjt10d;1)(x) = fi41(dj1q1(2)) = fj1(d'j41(T))
= (fjy10d'511)(@) = djz10 f5(T) = (dj1 0 fj)(x), 0 sea que fjf1o0d;, =
dj+1 o fj'
De esta forma se garantiza la existencia de la aplicacién de cadenas f.
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Ahora suponemos que f y f’ son dos aplicaciones de cadenas tales que f; o
dy = djo fi1y fjod; = djo fj_ ;. Mostraremos que hay una familia de

morfismos (M; 2, E;_1) tal que f; — f =djosj+sji10d, +1- Haremos la
prueba por induccién.

Para j < 0 definimos s; : M; — E;_; como el morfismo cero. Entonces
0=f;—f;=4d; os]+s]+1od+1para]<0

Ahora supongamos que para cada j < n (n > 0), existen morfismos s; :
M; — E;_; tales que f; — fJ’» =djosj+5j410 d;H. Consideremos el siguiente
diagrama

d; dj+1
- Ej - L - Ejp
v. v.
! " ’ " ’
fj—lffj_l s ',f.j*fj Sit1 fj+1*fj+1
= My —— Mj — > Mjpy ——
J J+1

Definimos una aplicacién f; — f; — (d; o s;) : M;/ker(d}, ;) — Ej como sigue:

fi—1;—(djos;)(@) == (fj — fj — (dj 0 s5))(z). Veamos que estd aplicacién

estd bien definida. Sean T y ' en M;/ker(d), ) tales que T = 2/, entonces

r — ' € ker(dj ) = Im(d}), lo cual implica que para algin y € M;_1, d;(y) =

x —a'. Aplicando f; — f; — (d; o s;), por la hipdtesis inductiva y por ser f — f’

una aplicacién de cadenas obtenemos que

(fi = fj—(djo SJ))(JS —a') = (fj = fj — (d; 0 5;)) (d}(y))

fi =15 = (o )od/) ) (((fj f)od;) = ((djos;)0d)))(y)
djo(sjodj) ))(y)

)
(
(djo(fj—1 = fi—1— (dj OSj—l))))(y)
(
(

Od

»Od

i) —
i) —
od)
i) —

(
(
(
(
=(

y por tanto (f; — f} — (dj 05;)) (@) = (f; — f] = (dj 0 s5))(x) = (f; = ff — (dj
s;) @)= (f; — fi—(djo 7)) (). Asi, (f; — fi—(djo 5;)) estd bien definida.
El que (fj —fi—(djo sj)) sea un morfismo es porque (fj —fi—(djo sj))
es un morfismo.
De esta forma tenemos que hay un morfismo s;41 : M;11 — FE; tal que

(fj — f]/ — (dj [¢] S])) = Si-i-l OEJ'-{-L
Sea x € M;, entonces (f; — fi—(djo s) (@) = (f; — fi—(djo 7)) (T) =

$i+1 0 d j11(T) = si1(dj11(T)) = si41(dfy1 (7)) = (841 0 d41)(2), 0 sea que,
fi = [} =sit10d;; +djos;. Porlo tanto, f y f’ son homotépicas. O

(d; o (f3-1 = fj- ))_<djo(dj,1osj,l>)))<y>

(
((f;
(43
(43
((F) djo (fi-1 = fj-1)) () =0

Od
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3.4. Funtores derivados

Consideremos ahora un funtor covariante F' : R-Mod — S-Mod y sea N un
R-moédulo izquierdo. Sabemos que N tiene una resolucién proyectiva, digamos

P: . — P e >~ P 4 ) do - N - 0.

Aplicando el funtor F' al recortado Py del complejo P, obtenemos el complejo

F(ds) F(d1)

F(Py): -+ —— F(P) F(P) F(Py) 0

Para cada n € Z definimos L, F : R-Mod — Ab de la siguiente manera:
(1) En objetos: si N € Ob(R-Mod),

LoF(N) := Hy(F(Py)) = ker(F(dy))/Im(F(dps1))-

(2) Enmorfismos: si¢ : N — T es un morfismo en R-Mod, entonces de 3.3.4 se
sigue que hay una aplicacién de cadenas f : Py — Pr inducida por ¢ (con
Pn = (Pn,d) y Pr = (Pr,d')). Si L,F(¢) := H,(F(f)), donde F(f) =
(F(fn)), entonces el morfismo L, F(p) : Hy(F(Pn)) — H,(F(Pr)) es el
que a uy, + Im(F(dn41)) le asocia F(fn)(un) + Im(F(d;,,)).

Observaciones.

1. L,F(p) no depende de la eleccién de la aplicacién de cadenas sobre ¢, ya
que si tomamos otra aplicacién de cadenas f’ : Py — Pr sobre ¢, entonces
las aplicaciones de cadenas sobre F(p), F(f) y F(f’) son homotépicas, de
acuerdo con 3.3.4. Luego, de 3.1.11 se sigue que H,(F(f)) = H,(F(f")).

2. Como L, F(N) = 0 para cada N € Ob(R-Mod) y cada n < 0, se sigue que
si p: N — T es un morfismo en R-Mod, entonces L, F(p) = 0 para cada
n < 0.

Proposicién 3.4.1 L,F : R-Mod — Ab es un funtor covariante.

Demostracién. Ya hemos definido la aplicacién L, F' : R-Mod — Ab en ob-
jetos y en morfismos, asi que solo nos resta mostrar que preserva composiciones
e identidades.

Sean ¢ : N — T, ¢ : T — U morfismos en R-Mod y sean f : Py — Pr,
f': Pr — Py aplicaciones de cadenas sobre ¢ y 1, respectivamente. Entonces
f'of:Pnx — Py es una aplicacién de cadenas sobre ¢ o ¢, y como F' y H,, son
funtores covariantes tenemos que L, F(¢¥ o @) = H,(F(f' o f)) = H,(F(f') o
F(£)) = Ha(F(f)) © Ha(F(f)) = LaF (1) 0 LuF ().

Ahora tomemos N € Ob(R-Mod). Como 1p, : Py — Py es una aplicacién
de cadenas sobre 1y : N — N,y F'y H, son funtores covariantes se sigue que
LoF(1n) = Hy(F(1py)) = Ho(lrpy)) = 1u,(r(Px)) = 1L, F(V)- o
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Notemos que la definicién de los funtores L, F' depende, hasta el momento,
de la eleccion de la resolucion proyectiva elegida de inicio para un R-médulo N.
Pues al tomar otra resolucién proyectiva para IV, digamos

dy dy do

P — P - P} - N -0

;pll

tendriamos otra familia de funtores L], F.
Proposicién 3.4.2 Los funtores L,F y L F son naturalmente isomorfos.

Demostracién. Debemos probar que existe (L, F,n, L/, F'), transformacién
natural, tal que para cada N € Ob(R-Mod), nx es un isomorfismo en Ab.
Consideremos el diagrama

d d d
P - P 2 Py - Py . N 0
fzé flé foé 1N
; d’ V d’ V d’ Y
P ... — P >~ P — P} > N -0
£ s 1 Ly
v v v v
d d d
P - P — P — Py — N ~ 0,

donde P y P’ son las resoluciones proyectivas sobre N que definen respecti-
vamente a los funtores L, F y L F. Entonces existen aplicaciones de cadenas
f:Pn — Py vy [ : Py — Pn inducidas por 1x. Entonces f' o f y fo f’ son
aplicaciones de cadenas sobre 1y. Luego, F((f'o f), F(lpy), F(fof")y F(1py)
son aplicaciones de cadenas sobre F(1y). De 3.3.4 tenemos que F(f' o f) es
homotépica a F(lpy), y F(f o f') es homotépica a F(lp, ). Ademds, 3.1.11
garantiza que H,(F(f' o f)) = H,(F(1py)) y Ho(F(f o ') = Ha(F(1py,)).
Pero F' y H,, son covariantes, entonces

Hy(F(f) o Hy(F(f)) = Ho(F(1py)) y Ha(F(f)) o Ho(F(f')) = Ha(1p(py,))-

O sea que H,(F(f)) : Hy(F(Pn)) — Hy(F(Py)) es un isomorfismo. Asi, to-
mamos Ny = H,(F(f)): L,F(N) — L}, F(N).

Finalmente, veamos que si ¢ : N — T es un morfismo en R-Mod, entonces

el diagrama
nN

L,F(N) "+ L! F(N)

Lo F(¢) L), F(y)
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conmuta.

Sean P y P’ dos resoluciones proyectivas sobre N y sean Q y Q' dos re-
soluciones proyectivas sobre T'. Entonces existen f : Py — Py yv g: Or — 9Of
aplicaciones de cadenas sobre 15 y 17, respectivamente. También tenemos que
existen h : Py — Qpr y b : Py — Qf aplicaciones de cadenas sobre ¢.
Entonces goh y h' o f son aplicaciones de cadenas sobre ¢. Aplicando el funtor
F tenemos que F(goh) y F(h' o f) son aplicaciones de cadenas sobre F'(ip).
Entonces por 3.3.4, F(goh) y F(h' o f) son homotdpicas y por 3.1.11 tenemos
que H,(F(goh)) = H,(F(h' o f)). Luego, de la forma en que se definié nx y
por ser F'y H,, covariantes tenemos que

nr o LnF(p) = Hy(F(g)) o Hn(F(h)) = Hn(F(1)) o Hy(F(f)) = Ly, F(¢) o -

O

Definicién 3.4.3 Al funtor L, F se le denomina n-ésimo funtor derivado
izquierdo de F.

Proposicion 3.4.4 Si F : R-Mod — S-Mod es un funtor covariante aditivo,
entonces el funtor covariante L, F : R-Mod — Ab es aditivo.

Demostracion. Sean ¢, ¥ : N — T morfismos en R-M od, entonces existen
P vy Q resoluciones proyectivas para N y T, respectivamente. Luego existen
fy g : Pn — Qr aplicaciones de cadenas sobre ¢ y 1, respectivamente. Como
f + g es una aplicacién de cadenas sobre ¢ + 1), se sigue que L, F(p + ¢) =
Hn(F(f +9)) = Hu(F(f)) + Hn(F(9)) = Lo F (@) + L F(1)). o

Definicién 3.4.5 Si F = M ®p -, entonces para cada n € Z, Tor(M,_) :=
L,F. A la familia de funtores (TorE(M, ))nez se le denomina funtor Tor con
respecto a M .

Consideremos ahora un funtor covariante F' : R-Mod — S-Mod y sea N un
R-médulo izquierdo. Sabemos que N tiene una resolucion inyectiva, digamos

d d

E: 0 - N Ey —2+» E ; —+ E_,

Aplicando el funtor F' al recortado Ex del complejo £, obtenemos el complejo

F(do) F(d-1)

F(En): 0 —— F(Ey) F(E_) F(E_s)

Para cada n € Z definimos la aplicacién R"F : R-Mod — Ab de la siguiente
manera:

(1) En objetos: si N € Ob(R-Mod).

R'F(N) = H_,(F(Ex)) = ker(F(d_,))/Im(F(d_ps1)).
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(2) Enmorfismos: si¢ : N — T es un morfismo en R-Mod, entonces de 3.3.5 se
sigue que hay una aplicacién de cadenas f : Ey — Er inducida por ¢ (con
SN = (EN,d) y gT = (5T,d/)). Si RnF(gO) = H_n(F(f)), donde F(f) =
{F(f-n)}, entonces el morfismo R"F () : H_,,(F(En)) — H_n(F(Er))
es el que a u_y, +Im(F(d_,41)) le asocia F(f_n)(u_pn)+Im(F(d_, 1))

Observaciones.
1. R"F(y) no depende de la eleccién de la aplicacién de cadenas sobre .

2. Como R"F(N) = 0 para cada N € Ob(R-Mod) y cada n < 0, se sigue
que si ¢ : N — T es un morfismo en R-Mod, entonces R"F(p) = 0 para
cada n < 0.

Proposicién 3.4.6 R"F : R-Mod — Ab es un funtor covariante.

Demostracién. Es andloga a la prueba de 3.4.1. a

Notemos que la definicién de los funtores R™F depende, hasta aqui, de la
eleccién de la resolucion inyectiva elegida de inicio para un R-médulo N. Pues
al tomar otra resolucién inyectiva para N, digamos

d, d_1
‘> E, - F_o RO

&0 - N - K,
tendriamos otra familia de funtores R"™F.

Proposicion 3.4.7 Los funtores R*F y R™F son naturalmente isomorfos.

Demostracion. Es similar a la prueba en 3.4.2, teniendo en cuenta que se
utiliza 3.3.5. m|

Definicién 3.4.8 Al funtor R™F se le denomina n-ésimo funtor derivado
derecho de F.

Proposicion 3.4.9 Si F : R-Mod — S-Mod es un funtor covariante aditivo,
entonces el funtor covariante R"F : R-Mod — Ab es aditivo.

Demostracion. Es analoga a la prueba de 3.4.4. O

Definicién 3.4.10 Si F'= Hompg(M,_), entonces para cada n, Ext}(M,_) ==
R"F. A la familia de funtores Ext(M, ) se le denomina funtor Ext (cova-
riante) con respecto a M.

Ejemplos.

1. Sean R un anillo, M un R-médulo y = un elemento en R que no es divisor
de cero. Entonces

0 R—"—+R ~ R/(z) — 0
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es una resolucién proyectiva de R/(z). Aplicando el funtor _® M al com-
plejo recortado de R/(x) obtenemos el complejo

@1

0 RRr M —— RRr M

0,

el cual via los isomorfismos R®@r M = M y R/{(x) ®r M = M/{z)M es
isomorfo al complejo

x

0 - M — M

- 0.

De este modo tenemos que Tord(R/m, M) = M/{z)M, Torf(R/m, M) =
{m € M : xm = 0} y para cualquier otro n, TorZ(R/m, M) = 0.

. Si ahora aplicamos el funtor Hompg/(-, M) al complejo recortado de R/({x)

de 1, obtenemos el complejo

0 Homp(R,M) —=~ Homp(R, M)

0,

que es isomorfo al complejo

0 - M —— M - 0,

ya que Homp(R,M) =2 M y z. es s6lo multiplicacién por = (pues si
f € Homp(R, M), entonces para cada r € R, z.(f)(r) = f(xr) = zf(r)).
Al tomar la homologia de este complejo obtenemos que Ext%(R/(x), M) =
{m € M : xm =0}, Exth(R/{z), M) = M/{z)M y para todos los demés

i, Extly(R/{x), M) = 0.

A continuacién enunciamos algunas propiedades que involucran al funtor

Ext y que utilizaremos en el siguiente capitulo. En [10] se pueden encontrar
mas propiedades para Fxt y sus correspondientes duales para Tor.

Proposicion 3.4.11 Consideremos el diagrama

0 0
Y Y
H ™
0 - M - N - T >~ 0
’ 1"
4 ®
\ Y
! "
E E!
d; dy
\ Y
! "
E', E",
d_, ar,
\
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con fila exacta y donde las columnas son resoluciones inyectivas de M y T,
respectivamente. Entonces hay una resolucion inyectiva de N y aplicaciones de
cadenas tales que las columnas forman una sucesion eracta de complejos.

Demostracién. Para cada n € N_U {0}, hacemos E,, = E/ @ E!/. Sean
w: El — E,ym,: E, — E!lainclusién y la proyeccién, respectivamente,
entonces para cada n € N_U {0}, la sucesién

O%E;LEn

es exacta. En este caso, el producto y la suma directa coinciden, y como E!, y
E!’ son inyectivos se sigue que E,, es inyectivo.

Falta definir a los morfismos ¢ : N — FEy y d, : E, — E,_; para cada
n <0.

Fijémonos en el diagrama siguiente:

, / d’ d’
» ’ do / -1 ’ -2
0 - M - 0 - E—l >~ E_Q -
A A A
183 fo f-o1 fo2
"
0 - M - N / " -
z —(¢"om) a5 —ar;

Se comprueba facilmente que la fila inferior en tal diagrama es exacta. Entonces
hay una aplicacién de cadenas f = (f,) de la fila inferior en la fila superior
inducida por 1,7, que hace que los cuadrados en el diagrama conmuten.

Definimos los morfismos ¢ : N — Ey por ¢(x) = (fo(z), (¢"” o m)(x)), ¥y
para cada n < 0, d,, : E,, — E,_1 por dp(u,v) = (d,(u) + fn_1(v),d(v)).
Notemos que ¢ y los d,, son morfismos porque estdn definidas en términos de
otros morfismos. Y asi obtenemos el diagrama
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0 0 0
Y M Y
™
0 - M - N >~ T >~ 0
Lp/ ‘P S0//
Y Y
Ho ™0
0 - E ~ Fy EJ -0
d) do dy
Y Y
B—1 T—1
0 E,—FE, —E  ——0
dLl d_q dll
Y Y

Veamos que la columna central es un complejo.

© es inyectiva, pues si x € ker(ga) 0 = p(z) = (fo(z),(¢" o m)(x)), esto
es, © € ker(fo) y m(x) € ker(¢”) = 0. Luego z € ker(m) = Im(u), es
decir, z = p(m) para algin m € M. Por tanto 0 = fo(z) = fo(u(m)) =
@ (lM( )) = ¢'(m), lo cual nos dice que m € ker(p’) = 0, o sea que,
© = p(m) = u(0) = 0.

dyp oo = 0, ya que al tomar un € N, (dp o p)(z) = do(p(z)) =
do(fo(x), (¢" om)(@)) = (do(fo(x)) + f-1((¢" om)(2)), df (9" o m)(2))) =
(f=1((=(¢" o m))(2)) + f-1((¢" 0 7)(x)),0) = 0.

dn 10d, = 0 paran < 0, porquesi (u,v) € E,, entonces (d,_10d,)(u,v) =

1l (1,0)) = 1 (dy (1) + Fo1 (0), 2 (v))
( Ly (W) + fao1(0) + faoa(di(v)),di_y (d2(v)))
= (d!y_y (dly (w) + dly 3 (fa-1(0) + fa—2(d(v)),0)
= (fa—2(—=dl(v)) + fa—2(d2(v)),0) = 0.

Ahora verifiquemos que los cuadrados del diagrama conmutan.

Sim € M, entonces (pou)(m) = p(u(m)) = (fo(ﬂ(m))7 ((p”ow)(u(m))) =
(¢ (Lar(m )),0) = (¢'(m),0) = po('(m)) = (ko © ¢")(m). Luego ¢ o p =
Ho©C ¥ -

Siz € N, (m o p)(x) = mo(p(x)) = mo(fo(2), (9" o m)(x)) = (¢ o 7)(x).
Entonces mp o ¢ = ¢” o .
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Siz € By, (dnopn)() = dn(ptn(2)) = dn(2,0) = (d,(2)+fn-1(0),d;(0)) =
(d(2),0) = pp—1(d,(z)) = (nod),)(x). Con lo cual tenemos que para cada
n<0,d,op,=pod,.

Supongamos que (x,y) € E,, entonces (m,_10d,)(z,y) = mp_1(dn(x,y)) =
Tn—1(dy, (2) + fo-1(y). dy () = dn((y)) = dyp(mn(z,y)) = (dy o m0) (2, y).

Por lo tanto, d! o w,, = mp—1 0 dp.

Finalmente veamos que la columna central en el diagrama es exacta. Deno-
tamos con &', £ y £ a los complejos asociados con M, N y T, respectivamente.
Como &’ y £” son resoluciones inyectivas, tenemos que

0——¢& —&—¢ 0

es una sucesién exacta corta de complejos, la cual induce una sucesion exacta
de mapeos en Ab

—— H,(&') —— Hu() — Hu(&")
. )

L’ anl(gl) - nfl(g) - Hn71<g//)4> .

Sabemos que £’ y £ son complejos exactos; por lo cual, H, (') =0y H,(E") =
0 para cada n < 0, entonces H,(£) = 0 para cada n < 0. De este modo,
Im(p) = ker(do) e Im(d,) = ker(d,—_1) para cada n < 0. Con lo cual tenemos
que & es la resolucién inyectiva que buscamos. O

Proposicion 3.4.12 Sea M un R-mddulo. Entonces para cada R-mddulo N,
Ext%(M,N) = Hompr(M,N).

., %2 do d_1
Demostracion. Sea () - N » By —— F_| —— --- una

resolucién inyectiva de un R-mddulo dado N. Como el funtor covariante F' =
Hompg(M, ) es exacto izquierdo, la sucesién

O Homp(M, By) % Homp(M,E_,)

Homp(M,N)

es exacta. Entonces, Ext% (M, N) = ker(F(do))/Im(f(d1)) = ker(F(dp))/0 =
kex(F(do)) = Im(F(¢)) = Homp(M, N). 0

Proposicion 3.4.13 51 0 —— N L T —"+ [ ——0 esunasu-

cesion exacta corta de R-maodulos, entonces para cada R-mddulo M existe una
sucesion exacta larga
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0 — Homg(M,N) — Hompr(M,T) — Hompr(M,U) >

do

(» Eath(M,N) —— Ext}(M,T) —— Eaxtl(M,U) — -

Demostracion. Sean

£:0—N—— By —— B, — .
§: 0 —— U ——= B —— B, —— -

resoluciones inyectivas de N y U, respectivamente. Entonces de 3.4.11 se sigue
que hay una resolucién inyectiva de T,

E:0—T

Ey —>E 4 —» -

tal que

0 - & £ - & 0
es una sucesion exacta corta de complejos, o sea que para cada n,

Hn

0 E B, —~ E" -0

es una sucesién exacta corta. Como E!, es inyectivo, p, es una seccién, o sea
que esta sucesion exacta se divide. Luego, por ser F' = Hompg(M,_ ) un funtor
covariante aditivo, la proposiciéon 2.1.17 garantiza que para cada n, la sucesion

F(E,) — F(E,) — F(E,)

es exacta y se divide. De esta forma, la sucesiéon de complejos

Fy) — F(ér) — F(&y) — 0

es exacta. Entonces por 3.2.2, existe una sucesion exacta larga

—— H_,(F(E)) — H_n(F(Er)) — H_,(F(&}) )
0—n

Q’ H—n—l(F(SJIV)) - H—n—l(F(gT)) e H—n—l(F(E"(/J,)) -

Luego, por la definicién de los Ext’h(M,_ ) tenemos la sucesién exacta larga
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o —— Ext%(M,N) — Ext%(M,T) — Ext?(M,U) )

5n

C» Ext’yPY(M,N) — Ext™™ (M, T) — Ext%™ (M,U) — -+,

la cual inicia en cero porque para cada n < 0, Ext}h(M,_) = 0. Ademds
Ext% (M, N) 2 Homp(M, N), andlogamente Ext%(M,T) y Ext%(M,U). O

Proposicion 3.4.14 Sea R un anillo conmutativo con identidad. Sip: N — N
es multiplicacion por v € R, entonces p* : Exth(M,N) — Ext}(M,N) es
multiplicacion por r.

o, %4 do d_1
Demostracién. Sea () - N »Fy ——> F_; —» .- una

resolucién inyectiva de N. Si para cada n definimos f, : E,, — FE, como multi-
plicacion por r, obtenemos el diagrama conmutativo

d_y
0 - N i Ey dO‘E714>"'
H fo fo1
d d_
0 N ki Ey 0 E_, L

Asi, f = (f) es una aplicacién de cadenas sobre u. Aplicando Hompg(M,_ ) al
diagrama anterior se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

—1

* dr d
Homp(M,N) —>Homp(M, Eg)~>Homp(M,E_1) —» ...

w* fo iy
.

—1

. -
Homp(M, N) —>Homp(M, Ey)—>Homp(M, E_;) —— ...

0

Como Ext} (M, 1v) no depende de la aplicacién de cadenas sobre p, entonces p* :
Ext}(M,N) — Ext}y(M,N) se define por z_, + Im(d* ) — (f*,)(z—n) +
Im(d” 1), Pero (£5,)(z-n) () = (fn 0 2 )(2) = fn(2n(2)) = 7(2_n(2))
para cada x € M, es decir, (f*)(2—n) = r2_y. De este modo p* estd definido
por z_p, +Im(d*, 1) — rz_p +Im(d*, 1) = r(z—, +Im(d*, )), esto es, pu*
es multiplicacién por 7. a

Definicion 3.4.15 Sean

M: - - Mt - M; - My ————

N  Nit1 - N; = Ni1
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dos complejos. La suma directa de M y N es el complejo

(dn+17 diH»l) (dnv di’L)
MBN: -+ —M; 11 ® Ny M; © N;

Mi 1 ®Nieqg—> - .

Observacién. Se verifica directamente que M ® N es un complejo y que

H,(M&N)=H,(M)® H,N).

Proposicién 3.4.16 Para cadan > 0y mddulos M, N1, ..., N, sobre un anillo
R, E.’Et%(M, @::1 Nz) = @Z:l Ea:t?%(M, Nz)

Demostracién. La prueba es por induccion, pero sélo mostraremos el caso
base n = 2, ya que este es el paso importante en la demostracién.
dy
Sea P: ... P
proyectiva de M. Aplicando los funtores Hompg(—, N1) y Homg(—, N2) al com-
plejo recortado Pjs obtenemos los complejos

> B M 0 una resolucion

Hompg(Pu, N1): 0 —> Homp(Py, Ni) —> Hompg(P1, Ni) —> Homp(Ps, Ny) —> +--

Hompg(Pu, N2): 0 —> Homp (P, No) —> Hompg(Pi, Ny) —> Homp (P, Ng) —> + -+

y podemos definir el complejo Homg(Ppr, N1) & Homp(Par, N2) como sigue:
(Hompg(Par, N1) @ Hompg(Par, N2)) _

= (HomR(PM,Nl))in &) (HomR(PM,Ng))in
= Hompg(Pn, N1) ® Homp (P, N2) & Homp(P,, N1 ® Na).

Entonces Ext}(M, N1 & No) = H_n(HomR(PM,Nl) &) HOmR(P]\/[,NQ)) =
H_, (HomR(PM,Nl))eBH_n (HomR(PM,Ng)) = EBath (M, N1 )& Ext} (M, Na).
O

3.5. Dimensién proyectiva

Definicién 3.5.1 La dimension proyectiva o dimension homoldgica de
un R-mddulo M, denotada por pdr(M), es el menor entero no negativo n para
el cual hay una resolucion proyectiva de M de longitud n. Si tal entero no existe,
la dimensidn se define como oo.

Proposicién 3.5.2 pdr(M) =0 si y sdlo si M es proyectivo.

Demostracién. Si 0 — Xy —— M — (0 es una resolucién
proyectiva de M, entonces M = X, asi M es proyectivo. Reciprocamente, si
M es proyectivo, entonces ) —— Xg= M - M » 0 es una

resolucién proyectiva de M, donde el endomorfismo en M es la identidad. O
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Si en lugar de empezar una resolucién libre de un médulo M seleccionan-
do un conjunto arbitrario de generadores de M, parece razonable el escoger
un conjunto minimal de generadores, obteniendo de esta forma un morfismo
“minimal” de un moédulo libre F a M. Podemos continuar eligiendo ahora un
conjunto minimal de generadores para el kernel, y asi sucesivamente, y de esta
forma conseguir una resolucién libre “minimal”. Sin embargo, esta idea no es til
en general, ya que los conjuntos generadores minimales no tienen propiedades
de unicidad (por ejemplo, en los enteros, (5) = (10, 15)). Pero sobre un anillo
local, donde el lema de Nakayama hace mas accesible la nocién de un conjunto
minimal de generadores, deja ver que cada médulo sobre un anillo local tiene
una unica resolucién libre “minimal”.

Definicién 3.5.3 Un complejo de R-mddulos

dyy1 dn
M: o —— M,y - M, > My

sobre un anillo local (R, m), es minimal si para cada n, d,(M,) C mM,_;.
Observaciones.

1. La condicién de que d,,(M,,) C mM,,_; es equivalente a que los morfismos
en el complejo (R/m) ® M son todos cero. En efecto, pues para cada n,
el morfismo

M, /mM, = (R/m) ®r M, 2% (R/m) @ Mp_1 22 M,_1/mM,_;

asocia a T € M,,/mM,, con d(z) = 0.

2. Si los médulos en el complejo son libres y de rango finito, los morfismos
d,, pueden representarse por matrices sobre R y la minimalidad indica que
las entradas de tales matrices estan contenidas en m.

Proposicién 3.5.4 Sean (R, m) un anillo local noetheriano y M un R-mddulo
finitamente generado. entonces M tiene una resolucion libre minimal.

Demostracién. Como (R, m) es local y M es finitamente generado, se sigue
que M/mM es un R/m-espacio vectorial de dimensién finita. Sea {m1,..., ™, }
una base para M/mM = (R/m)®pr M sobre R/m, entonces {mq,...,m,} es un
conjunto minimal de generadores para M. Asi, podemos definir un epimorfismo
o : R™ — M por ¢(e;) = m;, donde eq, ..., e, es la base canénica de R™. De
este modo obtenemos la sucesiéon exacta:

0 — ker(po) —t . pn LA Vs - 0.

Por otro lado tenemos que si x € ker(yg), entonces hay una tnica expresién
para = de la forma >, r;e;, donde los 7, € Ry 0 = po(z) = >, ripo(ei) =
St mim; € mM, entonces los r; € m y por lo tanto, z = Y1 | ¢, € mR"0
sea que ker(pg) C mR"™.

Esta construccién junto con la que se hizo para probar que todo R-mdédulo
tiene una resolucién libre nos permite concluir que M tiene una resolucién libre
minimal. m]
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Teorema 3.5.5 Si (R, m) es un anillo local noetheriano y M un R-mddulo no
cero finitamente generado, entonces cualquier resolucion libre minimal de M
tiene longitud igual a pdr(M). Mds ain,

pdr(M) = sup{i : Torf(R/m, M) # 0}.

Demostracién. Supongamos que pdr(M) = n, entonces hay una resolucién
proyectiva P de M de longitud n, o sea que para i > n, P, = 0. Como la
definicién de Tor es independiente de la resolucién proyectiva de M, se sigue
que para i > n, Torf{(R/m, M) = 0, con lo cual tenemos que n > a = sup{i :
TorE(R/m, M) # 0}.

Supongamos que F es una resolucion libre minimal de M. Por la minimalidad
de F, los morfismos en el complejo R/m ® F son cero. Entonces para cada i,
TorE(R/m, M) = (R/m)®@prF;. Pero los F; y R/m son finitamente generados (no
olvidemos que R/m es noetheriano por ser R noetheriano), entonces (R/m) ®g
F; = 0siysélosi F; = 0. En particular, para F;, que es distinto de cero tenemos
que 0 # (R/m) ®@p F,, = Tor(R/m, M) y por tanto a > n. Asi que a =n. O



Capitulo 4

Profundidad

4.1. Sucesiones regulares

Medir el tamano de un ideal en un anillo es un problema en el que pueden
intervenir ideas que incluyen nociones geométricas tales como dimensién o co-
dimension o algunas otras que involucran aspectos homologicos, via los funtores
Ext y Tor, como lo es la dimensién proyectiva. Otra idea en este tenor es la de
profundidad de un ideal, la cual fue trabajada por Ress en [15] y desarrollada
con més detalle por él mismo en [16] y que es la que consideraremos aqui.

El concepto de profundidad estara basado en la nocién de sucesién regular
y en términos del funtor Ext, lo cual muestra la naturaleza homolégica del
concepto de profundidad.

Después mostraremos algunas relaciones que hay entre profundidad y otros
conceptos que pueden ser usados para medir el tamafno de un ideal, tales como
dimensioén proyectiva, dimension de Krull y codimensién.

Definicion 4.1.1 Sea M un R-modulo.

(1) z € R es M-regular si tm = 0 con m € M implica que m = 0. En caso
contrario diremos que x es un divisor de cero de M.

(2) Una sucesion x1,...,2, € R es una sucesion M-regular o una M-
sucesion, si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) z1 es M-regular y para cadai=2,...,n, x; es M/{x1,...,x;-1)M-
regular.

(il) M/{(z1,...,xn)M #0.

(3) Una sucesidn x1,...,x, € R que cumple con la condicidn (i) del inciso
(2) es una M-sucesion débil.

Ejemplos.

7
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1. En el anillo de polinomios R = K|xz1,...,z,] la sucesién de indetermina-
das z1,...,x, es una R-sucesién.

2. En el anillo de polinomios R = K[z1,z2], la sucesién z%,z; no es una
R-sucesién, ya que z; es un divisor de cero de R/{z?)R.

Proposicion 4.1.2 zq,...,2, € R es una sucesion M -regular si y sélo si para
cada s =1,....,n—1, x1,...,x5 es una sucesion M-reqular y Tsy1,...,2y, €S
una sucesion M/{(x1,...,xs)M-regular.

Demostracion. Por hipétesis x1 es M-regular y para cada i = 2,...,n,
x; es M/{x1,...,x;—1)M-regular. Entonces para cada i = 2,...,s con s < n,
x; es M/{(xy,...,xi—1)M-regular. Como (x1,...,xs) C (x1,...,Z,) entonces
(X1, ,xs)M C{xq1,...,xy)M # M. Asi, z1,...,2, es una M-sucesion.

Para el resto de la demostracién hacemos N = M/{x1,...,2zs)M. De acuer-
do con esto tenemos que zs4; es N-regular y para k = s+ 2,...,n, xj es

M/{x1,...,x_1)M-regular. Al tomar los epimorfismos M - N y N 2
N/{(xs41,...,Tk-1)N tenemos que 7 o 71 es un epimorfismo, entonces

M/ker(mgom) 2 N/{xsyq,...,25_1)N .

Afirmamos que ker(mg o m1) = (21,...,25-1)M, porque m € ker(my o mp) si
y s6lo si ma(m(m)) = ma(m]) = [m] + (s41,...,2k—1)N = 0 si y sblo si
[m] € (Ts41,...,2—1)N siy sblo si
k—1
m] = > (Y aizy)(mi+ (1,...,x)M)), (ai; € Ry m; € M)
fin  j=s+1
k—1
= D (0D agz)mi+ (... w)M)
fin  j=s+1
k—1
fin j=s+1

siy sélosim — 3 (CF20 agwg)mi = 3 4 (5 by )my (con by € R
y m; € M) siy sélo sim = me(Z;:ll cijxj)m;. Entonces ker(mg o mp) =
(1, ., K1) M. Asi tenemos que M /(z1,...,x5-1)M 2 N/{xs41,...,Zp-1)N.
Entonces para k = s+2,...,n, x es N/{(xs41,...,Tr_1)N-regular.

Nos falta probar que N/(xsq1,...,Tn)N # 0. Si N/{(xsy1,...,2,)N =0 en-
tonces para todo m € M tenemos que (m—+(z1,...,25)M) 4+ (Tst1,...,2n)N =
(Ts41y--.,Tn)N, lo que implica que m=+(x1,...,x5)M € (Ts41,...,2,)N. Lue-
go, haciendo lo mismo que en la anterior cadena de equivalencias llegamos a que
para cadam € M, m € (xq,...,x,)M, es decir, M = (x1,...,2,)M, lo cual es
una contradiccién.

Para el reciproco tenemos que x; es M-regular, 541 es N-regular y para
k=s+2...,n x es N/{xsy1,...,25—1)N-regular, entonces por lo hecho
anteriormente tenemos que xy es M/(x1,...,x_1)M-regular. ]
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Proposicién 4.1.3 Sean M un R-mddulo y X = (x1,...,x,) una M-sucesion
débil. Entonces una sucesion exacta de R-mddulos

M:MQLMl dl—MO do - M -0
induce una sucesion exacta

M: My —2 Wy, —2e Ty — e 7 -0,

donde M; = M, /(X)M;

Demostracion. Usaremos induccién sobre la longitud de la sucesién X.
Supongamos que X consiste de un tnico elemento x1, el cual es M-regular.
Aplicando el funtor aditivo (R/(z1)) ® - a M obtenemos el complejo

_ EQ _ 31 _ Eo -
My — My — M, - M ~ 0.

Como el funtor (R/{(z1)) ® _ es exacto derecho, sélo falta probar que ker(d;) C
Im(dy) para mostrar que M es un complejo exacto. Para esto, sea § € ker(d;),
es decir, 0 = dy(7) = d1(y), luego dy(y) € (x1) Moy, entonces d;(y) se puede ex-
presar como di(y) = > ¢, (riw1)mi = 1324, 1imy. Entonces 0 = do(di(y)) =
z1do(Y_ p4, Tii). Pero x1 es M-regular, luego do(3_;, mimi) = 0, o sea que
me rym; € ker(dyg) = Im(dy). Por tanto hay un z; € M; tal que dy(z1) =
me rims.

Debemos mostrar que i € Im(ds), es decir, mostrar que hay un z, € My tal
que da(22) = 7 lo que equivale a probar que y — da(z2) € (x1)M; para algiin
29 € M.

Tenemos que 0 = dy(y) — x1d1(21), entonces y — x121 € ker(dy) = Im(ds).
Asf que hay un zo € Mj tal que da(22) = y — 2121, de donde y —da(22) = 121 €
<CU1>M1.

Asi queda establecido el caso base (primer paso del principio de induccién
matemdtica).

Ahora supongamos que para toda M-sucesién débil de longitud k, con 1 <
k < n, M induce una sucesién exacta

R do J— d; P do -
Mo My >~ My - M ~ 0.

Al tomar una M-sucesion débil x1,...,x,, se sigue que T1,...,T,_1 €S una
M-sucesién débil y x,, es M/{x1,...,x,—1)M-regular, entonces por la hipdtesis
de induccién, M bajo (z1,...,z,—1) induce una sucesién exacta

_ EQ J— 31 J— ao I
My —— M, — M - M ~ 0,
la cual por el caso base y por ser x,, M/{(z1,...,2,_1)M-regular, induce una
sucesién exacta
M, M, My M

<xn>M2 <xn>ﬂl <xn>M0 (x,JM



80 CAPITULO 4. PROFUNDIDAD

y de acuerdo con lo hecho en la prueba de la proposicién anterior tenemos el iso-
morfismo M;/{x,)M; = (M;/{x1, ..., Xn_1)M;)/{xn)(M;/{x1,. .., €n_1)M;) =
]\41/<J}1,,$n>]\4z O

Proposicion 4.1.4 Sea

d d d
M:o —— M — M, — My — M_; —— 0

un complejo de R-mddulos. Si X = (x1,...,x,) es una M;-sucesidn débil para
cada i, entonces R/(X) @ M es un complejo exacto.

Demostracion. Usaremos induccién sobre la longitud de X.

Supongamos que X es de longitud uno. Sea X = x; que es M;-regular, en-
tonces 1 también es regular en I'm(d;11). Luego podemos aplicar la proposicién
anterior a la sucesion exacta

M3 > Mo - Miyw —— Im(diy1) — 0

para obtener la sucesién exacta

Mi+3 > Mi+2 > MiJrl — Im(di41) — 0.

Haciendo esto para cada i, obtenemos el diagrama con fila exacta

7

Im(di1)

e

> M3 — Mo — Min ~ M; -

0

De este modo queda establecido el caso base y el argumento que sigue para
completar la prueba es analogo al de la proposiciéon anterior.
Asi podemos concluir que R/(X) ® M es un complejo exacto. 0

Proposicion 4.1.5 Sea M un R-mddulo finitamente generado y suponga que
r1,To es una M-sucesion. Entonces

(1) ma,x1 es una M-sucesidn si y slo si xa no es divisor de cero en M.

(2) Si (R,m) es un anillo local noetheriano entonces xo no es divisor de cero
en M.

Demostracién. La prueba de la primera implicacién en (1) es inmediata.
Para el reciproco hay que probar (zs,21)M # M y que x1 no es divisor de
cero en M /(x2)M.
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Tenemos que (xo,z1)M = (x1,22)M # M. Ahora supongamos que z
es divisor de cero en M/(xzo)M, entonces hay un m € M — (x2)M tal que
z1(m + (z2) M) = (xa)M, asi, x1ym € (z2)M. De aqui se sigue que x3m =
Y pinl@im2)my = 30 (w2ai)mi = 34, xa(aimg) = 2 4y, (aim;) = xam,
donde a; € R, m; € M yn = me a;m;. Sin € (x1)M, se sigue que n = xzym’
para algiin m’ € M, entonces x1m = xo(xym’) y por tanto z;(m — zem’) = 0.
Como 1 no es divisor de cero en M, m = zom’ € (x3)M, lo cual es una con-
tradiccién. Por lo tanto n ¢ (xz1)M. Ahora bien, como xzon = x1m € (x1)M,
entonces zo(n+(x1)M) = (x1) M, es decir, x5 es un divisor de cero en M /(x1) M,
lo que contradice el que 1, x5 sea una M-sucesién. Entonces ;1 no puede ser
divisor de cero en M/{xo)M.

Para la prueba de (2) supongamos que para algin m € M, zom = 0 €
(x1)M, entonces zo(m + (x1)M) = zom + (x1)M = (x1)M, o sea que m +
(x1)M = (x1)M (pues z2 no es divisor de cero en M/(x1)M). Esto implica que
m € (x1)M, es decir, que m = zym’ para algin m’ € M. Como 0 = xam =
zo(z1m’) = x1(xam’), se sigue que zom’ = 0 (ya que x; no es divisor de cero
en M). Sea L ={m € M : zam = 0}, el cual es un submédulo de M. Ademds
(1)L es un submddulo de L tal que L C (z1)L. Entonces L = (x1)L CmL C L
(porque todo ideal propio estd contenido en un ideal maximal), as{ que mL = L.
Como R es noetheriano y M finitamente generado, entonces M es noetheriano
y asi L es finitamente generado. Luego, por el lema de Nakayama, L = 0. Por
lo tanto x5 no es divisor de cero en M. O

Proposicién 4.1.6 Si (R, m) es un anillo local noetheriano y M es un R-mddu-
lo finitamente generado, entonces cualquier permutacion de una M -sucesion
también es una M -sucesion.

Demostracion. Sea z1,...,z, una M-sucesién. Como toda permutacion
es un producto de transposiciones de elementos consecutivos, basta probar que
todas las transposiciones de la forma (i,7 + 1) aplicadas a z1,...,z, da una
M-sucesion.

Ty evey Tim1y Tigly Tiy Tit2, - - Ly €8 Una M-sucesion si sélo si xq, ..., 2;-1,
ZTit1,%; €s una M-sucesion y x;io,..., T, es una M/(xy,...,x;_1, Tir1, ;) M-
sucesion, lo cual equivale a que z1,...,x;—1 es una M-sucesion, x;11,x; €s una
M/{z1,...,x;—1)M-sucesién y x;yo,...,x, esuna M/{x1,...,x;-1,Tit1,2;) M-
sucesion.

Como z1, ..., x, es una M-sucesion, entonces 1, ..., ;41 es una M-sucesion
Y Tig2y-.., Ty esuna M/(21,. .., x;41)M-sucesién, entonces 1, ..., T;_1 es una
M-sucesién, x;, ;11 es una M/(z1,...,x;—1)M-sucesién y z;;2,...,T, €s una
M/{x1,...,z;41)M-sucesién.

Que x;, x;41 es una M/{xy,...,x;—1)M-sucesién, implica por (2) de la pro-
posicién anterior que ;41 no es divisor de cero en M/{x1,...,2;—1)M, luego
por (1) de la misma proposicién, x; 1, z; es una M/{(xq,...,x;_1)M-sucesion.

Entonces de lo hecho en los dos parafos anteriores se sigue que x1,...,x;_1 €s
una M-sucesién, ;41,x; es una M/{x1,...,2;_1)M-sucesion y ;4a,..., T, €s
una M/{(x1,...,%i—1, Ti+1, 1) M-sucesion, que es justamente lo que se tiene al
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final de la cadena de equivalencias desarrollada arriba. Por lo tanto x1,...,x;_1,
Tit1,Li, Tit2,.-.,Ty €8 una M-sucesion. O

4.2. Sucesiones regulares maximales

Proposicion 4.2.1 Si R es un anillo noetheriano y M un R-mddulo, entonces
toda sucesion regular en M es finita.

Demostracion. Supongamos que hay una M-sucesién infinita x1, 22, ... de

elementos en R. Ahora consideremos la sucesién de ideales de R
(x1) C (1, 22) C (W1, 22,73) C ..
ordenada por la inclusion.

Afirmamos que todas las inclusiones se dan en sentido estricto, pues de lo
contrario, existirfa un k € N tal que (z1,...2x) = (®1,...,2k41) ¥ Tpt1 €
(x1,...x). Luego, para cada m € M, xpp1m € (x1,...2,)M, lo que implica
que g1 (m—+{(x1,...xp) M) = (x1,...2,)M, de donde para cada m € M, m +
(x1,...xp)M = (x1,...2k) M, por ser xi11 M/{x1,...x)M-regular. De aqui se
sigue que para cada m € M, m € (z1,...x)M, o sea que M = (zq,...x25) M,
lo cual contradice el hecho de que x1,...x) es una M-sucesion. Por lo tanto, las
inclusiones son estrictas.

De este modo tenemos una sucesion creciente de ideales en el anillo noethe-
riano R. Entonces por la condicién de cadena ascendente, hay un k € N tal que
(x1,...xk) = (x1,...,2k+1), lo que ya vimos nos lleva a una contradiccion.

Por lo tanto, toda M-sucesién en R noetheriano es finita. O

Definicion 4.2.2 Sea M un R-mddulo. Una M -sucesion x4, ...,T, €S una su-
cesion regular maximal en M si para todo v € R, la sucesion x1,...,Tn,T
no es una M -sucesion.

Proposicién 4.2.3 Sean M y N R-mddulos y x1, ..., T, una M-sucesion. Si
xn, € Anng(N) entonces Homp(N, M/{x1,...,2p—1)M) = 0.

Demostracioén. Sean h € Homp(N,M/{(x1,...,2,—1)M) y © € N, enton-
ces zpx = 0, lo que implica que z,h(z) = h(z,z) = h(0) = 0. Como z,, es
M/{x1,...,xn_1)M-regular entonces h(x) = 0. o

Proposicién 4.2.4 Sean M y N R-mddulos y x1,...,x, una M-sucesion en
Ann(N). Entonces

Homp(N,M/(x1,...,xn)M) = Exty (N, M).
Demostraciéon. Haremos la prueba usando induccién sobre n.

Para n = 0, Exth(N,M) = Homg(N,M) = Homg(N, M), con lo cual
queda establecido el caso base.
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Supongamos que para 0 < j < n, al tomar la M-sucesién z1,...,z; se
cumple que Homp(N, M/(z1,...,x;)M) = Ea:tg%(N, M). Veamos qué ocurre al
considerar la M-sucesion x1,...,%; 1.

Como z;11 € Ann(N), entonces por la proposicién anterior, Ewtg{(N, M) =
Hompg(N,M/{z1,...,2;)M) = 0, y del hecho de que z es M-regular se sigue
que la sucesion

x

0 - M - M - M/21M — 0

x . . .z
es exacta, donde el morfismo M —- M es multiplicacién por x; y el morfismo
M — M/x1M es el canénico. Entonces esta sucesién garantiza la existencia de
la sucesion exacta larga

- —> Bath(N,M) —» Extly(N, M) — Exth(N, M/z, M) )

8

<> Extgg'l(N,M)ﬁ» Exti (N, M) — Exti/ (N, M/x,M)— -,

donde Exth(N,M) = 0 y el morfismo Extl, " (N, M) % Eztl™ (N, M) es
multiplicaciéon por x;. ‘
Afirmamos que x; anula Extgrl(N, M) =H;1(Homgr(N, En)).
Para esto tomamos una resolucién inyectiva de M
0 —— M — E) —+ B "+ B —— ..
y le aplicamos el funtor Homg(N,_) al recortado Ej; de M para obtener el
complejo

* *

0 — Homg(N,Eo) —~ Homg(N,E1) — s Homp(N,Es) — ...

Como z1 € Ann(NN), entonces es claro que para todo j, 1 anulaa Homg (N, Ej),
y ya que ker(¢7 1) € Homp(N, Ej1), r1 anula a Eztf,;l(N, M). Por esto, la
sucesiéon exacta larga se reduce a la sucesion exacta

. 5; .
0 Exthy(N,M/z, M) —— Ext)™ (N, M) 0,
de donde resulta que §; es a la vez inyectiva y suprayectiva. Asi Emt?‘l (N, M) =
Ext),(N, M/x1M). Luego, por la hipétesis de inductiva Extl (N, M/xz1 M) =
Hompgr(N,(M/x1M)/{z2,...,xj41)(M/x1M)) ya que 22, ..., ;11 €S una suce-
sién M /xq M-regular. Entonces por lo hecho en la prueba de 4.1.2,

(M/J}lM)/<$2,...,.I'j+1>(M/.’I}1M) %JM/<.’E1,...,IJ‘+1>M.

Luego, 4
Extly (N, M) = Homg(N, M/{z1,...,x;:1) M),

lo cual completa la prueba inductiva. O
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Proposicién 4.2.5 Supongamos que M es un R-mddulo e I un ideal de R.
Entonces Homg(R/I, M) # 0 si y sélo si hay un x € M con x # 0 tal que
I = Ann(z).

Demostracién. (=) Homg(R/I, M) # 0 implica que hay un f # 0 en
Homp(R/I, M), entonces existe un » € R — I tal que f(r+I) # 0. Sea z =
f(r+1) € My tomemos un a € I, entonces ax = af(r +1) = flar+1) =
f(I) = 0. Asf tenemos que I anula a z.

(<) Supongamos que hay un x € M con z # 0 tal que I anula a x. Definimos
un R-morfismo f: R/I — M que a r + I le asocia rz. Es claro que f estd bien
definido porque [ anula a x y f # 0, pues f(1+ 1) # 0. m]

Observaciones.

1. La segunda parte, en la equivalencia de la proposicién anterior nos dice
que los elementos de I son divisores de cero de M.

2. Si a la hipdtesis de la proposicién anterior afiadimos que R sea un ani-
llo noetheriano, entonces Upe 4p(ary P = ZDr(M) 2 I (la igualdad se
garantiza por B.1.6).

Proposicion 4.2.6 Si R es un anillo noetheriano, M un R-mddulo de gene-
racion finita e I un ideal de R tal que IM # M, entonces cualesquiera dos
M -sucesiones mazrimales en I tienen la misma longitud, a saber,

inf{i: Exth(R/I, M) # 0}.

Demostracion. Sea z1,...,z, una M-sucesiéon maximal en I. Es claro que
los x; estdn en Ann(R/I). Entonces por 4.2.3 y 4.2.4, para cualquier k con
1<k <n,

Exthy Y (R/I,M) = Homg(R/I, M/(z1,...,x5-1)M) =0

Veamos qué pasa con Ext}(R/I, M).

Exth(R/I,M) = 0 si y sélo si Homg(R/I,M/(x1,...,2,)M) = 0 si y
solo si I ¢ |JAP(M/(z1,...,2,)M) siy sélo si hay un a € I tal que a ¢ P
para todo P € AP(M/{x1,...,2n)M), 0 sea que a no es divisor de cero de
M/{(x1,...,2n,)M, es decir, a es M /(x1,...,x,)M-regular. Entonces la sucesién
T1,...,%n,a es M-regular y estd contenida en I, lo que contradice la maximali-
dad de la sucesién x1,...,z,. Asi Ext(R/I, M) # 0. Por lo tanto, la longitud
de la M-sucesién maximal x1,...,x, es igual a inf{i : Exth(R/I, M) # 0}.
O

Proposicion 4.2.7 Toda M -sucesion en R puede ser completada a una M-
sucesion maximal.

Demostracion. Supongamos que la longitud de cualquier M-sucesion ma-
ximal en R es n y sea 1, ...,T, una M-sucesién tal que p < n, entonces esta
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M-sucesién no es maximal, asf que hay un 7 € R tal que z1,...,%p, 71 €s una
M-sucesién. De la misma manera podemos encontrar ry,...,7,—, € R tal que
Zly...3&p,T1, ..., Tn—p €5 Una M-sucesién de longitud n y que por lo tanto es
maximal. m]

Definicién 4.2.8 Sean R un anillo noetheriano, M un R-mddulo finitamente
generado e I un ideal propio de R tal que IM # M. Definimos la profundidad
de I en M, denotada por depth(I, M), como la longitud de cualquier M -sucesion
mazximal contenida en I.

Ejemplo. Sean (R, m) un anillo local noetheriano y M # 0 un R-médulo fini-
tamente generado. Entonces

depth(m, M) =0 si y sélo si m € AP(M).

En efecto, pues si depth(m, M) = 0, entonces la longitud de cualquier M-
sucesiéon maximal contenida en m es cero, o sea que todo elemento de m es
divisor de cero de M. Asi, m C ZDgr(M). Pero R es noetheriano, asi que
ZDr(M) =Upeapan Py por tanto m € APg(M).

El reciproco es inmediato.

4.3. Profundidad y codimension

Senialamos al inicio de este capitulo que la profundidad puede ser relacionada
con otros invariantes de un ideal I. En esta seccién trataremos principalmente a
la relacién que hay entre profundidad y codimensién, y profundidad y dimensién
de Krull.

Definicién 4.3.1 Sean R un anillo e I un ideal en R. La codimension de 1
en R, denotada por codim(I), se define como el supremo de las longitudes de
cadenas, ordenadas por la inclusion, de ideales primos de R que estdn contenidos
en I.

Ejemplo. En un campo K tenemos que 0 y K son sus unicos ideales. Como se
sabe que el ideal 0 es primo si y solo si R = K es un dominio entero, entonces
codim(0) = 0 = codim(K).

Proposicion 4.3.2 Sea M un mddulo finitamente generado sobre un anillo
noetheriano R. Si r € R es M-regular, entonces r ¢ P para todos los elementos
minimales de Supp(M).

Demostracién. Supongamos que hay un P minimal en Supp(M) tal que
r € P. De B.3.9 tenemos que P € AP(M), entonces hay un m # 0 en M tal
que P = Ann(m). Luego, rm = 0. Como r es M-regular, se sigue que m = 0, lo
cual es una contradiccion. a



86 CAPITULO 4. PROFUNDIDAD

Proposicién 4.3.3 Sea I un ideal de un anillo noetheriano R, entonces
depth(I, R) < codim(I).

Demostracién. Haremos la prueba por induccién sobre depth(I, R). Supon-
gamos que depth(I, R) = 0. Al ser codim(I, R) > 0 se sigue que depth(I,R) <
codim(I, R).

Como hipétesis inductiva, suponemos que siempre que depth(I, R) < k, en-
tonces depth(I, R) < codim([).

Ahora consideremos el caso en que depth(I, R) = k.

Al tomar una R-sucesién maximal x1,...,x, en I, tenemos que x; es R-
regular, entonces para cualquier P minimal en Supp(R), z1 ¢ P.

Veamos qué ocurre con codim(I/(z1)) (visto I/{z1) como un ideal de R/(x1)).

Como hay una correspondencia biyectiva entre los ideales primos en R/{x1) y
los ideales primos en R que contienen a (x1), entonces cualquier cadena de ideales
primos del anillo R/(x1) contenida en I/(z1) estd asociada con una cadena de
ideales primos en R contenida en I y que contiene a (z1). Pero (z1) ¢ P para
todo P minimal en Supp(R), asi que para cualquiera de tales cadenas de ideales
primos en R podemos encontrar al menos un ideal primo que se afiade a dicha
cadena. Asi que codim(I/{x1)) < codim(I). Luego, de la maximalidad de la
R-sucesion z1, ...,z se sigue que

depth(I/{x1), R/{x1)) =k — 1,
y por la hipdtesis de induccién tenemos que
depth(I,R) — 1=k —1=depth(I/{x1), R/{x1)) < codim(I/{x1)) < codim(I),
y asi, depth(I, R) < codim(I). O

Definicién 4.3.4 La dimensién de Krull de un anillo R, denotada por dim(R),
es el supremo de las longitudes de cadenas de ideales primos en R, donde la lon-
gitud de una cadena es el nimero de contensiones propias en ésta (por ejemplo,
la cadena Py C P, C --- C P, tiene longitud n).

Ejemplo. Un dominio de ideales principales R tiene dimensién a lo mas uno.

Para esto, tomemos dos ideales primos (p) # 0 y {q) # 0 en R tales que
{p) C {q). Tenemos que p € (q), entonces p = rq € (p) y por tanto r € (p) o
q € (p). Sir € (p), r = tp. Entonces p = rq = (tp)q = (tq)p, lo que implica
que tq = 1 y de esto se sigue que (g) = R, lo cual es una contradiccién. Asi que
g € (p) y por tanto (¢) C (p). Luego (p) = (¢). Asi, la cadena mds larga de
contensiones propias de ideales primos es 0 C (p).

Observacién. En un anillo local (R, m), depth(m, R) < dim(R), ya que dim(R)
es el namero de contensiones de cualquier cadena maximal de ideales primos en
R, de hecho, tales cadenas maximales de ideales primos estdn contenidas en m
(pues cualquier ideal propio de un anillo estd contenido en algiin ideal maximal
m), asi que dim(R) = codim(m).
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4.4. Formula de Auslander-Buchsbaum

Proposicion 4.4.1 Sea R un anillo noetheriano e I un ideal de R. St

0 M e N L -0

es una sucesion ezxacta de R-modulos, entonces se cumplen las siguientes de-
sigualdades (suponiendo que se cumplen las condiciones para que las expresiones
que intervienen en dichas desigualdades tengan sentido):

(1) depth(I,N) > min{depth(I, M), depth(I,T)}.
(2) depth(I, M) > min{depth(I,N), depth(I,T) + 1}.

(3) depth(1,T) > min{depth(I,M) — 1, depth(I,N)}.

Demostracién. Haremos sélo la prueba para (2), pues las demostraciones

para (1) y (3) se hacen de manera andloga.

La sucesion exacta corta 0 ——— M —f> N 7 . T ~ (0 indu-

ce la sucesion exacta larga

- — Exth(R/I,M) — Extl(R/I,N) — Eaxtly(R/I,T) )

9;

C» ExtiT (R/I, M) — Ext};'"(R/I,N) — Ext}; "(R/I,T) — ---

Sean a = depth(I, M), b = depth(I,N) y ¢ = depth(I,T), entonces b < c+1o
¢+ 1 < b. Supongamos ademés que a < min{b, ¢+ 1}.
Sib<c+1ya<b entoncesa < bya—1 < ¢ locual implica que
Ext%(R/I,N) =0y Ext '(R/I, T) = 0. Entonces por la exactitud de la suce-
sién exacta larga se sigue que Ext%(R/I, M) = 0, lo cual es una contradiccién.
Sic+1l<bya<c+1,entoncesa—1<cya<b, queeslo mismo que
obtuvimos anteriormente y que nos llevard a una contradiccion.
Por lo tanto depth(I, M) > min{depth(I,N), depth(I,T) + 1}. O

Proposicion 4.4.2 Sean R un anillo noetheriano, I un ideal de R, M un R-

mddulo finitamente generado y X = (1, ...,xy,) una M-sucesion en I. Entonces
son equivalentes:

(1) IM =M.
(2) I(M/{X)M) =M/(X)M.

(3) I/(X)(M/{X)M) = M/(X)M.
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Demostracién. Sean R=R/(X), I=1/(X)y M = M/(X)M.

Para mostrar que (1) implica (2) sélo hay que probar que IM 2 M pues ya
sabemos que I M es un submédulo de M. Sea ™ € M, entonces como IM = M,
m = me r;m;, donde r; € I ym; € M. Luego, m = me rim; = Efmm =
merimi eIM.

Ahora veamos que (2) implica (3). En (3) implicitamente se nos esta indi-
cando que M tiene una estructura de R-médulo. Veamos que efectivamente es
asi. Ya que

Anngr(M) = {re€eR:rM =0} ={r € R:paracadam € M, rm =0}
= {r € R:para cada m € M, 7m = 0}
= {reR:paracadame M, rme (X)M} = (X),

M se puede considerar como un R-médulo, donde 77 = rm.

Como I M es un submédulo del R-médulo M, tinicamente falta probar que
M CIM.Seam € M = IM, entonces m = D pin TG = 3 iy Ti M, donde
ri € Iy m; € M, con lo cual tenemos que m € I M .

Finalmente probemos que (3) implica (1), en donde al igual que en los casos
anteriores, solo hay probar que M C IM. Sea m € M y consideremos su clase

m € M = IM, entonces m = meﬂ-mi = me rm; = me r;m;, luego,

M =37 i iy € (X)M, 0 sea que, m — 3 ¢ rimy = - i, (D0 skjwg)m, es
decir, m € IM. O

Proposicion 4.4.3 Sean M un mddulo finitamente generado sobre un anillo
noetheriano R, I un ideal de R con IM # M y X = (x1,...,2,) una M-
sucesion en I, entonces

depth(I, M) = depth(I, M) = depth(I, M) — n.

Demostracién. Sea Y = (yi,..., ) una M-sucesién maximal en I. En-
tonces haciendo el mismo tipo de calculos que en la proposicién anterior junto
con el hecho de que para cada i € {1,...,m}, y; es M/{y1,...,y;—1)M-regular,
se sigue directamente que J; es M /(7y,...,7;_,)M -regular.

Por otra parte, como y1, . . ., Ym €s una M-sucesion en I, (1, ..., Ym)M # M.
Asf que (¥, ...,¥,,) M # M, de acuerdo con la proposicién 4.4.2. De este modo
Ups- -+ Yy €8 una M-sucesion en I.

Ahora supongamos que ¥y, . ..,7,, no es una M-sucesién maximal en I, en-
tonces hay un ro € I tal que 7y, ..., ¥,,, 7o es una M-sucesién y de aqui tenemos
que 7o es M /(Yy,- -, Y,) M -regular. Y nuevamente con el mismo tipo de calcu-
los que en la proposicién anterior llegamos a que ro es M /(y1, .. ., ym ) M-regular.
Pero 7y, - - -, Ypm, To €8 una M-sucesion, entonces (7, - - - , Y, 7o) M # M, que im-
plica que (y1,...,Ym,70)M # M y de aqui se sigue que yi,...,¥Ym,7o €s una
M-sucesién en I, lo que contradice la maximalidad de y1, ..., Ym- AT Gy, ..., T,
es una M-sucesién maximal en I. Por lo tanto, depth(I, M) = depth(I, M).

Para la segunda igualdad tenemos que la M-sucesién en I, 1, ..., z, puede
ser completada a una M-sucesién maximal en I, digamos x1,...,ZTp,- .-, Tm-
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Entonces por la proposicién 4.1.2, x4, ..., x, es una M-sucesién y x,41,..., 2,
es una M-sucesion.

Veamos que T,y 1,...,T,, es una M-sucesién maximal.

Supongamos que x,41,...,2, no es maximal, entonces hay un rg € R tal
que Znil,...,x;,,70 es una M-sucesion. Esto tltimo junto con el hecho de
que z1,...,T, es una M-sucesién implican que x1,...,Zp, Tpt1---,LTm,To €S
una M-sucesion, lo que contradice la maximalidad de z1,...,Zn, ..., Tm. Asi,
depth(I, M) = depth(I, M) — n. ]

Proposicion 4.4.4 Sea f: F — G un monomorfismo de modulos finitamente
generados sobre un anillo local (R, m) y supongamos ademds que F es libre y
que m € APr(R). Entonces 1, ® f es inyectiva, donde k = R/m.

Demostracién. m € APg(R) implica por B.1.3 que hay un monomorfismo
de R-moédulos ¢ : kK — R. Por otra parte, como F es libre se sigue de 2.1.13 que
F es plano, entonces ¢ @ 1p : k®p F' — R®p F es inyectiva. Asi obtenemos el
diagrama conmutativo

kopF 22 RopFeF

1.®f 1r®f

k®RG&1G> RrG=G.

Como p®1p y 1 ® f son inyectivas, entonces (1 ® f)o(¢®1p) = (¢®1g)o
(1x ® f) es inyectiva, luego 15 ® f es inyectiva. O

Proposicién 4.4.5 Sean (R, m) un anillo local noetheriano y M un R-mddulo
finitamente generado. Si x € m es R-regular y M -reqular, entonces

pdr(M) = pdp)z) (M/{x)M).

Demostracién. Sea F una resolucion libre minimal de M.

Veamos que x es Fj-regular. Sea y € F; tal que xy = 0. Como Fj es libre,
F; tiene una base, digamos {b;}. Entonces y se puede expresar de manera tnica
como y = » 7;b;, donde r; € Ry r; = 0 para casi todo j. Luego, zy =
x Yy rjb; = (zr;)b; = 0. Entonces para todo j, zr; = 0. Pero z es R-regular,
asi que para todo j, 7; = 0, o sea que y = 0. Por lo tanto, x es Fj-regular.

Por lo tanto, por 4.1.4, el complejo R/{z) ® F es exacto.

También tenemos que cada R-médulo en R/{z) ® F admite una estruc-
tura de R/(zx)-médulo, pues (z) C Ann(M/(zx)M) y (x) C Ann(F;/(z)F}).
Ademés R/{z)@r F; 2 R/{z) r (D R) X P(R/{(z) ®r R) = P R/(z) y como
R/(z) ®pg F; admite una estructura de R/{x)-mdédulo, entonces R/(z) @ F; es
R/(x)-libre. Més atin, R/{x) ® F es una resolucién libre minimal de M /(x)M
sobre R/(z), ya que los morfismos d; en el complejo R/m®F son todos cero. O

Observacion.
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1. m/(z) es un ideal maximal de R/(z) si y sélo si (R/(z))/(m/{(z)) = R/m
es un campo.

2. (R/{x),m/(z)) es un anillo local.

Proposicién 4.4.6 Dado un anillo local noetheriano (R, m), para cada R-mddu-
lo libre finitamente generado F, depth(m, R) = depth(m, F).

Demostracién. Como F es libre y finitamente generado, F = @, R para
algun n > 0.

depth(m, R) = depth(m, F) siy sélo si inf{i : Extly(R/m,R) # 0} = inf{i:
Ext'y(R/m, F) # 0}.

Tenemos que Eztly(R/m, F) = Ext'y(R/m, @, R) = @ Extlz(R/m, R) =
(Exty(R/m, R))". Entonces Exty(R/m, F) =0 siy sélo si Ext(R/m, R) = 0.
Por lo tanto depth(m, R) = depth(m, F'). O

Teorema 4.4.7 (Férmula de Auslander-Buchsbaum) Si (R, m) es un ani-
llo local noetheriano y M # 0 es un R-mddulo finitamente generado con dimen-
sion proyectiva finita, entonces

pdr(M) = depth(m, R) — depth(m, M).

Demostracién. Usaremos induccién sobre depth(m, R).
Supongamos que depth(m, R) = 0. Por hip6tesis M tiene una resolucién libre
minimal

d
F:0—- F, - - P —— F —— M - 0

con n = pdg(M).

Supongamos que n > 1. Como depth(m, R) = 0, entonces del ejemplo dado
después de la definicién 4.2.8, se sigue que m € AP(R). Ademds d,, es un
monomorfismo, entonces por 4.4.4, 1/ ® d,, es inyectiva, es decir, ker(1p/m ®
dy) = 0, pero 0 # Torf(R/m, M) = ker(1z/m®dy,), lo cual es una contradiccion.
Luego n = 0y de esto se sigue que M es proyectivo sobre (R, m), lo cual implica
que M es libre. Asi por 4.4.6, depth(m, R) = depth(m, M).

Ahora supongamos que depth(m, R) > 0 y siempre que (R’,m’) es un anillo
local noetheriano y N # 0 un R’-mdédulo finitamente generado con dimensién
proyectiva finita tal que depth(m’, R") < depth(m, R), entonces

pdr/ (N) = depth(m’, R") — depth(m’, N).

Al considerar el caso depth(m, M) > 0, se sigue, del ejemplo dado después
de la definicién 4.2.8, que m ¢ AP(R) y m ¢ AP(M).

Afirmacion. Hay un x € m tal que x es R-regular y M-regular.
En efecto, supongamos que para todo x € m, z € ZD(R) = UPeAP(R) Po

x € ZD(M) = Upeapr P> es decir, m € (Upeapr) P) UUpecapan P)- De
B.2.9 tenemos que AP(R) y AP(M) son finitos, entonces por B.1.1 se sigue que
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m € AP(R) o que m € AP(M), lo cual es una contradiccién.

La afirmacién junto con 4.4.3 y 4.4.5 nos da que
depth(m/{z), M{x)M) = depth(m, M /{x)M) = depth(m, M) — 1
depth(m/(z), R/(x)) = depth(m, R/{(z)) = depth(m, R) — 1,
pdr(M) = pdr sy (M/(x)M).
Luego, por la hipétesis de induccién tenemos que
pdr(M) = pdry)(M/{z)M)

depth(m/(z), R/(x)) — depth(m/(x), M (x) M)
= depth(m,R) — 1 — depth(m, M) + 1.

Finalmente consideremos el caso depth(m, M) = 0.
Al tomar la sucesién exacta corta

0 s K ——+ Fy —2+ M —— 0,

donde K = ker(y) e i es la inclusién, tenemos por 4.4.6 que depth(m, Fy) =
depth(m, R) > 0. Entonces por 4.4.1,

0 = depth(m, M) > min{depth(m, K) — 1, depth(m, Fy)} = depth(m, K) — 1

y depth(m, K) > min{depth(m, Fy), depth(m, M) + 1} = 1.

Asf que depth(m, K) = 1.
(Notemos que K # 0, por lo cual tiene sentido hablar de depth(m, K), pues si
K =0, entonces M es proyectivo, y de aqui depth(m, M) = depth(m, R) > 0, lo
cual es una contradiccion).

Ahora fijémonos en el complejo

0 ——> Fy — - P2 Kk ——0,

el cual es una resolucién libre de K, entonces pd(K) <n—1=pd(M) — 1.
Supongamos que pd(K) = j < n — 1 para algin j € NU {0}, o sea que hay
una resolucion libre de K
dj @

0——F —— . — F '+ F - K - 0,

la cual nos da otra resolucién libre de M, a saber:

d] iop’
0o——F —— . —F ——> F, ——F —— M — 0.

De este modo tenemos una resolucién proyectiva de M de longitud j+1 <n =
pd(M), lo que contradice la definicién de dimensién proyectiva. Por lo tanto,
pd(K) = pd(M) — 1.
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Al igual que como se hizo en el caso depth(m, M) > 0, tenemos que pd(K) =
depth(m, R) — depth(m, K). Luego

pd(M) — 1 = depth(m, R) — depth(m, M) — 1.

O

Observacion. La teoria de profundidad nos prepara para el estudio del Teore-
ma de Hilbert-Burch, el cual establece lo siguiente:

Sea R un anillo noetheriano e I # 0 un ideal propio de R con una re-
solucion libre de longitud 1, 0 Fy LA Fy I 0.5
rango(Fy) =t, entonces rango(Fy) =t + 1. Fijando bases para Fy y F1, enton-
ces o1 puede representarse por una matriz (t + 1) x t. Haciendo d; = (—1)'D;,
donde D; es el determinante de la matriz t X t que se forma eliminando la
i-ésima fila de la matriz o1, entonces It(p1) = (dy,...,ds11). Se garantiza tam-
bién que existe a € R tal que a no es diisor de cero e I = ali(p1). Mds ain,
depth(Li(¢1)) = 2.

Reciprocamente, si a € R no es divisor de cero y ¢ es una matriz (t+1) x t
con entradas en R tal que depth(I(p)) > 2, entonces el ideal I = al(p) tiene
una resolucion libre de longitud 1.

Si bien el teorema no trata con ideales de dimensién proyectiva mayor que 1,
éste ha encontrado aplicaciones, por ejemplo, en el Problema de Levantamiento
de Grothendieck, en la teorfa de singularidades racionales, en teoria de defor-
macién y en la teoria de eslabonamiento. Todas estas aplicaciones descansan en
el hecho de que el Teorema de Hilbert-Burch da un tipo de “forma genérica”
para ideales perfectos de profundidad 2.



Apéndice A
Localizacion

Se generaliza el proceso por medio del cual se construye el campo de frac-
ciones de un dominio entero.

Sea R un anillo y sea S un subcojunto multiplicativamente cerrado de R, es
decir, 1 € S'y S es cerrado respecto a la multiplicacién. Se define en R x S una
relacién ~ de la siguiente forma:

(r,s) ~ (r',s") siy sélo si u(s'r — sr’) = 0 para algin u € S.

Dicha relacién es una relacién de equivalencia. Con r/s se denota a la clase de
equivalencia de (r,s) y con S™'R al conjunto de las clases de equivalencia. Se
definen operaciones en S™!'R para hacer de ¢l un anillo del modo siguiente:

(r/s)+ (r')s") = (s'r + sr')/ss y (r/s)(r'/s") =rr"/ss,

donde el neutro aditivo es 0/1, el cual coincide con 0/s para cada s € S. El
inverso aditivo de r/s es —(r/s) = (—r)/s y el elemento unitario es 1/1, que
coincide con s/s para cada s € S. El anillo S™'R se denomina anillo de frac-
ciones. Hay ademas un morfismo de anillos f : R — S™!R que estd definido
por f(r) :=r/1, que en general no es inyectivo.

Si P es un ideal primo de R, el conjunto S = R — P es multiplicativamente
cerrado. En este caso S™!R se denota por Rp, el cual es un anillo local. El
proceso de pasar de R a Rp se denomina localizacién en P.

La construccién de S™!R se puede hacer sobre un R-médulo M en lugar del
anillo R, para obtener el S™!R-médulo S™!M con las operaciones de suma y
producto por escalar siguientes:

(m/s)+ (m'/s') = (s'm + sm’)/ss’ y (r/s)(m/s") = rm/ss’.

Nuevamente, si P es primo, se escribe Mp en lugar de S~'M, donde S = R— P.

Concluimos esta serie de comentarios con lo siguiente: si w : M — N es un
morfismo de R-médulos, entonces la aplicacién S~™'u : S™'M — S~'N definida
por S~tu(m/s) = u(m)/s, es un morfismo de S~!R-mddulos y S~(vowu) =
S~ lvo S~ 1u.
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Proposicién A.0.1 Si la sucesion de R-mddulos M —— N ——— T es

st St _
exacta en N, entonces §—1N —> §-1N ——> §-IT esezxactaen S™'N.

Demostracién. Demostracién. Como v o u = 0, entonces 0 = S~1(0) =
S~ twou) = S"tvo S tu, esto es, Im(S~tu) C ker(S~1v).

Sélo falta probar que ker(S~'v) C Im(S~'u). Si n/s € ker(S~1v), 0 =
S~1u(n/s) = v(n)/s, esto es, (v(n),s) ~ (0,1). Entonces hay un w € S tal que
wo(n) = v(wn) = 0, o sea que , wn € ker(v) = Im(u). De esto se obtiene que
wn = u(m) para algin m € M. As{, n/s = wn/ws = u(m)/ws € Im(S~1u).
O

Proposicién A.0.2 Si N es un submddulo de M, la aplicacion SN — S M
es inyectiva y por lo tanto ST'N puede considerarse como un submddulo de
S—IM.

Demostracion. Como la sucesiéon ( - N M es exacta, en-

1

s 2 ST
tonces la sucesiéon () §—1N =% g-1)/ es exacta. De esta forma,

S~™IN es isomorfo a un submédulo de S~ m|

Proposicion A.0.3 Sea I un ideal de R y sean N y T submddulos de un R-
modulo M, entonces

(1) STYN+T)=S"IN+S-IT.

(2) STHNNT)=S"INNS™IT.

(3) Los S~'R-mddulos S~(M/N) y (S*M)/(S7LR) son isomorfos.

(4) ST es isomorfo a un ideal propio de S~'R si y sélo si SN I = ().
Demostracién.

(1) Seax/s € STH(N+T),conz € N+TyseS. Entonces x = n +t con
ne€ NyteT. Luego, v/s = (n+t)/s= (n/s) + (t/s) € STIN + S~IT.
Reciprocamente, sea /s € S™'N + S7IT con x € M y s € S. Entonces
x/s = (n/s1)+ (t/s2) conn € N, t € Ty s1,80 € S. (n/s1)+ (t/s2) =
(san + s1t)/s1s2 € STHN +T).

(2) NNT esun submédulo de N y de T. De la proposicién anterior tenemos
que STHNNT) C S™INy STYNNT) C S7I'T. Entonces S~™H(N N
T) C STIN N S™IT. Reciprocamente, siz € STINNS T, 2 € STIN y
x € S7IT. Entonces * = n/syx =t/s' conne€ N, t€Tys,s €S8.
De esto se sigue que hay un u € S tal que u(s'n — st) = 0. Luego, n/s =
us'n/us’'s = ust/us's € STH{NNT).

%

(3) Como 0 - N » M ———+ M/N — ( esuna sucesién

exacta, entonces la sucesién

S~

0 s—in S 5N

STIN
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es exacta. Asf, STIN = Im(S~1i) = ker(S~!7) y por tanto S~1(M/N) =
(S7*M)/(STIN).

(4) (=) Supongamos que s € R tal que s € SN, entonces 1/1 = s/s € S71I.
Luego, S~'I = S~'R.

(<) Supongamos que S~'I = ST R, entonces 1/1 = r/s para algin r € I
y s € S. De esto se sigue que hay un s’ € S tal que s'(s—r) = 0, es decir,
S>s's=s'rcloseaque SNI#Q.

O

Proposicién A.0.4 Si J es un ideal de S™'R, entonces J = S~'I, donde
I=f=1(J).

Demostracién. Sea r/s € J conr € Ry s € S, entonces f(r) =r/1 =
(s/1)(r/s) € J y por tanto r € f~1(J) = I. Asi, r/s € S~1I. Reciprocamente,
sear/s € ST conr € I'y s € S. Entonces f(r) = r/1 € J. Luego, r/s =
(1/s)(r/1) € J. O

Proposicién A.0.5 Si P es un ideal de R, entonces P C f~*(S~'P). La igual-
dad es vdlida si P es primo y PN S = 0.

Demostracién. Si z € P, f(x) = #/1 € S™'P. Ahora supongamos que P
es primoy PNS =0, yseax € f~1(S™'P). Entonces f(z) = z/1 € S~1P.
Luego, existen r € Py s € S tales que 2/1 = r/s, de lo cual se sigue que hay un
u € S tal que u(sx —r) = 0. Asi, usz = ur € P, pero us ¢ P ya que PNS = 0.
Como P es primo, = € P. a

Proposicién A.0.6 Si P es un ideal primo de R con PN S = (), entonces
S™1P es un ideal primo de ST 'R.

Demostracién. Del inciso 4 en A.0.3 tenemos que S~!P es un ideal propio
de S71R.

Sean z/sy 2'/s" en ST R tales que (z/s)(z'/s') = xa'/ss’ € ST P, entonces
existen r € P y u € S tales que zz'/ss’ = r/u. Luego hay un v € S tal que
v(uzz’ — ss'r) = 0y por tanto vuzz’ = vss'r € P, con vu € S — P. Entonces
zx’ € P con P primo, de donde z € P o 2’ € P. Y de esto obtenemos que
r/s€ ST1Poa'/s' € STIP. O

Teorema A.0.7 Hay una aplicacion biyectiva entre el conjunto de ideales pri-
mos P de R que son ajenos con S vy el conjunto de ideales primos Q de ST'R,
dada por

P—stp Y Q—>f_1(Q)

Demostracién. Sea P un ideal primo de R tal que P NS = (), entonces
por la proposicién anterior, S~!P es un ideal primo en S~!R. Luego, por A.0.5,
f71(s~tP)=rP.

Sea @ un ideal primo en S!R, entonces f~1(Q) es un ideal primo en R.
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Veamos que f~1(Q) NS = 0. Supongamos que f~1(Q) NS # (), entonces
Q= S"1(fYQ)) = ST'R (la primera igualdad se da por A.0.4 y la segunda
por (4) en A.0.3), lo cual es una contradiccion.

Asi, las aplicaciones P — S~1P y Q — f~1(Q) son inversa una de
la otra. ]

Corolario A.0.8 Si P es un ideal primo de R, los ideales primos del anillo local

Rp estdn en correspondencia biyectiva con los ideales primos de R contenidos
en P.

Demostracion. Basta tomar S = R — P en el teorema anterior. O

Proposicion A.0.9 Sea M un R-mddulo. Son equivalentes:
(1) M =0.
(2) Mp =0 para todo ideal primo P de R.

(3) My =0 para todo ideal mazimal m de R.

Demostracién. (1) = (2) = (3) son evidentes. Probemos que (3) = (1).
Supongamos que M # 0. Sea m # 0 en M y consideremos el ideal Ann(m).
Como 0 # m = 1m, entonces 1 ¢ Ann(m). Asi, Ann(m) es un ideal propio
de R y por tanto hay un ideal maximal m de R tal que Ann(m) C m. Pero
m/1 € My, = 0, o sea que m/1 = 0/1. Entonces hay un r € R — m tal que
rm = 0, lo cual nos dice que r € Ann(m). Ademds, r ¢ m O Ann(m), lo cual
es una contradiccion. a



Apéndice B

Descomposicion Primaria

B.1. Primos asociados

Teorema B.1.1 Sean Py, Ps,...,Ps (s > 2) ideales en un anillo R, con Py y
P, no necesariamente primos, pero Ps, ..., Ps primos (s > 3) y sea I un ideal
de R. Si I CJ;_, P, entonces hay un i tal que I C P;.

Demostracién. Supongamos que para todo i, I ¢ P;.

Afirmamos que I no estd contenido en la unién de cualquier coleccién mas
pequena de los P;. Usemos induccién para probar esta afirmacién.

El caso base es obvio por la suposicién inicial en la demostracion.

Supongamos que cualquier coleccién de cardinalidad mayor o igual a uno y
menor que s — 1 cumple lo dicho.

Ahora tomemos una coleccién con s — 1 de los P;, digamos F;,,..., P, ,;
entonces I ¢ P, e I ¢ Uj;% P;,, o sea que existen 1, x5 € I tales que 21 ¢ P,
y T3 ¢ Uj;% P,.Si I C Uj;i P, = P, U (Uj;i P;,), entonces x1 ¢ P;,
0 € Py, 11 € Uj;; P, yax ¢ Uj;; P;,. Esto implica que 21 + 22 ¢ P, y
1+ 20 ¢ Uj;; P;,, de donde, x1 4 2 ¢ I, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto I ¢ Uj;} P

De la afirmacién se sigue que para cada 7, hay un z; € I tal que z; ¢ Uj# P;,
pero I C | JI_, P, asi que z; € P,.

Sis=2,I¢ P el P,implicaquezy € P, 22 ¢ P, 21 ¢ P,y 22 € Ps.
De esto se sigue que &1 + 2 ¢ Py y 1+ 22 ¢ Po. Luego 1 +a2 ¢ PLUP, D I,
lo cual es una contradiccion.

Supongamos que s > 2. Para cada i € {1,...,s — 1}, xyz9---x5_1 € P; y
x5 ¢ P;, entonces para cada i € {1,...,s — 1}, a = (v122 - x5-1) + x5 ¢ P,
esto es, a ¢ U;;ll P;. También tenemos que para cada i € {1,...,s—1}, x; ¢ Ps,
entonces x1x -+ xs—1 ¢ Ps, porque Ps es primo. Pero zs € Py, entonces a ¢ Ps.
Luego, a ¢ |J;_, P; 2 I, lo cual es una contradiccion. O

Definicién B.1.2 Sean M un R-mddulo y P un ideal primo de R. Diremos
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que P es un primo asoctado de M si P es el anulador de algin x € M con
x # 0. El conjunto de primos asociados de M es denotado por AP(M).

Proposicion B.1.3 Un ideal primo P es un primo asociado de M si y solo si
hay un morfismo de R-mddulos inyectivo de R/P a M. Por consiguiente, si N
es un submddulo de M entonces AP(N) C AP(M).

Demostracién. Para la primera implicacion tomamos a P un ideal primo
tal que P = Ann(x) para algin ¢ € M con x # 0. El morfismo buscado es el
que ar+ P € R/P le asigna rz.

Para el reciproco suponemos que hay un R-morfismo inyectivo ¢ : R/P — M
y sea x = (1 + P). Como P es primo, 1 + P # 0 y por tanto x # 0.

Veamos que P = Ann(zx)

Sir e P, entonces 0 = o(r + P) = rp(l + P) = rx, o sea que r € Ann(z).

Sir € Ann(z), se sigue que 0 = rz = rp(l + P) = ¢(r + P), entonces
r+ P =0, es decir, r € P.

Por lo tanto, P = Ann(zx).

Por otra parte, P € AP(N) implica que hay un morfismo inyectivo ¢ :
R/P — N, entonces io ¢ : R/P — M es un R-morfismo inyectivo (donde i es
la inclusién de N en M). Asi, P € AP(M). a

Proposicién B.1.4 Si M = 0 entonces AP(M) = 0. El reciproco se cumple si
R es un anillo noetheriano.

Demostracion. Como no hay elementos distintos de cero en el médulo cero,
entonces M no tiene primos asociados. Ahora supongamos que R es noetheriano
y que M # 0, entonces para cada z € M con = # 0 siempre es posible hablar del
anulador de x, es decir, para todo x € M con z # 0, Ann(z) # (). Como R es
noetheriano, se cumple la condicién maximal, esto es, el conjunto C = {I : I =
Ann(z) para algin @ € M con x # 0} tiene un elemento maximal I.

Veamos que I # R y que [ es un ideal primo de R.

Si Ann(z) = I = R, entonces x = 1oz = 0, lo cual es una contradiccidn.

Supongamos que ab € I con a ¢ I, entonces abz = 0y ax # 0, lo que implica
que b € Ann(ax). Pero I = Ann(z) C Ann(ax) e I es maximal en C, entonces
bel.

De esta forma tenemos que I es primo y por lo tanto AP(M) # (). O

Proposicién B.1.5 Para todo ideal primo P de R, AP(R/P) = {P}.

Demostracién. Al tomar el morfismo identidad en R/ P, tenemos por B.1.3
que P € AP(R/P). Ahora tomemos un I € AP(R/P), luego existe r € R — P
tal que I = Ann(r+P). Entonces x € I siysélosizr € Psiysdlosiz € P. O

Observacién. Si r € R — P, entonces Ann(r + P) ={s € R | sr € P} = P.

Proposicién B.1.6 Sea ZD(M) = {r € R : rm = 0 para algin m € M con m #
0} el conjunto de divisores de cero de M. Entonces UpeAP(M) P C Z(M).
La igualdad es vdlida si R es noetheriano.
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Demostracion. La inclusién primera se sigue directamente de la definicién
de primo asociado.

Ahora supongamos que R es noetheriano y que r € ZDg (M), entonces hay
un m € M con m # 0 tal que rm = 0, as{ (m) # 0. Entonces por B.1.4,
existe un ideal primo P de R tal que P es primo asociado de (m), o sea que
P = Ann(sm) para algin s € Ry s # 0. Pero también tenemos que rm = 0,
luego rsm = 0, de donde se sigue que r € Ann(sm) = P € AP(m) C AP(M)
(la dltima contensién se garantiza por B.1.3). Por lo tanto, r € Upcap(ar) P-
O

B.2. Descomposicién primaria

Sea N un submédulo de un R-médulo M y sear € R. Definimos A, : M/N —
M/N como multiplicacién por r.

Definicién B.2.1 N es un submddulo primario de M si N # M vy para
cada r € R, )\, es inyectiva o nilpotente.

Observacion.

1. Lainyectividad de A, significa que N = ker(\,.) = {m+N : rm € N}, esto
es, para cadam € M, rm € N implica m € N. Mientras que la nilpotencia
de A, indica que hay un n € N tal que para cadam € M, r*(m+ N) = 0.
Esto equivale a que ™ € Ann(M/N), o sea que r € rad(Ann(M/N)),
donde rad(Ann(M/N)) := {r € R: r™ € Ann(M/N) para algin n € N}
y es un ideal de R.

2. A+ no puede ser inyectiva y nilpotente a un mismo tiempo, ya que de
ser asf, la nilpotencia nos dice que r"M = r(r""1M) C N, y de esto,
la inyectividad implica que »»~'M C N. Luego, siguiendo un argumento
inductivo se sigue que M = N, lo que contradice que N sea un submédulo
propio. De esta forma tenemos que si N es un submédulo primario de M,
entonces rad(Ann(M/N)) = {r € R| A\, no es inyectiva }.

Proposicién B.2.2 rad(Ann(M/N)) es un ideal primo.

Demostracion. rad(Ann(M/N)) # R, ya que 1 ¢ rad(Ann(M/N)). Sean
r,r’ € R tales que r ¢ rad(Ann(M/N)) y v' ¢ rad(Ann(M/N)), es decir, A,
y Am son inyectivas. Entonces A\, o A, = A.v es inyectiva. o sea que, rr’ ¢
rad(Ann(M/N)). O

Definicién B.2.3 Si P = rad(Ann(M/N)), diremos que N es P-primario.

Definicién B.2.4 Una descomposicion primaria de un submodulo N de M
es una expresion de N como una interseccion finita, N;_, N;, donde los N; son
submdodulos P;-primarios. La descomposicion es reductda si los P; son distintos
y st ninguna de las componentes N; pueden omitirse de la interseccion, es decir,
S Ni 2 ﬂﬁgiNj (1 <1< ’I“).
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Proposicién B.2.5 Si Ny,..., N, son P-primarios, entonces Ni_;N; es P-
primario.

Demostracion. Hagamos la prueba por induccion.
El caso base es obvio.

Supongamos que para cualquier familia finita Ny, ..., N; (j < t) de submédu-
los P-primarios, N/_, N; es P-primario.
Sea Ny,..., Ny una familia de submédulos P-primarios de M. Hacemos N =

N!Z{ N;. Por hipétesis, rad(Ann(M/N)) = rad(Ann(M/N;)) = P.

Debemos probar que para cada r € R, A, : M/(N N N;) — M/(N N N) es
inyectiva o nilpotente. Sea r € R y supongamos que A, no es nilpotente. Sea
m € M tal que rm € N N N;. Como N y N; son P-primarios, m € N N Ny, y
asi, A, es inyectiva.

Sélo falta probar que rad(Ann(M/N N Ny)) = P.

Sea z € rad(Ann(M/N N N;)), entonces hay un n € N tal que "M C
N N Ny, lo cual implica que "M C N y z"M C N;. De aqui se sigue que
x € rad(Ann(M/N)) y x € rad(Ann(M/Ny)). Luego = € P.

Sea x € P, entonces existen ni,ns € N tales que 2" M C N y "M C N;.
Luego, ™2 M C N N Ny, o sea que = € rad(Ann(M/N N Ny)). ]

Definiciéon B.2.6 El submddulo propio N de M es irreducible si N no puede
ser expresado como N1 N No, con N contenido propiamente en los submddulos
N1 y Na.

Proposicion B.2.7 Si N es un submddulo irreducible de un mddulo noethe-
rtano M, entonces N es primario.

Demostracién. Haremos la prueba por contraposicién. Supongamos que N
no es primario, esto es, para algin r € R, A\, : M/N — M/N no es inyectiva y
no es nilpotente. Entonces, ker(A,) # 0 y para cada n € N, A # 0. Entonces
hay un mg € M — N tal que 7mg € N. Luego, r?mg € N, esto es, mg € ker(\2).
Siguiendo de esta forma tenemos que mg € ker(A?) para cada n € N. Mds ain,
para cada m € ker(\,), m € ker(\") para cada n € N. De esta forma se tiene
una sucesién creciente de submédulos de M /N

ker(\,) C ker(\2) C ker(\?) C

Como M es noetheriano, se sigue que M/N es noetheriano, entonces hay un
no € N tal que ker(A\") = ker(A" 1) = ... Sean ¢ = A" y 7 : M — M/N la
proyeccién canénica y sean N; = 7! (ker(¢)) y No = 7~ 1(Im(p)). Afirmamos
queN:NlﬂNg,NgleNgNg.

Sea x € N, entonces 7(z) = 0 € ker(A\") N Im(A). Reciprocamente, x €
Ny N Ny implica que 7(z) € ker(¢) N Im(p). Luego, o(m(x)) =0y m(x) = ¢(y)
para algin y € M/N. Entonces 0 = ¢(m(z)) = ¢(p(y)) = ¢*(y). De esto se
sigue que y € ker(¢?) = ker(y), es decir, 0 = p(y) = m(z). A51 que, z € N. Por
lo tanto, N = N1 N Ns.
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Sabemos también que ker(¢) # 0 e Im(p) # 0. Asi podemos tomar un y # 0
en ker(y), entonces hay un = € M tal que 7(z) = vy, esto es, * € 7 1(y) C
1 (ker(¢)) = Ni. Ademss, z ¢ N, porque 7(z) =y # 0.

Andlogamente se prueba que N & N. m]

Teorema B.2.8 Si N es un submddulo propio de un mddulo noetheriano M,
entonces N tiene una descomposicion primaria. Mds aiun, N tiene una descom-
posicion primaria reducida.

Demostracion. Mostraremos que N puede ser expresado como una inter-
seccién finita de submdédulos irreducibles de M.

Sea S la familia de submoédulos de M que no admiten una representacién de
esta forma. Si S # (), S tiene un elemento maximal N, porque M es noetheriano.
Por la definicién de S, N no es irreducible, o sea que puede ser expresado
como N = NN Ny con N & N; y N & Na. Luego, por la maximalidad de
N, N7 y N> pueden ser expresados como intersecciones finitas de submddulos
irreducibles de M. Y asi, N también puede expresarse de esta forma, lo que
contradice que N € S. Por lo tanto, S = ). De esta forma, todo submdédulo
propio N de M admite una representaciéon como N = N;_; N;, donde los IV; son
irreducibles. Luego, de la proposicién anterior, los N; son P;-primarios. Ademas,
la irreducibilidad de los IV; garantiza la minimalidad de dicha interseccion, esto
es, que IV no puede expresarse como una interseccién de una subcoleccién propia
de los N;. Sabemos también de B.2.5 que la interseccién de submédulos P-
primarios es P-primaria, asi que la minimalidad de tal interseccién implica que
los P; son distintos. O

Teorema B.2.9 Si M es un mddulo finitamente generado sobre un anillo noet-
heriano R, entonces AP(M) es finito.

Demostracién. Si M =0, AP(M) = 0.

Supongamos que M # 0. Del teorema anterior se sigue que 0 tiene una
descomposicién primaria reducida Nj_; NV;, donde N; es P;-primario.

Se afirma que AP(M) = {Py,...,P.}. Sea P € AP(M), entonces hay un
m # 0 en M tal que P = Ann(m). Como m # 0, m ¢ Ni_;N;, o sea que
hay un N;, tal que ¢ N;,. Reordenando a los N;, de modo que Ny,...,Nj
sea la subcoleccién de los N; que no contienen a m. Sabemos que los N; son
P;-primarios, esto es, P; = rad(Ann(M/Nj;)). Como P; es finitamente generado,
entonces hay un n; € N tal que P""M C N;. Luego, (N/_, P )m C N/_N; =0,
(no olvidando que m € Ni_; 1 N;) y asi, ﬂLlPZ” C Ann(m) = P, el cual es
primo. De esto obtenemos que para algun 1 <i; < j, P, C P.

Veamos que P;, = P, es decir, que P C F;,.

Sea z € P, entonces xm = 0. Como m ¢ P;,, A, : M/N;, — M/N;, no es
inyectiva, o sea que = € rad(Ann(M/N;,)) = P, .

Ahora mostremos que cada P; estd en AP(M). Sin pérdida de generalidad,
tomemos a P;. Como la descomposicién es reducida, Ny 2 Ni_oN;. Sea z €
N7_oN; tal que = ¢ Nj. Andlogamente a lo hecho en la primera parte de la
prueba, tenemos que el conjunto A = {n € N: Pl'z C N;} # (), entonces A
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tiene minimo. Sea ny = min(A). Luego, Pf‘“_lM ¢ Ni.Seay € Pln"_la: — Ny,
de aqui, y # 0y Pyy C P/ 'z C N;.

Se afirma que P; = Ann(y).

Como z € NI_,N;, Pz C NI_,N;. Entonces Piy C NI_; N; = 0, esto es,
Py C Ann(y). Por otra parte, si z € Ann(y), zy = 0. Ademds, y ¢ Ny, entonces
Az : M/N1 — M/Nj no es inyectiva, o sea que x € rad(Ann(M/Ny)) =P,. O

B.3. Soporte de un mdédulo

Definicién B.3.1 El soporte de un R-mddulo M, denotado por Supp(M), es
el conjunto de todos los ideales primos P de R tales que Mp # 0.

Observacién. Supp(M) = @) si y sélo si Mp = 0 para todo ideal primo P siy
sélo si M =0 (la dtima igualdad se da por A.0.9).

Si I es un ideal de R, sea V(I) el conjunto de todos los ideales primos que
contienen a I.

Proposicién B.3.2 Supp(R/I) =V (I).

Demostracién. Si P € V(I), P es un ideal primo de R tal que I C P.
Entonces, por A.0.2 y A.0.8, Ip = S~ C S7'P # Rp. Luego, por A.0.3,
0+# (Rp/Ip) = (R/I)p, es decir, P € Supp(R/I).

Si P € Supp(R/I), S~'I = Ip # Rp. Luego, Ip C m, donde m es el ideal
maximal de Rp. Como m es primo en Rp, f~*(m) es un ideal primo de Ry por
A.0.8, f~(m) C P. Entonces, m = S~1(f~!(m)) C S~'P. Como m es maximal
en Rp, m = S~1P. Sear € I, entonces r/1 € Ip Cm = S~1P, lo cual implica
que existen ' € Py s € R — P tales que /1 = r'/s. De esto se sigue que
u(sr —r') = 0 para algin v € R — P, esto es, usr = ur’ € P con us € R — P.
Como P es primo, r € P. a

Proposicién B.3.3 $i 0 —— M — N —— >~ () esuna su-

cesion exacta, entonces Supp(N) = Supp(M) U Supp(T).

Demostracién. Como ( - M —=+ N - T » () es una

-1 —1
Su—NpSUTP > () tam-

bién es una sucesién exacta. Sea P € Supp(N) — Supp(M), entonces Np # 0 y
Mp = 0. De esto se sigue que S~'v es inyectiva, luego, S~'v es un isomorfismo.
Esto implica que Tp # 0, o sea que, P € Supp(T).

Ahora supongamos que P € Supp(M) U Supp(T). Si P € Supp(M), Mp #
0. Ademds Mp es isomorfo a un submédulo de Np, luego, Np # 0, esto es,
P € Supp(N). Por otra parte, si P € Supp(T'), Tp # 0, entonces Np # 0, o sea
que P € Supp(N). O

sucesion exacta, entonces ( - Mp

Proposicién B.3.4 Si M = > M,, entonces Supp(M) = | Supp(M;).
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Demostracién. Sea P € Supp(M), entonces 0 # Mp = (3 M;)p =
> (M;) p (ladltima igualdad es vélida porque los elementos en > M; v > (M;)p
son sumas finitas). Entonces no todos los (M;)p son cero, asi que P € Supp(M;)
para algun i, esto es, P € |J Supp(M;).

Sea P € |JSupp(M;), entonces para algun i, 0 # (M;)p C > (M;)p
(3" M;)p = Mp. De esta forma P € Supp(M). O

Teorema B.3.5 Si M es un R-mddulo finitamente generado, entonces
Supp(M) =V (Ann(M)).

Demostracién. Sea M = Rmi+- - -+Rm,,. Entonces por B.3.4, Supp(M) =
Ui, Supp(Rm;). Tomando el epimorfismo f; : R — Rm; que viene dado por
fi(r) = rm;, tenemos que R/Ann(m;) = Rm;, pues Ann(m;) = ker(f;). De esto
v B.3.2,

Supp(M) = U Supp(Rm;) = U Supp(R/Ann(m;)) = U V(Ann(m;)).

i=1 i=1 i=1

Més ain, ., V(Ann(m;)) = V(Ann(M)). En efecto, si P € V(Ann(m;))
para algun i, entonces P O Ann(m;) 2 Ann(M). Reciprocamente, si P €

V(Ann(M)), se sigue P D Ann(M) = (;_, Ann(m;) 2 Ann(my)--- Ann(m,,).
Entonces P O Ann(m;) para algin . O

Proposicion B.3.6 Si M es un modulo finitamente generado sobre un anillo
noetheriano R, entonces (\pe sp(ar) P = rad(Ann(M)).

Demostracién. Si M =0, AP(M) = 0. Asi que

ﬂ P={reR|paracada Pc AP(M), re P} =R y
PEAP(M)

rad(Ann(M)) ={r € R|r"M =0 para algin n € N} = R

Sea M # 0. Sabemos que el médulo cero tiene una descomposicién primaria
reducida, 0 = ();_, N;, donde cada N; es P;-primario y AP(M) = {Py,...,P,}.

Siz € Npeapr) s se sigue que para cada i, v € P; = rad(Ann(M/N;)).
Entonces, para cada ¢, hay un n; € N tal que 2™ M C N,;. Sea n = maxz{n;},
entonces x"M C N; para cada i. Luego, 2" M C ﬂ:zl N; = 0, es decir, x €
rad(Ann(M)).

Reciprocamente, si x € rad(Ann(M)), se sigue que hay un n € N tal que
"M = 0 = ();_; N;. Luego, para cada i, z"M C N,. Entonces, para cada i,
x € rad(Ann(M/N;)) = P;, que son los elementos de AP(M). O

Proposicién B.3.7 Sea M es un mddulo finitamente generado sobre un anillo
noetheriano R y sea P un idea primo de R. Las siguientes condiciones son
equivalentes:
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(1) P € Supp(M).
(2) Hay un Q € AP(M) tal que @Q C P.
(3) Ann(M) C P.

Demostracién. (1) = (2) Sea P € Supp(M) y supongamos que para todo
Qe AP(M) ={P,...,P}, Q € P, esto es, que para todo i € {1,...,r}, hay
un a; € Qy a; ¢ P. Como P es primo, (;_, Pi 2 a1---a, ¢ P, que implica
Ni—y P € P con N;_; Pi = rad(Ann(M)) 2 Ann(M). Entonces Ann(M) ¢
P € Supp(M), lo cual es una contradiccién.

(2) = (3) Por hipdtesis hay un P, € AP(M) = {Py,..., P} tal que P D P,.
Tenemos también que P; D (\i_, P; = rad(Ann(M)) O Ann(M). Asi, P D
Ann(M).

(3) = (1) Se sigue de B.3.5. O

Definicién B.3.8 Sea N = ﬂ:zl N, una descomposicion primaria reducida,
donde N; es P;-primario. Diremos que P; es minimal si no contiene propia-
mente a ningin Pj, con j # 1.

Teorema B.3.9 Sea M es un mddulo finitamente generado sobre un anillo
noetheriano R. Entonces AP(M) C Supp(M) y los elementos minimales de
AP(M) y Supp(M) son los mismos.

Demostracién. Sea P € AP(M) y haciendo @ = P en la implicacién
(2) = (1), de la proposicién anterior, tenemos que P € Supp(M).

Supongamos que P es minimal en Supp(M), entonces la implicacién (1) =
(2), en la proposicién anterior, nos dice que hay un Q € AP(M) C Supp(M) tal
que @ C P. Por la minimalidad de P, Q = P. Asi, P € AP(M). Més atin, P es
minimal en AP(M), pues en caso contrario, hay un Q € AP(M) C Supp(M)
tal que @ C P y por tanto P no es minimal en Supp(M), lo cual es una
contradiccion.

Sea P minimal en AP(M) y supongamos que P no es minimal en Supp(M).
Entonces hay un ideal @ € Supp(M) tal que @ € P. Luego, por la implicacién
(1) = (2), en la proposicién anterior, hay un P’ € AP(M) tal que P’ C Q.
Entonces P’ C P, o sea que P no es minimal en AP(M), lo cual es falso. a
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