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Prologo

En la Teoria de Integraciéon de Riemann el problema de calcular integrales dobles
se resuelve, en cierta forma, por el Teorema de Fubini. La idea que encierra este
teorema se puede ilustrar de la siguiente manera. Consideremos una funciéon continua
positiva f : [a,b] X [¢,d] — R. Sea P = {tg,t1,...,t,} una particién de [a,b] y se
divide [a,b] X [¢,d] en n bandas por medio de los segmentos {t;} x [c,d]. Si g, se
define por ¢,(y) = f(x,y), entonces el area de la regiéon debajo del grafico de f y
por encima de {z} X [c,d] es:

/cdgxz/cdf(x,y)dy-

El volumen de la regién debajo de la grafica de f y por encima de [t;_1,t;] X [c, d]
es aproximadamente igual a (t; — ¢;_1) - fcd f(z,y)dy, para cada x € [t;_1,t;].

[fex] ]

es aproximadamente igual a

Z(fz‘—ti—l)'/ f(xi,y)dy,

i=1

Asi,

donde z; estd en [t;_1,1;].

XI
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Por otra parte, sumas analogas a ésta aparecen en la definicién de

/ab /Cdf(a:,y)dyd:ﬂ.

Si se define una funcién h como h(zx) := fcd Jo = fcd f(x,y)dy, es de esperarse que h
sea integrable en [a,b] y que

/ab/cdf:/abh:/ab/cdf(w,y)dyd:c.

Esto efectivamente es cierto si la funcién f es continua en el rectangulo com-
pacto [a,b] X [c,d]. La cuestion que ahora se presenta es la siguiente: ;Se puede
tener un resultado andlogo debilitando la hipdtesis de continuidad de la funcién f
en [a, b] X [c, d] a s6lo integrabilidad sobre [a, b] X [¢, d]? La respuesta es no. Podemos
ver inmediatamente que es imposible evitar ciertas dificultades. Por ejemplo, la in-
tegral interior fcd f(z,y)dy puede no existir para ciertos valores de z, ain cuando la
integral doble exista. La hipdtesis de integrabilidad no es lo suficientemente fuerte
para asegurar la existencia de la integral de Riemann fcd [z, y)dy.

Esta dificultad no se presenta en la Teorfa de Integracion de Lebesgue. El Teo-
rema de Fubini para esta integral se cumple con la tnica hipdtesis de que f sea
integrable en el sentido de Lebesgue sobre el rectangulo compacto [a, b] X [¢, d]. Ain
més, el resultado sigue siendo vélido si f es Lebesgue integrable sobre R2.

En la Teoria de Integracion de Henstock-Kurzweil sucede algo similar, el teorema
se cumple con Unicamente pedir que la funcién f sea Henstock-Kurzweil integrable,
no sélo sobre rectangulos compactos [a, b] X [c, d], sino también sobre J x K, donde
Jy K CR.

La cuestién que ahora surge es la siguiente: ;Existen algunas otras hipdtesis,
diferentes a la continuidad y a la integrabilidad, para obtener teoremas tipo Fubini?
Si los hay ;Que relacién guardan con respecto al Teorema de Fubini? La respues-
ta a la primera interrogante es afirmativa. Sin embargo como se mostrara en este
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trabajo estos teoremas, ni generalizan al Teorema de Fubini ni se deducen a partir
de él. Estos teoremas son también objeto de nuestro estudio y, de igual forma los
analizamos en las distintas integrales arriba mencionadas.

El resultado principal de esta tesis es el Teorema 2.10 donde se utiliza la inte-
gral de Henstock-Kurzweil. Este resultado fue publicado en 2009 ([8]). Lo incluimos
aqui ya que da respuesta a la interrogantes que acabamos de mencionar.

El desarrollo de este trabajo estd dividido en dos capitulos, en el primero se
establecen los conceptos basicos de integracion, en cada una de las integrales. Los
teoremas que se exponen en este capitulo son resultados principales de cada una de
las teorias, que permitiran llevar a cabo nuestro objetivo. En el segundo capitulo
se hace la exposicion sobre teoremas que posibilitan el intercambio en el orden de
integracién.




Capitulo 1

Conceptos generales de integracion

En este capitulo exponemos conceptos béasicos de distintas integrales como son: la
integral de Riemann, la de Riemann-Stieltjes, la de Lebesgue y por iltimo la de
Henstock-Kurzweil. Estos conceptos nos ayudaran a desarrollar el tema principal de
la tesis, el cual abordaremos en el capitulo siguiente.

1.1. Integral de Riemann

Una particién de un intervalo cerrado [a, b] es un conjunto finito de puntos de [a, b]
que incluye a los extremos. Una particion P la representamos ordenando sus puntos
de menor a mayor, comenzando en a y terminando en b:

P={t}l,={a=t<ti <ty <..<tl,_1<t,=0b}.

El conjunto de todas las particiones de [a,b] lo indicamos como P([a,b]). Una
particién como la indicada divide el intervalo [a, b] en n subintervalos [t;_1,t;], cada
uno de longitud t; — ¢;_1.

Sea f una funcién acotada definida en [a,b], y sea P € P([a,b]). Para cada
1 =0, ...,n, definimos

M; = sup{f(z) : x € [t;i_1,t;]}

m; = an{f(I) X e [ti—la tz]}

1
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La suma inferior de f asociada a P se define como:

S(f,P) = Zmi<ti —tic1),

y la suma superior de f asociada a P es:

S(f,P) = Z M;(t; —ti1).
i=1
Una funcién f acotada sobre [a, b] es Riemann integrable sobre [a, b] si:
sup{S(f,P): P € P(la, b))} = inf{S(f,P) : P € P([a,b])}

En este caso, este ntiimero recibe el nombre de integral de f sobre [a, b] y se denota

por: )
L

En el andlisis matematico es frecuente considerar integrales en las cuales el in-
tegrando depende de un parametro. En tal caso uno desea tener condiciones que
aseguren la integrabilidad de la funcion en cuestién. En esta seccién estableceremos
las condiciones necesarias para lograr este objetivo.

Teorema 1.1 (Continuidad Uniforme). Si f es una funcion continua en [a,b], en-
tonces f es uniformemente continua en [a,b].

Teorema 1.2. Si f es continua en [a,b], entonces f es Riemann integrable en [a, b].

Teorema 1.3 (Del valor medio para integrales). Si f es continua sobre [a,b], en-
tonces existe xy € [a,b] tal que

/ f@)de = flao)b—a).
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Consideremos el siguiente rectangulo D en R x R definido como:
D={(x,t):a<z<bec<t<d} (1.1)

Teorema 1.4. Sea f: D — R continua. Si definimos una funcion F' como

Flt) = /f(x,t)d:c, (1.2)

para t € [c,d], entonces F es continua en [c,d).

Demostracion. El Teorema de la Continuidad Uniforme implica que dado € > 0,
existe 0(e) > 0 tal que si t y to estan en [c,d] y |t — to| < d(¢), entonces |f(x,t) —
f(z,to)| < € para todo x € [a,b]. Asi se tiene que:

F(t) — F(to)| / F(t) — f(o, to)de

IA

/ F(at) — flosto))de
)

< e(b—a).

Por tanto F' es continua de [c,d] a R. O
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1.2. Integral de Riemann-Stieltjes

La integral de Riemann-Stieltjes es una modificacién a la integral de Riemann obteni-
da por el reemplazo de la longitud x; —x;_; de los subintevalos [x; 1, x;] que aparecen
en las sumas de Riemann, por las diferencias o(x;) — a(z;_1), donde a : I — R es
una funciéon dada. Asi la integral de Riemann-Stieltjes permite considerar una fun-
cion longitud para mayor generalidad. Fue introducida por el matematico Thomas J.
Stieltjes (1856-1894). Esta integral involucra dos funciones f y a. El simbolo que uti-
lizaremos es f; f(z)da(x) o alguno similar. Cabe resaltar que la integral de Riemann
se obtiene como caso particular cuando a(x) = z. Si « tiene derivada continua, la

definicion es tal que la integral de Riemann-Stieltjes fab f(z)da(zx) se convierte en al

integral de Riemann fab f(z)ar(z)dz. Sin embargo, la integral de Riemann-Stieltjes
tiene mayor sentido en el caso en que a es no diferenciable e incluso cuando no
es continua. De hecho, al tratar con funciones discontinuas «, es cuando se hace
patente la importancia de la integral de Riemann-Stieltjes. Esta modificaciéon de la
integral de Riemann ha probado ser de considerable utilidad en problemas fisicos co-
mo los que consideran la distribucion de masas que son en parte discretas y en parte
continuas; también en la teoria matematica de la probabilidad y la estadistica esta
integral es una herramienta muy 1til que hace posible la consideracién simultdanea
de variables aleatorias continuas y discretas.

Definamos algunos conceptos que nos seran de utilidad para la exposicién de esta
seccion. Si P = {I; : i =1,...,n} es particién del intervalo I = [a,b], e I; = [z;_1, 7]
para i = 1,...,n, una etiqueta de I; es un punto t; € I;. Si para cada i existe t; € I;
se dice que la particién es etiquetada y se escribe P := {(I;, ;) }7,.

Sean f,a : I = [a,b] — R funciones acotadas sobre un intervalo compacto

I =a,b]. Si P :={(L;,t;)}"_, es una particién etiquetada de I, entonces una suma
de Riemann-Stieltjes de f con respecto a « para la particion P es:

S(f,a,P) = Zf(ti)[oz(xi)—oz(:vi_ﬁ]-
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Se dice que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a « sobre [a,.b] si
existe un numero real B tal que para cada € > 0 existe (, > 0 tal que si P :=

{(L;,t;) }, es cualquier particiéon con u(P) := maz;{x; — x;—1} < (., entonces
|S(faa77j) _B| <e.

En este caso, se escribe B = fab fda. A la funcion f se le llama el integrando,
y a la funcién « el integrador.

Otro concepto que utilizaremos es el de variacién acotada de una funcién. Si
« esta definida en [a,b], y si existe un nimero positivo M tal que para cualquier
particiéon P = {xo, ..., z,,} de [a,b] se cumple que:

S o) — alze)] < M,

entonces se dice que a es de variacién acotada en [a, b].
El siguiente resultado es conocido como el Criterio de Cauchy para la existencia
de la integral de Riemann-Stieltjes.

Teorema 1.5. Sean f y a funciones acotadas sobre I := [a,b]. Entonces [ es
Riemann-Stieltjes integrable con respecto a « si y solo si para cada € > 0 existe
0. > 0 tal que si Py y Py son cualesquiera particiones etiquetadas de [a,b] que
cumplen que u(Py) < 0. y n(Ps) < 6., entonces

’S(f7a77jl)_s<f7a77j2)| < e
El siguiente es un teorema de existencia para la integral de Riemann-Stieltjes.

Teorema 1.6. Si f es continua en [a,b] y «a es de variacion acotada en |a, b,
entonces f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a a en [a,b].

Demostracion. Como f es uniformemente continua, dado € > 0 existe J, > 0 tal que
sitysé€l[ab]y|t—s| <20, entonces |f(t) — f(s)] <e.
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Suponga aue By = {71 — wil t)Hey ¥ P 1= {(lgy1 — yil55)HLy son par-
ticiones etiquetadas de [a,b] que cumplen que pu(Py) < 6. v p(P2) < O, v sea
Ps = {[zk-1, 2] }1_q la particién (no etiquetada) que se obtiene al usar todos los
puntos z; y y; de Py v de Psy. Asi cada uno de los subintervalos [Ti1, 2] ¥ [Yi-1, yj]
es unién de un ndmero finito de los subintervalos [zx_1, zx], por tanto si [zx_1, 2k]
estd contenido en la interseccién [z;_1,z;] N [y;—1,y;], entonces las etiquetas t;, s;
satisfacen |t; — s;| < 20, luego |f(t;) — f(s;)| <e.

La suma Riemann-Stieltjes S(f, a, P;) puede escribirse como una suma sobre los
subintervalos en Pj3, esto es

S(f,a,P1) = Zf(ti)[@(ﬂfi)—a(ﬂfi—l)]

= Zf(tl)[oz(zk) — a(zp1)],

k=1

donde ¢; es la etiqueta en P; correspondiente al tnico subintervalo (-1, 2;] que
contiene [z;_1, 2. De igual forma, S(f, «, 732) pude escribirse como una suma sobre
Ps, usando ahora puntos s; que son etiquetas correspondientes al inico subintervalo
[yj—1,Yy;] que contiene [zj_1, 2. Se puede ver que

r

S(f.a,Pr) = S(f.o,Pa) = > [f(t:) — f(sj)][alz) — alzr1)]-

k=1

Por tanto tenemos lo siguiente

|S(f7a77')l> - S(f7a77‘32)| S Z€|OK(Zk) —Oé(Zk_l)‘
k=1
< e-Var(a,la,bl).

Como € es arbitrario, el Teorema 1.5 implica que f es Riemann-Stieltjes integrable
con respecto a « en [a, bl. ]
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Teorema 1.7. Sea f una funcion continua en D := {(x,y) : a < x < b,c <y < d}.
Supongamos que « es de variacion acotada en [a,b] y sea F la funcidn definida en
[c,d] por medio de la relacion

b
Fly) = / f(, y)daz). (1.3)

Entonces F' es continua en [c,d]. En otras palabras, si yo € [c,d], tenemos

b b
lim | f(z,y)da(x) = / lim f(z,y)da(x)

Y—=Yo J, Y—yo

-/ ’ fle o)doe).

Demostracion. Supongamos que « es monétona creciente en [a, b]. Dado que D es
un conjunto compacto, f es uniformemente continua en D. Asi dado € > 0, existe
d > 0 tal que, para cada par de puntos z = (z,y) y 2/ = (x/,y/) de D tales que
|z — 21| <6, tenemos |f(z) — f(2/)| <e. Si|y—y!| <, se tiene que

Fy) - Fy)| < / F(2) = f(20)|da(x)
ela(b) — ala)l.

Esto establece la continuidad de F' en [c, d]. O

<

Cabe resaltar que, cuando a(z) = z, este resultado se convierte en un teorema
de continuidad para las integrales de Riemann que dependen de un parametro.

En la integral de Riemann-Stieltjes existe una notable relacion entre el integrando
y el integrador. La existencia de fab fda implica la existencia de fab adf , v el reciproco
también es cierto. Ademas, entre ambas integrales se verifica una relaciéon interesante
que expresa una cierta ley de reciprocidad para la integral, se le conoce con el nombre
de integracién por partes.
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Teorema 1.8 (Integracién por partes). Sean f,a: I = [a,b] — R funciones acota-
das. Entonces f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a « en [a,b] si y sdlo
st a es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a f en |a,b] y se tiene que

/ Fdo + / adf = FB)ald) — fla)ala). (1.4)

a

El siguiente lema sera de gran utilidad para probar que en la integral de Riemann-
Stieltjes se cumple un teorema del valor medio.

Lema 1.1. Sea a funcion mondtona creciente en [a,b] y suponga que f es integrable
con respecto a o en |a,b|. Entonces |f| es integrable con respecto a o en |a,b] y

/abfda

Sim < f(x) < M para cada x € [a,b], entonces

b
< [ |flda < sup [f(2)[[e(b) — a(a)]. (1.5)

a z€a,b]

mla(b) — ala)] < / fda < M[a(b) — aa)]. (1.6)

Teorema 1.9 (Del valor medio para la integral de Riemann-Stieltjes). Supongamos
que o es monotona creciente y que f es Rieman-Stieltjes integrable con respecto
a « en [a,b]. Si M y m designan, respectivamente, el sup y el inf del conjunto
{f(x) : x € [a,b]}. Entonces eziste un numero real ¢ que satisface m < ¢ < M tal
que

/ f(z)da(x) = c/ do(z) = cla(b) — ala)]. (1.7)

En particular, si f es continua en [a,b], entonces ¢ = f(xo) para algin zo en

[a,b].

Demostracion. Sim = inf{f(x):x € [a,b]} y M = sup{f(z) : € [a,b]} por Lema
1.1 se tiene que

mla(b) — a(a)] < / fda < Mla(b) - a(a)].
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Si a(b) = a(a), entonces la relacion (1.7) es inmediata; si a(b) > a(a), entonces
aplicando el Teorema del Valor Intermedio de Bolzano, existe ¢ € [a, b] tal que

fab fda

9= 30 —e@’
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1.3. Integral de Lebesgue

La integral de Riemann f; f(z)dz es frecuentemente motivada por el concepto
geométrico de area, esto es, dada una funciéon continua, no negativa sobre el in-
tervalo [a,b] y una consideracién de rectdngulos inscritos y circunscritos para la
curva; las sumas de las areas de estos rectangulos generan estimaciones superiores e
inferiores para el area bajo la curva. Conforme la particion llega a ser mas fina esas
estimaciones aproximan mejor el area bajo la curva. La integral de Riemann es el
limite comun de estas estimaciones cuando la longitud de la particién tiende a cero.
Las dificultades surgen cuando este proceso trata de ser aplicado a funciones que no
son continuas. No hay problema para funciones que son continuas a trozos, pero no
asi con funciones de pésima discontinuidad tal como Xy (la funcién caracteristica de
los nimeros racionales) que no tiene integral de Riemann en [0, 1]. La interpretacién
de drea llega a ser poco clara, pero no es dificil convencerse que el drea bajo Xy
debera ser cero. La incapacidad para enfrentarse con funciones discontinuas es una
de las deficiencias de la integral de Riemann. La integral de Riemann también tiene
otras severas deficiencias, no cubre con todas las necesidades de un analisis superior.
En esta seccion trataremos una extensién de la integral de Riemann, la integral de
Lebesgue. Esta integral fue introducida en 1902 por el matematico francés Henri
Lebesgue (1875-1941) con el objetivo de “corregir” ciertos defectos en la integral de
Riemann. La integral de Lebesgue permite integrar funciones mas generales, trata
simultdneamente funciones acotadas y no acotadas y permite reemplazar el inter-
valo [a,b] por conjuntos mas generales. Esta integral es una de las més usadas en
investigaciones modernas de matematicas.

Definiremos algunos conceptos acerca de esta integral que utilizaremos en esta
seccién. Una funcién s, definida en un intervalo compacto [a,b] se dice funcién
escalonada si existe una particiéon P = {xg, 1, ..., ,,} de [a, b] tal que s es constante
en cada subintervalo abierto, por ejemplo:

s(xr)=c stz € (Tp_1,Tk).

Una funcién escalonada es Riemann integrable en cada subintervalo [zy_1, zx] ¥y
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su integral sobre el mismo esta dada por

x)
/ s(z)dr = cp(xp — Tp_1),
Tk-1

independientemente de los valores de s en los extremos.

La integral de Riemann de s en [a, b] es por consiguiente igual a la suma

/ s(z)dx = ch(xk — Tp_1). (1.8)

Hay que senalar que la suma en (1.8) es independiente de la eleccién de P mien-
tras s sea constante en los subintervalos abiertos de P.

Es conveniente eliminar la restriccion que supone exigir que el dominio de una
funcién escalonada sea compacto, esto es, supongamos que I denota un intervalo
cualquiera (acotado, no acotado, abierto, cerrado o semiabierto). Una funcién s es
una funcién escalonada en [ si existe un subintervalo compacto [a,b] de I en
el que s sea una funcién escalonada en [a, b], si ademés s(z) = 0 para x € I — [a, b].
La integral de s en I, designada por f[ s(z)dx o por f] s, es la integral de s en [a, b],
dada por (1.8). Existen muchos intervalos compactos fuera de los cuales la funcién
s se anula, pero la integral de s es independiente de la eleccion de [a, b].

Un subconjunto 7" € R tiene medida cero si, para cada ¢ > 0, es posible re-
cubrir a 7" por medio de una coleccién numerable de intervalos, la suma de cuyas
longitudes es menor que €. Se dice que una propiedad se verifica casi en todo un
conjunto S, lo abreviaremos c.e.t S, si se verifica en todo S salvo en un conjunto
de medida cero.

Una funcién real f definida en un intervalo I se dice funcién superior en [, y
se denota f € U(I), si existe una sucesion creciente de funciones escalonadas {s,}

tal que:

(a) s, converge a f c.e.t [
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b) lim [, s, es finito.
( ) n—o00 fI "

Si existe una sucesion que cumpla con las condiciones anteriores se dice que la
sucesion s, genera a f. La integral de f en I se define como:

f=1lm [ s,.
I n—oo I

Observe que { [; s, } es una sucesién de nimeros reales creciente, la condicién (b)
equivale a afirmar que la sucesion { [; s, } estd acotada superiormente.

Denotamos por L£(I) al conjunto de todas las funciones f de la forma f =
u — v, donde u, v € U(I). Cada funciéon f de L(I) se llamara funcién Lebesgue
integrable en [, y su integral se define por medio de la relacién:

- [ [

Toda funcién f € L(I) se puede escribir como diferencia de dos funciones superiores
y no necesariamente de forma unica.

Toda funcién f Lebesgue integrable en un intervalo I es el limite, c.e.t. [, de una
cierta sucesion de funciones escalonadas. Sin embargo, el reciproco no es cierto. Por
ejemplo, la funcién constante f = 1 es un limite de funciones escalonadas sobre la
recta real R, pero esta funcién no estd en £(R). Por tanto la clase de funciones que
son limites de funciones escalonadas es mas amplia que la clase de funciones que son
Lebesgue integrables. Las funciones de esta clase méas amplia se llaman funciones
medibles.

Una funcién f definida en I se dice medible en I, y se denota f € M([), si
existe una sucesién de funciones escalonadas {s,} en I tal que

lim s,(z) = f(x), cet. I

n—o0
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Teorema 1.10. Supongamos que f € L(I) y sea € > 0 dado. Entonces:

(a) Existen funciones u y v de U(I) tales que f = u— v, donde v es no negativa
cet.Ie[v<e

(b) Eziste una funcion escalonada s y una funcion g en L(I) tales que f = s+g,
donde [, |g] <e.

Demostracion. (a) Dado que f € L(I), podemos escribir f = u; — vy, donde wuy, vq
son funciones de U(I). Sea {t,,} una sucesién que genere a vy. Ya que [, t, = [, vy,
podemos elegir N € N de tal forma que 0 < fI(U1 —ty) <€ Seav=wv —tny
u=u; —ty. Astu,v eU(I) y u —v =1u; —v; = f. Ademds v es no negativa c.e.t]

y se tiene que fIU < e

(b) Para este inciso utilizaremos la parte (a) del teorema para elegir v y v de
U(I) de tal manera que 0 < v c.e.t.],

f=u—wv

€
Og/v<—.
I 2

Ahora elegimos una funcién escalonada s tal que 0 < [ ;(u—s) < 5. Entonces
f=u—v=s+(u—s)—v=s+g,

donde g = (u—s) —v. Luego g € L(I) y

€ €
/|9|§/|u—s|+/|v|<—+—:e.
I I I 2 2
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Teorema 1.11. Sea {f,} una sucesion de funciones de L(I) tal que
(a) {fn} es creciente casi en todo I,
(b) nhj& [, fn existe.

Entonces {f.} converge casi en todo I hacia una funcién limite f € L(I) y

lim [ f, = / f.

Teorema 1.12 (Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea {f,} una sucesion de
funciones Lebesgue integrables en un intervalo I. Supongamos que:

(a) {fn} converge casi en todo I hacia una funcion f, y

(b) existe una funcion no negativa g de L(I) tal que, para cada n > 1,

|fu(2)] < g(2) cet. I

Entonces f € L(I), la sucesion { [, fu} converge y ademds

[r=t [ (1.9)
I I

Demostracion. La prueba de este resultado esta estructurada de la siguiente manera:

= Obtener cotas superiores e inferiores de la forma:

gn(7) < fulz) < Gu(w) (1.10)

donde la sucesion {g,} sea creciente y la sucesién {G,, } sea decreciente casi en
todo I hacia la funcién limite f.
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» Utilizaremos el Teorema 1.11 para mostrar que f € L£(I) y que

/f = lim gn = lim [ G,,

n—oo n—o0 I

para asi obtener (1.9).

Para construir {g,} y {G.}, utilizamos repetidas veces el Teorema 1.11.

Definimos una sucesién {G,, 1} como sigue:

G () = mésx{ f1 (), fo(2), s ful2)}.

Notar que cada funcién G, ; € L(I), y que la sucesién {G,, 1} es creciente en 1.
Dado que |G,1] < g(z) casi en todo I, tenemos

< [16ul< [ o (1.11)
I I

Asi la sucesién { [ ; Gn1} es creciente y acotada superiormente por /, 1 9, luego

lim n,1 €xiste.

n,l

Aplicando el Teorema 1.11, la sucesién {G,, 1} converge casi en todo I hacia una
funciéon G; € L(I) y ademas

/Gl lim Gnl </

Dado que se cumple (1.11) tenemos también la desigualdad — [,¢9 < [, Gy,
Notemos que si z € I para el que G, 1(x) — G1(x), entonces tenemos también que

Gi(z) = sup{fi(z), f2(x),...}.

Asi mismo, para cada r > 1 consideramos

G () = maX{ fr (), fr1(2), oos @)}
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para n > r. Entonces la sucesiéon {G,, .} es creciente y converge casi en todo I hacia
una funcién limite G, de £(I) con

—/QS/GTS/Q'
I I I

Ademds, en todos los puntos en los que G, .(x) — G,(x), tenemos

Gr(2) = sup{ f(2), fria (@), -},

luego
f,(x) < Go(x)
casi en todo I.

Examinemos ahora las propiedades de la sucesién {G,(x)}. La sucesién {G,.(z)}
es decreciente casi en todo I, por tanto converge casi en todo I. Ahora notemos que
Gn(z) — f(x) siempre que

lim f,(z) = f(x). (1.12)

Si se verifica (1.12), entonces para cada € > 0, existe un natural N tal que

f(@) —e < falr) < fz) +€

para cada n > N.

Luego, si m > N tenemos

f(x) — e < sup{fm(2), fmi1(2), .} < f(z) +e

En otras palabras, m > N implica que

flz) —e < Gn(z) < f(x) +e,
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es decir

lim G, (z) = f(x), (1.13)

m—ro0

casi en todo 1.

Por otro lado, la sucesién { [ ; G} estd acotada inferiormente por — / 19, por
tanto converge. Por (1.13) y el Teorema 1.11, vemos que f € L(I) y que

im [ G, = / £,

Si aplicamos el mismo tipo de razonamiento a la sucesién

gn,r($) = min{fr<x)7 Jraa (@), s fn(x)}>

para n > r, obtenemos que {g,,} decrece y converge casi en todo / hacia una
funcién limite g, de £(I), donde

gr(x) = t{f.(z), fra(2), ...}

casi en todo I. Ademas, se tiene que g,(z) < f.(z) casi en todo I, {g,} es creciente,

lim g, (2) = f(z) y
lim /gn:/f.

Dado que (1.10) se verifica casi en todo I, tenemos que

z%S[ESZ%.

Si n — oo tendremos que { [, f,} converge y que

lim fn:/f
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El siguiente teorema es de utilidad para hallar funciones que son Lebesgue inte-
grables.

Teorema 1.13. Sea {f,} una sucesion de funciones de L(I) que convergen c.e.t I
a una funcion f. Supongamos que existe una funcion no negativa g de L(I) tal que

|f(z)| < g(z) cet.l.
Entonces f € L(I).

Demostracion. Para la prueba definamos una sucesién de funciones {g,} en I de la
siguiente manera

gn = max{min(f,,g), —g}.

Geométricamente la funcion g,, se obtiene a partir de la funcién f, cortandole
la parte de la grafica que se halla por encima de g y la que se halla por debajo de
—g. (Ver Figura 1.1). Entonces se tiene que |g,(z)| < g(z) c.e.t. I, asi g, — [ c.e.t.
I. Luego, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, f € £(I). [

Hemos senalado que toda funcién de £(I) es medible en I y que el reciproco es
falso. El teorema que sigue proporciona un reciproco parcial.

Teorema 1.14. Si f € M(I) y |f(z)] < g(x) c.e.t. I para la funcion no negativa g
de L(I), entonces f € L(I).

Demostracion. Existe una sucesion de funciones escalonadas {s,} tal que s,(z) —
f(z) c.e.t. 1. Luego, por el Teorema 1.13, f € L(]). ]

Los siguientes corolarios muestran algunas de las propiedades de las funciones
medibles.

Corolario 1.1. Si f € M(I) y |f| € L(I), entonces f € L(I).

Corolario 1.2. Si f es medible y acotada en un intervalo acotado I, entonces f €

L.
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Figura 1.1: Del Teorema 1.13.

Teorema 1.15. Sean X e Y dos subintervalos de R y sea f una funcion definida

en X XY que satisface las siguientes condiciones:

(a) Para cada y €Y, la funcion f, definida en X por medio de la relacion

fy(m) = f(xay)

es medible en X .

(b) Eziste una funcion no negativa g € L(X) tal que, para cada y €'Y,

f (@, )] < g(x)
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casi en todo X.
(¢) Para casi todo x € X, f(x,y) es una funcion de y continua en Y.

Entonces la integral de Lebesque

/X f(z,y)d

ezxiste para cada y € Y, y la funcion F definida por la relacion

Fly) = /X f(x,y)dx

es continua en Y. Esto es, siy € Y tenemos

h’m/ f(x,t)dx:/limf(x,t)dx.
t—=y X X t—y

Demostracion. Como f, es medible en X y dominada casi en todo X por una fun-
cién no negativa g € L£(X), el Teorema 1.14 prueba que f, € L(X), es decir la
integral de Lebesgue [, f(z,y)dx existe para cada y € Y.

Ahora elegimos un punto fijo y € Y. Sea {y,} una sucesién de puntos de Y
tal que lim y, = y. Probaremos que lim F(y,) = F(y). Sea G,(z) = f(x,yn),
n—00 n—oo
cada G,(r) € L(X), luego por (¢) Gp(x) — f(x,y) casi en todo X. Notar que
F(yn) = [ Gn(z). Por la hipétesis (b) y el Teorema de la Convergencia Dominada
de Lebesgue se tiene que {F(y,)} converge y

lim F(y,) = /Xf(ﬂf,y)dw = F(y).

n—oo
[l

Para el resto de esta secciéon vamos a considerar lo siguiente:
La funcién f : X x [a,b] — R, tal que z — f(x,t) es medible en X para cada
t € [a,b].
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Teorema 1.16. Suponga que para algin to € [a,b], f(z,ty) = thx? f(z,t) para cada
—to
z € X y que existe una funcion integrable g sobre X tal que |f(z,t)| < g(z).

Entonces

th'rgl/fa:tdu /fxtodu

Demostracion. Sea {t,} en [a,b] tal que t, — to, asi fn(x) = f(x,t,) para z € X,
luego lim f(z,t,) = f(z, 1), por la hipdtesis existe g funcién integrable sobre X tal
n—oo

que |f(z,t)] < g(x), el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue implica
que

tlir?/fxtdu /fxtd,u
O

Teorema 1.17. Si la funcion t — f(x,t) es continua en [a,b] para cada x € X y si
existe g funcion integrable sobre X tal que |f(z,t)] < g(x), entonces la funcion F

definida por
~ [ #@.tyduta)

Demostracion. Como t — f(x,t) es continua en [a, b] para cada z € X, se tiene que
lim f(z,t) = f(zo,t), luego como |f(z,t)| < g(z), por el Teorema 1.16
T—rT0

es continua para t € [a,b].

tiw [ fe0du(e) = [ 0
F(t) = linl/f(x,t)du(x)

T—rT0

Por tanto F' es continua. O
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Teorema 1.18. Suponga que para algin ty € [a,b] la funcion x — f(z,ty) es

integrable sobre X, que % existe sobre X X [a,b], y que existe una funcidn integrable

g sobre X tal que |aa—{(x,t)| < g(z). Entonces la funcion

ﬂwz/}m@mmw

es diferenciable sobre [a,b] y

=4 [ s = [ Do),

Demostracion. Sea ty € [a,b], {t,} una sucesién en [a, b] tal que t,, — to, t,, # to.

Entonces
O (2,6) = 1im fla,ta) = f(z,t)

T € X.
ot tn—to t, — to

Asi, %f(x,t) es medible.

Sixz € X yt € [a,b] por el Teorema del Valor Medio, existe s; tal que ty < s; < t
Y

fat) = fate) = (t—t0) ()

ot
ft) = (= t) () + (o)
Fat) = flato) + (t—to) D (a,s)

ot
[f(, )] < |f(z,to)| + |t — tolg(x).

Lo cual muestra que la funcién x — f(z,t) es integrable para cada t € [a, b].
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Luego si t, #1t

F(t.) — F(t) _ [ f(et)dp— [ f(z.t)dy
ty, — 1 ty, — 1
ff(.l‘,tn) —f(:l?,t)d,u,
ty, — 1

o f($,tn) —f(l‘,t)
- / T

Notese que:
f(xatn) — f(l’,t) _ g
t, —t ot

por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue se tiene que:

(z,1n) < g(),

dF_ Flt,) = F(t)
dt t, —t

= g(x,t)du

ot
d
- %/fWQW-
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1.4. Integral de Henstock-Kurzweil

Iniciaremos desarrollando algunas ideas fundamentales sobre la integral de Henstock-
Kurzweil. Los conceptos y teoremas expuestos en esta seccién pueden consultarse

n[2]. Si P :={l:i=1,..,n} es una particién del intervalo I = [a,b] tal que,
para cada subintervalo I; existe un punto ¢; € I;, entonces decimos que t; es una
etiqueta de I;. En este caso, decimos que la particion es etiquetada y se escribe
P = {(I;,t;,)}",. Dado I := [a,b] C R, entonces una funcién ¢ : I — R es una fun-
cién medidora sobre I, si 6(t) > 0 para toda t € I. Al intervalo [t —0(t),t+0(t)]
se le dice controlado por una funcién medidora. Sea P := = {(Iit)}im, vy O
es una funcién medidora sobre I = [a,b], entonces decimos que P es § — ﬁna si
I Clti —0(t;),t; + 0(t;)] para todai=1,...,n

Una funcién f : I = [a,b] — R se dice que es Henstock-Kurzweil integrable
sobre I, si existe un numero A € R tal que Ve > 0, existe una funcién medidora
5 sobre I tal que si P := {(I;,t;)}, es cualquier particién etiquetada de I que es
0. — fina, entonces

1S(f;P) — Al <e.

El nimero A serd la integral de f sobre I := [a,b] y se denotard como:

4= / /f )iz = | faa

Se puede mostrar que A es unico . La coleccion de todas las funciones que
son Henstock-Kurzweil Integrables sobre un intervalo I las denotaremos por HK (1).

Se puede definir esta integral sobre intervalos no acotados, esto es, se define
la integral de una funcion f : I — R, donde puede ser de la siguiente forma:
[—00, 00|, [—00, aloa, oo]. Primeramente definiremos algunos conceptos de utilidad.
Una particién etiquetada P del intervalo [a, 0] en R : se define como:

7.) = {([Z‘O, [L’l], tl), ceny ([[L’n_l, l’n], tn>7 ([Ina xn—i—l]’ tn-‘rl)}
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de tal forma que: g = a y z,41 = 00. Se define f(00) := 0. También definimos una
particién d—fina, P de tal manera que la etiqueta final thr1 = 00, asi el término
final en la suma de Riemann S(f,P) es f(oo)(co — x,) el cual es igual a cero. Se
define también una funcién medidora sobre [a, o] como una funcién real valuada
que es estrictamente positiva, 0, definida sobre [a, 0o]. Se dice que la particién P es
0—fina si los subintervalos finitos satisfacen:

(i1, 2] C [t — 6(t;), i + 6(1;)]

para i = 1,....,n, y si el subintervalo finito [z,, o] satisface [z, 0] C [@,oo] 0

de manera equivalente @ < z,. Como el subintervalo final [z,,o0] es el tnico

subintervalo en P que contiene a 0o, la condicién de que P sea d—fina obliga que
la etiqueta t,11 = co. Ahora ya que f(0co) = 0, entonces para cualquier particiéon P
que sea d—fina, la suma de Riemann queda como:

S(f,P) = Z fti)(xi — wi1)

y todos los términos son ntimeros reales finitos. Con esto en mente podemos definir
la integral de Henstock-Kurzweil de una funcién f : [a,00) — R que suponemos se
ha ampliado como f(o0) :=0. Si [ :=[a,00] y f: 1 = [a,00) — R, entonces se dice
que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, 0] si existe un nimero C' € R
tal que para cada € > 0 existe una funcién medidora d, sobre [a, 00), entonces

S(f,P) - C| <e.

Al conjunto de todas las funciones Henstock-Kurzweil integrables sobre [a, oo] 1o
denotamos por HK ([a,00)). Si f es HK ([a,00)) escribiremos:

c=[r=[ 1= s

Se obtienen definiciones analogas para el resto de los casos.
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En la Integral desarrollada por Henstock y Kurzweil se tienen Teoremas de Con-
vergencia similares a los existentes en la Teoria de Integracién de Lebesgue. A con-
tinuacion exponemos el Lema de Fatou y el Teorema de la Convergencia Dominada
en esta integral.

Lema 1.2 (Fatou). Sean fy,a € HK(I) tal que
a(x) < fr(x) (1.14)

para cada x € I,k € N. Ademds suponga que

k—oo

liminf/fk < 00. (1.15)
I

Entonces h”gn inf f e HK(I) y
—00

—00 < /h’minffk < h’minf/fk < 00. (1.16)
I k—o0 k—o0 I

El siguiente resultado es una extension a la integral de Henstock-Kurzweil del
Teorema 1.12, probado en 1908 por Lebesgue, este resultado es clave en la Teoria
de Integracion.

Teorema 1.19 (Convergencia Dominada). Sea {fi} wuna sucesion de funciones
HK(I) donde lim f, = f(x) para cada © € I := |[a,b]. Suponga que existen fun-
ciones a,w € KH(I) tal que:

a(r) < filz) < w(), (1.17)

para x € I,k € N. Entonces f € HK(I) y

]}irgo/lfk:/If. (1.18)
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Demostracidén. La hipdtesis implica que f(x) = lim f(z) = iminf fy(z) € R para
cada x € I. De (1.17) se tiene que

foe e

para cada k € N, dado que lim inf f[ fr v limsup f[ fr existen. Por el Lemma 1.2, se
tiene entonces que f € HK(I) y que

/f<hm1nf/fk (1.19)

Si aplicamos el Lema de Fatou a la sucesién {—f;}, junto con el hecho de que
liminf(—z;) = — limsup(xy), entonces se tiene que

-[r = [en

< liminf /(—fk)
I

k—o0

= —h’msup/fk.
k—oo I

De aqui que

@ﬁylnszf (1.20)

Las ecuaciones (1.19) y (1.20) implican que:
Hm/ﬁ:/f
k—oo [ I

Teorema 1.20. Suponga que f es medible sobre I := [a,b], entonces f € HK(I) si
y sdlo si existen a,w € HK(I) tal que

]

a(z) < f(z) <w(x) para casi toda x € 1. (1.21)
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Demostracion. Si f € HK(I), basta con tomar o = w = f.

Sea {s,} una sucesién de funciones escalonadas tal que {s,} — f(x) para casi todo
r €Iy sea s, =mid{a,s,,wHz) !, por tanto a(z) < §,(z) < w(x) para z € I.
Ahora como s,(z) — f(x) casi en todo I, aplicando el Teorema 1.19 se tiene que
fe HK(I). O

Teorema 1.21. Si{f,} es una sucesion en M(I) y si f,, — f casi en todo I := [a, b,
entonces f € M(I).

Teorema 1.22. Sea f : [a,b] X [¢,d] — R tal que para cadat € T := [c,d] la funcion
x+— f(x,t) es medible sobre I := [a,b] y suponga que:

(i) Eziste to € T tal que f(x,tg) = thr? f(z,t) para cada x € 1.
—to

(11) Existen funciones a,w € HK(I) tal que a(z) < f(x,t) < w(z) para cada
xeltel.

Entonces la funcion F : I — R dada por:

— [t (1.22)

existe sobre T' y F(to) = thr? F(t), esto es:
—to

/abfxto_}%/fxt | (1.23)

Demostracion. Como la funcién z — f(z,t) es medible sobre I := [a,b] y ademds
existen funciones o, w € HK (I) tal que a(z) < f(x,t) < w(z) para cada x € I,t €
T, el Teorema 1.20 implica que =z — f(x,t) € HK(I) para cada t € T. Por tanto
la funcién F estd definida sobre T'. Ahora sea {t,} una sucesién en 7' que converja

LAqui mid{a, s,, w}(x) denota el medio de los ntimeros reales a(z),s,(x),w(r); mid por su
abreviatura en inglés middle.
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a to. Si definimos fn(x) = f(z,t,) v f(z) := f(x,ty) para z € I, por la hipétesis
(1),(ii) y el Teorema 1.19, tenemos que

b b
F(ty) = / f(z) = lim faolz)dx = lim F(t,).

n—oo a n—o0

Como {t,} es una sucesién arbitraria en 7" que converge a t, se tiene entonces
que F(ty) = thr? F(t). O
—to

Teorema 1.23. Sea f : [a,b] X [c,d] — R tal que, para cada t € T := [¢,d], la
funcion x — f(xz,t) es medible sobre I := [a,b] y suponga que:

(i) La funcion t — f(x,t) es continua sobre T para cada x € I : [a,b].

(i1) Existen funciones a,w € HK(I) tal que:
a(z) < f(z) <w(x) para casi toda v € I,t € T.

Entonces la funcion F : T — R definida como:

F(t) = / @ t)da

es continua sobre T.
Demostracion. Basta con aplicar el Teorema 1.22 a cada punto de 7. O]
Teorema 1.24. Sea f : [a,b] X [c,d] — R tal que, para cada t € T = [¢,d], la
funcion x — f(x,t) es medible sobre I := [a,b] y suponga que:

(i) Eziste to € T tal que la funcion x — f(z,ty) € HK(I).

(i) La derivada parcial f, = % existe sobre I x T.

(111) Existen a,w € HK(I) tal que:

a(z) < filz,t) < w(z)
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para cada x € I,t €T.
Entonces se concluye que:
(a) La funcion x — f(x,t) € HK(I) para cada t € T.
(b) La funcion x — f(x,t) € HK(I) para cada t € T.

(¢) La funcion F : I — R dada por F(t) := fab f(z,t)dx estd definida y es
diferenciable sobre T vy

b
F'(t) = / ol t)dx (1.24)

para cada t € T'.

Demostracion. (a) Sea to como en (7). Six € [ yt € T, t # ty, son fijos, entonces
por la hipétesis (iz) y el Teorema del Valor Medio existe un punto s entre ¢ y t, tal
que

[, ) = f(x,to) = (1 = o) fi(w, 5).
Luego, si t > to, la hipétesis (4i7) implica que
[, to) + (t —to)aw) < fla,t) < fla,to) + (t — to)w(z),
mientras que si t < tg, entonces la hipétesis (7i7) implica que
[ to) + (t = to)w(x) < fla,t) < fla,to) + (t — to) ().

Dado que f es medible, a las desigualdades anteriores podemos aplicarles el Teo-
rema 1.20, asi para cada t € T, la funcién = — f(z,t) € HK(I).

(b) Sean t € T fijo y {t,} cualquier sucesién en T con t, # t,tal que t,, — t. Por
la hipétesis (i7)

f(ot) = lim L&) = J @0

n—r00 t, —t

para z € [I.
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Dado que f es medible, el Teorema 1.21 implica que la funcién x — fi(x,t) es
medible sobre I. De la hipdtesis (7ii) y el Teorema 1.20, se concluye que para cada
t € T la funcién « — fi(z,t) € HK(I).

(c) Sit e T esfijoy {t,} es como antes, la hipdtesis (ii) y otra aplicacién del
Teorema del Valor Medio implican que:

[z, tn) — f(z,1)
t, —t

= ft ([L’, Sn))
donde s, = s,(x,t,,t) se encuentra entre ¢, y ¢, asi la hipétesis (i) implica que

f(xvtn> —f(:t,t) <
t, — 1t -

F(t /f:z:t xt)d
t—t t, —t ’

entonces aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada se tiene que:

. F(t
lim ————— t—t /ftxt

a(z) < w(x).

Ahora como

Como {t,} es una sucesién arbitraria que converge a t con t, # t, se tiene que
F'(t) existe y ademds para cadat € T

(1) = /: F (. t)da
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Para que una funcién f sea H K-integrable sobre I = [a, b] se requiere que, dado € > 0
exista una funcién medidora 8, sobre I tal que si P es cualquier particién d.-fina de I,
entonces la suma de Riemann S(f, P) satisface la desigualdad | S(f, P)—f; f] <e El
Lema de Sacks-Henstock, que veremos a continuacion, asegura que el mismo grado
de aproximacion es vélido para la diferencia entre cualquier subconjunto de términos
de esta suma de Riemann y de la suma de la integral de f sobre los correspondientes
subintervalos. Este hecho puede no parecer sorprendente cuando los subintervalos
en el subconjunto de P consiste de intervalos colindantes.

Asi, no es del todo obvio que el resultado siga siendo verdadero para una co-
lecciéon arbitraria de subintervalos. Incluso sucede algo mas, podemos reemplazar el
valor absoluto de la suma de esas diferencias por la suma de los valores absolutos y
todavia tener esencialmente el mismo grado de aproximacién. Pero antes necesita-
mos algunas definiciones.

Sea [ := [a,b] un intervalo compacto no degenerado. Una subparticién de [ es
una coleccién {J;}5_, de intervalos cerrados no traslapados en I.

Una subparticién etiquetada de I es una coleccién Py := {(J;, t;)}5-1 de pa-
res ordenados, consistentes de intervalos {J; }§:1 que forman una subparticion de I,
y etiquetas t; € J; para j = 1,...,s.

Si  es una funcién medidora sobre I, se dice que la subparticién etiquetada P,

es 6-fina si J; C [t; — d(t;),t; +6(t;)] paraj =1,...,s.

Lema 1.3 (Sacks-Henstock). Sea f € HK(I) y para ¢ > 0 sea dc una funcion
medidora sobre I tal si P es una particion d.-fina, entonces

‘S(f,?)—/ff’ <e. (1.25)

Si Po = {(J;,tj) : 7 = 1,...,s} es cualquier subparticion de I que es d.-fina,
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entonces

S

S [ray - [ Al =fsurn- [ sl<e (1.26)

j=1

Corolario 1.3. Con las mismas hipotesis del Lema 1.3 se tiene que

i ‘f(tj)l(Ji) — /J f‘ < 2e. (1.27)

Teorema 1.25 (Hake). Sean I := [a,b] y f : I — R. Entonces la funcion f €
HEK(I) si y sdlo si existe A € R tal que para cada ¢ € (a,b) la restriccion de f a
[a, c| es integrable y

A= lim /f (1.28)

c—b—

A:lﬂz

A continuacién enunciamos el Teorema de Hake, ahora para intervalos no acota-
dos.

En este caso,

Teorema 1.26 (Hake). Sean I :=[a,00] y f: I — R. Entonces f € KH([a,]) si
y solo si f € HK([a,c]) para cada intervalo compacto [a,c] con ¢ € [a, 0], y existe
A € R tal que

A=lim [ f. (1.29)

Cc— 00 a

A:me

En este caso,
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El siguiente teorema conocido como el Criterio de Cauchy para funciones HK(I)
cuando se trata de un intervalo no acotado de la forma I := [a, o0].

Teorema 1.27. Sean I := [a,00] y f : I — R tal que f € HK([a,c]) para cada
a < c. Entonces f € HK(I) si y sélo si para cada € > 0 existe K(e) > a tal que si
q>p > K(e), entonces

/qu’ <e (1.30)

Demostracion. Supongamos que f € HK([a,00]). Por el Teorema 1.26 el limite
J:= lim facf existe. Asi, dado € > 0 existe K. > a tal que si p > K., entonces

c— 00
P
[
De esta manera, si ¢ > p, se tiene que
q q P
[ = [Lo=oeb= [
p a a
€

< Sq
-2 2
€.

€
< —.
-2

]

El proximo teorema muestra como es que el producto de una funciéon que es
HK-integrable y una funcién arbitraria de variacién acotada es HK-integrable, cabe
senalar que para la prueba de este resultado interviene la integral de Riemann-
Stieltjes.

Teorema 1.28 (Multiplicador). Si f € HK(I) y g es de variacion acotada sobre
I, entonces el producto fg € HK(I) y

/ab fg= /ab gdF = F(b)g(b) — /ab Fdg, (1.31)




CAPITULO 1. CONCEPTOS GENERALES DE INTEGRACION 35

donde F' es la integral indefinida F(x) = fax f sobre I y la sequnda y tercera
integral son integrales de Riemann-Stieltjes.

Sia € R yb = oo, entonces el producto fg € HK((a,00]) y (1.31) tiene la
siguiente forma

00 b b
/ fg = lim / gdF = lim {F(b)g(b)— / ng], (1.32)
a b—o00 a b—00 a

donde, nuevamente, F(x) := fax f para z € (a,00] y las integrales de lado derecho
son Riemann-Stieltjes integrables.

Demostracion. Como F' es continua sobre I, el Teoremas 1.6 y el Teorema 1.8 im-
plican que las integrales anteriores existen. Asi, dado € > 0 existe (. > 0 tal que
si P = {([zi—1, ], 1)}, es cualquier particién etiquetada de I con p(P) < (,
entonces

<e.

> glt)[F(w) = Faia)) - [ gaF

Ahora g es de acotada, esto es, |g(r)| < K para todo x € I. Como f es HK(I),
existe una funcién medidora d, sobre I tal que si P es una particion d-fina, entonces

2K

Z{f(ti)(l’z’ — @im1) = [F(xi) — F(xi1)]}

luego por Corolario 1.3 se tiene que

g ’f(tz)(ﬂh — xiq — [F(x;) — F(%ﬂ)]‘ < =

Podemos suponer que . < (. para cada x € I, luego tenemos lo siguiente:

n b
S 79t — i) - / gdF
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IN

< K Y |f(t) @ = 2im1) = [Fl@) = Fws-))| +¢

< K(—=)+e=2e

Como € > 0 es arbitrario, entonces fg € HK(I) y por tanto la primera igualdad en
(1.31) se cumple. Para obtener la segunda igualdad en (1.31) aplicamos el Teorema
de Integracién por Partes (Ver Teorema 1.8).

Omitimos la prueba de la segunda parte de este teorema y remitimos al lector a la
referencia [2]. O

Un concepto que utilizaremos es el de funcién regulada, esto es, una funcién
f I — R se dice que es regulada sobre I := [a, ], si para cada ¢ > 0 existe una
sucesion escalonada s, : I — R tal que |f(z) — sc(z)| < € para cada = € I.

Observaciones.

1. Tomando € = % (n € N), entonces una funcién f es regulada si y sélo si existe
una sucesion {s,} de funciones escalonadas, s, : I — R, que convergen uniforme-
mente a f sobre I.

. . . sz L t
2. Si f € HK(R), definamos la siguiente funcién: F(t) := [°__ f(y)dy, entonces
(i) Si F es continua, entonces F' es regulada.

(i) F(—o0) := th’m F(t) = 0. Esto quiere decir dado € > 0 existe M; > 0 tal
——00
que si t < —Mj, entonces |F(t)| < e.
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(iii) F(o0) = th’m F(t) = a,a € R. Significa que dado € > 0 existe M, > 0 tal
—00
que si t > My, entonces |F(t) — a| < e.

3. Con lo anterior tenemos que:

Dado € > 0, existe una funcién escalonada s. : [—Mj, My] — R tal que

[F(t) = sc(t)| < e
para cada t € [— My, Ms).

Definimos la siguiente funciéon como:

Se site [—Ml,MQ]
o(t):=¢q a sit> DM
0 sit< _Ml-

o es una funcién escalonada, asi para cada t € R se cumple que |F(t) — o(t)| < ¢,
luego || F(t) — opn(t)|]oo — 0 si n — o0.

Ahora veamos algunas definiciones para la Integral de Henstock-Kurzweil en R’ =
R x R, donde R denota a los nimeros reales extendidos. Un intervalo I en R es
un producto I; x I, donde I; e I, son intervalos en R. Se dice que I es un intervalo
cerrado (abierto) si I; e I son cerrados (abiertos). El interior de I, denotado por
int/, es el producto de los interiores I e 5. Si I es un intervalo cerrado, una parti-
cién de [ es una coleccién finita de subintervalos cerrados de I, {I : k =1, ...,m},
tal que intl,N intl; =@ si k # 5y I =J;—, Ir. Una particién etiquetada P de I
es una coleccién finita de parejas {(x;, I;) : 1 < ¢ < m} tales que {[; : 1 <7 < m}
es una particién de I y x; € I; para 1 < i < m, al [; se les llama subintervalos de
P v z; las etiquetas asociadas al respectivo I;. Una funcién medidora ~ sobre [
es una funcién definida sobre I tal que () es un intervalo abierto conteniendo a x
para cada x € I. Una particién etiquetada P = {(z;,1;) : 1 < i < m} es v-fina si
x; € I; C y(x;) para 1 <i < m.
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Sean I un intervalo cerrado en R y f: I — R. Entonces f es Henstock-
Kurzweil integrable sobre [ si existe A € R tal que para cada € > 0 existe
una funcién medidora «y sobre I tal que |S(f,P) — A| < e siempre que P sea una
particion etiquetada ~-fina.

El siguiente lema garantiza la existencia de una particién etiquetada v-fina, este
lema sera usado para probar el Teorema de Fubini en la Integral de Henstock-

Kurzweil. (Ver Teorema 2.8). Pero antes hagamos algunas precisiones.

Sean J y K intervalos cerrados en R, e I := J x K. Sea 7 una funcién medidora
sobre I. Si P, y P, son las proyecciones de R sobre la primera y segunda coordena-
da, respectivamente, entonces vi(z,y) = Piy(z,y) y V2(z,y) = Pyy(z,y) tienen la
propiedad de que:

1. 11(+, y) define una funcién medidora sobre J, para cada y € K y

2. 73(x, ) define una funcién medidora sobre K, para cada = € J.

Lema 1.4. Para y € K, sea P, una particion etiquetada (-, y)-fina de J.

(1) Sivs(y) = (He(z,y) : (x,I) € Py}, entonces v4(y) es una funcion medidora
sobre K.

(i) Si K = {(y;, K;) : 1 < j < m} es una particion etiquetada v)-fina de K y si
Py =A{j, P}) : 1 <j <py},
entonces
D={((p/ y), " x Kj) : 1<j<m1<i<p,}

es una particion etiquetada v-fina de I. D es llamada la particion etiquetada com-
puesta, generada por {P,:y € K} y K.
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Como se trabajaran sobre subintervalos arbitrarios de R, se necesita un resultado
que nos permita tratar el caso de intervalos no acotados. El siguiente lema nos
permite hacer esto.

Lema 1.5. Ezisten una funcion estrictamente positiva ¢ : R — (0,00) la cual es
integrable sobre R y una funcién medidora ~y tal que 0 < S(p, D) < 1 para cada
particion etiquetada D de R que sea vy-fina.

Ahora se vera la estrecha relacién que hay entre las funciones absolutamente
continuas y la integral de Henstock-Kurzweil, obteniendo asi los Teoremas Funda-
mentales del Célculo en una version fuerte, el uso de estos teoremas se hara explicito
en los teoremas de intercambio de integrales para la integral de Henstock-Kurzweil.

Consideremos una funcién F' : [a,b] — R.

Se dice que F' es absolutamente continua, AC, sobre un conjunto E C a, b]
si para cada € > 0 existe algiin § > 0 tal que 3., |F(z;) — F(y;)| < ¢ para todo
conjunto finito de intervalos abiertos disjuntos {(z;,v;)}~, con puntos finales en E

y Zi]\il(yi — ;) < 6.

Se dice que F' es absolutamente continua en el sentido restringido, AC,, si
en cambio se tiene Y~ | sup, F(z;) — F(y;)| < € bajo las mismas condiciones
como con AC.

7ye[x27yz}

Se dice que F es absolutamente continua generalizada en el sentido res-
tringido, ACG,, si F es continua y E es unién numerable de conjuntos sobre cada
uno de los cuales F' es AC,.

Teorema 1.29 (Primer Teorema Fundamental del Célculo). Sea f : [a,b] — R.
Entonces fabf existe y F(x) = [T f para todo x € [a,b] siy sdlo si F es ACG, sobre
[a,b], F(a) =0, y F' = f casi donde sea sobre (a,b).

Si fabf existe y f es continua en x € (a,b), entonces = [* f = f(x).
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Teorema 1.30 (Segundo Teorema Fundamental del Célculo). Sea F : [a,b] — R.
Entonces F' es (ACG.) si y sdlo si F' existe casi donde sea sobre (a,b), F' es
Henstock-Kurzweil integrable sobre [a,b], y [* F' = F(x)— F(a) para todo x € [a, b).




Capitulo 2

Teoremas de Intercambio de
integrales

En este capitulo analizaremos diversas condiciones que nos permiten intercambiar
el orden de integracién con las diferentes integrales que analizamos en el capitulo
anterior, siguiendo el mismo orden.

2.1. En la integral de Riemann

En el Teorema 1.4 probamos que F, definida como en (1.2), es continua y por
tanto Riemann integrable en [c, d]. El siguiente teorema muestra que esta hipdtesis
de continuidad es suficiente para asegurar que se puede intercambiar el orden de
integracion.

Teorema 2.1. Si f : D — R, donde D = {(z,t) : a < z < byc <t < d}, es

continua, entonces
d pb b pd
//f(x,t)dxdt://f(x,t)dtdx.

Demostracion. El Teorema 1.4 y el Teorema 1.2 implican que las dos integrales ite-
radas existen, resta probar que se cumple la igualdad. Como f es uniformemente

41
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continua en D, dado € > 0, existe d(¢) > 0 tal que |x — x| < d(e) y |t — t7] < I(e),
entonces |f(z,t) — f(x!,t)| < e.

Elijamos n € N tal que I’_T“ < d(e), dT_C < d(€) y dividamos a D en rectangulos

iguales dividiendo [a, b] y [c, d] en n partes iguales.

Para j =0,1,...,nsean z; = a—f—j(b—T“), t; = c+j(dT_c); la integral de la izquierda
se puede escribir como:

n n th z;

S [ retdee
k=1 j=1 7th—17/Tj1

Aplicando dos veces el Teorema del Valor Medio para Integrales, se tiene que existen

xjl € [xj_1, 2] v ti! € [ti—1,t] tales que:

/ ' / Y bl t)dudt = Flag ) (1) (b — ten).

Asi que:

/ / P )dadt = 357 F (st tad) (5, 51) (b — ti ).

k=1 j=1

De la misma manera se hace para la otra integral, luego existen z;// € [x;_1, ;] y
til € [tg—1,1x] tales que

b pd n n
/ / f(.%’, t)d.ﬁEdt = Z Z f(.’ljj//, tk//)(a:j, xj—l)(tk: — tk—l)-

k=1 j=1

Dado que x;/, ;11 € [xj_1,x;] y ty!, ti! € [tg_1,ty], por la continuidad uniforme de f
se concluye que las dos sumas dobles y por tanto las dos integrales iteradas, difieren,
a lo més en €(b — a)(d — ¢). Como € > 0 es arbitrario se tiene la igualdad. O
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2.2. En la integral de Riemann-Stieltjes

En el Teorema 1.7 se establecié que la continuidad de la funciéon f junto con la
hipdtesis adicional de que « sea de variacién acotada asegura que la funcién F,
definida en (1.3), es continua. Estas hiptesis como veremos en el siguiente teorema
son suficientes para poder intercambiar el orden de integracion.

Teorema 2.2. Supongamos que « es de variacion acotada en [a,b], B de variacion
acotada sobre [c,d] y [ continua en D = {(z,y) : a < z < bye <y < d}. Si

(z,y) € D, definimos:
b
- [ fay)da

d
= / f(x,y)dB(y)

Entonces F' es Riemann-Stieltjes integrable respecto de 3 en [c,d], G es Riemann-
Stieltjes integrable respecto de v en [a,b], y

[ Fwasw = [ cwiaat)

En otras palabras, podemos intercambiar el orden de integracion como sigue:

u//fxyw Jda(z / /fmwm )dB(y).

Demostracion. Por el Teorema 1.7, F es continua en [c, d] y por tanto F' es Rieman-
Stieltjes integrable con respecto a 3 en [c, d]. Andlogamente G es Riemann-Stieltjes
integrable con respecto a « en [a, b]. Sélo resta probar la igualdad.

Para probar la igualdad, consideremos el caso cuando v y 8 son mondtonas crecien-
tes en [a, b] y [c, d] respectivamente. Como f es uniformemente continua en D, dado
e > 0, existe § > 0 tal que para cada par de puntos z = (z,y), 2/ = (z/,y!) € D con
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|z — 21| <0, se tiene |f(2) — f(2!)] <e.

Ahora subdividamos el recténgulo en n? rectdngulos iguales, subdividiendo [a, b]
y [¢,d] en n partes iguales cada uno, en donde n se ha elegido de tal forma que

(b—a) _ & (d=c) _ b
n V2 Y n V2
Tomemos
k(b —a) k(d —c)
T =a+ vy Yp = C+ )
n n
para k =0,1,...,n, tenemos
noln—loag 0 ryin
//fxydﬁ Jda(z =ZZ/ / F(z,9)dB(y)da(a)
k=0 7=0

Aplicando dos veces el Teorema 1.9, la doble suma se convierte en

—_

1

@i, yiNB(yj41) — Byj)lo(wrsr) — alar)],

3

n

B
Il

0

.
Il
o

donde (xy/,y,/) esté en el intervalo Dy ; que tiene por vértices opuestos los puntos
(T, Y5) ¥ (Tht1, Yje1)-

Anélogamente obtenemos

//fx,y x)dB(y) =

n—1 n—1

= > flawtym[By) — By)llalzr) — alay)],

k=0 j=0

donde (xy/1,y;) € Dy, ;. Pero | f(xyt, y;1) — f(zx/, y;1)| < € y por tanto
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b d
[ cwaato) - [ rnase)| <
n—1 n—1
< ey [By) = B D _lo(wasr) — alz)]
7=0 k=0
= €[B(d) — B(c)]a(b) — a(a)].
Como € es arbitrario, esto implica la igualdad entre ambas integrales. O
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2.3. En la integral de Lebesgue

Con esta integral abordaremos algunos teoremas sobre intercambio en el orden de
integracion. Veremos en estos teoremas que las hipotesis que permiten realizar el
intercambio ya no solo son de continuidad, aparecen condiciones tales como integra-

bilidad y medibilidad.

Teorema 2.3. Sean X e Y dos subintervalos de R y k una funcion definida, con-
tinua y acotada en X XY, de modo que |k(z,y)| < M para todo (z,y) € X x Y.
Supongamos que f € L(X) yg e L(Y).

Entonces tenemos:

(a) Para cada y € Y, la integral de Lebesgue

| f@hia s
X
existe, y la funcion F definida en Y, por medio de la relacion
Fly) = [ f@h(e, )iz
X
es continua en 'Y .

(b) Para cada x € X, la integral de Lebesque

/Yg(y)k(w,y)dy

ezxiste, y la funcion G definida en X por medio de la relacion

Glz) = /Y o(y)k(z, y)dy

es continua en X.
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(¢) Las dos integrales de Lebesgue

/Y dF)dy g /X f(2)G(x)dz

existen y son iguales.

Esto es:

| @) [ stz - /Y o) [ f@k(e.g)dody. (2.1)

Demostracion. (a) Para cada y fijo de Y, sea f,(x) = f(x)k(z,y). Entonces f, es
medible en X y satisface la siguiente desigualdad

[y (@) = [f(@)k(z, y)| < M]f(z)|

para cada x € X. Ademas, dado que k es continua en X X Y se cumple

lim f(x)k(z,t) = f(x)k(z,y)

t—y

para todo x € X. Luego, por el Teorema 1.15, para cada y € Y, la integral de
Lebesgue

/X f(@)k(a, y)de
existe y,
Fly) = /X F @)k (e, y)de

es continua en Y.

(b) La prueba es similar a la del inciso (a).
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(¢) Ahora el producto f -G es medible en X y satisface la siguiente desigualdad

[f(2)G(x)] < If(fﬁ)l/ylg(y)llk(w,y)ldy < M/ylg(y)ldy
luego por el Teorema 1.14 f - G € L(X).
De forma similar se prueba que g - F' € L(Y).
Para obtener la igualdad (2.1) observamos lo siguiente:
Si f y g son ambas funciones escalonadas, la igualdad es valida, ya que tanto f
como ¢ se anulan fuera de un intervalo compacto, asi cada una es Riemann integra-

ble en ese intervalo.

De no ser asi, por el Teorema 1.10 podemos aproximar f y g por medio de
funciones escalonadas. Dado € > 0 existen funciones escalonadas s y ¢ tales que

/|f—s|<e v /yg—t\<e.
X Y

Asi tenemos que:

G+ /X(f — 5)G. (2.2)

Sea
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< /X T /X 19(v)1E(z,9)|dy

< EM/ lg|dy.
%

Luego tenemos que:

Sea
4l = | [[la =0kt
Y
< M [ |g—t
Y
< €eM.
Asi
/SG = /s(x) {/ t(y)k(x,y)dy} dx + Az
b b Y
donde
|As| = Ag/s(x)dx
b'e
< eM [ |s]

X
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M —

< M [Js=f1+1f
M+ eM .

< €M+e /X|f|

Asf (2.2) se convierte en

/fG / U t(y)k(x,y)dy] dz + Ay + A, (2.3)

De la misma manera obtenemos:

/ gF = / { / V(z, y)da:] dy + By + Bs (2.4)

Bl < ot [ 17
X

donde

Y
< 62M+6M/\g\.
Y

Notemos que las integrales reiteradas que aparecen en (2.3) y (2.4) son iguales,
por lo que resulta

/fa—/ﬁF\s Ay + | As] + | Bi] + | By
X Y

< 2€2M+26M|:/X|f|+/ylg|:|.

Como esto se cumple para cada € > 0 tenemos

fro- for

Que es justamente lo queriamos probar. O
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Una versién mas general de este teorema es el siguiente.

Teorema 2.4 (De Fubini). Supongamos que f es Lebesque integrable en R%. Enton-
ces tenemos:

(a) Eziste un conjunto T de medida cero tal que la integral de Lebesgue

/R f(z,y)d

existe para cada y € R\T.

(b) La funcion G definida en R por medio de la relacion

| e flay)dr sioy e R\T
G(y)—{ . 0 si yeT

es Lebesgue integrable en R.

(c)

] - /R Gly)dy,

esto es,

J[ f@maa = [ [ sy

Un resultado andlogo afirma que:

J[ taaie = [ [ s
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Demostracion. (a) Si f € U(R?) existe una sucesién creciente de funciones escalona-
das {s,} tal que s,(z,y) — f(z,y) para cada (z,y) € R? S donde S es un conjunto
bidimensional de medida cero, luego

tin ([ sty = [[ fepde.),

Ahora (z,y) € R?\ S siy sélosiz € R\ S,

Por tanto,
Sp(z,y) = f(z,y) st € R S, (2.5)

Sea t,,(y) = [g sn(®,y)dz. Esta integral existe para cada nimero real y y es una
funcion integrable con respecto de y.

Ademas, se tiene que

/]R )y = /R /R 5u (2, y)dzdy (2.6)
~ [[siwdy)

<ZQ/f-

Puesto que la sucesién {t,} es creciente, esta tltima desigualdad prueba que
existe 1im,,_, oo fR tn(y)dy. Por tanto, aplicando el Teorema , existe una funcién ¢ de
L(R) tal que t,, — t casi en todo R. Es decir, existe un conjunto unidimensional 7y
de medida cero tal que t,(y) — t(y) siy € R\ T;.

Ademas,

/Rt(y)dy = lim [ t,(y)dy.

n—o0 R
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Puesto que {t,} es creciente, tenemos de nuevo que

ta(y) = /Rsn(x,y)dx <t(y) si y e R\ Ti.

Aplicando el Teorema a {s,} vemos que si y € R\ 7 existe una funcién g de
L(R) tal que s,(z,y) — g(x,y) para x € R\ A donde A es un conjunto unidimen-
sional de medida cero que depende soélo de y.

Comparando este resultado con (2.5) vemos que si y € R\ 7y, entonces

gla,y) = f(x.y) si xR\ (AUS,). (2.7)

Pero A tienen medida unidimensional cero y S, tiene medida unidimensional
cero para casi todo y, es decir para todo y € R\ 73, donde 75 tienen medida uni-
dimensional cero. Sea 7 = T; U T5. Entonces 7T tiene medida unidimensional cero
y (2.7) se satisface. Dado que existe la integral [, g(z,y)dz si y € R\ T, tenemos
que, si y € R\ T, existe también la integral [, f(z,y)dz.

(b) Siy € R\ T, tenemos

/Rf(x,y)d:c = /Rg(x,'wdx (2.8)

= lim [ s,(z,y)dz
n—oQ R

= ).

Puesto que t € L(R), (b) queda demostrado.

(c) Finalmente tenemos que

/R tly) = /R lim 2, (y)dy

= lim [ t,(y)dy

n—o0 R
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= lim//sn(x,y)dxdy

_ ,}EEO//SH(x’y)d(x’y)
_ //f(x,y)d(l"a?/)-

Comparando este resultado con (2.8) obtenemos (c).

Hasta aqui hemos probado el teorema para funciones superiores, para demos-
trarlo para funciones Lebesgue integrables escribimos f = u — v, donde u, v € L(R?)

v obtenemos
I g
= /R/Ru(x,y)dxdy—/R/Rv(x,y)dxdy

= [ [t = ote sy

- /R /R [(z,y)dady.

El teorema que sigue proporciona una condicién suficiente de integrabilidad muy
util, su demostraciéon hace uso del Teorema de Fubini.

O

Teorema 2.5 (De integrabilidad de Tonelli). Supongamos que f es medible en R?
y que existe al menos una de las dos integrales reiteradas

| [ i lasdy
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| [ty

Entonces tenemos:

(a) f € L(R?).

(b)
//f B /R/Rf(x,y)da:dy = /R/Rf(x,y)dydx.

Demostracion. (a) Supongamos que existe la integral reiterada [, [; | f(z,y)|dzdy.
Designamos por {s,} la sucesién creciente de funciones escalonadas no negativas
definida por medio de la siguiente relacion

n silzj<ne |y <n
0 en otro caso.

.,
Sea f,(z,y) = min{s,(z,y),|f(x,y)|}. Tanto s, como |f| son medibles, luego f,
es medible. Ademds, tenemos 0 < f,(z,y) < s,(z,y), luego f, esta dominada por

una funcién Lebesgue integrable. Por consiguiente, f, € £(R?). Entonces podemos
aplicar el Teorema de Fubini a f,, junto con la desigualdad 0 < f,(z,y) < |f(z,y)|

para obtener
]R2
Aélf(x,y)ldwdy.

Puesto que {f,} es creciente, esto muestra la existencia del limite lim [ ge Jn-
n—oo

IN

Por el Teorema ? {f,} converge casi en todo R? hacia una funcién limite de £(R?).
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Pero f,(z,y) = |f(z,y)| cuando n — oo, luego | f| € L(R?). Puesto que f es medi-
ble, tenemos que f € L(R?).

La demostracion es andloga si existe la otra integral reiterada.
(b) Esta parte se sigue de (a) y aplicando el Teorema de Fubini. O

Teorema 2.6. Si la funcion t — f(z,t) es continua en |a,b] para cada x € X y si
existe g funcion integrable sobre X tal que |f(z,t)| < g(x), entonces

/abF(t)dt _ /ab/f(x,t)dudt
-/ /abf(ﬂf,t)dtdu,

donde las integrales con respecto a t son Riemann-integrables.

Demostracion. Definamos una funcién h : X X [a,b] tal que h(z,t) = fat f(z,s)ds.
Ahora %(x,t) = f(z,t). Como ésta integral de Riemann existe, ésta es limite de
una sucesién de sumas de Riemann; asi que = +— h(x,t) es medible para cada t.
Luego como |f(z,t)] < g(x), se tiene que |h(x,t)| < g(x)(b — a) de esta manera la
funcién x +— h(z,t) es integrable para cada t € [a, b].

Sea H definida sobre [a,b] como H(t) := [ h(x,t)du por el teorema 1.18

dH oh

E(t) = —t(%t)d,u

0
~ [
Ft)

Por tanto
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/ bF(t)dt — H(b) - H(a)
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2.4. En la integral de Henstock-Kurzweil

En este apartado abordaremos otros teoremas para el intercambio de integrales
iteradas, para esto utilizamos la integral de Henstock-Kurzweil. También en este
apartado se enuncia y se demuestra el Teorema 2.10. El teorema puede consultarse
en ([8]). Este teorema es el resultado principal de esta tesis.

Teorema 2.7. Sean g,7 : [a,b] X [c,d] — R tal que para cada t € T := [c,d] la
funcion x— y(x,t) es medible sobre I := [a,b] y suponga que:

(1) Existe ty € [c,d] tal que la funcion x — y(x,ty) es HK(I).
(11) La derivada parcial v¢(x,t) = g(x,t) para cada x € [a,b],t € [c,d].

(i1i) Existen a,w € HK (I) tal que a(x) < g(z,t) < w(z) para cada x € |a,b],t €
e, d].

Entonces la funcion x — g(x,t) es HK(I) para cada t € [c,d] asi que

b
G(t) ::/ g(z,t)dx (2.9)

estd definida sobre [c,d], por tanto G € HK(I) y

/C dG(t)dt - / ’ / ’ gz, t)dtda. (2.10)

Demostracion. Para la prueba de este resultado vamos a hacer uso del Teorema 1.24
varias veces.

En el Teorema 1.24 reemplazamos la funcién f por v y como se tienen las mismas
hipétesis se concluye que la funcién x +— y(z,t) € HK(I) para cada t € T.
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Definimos ['(t) = fab y(z,t)dx para t € T. Del Teorema 1.24 (b) se obtiene que
x — g(x,t) = y(x,t) € HK(I) para cada t € T, y tenemos que G : T — R
esta definida como en (2.9) para cada t € T. Ahora por (c¢) del Teorema 1.24 T" es
diferenciable sobre T', y ademas [(t) = G(t) para cadat € T, por tanto G € HK (T

y

/dG(t)dt =T(d) - T(o). (2.11)

Por otro lado, como g(z,t) = v (x,t) por el Teorema Fundamental del Célculo
se cumple que t — g(x,t) € HK(T) paracadax € [ y

d
/ g(x, t)dt = ~v(x,d) — y(z,c).

Luego como z — ~y(x,t) € HK(I) para cada t € T, entonces por lo precedente
x|—>f g(z,t) € HK(I), por lo tanto

// (2, t)didz = /ab[ (2, d) — ~(x, )|da

= T(d)—T(c)

d b
= //g(x,t)dxdt.

Ahora vamos a establecer el Teorema de Fubini, de forma mas general que la que
se establecié en el Teorema 2.4. Para esto consideremos lo siguiente: J, K denotaran
intervalos cerrados en Re [ := J x K.

Teorema 2.8 (De Fubini). Sea f: I — R HK-integrable sobre I. Definamos

= /Jf(x,y)dl‘

para cada y € K. Entonces F' es HK -integrable sobre K y ademds

[1=[ Fats= [ [ sy (2.12)

O
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Demostracion. Dado que f € HK(I), existe una funcién g : I — R tal que f =g
ctp. I, f(-,y) = g(-,y) siempre que f(-,y) es HK-integrable sobre J, g(-,y) es
H K-integrable sobre J para caday € Ky F(y) = [, g(z,y)dx para y € K. De esta
manera, tenemos que f(-,y) es integrable para cada y € K.

Sea € > 0 y elijamos una funcién medidora ~y sobre I tal que |S(f, Q) — [, f| <€
siempre que Q sea una particién etiquetada v-fina de I. Por el Lema 1.5 podemos
elegir, una funcién ¢ : K — (0,00) la cual es H K-integrable sobre K y una funcién
medidora 7, sobre K tal que 0 < S(p, P) < 1 siempre que P sea particién etiquetada
v,.-fina de K. Para cada y € K elegimos una particién etiquetada, Py, de J que sea
(-, y)-fina y tal que

'S(f(-,y),Py)—/Jf(a:,y)dx

< ep(y)
esto es por la hipétesis de que f(-,y) es HK-integrable.

Pongamos

hy) = / F(.y)de — S(F(oy). Py).

Definamos 4(y) = N{y(z,y) : (z, P) € P,} como en el Lema 1.4, y el conjunto
s = 7Yy N 75. Notemos que 75(y) es una funcién medidora sobre K, ya que la
interseccién es finita. Hay que probar: |S(F, C)— [, f| < e simpre que K sea particién
etiquetada v3-fina de K. Sea Q la particién etiquetada ~y-fina compuesta, generada
por Ky {P,:y € K} como en el Lema 1.4. Entonces

'S(FJC) - /f] - |- s+ 5.0 - [

IA

IS(F.K) — S(F. Q)] + 'S(f, o- [ f‘
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= | > hUK)|+e

(y,K)ek

D eo)UK) + e

(y,K)eK
eS(p,K) +e
2e.

IN

IA

Como se queria probar. O

Teorema 2.9. Sea f : |, ] X [a,b] — R. Suponga que f(-,y) es ACG, sobre
[, B] para casi todo y € (a,b). Entonces F := fabf(-,y)dy es ACG, sobre o, B] y
F'(x) = fab fi(z,y)dy para casi todo x € (o, B) siy sdlo si

t b bt
| [ newddo= [ [ sz, (213
z=s Jy=a y=a J x=s

para todo [s,t] C |, B].

Demostracion. Suponga que F es ACG, y a%f; flz,y)dy = f; fi(z,y)dy. Sea
[s,t] C [a, B]. Por el Segundo Teorema Fundamental del Calculo, aplicado primero

a F'y luego a f(-y),

/ fi(ey)dyds = F(t) — F(s) (2.14)

- / F(ty) — F(s9))dy (2.15)
= / tfl(x,y)dxdy.

Ahora suponga (2.13). Sea x € (o, f)y h € R tal que z + h € («, #). Entonces
aplicando la el Segundo Teorema Fundamental a f(-,y) obtenemos




62 2.4. EN LA INTEGRAL DE HENSTOCK-KURZWEIL

[ s = [ [ i
/y:a[f(wrh,y)—f(a:,y)]dy = /y:af(x—i-h,y)dy—/y;f(g;,y)dy (2.16)

Y

F'(x) = hm}t[F(z#—h)—F(m)]

x+h
lezlil(l)h/ / fi(@! y)dyds!

= / fi(z,y)dy para casi todo x € (a, 8).

La ultima igualdad se obtiene a partir del Primer Teorema Fundamental del
Célculo. Repitiendo el mismo argumento en (2.14) se obtiene que [* F' = F(z) —
F(«) para todo z € [a, f]. Por tanto, F' es ACG, sobre [o, f]. O

Notemos que si f(z,y) = [ g(u,y)du, entonces f(-,y) es ACG,. Asi, obtene-
mos también condiciones necesarias y suficientes para el intercambio de integrales
iteradas, como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Sea g : o, 8] X [a,b] — R. Suponga que g( y) es integrable sobre
[, B] para casi todo y € (a,b). Defina G(x f f g(x',y)dx'dy. Entonces G es
ACG, sobre [a, ] y G'(z) = fb (x,y)dy para casi todo x € (o, B) siy sdlo si

a

t b b t
/ / g(z,y)dydr = / / 9(x,y)dxdy, (2.17)
r=s Jy=a y=a Jx=s

para todo [s,t] C [«, O]
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Demostracion. Para la prueba de este corolario basta con hacer F(x) = G(z)

y
gi = g(x,y) en el Teorema 2.9. [

El teorema que sigue es el resultado principal de esta tesis.

Teorema 2.10. Sean f € HK(R) y g : R X R = R funcion medible. Suponga que:
(i) para cada x € R la funcion y — g(z,y) € BV (R)
(ii) la funcion x — Vyerg(z,y) € LY(R)
(iii) existe M € L' tal que para cada y € R, se tiene |g(z,y)| < M(x).

Entonces las integrales iteradas existen y son iguales, es decir:

/Z /Z Fy)g(z, y)dyde = /Z /Oo fW)g(z,y)dzdy. (2.18)

Demostracion. Como f € HK(R), definamos F'(t f fly
Para cada z € R tenemos
| fswdy = Floclgloo0) - [ Plo)dagloy) (2.19)

aplicando el Teorema del Multiplicador.

/ / f)g(x,y)dydx
:/_ F(o0 xoodx—/ / y)dag(x,y)dx
= F(oo)/_ (x,00)dx —/ / y)dag(z,y)dx (2.20)

Notemos que: ffooo g(x,00)dx existe, ya que:
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= lim g(z,y) = g(z, 00).

y—00
w |g(z,y)] < M(z), para caday € Ry M(z) € L.

= Por el Teorema de la Convergencia Dominada,

i [ gle) = [ gle.cc)ds

Y—00 —c0 o

[ [ rpsstens] < 7| [ Fortsien

‘ / W)iag (s y>' < s | () Vycro(.1)
Yy

N

Por lo tanto
/ / f()g(x,y)dydx

Ahora

dx

ademas

asi

dz < ||F |l / Vierg(z, y)da.

existe.

Veamos que

/ / f(y)g(x,y)dedy también existe.

/_Z /_Z f(y)g(a:,y)dxdyz/_: f) /_:g(x,y)dgjdy. (2.21)
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Afirmamos que la funcién:
Y / g(z,y)dx € BV(R).
En efecto, sea {(s;,t;)}, intervalos disjuntos en R.
Entonces
Z / g(z,s;)dx —/ g(z,t;)dx
i=1 1/ —o0 —00
=3[ lgtens) — gle s
i=1 177
< Z/ g(x,8;) — g(z, t;)|dz
/ Z]gx si) — g(z, t;)|dx
< / Vyerg(z,y)dz  (por la hipdtesis (i) y (ii)).
Asi
y / g(x,y)dzr € BV (R).
Por tanto
| 1w [ stwpdsdy
existe.
Integramos por partes (2.21)
F(oo)/ g(x,00)dx —/ F(y)d [/ g(x,y)dw] : (2.22)
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Veamos que (2.20) y (2.22) son iguales.

» Si F' = Alq) para algin intervalo (a,b) C R entonces (2.20) se transforma en:

/_c: /ab dag(,y)dr = /_Z[g(x,b) — g(x,a)]dz.

Y (2.22) se transforma en

/abd[/zg(x,y)dx] - /Zg(m,b)d$—/Zg(:v,a)d$

-/ " lg(wb) — gl a)lde.

[e.e]

Por tanto (2.20) y (2.22) son iguales si F' = X, ;) para algun intervalo (a,b) C R.

» Si F es una funcién escalonada, entonces F(y) = > " ¢; X, (y) para algin
n € N, donde {I;}?_, son intervalos disjuntos y {c¢;}_; son ntmeros reales.
Entonces se cumple que (2.20) y (2.22) son iguales en este caso.

Ya hemos visto que o,, — F uniformemente en R, entonces ||0,,(t)|]oco—||F(t)]]00 <
[|F(t) — on(t)||eo < €, entonces ||o,(t)||co < €+ ||F ||, entonces |o,(t)] < €+ || F||so
para cada t € R y n > N. Por el Teorema de la Convergencia Dominada

tiw [ ou@igta) = [ Pyl
Ahora
\ / an<y>d2g<x,y>] < Jlou(w)llVierg(e,y) (2.23)
< (e |F|loo)Vyerg(z, y). (2.24)
Por tanto

lfm /_Z /_Z on(y)dag(z,y)dr = /_Z /_Z F(y)dag(z,y)dz. (2.25)

n—o0
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De la misma manera se tiene que:

T}I;H;O/_Z on(y)d V_Zg(:v,y)dx} = /_Z F(y)d U_Z g(x,y)dfc} -

Ya que {0, } converge a F' uniformemente en R.




68

2.4. EN LA INTEGRAL DE HENSTOCK-KURZWEIL




Conclusiones

Los teoremas que se estudiaron en el capitulo dos, expusieron diversas condiciones
que permitieron intercambiar el orden de integracion. Resumiendo tenemos que:

= Para la integral de Riemann una condicién suficiente es que la funcién a inte-
grar sea una funcién continua en todo su dominio.

» Para la integral de Riemann-Stietljes una condicién suficiente es que el in-
tegrando sea una funcién continua en todo su dominio y el integrador una
funcién de variaciéon acotada.

= Para la integral de Lebesgue se obtuvieron varios resultados, en el Teorema
2.3 se pide que las funciones f y g sean Lebesgue integrables sobre su dominio
X e Y respectivamente y que la funcion k fuese continua y acotada en X x Y,
notemos que aqui la integracién se llevo a cabo sobre subintervalos de R, pero
bien puede hacerse sobre todo R, como se mostré en el Teorema 2.4. De igual
forma que en las integrales anteriores, estas condiciones son suficientes. El
Teorema 2.5 proporcioné una condicién suficiente de integrabilidad, esto es,
si la funcién a integrar es medible en R? y existe al menos una de las dos
integrales iteradas, entonces se tiene que la funcién es Lebesgue integrable y
se puede intercambiar el orden de integracion. Otro resultado que se analizé es
el Teorema 2.6, aqui las condiciones que se pidieron fueron que la funcién
a integrar fuese continua con respecto del pardametro ¢ ademas de pedir la
existencia de una funcién Lebesgue integrable que la domine.

= Para la integral de Henstock-Kurzweil en el Teorema 2.7 las hipotesis que des-
tacan son: medibilidad, y la dominaciéon por funciones que sean integrables

69
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en el sentido de Henstock-Kurzweil. Se desarroll6 un Teorema de Fubini mas
general que el que se establecio para la integral de Lebesgue, ver Teorema 2.8.
En el Teorema 2.9 y su Corolario 2.1, se pide que la funcién a integrar sea
Absolutamente Continua Generalizada en el sentido restringido (ACG,). El
resultado principal de esta tesis es el Teorema 2.10 donde se establecen condi-
ciones suficientes para el intercambio de integrales, las hipdtesis que resaltan
son: que el producto de una funcién que es Henstock-Kurzweil integrable sobre
R por una funciéon medible, que la funcién medible sea de variacién acotada
y su variacién Lebesgue integrable, ademas de ser dominada por otra funcion
que sea Lebesgue integrable. Este resultado es de reciente aparicion y esta de-
mostrado en un contexto distinto, pero lo hemos adaptado para la integral de
Henstock-Kurzweil.
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