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A la memoria de Hipdlito Martinez, del que tantas cosas aprendi.
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Me encontré de pronto solo. Y no se trataba de una soledad definida como
ausencia de compania. Era un abismo brutal. Era la constante sensacién de
contingencia existencial. Mi existencia en modo alguno era relevante para nadie.
Jamas me repuse del todo de ese descubrimiento.

Alexander Grothendieck, Cosechas y Siembras.

Desgraciados los pueblos donde la juventud no haga temblar al mundo, y los
estudiantes se mantengan sumisos ante el tirano.

Lucio Cabanas.

Esto es, pues, la matematica: recuerda a las formas invisibles del alma, da vida
a sus propios descubrimientos, despierta la mente y purifica el intelecto, saca
a la luz nuestras ideas intrinsecas, suprime el olvido y la ignorancia que son
nuestros por naturaleza.

Proclo.
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Introduccion

El pensamiento categérico (es decir, el que hace uso de la teorfa de categorias)
se caracteriza por estudiar objetos matematicos con independencia de su natu-
raleza. No intenta descubrir las propiedades fundamentales de tales objetos por
medio del estudio de sus elementos o de sus partes, més bien se fija esencialmente
en las relaciones (morfismos) que esos objetos tienen con otros de igual o distinta
naturaleza, en las construcciones (funtores) que puede hacer entre esos objetos
y las relaciones entre tales construcciones (transformaciones naturales). Para la
teoria de categorias no existen los conjuntos, o los grupos, o los anillos (por
lo menos no como para la matemadtica sin categorias), lo que hay simplemente
son objetos, una especie de conjuntos “abstractos” que no son definidos por sus
elementos y para los cuales nada se sabe por medio de las propiedades indivi-
duales e intrinsecas de sus partes. Los objetos son agrupados en categorias, y ahi
se estudian sus diversas propiedades, esas propiedades siempre son establecidas
mediante morfismos que no hacen alusién al tipo de elementos que conforman
a estos objetos. Todas las facultades de estos conjuntos “abstractos” u objetos
son establecidas como consecuencia de las caracteristicas que la categoria que
los agrupa posee.

Este forma de pensar ha revelado una gran cantidad de similitudes existentes
entre objetos matemadticos de muy diversa naturaleza (espacios de todo tipo,
estructuras algebraicas, 1égica, etc.); en muchos casos se ha comprobado que las
diferentes construcciones hechas en distintos campos de la matematica son sim-
plemente casos particulares de nociones categéricas bien definidas. La utilidad
de la teoria de categorias para facilitar la comprensiéon de fendmenos matemati-
cos diversos y para unificar multitud de conceptos en la matemaética ha quedado
manifiesta.

Era de esperar que los fundamentos de la matemaética y la légica que los estu-
dia también pasaran por el agudo punto de vista de la teoria de categorias. Es
asi que surge la idea de estudiar légica con categorias, pero mas importante,
surge la idea de estudiar aquello que fundamenta la matematica (la teoria de
conjuntos) mediante herramientas de cardcter puramente categérico. Con esta
preocupaciéon en mente, matematicos de la talla de Lawvere o McLane, se invo-
lucraron en la tarea de investigar cudles eran las propiedades més elementales
de los conjuntos y de las funciones, para poder llevarlas al lenguaje de la teoria
de categorias y con ello descubrir estructuras de naturaleza muy diferente a los
conjuntos pero que compartieran esas propiedades. Encontraron un viejo con-
cepto que anos antes que ellos ya habia descubierto Alexander Grothendieck
para sus propios intereses (la geometria algebraica). Se trataba del concepto de
“topos”. En él hallaron la herramienta esencial que permitia formalizar en un
lenguaje enteramente categoérico las propiedades fundamentales que satisfacen
los conjuntos y las funciones (la categoria Set) y que son indispensables para la
construccién de todo el aparato matematico.

Esto los llevé a la idea de la fundamentacion de la matemética por medios tinica-
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mente categéricos, teniendo siempre en mente el tratar de sortear las dificultades
acarreadas por las diferentes fundamentaciones de caracter conjuntista. Resulté
que las categorias con estructura de “topos” eran de naturaleza muy variada y
que en la medida en que los objetos de estudio era funtores y transformaciones
naturales, més parecido tenfan con la categoria de conjuntos y funciones (Set).
Se llegé a descubrimientos importantes en el terreno de la logica y se realizaron
asi las primeras pruebas categoricas de independecia en los anos 60’s. La rea-
lizacién de pruebas de este tipo, haciendo uso de los llamados “topos”, resulté
facilitar enormemente las cosas y hacer de dichas pruebas verdaderas obras de
arte, no sin antes cobrar un precio que para algunos es exagerado: para que
las pruebas de independencia y la fundamentaciéon de la matematica puedan
ser desarrolladas de manera unificada y mediante herramientas categoricas es
necesario realizar antes una labor muy compleja de abstraccién y por ende, las
cosas suelen dificultarse bastante.

En este trabajo no pretendemos abordar la teoria de topos desde la perspectiva
fundacional de la matematica. Nuestro objetivo més bien es el de tratar de enter
lo que es una categoria con estructura de topos. En esta tesis deseamos ofrecer
un desarrollo paulatino que nos lleve al concepto de topos y a las principales
propiedades de las categorias que tienen esta estructura, pasando por diferentes
ejemplos, con el objetivo final de entender los principios méas elementales de esta
teoria, asi como la manera de hacer légica y de plantearse cuestiones légicas con
ayuda de estas herramientas categoricas.

El primer capitulo contiene los conceptos clave de la teorfa de categorfas (no-
ciones limite, funtores adjuntos, lema de Yoneda) y debe entenderse inicamente
como un repaso de tales ideas. En el segundo capitulo llegamos a la definicién
de “topos” y nos detenemos a estudiar tres ejemplos importantes (los haces, las
gavillas y las acciones de monoides). Al llegar al tercer capitulo comenzamos
a estudiar propiamente las caracteristicas de las categorias con estructura de
topos. En el cuarto capitulo desarrollamos la légica conocida como clasica en
el lenguaje de la teoria de topos, y descubrimos que a pesar de que los topos
pueden entenderse como teorias de conjuntos generalizadas (en el sentido an-
tes expuesto de que son categorias que cumplen propiedades importantes a Set
pero que no tienen conjuntos y funciones como objetos), existe una gran varie-
dad que no satisfacen las leyes logicas conocidas como clasicas. Proporcionamos
aqui toda una familia de topos que no siempre cargan con una légica clésica, y
que mas bien su logica interna se comporta segin las leyes de la llamada logica
intuicionista.

El trabajo no pretende ser completo ni mucho menos especifico. La intencién
fundamental de esta tesis es proporcionar de manera un poco mas “didéactica”,
digamos, el concepto de topos y sus implicaciones dentro de la légica. Por lo
tanto, el lector no encontrara aqui un desarrollo sistematico y detallado de esta
teoria, asi como tampoco las muy diversas y complejas aplicaciones que tie-
ne el concepto de topos en gran cantidad de dreas, tales como la topologia, la
geometria algebraica, la teoria de homologia, etc.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos los conceptos necesarios de la teoria de categorias
para leer este trabajo. Suponemos que el lector posee ya una familiaridad con los
conceptos méas elementales de esta teorfa (tales como categoria, funtor, transfor-
macién natural, etc.); si no es el caso, recomendamos la lectura de los primeros
capitulos en [CT] y [CWM]. Muchos resultados importantes sélo serdn mencio-
nados, y para algunos otros esbozaremos brevemente las pruebas, por considerar
que no es el objetivo de este trabajo proporcionar dicho material, pues es el con-
tenido de un curso basico de teoria de categorias, las pruebas completas de todos
los resultados que enunciaremos en este capitulo pueden consultarse en los tex-
tos antes citados.

La notacién usada en este trabajo es la usual. Mediante Ob(C) nos referimos
a la clase de objetos de la categoria C y mediante Mor(C) hacemos referencia
a la clase de morfismos de C. La coleccién de morfismos que van de un objeto
a a otro objeto b en la categorfa C la denotamos como C(a,b). Para cualquier
objeto a, el morfismo identidad que le corresponde lo denotamos como id,. Si
F : C — D es un funtor y d un objeto en C, omitimos los paréntesis cuando
evaluamos el funtor F' en d, escribiendo tnicamente F'd para indicar el objeto en
D que le corresponde a d mediante F'. De igual manera escribiremos inicamente
F'f para indicar el morfismo en D que le corresponde a f mediante F'.

1.1. Morfismos especiales y Nociones limite

Definicién 1.1.1
Sea C una categoria y f : a — b un morfismo en C . Entonces:

1.- f es un monomorfismo si y sélo si para cualesquiera morfismos g, h : ¢ — a
en C, si fog= foh, entonces g = h. Denotamos los monomorfismos mediante
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la flecha f:a — b.

2.- f es un epimorfismo si y sélo si para cualesquiera morfismos g,h : b — ¢
enC,sigof=~hof, entonces g = h. Denotamos los epimorfismos mediante la
flecha f:a — b.

3.- f es un isomorfismo si y sélo si existe un morfismo g : b — a en C tal que
gof =1id,y fog=idy. El morfismo g se llama inverso de f y lo denotaremos
como g = 1.

4.- Dos objetos a y b en C son isomorfos (lo cual denotamos como a = b) si y
s6lo si existe un isomorfismo f :a — b.

Observacion 1
En cualquier categoria sucede:

1.- Si f y g son monomorfismos, entonces g o f también lo es.
2.- Si g o f es monomorfismo, entonces f también lo es.

3.- En la categoria Set toda funcién f : A — B es un monomorfismo sélo si es
inyectiva. Ademds, si f es sobreyectiva, serd un epimorfismo.

4.- Todo isomorfismo es monomorfismo y epimorfismo. Sin embargo, hay cate-
gorias en las que un monomorfismo que también es epimorfismo no es isomor-
fismo. Consideremos la categoria niimeros naturales (aqui suponemos que 0 es
un nimero natural), denotada como N, cuyo tnico objeto es el conjunto de
numeros naturales N y cuyos morfismos N — N son todos los nimeros natura-
les. En esta categoria dos morfismos m,n : N — N se componen mediante la
operacién usual suma (+) entre naturales, esto es, m on = m + n. El morfismo
identidad para el tnico objeto N es el ntimero cero, idy = 0 : N — N, pues
Oom=04+m=myno0=mn+0 = n, para cualesquiera morfismos m y n. En
esta categoria todos los morfismos son a su vez monomorfismos y epimorfismos,
sin embargo, el inico morfismo que tiene inverso es el nimero cero 0 : N — N|
pues si un morfismo m tiene inverso, digamos n, debe pasar que m on = idy;,
esto es, m +mn = 0. Lo cual sélo sucede si m = n = 0. Por tanto, en esta ca-
tegoria los monomorfismos que también son epimorfismos no siempre son a su
vez isomorfismos.

Definicién 1.1.2
Sea C una categoria.

1.- Un objeto 1 de C es terminal si y sélo si para cualquier objeto a de C exis-
te un unico morfismo a — 1. Este morfismo lo denotaremos mediante !, : a — 1.

2.- Un objeto 0 de C es llamado inicial si y sé6lo si para cualquier objeto a
de C existe un tnico morfismo 0 — a. Este morfismo lo denotaremos mediante
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Oy : 0 —a.

Definicién 1.1.3
Sea C una categoria y a, b dos objetos en C.

1.- Un producto para a y b es un C-objeto a x b junto con un par de C-morfismos
prqia Xb—aypry:axb—bdetal manera que para cualquier otro par de
morfismos f:¢— ay g:c— b existe un inico morfismo (f, g) : ¢ — a x b que
hace conmutar el siguiente diagrama:

Es decir, proo (f,9) = f y proo (f,g9) = g. El morfismo (f, g) es el producto de
f v g respecto a las proyecciones prg y pry.

2.- Un coproducto para a y b es un C-objeto a + b junto con un par de C-
morfismos i, : a = a+ by ip : b — a+ b de tal manera que para cualquier otro
par de morfismos f : @ — ¢y ¢ : b — ¢ existe un tnico morfismo [f,g] : a+b — ¢
que hace conmutar el siguiente diagrama:

a—>a+b

|
\fg
|
\
c

Es decir, [f,g]oia = f v [f, 9] 0 ip = g. El morfismo [f, g] es el coproducto de f
y g con respecto a las inyecciones i, y ip.

3.- Un igualador para los C-morfismos f,g : a — b es un objeto F, junto con
un morfismo e : £ — a en C de tal manera que:

() foe=goe

(ii) para cualquier otro morfismo h : ¢ = a que cumpla que foh = go h, existe
exactamente un morfismo k : ¢ — F de tal forma que eoc k = h

a——=b
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4.- Un producto fibrado para los C-morfismos f:a — cy ¢g: b — ces un par
de C-morfismos f':d —ay g’ : d — b tales que:

(i) fog =gof

(ii) para cualquier otro par de morfismos h: e — a 'y j : ¢ = b que cumplan que
foh=goj, existe un tinico morfismo k : ¢ — d de tal manera que h=g¢ ok y

j=1ok.

e
Nk
AN
N\
h k J’
g’ 9
aﬁc

5.- Sea I un conjunto y {c¢;}ic; una familia de objetos en C. Un producto
de {c¢;i}ier es una pareja (P, {p;}icr) en donde P € Ob(C) y para cada i € I,
p; : P — ¢; es un morfismo en C. Esta pareja cumple que para cualquier otro par
(Q,{¢i}ier) existe un tinico r : Q — P tal que el siguiente diagrama conmuta:

Q--T->P

Ci

El producto de la familia {c;} es denotado como [],.; ¢;.

Las nociones duales de coigualador y producto cofibrado se obtienen a partir
de las definiciones correspondientes invirtiendo la direccién de las flechas, tal
como se hizo con el concepto de coproducto en la definicién anterior. A este
proceso se le llama “dualizar”. Ademas, los diagramas conmutativos en la defi-
nicién anterior se conocen como “propiedades universales” y caracterizan a los
objetos definidos, es decir, para cada objeto definido, su correspondiente dia-
grama conmutativo es conocido como propiedad universal de ese objeto, de esta
manera tenemos la propiedad universal del producto, la propiedad universal del
coproducto, propiedad universal del producto fibrado, etc.

Observacion 2

1.-Sean f : a - by g : ¢ — d dos morfismos en una categoria C. Si en
C existen los productos entre cualesquiera dos objetos, definimos al morfismo
fxg:axb— cxdcomo la pareja de morfismos (f o pry, g o pry).
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2.- En cualquier categoria todo igualador es un monomorfismo. Y ademaés, cual-
quier epimorfismo que también es igualador, es un isomorfismo.

3.- Si un diagrama de la forma

a b c

conmuta, entonces:

(i) si los dos cuadrados que conforman el diagrama son productos fibrados, tam-
bién lo es el rectangulo exterior que los comprende.

(ii) si el rectdngulo que comprende ambos cuadrados en el diagrama es un pro-
ducto fibrado y también lo es el cuadrado de la derecha, entonces el cuadrado
de la izquierda es un producto fibrado.

Este resultado es conocido como Lema del Producto Fibrado.

4.- En cualquier categoria, un morfismo f : a — b es un monomorfismo si y sélo
si el siguiente diagrama es un producto fibrado:

a
lf
b

idg
P R

idg

a
c
es un producto fibrado, y f es un monomorfismo, entonces g también es mono-
morfismo.

.

f

Q<—mm

5.- Si el diagrama

9

SH

[

f

Definicién 1.1.4
Sean C y D dos categorias y F' : D — C un funtor.

1.- Un cono para F es una pareja (¢, {pa}aconp) en donde c es un objeto de
C y para cada objeto d en D, py : ¢ — F'd es un morfismo en C, de tal manera
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que dado ¢q : d = d’ en Mor(D) se cumple que py = Fq o py.

2.- Un cono limite o simplemente un limite para F' es un cono (L, {pa}aco(p)
de I que cumple que para cualquier otro cono (1m, {q4}4eop(p) sobre I, existe
un tnico morfismo &k : m — L tal que para cada d € Ob(C) el siguiente diagrama
conmuta:

Fd

Para obtener las nociones duales de “cocono” y “colimite” solamente se dualizan
las definiciones anteriores.

Observacion 3
1.- Si un funtor F' tiene limite, este es tinico salvo isomorfismos.

2.- Si (L,{pa}acosp) es un limite del funtor F' : D — C, dos morfismos
fyg;m — L son iguales si y sélo si para cada d € Ob(D), se cumple que

paof=piog.

Para cualquier categoria C, las construcciones de producto de dos objetos, pro-
ducto fibrado de dos morfismos e igualador, son ejemplos de limites. Anéloga-
mente, las construcciones duales de coproducto, producto cofibrado y coiguala-
dor, son ejemplos de colimites.

Los objetos definidos anteriormente se caracterizan por cumplir una propiedad
“universal” | es decir, si existen mds objetos que satisfagan una propiedad deter-
minada, entonces cualquiera de ellos debe factorizarse a través del objeto limite.
En ese sentido se dice que el objeto limite cumple una propiedad universal, dada
en términos unicamente de morfismos, con independencia de la naturaleza de
los objetos con los que se trabaje.

Observacién 4
Para cualquier categoria C son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1.- C tiene productos fibrados y objeto terminal.
2.- C tiene productos finitos e igualadores.

3.- C tiene limites finitos.
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Estas equivalencias también se satisfacen para las nociones duales de productos
cofibrados, objeto inicial, coproductos, coigualadores y colimites.

Definicién 1.1.5
Sea C una categoria.

1.- C es completa si y s6lo si cada funtor F' : D — C, con D una categoria
pequena, tiene un cono limite.

2.- C es finitamente completa si y sélo si F': D — C, con D una categoria
finita, tiene un cono limite.

Observacion 5
Si una categoria C es tiene igualadores para cualquier par de morfismos y tiene
productos para cualquier familia finita de objetos, entonces C es completa.

Las nociones de categoria “cocompleta” y “finitamente cocompleta” se obtienen
unicamente dualizando las definiciones anteriores.

1.2. Funtores Adjuntos

Definicién 1.2.1

Un funtor G : D — C se llama adjunto derecho a F' : C — D cuando existe
una transformacién natural n : 1¢ — G o F' con la propiedad:

Para cualesquiera objetos cen C y d en D, y para cualquier morfismo f : ¢ = Gd
en C, existe un dnico morfismo g : Fc — d tal que f = Gg o ..

g9

Fe—-=—->d
Gg
GFe— Gd
770
f

La transformacién natural n es llamada la unidad de la adjuncién. Escribiremos
F 4 @ para indicar que G es el adjunto derecho de F'. Dualizando esta definicién
se obtienen los conceptos de adjunto izquierdo y counidad de la adjuncién.

Teorema 1.2.1
Sean F': C — Dy G : D — C dos funtores. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1.- G es adjunto derecho a F'.
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2.- Para cualesquiera objetos ¢ en C y d en D, existe un isomorfismo ¢ :
D(Fe,d) 22 C(c, Gd) que es natural en ¢ y en d.

Demostracion:

Veamos que (1) implica (2). Supongamos que G es adjunto derecho a F. Luego,
existe una transformacion natural n : 1¢ — G o F' que satisface la siguiente
propiedad:

Para cualesquiera objetos ¢ en C y d en D, y para todo morfismo f : ¢ — Gd,
existe un tinico morfismo g : Fc — d tal que f = Gd o ..

Ahora, sean ¢ y d cualesquiera dos objetos en C y en D respectivamente. De-
finimos el morfismo ¢ : D(Fe,d) = C(c, Gd) mediante la regla ¢(g) = Gg o ..
Notemos que la propiedad que satisface la transformacién natural 7 garantiza
que ¢ tal como estd definido es un isomorfismo. Ahora veamos que es natural
en ¢ y en d. Para ver que es natural en ¢, tomemos h : ¢ — ¢y consideremos el
siguiente diagrama:

D(Fe,d) — " C(e, Gd)
D(Fh,d) C(h,Gd)
D(FC/, d) ? C(C’7 Gd)

Entonces, para cada f : F'c — d tenemos que

C(h, Gd)(¢c,a)
= (Gfonc)oh
= GfoGFhony
= G(foFh)onu
= ¢c,a(D(Fh,d)(f))

Para verificar la naturalidad en d se procede de manera analoga.

Ahora veamos que (2) implica (1). Supongamos que tenemos un isomorfismo ¢

.Fc—>d 11
"c— Gd (1.1)

para cada c en C y d en D que es natural en ¢ y en d.
Queremos definir una transformacién natural n : 1¢ — G o F' que satisfaga la
definicién de adjunto derecho.
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Para esto, pongamos F'c en lugar de d y idp. : Fc — Fc en la biyeccién antes
mencionada. Entonces tenemos:
idpe : Fe — Fc

¢: Ne:c— GFc (1.2)

con lo cual definimos 7. = ¢(idp).
Este morfismo es una transformacion natural en c¢. Para ver que satisface la
propiedad de la definicién de adjunto derecho, sea g : Fc — d, luego

Ggone
Ggo ¢(idr.)
= (;5(9 o Z'dFC)
= ¢(9)

con lo cual, n asi definida cumple la definicién de adjunto derecho.

Como consecuencia de este hecho, obtenemos un resultado similar para el ad-
junto izquierdo y la counidad de una adjuncién.

Corolario 1.2.1
Sean FF : C — Dy G : D — C dos funtores. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1.- Para cualesquiera objetos ¢ en C y d en D, existe un isomorfismo v :
D(Fe,d) = C(c,Gd) que es natural en ¢y en d.

2.- F es adjunto izquierdo a G; es decir, existe una transformacién natural
€: F oG — 1p con la siguiente propiedad:

Para cualesquiera objetos cen C y d en D, y para cualquier morfismo g : F'c — d
en D existe un tnico morfismo f : ¢ — Gd tal que g =¢go0 F'f.

c-—4 ~qd

Fe

donde ¥ = ¢~ 1.

La demostracién de este hecho se realiza dualizando la prueba del teorema ante-
rior. La transformacién e definida en el corolario es conocida como la counidad
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de la adjuncién.

En resumen, una adjuncién consiste de dos funtores F : C - Dy G:D — C
y un isomorfismo ¢ : D(Fe,d) =2 C(e,Gd) : ¢. Launidad n: 1¢ - Go F y la
counidad € : F o G — 1p de la adjuncién estdn dadas como

TNe = ¢(Zch)
€q = YP(idga)

Definicién 1.2.2

Un funtor F': B — C preserva limites cuando para cada categoria pequena D
y cada funtor G : D — B, si el limite (L, {pq}) de G existe, entonces (F L, {Fpaq})
es el limite de F o G.

Observacién 6
Si un funtor F' : B — C tiene adjunto derecho (izquierdo respectivamente)
entonces F' preserva todos los limites (colimites respectivamente) que existen en

B.

Definicién 1.2.3

Dos categorfas A y B son equivalentes si existen funtores F' : A — By
G : B — A tales que G es adjunto derecho de F' y la unidad y la counidad
de la adjuncién son isomorfismos. Al funtor F' se le llama equivalencia de
categorias.

1.3. Adjunciones y categorias cerradas cartesia-
nas

Definicién 1.3.1

Sea C una categoria con productos finitos arbitrarios. Decimos que C tiene ex-
ponenciacion si y sélo si para cualesquiera dos objetos a y b en C, existe un
objeto b® y un morfismo ev : b® x a — b, llamado morfismo evaluacion, de
tal manera que para cualquier otro objeto ¢ y morfismo g : ¢ X a — b, existe un
tnico morfismo g : ¢ — b* que hace conmutar el siguiente diagrama:

ev
b* x a ——— b
A
I
gxida: g
I
cXa

Es decir, evo(§xid,) = g. El morfismo § se conoce como adjunto exponencial
de g.
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Observacién 7
El diagrama conmutativo en la definicién anterior se conoce como propiedad
universal de los objetos exponenciales.

El motivo de esta denominacién para el morfismo g es que la asociacién que
hacemos en la definicién anterior entre g y § introduce una biyeccién

C(e x a,b) 2C(c,b%)

que se verifica en las categorias para las que existe la exponenciacién. Con
o cual, es posible definir el concepto de exponenciable en términos de una
1 1, posible defi 1 pto d o) bl t d
adjuncién entre funtores.

Definicién 1.3.2
Sea C una categorfa con productos y fijemos un objeto a € Ob(C) arbitrario.
Definimos el funtor producto como sigue:

ax_:C—C

objetos: b— a x b
morfismos: f:b—c —id, X f:axb—axc
tal que (z,y) — (z, f(y)) para cada (z,y) € a x b

Definicién 1.3.3

1.- Sea C una categoria con productos, y sea a un objeto en C. Siempre que el
funtor ax_: C — C tiene adjunto derecho, este adjunto se denota por ( )* : C — C
y decimos que a es un objeto exponenciable de C y para cada objeto b de C,
el objeto b® se llama exponencial de a en b.

2.- Una categoria con productos finitos C es cerrada cartesiana si todos sus
objetos son exponenciables, es decir, para cada objeto a en C, el funtor ax _ tiene
adjunto derecho.

Observacion 8

En una categoria C cerrada cartesiana con objeto inicial 0 se cumplen las si-
guientes afirmaciones:

(1) 0 2 0 X a, para cada objeto a en C.

(2) si existe un morfismo a — 0, entonces a = 0.

(3) si 0 = 1 entonces en la categoria C todos los objetos son isomorfos, es decir,
decimos que C es degenerada.

(4) cualquier morfismo 0 — a es un monomorfismo.

(5) at ~2a,a®=1,121.

1.4. Lema de Yoneda y funtores representables

Definicién 1.4.1
Sea C una categoria, Set la categoria de conjuntos y funciones, y ¢ un objeto
en C. Definimos el siguiente funtor covariante:
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C(e,-) : C — Set

objetos: b — C(c,b)
morfismos: f:a—b — C(c, f)

donde C(e, f) : C(c,a) — C(c,b) tal que g — f o g, para todo morfismo g en
Clc,a).
Este funtor se conoce como funtor representable covariante.

El funtor representable contravariante C(_, ¢) se define de manera similar inica-
mente invirtiendo composiciones. Un funtor F' se llama representable cuando
es isomorfo a alguno de estos funtores.

Observacién 9
Los funtores representables covariantes preservan todos los limites y los funtores
representables contravarientes mandan colimites en limites.

El siguiente resultado es una herramienta fundamental dentro de la teoria de
categorias, es conocido como lema de Yoneda. La relevancia de este resultado
recae en que establece que los elementos de un conjunto pueden ser “sustituidos”
o ‘estudiados” mediante transformaciones naturales entre funtores, no es necesa-
rio conocerlos explicitamente, gracias a la biyeccién establecida por el teorema,
podemos trabajar con ellos usando solamente herramientas categdricas.

Notacién 1
Si F'y G son funtores, denotamos a la coleccién de transformaciones naturales
entre F'y G como N AT (F,G).

Teorema 1.4.1

Sean A una categoria y F' : A — Set un funtor. Para cada objeto a en A
consideremos el funtor representable A(a,_) : A — Set; entonces existe una
biyeccion

Orq : NAT(A(a,-),F) — Fa
que es natural en a.

Demostracién: Consideremos una trasformacién natural a : A(a,.) — F.
Definimos

OF.q(a) = agy(idy)

Sea 7 : Fa — N AT (A(a,-), F') definida para todo x € Fa como 7, : A(a,_) —
F tal que para cada b objeto de A, 7,(b) : A(a,b) — Fb es una funcién que
asigna a cada morfismo f : a — b, un elemento F'b de la siguiente manera:

m(0)(f) = Ff()
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Notemos que tal como esté definida, 7, es una transformacién natural para cada
x € Fa.
Ahora veamos que T es la inversa de ©f,. En efecto, tomemos = € Fa, luego

(OpqoT)(x) = Opa(Ts) = Tz(a)(idy) = F(idy)(z) = x
Por otra parte, si a : A(a,-) — F es una transformacién natural, b es un objeto
de Ay f € A(a,b), entonces
70 Opa(@)0)(f) = 7(Opa(2))(b)(f) = T(a(ida))(0)(f) = Fflaalids)) =
ap(f)-
Con lo que 7 es la inversa de Op,.
Por tltimo, veamos que Of, es natural en a. Para esto, definimos el funtor
N : A — Set como Na = NAT (A(a, ), F).
Luego, tenemos que O : N — F es transformacién natural, pues para f : a — b
se cumple que el siguiente cuadrado es conmutativo:

C")F,a
Na— Fa

Nf Ff

Nb—— Fb
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Capitulo 2

Introduccion a la teoria de
Topos

La palabra topos ( “lugar”, o “sitio” en griego) fue originalmente usada por Ale-
xander Grothendieck en el contexto de la geometria algebraica. El definié una
nocion llamada “gavilla” sobre un espacio topoldgico. La coleccion de gavillas
sobre un espacio topologico forma una categoria. Grothendieck y sus colegas
extendieron esta construccién reemplazando el espacio topoldgico por una es-
tructura categérica mas general. El concepto resultante, llamado categoria de
gavillas, recibié el nombre de “topos”.

Independientemente de esto, F. William Lawvere se plante6 el problema de esta-
blecer las condiciones que una categoria debe satisfacer para ser “esencialmente
la misma” que Set. Su primera respuesta fue publicada en 1964. Estos ensayos
fueron escritos con la intencién de axiomatizar categoricamente la teoria de con-
juntos. Un defecto en su trabajo era que una de las condiciones que establecié
estaba dada en términos tedrico-conjuntistas, con lo cual el resultado no fue
satisfactorio.

En 1969 Lawvere, junto con Myles Tierney, comenzaron el estudio de ciertas
categorias que tenian un tipo especial de morfismo, llamado “clasificador de
subobjetos” (brevemente, se trata de una categorizacién de la correspondencia
entre subconjuntos y funciones caracteristicas en Set). Esta nocién resulté ser
la clave para el problema planteado arriba. Lawvere y Tierney descubrieron que
todos los topos de Grothendieck tienen clasificador de subobjetos. De todo esto
resulté el concepto de topos elemental, formulado enteramente en el lenguaje
basico de la teoria de categorias y de manera independiente a la teoria de con-
juntos. Posteriormente Mitchell y Cole dieron una respuesta completa y clara a
la pregunta anterior, y con ello se establecié que un topos elemental es equiva-
lente a Set.

17
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2.1. Subobjetos

Si A es un subconjunto de B, entonces la funcién inclusion A < B es in-
yectiva, es decir, un monomorfismo. Por otra parte, cualquier monomorfismo
(funcién inyectiva) f : C — B determina un subconjunto de B, a saber,
Imf = {f(z) : ® € C}. Asi, f induce una biyeccién entre C y I'mf, es de-
cir, C = Imf.

Por tanto, el dominio de una funcién inyectiva es isomorfo a un subconjunto del
codominio. Con lo cual, es pertinente afirmar que el dominio es un subconjunto
del codominio. Esto conduce a la version categérica del concepto de subconjun-
to, conocida como subobjeto.

Definicién 2.1.1
Sea d un C-objeto. Un subobjeto de d, es un monomorfismo f : a — d con
codominio d.

Si D es un conjunto, la coleccién de todos los subconjuntos de D se conoce como
conjunto potencia de D, denotado por p(D). Es decir, (D) ={A: A C D}.
La relacién de inclusién (C) entre subconjuntos de D es un orden parcial sobre el
conjunto potencia p(D), esto es, (p(D), C) es un conjunto parcialmente ordena-
do, y ademas es una categoria en donde Ob(p(D)) = p(D) y dados A, B € p(D),
existe un morfismo de A en B si y sélo si A C B, es decir, A — B sii A C B.
Cuando existe uno de estos morfismos, el siguiente diagrama conmuta:

B\
=

El diagrama anterior sugiere una manera de definir una relaciéon de “inclusién”
entre los subobjetos de un objeto d en una categoria C.

Definicién 2.1.2

Sean f:a— dy g:b— d, dos subobjetos de un C-objeto d, se dice que f estd
contenido en g (lo que se denota como f C g) si y solo si existe un C-morfismo
h : a — b tal que el siguiente diagrama conmuta:
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S

.

Es decir f = go h.

En consecuencia, se dice que f C g cuando f se factoriza a través de g.

Es importante notar que el C-morfismo h en la definicién anterior, en caso de

existir, siempre serd un monomorfismo.

En efecto, si r,t : ¢ — a son dos C-morfismos tales que h or = h o t, entonces
o(hor)=go(hot),dedonde (goh)or =(goh)ot,esdecir, for = fot;

dado que f es monomorfismo, se consigue que r = ¢.

La relacion de inclusién de subobjetos tiene las dos siguientes propiedades:

1.-Reflexividad: Dado f : a — d subobjeto de d, se cumple que f C f, ya que

f:fola-

a
\
1 d
/
a
2.-Transitividad: Si f:a— d, g:b— d, k: ¢ — d son subobjetos de d, y
ademdas f C gy g C k, entonces f C k, pues sabemos que existe h : a — b tal

que f = goh y que existe i : b — ¢ de tal forma que g = k o4, con lo cual
goh=(koi)oh,esdecir, goh ==ko (ioh). Por tanto, f = ko (ioh).

\

\

C
ioh b
a

Ahora, si f C gy g C f, entonces f y g se factorizan cada uno a través del otro.
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Lo que significa que f =gohy g= foi.

En este caso, h : a — b es un isomorfismo. En efecto, puesto que g C f, existe
i : b — a un C-morfismo que satisface la ecuacién g = foi, luego, goh = fo(ioh),
de donde f = fo(ioh), con lo cual i 0 h = 1,. Andlogamente se verifica que
hoi=1p. Asi, h es un isomorfismo con inverso 7.

Definicién 2.1.3
Dos subobjetos f : a — d, g : b — d de un C-objeto d se llaman subobjetos
isomorfos cuando f C g y g C f. En este caso escribimos f = g.

Lo que se espera es que la coleccion de todos los subobjetos de un C-objeto d sea
un conjunto parcialmente ordenado bajo la relacién de inclusién definida ante-
riormente (C), sin embargo, para que la relacién C sea antisimétrica se requiere
que cada vez que f = g, se cumpla que f = g. Pero esto no necesariamente
es asi, es decir, si f & g, no siempre sucede que f = g, ya que puede ocurrir
que a # b. Por tanto, C es un preorden sobre los subobjetos de d, no un orden
parcial.

Por otro lado, la relacién 2 es una relacion de equivalencia. Cada monomorfismo
f :a»— d con codominio un C-objeto d, determina una clase de equivalencia

[f1=Ag: f=g}.
En consecuencia es posible definir la coleccién
Sub(d) = {[f] : f es un monomorfismo con codominio d}

Con esto, los elementos de Sub(d) son llamados subobjetos de d, es decir, cada
subobjeto de d es una clase de equivalencia de monomorfismos con codominio
d bajo la relacién =. La nocién de inclusiéon queda entonces definida entre los
representantes, i.e., [f] C [g] si y s6lo si f C g.

Notemos que la definicién de la relacién C entre subobjetos (clases de equiva-
lencia bajo la relacién 22), dada en términos de representantes de clases de equi-
valencia es independiente de la eleccién del representante. Es decir, si [f] = [f’]
v [g] = [¢'], entonces f C g siy sélosi f/ Cg'.

En efecto, tomemos los subobjetos f :a»—d, f' :a' —d,g:b—dyg : b —d
del C-objeto d. Supongamos que [f] = [f'] ¥ [g] = [¢'], es decir, supongamos
que f C f'y f'C fyqueademds g C g’y ¢ Cg. Sif C g, entonces existe
h:a—btal que f = g o h, pero del hecho de que f C f’, se cumple que existe

i’ : a — a isomorfismo (pues f' C f) tal que f = f' o4'. En consecuencia,
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f' o4’ = goh. Por otra parte, dado que g C ¢, existe t' : b — b’ isomorfimso
tal que g = ¢’ o t’. De todo esto, se obtiene que f' o4’ = (¢’ ot’) o h, de donde
f'=(g ot')ohoi,esdecir, f' =g o(t'ohoi), en donde i : a’ — a es el inverso
de i’. Por lo tanto, f’ C ¢’. Andlogamente se verifica que f C g, si f' C ¢'.
Notemos que cuando [f] C [g] v [g] C [f], se tiene que f C gy g C f, es decir,
£ = g; por tanto, [f] = [g].

Con lo cual, los subobjetos de un C-objeto d asi definidos forman un conjunto
parcialmente ordenado (Sub(d), Q).

En adelante, diremos,“el subobjeto f”, lo que en realidad quiere decir que nos
referimos a la clase de equivalencia [f], y también escribiremos f C g, que en
realidad quiere decir [f] C [g]. Con el signo “2” indicaremos la igualdad entre
subobjetos, es decir, f = g quiere decir que f y ¢ son el mismo subobjeto, i.e.,
[f] = [g]- Reservaremos el signo “=" para la igualdad entre morfismos.

Observacién 10
En la categorfa Set se cumple que Sub(D) 2 (D), para cualquier conjunto
D.

Ha quedado descrita categéricamente la nociéon de subconjunto, resta definir
categoricamente la idea de elemento de un conjunto.

Un miembro = de un conjunto A, (x € A), puede ser identificado con el sub-
conjunto {z} de A, y por lo tanto, con el morfismo {z} — A, que va del objeto
terminal {z}, en A. Reciprocamente, una funcién f : 1 — A en Set determi-
na un elemento de A, a saber, la imagen bajo f del tinico elemento del objeto
terminal 1. Esta nocién puede categorizarse.

Definicién 2.1.4
Sea C una categoria con objeto terminal 1. Un elemento de un C-objeto a, es
un C-morfismo z : 1 — a.

Notar que el C-morfismo z : 1 — a siempre es un monomorfismo, pues 1 es un
objeto terminal.

2.2. Clasificador de subobjetos

En la teorfa de conjuntos el conjunto potencia de un conjunto D, p(D), es
comiinmente denotado como 2”. Este mismo signo representa a la coleccién de
todas las funciones que van del conjunto D al conjunto 2 = {0,1}. La justifi-
cacién para denotar al conjunto potencia de un conjunto D de ambas maneras
es que p(D) = 2P Es decir, existe una correspondencia biyectiva entre los sub-
conjuntos de un conjunto D y las funciones que van de D en 2. En esencia,
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la correspondencia se establece definiendo para cada subconjunto A C D una
funcién x4 : D — 2, llamada funcién caracteristica de A, mediante la regla:

B lsize A
Xa(z) = Osizé¢d A

Esta asociacién de los elementos de p(D) con los elementos de 2P, en donde a
cada subconjunto A de D le corresponde una funcién x4 que es un elemento
de 2P, es inyectiva, es decir, si x4 = x5 entonces A = B. También cumple con
que es sobreyectiva, esto es, para cada f € 2P, existe un subconjunto A r €D
tal que f = xa,, asaber, Ay = {zx € D: f(z) =1}.

Esta correspondencia entre subconjuntos y funciones caracteristicas puede ser
“capturada” mediante un diagrama de producto fibrado. El conjunto Ay definido
anteriormente, es la imagen inversa bajo f del subconjunto {1} C {0,1}. Es
decir, Ay = f~1({1}). Por lo tanto, el siguiente diagrama es un producto fibrado:

Ay ———D
! f

1¢——2

El morfismo de la parte de abajo del cuadrado es una funcién que va del conjunto
1 = {0} en el conjunto 2 = {0, 1}, llamada la funcién verdad (por razones que
analizaremos més adelante), denotada simplemente por v, y definida mediante
la regla v(0) = 1. Luego, el siguiente diagrama es un producto fibrado:

Para verificar esto, supongamos que el cuadrado de afuera conmuta, es decir,
el cuadrado formado por (B, g,!), para alguna funcién g. Con lo cual, si b € B,
f(g(®) = v(I(b)) = 1, de donde se tiene que g(b) € A. En consecuencia, es
posible definir una funcién k : B — Ay mediante la regla k(b) = ¢g(b) para todo
b € B. De tal manera que k es el tinico morfismo que hace que el cuadrado de
afuera conmute. De todo esto se obtiene entonces que, si A C D, el siguiente
diagrama es un producto fibrado:
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A D
!J/ ‘/XA
1 2

Con esto se observa, por lo tanto, que el conjunto 2 junto con la funcién verdad
v : 1 — 2 desempenan un papel especial en el paso de subconjuntos a funciones
caracteristicas. Este comportamiento es posible reescribirlo en el lenguaje de la
teoria de categorias.

O

v
R

Definicién 2.2.1

Sea C una categoria con objeto terminal 1. Un clasificador de subobjetos
para C es un C-objeto §2, junto con un C-morfismo verdad : 1 — ) que satisface
la siguiente condicién:

Para cada monomorfismo f : a — d existe un inico C-morfismo xf : d — €2, de
tal manera que el siguiente cuadrado es un producto fibrado:

a
IJ/
1

f

|

verdad
_—

d
Xf
Q

Es decir, xf o f = verdado!.

El morfismo x s es llamado morfismo caracteristico, o también caracter, del
monomorfismo f (subobjeto de d). El morfismo verdad se denotard por el signo
T.

Observacién 11
Un clasificador de subobjetos, cuando existe en una categoria, es tnico salvo
isomorfismo.

En efecto,si T :1 = Qy T 11— Q son clasificadores de subobjetos en una
categoria C, entonces tenemos el siguiente diagrama:
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El cuadrado de arriba es un producto fibrado y también lo es el cuadrado de
abajo (por definicién). Luego, por el lema del producto fibrado, el cuadrado de
afuera también es un producto fibrado.

1
1
Entonces, existe un tinico morfismo €2 — Q que hace que el cuadrado anterior
conmute, a saber, 1o : 2 — Q. Por lo tanto, x1/ox4 = 1.

Cambiando T por T en el argumento anterior, obtenemos x-oxT/ = 15, v asi,
X1t Q>

T
_—

Q
kXT’OX/T
T

T .0

Observacién 12
El morfismo T es el cardcter de idy, es decir T = x4,

Esto se consigue a partir del hecho de que el siguiente diagrama es un producto

fibrado
1 1
idll ‘Xidl
1 Q)

La asociacién que hacemos entre x ¢ y f (monomorfismo) en la definicién ante-
rior, establece una correspondencia inyectiva entre subobjetos de un objeto d y
morfismos d — Q. Es decir:

idy
D

T
EE—

Teorema 2.2.1
Sif:a—dyg:b—d, entonces f = g siy sblosi x5 = xg-
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Demostracién: Supongamos que Xy = x4. Ahora, sabemos que los siguientes
diagramas son productos fibrados:

SH

f
> >

—_—~—— > <09
> >
< <

Es decir, xfo f = Tol y xg0g = Tol, y ademas se cumple por hipétesis que
Xf = Xg» entonces xy og = Tol. Con lo que existe un unico morfismo k: b — a
de manera que g = f o k, por la propiedad universal del producto fibrado. En
consecuencia, g C f.

g

b/\
Q

f

P

d

‘/Xf
YY)
Anélogamente se obtiene que f C g. Por lo tanto, f = g.

Reciprocamente, supongamos ahora que f = g. El siguiente diagrama es un
producto fibrado:

En efecto, como f 2 g, existe un isomorfismo k! : @ = b de manera tal, que el
siguiente diagrama conmuta:
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d

k—l
Es decir, f =g~ kL.
Con lo que el diagrama
a N

-
g

g9

es un producto fibrado.
Por lo tanto, x5 = Xxg-

La correspondencia que establecemos entre xs y f (méas exactamente [f]) “en-
caja” la clase Sub(d) en C(d, ). Mds aun, dado cualquier h : d — §, si consi-
deramos el producto fibrado de este morfismo con el morfismo T, el morfismo
resultante, digamos f, serd un monomorfismo.

a
1
T es un monomorfimo y el diagrama anterior es un producto fibrado, por lo
tanto, f debe ser monomorfismo. De todo esto se obtiene que h debe ser xy
(por definicién de clasificador de subobjetos).

En consecuencia, en una categoria en la que estas construcciones son posibles,
obtenemos que:

f

_
T
_—

d
h
Q

Teorema 2.2.2

En cualquier categoria C con clasificador de subobjetos €, la correspondencia
[f] = x7 es una biyeccién entre la clase Sub(d) de subobjetos de un C-objeto
d y el conjunto C(d, ) de C-morfismos d — 2
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En el apéndice de este trabajo se ofrece una prueba categérica de este resultado.

Observaciéon 13

Es posible utilizar la biyeccién establecida en el teorema anterior para transferir
el orden parcial C que existe en Sub(d) al conjunto C(d, Q).

Es decir, para cualesquiera u,v € C(d, 2), definimos u < v si y sélo si [f] C [g],
en donde x = u, x4 = v.

Por lo tanto, (Sub(d), C) = (C(d,Q), ).

Notacion 2
Para cualquier C-objeto a, la composicién Tol,, de los morfismos !, :a — 1y
T:1 — €, se denotard como T,.

Proposicién 2.2.1
Sea C una categoria con clasificador de subobjetos €. Entonces, el cardcter de
T:1— Qesidg. Es decir, xT = idg.

Demostracion: Consideremos el siguiente diagrama:

-~ T .0

1
1

Q

%

Ahora, idg o T =T = T oidy. Con lo cual, xT = idg [ |

2.3. Definicion de Topos

Comencemos con una definicién inicial.
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Definicién 2.3.1

Un topos elemental es una categoria £ que satisface las siguientes propieda-
des:

1.- £ es finitamente completa.

2.- £ es finitamente co-completa.

3.- & tiene exponenciacion.

4.- & tiene clasificador de subobjetos (2.

Esta definicion es una lista de las propiedades caracteristicas que poseen las ca-
tegorias llamadas “topos”, es una definicién muy cercana a la original propuesta
por Lawvere y Tierney en 1969. Sin embargo, notemos que (1) y (3) constituyen
la definicién de una categoria cerrada cartesiana y ademds, la condicién (2) es
una consecuencia de (1), (3) y (4). Por lo tanto, un “topos” puede definirse de
la siguiente manera:

Definicién 2.3.2
Un topos elemental es una categoria £ que es cerrada cartesiana y tiene
clasificador de subobjetos 2.

A continuacién se presenta una breve lista de ejemplos. Los detalles no estan
desarrollados totalmente, se pone un énfasis especial en la construccion del cla-
sificador de subobjetos para cada ejemplo.

Ejemplos
1.- Set es el primer ejemplo de topos y una de las motivaciones de este concepto.

2.- FinSet categoria cuyos objetos son los conjuntos finitos y cuyos morfis-
mos son las funciones entre ellos. Es un topos y tiene exponenciales, limites y
T :1 — Q exactamente como en Set.

3.- Finord categoria que tiene por objetos todos los ordinales finitos y cu-
yos morfismos son las funciones entres ellos. Cada conjunto finito es isomorfo a
algin ordinal finito. Por tanto, todas las construcciones categéricas en FinSet
se transfieren a Finord. El clasificador de subobjetos en Finord es la misma
funcién T : {0} — {0,1} como en FinSet y en Set.

4.- Set? categoria cuyos objetos son pares de conjuntos, y morfismos pares
de funciones entre ellos. Todas las construcciones se obtienen a partir de Set.
Un objeto terminal es un par ({0}, {0}) de conjuntos unitarios. Dados dos mor-
fismos (f,g): (A,B) = (E,F) y (h,k): (C,D) = (E, F) con codominio comtin
en Set?, podemos formar los siguientes productos fibrados en Set.
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Por lo tanto, el siguiente diagrama es un producto fibrado en Set?:

P,Q) —~ (¢, D)
(i,u) (h,k)

g

Dados dos Set?-objetos (C, D) y (A, B), definimos el Set*-objeto exponencial
como:

(C, D)) = (C4, DP)
y que tiene por morfismo evaluacién al par (e, f), donde
(e, f): (C,D)P) x (A, B) = (CA x A, DB x B) — (C, D)

ye:CAx A= C, f: DB x B - D son los morfismos evaluacién corres-
pondientes en Set.

En esta categorfa, Set?, el clasificador de subobjetos es (T, T) : ({0},{0}) —
(2,2).

5.- Set™ Categorfa que tiene por objetos todas las funciones entre conjun-
tos y cuyos morfismos estdn definidos de la siguiente manera:

Dados dos Set™-objetos, f : A — By g : C — D, un morfismo entre ellos es
un par de funciones (h, k) que hacen conmutar el siguiente diagrama:
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Es decir, goh =ko f.
Cualesquiera dos morfismos (j,1), (h, k) se componen asi: (j,1) o (h, k) = (j o
h,lok).

Al o7 _p

f g i

B D F
k l

El morfismo identidad para cualquier Set™ — objeto f : A — B es el par
(ida,idp).

El objeto terminal en Set™ es la funcién identidad idyoy : {0} — {0}.

Para formar un producto fibrado en Set™, consideremos f,g,h tres Set™ —
objetos y (i,j) : f — gy (p,q) : h — g dos Set™ — mor fismos con igual
codominio.

Luego, formamos el diagramas:

FE q

A -
B . F
J

En donde (+, (u,v),(r,s)) es la terna que forma el producto fibrado de (i, j)
con (p, q). El resto del diagrama se forma considerando los siguientes productos
fibrados en Set:
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Ahora, un clasificador de subobjetos en Set™ se construye de la siguiente ma-
nera:

Si f: A— B esun subobjeto de ¢ : C — D en Set™, entonces existe un
diagrama conmutativo en Set:

I;

>

De hecho, la pareja de monomorfismos (i, j) determinan inclusiones entre con-
juntos, asi que A C C, B C D, y f es la restriccion de g en A, es decir,
f(x) = g(z) para cada = € A.

Un elemento « € C puede ser clasificado de tres maneras diferentes. Esto es:
l-ze€ A

2.- ¢ ¢ A pero g(z) € B

3-x¢ Ayyg(x)¢ B

Con lo cual, consideramos un conjunto de tres elementos {0
Y C — {0, %, 1} de la siguiente manera:

1

, 5,1} y definimos

si (1) se cumple
si (2) se cumple
si (3) se cumple

P(x) =

Ol

Entonces, es posible formar el siguiente diagrama:
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{0} — 0,1}

en donde vaerdad(0) = t'(0) = 1, y ademds ¢ : {0, 3,0} — {0, 1} estd dado por
t(0) =0y t(1) =t(3) = 1. xp es la funcién caracteristica de B.

La base del cubo contiene el clasificador de subobjetos para Set™. En este
caso, el morfismo T de la definicion de clasificador de subobjetos, es el par
(t',verdad) : 1 — Q, en donde 1 =idgy y Q@ =t : {0, %,1} — {0,1}. Las demds
caras del cubo son productos fibrados en Set y el par (1, xg) es el cardcter del
monomorfimso (7,7) en Set™.

Definamos ahora los exponenciales en Set™.

Sean f: A — B, g: C — D dos Set™ —objetos. Entonces g/ es el Set™ —objeto
g :E—F

en donde F' = DP (exponencial en Set) y F es la coleccién de todos los Set™ —
mor fismos que van de f a g, es decir:

E={(h,k):goh=ko f}

= {(h,k): A—" ¢ conmuta}

f g

B D

y ademés g7 ((h,k)) = k.
El objeto producto de ¢/ con f en Set™ es la funcién:

¢f xf:ExA—FxB

y el morfismo evaluacién, que va de g/ x f a g, es el par (u,v)

ExA—" sC
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en donde v es el morfismo evaluacién usual en Set y uw queda definido como
u((h, k), z) = h(zx), para cualesquiera (h,k) € Ey x € A.

Las construcciones hechas en este ejemplo seran generalizadas en los capitulos
subsecuentes, de manera que se trata de instancias de una definicién maés abs-
tracta que genera, de hecho, toda una familia de topos.

Ahora analizaremos con mayor cuidado tres ejemplos del concepto de topos
que tienen una relevancia especial en el desarrollo de la teoria, y que dentro de
la l6gica categdrica son usados recurrentemente para la construccién de modelos
de la teoria de conjuntos con los cuales realizar pruebas de independencia.

2.4. Haces

En esta seccion estudiaremos un ejemplo de topos que es un poco mas elabora-
do, pero que tiene una relevancia notoria en el desarrollo de la teoria.

Una de las principales fuentes que motivaron la teoria de topos es la geometria
algebraica, en particular el estudio de las gavillas. Para poder entender lo que es
una gavilla, es necesario tener presentes algunos elementos de topologia (teoria
de haces). De hecho, la teoria de gavillas constituye un marco conceptual y un
lenguaje por si misma, es importante estudiarla en lo béasico para poder enten-
der su relevancia para la teoria de topos.

Comencemos considerando una coleccién de conjuntos A cuyos elementos son
disjuntos por pares. Ademads, tomaremos un conjunto de indices, digamos I,
para referirnos a los elementos de A. Es decir, para cada indice i € I, existe un
A; que pertenece a la coleccién A. Cada miembro de A esté etiquetado de esta
forma, asi que podemos escribir a A de la siguiente manera:

Expresamos el hecho de que los elementos de A son disjuntos dos a dos, afir-
mando que para cualesquiera i, j € I distintos, se cumple que A; N A; = 0.
Ahora, consideramos la unién de los elementos de A, esto es A = J,.; 4i, con
lo cual existe una funcién p : A — I dada por p(z) = i, para cada = € A; p estd
bien definida, ya que por la condicién de que los elementos de A son disjun-
tos por pares, se tiene que para cada x € A = Uiel A;, existe exactamente un
A; € A de tal manera que x € A;. Luego, todos los elementos de A; son enviados
a i € I, todos los elementos de A; son enviados a j € I, etc. Podemos entonces
recuperar a A; a partir de considerar la imagen inversa bajo p del conjunto {i}.
Esto es:

pL({i}) = {z:p(x) =i} = A;

El conjunto A; es llamado fibra o tallo sobre i bajo p. Los elementos de A; se
conocen como gérmenes de i.
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La estructura (A = |JA,p) es llamada un haz de conjuntos sobre el espacio
I. El conjunto A = |J.A se conoce como espacio tallo del haz. La razén para
esta terminologia botanica es evidente, lo que tenemos es un haz o ramillete de
tallos, cada uno con sus propios gérmenes.

Hemos visto entonces que un haz tiene asociada una funcién p que va del espacio
tallo a la base I. Reciprocamente, si p : A — I es una funcién arbitraria que
va de algun conjunto A en I, entonces podemos definir A; como el conjunto
p~1({i}), para cada i € I. Con lo cual, es posible formar el conjunto:

A={p'({i})iel}={A;:iel}

Asi que un haz de conjuntos sobre I es “esencialmente” sélo una funcién con
codominio I. Por supuesto, esto no es conceptualmente exacto. Para convertir
una funcién en un haz, es necesario una nueva perspectiva.

Todos los haces sobre I conforman una categoria, denotada como Bn(I); esta
categoria también se conoce como la categoria coma, que se denota por Set | I,
de funciones con codominio I.

Entonces, los Bn(I)-objetos son pares (A, f), en donde f : A — I es una funcién
de conjuntos, y un Bn(I)-morfismo es una funcién k : (A, f) — (B, g), en donde
k : A — B, que hace conmutar el siguiente diagrama:

A k B
I

es decir, g o k = f. Esto significa que si f(z) = 4, para cada x € A, entonces
g(k(x)) =i, i.e., si x € A;, entonces k(x) € B; (recordar que A = (J;c; Ai y
B = U;¢; Bi)- Lo que quiere decir que & manda a los gérmenes de i en el haz
(A, f) en los gérmenes de i en el haz (B, g).

Un topos es pensado como una generalizacién de la categoria Set. Un objeto en
un topos es un “conjunto generalizado”. Ahora realizaremos las construcciones
categéricas correspondientes para verificar que la categorfa Bn(I), de haces so-
bre un conjunto I, es un topos, y que un “conjunto” en este topos es un haz de
conjuntos ordinarios.

Objeto Terminal El objeto terminal 1 para la categoria Bn(I) es la fun-
cién idy : I — I, y para cada haz (A, f) el dnico morfismo (A, f) — (I,idr)
es la misma funcién f : A — I. Ahora, la fibra de id; sobre i es el con-
junto id; '({i}) = {i} que es un objeto terminal en Set. Luego, el terminal
en Bn(I) es un haz de Set-objetos terminales sobre I, y el tGnico morfismo
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f (A f) — (1I,id;) puede ser considerado como un haz de Set-morfismos

{fi:i €I}, donde f; =!: f=1({i}) — {i}.

Producto fibrado Dados dos Bn(I)-morfismos k : (A, f) — (C,h) y I :
(B,g) — (C,h) (es decir, hok = f y hol = g) con codominio comtn, se obtiene
a partir de ellos el siguiente diagrama conmutativo:

B
l
‘/ g
R
7 I

Con esto, formamos en Set el siguiente producto fibrado de k con I:

Luego, el siguiente diagrama es el producto fibrado de k con ! en Bn(I):

P—

N \\
L

P I
h

f

A

1 1

donde j = fop=hokop=holog=goq. Es decir:
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p—* .B

NS W
N

A

Con lo cual, si A;, B;, C; son las fibras sobre ¢ para los haces f, g, h respectiva-
mente, entonces el producto fibrado

tiene dominio P = {(z,y) : « € A;, y € B;, k(xz) = l(y)}, que es el mismo
conjunto que {(z,y) :x € A, y € B, j((z,y)) =i} = 71 ({i}) el cual es la fibra
sobre ¢ bajo j : P — I.

Por lo tanto, el objeto producto fibrado (P, j) es un haz de productos fibrados
en Set.

Clasificador de subobjetos El clasificador de subobjetos para Bn(I) es un
haz de conjuntos de dos elementos, i.e., un haz de Set — clasi ficadores.
Definimos el Bn(I) — objeto Q = (2 x I,pr), donde py : 2 x I — I es la
proyeccién pr((x,y)) = y sobre el segundo factor. El producto 2 x I es, de
hecho, la unién disjunta de los conjuntos:

{0} x I ={(0,4):i eI}

(W xI={(1,9):iel}

ambos isomorfos a I.

La fibra sobre un particular elemento i € I, es el conjunto de dos elementos

Q= {(0’7’)7 (152)} =2x {7’}

El morfismo clasificador T : 1 —  puede ser pensado como un haz de copias
de la funcién verdad (v) en Set. Es decir, definimos T : I — 2 x I como
T(i) = (1,i) paracadad € I. O sea, T es el producto de las funciones (vo!, idy),
donde vo! : I — {0} — {0, 1}.
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Para ver cémo es que (2 = 2 x I, T) clasifica subobjetos, tomemos un mono-
morfismo k : (A, f) — (B, g) en la categorfa Bn(I), de hecho k es una inclusién
de conjuntos, es decir, A C By f(z) = g(z) para cada z € A. Buscamos definir
el cardcter de k, xx : (B,g) — Q = (2 x I,pr) de tal manera que el siguiente
diagrama conmute:

\/
I

—>2><I

y ademds sea un producto fibrado en Bn(I).

Ahora, cualquier z € B es clasificado segin se cumpla que z € A o x ¢ A.
Decimos entonces que xj asigna 1 o 0 de acuerdo a esta situacién. En otras
palabras, xr : B — 2 x I es la funcién producto del par (xa,9) : B = 2 x I,
donde x4 : B — 2 es la funcion caracteristica usual del conjunto A. Es decir:

(Lg(z)) siz e A

(0,9(z)) siw ¢ A

Veamos ahora que esta construccion satisface la propiedad del clasificador de
subobjetos.

xk(7) =

Teorema 2.4.1
La categoria Bn(I) tiene clasificador de subobjetos.

Demostracion: Definamos (como anteriormente) el Bn(I) — objeto Q como
el par (2 x I,pr), donde py : 2 x I — I es la proyeccién sobre el segundo factor,
esto es, pr((z,y)) = y para cada (z,y) € 2 x I.

Luego, definimos el Bn(I) — morfismo T :1 — Q (recordar que en Bn(I),
1 = (1,4d;)) como T (i) = (1,4), para cada i € I.

En consecuencia, sea k : (4, f) — (B, g) un monomorfismo. Entonces existe un
Bn(I) —morfismo xi: B — 2 x I que hace que el siguiente diagrama sea un
producto fibrado:

) (A f)=——"—=(B.g)
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A saber,

(1,g(z))siz e A

Xk(z) =

(0,9(z)) stz ¢ A
Veamos que el diagrama anterior es, en efecto, un producto fibrado.
Sea x € A, luego (xx 0 k)(z) = xx(k(z)) = (1,9(z)) = T(f(x)) = (T o f)(z) =
(Tol)(z). Por tanto, xj ok = Tol.
Ahora, sea ((4', '), k’,!) otra terna que hace conmutar el diagrama anterior, es
decir:

(A, 1) —E (B, g)

(I,id;)) ———=Q

Lo que implica que xy es el cardcter de k', es decir, xx = x},, con lo cual k' = k,
por lo tanto k' C k, y con esto, existe ¢ : (4', f') — (A, f) tal que &' = kogq
y también f' = f o ¢ (pues recordemos que los morfismos en Bn(I) satisfacen
esta ecuacion).

Por lo tanto, el diagrama (*) es un producto fibrado. [ |

Secciones La funcién T : I — 2 x [ tiene una propiedad interesante, para
cada i € I, T(i) = (1,i) es un germen de i. Generalizando esta propiedad,
decimos que una funcién s : I — A es una seccién del haz f : A — I si
s(i) € A= f~*({i}), para cada i € I. Esto significa que f(s(i)) = i para todo
i € I. Con lo cual, el diagrama

I—=2 s A
N
1
conmuta, i.e., f os = id;. Otra manera de decir esto es que una seccién es un
Bn(I) — mor fismo que va del objeto terminal (I,id;) al objeto (A, f). Con lo

cual, una seccién del haz (A, f) es un elemento del Bn(I) — objeto (A, f) (en
el sentido de la definicién dada para elemento de un C-objeto).

Definicion 2.4.1
En cualquier topos &, los elementos del £-objeto (i.e., E-morfismos 1 — )
son llamados valores de verdad de £.

Los valores de verdad en un topos &£ tienen un papel especial en la estructura
légica de £ (como veremos mds adelante).
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Sabemos que existe una correspondencia biyectiva Sub(d) = £(1,(2) entre los
elementos de 2 y los subobjetos de 1. Recordemos que un subobjeto en Bn(I),
digamos k : (4, f) — 1, hace conmutar el siguiente diagrama:

A=F o7
N S
1
asi que k = f. Con lo cual, un subobjeto de 1 = (I, id;) puede ser identificado
con una funcién inyectiva f : A — I, es decir, con un subobjeto de I en Set.

Eso quiere decir que podemos identificar los valores de verdad (elementos de )
de Bn(I) con subconjuntos del conjunto I. Es decir:

Teorema 2.4.2
Existe una biyeccién p(I) = Bn(I)(1, ).

Demostracién: Dado A C I, sea S4 : I — 2 x I la funcién producto de
(xa,idr), es decir:

(Li)siie A
Sa(i) =

(0,4) sii ¢ A
Con lo cual, S4 es una seccién de Q.
La asociacién hecha, a saber, a cada A C I corresponde una funcién Sy : 1 — €,
es inyectiva. En efecto, si S4 = Sp para cualesquiera A, B C I, entonces toma-
mos un ¢ € B, con lo cual Sg(i) = (1,4), lo que implica que ¢ € A. Asi, A = B.
Ademis, si S : 1 — Q y definimos el conjunto A = {i : S(i) = (1,7)}, entonces
obtenemos que S = S4, con lo cual la asociacién anterior también es sobreyec-
tiva.
Por lo tanto la biyeccion queda establecida. |

Productos Sean (A, f) y (B, g) haces sobre I, formemos ahora el siguiente
diagrama de producto fibrado:

AX]B

p g
h

A———>1

Luego, (A x; B,h) es el producto de (A4, f) con (B,g) en Bn(I), donde h =
fop=gogq,ypy qson los morfismos proyeccién usuales.
La fibra sobre i es el producto de las fibras sobre i en (4, f) y (B, g). Esto es

{(z,y) : f2) = g(z) =i} = Ai X B
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Exponenciales Dados dos haces f : A — I y g : B — I, formamos su
exponencial como un haz de exponenciales BZ-Ai de las fibras de A y B. Mas
precisamente, sea D; la coleccién de las funciones k : A; — B tales que el
diagrama

Ai%B
f\ %
I

conmuta, asi que k manda a A; en la fibra B; de g sobre ¢ (donde f* denota
una funcién que tiene la misma regla que f pero puede variar en el dominio).

Los conjuntos D; pueden no ser disjuntos por pares, asi que definimos FE; =
{i} x D; para cada ¢ € I, por tanto, {E; : i € I} es un haz, su funcién asociada
p: E — I (donde recordemos que E = | J,; E;) estd dada por p((i, k)) = i.
Por lo tanto,

el

(B,g)I) = (E,p)
es el objeto exponencial de (A, f) con (B, g). El morfismo evaluacién
ev: (E,p)x (A, f) = (B,g)

es la funcién ev : E x; A — B donde ev(((i, k), z)) = k(z).

Veamos que, en efecto, el par ((E,p), ev) definido como anteriormente, satisface
la propiedad universal de los objetos exponenciales.

Sea (C,h) un Bn(I) — objeto y sea t : (C,h) x (A, f) — (B,g) un Bn(I) —
mor fismo.

Para cada ¢ € C definimos la funcién t. : A — B como t.(a) = t(c,a), para
todo a € A.

Luego, sea t : C — E dada por t(c) = (h(c),t.), con lo cual, para todo ¢ € C se
cumple (p o )(c) = p((h(c),t.)) = p(h(c),t.) = h(c). Por tanto, h = pot.

Asi, t es, en efecto, un Bn(I) —mor fismo. Ahora veamos que evo (f xids) = t.
En efecto, sea (¢,a) € C x; A, luego

En consecuencia, el par ((E,p),ev) definido como antes, cumple la propiedad
universal del exponencial en Bn(I).

Para finalizar esta seccién, en la que hemos realizado las construcciones ne-
cesarias para establecer el siguiente resultado, tenemos:
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Teorema 2.4.3

1.- La categoria Bn(TI) es un topos.

2.- Si £ es un topos y a un £-objeto, entonces la categoria £ | a de morfismos
en £ sobre a, es también un topos.

Este hecho ha sido llamado por Freyd teorema fundamental de los topos (ver
[AT)).

Para verificar (2) la mayorfa de las construcciones pueden hacerse como antes,
para construir el clasificador de subobjetos en £ | a, basta considerar al clasifi-
cador de subobjetos en £, T : 1 — {2, para poder definir a T, : a — 2 X a como
el clasificador en £ | a (cambiando I por a y 2 por 2 en la construccién hecha
anteriormente), es decir,

(T,1a)
—— QO xa

N

a
En el siguiente capitulo realizaremos un analisis un poco maés detallado de este
resultado, también discutiremos algunas de sus consecuencias, sobretodo aque-
llas que nos proporcionaran herramientas para resultados posteriores.

2.5. Gavillas

Una gavilla es un haz con alguna estructura topolégica adicional.

Definicién 2.5.1

Sea I un espacio topoldgico y © su coleccién de conjuntos abiertos. Una gavilla
sobre I es un par (A, p) en donde A es un espacio topoldgicoy p: A — I es una
funcién continua que es un homeomorfismo local. Es decir, para cada x € A,
existe U vecindad de x en A, que es homeomorfa a p(U) = {p(y) : y € U} y
ademds p(U) € © (es un conjunto abierto en I).

Las gavillas sobre un espacio topoldgico I forman una categoria, denotada por
Top(I) o Sh(I), cuyos objetos son gavillas (i.e.,pares (A,p) definidos como
antes) y cuyos morfismos entre cualesquiera dos gavillas (A,p) — (B, q) son
funciones continuas k : A — B que hacen conmutar el siguiente diagrama

N
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Los morfismos en esta categoria son funciones continuas k : A — B que son
homeomorfismos locales, con lo que I'm k = k(A) es un subconjunto abierto de
B.

Top(I) es un topos, conocido como topos espacial.

El objeto terminal es id; : I — I. El clasificador de subobjetos es la gavilla
de gérmenes de subconjuntos abiertos en I. Su construccién ilustra un método
para construir un haz sobre I.

Empezamos considerando algun conjunto X, después, cada punto ¢ € I deter-
minard una relacion de equivalencia ~; sobre X. La fibra sobre ¢ serd entonces
definida como el conjunto cociente X/ ~; de clases de equivalencia de elementos
de X bajo la relacién ~;,.

Para el caso actual, empezamos considerando la colecciéon © de subconjuntos
abiertos en I. Para cualquier i € I, definimos la relacién ~; entre cualesquiera
dos conjuntos abiertos U, V' € © como sigue

U ~; V sii existe algiin conjunto W € O, talque i e Wy UNW =V W

La relacién ~; es una relacién de equivalencia sobre la coleccién de conjuntos
abiertos en I (0©).

En efecto, sea i € [ y sean U,V, X € ©

(1) Reflexividad Sabemos que I € ©, y ademas U NI =U NI, con lo cual
U~;U.

(2) Simetria Supongamos que U ~; V, con lo cual existe W € O de tal
maneraque it € Wy UNW =V NW, que es lo mismo que VNW =UNW,
en consecuencia V ~; U.

(3) Transitividad Supongamos que U ~; V' y que V ~; X, luego, existen
W, ZecOtalesqueie W, ie ZyademasUNW =V NWyVnNzZ=XnNZ.
Ahora,seaY =W NZ,conloquei € Y ytambién UNY = X NY. Por tanto,

La idea intuitiva es que U ~; V cuando los puntos en U cercanos a 7 son
los mismos que aquellos puntos de V' que estan cerca de i, esto quiere decir que,
”localmente” U y V son el mismo conjunto al rededor de 4, en otras palabras,
la afirmacion "U = V7 es cierta cuando estamos cerca de 3.

La clase de equivalencia

es llamada el germen de U en i. Intuitivamente representa la coleccién de
puntos en U que estan cerca de 1.
Con esto definimos la fibra sobre 4 como

Q; = {(4,[U);) : U es abiertoen I}

Entonces podemos definir a © como el par (|J,c; Qs,p) endondep : (J,c; Qs — 1
estd dada por p(x) = i, para todo x en algin ;. La topologfa sobre J;.; s
tiene como base la coleccién de todos los conjuntos de la forma
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[Uv V] = {(7’7 [U]z) NS V}

en donde V' un abierto tal que U C V. Todo esto hace que p sea un homeomor-
fismo local y que cada fibra sea un espacio discreto bajo la topologia relativa o
inducida.

Si denotamos por ©; a la colecciéon de vecindades abiertas de i, entonces obte-
nemos las siguientes propiedades:

(1) [Ul;=[{)isiysolosiieU.

(2) [I];i=6;

(8) [U]; = [0]; siy solo si existe V € ©; tal que UNV = 0.
En efecto.

(1) Supongamos que [U]; = [I];, luego U ~; I, 1o que implica que existe W € ©
de tal maneraque i e Wy UNI=WnNI=U=W, por tanto ¢ € U.

Ahora supongamos que i € U, con lo cual existe un abierto que contiene a i, a
saber U, tal que UNU = INU = U, en consecuencia [U]; = [I];.

(2) SeaV e [I]; = {W : I ~; W}, luego V es conjunto abierto y ademds
i€V,puescomo [ ~; Vexiste WeOtalqueie Wy VnW=InNnW=W,
por lo tanto, V € ©,.

Reciprocamente, si V € ©;, entonces I ~; V, y asi V € [I];.

Con lo que [I]; = ©;.

(3) Supongamos que [U]; = [0];, entonces U ~; @, lo que implica que existe
VetalqueUNV =0NV =0.

Reciprocamente, si existe V' € ©; de tal manera que U NV = (), entonces
UNV =0NnV,conloqueU ~; Oy asi [U]; = [0];.

Antes de estudiar a Q = (U;es€, p) como clasificador de subobjetos, analice-
mos los valores de verdad s : 1 — Q. A estos morfismos se les llama secciones
continuas de Q:

I : Uiel Q;

NS

Si U es un abierto en I, definimos Sy : I — U;e§); como Sy (i) = (4, [U];). Es
decir, Sy es un morfismo del tipo Sy : 1 — . Por la afirmacién (1), tenemos
que Sy (i) = (i,[I];) si y sélo si i € U. Entonces, si s : 1 — Q es cualquier
seccién continua de Q (valor de verdad) y U = {i : s(¢) = (¢, [I];)}, se tiene por
tanto que U es abierto (U = s~((1,1))) y que Sy = s.

Con lo cual, tenemos que los valores de verdad en Top(I) son “esencialmente”
subconjuntos abiertos de I, mientras que en Bn(I) son todos los subconjuntos
de I.

El morfismo T : 1 —  es la secciéon continua T : I — U;c7€2; que esta dada
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por T(i) = (i, [[];) para cada i € I. Ahora, si k es un monomorfismo , entonces
el siguiente diagrama

A%t . p
NS
1
conmuta, y A es un subconjunto de B, con lo que podemos definir el cardcter
de k, xx : (B,q) — £, como sigue.
Sea x € B, ahora elegimos una vecindad S de z en la que ¢ sea un homeomor-

fismo local. Entonces xj : B — U;c1§2; asocia a x con el germen de ¢g(AN.S) en
q(x), es decir:

Xk () = (¢(), [¢(AN )]y

Intuitivamente, el germen de g(A N S) en g(z) representa en I, bajo el homeo-
morfismo local ¢, al conjunto de puntos de A cercanos a x. Esto proporciona
una medida de lo “lejos” que estd x de A.

Mientras que la clasificacién de elementos en teoria de conjuntos admite sélo
dos posibilidades (z € A, o z ¢ A), en un contexto topoldgico es posible con-
siderar mas clasificaciones, de acuerdo a qué tan “cerca” estd x de A. Usamos
los gérmenes en ¢(x) como un sistema de entidades que miden la proximidad de
cualquier x € B a los subconjuntos abiertos de B.

Un orden parcial sobre {1,(,) estd dado por

[Ulgz) E [V]g(a) sii si existe algiin conjunto abierto W' tal que g(x) € W'y
Unw)c(Vnw)

es decir, la afirmacién “U C V7 es localmente cierta cerca de g(x).

El topos Top(I) de gavillas sobre un espacio topolégico I es uno de los ejemplos
mas importantes de la estructura de topos, es comtinmente usado en la construc-
cién de modelos dentro de la l6gica categérica para la teoria de conjuntos con los
que se realizan pruebas de independencia. Las construcciones hechas aqui son de
caracter “bésico”, tienen la finalidad de acercar al lector no experto a los pasos
iniciales de la teoria de topos, todas estas construcciones se pueden generalizar
aun mas adoptando completamente el punto de vista funtorial o categérico, sin
embargo la motivacion principal de este trabajo es iniciar al lector en esta bella
teoria.

2.6. Acciones de Monoides

Sea M = (M,#,e) un monoide. Para cada m € M definimos una funcién
Am @ M — M, llamada multiplicacién a la izquierda por m, dada por
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la regla A, (n) = m#*n, para todo n € M. Obtenemos asi una familia de funcio-
nes {\, : m € M} cuyos indices son elementos de M y que ademads satisface:
(1) X =idpy, pues Ac(n) =exn=n.

(2) Anodp = Mg, yaque A, (Ap(n)) = A (p*n) = mx(pxn) = (m*p)*n =
Amsp ().

La condicién (2) establece que la coleccién de funciones {A,, : m € M} es ce-
rrada bajo composicién. De hecho, forma un monoide bajo esta operacién y con
identidad ..

Esta idea puede ser generalizada. Sea X un conjuntoy {\,, : X - X :m € M}
una coleccién de funciones de X en X con indices en el monoide M. Esta colec-
cién cumple lo siguiente:

(1) A =idx.
(1) Am oAy = Apup-

La coleccién de funciones que cumple estas propiedades es llamada una ac-
cion de M sobre el conjunto X. Podemos reemplazarla por una sola funcién
A: M x X — X definida por A((m,z)) = A, (x), para cualesquiera m € M y
rzeX.

Las dos condiciones anteriores ahora establecen que:

1.- M(eyx) ==

2.- X((m, M(p, 2))) = M(m % p,))

Un M-conjunto es la pareja (X, ), donde A : M x X — X es una accién de M
sobre X.

Dado un monoide M, los M-conjuntos son objetos de la categoria M — Set, que
también es un topos. Un morfismo f : (X, A) = (Y, ) es una funcién f : X - Y
que hace conmutar el siguiente diagrama:

X Y

Am Hm

/

X——Y

En otras palabras, f(A((m,x))) = u((m, f(x)) para todom € My x € X. La
composicion entre (M — Set)-morfismos es la composicién usual entre funciones.

El objeto terminal es un M-conjunto singular, es decir, definimos al (M — Set)-
objeto 1 como la pareja ({0}, \g), donde Ag((m,0)) = 0 para todo m € M.

El producto de (X,A) vy (Y,u) es el par (X x Y,J), en donde 4, es la fun-
cion A\py X iy : X XY - X xY.

El producto fibrado de dos (M — Set)-morfismos con codomino comin, f y
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(Y, )

(X, \) —L = (Z,)

es (X xzY,d), en donde ¢ es como antes.

Un conjunto B C M es llamado ideal izquierdo de M, si m x b € B para
cualesquieram € M y b € B.

Definimos al objeto clasificador para M — Set como Q = (Lys,w), en donde Ly
es el conjunto de todos los ideales izquierdos de M y w : M X Ly; — L estéd
dada por w((m,B)) ={n:n*m € B}, paratodom € My B € Ly,.

Ademas, definimos T : 1 — € como la funcién T : {0} — Ly donde T(0) = M.
Para entender céomo trabaja el clasificador de subobjetos en M — Set, conside-
remos un monomorfismo k : (X, \) — (Y, u) (de hecho, k es una inclusién de
conjuntos). El cardcter de k, xx : (Y, 1) = Q, es la funcién x; : Y — Ly dada
por:

xk(y) ={m: p((m,y)) € X} paratodoy € Y

Teorema 2.6.1

El objeto ©Q = (L, w) es el clasificador de subobjetos en M — Set y para cual-
quier monomorfismo k : (X, \) — (Y, u), la funcién x; definida anteriormente,
es el caracter de k.

Demostracién: Para verificar esto es necesario probar que, en efecto, ) =
(Lar,w) es un objeto de M — Set (i.e., w es una accién de M sobre Ljy), que
Xk estd bien definida (i.e., xx(y) es un ideal izquierdo de M, para todo y € Y)
y que ademads yj satisface que es el tinico morfismo que hace que el diagrama

) G
! Xk

{0} ——= (Lar,w) = 9

sea un producto fibrado.
Veamos que w : M x Ly — Ly, dada por w((m, B)) = {n: m*n € B} es una
accién de M sobre Ljy.
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Sea B € Ly, luego w((e, B)) = w.(B) = B.
Ahora, sean m,p € M y B € Ly, entonces

w((m,w((p, B)))
= w((m,{n:pxn € B}))
= {n:(mx*p)*n¢€ B}
= w((m=p,B))

En consecuencia, la funcién w es una accién de M sobre L ;. Es decir, {2 es un
M — Set objeto.

Ahora veamos que, dados el monomorfismo k : (X, \) — (Y,pu) y la funcién
Xk 1 Y — Q, el conjunto xx(y) = {m : p(m,y) € X} es un ideal izquierdo de
M, para todo y € Y:

Sean y € Y y n € M. Luego,

p((n*m,y))
= u((n, u((m,y))))
= pn(pm(y)) € X

con lo cual, n*m € xg(y).

Por tanto, xx(y) es ideal izquierdo de M.

Resta verificar que el morfismo yj definido como antes, es el Unico morfismo
que convierte al diagrama anterior en un producto fibrado.

En efecto, sea x € X,

(xk © k) ()
Xk (k(2))
= {m:p((m, k(z))) € X}
= (k@) € X}
= {m:k(An(2)) € X}

= {m:An(z)eX}=M
La ultima igualad se obtiene considerando que k es una inclusion de conjuntos.
|

Los exponenciales en M — Set se construyen tomando en cuenta que la funcién
x: M x M — M (la operacién binaria que hace del conjunto M un monoide)
es una accién de M sobre M. Esto hace que (M, x) sea también un (M — Set)-
objeto.

Dados (X, A), (Y, ) dos (M — Set)-objetos, definimos el exponencial de ellos
asi:

(Y, )N = (B, 0)

endonde F = {f € Mor(M—Set): f: (M,*)x(X,\) = Y,u)} yom: E—E
estd dada por la regla:
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Para cada f € E, 0,,(f) = g, de tal forma que g : M x X — Y estd definida

como g((n,x)) = f((m*n,x)).
El morfismo evaluacién

ev: (E,o) x (X,\) = (Y,u)

estd dado por ev((f,x)) = f((e,x)).

Las categorias de la forma M — Set conforman un ejemplo de topos que tiene
propiedades no clasicas. Retomaremos este ejemplo en los capitulos siguientes.

2.7. Objetos Potencia

El exponencial Q% en un topos tiene un papel similar a 24 en Set. Puesto que
24 = (A), es natural pensar que el objeto 2% se comporta como el “conjunto
potencia” del “conjunto” a en un topos. Esto es correcto, como veremos a con-
tinuacién.

Dados dos conjuntos A y B, existe una correspondencia biyectiva entre las fun-
ciones de B en p(A) y las relaciones definidas de B en A. En otras palabras,
dada f: B — p(A), definimos la relacién Ry C B x A de la siguiente manera:

zRyy siy sélosiy e f(x)

paratodoxz € By y € A.
Reciprocamente, dada R C B x A, definimos la funcién fr : B — p(A) como

fr(z) ={y € A: 2Ry}

para cada x € B.

Ahora traduciremos esta correspondencia al lenguaje de los morfismos exami-
nando una relacién especial, denotada como € 4, que va de p(A) en A.

€4 es la relacién de pertenencia y contiene toda la informacién acerca de qué
subconjuntos de A contienen cuéles elementos de A. Es decir:

ea={({U,z):UCA xz€A, ze€U}

Cambiando p(A) por 24, la condicién “x € U” quedaria escrita como “xy(z) =
1”7, y entonces se tiene que €4 es isomorfa al conjunto

eh={lxv,z) :UCA z2€ A, xulx)=1} C24 x A

Luego, la funcién caracteristica de €’; (entendida como un subconjunto de 24 x
A), es el morfismo (en Set) ev : 24 — 2 dado por ev((xr, 7)) = xv(z). Con
esto, es posible dar la siguiente caracterizacién categérica de €’y (y por tanto,
de €4) como un diagrama de producto fibrado
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Con lo que, dada una relacién R C B x A, tenemos que (z,y) € R si y sélo si
y € fr(x) siy sélo si (fr(x),y) € €4; asi que R es la imagen inversa de €4
bajo la funcién fr xida : Bx A — p(A) X A, que a cada pareja (z,y) la asocia
con el par (fr(x),y).

Por lo tanto, el siguiente diagrama es un producto fibrado

R—BxA
g frXida
€Ea——PA) x A

en donde g es la restriccion de la funcién fr x idag a R.
Con todo esto, tenemos la siguiente definicién

Definicién 2.7.1

Sea C una categoria con productos finitos y a¢ un C-objeto. Un objeto potencia
para a es un par (p(a), €) en donde p(a) es un C-objeto y € es un monomorfismo
€:€,— p(a)xa de tal manera que para cada C-objeto b y cada monomorfismo
r: R — bxa, existe un tnico C-morfismo f, : b — p(a) que hace que el siguiente
diagrama sea un producto fibrado

R—" sbhxa
frxlg
€
Eo>>———>p(a) X a

Decimos que C tiene objetos potencia si y sélo si para cada C-objeto a existe
un objeto potencia.

Teorema 2.7.1
En cualquier topos £ existen los objetos potencia.

Demostracién: Sea a un £-objeto, definimos al objeto p(a) = Q¢ y al morfimo
€:€,— Q% x a como el subobjeto de Q% X a cuyo caracter es ev, : 2% X a — €,
es decir
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es un producto fibrado, donde ev, es el morfismo evaluaciéon de Q2% x a en €.
Para mostrar que esta construcciéon nos garantiza objetos potencia en £, tome-
mos cualquier monomorfismo 7 : R — b X a y sea x, : b X a —  su morfismo
cardcter. Entonces, sea f, : b — Q% el adjunto exponencial (recordar la defini-
cién de exponenciales) de X, es decir, el inico morfismo que hace conmutar el
siguiente diagrama:

Q% x a
evg
frxla Q
d
bxa
Ahora consideremos el siguiente diagrama:
(*) R>—">bxa

frXidag

! €N X a

l— =0

Lo que nos interesa es mostrar que

R - bxa

frxidq

€
Eo>—>0%xa

(que es el cuadrado superior del diagrama anterior) es un producto fibrado, en
donde f,, € estan definidas como arriba.
Puesto que ev, o (f X idy) = X, €l “perimetro” del diagrama anterior (*) es un
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producto fibrado (pues (€2, T) es el clasificador en &).

Luego, como el diagrama de abajo en (*) es un producto fibrado, y tomando
en cuenta lo anterior (que el perimetro del diagrama (*) conmuta) entonces
debe existir un tnico morfismo R —¢€, que cumple la propiedad universal del
producto fibrado.

En consecuencia, por el lema del producto fibrado, se tiene que el cuadrado de
arriba (en el diagrama (*)) es un producto fibrado, como queriamos que fuera.

2.8. )y el axioma de comprensiéon

Lawvere sugirié que el concepto de clasificador de subobjetos para un topos es
una categorizacién del axioma de comprensién para ZFC, es decir, el concepto
de clasificador es una forma de “traducir” al lenguaje de la teoria de categorias el
axioma de comprensién en la teoria de conjuntos. Se empieza por considerar un
conjunto B y una propiedad ¢ que se predica sobre los elementos del conjunto
B. Representamos a ¢ en Set como una funcién ¢ : B — 2 que esta definida
por la regla

| 1six tiene la propiedad ¢
plo) = { 0 en otro caso

El axioma de comprensién (o de separacién) nos proporciona un subconjunto
de B conformado por todos aquellos elementos de B que satisfacen la propiedad
v, a saber, {x : © € B, y ¢(x) es verdadera}. Este conjunto estd determinado
por ¢ y podriamos escribirlo como A, = {z : ¢(z) = 1}. Con lo cual, se tiene
que y € {x : p(z) es verdadera} si y sélo si ¢(y) = 1. Por lo tanto, con esto
podemos formar un diagrama de producto fibrado

A¢C—>B
2

De igual manera, en un topos &, si ¢ : b — ) es un morfismo con codominio (2,
podemos obtener el subobjeto de b (es decir, un monomorfismo con codominio
b) {z : ¢} : a = b, a partir del producto fibrado de T con ¢

1 verdad
_—

{a:p)

ap, >——>b
1— 1 -0
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Definicién 2.8.1

En cualquier categoria C con objeto terminal, si z : 1 — b es un elemento
del objeto by f : a ~— b es un subobjeto también de b, decimos que x es
un elemento de f, y lo escribimos como x € f, cuando existe un morfismo
k : 1 — a que hace conmutar el siguiente diagrama

1
"
f
a>—>b
Es decir, fok = x.

Aplicando esta nocién de elemento de un subobjeto al diagrama anterior de
producto fibrado, tenemos que si ¢ : 1 — b es un b — elemento (o simplemente
elemento del objeto b), entonces

{a:0)
>

(=l

idy

1 —0Q

y € {x : ¢} siy sdlo si existe un morfismo k que hace conmutar el diagrama
anterior. Pero como el cuadrado de abajo es un producto fibrado, entonces k
existe (y es dnico) si y sélo si el perfmetro del diagrama conmuta. Es decir:

ye{r:p}siysdlosipoy=Toidy =T

En consecuencia, la situacién definida mediante el axioma de comprensién en
teoria de conjuntos, ha quedado “traducida” al lenguaje de la teoria de cate-
gorias. La construccién realizada anteriormente nos proporciona una “generali-
zacién” de lo que sucede en la teoria de conjuntos.

La estructura categorica de topos es una “generalizacién” de la categoria Set,
y de las propiedades y construcciones tipicas que se realizan en la teoria de
conjuntos. Como hemos podido observar, existen topos cuyos objetos son muy
diferentes a los objetos de Set, que son simplemente conjuntos, y sin embargo en
ellos también se pueden realizar construcciones que son tipicas de esta categoria,
estos hechos son utilizados para realizar pruebas de consistencia, asi como para
estudiar estructuras que en apariencia son muy diferentes de los conjuntos y
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que bajo un andlisis categérico resultan esencialmente “similares”. El concepto
de topos, asi como la generalizacién que en él encuentran las construcciones
estandar en teoria de conjuntos, y la manera en que estructuras de muy diversa
naturaleza también satisfacen propiedades similares a Set, ha motivado la idea
de una fundamentacién de la matematica mediante la teoria de topos, haciendo
de lado la teoria de conjuntos y sus problemas de fundamentacién. A pesar
de ser un tema de fundamental importancia, en este trabajo no pretendemos
abordar el concepto de topos desde esa perspectiva.
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Introduccion a la teoria de Topos




Capitulo 3

La estructura de topos

Los topos pueden ser pensados como categorias en las que existe un clasifica-
dor de subobjetos y en las que ademads es posible realizar una gran cantidad de
construcciones “tipicas” de la categoria de conjuntos. Es en este sentido en que
comunmente se dice que un topos es una teoria de conjuntos generalizada, pues
todas las construcciones tedrico-conjuntistas encuentran una traduccién dentro
de las categorias con estructura de topos, con independencia del tipo de objetos
o de morfismos que las conforman.

En este capitulo revisaremos las propiedades més importantes que cumplen los
morfismos especiales en un topos, asi como también las propiedades que ha de
tener el clasificador de subobjetos y los valores de verdad.

3.1. Morfismos igualadores y morfismos imagen

En la categoria Set se cumple que una funcién inyectiva, digamos f : A — B,
es un igualador para las funciones xrms : B — 2 (funcién caracteristica de la
imagen de f) y la composicién de las funciones ! : B — {0} y v : {0} — {0,1}
(funcién verdad). Esta situacién puede generalizarse a cualquier topos.

Teorema 3.1.1
Sea £ un topos. Si f : a — b es un E-morfismo que ademds es monomorfismo,
entonces f es un igualador de xs (cardcter de f) y Ty = Tol.

Demostraciéon: Como £ es un topos y f un monomorfismo, podemos formar
el siguiente producto fibrado

95
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b
Q

Luego, dado que 1 es terminal y que ! o f : a — b — 1, entonces !, =!; o f.
En consecuencia,

f

T

(To!b) [¢] f
= To ('b o] f)
= Tol,
= xrof

la ultima igualdad se consigue porque el diagrama anterior es un producto fi-
brado.

Por lo tanto, (Toly) o f = xyfo f.

Ahora, sea g : ¢ = b otro E-morfismo que satisface la ecuacién (Toly)og = xfog.
Notemos, ademds, que !l 0g:c—b— 1, con lo que ! o g =!..

De lo anterior se tiene

Xreg

(Toly)og
To(lbog)
= Tol,

Es decir, el perimetro del siguiente diagrama conmuta

y como el cuadrado en el diagrama es un producto fibrado, entonces (por la
propiedad universal del producto fibrado) existe un tdnico £-morfismo h: ¢ — a
(como aparece en el diagrama) de tal manera que g = f o h.

De manera que, como las ecuaciones (Toly)o f = xfo fy g = foh se cumplen,
el siguiente diagrama es un diagrama de igualador
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Por lo tanto, f es un igualador. |

Corolario 3.1.1
En cualquier topos £ un morfismo f : a — b es isomorfimo si y sélo si es
epimorfismo y monomorfismo.

Demostracién: En cualquier categoria un isomorfismo es monomorfismo y epi-
morfismo. Ahora, reciprocamente, si f : a — b es epimorfismo y ademéas mono-
morfismo, entonces (por el teorema anterior) es un epimorfismo igualador. Esto
implica que es un isomorfismo (ver [CWM]). |

Cualquier funcién f : A — B (o morfismo en Set) puede ser escrita como la
composicién de una funcién sobreyectiva y una inyectiva. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta para cualquier funcién f

en donde f(A) =Imf ={f(z): 2z € A} y f*(x) = f(x) para cualquier z € A.
Esta forma de escribir a f se conoce como epi-mono factorizacién de f.

En un topos cualquier morfismo también tiene una epi-mono factorizacién. Para
poder verificar esto es necesario definir qué entendemos por el conjunto Imf
(imagen de f) en un topos.

Definicién 3.1.1
Sea £ un topos y f : a — b un E-morfismo. Formamos el producto cofibrado de

fcon f
a b
b r

y definimos la imagen de f como el morfismo imf : f(a) — b que es el igualador
depyq

!

—_—

_—
p
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Notemos que im f es un monomorfismo, pues es un igualador y que precisamente
por esto imf también factoriza a f, ya que f tiene por codominio el objeto b,
con lo cual la propiedad universal de igualador garantiza que existe k de tal
manera que f = imf o k. Ademas de esto, el morfismo imagen de un morfismo
f cumple una importante propiedad.

Teorema 3.1.2

El morfismo imf es el subobjeto de b mas pequeno mediante el cual se factoriza
f. Es decir, sea f : a — b un E-morfismo, si existe un monomorfismo v : ¢ — b
y un morfismo u : @ — ¢ de tal manera que f = v o u, entonces imf C v.

Demostracién: Sea f : a — b un E-morfismo y imf : f(a) — b su morfismo
imagen. Supongamos que el siguiente diagrama conmuta

a—"t
c
es decir, f = v owu, en donde v es un monomorfismo. Luego, v debe ser un
igualador, por Teorema 3.1.1, por tanto, existen s,t : b — d dos £-morfismos
tales que sov = tow. Entonces sucede que so f = sovou =tovou =tof, con

lo cual, considerando el producto cofibrado de f con f que define al morfismo
imf, obtenemos el siguiente diagrama

a7
f q
t
b————>r
P N
\
§
d

en consecuencia, por la propiedad universal del producto cofibrado, existe un
unico morfismo A : 7 — d (como se ve en el diagrama) de tal manera que hop = s
yhog=t.
Con lo que

soimf = hopoimf

hogoimf

toimf
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Luego, dado que v es igualador, por la propiedad universal debe existir un tnico
morfismo k: f(a) — c tal que imf =vok

Por lo tanto, imf C v.

Proposicion 3.1.1
Sea & un topos y f : a — b un E-morfismo. Entonces existe una epi-mono
factorizaciéon para f.

Demostracién: Queremos demostrar que existe un epimorfismo f* y un mo-
nomorfismo g tal que f = g o f*. Para ver esto, basta considerar al morfismo
imf : f(a) = b que es el igualador de dos morfismos p y ¢, dados por el producto
cofibrado de f con f.

Dado que go f = po f (definicién de producto cofibrado) se tiene que existe
un tnico morfismo f* : a — f(a) (como en el diagrama) tal que f = imf o f*
(por propiedad universal del igualador imf). Notemos, ademéds, que imf es un
monomorfismo.

Veamos que f* es un epimorfismo. En efecto, sean r, s : f(a) — r dos morfismos
tales que ro f* = so f*. Consideremos ahora el morfismo imagen de f*, es decir,
imf* : f*(a) — f(a), con lo cual obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

f* a)imfoimf* b

fla
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En consecuencia imfoimf* C imf. Pero el Teorema 3.1.2 garantiza que imf C
imf o imf* (pues notemos que imf o imf* es un monomorfismo) con lo que
imf = imf oimf* y por tanto f*(a) = f(a). Asi que el morfismo imf* debe
ser un isomorfismo.

Pero im f* es (por definicién) el igualador de r y s

(@) ——= fla) =——=r

pues por hipétesis 7 o f* = so f*, con lo cual forman el siguiente producto
cofibrado de f* y f*
a
f *l

=
f(a) — 5

— f(a)

lf

Luego, como im f* es un isomorfismo, en particular es un epimorfismo, con lo
que r = s.

Por lo tanto, f* es un epimorfismo y asi f = imf o f* es una epi-mono factori-
zacion para f.

3.2. El teorema fundamental y algunas conse-
cuencias

Si £ es un topos, entonces la categoria coma & | a de morfismos sobre un objeto
a también es un topos. Como lo mencionamos en el capitulo anterior, este es
un resultado conocido como el teorema fundamental de la teoria de topos. Aqui
esbozaremos brevemente la prueba de este resultado, sin embargo desarrolla-
remos mas detalladamente las pruebas de algunas consecuencias de este hecho
que seran indispensables para el desarrollo del trabajo.

Comencemos recordando que si £ es un topos y a un objeto en &, la categoria
coma, denotada como £ | a, tiene por objetos todos los £-morfismos de la forma
f 1 x — a, es decir, todos los morfismos en £ cuyo codominio es a. Denotamos
estos objetos indicando tinicamente el £-morfismo y su dominio, asi (f,z) . Un



3.2 El teorema fundamental y algunas consecuencias 61

morfismo entre tales objetos se denota como h : (f,z) — (f',2') y es el &-
morfismo h : x — x’ que hace conmutar el siguiente diagrama:

Es decir, f = f' o h.

Un morfismo f : @ — ben £ induce un funtor f*: £ | b — £ | a, llamado funtor
producto fibrado, que asigna a cada objeto g : y — b en £ | b, el producto
fibrado de g con f. Es decir, a cada objeto g : y — ben £ | b, f* le asocia el
objeto ¢’ : ¥y — a dado por el siguiente producto fibrado en £ (recordemos que
& es un topos, con lo cual para cualesquiera dos morfismos con igual codominio
existe su producto fibrado):

|

:Q\
Q<

-

f

Una propiedad importante es que para todo morfismo f : a — b en £ el funtor
f*:&€1b— & a tiene adjunto izquierdo y derecho. La construccién de estos
adjuntos puede revisarse en [SGL] o en [TLST]. Aqui simplemente usaremos
este hecho para probar algunos corolarios del llamado ‘teorema fundamental ”.

Teorema 3.2.1
Para cualquier objeto a en un topos &£, la categoria coma £ | a de morfismos
sobre a, también es un topos.

Unicamente esbozaremos la prueba. Para ello recordemos que un topos simple-
mente es una categoria que tiene clasificador de subobjetos y que es cerrada
cartesiana. A su vez, una categoria cerrada cartesiana es aquella que tiene to-
dos los limites finitos (finitamente completa) y que tiene exponenciales. En el
primer capitulo mencionamos que una categoria tiene todos los limites finitos si
y s6lo si tiene productos binarios e igualadores. Con esto en mente, dados dos
objetos f:x —ayg:y— aenf | a, unigualador para un par de morfismos
s,t:x =2 yen & | a (recordemos que gos = fy got = f) es exactamente
el morfismo igualador e : m — x en &£ para estos morfismos junto con la flecha



62 La estructura de topos

foe:m — a. El producto de fy g en € | a es el producto fibrado en £ de f
con g

El objeto terminal en £ | a es el morfismo identidad id, : a — a. Ademds, dado
que un subobjeto de un objeto x — a en £ | a es simplemente un subobjeto de
x en &, el objeto clasificador en £ | a serd la flecha Q2 x a — a, en donde €2 es el
clasificador en €. Con esto, £ | a tiene limites finitos y clasificador de subobjetos,
unicamente resta construir los exponenciales. Esta tltima construccién es una
consecuencia de la siguiente biyeccién

E(x Xqy, 2 xa) 2 Sublz X4 9)

en donde Sub(z X, y) es la coleccién de sobobjetos de x X, y.

Los detalles de estas construcciones brevemente comentadas aqui pueden con-
sultarse en los textos antes citados. Ahora revisaremos algunas consecuencias
de este hecho que se ocuparan en el desarrollo subsecuente del trabajo.

Corolario 3.2.1
En cualquier topos £ los productos fibrados preservan epimorfismos. Es decir,
si el diagrama

a

c

es un producto fibrado en un topos £, y f es un epimorfismo, entonces g también
es epimorfismo.

I §
f

- > d
k

Demostracién: Primero notemos que, dualizando la observaciéon uno del pri-
mer capitulo en su apartado 4, obtenemos que:
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f b — d es un epimorfismo si y sélo si el siguiente diagrama es un producto

cofibrado:
b
f‘/
d

Ahora, dado que f es un epimorfismo, entonces el diagrama anterior es de hecho
un producto cofibrado.

Por otra parte, puesto que el funtor k* : £ | d — & | ¢ definido como el pro-
ducto fibrado a través de k tiene adjunto izquierdo, entonces preserva todos los
colimites, en particular los productos cofibrados. Con lo cual, también preserva
epimorfismos. Por tanto g : @ — ¢ debe ser un epimorfismo.

f
_—

QU <—"T&

-

Corolario 3.2.2
Si el siguiente diagrama

b——b+V =B<—-—"-V

|

—h>b+b’:B

es un coproducto y ademés el cuadrado
a
A

es un producto fibrado, entonces el diagrama

—_—

a A a

es un coproducto entre los objetos a y a’.

Demostracién: Consideremos el funtor producto fibrado inducido por el mor-
fismo A

glB—" g4

Puesto que este funtor tiene adjunto derecho, debe preservar colimites, con lo
cual A debe ser el objeto coproducto de a con a'.

Corolario 3.2.3
Los coproductos preservan productos fibrados. En otras palabras, si los diagra-
mas
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|

_QU<—28
O<—

S
<

QU<——

lw

Os—

son productos fibrados en cualquier topos &, entonces también lo es el siguiente
diagrama

Demostracion: Formemos el siguiente producto fibrado:

A

b+ b

k

—_—> €

Dado que los diagramas en la hipétesis del teorema son productos fibrados,

entonces existe un unico morfismo a — A que hace conmutar el siguiente dia-
grama:
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Con esto, es posible formar el siguiente rectdangulo:

a———>b

A—>b+4 ¥V

d—e¢
k

Puesto que el cuadrado de abajo y el rectangulo son productos fibrados, entonces
el cuadrado de arriba también lo es (por el lema del producto fibrado, ver
preliminares). Con lo cual, por el corolario anterior, A debe ser el coproducto
de a con a/, es decir A = a + a’'. Por lo tanto, el cuadrado

a+a ——b+0V

d———e

es un producto fibrado.

Estas seran las principales consecuencias del teorema fundamental que usaremos
en las siguientes secciones. Para una discusién mucho mas completa de estos
resultados ver [TLST] y [SGL].

3.3. Extensionalidad y bivalencia

Considerando que un topos £ puede ser entendido como una teoria de conjuntos
“generalizada”, su objeto inicial 0 deberia comportarse como el conjunto vacio
¢ v no tener ningin elemento. Esto, de hecho, es asi, excepto en un caso. Si
existe un morfismo x : 1 — 0, entonces (por las propiedades de una categoria
cerrada cartesiana, ver capitulo 1) £ es degenerado, es decir, todos los £E-objetos
son isomorfos (solamente hay un objeto). Esto sucede en la categoria Z, cuyo
unico objeto 1 es un objeto terminal, y en la que sélo existe un morfismo; esta
categoria es un topos, y se conoce como topos degenerado. Por lo tanto, en
un topos no degenerado, el objeto inicial 0 no tiene elementos.



66 La estructura de topos

Definicién 3.3.1
Sea £ un topos y a un £-objeto. Entonces
1.-Decimos que a es no cero si y s6lo si a 2 0 (es decir, si no es isomorfo a 0).

2.-Se dice que a es no vacio si y sélo si existe al menos un £-morfismo de
la forma 1 — a.

Notacién 3
Si 0 es el objeto inicial en una categoria C, denotamos como 0, : 0 — a al inico
morfismo que va de 0 al C-objeto a.

Cuando &£ = Set los conceptos de “no vacio” y “no cero” coinciden. En cambio,
cuando £ = Set?, el topos cuyos objetos son pares de conjuntos, la situacién es
diferente.

El objeto (0, {0}) no es isomorfo al objeto inicial (), ) en Set?, con lo cual es
un objeto no cero. Sin embargo, si existiera algin elemento de (0, {0}), diga-
mos (f,9) : ({0}, {0}) — (§,{0}) (recordar que ({0}, {0}) es terminal en Set?),
tendriamos entonces que la funcién f estd definida del conjunto {0} al conjunto
0, lo cual es imposible. Por lo tanto, (0, {0}) es no cero pero si vacio.

La pregunta por la existencia de elementos en algiin objeto esté relacionada con
la nocién de extensionalidad; este principio de la teoria de conjuntos afirma que
dos conjuntos que tienen los mismos elementos deben ser idénticos. Esto puede
traducirse al lenguaje de la teoria de categorias en términos de morfismos:

Principio de extensionalidad para morfismos Si f,g : a — b son dos
morfismos distintos en una categoria C con objeto terminal, pero tienen igual
dominio y codominio, entonces existe x : 1 — a (elemento del objeto a) de tal
manera que fox # gowx.

Este principio se satisface en Set, pero no en Set?. Si consideramos los Set? —
objetos (0,{0}) y ({0},2), es facil percatarse de que entre ellos existen dos
morfismos diferentes, por ejemplo (f,g) : (0,{0}) — ({0},2) en donde g : {0} —
2 esté dadapor g(0) =0y (f,¢') : (0,{0}) = 2enelque g’ : {0} — 2 cumpla que
9'(0) =1 (recordar que en esta categoria los morfismos entre objetos solamente
son pares de funciones), sin embargo el objeto (), {0}) no tiene elementos, con
lo cual no existe un morfismo z : ({0},{0}) — (0, {0}) que satisfaga el principio
anterior.

Definicién 3.3.2
Se dice que un topos no degenerado £ es bien potenciado si y sélo si cumple
el principio de extensionalidad para morfismos.
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Teorema 3.3.1
Si un topos £ es bien potenciado, entonces cada £-objeto no cero es no vacio.

Demostracién: Sea a un £-objeto no cero, es decir a 2 0. En consecuencia los
E-morfismos 0, : 0 — a y id, : a — a son distintos, ya que tienen dominios
diferentes.

Notemos que 0, : 0 — a y id, : a — a también son monomorfismos y ademéas
distintos, con lo que xo, : @ = Q ¥ Xiq, : @ — §Q existen y son diferentes
también. Entonces, dado que £ es bien potenciado, se sigue que existe algin
z : 1 — a de tal manera que xg, © T # Xid, © . Lo que implica que a tiene al
menos un elemento. Por lo tanto, a es no vacio.

3.4. Falsedad

En Set existen exactamente dos morfismos que van de 1 = {0} a Q = {0,1}.
Uno de ellos es la funcién verdad (v), que estd dada por v(0) = 1. El otro es
la funcién f, que llamaremos funcién falsedad, definida como f(0)=0. Esta
funcién tiene codominio 2 y es la funcién caracteristica del conjunto vacio

{z:f(x)=1} =0

Asi que en Set podemos formar el siguiente producto fibrado

Definiendo esta situacién con el lenguaje de la teoria de topos obtenemos:

Definicién 3.4.1
Sea £ un topos. Definimos el £-morfismo falsedad: 1 — 2 como el tnico
morfismo que hace del siguiente diagrama un producto fibrado en &

1

01
- >

T
D

1
lfalsedad
Q
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Es decir, falsedad=Yx, (caricter del tnico morfismo que va de 0 a 1). Deno-
taremos a la funcién falsedad mediante el simbolo L.

Ejemplos
1.- EnSet? L :1 — Qesel morfismo (falsedad,falsedad):({0}, {0}) — (2,2)

2.- EnBn(l), L:1— Qes el morfismo L : I — 2 x I dado por L(i) = (0,1)
para cada ¢ € I.

3.- En Top(I), L : 1T - U
el germen de () en .

ser Qi es el morfismo dado por L(i) = (i,[0];),

4.- En M-Set, el objeto inicial es 0 = (0, })) junto con la accién ¢ : M x ) — (.
Con lo que L : {0} — Ly es el morfismo dado por L(0) = {m : Ao(m) € 0} = 0.
Proposicién 3.4.1

Si € es un topos no degenerado, entonces T # L.

Demostraciéon: Supongamos que T = L. Entonces debe suceder que x;q, =
X0;, Ya que T = Xid, ¥ L = Xo,. En consecuencia id; = 01, por tanto 0 = 1. Lo
cual es contradictorio, pues £ es no degenerado. Asi, T # L.

Definicién 3.4.2
Un topos no degenerado £ se llama bivalente si y s6lo si T y L son sus tnicos
valores de verdad (i.e., son los inicos elementos de ).

Teorema 3.4.1
Si € es un topos bien potenciado, entonces £ es bivalente.

Demostracién: Sea f : 1 — ) cualquier elemento de  (notemos que se trata
de un monomorfismo, pues tiene como dominio un objeto terminal) y con él
formamos el siguiente producto fibrado de f con T

a 1
!‘ lf
1 Q

Se tienen ahora dos situaciones posibles:
Caso 1: Sia 20, entonces a es un objeto inicial, con lo cual g = 0;. Entonces

g
P

T
EE——
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f:Xg:X()1 = 1.

Caso 2: Sia 2 0, entonces, dado que £ es bien potenciado, a tiene al menos un
elemento, digamos = : 1 — a. Con esto afirmamos que g debe ser un epimorfismo.
En efecto, sean h,k : 1 — b dos £-morfismos tales que h o g = k o g, luego,
hogox = kogoux, pero notemos que gox : 1 — 1, con lo que gox = idy
y asi h = k. Por lo tanto g es un epimorfismo y ademds un monomorfismo, en
consecuencia g es un isomorfismo, es decir, a = 1. Asi que a es un £-objeto
terminal, con lo cual g = idy y con esto se tiene que f = xy = Xia, = 1.

Por lo tanto, cualquier elemento de €2 debe ser T o L.

En Set, el coproducto 1+ 1 (recordar que el coproducto de dos objetos a y b en
una categorfa C se denota como a + b) es un conjunto que tiene dos elementos
y por tanto es isomorfo a 2 = 2. De hecho, el isomorfismo esta dado por el
morfismo [T, 1] : 14+ 1 — Q en el diagrama de coproducto (ver definicién de
coproducto, capitulo 1)

En cualquier topos existen los coproductos, por lo tanto siempre es posible
definir el morfismo [T, L]. Con lo cual, aquellos topos en los que también suceda
la situacién anterior (como en Set) cumplen una propiedad de 16gica cldsica en
el sentido de que poseen solamente dos valores de verdad (recordar que en un
topos los valores de verdad son los elementos del clasificador) esto se retomard
mas adelante.

Definicién 3.4.3
Decimos que un topos £ es un topos clésico si y sélo si el morfismo [T, 1],
dado por el coproducto de 1 con 1, es un isomorfismo.

Al final de esta seccién observaremos que existen topos en los que no se cumple
esta condicion, es decir, que no son clasicos.

Definicién 3.4.4

Sea £ un topos. Si f : @ =+ by g : c — bson dos E-morfismos con igual
codominio, decimos que f y g son disjuntos si y sélo si el siguiente diagrama
es un producto fibrado en &
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En Set esto significa que Im f N Im g = 0.

Lema 3.4.1
Sif:a—byg:c— bson monomorfismos disjuntos en un topos &, entonces
el morfismo [f,g] : a + b — b es un monomorfismo también.

Demostracion: Como g es un monomorfismo, entonces el siguiente diagrama
es un producto fibrado (ver capitulo 1)

c

‘g

b

Luego, dado que en un topos los coproductos preservan productos fibrados (ver
observaciones sobre hechos fundamentales) entonces a partir del diagrama an-
terior junto con el siguiente diagrama (que también es un producto fibrado, ya
que f y g son disjuntos)

ide
_—

id.

O<—0

g

[0c,id.]
04+c——c
[Oa;idc]‘/ lg
at+c——>>
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Ahora, como 0 + ¢ & ¢, entonces el diagrama

c
+

a

ide

|

[f.9]

es un producto fibrado (en donde i, es el morfismo dado por el coproducto de

a con c).
Anélogamente se consigue que

a

ia l

a—+

idg

SN=<—2
~

|

[f.9]

es un diagrama de producto fibrado.

En consecuencia, aplicando una vez més para los dos ultimos diagramas el hecho
de que los coproductos preservan productos fibrados, obtenemos que el siguiente
diagrama es un producto fibrado

lidg,ide]=idg+c
a+c——a-+c

7;da+c [f,g]

a—|—64]>b
g

Con lo cual, por las propiedades de producto fibrado, [f, g] debe ser un mono-
morfismo.
|

Una vez verificada esta afirmacién, obtenemos entonces los siguientes hechos
importantes.

Teorema 3.4.2
En cualquier topos &, el morfismo [T, L] es un monomorfismo.

Demostracion: Notemos que a partir de la definicién de L se obtiene que el
diagrama
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es un producto fibrado. Con lo cual, T y L son disjuntos. Ademds son monomor-
fismos (ambos tienen por dominio al terminal 1). Asi que por el lema anterior,
[T,1]:1+1— Q es un monomorfismo.

!
-

e —
T

Teorema 3.4.3
Si un topos & es bien potenciado, entonces [T, 1] : 1 + 1 = Q, es decir, £ es
clésico.

Demostracién: Por el teorema anterior sabemos que [T, L] es un monomorfis-
mo, resta ver que también es un epimorfismo.

Sean f,g : © — a dos E-morfismos tales que fo [T, L] = go [T, L]. Luego,
formando el coproducto 1 + 1 obtenemos el siguiente diagrama

1 L1411

(T, 1] fl

I
I
I
I
Al

Q
flg
a

De donde

foT = fo[T,L]o4
= gol[T,Ll]o1
= goT

Anélogamente (usando ahora j) se obtiene que fo L =go L.

En consecuencia, cualquier morfismo z : 1 — Q (es decir, cualquier elemento de
Q) cumple que fox = gox, pues £ es bivaluado, es decir, los nicos elementos
de Q2 son T y L. Con lo cual, por el principio de extensionalidad, se implica que
f=g. Asi, [T, L] es epimorfismo.
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Por lo tanto, [T, L] es un isomorfismo y con ello 1 + 1 = Q en cualquier topos
bien potenciado.

La categoria Set? es cldsica, pero no bivalente, pues tiene cuatro valores de
verdad, ya que el Set? — clasificador Q = (2,2). Por otra parte, la categoria
Set™ (cuyos objetos son funciones) no es un topos bivalente (tiene tres valores
de verdad) como ya vimos, y tampoco es cldsico.

Para construir un ejemplo de un topos no clésico pero si bivalente, usamos el
siguiente hecho.

Teorema 3.4.4
Si M = (M, x,e) es un monoide conmutativo, entonces la categoria M — Set es
un topos clasico si y sélo si M es un grupo.

Demostracion: Sea M un monoide conmutativo. Primero estudiemos cémo es
el coproducto de 1 con 1 en M-Set.

Recordemos que en esta categorfa el objeto terminal es 1 = ({0}, Ag). Luego,
definimos el objeto 14+ 1 = ({0,1},7) donde v(m,0) = 0 y y(m,1) = 1 para
cada m € M. Entonces tenemos el siguiente diagrama de coproducto

1l 1p1<?

T [T, 4] 1

donde el morfismo [T, L] queda definido mediante [T, L](0) = M y [T, L](1) =0
(recordar que Q = (Lm,w), Ly = {B € M : B es ideal izquierdo de M}), y
ademds i(0) = 0 y j(0) = 1 son las funciones que junto con el objeto 1 + 1
forman el coproducto de 1 con 1 en M — Set.

Ahora, probaremos el teorema verificando las dos siguientes afirmaciones:

1.- M-Set es un topos cldsico si y sélo si Ly = {M, 0}
2.- Ly ={M,0} siy sélo si M es grupo

En efecto, veamos (1).

Supongamos que M-Set es cldsico, es decir, [T, L] es un isomorfismo, lo que
implica que es una biyecciéon de conjuntos y que por lo tanto Lpg solamente
tiene dos elementos, a saber, Ly = {M, (0}.

Reciprocamente, si Ly = {M, (0}, entonces w(m, M) = M y w(m, D) = (), para
cada m € M. Por lo tanto, [T, L] es una funcién biyectiva que ademds es un
morfismo en M-Set, pues el siguiente cuadrado es conmutativo (por la manera
en que estén dadas w y [T, L]
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(T, 1]

1+41——
’YWLJ/ Wm
141 4>[T,L]

es decir, wo [T, L] =[T,L]on.

En consecuencia [T, L] es un isomorfismo en M-Set.Con lo cual, queda verifi-
cada (1).

Ahora verifiquemos (2). Supongamos entonces que M es un grupo, y sea B C M
un ideal izquierdo de M tal que B # 0.

Luego, debe existir al menos un elemento x € B C M y como M es grupo,
entonces sabemos que existe 7! € M de tal manera que xxx ! =z lxx =e.
Veamos que B debe ser M.

Sea m € M, dado que B es ideal izquierdo de M y m * 2=% € M (pues
m,x~! € M), entonces (m*x~1)*x € B, lo que implica que m x (x~! xx) € B,
es decir, m x e € B, por lo tanto m € B. Asi B= M.

Reciprocamente, ahora supongamos que Ly = {0, M }.

Sea m € M, queremos demostrar que existe n € M tal que nxm =m*n =e.
Para ello, consideremos el siguiente conjunto T'= {m * s : s € M}.

Afirmamos que T es un ideal izquierdo de M. En efecto, sean t € T y r € M,
entonces existe s € M de tal manera que ¢t = m % s. Lo que implica que
rxt =rx(mxs) = (rxm)*xs =m=x(r=*s). Por tanto r x¢t € T, con lo
que T es ideal izquierdo de M, y como T # ) (pues notemos que m € T),
entonces T' = M.

En consecuencia e € T', es decir, existe n € M de tal manera que e = m xn =
n *m. Con lo cual M es un grupo.

A partir de las afirmaciones (1) y (2) se concluye por tanto que M-Set es un
topos clésico si y s6lo si M es un grupo.

El teorema anterior nos proporciona una manera de construir topos no clasicos.
Unicamente es necesario elegir un monoide conmutativo que no sea grupo.
Consideremos el conjunto {0, 1} cuyos tinicos elementos son los nimeros natura-
les 0y 1. Con este conjunto definimos el monoide conmutativo My = ({0,1},-,1)
en donde - estd definida como sigue

1-1=1
1-0=0-1=0-0=0
M; es un monoide con identidad 1, en el que el elemento 0 no tiene inverso.

Con M, obtenemos el topos My — Set, que llamaremos simplemente topos Ma.
Por el teorema anterior sabemos que este topos no es clasico.
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El conjunto de ideales izquierdos de My, Lo, tiene tres elementos, a saber,
Ly = {{0,1},0,{0}}. Por tanto = (Lz,w), en donde w es la accién de M,
sobre Ly dada por w(m,B) = {n € 2: n-m € B} para cualesquiera m € M y
B € L.

Dado que M3 no es cldsico, entonces el morfismo [T, L] definido en el teorema
anterior no es un isomorfismo. Para ver esto de manera mas explicita, solamente
hay que notar que [T, L] no es un epimorfismo.

Consideremos el (Ma — Set) — morfismo fq : Ly — Lo dado por fq(2) =
fol{0}) =2y fal0) = 0.

Este morfismo cumple fq o [T, L] =idg o [T, L], sin embargo fq # idg. Con lo
que se observa que [T, L] no es epimorfismo, y por tanto queda explicito que no
es un isomorfismo.

Ademas, My — Set es un topos bivaluado. En efecto, si h : 1 — € es un
morfismo en My — Set, entonces h : {0} — Lo es una funcién que cumple
w(0,1(0)) = h(Ao(0)) = h(0).

Notemos que w(0,{0}) = 2 # {0}, lo que implica que h(0) # {0}, pues como
vimos antes, w(0, h(0)) = h(0). Esto quiere decir que h(0) = 2 o h(0) = 0 (re-
cordar que Ly = {0,{0},2}), conlo que h = T o h = L. Por lo tanto, My — Set
solamente tiene dos valores de verdad.

Como este topos no es cldsico, entonces tampoco es bien potenciado. Lo que
implica que se trata de un topos que no es cldsico ni bien potenciado pero si
bivaluado.

Esta construccién nos proporciona un método para elaborar contraejemplos en
muchas situaciones. La categoria My —Set es un tipo de contraejemplo bastante
comun dentro de la teoria de topos.

3.5. Monomorfismos y Epimorfismos

Usando nuestra nocién de elemento de un C-objeto a como un morfismo de la
forma 1 — a, podemos proporcionar definiciones categéricas para los conceptos
“funcién inyectiva” y “funcién sobreyectiva”.

Definicién 3.5.1

Sea C una categoria con objeto terminal 1 y sea f : a — b un C-morfismo.
Entonces:

1.- f es sobreyectivo si y sélo si para cada morfismo y : 1 — b existe algin
morfismo z : 1 — a de tal manera que fox = y.

2.- f es inyectivo si y sOlo si para cualesquiera morfismos xz,y : 1 — a,
si fox = foy, entonces x = y.
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Teorema 3.5.1

Si £ es un topos bien potenciado, entonces para un £-morfismo f : a — b se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1.- f es sobreyectivo si y solo si f es epimorfismo.

2.- f es inyectivo si y sélo si f es monomorfismo.

Demostracién:
Verifiquemos (1).
Supongamos que f es sobreyectivo. Sean g, h : b — ¢ morfismos tales que go f =
ho f. Si g # h, entonces (puesto que £ es bien potenciado) existe alginy : 1 — b
tal que goy # hoy. Sin embargo f es sobreyectivo, con lo cual debe existir un
morfismo z : 1 — a de tal forma que y = f o x. Luego, goy = go (fox) =
(go flox=(hof)ox=hoy,lo que es una contradiccién. Por ende, g = h y
asi f es un epimorfismo.
Reciprocamente, supongamos que f es un epimorfismo. Sea y : 1 — b. Ahora
formemos el sigiente producto fibrado

1

ly

b

c
ql
a
Entonces, p debe ser un epimorfismo (pues los productos fibrados preservan
epimorfismos). Ahora, si ¢ es un objeto cero, es decir ¢ 2 0, entonces p también
serd monomorfismo, con lo que 0 = 1 y por tanto £ seria degenerado. Asi que

¢ debe ser un objeto no cero, por tanto ¢ es no vacio y con ello debe existir
z:1 — c. Si hacemos x = qoz:1 — a, entonces

fox = fo(qoz)
= (foqoz

= (yop)oz
yo(poz)

= yoidi =y

p
_—

-

!

Por lo tanto f es sobreyectivo.

Ahora verifiquemos (2).

Supongamos que f es inyectivo. Sean g,h : ¢ — a dos morfismos tales que
fog= foh.Sig# h, entonces existe z : 1 — ¢ de tal manera que gox # hozx.
Luego, fogox = fohox. Ademas, dado que f es inyectivoy gox,hox : 1 — a,
entonces g o h = h o x, lo cual es una contradicciéon. Por tanto g = h y asi f es
un monomorfismo.

La proposicién reciproca es una consecuencia de suponer que f es un monomor-
fismo. |



Capitulo 4

Algebra de subobjetos y
légica clasica

Uno de los primeros intereses en cualquier desarrollo sistematico de la teoria de
conjuntos, una vez que se han definido sus reglas y axiomas bésicos, es definir
nuevos conjuntos mediante la llamada ‘dlgebra de clases”. Esta comienza consi-
derando conjuntos arbitrarios A, B, D, y con ellos se definen las operaciones:

* Interseccion: ANB={z:x€ Ay z € B}
* Unibn: AUB={x:2€ Aoa€ B}
* Complemento (relativo a D): —A={z:x€Dyux¢ A}

El conjunto potencia de un conjunto D, (D), junto con estas operaciones con-
forma lo que se conoce como “algebra Booleana”.

Notemos que las operaciones N, U, —, estan definidas a partir de las palabras
“y”) “0”, “no”, con lo que sus propiedades estaran determinadas por el signi-
ficado (o el comportamiento) de estos conectivos. Ese significado es lo que se
conoce como las reglas de la logica clasica, y son precisamente esas reglas las
que hacen de p(D) un dlgebra Booleana. Ademds, las operaciones anteriores
pueden ser caracterizadas por propiedades universales de morfismos, generando
con ello un “algebra” de subobjetos en cualquier topos. En algunos casos esta
algebra no serd Booleana, pues no cumplira ciertas propiedades, indicando con
ello que la ldgica del topos no es la misma que la logica clasica.

Las reglas de la logica clasica estan representadas en Set mediante operaciones
en el conjunto 2 = {0, 1}, con lo cual es posible definirlas para cualquier topos £
mediante el uso de su clasificador € en lugar de 2. Esto nos proporciona la légica
de &, la cual caracterizard el comportamiento de los subobjetos en £. Cuando
esta légica no cumple las propiedades que caracterizan la 16gica clésica (es decir,
la l6gica de Set) entonces el dlgebra de subobjetos en € no serd Booleana.

7
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En este capitulo traduciremos al lenguaje de los morfismos los principios de la
légica clésica para poder estudiar la légica de cualquier topos &; veremos que
esta légica no siempre es clasica y estudiaremos las propiedades que debe satis-
facer £ para que si lo sea. Primero expondremos brevemente la légica clasica tal
y como la conoce cualquier estudiante de licenciatura, asi que la exposiciéon no
serd detallada y muchas pruebas se omitiran. El lector interesado en consultar
una exposicién mucho mds completa puede consultar [IML].

4.1. Proposiciones y valores de verdad

Una proposicién es simplemente una afirmacion que tiene algin valor de ver-
dad “verdadero” o “falso”, y s6lo uno. Por ejemplo “2+4+2 =4" 0 “2+2 =5".
Si una proposicién es verdadera, le asignamos el niimero 1 y si es falsa, le aso-
ciamos el ntimero 0. El conjunto de valores de verdad es 2 = {0, 1}.

Podemos formar nuevas proposiciones a partir de dos dadas, digamos « y £,
mediante los conectivos “y”, “0” y “no”

“ay B” se simboliza como a A 3

“a 0 7 se simboliza como a V 3

“no o” se simboliza como ~ «

Estas nuevas proposiciones se llaman conjuncidon, disyuncion y negacion,
respectivamente. En adelante hablaremos de férmulas en lugar de proposicio-
nes.

El valor de verdad de estas proposiciones puede ser calculado a partir del valor
de verdad de sus componentes mediante las siguientes reglas:

Negacién La férmula ~ « es verdadera (o lo que es lo mismo, le asociamos
el nimero 1) cuando « es falsa (o recibe el ntimero 0), y es falsa (0) cuando «
es verdadera (1). Esto puede representarse mediante una tabla, conocida como
tabla de verdad para la féormula ~ «, consiste simplemente de una lista de
valores de verdad que indica qué valor recibe la férmula compuesta a partir del
valor de verdad de sus componentes (en caso de la negacién, la tinica componente
es ).

al~ao
1 0
0 1

Esta tabla determina una funcién - : 2 — 2 dada por:
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(1) =0
1

-
-

Esta funcion es llamada funcién verdad negacion.

Conjuncién La férmula o A 8 es verdadera si y sélo si a es verdadera y
también lo es 3, en otro caso es falsa.

Esta funcion recibe el nombre de funcién verdad conjuncién.

Disyuncién La férmula o V 8 es verdadera cuando al menos alguna de sus
componentes (« o f3) es verdadera, y es falsa s6lo si ambas componentes son
falsas.

Implicacion El conectivo “implicacién” relaciona dos férmulas mediante afir-
maciones del tipo o implica 3, que se simboliza o D .

La interpretacion clasica de este conectivo es que a D 3 no puede ser verdadera
si a partir de algo verdadero se implica algo falso. Asi que a D 3 es falsa si « es
verdadera pero [ falsa, en cualquier otro caso es verdadera.
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Mediante una sucesiva aplicacién de las reglas anteriores es posible calcular el
valor de verdad de cualquier férmula compuesta, construyendo para ello una
tabla de valores de verdad con ayuda de estas reglas.

Una tautologia es una férmula cuya tabla le asigna solamente el valor de ver-
dad 1.

El concepto de tautologia expresa entonces la idea de lo que cominmente se de-
nomina “ley 16gica”. Una proposicién que tiene la forma de una férmula que es
verdadera por razones puramente légicas, con independencia de los objetos a los
que hace referencia. A partir de todo esto, estamos interesados en describir un
sistema en el que podamos “calcular” o “derivar” tautologias o verdades l6gicas
partiendo de unas pocas previamente dadas. Dicho sistema se llama calculo
proposicional y lo denotaremos como PL.

Este sistema estd compuesto por tres elementos bésicos: un alfabeto, unas reglas
para formar formulas y unos axiomas o férmulas primarias que nos sirven para
deducir o calcular mas férmulas.

Alfabeto de PL Esta compuesto por:

(i) una lista infinita mg, 71, 72, ..., de simbolos llamados variables proposi-
cionales.

(ii) los simbolos A, V, ~, D.

(iii) sfmbolos de puntuacién: “(*, 7)”.

Reglas de formacion de PL-férmulas En PL podemos formar més férmu-
las mediante la aplicaciéon de alguna de las siguientes reglas:

(1) cada variable proposicional es una PL-férmula.

(2) si « es una PL-férmula, también lo es ~ a.

(3) si a y 8 son PL-férmulas, entonces también lo son a A 8, a V B, a D S.

Agrupamos a las variables proposicionales y a las PL-férmulas mediante los
siguientes conjuntos:

g = {mo, 1, T2, .}
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® = {a: a es una PL-férmula}

Para poder desarrollar una teoria del significado o seméantica para las PL-fému-
las usamos las definiciones dadas anteriormente para las funciones verdad. Con
ello, una valuacién es cualquier funcién v que asocie elementos de ¥y con
elementos del conjunto {0,1} (valores de verdad). Estas funciones asignan un
valor de verdad v(;) a cada variable proposicional y con ello nos proporcionan
un “significado” o una “interpretacion” para los elementos de ®q. Estas inter-
pretaciones son extendidas a las férmulas, es decir, cualquier valuaciéon v nos
proporciona una manera de definir una funcién v : ® — 2 mediante la definicién
de las funciones verdad y las siguientes reglas:

(a) 7(~ @) = ~(v(a))

(b) 5 A 8) = N((v(a), v(8)))

(c) BV B) = U((v(a), o(8)))
(d) v(a > B) == ((v(a),v(B)))

Con esto, una férmula « es una tautologia si y sélo si v(«) = 1 para cada
valuacion v.

Notacion 4
Si una férmula « es tautologia lo indicamos mediante el simbolo E a.

Axiomas de PL Un sistema axiomatico se define mediante unas férmulas
que llamamos axiomas y un conjunto de reglas de inferencia que son méto-
dos u operaciones entre férmulas para generar nuevas féormulas a partir de los
axiomas. Las formulas generadas mediate la aplicacion de las reglas de inferen-
cia se conocen como teoremas. Existen varios sistemas axiomaticos para PL,
aqui definiremos uno que consta de 12 axiomas y una regla de inferencia (a este
sistema lo denotaremos como CL). Todas las férmulas que sean instancias de
alguno de estos doce axiomas, también son considerados axiomas de CL:
l-aD (aAha)

2.- (aNB)D(BAQ)

3 (a5 8) > (any) D (BA7)

4- ((@2B)A(BD7)D(@D7)

5- 82 (a>p)

6.- (an(aDp)) DB

T-aD(aVp)

8- (aVp)D (fVa)

9.- (D) A(BD)D((aVp) D)

10.- ~a D (aD f)

11.- ((a D B) A (e D~ B)) D~ a

12.- aV ~ «

La regla de inferencia es conocida como Modus Ponens:

(MP): A partir de las férmulas a y « D f, la férmula § puede ser obtenida.
Esto se escribe asi:
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o)
aDp

B

Notacion 5
Mediante el simbolo ¢y, a indicaremos que la formula « ha sido obtenida como
el resultado de aplicar MP a los axiomas, es decir, es un CL-teorema.

El siguiente hecho nos garantiza que todas las férmulas obtenidas mediante
MP a partir de los axiomas anteriores son tautologias, y que ademds todas las
tautologias que se pueden obtener mediante las funciones de verdad también
son teoremas (es decir, se pueden obtener mediante MP) en CL.

Teorema 4.1.1
Para cada férmula « se cumple: Fop, a siy sélo si F a.

Este resultado es conocido como teorema de robustez y completitud, para poder
revisar la prueba asi como la construccién de las funciones de verdad y de CL
de una manera més detallada, ver [IML)].

4.2. Algebras Booleanas

Definicién 4.2.1
1.- Un conjunto parcialmente ordenado P = (P, C) es una reticula si y sélo si
para cualesquiera dos elementos z,y € P existen inf{z, y} y sup{z,y}.

2.- Un minimo para una reticula P es un elemento 0 € P tal que 0 C x para
cualquier € P, y maximo es un elemento 1 € P que cumple que  C 1 para
todo z € P.

3.- Una reticula P se dice que es acotada si tiene elemento minimo y méximo.

Notacion 6
En una reticula P denotaremos como z My al elemento inf{z,y} y mediante
x Uy al elemento sup{x, y}, para cualesquiera z,y € P.

Desde un punto de vista categérico, una reticula P es un conjunto parcialmente
ordenado que, visto como categoria, tiene productos y coproductos finitos. Si
la reticula es acotada, el elemento minimo 0 es un objeto inicial y el elemento
maximo 1 es un objeto termial.

Ejemplos
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1.- Para cualquier conjunto D, (p(D), C) es una reticula acotada. El elemento
minimo es @), el maximo es D y sup{A, B} = AU B, inf{A, B} = AN B para
cualesquiera A, B € p(D).

2.- El conjunto {0,1} = 2 junto con la relacién usual de orden entre nimeros
naturales, 0 < 1, es una reticula acotada, en la que 0 es el minimo, 1 es el maxi-
mo y sup{z,y} = U((z,y)) (funcién verdad disyuncién), inf{z,y} = N((z,y))
(funcién verdad conjuncién), para todo x,y € 2.

3.- Si I es un espacio topolégico y © es su coleccién de conjuntos abiertos, en-
tonces (©, C) es una reticula acotada definida exactamente como el ejemplo 1.

4.- (Ln, Q) es una reticula acotada, en donde Ly es el conjunto de ideales
izquierdos del monoide M. Esta reticula estd definida exactamente como el
ejemplo 1.

Definicién 4.2.2
Decimos que una reticula P es distributiva si y sélo si satisface las siguientes
dos condiciones:

() zN(yUz)=(zNy)U(zNz)
(i) zU(yNz)=(zUy)N(zU2)

para cualesquiera z,y, z € P.

En una reticula acotada, decimos que un elemento y € P es un complemento
para otro elemento z siy sélosiaMy=0yzUy=1.
Una reticula acotada es complementada si para cada elemento x € P existe
y € P de manera tal que y es un complemento para .

Ejemplos
1.- (p(D), C) es una reticula complementada para cada conjunto D.

2.- (2,<) es una reticula complementada. El complemento de z € 2 es el ele-
mento —(z) € 2.

3.- En la reticula (0, C) el tnico candidato para ser el complemento de un con-
junto abierto U € © es su conjunto complemento —U. Sin embargo —U ¢ O,
a menos que U sea un conjunto cerrado también. Con lo cual, (0, C) serd una
reticula complementada sélo si cada conjunto abierto también es un conjunto
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cerrado.

4.- Si M es el monoide My = (2,+,1), entonces en (Lng, C) el elemento {0} no
tiene complemento en la reticula, pues {1} ¢ L.

Observacion 14
En una reticula distributiva cada elemento tiene a lo mas un complemento.

Definicién 4.2.3
Un &lgebra Booleana (BA) es una reticula complementada y distributiva.

Notemos que (p(D),C) y (2, <) definidos anteriormente son ejemplos de dlge-
bras Booleanas.

Notacién 7
Si B = (B, C) es un dlgebra Booleana, entonces cada x € B tiene exactamente
un complemento, que denotaremos como z’.

Observacién 15

En cualquier algebra Booleana B se cumplen las siguientes propiedades para
todo z,y € B:

1.- (') ==

2.-zxMNy=0siysdlosiyC x'

3-zCysiysdlosiy Ca’

4.- (zNy) =2 Uy

5.- (zUy) =a'ny

Cada dgebra Booleana B=(B,C) tiene definidas unas operaciones M, L, " que
se corresponden con las funciones verdad conjuncién, disyuncién y negacion.
Con lo cual también es posible definir en B una operacién que se corresponda
con la funcién implicacién. Dado que la férmula ~ « V § tiene exactamente la
misma tabla de valores de verdad que o D (3, entonces es natural definir para
cualesquiera x,y € B:

r=y=a Uy

Las operaciones en B pueden ser usadas para generalizar la seméntica definida
para PL anteriormente.

Una B-valuacidn es cualquier funcién de la forma v : &3 — B. Cada una de
estas funciones determina otra funcion v : & — B mediante las siguientes reglas:
(a) 7(~ ) = v(a)

(b) v(a A B) =wv(a)Nv(B)

(c) 9(aV B) =v(a) Uv(B)
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(d) v(er > B) = v(a) Uv(f)

Decimos que una férmula a es B-vélida (lo cual denotamos como B F «) si
y sélo si para cada B-valuacién v se cumple que #(a) = 1, en donde 1 es el
elemento maximo de B.

Notemos que una 2-valuacion es precisamente una valuacién y por tanto 2 F «
si y s6lo si a es una tautologia.

Los elementos minimo y maximo en B nos proporcionan una copia isomorfa de
2. Es decir, 2 es un subobjeto de B en la categoria de dlgebras Booleanas B.A.
Por lo tanto, si 2 F a entonces B F a.

Una férmula a es BA-valida si es B-vilida para cualquier dlgebra Booleana B
(y por lo tanto serd 2-vdida).

En consecuencia, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1- For «

2.- o es una tautologia

3.- « es B-vélida para alguna dlgebra Booleana B (basta considerar B=(2, <))
4.- o es BA-valida

4.3. Funciones de verdad como morfismos

Cada una de las funciones verdad definidas anteriormente tiene como codominio
al conjunto 2, por tanto, cada una de ellas es la funcién caracteristica de algin
subconjunto de su dominio. Esta observacién nos proporciona una definicion de
estas funciones en términos de morfismos dentro de cualquier topos. Para ello,
definamos como funciones caracteristicas de ciertos conjuntos a las funciones
verdad y categoricemos (es decir, definamos sélo en términos de morfismos) sus
definiciones.

Negacion La funcién verdad negacion — : 2 — 2 es la funcion caracteristica
del conjunto {z : =(x) = 1} = {0} C 2. Por lo tanto, en Set tenemos el siguiente

producto fibrado:
1 2
1

)
verdad(v)

Conjuncién La funcién verdad conjuncién N: 2 x 2 — 2 es la funcién carac-

teristica del conjunto A = {(1,1)}. Es decir, N = x4.

falsedad(f)
_—
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El conjunto A tiene solamente un elemento, con lo cual es posible identifi-
carlo con el morfismo producto (v,v) : 1 — 2 x 2 que manda a 0 al par
(v(0),v(0)) = (1,1) (recordemos que v es la funcién “verdad” en Set). Por
lo tanto el siguiente diagrama es un producto fibrado:

2

]

Implicacién La funcién verdad implicacién =: 2 x 2 — 2 es la funcién carac-
teristica del conjunto <= {(0,0),(0,1),(1,1)}. Con lo cual, el diagrama
2

< X
b
1 2
es un producto fibrado.

Notemos que el conjunto < es la relacién de orden parcial sobre el ordinal 2. Es
decir, <= {(z,y) : * < yen2}. Ademds, el morfimso inclusién i : << 2 x 2 es el
igualador de los morfismos

(’U7,U)

- 59

_
v

. 9
v

n
2X2————=2
pri

en donde pry es la funcién dada por pri((z,y)) = = (primera proyeccién del
producto 2 x 2).

Disyuncién La funciéon U : 2 x 2 — 2 coincide con la funcién caracteristica
Xp, donde D = {(1,1),(1,0),(0,1)}.

Para poder describir a D en términos de morfismos (como en el caso de las
funciones anteriores) notemos que D = A U B, en donde 4 = {(1,1),(1,0)}
y B = {(1,1),(0,1)}. Con esto se tiene que el conjunto A C 2 x 2 puede ser
identificado con la imagen del morfismo producto (v,ids) : 2 — 2 X 2, que
estd dado por (v, id2)(0) = (v(0),id2(0)) = (1,0) y (v,id2)(1) = (v(1),id2(1)) =
(1,1). De manera andloga se identifica a B con el morfismo (idg, v). Por lo tanto,
podemos formar el siguiente diagrama de coproducto:
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en cual f = [(v,ids), (id2,v)] y por tanto D = imf.

De esta forma, hemos proporcionado definiciones categéricas para las funciones
verdad, cada una de ellas estd dada por una propiedad universal para algin
diagrama (en caso de la implicacidn, el par (<,4) es un igualador y en el caso
de la disyuncién, formamos el coproducto 2 + 2 para definir D = imf).

4.4. Morfismos verdad en un topos

Si € es un topos con clasificador de subobjetos T : 1 — €2, es posible definir en
él una versién categorica de las funciones verdad.

Negacion —: ) — Q es el inico £-morfismo que hace del siguiente diagrama
un producto fibrado en &

—_—~
%J’

D<J—D

Es decir, = = x .

Conjuncién N : Q x @ — Q es el cardcter en £ del morfismo producto
(T,T):1-9xQ
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Es decir, N = x(T,1)-

Disyuncién U: Q x Q — Q es el cardcter del £-morfismo
[(T,idg), (ldfh—r)] 0+ 0 =0 x0Q

que es el coproducto de los morfismos (T,idg) v (idg, T).

|

En donde f = [(T,idq), (idg, T)]

x Q)
lu
Q

Implicacién =:Q x Q — Q es el cardcter del morfismo igualador

Q—f>Q

Q

_
T

e:<— O xN

de los morfismos

n
AxQ—=
pri1

Ejemplos
1.- En Set y en FinSet los morfismos verdad son las clasicas funciones verdad.

2.- En Bn(I), donde Q = (2 x I,py), el tallo ©; sobre i es el conjunto 2 x {i}
que es isomorfo a 2. Con lo cual, los morfismos verdad son esencialmente haces
de funciones verdad cléasicas. Esto es, = : Q — Q es la funcién que va de 2 x [
en 2 x I dada por =((1,7)) = (0,4) y =((0,4)) = (1,4). Andlogamente

N: Q2 xQ— Qyestd dada por N((x,4), (y,7)) = (Nget(z,y), %)

U:QxQ— Qyestd dada por U((x,1), (y,7)) = (Uget(z,y), %)

=: Q0 x Q — Qy estd dada por = ((x,7), (y,1)) = (=set (x,y),1)

Mientras que en Set el clasificador 2 = 2 es un dlgebra Booleana, en Bn(I) el
clasificador es un haz de algebras Booleanas con indices en el conjunto 1.

3.- En M-Set, donde Q = (Ly,w), tenemos que:
= : Ly — Ly esta dada por

-(B)={m € M : w,(B) =0}
N: Ly X Lv — L es una funcién definida como

N((B,C)) = BN C (interseccién usual de conjuntos)
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U: Ly X Ly — Ly es una funcién definida mediante la regla
U((B,C)) = BUC (unién usual de conjuntos)
=: Lym X Ly — L esta dada como
= ((B,C)) = {m € M s wn(B) € wn(C)}

Después de estas construcciones es posible generar un tipo de “légica proposicio-
nal” para morfismos en un topos £. Recordemos que los valores de verdad en un
topos son los morfismos 1 — 2 y que @5 y ® denotan al conjunto de variables
proposicionales y al conjunto de PL-férmulas, respectivamente. Entonces

Definicién 4.4.1
Sea £ un topos con clasificador T : 1 — €.

1.- Una &-valuacidn es una funcién v : &9 — £(1,Q) que asocia a cada va-
riable proposicional 7; con un valor de verdad v(m;) : 1 — Q.

2.- Dada cualquier £-valuacién v, definimos la funcién o : & — £(1,) me-
diante las siguientes reglas:
(a) v(~ a) =—ov(a)

1
|
\
v(a) P v(B)
\
4
N OxOQ———=0
pr pr
n
9]

En donde f = (v(a),v(B)).

(c) v(aV B) =Uo (v(e),v(B))
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(d) v(a > f) == o(v(a),v(B)

3.- Decimos que una PL-férmula « es E-valida (lo cual denotaremos mediante
& E «) siy solo si para cada E-valuaciéon v, se cumple que 5(a) =T : 1 — Q.

Mostraremos que el sistema CL es completo respecto a la £-validez, es decir,
que cada férmula £-vélida es un CL-teorema, sin importar quién sea £. Sin em-
bargo, la afirmacién reciproca no se cumple en general para cualquier topos &,
pues existen ejemplos de topos £ para los cuales no se verifica la £-validez del
axioma aV ~ «a de CL, conocido como “principio del tercio excluso”. Este tipo
de topos se construiran en el siguiente capitulo.

Los siguientes resultados muestran que la composicién de los morfismos T (ver-
dad) y L (falsedad) con los morfismos verdad en un topos £ se comporta de
manera similar a lo que sucede en Set. En otras palabras, en cualquier topos
sucede que el morfismo negacién aplicado a T (verdad) es exactamente el mor-
fismo L (falsedad), el morfismo conjuncién aplicado al producto de T con T es
exactamente el mismo que el morfismo T, etc. (esto puede interpretarse como
que los morfismos verdad combinados con los morfismos T y L respetan la idea
clasica de que una negacién de algo verdadero es algo falso, la conjuncién de
dos cosas verdaderas es algo verdadero, etc.).

Notacién 8
Si(f,g):1— QxQesun par de valores de verdad (o equivalentemente es el
producto de los valores de verdad f:1 — Qy g:1 — ), escribimos:

f N g para referirnos a la composicién No (f,g) : 1 —
f U g para referirnos a la composicién U o (f, g)
f = g para referirnos a la composicién = o(f, g)

Teorema 4.4.1
En cualquier topos &, los morfismos T y L satisfacen las siguientes ecuaciones:

(a)

—ol =T

—oT =1

(b)

No(T, T)=TNT=T
No(L, L)=1lnl=1
No(T,L)=TnNnl=1
No(L,T)=1nNnT=1
(c)

Uo(T, T)=TUT =T
Uo(T,L)=TUuL=T
Uo(L,T)=LUT=T
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Uo(L,Ll)=lul=1

So(T,T)=T=T=T
Sol,l)=Ll=1=T
oL, T)=Ll=T=T
SoT,)=T=1=1

Demostracién: Unicamente probaremos que se cumplen las ecuaciones de (a),
pues el resto de ecuaciones se obtienen realizando las construcciones correspon-
dientes mediante la aplicacién de las definiciones para los morfismos verdad.

(a) La ecuacién —o L = T se sigue del diagrama de producto fibrado que

define al morfismo —
1 Q
1 Q

Para ver que —o T = | consideremos el siguiente diagrama

€1
_—

—_—>
T

0——1

T

El cuadrado de abajo es el producto fibrado que define al morfismo —. El cua-
drado de arriba es el producto fibrado que define al morfismo | como el carécter
de!: 0 — 1. Por lo tanto, el rectangulo que forman ambos cuadrados es un
producto fibrado y con ello obtenemos que — o T es el cardcter ! : 0 — 1 y por
tanto mo T = L.

Consideremos ahora una valuacién v : ®3 — 2 clasica. Con ella definimos una
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E-valuacién v’ : &g — £(1,Q) mediante la siguiente regla:

Lema 4.4.1

Para cualquier férmula o € @, tenemos
(a) V(o) =T ov'(a) = L.

(b) v'(a) = T siy sdlo si v(a) = 1.

Demostracion: Sea « una férmula en el conjunto ®.

(a) Realizaremos la prueba por induccién sobre la complejidad de la férmula
«. Para esto, notemos que si a = 7; (es decir, si nuestra férmula es una variable
proposicional) el resultado es vélido por la sola definicién de v’.

Ahora, supongamos que o =~ [y que la afirmacion se verifica para [, es decir,
V'(B) =T od'(B8) = L. Luego, v'(a) =v'(~ ) =—0T = 1,810 (8)=T,o0
V(~B)=-0l=T,siv(8)= L.

Si a« = B A~y ademéds la afirmacién se verifica para 3 y v, entonces v'(«) =
V(BAY)=TNT=T,s10'(8)=Tyv(y) =T, en otro caso v'(f Avy) = L.
Considerando el teorema anterior, se procede de manera andloga para el caso
enquea=p0Vyoa=pDn7.

(b) Se realiza de manera similar al apartado anterior.

Este resultado nos permite extender la £-valuacién v’ (definida inicamente para
variables proposicionales) al conjunto de férmulas ®.

Teorema 4.4.2
Para cualquier topos £ y cualquier PL-féormula «, si £ F a entonces ¢, a.

Demostracién: Sea v cualquier valuacién clésica y v' su E-valuacién asociada
como antes. Puesto que £ F «, entonces tenemos que v'(«) = T, luego (por
el lema anterior) #(a) = 1. Por tanto « es asociada con 1 mediante cualquier
valuacidén cldsica v, con lo cual « es una tautologia. Asi, ko a.

Teorema 4.4.3
Si & es un topos bivalente y a cualquier PL-férmula, entonces £ F « si y sélo si
}_C'L (6’

Demostracidon: El teorema anterior nos proporciona la primera implicacion de
este teorema. Para la implicacién reciproca, supongamos que ¢y, «, es decir,
es una tautologfa. Si v es cualquier £-valuacién, definimos una valuacién clésica
v : &g — 2 mediante la regla v(m;) = 1si v'(m;) =T y v(m) = 0si v'(m;) = L.
Dado que £ es un topos bivalente, T y L son lo tnicos valores de verdad en &,
asf que la valuacién v estéd bien definida. Luego, v y v’ se comportan como en
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el Lema 4.4.1 , con lo cual se cumple que v'(a) = T, ya que v(a) = 1.

Este tltimo resultado sugeriria que un topos bivalente se comporta de una ma-
nera mds parecida a Set. Sin embargo, hemos visto que My es bivalente y difiere
bastante de Set, pues no es clésico. Por otra parte, el topos Set? no es bivalente,
pero si es clasico. Podriamos concluir entonces que la condicién de bivalencia
no es una caracterizacion categérica de la teoria de conjuntos clésica.

4.5. Operaciones entre subobjetos

La estructura de (p(D), C) como algebra Booleana depende de las reglas de la
l6gica clasica, es decir, del comportamiento que hemos definido para los conec-
tivos légicos “y”, “0”, “no”. Las operaciones entre conjuntos son consecuencia
de componer funciones verdad con funciones caracteristicas. Por tanto, es po-
sible afirmar que el dlgebra de conjuntos depende del algebra entre morfismos

especiales en Set. Como se muestra a continuacion.

Teorema 4.5.1

Si A y B son subconjuntos de D, con funciones caracteristicas y4 : D — 2y
xB : D — 2 respectivamente, entonces:

1-x-a=-0xa.

2.- XanB = No(Xxa,XB) = XaNXB-

3.- xaup =Uo (x4,XxB) = XaUXB-

Demostracion:

1.- Si x_a(z) = 1 para cualquier € D, entonces x € —A, con lo cual = ¢ A,
por tanto x4(xz) = 0. En consecuencia —=(xa(z)) = —(0) = 1 = x_a(x). Asi,
ToXA = X-A-

Si x_a(xz) = 0 para todo z € D, entonces x ¢ —A y por tanto x € A, con lo cual
xa(z) = 1. Entonces =(xa(x)) = —(1) =0 = x_a(z). Por tanto, "oxa = x—_a.

2.- Seaz € D.

Si xanp(x) =1, entonces x € AN B, con lo que z € Ay x € B, en consecuencia
xa(z) =1y xp(z) = 1. Por lo tanto, No (xa, x5)(z) = No (xa(z),xs(x)) =
N((1,1)) =1 = xans(z). Con lo cual xang =No (xa,XB) = XA NXB-

Si xanp(x) = 0, entonces x ¢ AN B, por lo tanto ¢ A o x ¢ B, con lo cual
X4(x) =00 xp(z) = 0. Sin pérdida de generalidad supongamos que x a(z) = 0.
Entonces, si xg(z) = 0, tenemos que No(x 4, x5)(x) = N((0,0)) =0 = xanp(x).
Si xp(z) =1, entonces No (x4, x5)(x) =N((0,1)) =0 = xans(z).
Andlogamente se verifica el resultado suponiendo ahora que xp(xz) = 0. Por lo
tanto, en cualquier caso No (x4, XB) = XANnB-
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3.- Esta ecuacién se obtiene como en (2) tomando en cuenta ahora la defi-
nicién de U. L

El teorema anterior sugiere una manera de definir por medio de morfismos
las operaciones entre conjuntos, obteniendo con ello una generalizacién o una
definicién categérica para cualquier objeto en un topos.

Definicién 4.5.1
Sea £ un topos y d un &-objeto. Definimos las siguientes operaciones para los
elementos de la coleccién Sub(d) de subobjetos de d:

1.- Complemento Dado f : a — d un subobjeto de d, el complemento de
f es el subobjeto —f : —a — d cuyo carédcter es el morfismo — o xs. Es decir,
—f es el producto fibrado de T con —o xy

—a—— 5 d

—ox f

Por lo tanto, x_y = = o x; .

2.- Interseccién Si f : a — dy g : b — d son dos subobjetos de d, la
interseccion de f con g es el subobjeto f Ng: aNb — d obtenido mediante el
producto fibrado de T con x¢ Nxy =No(x¢, Xg)

b>fL>d

N
J XfMXg
1

Y o
=

a

Con lo cual xtng = xf Nxg = N0 (Xf) Xg)-

3.- Unién Dados f :a — dy g : b — d subobjetos de d, la unién de f
con g es el subobjeto fUg: aUb— d dado por el producto fibrado de T con

X UXg =Uo(Xs5Xg)
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fug

U
k X5UXg
1

Ahora trataremos de caracterizar la interseccién y la unién de dos subobjetos
de d (monomorfismos con codominio d) como limites de ciertos diagramas.

|

Es decir, xfug = Xr U Xq-

Teorema 4.5.2
En cualquier topos &, si f : a — dy g : b — d forman el siguiente producto

fibrado
c b
g [ [9
a d

entonces a = go f' = fog' : ¢ d tiene como cardcter al morfismo x5 N x,.
Es decir, xo = Xfng-

f/

>

> >

f

Demostracion: Consideremos el siguiente diagrama:

«
c>—>d

(xf:Xg)

(T,T)
1 ———=0OxQ

l——=0

El cuadrado de arriba es un producto fibrado, y también lo es el cuadrado de
abajo, por definicién de N. En consecuencia, por el lema del producto fibrado,
el rectangulo que comprende ambos cuadrados también es un producto fibrado.
Por lo tanto, (por definicién de clasificador de subobjetos) xo = XfNXg = Xfng-
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Observemos que este resultado estd afirmando que o 2 fNg y que, por lo tanto,
existe un producto fibrado de la forma:

b

N
I 9
a

s d

f

|

a

Con lo cual el morfismo interseccién de los morfismos f y g que son subobjetos
de un objeto d (o sea fNg) queda caracterizado simplemente como el producto
fibrado de f con g. Para poder obtener un resultado similar en al caso de la
operacién unién, es necesario un resultado previo.

Recordemos que dado un morfismo f : a — b, si formamos el producto cofibra-
do de f con él mismo, obtenemos el morfismo imagen de f, imf : f(a) — b,
este morfismo es un igualador de las flechas p y ¢ dadas por el producto cofi-
brado de f con f. Con lo cual, siempre existe un morfismo f* :a — f(a) que
ademds es un epimorfismo (en el capitulo anterior esto se discutié ampliamente).

Lema 4.5.1
En cualquier topos &, si

es un producto fibrado, entonces existe un morfismo h : f(a) — g(c¢) que hace
que el cuadrado derecho del siguiente diagrama sea un producto fibrado
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Demostracién: Consideremos el siguiente diagrama

r i

S

El cuadrado de la derecha es el producto fibrado de img con v, y dado que img
es monomorfismo, también lo es 7. La existencia de f’ se sigue de la propiedad
universal de producto fibrado que cumple el cuadrado de la derecha (pues tene-
mos que f:a—byg*ou:a— g(c)). Conlocual f =io f'. Ademds, notemos
que el rectangulo que comprende ambos cuadrados es el producto fibrado de
la hipétesis. Con lo cual, el cuadrado de la izquierda en el diagrama anterior
es también un producto fibrado, y como los productos fibrados preservan epi-
morfismos y ademds g* es un epimorfismo, entonces f’ también debe serlo. En
consecuencia, 7 o f’ es una epi-mono factorizacién para f. Por tanto, existe un
tnico morfismo k : f(a) — e que hace conmutar el siguiente diagrama:

Entonces, h = h/ o k es el morfismo que establece el lema.

Teorema 4.5.3
Dados los morfismos f:a»— dy ¢g:b»— d (subobjetos de d) en un topos &, el
E-morfismo « : ¢ — d, que es la imagen del morfismo coproducto [f, g] : a+b — d

atb [f.d] d

[f.g]" *

tiene caracter x s U Xxq4. Es decir, xo = X7 U Xq-



98 Algebra de subobjetos y légica clasica

Demostraciéon: Notemos que los siguientes diagramas son productos fibrados

f

R —

a
Xyof‘/
Q (Tg ,idg)

Y0

(X£:Xg)

X<—

Q

b—2 o4

Xf09 (xf:Xg)

(ida, Ta
—_—>

Q Lo xQ

Luego, dado que los coproductos preservan productos fibrados, obtenemos el
siguiente diagrama de producto fibrado

a+b —>[f7g] d

(x£Xg)

N4+Q—QxQ

donde la flecha de la parte de abajo en el diagrama es el morfismo coproducto
[(Ta,idq), (ida, Ta)] : @+ Q2 — Q x Q. Luego, por el Lema 4.5.1, obtenemos
un producto fibrado de la forma

en donde a su vez i es la imagen del morfismo [(T g, idg), (idg, Tq)]. Pero ademds
1 es el morfismo cuyo carédcter es U : Q x Q — Q, es decir, el siguiente diagrama
también es un producto fibrado

e—> O xQ
l U
1l— >0



4.6 Sub(d) como una reticula y toposes Booleanos 99

En consecuencia, considerando los dos diagramas anteriores, el rectdngulo que
los comprende debe ser un producto fibrado. Por lo tanto, xo = U o (x¢,Xg) =

XrYXg-
[ |

Este teorema esta afirmando que a@ = f U g y que, en consecuencia, existe una
epi-mono factorizacién de la formas:

[f,9]

a+b4>>d

%g

aUb

4.6. Sub(d) como una reticula y toposes Boolea-
nos

Sea d un objeto en una categoria C con clasificador de subobjetos ). Recor-
demos que la coleccién Sub(d) de subobjetos de d tiene asociado un orden
parcial, dados f:a — dy g :b— d subobjetos de d, se cumple que [f] C [g] si
y solo si existe un morfismo h : a — b de tal manera que f = g o h. Més aun,
como consecuencia del teorema 2,2,2 es posible transferir este orden parcial al
conjunto C(d, ). Para cualesquiera u,v € C(d, ), definimos u < v si y sdlo si
[f] € lg], en donde xr =uy x4 = v.

Ahora veremos que ademés del orden parcial, Sub(d) tiene una estructura de
reticulas cuando d es un objeto de un topos £.

Teorema 4.6.1

Sea d un objeto en un topos €. La coleccién Sub(d) es una reticula, en donde:
(a) fnNges el elemento inf{ f, g}.

(b) fUg es el elemento sup{f, g}

La prueba de este resultado es una consecuencia directa de los teoremas ante-
riores mediante los cuales caracterizamos a f N g como un producto fibrado y a
f Ug como la imagen un morfismo coproducto.

Teorema 4.6.2
En un topos &, la coleccién Sub(d) es una reticula acotada para todo objeto d,
cuyos elementos maximo y minimo son idg y 04 respectivamente.

Demostracion: Dado cualquier morfismo f : a — d, se cumple la conmutati-
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vidad de los siguientes diagramas

d>id—d>d

con lo cual se verifica que 04 C f y que f C idg.

Teorema 4.6.3
Para cualquier monomorfismo f : a > d en un topos &, se cumple que fN—f =
0g.

Demostracién: Observemos que el siguiente rectangulo es un producto fibrado

Xf

pues se trata de la definicién del morfismo — f. De la misma manera el cuadrado
de abajo es un producto fibrado, pues es la definiciéon del morfismo —. Con lo
cual, el cuadrado de arriba también es un producto fibrado.

En consecuencia, cada cuadrado del siguiente diagrama conmuta.

aN—a —a 1

g -f i

f d X
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Con lo cual, Lol = xyo fog. Pero xyo f = T,, por tanto xyo fog=T,o0g =
Tan—a- Lo que implica que el siguiente diagrama conmute.

aﬂ—a’\
N

\k:

N

A

00—
1

Y dado que el cuadrado interno en el diagrama anterior es un producto fibrado,
el morfismo k : aN—a — 0 debe existir. Con ello se obtiene que aN—a =2 0, y por
tanto a N —a es un objeto inicial. Con lo que debe suceder que f N —f C 04. De
esta manera, dado que Oq4 es el elemento minimo, se consigue que f N —f 2 04.

1
1

_ T .90

Teorema 4.6.4

En cualquier topos &, dentro de la coleccién de morfismos Sub(2) sucede que
1>=-T.

Demostracion: Por definicién del morfismo —, obtenemos que x; = —. Con lo
cual sucede que

XJ- = -

= - 0 XT
X-T
Por lo tanto L = —T.
| |

Definicién 4.6.1
Un topos £ se dice que es Booleano si y sélo si para cada objeto d en &£ se
cumple que (Sub(d), C) es un dlgebra Booleana.

Teorema 4.6.5

Para cualquier topos &£, las siguientes proposiciones son equivalentes:
1.- €& es Booleano.

2.- Sub(9) es un 4lgebra Booleana.

3.- T:1— Q tiene un complemento en Sub({).

4.- 1:1— Qes el complemento de T en Sub(2).

5.- T UL =idg en Sub(Q).

6.- & es clasico.

7.- i1:1—= 1+ 1 es un clasificador de subobjetos.
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Demostracién: (1) implica (2) se verifica por definicién de topos Booleano.

(2) implica (3) es una consecuencia de la definicién de dlgebra Booleana.

(3) implica (4). Si T : 1 — Q tiene un complemento, digamos f, debe suceder
que T N f = 0q, es decir, el siguiente diagrama debe ser un producto fibrado

0 a
1 Q
En consecuencia, f = xog, = L o!l,. De esta manera f C L. Luego, por las
propiedades de una reticula, TU f C T U L, y dado que T U f 2 idq, entonces

TUL 2 idg. Ademads, como consecuencia de los teoremas anteriores, TNL = 0g.
Por lo tanto, L es el complemento de T en Sub().

Oa
—_—

T
—_—>

(4) implica (5) se obtiene a partir de la definicién de morfismo complemento.

(5) implica (6). Notemos que [T, L] es un monomorfismo, con lo cual, el si-
guiente diagrama

(T.1]
1+1 Q
\ /TTL]
141

es una epi-mono factorizacién de [T, L], de donde T U L = [T, 1]. Luego, dado
que T U L 2 idg, entonces [T, 1] = idg. De esta forma, [T, L] debe ser un
isomorfismo.

(6) implica (7) es una consecuencia del isomorfismo 1+ 1 = Q.

(7) implica (1). Dado un morfismo f : @ — d en Sub(d), queremos verificar
que fU—f =Zidgy que fN—f = 04. Sin embargo notemos que f N —f = 04
sucede en cualquier topos. Con lo que resta comprobar que f U —f = idy. Para
ver esto, simplemente observemos que el siguiente diagrama conmuta.

l———1+1

Pues por hipétesis, 141 es el clasificador de subobjetos, y dado que el cuadrado
interior del diagrama es un producto fibrado, debe existir el morfismo k : d —
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aU —a que hace que idg C fU—f.Y dado que fU—f C idg4, podemos concluir
que fU—f =idy. Asi, Sub(d) es un dlgebra Booleana.

[ |
Teorema 4.6.6

Si £ es un topos Booleano, entonces £ = aV ~ « para cualquier férmula « en
el conjunto ®.

Demostracién: Sea v una E-valuacién. A partir del siguiente producto fibrado
del morfismo T con 9(«)

obtenemos que x; = U(a).
Luego, como & es Booleano, Sub(1) es un dlgebra Booleana, por tanto fU—f =
id1. En consecuencia, xsu—y = T. Con ello, sucede que

XfU*f — XfUﬁOXf
— #(0) Uno(a)

= v(aV ~a).

Por lo tanto, 9(aV ~ o) = T.

4.7. Una familia de toposes no Booleanos

Consideremos dos categorias C y D, a partir de ellas podemos definir la categoria
D€ cuyos objetos son funtores F : C — D y los morfismos entre dos objetos cua-
lesquiera F' : C — D son transformaciones lineales de la forma o : F' — G. Estas
categorias se conocen como categorias de funtores. Estas categorias tienen
varias propiedades importantes, por ejemplo, si D es una categoria completa,
D¢ también lo es (esta prueba se puede consultar en [CWM]).

En esta seccién presentaremos una familia de categorias de funtores que tienen
estructura de topos pero cuya légica interna no siempre es clasica (es decir, la
estructura de Sub(d) no necesariamente es la de un dlgebra Booleana). Las
construcciones hechas aqui seran brevemente comentadas, la finalidad de esta
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seccion simplemente es desarrollar de manera breve un ejemplo que nos mos-
trard la existencia de toposes que no necesariamente se comportan segin las
leyes de la légica clasica.

Definicién 4.7.1
Sea C una categoria pequena (su clase de objetos es un conjunto). Definimos la

categoria Set¢” cuyos objetos son funtores contravariantes de C en Set, en la
cual si P, P’ : C°? — Set son funtores entonces un morfismo entre ellos es la
transformacién natural 6 : P — P’ que asocia a cada objeto ¢ en C, una funcién
f. : Pc — P’c en Set, de tal forma que para cualesquiera objetos cy d en C y
para cada funcién f : ¢ — d el siguiente cuadrado conmuta

pd— " pyg

Pf P'f

Pc Pe

c

A los funtores que son objetos de esta categoria se les llama pregavillas sobre
, op , .
C vy la categoria Set®” se conoce por tanto como categoria de pregavillas.

Ejemplos:

1.- Recordemos que un grupo G puede ser visto como una categoria de un
unico elemento, los morfismos son los elementos del grupo y la ley de composi-
ciom es la operacion del grupo. La categoria Set® es una categoria de pregavillas.

2.- Considerando al conjunto de numeros naturales N como una categoria,
Set" es una categorfa de pregavillas.

Para analizar mds ejemplos de estas categorias, revisar [SGL)].

Ahora analizaremos la estructura de este tipo de categorias, observaremos que
también son toposes y que ademads la colecciéon Sub(P) para cualquier objeto
P en ellas, no resulta ser un algebra Booleana.

Teorema 4.7.1

op
Para cualquier categoria pequena C, la categoria Set” tiene productos fibrados
y objeto terminal.

Demostracion: Como la categoria Set tiene productos fibrados, la construc-
(e . 7z op 7’
cién de los mismos en la categoria Set®” serd puntual. Sean F, H,G : C°P — Set
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funtores y a: F' — H, §: G — H, transformaciones naturales. Buscamos defi-
nir una pregavilla P : C°? — Set de tal manera que le siguiente diagrama sea
un producto fibrado de « con 5.

P--%_>q
I
|
B B
I
\
F—>H

Notemos que para cada objeto ¢ en C existen funciones «, : Fc — Hcy B :
Gc — Hc que forman el siguiente producto fibrado en Set

’
(e
Pc- - —->Ge
\
\

g Be
I
\]
FCTHC

Con lo cual, definimos a P como el funtor que asocia a cada objeto ¢ en C con
el conjunto Pc que forma junto con o/, y 3, el producto fibrado en Set de las
funciones a. y Se.

Observemos que o’ y 3’ son en efecto transformaciones naturales. Ademaés, el
funtor P junto con o’ y 8’ cumple la propiedad universal de producto fibrado,
pues para todo objeto ¢ en C, el conjunto Pc junto con las funciones o', y §’,
cumplen esa misma propiedad en Set.

Ahora, el objeto terminal en Set®” es simplemente el funtor 1 : C°? — Set
cuyo valor en cada objeto ¢ es un objeto terminal en Set de la forma {x}. Con
lo cual, dada una pregavilla P : C°? — Set, para cada objeto ¢ en C existe
una funcién «a. : Pc — {*}. Esto nos proporciona la transformacién natural
a: P —1.

Ahora demos paso al estudio del clasificador de subobjetos y los morfismos
caracter en estas categorias.

Definicién 4.7.2
Sean P y @ dos pregavillas. () es un subfuntor de P si para cada objeto ¢ en
C se cumple que Qc C Pc y para cada funcion f : d — ¢, Qf es la restricciéon
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de Pf a Qcy Qd, es decir

Qi —" - pe
!
|
Qf 1 Pf
!

A
Qdc—i> Pd

Observacion 16

Un morfismo © :  — P es un monomorfismo en Set®” si y sblo si @ es
un subfuntor de P. Con lo cual las nociones de sobobjeto y subfuntor quedan
identificadas en las categorias de pregavillas.

Definicién 4.7.3

Sea ¢ un objeto de una categoria C. Una criba sobre ¢ es un conjunto S, de
morfismos en C con codominio ¢ de tal forma que si f € S,y fog esta definida,
entonces fog € S,.

Definamos ahora el objeto €2 : C°? — Set en la categoria Set®” de la siguiente
manera:

Para cada objeto ¢ en C, Q¢ = {S :S es una criba sobre c}.

Para cada morfismo g : ¢ — cen C, Qg : Qc — Qc de tal forma que a cada S
en Qc le asociamos Qg(S) ={h:goh € S}.

Luego, para cualquier objeto ¢ en C definimos la siguiente criba especial, cono-
cida como criba maximal, que simplemente consta de todos los morfismos que
tienen codominio c:

T.={f:f:a— cesun morfismo en C}

Observacion 17
Una criba es maximal si y sélo si contiene a la identidad.

Con esto, podemos definir la pregavilla 1 : C°? — Set como la que asocia
a cada objeto ¢ en C el conjunto {7T.} y para cada morfismo g : ¢ — ¢,
1(g) : {T}} — {T.} asocia T, con T..

Notemos que 1 es terminal en Set®”.

Con ayuda de todo lo anterior es posible definir ahora una transformacién na-
tural T, : 1 — Qc simplemente como T.(T.) = T, para cada objeto ¢ en C.
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Proposicion 4.7.1
La transformacién natural T : 1 — Q es el clasificador de suobjetos en la

categoria Set®”

Demostracion: Sean Py () pregavillas de tal forma que @ C P (Q subfuntor
de P). Tenemos que definir la transformacién natural x : P — Q que haga del
siguiente diagrama un producto fibrado

Q

P

X

\
\
\
\
Y
1——Q
T

Entonces, para cada objeto ¢ en C definamos la funcién x. : Pc — Q¢ como
Xe(z) = {f cod(f) =c¢, Pf(x) € Q(domf)} para todo = € Pc.

Notemos que X.(x) es una criba sobre ¢ y que ademds se trata de una criba

maximal.

Veamos ahora que y es una transformacién natural. Sea g : ¢ — ¢’ y z € Pe,

luego

g o xer
= {f: cod(f)=do ()—c gof€xe(r)}
= {f: cod(f)=c, cod(go f)=¢, P(go f)(x) € Q(dom(go f))}
{f+ cod(f) = (g f)=¢, (PfoPg)(x) € Q(dom(f))}
= Xc(Pg(x))

De donde obtenemos que x : P — €2 es natural.

Por ultimo, debemos ver que el diagrama anterior es un producto fibrado. Sin
embargo, esto ultimo es consecuencia de que para cada objeto c en C, el siguiente
diagrama es un producto fibrado

Q& Pc

ICC—T> QC

Observacién 18

op op op
Para todo objeto P en Set®” | el funtor _ x P : Set® — Set®” tiene adjunto
derecho.
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Las construcciones anteriores proporcionan una estructura de topos para las
categorias de pregavillas Set®”". Hemos visto que estas categorias tienen pro-
ductos fibrados y objeto terminal, con lo cual tienen todos los limites finitos, y
por tanto son completas, ademéds poseen clasificador de subobjetos y la observa-
cién anterior nos garantiza que todo objeto en esas categorias es exponenciable.
En consecuencia es posible afirmar el siguiente resultado.

Teorema 4.7.2

op
Para cualquier categoria pequena C, la categoria de pregavillas Set®” es un
topos.

Ahora veremos que la estructura del conjunto Sub(P) para cada objeto P en
Set®” no es la de un algebra Booleana. Para ello es necesario definir el concepto
de &lgebra de Heyting.

Definicién 4.7.4
Sea (H,LC) una reticula acotada y a, b elementos de H.

1.- Decimos que b es el pseudo-complemento de a si y sélo si b es el elemento
més grande (con respecto a C) del conjunto {z € H : aMa = 0}.

2.- El pseudo-complemento de a relativo a b es el elemento mds grande (con
respecto a C) del conjunto {x € H : alMxz C b}. Este elemento se denotard
como a = b.

3.- Decimos que (H,C) es un algebra de Heyting si y sélo si para cuales-
quiera elementos a y b en H, existe el elemento a = b.

Observacion 19

Notemos que si B es un dlgebra Booleana y definimos a = b = o/ U b para
cualesquiera elementos a y b en B, se verifica que B es también un algebra de
Heyting.

Definicién 4.7.5
En un algebra de Heyting definimos la negacién de un elemento a como —a =
= 0.

Esta nueva operacién tiene las siguientes propiedades:
1.- aC —a.
2.- a C b implica que —=b C —a.

3.- —a=-a.
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4.- ——(a Ab) =—-—a A —-—bd.

Proposicion 4.7.2

Sea (H,C) un dlgebra de Hyting. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1.- (H,C) es un 4lgebra Booleana.

2.- Para cada a € H se cumple que —=—a = a.

3.- Para cada a € H se cumple que a V —a = 1.

Por dltimo veamos que la relacién entre algebras de Heyting y las categorias
op . . .

de la forma Set®” es precisamente el hecho de que el conjunto parcialmente

ordenado de subobjetos de un objeto es un algebra de Heyting.

Teorema 4.7.3

op
Sean C una categorfa pequena y P un objeto en Set®" . El conjunto parcialmente
ordenado Sub(P) de subobjetos de P es un &lgebra de Heyting.

Demostracién: Sea ¢ un objeto de la categoria C y sean S y T dos elementos
de Sub(P). Definimos las siguientes operaciones:

(SvT)(c)=8ScUTeC Pc
(SAT)(c)=8ScnTec C Pc

y para cualquier morfismo f en C, (SVT)(f) y (SAT)(f) son la restriccién de
Pf alos correspondientes dominio y codominio.

Es claro que las pregavillas SVT, SAT : C°? — Set son el supremo y el infimo,
respectivamente, en Sub(P) para Ty S.

El subobjeto méds grande (méximo) de Sub(P) es P y el minimo es la pregavilla
0 : C°? — Set dada por 0(c) = () para cada c en C.

El elemento S = T se define como:

(S=T)(c) ={x € Pc:para cadaf : d — ¢, siPf(x) € Sd entonces Pf(x) €
Td}

Primero notemos que S = T es un elemento de Sub(P). Sea f : d — ¢ un
morfismo en C y tomemos x en (S = T')(c). Queremos ver que (S = T)(f)(x)
estd en (S — T')(d). Consideremos ¢ : € — d un morfismo en C de tal manera
que Pg((S = T)(f)(x) es un elemento de Se. Dado que fog :e — cy
P(fog)(x) = Pg(Pf(x)) = Pg((S=T)(f)(z)) es un elemento de Se, entonces
P(fog)(x) € Te, es decir, Pg((S = T)(f)(x)) es elemento de Te. Por lo tanto,
(S = T)(f) es larestricciéon de Pf a (S = T)(c) y (S = T)(d) respectivamente.
Con lo cual § = T es un subfuntor de P.

Por ultimo, notemos que dada la manera en que ha sido definido S = T, se
verifica la definicién de pseudo-complemento relativo.

De esta manera obtenemos que Sub(P) es un &lgebra de Heyting.

x
T
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Las algebras de Heyting son estructuras que modelan la logica intuicionista. Es-
ta simplemente es un tipo de sistema formal (de hecho, consiste de los mismos
axiomas que nuestro sistema CL definido en este capitulo, con la excepcién del
axioma 12) que intenta formalizar las ideas 16gicas de la filosofia constructivista
dentro de las matemdticas. Fue inicialmente definido por Arend Heyting, y ha
sido ampliamente discutido y analizado. Una de sus caracteristicas es que la ley
légica del tercio excluso no se verifica en este sistema. Con las construcciones
analizadas aqui podemos darnos cuenta de que existen familias de topos (es
decir, las categorias de pregavillas) que tienen una légica intuicionista, en el
sentido de que la estructura de Sub(P) (que es isomorfo a E(P, ), en donde
&= Setcop) resulta ser un algebra de Heyting.

Las categorias estudiadas aqui son de importancia fundamental para la reali-
zacion de pruebas de independencia categoricas y la resolucién de cuestiones
légicas relacionadas con ciertos modelos de la teoria de conjuntos dentro de un
marco categérico. Nuestro objetivo en esta seccion era simplemente mencionar
la relevancia que estas categorias tienen dentro de la logica categorica. El lector
interesado en consultar los detalles aqui omitidos puede acudir a [TLST], [TT]
o [SGL].



Capitulo 5

Conclusiones

El concepto de topos puede considerarse uno de los aportes mas importantes
de la teoria de categorias al pensamiento matematico. Su relevancia recae en
el hecho ya probado de su gran aplicabilidad a una diversidad de cuestiones
de fundamental importancia. Los temas relacionados con la légica y los funda-
mentos de la matematica es una de las dreas en que su aplicacién a resultado
reveladora.

Como hemos analizado aqui, una de las principales motivaciones para el con-
cepto de topos fue el intento de categorizar o de llevar al lenguaje de la teoria
de categorias las principales propiedades de la categoria de los conjuntos y las
funciones. Los topos son, de esta manera, una generalizacién de la teoria de
conjuntos, pues cumplen las mismas propiedades que la categoria Set pero sus
objetos son de naturaleza muy variada. Estas categorias tienen su légica inter-
na, representada en el objeto especial que poseen definido como clasificador de
subobjetos. En los topos es posible definir en el lenguaje categérico las ope-
raciones usuales de interseccién, uniéon y complemento. Ademads, los morfismos
verdad en estas categorias, obtenidos a partir de la traduccién hecha al lenguaje
de las flechas y los objetos de los conectivos y las funciones de verdad de la logica
clasica, conservan caracteristicas importantes que posee el algebra de conjuntos
utilizada en Set. Sin embargo, el concepto de topos es de naturaleza tal, que es
posible la existencia de categorias con esta estructura pero cuya légica interna
(el dlgebra de subobjetos) encuentra mayor relacién con la légica intuicionista
y la filosofia constructivista.

En definitiva, el concepto de topos proporciona una herramienta fundamental en
el tratamiento de cuestiones logicas y en la unificaciéon de multitud de conceptos
relevantes para el pensamiento matematico.
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Capitulo 6
Apéndice

En este apéndice daremos una demostraciéon categérica del Teorema 2.2.2 enun-
ciado en el capitulo 2 de este trabajo. Dicho teorema establece una biyeccion
entre la coleccién de subobjetos Sub(d) de un objeto d en una categoria C con
un objeto distinguido 2 y la coleccién de morfismos C(d, §2), pero no sélo eso,
el teorema a su vez establece que dicha biyecciéon es una condiciéon para que
en esa categoria exista el clasificador de subobjetos y sea precisamente (2. Este
hecho es de importancia fundamental, pues como ya vimos, “traspasa’ el orden
parcial definido para los subobjetos de un objeto d al conjunto de morfismos
que van de ese objeto a {); y como ya se ha visto, dado que es 2 quien posee la
légica de un topos, este resultado va a servir para que esa logica determine una
estructura de algebra Booleana o de Heyting para Sub(d) (como ya se vio en
los capitulos anteriores).

Definicién 6.0.1
Sea C una categoria. Definimos el funtor contravariante representable, llamado
funtor subobjeto, como sigue:

Sub( ) : C? — Set

objetos: ¢ — Sub(c)
morfismos: f:a — b — Sub(f): Sub(b) — Sub(a)

en donde Sub(f) estd dado por el producto fibrado de f con m para cada
m € Sub(b) de la siguiente forma:

p-——-->c

[

m’ | m

\
\

a——b
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Entonces Sub(f)(m) = m’ y como m es monomorfismo, m’ también lo es y por
tanto Sub(f) esta bien definido.

Teorema 6.0.1

Una categoria C con limites finitos tiene clasificador de subobjetos T : 1 — Q
si y sélo si existe un objeto £ y un isomorfismo G4 : Sub(d) = C(d, ) natural
en d.

Demostracién: Sea T : ! — Q el clasificador de subobjetos de C. Definimos
para cada objeto d de C

O4 : Sub(d) — C(d,Q)
como O4(m) = x.m para todo m € Sub(d), en donde x.,, es el cardcter de
m (para la definicién de cardcter de un monomorfismo, ver capitulo 2 de este
trabajo).
Notemos que G4 es inyectiva por definicion.
Para ver que también es sobreyectiva, tomemos x € C(d,?) y hagamos el pro-
ducto fibrado de T con x que por hipdtesis existe.

Mx

M>——d
lx
1————0Q
T

entonces obtenemos m, € Sub(d), que ademds es monomorfismo.
Por lo tanto ©4 es un isomorfismo.

Ahora veamos que es natural en d. Tomemos f : d — ¢ un morfismo en C y
m € Sub(c), formando el producto fibrado de m con f obtenemos el diagrama

N M 1

en el que ademds Y., o f = xn (cardcter de n).

Como los dos cuadrados interiores son productos fibrados, el rectdngulo que los
contiene también lo es, con lo cual

(C(f,2)00c)(m) = C(f, Q) (Xm) = Xm © f = Xn = ©a(n) = O4 0 Sub(f)(m).

Asi, © es natural en d.

Reciprocamente, supongamos ahora que para cada objeto den C, ©4 : Sub(d) =
C(d,Q) es natural en d. En particular para el objeto {2 tenemos el isomorfismo
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© : Sub(Q) = C(Q,). Como idg € C(£,Q) entonces existe tg : Qy — Q en
Sub(f) de tal manera que Ogq(ty) = idg. Afirmamos que ¢y : Qp — Q es el
clasificador de subobjetos de C.

En efecto, tomemos n : N »— d un monomorfismo en C, por el isomorfismo
Sub(d) = C(d, ) obtenemos la asociaciéon n +— x, : d — w. Ademads, por la
naturalidad de © el siguiente diagrama conmuta

Sub(Q) —2% - ¢(2,Q)

Sub(xn) C(Pn )

Sub(d) ———= C(d, )

d

Luego, para ty € Sub(f2), tenemos que Sub(¢,)(to) = n : N — d es tal que el
cuadrado siguiente
N---->Q

n t()

d——Q

es un producto fibrado por definicién de Sub( ), lo cual nos da un morfismo
N — Qo.

Resta ver que 2y es un objeto terminal en C. De la construcciéon anterior, si
ahora tomamos n = idy, tenemos que para cada objeto d, existe un morfismo
d — Qg dado por el diagrama

Q- - - =
idg to

d——Q
Xidg

Veamos ahora que este morfismo es tnico. Si 9,4’ : d — € entonces los si-
guientes cuadrados son productos fibrados, pues ty es monomorfismo

P

d—" =

idg to

tootp
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idg to

ooy’

Sin embargo, la biyectividad de © nos garantiza que x;q, es Unico, es decir
tgo 1 =tgo1’ y como ty es un monomorfismo, se sigue que ¥ = 1. Con esto
hemos probado que para objeto d, existe un tnico morfismo d — €1y, con lo
cual, €y es objeto terminal de C y por lo tanto ¢y : Q¢ — 2 es un clasificador
de subobjetos en C.
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