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Introduccion

La transformada de Fourier de una funcién f : R — R se define para t € R como:

fo- [ " fa)e e da. 1)

La existencia de la transformada de Fourier depende de la funcién y del proceso de integraciéon
empleado. Si f € L'(R), el espacio de las funciones integrables en el sentido de Lebesgue, entonces,
bajo esta misma integral, su transformada de Fourier estd definida para todo ¢ € R. Podemos tener
otros casos, por ejemplo si la funcién es Lebesgue integrable localmente y no Lebesgue integrable,
entonces tendriamos que investigar para qué nimeros reales ¢ la integral en la expresién (1) existe
en el sentido impropio (de Lebesgue). Esta tesis estd parcialmente relacionada con este hecho.

Para explicar el motivo de esta tesis, inicialmente supongamos que f pertenece a L'(R). Si f es
una funcién par, tenemos que:

i)y =2 /0 h f(z) cos(tx) dx. (2)

Si la funcién es impar, entonces
N o0
ft) = —2z'/ f(z) sen(tx) du. (3)
0

La integral de la expresién (2) se llama transformada coseno de Fourier de f y es denotada por fo
La integral de la derecha en (3) se llama transformada seno de Fourier de f y se denota como fs.

Para toda funcién f, si definimos las funciones f; y f2 como

fi(t) = W y fo(t) = M,

tenemos que la primera funcién es par y la segunda es impar, ademds f = fi + f2. Si f € L1(R), se
tiene que:

Ft) = fit fo(t) = A(t) + o(t) = 2 Fio(t) — 20 fo,(8).

Por lo tanto,

~

Re(f)=2fi, Im(f) = =2 fa,.

Las transformadas coseno y seno de Fourier por si mismas tienen importancia en la matematica.
En L!(R), satisfacen propiedades bdsicas similares a las de la transformada de Fourier, (véase [1],
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10 Introduccion

[2] y [10]). Su empleo es importante, por ejemplo, en problemas de andlisis de sefiales y de flujo
de calor, (véase [2]). En [1, pagina 63] se exhiben algunas aplicaciones de estas transformadas a las
ecuaciones diferenciales en varias variables con valor inicial acotado.

Para funciones que no pertenecen a L' (R, ), donde Ry = (0, 00), debemos determinar los valores
de t para los cuales las funciones fc y ]/”; estan definidas, lo cual es equivalente a probar la convergencia
de las integrales impropias involucradas. A la par, debemos determinar el tipo de convergencia. La
convergencia uniforme es deseable debido a que, por un lado, las transformadas estarian definidas
para todo t € Ry. Por otro lado, esta convergencia es necesaria en la manipulacion de propiedades
fundamentales, por ejemplo, para intercambiar el orden de las integrales interadas involucradas en
la convolucién, la inversién y otras propiedades importantes. Al respecto, pueden consultarse [5],

(6], [7], [8] v [9].

Disenamos esta tesis con una estructura muy natural constituida por tres capitulos. Enseguida
discutimos el contenido de cada uno de ellos.

En el Capitulo 1 presentamos definiciones y desarrollamos resultados elementales que en los ca-
pitulos posteriores utilizamos de forma implicita. Exponemos el concepto de funcién absolutamente
continua localmente, algunos ejemplos y también estudiamos su comportamiento algebraico, asi
como su relacién con otros conceptos como la continuidad. Definimos lo que es una funcién Lebes-
gue integrable localmente y desarrollamos algunas propiedades simples. Finalizamos este capitulo
mostrando una serie de observaciones que citamos en las secciones posteriores.

En el Capitulo 2 introducimos algunas clases de sucesiones con términos en R, . En éstas, la
serie seno de Fourier converge de manera uniforme para cualquier ntimero real en R . Relacionamos
estas clases mediante la contencién y proporcionamos ejemplos de sucesiones que pertenecen a una
clase pero no a otra.

En Capitulo 3 analizamos espacios de funciones Lebesgue medibles, no necesariamente Lebesgue
integrables, que son absolutamente continuas localmente en R, para los cuales existe la transfor-
mada seno de Fourier y ademds converge uniformemente para cualquier ntimero real en R_.. Estos
espacios estan relacionados mediante la contencién y mostramos ejemplos de funciones que perte-
necen a un espacio pero no a otro. Propiamente, este capitulo es una generalizacién del previo.



Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de esta tesis denotamos mediante N, Z, R y C, al conjunto de ntimeros naturales,
enteros, reales y complejos, respectivamente. Utilizamos el simbolo [J para indicar el término de la
justificacién de una observacion o ejemplo, y el simbolo B para anunciar la finalizacion de la prueba
de un teorema, corolario o lema.

En este primer capitulo presentamos una serie de conceptos y resultados basicos que nos apoyan
en el desarrollo de los posteriores.

1.1. Conceptos basicos

Comenzamos definiendo la parte entera de un nimero real.

Definicién 1.1. La funcién f : R — R definida mediante f(z) = max{p € Z : p < z} es llamada
la parte entera de z. Serd denotada como [z].

Presentamos el concepto de sucesién creciente y no creciente.

Definicién 1.2. Una sucesién (a,)nen C R es creciente si se satisface que a,, < a,11 para todo
n € N, y es no creciente si se cumple que a,, > a1 para todo n € N.

Cuando pensamos en funciones, también tenemos una nocién de creciente y no creciente:

Definicién 1.3. Sea I C R. Decimos que una funcién f : I — R es creciente en I si se satisface
que f(z) < f(y) para todo z,y € I con x <y, y es no creciente si se cumple que f(x) > f(y) para
todoz,y € I con z < y.

Ahora presentamos los conceptos de convergencia mondtona a infinito para sucesiones y funciones.

Definicién 1.4. Una sucesién (a,)nen € R tiende mondtonamente a infinito si (an)nen €s

creciente y lim a,, = oo.
n—oo

11



12 Capitulo 1. Preliminares

Definicién 1.5. Sea I C R un intervalo. Consideremos o = sup([) si I es acotado por la derecha
y a = oo si no lo es. Decimos que una funcién f : I — R tiende mondtonamente a infinito si es
creciente y lim f(z) = oo.
T

1.2. El espacio AC),.(R,)

A continuacién presentamos un concepto que utilizamos implicitamente en el Capitulo 3.

Definicién 1.6. Sea [a,b] C R. Una funcién f : [a,b] — C es absolutamente continua en [a,b]
si para cada € > 0 existe § > 0 tal que para cualquier coleccién finita {[ax,b;] : K = 1,...,n} de
subintervalos con interiores mutuamente disjuntos de [a, b], se satisface que:

n

D bk —ar) <3 =Y |f(be) = fla)| <e.

k=1 k=1

El espacio de todas las funciones f : [a,b] — C absolutamente continuas en [a,b] se denota como
AC([a,]) .

En términos de la definicién previa, introducimos el concepto de funcién absolutamente continua
pero de manera local.

Definicién 1.7. Sea I C R. Una funcién f : I — C es absolutamente continua localmente en I
si f es absolutamente continua en [a,b] para cada intervalo [a,b] C I.

Denotamos por ACi,.(I) al espacio de todas las funciones f : I — C absolutamente continuas
localmente en I .

Mostramos algunos ejemplos de funciones absolutamente continuas localmente en R .

Ejemplo 1.8. Sea a € C. La funcién f : Ry — C definida mediante f(z) = « es absolutamente
continua localmente en R .

Para comprobar lo anterior, consideremos [a,b] C R;. Sea ¢ > 0 dado. Tomando ¢ = ¢, para cual-
quier coleccién finita {[ag,bi] : K = 1,...,n} de subintervalos con interiores mutuamente disjuntos
de [a, ], se satisface que:

n

> bk —ar) <5 =D [fbr) = flar)| =) Ja—a|=0<e.
k=1

k=1 k=1

Es decir, f es absolutamente continua en [a, b]. Por lo tanto, f € AC;,.(Ry). O

Ejemplo 1.9. La funcién f : Ry — R, definida por f(z) = z es absolutamente continua
localmente en R .

Sea [a,b] C R,. Dado € > 0. Eligiendo ¢ = ¢, para cualquier coleccién finita {[ag,bg] : k= 1,...,n}
de subintervalos con interiores mutuamente disjuntos de [a, b], tenemos que:

> bk —ar) <= [fbe) = flax)] =D b —ax| <e.
= k=1 k=1

k=1
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Asi, f € AC ([a, b]) Por lo tanto, f es absolutamente continua localmente en R . OJ
Ejemplo 1.10. La funcién f : Ry — Ry definida por f(z) = % es elemento de AC,.(R4).

Sea [a,b] C Ry. Proporcionado & > 0. Si elegimos § = £a?, para cualquier coleccién finita {[ag, bg] :
k =1,...,n} de subintervalos con interiores mutuamente disjuntos de [a,b], sucede que 0 < a <

ar < by lo que implica que 0 < 77 bf S ,asi 0 < 7bk <2 . Ademas,

k=1
11 “lap —br| 1 &
= —_—— | = < — —
E |f(br) = flaw)| = kgl b an ,;: b e k§:1(bk ax) <

1
Es decir, f € AC’([a,b]) Por lo tanto, f € ACj,.(R4). O

Ejemplo 1.11. La funcién f : Ry — R definida como f(z) = senz pertenece al espacio
ACoc(Ry).

Consideremos [a,b] C Ry. Dado € > 0. Si tomamos § = ¢, para cualquier coleccién finita {[ay, bg] :
k=1,...,n} de subintervalos con interiores mutuamente disjuntos de [a, b], se tiene que:

Zbk_ak <6:>Z‘fbk f(ak)\:
k=1 k=1

|sen by, — sen ag|

by
/ costdt
ag
by
/ |cost| dt
ag
by
/ 1dt
ak

(b, — ax)

M=

b
Il
_

I
M=

B
I
—

NE

Eol
I
—

NE

Eol
Il
—

I
M=

or
I

<

Por lo tanto, f es absolutamente continua en [a,b]. De esta forma, f es absolutamente continua
localmente en R . [J

Enseguida presentamos un resultado que nos permite decidir de una forma un poco mas sencilla
si una funcioén es absolutamente continua en un intervalo compacto. En su prueba se utiliza el hecho
de que toda funcién de Lipschitz es absolutamente continua (dado € > 0 basta considerar § = %
para que se satisfaga la Definicién 1.6, donde L > 0 es la constante de Lipschitz).

Teorema 1.12. Sea [a,b] C R. Sea f : [a,b] — C una funcién continua en [a,b] y derivable con
derivada acotada en (a,b). Entonces f es absolutamente continua en [a,b].

Demostraciéon. Dado que f es derivable con derivada es acotada en (a,b), existe M > 0 tal que
|f'(z)] < M para todo x € (a,b).

Probaremos que f es Lipschitz en [a,b] con M la constante asociada. Sean x,y € [a,b]. Hay tres
posibles casos: x <y, x> yy x =y.
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Consideremos el caso en que < y. Aplicando el teorema del valor medio a f en el intervalo [z, ],
obtenemos que existe un punto ¢ € (z,y) tal que

fly) = f(x) = f(e)(y — ).

Notemos que ¢ € (z,y) C (a,b). De esta forma,

[f () = FWl = 1f () = @) = [ () ly — 2| < M|z —y].

El caso en que x > y es andlogo, basta intercambiar los papeles de x y y.

Finalmente, en el caso en que x = y, tenemos que

[f(@) = f(y)l = 0= M|z -yl
Por lo tanto, f es Lipschitz en [a,b]. Asi, f € AC([a,b]). B

Los siguientes ejemplos muestran la utilidad del teorema previo.

Ejemplo 1.13. La funcién f : Ry — R definida como f(z) = =% es absolutamente continua

~ In(z+3)
localmente en R .

Sea [a,b] C Ry. Es claro que f es una funcién continua en [a, b] y derivable en (a,b). Ademds para
x € (a,b), tenemos:

()] = cosx senz ‘
In(z+3) (z+3)In*(z +3)
o | _cosz ‘_’_ senx ‘
~ |In(z + 3) (x4 3)In*(z + 3)
1 1 1
= T3 |cos x| + w3 T - |sen z|
<1l-1+1-1-1

=2

Por lo tanto, f’ es acotada en (a,b). Por el teorema anterior, f € AC([a,b]). De esta manera, f es
absolutamente continua localmente en R . [

Ejemplo 1.14. La funcién f : Ry — R definida por f(z) = (ZTIJ):B pertenece al espacio
AChou(R).

Consideremos [a,b] C R.. La funcién f es continua en [a, b] y derivable en (a,b). Para = € (a,b), se
tiene que:

, cos T 3senx
PO ey ey
< | _cosz 3senx
| (z+1)3 (x4 1)4
1 3
EFEE |cos x| + Gt |sen z|
<1-1+3-1

Es decir, f’ es acotada en (a, b). De acuerdo al Teorema 1.12, f es absolutamente continua en [a, b].
Por lo tanto, f € ACj,.(R4). O
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El siguiente teorema establece que el producto de dos funciones absolutamente continuas en un
intervalo cerrado es una funcién del mismo tipo en dicho intervalo.

Teorema 1.15. Si f,g € AC([a,b]), entonces fg € AC([a,b]).

Demostracién. Dado que f,g € AC([a,b]), entonces f y g son continuas en [a,b]. Por lo tanto,
existen My >0y My > 0 tales que My > |f(x)| y My > |g(x)| para todo z € [a, b].

Sea ¢ > 0. Como f € AC’([a, b]), para & = ﬁ > 0 existe &’ > 0 tal que para cualquier coleccién
g

finita {[ag,bx] : kK = 1,...,n} de subintervalos con interiores mutuamente disjuntos de [a,b], se
cumple que:

n n
€
by —ag) <8 = bi) — <e = :
> (b — ax) D OIfk) = flar)| <& 20,
k=1 k=1 -
Andlogamente, como g € AC ([a,b]), para €’ = 3 J\E/If > 0 existe 8 > 0 tal que para cualquier
coleccién finita {[ag,bx] : K = 1,...,n} de subintervalos con interiores mutuamente disjuntos de

[a, b], se satisface que:

2 3
17
kE_l( k—ak <6 = E \g bk ak |<E QMf.

Si elegimos 6 = min{d’, 0"}, para cualquier coleccién finita {[ag,bx] : K =1,...,n} de subintervalos
con interiores mutuamente disjuntos de [a, b], tenemos que:

Zbkfak <6§
k=1

> 1fa(be) = falar)|

=
- Z 7)o (0w) — Flar)glar) + Fa)ge) — Flan)g(be)
= kZ |9(bx) (f(bk) = f(ax)) — f(ar) (9(ar) — g(bx))]

< ; 90 1) — Faw)] + ; Faw) (@) — o(bw)
< My 37 1) — o)l + My S o) — gl

k=1 k=1

Por lo tanto, fg € AC([a,0]). B
Como consecuencia del teorema previo obtenemos los siguientes corolarios.

Corolario 1.16. Si f,g € AC),.(I), entonces fg € ACjoe(I).
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Demostracion. Sea [a,b] C I. Dado que f,g € AC,.(I), entonces f, g € AC([a, b}) Por el teorema
anterior, fg € AC([a, b}) Por lo tanto, fg € AC,.(I). B

Corolario 1.17. Sea f € ACZOC(R+). Si para r € Z se define g, : Ry — C como g, (x) = 2" f(z),
entonces g, € ACjoc(Ry).

Demostracién. Si r = 0, tenemos que go(z) = f(z). Por lo tanto, go € ACiee(Ry).

Si r € N, hacemos induccién matematica sobre r. Para r = 1, sucede que g1(x) = xf(z). En el
Ejemplo 1.9, probamos que h : R, — R, definida por h(z) = z pertenece a AC),.(Ry). Por el
corolario anterior, g1 = hf € ACjo.(R4).

Para r = k, ocurre que gx(z) = 2* f(2). Supongamos que gr € ACp,.(Ry). Asi, para r = k + 1
tenemos que gi11(z) = 2FT1 f(x) = x-2% f(x) = 2gx(x). Por el Ejemplo 1.9 y el corolario precedente,
Jk+1 S ACloc(R+)-

Si —r € N, la prueba de este caso es andloga al previo utilizando induccién matematica ahora
sobre —r. Para —r = 1, tenemos que r = —1y g_1(z) = 27 f(x) = % f(z). En el Ejemplo 1.10,

demostramos que la funcién h : Ry — R, definida como h(x) = % pertenece a ACi,.(Ry). Por el
Corolario 1.16, g—1 = hf € ACjoc(R4).

Para —r = k, tenemos que r = —k y g_(z) = 2% f(z). Supongamos que g_j € ACp,(Ry). De
k

esta forma, para r = —(k + 1) tenemos que g_(z41)(z) = 2~ *Vf(z) =271 27k f(2) = % g—i(z).
Por el Ejemplo 1.10 y el Corolario 1.16, g_(x11) € ACjoc(Ry). B

1.3. Los espacios Lj,.(R,) y Li(R,)

Para comenzar definimos lo que entendemos por una funcién Lebesgue integrable.

Definicién 1.18. Sea [a,b] C R. Una funcién f : [a,b] — C medible es Lebesgue integrable en
[a, b] si

/ablf(x)l d < .

El espacio de todas las funciones f : [a,b] — C Lebesgue integrables en [a,b] se denota como
L'([a,b]), o simplemente L([a,b]).

En términos de la definicién anterior, presentamos el concepto de funciéon Lebesgue integrable
pero de forma local.

Definicién 1.19. Sea I C R. Una funcién f : I — C medible es Lebesgue integrable localmente
en I si f es Lebesgue integrable en [a, b] para cada [a,b] C I.

Denotamos por L}, .(I), o simplemente como L;,.(I), al espacio de todas las funciones f : I — C
Lebesgue integrables localmente en 1.

De aqui en adelante, denotamos por R, a la cerradura de R, es decir, R, = [0, 00).

Observacién 1.20. Si f € Lj,.(Ry), entonces f € Lipe(Ry).
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Sea [a,b] C Ry, entonces [a,b] C R,. Puesto que f € Li,(Ry), se cumple que
b
/ |f(z)| dz < 0.
Por lo tanto, f € Lj,(Ry). O
En la observacién previa se establece que Lio.(Ry) C Lioe(Ry ). Sin embargo, la funcién f : Ry —
R, definida mediante f(z) = % pertenece a Ljo.(Ry) pero no a L;,.(R, ), es decir, el reciproco de

la observacion en general es falso.

Teorema 1.21. Si f es una funcion tal que vf € Li,.(Ry), entonces para n € NU {0} se tiene
que " f € Lipe(Ry).

Demostracion. Sea [a,b] C R,.
Si n = 0, puesto que xf € Li,.(R;), se cumple que
b
/ lzf(x)] dr < oo.
a
De aqui implicamos que

a/abﬂxn dws[ 2 (@)] do < oc.

Por lo tanto, f € Loe(Ry).

Consideremos n € N, realizamos la prueba mediante induccién matematica sobre n. Para n = 1, de
acuerdo a la observacién anterior, la afirmacién se cumple.

Supongamos que para n = k la afirmacién es cierta. Como 2* f € Lj,.(R,), se cumple que

b
/ ‘xkf(x)| dx < oo.

Para n = k + 1 tenemos que
b b b
/ ‘xk+1f(a:)| dx z/ |z] ‘mkf(x)| dx < b/ ‘mkf(x)| dx.
De la hipétesis inductiva, obtenemos que
b
b/ ’xkf(xﬂ dx < oco.
Por lo tanto, z¥*1f € Lj,.(Ry). B
Concluimos esta seccién presentando un teorema que relaciona a los espacios AC([a, b]) y L*([a, b]).

Teorema 1.22 (Teorema Fundamental del Cdlculo). [3, Teorema A.4.3.]. Una funcién F
es absolutamente continua en [a,b] si y sdlo si,

F(a:)zF(a)—i—/mf(t)dt

para alguna funcién f € L ([a, b]) Ademds en ese caso la funcion F es derivable en casi todo punto
x € [a,b] y, si F'(x) existe, entonces F'(x) = f(x).
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1.4. Algunas observaciones

En esta tltima seccién del Capitulo 1 presentamos con detalle una serie de hechos que utilizamos
en ejemplos y pruebas de los siguientes dos capitulos.

Observacion 1.23. Si z € (O7 g), entonces % < R

Definamos f(z) = 2%, entonces lir% flxy=1y f (g) = % Demostraremos que f es decreciente
T—

en (O, g), para ello veremos que f’(z) = TEBSEZSAME < () para x € (0, g) Pero como el denominador

es siempre positivo, bastard probar que xcosz —senx < 0 para = € (0, g)

Consideremos ahora g(x) =  cos x —sen z, tenemos que g(0) =0y g (%) = —1. Puesto que senz > 0
para x € (0, %), entonces ¢'(z) = —zsenz < 0 para x € (O, g) Es decir, g es decreciente en (0, g),
lo que implica que g(x) < 0 para todo z € (0, %)

Por lo tanto, f es decreciente en (0, g) Asi, % < ®2% para todo x € (0, %) ]
Observacién 1.24. Sea ¢t € (0, 7). Para cualquier n € N se cumple que:

Z sen(kt)
k=1

<

U
t

Site (0,7)yn €N, entonces:

i sen(kt)
k=1

_ zn: cos(kt) cos (%) + sen(kt)sen (L) — cos(kt) cos (4) + sen(kt) sen (%)
2sen (1)

k=1
1 n
=|——+~< ) cos(kt—1)—cos(kt+1i
QSen(%)kZ::l ( 2) ( 2)
_ 1 n ((Qk—l)t) ((2k+1)t)
=TT cos — cos [ ZET
|2sen (4)| ; 2 2
b eos () — cos (B ) eos (3) 4 - (M)_ (M)‘
_2’sen(%)| cos(2) 008(2)+cos(2) cos(2)+ + cos 5 cos 5
1 0 M)‘
2|sen(%)| cos(z) cos( 5
1 9
" 2[sen (3)]
. 1
_sen(%)

Resta probar que 1(t) < T parat € (0,7). Haciendo x = %, nuestro problema equivale a mostrar
sen|
2
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sen T

que % < %% para T € (O, g) Por la observacion anterior sabemos que esto es cierto. [J

Observacién 1.25. Seant € Ry (ap)nen € C tal que na,| — 0 cuando n — oo. Si para m € N
m
se define Aay, = Gy — Gma1 Yy D = Z sen(jt), entonces

Jj=1

< | Aar] [Di| + lan] | Dn-1] -

k=n

Z ay, sen(kt)

k=n

Notemos que para todo k € N tenemos que sen(kt) = Dy — Dj_1.

Sea n € N y consideremos m > n, entonces,

Z ay sen(kt)
k=n

= ap sen(nt) + an41sen((n + 1)t) + apyosen((n + 2)t) + - - - + a,y, sen(mt)
= an (Dpn — Dp—1) + any1 (Dpy1 — D) + ango (Dpgo — Dug1) + -+ + @ (D — Di—1)
=—anDp_1+ (an — any1) Dn + (ant1 — any2) Dpg1 + -+ (@m—1 — am) Din—1 + am D,
= Aa, Dy, + Aapi1Dpi1+ -+ Aaym—1Dm—1 + @y Dy — @ D1

m—1

= Z AapDy + am Dy — an Dy 1.

k=n

De lo anterior y la Observacion 1.24, obtenemos que

m m—1
> apsen(kt)| < > |Aag| [Dy| + |am| [Din| + an| D]
k=n

k=n

m—1
™
= > 18a] D] + laml | | + lan] D1
k=n

Puesto que m |a,,| — 0 cuando m — oo,

o0
< 3" |Aay] [Di| + [an||Daey] . O

k=n

Z ay sen(kt)

k=n

Observacioén 1.26. Para cualquier z € R se cumple que:

T+ T+
/ |sent| dt =2 y / |cost| dt = 2.
T xz

sent si 2km <t < (2k + 1)7 para algin k € Z

Tenemos que [sent| =
que | | {sent si (2k 4+ 1)w <t < 2(k + 1) para algun k € Z.

Revisamos las posibilidades:
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Si 2km < x < (2k + 1)7 para algin k € Z, entonces (2k + )7 < x + 7 < 2(k + 1)7. Ademas,

47 (2k+1)m 47
/ |[sent| dt :/ |sen t| dt+/ [sent| dt
T T (2k+1)m

(2k+1)m T+
:/ sentdt+/ —sentdt
z (2k+1)m

= —cos ((2k 4+ 1)) + cosx + cos (z + 7) — cos ((2k + 1))
=14cosx —cosx+1
=2.

Si (2k+ 1)m <z < 2(k+ 1)7 para algin k € Z, entonces 2(k+ 1)r <z +7 < (2(k+ 1)+ 1) 7. De

esta forma,
x4+ 2(k+1)w T+
/ |sent| dt :/ |sent| dt+/ |[sent| dt
T T 2(k+1)7

2(k+1)m T+
z/ —sentdt+/ sentdt
T 2(k+1)m
=cos(2(k+ 1)m) — cosx — cos (x + ) + cos (2(k + 1)m)
=1—cosz+cosx+1
= 2.

Por otro lado, para todo t € R se cumple que cost = sen (t + g) Entonces,

T+ T+
/ |cost| dt = / |sin (¢ + )| dt

m+%+7r

:/ [senu| du

s
:E+§

=2.0

Observacion 1.27. Sea a € R con a > 2m. Se cumple que:

a Za 4a a 2a 4a
- < [senzx| de < — y — < |cosz| de < —.
™ a T T a ™

a

Para todo x € R se satisface que [z] < x < [z] 4+ 1. Dado que a > 2, tenemos que 2 < %, y en
consecuencia, 2 < [%] Combinando las dos hechos previos, = < [%] +1< [%] + [%] =2 [%]
Notemos que [%] nos indica el nimero entero maximo de veces que cabe 7 en a. Por la observacion
previa,

- <2[7]
™ m
a-t+m a2 a+[%]7r
:/ |sen x| dx—i—/ |sen x| dx+---+/ |sen x| dx
a a+m a+([%]71)7r

a+m a+2m a+[%]‘n’ 2a
< / |sen z| dw—i—/ |sen x| dx 4+ —|—/ |sen x| dx—!—/ |sen z| dz
a a a ] 1)71 a

b Helr
2a

:/ |sen x| dz.
a
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Ademas,
2a 2a
4
/ |sen x| d:vg/ ldx:ag—a.
a a ™

Por otro lado, por la Observacién 1.26,

=<2[7]
7r 71'
a-+m a+2m a+[%]7‘r
= / |cos x| dx +/ |cosz| dx + - - - —I—/ |cos x| dx
a a+m a+([ —1)m

A e

™ 2a

a+m a+2m a+
S/ |cos x| d;v—f—/ |cos x| dgg+...+/
: o o

2a
:/ |cos x| dx.
a

Adicionalmente,

3o

2a 2a
4
/ |cosx|dm§/ ldxzag—a.D
a a ™

|cos x| dx + /
—1)m a+]

|cos x| dx
s

Ao
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Capitulo 2

Convergencia uniforme de la serie
seno

[e9)
Una serie seno es de la forma Z ap sen(nt), donde t € Ry y (ay)nen €s una sucesion en Ry

n=1

En este capitulo estudiamos algunas condiciones para que la serie seno sea uniformemente conver-
gente. La intencién de este desarrollo es realizar un analisis similar para la integral seno de Fourier,
el cual presentamos en el siguiente capitulo. La exposicién se basa en el trabajo de P. Kérus ([7]).

Presentamos, sin demostracién, un resultado que ha motivado el estudio de la convergencia
uniforme para la serie seno, probado en 1916 por Chaundry y Jolliffe (ver [4]).

Teorema 2.1. Sea (an)nen € Ry una sucesion no creciente que tiende a cero. Entonces
oo

E an sen(nt) converge uniformemente con respecto at € Ry, siy sélo sina, — 0 cuando n — co.

n=1

A partir de este resultado, muchos autores en el afan de generalizarlo han introducido diversas
clases de sucesiones para las cuales su serie seno converge uniformemente, como ejemplos estdn [12]

y [13].

2.1. La clase MV BV S

Ahora exponemos la primera clase de sucesiones que analizaremos.

Definicién 2.2. Una sucesién (ay)nen € C pertenece a la clase MV BV S (Mean Value Bounded
Variation Sequences / Sucesiones de Variacién Acotada en Media) si existen constantes C' > 0y
A > 2, que dependen solamente de (a,)nen, que satisfacen la condicién:

2k C [AK]
Z |Aay,| < % Z lan| para k> A
n=~k n=[k/\]

23
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donde
Aay, = a, —apy1 para n € N.

Presentamos un par de ejemplos de sucesiones pertenecientes a esta clase.

Ejemplo 2.3. Sea o € C. La sucesién (a,)neny C C definida como a,, = a pertenece a la clase
MVBVS.

En efecto, si tomamos C' > 0y A > 2, para k > A tenemos que:

2k 2k C [\E] C [\E]
S lAan =2 10l=0= 2 > Jal=7 D el
n=k n=k n=[k/A] n=[k/A]

Por lo tanto, (ap)neny € MV BV S. O
Ejemplo 2.4. La sucesion (a,)neny € Ry definida por a,, = n es elemento de la clase MV BV S.

En efecto, tomando C'=1y A > 2, para k > A tenemos que:

2k 2k
Z ‘Aan| = Z |_1|
n=k n==k

=(k+1)-1
1 2k(k+1)
ok 2
1 2k 42k
ok 2
- 1 1— k% + 4k + 2k
— k 2
o1 [R/A = [R/A? + MK + (AR
— k 2
_ 1 . ([Ak] +1-— [k/)\])([k//\] + [/\k])
k 2
| A
~ Z In]
n=[k/A]
[AK]
C
% Z |an] -
n=[k/A]

Por lo tanto, (an)neny € MV BV S. O
A continuacién proporcionamos, sin prueba, una generalizacién del Teorema 2.1.

Teorema 2.5. [7, Teorema C]. Sea (an)nen € MVBVS.

o0
(1) Sinla,| = 0 cuando n — oo, entonces E an sen(nt) converge uniformemente con respecto

n=1

atER.,_.
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o0
(2) Reciprocamente, si (an)neny C Ry y Zan sen(nt) converge uniformemente con respecto a

n=1
t € Ry, entonces nlay| — 0 cuando n — oo.

Ahora mostramos una interesante propiedad de la clase MV BV S.

Teorema 2.6. Sea (ap)neny € MV BV'S. Si para v € Z se define b, = n"a,,, entonces (by)nen €
MVBVS.

Demostracion. Si r = 0, tenemos que b, = a,. Por lo tanto, (by,)neny € MV BVS.

Ahora si r € N, hacemos induccién matemédtica sobre r. Para r = 1, ocurre que b, = na,. Si
tomamos C; =4CA+1y Ay = A+ 1, donde C > 0 y A > 2 son las constantes asociadas a (an)nen
segun la Definicion 2.2, para k > A tenemos que:

2k 2k
Z |Ab,| = Z [nan — (n+ 1)ani1]
n=~k n=~k

2k
= Z In(an — ant1) — an41|
n=k

2% 2%
< Zn|an — Qpy1| + Z |Gy 1]
n==k n=k

2k 2k—+1
< ka |Aan| + Z |an|
n=k n==k+1
C [AK] 1 2
n=[k/A] n=k+1
1 [AK] ] 2kl
n=[k/\] n=k+1
1 [(A+1)K] 1 [(A+1)]
<20 —— ba| + + by
*k/Z)\Z||+kZH
n=[k/(A+1)] n=[k/(A+1)]
[A1K] [A1kK]
2A 1
=20+ > [bnl + 7 > bl
n=[k/1] n=[k/1]
[A1k]
4CA+1
SELERE S
n=[k/1]
A1k
Cy
:? Z |bn] -
n=[k/x1]
Por lo tanto, (b,)neny € MV BV'S.
Para r = s, tenemos que b, = n®a,. Supongamos que (b,)neny € MV BVS, entonces existen

constantes Cs > 0y Ag > 2, que dependen solamente de (b, )nen ¥ que para k > A satisfacen:
[AsK]

2k C
D oAb <=2 Y bl
n=k

n=[k/Xs]
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De esta forma, para r = s + 1 tenemos que b, = n*Tla, y si elegimos Cyy1 = 4C\s + 1y
As+1 = As + 1, para k > ;41 obtenemos:

2k 2k
Do IAK = [n = (4 1) an|
n==k n=k

2k
=3 In(nan — (14 1)%an1) — (4 1)
n==~k

2k 2k
<3 nintan — (04 D) anp] + 3 100+ 1) ans)
n=k n=~k
2k 2k+1
<2k by —bpga| + Y In'an)
n==k n=k+1
2k 1 2k+1
<2  —
<2 |Abal+ =g > nlbal
n==k n=k+1
C skl 1 2k+1
S /
<2%-=2 D0 fbal g D 1Bl
n=[k/Xs] n=k+1
1 [Ask] [(As+1)k]
* n=[k/] n=[k/(As+1)]
1 [(As+1)k] 1 [(As+1)K]
<20 ——— b - b
W S Mltp > Ik
n=[k/(As+1)] n=[k/(Xs+1)]
As+1k] As+1K]
2 1
LT DENUARS D SR
n=[k/As41] n=[k/As41]
A0, +1 P
=% Z |07, |
n:[k/>&9+1]
[(Ast1k]
C(s-l-l /
n=[k/Xs41]

Por lo tanto, (b],)nen € MVBVS.

Si —r € N, realizamos una prueba analoga a la del caso previo solo que ahora la induccién matematica
es sobre —r. Para —r = 1, Tenemos que r = -1y b, =n"'a, = % ap. Si tomamos C_1 = CA\+1
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vy A1 = A+ 1, para kK > A_; tenemos que:

2k 2k 1 1
Z|Abn|:zﬁan—n+1an+1
n=~k n=~k
B I TR S
—n:k n n n n+1 n n+1 n+1 n+1
= 5%: l(an__anJrl)'i"““l“"anJrl
—n n(n+1)

2% 4 2 )
< Z]€E|an—an+1|+zkg'm|an+l|
n n=

1 2k 1 2k 1
F 2 el + 5D oy lensl

<
n=~k n=~k
(K] 2k+1
1 C 1 1
<-.Z il -
SEE 2 lmlrg 2 el
n=[k/\] n=k+1
[AK] 2k+1
C 1 1 1
n=[k/\] n=k+1
o [(A+1)k] 1 [(A+1)k]
Sz M D bl Do bl
n=[k/(A+1)] n=[k/(A+1)]
[A_1F]
Ch+1 Z
= |bn
YLZ[k,‘/Afl]
[A_1F]
C_
=5 2 bl
n=[k/A_1]
Por lo tanto, (b,)neny € MV BV'S.
Para —r = s, tenemos que r = —s y b, = n”"%a, = % ap,. Supongamos que (b,),eny € MVBVS,

es decir, que existen constantes C_s > 0y A_; > 2, dependientes sélo de (by,)nen, que satisfacen la
condicién siguiente para k > A_g:

2k C A_sK]
DolAb <=2 YT (bl
n=k n=[k/A_s]

De esta manera, para —r = s+ 1 tenemos que r = —(s41) y b/, = n~ g, = # ay. Si elegimos



28 Capitulo 2. Convergencia uniforme de la serie seno

C_(s41) = C_sA_s + 1y A_(541) = A_s + 1, obtenemos para k > A_ ;1) que:
2k
> 1A
n=k
2k
n==k
2k
n==k

1 1
N RS e R

1 1 1
(nSJrl Ay — n(n+1)s an-i—l) + (n(n+ 1)5 An+1

1

a1t 1 +§: 1 1
= — |75 n — 7\, On+1 |7 her g 9ntl
—n|n° (n+1)s " —n (n+1)s+t " F
|2k |2k
<z > lbn = bsa| + A D]
n=k n=k
|2k | 2t
= EZ |Aba| + 1 PO
n=k n=k+1
A_sk] [(A—s+1)k]
1 C_; 1
< DA D W (4
n=(k/A—.] n=[k/ (s +1)]
A—sk] [/\7(s+1)k]
C_g 1 1
< 2 [A—sk] Z ﬁ'b"|+% Z |05
n=(k/A—.] n=[k/\_(s41)]
C [(A—s+1)E] 1 A—(s+1)k]
<Ak D0 Bltp D> bl
n=[k/(A-s+1)] n=[k/A_(s+1)]
A~ (s+1)K]
C_ A s+1
e ]
n=[k/A_(s41)]
A= (s41)K]
C_ s+1
== > bl
n=[k/A_(s41)]

Por lo tanto, (b),)ney € MVBVS. R

oo
Cuando hablamos de la derivada formal de Zan sen(nt) estamos dando por hecho que se

n=1
satisface:

d [ — d
pn (n_l an, sen(nt)) = ; = (an sen(nt)),

sin considerar las condiciones necesarias para que la igualdad se cumpla.

o0
Similarmente, cuando hablamos de la integral formal de Zan sen(nt) damos por hecho que se

n=1
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cumple:

/ <§:1 an sen(nt)> dt = i (/ ap sen(nt) dt) 7

n=1
sin analizar las condiciones necesarias para conseguir la igualdad.
De los Teoremas 2.5 y 2.6, obtenemos los siguientes corolarios para la derivada formal e integral
o]

formal de Z ap, sen(nt).

n=1

Corolario 2.7. Sean r € NU{0} y (an)neny € MV BVS.

o0
(1) Si n**ta,| — 0 cuando n — oo, la 2r—ésima derivada formal de Z an sen(nt) converge
n=1
uniformemente con respeto a t € R..
o0
(2) Reciprocamente, si (an)nen C€ Ry y Z n?"a, sen(nt) converge uniformemente con respecto
n=1

at € Ry, entonces n* Tt |a,| — 0 cuando n — oco.
Demostracién. Si r = 0, entonces el corolario se transforma en el Teorema 2.5.

Si r € N, dado que (an)neny € MVBVS, por el Teorema 2.6, haciendo b, = n*"a,, entonces
(bn)nen € MV BVS.

(o)
(1) Para todo r € N, la 2r—ésima derivada formal de Z an sen(nt) es ( Z n?*"a, sen(nt).

n=1

Por hipétesis n?"*1 |a,,| = n|b,| — 0 cuando n — oo, entonces por el Teorema 2.5 (1),

Z by, sen(nt) Z n?"a,, sen(nt)

converge uniformemente con respecto a t € R,..

De lo anterior deducimos que
o0
-1 Z n?"a, sen(nt)
n=1

converge uniformemente con respecto a t € R;.

(2) Como (an)neny € Ry, entonces (by,)neny € Ri. Dado que

Z n*"a, sen(nt) Z by, sen(nt)

n=1

converge uniformemente con respecto a t € Ry, entonces por el Teorema 2.5 (2),

n|bn| = 1?1 |a,| — 0 cuando n — co. M

Corolario 2.8. Sean r € NU{0} y (an)ney € MVBVS.
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o0
(1) Sin=2"*1a,| — 0 cuando n — oo, la 2r—ésima integral formal de Z an sen(nt) converge

n=1
uniformemente con respeto a t € R..

(2) Reciprocamente, si (ap)neny C Ry y Z n~?"a, sen(nt) converge uniformemente con respecto
n=1
at€ Ry, entonces n=?"*!a,| — 0 cuando n — oco.

Demostracion. Si r = 0, entonces el corolario se transforma en el Teorema 2.5.

Sir € N, como (ay,)nen € MV BV S por el Teorema 2.6, haciendo b,, = n~2"a,,, entonces (b, )nen
pertenece a MV BV S.

(1) Para todo r € N, la 2r—ésima integral formal de Z an sen(nt) es ( Z 2 a, sen(nt).

n=1

Como n~?"*!la,| = n|b,| — 0 cuando n — oo, entonces por el Teorema 2.5 (1),

Z by, sen(nt) Z n~*"a, sen(nt).

converge uniformemente con respecto a t € R.

De lo anterior deducimos que

4, sen(nt)

HM8

converge uniformemente con respecto a t € R+.

(2) Como (ap)nen € Ry, entonces (b, )nen € Ry. Dado que

in "a,, sen(nt) Zb sen(nt),
n=1

converge uniformemente con respecto a t € Ry, entonces por el Teorema 2.5 (2),

n|bn| =n"* |a,| — 0 cuando n — co. W

2.2. La clase SBV S

A continuacién, definimos la segunda clase de sucesiones relacionada con el objeto de nuestro
estudio.

Definicién 2.9. Una sucesion (a,)nen € C es elemento de la clase SBV' S (Supremum Bounded
Variation Sequences / Sucesiones de Variacion Supremo-Acotada) si existen constantes C > 0y
A > 1, que dependen solamente de (a,)nen, que satisfacen la condicién:

Z|Aan| < — sup (Z |an|> para k> \.

m>[k/\]
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Enseguida demostramos un teorema que establece que MV BV'S C SBV'S. Proporcionamos un
ejemplo que nos permite aclarar que SBVS ¢ MV BV'S, es decir, que el reciproco del teorema en
general es falso.

Teorema 2.10. Si (ay,)neny € MV BV'S, entonces (an)nen € SBV'S.

Demostracién. Sean C > 0 y A > 2 las constantes asociadas a (a,)nen debido a su pertenencia a
la clase MV BV S, y sea p el ntimero natural que satisface 2# < A\? < 2#F1. Tomando C' = C(u+2)
y X = A, para k > )\ tenemos que:

[AK]

2k C
Z|Aan|§? Z |an |

n==k n=[k/\]
pe.g)

=2 ol

n=[k/A]
[2#71. %]

C
SE Z |an|

n=[k/A]
[2((u+1)+1).%]

= Z |an|
n=[k/A]
(2472 [k/N])

Z |an|
n=[k/\]
2072k /A)

Y lal

n=[k/Al

2207k /\] 221 [k/ )] 2.2MF [/ )]
< Z |an| + Z lan| + -+ Z |an>

n=20[k/] n=21[k/\| n=2u+1[k /]

sup Qn sup a
(Lom (Sl) s o (X 1a)

2m
+---+ sup an,
i (E )
c
=2 (+2) sw (ZI%)

IN IN
\ \ \

= Q

<

= Q

m>[k/A]
C(p+2)
= ——— Ssup Ay,
ko sk (Z | >
C’
= — sup an,
L (Se)

Por lo tanto, (a,)neny € SBVS. R
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Ejemplo 2.11. Sea (ay)neny € Ry una sucesion y (by,)nen la sucesion definida como

0 sil<n<16
a; sin= 2¥ para algin j € N
by =40 si2¥ <n<22¥ para algin j € N
a; si 224 < < 22441 para algtn j € N
0 si224+1 <pn < 24" para algtin j € N.

Entonces (b, )nen pertenece a SBV'S pero no a MV BVS.

Observemos que la sucesion (b, )nen tiene el siguiente comportamiento:

by = =bi5 =0,

bis = a1,

biz =+ =bas =0,

base = -+ = bs11 = aa,

bs12 = -+ = bes 535 = 0,

bes 536 = a2,

by(ai 1) = =+ = bgui_; =0,

byui = aj,

byui = = byaiany = = by = = by, =0,
52(2.4]-) - ... = b2(2A4j+1)_1 = aj,

b2(2-4j+1) == b2(2‘41+2) = b2(4(1+1>,1) =0,

Sea k > 2. Analicemos las posibilidades:

Si2 <k <7, entonces 4 < 2k < 14. Luego,

Z|Ab |<Z|Ab ‘70<, sup <Z|b >

Tk >k
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Si 24’1 <k< 2% para algin j € N, entonces 2% <2k < o4 +1 y
2%k 4J+1
SOIAb < D |Aby
n==k n=247 —1
247 o 24741
= > 1Al Ay [+ Al D 1A
n=249 —1 n=247 +1
=0+0—-aj|+]a; =0/ +0
= 2aj
2 2.47
= 9247 -2 a;
2.92:47 _
2
= 924 Z aj
n=—2247
2.47
o 2.2 .
T 92471 Z | "|
n=2247
2m
S — sup bn,
Si2¥ +1<k<22¥-1_1 paraalgin j € N, entonces 24’1 + 2 < 2k < 224’ — 2. Ademés,
2% 2247 _g 1
Z|Abn\§ Z |Ab,| =0 E sup <Z|b |)
oyt 2 1 m>[k/2] \, /=
Si 224 -1 < | < 924741 para algin j € N, entonces 2247 < of < 92442 De esta manera,
2k 924742
STlAb < YT |Ab
n=~k n=224J —1
22.4j 5 22.4]'_*_172 22-4j+2
D R R TS Ea S I VN SOVI o S V-V
n=2247-1 n=92-47 n=22-47+1
:0+\0—aj|+0+|aj —0|+0
= 2aj
2 2.47
= 9247 -2 a;
22247 _q
2
= o X
n=92-47
2.92:4/
2
= 924 Z bl
n= 2247
<t ().
m>[k/2 n—m
Por tltimo, si 224 +1 41 < k < g —1_4 para algin j € N, entonces 224 +242 < 2k < 9U*Y g



34 Capitulo 2. Convergencia uniforme de la serie seno

Adicionalmente,
2%k 24Ut 1 2m
Z |Abn| < Z ‘Abn| =0< E sup <Z |bn|> :
n=~k n=22-49+141 m2[k/2] \ =

En resumen, considerando C' =4 y A = 2, para k > ) tenemos que:

2k C 2m
Z |Ab,| < % sup (Z bn> .
n==k

m2[k/A \ p=m

Por lo tanto, (b, )neny € SBVS.

Resta probar que (by,)neny € MV BV S. Para ello mostraremos que dados C' > 0 y A > 2, podemos
hallar k£ > X tal que:

2k C [AK]
S an> S Y . 21)
n=~k n=[k/\]

Dadas C > 0y A > 2, existe j € N tal que A < —ng yC < V;“. Entonces, )\<24j, C<2¥ y

92497 V41 _ o\ /517 < [4} <% < [)\24]} < 224 De esta forma,

2.947 2.947
Do |Aby = [Aby [+ 30 |Ab,|
n=249 n=24 41
= |aj — O| + O
= a/j
> 2? a;
C
o 9% _q 9247 _ g
— | X Bl X
n:22.4(.7'—1)+1 n:24j+1
9247 4

C
= 2? Z |bn|

n:22,4(j—1)+1

2"
C
n=[247 /)]

Por lo tanto, si consideramos k = 2% en (2.1), tenemos que (by)neny ¢ MV BV S. O
Notemos que en el ejemplo anterior, (a,)nen puede elegirse de manera que se satisfaga o no la

condicién:
n|b,| = 0 cuando n — oco.

Para la clase SBV S se satisface una propiedad similar a la presentada en el Teorema 2.6.

Teorema 2.12. Sea (an)neny € SBV'S. Si para v € NU {0} se define b, = n"a,, entonces
(bp)nen € SBVS.
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Demostracion. Si r = 0, tenemos que b, = a,, ¥ (bn)nen € SBV'S trivialmente.

Consideremos r € N. Realizamos la prueba mediante induccién matematica sobre r. Para r = 1,
ocurre que b, = na,. Tomando C; = 4CA+ 1y A\; = XA donde C > 0y A > 1 son las constantes
asociadas a (an)nen segin la Definicién 2.9, para k > Ay tenemos que:

2k 2k
Z |Aby,| = Z [nan — (n+1)ani1]
n==k n=k
2k
= Z [n(an — ant1) — any1]
n=k

2k 2k
< anan — Qpt1| + Z |an 1l
n=~k n=~k

2%k 2k+1
<2k [Aan+ D anl
n=k n=k+1
| 2
< 2k - sup |an] n|an|
B omzie/ (Z ) ’f“n%l
2m 1 2(k+1)
<20C- sup Inan| | + — |na,|
w2 (S 1 S
1
<2C--—~ sup b —|—f sup by
E/2X (k)0 <nz;n| n|> K m>k/a] <Z| |>
2m
=2C - sup bn, +* sup bn
T (2; |> P (Z )

4CA +1

— AT b
k m>[k/)\ <Z| |>

C’

-G o ().

m>[k/)\1]

Por lo tanto, (b,)neny € SBV'S.

Para r = s, tenemos que b, = n°a,. Supongamos que (b,)neny € SBVS, es decir, que existen
constantes Cs > 0y Ay > 1, que dependen solamente de (b, )nen ¥ que para k > A, satisfacen:

n=m

2k c, 2m
Z\Ab §? sup (an>

De esta forma, para r = s+ 1 tenemos que b}, = n®*la, y si elegimos Cs 11 = 40 s +1y Agy1 = A,
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para k > A4 obtenemos que:

Ejmv|f§:w”1 — (4 D)™ |

=S e — (14 1) — (0 4+ D]

2k
< Z nn*an — (n+1)%an41| + Z [(n 4 1)*an 41|
n=~k
2k 2k+1
<26 [bp —buga| + D> [nan
n=~k n=k+1
2k 1 2l
<2kZ|Ab o+ 51 > nlbnl
n=k+1
c. | 24
<2k-—* sup bl ) + 1 L8
m>[k/As] <Z n;—l

2m
<20, - sup nby, sup by,
[k/>\ m>[k/ ] (Z | |> m>[k/A,] (; |
1 2m
<2C; - sup b+~ sup bl
k/2>\s m>[k/As] <Z | |> E >/, Z o]

n=m

:205.2 sup <Z|b’>+ sup <Zb’)

m>[k/ ] k m>k/2.)

4Cs s + 1
et g ($)

m>[k/Xs] \ p=m

Cs+1
== sup (Z b7, )

m2[k/As1] \pn=pm

Por lo tanto, (b],)nen € SBVS. R

2.3. La clase SBV S,

Definimos la tltima clase de sucesiones que estudiamos en este capitulo.

Definicién 2.13. La clase SBV Sy (Supremum Bounded Variation Sequences of 2nd type /
Sucesiones de Variacidn Supremo-Acotada del tipo 2) esté constituida por las sucesiones (a, )nen C
C para las cuales existen constantes C' > 0, A > 1 y una sucesion (8,)nen € Ry que tiende
mondtonamente a infinito y que satisface que 5, < n para n € N, que dependen solamente de
(an)nen, y son tales que:

2m
Z|Aan < ? su Iﬁ)k} (Z |an|> para k> A

Q
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El siguiente teorema asegura que SBV .S C SBV Sy. Méas adelante afinamos esta relacién.
Teorema 2.14. Si (ap)neny € SBV'S, entonces (an)nen € SBV Ss.
Demostracion. Sean C > 0 y A > 1 las constantes asociadas a (an)nen segin la Definicién 2.9.

Notemos que (8, )nen C Ry definida por §,, = n/\ tiende mondtonamente a infinito, ademads 3, < n
para n € N. Considerando C' = C, ' = Ay (Bn)nen, para k > X tenemos que:

2k 2m
Z |Aay| < - sup <Z |an|> — sup (Z |an>

n=k

Por lo tanto, (a)neny € SBVS2.

A continuacién presentamos un ejemplo similar al Ejemplo 2.11 que nos demuestra que el recipro-
co del Teorema 2.14, en general, es falso. En resumen tenemos que: MV BV S C SBVS C SBV Ss.

Ejemplo 2.15. Sea (a,)neny € Ry una sucesién no creciente. La sucesion (by, )nen definida como

0 sil<n<16
a v
22_J4j sin = 2% para algin j € N
b, =<0 si 24 < n < 224 para algin j € N
a: ) .
ﬁ si 224 <n < 22% ! para algin j € N
0 si 22441 < < 249" para algtn j € N,

pertenece a SBV Sy pero no a SBV'S.

La sucesion (b, )nen tiene el siguiente comportamiento:

by =---=b15 =0,
ai
big = —
16 256’
bl7:.;::b255:0,
a
b —_ ... = b e —
256 ST 16 777 216°
bs12 = -+ = bgs 535 = 0,
b - a2
05536 = 17294 967 296
byior)y = =by_; =0,
a
b24J = 22:743,
bosi g = =byuiz) = = by0uioy) = - = by =0,
b R =b . _ a’j+1
2(2:49) T T Dg(2ad4n) 1 T 5045 oaGrD)
byzai) = 0 = Dyauign) = bg(m“)—l) =0,

Sea k > 1. Revisemos los siquientes casos:
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Sil<k<7, entonces 2 < 2k < 14. Luego,

2k 14 1 2m

n=~k n=1 m>VEk \n=m

Sio¥-1< k<o para algtin j € N, entonces 2V < 9 < 9¥+1 y

24j +1

2k
STIAb < D Ay
n=k n=247 -1
247 9 247 +1
- Z |Abs| + ’Ab24j—1‘ + [ Dby | + Z |Aby|
=249 -1 n=247 41
a;
=0+ |0 555 | + | 5525 — 0] + 0
aj
- 92-43
_ 2 92-4071 aj
— o4i " 52.4G-1) o4J
2 2 -2
2_22.4@*1)71

2 a;
= 94 > 924G-1 94

n:22.4(j—1)

2.22,4(j—1)

2
943 Z bl

n:22.4(1*1)

IN
|

2-v/ 24

2
:ﬁ Z |bn|

n=1/ 24

Fae)

I /\

Si 24 +1<k< 9247-1 _q para algiin 5 € N, entonces o4 +1 +2<2k < 9247 _ 9 Ademas,

2k 2247 _g 1 2m

n=k n=247 1
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Si 224'-1 < |k < 224+ para algtn j € N, entonces 224 < 2k < 22442 De esta manera,

9247 +2

> 1AL

n=224J —1

IN

2k
> |Ab,|
n=k

22-4j 5 22-4J'+172 22-4j+2

Z ‘Abn| + ‘Ab22.4j71‘ + Z |Abn| + ‘Ab22-4-7‘+1,1} + Z |Abn|

n=2247-1 n=92-47 n=22-47+1

—O+‘O .ajH +0+

22.4J . 24(j+1)

i1
9243, 94G+Y) 0‘ +0

Qi1
92:45 , 94G+D)
2 o4 G
22.4.7‘ 22.4j . 24(j+1)

2.0247 _1
_ 4 T aj+1
T 924941 92:45 , 94G+D)

n:22'4j

9.92-49
4

=l O

n=2241
A 2,\/24(]4’1)

T 924i1 Z [bn|
n=V 24(.7+1)

— sup |n|
km>\f<z >

i+ _q

IN

\ /\

J+1)

Por ultimo, si 24+ 11 < | < 94 —1 para algin j € N, entonces 224742 19 < 9k < 1t _o

Adicionalmente,

2%k 24(j+1) _9

1
Aby| < Ab,|=0< — b
Sianic X an=0< g (3 ).

n=k n=22-47+141

Recordemos que la sucesién (8,,)nen € R4 definida como 3, = v/n tiende monétonamente a infinito,
también es claro que 8,, < n para n € N. Considerando C = 4, A = 1y (8, )nen, para k > X tenemos
que:

Z|Ab <¢ F s <§f bn> <% <nz;n|b I>

n=m

Por lo tanto, (b,)neny € SBV Ss.

Ahora probaremos que (b,,)nen ¢ SBV'S. Para ello mostraremos que dados C' > 0y A > 1, podemos
hallar £ > X tal que:

2k C
Z|Abn|>E sup <Z|b |> (2.2)
n==k
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Haciendo un anélisis similar al del inicio de este ejemplo, para m € N tenemos que:

0 sil<m<7
o % si 241 <m<2¥ para algin i € N
Z b, < <0 si2¥ +1<m<22%-1 _1paraalgtnieN
- 223:11) si 2241 <m< 92:4"+1 para algin i € N
0 si 22441 L <y < 24TV para algtin i € N.

En consecuencia, para todo j € N y para todo m > 2.

2m
$ o (ot e e
nl S SUP {0347 92GFD 0 524G ? 9262 :

n=m

Como (ay)nen €s una sucesién no creciente, para todo j € N tenemos:

2m @
wn (32 11) < 5
n=m

m224j

ar 94T
y C <

Dadas C >0y A > 1, existe » € N tal que A <
924041 _ o\ /o1" < {%} <24 < [)\24T] < 224" De esta forma,

2.04" 2.24"
D |Aby| = [Abyr [+ Y |Aby|
n=24" n=24"41

= 23-1? —0/+0

— Gr

T 9247

C a,

> 94T " 9247

_C ar ar

= gar hax (22447‘ ; 2247‘)

C 2m

> — méx sup b, bup b
2 ([24% <m<2” (Z l) n;n‘ |
C 2m

=oF Suwp (Z |bn|> .

m2[24" /Al \ =

Por lo tanto, si consideramos k = 2% en (2.2), tenemos que (b, )nen € SBVS. O

. Entonces, \ < 2%,

C <2y

Sabemos que si (an)neny € SBVS\ MV BV S entonces puede o no ocurrir que n |a,| — 0 cuando
n — oo (ver comentario inmediato posterior al Ejemplo 2.11). Sin embargo, para las sucesiones
(an)nen que pertenecen a la clase SBV Sy pero no a SBVS siempre se satisface que nla,| — 0

cuando n — co. Esto ultimo se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 2.16. Si (ap)nen € SBV Sy \ SBVS, entonces n|ay| — 0 cuando n — co.
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Demostracién. Sean C’ y ) las constantes y (8, )nen la sucesién asociadas a (ap)nen por su
pertenencia al espacio SBV Ss.

Para cada n € N definimos

2m
Sp = Sup (Z Iai|> -

m>n \ ;_
= i=m

Observemos que (S, )nen €8 no negativa y no creciente. Por consiguiente,

S = limsup (s,) = inf <sup (sn)> = inf (sg).

n—o00 EeEN \ n>k keN

Existen tres posibilidades para el valor de S:

Si S = oo, entonces s = oo para toda k € N. Escogiendo C' > 0y A > 1, para k > )\ tenemos que
S[k/A] = 00. En consecuencia,

2k C 2m
|Aan| - sup |an| .
nz,:k R mz[k/A nz:;

De acuerdo a la Definicién 2.9, (an)neny € SBV'S. Pero esto contradice la hip6tesis.

Si0 < S < oo, existen N = min{n € N:s, < oo} yT >0 tal que s, < T para todo n > N.
También se cumple que S < si, para todo k € N. Notemos que debe existir K € N tal que [8;] > N
para todo k > K. Consideremos C” = C"-T/S y X = méx{\N, K}. Para k > X’ tenemos que:

2k C, 2m
|Aa,| < — sup |an]
nz:;c k m=[B] ng;n
C/
T 18K
Cl
< — T
— kS 5
c'-T/S

k STk /M)

Cfll
oy (Su)

m> k/k// n=m

IN

Por tanto, (an)neny € SBV'S. Lo cual, de nuevo, es imposible.

Conforme al andlisis previo, el tnico caso posible es S = 0. Como gng (sx) = 0, dado € > 0 existe
€

sy € {sn : n € N} tal que s); < €. Debido a que (s, )nen €s no creciente, |s, — 0| = s,, < & para
todo n > M. Es decir, s,, — 0 cuando n — 0o. Deducimos que la subsucesién (S[B”])nEN satisface
que sjg,] — 0 cuando n — oo.

Dado que (an)nen € SBV Sy, definiendo
1 /
Y = ES[B’“] para k> X,

tenemos que v = (Y, )n>x €S una sucesién no negativa y ademds se satisface que:

2%k
Z |Aa,| < C'y, para k> N.
n=~k
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Por lo tanto (an)neny € GM(7y) (ver [11]).

De [11, Lema 2.1], para cada n € N obtenemos que:
1 2n
nl < C'yp + = il - 2.3
oal < Ot S (23)
De esta forma, para n > X se cumple que:
nlan| < C" sig,) + 55,1 = (C" +1) 503,).
Por lo tanto, n|a,| — 0 cuando n — co. W

A continuacién presentamos una generalizacion del Teorema 2.5.

Teorema 2.17. Sea (an)neny € SBV S,.

o0

(1) Sinla,| — 0 cuando n — oo, entonces Z an sen(nt) converge uniformemente con respecto

n=1
ate R+.
o0
(2) Reciprocamente, si (an)neny C Ry y Z an sen(nt) converge uniformemente con respecto a
n=1

t € Ry, entonces n|ap| — 0 cuando n — oo.

Demostracion. Sean C' > 0, A > 1y (8, )nen, las constantes y sucesién asociadas a (an)nen segin
la Definicién 2.13.

El argumento que utilizamos es similar al de la prueba del Lema 9 en [13].

(1) Para cada n € N definimos

I(n,t) = Z apsen(kt) y Dy,(t) = Zsen(kt).
k=1

k=n

Puesto que I(n,0) = I(n,m) = 0 para toda n € N, restringimos el estudio de la convergencia
uniforme con respecto a t al intervalo (0, 7). Por tanto, sélo probaremos que dado € > 0 podemos
encontrar ng tal que para toda n > ng y para toda t € (0, ) se satisface que:

[I(n,t)] <e.

Sea € > 0 y consideremos &' = 8(,‘5? Puesto que n|a,| — 0 cuando n — oo y como (3, < n para

n € N, también tenemos que S, ‘a[gn” — 0 cuando n — oo. De esta manera, existe ng > A tal que
para toda n > ng se satisface que:

E./
Bnlag,| <€ y nlan| < —

Elijamos ¢ € (0, 7) arbitrario y definamos N = [1/t]. Sea n > ng, revisemos las posibilidades:
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Sing < n < N, tenemos que:

N-—
Z ag sen(kt)| < Z |ak sen(kt)]|
k=n
N-1
< ) lax| [kt
k=n
N-1
= t-klagl
k=n
<N71 1 o
[E—— a/
= N ™ k
k=n
3 | V-1 /
— €
N
k=n
<2 (N-1)¢
— -1)e
- N
<e.

Si ng < N < n, por las Observaciones 1.24 y 1.25, tenemos que:

k=n

Z ay sen(kt)

< Y |Aar] [D(t)] + |an| Dy (2)]
k=n

T oo

<7 (Z |Aay| + |an|>
7(N +1) <Z|Aak|+ n|an|>
(N +1) <Z|Aak|+ )

N+1 ,
g.

(N +1) Z|Aak|+ ~

k=n
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Como (ay)neny € SBV S,

2.29n,

ZlAak|<Z|Aak|+ Z |Aak|+ Z \Aak|+-~-+ Z |Aak|+~--

k=2n k=4n k=2in

) 2.29n

Z \Aak|

k=2in

> (., (1))
3 (5., (S we)
o (259))
)
7))
=)

<.
I
o

E%g

.
Il
=)

IN

A
zla zZla z=Z|q
bﬁg

<.

3 | O L

- mZ[ﬂyn (

sup

IN
SN

I
519
[~]e
/—\/\%
|
wn
=
o

IN
DO
il
s
2

4C¢e’
N7~

De esta forma,

4C€’+N+1 ,

<m(N+1) N N €

Z ay, sen(kt)

k=n

N+1
= T+ - (4C + 1)’
< 2(4C + 1)¢’

= (8C +2)¢

En resumen, si ng < n < N, tenemos que:

Z ay sen(kt)

k=n

N-1
< Zak sen(kt)| +
k=n

<+ (8C +2)¢
= (8C + 3)¢’

|I(n7t)| =
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Ahora ng < N < n, sucede que:

[I(n,t)| = Z ap sen(kt)| < (8C + 2)¢’
k=n
Finalmente, si N < ng < n, también tenemos que:
[I(n,t)| = Z ap sen(kt)| < (8C + 2)¢’
k=n

Por lo tanto, para toda n > ng y para toda ¢ € (0,7) se satisface que:

€
I(n,t)| < (8C +3)e’ = (8C + 3 =e.
10, 1)] < (5 +3) = (8C+3) oo ==
(2) Para cada n € N definamos
x) = Z ay sen(kt).
k=1
Sea € > 0. Consideremos &’ = % observemos que &' > 0. Puesto que Z an sen(nt) converge

n=1
uniformemente con respecto a ¢, existe ng > A tal que para todo m que satisface m > ,, y para

todo ¢ € [0, 7], tenemos que:

m—1
|Som () — x)| = Zak sen(kt) Z ay sen(kt)
k=1
= Z ay sen(kt)
k=m
<e.
Para cada m € N definamos t,,, = f-, notemos que t,, € [0,7]. Como (an)nen € Ry y la funcién

seno es positiva y creciente en el intervalo [ T 2} tenemos que:

. 2m 2m [

sen | — ar < agsen | — - —
(B Lo s Lo (105)

k=m k=m

s
)
( 4m |

= [Sam(tm) = Sm_1(tm)| -

Entonces, para toda m > 3, se cumple:

Por lo tanto,

p (£0) s

m2[Bng]
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Puesto que (ay,)neny € SBV Sy, por (2.3) en la prueba del teorema anterior, para cada n € N tenemos

que:
2m 2n
C 1
lan| < 5 Sup ] (Z ai|> + ﬁz |ag] .

i=n

En consecuencia, para n > ng se cumple que:

2m
nlay,| < C sup <Z |al> + sup (Z ai|>

m>[ n, — m [ n
=(C+1) su a;
( e (ZI )

<(C+1) sup ay

m>[Bn] (Z )
EI

<(C+1) —
sen (Z)

=ec.

Por lo tanto, n|a,| — 0 cuando n — co. W

Como consecuencia del teorema anterior y el Teorema 2.14, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.18. Sea (an)neny € SBV'S.

o0

(1) Sinla,| — 0 cuando n — oo, entonces Z an sen(nt) converge uniformemente con respecto

n=1

at€R+.

o0

(2) Reciprocamente, si (an)neny C Ry y Z an sen(nt) converge uniformemente con respecto a
n=1
t € Ry, entonces n|ap| — 0 cuando n — oo.

Demostracién. Por el Teorema 2.14 sabemos que SBV'.S C SBV'S5. Dado que (a,)nen € SBVS,
entonces (an)nen € SBV Sy, Por el Teorema 2.17, obtenemos las afirmaciones (1) y (2) de este
corolario. B

Finalizamos este capitulo con una generalizacién del Corolario 2.7 que involucra a la derivada
oo

formal de Z an sen(nt). Se deduce del corolario anterior y el Teorema 2.12.

n=1
Corolario 2.19. Sean r € NU{0} y (ap)neny € SBV'S.

o0
(1) Sin?>*tla,| — 0 cuando n — oo, la 2r—ésima derivada formal de Z an sen(nt) converge

n=1
uniformemente con respeto a t € R .

[e.9]

(2) Reciprocamente, si (an)nen € Ry y Z n"a, sen(nt) converge uniformemente con respecto

n=1
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at € Ry, entonces n* 1 |a,| — 0 cuando n — oo.
Demostracion. Si r = 0, entonces el corolario se transforma en el Corolario 2.18.

Si r € N, dado que (a,)neny € SBVS, por el Teorema 2.12, haciendo b, = n*"a,, tenemos que
(bn)nen € SBVS.

o0

(1) Para todo r € N, la 2r—ésima derivada formal de Z an sen(nt) es ( Z n?"a, sen(nt).

n=1

Por hipétesis n?" 1 |a,| = n |b,| — 0 cuando n — oo, entonces por el Corolario 2.18 (1),

Z by, sen(nt) Z n“"a,, sen(nt)

converge uniformemente con respecto a t € Ry.

De lo anterior deducimos que
o0
-1 E n?"a, sen(nt)
n=1
converge uniformemente con respecto a t € R;.

(2) Como (an)neny C Ry, entonces (by,)neny € Ry. Dado que

Zn ay, sen(nt) Zb sen(nt)

converge uniformemente con respecto a t € R, entonces por el Corolario 2.18 (2),

n|bp| = 1?1 |a,| — 0 cuando n — co. M
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Capitulo 3

Convergencia uniforme de la
integral seno de Fourier

En este capitulo realizamos un estudio sobre la convergencia uniforme de la transformada seno de
Fourier. Lo hacemos tomando como base los resultados obtenidos para la serie seno. La exposicion
se fundamenta en el trabajo elaborado por P. Kérus ([6]).

Recordemos que para una funciéon f : Ry — C medible en el sentido de Lebesgue, la integral
seno de Fourier o transformada seno de Fourier de f se define como

/OO f(z)sen(tx)dz con teRy. (3.1)
0

Por la convergencia de la integral (3.1) para t € R, entendemos la finitud del limite

a
/ f(z)sen(tx) dx cuando a — oo.
0

Denotamos por Lj,.(R4) al espacio de funciones f : Ry — C que son Lebesgue integrables
localmente sobre R .

P. Kérus realizé su tesis doctoral bajo la direcciéon de F. Méricz. En sus estudios, impone la
condicién de que xf € Lj,.(Ry). Esto con el fin de evitar en sus resultados funciones que tengan
un comportamiento asintético igual a w%,, con p > 1, alrededor de z = 0 por las complicaciones que
esto conlleva.

Tal y como lo hace Kérus en [6], nosotros asumimos que xf € Ljo.(R). Observemos que de ésta
condicién obtenemos que f € Ljy(R4).

Algunos teoremas estudiados en el capitulo precedente no pueden generalizarse para todo el
espacio de funciones medibles sobre R, pero si para algunos subespacios que se introducen en [9]
y que se presentan a continuacion.

49
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3.1. El espacio MVBVF(R,)

La clase MV BV'S de sucesiones (ver Definicién 2.2) inspiré el siguiente concepto para el caso
continuo.

Definicién 3.1. El espacio MV BV F(Ry) (Mean Value Bounded Variation Functions on Ry
/ Funciones de Variacion Acotada en Media sobre R.) se define como el conjunto de funciones
f : Ry — C tales que f € ACj(R4) para las que existen constantes C;A > 0y A > 2, que
dependen solamente de f, que satisfacen la condicién:

2a C Aa
/ |f’(x)|dac§—/ |f(x)] dz para a > A.
a a Ja/x

Presentamos un par de ejemplos de funciones pertenecientes a este espacio.

Ejemplo 3.2. Sea « € C. La funcién f : Ry — C definida como f(z) = « pertenece al espacio
MVBVF(Ry).

En el Ejemplo 1.8 probamos que f € ACj,.(Ry). Considerando C;A > 0y A > 2, para a > A
tenemos que:

mewwm=Lhmm

=0
< C(\%2—1) |
- A

g a(A? —1) |a]
a A

Aa

_¢ || dx

a Ja/x

C Aa
=5 e

Por lo tanto, f € MVBVF(Ry). O

Ejemplo 3.3. La funcién f : Ry — R, definida por f(z) = x es elemento del espacio
MVBVF(Ry).

En el Ejemplo 1.9 demostramos que f € ACj,.(Ry). Tomando C =1, A> 0y A > 2, paraa > A
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tenemos que:

L%wmwx

2a
/ 1| dz

=a

a(M —1)

222
a?(\t=1)

Coox?

1 Aa
= 7/ || dx
a/\

a
C Aa
—alﬂm@wm

1
a

Es decir, f € MVBVF(R;). O

El siguiente teorema que presentamos es demostrado por Méricz. Nuestro objetivo es generali-
zarlo.

Teorema 3.4. [9, Teorema 2]. Sea f € MVBVF(Ry) tal que zf € Lipe(Ry).

oo
(1) Si xf(x) — 0 cuando x — oo, entonces / f(z)sen(tx) dx converge uniformemente con
0

respecto a t € R, .

o0
(2) Reciprocamente, si f : R — R y/ f(x)sen(tx) dx converge uniformemente con respecto
0

ateRy, entonces xf(x) = 0 cuando x — 0.
Enseguida mostramos una propiedad del espacio MV BV F(R,).

Teorema 3.5. Sea f € MVBVF(R,). Si para r € Z se define g, : Ry — C como g,(x) =
x" f(x), entonces g € MVBVF(R,).

Demostracion. Por el Corolario 1.17, g, € ACj,.(Ry).
Sir =0, tenemos que go(z) = f(z). Por lo tanto, go € MVBVF(Ry).

Si r € N, hacemos induccién matemdtica sobre r. Para r = 1, sucede que g1 (z) = = f(x). Tomando
C1 =2CA\+1,A; = Ay A = Adonde C, Ay X son las constantes asociadas a f segun la Definicién
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3.1, para a > A; tenemos que:

2a 2a
/ 10,(2)] do = / ' (@) + f()] da

a

< [Mer@ias [

2a 2a
< 2 / 7)) do / 2 (2)] da

f(x)] dx

C Aa 1 2a
<2-C [ Y@l dot ;[ o) de
a Ja/x aJa
Aa

A [ 1
<202 [ @l dot ;[ ) do
a Ja)x a Ja/x

20}\ )\a 1 )\a
=22 [ @) dw+7/ 91(2)] de
a  Ja/x a A

a/

200 +1 [

:—/ 01(2)] de
a a/\

Cl )\10,

g1(x)| dz.
NG

Por lo tanto, g1 € MVBVF(R,).

Para 7 = k, tenemos que gy(z) = z*f(r) y supongamos que g, € MVBVF(R,), es decir, que
existen constantes C, Ax > 0y A\ > 2, que dependen solamente de gg, tales que:

2a Ck Aa
[kl e < [ i@ o para o> A
a a Ja/x,

De esta manera, para r = k 4+ 1 tenemos que g4 1(z) = 21 f(x). Si elegimos Cyy1 = 2C A\, + 1,
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Akt11 = Ak ¥ Ak+1 = Ak, para a > Agy1 obtenemos que:

2a
/|¢Hunm

= [T+ o ety )] de

= /% |z (2% f/(2) + k"' f(2)) + 2" f(z)| da
S/a2a|x(xkf( )+ ket f )|dx+/a2a|xkf(x)|dx
<2a/2a|gk( )| de + - /ja\ K4 f ()] do

Aga 1 2a
<20- G [ @)z L / g (2)] do
a/k a
)\ )\ka 1 )\ka
gﬂ%~i/ (@) dot ;[ g ()| do
a a/Xk a a/X
20K A [P 1
=23 [ @l dot 5 [ o) da
a a/)\k a a/kk
206\, +1 [
= 2O [ (o) e
a a/Xk
Chon [
- (/ (g (2)] e
a a/Agt1

Por lo tanto, gx+1 € MVBVF(R,).

Si —r € N, la prueba de este caso la hacemos similar al previo utilizando induccién matemética

ahora sobre —r. Para —r = 1, tenemos que r = —1y g_i(z) = a7 f(z) = i

f(z). Como f €

MV BV F(R,), de acuerdo a la Definicién 3.1, f estd asociada a las constantes C'; A y A. Si tomamos

C1=C\+1,A 1 =Ay 1=\ paraa> A_; tenemos que:

1 1

2a 2a
[ li@lde= [ 1 5@ - )| do
2a 2a
g/ %f’(x) dx+/ %f(x) dx
2a 2a
<o [ r@laes [

1 C )\a 1 2(1
<>-.=Z - _
S T Iy R
C Aa 1 1 Aa
<= = - _
< MLMHJ@>“+QLMW1@”W
CA Aa 1 Aa
=2 [ @l doty [ oo da
a Ja/x a Ja/x
Ch+1 [
-2 @) do
a a/\
Ci )\7161
== |9-1()| dx.

a a/>\71
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Por lo tanto, g_1 € MV BV F(R,).

Para —r = k, tenemos que r = —k y g_x(z) = 7% f(z) = :%k f(z). Supongamos que g_j €
MV BV F(R.), es decir, que podemos hallar constantes C_p, A_x > 0y A_x > 2, que dependen
solo de g_g, tales que:

2a A_ra
AT
a a /A —k

De esta forma, para —r = k + 1 tenemos que 7 = —(k+1) y g_41)() = B+ £ (1) ﬁf(x)
Si elegimos C_(x11) = C_ kA p +1, A_(441) = Ak ¥ A_(k41) = Ak, Para a > A_ ;1) obtenemos

que:
2a
/

|g—k(z)| dz para a > A_j.

9/_(k+1)($)‘ dx

2a
1 k+1
:/a Wf/(x) s f(:r)’ dx
2a
1/1 k 1 1
:/a . (ajkf/(x) - Wf(»"”)) Tz (kaf(x)N dx
2a 2a
1/1 k 1 1
S/a x(gckf/(x)_xkﬂf( ))‘ dx"’/a x(qﬂcﬂf(x)) dx
1 [ 1
/
< 5/a l9_1(2)] dw+g/a |9 ety (2)] d
1 C_ A_ka 1 2a
<o S @l g [ g @) da
a a Jar_, a
O_k; )\,ka )\,ka
Si/\—ka/ —g-k(z)| dov + - / I—(k+1)(7)| d
a2 N (z o/ | (k+1) )|
C_ )\_ )\_ka 1 A ka
= M/ |9—(kg1) ()| d + */ |9— (k1) ()| da
a a/X_k A Ja/x_y
C_p A_p+1 A-ka
= |9 ety (2)] d
a a/X_
C._ A_(k+1)@
= =l / |9 (k+1) (2 | dax.
a a/X_(kt1)

Por lo tanto, g_(x4+1) € MVBVF(R,). B

Cuando hablamos de la derivada formal respecto de t de / f(z) sen(tx) dx nos referimos a que

% ( /0 ” F(w) sen(ta) dm) /0 h % (f(x) sen(tz)) da,

sin detenernos a considerar las condiciones necesarias para que la igualdad se cumpla.

se satisface:

Anélogamente, cuando hablamos de la integral formal respecto de t de / f(x)sen(tx) dx nos
0

referimos a que se cumple:

/ (/000 f(z)sen(tx) dac) dt = /Ooo (/f(x) sen(tx) dt) dr,
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sin analizar las condiciones necesarias para conseguir la igualdad.
Si revisamos los dos tltimos teoremas, obtenemos los siguientes corolarios para la derivada formal
oo
e integral formal de / f(x)sen(tx) dx.
0
Corolario 3.6. Seann € NU{0} y f € MVBVF(R,) tal que f € Lio.(Ry).
(1) Si 2?1 f(x) — 0 cuando x — oo, entonces la 2n—ésima derivada formal respecto de t de
o0

f(z)sen(tx) dz converge uniformemente con respecto a t € Ry.
0

oo
(2) Reciprocamente, si f : Ry — Ry y/ 22" f(z) sen(tx) dx converge uniformemente con

0
respecto a t € Ry, entonces z*" 1 f(z) — 0 cuando x — oc.

Demostracién. Si n = 0, el corolario se transforma en el Teorema 3.4. Si n € N, dado que
f € MVBVF(R,), por el Teorema 3.5, g, : Ry — C definida como gay, () = 2" f(x) pertenece a
MVBVF(R,). Como xf € Li,.(R,), por el Teorema 1.21, tenemos que 22"+ f = xgo, € Lioe(Ry).

(1) Para todo n € N, la 2n—ésima derivada formal respecto de ¢ de / f(x)sen(tx) dx es
0

(=" /000 2" f () sen(tx) d.

Por hipétesis 22" ! f(x) = xga,(x) — 0 cuando x — oo, entonces por el Teorema 3.4 (1),

/OOO gan() sen(tx) do = /OO 2®" f(z) sen(tz) da

0

converge uniformemente con respecto a t € R,..

De lo anterior deducimos que:
(=" / 2" f () sen(tz) da
0

converge uniformemente con respecto a t € Ry.
(2) Como f(R;) C R, entonces g2,(Ry) C Ry. Puesto que
oo oo
/ 2" f () sen(tx) dx = / gan(x) sen(tz) dx
0 0

converge uniformemente con respecto a t € Ry, por el Teorema 3.4 (2),

xgon () = 22" f(x) — 0 cuando 2 — oc. W

Corolario 3.7. Sean n € NU{0} y f € MVBVF(Ry) tal que =21 f € L;,.(Ry).

(1) Si x=2" f(x) — 0 cuando v — oo, entonces la 2n—ésima integral formal respecto de t de
o0

f(x)sen(tx) dx converge uniformemente con respecto at € Ry.
0
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o0
(2) Reciprocamente, si f : Ry — Ry y / x 72" f(x)sen(tx) dx converge uniformemente con

0
respecto a t € Ry, entonces =" 1 f(2) — 0 cuando x — .

Demostracién. Si n = 0, el corolario se transforma en el Teorema 3.4. Si n € N, dado que
f € MVBVF(Ry), por el Teorema 3.5, g 2, : Ry — C definida como g o,(z) = x= 2" f(x)
pertenece a MV BV F(Ry). Ademés, 272" f = xg_o, € Lioe(Ry).

(1) Para todo n € N, la 2n—ésima integral formal respecto de ¢ de / f(x)sen(tx) dx es
0

(=" /000 72" f(x) sen(tx) da.

Por hipétesis 272" f(z) = xg_2,(x) — 0 cuando & — oo, entonces por el Teorema 3.4 (1),

o0 o0
/ g—on(x) sen(tx) dx = / 72" f () sen(tx) da
0 0
converge uniformemente con respecto a t € Ry.
De lo anterior deducimos que:
o0
(—1)”/ 72" f(x) sen(tx) dx
0
converge uniformemente con respecto a t € Ry.
01mo C entonces g_on - . Puesto que

(2) Como f(R4) € Ry, ent g-2n(Ry) € Ry Puesto q

/Ooo 272" f(x) sen(tz) do = /Ooo g—on(@) sen(tz) dz

converge uniformemente con respecto a t € Ry, por el Teorema 3.4 (2),

rg_on(z) = 272" T f(2) = 0 cuando z — co. B

3.2. El espacio SBVF(R,)

Por su parte, la clase SBV'S de sucesiones estudiada en el capitulo previo (ver Definicién 2.9),
inspiré el concepto que enseguida exhibimos.

Definicién 3.8. Una funcién f : Ry — C pertenece al espacio SBV F(R,) (Supremum Bounded
Variation Functions on Ry / Funciones de Variacion Supremo-Acotada sobre Ry) si f € AC)oc(Ry)
y existen constantes C, A > 0y A > 2, que dependen sélo de f, que satisfacen la condicién:

2a C 2
/ |f/(z)] do < = sup / |f(z)| de | para a > A.
a a4 p>a/X b

Mostramos un resultado en el que se establece la relacién de contencién entre los espacios de
funciones estudiados hasta ahora en este capitulo.
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Teorema 3.9. Si f € MV BV F(R,), entonces f € SBVF(R,).

Demostracién. Sean C; A > 0y A > 2 las constantes asociadas a f segun la Definicién 3.1. Sea
el ntimero natural para el que se satisface: 2# < A2 < 2¢*1. Considerando C’' = C(u+1), A’ = Ay
N = )\, para a > A’ tenemos que:

/ |f/(x)| dox < ¢ x)| dx
a a
C Aza/A
-2 / (@) dz
“+1a/A
<< )| dv
a

(l

C’ 2a/)\ 4a /) PLARTYON
Ca < a/ +/2a/)\ /2“(1/)\ )f(w” e
C 2:2%/\ 2-2'a/A
=a< L, @i [ i)
2:2ka /X
d
R R x>
C 2b 2b
<a<b;3% ( / If(fv)dw>+b§i% ( / f<x>|dx>
2b
*'”Hi%%(/b If(w)ld:v>)
=G ) s (/ 7(z) x>
_Clu+1) 2
= G ( / If(x)dx>
C«/ 2b
= ( / |f<x>|dx>

Por lo tanto, f € SBVF(R;). R

El teorema anterior nos asegura que MV BV F(Ry) C SBVF(R,). Sin embargo, los ejemplos
siguientes nos permiten aclarar que SBVF(R;) ¢ MV BV F(R4) o equivalentemente, que el reci-
proco del Teorema 3.9 en general es falso.

Ejemplo 3.10. La funcién f : Ry — R definida como f(z) = senz pertenece a SBVF(R)
pero no a MV BV F(R,).

En el Ejemplo 1.11 probamos que f € ACj,.(Ry). También es recomendable revisar la Observacién
1.27.
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Tomando C =4, A =27y A > 2, para a > A tenemos que:

2a 2a
/ |f(z)] dx:/ |cos z| dx

4a
oo
4 a?
a7
4 2a?
< - / |sen x| dz
a a2
A 2b
< — sup / |sen z| dx
A p>a/r b

C 2b
=5 ( | i@ d:v)

Por lo tanto, f € SBVF(R,).

Ahora, para 27 < a tenemos que:

2a 2a
ﬂg/ |cos z] d;z::/ If(z)] da.
ﬂ- a a

Es decir,

2a
/ |f'(z)| dov — oo cuando a — oco.

Por otro lado, para 27 < a tenemos que:

Aa Aa
4 4
9/ |f($)|d$=9/ |Sen$|dl‘§€-ﬂzﬂ.
@ Ja/x a Ja/x

a s s

Es decir, no existen constantes C, A y A, que satisfagan la Definicién 3.1. Por lo tanto, f ¢
MVBVF(Ry). O

Ejemplo 3.11. La funcién f : Ry — R definida por f(z) = lns(znfg) es elemento del espacio
SBV F(R.) pero no pertenece al espacio MV BV F(R,.).

Recordemos la Observacién 1.27. En el Ejemplo 1.13 probamos que f € ACj,.(Ry).
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Si consideramos C =24, A =27 y A > 2, para a > A tenemos que:

/ @) de = /
_ \/01211

IN

IN

IN

IN

IN

2a| cosx sen x

In(z+3) (z+3)In*(x+3)

cos T d 4 /2a sen
— | dx
In(z + 3) a
1

(z + 3)In*(x + 3)
2a 2a
- - . d . d
n(a13) /a |cos x| m+(a+3)ln2(a+3) /a |sen z| dx

1
1 4a 1 4da

In(a+3) 7  In(a+3) w
8a

mln(a + 3)
81n(2a2 + 3) 1 ﬁ

aln(a+3) In(2¢2+3) =«
81n(2a2 + 3) 1 /W jsen ] d

. . n

aln(a+3) In(2a2+3) J,2 sen e
8 In(2a® + 3) /2“2 senz |
a In(a+3) Jp2 |In(x+3)

2

8.3 sup / sem’ iz
a b>a/x \Jp |In(z+3)

24 /2b sen x ‘ i
= sup — | dz
a p>a/x \Jo |In(x+3)

C 2b
P </b |f ()] dw) :

Por lo tanto, f € SBVF(R4).

Resta probar que f ¢ MV BV F(R,). Para 27 < a tenemos que:

a 4
mIn(2a+3)  7wIn’(a +3)
B 1 a 1 4a
" l2a+3) 7 al’a+3) w

IN

In

Es decir,

a

1 2a 1 2a
m/ |COS.T| d$—12(_'_3)/ |Sel’l.13| dx
a an (a a

2

cosx ‘ B /2“ sen '
In(2a + 3) o |(a+3)In*(a+3)
cosx ‘ /2“ sen ‘
ST g ;
In(z +3) o |(x+3)In*(z+3)
cosT sen
In(z+3) (z+3)In*(z+3)
|f' ()| da.

2a
/ |f'(z)| do — oo cuando a — oo.
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Sin embargo, para 4 < 2\ < a tenemos que:

c [ C (M| senx
a/a/,\|f( ) de == / ln(a:+3)‘dx

IA
21Q
\

~
> Q
5
/—\m
g
+ls
W
N—
o
8

IA
2]Q
\
S
Q
= »
~| &
GRS

A sen
< = d
- / In2 ‘

Aa

< d
< aln2/a/>\ |[sen x| dx
< C '4)\a
“aln2 =
40X
T rln2

Del analisis previo podemos concluir que no existen constantes C';, Ay A, que satisfagan la Definicién
3.1. Asf, f ¢ MVBVF(R,). O

Para el espacio SBV F(R) obtenemos un enunciado similar al Teorema 3.5.

Teorema 3.12. Sea f € SBVF(Ry). Si para n € NU {0} se define g, : Ry — C como
gn(x) = 2" f(x), entonces g, € SBVF(R,).

Demostracioén. Por el Corolario 1.17, g, € AC},.(Ry).
Sin =0, tenemos que go(x) = f(x) y trivialmente, go € SBVF(R4).

Consideremos n € N, realizamos la prueba mediante induccién matemaética sobre n. Para n = 1,
sucede que g1(z) = zf(x). Sean C; = 2CA+1, Ay = Ay A\ = A donde C, A y X son las constantes
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asociadas a f segun la Definicién 3.8. Para a > A; tenemos que:

[ 1@ as
¢ 2a
— [ lar@)+ fle) da

a

< [Mer@ias [T e

a

2a 2a
<2 [ 1r@ldosy [ lof@)] do

a

C 2b 1 2a
<20 S sup ([ Uf@lde )+ 3 [ i) do
a p>a/x b aJaq
A\ 26 1 f2a
<2C-— sup / lxf(z)| dz | + 7/ lg1(2)| dzx
@ p>a/x \Jb aJaq
20)\ 2b 1 2b
=22 G (/ 91(2)| da:>+ sup (/ 91(2)] da
a  p>a/x b 4 p>a/r b
20\ +1 2
XAt ( | a@) da:)
a b>a/X \Jb

C 2b
=2 sup (/ |g1(2)] da:) .
a4 p>a/x b

Por lo tanto, g1 € SBVF(Ry).

Para n = k, tenemos que gp(r) = z¥f(x) y supongamos que gr € SBVF(R,). Es decir, existen
constantes Ci, A > 0y A\p > 2, que dependen solamente de gy, tales que:

A b>a/Ap

2a Ok 2b
/ lgy.(z)| de < — sup / lgr(z)| dx | para a > Ag.
a b

Entonces, para n = k + 1 tenemos que gpy1(z) = xF1f(x) y si elegimos Crr1 = 20k, + 1,
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Akt1 = Ak ¥ Akr1 = Ak, para a > Ag1 obtenemos que:

/a " @] de

_ /:a L (@) + (k o+ D)a f(2)] da

- /ja |z (2% f/(2) + k2" f(2)) + 2" f(2)| da

< /ja |z (2% ' (z) + ka1 f ()] d:v+/2a |2* f(z)| da

a

2a 2a
<2 [ i)l oty [ [oV f@)] do

a

C,. < 2b ) 1 [2a
<20 % sup | [Clg@lde) 5 [ i)l do
a p>a/r, \Jb aJq
/\k 2b 1 2a
<2Cy - — sup (/b |gk41(z)] dx) + g/ |gk+1(z)| dx

A p>a/\

20\ 2b 1 2b
== sup (/ ng+1(9€)|dw>+ sup (/ |9k+1(2)| da
a  p>a/Xg b A b>a/ A b
200\ + 1 2
- AL ( [ o) a
a b>a/Ak b

Crt1 2
= sup / |gk+1(x)| dz | .
@ b>a/Aei1 b

Por lo tanto, gr+1 € SBVF(R.). B

3.3. El espacio SBVFy(R,)

Introducimos en nuestro estudio el dltimo espacio de funciones sobre el que probaremos la con-
vergencia uniforme de la integral seno de Fourier. Notemos que es una generalizacion de la clase
SBV S, de sucesiones estudiada en el Capitulo 2 (ver Definicién 2.13).

Definicién 3.13. El espacio SBV F»(R.) (Supremum Bounded Variation Functions of 2nd type
on Ry / Funciones de Variacion Supremo-Acotada del tipo 2 sobre R,) estd definido como el
conjunto de funciones f : Ry — C tales que f € AC),.(R4) para las cuales existen constantes
C,A > 0y una funcién § : Ry — R, que tiende mondtonamente a infinito y que satisface que
B(a) < a para a € Ry, que dependen solamente de f, que satisfacen la condici6n:

2a C 2b
/ |f/(x)| de < — sup / |f(z)] dz | para a> A.
a 4 p>pB(a) b

Proseguimos con un teorema que asegura que SBV F(R;) C SBV F5(R;) y con un ejemplo que
nos precisa que SBVFy(R,) ¢ SBVF(R.). Si recordamos el Teorema 3.9, podemos resumir que:
MVBVF(R,) C SBVF(R,) C SBVF,(R,).

Teorema 3.14. Si f € SBVF(R.), entonces f € SBVF3(R,).
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Demostracién. Sean C; A > 0y A > 2 las constantes asociadas a f segun la Definicién 3.8. Obser-

vemos que 3 : Ry — Ry definida como B(x) = ¥ tiende mondétonamente a infinito. Considerando

C'=C, A=Ay B, para a > A’ tenemos que:

2a 2b
/ f’(x)dwéibit%(/b |f<x>|dx>
=9 ( /2b|f<x>dx>
@ v>p(a) \Jb
-9 (/2b|f<x>|da:>.
@ b>p(a) \Jb

Por lo tanto, f € SBVF;(R;). B
Ejemplo 3.15. La funcién f : Ry — R definida como f(z) = % pertenece al espacio
SBV F3(R) pero no a SBVF(R,).

Recordemos la Observacién 1.27. En el Ejemplo 1.14 probamos que f € ACj,.(R;). Recordemos
que 8 : Ry — R, definida por 8(z) = v/« tiende mondtonamente a infinito. Si elegimos C' = 320,
A =4r? y B, para a > A tenemos que:

2a 2a
3senx
, do — cosr d
[ irera= [ - G|
2a 2a
COS X 3senx
< —— 1| d —— 1 d
—/a (w+1)° “/a @+t

1 2a 3 2a
< CEmE / |cos z| dx + CESE / |sen x| dx
1

W, 3
“(a+1)3 7 (a+1)3 =«
_ 16a
- m(a+1)3
~16v/a (2ya+1)* 1 Va
B (a+1)3 2va+1)3 =«
1 2 1)3 1 2Va
< 6va ( \/ﬁ‘—i— iy / |senz| dx
CESIECN ESVER
< 16 ava (2ya+ 1) /2\/a sen x .
~a (a+1)3 va |[@+1)3
< 16 (2a + va)? . sup /% senz_|
1 2b .
< 16 20 - sup / &Ig de
a b>a b (x + ].)
senzx

320 /2b

= — sup dx
a p>a \Jb
C 2b

- < s (/ |f<x>|dx>.
@ b>8(a) b

(x+1)3

Es decir, f € SBVFy(R4).
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Ahora mostramos que f ¢ SV BV F(R,). Para 2r < a tenemos que:

a 12a
7(2a+1)3  w(a+1)*
1 a 3 4a

(20+13 7 (a+1* =«

1 2a 3 2a
< o3 lcos x| do — vy - |sen z| dx
(2a+1)% J, (a+1)* J,

</2a Ccos T d /2“ 3senx d
S A [T VE] I A TR N
</2a Ccos T 3senx d
= Jo @ E T @yt

-/ @) d.

Para 47 < 27\ < a tenemos que la funcién g : [a/\,00) — R definida por g(b) = ﬁ es
: 5 [ ¢ .
decreciente, de esta forma b;l(ll[/))\ (g(b)) = Na AT En consecuencia:

¢ sup (/2b |f ()] dx) = ¢ sup (/2b da:)
4 p>a/X b a p>a/X b

C 1 2b

i) <<b+1> e dm)
C 1 4b

o (7 7)

4 C b
-+ o ()
€ a
A (§+ 1)
4C )2
m(a+A)?

sen x
(x+1)3

IN

IN

Cuando a es lo suficientemente grande, por una parte, tenemos que

40)\? 40)\?
r(a+A)?  wad’
por otro lado,
1 a 12a a 12a

8ra  w(20)3 wa*  w(a+1)3  wla+ 1)t
Concluimos que no existen constantes C, A y A, que satisfagan la Definicién 3.8. O

Presentamos una propiedad muy interesante para funciones que pertenecen al espacio SBV F5(R )
pero no a SBVF(R,).
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Teorema 3.16. Si f € SBVF,(Ry)\ SBVF(R.), entonces xf(x) — 0 cuando x — oco.

Demostracién. Sean C’, A’ y 8 las constantes y funcién asociadas a f por su pertenencia al espacio
SBV F5(Ry).

Para cada a > 0, definimos:
2b
I, =sup (/ |f ()] dx) . (3.2)
b>a b

Notemos que I, es una funcién no negativa y no creciente. Por consiguiente,

I =limsup (I,) = inf <sup (Ib)> = inf (I,).

a—00 a>0 b>a a>0
Existen tres posibilidades para el valor de I:

Si I = oo, entonces I, = oo para toda a > 0. Escogiendo C; A > 0y A > 2, para a > A tenemos que
I,/) = oo. Por consecuencia,

2a , C ‘ 2b
/ |f<z>|d:csabi%</b If(x)ldx>-

De acuerdo a la Definicién 3.8, f € SBV F(R.). Pero esto contradice la hipdtesis.

Si0< < oo, existen K =inf{a>0:1, <oo}yJ>0tal que I, < J para todo a > K. También
se cumple que I < I, para todo a > 0. Notemos que debe existir L > 0 tal que f(a) > K para todo
a > L. Consideremos C"" = C" - J/I, A” = max{A’, L} y A > 2. Para a > A” tenemos que:

2a , ' ‘ 2b
/ If(x)ldxﬁabiga)u If(ar)ldw>

/

=—1
a B(a)
'
< —171-J
“al
/
-J/I
< ¢ J/ Ia/)x

C/ 2b
< — sup / |f(z)| dz | .
a p>a/X b

Es decir, f € SBVF(R,). De nuevo, por hipétesis esto es imposible.

Conforme al anélisis previo, el tinico caso posible es I = 0. Dado que f € AC,.(Ry), por el Teorema
Fundamental del Cdlculo (ver Teorema 1.22), tenemos que:

/ f'(z)dz = f(t) - f(a) para a <t
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De la ecuacién anterior, para a < t < 2a tenemos que:

/atf'(m)dx

<If(0)] + / (@) de

[fla)l < [f(B)] +

< |f(t)|+/ a|f’(a:)| dx.

Integrando la desigualdad anterior con respecto a ¢ en el intervalo [a,2a] y como f € SBV F5(R,),
para a > A’ tenemos que:

olf@] = [ 1] at

< / 70 dt+/ja (/ o) de )

_ /ja 1) dt+a/2a |f'(2)| da

a

2a C’ 2b (33)
</ 'fmd“"'abi‘;%’@(/b If(w)ldrc>

2b 2b
d c’ d
gb%)@ ()] x>+ bizfl)(/b (@) x)

= Ig) + C" Ip)
= (C/ + 1) Iﬁ(a)~

Puesto que 3(a) — oo cuando a — oo, entonces Ig(q) — 0 cuando a — oo. De (3.3) obtenemos que
af(a) — 0 cuando a — co. B

A continuacién probamos un par de lemas que utilizamos en la prueba del teorema siguiente,
ambos estan relacionados con funciones que satisfacen que z f(x) — 0 cuando & — oo.

Lema 3.17. Si f € SBVF,(Ry) y 2 f(z) — 0 cuando © — oo, entonces

a/ |f(z)| de — 0 cuando a — . (3.4)

Demostracién. Sean C; A > 0y 3, las constantes y funcién asociadas a f segin la Definicién 3.13.

Sea ¢ > 0. Como zf(z) — 0 cuando  — oo, para &’ = ﬁ existe M. > A tal que para todo
x > M,/ se tiene que:

x|f(x)| < €.
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Debido a que f € SBV F»(R,), para a que satisface que 5(a) > M./ tenemos:

00 2.2 2.21q 2.2Fq
/If’(w)ldr:/2 |f’<x>|dx+/ If’(w)ldfv+~~+/ (@) dat -

0g 21q 2kq
00 2.2%q
=5 ( [ ir@ dx)
k=0 \72"a
00 C 2b
<> (g s ([ 1@ do
kZ:O 2%a 4> p(2ka) \ b
O 0 1 2b _y
< — Z sup / S do
a k=0 2 bZB(Qka) b X
O (1
= — sup (In2)
a ,; <2k b>B(2"a)
_ C'In2 i 1
- . =
a = 2
"In2
_ Ce'ln 9
a
_ Ce'ln4
T a

Por lo tanto,

a/ |f'(z)| dz — 0 cuando a — co. W

Lema 3.18. Sea f tal que f € Lioe(Ry). Sizf(x) — 0 cuando x — 0o, entonces

1

b
E/ z|f(z)] de = 0 cuando b — oco. (3.5)
0

Demostracién. Sea ¢ > 0. Como zf(z) — 0 cuando x — oo, para ¢ existe M. > 0 tal que para
todo z > M, tenemos que:

z|f(z)] <e.

Debido a que f satisface que xf € L;,.(R; ), para b > M. tenemos:

b b
/Ox|f(x)\dx</0 edx = be.

Es decir,

b
%/ z|f(z)| de <e para b> M..
0

Por lo tanto,
1

b
5/ z|f(z)| de = 0 cuando b — oco. B
0
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Como lo comentamos anteriormente, el objetivo de todo nuestro trabajo es la generalizacion del
Teorema 3.4 y la presentamos en el teorema siguiente.

Teorema 3.19. Sea f € SBVF3(R4) tal que xf € Lipe(Ry).

oo
(1) Si zf(x) — 0 cuando ©x — oo, entonces / f(x)sen(tx) dx converge uniformemente con
0

respecto at € R.

oo
(2) Reciprocamente, si f : Ry — Ry y / f(x) sen(tx) dx converge uniformemente con respecto
0

ateRy, entonces xf(x) = 0 cuando x — 0.

Demostracion. Sean C, A > 0y 3, las constantes y funcién asociadas a f segiin la Definicién 3.13.
Supongamos que zf € Lj.(R4).

(1) Sea € > 0. Consideremos ¢’ = §. Como zf(x) — 0 cuando x — oo, para ¢’ existe K. > 0 tal

que para todo x > K., tenemos que:
x|f(x)| < €. (3.6)

Debido a que f € SBVF,(R,) y zf(z) = 0 cuando = — oo, por (3.4), para ¢’ existe M., > 0 tal

que:

oo
a/ |f'(z)] dz < & para todo a > M.. (3.7)
a

Dado que 2f € Lio(Ry) y f(z) — 0 cuando 2 — oo, por (3.5), para &’ existe N, > 0 tal que:

1
E/ x|f(z)] dx < &' para todo b> N_. (3.8)
0

Sea N = max{K., M., No.} > 0y elijamos ¢t € R arbitrario. Probaremos que:

< & para todo b>a> N. (3.9)

/a " F(2) sen(te) de

Revisemos las posibilidades:

SiN<a<b< %, por (3.8),

b b
/ f(z)sen(tx) dx S/ |f(z)sen(tz)| dx

b
< [ 15@lleal ds

b (3.10)
—t [ alf@)] do

1/t
< li/t/ o |f(@)] de

<€
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Si N < % < a < b, integrando por partes y por (3.6) y (3.7) tenemos que:

/a " (x) sentz) dx

_ H_f(x) cosita:)]i +/ab (=) cos(tr) i

t
b
< ‘—f(b) coslftb)’ N ‘f(a) cosita) N / (@) Cositx) i
cos(ta) cos(tb) b, . cos(tx) N
<@l o |2+ e[|

N

b
<@+ 71501+ [ 17w da

<Mﬂw+MﬂM+a/ (@) da

a
<e 4+ +¢€
=3¢,

Si N <a<t<b, por (3.10) y (3.11),

b 1/t b
/ f(x)sen(tx) dx| < (z) sen(tx) dz| + f(x)sen(tx) dx
a a 1/t
<e' 43¢
< 4e'.

oo
Con esto queda probado (3.9). Por lo tanto, / f(z)sen(tx) dz converge uniformemente con res-
0

pecto at € R,.

oo
(2) Como / f(x) sen(tx) dx converge uniformemente con respecto a t € Ry, entonces
0

2b

Jp(t) = (x)sen(tz)dr — 0 cuando b — oo,
b

uniformemente con respecto a t € R,.. Notemos que:

sup <sup (Jb(t))) — 0 cuando a — oo.
b>p(a) \ t

Para b > 0, definimos t, = ;.

Si b < x < 2b, entonces % < tpx < g Como la funcién seno es positiva y creciente en el intervalo
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[%, g] y considerando I, como en (3.2), tenemos:

sen () Tt = sen () - sup ( [ i@ dx>

< sup
b>p(a)

sup (Jb(t))> .

t

Por lo tanto,
Iga)y = 0 cuando a — oo.

Por (3.3) de la prueba del Teorema 3.16 sabemos que:

alf(a)] < (C+1)Ipa)-

De las dos tltimas afirmaciones concluimos que:

a|f(a)] -0 cuando a — oco. W

El corolario siguiente es consecuencia del teorema previo y el Teorema 3.14.

Corolario 3.20. Sea f € SBVF(Ry) tal que xf € Lioe(Ry).

oo
(1) Si zf(x) = 0 cuando x — oo, entonces / f(x)sen(tx) dx converge uniformemente con
0

respecto a t € R.

(2) Reciprocamente, si f : Ry — Ry y / f(x)sen(tx) dx converge uniformemente con respecto
0
ateRy, entonces zf(x) — 0 cuando x — 0.
Demostracién. Por el Teorema 3.14 sabemos que SBVF(R;) C SBVF;(R;). Dado que f €

SBVF(R,), entonces f € SBV F»(R,). Por el Teorema 3.19, obtenemos las afirmaciones (1) y (2)
de este corolario. B

Finalizamos este trabajo con un resultado que se deduce del corolario anterior y el Teore-
ma 3.12. Este generaliza al Corolario 3.6 que involucra a la derivada formal respecto de t de

/ f(z)sen(tz) d.
0
Corolario 3.21. Seann € NU{0} y f € SBVF(Ry) tal que xf € Lip.(Ry).
(1) Si 2*"T1f(x) — 0 cuando x — oo, entonces la 2n—ésima derivada formal respecto de t de

f(x)sen(tx) dx converge uniformemente con respecto a t € Ry.
0
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o0
(2) Reciprocamente, si f : Ry — Ry y / 22" f(x) sen(tx) dz converge uniformemente con
0

respecto a t € Ry, entonces 2*" 1 f(2) — 0 cuando x — oo.

Demostracién. Si n = 0, el corolario se transforma en el Corolario 3.20. Si n € N, dado que
f € SBVF(R,), por el Teorema 3.12, ga,, : Ry — C definida como gan(2) = 2" f(z) pertenece a
SBVF(R,). Como zf € Ljo.(R), por el Teorema 1.21,también 2?1 f = 292, € Lipe(R4).

(1) Para todo n € N, la 2n—ésima derivada formal respecto de ¢ de / f(x)sen(tx) dx es
0

(=" /000 2" f(2) sen(tx) d.

Por hipétesis 22" f(z) = xg2,(z) — 0 cuando x — oo, entonces por el Corolario 3.20 (1),

/000 Gon () sen(tz) do = /OOO 22" f() sen(tx) da:

converge uniformemente con respecto a t € R;.

De lo anterior deducimos que:
(=" / 2" f () sen(tz) da
0

converge uniformemente con respecto a t € R.
(2) Como f(R;) C R, entonces ga2,(Ry) C Ry. Puesto que
o0 o0
/ 22" f(x) sen(tx) dx :/ gon () sen(tx) dx
0 0

converge uniformemente con respecto a t € Ry, por el Corolario 3.20 (2),

Tgon(x) = 2°" T f(z) — 0 cuando = — co. W
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Conclusiones

El objetivo fundamental de esta tesis era buscar bajo qué condiciones la Transformada seno de
Fourier, para una funcién medible en el sentido de Lebesgue, converge uniformemente. Las con-
diciones halladas son precisamente las dadas en las definiciones de los espacios MV BV F(R,),
SBVF(R,)y SBVF(R,), complementadas por las hip6tesis del Teorema 3.4.

Durante el estudio, decidimos ampliar los objetivos con el fin de realizar una analogia del caso
continuo con el discreto. Por ello, también buscamos condiciones para que la serie seno presente
convergencia uniforme. En este caso, las condiciones son las proporcionadas en las definiciones de
las clases MV BV S, SBV S y SBV S,, anadiendo las hipétesis del Teorema 2.5.

Los resultados presentados en esta tesis no son propios. El Capitulo 2 se basa en [7] y el Capitulo
3 se fundamenta en [6], ambos articulos de P. Kérus. Nuestra aportacién consiste en presentar los
conceptos y resultados preliminares, el desarrollo de las pruebas con mayor detalle y, la organizacién
y disenio del trabajo.

El estudio realizado despierta inquietudes que nos muestran el panorama sobre las posibles lineas
futuras. Las aplicaciones, el comportamiento algebraico de los elementos de las clases y espacios
estudiados, la relacion con otros resultados conocidos, son ejemplo de cuestiones a resolver.
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