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Introduccion

En la primera mitad del siglo XIX, el intento de George Boole por la
formalizacion de la logica proposicional condujo al concepto de algebras boo-
leanas. Por otro lado, Charles S. Peirce y Ernst Schroder encontraron a este
concepto 1util para introducir el concepto de reticula. Independientemente, la
investigacion de Richard Dedekind en ideales de nimeros algebraicos condujo
al mismo concepto. De hecho, Dedekind también introdujo la modularidad
(para ideales), una forma debilitada de distributividad. Aunque algunos de
los primeros resultados de estos matematicos y de Edward V. Huntington
son muy elegantes y lejos de ser triviales, no lograron atraer la atenciéon de
la comunidad matematica.

Fue el trabajo de Garrett Birkhoff a mediados de los anos treinta lo que
inici6 el desarrollo de la teoria de reticulas. Desde la publicaciéon de su primer
articulo sobre reticulas, On the Combination of Subalgebras, en 1933, Birkhoff
demostré la importancia de esta teoria y mostré que proporciona un marco
unificador entre disciplinas de la matematica aparentemente no relacionadas.
El propio Birkhoff, Valere Glivenko, Karl Menger, John von Neumann, Oys-
tein Ore y otros habian desarrollado lo suficiente en este nuevo campo para
que Birkhoff intentara presentarlo a la comunidad matemaética, lo que hizo
con un éxito asombroso en la primera edicion de su Lattice Theory (1940).

Historicamente, la teoria de reticulas comenz6 con las reticulas distribu-
tivas (booleanas); como resultado, la teorfa de reticulas distributivas es el
capitulo més extenso y satisfactorio en la historia de la teoria de reticulas,
mismas que han proporcionado la motivaciéon para muchos resultados de la
teoria general de reticulas. Muchas condiciones sobre reticulas, sobre elemen-
tos e ideales de reticulas son formas “debilitadas” de distributividad. Por lo
tanto, un conocimiento profundo sobre reticulas distributivas es indispensa-
ble para el trabajo en teoria de reticulas. Ademés, en muchas aplicaciones
se impone la condicién de distributividad sobre las reticulas que surgen en
varias areas de la matematica, especialmente el algebra.

Posteriormente a Dedekind, Emmy Noether y Emil Artin generalizaron
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algunos teoremas de descomposicion y estructura de anillos para aquéllos
que satisficieran las condiciones abstractas de cadena ascendente y descen-
dente, respectivamente. Con todo esto, el estudio de las reticulas, por parte
de los algebristas, se hizo cada vez mas frecuente sobretodo a partir de 1970,
como lo afirma Grigore Calugareanu, cuando se volvié cada vez mas habi-
tual, para cada libro de teoria de moédulos, enunciar y demostrar algunas
generalizaciones de reticulas (en su mayoria modulares). Esto era justificado
por la percepcion, hoy en dia ampliamente aceptada, de que la estructura
de un modulo sobre un anillo se entiende mejor en términos de la estructu-
ra reticular que forman sus submoédulos, mas atin, algunos resultados de la
teoria de modulos se pueden probar usando inicamente la teoria de reticulas.

Por ejemplo, el Teorema de Jordan-Holder, andlogamente el Teorema Fun-
damental de la Aritmética, establece la unicidad, en cierta forma, de descom-
poner un grupo en grupos simples indescomponibles. Tanto el enunciado del
teorema como el tratamiento de su demostracion y los principales conceptos
involucrados, como el de serie de composiciéon, hablan de propiedades de la
reticula de submodulos, grupos, etc. y no propiamente de propiedades de las
operaciones algebraicas del objeto en cuestion.

Las reticulas, aunque pueden ser estudiadas por si solas, tienen una aplica-
cion fundamental en el estudio de las estructuras algebraicas, ya que propor-
cionan informacion de su estructura interna y ademés brindan otro enfoque
en el estudio de la mismas. En general a cada reticula se le puede asociar
una subestructura a la que llamaremos zoclo, que cuando no es trivial, nos
permite entender a la reticula en términos de cadenas cuyos eslabones abar-
can a todos los dtomos intermedios.

El objetivo principal del presente trabajo se centra justamente en descri-
bir esta subestructura, dar algunas de sus propiedades y aplicaciones, para
posteriormente definir las llamadas reticulas de torsion dar algunas de sus
propiedades elementales, ademés de ciertas condiciones necesarias y suficien-
tes para que una reticula tenga torsion y con ello mostrar la gran utilidad
de entender los aspectos puramente reticulares envueltos en el estudio de las
estructuras algebraicas en general, a través de resultados cléasicos y ejemplos.
Con este fin en el capitulo 1 abordamos las nociones de conjuntos parcialmen-
te ordenados y morfismos de orden, ademés de dar algunas propiedades de
éstos. Introducimos las definiciones de reticula, reticula completa, modular,
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distributiva y continua superiormente, ademas de dar ejemplos y demostrar
algunas propiedades que serdn de utilidad para el desarrollo de los capitulos
posteriores. En el capitulo 2, se introduce la definicion de reticula compacta-
mente generada, se habla sobre series de composicion y acerca de elementos
especiales en algunas reticulas particulares, entre otras cosas, se prueba que
toda reticula compactamente generada es continua superiormente. Finalmen-
te en el capitulo 3, abordamos la nociéon de zoclo y mostraremos algunas de
sus propiedades elementales para posteriormente definir cuando una reticula
tiene torsion y dar algunas condiciones necesarias y suficientes para que esto
ocurra.
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Capitulo 1

Preliminares

Mientras que las propiedades aritméticas del conjunto de los ntmeros
reales, R, pueden ser expresadas en términos de la adicion y la multipli-
cacion, las propiedades de orden; y por tanto las propiedades topologicas,
pueden ser expresadas en términos de la relacion de orden, <. Existen ade-
més muchos otros ejemplos de relaciones binarias que satisfacen las mismas
propiedades que la relaciéon de orden en R, més atin, numerosos resultados
que se satisfacen en R, pueden ser probados para todas aquellas relaciones
binarias que satisfacen las mismas propiedades que la relacién de orden en el
conjunto de niimeros reales.

Como hemos mencionado en la introduccion, existe una conexién intima
entre los conjuntos parcialmente ordenados y los conjuntos con operaciones
binarias dada mediante la asociacion a un objeto algebraico de su reticula de
subobjetos, la cual nos da informacién sobre propiedades del objeto mismo.
En este capitulo desarrollamos los conceptos y herramienas bésicos de la
teoria de conjuntos parcialmente ordenados y reticulas, en particular de las
modulares, que son de gran interés para el Algebra.

1.1. Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definicion 1.1.1. Un sistema (Ay, ..., A R) con A, i € {1,...,n}, con-
guntos arbitrarios y R C Ay x --- X A,, es llamado relacion n-aria entre los
elementos de Ay,..., A,. Si Ay = Ay =--- = A, el sistema (A,...,A;R) se
llama homogéneo, cuando n = 2 se llama relacion binaria.
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Definiciéon 1.1.2. Una relacion binaria (A, A; R) se llama:

(R) Reflexiva si para todo a € A se cumple que (a,a) € R.

(T') Transitiva si para todo a,b,c € A, (a,b), (b,c) € R, implica (a,c) € R.
(A) Antisimétrica si para todo a,b € A, (a,b), (b,a) € R, implica a = .

Definicion 1.1.3. Un preorden o relacion de preorden es una relacion
binaria que satisface (R) y (T). Una relacion de orden parcial es un
preorden que satisface (A).

Observacion 1.1.4. Dada una relacion binaria (A, A; R) podemos definir
una nueva relacion binaria, (A, A; R™') donde R™' = {(b,a) | (a,b) € R},
a la que llamamos relacion binaria inversa. Ademds, si (A, A; R) es una
relacion de orden parcial, entonces (A, A; R™) es relacion de orden parcial.

En efecto, sean a, b, ¢ € A. Es claro que (a,a) € R, porlo que (A, A; R™Y)
satisface (R). Si (a,b), (b, c) € R~* entonces (b, a), (¢,b) € R, como R es tran-
sitiva (c,a) € Ry por lo tanto (a,c) € R™!, asi que (A4, A; R™!) satisface (T).
Finalmente, si (a,b), (b,a) € R~" entonces (b,a), (a,b) € R, como R es anti-
simétrica a = b y por lo tanto (A, A; R™1) satisface (A).

Notacion 1.1.5. Si (A, A; R) es una relacion de orden parcial, denotaremos
mediante el simbolo “<” al conjunto R C Ax A, ademds escribiremos “a < b”
en lugar de (a,b) € R. Al conjunto R~ C A x A de la relacion inversa lo
denotamos por “>"y escribimos “a > b” en lugar de (a,b) € R7 .

Definicion 1.1.6. Si X es un conjunto donde estd definida una relacion de
orden parcial (X, X; <), entonces diremos que (X, <) o simplemente X es
un conjunto parcialmente ordenado (COPO).

En el presente escrito los COPOS seran no vacios, salvo que indiquemos lo
contrario. Note que dado un COPO (X, <), podemos escribir las propiedades
(R), (T') y (A) de la siguiente forma:

(R) Para todo a € X se cumple que a < a.
(T') Para todo a,b,c€ X,sia<byb<c, entonces a < c.
(A) Para todo a,b € X, sia<byb<a, entonces a = b.

Si a < b decimos que a es menor o tgual que b, note ademés que a < b
equivale a b > a. Si b > a decimos que b es mayor o igual que a.
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Notacion 1.1.7. En lo sucesivo, N* denotard al conjunto de niimeros enteros
positivos, es decir, N* = N — {0}

Ejemplo 1.1.8.

(1) Dado un conjunto X, el conjunto potencia de X, P(X) ={A| AC X},
ordenado por contencion es un COPO.

(2) (N, <) es un COPO, donde < es el orden usual.
(3) (N*,]) es un COPO, donde “|” es la relacion “divide a”.

(4) Dado un grupo G denotaremos por Sub(G) al conjunto de todos los
subgrupos de G. El conjunto Sub(G) ordenado por contencion es un

COPO.

(5) Dados R un anillo con uno y M un R-mddulo izquierdo, denotaremos
por Sg(M) al conjunto de todos los submodulos izquierdos de M. El
congunto Sp(M) ordenado por contencion es un COPO.

(6) (Z —{0},]) claramente satisface (R) y (T), sin embargo no satisface
(A) ya que 3,—3 € Z — {0}, 3| — 3 y —3|3 pero 3 # —3, asi que
(Z — {0},]) es un conjunto preordenado, pero (Z — {0},]) no es un
conjunto parcialmente ordenado.

Definiciéon 1.1.9. Sean (A, <) un COPO y B C A. Entonces B es llamado
subconjunto parcialmente ordenado de A si B estd ordenado parcial-
mente por restriccion de la relacion <, esto es, para cualesquiera a,b € B,
a<pbsiysolosia<yb.

Definicion 1.1.10. En un COPO decimos que dos nociones o propiedades
son duales si una se obtiene a partir de la otra mediante la permutacion
de la relacion dada, por su relacion inversa. El término autodual se define
para aquellas nociones o propiedades que no presentan cambios luego de hacer
dichas permutaciones.

Definicion 1.1.11. Sea (A, <) un COPO.

(1) a,b € A son llamados comparables si a < b o bien b < a. En caso

contrario diremos que a y b son incomparables y esto se denota por
al|lb.
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(2) C C A es un conjunto totalmente ordenado o cadena si cuales-
quiera dos de sus elementos son comparables.

Ejemplo 1.1.12.
(1) (N, <) es claramente una cadena.

(2) (N*,|) es un COPO pero no una cadena ya que 3,5 € N, 315 y 513,
es decir, 3 || 5.

Definiciéon 1.1.13. Sean (A, <) un COPO, X CAym e X.

(1) m se llama elemento mayor de X, si v < m para cada x € X.

(2) m se llama mdximo en X si para cada x € X, m <z implica m = x.
De manera dual obtenemos las nociones de elemento menor y minimo.
Observaci6on 1.1.14.

(1) Todo elemento mayor es mdzimo.

(2) No todo mdzimo es elemento mayor.

En efecto, para mostrar (1) considere al COPO (A, <), sean X C A,
m € X un elemento mayor de X y z € X tal que m < x, como m es
elemento mayor de X se cumple que x < m entonces, por antisimetria, se
tiene m = z, por lo tanto m es elemento maximo en X. Para mostar (2)
considere N = {{n} | n € N} ordenado por contension, para cada n € N se
tiene que {n} es maximo en N ya que si {m} € N es tal que {n} C {m},
entonces m = n, es decir, {m} = {n}. Sin embargo, si k # n, entonces
{k} Z {n} lo cual nos dice que {n} no es elemento mayor.

Observacion 1.1.15. St un elemento mayor existe es unico. Dualmente: Si
el elemento menor existe es unico.

En efecto, sean (A, <) un COPO y X C A. Supongamos que m; y ms
son elementos mayores de X, como m; es elemento mayor, se cumple que
me < my, ademas ms es elemento mayor, asi que m; < msy luego, por la
propiedad antisimétrica, m; = ma.

Ejemplo 1.1.16. Consideremos A = Sz(Z) — {{0},Z} ordenado por con-
tension. Sip € N es primo, entonces pZ es mdximo en (A, C).
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En efecto, supongamos que p € N es primo. Sea n € N tal que nZ € A
y pZ C nZ, entonces n|p por lo que n = 1 o bien n = p, como nZ € A se
tiene que n # 1 y por tanto n = p, asi que nZ = pZ por lo tanto pZ es
elemento maximo en (A, C). Note que pZ es méaximo en (A), C) pero no es
elemento mayor, ademas este ejemplo nos muestra que los elementos maximos
no necesariamente son Unicos.

Definicion 1.1.17. Sean (A, <) un COPO y X C A. Un elemento a € A
se llama cota superior de X si para cada x € X se cumple que x < a.
Dualmente definimos cota inferior de X.

Definicion 1.1.18. Sean (A, <) un COPO y X C A. Un elemento a € A
se llama supremo o yunta de X si a es el elemento menor del conjunto de
todas las cotas superiores de X. Al supremo del conjunto X lo denotaremos
por \/ X o sup X. Dualmente definimos al infimo o cuna de X al cual
denotaremos por \ X o inf X.

Observacion 1.1.19. De 1.1.15 obtenemos que si un supremo existe, €ste
es unico. Dualmente, si un infimo existe es unico

Notacion 1.1.20. Si (A, <) es un COPO y X = {z;}ic1 C A es una fa-
milia de elementos de A usaremos \/;,c; %;, \/ ,cx © 0 simplemente \/ x; pa-
ra denotar al supremo de X. Andlogamente para el infimo. En particular,
si X = {xy,x9,...,2,} al supremo y al infimo de X lo denotaremos por
1V V- - Va, yri Axs N\ N\x,, respectivamente.

Definicion 1.1.21. Todo COPO con la propiedad de que cada uno de sus
subconjuntos no vacios tiene al menos un elemento mdximo se llama nete-
riano. Dualmente, un COPO en el que todo subconjunto no vacio tiene al
menos un elemento minimo se llama artiniano.

Definicién 1.1.22. Un COPO A se llama bien ordenado si es artiniano
y totalmente ordenado.

En el presente escrito se asume el Axioma de Eleccion y por tanto todas
sus equivalencias. El Axioma de Eleccion garantiza que podemos “elegir” un
elemento de cada conjunto de una familia arbitraria de conjuntos no vacios,
con el fin de precisar lo anterior recordemos que dado un conjunto A una
funcion selectora de A es una funcion f : P'(A) — A tal que para cada
B € P'(A) se cumple que f(B) € B, donde P'(A) = P(A) — {2}.
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Azxzioma de FEleccion : Todo conjunto no vacio tiene una funcion selec-
tora.

Algunas equivalencias del Axioma de Eleccion son:

Lema de Zorn : Si toda cadena C en un COPO no vacio A tiene cota
superior en A, entonces A tiene al menos un elemento mdzimo.

Principio de Hausdorff : Toda cadena en un COPO A, se puede ex-
tender a una cadena mdxima en A.

Teorema de Zermelo : Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Definicion 1.1.23. Diremos que un COPO A satisface la condicion de la
cadena ascendente, para abreviar (CCA) (respectivamente, descendente
(CCD)) si para toda familia {a;}ien € A tal que ay < ag < -+ < a, < -
(respectivamente, a; > ay > -+ > a, > --- ), existe k € N* tal que ap =
Qg1 = -+, es decir, la sucesion es estacionaria.

Notacién 1.1.24. En un COPO (A,<), si a,b € A son tales que a < b y
a # b entonces diremos que a es menor que b o bien que b es mayor que a,
este hecho lo denotaremos por a < b o bien b > a.

Teorema 1.1.25. Un COPO (A,<) es neteriano (respectivamente, arti-
niano) si y solo si (A,<) satisface CCA (respectivamente, CCD).

Demostracion.

[=] Sea {a;}ien € A tal que a3 < ay < --- < a, < -+, como (4, <)
es neteriano, existe k& € N* tal que a; es elemento maximo en € {a;}iens,
claramente la sucesion {a;};en+ se estaciona en ay.

[«<] Supongamos que (A, <) satisface CCA. Sea B C A con B # @. Haciendo
uso del Axioma de Eleccion escogemos a; € B, si a; es elemento maximo en
B terminamos, en otro caso By = {b € B | a; < b} no es vacio y por tanto
podemos escoger as € B, si as es maximo en B terminamos, en otro caso
By = {b € B | ay < b} no es vacio, continuando este proceso se construye
una sucesion a; < as < -+ < a, < ap41 < -+ que no es estacionaria, lo cual
contradice que (A <) satisface CCA, a menos que encontremos un elemento
maximo en B. Dualmente para el caso artiniano. O
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Definicion 1.1.26. Sean (a,<) un COPO y a,b € A. Sia < b y no existe
c € A tal que a < ¢ < b, entonces diremos que a es cubierto por b o que b
cubre a a, este hecho lo denotaremos por a < b.

Notacion 1.1.27. Escribiremos a < b cuando a <b o a = b.

Muchos conjuntos parcialmente ordenados, sobre todo los finitos, pueden
ser representados mediante graficas a las que se les conoce como diagrama
de Hasse, més precisamente tenemos:

Definicion 1.1.28. El diagrama de Hasse asociado a un COPO (A, <)
es una grdafica donde cada elemento en A es representado mediante un unico
circulo pequeno (o) y donde la relacion x < y es representada por una linea
descendente que une a y con x.

Ejemplo 1.1.29. Los siguientes diagramas de Hasse representan drdenes
distintos para un conjunto de 5 elementos.

Observacion 1.1.30. En un diagrama de Hasse asociado a un COPO el

W )

hecho de que un circulo que representa a un elemento “x” esté “por debajo’
15l

de otro circulo que represente a un elemento “y” no garantiza que x <y, mds
ain, x|y a menos que exista una linea (o lineas) descendente que los una.

Con el fin de precisar cuando dos conjuntos parcialmente ordenados po-
seen la misma estructura de orden introducimos la siguiente:

Definicion 1.1.31. Sean (A, <,) y (B, <p) conjuntos parcialmente ordena-
dos y f: A — B una funcion.

(1) f se llama morfismo de orden si para cada a,b € A, si a <4 b,
entonces f(a) <g f(b).
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(2) Si fes un morfismo de orden inyectivo, entonces f se llama morfismo
de orden estricto.

(3) Si fes un morfismo de orden, entonces f se llama isomorfismo de
orden si existe g : B — A morfismo de orden tal que go f = 14 y
fog=1Ig, donde I5 es el morfismo de orden identidad en A e Ig es
el morfismo de orden identidad en B. En este caso diremos que A y B
son tsomorfos.

Observacion 1.1.32. Un morfismo de orden biyectivo no necesariamente es
un tsomorfismo de orden.

En efecto, consideremos a (N*, <) y (N*/]). Sea f : (N*,|) — (N*, <)
definida por: f(n) = n, para cada n € N*. Claramente f es biyectiva con
inversa f~!: (N*, <) — (N*,|) dada por: f~'(n) = n, para toda n € N*.
Ademaés, si n|m, entonces f(n) =n < m = f(m) y por tanto f es morfismo
de orden. Sin embargo 3,5 € N, 3 <5y f71(3) =315 = f71(5), es decir,

f~! no es morfismo de orden.

Observacion 1.1.33. Dos conjuntos finitos parcialmente ordenados son iso-
morfos si y solo st son representados por el mismo diagrama de Hasse.

1.2. Reticulas

La teoria de reticulas centra su estudio en una clase especial de conjuntos
parcialmente ordenados, mismos que aparecen en distintas ramas de la ma-
tematica tales como el anélisis, topologia, logica, algebra y geometria. Por lo
tanto un estudio general de esa clase de conjuntos parcialmente ordenados
proporciona un marco unificador y conduce a un mejor entendimiento sobre
el comportamiento de numerosos ejemplos que surgen en la matemaética.

Definiciéon 1.2.1. Sea (L, <) un COPO.

(1) Llamamos a L reticula si para cualesquiera a,b € L existen a A'b y
aVb.

(2) Llamamos a L reticula completa si para cualquier X C L existen

AX yVX.

Observacion 1.2.2. Sean (L, <) una reticula y X C L.
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(1) Es evidente que para cada a,b € L, aANb=0bAa yaVb=>bVa. También
es claro que para cada a € L se cumple que aNV a =a = a A a.

(2) Si L es completa no es necesario que N X € X o que \/ X € X.

(8) Podemos proceder inductivamente para ver que cualquier subconjunto
finito de L tiene supremo e infimo.

Ejemplo 1.2.3.

(1) Si X es un conjunto, entonces (P(X),C) es una reticula completa,
donde para cualquier A = {A;}ier € P(X), Vie; A = Ui 4i
/\iEI A = niel A

(2) (N, <) es reticula pero no es completa pues no existe el supremo de N.

(3) Si G es en grupo, entonces (Sub(G), C) es una reticula completa, don-
de para cualquier A = {H;}ier € Sub(G), NA = s Hi y VA =
<Uie[ Hl)

(4) Si M es un R-mddulo izquierdo, entonces (Sr(M),C) es una reticula
completa, donde para cualquier A = {N;}icr € Spr(M), NA = N;e; Vi
Y \/ A= Zie[ N;.

(5) El COPO representado por el siguiente diagrama de Hasse no es una
reticula pues no eziste el supremo ni el infimo de {a,b}.

Ejemplo 1.2.4. Los conjuntos parcialmente ordenados representados por los
sigutentes diagramas de Hasse son reticulas.
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Figura 1 Figura 2

La reticula en la figura 1, es conocida como reticula diamante. La reticula
en la figura 2, es conocida como reticula pentdgono.

Lema 1.2.5. Sean (L, <) una reticula y a,b € L. Son equivalentes:

(1) a<b

(2) aNb=a

(3) aVvb=b.
Demostracion.

[(1) = (2)] a < by a < aimplican que a es cota inferior de {a,b} y por
tanto a < a A b, por otro lado es claro que a A b < a, asi, por la propiedad
antisimétrica, a A b = a.
[(2) = (3)]a=aAb<byb<bimplican que b es cota superior de {a,b} y
por tanto a Vb < b, por otro lado es claro que b < aV b, asi, por la propiedad
antisimétrica, a V b = b.
[(3) = (1)] aVb=bnos dice que b es el supremo de {a, b} y por tanto a < b.
O

Dada una reticula se puede definir un dlgebra universal con dos operacio-
nes binarias que satisfacen ciertas propiedades. Un dlgebra universal es un
par (A;{fa}tacr) donde A es un conjunto y {f,}aecs es una familia de ope-
raciones n,-arias, n, € N, es decir, {f, : A" — A},c; es una familia
de funciones. En particular, si n, = 2 la operaciéon se llama binaria. Re-
ciprocamente, un algebra universal (A; {V,A}) con dos operaciones binarias
que satisfacen ciertas propiedades define una reticula (A, <). Asi que se es-
tablece una “equivalencia” entre reticulas y cierto tipo de algebras universales.
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Teorema 1.2.6.

(1) Toda reticula (A, <) define un dlgebra universal (A;{V,\}) con dos
operaciones binarias asociativas, conmutativas y que satisfacen la ley
de absorcion: para cualesquiera a,b € A se cumple que (aV b) Na =
(aNb)Va=a.

(2) Toda dlgebra universal (A;{V, \}), con dos operaciones binarias asocia-
tivas, conmutativas y que satisfacen la ley de absorcion, define una reti-
cula (A, <) cuyo orden parcial estd dado como sigue: para toda a,b € A,
a < b siysdlo siaNb = a. Ademds, inf{a,b} = aAb y sup {a,b} = aVb.

Demostraciéon. Demostracion de (1): Suponga que (A, <) es una reticula.
Se definen: V : A x A — A por V(a,b) = a Vb = sup {a,b}, para toda
a,b e A;y AN Ax A — A por Ala,b) = a ANb = inf {a,b}, para toda
a,b € A. Como (A, <) es reticula, siempre existe el supremo y el infimo de
{a, b}, ademaés la unicidad del supremo y el infimo garantiza que V y A estan
bien definidas y por lo tanto son operaciones binarias, asi (A;{V,A}) es un
algebra universal. Claramente V y A son conmutativas. Veamos que son aso-
ciativas y satisfacen la ley de absorcion. Sean a,b,c € A. Como a < aV (bVc)
yb<bVec<aV(bVc)entonces aV (bV c) es cota superior de {a,b} y por
lotanto aVb <aV (bVe), ademas c <bVe<aV(bVce), asiqueaV (bVc)
también es cota superior de {a Vb, c} luego (aVb)Ve < aV (bVc). De forma
analoga obtenemos a V (bV ¢) < (a V) V ¢, concluimos por antisimetria que
(aVb)Ve=aV(bVc). Dualmente se obtiene que (a Ab) Ac=aA (bAc).
Como a < a V b entonces, por el Lema 1.2.5, (a V b) A a = a, por otro lado
a A b < a, nuevamente gracias al Lema 1.2.5 (a Ab) Va = a.

Demostracion de (2): Sea (A;{V, A}) una algebra universal, con dos opera-
ciones binarias asociativas, conmutativas y que satisfacen la ley de absorcion.
Veamos que la relacion dada por: a < b si y s6lo si a A b = a, para cuales-
quiera a,b € A es un orden parcial sobre A. Sean a,b,c € A. Por la ley de
absorcion tenemos que a = aV (a Aa), entonces aNa =aAaV (aAa)] = a,
luego a A a = a, es decir, a < a, se tiene (R). Si a < by b < ¢ entonces,
por definicion de la relacion, a Ab =a y b A c = b, luego por la propiedad
asociativa,
aNc=(aANb)ANc=aN(bANc)=aNb=ua

(i. e, a A ¢ = a) y por lo tanto a < ¢, se tiene (T'). Finalmente, si a < by
b < a entonces, por definicion de la relacién, a Ab=a y b A a = b, luego por
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la propiedad conmutativa a = a Ab=bAa = b, se tiene (A). Por lo tanto

(A, <) es un COPO.

Veamos que inf {a,b} = a A b:

(anb)Na=aAN (bAa)
=aA (aND)
=(aNa)Ab
=aAb

(asociatividad)
(conmutatividad)
(asociatividad)

(e <a,ie,aNa=a)

Lo anterior muestra que (a Ab) Aa = aAb, es decir, a Ab < a, analogamente
obtenemos a Ab < by por lo tanto a A b es cota inferior de {a,b}. Sea ¢ otra
cota inferior de {a, b}, entonces c < ay c<b,estoes,cAha=cycAb=c,
luego

cAN(aNb)=(cNa)AD (asociatividad)
=cAb (cNa=c)
=c

Asi que ¢ < aAby por lo tanto aAb es la mayor de las cotas inferiores de {a, b}.

Veamos que sup {a,b} = a V b:

Por la ley de absorcion tenemos a A (a Vb) = ay bA (aVb) =Db, esto es,
a<aVbyb<aVb, porlo tanto aV b es cota superior de {a,b}. Sea ¢ otra
cota superior de {a, b}, entonces a < cy b < ¢, es decir,aAc=aybAc=b
luego, por las leyes de absorcion, aVe = (aAc)Ve=cybVe= (bAc)Ve=c.
Finalmente,

(aVb)ANc=(aVb)A(aVec) (aVe=c)
=(aVb)AlaV(bVc) (bVe=c)
=(aVb)A[(aVDd)Vc| (asociatividad)
=aVb (absorcion)

Asi que a Vb < ¢y por lo tanto a V b es la menor de las cotas superiores de
{a,b}. O

De aqui en adelante trataremos indistintamente a las reticulas como un
COPO (L, <) en el que cualesquiera dos de sus elementos tienen supremo e
infimo o como el algebra universal (L;{V,A}) definida en el Teorema 1.2.6.
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Lema 1.2.7. Sean (L, <) una reticula y a,b,c € L. Entonces:
(1) Sib<centoncesaANb<aANcyaVb<aVec.

(2) Sia<bya<centoncesa<bANcya<bVec.
(3) aV (bAc) < (aVb)A(aVec).
(4) (anb)V(anc)<aAN(bVc).

(5) Sia < centoncesaV (bAc) < (aVb)Ac.

Demostraciéon. Sean a,b,c € L. Demostracion de (1): Si b < ¢ entonces,
por Lema 1.2.5, bA ¢ = b, debido al mismo lema, basta mostrar que (a A b) A
(a A ¢) = a Ab. Haciendo uso de las propiedades conmutativas, asociativas y
el hecho de que o A x = x para toda = € L, obtenemos (a Ab) A (a Ac) =
(ana)A(bAc) = aAb. Dualmente obtenemos que aVb < aV c. Demostracion
de (2): Sia <bya < centonces a es cota inferior de {b,c} y por lo tanto
a < bAc Ademés a < b < bV c. Demostracion de (3): Como a < aVby
a < aV ¢ entonces, por (2),

a<(aVb)A(aVc) (A)
por otro lado bAc<b<aVbybAc<c<aVec, nuevamente por (2),
bAc<(aVDb)A(aVc). (B)

De (A) y (B) obtenemos que (aV b) A (aV ¢) es cota superior de {a,bAc} y
por lo tanto a V (bA¢) < (aVb)A(aV c). La demostracion de (4) es dual
a la demostracion de (3). Demostracion de (5): Si a < ¢ entonces, por Lema
1.2.5, a V¢ = c¢. Ademas, por (3),aV (bAc) < (aVb)A(aVc)=(aVb)Ac.
O

Teorema 1.2.8. Un COPO (A, <) es una reticula completa si y sdlo si todo
subconjunto de A tiene infimo.

Demostracion.

[=] Lo garantiza la definiciéon de reticula completa.

[<] Solo resta mostrar que todo subconjunto de A tiene supremo. Sean B C A
y C ={a € A| paratoda b€ B,b < a}. Por hipotesis existe inf C'. Sea u =
inf C' y veamos que u= sup B. Note que dado b € B arbitrario se cumple
que b < ¢ para cada ¢ € C'y por lo tanto b < inf C' = u, es decir, u es cota
superior de B. Sea e € A otra cota superior de B, entonces para toda b € B,
b<e, asi que e € C, luego u = inf C' < e y por lo tanto u= sup B. O
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Observacion 1.2.9. Dualmente obtenemos la siguiente caracterizacion de
reticulas completas: Un COPO (A, <) es una reticula completa si y sélo si
todo subconjunto de A tiene supremo.

Notacion 1.2.10. Si L es una reticula completa existen NL=\/ @ y\/ L =
N\ D a los cuales denotaremos por 0y 1, respectivamente.

Observacion 1.2.11. Si L es reticula completa, entonces para toda a € L
se cumplen:

(1) 0 < a y porlo tantoa N0 =0y aV0=a.

(2) a<1yporlotantoaNl=ayaVv1l=1.
Definiciéon 1.2.12. Sean (L, <) una reticula y B C L.

(1) B se llama subreticula de L si para toda a,b € B se tiene que aN\b € B
yaVbeB.

(2) Si (L,<) es completa, B se llama subreticula completa de L si para
cualquier X C B se tiene que ANX € B y\/ X € B.

Ejemplo 1.2.13. Si G es un grupo denotaremos por N(G) al conjunto de to-
dos los subgrupos normales de G. El conjunto N(G) ordenado por contension
es subreticula completa de (Sub(G), Q).

Ejemplo 1.2.14. El COPO L = {0,a,b,c,a’,V, ', 1} representado por el
sigutente diagrama de Hasse es una reticula.

1
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Tenemos, por ejemplo, que {0,b,a’,c’, 1} es subreticula de L, pero {0,b,d’,c'}
no es subreticula de L pues ' V' =1y 1¢ {0,b,d,c'}, esto se representa
en los siguientes diagramas.

1

0 0

Definicion 1.2.15. Sea (L <) una reticula. El conjunto I C L se llama
tdeal en L si para cualesquiera a,b,x € L se cumplen:

(i) siae€l yx<a, entonces v € I.

(i1) sia,b € I, entoncesaVbel.

Dualmente obtenemos la nocion de filtro: I C L es un filtro en L si
para cualesquiera a,b,x € L se cumplen:

(i’) sia € F ya <z, entonces x € F.

(ii’) sia,b € F, entoncesa Nb € F.

Proposicion 1.2.16. Todo ideal en L es subreticula de L. (Dualmente: Todo
filtro en L es subreticula de L).

Demostraciéon. Sean I un ideal en L y a,b € I. De (ii) obtenemos que
aVb e Il Ademas, comoa € [y aAb< aentonces, por (i), a Ab € I. Por
lo tanto I es subreticula de L. Dualmente obtenemos la demostraciéon para
filtros. Il

Observacion 1.2.17. Sea L una reticula. Si {1} ke s una familia de idea-
les en L, entonces (\yex Ii es ideal en L.
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Observacion 1.2.18. La union de ideales en una reticula no necesariamente
es un ideal.

En efecto, consideremos a la reticula dada en el Ejemplo 1.2.14, en esta
reticula claramente {0,a,b,a'} y {0,b,¢,¢'} son ideales, pero {0,a,b,a'} U
{0,b,¢,} ={0,a,b,¢,d’,c'} no es ideal ya que o' V' =1 ¢ {0,a,b,c,da’,'}.

Definicion 1.2.19. Sean L una reticula y X C L. El ideal generado por
X se define como:

ﬂ{I§L| I esideal en L, X C I}

y se denotard por (X].

Proposicion 1.2.20. Si (L, <) es una reticula denotaremos por I(L) al con-
Junto de todos los ideales en L. El conjunto I(L) ordenado por contencion es
una reticula completa.

Demostracion. Sea {I;}rcx C I(L) una familia de ideales en L. Veamos que
siempre existen A,cx I v Viex Le- No es dficil ver que Ao I = Niese ks
veamos que \/, o [x = (Ugex k). Claramente I; C Uycpe Ie © (Upex 15
para cada j € K, asi que (|, Ix] es cota superior de {/j}rex. Ahora, sea
H € I(L) otra cota superior de {I; }rek, esto es, para cada j € K se cumple
que I; € H, entonces |J,ox I € H luego, por definicion de ideal generado,

(UkeK Ik] CH. U

Proposicion 1.2.21. Si (L, <) es una reticula completa y a,b € L, con
a <b, entonces A ={x € L |a<x<b} es subreticula completa de L.

Demostracion. Sea X C A. Veamos que A X € Ay\VXe€ASiXCA
entonces x < b para toda x € X, asi que b es cota superior de X, luego
VX < b. Por otro lado a < x < \/ X para toda x € X. Por lo tanto
a <\/ X <b,esdecir, \/ X € A. De forma analoga obtenemos a < A\ X < b,
es decir, A X € A. d

La subreticula A en la Proposicion 1.2.21 se llama subreticula cociente
o tntervalo de L y sera denotada por b/a o bien [a,b]. Una prueba similar
a la de la Proposicion 1.2.21 muestra que si L es una reticula (no necesaria-
mente completa) y a,b € L con a < b, entonces A = {x € L | a <z < b}
es subreticula de L. En este caso la notacién para A serd la misma que la
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anteriormente dada y también sera llamada cociente o intervalo de L. Uti-
lizaremos a/0 para denotar a la reticula {x € L | x < a}. En particular, si
a < b, entonces b/a = {a,b}, en este caso el cociente sera llamado simple.

Para terminar la seccion introduciremos la nociéon de funciéon que preserva
la estructura de reticula y demostraremos algunos resultados que involucran
a estas funciones.

Definicion 1.2.22. Sean L y L' reticulas. Sea f : L — L' una funcion.
Entonces:

(1) f se llama morfismo de reticulas si para cualesquiera a,b € L se

cumple que f(a Ab) = f(a) A F(b) y flaVb) = f(a) V F(b).

(2) Si f es morfismo de reticulas, entonces [ se llama isomorfismo de
reticulas si existe g : L' — L morfismo de reticulas tal que go f = Iy,

yfog=Ip.

Notacion 1.2.23. Si f : L — L' es un isomorfismo de reticulas diremos
que L y L' son isomorfas y escribiremos L = L'.

Proposicion 1.2.24. Si f : L — L' es morfismo de reticulas, entonces f
es morfismo de orden.

Demostraciéon. Veamos que f preserva el orden. Si a,b € L con a < b,
entonces a = a A b luego, como f es morfismo de reticulas, f(a) = f(aAb) =

fla) A f(b) < f(b). 0

Observacion 1.2.25. El reciproco de la Proposicion 1.2.24 en general es
falso.

En efecto, consideremos a la reticula (P(R),C) y f : P(R) — P(R)
definida por: f(A) = {r € R | existe y € A : y* = x} para cada A € P(R).
Veamos que f es morfismo de orden. Sean A, B € P(R) con A C B. Si
x € f(A), entonces existey € A C B:y? = vasiqueexistey € B: y* =, es
decir, z € f(B). Por lo tanto f(A) C f(B). Sin embargo f no preserva cunas.
En efecto, si A ={0,1} y B = {—1,0}, entonces f(AN B) = f({0}) = {0},

por otro lado

f(A) ={z e R|existe y € {0,1} : y* = 2} = {0, 1}
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y
f(B) ={z € R|existey € {—1,0} : y* = 2} = {0,1}.

Asi que f(AN B) # f(A) N f(B).
Observacion 1.2.26. Sean L y L' reticulas. Sea f : L — L' una funcion.

Entonces, [ es isomorfismo de reticulas si y sélo si f es biyectiva y f es un
morfismo de reticulas.

Proposicion 1.2.27. Si L es una reticula, entonces f : L — I(L), definida
por f(a) = a/0, para cada a € L, es un morfismo de reticulas.

Demostraciéon. Primeramente veamos que f(a) = a/0 € I(L) para cada
a € L, es decir, f esta bien definida. Sea a € L, como a/0 es subreticula de
L, para cualesquiera z,y € a/0, zVy € a/0. Por otro ladosiy € a/0y x < y,
entonces ¢ < y < a luego x € a/0. Por lo tanto a/0 es ideal en L. Ahora
veamos que f es morfismo de reticulas, es decir, para cualesquiera a,b € L,
fland) = fla) A f(b) y flaVd) = f(a)V f(b). Por definiciéon de f y de
acuerdo a como estan dados el infimo y el supremo en I(L) debemos probar
que (aAb)/0=a/0Nb/0y (aVb)/0=(a/0UDb/O].

Veamos que (a Ab)/0 =a/0Nb/0: z € (aND)/0siysolosiaz <aAbsiy
solosiz <ayax<bsiysolosizea/0Nb/O.

Veamos que (a V b)/0 = (a/0 U b/0]: Vamos a mostrar que (a V b)/0 es el
menor ideal (en el sentido de la contencion) tal que a/0 U b/0 C (a V b)/0
lo cual garantiza que (a V b)/0 es el supremo de {a/0,b/0} y por lo tanto
(aVb)/0 = (a/OUDb/O]. (i) Sea x € a/0Ub/0, entonces z < a o x < b,
en cualquier caso obtenemos = < a V b, asi que z € (a Vv b)/0. Por lo tanto
a/0Ub/0 C (aVb)/0. (ii) Sea K € I(L) tal que a/0Ub/0 C K. Claramente
a € Kybe K entonces, por ser K un ideal, aVb € K. Ahora, siz € (aVb)/0,
entonces r < aVbyaVbe K luego, como K es ideal, x € K. Por lo tanto

(aVb)/0 C K. De (i) y (ii) concluimos que (a V b)/0 = (a/0 U b/0]. O
Observacion 1.2.28. Un razonamiento inductivo nos muestra que para cual-
quier conjunto finito {ay,as,...,a,} C L,

(a1 /0) A (az/0) A+ A(a,/0) = (a; Aag A -+ Nay,)/0

(a1/0) V (a2/0) V +--V (a,/0) = (a1 Vas V---Va,)/0.
Ademds es claro que a/0 = ({a}].
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Definicion 1.2.29. Si L es una reticula y a € L. Entonces a/0 se llama
tdeal principal.

Proposicion 1.2.30. Si f : L — L' es un isomorfismo de reticulas, enton-
ces f71: L' — L es un isomorfismo de reticulas.

Demostraciéon. Claramente f~! es biyectiva. Veamos que f~! es morfismo
de reticulas. Sean o,/ € L', como f es biyectiva, existen a,b € L tales
que @ = f(a) y ¥ = f(b). Entonces f~1(a’ V¥) = f1f(a) V f(b)) =
Y flavd) =aVvb= fda)V (). De forma aniloga obtenemos
P a A W) = £ ) A ). O

Proposicion 1.2.31. Una funcion f : L — L' entre dos reticulas es un
isomorfismo de orden si y solo si f es un isomorfismo de reticulas.

Demostracion.

[=] Veamos que f preserva yuntas. Sean a,b € L, es claro que a < a Vb
y b < aV b entonces, por ser f morfismo de orden, f(a) < f(aVb)y
f(b) < f(aVvb), asi que f(aVb) es cota superior de {f(a), f(b)}. Sea ¢ € L'
otra cota superior de {f(a), f(b)}, entonces f(a) < 'y f(b) < . Como f es
biyectiva existe ¢ € L tal que f(c) = ¢ y por tanto f(a) < f(c)y f(b) < f(c).
Ademas, f~! es morfismo de orden, luego a < ¢ y b < ¢ lo cual nos dice que ¢
es cota superior de {a, b} y por lo tanto a V b < c. Finalmente, gracias a que
f preserva el orden, f(aVb) < f(c) = . Hemos probado que f(a V b) es la
menor de las cotas superiores de {f(a), f(b)}, esto es, f(aVb) = f(a)V f(b).
De forma dual probamos que f(a) A f(b) = f(a A D).

[«<] Es consecuencia de las proposiciones 1.2.30 y 1.2.24. O

1.3. Reticulas Modulares

En esta secciéon introducimos un tipo particular de reticulas: uno que
abstrae una propiedad caracteristica de algunas reticulas de subestructu-
ras algebraicas de especial interés, como la de submodulos izquierdos de un
R—modulo izquierdo y la de subgrupos normales de un grupo. Las reticulas
modulares fueron introducidas por Dedekind.

Definicion 1.3.1. Una reticula L se llama modular si para cualesquiera
a,b,c € L, sia<c, entonces (aVb)Ac<aV (bAc).
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Observacion 1.3.2. Debido al Lema 1.2.7 (5) sabemos que en toda reticula
L, para cualesquiera a,b,c € L, si a < ¢, entonces (aVb)Ac>aV (bAc).
Por lo tanto L es modular si y solo si para cualesquiera a,b,c € L, si a < c,
entonces (a vV b) Nec=aV (bAc). Para probar que una reticula es modular
basta mostrar se cumple la desigualdad que exige la definicion.

Observacion 1.3.3. Toda subreticula de una reticula modular es modular.

Ejemplo 1.3.4. Si G es un grupo, entonces (N(G),C) es una reticula mo-
dular.

En efecto, sabemos que si A, B € N(G), entonces AB es subgrupo normal
de GG. Ademas notamos que AUB C AB entonces, por definiciéon de subgrupo
generado, (AU B) C AB. Por otro lado es claro que AB C (AU B) y por
lo tanto AB = (AU B) = AV B. Ahora, sean H, JJ K € N(G) con H C K
y veamos que (HJ)NK C H(JNK). Siz € (HJ)N K entonces x = hj y
r€ K, conhc€ Hyjé€J, luego j = h~'x pertenece a K puesh ™' ¢ H C K
yx € K. Porlotantoz =hjconh € Hy j € JNK, esdecir,x € H(JNK).

Ejemplo 1.3.5. Si M es un R-mddulo, (Sg(M), C) es una reticula modular.
Ejemplo 1.3.6. La reticula pentdgono no es modular.

En efecto, recordemos que la reticula pentagono es un conjunto de 5 ele-
mentos, L = {0, a,b, ¢, 1}, cuyo orden se representa por el siguiente diagrama
de Hasse:

0

Supongamos que L es modular. Entonces, como a < ¢, se tiene que ¢ =
(avVbd)ANe <aV(bAc) = a,luego ¢ < ay por lo tanto a = ¢ lo cual
claramente no ocurre.
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Teorema 1.3.7. Una reticula L es modular si y solo st para cualesquiera
a,bce L, sia<c,aANb=cANbyaVb=cVDb, entonces a = c.

Demostracion.

[=] Sean a, b, c € L tales que a < ¢, aAb = cAby aVb = cVb. Tenemos por la
ley de absorcion, la conmutatividad y las hipotesis: aV (bAc¢) = aV (bAa) = a
y (aVb)Ac=(cVb)Ac=c. Finalmente, ya que L modular y a < ¢,

a=aV(bAc)=(aVb) Ac=c.

[<] Sean a, b, c € L con a < ¢. Denotemos por a’ = aV (bAc)y d = (aVb)Ac.
Por nuestra hipotesis basta mostrar que o’ < ¢, d Ab=c ANbyd Vb= VDb
para concluir que @’ = ¢ (i.e., aV (bAc) = (aVb) Ac). Como a < ¢ entonces,
por Lema 1.2.7 (5),d’ =aV (bAc) < (aVb)Ac= ¢ por tanto a’ < ¢, luego,
por Lema 1.2.7 (1), a’Vb < ¢ Vb. Por otro lado, ¢ = (aVb)Ac < aVb<a'Vb
y b < a’'Vb, por lo tanto ¢ Vb < a’Vb. De donde concluimos que ¢ Vb = a'Vb.
De forma analoga se prueba que ¢ Ab=a’ Ab. O

Teorema 1.3.8. Sea L una reticula. Entonces L es modular si y solo si L
no contiene subreticulas isomorfas a la reticula pentdgono.

Demostracion.

[«<] [Por contradicciéon| Supongamos que L no tiene subreticulas isomorfas
al pentagono y que L no es modular. Como L no es modular entonces, por el
Teorema 1.3.7, existen a,b,c € L talesque a <c,aANb=cANb,aVb=cVb
y a # c. Note ademéas que a # by ¢ # b pues de otro modo se tendria
a = c. Asi que podemos ordenar los elementos {a,b,c,a Ab,aV b} C L en
una subreticula representada por el siguiente diagrama de Hasse:

aVb

anb
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Claramente esta subreticula es isomorfa al pentdgono, pero esto contradice
nuestra hipotesis.

[=] Supongamos que L es modular. Sabemos por el Ejemplo 1.3.6 que la
reticula pentdgono no es modular y como todas las subreticulas de una reti-
cula modular son modulares se concluye que L no puede tener subreticulas
isomorfas al pentagono. U

Teorema 1.3.9. Sean L una reticula y a,b € L. Si L es modular, entonces
las subreticulas cociente (a vV b)/b y a/(a A b) son isomorfas.

Demostracién. En virtud de la Proposicion 1.2.31, basta mostrar que existe
algin isomorfismo de orden entre (a V b)/b y a/(a A b). Proponemos f :
(aVvb)/b— a/(a Ab), definida por: f(z) = x A a, para cada = € (a V b)/b.
Veamos que f esta bien definida. Si z € (aVb)/b entonces b < x < a 'V b, asi,
por Lema 1.2.7 (1), aAb < aAz < ay porlo tanto f(z) =xAa € a/(aND).
Sea g : a/(aAb) — (aVb)/b, definida por: g(y) = yVb, para caday € a/(aAb),
una prueba similar a la anterior muestra que g esta bien definida.

Veamos que g = f~ 1

Sixz € (aVb)/b, entonces

(go f)(x) = g(f(x))

=g(x Aa) (definicion de f)
=(xANa)Vb (definicion de g)

=z A (aVb) (b <z y modularidad)
=2 = laup () (x <aVb)

Por otro lado, si y € a/(a A b), entonces
(fog)y) = Flg(y))

= f(y VvV b) (definicion de g)
=(yVb) Aa (definicion de f)
=yV(bAa) (y < a y modularidad)
=y =lyawy) (aAb<y)

Asi que g = f~! y por tanto f es biyectiva. Finalmente, el hecho de que f y
f~! preservan orden es consecuencia del Lema 1.2.7 (1). U

Observacion 1.3.10. El Teorema 1.5.9 aplicado a la reticula de submo-
dulos de un R-modulo izquierdo M mnos conduce al sequndo teorema de
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isomorfismo para mdodulos: Si H, K € Sr(M), entonces (H + K)/K =
H/(HNK).

Observacion 1.3.11. Si intercambiamos los papeles de a y b en el Teorema
1.3.9, obtenemos (aV b)/a =b/(a N\D).

Lema 1.3.12. Sea L una reticula modular con cero. Si a,b,p € L son tales
quepANa=pAb=0y(pVa)A(pVb)=np, entonces pA (aVb)=0.

Demostraciéon. Supongamos que pAa=pAb=0y (pVa)A(pVb)=np.
Se tiene que

O=pAa=[(pVa)A(pVb)]|Aa (por hipotesis)
=[(pVa)Aa]A(pVDb) (asociatividad y conmutatividad)
=aAN(pVb) (absorcion)

Por tanto a A (p vV b) = 0, entonces

b=bVvV0=>bV[aA(pVDb)]
=(aVvb)A(pVD) (b < aV by modularidad)
=[(aVvb)Ap| VD (b < aV by modularidad)

Asi que b = [pA (aVb)]Vbluego p A (aVb) < b. Por otro lado es claro
que pA (aVb) <p. Asi que p A (a V b) es cota inferior de {p,b}. Finalmente
pA(aVvd) <pAb=0. O

Una importante generalizaciéon de la propiedad modular en una reticula
son las llamadas condiciones de cubrimiento.

Definicion 1.3.13. Diremos que una reticula L satisface la condicion de
cubrimiento superior (respectivamente, inferior) si para cada a,b € L, si
a/Nb < a, entonces b < a\V'b (respectivamente, sib < a\ b, entonces a Nb <
a). Si una reticula L satisface esta condicion la llamaremos semimodular
superior (respectivamente, inferior).

Observaciéon 1.3.14.

(1) Cualquier reticula modular satisface ambas condiciones de cubrimiento
y por lo tanto toda reticula modular es semimodular inferior y superior.
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(2) Si L es una reticula finita. Entonces L es modular siy sélo si L satisface
ambas condiciones de cubrimiento.

Proposicion 1.3.15. Una reticula L es semimodular superior si y solo si
para cada x,y,z € L, si x <y, entonces x'V z =X yV z. Dualmente: L es
semimodular inferior si y solo si para cada x,y,z € L, st x < y, entonces
TNz YAz

Demostracion.

[=] Sean z,y,z € L con x < y. Es claro que x < xV z, luego 2 < y A
(xVz) <y;ycomox <y, entoncesx =yA(xVz)oy=yA(xVz).Si
r=yA(zVz),entonces y A (zV z) <y luego, por definicion de cubrimiento
superior, zVz < yV(zVz) = (yVz)Vz = yVz. Por otro lado, siy = yA(xV2)
entonces, t <y <zxVzluegorVz<yVz<zVzestoes,xVz=yV 2z
[«<] Sean a,b € L con a A b < a entonces, por hipotesis, (a Ab) Vb =< aV b;
y por ley de absorcion, b < a V b, sin embargo, cuando b = a V b se implica
que a < by luego a = a A b < a una contradicciéon. Por lo tanto b < a VvV b. U

1.4. Reticulas Distributivas

En esta seccion introducimos el concepto de reticula distributiva el cual
tiene un interés algebraico al ser una generalizaciéon de la distributividad de
la unién y la intersecciéon de conjuntos. Entre otras cosas mostraremos que la
modularidad es una forma debilitada de la distributividad, en este sentido,
las reticulas ditributivas son una clase particular de reticulas modulares.

Definicion 1.4.1. Una reticula L se llama distributiva si para cualesquiera
a,b,c € L se cumple que

(aVb)ANc=(aNc)V(bAc).

Observacion 1.4.2. Toda subreticula de una reticula distributiva es distri-
butiva.

Ejemplo 1.4.3. Si X es un conjunto, entonces (P(X),C) es una reticula
distributiva.

Ejemplo 1.4.4. Sean R un anillo conmutativo y A = {e € A | ee = e}
ordenado parcialmente como sigue: para cada e, f € A, e < f si y sdlo si
ef = e. Entonces, (A, <) es una reticula distributiva, donde e A\ f = ef y
eVf=e+f—ef para todae, f e A.
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En efecto, como R es conmutativo, para toda e, f € A se cumple que
ef = fe, ademaés, la realcion definida sobre A es una relacion de orden parcial,
también es claro que ef € Ay e+ f—ef € A. Sean e, f € A. Veamos que ef
es la mayor de las cotas inferiores de {e, f}, es decir, e A f = ef. Haciendo
uso de las propiedades del anillo obtenemos (ef)e = e(ef) = (ee)f = ef
entonces ef < e, de forma analoga se obtiene ef < f y por tanto ef es cota
inferior de {e, f}. Ahora, si ¢ es otra cota inferior de {e, f}, entonces ce = ¢
y c¢f = ¢, luego c(ef) = (ce)f = ¢f = ¢y por lo tanto ¢ < ef. De forma
similar se prueba que e V f = e+ f — ef. Lo anterior muestra que (A, <) es
una reticula. Finalmente, veamos que (A, <) es distributiva. Sean e, f, g € A,
entonces (eV f)Ag= (e+ f—ef)g=eg+ fg—(ef)g=eg+ fg—(ef)gg =
eg+ fg—(eg)(fg) = (eg) V (fg) = (e Ng)V (f Ag)

Ejemplo 1.4.5. La reticula diamante no es distributiva.

En efecto, recordemos que la reticula diamante es un conjunto con 5 ele-
mentos, L = {0, a,b,c, 1}, cuyo orden parcial se puede representar mediante
el siguiente diagrama de Hasse:

Notamos que (a Vb) Ac = 1A c = ¢ por otro lado (a Ac)V (bAc) =
0V 0 =0, ademas es claro que ¢ # 0. Por lo tanto existen a,b,c € L tales
que (aVb)Ac# (aNc)V (bAc), es decir, L no es distributiva.

Proposicion 1.4.6. Si L es una reticula distributiva, entonces L es modular.

Demostracion. Sean a,b,c € L con a < ¢. Como a < ¢ entonces a A ¢ = a,
asi que (aVb)Ac=(aNc)V(bAc)=aV (bAc). O

Observacion 1.4.7. El reciproco de la Proposicion 1.4.6, en general es falso.
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En efecto, consideremos al R-médulo R% Sabemos que (Sg(R?),C) es
reticula modular, sin embargo esta reticula no es distributiva ya que si A =
((1,0)), B=((0,1)) y C ={(1,1)) € Sg(R?), entonces
A=R(1,0) ={(z,0)|]z € R};

B—R(0,1) = {(0,y)ly € R}

C=R(1,1) ={(z,2)|]z € R}.

Luego, (A+B)NC =R*NC =Cy (ANC)+(BNC) = {(0,0)} +{(0,0)} =
{(0,0)}. Por lo tanto (A+ B)NC # (ANC)+ (BN C') de donde concluimos
que (Sg(R?), C) no es distributiva.

Observacion 1.4.8. Debido al Lema 1.2.7 (4), sabemos que en toda reticula
L, para cualesquiera a,b,c € L, (a Ac)V (bAc) < (aVDb)Ac. Porlo
tanto una reticula L es distributiva st y solo si para cualesquiera a,b,c € L,
(avb)ANe<(aNc)V(bAc).

Proposicion 1.4.9. Una reticula L es distributiva st y solo si para cuales-
quiera a,b,c € L se cumple que (a Ab)Vc=(aVc)A(bVc).

Demostracion.
[=]Sean a, b, c € L, entonces

(aVe)ANbVe)=lan(bVe)VeA(bVe)] (distribucion)
=[(anb)V(aNc)Ve (distribucion y absorcion)
=(aNnb)V[(aNc)V] (asociatividad)
=(aNnb) Ve (absorcion)

[«<] La prueba es simétrica a la anterior. O

Teorema 1.4.10. Una reticula L es distributiva si y solo si para cualesquiera
a,bce L, staNc=bAcyaVc=>bVc, entonces a =2>.

Demostracion.
=| Sean a,b,c € L talesque aAc=bAcyaVc=>bVc, entonces
q y

aVe=>bVec)

absorcion)

a=aAN(aVe)=aN(bVc) (aVe=bVe)
=(aNb)V(aNc) (distribucion)
=(aNnb)V(bAc) (anNc=0bAc)
=bA(aVc) (distribucion)

(

(



1.4 Reticulas Distributivas 27

[«<] Supongamos que para cualesquiera a, b, ¢ € L, siaAc = bAcy aVe = bVe,
entonces a = b. En particular se satisface lo siguiente: para cualesquiera
a,bce Lysia<b aNc=bAcyaVc=>bVc, entonces a = b. Asi que,
por el Teorema 1.3.7, L es modular. Notamos que a Ab < aV b entonces, por
modularidad,

[(aAD) VA (aVb)=(aNb)V[cA (aVD).
Por otro lado b A ¢ < bV ¢ entonces, por modularidad,
(bAc)Va]A(bVe)=(bAc)Van (V).
Denotemos por
u=[(anb)VcA(aVb)=(aNb)V[cA(aVDb)
y
v=I[bAc)ValA(bVec)=(bAc)VaN(bVc).
Entonces

()unb=[aNb)Vc]A(aVb)Ab
=[(@aAb)Vc]AD (asociatividad y absorcion)
= (aAb)V(cADb) (a Ab < by modularidad)

De forma similar se muestra que v Ab = (a Ab) V (¢ A b) y por lo tanto
uNb=vAb.

(i) vvb=(bAc)V]aNn(bVec) Vb
=[aN(bVc)]Vb (conmutativa, asoc. y absorcion)
=(aVb)A(bVc) (b < bV cy modularidad)

De forma similar se muestra que « Vb = (a V b) A (bV ¢) y por lo tanto
uVb=vVbh.
De (i), (ii) y la hipotesis concluimos que u = v luego uAa = vAa. Finalmente,
por un lado tenemos

uNa=[aANb)VecA(aVb)ANa=[aANb)VecNa=(aAb)V (cAa)
y por otro lado

vAa=aANv=aAN[bAc)Va]A(bVc)=aA(bVec).

Por lo tanto a A (bV ¢) = (a Ab) V (a Ac). O
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Teorema 1.4.11. Una reticula L es distributiva si y solo si L es modular y
no contiene subreticulas isomorfas con la reticula diamante.

Demostracion.

[=] Si L es distributiva, entonces L es modular y todas sus subreticulas son
distributivas y por lo tanto L no contiene subreticulas isomorfas al diamante.
[<] [Por contradicién| Supongamos que L es modular y que L no contiene
subreticulas isomorfas al diamante. Ademas, supongamos que L no es dis-
tributiva. Por el Teorema 1.4.10, existen a,b,c € L tales que a A c = b A c,
aVc=>bVcy a+# b Notamos que si a < b, entonces se tiene que aAc = bAc,
aVe=>bVcya <b,asi, por ser L modular y el Teorema 1.3.7, necesariamente
se tiene que a = b lo que contradice a # b. Simétricamente no es posible que
b < ay por lo tanto al|b. Por otro lado, si a < ¢, ya que aV e = bV ¢, entonces
c=bVc; ypor tanto b < ¢, asi que a Ac = b A c implica a = b lo cual es una
contradiccion. Simétricamente no puede ocurrir que ¢ < a y por tanto al|c.
Un argumento similar al anterior muestra que b||c. Finalmente, se tiene que
allb, al|c, bl|c, anc = bAcy aVe = bVe. Asi obtenemos L' = {a, b, c,aNc,aVc}
una subreticula isomorfa al diamante lo cual contradice la hipoétesis. O

1.5. Reticulas Continuas Superiormente

Definicion 1.5.1. Si A es un COPO, D C A es llamado dirigido supe-
riormente (respectivamente, inferiormente) si todo subconjunto finito de
D tiene cota superior (respectivamente, cota inferior) en D.

Definicion 1.5.2. Una reticula completa L se llama continua superior-
mente si para cualesquiera a € L y D C L conjunto dirigido superiormente
se cumple que a A (\/ D) =\ ,cpla N d).

Observacion 1.5.3. En toda reticula completa L para cualesquiera a € L y
X C L, se cumple que \/ . x(a Nx) <an(VX).

En efecto, como x < \/ X para cada x € X entonces, por Lema 1.2.7 (1),
aNz <aA(\/X)para cada x € X, asi que a A (\/ X) es cota superior del
conjunto {a A x}.ex y por lo tanto \/ (e A x) <a A (VX).

Observacion 1.5.4. Por la Observacion 1.5.3, tenemos: L es continua supe-
riormente si y solo st para cualesquiera a € L y D C L dirigido superiormente
se cumple que aN(\/ D) <\ epland). Ademds, claramente toda subreticula
completa de una reticula continua superiormente es continua superiormente.



1.5 Reticulas Continuas Superiormente 29

Observacion 1.5.5. En toda reticula completa L para cualesquiera a € L y
X C L, se cumple que \/ ,.x(aVx)=aV(VX).

Ejemplo 1.5.6. Si X es un conjunto, (P(X),C) es una reticula continua
supertormente.

Observacion 1.5.7. Si L es una reticula y D C L es un conjunto dirigido
superiormente entonces, para cualquier a € L, {a N d}aep y {aV d}aep son
conguntos dirigidos superiormente.

Definicién 1.5.8. Sea L es una reticula con cero y uno. Sea a € L, un
elemento a’ € L se llama complemento de a si se cumple que

aNd =0yaVad =1.

Notacion 1.5.9. Sia’ € L es complemento de a € L, la situacion: aNa’ =0
yaVa =1, serd denotada por a®a' =1 y la llamaremos suma directa de
aya.

Definicion 1.5.10. Sea L una reticula con cero y uno.

(1) L se llama complementada si para cada a € L, existe a’ € L tal que
a®a =1.

(2) L se llama relativamente complementada si para cada a € L y para
cada subreticula cociente y/x C L tal que a € y/z, existe ' € y/x tal
quea®ad =y (ie,aNd =z yaVad=y).

Proposicién 1.5.11. Sea L una reticula con cero y uno.

(1) Si L es distributiva, entonces los complementos son unicos.

(2) Si L es modular, a € L ya',b/ € L son complementos de a comparables,
entonces a' =b'.

Demostracion.

Demostracion de (2): Supongamos que L es modular. Sean a € L'y o',V €
L complementos comparables de a. Sin pérdida de generalidad suponemos
a <¥V.Como a y b son complementos de a tenemos a Aa’ =0=aAb y
aVa =1=aV entonces, por Teorema 1.3.7, ' = V. Para mostrar (1)
usamos el hecho de que L es distributiva y el Teorema 1.4.10. U
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Proposicion 1.5.12. Toda reticula complementada y modular es relativa-
mente complementada.

Demostracion. Sea L una reticula complementada y modular. Veamos que
L es relativamente complementada. Sean a € L'y y/z C L tal que a € y/x.
Como L es complementada existe a’ € L tal que a & o’ = 1. Ademas, ya que
L es modular y = < y, tenemos (z V a') Ay = z V (a’ A y). Denotemos por
s=(xVvVd)ANy=aV(aNy). Notamos que x < zV (a'ANy) = (xVd)A Ay <y
y por tanto s € y/x. Veamos que s es complemento de a en y/z, esto es,
aNs=xyaVs=1y.Secumple que

aVs=aV[zV(dAy)

=aV (d Ny) (asociativa y = < a)
=(aVd)Ay (a <y y modularidad)
=1Ay (avad =1)

= .

Anélogamente se obtiene a As = x. Asi que a tiene complemento en cualquier
subreticula cociente y/x C L tal que a € y/x y por lo tanto L es relativamente
complementada. O

Proposicion 1.5.13. Sea L una reticula complementada y modular. Son
equivalentes:

(1) L es continua superiormente.

(2) Para cada D C L dirigido superiormente, si existe a € L, con a # 0,
tal que a A d =0 para toda d € D, entonces \| D # 1.

Demostracion.

[(1) = (2)] Supongamos que L es continua superiormente. Sea D C L dirigido
superiormente para el cual existe a € L — {0} tal que a A d = 0 para toda
d € D. Entonces, como L es continua superiormente, a A (\/ D) = \/ cp(a A
d) = \/{0} = 0. Por lo tanto \/ D # 1 (pues de lo contrario 0 = a A (\/ D) =
a N1l =a,lo que no es posible).

[(2) = (1)] Sean @ € L'y D C L dirigido superiormente. Sabemos que
0<Vyepland) <an(\/ D), asique \/,.p(and) € (aN(\ D))/0. Ademas,
por la Proposicion 1.5.12, L es relativamente complementada y por lo tanto
para \/,.p(a A d) existe b € (a A (\/ D))/0 tal que
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(Vdep(a/\d))@bzaA(VD)- (1)

Como L es complementada para \/ D existe ¢ € L tal que (\/ D)@ c = 1. Es
claro que {dV c}4ep C L es dirigido superiormente, ademas para toda d € D
se cumple que

0<(dve)ab=(dVve)A[(\/D)Ab  (puesb<an(\/D)<\/D)
=[dVv (en\/ D) Ab (asociativa, d < \/ D y mod.)
=(dVO)AD (¢ complemento de \/ Den L)
—dAb
= d A (aAD) (puesb<an (\/D) <a)
—(dAa)AD (asociatividad)
S(\é(e/\a))/\b (dAha< \é(e/\a))
=0 (b complemento de \/ (¢ A a))

Lo anterior muestra que {dVc}q4ep C L es un conjunto dirigido superiormente
para el cual existe b € L tal que (d V ¢) A b= 0 para toda d € D. Luego, si
suponemos b # 0, entonces la hipétesis principal garantiza que \/ ., (dVc) #
1y por lo tanto se tiene 1 = (\/ D)Ve =\, p(dVc) # 1o cual no es posible.
Asi que, necesariamente b = 0. Finalmente de (1) obtenemo

V(dna)y=(\/(dra)vo=(\/(dra)Vvb=anr(\/D).
deD deD deD
O
Terminaremos la secciéon mostrando algunos resultados que involucran a
las reticulas artinianas y neterianas, como ya se mostrd son reticulas que
satisfacen CCD y CCA, respectivamente.

Notacién 1.5.14. Utilizaremos el simbolo ™" para denotar a una igualdad

mod
~Y

que utiliza la condicion de modularidad. Ademds, el simbolo = denotard que
existe un isomorfismo entre reticulas que se debe gracias a la modularidad.

Proposicion 1.5.15. Sea L un COPO tal que todo subconjunto no vacio de
L tiene supremo (respectivamente, infimo). Son equivalentes:



32 Preliminares

(1) L es neteriano (respectivamente, artiniano).

(2) Para cada A C L, con A # @, existe F C A conjunto finito tal que
\V F =\ A (respectivamente, N\ F = \ A).

Demostracion.

[(1) = (2)] Sea A C L, con A # @. Sea U = {\/ F' | F es finito, FF C A},
claramente U # @ y como L es neteriano existe Fy C A finito tal que \/ Fj es
elemento maximo de U. Es evidente que \/ Fy <\/ A. Por otro lado, sia € A,
entonces Fy U {a} C A es finito y por tanto \/(Fy U {a}) = (\V Fo) Va € U,
ademés \/ Fy < (\/ Fp) V a asi, por la maximalidad de \/ Fy se tiene \/ Fy =
(\/ Fy) V a. Por lo tanto a < '\/ Fj, para cada a € A, entonces \/ A <\/ Fy.
[(2) = (1)] Sea {ag}ren~ € L tal que a1 < ay < -+~ < a, < .-+, por
hipotesis, existe ' = {@m,, Gmy, - - -, @m, } € {@k fren- tal que \/ . ar = \/ F.
Sea | = max{mi,ma,...m;}, entonces \/, . ar = \/ F' = a; y por lo tanto
a; = a;;1 = --- lo cual nos dice que la sucesion es estacionaria. De forma
analoga se muestra el caso artiniano. U

Observacion 1.5.16. Toda subreticula de una reticula neteriana (respecti-
vamente, artiniana) es neteriana (respectivamente, artiniana).

Proposicion 1.5.17. Si L es una reticula neteriana (respectivamente, arti-
niana), entonces L tiene elemento mayor (respectivamente, menor).

Demostraciéon. Como L C L y L es neteriano, existe m € L elemento
méximo en L. Si a € L, entonces m < m V a, asi, por la maximalidad de
m, m = m V a lo cual equivale a que a < m. Por lo tanto a < m para cada
a € L, es decir, m es elemento mayor de L. Il

Proposicion 1.5.18. Sean L una reticula modular y a € L. Entonces L es
neteriana (respectivamente, artiniana) si y solo si a/0 y 1/a son neterianas
(respectivamente, artinianas).

Demostracion.
[=] Claramente a/0 y 1/a son neterianas.
[<] Sea a; < ag < --- < a, <--- una sucesion ascendente en L. Notamos

que a, < aiy1 para toda k € N*, entonces a A ax < a A a1 < a para toda
k € N* y por tanto {a A ay }ren+ €s una sucesion ascendente en a/0. De forma
analoga se muestra que {a V ay}ren+ €s sucesion ascendente en 1/a. Como
a/0 y 1/a son neterianas existen m,n € N* tales que

aNQpn=aNApmy1 = aANCpi2 =" YaVa,=aV a1 =aV Qpya =+ .
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Sean | = max{m,n}, u =aAa, =ahay = - yv=aVa =aVa =" --.
Entonces, como L es modular y u < a; < a;11 < v, tenemos

mod

aq=qV@aAag)=aqV(aNas) = (qVa)ANay =vANas =aq

De forma analoga, usando u < a;11 < a;12 < v y la modularidad, tenemos
a;y1 = appo. De forma similar se muestra que a0 = a;13 = a4 = -+ -. Por
lo tanto la sucesion a; < ay < -+ <aq, < --- es estacionaria. O
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Capitulo 2

Reticulas Compactamente
(Generadas

Muchas estructuras algebraicas se pueden representar como suma de un
nimero finito de subestructuras, més aun, los elementos de tales estructu-
ras son combinaciones lineales finitas. En topologia, por ejemplo, los espacios
compactos poseen la virtud de ser representables como la union finita de con-
juntos abiertos. Estos hechos nos conducen al estudio de una clase particular
de reticulas: aquéllas cuyos elementos son supremos de elementos compactos.
En este capitulo tratamos la nocién de compacidad en una reticula y expo-
nemos algunas propiedades de esta clase de reticulas. Ademés, se introducen
las nociones de series de composicion y longitud, entre otras cosas, veremos
una especie de unicidad de la descompocision, y cuando una descomposicion
es irreducible.

2.1. Elementos Compactos

Definicion 2.1.1. Sea L una reticula completa, un elemento ¢ € L se llama
compacto en L si para todo X C L tal que ¢ < \/ X existe FF C X finito tal
que c < \/ F.

Ejemplo 2.1.2. Si A es un conjunto, consideremos la reticula completa
(P(A), Q). Entonces, X € P(A) es compacto si y solo si X es finito.

Demostracion.
[=] Sea X € P(A) compacto. Claramente A = {{z} | x € X} C P(A)
satisface que X = (J,. {2z} = V A entonces, como X es compacto, existe

35
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F C A finito tal que X C \/F. Por lo tanto X debe ser finito pues F lo es.
(<] Si X = {z1,20,...,2,} y A C P(A) es tal que X C VA = Uy s A
entonces para cada i € {1,2,...,n}, existe A; € A tal que z; € A;. Sea
F ={A1,A,,..., A} C A, entonces F satisface que X C | J,er A=V Fy
por lo tanto X es compacto. U

Ejemplo 2.1.3. Sea M un R-mddulo izquierdo, consideremos la reticula
completa (Sp(M), ). Entonces, N € Sgr(M) es compacto si y sdlo si N es
finitamente generado.

En efecto, primero recordemos que si M es un R-modulo izquierdo, en-
tonces se dice que M es finitamente generado si existe X C M finito tal
que

M:RXIﬂ{N|NGSR(M),XgN}:{ZT’ZLQ"I"ZGR,I'ZEX}

i=1

[=] Sea N € Sr(M) compacto. Como N = > . Rr =\/{Rx |2z € N}
entonces, por ser N compacto, existe { Rzy, Rzs, ..., Rr,} C {Rx |z € N}
tal que N C Y " | Rx;. Por otro lado si y € > | Rx;, entonces y = riz; +
o+ 1z, € Nyasique Y . Rr; € N. Por lo tanto > | Rx; = N, es decir,
N es finitamente generado.

[<] Sean N € Sgr(M) finitamente generado y {N;}icr € Sgr(M) tal que
N C Ve Ni = > ,c; Ni. Como N es finitamente generado, existe X =
{1, 29,...,0,} € M tal que RX = N C } ., N;, entonces para cada
ke {1,2,...,n}, existe N;, € {N;}iesr tal que z; € N;,. Finalmente N =
RX =37 | Rx;, C Y7 | N;, y por lo tanto N es compacto.

Notacioén 2.1.4. Dado un conjunto arbitrario X denotaremos al conjunto
de todos los subconjuntos finitos de X por Py(X).

Proposicion 2.1.5. Sean L una reticula con cero y a € L. Entonces a/0 es
un elemento compacto en la reticula completa (1(L),C).

Demostraciéon. Recordemos que (I(L), C) es una reticula completa, donde
para cualquier A C I(L), NA=;caly VA= (Ujeal] Sean A C I(L)
y B="Po(Ujesl) Sea Jy={x € L|x <\ F para algin F' € B}. Vamos a
mostrar que \/ A = Jy, esto es, (U;cq 1] = Ja.
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Veamos que ({J;c 4] € Ja: Primero vamos a mostrar que J4 es ideal en L.
(i) Sean x € Ly b € J4 con x < b. Como b € Jyu, existe ' € B tal que
x <b<\Fyporlotanto x < \/F con F € B, es decir, z € Jy. (ii)
Si a,b € Ju, entonces existen [y, Fy € B tales que a < \/ F} y b < \/ F3,
luego avVb < (\/F1)V(VF) =\V(FIUF,) con Fy UF, € By por lo tanto
aVb e Jy De (i) y (ii) se concluye que J4 es ideal en L. Ahora vamos a
mostrar que J;. 4 I C J4 para concluir, por definicion de ideal generado, que
(Ureal] € Ja. Seax € ey !, como z = \/{x} con {z} C (J;c 4, entonces
x € Jy.

Veamos que (|J;c4q1] 2 Ja: Si z € J4, entonces existe F' C (J; 4 finito
tal que z < \/ F. Como F' C J;c 41 € (Ujeq!] es finito entonces, por ser
(Ujea !l ideal en L, \/ F € (U;c4 1] y como x < \/ F se concluye, nueva-
mente por definicion de ideal, que = € (| J;c 4 I]-

Finalmente, veamos que a/0 es compacto en (/(L),C). Sea A C I(L) tal
que a/0 C \/ A, esto es, a/0 C J,4. Claramente a € a/0 C Jy, asi que,
existe I = {x1,...,2,} C Ueu! tal que @ < \/ F. Como F C (J;c 41,
entonces para cada k € {1,...,n} existe I, € A tal que z; € I y por
tanto F' C [y, Ix € (Us_; Ix]. Note ademéas que \/ F' € (Uy_; Ix] y como
a <\ F, entonces a € (U,_, Ix]. Es inmediato ver que a/0 C (|J;_, Ix], pues
x < a para toda z € a/0, ademés a € ({U,_, Ix] y (Uy_; ] es ideal en L. O

Proposiciéon 2.1.6. Sea L una reticula con cero. Entonces, X € I(L) es
elemento compacto en I(L) si y solo si X es ideal principal en L.

Demostracion.

[=] Sea X € I(L) elemento compacto. Es evidente que X = (|J,cy(2/0)] =
V.ex(2/0), luego, como X es compacto, existe {a;/0,...,a,/0} C {x/0},cx
tal que X = \/_,(a;/0) = (a1 /0) V ---V (a,,/0) = (a1 V --- V a,)/0. Por lo
tanto X es ideal principal.

[«<]| Es consecuencia de la Proposicion 2.1.5 O

Definicion 2.1.7. Sea L una reticula completa, un elemento ¢ € L se llama
fuertemente compacto en L si para todo D C L dirigido superiormente
tal que ¢ < \/ D existe dy € D tal que ¢ < dy.

Observacion 2.1.8. Si L es reticula completa y X C L, entonces el conjunto
Fx ={V F|F € Py(X)} C L es dirigido superiormente.
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En efecto, vamos a mostrar que todo conjunto finito en Fy tiene cota
superior en Fy. Sea {\/ I1,...,\ F,} C Fx, es evidente que | J;_, F; es finito
y U, F; C X, asi que \/(U_, F;) € Fx. Ademas, para cada j € {1,...,n}
se tiene que F; C |J._, Fi lo cual implica que para toda j € {1,...,n},
VE < VUU-, F) y por lo tanto \/(U;_, Fi) € Fx es cota superior de
{VF,...,VF.}

Proposicion 2.1.9. Sean L una reticula completa y ¢ € L. Entonces c es
compacto en L si y solo si ¢ es fuertemente compacto en L.

Demostracion.

[=] Supongamos que ¢ es compacto en L. Sea D C L un conjunto dirigido
superiormente tal que ¢ <\/ D. Como ¢ es compacto existe F' C D finito tal
que ¢ < \/ F, ademas, por ser D dirigido superiormente, existe dy € D cota
superior de F, asi que \/ F' < d,. Por lo tanto existe dy € D tal que ¢ < d,
es decir, ¢ es fuertemente compacto.

[«<] Supongamos que ¢ es fuertemente compacto en L. Sea X C L tal que
¢ <V X. Por la Observacion 2.1.8, se tiene que Fy es un conjunto dirigido
superiormente, ademés notamos que para cada z € X,z = \/{z} y {z} C X
es finito, asi que X C Fx y por tanto ¢ < \/ X < \/ Fx entonces, por ser
¢ fuertemente compacto y Fx dirigido superiormente, existe \/ Fy € Fyx tal
que ¢ < \/ Fy, es decir, existe Fy C X finito tal que ¢ <'\/ Fy. Por lo tanto ¢
es compacto. ]

Proposicion 2.1.10. St L es una reticula completa y a,b € L son compactos
en L, entonces a Vb es compacto en L.

Demostracion. Por la Proposicion 2.1.9, basta mostrar que a V b es fuerte-
mente compacto en L. Sea D C L dirigido superiormente tal que aVb <'\/ D.
Es vidente que a <'\/ Dy b <'\/ D entonces, como a y b son compactos (i.e.,
fuertemente compactos) y D es dirigido superiormente, existen dy,dy € D ta-
les que a < dj y a < dy. Ademés, {dy,ds} C Dy D es dirigido superiormente,
asi que existe dg € D tal que dy < dy v dy < dy. Finalmente a < d; < dy y
b < dy < dy, entonces aVb < dycon dy € D. Por lo tanto a Vb es fuertemente
compacto. ]

Observacion 2.1.11. Si {ay,...,a,} € L es cualquier subconjunto finito
conformado por elementos compactos en una reticula completa L, entonces
a V---Va, es compacto en L.
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Observacion 2.1.12. La cuna de dos elementos compactos en general no es
elemento compacto.

En efecto, consideremos a N con el orden usual y adjuntemos tres cotas
superiores a, b y ¢ tales a Vb = ¢ y a||b. Podemos representar el orden de
L =NU{a,b,c} en el siguiente diagrama de Hasse:

c

Notamos que L es una semireticula superior (esto es, un COPO en el que
todo subconjunto finito no vacio tiene supremo) y por lo tanto la reticula
(I(L), <) es completa. Como ya se mostré en la Proposicion 2.1.5, a/0y b/0
son compactos en I(L), sin embargo (a/0) A (b/0) = (a/0) N (b/0) = N no es
compacto pues claramente no es ideal principal en I(L) (ver la Proposicion
2.1.6).

2.2. Reticulas Compactamente Generadas

Definicion 2.2.1. Una reticula completa L se llama compactamente ge-
nerada o algebraica si para cada a € L existe {¢;}ier C L familia de
elementos compactos en L tal que a = \/,.; ¢;.

Ejemplo 2.2.2. Si X es un conjunto, entonces (P(X), C) es compactamente
generada.
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En efecto, sea A € P(X), claramente A = (J . {a} = V,c4{a}, ademas
{a} es compacto en P(X) para cada a € A. Por lo tanto, cada A € P(X)
es yunta de elementos compactos en P(A), esto es, P(X) es compactamente
generada.

Ejemplo 2.2.3. Si M es un R-mddulo izquierdo, entonces (Sg(M),C) es
compactamente generada.

En efecto, sea N € Sg(M), claramente N = > v Rx = \/ v Rz,
ademés para cada z € N, Rz es compacto en Sg(M), pues Rz es finitamente
generado. Por lo tanto, cada N € Sg(M) es yunta de elementos compactos

en Sgr(M), es decir, Sg(M) es compactamente generada.

Ejemplo 2.2.4. Si L es una reticula con cero, entonces (Io(L),C) es com-
pactamente generada.

En efecto, sea X € I(L), es claro que X = (|J,cx(2/0)] = V,cx(2/0),
ademés para cada x € X, x/0 es compacto en I(L), pues es ideal principal.
Por lo tanto todo elemento en I(L) es yunta de elementos compactos.

Lema 2.2.5. Sean L una reticula compactamente generada y a,b, k € L, con
k € b/a. Entonces k € b/a es compacto en la subreticula cociente b/a si y
solo si existe ¢ € L compacto en L tal que k =aVcyaVec<b.

Demostracion.

[=] Como L es compactamente generada, para k € b/a C L existe {c¢;}ier C
L familia de elementos compactos en L tal que k& = \/,.; ¢;. Notamos que
para cada j € I, a < aVe < aV(V6) =aVk =k < by por
tanto {a V ¢;}ticr € b/a. Ademés k = aVk =aV (V. ¢) = Ve (aVe)
entonces, por ser k € b/a compacto en b/a, existe J C I finito tal que
k=Ve,(aVe)=aV (V,,ci) Seac=\/,.;c;, claramente c es compacto
en L, pues es yunta finita de elementos compactos en L (ver Observacion
2.1.11), ademés a V¢ =k < b.

[«<] Supongamos que existe ¢ € L compacto en L tal que a Ve =k < b.
Sea X C b/a tal que k < \/ X. Como ¢ < aVe<\ X ycescompacto en
L, existe F C X finito tal que ¢ < \/ F. Ademéas, F' C X C b/a, asi que
a<\/F,luego aVe<)\/ Fyporlotanto k =aV c es compacto en b/a. [J

Proposicion 2.2.6. Sea L reticula completa. Son equivalentes:

(1) Todo elemento de L es compacto en L.
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(2) L es neteriana.

Demostracion.

(1) = (2)] Sea a; < ay < --- < a, < -+ una sucesion ascendente en L,
consideremos ¢ = \/, - an, por hipotesis, ¢ es compacto, asi que para el

) . k

conjunto {ay, }nen+ C L, existe {a;,, ..., a;, } C {a, }nen- tal que c = \/j:1 ai;.
Sea | = max{iy,...,i,}, entonces \/, . an = ¢ = \/j:1 a;; = a; y por lo
tanto a; = a;.1 = -+, es decir, la sucesion a1 < a; < --- < a, < --- €S
estacionaria.

[(2) = (1)] Es consecuencia de la Proposicion 1.5.15. O

Ejemplo 2.2.7. Sea M un R-modulo izquierdo y consideremos la reticula
completa (Sr(M),C). Sabemos que N € Sgr(M) es compacto si y sdlo si
N es finitamente generado, ademds es claro que M es neteriano si y solo si
(Sr(M), Q) es reticula neteriana. Aplicando la Proposicion 2.2.6 a la reticula
completa (Sr(M), C) obtenemos: M es neteriano si y sélo si todo submddulo
de M es finitamente generado.

Proposicion 2.2.8. §i L es una reticula compactamente generada y z,y €
L. Entonces x < y st y solo si para cada ¢ € L compacto en L, si c < x,
entonces ¢ < y.

Demostracion.
[=] Supongamos que = < y, es evidente que para toda a € L, si a < z,
entonces a < y, en particular, para toda ¢ € L compacta en L, si ¢ < z,

entonces ¢ < y.

[«<] Como L es compactamente generada existe {c;}ic; C L familia de ele-
mentos compactos en L tal que z = \/,; ¢;, es claro que ¢; < x, para cada
i € I entonces, por hipétesis, ¢; < y, para cada i € I. Por lo tanto \/,., ¢; <y,
es decir, x < . O

La siguiente proposicion establece que la clase de reticulas compactamente
generadas estéd incluida en la clase de reticulas continuas superiormente.

Proposicion 2.2.9. Toda reticula compactamente generada es continua su-
periormente.

Demostracion. Sea L compactamente generada. Gracias a la Observacion
1.5.4 basta mostrar que a A (\/ D) < \/,cp(a A d) para cada a € L y cada
D C L dirigido superiormente. Sean a € L y D C L dirigido superiormente.
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Sea ¢ € L compacto en L tal que ¢ < a A (\/ D). Como ¢ es compacto (y
por tanto, fuertemente compacto), ¢ < a A (\/ D) < \/ D y D es dirigido
superiormente, existe dy € D tal que ¢ < dy, ademas ¢ < a A (\/ D) < a, asi
que ¢ < aAdy <V epland). Hemos mostrado que para cada ¢ compacto en
L, c <aA(\ D) implica que ¢ < \/,.(a A d), entonces, por la Proposicion
228, aN (VD)< \Vepland). O

Definicion 2.2.10. Sean L una reticula y P una propiedad arbitraria de
reticulas. Diremos que a € L tiene la propiedad P si la subreticula cociente
a/0 tiene la propiedad P.

Ejemplo 2.2.11. Sea L una reticula, entonces:

(1) a € L es neteriana (artiniana) si a/0 es neteriana (artiniana).

(2) a € L es modular (distributiva, continua superiormente, etc.) si a/0 es
modular (distributiva, continua superiormente, etc.).

Como ya hemos mencionado, en el presente escrito se asume el Axioma
de Eleccion. Una equivalencia de este axioma dicta lo siguiente: Para un con-
junto arbitrario X, si a es el menor ordinal tal que o = |X|, entonces los
elementos de X se pueden acomodar en una (posiblemente transfinita) suce-
sion xg, 1, g, ... Tp, ... (p < @), esta equivalencia se cita en [3]. Utilizaremos
este hecho para probar el siguiente:

Lema 2.2.12. Una reticula L es continua superiormente si y solo si para
cualesquiera a € L y X C L se cumple:

an (VX)) =V (an(VF).

FePo(X)

Demostracion.

[=] Sean a € L y X C L. Note que para cada F' € Py(X), a A (VF) <
a A (VX)y porlo tanto \ pep (@A (V F)) <aA(VX). Ademas si X es
finito la igualdad es evidente. Supongamos que X es infinito. Procedemos por
induccion sobre el cardinal de X. Sea a el menor ordinal tal que o = | X| y
supongamos que la igualdad se satisface para cualquier subconjunto de L de
cardinal estrictamente menor a |X|. Ahora, arreglamos los elementos de X
en una sucesion {z, | p < a}. Denotemos por X = {z, | p < £}, es evidente
que |X¢| < |X| para cada £ < a. Sea B = {\/ X¢ | € < a}, claramente B es
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un conjunto dirigido superiormente. Ademas, para cada £ < a, \/ X¢ < \/ X,
ast que V,_,(V X¢) <V X. Por otro lado, si z € X, existe §; < « tal que
para cada p > &, v = ¢, <V X, <V,_,(V X¢). Por lo tanto

VecoVXe) =V X (1)

Denotemos por Pe = Py(X¢). Es evidente que cada subconjunto finito de X
esta contenido en algin X, y por tanto

Veca Vrep (a N (V F))) = Vpepyxy(a A (V F)). (2)

Finalmente,

an (\VX)=an(V (VX)) (por (1))

a (\/Xg)) (L cont. sup. y B dirigido)

[
<

(
= ( (an( \/ F) )) (Hipotesis de Induccion)
= \/ (aA (\/F)) (por (2))

[<] Sean a € L y D C L dirigido superiormente. Como D es dirigido su-
periormente, para cada F' C D finito, existe dp € D cota superior de F'y
por tanto \/ F' < dp, asi que a A (\/ F) < aANdp <\ yepla Ad) para cada
I € Po(D) y por lo tanto \ peppy(@ A (V F)) <V yepla Ad). Finalmente,
por hipotesis, a A (V D) =V pepypy(a A (V F)) < VyeplaAd). Recordemos
que la otra desigualdad se satisface en cualquier reticula. ]

Ejemplo 2.2.13. Sea M un R-mddulo izquierdo. La propiedad en el Lema
2.2.12 se satisface en (Sp(M), C) porque si {N;}icr € Sr(M) ya € Y ../ N
entonces existe J C I finito tal que a € Y., N; ya que las operaciones en
M son finitas.

icJ
Proposicion 2.2.14. Si L es una reticula continua superiormente y a € L
es neteriano, entonces a es compacto en L.

Demostracion. Sea a € L un elemento neteriano, esto es, a/0 es una reti-
cula neteriana, entonces, por la Proposicion 2.2.6, todo elemento de a/0 es
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compacto en a/0, en particular, a es compacto en a/0. Veamos que a es com-
pacto en L. Sea X C L tal que a < \/ X. Notamos que a A (\/ F') < a para
cada F' € Py(X) y por tanto {aA(\ F)}repy(x) € @/0, ademas, por el Lema
2212, a=aN(VX)=Vpep,x)(aN (V F)) entonces, como a es compacto
en a/0, existe {a A (V F1),...,a AN (VEF.)} € {a AN (VF)}repyx) tal que
a<Vi(aAN(\F)).Sea F =J;_, F;, es evidente que F' es finitoy F' C X,
ademés para cada i € {1,...,n} se cumple que \/ F; < \/ F'y por lo tanto
VI, (V F) <V F. Finalmente, a < V' (a A (V F) < a A (Vi (V F)) <
aN(VF)<VFconF CX finito. Por lo tanto a es compacto en L. 0

Definicion 2.2.15. Una reticula completa L se llama compacta si 1 € L
es elemento compacto en L.

Ejemplo 2.2.16.

(1) Sea X un conjunto, sabemos que (P(X),C) es una reticula compac-
tamente generada, sin embargo, (P(X),<C) es compacta solo si X es
finito.

(2) Sea M un R-mddulo izquierdo, sabemos que (Sr(M), C) es una reticula
compactamente generada, sin embargo, (Sr(M), C) es compacta solo si
M es finitamente generado.

Lema 2.2.17. Toda reticula completa neteriana es compacta.

Demostracion. Si L es completa y neteriana entonces, por la Proposicion
2.2.6, todo elemento de L es compacto en L, en particular \/ L = 1 es com-
pacto en L y por lo tanto L es compacta. O

Lema 2.2.18 (Krull). Si L es reticula compacta y a € L, con a # 1,

entonces la subreticula 1/a tiene por lo menos un elemento mdzximo diferente
de 1.

Demostraciéon. Sean a € L, con a # 1,y S = (1/a) — {1}, claramente
S # @, con el fin de aplicar el Lema de Zorn al conjunto S, vamos a ga-
rantizar que toda cadena de S tiene cota superior en S. Sea C' C S una
cadena (y por tanto un conjunto dirigido superiormente) en S, es evidente
que \/ C' es cota superior de C. Ademas, \/ C' # 1, pues de lo contrario, esto
es, si 1 = \/C entonces, por ser C' dirigido superiormente y 1 € L com-
pacto en L (i.e., fuertemente compacto), existe ¢y € C tal que 1 = c¢q, asi
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que 1 =¢yg € C C 8 = (1/a) — {1} lo cual es una contradicciéon. Entonces
a<c<\C<1yporlotanto \/C € S. Se sigue del Lema de Zorn que
S tiene al menos un elemento méaximo y por lo tanto 1/a tiene por lo menos
un elemento maximo diferente de 1. O

Con el fin de dar una prueba al reciproco del Teorema 1.3.9 es necesario
el siguiente:

Lema 2.2.19. Sea L una reticula en la que (a V b)/b = a/(a A b) para
cualesquiera a,b € L y sean p,q,r € L con ¢ < p, entoncesr A\p =r/A\q o
bien r ANq <1 A p. (Dualmente: rNp=1rVqobienrVqg<rVp).

Demostraciéon. Como ¢ < p, entonces ¢ < p, asi que r A ¢ < r A p. Dis-
tinguimos dos casos: rAqgq=rApobienr Ag<rAp.SirAg=1rAp,el
lema queda probado. Si r A ¢ < r A p, veamos que necesariamente se tiene
rAq < rAp. Supongamos que r A g no es cubierto por r A p, entonces existe
z€ Ltalquer Ag<z<rAp,estoes, z€ (rAp)/(rAq). Notamos que
q < p, r ANp<py lahipotesis principal garantizan que

(rAp)/(rAng)=(rAp)/((rAp)Aqg) = ((rAp)Va)/qCp/q

Por lo tanto, haciendo uso del isomorfismo entre (r A p)/((r Ap) Aq) y
((rAp)Vq)/q, se tiene que ¢ < 2V q < (r Ap) Vq < plo cual contradice que
q=p- ]

Definicion 2.2.20. Una reticula L se llama débilmente atomica si para
cualesquiera a,b € L, con a < b, existen u,v € L tales que a < u < v < b.

Lema 2.2.21. Toda reticula compactamente generada es débilmente atomica.

Demostraciéon. Sean L compactamente generada y a,b € L, con a < b.
Como L es compactamente generada, existe {¢;};er C L familia de elementos
compactos en L tal que b = \/,., ¢;. Notamos que existe k € I tal que ¢, £ a,
pues de lo contrario, esto es, si para cada i € I, ¢; < a, entonces b = \/,_; ¢; <
a < b lo cual es una contradiccon. Por lo tanto existe ¢ € L compacto en L
talquecLayc<b luegopa<aVe<b SeaA={reL|a<z<aVc}
como a € A, entonces A # &. Sea C' C A una cadena (y por tanto conjunto
dirigido superiormente) en A. Claramente d = \/ C es cota superior de C,
ademés a < d < aVe. Sin embargo, si d = aVe, entonces ¢ < aVe=d =\/ C,
luego, como ¢ es compacto (i.e., fuertemente compacto) y C' C L es dirigido
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superiormente, existe ¢g € C tal que ¢ < ¢y equivalentemente cq V ¢ = .
Como ¢y € C' C A, entonces a < ¢y < aVe,luego aVe < cgVe=cy<aVclo
cual es una contradiccion. Asi obtenemos que necesariamente a < d < a V ¢,
es decir, \/ C' = d € A. Lo anterior muestra que toda cadena de A tiene cota
superior en A entonces, aplicando el Lema de Zorn, existe u € A elemento
méximo en A. Sea v = aVe, entonces a < u < v < b, ademés, la maximalidad
de u garantiza que u < v. U

Ejemplo 2.2.22. Las reticulas completas (Sr(M),C) y (I(L), C) son débil-
mente atomicas pues estas son compactamente generadas.

Teorema 2.2.23 (Crawley). Si L es una reticula compactamente generada
tal que para cualesquiera a,b € L se cumple que (aVb)/b = a/(aAb), entonces
L es modular.

Demostracién. [Por contradiccion| Supongamos que L no es modular en-
tonces, por el Teorema 1.3.8, existe al menos una subreticula isomorfa al
pentagono y por tanto existen a,b,t,u,v € L talesquea < b,tVa=tVb=wv
ytAa =tAb = u Sea T el conjunto conformado por los elementos
(x,y,2z) € L x L x L tales que:

3)tAx =z
4) z <y < x;
(5) bAy = a.

Notamos que (b,a,u) € T y por lo tanto T" # &. No es dificil ver que la
relacion, <*, definida para cada (x,y, z), (¢, ¢/, 2) € T por:

(r,y,2) <* (',y,7)siysolosiz <z, y<y yz<z

es un orden parcial sobre Ty por lo tanto (7, <*) es un COPO. Sea C' =
{(#s,yi,2) ier € T una cadena en T. Sean T = \/,.; %, § = Ve 4% ¥
Z = Ve %- Es evidente que (x4, y;,2) <* (Z,7, Z) para cada i € I, asi que
(Z,7,Z) es cota superior de C. Veamos que (Z,y,2) € T, es claro que para
cada i € I, (z;,y;, 2;) satisface las propiedades (1), (2), (3), (4) y (5) pues
C C T. Entonces:

(1) Para cada ¢ € I tenemos b < z; < v, a <y; y u < z;, luego b < & < v;

2) tV =tV (Viesu) = Vaes (0 V1) = Ve {0} = w.
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(3) Como L es compactamente generada (y por tanto continua superiormen-
te) tenemos t AT =t A (\,c; %) = Ve (G A T) = V,ep 2 = 2.

(4) Es claro que z < 5. Observe que para cadai € I, b £ y;, pues de lo contra-
rio, esto es, si existe k € [ tal que b < y;, entonces b = bAy, = a lo cual no es
posible pues a < b. Asi obtenemos que para cada i € I se cumple que b < z;,
yi < x; y b £ y;. Luego, y; <bVy; <z y por lo tanto bV y; = z; para cada
i € I. Entonces bVy = bV (V,c; %) = Ve, (0VYi) = V,e; ¥ = Z. Finalmente,
gracias a la hipotesis principal, tenemos z/y = (bV 4)/y = b/(b A y) = b/a.
Por lo tanto y < = pues a < by z/y = b/a.

(5) Por continuidad superior tenemos b A g = b A (\V;c;4i) = Vie, (0N ys) =
\/z’el{a} = a.

Hemos mostrado que toda cadena en 1" tiene cota superior en 1" entonces,
aplicando el Lema de Zorn, existe (p, q,r) € T elemento méaximo. Nuevamen-
te, por hipdteis, tenemos v/q = (tV q)/q = t/(t A q) = t/r, ademas como
g < p < v, entonces el isomorfismo garantiza que existe ' € t/r tal que
r<r'<t Seanp =pVr'yq =qVr'. Esevidente que (p,q,7) < (¢, ¢, 1").
Veamos que (p/, ¢/, r") € T lo cual contradice que (p, ¢, 7) es elemento méaximo
y con ello finalizamos la demostracion.

(Hb<p<wv=tVgyr <t<tVgyportantob<pVr =p <tVgqg=wv,
ademas a < g< ¢ yu<r=<r.

(2) r <t<tVgyporlotantov=tVg=(tVqVr =tV(gVvr)=tVv{.
(3) Como ¢t Ap = r, entonces 1’ £ p, asi que pVr =p < pVr = p, como
r < r’ entonces, por el Lema 2.2.19, p=pVr < pVr' = p'. Por otro lado,
como p < p’, usando nuevamente el Lema 2.2.19 obtenemos r =t Ap < t Ap/,
ademas t Ap=r <r' <tAp yporlotanto t Ap' =r'.

(4) De p < p’ obtenemos ¢ < ¢'. Consecuentemente p’ # ¢’ (pues de otro
modo se tendria ¢ < p < ¢ lo que contradice que ¢ < ¢'). Entonces
gVr =¢q #p =pVvr, ademéis ¢ < p, utilizando el Lema 2.2.19 obte-
nemos ¢’ < p’. Ademas es claro que ' < qVr' =¢.

(5) Como a < b < pya < ¢, entonces bAq < pAqg = q, asi que
a<bANq¢ <bAg=ayporlotanto bAq¢ = a. O

Ahora vamos a demostrar uno de los teoremas clasicos de la Teoria de
Modulos utilizando herramientas de la Teoria de Reticulas.

Teorema 2.2.24. Sea R un anillo. Son equivalentes:

(1) R es neteriano izquierdo.
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(2) R tiene un generador pG que es neteriano.
(3) Todo R-mddulo izquierdo finitamente generado es neteriano.

(4) Todo submddulo izquierdo de cualquier R-mddulo izquierdo finitamente
generado es finitamente generado.

Demostracion. Primero recordemos que un anillo R se llama neteriano
izquierdo (respectivamente, derecho) si el R-modulo izquierdo gR (respecti-
vamente, R-modulo derecho Rp) es neteriano. El anillo R se llama neteriano
si es neteriano izquierdo y neteriano derecho.

[(1) = (2)] Es evidente pues gR es generador neteriano de R.

[(2) = (3)] Sea rG generador neteriano de R. Sabemos que para cada conjun-
to finito F la suma directa G) es neteriana. Ahora, si g M es un R-modulo
izquierdo finitamente generado, entonces existe algin F{ finito tal que g M
es isomorfo a algtn factor de GU0). Como G0 es neteriano entonces, por la
Proposicion 1.5.18, cada factor es neteriano y por lo tanto g M es neteriano.
[(3) = (4)] Se sigue del Ejemplo 2.2.7.

[(4) = (1)] Como grR es finitamente generado entonces, por hipotesis, cada
uno de sus subddulos izquierdos son finitamente generados, asi que, gracias
al Ejemplo 2.2.7, r R es neteriano y por lo tanto R es neteriano izquierdo. [

Definicion 2.2.25. Una reticula L se llama H-neteriana si el conjunto
C(L)={ce€ L|c es compacto en L} es un ideal en L.

Ejemplo 2.2.26. Sea M un R-modulo izquierdo. Utilizando el Teorema
2.2.24 y el hecho de que N € Sgr(M) es compacto si y sélo si N es fini-
tamente generado obtenemos: (Sr(M),C) es H-neteriana si y solo si R es
netertano izquierdo.

Observacion 2.2.27. Una reticula L es H-neteriana si y solo si toda cota
inferior de un elemento compacto en L es compacta en L.

Demostracion.

[=] Sean m,c € L con ¢ compacto en L y m < ¢. Como L es H-neteriana
entonces C(L) es ideal en L y por tanto m € C(L) de donde se concluye que
m es compacto en L.

[«<] Sabemos que la yunta finita de elemento compactos es compacta enton-
ces, si a,b € C(L) se cumple que a Vb € C(L). Ademéssice C(L)y z <c
entonces, por hipotesis, x € C'(L). Por lo tanto C(L) es ideal en L, es decir,
L es H-neteriana. U
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Observacion 2.2.28. Debido a la Observacion 1.5.16, tenemos que toda
cota inferior de un elemento neteriano es neteriana.

Teorema 2.2.29. Si L es una reticula continua superiormente. Son equiva-
lentes:

(1) Todo elemento compacto en L es neteriano.

(2) L es H-neteriana.

Demostracion.

[=] Sean m,c € L con ¢ compacto en L y m < ¢. Como todo elemento
compacto es neteriano, entonces c es neteriano y por tanto m es neteriana
pues es cota inferior de c¢. Ademas, como L es continua superiormente y
m es neteriano entonces, por la Proposicion 2.2.14, m es compacto en L.
Hemos probado que toda cota inferior de un elemento compacto es compacta
entonces, por la Observacion 2.2.27, L es H-neteriana.

[«<] Sea ¢ € L elemento compacto. Se sigue de la Observacion 2.2.27 y la
hipotesis (L es H-neteriana) que ¢/0 es una subreticula cuyos elementos son
todos compactos. Entonces, por la Proposicion 2.2.6, ¢/0 es neteriana y por
lo tanto ¢ es neteriano. U

Definicion 2.2.30. Sea L una reticula completa. Un elemento ¢ € L se
llama yunta-inaccesible en L si para todo D C L dirigido superiormente
tal que ¢ =\/ D, eziste dy € D tal que ¢ = d.

Proposicion 2.2.31. Si L es reticula completa y ¢ € L es compacto en L,
entonces ¢ es yunta-inaccesible en L.

Demostracion. Sean ¢ € L compacto y D C L dirigido superiormente tal
que ¢ = \/ D. Como ¢ es compacto, existe dy € D tal que ¢ < dp, por otro
lado dy <'\/ D = ¢y por lo tanto ¢ = dp. O

Proposicion 2.2.32. Si L es superiormente continua. Entonces ¢ € L es
compacto en L st y solo si ¢ es yunta-inaccesible en L.

Demostracion.

[=] Es consecuencia de la Proposicion 2.2.31.

[<] Sean ¢ € L yunta-inaccesible en L y D C L dirigido superiormente
tal que ¢ < \/ D. Como ¢ < \/D y L es superiormente continua, entonces
c=cN(VD) = VuplcANd), ademés {c A d}qep es un conjunto dirigido
superiormente, luego, ya que c¢ es yunta-inaccesible en L, existe dy € D tal
que ¢ = c A dy y por lo tanto ¢ < d. O
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2.3. Series de Composicion y Longitud

Definicion 2.3.1. Sean L una reticula y A, B C L dos intervalos (subreti-
culas cociente).

(1) A y B se llaman similares si ezisten a,b € L tales que {A, B} =

{a/(aAb), (aVb)/b}.

(2) Ay B se llaman proyectivos si existen intervalos A = Iy, Iy, ..., I, =
B tales que Iy e I, son similares para cada k € {1,...,n}.

Observacion 2.3.2. La relacion {A, B} = {a/(a Ab),(aV b)/b} en la Defi-
nicion 2.8.1, nos dice que A = a/(aNb) y B = (aVb)/b; 0 bien A = (a\Vb)/b
yB=a/(aND).

Observacion 2.3.3. En toda reticula L cualesquiera dos intervalos similares
son proyectivos. Si ademds L es modular entonces, por el Teorema 1.3.9,
cualesquiera dos intervalos similares son isomorfos.

Definicion 2.3.4. Sean L una reticula y a,b € L. Dos cadenas
a=a <ar <<y, =0
a=by<by<---<b, =0

se llaman equivalentes si m = n y existe una pemutacion o € S, (es decir,
una funcion biyectiva o : {1,...,n} — {1,...,n}) tal que las subreticulas
cociente a;/a;_1 y ba(i)/ba(i)_l son proyectivas para cada i € {1,...,n}.

Definicion 2.3.5. Sean L es una reticula y a,b € L. Diremos que la cadena
a=a < a < -+ <a, =>besun refinamiento de la cadena a = by <
by < --- < b, =b sipara cada i € {0,1,...,n} existe j € {0,1,...,m} tal
que b; = aj, es decir, {bp}7_, C {a:}7,-

Observacion 2.3.6. Toda cadena a = ag < a1 < --- < a,, = b entre dos
elementos a y b es refinamiento de si misma. Ademds un refinamiento de una
cadena a = ag < a1 < --- < q,, = b se obtiene insertando nuevos elementos
a dicha cadena.

Teorema 2.3.7 (Schreier). En toda reticula modular cualesquiera dos ca-
denas finitas entre un mismo par de elementos tienen refinamientos equiva-
lentes.
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Demostracion. Sean L una reticula modular y a,b € L. Consideremos
a=ay<a;p << ay,=> (1)
a=by<b<---<b, =0 (2)

dos cadenas entre a y b. Para cada i € {0,...,m} y cada j € {0,...,n} sean:

mod

ag gy = (@i Nbj) Vbji =" (ai V bj1) Nbj;y

mod

by = (by’ Nag)Va_; = (bj V1) A a;.

Denotemos por x = a; Ab; y y = a(i—1,), entonces:

(ai A (bj \% (CL¢,1 VAN b]))] V bjfi (ai,l N bj S a;—1 S a; 'y mod)

(
= [(a; A bj) V (@iz1 Aby)] V by (asociativa)
[
= (ai A bj) V b (absorcion)

Il
2
=
&
&

Por otro lado x Ay = (a; Ab;j) A [(ai—1 V bj_1) Ab;] = (a; ANbj) A (ai—1V bj—1).

Por lo tanto
agigy/ag-1,5) = (@ Vy)/y

(ai A by)/[(ai Aby) A (@i Vbj—1)] = z/(x Ay)
son subreticulas similares. De forma anéloga, denotando por ' = b; A a; y

y' = b(j_1,;), se prueba que

(a; Abj)/[(a;i Abj) A (aiy Vi) =2 /(2" NY)

b /bi-10 = (@' VY)Y
son subreticulas similares. Entonces a(; jy/aq—1,7) ¥ 0(ji)/b(j—1,) son proyecti-
vas. Ademas notamos que para cada i € {0,--- ,m}, bp) = (byAa;)Vai_ =
(b Aa;) Va1 = a; de forma similar obtenemos a(, ;) = b; para cada
j€40,---,n}. Asi que

a = ao,1) < a(1,1) < a(2,1) <. < A (m,1) < a(1,2) <. < Umn) = b (3)
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es refinamiento de (2). Ademas,
a="bo1 <bay <bon < <buyy <bug < < bpm) =0 (4)

es refinamiento de (1). Finalmente, es claro que (3) y (4) son refinamientos
equivalentes. Il

Definicion 2.3.8. Sean L una reticula y a,b € L. Una cadena finita entre a
yb,a=ag<a <---<a,=> sellama cadena de composicion si dicha
cadena no tiene refinamientos (salvo ella misma). Al entero n le llamaremos
longitud de la cadena de composicion.

Observacion 2.3.9. Sia=qay < a; < --- < a, =b es una cadena de com-
posicion entre a y b, entonces ay/ax—1 = {ax_1,ar} para cada k € {1,...,n}.

Ejemplo 2.3.10. Sea M es un R-modulo izquierdo. Una cadena de compo-
sicion entre {0} y M en Sg(M) es una cadena de submddulos {0} C M; C
My C--- C M, =M tal que M;/M,;_; es simple para cada i € {1,...,n}.

Una consecuencia inmediata del Teorema del refinamiento de Schreier es
el siguiente:

Corolario 2.3.11 (Jordan-Hdélder). En toda reticula modular, cualesquie-
ra dos cadenas de composicion entre un mismo par de elementos son cadenas
equivalentes.

El corolario anterior garantiza que dada una cadena de composiciéon entre
dos elementos esta es unica (salvo equivalencia). Entonces podemos asociar
a cada subreticula cociente un inico numero natural al cual llamaremos lon-
gitud, méas concretamente tenemos:

Definiciéon 2.3.12. Sean L una reticula modular y a,b € L, con a < b.

(1) Silos elementos a y b poseen una cadena de composicion de longitud n,
entonces diremos que la longitud del intervalo (subreticula cociente)
b/a esn.

(2) Si L tiene cero y uno; y la longitud del intervalo 1/0 es el entero m,
entoces diremos que la longitud de L es m. En este caso diremos que
L tiene longitud finita.

Notacion 2.3.13. Sean L una reticula modular y a,b € L, con a < b.
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(1) Denotaremos por l(b/a) a la longitud de la subreticula cociente b/a.

(2) Si L tiene cero y uno. Denotaremos por [(L) a la longitud de L, es
decir, (L) =1(1/0).

Observacion 2.3.14. Una consecuencia inmediata de la Proposicion 1.5.18
es la siguiente: En una reticula modular L, si a,b,c € L, con a < b < ¢,
entonces c/a es neteriana (respectivamente artiniana) si y sélo si b/a y c/b
son neterianas (respectivamente, artinianas).

Usando CCA y CCD se puede caracterizar a la clase de reticulas modu-
lares que tienen longitud finita, esto lo establecemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.15. St L es una reticula modular con cero y uno. Entonces L
tiene longitud finita si y solo si L es neteriana y artiniana.

Demostracion.

[=] Supongamos que L tiene longitud finita, entonces existe una cadena
de composicion 0 = ay < a; < .-+ < a, = 1 entre 0 y 1. Ademas,
ap/ap—1 = {ap_1,ax} para cada k € {1,...,n} y por tanto ay/a;_1 es evi-
dentemente neteriana y artiniana para cada k € {1,...,n}. Usando repetida-
mente la Observacion 2.3.14 obtenemos que 1/0 = L es neteriana y artiniana.
[«<] Supongamos que L es neteriana y artiniana. Como L es artiniana, en-
tonces para A; = {x € L | 0 < x} existe a; € A; elemento minimo de
Aq, ademds note que 0 < ay, para Ay = {x € L | a; < x} existe ay € Ay
elemento minimo de As, ademés note que a; < as, continuando este proceso
se construye una sucesion 0 = a9 < a1 < as < -+ < a, < ---, pero L es
neteriana, asi que la sucesion anterior se estaciona y por lo tanto es finita
con término final a,, = 1. Ademaés es claro que para cada k € {1,...,m},
ar/ap_1 es simple, concluimos que 0 = ag < a3 < ag < -++ < G, = 1 es una
cadena de composicion entre 0 y 1. Por lo tanto [(L) = m. O

Ejemplo 2.3.16. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F. Entonces
Sr(V), la reticula de subespacios vectoriales de V' ordenada por inclusion,
tiene longitud finita st y solo si V' tiene dimension finita.

En efecto, supongamos que V' tiene dimension infinita y sea {x, },en+ un
subconjunto numerable de la base de V. Entonces la sucesion

{1, 29, 23,...}) D {xo,23,...}) D {as,...}) D+~
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es decendente y no estacionaria lo cual implica que Sr(V) no es artiniana.
Por otro lado la sucesion

({z1}) € {z1,22}) C ({&1, 20, 23}) C -+

es ascendente y no estacionaria lo cual implica que Sp(V') no es neteriana. Por
lo tanto Sp(V') no es neteriana y no es artiniana lo que implica que Sg(V') no
tiene longitud finita (note que la demostracion se hizo por contraposicion).
Reciprocamente, supongamos que V tiene dimension finita, entonces existe
n € N tal que V' = F™. Sabemos F™ es neteriano y artiniano, asi que Sg(F™)
es neteriana y artiniana. Por lo tanto Sp(V') es neteriana y artiniana, luego
Sr(V) tiene longitud finita.

Lema 2.3.17. Sean L reticula modular y a,b,c € L, con a < b < c. Entonces
la subreticula cociente c/a tiene longitud finita si y solo si las subreticulas b/a
y c/b tienen longitud finita.

Demostracién.

[=] Es consecuencia del Teorema 2.3.15 y la Observacion 2.3.14.

[«<] Si b/a y ¢/b tienen longitud finita, entonces existen cadenas de compo-
sicibn a =ag < a; < --- < ayp, =byb=0by<b <---<b,=centreayb;
y entre b y ¢, respectivamente. Entonces, es evidente que

a=q< @ < - <ap,=b=by<by<---<b,=c

es una cadena de composicion entre a y ¢y por lo tanto ¢/a tiene longitud
finita. ]

Observacion 2.3.18. Una consecuencia inmediata del Lema 2.3.17 es la
siguiente: Si L es modular, a,b,c € L, con a < b < ¢, y c/a tiene longitud
finita, entonces l(c/a) =1(b/a) + I(c/b).

Si L es una reticula semimodular inferior (esto es, L satisface la condi-
cion del cubrimiento inferior) que tiene longitud finita, entonces se puede
definir en L una funcién que asigna a cada elemento de L un nimero entero,
concretamente:

Definicion 2.3.19. Sea L es una reticula semimodular inferior que tiene
longitud finita. Definimos | : L — N como l(a) = l(a/0) para cada a € L.
A esta funcion la llamaremos funcion longitud de L.
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Algunas propiedades de la funcién longitud asociada a una reticula se-
mimodular que tiene longitud finita se dan en el siguiente lema. También
establecemos una caracterizacion de las reticulas modulares de longitud fini-
ta mediante su funcion longitud asociada.

Lema 2.3.20. Sean L una reticula semimodular superior que tiene longitud
finita y 1 : L — N su funcion longitud. Entonces:

(1) l(a) =0 si y sdlo si a € L es el elemento menor de L.
(2) Para cualesquiera a,b € L, a <b si y solo sia <byl(b) =I(a)+ 1.
(3) Para cualesquiera a,b € L, l(a Ab) + 1(aV b) <l(a)+1(b).

(4) L es modular si y solo si l(x Ny) + Uz Vy) = U(z)+ (y) para cada
xz,y € L.

Demostracion. (1) y (2) son inmediatas por definicion de la funcion longi-
tud.

Demostracion de (3): Sea (a Ab) = ag < a; < --- < a, = b una cadena de
composicion entre a A by b. Por como esta definida la longitud de intervalos
tenemos que la longitud de b/(a A b) es I(b) — l(a A b). La semimodularidad
implica que {a V a;}!, es cadena de composicion entre a y (a V b), cuya
longitud es a lo mas la longitud de la cadena de composicion entre (a A b) y
b. Por otro lado es claro que la longitud de (a V' b)/a es l[(a Vv b) —[(a). Por lo
tanto

llaVvb)—I(a) <UDb)—Il(aNnD).

Demostracion de (4): [=] Supongamos que L es modular. Sean a,b € L, por
el Teorema 1.3.9, (aVb)/b = a/(aAb) y por tanto [((aVb)/b) = I(a/(aAD)),
ademas 0 < b < aVbyO0 < aANb < a, entonces, por la Observaciéon
2.3.18, l(aVb) = 1(b) +1((aVD)/b) y l(a) = l(a ANb) + l(a/(a A D)). Luego
l(aVvb)—1(b) =1(a) —Il(aAb) y por lo tanto [(a V b) + l(a Ab) = I(a) + I(b).
[«<] Supongamos que l(zAy)+1(xVy) = l[(x)+I(y) paracadaz,y € Ly que L
no es modular, entonces L contiene alguna subreticula isomorfa al pentagono
y por tanto existen a,b,c,0,i € L tales que a < ¢, a||b, ¢||b, aVb=cVb=1i
vy a/ANb=cAb=o. Entonces

1(0) +1(3) = l(a A D) + 1(aV b) = I(a) + 1(b), i. e., 1(i) = I(a) + I(b) — 1(0)

[(0) +1(i) = l(c A D) +1(c V) = I(c) + 1(b), i. e., [(i) = U(c) + L(b) — 1(0)
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Luego, l(a) = I(c) lo cual es una contradiccion ya que a < c. O
Definicién 2.3.21. Sea L una reticula con cero.

(1) Diremos que L satisface la condicion (B) si para cualesquiera a € L
y {bi}icr € L cadena de L tales que a ANb; = 0, para cada i € I, se
cumple que a A (\/;c;b;) = 0.

(2) Diremos que L es inductiva si todas sus subreticulas cociente satisfa-
cen la condicion (B).

Lema 2.3.22. Sea L es una reticula inductiva. Si {c¢;}ie; € L una cadena
en L ya € L son tales que a A (\/,c; ci) # 0, entonces existe F' C I finito tal

que a N (V;epci) #0.

Demostracion. Si la cadena es finita y por tanto [ es finito, tomamos F' = I.
Supongamos que I es infinito, procederemos por contradicciéon. Supongamos
que I es el minimo ordinal con la siguiente propiedad: Existe una cadena
C = {citier € L y existe a € L tales que a A (\/,c;¢;) # 0 y para cada
J C I finito se cumple que a A (\/;c, ¢;) = 0. Para cada i € I denotemos por
bi = Vjer—1iy(Vi<; cr), como C es cadena entonces {b;};e; es una cadena,
més aun, se tiene que \/,.; b; = \/,c; ¢, luego

a(Vigrbi) =an (Vi e) #0. (1)

Es evidente que a, (V,;c; ;) € (aV (Ve 0:))/0, ademés, como L es inducti-
va, (aV (V,c;0i))/0 satisface la condicion (B), asi que existe k& € I tal que
aNbg # 0, de lo contrario, esto es, si para cada k € L se cumple que aAby = 0
entonces, por la condicion (B), a A (\/,c; bi) = 0 lo que contradice (1). Luego,
como a A by # 0, entonces a A (\/,., ¢;) #0. Sea K ={i € I | < k}. Nota-
mos que K C I es un ordinal tal que a A (V. ¢;) # 0. Ademas, para cada
J C K finito se cumple que a A (\/,.; ¢;) = 0. Entonces, por la minimalidad
de I, se tiene que I = K y por lo tanto k es el elemento mayor de I. Sea
T ={iel]i< k}, claramente K es ordinal sucesor cuyo predecesor es
T, ademéas Ty K son ordinales infinitos y por tanto w < T < K. Podemos
renombrar los elementos de C' como sigue:

Ck, sii=0;
di=1<cio1, sil<i<w;

G, siw <.
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Entonces aA(V,cp di) = aN(V,c ¢i) # 0y para cada J C T finito se cumple
que a A (Ve d;) = 0 lo cual contradice la minimalidad de 1. d

Proposicion 2.3.23. Sean L una reticula modular inductiva y a € L. Si a
tiene longitud finita, entonces a es compacto en L.

Demostracién. (Por induccion sobre la longitud de a) Sea a € L de longitud
finita, [(a) = n. Sea {t;}ic; C L una cadena tal que a < \/,_, t;. Paran =1,
como 0 <ayl(a)=1=0+1=1(0)+1() entonces, por el Lema 2.3.20 (2),
se tiene que 0 < a, asi que a A (\/,c; ;) = a # 0 luego, por el Lema 2.3.22,
existe ' C [ finito tal que a A (\/;,cpti) # 0 (ie., 0 <a A (V,epti)), ademas
es claro que a A (\/,cpti) < ay como 0 < a se concluye que a = a A (\/,.pti)
y por lo tanto a < (\/,.p ti)-

Supongamos que para cada k < n se cumple que si [(z) = k, entonces z es
compacto. Para n > 2, se tiene que existe b € L tal que [(b) =n—1yb<a
(en efecto, basta tomar al elemento b = a,,_; de la cadena de composion entre
Oya:0=a<a <--<an1<a,=>b). Asiqueb=<a <\t ylb) =
n — 1 < n entonces, por hipotesis de induccion, b es compacto y por tanto
existe F' C I finito tal que b < \/,_t;. Claramente la subreticula cociente 1/b
es inductiva, ademas b < a,a < \/,.; t; <OV . ti =V, (0VE) vy {bViitier
es una cadena en 1/b, asi que podemos proceder como en el caso n = 1 para
garantizar la existencia de F’ C I finito tal que a < \/,_,(bVt;). Finalmente,
a < Viep(OV L) =0V (Vigpti) < Viepti) V Viep ti) = Viepur ti con
F U F’ C I finito y por lo tanto a es compacto. O

Aplicando el Teorema del Refinamiento de Schreier y el Lema 2.3.22 ob-
tenemos:

Proposicion 2.3.24. En toda reticula modular inductiva de longitud finita,
toda cadena finita admite una cadena de composicion como refinamiento.

2.4. Descomposiciones Irreducibles
Definicion 2.4.1. Si L es una reticula, definimos:

(1) a € L se llama cuna-irreducible o simplemente irreducible si para
cualesquiera x,y € L, st x Ny = a, entonces t =a oy = a.
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(2) Una cuna finita \;_, a; de elementos en L se llama irredundante si
para toda k € {1,...,n} se cumple que:

n
/\ a; <
i=1

aj.

n

<
E

#

<

(3) Una cuna finita \,_, a; de elementos en L se llama descomposicion
irreducible si para cada k € {1,...,n}, ay es irreducible.

Observacion 2.4.2. Sean L es una reticula y a € L irreducible. Aplicando
repetidamente la asociatividad y la definicion de elemento irreducible obtene-
mos que si a = \!_, a;, entonces existe k € {1,...,n} tal que a = ay.

Observacion 2.4.3. Sean L una reticula y L' subreticula de L. Una conse-
cuencia inmediata de la definicion de elemento irreducible es la siguiente: Si
a € L' ya es irreducible en L, entonces a es irreducible en L'

Observacion 2.4.4. Sean L una reticula y L' subreticula de L. No todo
elemento irreducible en L' es irreducible en L.

En efecto, consideremos la reticula L = {0,a,b,c,d,e, 1} cuyo orden re-
presentamos en el siguiente diagrama de Hasse:

1

0

Notamos que e es irreducible en la subreticula L' = {e,d, 1}, sin embargo
c/Nd=econc+#eyd+# elo cual nos dice que e no es irreducible en L.

Observacion 2.4.5. Sean L una reticula y a € L. Toda descomposicion
irreducible de a € L es igual a una descomposicion irreducible (posiblemente
con menos elementos) que también es irredundante. Diremos que “reducimos”
una descomposicion irreducible cuando pasamos de esta a una descomposicion
wrreducible que también es irredundante.
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Teorema 2.4.6 (Kurosh-Ore). Sean L una reticula modular y a € L. Si
by ANbg A+~ Ab,=ciANca AN - ANey, =a
son descomposiciones irreducibles e irredundantes, entonces n = m.

Demostraciéon. Para cadai € {1,...,n} denotemos por bi =bi A Abi_1 A
bis1 A+ Aby. Es evidente que a = b; Ab; = A\, b;, ademés como A, b; es
irredundante se tiene que a = A},_, by < b; para cada i € {1,...,n}. Seai €
{1,...,n}, para cada j € {1,...,m} denotemos por d; = b; A c;, claramente
a < cjparacada j € {1,...,m}, asf que a < b; A¢; = d; < Ei_para cada
jeA{l,...,m}, luego a < /\;n:1 d;. Por otro lado /\;n:1 di <dp=biNep < ¢y
para cada k € {1,...,m}, ast que \7_, d; < AiL, ¢, = a. Por lo tanto

a= /\dj. (1)

Como L es modular, por Teorema 1.3.9, b;/a = b;/(b; Ab;) = (b; V b;) /b;, ade-
mas b; es irreducible en L y por tanto b; es irreducible en cualquier subreticula
que lo contenga, en particular, b; es irreducible en (b;Vb;)/b;. Haciendo uso del
isomorfismo entre (b; VV b;)/b; y b;/a podemos garantizar que a € b;/a es irre-
ducible en b;/a, asi que, por (1) y la Observacion 2.4.2, existe k € {1,...,m}
tal que

a:dk:l_)i/\ck:ck/\</\bl>. (2)
ll?sl
Denotemos por N = {1,....n} y M = {1,...,m}. Si iy € N podemos
concluir, debido a la expresion en (2), que existe j; € M tal que

@:dﬁ:Bil/\Ch:Cﬁ/\( /\ bz)

teN—{i1}

Observamos que en la descomposicién anterior todos los elementos son irre-
ducibles y por tanto podemos reducirla a una descomposiciéon irredundante
(ver Observacion 2.4.5). En esta nueva descomposicién de a el elemento ¢,
no es eliminado, ya que de lo contrario, esto es, si existe A C N — {i;}
tal que a = /\,c 4 b; entonces, como A,_y b; es irredunante, a = A,_y b <
/\ieN_{il} bi < Ajeabi = a, una contradiccion. Por lo tanto debe existir
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Ny € N tal que a = ¢j; A (A;en, bi) es una descomposicion irredundan-
te de elementos irreducibles. Ahora escogemos i, € N;p, se puede proce-
der como anteriormente para garantizar la existencia de jo, € M tal que
a = cj; N ey A Nien, —qipy bi), nuevamente podemos reducir esta descomposi-
ci6én a una descomposicion irredundante, donde al menos c¢;, no es eliminado,
es decir, existe Ny € N1 —{ia} tal que a = cj, Acj, A(A\;cp, bi) es irredundante
o bien a = ¢j, A(\;cy, bi) es irredundante. Este proceso puede continuar y ter-
minar en, digamos t pasos, por lo que existe M’ C M con a lo més t elementos
tal que todos lo elementos b;, i € N, son eliminados y por tanto a = A e Cj-
Claramente ¢t < n. Finalmente, como A jem G =a = A jenr Cj es irredundan-
te, necesariamente se tiene que M’ = M. Por lo tanto m < t < n. Simétrica-
mente obtenemos n < m. O

Observacion 2.4.7. En teorema de Kuros-Ore es falso en las reticulas no
modulares.

En efecto, consideremos L = {0,a,b,c,d,a’,b',c/,1} con el orden repre-
sentado en siguiente diagrama de Hasse:

Notamos que L no es modular pues contiene pentagonos, ademas a, b, c,d € L
son elementos irreducibles. Por tanto aAd = 0 = aAbAc son descomposiciones
irredundantes de elementos irreducibles

Proposicion 2.4.8. Si L es reticula neteriana, entonces todo elemento de
L es cuna finita de elementos irreducibles en L.
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Demostracion. Denotemos por A al conjunto de todos los elementos en L
que no son cuna finita de elementos irreducibles en L y veamos que A = &.
Supongamos que A # & entonces, por ser L neteriana, existe m € A elemento
méaximo en A. Como m € A, entonces m no es irreducible (ya que si m es
irreducible entonces m = m A m es cuna finita de elementos irreducibles, lo
que contradice que m € A), asi que existen z,y € L tales que m = x Ay,
T # myy # m, mas aun, se tiene que m < x'y m < y; y como m es elemento
maximo en A se concluye que x ¢ Ay y ¢ A. Luego x y y son cunas finitas
de elementos irreducibles en L, digamos z = A\,.;a; y y = A e bj- Entonces,
m =z ANy = (Nicrai) N (\jesbj) lo cual nos dice que m es cuila finita de
elementos irreducibles en L, esto contradice que m € A. O

Lema 2.4.9. Sean L una reticula modular continua superiormente y a,b € L,
con a < b. Entonces a € b/0 es irreducible en b/0 si y sdlo si existe ¢ € L
wrreducible en L tal que a = b A c.

Demostracion.

[=] Supongamos que a € b/0 es irreducible en b/0. Sea C = {x € L | a =
bAz}, a € Cyportanto C # &. Si C" C C es una cadena en C entonces, por
ser L continua superiormente, bA (\/ C") = \/ .. (bAc) = \/{a} = ay por lo
tanto \/ C' € C. De lo anterior concluimos que toda cadena en C' tiene cota
superior en C' entonces, por Lema de Zorn, existe ¢ € C elemento maximo.
Como ¢ € C entonces a = b A c. Veamos que ¢ es irreducible en L. Sean
z,y € L tales que x Ay = ¢, entonces a = bAc=bA(zAy) = (bAz)A(DAY)
con (bAz),(bAy) € b/0, luego, como a es irreducible en b/0, a = b A x o
bien a =bAy. Sia=0bAx, entonces x € C. Ademés, c =z Ay < z, asi que,
por la maximalidad de ¢, ¢ = x. Por otro lado, si a = b A y, andlogamente
concluimos que ¢ = y.

[«<] Sea ¢ € L irreducible en L tal que a = b A ¢. Veamos que a € b/0 es
irreducible en b/0. Sean z,y € b/0 tales que © Ay = a. Como L es modular
podemos hacer uso del isomorfismo de reticulas g : b/(b A c) — (bV ¢)/c,
recordemos que ¢ estd definido por ¢g(y) = y V ¢ para cada y € b/(b A ¢).
Notamos que g(z) A g(y) = gz Ay) = gla) = g(b A ¢c) = ¢y por tanto
c = (zVe)A(yVe), luego, como c es irreducible en L, ¢ = zVc o bien ¢ = yVe.
Sic=zVe, entonces z < ¢. Ademés x € b/0, asique a = xAy <z < bAc=a
y por lo tanto z = a. Por otro lado, si ¢ = y V ¢, analogamente concluimos
que y = a. Ul
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Capitulo 3

El Zoclo y Reticulas de Torsion

Como hemos visto en el capitulo anterior, hay dos nociones generales de
descomposicion y composicion: la primera esta dada en forma de un supremo
particular de la reticula; la segunda, por una cadena méxima de elementos
entre, por ejemplo, 0 y el sujeto en cuestion a la cual se le conoce como
serie de composicion. Vimos ademés que el Teorema de Jordan-Holder afirma
la unicidad, salvo permutaciones, de los factores simples que componen la
serie de composicion. Sin embargo, no todas las reticulas tienen una serie de
composicion. Por lo tanto es necesario introducir un nuevo concepto que nos
proporcione una forma de de producir una serie ascendente en una reticula,
tomando en cuenta en cada paso todos los elementos maximos. Con este fin
en el presente capitulo introducimos las nociones necesarias para definir a lo
que se conoce como Zoclo, también desarrollamos las herramientas necesarias
para enunciar y demostrar algunas de sus propiedades esenciales.

3.1. Elementos Esenciales y Seudo-complementos

Durante esta secciéon L es siempre una reticula completa, como es usual
denotaremos con 0 al elemento menor de L y con 1 a su elemento mayor.

Definicion 3.1.1. Sea L una reticula. Definimos:
(1) e € L se llama esencial en L sie Na # 0 para cada a € L —{0}.

(2) b € L se llama extension esencial de a € L si a < b y a es esencial
en la subreticula cociente b)0.

63
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(3) ¢ € L se llama seudo-complemento de b € L sibANc =0 yc es
elemento mdxzimo respecto a esta propiedad.

(4) L se llama seudo-complementada si todo elemento de L tiene al
menos un seudo-complemento en L.

(5) L se llama relativamente seudo-complementada si toda subreticula
cociente de L es seudo-complementada.

Observacion 3.1.2. e es esencial en L si y solo si para cada x € L, si
eANx =0, entonces x =0

Observacion 3.1.3. Sea L una reticula, entonces e € L esencial en L y
e € L', con L' C L subreticula de L tal que N\ L =0 € L'. Entonces e € L'
es esencial en L'. Sin embargo, no todo elemento esencial en L' es esencial
en L.

Observacion 3.1.4. Todo elemento e € L — {0} es extension esencial de si
MiSMO.

En efecto, ya que e < e, ademés si a € ¢/0 — {0}, entonces e Aa = a # 0,
es decir, e € /0 es esencial en e/0.

Entonces, todo elemento a € L — {0} tiene al menos una extension esen-
cial. Si b € L es extension esencial de @ € L tal que b # a (i. e., a < b),
entonces b se llama extension esencial propia de a. Un elemento a € L
que no tiene extensiones esenciales propias se llama esencialmente cerra-

do.

Observacion 3.1.5. Por definicion, ¢ € L es seudo-complemento de b € L
st ¢ es mdximo respecto a la propiedad b A ¢ = 0. Lo anterior equivale que:
bAc=0 ypara cada d € L, sibNcd =0 yc<, entonces c = .

En general, si P es una propiedad de los elementos en una reticula L,
entonces diremos que un elemento ¢ € L es maximo respecto a la propiedad
P si ¢ es elemento maximo del conjunto {x € L | P(x)} C L.

Observacion 3.1.6. Un elemento en una reticula puede tener mds de un
seudo-complemento.

En efecto, consideremos L = {0,a, b, ¢, 1} con el orden representado en el
siguiente diagrama de Hasse:
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0

Notamos que a Ab = a A ¢ = 0, ademéas b y ¢ son méaximos respecto a la
propiedad a A x. Por lo tanto b y ¢ son seudo-complementos de a y b # c.
Note que a es seudo-complemento de b y b es seudo-complemento de a.

En general, si a,b € L son tales que a es seudo-complemento de b y
b es seudo-complemento de a, entonces a y b se llaman mutuos seudo-
complementos.

Lema 3.1.7. Sea L una reticula modular. Sic € L es complemento de a € L,
entonces ¢ es seudo-complemento de a.

Demostracion. Si c complemento de a, entonces a®ec = 1. Sea ¢ € L tal que
aNd =0yc <, entonces c =cV0=cV(aNC) mod (cVa)Ad =1N =C.
O

Observacion 3.1.8. El Lema 3.1.7, no siempre se satisface st L no es mo-
dular.

En efecto, consideremos la reticula pentagono, es decir, L = {0,a,b,c, 1}
cuyo orden representamos en el siguiente diagrama de Hasse:

1
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Sabemos que L no es modular, ademas b@® a = 1, es decir, a es complemento
de b, sin embargo bAc =07y a < ¢, lo cual nos dice que a no es seudo-
complemento de b.

Recordar que si L es una reticula completa, entonces L satisface la con-
dicion (B) si para cualesquiera a € Ly {b;};e; C L cadena de L tales que
a Ab; =0, para cada i € I, se cumple que a A (\/,; b;) = 0 y es inductiva si
todas sus subreticulas cociente satisfacen la condicion (B).

Observaciéon 3.1.9. Toda subreticula cociente de una reticula inductiva es
mductiva.

Proposicion 3.1.10. Si L es continua superiormente, entonces L es induc-
tiva.

Demostraciéon. Veamos que toda subreticula cociente de L satisface la con-
dicion (B). Sea y/x C L una subreticula cociente. Sean {b;};,cr C y/x una
cadena y a € y/x tales que a A b; = x para cada i € I. Como {b;};c; es una
cadena y L es continua superiormente, entonces aA (\/,c; b)) = V., (aNb;) =
Ve iz} = x, es decir, y/x satisface la condicion (B). Por lo tanto L es in-
ductiva. 4

Proposicion 3.1.11. Si L tiene longitud finita, entonces L es inductiva.

Demostracion. Sea y/z C L una subreticula cociente. Sean {b;};,cr C y/x
una cadena y a € y/x tales que a A b; = z, para cada i € [. Claramente
b;/0 C 1/0 = L, para cada ¢ € I, asi que [(b;) < [(L), para cada i € I, por
tanto existe k € I tal que b; < by, para cada i € I. Finalmente, aA (V. b;) =
aNby, = z, es decir, y/z satisface la condicion (B). Por lo tanto L es inductiva.

O
Lema 3.1.12. 5@ L es inductiva, entonces L es seudo-complementada.

Demostracion. Sea a € L. Veamos que a tiene seudo-complemento en L.
Consideremos A = {z € L | aAx = 0}, claramente 0 € A y por tanto A # @.
Si {b;}ie;r € A es una cadena, entonces a A b; = 0 para cada ¢ € I y como
L es inductiva se cumple que a A (\/;c; b;) = 0, asi que \/,.; b; € A, ademas
es claro que b, < \/,; b; para cada k € I. Hemos probado que toda cadena
en A tiene cota superior en A entonces, por el Lema de Zorn, existe ¢ € A

elemento maximo de C. Es evidente que ¢ es seudo-complemento de a en L.
O
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Corolario 3.1.13. Si L es continua superiormente, entonces L es seudo-
complementada.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion 3.1.10 y el Lema 3.1.12.
OJ

Proposicion 3.1.14. Sean L una reticula modular y a,b € L. Son equiva-
lentes:

(1) b es seudo-complemento de a en L

(2) a Nb=0 vy para cada c € L, si b < ¢, entonces a A ¢ # 0.

(3) aNb=0 y para cada ¢ € 1/b, si ¢ #b, entonces a Ac £ b.

(4) anb =0y para cadac € 1/b, sic # b, entonces b < bV (aNc) = (bVa)Ac.
(5) anb=0yaVb es esencial en 1/b.

Demostracion.

[(1) = (2)] Como b es seudo-complemento de a entonces a A b = 0. Supon-
gamos que existe ¢ € Ltalqueb < (i.e, b<dyb#d)yand =0
entonces, como b es seudo-complemento de a, b = ¢, una contradiccion.

[(2) = (3)] Es claro que a A b = 0. Supongamos que existe ¢ € 1/b tal que
d#b(i.e,b<d)yancd <bentonces, por hipotesis, a A ¢ # 0. Ademas,
aNd <byaANd <a,asiqueaANcd <aAb=0yportanto a A =0 una
contradiccion.

[(3) = (4)] Claramente a A b = 0. Ademés, si ¢ € 1/b con ¢ # b entonces,
por hipotesis, a A ¢ £ b. Por otro lado, como b < ¢y b < bV a, tenemos
b<(bVa)Ac mod bV (aAc). Sin embargo, si b = bV (aAc), entonces aAec < b
una contradiccion. Por lo tanto b < (bV a) A ¢ et gy (aNc).

[(4) = (5)] Es evidente que a A b = 0. Veamos que a V b es esencial en
1/b. Si c € 1/b — {b}, entonces a Vb € 1/by ¢ # b, asi que, por hipotesis,
b< (bVa)Ac, esdecir, b# (bVa)Acy por lo tanto a Vb es esencial en 1/b.
[(5) = (1)] Supongamos que a Ab =0y aVb es esencial en 1/b. Veamos que
b es elemento méaximo en el conjunto {x € L | a Az = 0}. Sea b’ € L tal que
aANb =0yb<V. Procedemos por contradiccion para mostrar que b = b'.
Supongamos que b # b (i. e., b < V') entonces, como a V b € 1/b es esencial

en 1/b, tenemos b # (aVb) ANV RV (aAb') =bV0 = b, una contradiccion.
U
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Corolario 3.1.15. Sean L reticula modular y a,b € L. Si b es seudo-
complemento de a en L, entonces a V b es esencial en L.

Demostracion. Sea x € L — {0}. Distinguimos dos casos: (i) z < by (ii)
x £ b. Six <b, entonces x < aVby por tanto (aVb) Ax =z # 0. Por
otro lado, si @ £ b, entonces b < x V b. Luego, por (4) de la Proposicion

3.1.12, tenemos b # (bV a) A (z Vb) = mod [(aVb) A x]Vb. Para mostrar que
(a vV b) ANz # 0 procedemos por contradiccion suponiendo (a VvV b) Ax =0, lo
que implica que b # [(aVb) Az] Vb = 0V b = b, una contradiccion. Entonces,
(aVb)ANx # 0 para cada = € L — {0} y por lo tanto a V b es esencial en L. (]

Lema 3.1.16. Sean L continua superiormente y modular y a,b € L, con b
seudo-complemento de a en L. St ¢ € L es mdximo respecto a la propiedad
a<cybAc=0, entonces c es extension esencial mdxima de a en L.

Demostracién. Primero vamos a garantizar la existencia de c¢. Consideremos
C={xeL|a<xzbANx =0} note que a € C y por lo tanto C' # &.
Si C" C C es una cadena en C, entonces la continuidad superior garantiza
que \/ C" € C. Asi que toda cadena en C' tiene cota superior en C' entonces,
por el Lema de Zorn, existe ¢ € C' elemento maximo de C'. Veamos que ¢
es extension esencial de a en L. Como ¢ € C, entonces a < c¢. Ademas, si
x € ¢/0, con a A x = 0, entonces

aN(bVz)=(aNc)AN(bVz) (a<c¢)
=aAN[cA(bV ) (asociatividad)
=aAN[(cAb)V 2] (x < ¢y modularidad)
=aAN[0Vz] (ce )
=aNxz=0.
Asi que a A (bV x) = 0, ademés b < bV z entonces, como b es seudo-

complemento de a, tenemos b = bV x (i. e, x < b), luego b Az = =x.
Finalmente, + = * Ab < ¢ A b = 0 y por tanto x = 0. Hemos probado
que para cada = € ¢/0, si a A x = 0, entonces z = 0, es decir, a € ¢/0
es esencial en ¢/0. Para finalizar garantizaremos que ¢ es extension esencial
maxima de a. Sea ¢ € L una extension esencial de a en L tal que ¢ < .
Para mostrar que ¢ = ¢’ procedemos por contradiccion suponiendo ¢ # ¢, lo
que implica que 0 # bA ¢ € ¢ /0, ademéas, como a es esencial en ¢ /0, se tiene
que a A (bA ) #0, entonces 0 £ aA(bAC)=(aNb)ANd =0A =0, una
contradiccion. U
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Proposicion 3.1.17. Bajo las hipotesis del Lema 3.1.16, tenemos que b y ¢
son mutuos seudo-complementos.

Demostracion. Es evidente que c es seudo-complemento de b en L. Veamos
que b es seudo-complemento de ¢ en L. Sabemos que ¢ A b = 0, falta mostrar
que b es maximo con tal propiedad. Sea ' € L tal que cAV =0y b < V.
Para mostrar que b = b’ procedemos por contradicciéon suponiendo b #£ b, lo
que implica que a A b # 0 entonces, como a < ¢, tenemos 0 £ a Al < c AV,
esto es, 0 #£ ¢ A V', una contradiccion. Il

Corolario 3.1.18. Sean L una reticula modular continua superiormente y
a € L. Entonces a es seudo-complemento (de algin elemento en L) si y sdlo
st a es esencialmente cerrado en L.

Demostracion.

[=] Supongamos que a es seudo-complemento de b en L. Procedemos por
contradicciéon suponiendo que existe ¢ > a extension esencial de a. Notamos
que b A ¢ # 0 pues de lo contrario, esto es, si b A ¢ = 0 entonces, como a
es seudo-complemento de b, tenemos a = ¢ lo que contradice a < c. Asi que
bAc € (¢/0) — {0}, ademés c es extension esencial de a y por tanto a es
esencial en ¢/0, entonces 0 # a A (bAc) = (aANb)Ac=0Ac =0, una
contradiccion.

[«<] Supongamos que a es esencialmente cerrada. Como L es continua supe-
riormente entonces, por el Corolario 3.1.13, L es seudo-complementada y por
tanto existe b seudo-complemento de a en L. Consideremos C' = {x € L |
a <x,bAx =0} La continuidad superior de L y el Lema de Zorn garanti-
zan que existe ¢ € C' elemento maximo de C'. Notamos que se tienen todas
las hipotesis del Lema 3.1.16, asi que ¢ es extensiéon méaxima de a y como a
no tiene extensiones esenciales propias concluimos que a = ¢. Ademés, por
la Proposision 3.1.17, b y ¢ = a son mutuamente seudo-complementos, en
particular, a es seudo-complemento de b. O

Una consecuencia inmediata del Corolario 3.1.18 se establece en el si-
guiente:

Corolario 3.1.19. En una reticula modular continua superiormente los ele-
mentos mutuos seudo-complementos son esencialmente cerrados.

Corolario 3.1.20. Sean L modular continua superiormente y a,b € L, con
b seudo-complemento de a en L. Entonces a es esencialmente cerrado en L
sty solo si a es seudo-complemento de b en L.
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Demostracion.

[=] La continuidad superior de L garantiza que existe ¢ € L elemento maximo
respecto a las propiedades a < ¢y b A ¢ = 0. Entonces, por el Lema 3.1.16,
c es extension esencial méxima de a y como a es esencialmente cerrada se
concluye que a = c. Finalmente, por la Proposicion 3.1.17, b y ¢ = a son
mutuamente seudo-complementos, en particular, a es seudo-complemento de
ben L.

[«<] Es consecuencia del Corolario 3.1.18. O

Observacion 3.1.21. Notamos que en la prueba de la suficiencia del Co-
rolario 3.1.18 solo basta que el elemento a sea seudo-complemento de algin
elemento en L, asi que de forma inmediata obtenemos: Si L es modular
seudo-complementada y a es seudo-complemento de b en L, entonces a es
esencialmente cerrada en L.

Proposicion 3.1.22. Sean L modular seudo-complementada y b,c € L. En-
tonces ¢ es seudo-complemento de b en L si y solo st bAc = 0, bV c es
esencial en L y ¢ es esencialmente cerrado en L.

Demostracion.

[=] Es consecuencia del Lema 3.1.16 y la Observacion 3.1.21.

[«<] Debido a la Proposicion 3.1.14, basta mostrar que bV ¢ es esencial en
1/c. Procedemos por contradiccion suponiendo que bV ¢ no es esencial en 1/¢
lo que implica que existe d € (1/c¢) — {c} tal que

(bVe)nd=c. (1)

Como c es esencialmente cerrado y ¢ < d, entonces d no es extension esencial
de ¢y por tanto ¢ no es esencial en d/0, asi que existe d’ € (d/0)—{0} tal que
cAd = 0. Entonces, por (1),0 =cAd = [(bVc)Ad|Ad = (bVe)A(dNd) =
(bVc)Ad'. Por lo tanto existe d’ # 0 tal que (bV c) Ad = 0 lo que contradice
que bV c es esencial en L. O

Como consecuencia inmediata tenemos:
Corolario 3.1.23. Sean L modular seudo-complementada y b,c € L, con

bAc=0. Entonces b y c son mutuamente seudo-complementados si y solo si
b y c son esencialmente cerrados y bV c es esencial en L.
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3.2. El Zoclo

Definicion 3.2.1. Sea L una reticula con cero. Definimos:
(1) a € L se llama dtomo en L si 0 < a.

(2) L se llama atémica si para cada a € L — {0} la subreticula cociente
a/0 contiene al menos un dtomo.

Definicion 3.2.2. Sea L una reticula con cero y uno. Un elemento maximo
en L — {1} se llama dtomo dual en L.

Observacion 3.2.3. a € L es dtomo en L si y sélo st para cada x € L, si
0 <z <a, entonces x =0 o bien r = a.

Observacion 3.2.4. Si L tiene cero y uno. Entonces a € L es dtomo dual
en L sty solo sia < 1.

Ejemplo 3.2.5. Sea G un grupo abeliano. Los dtomos en (Sub(G),C) son
los subgrupos ciclicos de orden primo de GG, esto se sigue del hecho de que los
grupos ciclicos de orden primo son grupos simples y por lo tanto dtomos.

Proposicion 3.2.6. Sean L reticula complementada modular y a,a’ € L,
con a' complemento de a en L. Entonces a es dtomo en L si y solo si a’ es
atomo dual en L.

Demostracion.

[=] Supongamos que a es atomo en L. Si ¢’ € L un complemento de a
en L, esto es, a @ a’ = 1. Entonces, por el Teorema 1.3.9, {0,a} = a/0 =
a/(and) = (aVad)/d = 1/d. Haciendo uso del isomorfismo entre {0,a}
y 1/d’; y el hecho de que 0 < a obtenemos que a’ < 1 y por lo tanto o’ es
atomo dual en L.

[«<] Se sigue de un argumento dual al anterior. O

Definicion 3.2.7. Sea L una reticula con cero. El supremo de todos los
dtomos de L serd llamado zoclo de L y serd denotado por z(L).

Ejemplo 3.2.8. Considere al Z-mddulo izquierdo Z, = Z/nZ, con n €
N*. Veamos quien es z(Z,), es decir, z(Sz(Zy)). Si n = 1, claramente
2(S2(Zy)) = {0}. Sin > 1, sean = pi'py’ ... pF la descomposicion en primos
de n. Sabemos que Z/mZ es un Z-mddulo izquierdo simple (y por lo tanto,
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dtomo) si y sélo si m es un numero primo. Es claro que Z/p;Z = fZ/nZ,

asi que }%Z/nZ es atomo en Syz(Z,), para cada i € {1,...,k}, entonces
" n "o n
—an)=< —Z) nZ=—"" 7InZ C 2(Z).
;(pi / ;pi / pip2 - - - Dk / (Z)

Por otro lado, si qZ/nZ, con n = qm, es un dotmo en Sz(Z,), acorde al
isomorfismo qZ/nZ = Z/mZ debe existir i € {1,...,k} tal que m = p;,

n n

luego q = " Porio tanto, z(Z,) = Z/nZ = L.
p.

; T pip2..-Pk T p1p2..-Pk

Lema 3.2.9. Si L es una reticula con cero, a,b € L y {b;};c; C L, entonces:

(1) 2(a/0) < a.
(2) Sia <b, entonces z(a/0) < z(b/0).

(3) 2((Nier 0)/0) < Nier 2(6i/0)-
(4) Vier 2(6i/0) < 2((Ve; b:)/0)-

Demostracion.

Demostracion de (1): Es evidente que todo atomo en a/0 esta contenido en
a, es decir, a es cota superior del conjunto de todos los atomos en a/0 y por
lo tanto z(a/0) < a.

Demostracion de (2): Si a < b, entonces a/0 C b/0, asi que todo atomo en
a/0 es a&tomo en b/0 y por lo tanto z(a/0) < z(b/0).

Demostracién de (3): Como A,.;b; < by para cada k € I entonces, por
(2), 2((A;jes 0:)/0) < 2(by/0) para cada k € I, asi que z((\;c; b:)/0) es co-
ta inferior de {z(b;/0)}icr y por lo tanto z((A;c;0:)/0) < A;e; 2(0:/0). La
demostracion de (4) se sigue de un argumento dual al de (3). O

Proposicion 3.2.10. Sea L una reticula complementada y modular. Sic € L
es compacto en L y no es un dtomo en L, entonces existe x € L tal que x < ¢
y x es dtomo en L.

Demostracion. Si ¢ es compacto en L, entonces la subreticula cociente ¢/0
es compacta luego, por el Lema de Krull, existe 2’ < ¢ elemento méaximo
de (¢/0) — {c}, es decir, 2’ es atomo dual en ¢/0. Ademés, como L es com-
plementada y modular, tenemos que L es relativamente complementada, en
particular ¢/0 es complementada; y por tanto para ' € ¢/0 existe € ¢/0
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complemento de 2z’ en ¢/0. Finalmente como 2’ es a&tomo dual en ¢/0, por la
Proposicion 3.2.6, z es dtomo en ¢/0. Por lo tanto x < ¢ y x es atomo en L.
Ul

Lema 3.2.11. Si L es reticula compactamente generada, complementada y
modular, entonces todo elemento de L distinto de cero es yunta de dtomos
en L.

Demostraciéon. Sea a € L—{0}, como L es compactamente generada, existe
{¢i}ier € L familia de elementos compactos en L tal que a = \/,; ¢;. Si para
cada i € I, ¢; es atomo en L hemos terminado. Por otro lado, si existe j €
tal que ¢; no es atomo en L entonces, por la Proposicién 3.2.10, existe x € L
tal que < ¢; y = es a&tomo en L, ademas es claro que = < a. Por lo tanto a/0
contiene al menos un dtomo de L. Sea u la yunta de todos los d4tomos en L
que son menores o iguales que a, claramente 0 < u < a. Veamos que a = u,
procedemos por contradicciéon suponiendo u < a como L es relativamente
complementada, existe v € a/0 complemento de u en a/0, notamos que v # 0
(pues de lo contrario, es decir, si v = 0 entonces a =uVov=uV0=u<a,
una contradiccién) y por tanto podemos proceder como antes para mostrar
que v/0 contiene al menos un atomo de a/0, finalmente, como u/0 y v/0
contienen atomos de a/0, se concluye que u A v # 0 lo que contradice que
v es complemento de u en a/0. Por lo tanto a = u, es decir, a es yunta de
atomos en L. U

Definicion 3.2.12. Diremos que una reticula L estd generada por dtomos
si para cada a € L existe {a;}ic; € L familia de atomos en L tal que a =

\/z’el @

Observacion 3.2.13. El Lema 3.2.11, establece que toda reticula compacta-
mente generada, complementada y modular estd generada por dtomos.

Lema 3.2.14. Si L es una reticula con cero y e € L es un elemento esencial
en L, entonces z(L) < e.

Demostracién. Sea a € L un atomo en L, como e es esencial se cumple que
eNa+#0,asi que 0 < aAe<a, ademas 0 < a lo que implica que a Ae = a
equivalentemente a < e . Por lo tanto, a < e para cada a € L atomo en L,
es decir, e es cota superior del conjunto de todos los atomos en L y por lo
tanto z(L) < e. O
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Observacion 3.2.15. En el Lema 3.2.14 el elemento esencial e € L es
arbitrario, asi que podemos concluir que z(L) es cota inferior del conjunto
de todos lo elementos esenciales de L, al cual denotaremos por E(L). Por lo

tanto z(L) < \ E(L).

Teorema 3.2.16. Si L es compactamente generada y modular, entonces
z(L) = NE(L).

Demostracion. Se tiene, por la Proposicion 2.2.9 y el Corolario 3.1.13, que
L es seudo-complementada. Por la Observacion 3.2.15, z(L) < A E(L). Va-
mos a probar la otra desigualdad. Sea s = A E(L) y veamos que s/0 es
complementada. Sean a € s/0 y ¢ € L seudo-complemento de a en L enton-
ces, por el Corolario 3.1.15, a V ¢ es esencial en L, luego s < a V ¢, entonces
aV(cNs) mod (aVe)Ns =s,ademés 0 < aA(cAs) <aAc=0,es
decir, a A (¢ A s) = 0. Entonces, ¢ A s < s es complemento de a en s/0. Por
lo tanto s/0 es complementada, ademés s/0 es compactamente generada y
modular entonces, por el Lema 3.2.11, s/0 es generada por atomos, en parti-

cular, s = A E(L) es yunta de 4tomos en s/0 (a su vez, 4tomos en L) y por
lo tanto A\ E(L) < z(L). O

Corolario 3.2.17. Si L es compactamente generada y modular, entonces la
subreticula cociente z(L)/0 es complementada.

Demostracion. Como L es compactamente generada, entonces L es seudo-
complementada. Ahora, si a € z2(L)/0 y ¢ € L es seudo-complemento de a
en L entonces, por el Corolario 3.1.15, a V ¢ es esencial en L, luego por el
Teorema 3.2.16, z(L) = A E(L) < a V c. No es dificil ver que z(L) A ¢ es
complemento de a en z(L)/0 y por lo tanto 2(L)/0 es complementada. O

Proposicion 3.2.18. Si L es completa y atdmica, entonces z(L) es elemento
esencial en L.

Demostraciéon. Veamos que z(L) A x # 0 para cada © € L — {0}. Sea x €
L — {0}, como L es atomica existe a € x/0 atomo en L, entonces 0 < a < z.
Ademaés, por definicion de zoclo, a < z(L) y por tanto 0 < a < z(L) A z de
donde concluimos que z(L) A z # 0. O

Corolario 3.2.19. En una reticula compactamente generada, modular y ato-
mauca el zoclo es el menor elemento esencial de L.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.16, 2(L) = A E(L) y por la Proposicion
3.2.18, z(L) es esencial en L, es decir, z(L) € E(L) y por lo tanto z(L) es el
menor elemento esencial de L. g
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3.3. Reticulas de Torsion

El Zoclo es una herramienta que nos sirve para saber si una reticula
contiene atomos, mas aun, nos indica hasta qué “altura” existen atomos en
una reticula. Lo cual nos lleva a pensar si existen reticulas para las cuales a
cualquier altura puedan encontrarse atomos. En la teoria de reticulas, a esta
propiedad se le llama torsion. En esta seccion introducimos la nocion de reti-
cula de torsion, ademéas enunciaremos y demostraremos algunas condiciones
necesarias y suficientes para que una reticula tenga torsion.

Definicion 3.3.1. Sea L una reticula con cero y uno. Diremos que L tiene
torsion o simplemente que es reticula de torsion si para cada a € L — {1}
la subreticula cociente 1/a tiene por lo menos un dtomo. Si para cada a €
L — {0} la subreticula cociente a/0 es infinita, entonces L se llama reticula
libre de torsion.

Observacion 3.3.2. Si L tiene torsion, entonces para cada a € L — {1} la
subreticula cociente 1/a tiene torsion.

Observacion 3.3.3. Una reticula L no tiene torsion si y solo si existe x €
L — {1} tal que 1/x es libre de torsion.

Proposicion 3.3.4. Toda reticula artiniana es de torsion.

Demostraciéon. Sea a € L — {1}. Si a < 1, entonces 1 es atomo en 1/a. Por
otro lado, si @ £ 1, entonces existe x € L tal que a < x < 1 y por tanto
(1/a)—{a} # @ luego, como L es artiniana, existe a’ € 1/a elemento minimo
en 1/a, claramente a’ es a&tomo en 1/a. En cualquier caso 1/a tiene atomo y
por lo tanto L tiene torsion. O

Lema 3.3.5. Si L es una reticula modular seudo-complementada que tiene
torsion, entonces L es atomica.

Demostraciéon. Sea a # 0. Veamos que a/0 tiene por lo menos un atomo.
Como L es seudo-complementada existe b € L elemento maximo respecto a
la propiedad a A b = 0, si suponemos b = 1 obtenemos: 0 =aAb=aAl=a,
una contradiccion y por lo tanto b # 1 luego, como L tiene torsion, 1/b tiene
al menos un atomo s € 1/b (i. e., b < s). Se mostrara que a A s es 4tomo en
a/0. Primero note que a A s # 0 (pues de lo contrario, esto es, si a A s = 0,
entonces b = s, ya que b es maximo con tal propiedad, lo cual contradice que
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b < s). Ahora, six € L con 0 < z < a A s, entonces = < s luego, como b < s,
b<bVx < s,sin embargo b # bV z (pues de lo contrario, esto es, sib = bV x,
entonces x < b luego, como = < a, z < a A b= 0 por lo que x = 0, pero esto

contradice que 0 < x), asi obtenemos b < bV < sy como b < s se concluye
mod

que bV = s. Entonces, aAs =aA(bVzx) = (aAb)Va =0Vz =z Hemos
probado que para cada z € L, 0 < x < a A s implica que z = a A s, esto nos
dice que a A s es atomo en L, ademas es claro que a A s < a y por lo tanto
a A s es atomo en a/0. O

Una consecuencia del Lema 3.3.5 y de la Proposicion 3.2.18 se establece
a contuacion.

Proposicion 3.3.6. Si L es modular seudo-complementada y tiene torsion,
entonces z(L) es elemento esencial en L.

Proposicion 3.3.7. Sean L modular continua superiormente y a € L. En-
tonces L es de torsion si y solo si 1/a y a/0 son subreticulas de torsion.

Demostracion.

[=] Es claro que 1/a tiene torsion. Veamos que a/0 tiene torsion. Sea x €
(a/0) — {a}, por la Observacion 3.3.2, 1/x tiene torsion, ademas es claro que
1/z es seudo-complementada (pues es continua superiormente) y modular
entonces, por el Lema 3.3.5, 1/z es atomica, en particular, como = # a,
existe y € a/x atomo en 1/ que a su vez es atomo en a/x. Hemos probado
que para cada x € a/0 — {a} el cociente a/x tiene al menos un atomo y por
lo tanto a/0 tiene torsion.

[«<] Supongamos que para a € L fijo las subreticulas 1/a y a/0 tienen torsion.
Sea b € L — {1}. Distinguimos dos casos: (i) a < by (ii) a £ b.

(i) Si a < b, tenemos que b € 1/a — {1} luego, como 1/a tiene torsion, 1/b
tiene al menos un atomo.

(ii) Si a £ b, entonces a Ab < a y por tanto a Ab € a/0 — {a} luego, como
a/0 tiene torsion, a/(a A b) tiene al menos un atomo. Ademads, como L es
modular, a/(a Ab) = (a Vv b)/b, por lo que (aV b)/b tiene al menos un atomo
que a su vez es atomo en 1/b.

De (i) y (ii) concluimos que para cada b € L — {1}, 1/b tiene al menos un
atomo y por lo tanto L tiene torsion. U

Proposicion 3.3.8. Sean L modular y {a;}icr C L una familia tal que
a =\, @i Si para cada i € I la subreticula a;/0 tiene torsion, entonces
a/0 tiene torsion.
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Demostraciéon. Sea b € a/0 — {a}. Notamos que existe k € [ tal que
ar, £ b (pues de lo contrario, esto es, si para cada ¢ € I, a; < b entonces
b < a = \,;a; < buna contradiccion), entonces b A ap < ax, esto es,
bAag € ar/0 — {ax} luego, como a;/0 tiene torsion, ax/(b A ay) tiene al
menos un atomo. Ademés, como L es modular, a;/(b A a) = (bV ax)/b, por
lo que (bV ag)/b tiene al menos un atomo que a su vez es atomo en a/b. O

Teorema 3.3.9. Si L es modular, neteriana y tiene torsion, entonces L es
artiniana.

Demostraciéon. Consideremos A = {z € L | x/0 es artiniana}, es claro
que 0 € A y por tanto A # & entonces, por ser L neteriana, existe a € A
elemento maximo. Vamos a probar que a = 1 de donde concluiremos que
a/0 =1/0 = L es artiniana. Procedemos por contradiccion suponiendo a # 1
entonces, como L tiene torsion, existe b € 1/a atomo en 1/a, es decir, a < b.
Primero note lo siguiente:

(i) Sic € Lestal que c < by c % a, entonces a V¢ = b. En efecto, como
¢ % a entonces a < a V¢, ademas a < by ¢ < b, luego a V ¢ < b. Finalmente,
comoa<aVe<bya=<b,obtenemos aVc=>.

(ii) Sic,d € Lson tales que c < ¢, ¢ < b, d <b,c L ayd £ a, entonces
d ANa < cAa. En efecto, por (i) se tiene que a Ve =b=aV ¢, ademas es
claro que a A ¢ < a A ¢, sin embargo, si suponemos a A ¢ = a A ¢ entonces,
por modularidad y el Teorema 1.3.7, se tiene ¢’ = ¢ una contradiccién. Por
lo tanto a A ¢ < a A c.

Afirmamos que b/0 es artiniana, en efecto, sea ¢; > ¢y > -+ > ¢, > --- una
sucesion decreciente en b/0. Supongamos que para cada n € N*, ¢, € a en-
tonces, por (ii), a Ac,41 < aA¢, para cadan € N* luego {a A ¢, }nen+ C a/0
no es estacionaria, pero esto contradice que a/0 es artiniana. Por tanto debe
existir k£ € N* tal que ¢, < a y como a/0 es artiniana, entonces {c, }nens €s
estacionaria. Hemos probado que b/0 es artiniana, es decir, b € A, ademas
a < b lo cual contradice que a es elemento maximo de A. O

La construccion del zoclo en una reticula L con cero proporciona una
cadena que comienza en cero, luego consideramos a z(L) en seguida z(1/z(L))
y asi sucesivamente. Mas concretamente tenemos:

Definicion 3.3.10. Sea L una reticula con cero. Se define la serie de
Loewy asociada a L como sigue: zo(L) = 0, z21(L) = z(L) y para un or-
dinal arbitrario o, z,41(L) = z(1/2,(L)). Si o es ordinal limite, entonces
26(L) =V ey 2a(L).
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Observacion 3.3.11. Dada una reticula con cero L, se cumple que zo(L) <
2(L) < - zy(L) < zpa(L) < ---. Ademds, existe un ordinal o tal que
2,(L) = zo(L) para cada o > o, ademds |o| < |L].

Definicion 3.3.12. Al minimo ordinal o tal que z,(L) = zyg41(L) = --+ le
llamaremos longitud de Loewy de L.

Proposicion 3.3.13. Sea L una reticula modular. La reticula L tiene torsion
si y solo si existe un ordinal o tal que z,(L) = 1.

Demostracion.

[=] Como L tiene torsion, entonces para cada ordinal « la subreticula co-
ciente 1/z,(L) contiene atomos y por tanto z,(L) < z4+1(L). Entonces la
serie de Loewy de L es estrictamente creciente por lo cual debe alcanzar a 1,
es decir, existe un ordinal o tal que z,(L) = 1.

[«] Usaremos induccion transfinita.

[CASO: 0 = 0] En este caso se tiene que 0 = z5(L) = 1, es decir, L = {0}.
Por lo tanto L tiene torsion.

[CASO: Sucesor| Supongamos que el enunciado es verdadero para o y vea-
mos que también lo es para el sucesor de 0. Supongamos que z,.1 = 1 y sea
x € L —{1} (i. e.,, x < 1). Sabemos que z,(L) < z,.1(L). Distinguimos dos
casos:

(I) 25(L) = zo4+1(L) = 1. En este caso la hipotesis de induccion garantiza que
L tiene torsion.

(II) zy(L) < 2zy41(L). En este caso, si & = z,(L), entonces 1 = z,,1(L) o
2(1/2,(L)) = z(1/z) y por tanto 1/x tiene atomos. Si x < z,(L) entonces,
por hipotesis de induccion, L tiene torsion y por tanto 1/ tiene atomos.
Si por el contrario x % 2,(L), entonces x A 2,(L) < zy x A z,(L) <
2,(L) luego, si © A z,(L) < z,(L) entonces, por hipotesis de induccion,

mod
25(L)/(x A z5(L)) tiene atomos, ademas z,(L)/(x A z,(L)) = (xV 2,(L))/x
y por lo tanto (x V z,(L))/x tiene atomos, a su vez, atomos en 1/z; y si
2,(L) = x A z,(L) < x, debe existir ag € 1/z,(L) atomo en 1/z,(L) tal que

ap £ z (ya que de lo contrario, esto es, si para cada a € 1/z,(L) atomo

se cumple que a < z, entonces 1 = z,41(L) & 2(1/2,(L)) < = < 1, una

contradiccion), entonces = A ay < ag, ademas z,(L) < x y 2,(L) < aop, en-
tonces z,(L) < x Aag < ag y por tanto z,(L) = x A ag, finalmente, como

mod

{ao, z,(L)} = ao/2,(L) = ag/(x N ag) = (ag V x)/z, entonces (ag V x)/x
tiene un 4tomo, que a su vez es atomo en 1/z.
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En cualquier caso 1/z contiene al menos un atomo y por lo tanto L tiene
torsion.

[CASO: Limite| Supongamos que el enunciado es verdadero para cada o < o
cuando o es ordinal limite y veamos que también lo es para o. Supongamos
que 1 = z,(L) & Voo 2a(L) v sea x < 1. Distinguimos dos casos:

(I) Existe ap < o tal que x < 2,,(L). En este caso, si & < z,,(L) entonces, por
hipotesis de induccion, z,,(L)/z tiene atomos, a su vez, atomos en 1/z. Por
otro lado, si & = z,,(L) es claro que para cada n > 0¢, & = 2, (L) < 2,(L)
(pues la serie de Loewy es no decreciente) entonces, por hipotesis de induc-
cién, z,(L)/x tiene dtomos, a su vez, atomos en 1/z.

(II) Para cada a < o se cumple que © % z,(L). En este caso, para cada
a < o se tiene que A 2,(L) <z y o A zo(L) < 24(L). Sin embargo debe
existir g < o tal que zoo(L) € @ (i. €., T A 2ag(L) < 2ao(L)), pues de lo
contrario, esto es, si para cada o < ¢ se cumple que z,(L) < x, entonces
1 =V,c, %a(L) <z < 1, una contradiccién. Entonces, por hipotesis de in-

duccion, zq,(L)/(x A z4(L)) tiene atomos, ademéas zq, (L)/(x A zao(L)) £
(xV 240(L))/x y por tanto (x V z4,(L))/x tiene atomos, a su vez, atomos en
1/x.

En cualquier caso 1/x contiene al menos un atomo y por lo tanto L tiene
torsion. U

Recordemos que si P es una propiedad de reticulas, entonces un elemento
a de una reticula tiene la propiedad P si la reticula cociente a/0 tiene la
propiedad P. En este sentido, si L es una reticula con cero y uno, entonces
un elemento a € L se llama elemento de torsion de L si la subreticula a/0
tiene torsiom.

Notacion 3.3.14. Sea L una reticula con cero y uno. Denotaremos por T'(L)
al conjunto de todos los elementos de torsion de L.

Observacion 3.3.15. Sea L reticula con cero y uno. Entonces, x € T(L) si
y sdlo si para cada a € L, con a < z, si z(x/a) = a, entonces x = a. Ademds
es claro que todo dtomo de L es elemento de torsion de L.

Lema 3.3.16. Sea L una reticula modular, seudo-complementada con cero
y uno. Sean a,b € L, se cumple que:

(T1) Sib<ayaecT(L), entoncesb € T(L) y a/b tiene torsion.
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(T2) Sib<a,beT(L)ya/b tiene torsion, entonces a € T'(L).
(T3) Si{ai}ier €T(L), entonces \/,.;a; € T(L).

Demostracion. Las propiedades (T1) y (T2) son consecuencia de la Propo-
sicion 3.3.7 y (T3) es consecuencia de la Proposicion 3.3.8. U

Definicion 3.3.17. Sea L una reticula con cero y uno. Al supremo de T'(L)
le llamaremos parte de torsion de L y lo denotaremos por t(L).

Observacion 3.3.18. Si L tiene cero y uno entonces, por la Observacion
3.3.15 y por definicion de parte de torsion de L, se tiene que z(L) < t(L).

Proposicion 3.3.19. Si L es modular y completa, entonces T(L) es un ideal
principal, mds ain, T(L) = t(L)/O0.

Demostraciéon. Por un lado, si a € T(L) es claro que a < t(L) y por tanto
a € t(L)/0. Por otro lado, si a € t(L)/0, entonces a < t(L), ademas, por
(T3), t(L) € T(L) y por tanto a/0 tiene torsion, es decir, a € T(L). Por lo
tanto T'(L) = t(L)/0 que claramente es ideal principal. O

Proposicion 3.3.20. Sea L modular y completa. Entonces z(L) = 0 si y
solo si t(L) = 0.

Demostracion.

[=] Si 2(L) = 0 entonces para cada x € L la subreticula cociente z/0 no
tiene dtomos, asi que para cada x € L, x/0 no tiene torsion, luego T'(L) = &
y por lo tanto ¢(L) = \/T(L) =\/ @ =0.

[«<] Si t(L) = 0 entonces, como z(L) < t(L), se tiene que 0 < z(L) < ¢(L) =
0, es decir, z(L) = 0. O

Proposicion 3.3.21. Sea L completa y modular. St ¢ € L satisface que
t(1/c) = ¢, entonces t(L) < c.

Demostracion. Basta mostrar que c es cota superior de T'(L). Seaa € T'(L).
Como t(1/c) = ¢ entonces, por la Proposicion 3.3.20, tenemos z(1/c) = ¢,

es decir, 1/c no tiene atomos y por tanto (a V ¢)/c no tiene atomos, ademés

mod
Il

(aVe)/e = af(anc), luego a/(a A c) no tiene dtomos. Finalmente, como a
es elemento de torsion y a/(a A ¢) no tiene atomos, se concluye que a A c = a,
es decir, a < c. O
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Proposicion 3.3.22. Sea L una reticula modular y completa. Si o es la
longitud de Loewy de L, entonces z,(L) = t(L).

Demostraciéon. Como los zoclos forman una cadena no decreciente, enton-
ces 2,(L) = <, 2a(L). Vamos a garantizar primero que z,(L) < t(L)
para lo cual basta mostrar que z,(L) < t(L) para cada o < o, es decir,
basta mostrar que z,(L) € T(L) para cada o < 0. Procedemos por induc-
cién sobre la longitud de Loewy de L. Para 0 = 0 tenemos, por definicion,
20(L) = 0 = 2z (L) = z(L) entonces, por la Proposicion 3.3.20, se tiene
0=1t(L) € T(L). Supongamos que el enunciado se satisface para ¢ y veamos
que también se satisface para el sucesor de . Supongamos que L tiene longi-
tud de Loewy o+ 1 y sea & < z,11(L). Veamos que z,.1(L)/z tiene atomos.
Abrimos dos casos:

(i) zo(L) £ . En este caso tenemos z,(L) Az < z,(L), asi que, por hipotesis

mod

de induccion, (z,(L) Ax)/z,(L) tiene dtomos; y como z,(L)/(zy(L) ANx) =
(25(L) V x)/z se concluye que z,41(L)/x tiene dtomos.

(i) z,(L) < . Notamos que z,41(L) = 2(1/2,(L)) < t(1/z,(L)) luego
2041(L)/z5(L) tiene torsion y por lo tanto, ya que z,(L) < = < zy41(L),
se concluye que z,,1(L)/x tiene atomos.

Ahora veamos que t(L) < z,(L). Como o es la longitud de Loewy se cum-
ple que z,(L) = 2,41(L) = 2(1/z,(L)) entonces, por la Proposicion 3.3.20,
se tiene t(1/z,(L)) = z,(L). Finalmente, por la Proposicion 3.3.21, tenemos
t(L) < z,(L). O

Proposicion 3.3.23. En una una reticula modular y completa, L, se cumple
que t(1/t(L)) = t(L).

Demostracion. Por la Proposicion 3.3.20, basta mostrar que z(1/t(L)) =
t(L), es decir, 1/t(L) no tiene atomos. Procedemos por contradiccion supo-
niendo que b € 1/t(L) es atomo en 1/t(L). Afirmamos que b/0 es subreticula
de torsion, en efecto, sea a < by veamos que b/a tiene atomos. Como t(L) < b
podemos distinguir dos casos:

(i) @ < t(L). En este caso, si a = t(L) entonces b es atomo en b/a. Por otro
lado, si a < t(L) entonces, como t(L) es elemento de torsion, t(L)/a tiene
atomos que a su vez son atomos en b/a.

(ii) @ £ ¢(L). En esta caso t(L) < a V t(L) < b; y como t(L) < b, entonces
aVt(L) = b. Notamos que t(L)/(aAt(L)) tiene a&tomos, pues t(L) es elemento

mod
de torsion, ademas t(L)/(a At(L)) = (aVt(L))/a=b/ay por lo tanto b/a
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tiene atomos.
Nuestra afirmacion garantiza que b € T(L) y por lo tanto b < \/T(L) =
t(L) < b, una contradiccion. O

Definicion 3.3.24. Sea L una reticula con cero y uno, diremos que L satis-
face la condicion del zoclo restringido (para abreviar CZR) si para cada
be L—{1} elemento esencial en L la subreticula cociente 1/b tiene al menos
un dtomo, es decir, z(1/b) # b.

Ejemplo 3.3.25. Sea G un grupo abeliano. La reticula (Sub(G), C) satisface
CZR.

En efecto, sea H € Sub(G) esencial en Sub(G), con H # G. Si x € G con
x # 0, entonces (x) N H # {0}, luego existe n € N* tal que 0 #nx € H y
n(x + H) = H. Por lo tanto G/H es un grupo de torsién que claramente es
distinto del grupo trivial nulo, entonces G/ H posee algin elemento de orden
primo que a su vez genera un subgrupo simple (i. e., &tomo en le reticula

cociente G/H), luego z(G/H) # H.

Proposicion 3.3.26. Sea L una reticula datomica y modular. Entonces L
tiene torsion si y solo si L satisface CZR.

Demostracion.

[=] Se sigue por definicion de reticula de torsion.

[«<] Sea b € L — {1}. Veamos que 1/b tiene atomos. Podemos distinguir dos
casos:

(i) b es esencial en L. En este caso CZR garantiza que 1/b tiene al menos un
atomo.

(ii) b no es esencial en L. En este caso existe a € L, con a # 0, tal que

bAa = 0. Como L es atomica, se tiene que a/0 = a/(b A a) tiene atomos,
mod
ademés a/(bAa) = (bVa)/by por lo tanto 1/b tiene dtomos. O

Proposicion 3.3.27. Sea L una reticula compactamente generada, modular
y que satisface CZR. Son equivalentes:

(1) e € L es esencial en L.

(2) z(L) < ey l/e tiene torsion.
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Demostracion.

[(1) = (2)] Si e es esencial en L entonces, por el Lema 3.2.14, z(L) < e.
Ahora veamos que 1/e tiene torsion. Sea a € (1/e) — {1}, es claro que a es
elemento esencial de L entonces, por CZR, la subreticula cociente 1/a tiene
atomos. Por lo tanto 1/e tiene torsion.

[(2) = (1)] |[Por contradiccion| Supongamos que e no es esencial en L en-
tonces existe a € L — {0} tal que e A a = 0. Notamos que 1/e es modular
y seudo-complementada, ademds, por hipdtesis, 1/e tiene torsion entonces,

por el Lema 3.3.5, 1/e es atéomica luego (e V a)/e tiene atomos. Ademas,
mod
(eVa)/e = a/(eNa)=a/0y por lo tanto a/0 tiene atomos. Finalmente,

si a’ € a/0 es a&tomo en a/0 entonces, como @’ < z(L), ' <ay z(L) <e,se
tiene 0 < @’ = a’ A 2(L) < a A e =0, una contradiccion. O

Ejemplo 3.3.28. Sea G un grupo abeliano. Debido al Ejemplo 3.53.25, a la
Proposicion 3.3.27 y al hecho de que Sub(G) es compactamente generada y
modular, obtenemos: H € Sub(G) es esencial en Sub(G) si y sélo si z(G) C
H y G/H tiene torsion.

Corolario 3.3.29. Sea L una reticula compactamente generada, modular y
que satisface CZR. Son equivalentes:

(1) ¢ € L es seudo-complemento de b en L.
(2) bAc=0ybVc es esencial en 1/c.
(3) bAc=0, z(L) <bVeyl/(bVc) tiene torsion.

Demostracion.
[(1) < (2)] Es consecuencia de la Proposicion 3.1.14.
[(3) & (3)] Lo garantiza la Proposicion 3.3.27. O

Definiciéon 3.3.30. Sea L una reticula. Un elemento a € L se llama ele-
mento libre de torsion en L si no tiene elementos que lo cubran.

Observacion 3.3.31. Si L es una reticula con uno, es claro que 1 € L es
libre de torsion en L.

Lema 3.3.32. Sean L reticula modular con cero y uno; y x,y,z € L, enton-
ces:

(1) SizeT(L), xVy <z yz/y no contiene dtomos, entonces v < y.
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(2) Six € T(L) ey es elemento libre de torsion, entonces x < y.
(3) SixeT(L)yx <y, entoncesy € T(L).

Demostracion.
Demostracion de (1): [Por Contradiccion] Supongamos que z £ y, entonces

r Ay < xycomoxz € T(L) se tiene que x/(z A y) tiene atomos, ademas
mod

z/(x ANy) = (xVy)/yy por tanto z/y tiene atomos lo cual contradice la
hipotesis.

Demostracion de (2): Es claro que  Vy < 1y 1/y no tiene atomos (pues y
es libre de torsion) entonces, aplicando (1) para z = 1, se tiene x < y.
Demostracion de (3): Vamos a probar que para cada a € L, con a < y, si
y/a no tiene atomos (i. e., z(y/a) = a), entonces a = y. Lo cual equivale a
que y € T(L) (ver la Observacion 3.3.15). Sea a < y y supongamos que y/a
no tiene atomos. Es claro que x € T(L), z Va < y y y/a no tiene dtomos
entonces, por (1), z < a. Si x = a, entonces y/a = y/x y como = < y se tiene
que y/a tiene dtomo, pero esto contradice nuestra hipotesis y por lo tanto
x < a. Finalmente, r < a <y y como z < y, se concluye que a = y. O

Proposicion 3.3.33. Sea L una reticula modular completa. Si A C L es un
conjunto de elementos libres de torsion en L, entonces |\ A es elemento libre
de torsion en L.

Demostraciéon. Supongamos que A A no es libre de torsion en L, entonces
existe s € L tal que AA < s. Sea a € A, es claro que AA < a (i. e,
a=aV(/\A)), ademas, como A A < sy L es modular, se tiene que a =
aV (N A) =< aVs (ver la Proposicion 1.3.15), pero a es libre de torsion en L y
por lo tanto a = a Vs, esto es, s < a. Lo anterior muestra que s es cota inferior
de Ay por tanto s < A A, finalmente s < A\ A < s, una contradiccion. [

Lema 3.3.34. En una reticula modular completa existe un elemento que es
el mayor de los elementos de torsion y a la vez el menor de los elementos
libres de torsion.

Demostracién. Sea t el supremo del conjunto de todos los elementos de
torsion; por (T3), el elemento ¢ es de torsion y por lo tanto, al ser un supremo,
es el mayor de los elemento de torsion. Sea a el infimo del conjunto de todos
los elementos libres de torsién; por la Proposicion 3.3.33, el elemento a es
libre de torsion y por lo tanto, al ser un infimo, es el menor de los elementos
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libres de torsion. Ademés, por el Lema 3.3.32 (2), se tiene t < a. Sit < a
entonces, como a es el menor de los elementos libres de torsion, el elemento
t no es libre de torsién, asi que existe t' tal que t < t'; y como ¢ es de
torsion entonces, por Lema 3.3.32 (3), se tiene que t’ es de torsion, pero esto

contradice que t es el mayor de los elemento de torsiéon. Por lo tanto t = a.
O

Teorema 3.3.35. Para cada elemento a de una reticula modular completa,
existe un menor elemento libre de torsont(a) > a. Mds ain, t(a)/a es reticula
de torsion.

Demostraciéon. Tomemos un elemento a. Por el Lema 3.3.34 existe t(a) el
menor de los elementos libres de torsion de la subreticula cociente 1/a. Por lo
tanto t(a) es el menor de los elementos libres de torsion y t(a) > a. Ademas
es claro que t(a) es el menor de los elementos libres de torsion para la su-
breticula cociente t(a)/a, lo que implica que para cada x € (t(a)/a) — {t(a)}
existe y € t(a)/a tal que x < y, es decir, t(a)/z tiene atomo. Por lo tanto
t(a)/a tiene torsion. O

Como consecuencia del Teorema 3.3.35 y el Lema 3.3.5 obtenemos:

Corolario 3.3.36. Sea L continua superiormente y modular. Entonces para
cada a € L la subreticula cociente t(a)/a es atdmica.

Proposicion 3.3.37. St L es modular continua superiormente y a,b € L,
entonces t(a Ab) = t(a) At(b).

Demostraciéon. Es evidente que t(a) y t(b) son elementos libres de torsion
en la subreticula cociente 1/(a A b), ademaés, por el Teorema 3.3.35, t(a A b)
es el menor de los elementos libres de torsion de la subreticula 1/(a A b) y
por lo tanto t(a A b) < t(a) At(b). Ahora veamos que t(a) At(b) < t(a A D).
Consideremos X = {x € L | a <z < t(a),zx Ab < t(a Ab)} ordenado por
restriccion, es claro que b € X y por tanto X # @. Sea C' C X una cadena,
notamos que a < \/C < t(a) y, por la continuidad superior, (\/C) A b =
Veec(eAD) < t(aAb) y por lo tanto \/ C' € X. Lo anterior muestra que toda
cadena en X tiene cota superior en X entonces, por el Lema de Zorn, existe
m € X elemento méximo. Como m € X se cumple que a < m < t(a) y
mAb < t(aAb). Afirmamos que m = t(a), para mostrar esto procedemos por
contradiccion suponiendo m # t(a) lo que implica que m < t(a), luego, como
t(a)/a es de torsion y m < t(a), existe m’ € t(a)/a tal que m < m' entonces,



86 El Zoclo y Reticulas de Torsiéon

por modularidad, se tiene m A b < m’ Ab y por lo tanto, nuevamente por
modularidad, t(a Ab) = (mAD)ViE(aAb) < (m'Ab)Vit(aAb), pero t(aAb) es
elemento libre de torsion, asi que t(a Ab) = (m’ Ab) Vit(aAb) lo cual equivale
a que m'Ab < t(aAb), finalmente a < m' < t(a) y m'Ab < t(aAD), es decir,
m’ € X, con m < m/, lo cual contradice la maximalidad de m. Por lo tanto
m = t(a). Asi obtenemos que t(a) Ab < t(a AD).

SeaY ={yeL|b<y<t),tla) Ny <t(aAb)}, esclaro que b €Y y por
tanto Y # @. Un argumento similar al del parrafo anterior muestra que Y
tiene un elemento méaximo que necesariamente es t(b), obtenemos con ello la
desigualdad requerida, t(a) At(b) < t(a AD). O

Definicion 3.3.38. En una reticula con cero, L, un elemento ¢ € L se llama
ciclo de L si la subreticula cociente ¢/0 es neteriana y distributiva.

Observaciéon 3.3.39.

(1) Como toda subreticula de una reticula neteriana y distributiva es ne-
teriana y distributiva, entonces toda cota inferior de un ciclo es un
ciclo.

(2) Sabemos que todo elemento neteriano en una reticula continua supe-
riormente es compacto (ver la Proposicion 2.2.14), asi que, en una
reticula continua superiormente todo ciclo es compacto.

(3) Si0 < a, entonces a/0 = {0,a} es claramente neteriana y distributiva,
por lo tanto todo dtomo en una reticula es un ciclo.

(4) Sabemos que toda reticula modular, neteriana y de torsion es artiniana
y por tanto de longitud finita (ver Teorema 3.3.9 y Teorema 2.3.15),
entonces todo ciclo que es elemento de torsion tiene longitud finita.
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Conclusion

Las reticulas son muy efectivas para el estudio de las propiedades de nu-
merosas estructuras algebraicas pues las técnicas reticulares nos permiten
desprendernos de las operaciones internas del objeto algebraico en cuestion
y con ello proveen de otro enfoque para su analisis.

Ademas, al trabajar con la relaciéon de orden de una reticula de un objeto
algebraico resulta natural tratar de describir a tal objeto en términos de sus
subobjetos y de como estos estan ordenados, cuando esto se logra obtenemos
numerosas herramientas para clasificar al objeto algebraico.

La dualidad que presentan las reticulas de ser a la vez conjuntos orde-
nados y algebraicos, habla de la estrecha relacién entre operaciones y es-
tructuras, las cuales son mutuamente dependientes. Finalmente, al abstraer
las propiedades esenciales del orden, las reticulas son idéneas para estudiar
subestructuras comunes a los objetos algebraicos, como el zoclo, el cual es
util para la clasificacion de la reticula de alguna estructura algebraica.

Por lo tanto las reticulas merecen un lugar central en el estudio del Alge-
bra, pues constituyen un aspecto esencial de sus objetos.
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