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Introduccion

El propésito de este trabajo es la investigacion sistematica de operado-
res de cerradura en la categoria de modulos: propiedades, tipos principales,
su caracterizacion por varios métodos, operaciones, etc. Ademéas de exponer
dos tipos de operadores cerradura: uno bajo un enfoque reticular y otro ba-
jo un enfoque propio de las categorias de R-moédulos. El estudio realizado
en el Capitulo 2 nos llevé a estudiar més acerca de la teoria de reticulas
y la relacion que guarda con los operadores cerradura en la categorias de
R-moédulos. Dando asi el surgimento del Capitulo 1 en el cual se exponen
las propiedas mas relevantes de las reticulas completas, modulares, compac-
tamente generadas, continuas y pseudo-complementadas. En el Capitulo 2,
tres tipos importantes de operadores de cerradura en la categoria R-Mod son
analizados: operadores débilmente hereditarios, idempotentes y débilmente
hereditarios e idempotentes. Tales operadores cerraduras C' son descritos por
las funciones abstractas asociadas FC y F¥', las cuales a su vez son definidas
por los submédulos C-densos y C-cerrados. Por ultimo, nos hemos dado a
la tarea de anexar un apéndice de Ideales y Filtros en Algebras Boolenas ya
que el uso de estos conceptos fueron importantes en el Capitulo 1 y debido
a su extensas propiedades dedicamos un apartado para exponer algunas de
ellas, que desembocan en el Teorema de la Representacién de Stone.
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Capitulo 1

Reticulas Modulares

1.1.

Reticulas

Definicién 1.1. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado (COPO) y

S un

1.

subconjunto de P:

Una cota superior para S en P es un elemento v € P tal que s < «,
para todo s € S.

Un elemento sy € S es el mayor elemento en S, si para todo s € S,
s < sp.

Una cota inferior para S en P es un elemento x € P tal que v < s,
para todo s € S.

Un elemento sy € S es el menor elemento en S, si para todo s € S,
Sg < 8.

Definimos el supremo de S como el menor de las cotas superiores de
S. Es decir, o € P es el supremo de S, si xg es cota superior de S y
six € P es cota superior de S, entonces xo < x.

Definimos el infimo de S como el mayor de las cotas inferiores de S.
Es decir, xo € P es el infimo de S, si xg es cota inferior de S y si
x € P es cota inferior de S, entonces x < xg.

Definicién 1.2. Una reticula es un COPO, tal que para cada par de elemen-

tos a,

b tienen supremo e infimo denotados por aNb y a Ab, respectivamente.
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El supremo también es llamado union o yunta, por otro lado el infimo tam-
bién es llamado interseccion o cuna.

Supongamos que (L, <) es una reticula, donde el supremo y el infimo esén
denotados por V y A, respectivamente. Definimos la reticula L como sigue:
L°? = L y el orden parcial en L, denotado por <, estd dado por:

a< bsiysélosib<aen L.
Verifiquemos que L es una reticula.

1. Para todo a € L se cumple que a < a. De ahi que en L, a < a.
2.851a<Pbyb<?qgen L? entoncesb<aya<ben L. Asi que a =b.

3. 51a<?Pbyb<??cen L entonces b < ayc<ben L De donde
c<aen L, asi pues a <? cen L.

Por lo tanto L es un COPO. Denotemos al infimo y al supremo de L° por
APy VP respectivamente, entonces VP = A y A? = V. En efecto, sean
a,be LP entonces aANb<ayaAb<ben L. De ahi que a <? aAby b <?
aAben L. Esto nos dice a A b es cota superior de {a, b} en L. Sea x cota
superior de {a,b} en L entonces a <? x y b <% x en L. De donde = < a
yx <ben L, lo cual implica x < a Aben L. De manera que a A b <°? z en
L°P por lo tanto V? = A. De manera dual obtenemos A°? = V. Por lo tanto
L°P es una reticula, la cual es llamada la reticula opuesta o dual de L.

Definicién 1.3. Si L y L' son reticulas, un morfismo de reticulas es una
funcion o : L — L' tal que para todo x,y € L satiface:

1. az ANy) = a(x) A aly);
2. a(zVy)=ar)Va(y).

Decimos que a es un isomorfismo de reticulas, si o es un morfismo de reticu-
las biyectivo.

Definicién 1.4. Una funcion f : (A,<a) — (B,<p) entre dos conjuntos
parcialmente ordenados es un morfismo de orden, si para todo a,a’ € A tales
que a <4 a' implica f(a) <p f(d’).
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Definicion 1.5. Un isomorfismo de orden, es un morfismo de orden biyectivo
tal que su inversa también es un morfismo de orden.

Lema 1.6. Si f : L — L' es un isomorfismo de reticulas, entonces f=' :
L' — L es morfismo de reticulas.

Demostracion. Sean z’,y' € L', como f es funcién sobreyectiva, existen z,y €
L tales que f(x) = 2’y f(y) = ¢/, de donde f~1(2') =z y f(y) = v
Ahora bien f(x Ay) = f(z) A f(y) = 2’ Ay'. De ahi que z Ay = f~H 2/ A
y'). Finalmente f~'(2/) A f71(y') = f~'(2/ Ay/). Dualmente f~!(2’ Vy/) =
PV ). 0

Proposicién 1.7. Si L y L' son reticulas y f : L — L' es funcidn, entonces
f es isomorfismo de orden si y solo si f es isomorfismo de reticulas.

Demostracion. Sean x,y € L. Supongamos que f : L — L’ es un isomorfismo
de orden, entonces f(z Ay) < f(x), f(y). Esto nos dice que f(x Ay) es cota
inferior de {f(x), f(y)}. Sea a' cota inferior de {f(z), f(y)} en L', entonces
a < f(z), f(y), de donde f~(a') < m,y. Asi que f~'(a’) < x Ay, luego
a < f(x Ay). Por lo tanto f(x A y) es el infimo de {f(x), f(y)}, es decir,
F(z Ay) = F(2) A (). Dualmente f(zVy) = f(z) V /(y).
Reciprocamente, sea f un isomorfismo de reticulas. Si x,y € L son tales
que x < y, entonces t Ay = = < y = zVy. Ademds como f(x Ay) =
fl@) A fly) < fl2) v fly) = flzVy), sesigue que f(z) < f(y). Por lo
que f es un morfismo de orden. Por el Lema 1.6, f~! también es morfismo
de reticulas. Sean ',y € L' tales que 2/ < ¢/, andlogamente, obtenemos
f~H2) < f71(y'). Por lo que f~! también es un morfismo de orden.
O]

Definicién 1.8. Un morfismo de reticulas o : L°? — L', es llamado un
anti-morfismo de L a L'.

Un ejemplo sencillo de anti-morfismo es el siguiente: Sean X un conjunto
no vacioy (L, <) = (P(X), ). Definimos « : (L, <,,,) = (L, <) por a(A) =
X — A, para todo A € L. Es facil ver que o es un morfismo de reticulas.
Asi pues a es un anti-morfismo de P(X) a P(X).

Definiciéon 1.9. Sean L una reticula y L' C L. Decimos que L' es una
subreticula de L, si x,y € L' entonces x Ay, xVy € L.

Notar que L’ por si misma es una reticula.
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Definicién 1.10. Una reticula L es completa si para cada S C L, existe el
supremo e infimo de S en L.

Observacion 1.11. En una reticula completa L, existen el elemento mayor
y el elemento menor, los cuales son denotados por 1 y 0, respectivamente.
Ademds 1 = inf) y 0 = supd.

Demostracién. Notar que la proposicién Vz (z € ) = 1 < z) es verdadera.
Asi que 1 es cota inferior de (). Sea y € L cota inferior de ), dado que
1 = supL entonces y < 1. Por lo tanto 1 = inf(). Dualmente se demuestra
que 0 = supl.

[

Proposicién 1.12. Sea L un COPO no vacio.

1. Si cada subconjunto de L tiene supremo en L, entonces L es una reticula
completa,

2. Si cada subconjunto de L tiene infimo en L, entonces L es una reticula
completa.

Demostracion. Demostraremos 1. Para cada S C L, consideremos:
B ={be L|b es cota inferior de S}.

Notar que B es no vacio, pues ) C L y por hipétesis existe sup) el cual
coincide con 0 € L. De manera que 0 = sup() es cota inferior de S. Sea
x = supB, el cual existe por hipdtesis. Si s € S, entonces b < s, para todo
b € B. De manera que x < s, para todo s € S. Esto nos dice que = es cota
inferior de S. Sea y € L cota inferior de .S, entonces y € B. De ahi que y < z.
Por lo tanto x = infS. Dualmente se demuestra 2.

m
Definicién 1.13. Sea L una reticula completa. Una subreticula completa de
L es una subreticula L' tal que para todo S C L', supS e infS (tomados en
L) pertenecen a L'.

Notar que L’ es por si misma una reticula completa.
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Ejemplo 1.14. Intervalos. Sean L una reticula con a,b € L tales que
a < b, entonces [a,b] = {x € L | a <x <b} es una subreticula de L llamada
el intervalo entre a y b. En efecto, sean x,y € [a,b], entoncesa < x,y < b, en
consecuencia existen x Ay, xNVy € L. Dado que a < x ya <y, se tiene que a
es cota inferior de {z,y}, de ahi que a < x Ny. Ademds como x Ny < xVy,
entonces a < x V y. Por otro lado x < b yy < b implican xVy < b. Ademds
x Ay <b. Porlo tanto x Ny, x Vy € [a,b].

Ejemplo 1.15. Ideales y filtros. St L es una reticula, un subconjunto I
de L es llamado un ideal si satisface:

1. ael yx <aimplican x € I;
2. a,be I implica aVbel;

3. Si L tiene 0 entonces 0 € 1.
En particular, para cualquier a € L obtenemos el ideal principal:
la={zel|xz<a}.

Dualmente, definimos la nocion de flitro. Un subconjunto F' de L es un filtro
st satiface:

1. a€ F ya <z implican x € F;
2. a,b € F implicaaNb e F;

3. Si L tiene 1, entonces 1 € L.

Ademas para todo a € L obtenemos el filtro principal:
ta={rel|a<z}.

Ejemplo 1.16. La reticula de submodulos. Si M es un R-mddulo, en-
tonces los submodulos de M forman una reticula completa. En efecto, si
{M;}ier es una familia de submdodulos de M, entonces sup{M;}ier = Y c; M;
einf{M;}icr = NicrM;. A dicha reticula la denotaremos por L(M). Ademds,
cuando K < L < M, el intervalo [K, L] es isomorfo a la reticula de submddu-
los de L/K. En efecto, sea ¢ : [K, L] — [0, L/K] dada por o(N) = N/K.
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1. Para todo N € [K,L],po(N) € [0,L/K]. Sea N € [K, L], entonces
K <N <L, de donde N/K es un R-mddulo. Ahora bien, siT € N/K
entonces T = x+ K, para algin x € N < L. Asiquex € L yT € L/K.
Por lo tanto N/JK < L/K.

2. Para todo N,N' € [K,L], (NN N')=p(N)Ne(N') y o(N + N') =
©(N) + ¢(N'). Sean N,N' € [K, L], entonces o(N N N') = o(N N
N) = (NNN)/K y o(N)ANp(N') = N/K N N'/K.Tenemos que
T e (NNN')/K siysolosit=x+ K , para algin x € N NN’ si
y sélo si T = x+ K , para algin v € M tal que v € N yx € N’
siysolosiT=x+K ¢ N/KyzT=x+K € N/K siy sdlo si
T € N/KNN'/K. Porlo tanto o(NNN') = o(N)N@(N"). Por otro lado
O(NVN') =@o(N+N') = (N+N")/K y p(N)Vp(N') = N/K+N'/K.
Tenemos entonces que T € (N + N')/K siy sélo si T = x + K, para
algin x € N+ N' siy sélo siT =+ K, conx =n+n', donden € N
yn € N siysolosit=n+n)+K, connée Nyn € N siy
sélo sit = (n+K)+(n+K), conne N yn € N siy solo si
T € N/K+ N'/K. Por lo tanto (N + N') = o(N) + o(N'). Asi que
w es morfismo de reticulas.

3. ¢ es inyectiva. Sean N, N' € [K, L] tales que p(N) = ¢(N'), entonces
N/K = N'/K. Sea x € N, entoncesx+ K € N/K = N'/K, de ahi que
r+ K € N'/K, por lo que x € N'. Andlogamente si x € N', entonces
x € N. Por lo tanto N = N'.

4. ¢ es suprayectiva. Sean J € [0,L/K] y T € J entonces T € L/K,
de ahi que T = x + K, para algin x € L. Entonces x + K € J. Sea
N={z e L|xz+K € J}. Claramente N € [K, L], luego seaT € N/ K,
entonces T = x + K, para algin x € N. De donde x + K € J, esto nos
dice que N/JK < J. Sea T € J entonces T = x + K, para algin x € L,
ast que x € N y por ende v + K € N/K, esto nos dice que J < N/K.
Por lo tanto J = N/K.

Ejemplo 1.17. Completaciones. Sea L es una reticula completa. Si C' es
un subconjunto de L, el cual es cerrado bajo infimos, esto es, si S C C implica
infS € C. Se sigue de la Proposicion 1.12 que C' es una reticula completa.
Al conjunto C' se le llama sistema cerrado en L. Notar que el infimo de S en
C es el mismo que en L, pero el supremo en C' estda dado por:

supcS = inf{ cotas superiores de S en C' }.



1.2 Modularidad 7

1.2. Modularidad

Sea L una reticula, es claro que las operaciones A y V son conmutativas
y asociativas. Ademas para todo a,b € L tales que a < b y para todo x € L
se cumple:

(x AbD)Va<(zxVa)Ab. (1.1)

En efecto, tenemos que xt Ab < x y zAb < b, lo que implica (xAb)Va < xVa
y (z Ab)Va < bVa=b De manera que (x Ab)V a es cota inferior del
conjunto {(z V a),b}. De ahi que (x Ab)Va < (zVa)Ab.

Definicién 1.18. Una reticula L es modular si la desigualdad inversa de
(1.1) también se cumple, es decir, para todo a,b € L tales que a < b y para
todo x € L se cumple:

(xAb)Va=(zVa)Ab.
Notar que toda subreticula de una reticula modular también es modular.

Proposicion 1.19. Sean a,b elementos de una reticula modular L. Entonces
existe un isomorfismo de reticulas [a A b, a] — [b,a V b].

Demostracion. Veamos primero que para todo z € [a Ab,a], 2V b € [b,aV D]
y que para todo y € [b,aVb|, y Aa € [a Ab,a]. Sea x € [a A b,al, entonces
aANb<x<a dedonde (a AD)Vb<zVb<aVb Comob< (aANb)VD,
entonces b < Vb < aVb. Porlo tanto x Vb € [b,a Vb]. Sea y € [b,a V],
entonces b <y < aVb,dedonde bAa < yAa<(aVb)Aa < a.Porlo tanto
yAa € [aAb,al. Ahora bien, sean o y /5 como sigue:

a:laNb,al = [b,aV b dada por a(z) =z V b,
p:[b,aVbl — [aAb, a] dada por f(y) =y Aa.

Para todo x € [a A b, a] tenemos que:

(Boa)(r) = pla(r))
= pz V)
=(xVbAa
=(bVzx)Aa.

Como x < a, por la modularidad de L tenemos que (bVz)Aa = (bAa)Ve = x.
Ademads para todo y € [b,a V b], se tiene:
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(o B)(y) = a(B(y))
=a(yAa)
=(yAa)Vb
=(aNy)Vb
=(aVb ANy
=y.

Por lo tanto « es la funcién inversa de 5y viceversa. Sean x1, x5 € [a A b, al,
entonces (1) V a(zg) = (21 V)V (23 VD) = (21 Vxe) Vb = a(x V 23). Sean
y1,92 € [b,aVb], entonces S(y1) A B(y2) = (1 Aa) A(yaAa) = (1 Ay2) Na =

B(y1 A y2). Ahora bien:

alzy ANxg) = (x1 Axg) VD
= [Ba(x) A Ba(zg)] V b
= Bla(z) AN a(za)] VD

[a(x1) A a(xe)] Aa) Vb
a N a(z) A a(zz)]) V.

(
[
(
(

Como b < a(zy) A a(zy), entonces por la modularidad de L tenemos que
(a A [a(xy) A a(ze)]) Vb = (aVb) A a(z1) A alxe)] = alz) A a(zs). De
manera que « es morfismo de reticulas. Asi que por Lema 1. 6, 8 también lo

€s.

Definicién 1.20. Sea L una reticula con 0 y 1.

1. Dado a € L, un complemento de a en L es un elemento ¢ € L tal que
aNc=0yaVec=1. Lareticula L es complementada, si cada elemento

en L tiene complemento en L.

2. Un intervalo I = [a,b] de L es llamado complementado, si para todo
x€l, existez €l tal quex ANz=a yxVz=>0. En este caso, diremos
que z es un complemento relativo de x con respecto de I.

Proposicion 1.21. Si L es una reticula modular complementada, entonces

cada intervalo de L es complementado.
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Demostracion. Sean a,b € L tales que a < by d € [a,b]. Como L es com-
plementada, existe ¢ € L tal que d Ac =0y dV c = 1. Afirmamos que
(cAb)Va = (¢Va)Ab es el complemento de d en [a, b]. Notar que a < (¢cAb)Va
y (¢Va) Ab <b, de manera que (cAb)Va=(cVa)Abée [a,b]. Ahora bien:

[(eAb)Va]ANd=]
[

Adems3s:

[(cVa)ANbVd=[(cVa)VdANb

]

La modularidad de L depende tnicamente de la propiedad de unicidad
de complementos relativos, esto es:

Proposicion 1.22. La reticula L es modular si y solo si cada intervalo I de
L tiene la siguiente propiedad: si c € I tiene dos complementos a,b € I tales
que a < b, entonces a = b.

Demostracion. Si L es modular, entonces todo intervalo de L también lo
es. Asi que podemos asumir que I = L. Supongamos que ¢ € L tiene dos
complementos a, b tales que a < b. Entonces:

b=1Ab
=(cVa)Ab
=(cAb)Va
=0Va

= a.

Reciprocamente, si a,b € L son tales que a < b, siempre se cumple:
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rz:=0bANc)Va<(aVc)Nb=:y.

Afirmamos que x,y son complementos de ¢ en el intervalo [b A ¢,a V ¢]. En
efecto, notar que:

aNc<a<(bAc)Va;

bAc<(bAc)Va. (1.2)

(aVe)Ab<b< bV

(avVe)Ab<aVe (1.3)

1. De las desigualdades (1.2) obtenemos que (a Ac)V (bAc) < (bAc)Va
y dado que (aAc)V (bAc) <ec. Sesigue que bAc=(aNc)V(bAc) <
[(cAD)Va] Ac=axAc, donde la primera igualdad se da pues a < b.
Por otro lado dado que x < y < b, entonces x A ¢ < b A c. Por lo tanto
x Ac=0bAc. Ahora bien, xVec=[bAc)Val]Vec=(bAc)V(aVec).
Dado que bAc<c<aVe, sesigue que xVe=aVc.

2. Tenemos que yAc=[(aVc)ANbJAc=(aVec)AN(bAc)=DbAc, porlo
que y A ¢ = b A c. Por otro lado de las desigualdades (1.3) obtenemos
queyVe=[aVe)AbVe<(aVec)A(DbVe)=aVcque junto con el
hecho de que a < y implican y Vc=a V c.

De la hipétesis se sigue que x = y, lo cual demuestra la modularidad de L.
m

Ejemplo 1.23. La reticula de submddulos de un modulo. Si M es
un mddulo, entonces la reticula (M) es modular. En efecto, sean K, Ny, Ny
submddulos de M tales que Ny < Ns, tenemos lo siguiente: six € (K+ Nyp)N
Ns, entonces © € K + Ny,x € Ny. De donde x = k + ny, para algun k € K
y para algin ny € Ny. Luego k = x —ny € Ny, de manera que k € K N Ny.
Entonces k+ny € (KNNy)+ Ny, de donde x € (KNNy)+Ny. Reciprocamente,
x € (KN Ny)+ Ny implica © =y + nq, para algin y € K N Ny y para algin
ny € Ny. Comoy € K, y € Ny, entonces y +ny € No,y +ny € K + Ny.
Finalmente x € (K + Ny) N Na.

1.3. Reticulas Distributivas

Proposicion 1.24. Las siguienes condiciones en una reticula L son equiva-
lentes. Para todo a,b,c € L
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1. (aNb)Ve=(aVc)N(bVc);
2. (avb)ANe=(aNc)V (bAc);
3. (ave)ANb<(aNb)Vec.

Demostracion. Supongamos que se cumple 1. Tenemos que b < bV ¢, de ahi
que (aVe)Ab < (aVe)A(bVe) = (aAb)Ve. Por lo tanto (aVe)Ab < (aAb)Ve.
Reciprocamente, si se satisface 3. Tenemos que a Ab < ay aAb<b, de ahi
que (aAb)Ve < aVey (anb)Ve < bVe. Entonces (aAb)Ve < (aVe)A(bVe).
Por otro lado, si = bV ¢, entonces (aV¢) Az < (aAz)V e De donde:

(aVeyN(bVe)<[aN(bVe)]Ve
[

<

I
—~ —
S
>
(=
~
<
o

Por lo tanto (a Ab) Ve = (aAc)V (bAc). Finalmente, 1. si y sélo si 2. se

sigue del principio de dualidad.
O

Definicién 1.25. Una reticula es distributiva, si satisface alguna de las con-
diciones de la Proposicion 1.24.

Corolario 1.26. Cada reticula distributiva es modular.

Demostracion. Sea L una reticula distributiva. Dados z,y,2 € L tales que
y < z, siempre se cumple (z A z) Vy < (z V y) A z. Por la Proposicién 1.24
tenemos que (xVy) Az < (xAz)Vy.

O]

Proposicion 1.27. Un elemento en una reticula distributiva tiene a lo mas
un complemento.

Demostracion. Sean L una reticula distributiva con 0y 1y a € L. Suponga-
mos que by ¢ son complementos de a en L, entonces:

c=cANl1
=cA(aVDb)
=(cNa)V(cAD)
=0V (cAD)
=cAb.



12 Reticulas Modulares

Andlogamente b = b A ¢. Por lo tanto ¢ = b.
O

Definicién 1.28. Una reticula complementada distributiva con 0 y 1 es lla-
mada dlgebra booleana.

Notacién 1.29. Sea L un dlgebra booleana. Para cada a € L denotamos a*
al inico complemento de a.

Proposicion 1.30. Sea L una reticula con 0 y 1, las siguientes propiedades
son equivalentes:

1. L es una dlgebra booleana,

2. Cada a € L tiene un dnico complemento a*, y a Ab =0 se cumple si y
solo st b < a*.

Demostracion. Supongamos que L es un algebra booleana, entonces todo
elemento de L tiene un tnico complemento. Ahora bien, si aAb = 0, entonces:

b=0>bA1
=bA(aVa")
=((bANa)V (bANa")
=0V (bAa")
=bAa"

De manera que b = b A a*, luego b < a*. Reciprocamente, si b < a*, entonces
aNb<aAa"=0.Por lo tanto a A b= 0.

Reciprocamente, supongamos que se cumple 2. Notemos que a = (a*)*,
pues ambos son complementos de a* y por hipdtesis el complemento es tinico.
Sean x,y € L, entonces | € L satisface (x Al) < ysiysélosiy*A(xAl)=0.
Ahora bien, notemos que existe el elemento mayor | € L que satisface x Al <
y, el cual es | = (zAy*)*. En efecto y* Al A(zAy*)*] = (y*Az)A(y*Az)* = 0.
De ahi que zA (xAy*)* < y. Ahora bien, sea I’ € L tal que x Al' < y, entonces
U'Ne <y. Luego ' ANz Ay*) <yAy* =0, es decir, (x Ay*) Al' = 0. De
ahi que " < (z A y*)*. Denotaremos (x A y*)* por (y : x). Sean x,y,z € L
arbitrarios y consideremos w = (xAz)V (yAz). Dado que (xAz2), (yAz) < w,
se tiene que z < (w : 2) y y < (w : z). En efecto, x < (w : 2) = (2 A w*)*
siy solo si z A (z Aw*) = 0siysélosiwA(xAz)=0siy sdlosi
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(x A z) < w. Andlogamene y < (w : z). De ahi que z Vy < (w : z), lo cual
implica (zVy)Az<(w:z)Az<w=(xAz)V(yAz). Esto demuestra la
distributividad, pues la desigualdad contraria siempre se cumple.

]

En una édlgebra boolena completa los supremos e infimos arbitrarios son
distributivos.

Proposicion 1.31. Si L es un dlgebra booleana completa, entonces para
cualquier familia arbitraria {a;}ic; y ¢ en L se cumple:

(\/ie[ a;) \c= vie[(ai Ne);

(Nier@i) Ve= Nielai Ve).

Demostracion. Para toda ¢ € I se cumple que a; < \/ZEI a; de donde a; A c <
(Vier @) Ac. Entonces \/,,(a;Ac) < (V,c; a;) Ac. Para obtener la desigualdad
inversa demostraremos que (\/,.; a;) A ¢ < u para cada u cota superior del
conjunto {a; A c}ier. Sea u cota superior del conjunto {a; A c};er, entonces
para toda i € I se cumple que:

a; =1ANaq;
=(cV)Na;
=(cNa;)V(c"Na;)
<uV(c"Aa)
<uVch.

Esto es, a; < uV ¢*, de donde \/,.; a; < uV ¢*. Luego:

(\/ai)/\cg (uvVe)Ance
i€l
=(uNc)V(c"Ne)
=uNc
< u.
Es decir, (\/,c;ai) A ¢ < u. En particular para u = \/,.;(a; A c) se tiene que

(Vier @) Ae < Ve (@i Ac). Dualmente se tiene que (A, a;)Ve = A, (a;Ve).
[
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Definiciéon 1.32. Una subdlgebra de un dlgebra booleana L es una subreticula
L' de L tal que 0 € L' y tal que a € L' implica a* € L.

Definicién 1.33. Un homomorfismo entre dos dlgebras booleanas A y B es
un morfismo de reticulas o : A — B tal que a(a*) = a(a)*, para todo a € A.

Ejemplo 1.34. Algeb'r'as booleanas de subconjuntos. Si S es un con-
Junto, entonces el conjunto P(S) es un dlgebra booleana completa. En efec-
to, tomamos 0 = 0, 1 = S, A =N yV = U entonces \;S; = ;5 vy
V;Si = U; Si, para cualquier familia de subconjuntos (S;)ier de S. Para todo
S C S existe un tnico S subconjunto de S tal que S'NS™ = () y S'US™ = S,
a saber S"™ = S — S'. Ademds para todo Sy, S,,53 € P(S) se cumple que
S1N(SUS3) = (S1NS2)U(S1NS3) yS1U(S2NS3) = (S1NS2)U(S1NSs).

Ejemplo 1.35. Idempotentes centrales. Recordemos que un idempotente
central de un anilllo A es un elemento e € Z(A) = {x € A | xa = az, para
todo a € A}, tal que €* = e. Afirmamos que el conjunto de los idempotentes
centrales de un anillo A forman un dlgebra booleana, la cual denotaremos
por B(A). En efecto, notar primero que B(A) # 0 ya que 14 cumple con la
definicion de elemento idempotente. Definimos el orden parcial en B(A) por:

e < f siysolosief =e.

Veamos que < es un orden parcial en B(A).

2

1. ee = e =e¢, entoncese < e

2. Sie< fyf<e, entoncesef =ey fe=f. Porlo quee=f.

3. Sie< fuyf<g,entoncesef =ey fg = f.Luego, eg = (ef)g =
e(fg) =ef =e. Esto es, eg = e, por lo tanto e < g.

B(A) se convierte en una reticula complementada con:
eNf=ef,eVf=e+f—ef,ef=1—c¢.

En efecto, sean e, f € B(A).
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1. Tenemos que (ef)e = e(ef) = (ee)f = e*f = ef.De ahi que ef < e.
Andlogamente, ef < f. De manera que ef es cota inferior de {e, f}.
Sea x € B(A) cota inferior de {e, f}. Veamos que x < ef, lo cual
ocurre siempre que x(ef) =x. Comox < e yx < f, entonces xe = x y
xf =z, lo cual implica (ze)f = xf. De donde z(ef) = z, por lo tanto

ef =eANf.

2. Dado que e(e + f —ef) = ee+ef —ef = e +0 = e, se cumple
que e < (e + f — ef).Andlogamente f < (e + f —ef). Por lo que
e+ f—ef es cota superior de {e, f}. Sea x € B(A) cota superior de
{e, f}, entonces e < x y f < x, esto implica que ex = e y fr = f.
Luego, (e+ f —ef)r =ex+ fo—(ef)xr=e+ f—e(fr) =e+ f —ef,
de manera que e+ f —ef < x. Por tantoe+ f —ef =eV f.

3. Es claro que 0,1 € B(A) y para todo e € B(A), se cumple que 0 < e y
e<1.

4. Seae € B(A), veamos que 1—e € B(A). Sea a € A, entonces (1—e)a =
la —ea =a—ea=al —ae =a(l —e). De modo que 1 —e € Z(A).
Ademdas

(I-ef=(1-e)l-¢)
=1(1—e)—e(l—e)

=l—ec—e+¢é?
=l—-e—e+e
=1—e.

Por lo tanto 1—e € B(A). Ahora bien, dado que e\N(1—e) =e(l—e) =
el—e?=e—e=0yeV(l—e)=e+(l—e)—e(l—e) =e+1—e—0=1.
Se sigue que 1 — e es complemento de e. Sea © € B(A) complemento
de e, entoncese Nz =0yeVar=1,estoes,ex =0ye+x—ecxr=1,
de ahi que e +x = 1. Por tanto x =1 — e. De manera que ¢* =1 — e.

5. Por dltimo, supongamos que e A f =0, entonces ef =0 Asi que f(1 —
e) = fl—ef = f—0= f. Por tanto f < e*. Reciprocamente, si
f <e*, entonces f = f(1 —e) = f — fe. De donde fe =ef = 0. Por
la Proposicion 1.30, B(A) es un dlgebra booleana.
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1.4. Reticulas Continuas

A lo largo de esta seccion consideraremos a cada reticula, una reticula
completa.

Definicién 1.36. Un COPO I es llamado dirigido, si para cada pari,j € I,
eviste k € I tal quetr <k yj <k.

Definicién 1.37. Una reticula L es superiormente continua, si para cada
subconjunto dirigido D de L y para cada a € L, se cumple:

Vaepd) Na =\ yepldNa).

Si la reticula opuesta L°P es superiormente continua, entonces decimos que
L es inferiormente continua. Finalmente, decimos que L es continua si es
superiormente e inferiormente continua.

Proposicién 1.38. Sea L una reticula modular y complementada, entonces
L es superiormente continua si y solo si satisface la siquiente condicion: Si
D es un subconjunto dirigido de L para el cual existe ¢ € L — {0} tal que
cAd =0, para todo d € D, entonces \/ ;cppd < 1.

Demostracion. Supongamos que L es superiormente continua y que D es un
subconjunto dirigido de L para el cual existe ¢ € L — {0}, tal que ¢ Ad = 0,
para todo d € D, entonces (\/ ., d) Ac =\ cp(dAc) = 0. Supongamos que
Viepd =1, entonces 0 = \/ ,.p,(d N c) = 1A c=c. Dedonde ¢ =0, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto \/,.,d < 1.

Reciprocamente, sea D un subconjunto dirigido de L y sea a € L. Siempre
se cumple que \/,.p(d A a) < (Vyepd) A a. Para demostrar la desigualdad
contraria consideremos el intervalo I = [0, (\/ ., d)Aal, tenemos entonces que
Vep(d A a) € I. Por la Proposicién 1.21, I es una reticula complementada,
asi que existe ¢ € [ tal que

Vaep(dNa)] Ae=0;
Vaep(dNa)]Ve=(Vuepd Aa.

Ademas c < (V ep d)Na <\ yep d, de donde ¢ = c¢A(V 4 p d). Andlogamente
¢ = c/Aa. Por otro lado como L es complementada, existe b € L complemento
de \  ep d. Entonces para todo d € D, se cumple que [b A (\, epd)] Vd =
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0V d = d, por ser L modular se sigue que (bV d) A (\/,epd) = d. De lo
anterior obtenemos que para todo d € D se satisface:

bvdyrc=bvd)A[(\ d)Ad
deD
[(bvd) A\ d)]A
deD
=dANc
=dA(aNc)
=(dANa)ANc
<[\ ({dra)]ne
deD
=0

Entonces (b V d) A ¢ =0, para todo d € D. Supongamos que ¢ # 0, entonces
por hipétesis se sigue que 1 = (\/,c,d) Vb = \/,cp(d V) < 1. Lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto ¢ = 0. Finalmente:

(V dra=[\/(dra)Ve

deD deD

=[\/(dra)]voO

deD

= \/(d/\a).

deD

]

Definicion 1.39. Un elemento c € L es compacto si se satiface lo siguiente:
Sic <\ 4ep d para algin subconjunto dirigido D de L, entonces existe dy € D
tal que ¢ < dy.

Observacion 1.40. Si L es superiormente continua, entonces ¢ es compacto
si y solo si tiene la siguiente propiedad: si c = \/ ;o d para algin subconjunto
dirigido D de L, entonces existe dy € D tal que ¢ = dy.

Demostracion. Supongamos que c es compacto y que ¢ = \/,., d, para algin
subconjunto dirigido D de L, entonces existe dy € D tal que ¢ < dy. Dado
que dy <\ 4ep d, concluimos que dy = c.
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Reciprocamente, sea D subconjunto dirigido de L tal que ¢ = \/, . d,
entonces ¢ = ¢ A (\/,ep d). Puesto que L es superiormente contiuna, ¢ =
Vieep(c Ad). Notar que D' = {c A d}4ep es un subconjunto dirigido de L,
por hipdtesis, existe dy € D tal que ¢ = ¢ A dy. Luego ¢ < dy, por lo tanto ¢
es compacto.

]

Definicién 1.41. La reticula L es compacta, si 1 es un elemento compac-
to. L es compactamente generada, si cada elemento de L es el supremo de
elementos compactos.

Lema 1.42. Sia y b son compactos, entonces aV b es compacto.

Demostracion. Sean a,b elementos compactos en L. Supongamos que a V
b < V,ep d, para un subconjunto dirigido D de L, entonces a < \/,.,d y
b < \/deD d, de ahi que existen dy, d; € D tales que a < dyy b < dy. Como D
es dirigido, existe dy € D tal que dy, d; < dy. Asi que aVb < dyVd; < d,. [

Observacion 1.43. Sea L una reticula compactamente generada, entonces
para cada a € L existe D subconjunto dirigido de L tal que a = \/ D y todo
elemento de D es compacto.

Demostracion. Sea a € L, entonces existe X C L tal que a = \/ X y para
todo z € X, x es compacto. Sea D = {\/F | F C X y F es finito}.
Claramente \/ D = \/ X. Ahora bien, por el Lema 1.42, para todo \/ F' € D,
\ F' es compacto. Por tltimo, dados \/ F,\/ F' € D, F,F" C X son finitos,
de donde FFU F' C X es finito y es tal que \/ F,\/ F < \/(F U F").

O

Proposicion 1.44. Toda reticula L compactamente generada es superior-
mente continua.

Demostracion. Sean L una reticula compactamente generada, D un sub-
conjunto dirigido de L y a € L. Siempre se cumple que \/,.p(a A d) <
a A (Vyepd). Para la desigualdad contraria, es suficiente demostrar que
¢ < Vyepla A d), para cada ¢ compacto tal que ¢ < a A (\,pd). Como
c<aN(Vyepd) < Vyepd, entonces ¢ < \/,.,d. Dado que ¢ es compacto,
existe dy € D tal que ¢ < dj, ademéas como ¢ < a, entonces ¢ < a A dy <
Viepla Ad). Ast que ¢ < \/,.p(a A d). Ahora bien, de la hipétesis, existe
X C L que consta de elementos compactos tal que a A (\ cp d) = V,ex -
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Asi que para todo € X, = es compacto y * < a A (\,pd), entonces

<\ yepland). De donde a A (Vyepd) = Vioex < Vepland).
O

Teorema 1.45. (Teorema de Zermelo). Sea X un conjunto, entonces
existe una funcion inyectiva tal que su dominio es un numero ordinal y su
imdgen es X.

Demostracion. Ver Apendice de [5].
]

Lema 1.46. Una reticula L es superiormente continua si y sélo si para cada
elemento a € L, X C L y x = Pyo(X) el conjunto de todos los subconjuntos
finitos de X se cumple que a A (\/ X) = Ve [a A (V F)].

Demostracion. Sea F' € x, entonces \/ F' < \/ X, de ahi que a A (\/ F) <
a A (V X). De donde Vo, [a A (V F)] <aAn(VX). Si X esun subconjunto
finito de L, entonces X € . Con lo cual se da la igualdad. Supongamos que
X es infinito y que L es superiormente continua, verificaremos la igualdad
por induccién transfinita. En efecto, supongamos que la igualdad se cumple
para cada subconjunto de L de cardinalidad menor que |X|. Por el Teorema
1.45, existe una funcion inyectiva cuyo dominio es un nimero ordinal y cuya
imagen es X. Sea « el menor nidmero ordinal tal que |a| = |X]|, entonces
podemos ordenar los elementos de X en una sucesién (posiblemente trans-
finita) xg, z1,...,2,,... (p < a). Si X¢ = {z, | p < £}, entonces para cada
§ < a uno obtiene |X¢| < |X| y los elementos \/ X, forman una sucesién
creciente y de ahi que forman un subconjunto dirigido en L. Como lo fue
previamente, denotamos por x¢ el conjunto de todos los subconjuntos finitos
de X, entonces:

L VX = V., (VX¢). En efecto, sea { < a, entonces \/ X¢ < V X.
De donde V,_,(V X¢) < VX. Por otro lado, sea x € X, enton-
ces existe ¢ < a tal que x € Xg. De donde z < \/ Xg y como

VXe < Veoo(VXe), se sigue que z <V, (V X¢). Por lo tanto
VX < VoV Xe). De manera que se da la igualdad.

2. \/§<a(\/FEX§ [an(V F)]) = Vpela A (VF)]. En efecto, sea § < a, en-
tonces {aA(V F)}reye € {aA(V F)}rey. De donde \/Fexg [an(\ F)] <
Ve lan(V E)l; Tuego Ve (Vipey [aA (V F)]) < Ve, [an(V F)]. Por
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otro lado, sea F' € x, entonces existe &' < « tal que F' € xg, de ahi
que aA(\ F) < VFexgl [aA(V F)]. Lo cual implica \/ pc [a A (V F)] <
\/£<a(\/F€X£ l[a A (\/ F)]). De manera que se cumple la igualdad.

Tenemos entonces:

an(\/X)=an[\/(\/ Xo)

E<a

= \VlaA(\/ Xo)]

(<a

=\ (V len(\/F))

£<Ol F€X§

= \/lar(\/F).

Fex

Reciprocamente, sea D # () un subconjunto dirigido de L. Para cada
subconjunto finito F' de D, existe un elemento dp € D tal que \/ F' < dp. En
efecto, si |F| =0, y como D # (), existe d € D. Luego \/ FF = \/0 =0 < d.
Supongamos que |F| = n y que existe dp € D tal que \/ F < dp. Sea
dy€ D—Fy F =FU{dy}, entonces \/ F' = (\/ F) V dy < dp V dy. Como
D es dirigido, existe d’ € D tal que dp,dy < d', de ahi que \/ F’ < d'. Ahora
bien:

an(\/ D)=\ lan(\/ F)

Fexr

< \/ (andp)

Fexr
<\ (ana.
deD

Por otro lado, para cualquier subconjunto D de L se tiene para todo d € D,
d<\/ D, dedonde and<an(\ D). Asipues \,cpland) <an (VD).
m

Definicién 1.47. Un subconjunto {a;}icr de elementos no cero de una reticu-
la L es llamado independiente, si para todo v € I se cumple:

a; \ (\/je[—{z’} a;) = 0.
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Lema 1.48. En una reticula superiormente continua, un subconjunto {a;}icr
es independiente si y sélo si cada uno de los subconjuntos finitos de {a;}icr
es independiente.

Demostracion. Supongamos que {a;}icr es independiente. Sea F' C [ finito,
entonces para todo ¢ € F' se cumple:

a; /\ (\/jEF—{i} a;) < a; A (Vje[—{i} aj) = 0.

Reciprocamente, sean ip un elemento arbitrario fijoen I 'y x = {F C I|
io ¢ F'y I es finito}. Entonces ., 1 va; = Vpe, (Vjepas). En efecto,
sea F' € x, entonces \/;cpa; < Vo gy a;. De donde Vi (Vjepay) <
Vjer—ip) @5 Por otro lado, para todo j € I —{io}, {a;} = Fj € x. De donde

a; =\ F; < Vpe, (Vjer aj)- Entonces Vo, 0y a5 < Ve, (Vjep ;). Ahora
bien, usando el Lema 1.46, obtenemos que

Ay A (\/jelf{io} aj) = \/Fex[aio A (\/jeF CL]-)] = 0.
]

Definicién 1.49. Un elemento a € L — {0} es un dtomo, si b < a implica
b = 0. L es localmente atomica, si cada elemento de L es el supremo de
atomos.

Lema 1.50. Sea L una reticula superiormente continua, entonces la union
de toda cadena {{si}ics, }rer de subconjuntos independientes de L también
es independiente.

Demostracion. Sean {{s;}ics, }rex una cadena de subconjuntos independien-
tesde L'y A C [U;cp{8ities, finito, entonces existe ' € K tal que para todo
a € A, a € {si}ics,, esto nos dice que A C {s;}ics,,. Dado que {s;}ics, €s
independiente, se sigue que A también es independiente. Por el Lema 1.48
Uker {5i}tics, es un subconjunto independiente de L. O

Proposicion 1.51. Toda reticula L localmente atomica, superiormente con-
tinua y modular es complementada.

Demostracion. Sea a € L. Sia = 00 a = 1, a tiene complemento en L.
Supongamos que a # 0 y a # 1, entonces existe s € L atomo tal que
a A s = 0. Pues si para todo dtomo s € L, a A s # 0, se sigue que a A s = s.
Entonces s < a, y como 1 es supremo de atomos, tenemos que 1 < a, de



22 Reticulas Modulares

donde 1 = a, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, existe s € L atomo
tal que a A s = 0. Ahora bien, si {s;}ie; denota el conjunto de todos los
atomos de L, consideremos:

I'={J C 1| {si}ics es independiente y a A (\/,., a;) = 0}.

Notemos que (I',C) es un COPO. Ademds I' # ) ya que si denotamos a s
por s;,, tenemos que:

Sig N Vie{io}—{io} S =SA (\/ Q)) =sA0=0.

Esto nos dice que {s;}icfi,) = {5} es un subconjunto independiente. Ademads
a N (Vicpigy 8i) = aAs = 0. Por lo tanto {s} = {si}icfioy € I'. Asi que
podemos aplicar el Lema de Zorn. Por el Lema 1.50 la unién de una cade-
na {{s;}ics, trex de subconjuntos independientes, también es independiente.
Ademas, si para cada k € K, b, = \/ieJk s;. Entonces {by}rex es una ca-
dena en L'y a Ab, = 0, de ahi que a A (Ve bk) = Vyer(a Aby) = 0.
Asi que existe una familia maxima independiente {s;};c;» de dtomos tal que
a A (Ve i) = 0. Escribiremos ¢ = \/,_, s;. Para demostrar que ¢ es com-
plemento de a, es suficiente demostrar que a V ¢ contiene todos los atomos de
L, es decir, para todo s € L atomo de L, se cumple que s < a V ¢, de donde
1 < aV c. Supongamos que existe s' € L dtomo tal que ' £ a V ¢, entonces
s' A (aVc)=0.Dado que ¢ < aV ¢, usando la modularidad de L tenemos:

aN(cVs)<(aVe)A(eVs)
=(cVs)A(aVe)
=cV [ A(aVe)]
=cVO0
=c.
De donde a A fa A (cV ') <aAc=0,es decir, a A (cVs) = 0. Lo cual

contradice la maximalidad de la familia {s;}c.
H

Teorema 1.52. Las siguientes propiedades en una reticula modular L son
equivalentes:

1) L es compactamente generada y localmente atémica,

2) L es compactamente generada y complementada;
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3) L es superiormente continua y localmente atdmica.

Demostracion. 1) = 2) Es consecuencia directa de la Proposicién 1.44 y la
Proposicién 1.51.

2) = 3) Usando nuevamente la Proposicién 1.44, tenemos que L es su-
periormente continua. Ahora bien, sea z € L — {0} un elemento compacto y
consideremos I' = {y € L | y < z}. Dado que 0 < z, I" # (. Sea ® C T" una
cadena, entonces ® es un subconjunto dirigido de L y \/® < z. Suponga-
mos que \/ & = z. Dado que z es compacto, por la Observacion 1.40, existe
yo € T' tal que yo = z, lo cual es una contradiccién. Por lo que \/ ¢ < z,
de donde \/® € I'. Por el Lema de Zorn, existe m € I' elemento méximo.
Como L es complementada, existe k € L tal que mVk=1ymAk =0.
Luego z = 1Az = (mVEk)ANz=mV (kA z). Por la Proposicién 1.19,
m,z] =[m,(kAz)Vm] = [mA(kAz),kANz] =[0,kAz|. Asi pues, sil € L
es tal que [ < k A z, entonces [ = 0. Por lo tanto k£ A z es atomo tal que
k N z < z. Esto ultimo nos dice que para todo elemento compacto z no cero,
existe un dtomo a tal que a < z. Ahora bien, sea x € L — {0}. Por hipétesis,
x es supremo de compactos, asi que existe z € L no cero tal que z < z. Por lo
demostrado anteriormente, existe un atomo a € L tal que a < z, luego a < z,
entonces B = {b € L | b es dtomo y b < x} # (). Consideremos el intervalo
I =10, z] el cual, por la Proposicién 1.21, es complementado. Entonces existe
[ €ltalquelA\/ B=0ylV\ B =x. Supongamos que ! # 0, por hipdtesis,
existe D subconjunto dirigido de L tal que [ = \/ D y para todo d € D, d
es compacto. Asi que existe dy € D tal que dy # 0, luego existe by atomo
tal que by < dy < \/ D = 1. De donde by = \/ BAby < \/BAl =0, lo que
implica by = 0, lo que es una contradiccién. Por lo que [ = 0, asi x = \/ B,
lo cual demuestra que L es localmente atomica.

3) = 1) Veamos primero que L superiormente continua implica que cada
atomo es compacto. Sea a € L atomo y D subconjunto dirigido de L tal que
a < Vyepd. Sia £ d, para todo d € D. Entonces a A d = 0, de ahi que
a=aA\y4pd=Vypland)=0,lo cual contradice que el hecho de que a
es atomo. Por lo que existe dy € D tal que a < dy. Ahora bien, sea x € L,
como L es localmente atémica, = es el supremo de algunos atomos. Es decir,
existe B C L tal que x = \/,.z b y para todo b € B, b es atomo. Entonces
para todo b € B, b es compacto. De manera que x es supremo de compactos.

]
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1.5. Reticulas Pseudo-complementadas

A lo largo de esta seccion, L sera una reticula modular con 0 y 1.

Definicién 1.53. Un pseudo-complemento de un elemento a € L es un
elemento ¢ tal que aNc =0 y ¢ es mdzrimo con esta propiedad, es decir, si ¢
es tal que a N =0 yc <, entonces c = (.

Definicién 1.54. Una reticula L es pseudo-complementada, si para cada
intervalo I C L y cada a € I, existe el pseudo-complemento de a en I.

Lema 1.55. Cada complemento es un pseudo-complemento.

Demostracion. Sea ¢ complemento de a y supongamos que a A ¢ = 0, para
algin ¢ tal que ¢ < ¢, entonces:

O

Corolario 1.56. Sea L una reticula modular complementada, entonces L es
pseudo-complementada.

Proposicion 1.57. Si L es una reticula modular superiormente continua,
entonces L es pseudo-complementada.

Demostracion. Sean [a,b] C Ly d € [a,b]. Consideremos C' = {c¢ € [a,b] |
c¢Ad = a}. Dado que aAd = a, entonces a € C. De manera que (C, <p) es un
COPO no vacio. Sea ® C C una cadena. Es claro que ¢ es un subconjunto
dirigido de L. Entonces \/,_ 4 * es una cota superior para ®, ademds para
todo x € ®, x € C. De ahi que a < x < b, lo cual implica a < \/, o7 < b,
es decir, \/, 4 * € [a,b]. Ademds como x Ad = a y por ser L superiormente
continua, tenemos que (\/,co 7) Ad =\, co(vAd) = a, asi pues \/ ., 7 € C.
Por el Lema de Zorn, C tiene elemento maximo, es decir, d tiene pseudo-
complemento en [a, b].

]



1.5 Reticulas Pseudo-complementadas 25

Si ¢ es pseudo-complemento de a en L, entonces a V ¢ resulta ser un
elemento “bastante grande” en L, en el siguiente sentido:

Definicion 1.58. Un elemento a es esencial en L, si a N\ ¢ # 0, para cada
¢ # 0 en L. De manera mds general, si a < b entonces b es una extension
de a, sia es esencial en [0,b]. Finalmente, a es esencialmente cerrado en L,
st a no tiene extensiones distintas de a en L, esto es, si existe ¢ € L tal que
a <cyaes esencial en [0, c|, entonces a = c.

Observaciéon 1.59. Los elementos esenciales forman un filtro en L.

Demostracion. 1. Sea a esencial en L y ¢ € L tal que a < ¢, entonces para
todo x € L — {0} se cumple 0 # a Az < ¢ A x. De donde ¢ A x # 0.

2. Supongamos que a y b son esenciales en L. Sea ¢ € L — {0}, entonces
bAc#0,dedonde (a Ab)Ac=aA(bAc)# 0. Por tanto a A b es
esencial L.

3. Sea ¢ € L — {0}, entonces 1 A ¢ = ¢ # 0. Por lo que 1 es esencial en L.
O

Proposicion 1.60. Sic es un pseudo-complemento de a en L, entonces aV c
es esencial en L.

Demostracion. Sea d € L tal que (a V ¢) A d = 0, entonces:

aA(cvd)<(aVe)A(cVd)
=(cVvVd)N(aVec)
=cVI[dA(aVc)
=cV[(aVe)Ad]
=cVO0
=c.
Asique a A (cVvVd) <c,dedonde aA(cVd)=aN[aN(cVd)]<aNc=0,
por lo que a A (¢ Vd) = 0. Como ¢ < ¢V dy ces pseudo-complemento de
aen L, c=cVd. Estonos dice que d < ¢ lo cual implica d < a V ¢. Por lo
tanto d = (aVe) Ad=0.
O]

Observacién 1.61. En toda cadena que tiene 0, todo elemento es esencial.
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Proposicion 1.62. Sea L una reticula pseudo-complementada. Si b es un
pseudo-complemento de a en L, entonces existe un pseudo-complemento c de

b tal que a < c. Mds atn, ¢ es entonces una extension esencial maxima de a
en L.

Demostracion. Sea ¢ un pseudo-complemento de a Vb en [a, 1], el cual existe
pues L es pseudo-complementada. Entonces a < ¢, de donde aV (bAc) = (aV
b) A ¢ = a. Afirmamos que ¢ es pseudo-complemento de b en L. Tenemos que
aV(bAc) = a, esto nos dice que bAc < a, entonces bAc = (bAc)Aa < bAa = 0.
De donde bA ¢ = 0. Ahora bien, sea x € L tal que bAx =0y ¢ < z, entonces
a < x, de donde z € [a,1]. Luego (aVb)Ax=aV (bAz)=aV0=a. Por
ser ¢ pseudo-complemento de a V b en [a, 1], x = ¢. Para demostrar que a es
esencial en [0, ¢|, supongamos que d < ¢y a A d = 0. Entonces:

aN(bVd)=(aNc)N(bVd)
aNlcA(bVd)
aA[(dVDb)Ad
=aN[dV(bAc)
a[dVO]
=aAd
=0.
Dado que b < bV d y b es pseudo-complemento de a en L, b = dVb. De donde
d <bycomod< c, entonces d < bAc = 0. Asi que d = 0. Finalmente,
si ¢ es un elemento en L tal que ¢ < ¢, entonces ¢ A b # 0, esto pues ¢ es
pseudo-complemento de b. Notemos que ¢ A (bAa) < bAa =0, de manera
que d ANb € [0,d] estal que d Ab#0y (¢ Ab) Aa = 0. Asi pues a no es
esencial. Por lo tanto ¢ es extensién esencial maxima de a en L. O

Proposicion 1.63. Sea L una reticula pseudo-complementada. Un elemento
a € L es un pseudo-complemento de algin elemento en L si y sélo si a es
esencialmente cerrado en L.

Demostracion. Supongamos que a es un pseudo-complemento de algin b €
L. Sea b’ un pseudo-complemento de a tal que b < ¥, el cual existe por
la Proposicién 1.62. Afirmamos que a es un pseudo-complemento de . En
efecto, como b’ es pseudo-complemento de a, ¥ A a = 0. Sea = € L tal que
VANx =0y a <z Tenemos que b < I/, de ahi que bAz <V Ax = 0.
Entonces b A z = 0, por ser a maximo, se sigue que x = a. Nuevamente, por
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la Proposicion 1.62, a es una extension maxima de si mismo en L. Por lo
tanto a es esencialmente cerrado en L.

Reciprocamente, consideremos el intervalo I = [a, 1]. Como L es pseudo-
complementada, existe b € I tal que b es pseudo-complemento de a. En el
contexto de la Proposicién 1.62, se debe cumplir que a = ¢. De ahi que a es
un pseudo-complemento de b. ]

Proposicion 1.64. Sea L una reticula pseudo-complementada, modular y
compactamente generada, entonces el supremo de todos los dtomos de L es
tgual al infimo de todos los elementos esenciales de L.

Demostracion. Sea a un atomo y b esencial en L, entonces a # 0 y por la
definicién de esencial, tenemos que a A b # 0. Como a Ab < a 'y a es atomo,
entonces a/Ab = a, por lo que a < b. Denotemos a s como el supremo de todos
los atomos de L y a e como el infimo de todos los esenciales en L. Tenemos
entonces que dado b esencial, para todo atomo a se cumple que a < b, de
ahi que s < b. Es decir, para todo b esencial en L se tiene que s < b, lo que
implica s < e. Por otro lado, como L es compactamente generada, entonces
el intervalo [0, e] también lo es. Ahora bien, procederemos a demostrar que
[0, €] es complementado, entonces por el Teorema 1.52 obtenemos que [0, €] es
localmente atomico, por lo que e es supremo de atomos y de ahi que s = e.
Supongamos que r < e. Sea ¢ un pseudo-complemento de x € L, por la
Proposicién 1.60, z V ¢ es esencial en L, de ahi que e < xV c¢. Afirmamos que
¢ A\ e es un complemento de z en [0, e]. En efecto,

(che)ANz =z A(cNe)

=(xAc)Ne
=0Ae
=0
Ademids (cANe)Vz=xzV(cANe)=(zVc)ANe=e. O

Ejemplo 1.65. La reticula de submoddulos. Si M es un médulo, entonces
la reticula 1L(M) de submddulos de M es superiormente continua, por la
Proposicion 1.57, (M) es pseudo-complementada.

Un submodulo N de M es esencial en M si este es un elemento esencial
de L(M), y este es el caso si y solo si para cada x € M — {0}, existe a € A
tal que 0 # xa € N.
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Ejemplo 1.66. Reticulas distributivas. Si L es una reticula distributiva,
entonces un elemento a € L tiene a los mas un pseudo-complemento en L.
En efecto, sean b,c € L pseudo-complementos de a, entonces a Nb = 0 y
aNc=0.Deahi queaN(bVec)=(aNb)V(aNc)=0V0=0.Dado que
b<bVcyc<bVec, por serb maxrimo, b =0bV c. Andlogamene ¢ = bV c.
Por lo tanto b = c.

Definicién 1.67. Una reticula L pseudo-complementada y distributiva es
llamada reticula Brouwer.

1.6. Operadores Cerradura

Definicién 1.68. Sea L una reticula completa. Un operador cerradura en L
es una funcion ® : L — L, denotado por ®(a) = a¢, tal que:

Cl1) a < b implica a® < b°;

Cl2) a < a;

Cl3) (a%)¢ = a°

Definicién 1.69. Un elemento a € L es cerrado bajo ®, si a = a°.

Proposiciéon 1.70. Los elementos cerrados forman una reticula completa
Le.

Demostracion. Si{a;}es es una familia de elementos cerrados, entonces para
todo i € I, \,c; @i < a4, lo cual implica (A,.; ;)¢ < (a;)¢ = a;. De ahi que
(Nier @) < Niey @i- Por otro lado, de la definicién de operador cerradura,
Nicr @i < (N;ey @i)¢. Por tanto A, a; = (\;c; ai)¢. Esto nos dice que A es
el infimo en L°. Por la Proposicién 1.12, concluimos que L¢ es una reticula
completa.

[]

Observacién 1.71. En general L° no es una subreticula de L. El infimo en
L¢ es la mismo que en L, pero el supremo \/,;a; en L° esta dado por:

Vie]ai = (Vie[ a;)’.

Para una familia arbitraria {a;}ic; de elementos cerrados.
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Demostracion. Dado que para toda i € I se cumple que a; < \/,; a;, se sigue
que a; = (a;)° < (V,e; @) Por lo que (\/;c; ;)¢ es cota superior de {a;}ic;.
Por definicién de operador cerradura, tenemos que [(\/;c; @) = (V,e; @:)°.
Sea x € L¢ cota superior de {a;}cs, entonces x € L. De ahi que \/,.; a; < .
Luego (\/,c; @) < 2 = x. O

Lo anterior nos dice que los elementos cerrados forman un sistema cerrado
en L, en el sentido del Ejemplo 1.17. Reciprocamente:

Observacién 1.72. 5i S es un sistema cerrado en L, entonces uno obtiene
un operador cerradura, definiendo:

a®=inf{se S|a<s}.
En efecto, sea a € L. Notar que a® € S, ya que S es cerrado bajo infimos.

1. Sean a,b € L tales que a < b, entonces para todo s € S tal que b < s,
tenemos que a < s. Esto implica que inf{t € S| a <t} <inf{se S|
b < s}, es decir a® < b°.

2. Sia €S, entoncesinf{s € S| a<s}=a, es decir, a° = a.
Sia ¢ S, entonces a < inf{s € S |a<s}, es decir, a < a.

Por lo tanto a < a‘.

3. Dado que a® € S, entonces (a°)° = a°.

De esta manera uno obtiene una correspondencia biyectiva entre opera-
dores cerradura y sistemas cerrados.

Un operador cerradura puede satisfacer uno de los siguientes axiomas
adicionales:

Cl4) (aVb)=a"Vb°
Cl5) (aANb)*=aNb°
Observacién 1.73. Cuando se satisface Clj), L es una subreticula de L.

Proposicion 1.74. Si L es una reticula modular completa, con un operador
cerradura que satisface Cl5), entonces L es modular.
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Demostracion. Sean a.b, ¢ elementos cerrados en L, con a < b. Entonces:

(aVe) ANb= (aV ) Ab
V) ADbE
aVc) Abl°
= [a Vv (eAD)f
aV(cAD).

[

(

Un resultado similar se cumple para la distributividad.

Proposicion 1.75. Si L es una reticula distributiva completa con un opera-
dor cerradura que satisface Cl5), entonces L¢ es distributiva.

Demostracion. Sean a, b, ¢ elementos cerrados en L con a < b. Entonces:
aN(bVe)=aAN (bVc)°
=a’A(bV )
=lan(bV)°

=[(anb)V (aNc)
= (aNb)V(aAc).

]

Definicién 1.76. Un operador cerradura es llamado finitario, si para cada
subconjunto dirigido D de L se cumple:

\/deD d° = (\/deD d)°.

Es decir, si cada supremo dirigido de elementos cerrados es un elemento
cerrado. Dado que esto implica que los supremos dirigidos en L° son los
mismos que en L, se sigue que:

Proposicion 1.77. Si L es una reticula superiormente continua con un ope-
rador cerradura finitario, entonces L¢ es superiormente continua.

Demostracion. Sean D un subconjunto dirigido de L¢ y a € L¢, entonces:
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aA (VdeDd) —an(\/ @

deD

:a/\(\/ d®)

deD

=an(\/ d

deD

=\ (and

deD

— \/l(@ndy]

=1\ (ana)
= VdeD(a Ad).
O

Observaciéon 1.78. Si L es una reticula completa con un operador cerradura
que satisface Cl4), L¢ no necesariamente es una subreticula completa de L.

Demostracion. Consideremos el espacio topolégico (R, 7.), donde 7. es la
topologia euclideana en R. Sea ® : P(R) — P(R) definido por ®(A) =
Clgr(A). Entonces ® es un operador cerradura que satisface C'14). En efecto:

1. Sea A C R, entonces A C Clg(A).

2. Si A C B C R, entonces Clg(A) C Clg(B).

3. Para todo A C R, Clg(Clg(A)) = Clg(A).

4. Sean A, B C R, entonces Clg(AU B) = Clg(A) U Clg(B).

Ahora bien, consideremos I' = {[1/n, 00) }nen, entonces I' es una familia de
elementos cerrados en (R, 7.) y es tal que [ JT' = (0, 00) el cual no es cerrado
en (R, 7.).

[

Proposicion 1.79. Sea ® un operador cerradura finitario en una reticula
compactamente generada L. Un elemento a es compacto en L° si y solo si
a = b°, para algun elemento b compacto en L.
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Demostracion. Supongamos que a es compacto en L. Dado que L¢ C L
y como L es compactamente generada, entonces a = \/,.,d, para algin
subconjunto dirigido D de L, donde cada d es compacto. Como & es finitario,
a=a= Vpd® = Vyepd. Asi que a = \/,.pd° donde {d° | d € D}
es un subconjunto dirigido de L°. Dado que L compactamente generada,
por la Proposicién 1.44, L es superiormente continua y por la Proposicion
1.77, L¢ es superiormente continua. Dado que a es compacto en L€, existe
do® € {d° | d € D} tal que a = dy°, con dy compacto en L.

Reciprocamente, si a = b°, para algin b compacto en L y v < \/ ., d
para algin subconjunto dirigido D de L¢. Como L¢ C L y b es compacto en
L, entonces existe dyg € D tal que b < dy. De ahi que b° < dy° = dy, esto es,
a < dy. Por tanto a es compacto en L°.

m

Corolario 1.80. St ® es un operador cerradura finitario en una reticula L
compactamente generada, entonces L° es compactamente generada.

1.7. Conexiones de Galois

Definicién 1.81. Sean L y L’ reticulas completas. Una conexion de Galois
entre L y L' es un par de funciones o : L — L' y 1 : L' — L que satisfacen:

1. Sixy,x9 € L son tales que x1 < o, entonces o(xy) < o(xq);
2. Siy1,ys € L' son tales que y; < ys, entonces 7(y2) < 7(y1);
3. Para todo x € L, x < 1o(x) y para todo y € L', y < o7(y).

Sea x € L, aplicando la condicién 3. a y = o(x) obtenemos que o(x) <
oro(z). Ademds, nuevamente por la condicién 3, x < 7o(z). Luego, apli-
cando 1. obtenemos que oro(xz) < o(z). De manera que para todo = € L,
o(x) = oro(x). Dualmente, para todo y € L', 7(y) = 1o7(y).

Observacion 1.82. Las funcionesto : L — L yot : L' — L' son operadores
cerradura en L y L', respectivamente.

Demostracion. 1. Sea x € L, por la condicién 3., = < 7o(z).

2. Sean x1,x9 € L tales que 21 < o, entonces o(zs) < o(x1). Luego,
To(z1) < To(29).
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3. Si x € L, entonces o7o(x) = o(x). De donde 7o(ro(z)) = (10)(x).
Por lo tanto 70 es un operador cerradura en L. Dualmente, o7 es un
operador cerradura en L'.
]

Observacién 1.83. Los elementos cerrados en L bajo To son de la forma
T(y), cony € L' y los elementos cerrados en L' bajo o1 son de la forma o(x),
conx € L.

Existen varios operadores cerradura importantes que surgen por las cone-
xiones de Galois. Sera de especial interés para nosotros un caso en particular
llamado el anulador de ideales o simplemente anulador, el cual lo abordare-
mos con méas detalle.

Proposicion 1.84. Sea R un anillo asociativo con uno, entonces existe una
conexion de Galois entres los ideales derechos e izquierdos de R dada por
[:L(R.) = L(.R) yr:L(.R) = L(R.), donde |l yr son como sigue:

lla) ={a € R|aa=0};
r(f) ={a € R| fa = 0}.

Demostracion. Veamos que [ y r estan bien definidas. Sea o un ideal derecho
de R. Dado que 0 € R es tal que O = 0, se sigue que [(«) # (). Sean a,d’ €
[(a), entonces para todo = € « tenemos que (e —a')z = axr—a'x =0—-0 =0,
esto es, (a—a’)a = 0. De manera que [(«) es un subgrupo de (R, +). Sea a €
[(a) y b € R, entonces para todo = € a tenemos que (ba)r = b(ax) = b0 = 0.
Asi que (ba) € I(«). Por lo tanto («) es un ideal izquierdo de R. Dualmente,
dado § ideal izquierdo de R, r(f3) es un ideal derecho de R. Ahora bien,
sean aq,ay € L(R.) tales que ag C ag y f1, B2 € L(.R), tales que 51 C [,
es claro que l(az) C l(a1) y 7(B2) C r(f1). Sea a € L(R.), demostraremos
que o C rl(a). Tenemos que r(l(a)) = {a € R | l(a)a = 0}. Sean = € «
vy y € l(a), entonces yxr = 0. Es decir, dado = € «, para todo y € l(«a) se
cumple yz = 0. De manera que = € rl(«), asi pues a C rl(«). Dualmente, si

B € L(.R), entonces 5 C Ir(S). O

Corolario 1.85. Los anuladores derechos r(f) forman una reticula com-
pleta Ann(R.) la cual es anti-isomorfa a la reticula Ann(.R) de anuladores
izquierdos ().
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Demostracion. Por la Proposicion 1.84, rl : L(R.) — L(R.) es un operador
cerradura. Luego, por la Observacién 1.83, los elementos cerrrados en L(R.)
bajo 7l son de la forma r(5), donde 8 € L(.R). Por la Proposicién 1.70,
Ann(R.) = {r(B) | 8 € L(.R)} es una reticula completa. Analogamene
Ann(.R) = {l(a) | « € L(R.)} es una reticula completa.

[

Observacion 1.86. Notar que | y r pueden ser definidas como funciones:
[:P(R)—{0} - L(.R) yr:P(R)— {0} — L(R.) con la misma regla de

asociacion dada en la Proposicion 1.84.

Observacion 1.87. Sea {I)} en € Ann(R.). Entonces podemos definir un
supremo en Ann(R.) por:

\/ LX::T[(W K]}ﬂ.

A€A A€A

Demostracion. Sea {I\}rea € Ann(R.), entonces para todo A € A, existe ()
tal que I = r(53,). Para todo A € A se cumple (), I(Ix) € I(I)), de donde
rl(Ix) C r[Nyea I(I))] ¥ como Iy C rl(1y), se sigue que Iy C r[(,cp [(12)]-
Ahora bien, sea K € Ann(R.) tal que para todo A € A, I, C K. Como K €
Ann(R.), existe 8 C R tal que K = r(f3). Tenemos entonces que para todo
A€ A I(K) C I(Iy). De donde I(K) C (yep l(In). Luego r[,ex l(1n)) C
rl(K) C rl(r(8)] = r(8) = K. De manera que r[[),., [(/))] € K.

[

Observacion 1.88. Sea {I)\} ea C Ann(.R), entonces podemos definir un
supremo en Ann(.R) por:

\ Lo=1[) r()].

AEA AEA

Proposicion 1.89. St a es un ideal derecho generado por un idempotente
e € R, entonces a es un anulador derecho. De hecho a = r(R(1 —e)).

Demostracion. Por hipétesis, o = {ex | z € R}. Mientras que r(R(1 —e)) =
{y € R | para todo x € R, (x — ze)y = 0}. Sea a € «, entonces existe xg € R
tal que a = exy. Sea x € R, entonces:
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=0

Asi que a € r(R(1 — e)), esto nos dice que o C r(R(1 — e)). Por otro lado,
sea y € 7(R(1 — e)), entonces para todo € R se cumple que (x — ze)y = 0.
En particular para x = 1 tenemos que (1 — e)y = 0. De donde y = ey, asi
que y € a. Con lo cual r(R(1 —e)) C a.

[

De manera simétrica se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.90. Si 3 es un ideal izquierdo generado por un idempotente
e € R, entonces 5 es un anulador izquierdo. De hecho = 1((1 — e)R).

Lema 1.91. Las siguientes condiciones en un anillo R son equivalentes.

1. Todo anulador derecho es generado por un idempotente.

2. Todo anulador izquierdo es generado por un idempotente.

Demostracion. Si se satiface 1., entonces para todo S C R, existe e € R
idempotente tal que ri(S) = eR. Asi pues:

[(S) =1rl(S)
l(eR)
(1= (1 —e)R)
R(1 —e).

Por lo tanto [(S) es generado por un idempotente. Finalmente 2. implica 1.
se sigue analogamente.

]

Definicién 1.92. Un anillo de Baer es un anillo en el cual cada anulador
derecho (e izquierdo) es generado por un idempotente.
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Proposicion 1.93. Si R es un anillo de Baer, entonces el conjunto de los
1deales principales derechos generados por un idempotente forma una reticula
completa, la cual es anti-isomorfa a la reticula de ideales principales izquier-
dos generados por un idempotente.

Demostracion. Sea {I)}rea una familia de ideales principales derechos gene-
rados por un idempotente, entonces por la Proposicién 1.89, para todo A € A,
I, es un anulador derecho. Por el Corolario 1.85, existen el supremo y el infi-
mo de la familia {I)},ca en la reticula Ann(R.). Dado que R es de Baer, el
supremo y el infimo de la familia {7, }ea, son generados por un idempotente.
De modo que el conjunto de ideales principales derechos generados por un
idempotente forman una reticula completa. Andlogamente para el conjunto
de los ideales principales izquierdos generados por un idempotente.

]

Definicién 1.94. Un anillo R es regular (en el sentido de von Neumann),
st para todo a € R existe x € R tal que a = aza.

Proposicion 1.95. Un anillo R es reqular si y solo si cada ideal principal
derecho de R es generado por un idempotente.

Demostracion. Supongamos que R es regular. Sea I un ideal principal de-
recho de R, entonces existe a € R tal que I = aR. Por hipdtesis, existe
x € R tal que a = axa, entonces az es idempotente y aR = (az)R. En efecto
(ax)(axr) = (ara)x = ax. Ahora bien, si y € aR, entonces existe b € R tal
que y = ab = (axa)b = (ax)(ab) € (azx)R. De ahi que aR C (ax)R. Por otro
lado, si y € (ax)R, entonces existe b € R tal que y = (ax)b = a(xb) € aR,
asi que (ax)R C a(R). De manera que aR = (az)R, es decir, [ = (ax)R.

Reciprocamente, supongamos que todo ideal principal derecho de R es
generado por un idempotente. Entonces para todo a € R existe e € R idem-
potente tal que aR = eR. Dado que e € eR, entonces existe x € R tal
que e = ax, de donde ea = axa. Afirmamos que a = ea. En efecto, prime-
ro notemos que si y € eR N (1 — e)R, entonces existen ¢,s € R tales que
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et =y = (1 — e)s. De manera que

y=-cet
= e(et)
=e[(1—e)s]
= (e—e?)s
=(e—e)s
= 0.

Asi que (1 —e)RNeR = {0}. Ahora bien, dado que ea,a € eR, se sigue que
(1 —e)a=a—ea € eR. De manera que (1 —e)a € (1 —e)RNeR = {0}, de
donde a — ea = 0 y asi a = ea. Por lo tanto a = azxa.

[
De manera simétrica se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.96. R es reqular si y solo si cada ideal principal izquierdo de
R es generado por un idempotente.

Corolario 1.97. Sea R un anillo reqular, entonces existe una conexion de
Galois entre las reticulas Princ(R.) y Princ(.R) de ideales principales dere-
chos e ideales principales 1zquierdos, respectivamente, de R.

Demostracion. Como R es regular entonces todo ideal principal derecho y
todo ideal principal izquierdo es generado por un idempotente. De manera
que la conexion de Galois requerida esta dada por

Iprine : Princ(R.) — Princ(.R);
Tprinc : Princ(.R) — Princ(R.).

Donde lppinc(eR) = l(eR) = R(1 — €) y rprinc(Re) =r(Re) = (1 — e)R.
]

Definicién 1.98. Un anillo reqular R es completo cuando cualquiera (y de
ahi que ambas) de las reticulas Princ(R.) y Princ(R.) son completas.

Proposicion 1.99. Un anillo regular es completo si y solo si es un anillo de
Baer.
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Demostracion. Por la Proposicién 1.93, todo anillo regular de Baer es com-
pleto. Reciprocamente, supongamos que R es un anillo regular completo.
Sea v un anulador derecho, entonces existe S C R tal que a = 7(.5). Sea
eoR =inf{(1—e)R | e € l[(a) es idempotente }, es decir, egR = [{(1—¢)R |
e € l(a) es idempotente }, entonces o = egR. En efecto, sea b € [(a), en-
tonces ba = 0. Ademas, dado que R es regular, existe idempotente f € R
tal que Rb = Rf. Como f € Rb, existe v € R tal que f = zb, de ahi
que fa = (zb)a = z(ba) = 20 = 0. De manera que f € [(«), de don-
de egR C (1 — f)R. Ahora bien, sea y € (beg)R, entonces existe s € R
tal que y = (beg)s = b(eps). Dado que b € Rf y eps € (1 — f)R, enton-
ces existen &' y s” € R tales que b = §'f y egs = (1 — f)s”, de ahi que
y=(s'f)(1— f)s" =0. Esto nos dice que begR = 0, de donde egR C r({b}).
Como b € I(«) fue arbitrario, tenemos que para todo b € l(«), egR C r({b}).
Se sigue que egR C r(l(a)) = rir(S) = r(S) = a. Por otro lado, si a € «,
entonces para cada idempotente e € [(«) se cumple que ea = 0, de donde
a=a—ea=(l—e)a€ (l—e)R. Asiquea € eyR, porlo que a C ¢R.

[

Ejemplo 1.100. La completacion Dedekind-MacNeille. Sea L una
reticula, para cada subconjunto S de L definimos:

Ub(S) ={x € L |z es cota superior de S };
Lb(S) ={zx € L |z es cota inferior de S }.

Entonces Ub y Lb definen una conexion de Galois de P(L) consigo mismo.
En efecto, sean S,S" C L tales que S C S’. Dado que toda cota superior de S
es cota superior de S’ y toda cota inferior de S es cota inferior de S’, se sigue
que Ub(S") C UDB(S) y Lb(S") C Lb(S). Veamos ahora que S C Ub(Lb(S)).
Por definicion Ub(Lb(S)) = {a € L | a es cota superior de Lb(S)}. Sea
x € S, entonces para todo y € Lb(S), y < x. Esto nos dice que x cota
superior de Lb(S). Por lo tanto S C Ub(Lb(S)). Dualmente S C Lb(Ub(S)).
Notar que para todo S € P(L), Ub(S) es un filtro en L, mientras que Lb(S)
es un ideal en L. En efecto, dado S € P(L):

1. Sean a € Ub(S) y x € L tal que a < x, entonces para todo s € S,
s <a<zx. Asiquex es cota superior de S, de donde x € Ub(S).

2. Sean a,b € Ub(S), entonces para todo s € S, s < a y s < b. Esto nos
dice que para todo s € S, s es cota inferior de {a,b}. Asi que para todo
s€ S, s<aANb. Porlo tanto a Nb € Ub(S).
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3. Si L tiene 1, entonces para todo s € S, s < 1. De donde 1 € Ub(S).

Por lo tanto Ub(S) es un filtro en L, dualmente Lb(S) es un ideal en L.
Para cada subconjunto S de L denotamos S = Lb(Ub(S)), de manera que
S es un ideal en L. Los ideales S que son cerrados en el sentido S = S,
por la Proposicion 1.70, forman una reticula completa L, donde L = P(L)°.
Ademds el infimo y el supremo de una familia de ideales cerrados {I\}ren en

L estan dadas por:

/\AGA I = nAeA Iy, \/AEA I = UAEA Iy.

La reticula L es isomorfa a la subreticula L' de L que consiste de ideales
principales. En efecto. Primero veamos que para todo a € L:

La=Lb(Ub({ a)).

Dado que LbUb es un operador cerradura, | a C Lb(Ub({ a)). Por otro lado
sea y € Lb(Ub({ a)), entonces para todo x € Ub({ a), y < x. En particular
parax = a,y < a. Asi quey €| a, porlo tanto Lb(Ub({ a)) C| a. Ahora bien,
sea ® : L — L' dada por ®(a) = a. Afirmamos que ® es isomorfismo de
reticulas. Claramente ® es sobreyectiva. Sean a,b € L tales que ®(a) = ®(b),
entonces | a =] b. De donde a < b y b < a, asi que a = b. De manera
que ® es una funcién biyectiva. Claramente ®~1 : L' — L es de la forma
O (| a) = a. Sean a,b € L tales que a < b, entonces | a C| b, es decir,
®(a) C B(b). Por otro lado, sean | a,] b € L', tales que | a C| b, entonces
a <b. Porlo que ® y &' son morfismos de orden, por la Proposicién 1.7,
® es isomorfismo de reticulas. Que L sea una completacién de L, se sigue
del hecho de que para todo ideal cerrado S, se cumple:

S = ﬂerb(S) b=V, 5l

En efecto, como S es cerrado, S = Lb(Ub(S)). Luego s € S si y sdlo si
s € Lb(Ub(S)) si y sdlo si s es cota inferior de Ub(S) si y sélo si para todo
x € Ub(S), s < x si y sdlo si para todo x € Ub(S), s €} = si y sdlo si
s € ﬂerb(S) bz Asi que S = ﬂgceUb(S) 4 x. Por otro lado, tenemos que
Vies 4 = Lb(Ub(U,cq 4 7). Sea y cota superior de S y a € J,cq | 7,
entonces existe ¥’ € S tal que a €] x'. De donde a < ' <y, esto nos dice
que y es cota superior de J,cq 4 x. Por lo que Ub(S) € Ub(U,eq 4 7).
Dado que S C U,cq 4 X, se sigue Ub(|J,cq 4 ) € Ub(S). Por lo que se
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da la igualdad y como Lb es funcion, obtenemos S =\/ . | x. Finalmente,
® : L — L preserva todos los supremos e infimos que existan en L. En
efecto, sea K C L y supongamos que eziste \| K € L. Demostraremos que
OV K)=\VPK). Seax € ®(\/ K) = (V K), entonces x < \/ K. Tenemos
que para y € Ub(Uyex + k) v para todo a € Uy 4 &, a < y. En particular
para todo k € K, k < vy. De ahi que \| K <y, luego x < y. Esto nos dice
que x es cota inferior de Ub([U,cpe 4 k), asi que L (VK) C Ve 4 k.
Por otro lado, dado a € Jycx | k, existe k' € K tal que a €] k'. De
donde a < k' < \/ K. Por lo tanto \| K € Ub({,cx 4 k). Ahora bien sea
y € VO(K) = Ve |k, entonces para todo x € Ub([Jyeie 4 k), y < 2. En
particular para © = \| K, y < \| K, esto nos dice que y €] \/ K.Entonces
Viex + & €L VK. Por lo tanto ®(\/ K) = \/ ®(K). Dualmente, si existe
N\ K € L, entonces ®(\ K) = \ P(K).

Ejemplo 1.101. Completacion de un dlgebra booleana. Sea L un dlge-
bra booleana con complementacion x. Para cada subconjunto S de L, defini-
mos:

S*={a€L|aNns=0, para todo s € S}.

Entonces o : P(L) — P(L) dada por o(S) = S* define una conexion de
Galois de P(L) consigo misma. Por la Proposicion 1.30, a\'s es equivalente
con a < s*, de ahi que:

S* ={a € L|a<b* para todobe S*} = Lb({b* € L | b € S*}).

Dado b € S* es equivalente a s < b*, para todo s € S, se sigue que b* € Ub(S).
Por otro lado, si x € Ub(S), entonces para todo s € S se cumple s < x =
(x*)*. Lo cual es equivalente a que para todo s € S, x* Ns = 0. Asi que
r € S*, de donde v = (z*)* € {b* | b € S*}. Asi pues S*™ = Lb(Ub(S5)), se
sigue entonces que los ideales cerrados bajo el operador o son los mismos que
los ideales que fueron definidos en la Completacion de Dedekind-MacNeille.

Proposiciéon 1.102. La Completacion Dedekind-MacNeille de un dlgebra
booleana L, es también un dlgebra boolena.

Demostracion. Para cualesquiera ideales I, J de L se cumple:

(fuJ)y*={aeL|anb=0,paratodobe [UJ} =1*NJ"
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Asi pues, (I U I*)* = (I* N I**)*. Ahora bien notar que si x € I* N I**,
entonces para todo y € I*, y Az = 0. Dado que x € I*, x =z Az = 0.
De donde (I U I*)** = 0* = L. De ahi que para [ un ideal cerrado, I* es su
complemento en la reticula L. Ahora bien, si J es un ideal cerrado tal que
I NJ =0, entonces para todo a € I, b € J tenemos que a Ab € INJ. Es
decir, dado b € J se cumple que a A b = 0, para todo a € I. Por lo que
J C I*. Reciprocamente, si J es un ideal cerrado tal que J C I*, entonces
I =I"CJ* dedonde INJ C J*NJ = 0. Por la Proposicién 1.30, L es un
algebra booleana.

]
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Capitulo 2

Operadores Cerradura en la
Categoria de Madédulos

2.1. Introduccién y Hechos preliminares

Definicién 2.1. Una categoria C consta de tres cosas.

= Una clase de objetos Obj(C);

» Para cada par de objetos (A, B), existe un conjunto Home(A, B), cuyos
elementos son llamados morfismos de A a B;

= Una operacion o llamada composicion tal que para cada terna de objetos
(A,A;A") enC, o Home(A', A”) x Home(A, A') — Home (A, A”).

Antes de establecer los axiomas para categorias, introducimos la siguiente
notacién: para indicar que f € Home(A, A’), escribimos f : A — A'. La
composiciéon de f: C — C’ con g : ¢! — C” es denotada por gf.

Los axiomas que tiene que cumplir una categoria son los siguientes:

1. Si (A, B) # (C, D), entonces Home(A, B) N Home(C, D) = 0.

2.5 f:A— B,g: B— Cyh:C — D son morfismos, entonces
h(gf) = (hg)[.

3. Para cada objeto A de C, existe 14 € Home(A, A) tal que 14f = fy
gly =g, paratodo f: A — Ayg: A— A"

43
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Sea R un anillo asociativo con uno. Denotamos por R-Mod la categoria de
R-modulos izquierdos unitarios y entenderemos por R-morfismo, un morfismo
de R-médulos izquierdos. Para cada moédulo M € R-Mod, la reticula de
submddulos de M es denotada por L(zM). A partir de ahora utilizaremos
libremente conceptos de la teoria de modulos que el lector podra encontrar
en [1].

Definicién 2.2. Un operador cerradura en R-Mod es una asignacion C la
cual asocia a cada par N C M, donde N € L(gM), un submddulo de M
denotado por Cyr(N) que satisfacen las siguientes condiciones:

(€1) N € Cu();
(c2) Si N, P € L(gM) son tales que N C P, entonces Cpi(N) C Cp(P);

(3) Si f: M — M es un R-morfismo y N C M, entonces f(Cy(N)) C
Cur (f(N)).

El submédulo Cp(N) de M serd llamado la C-cerradura de N en M. Para

Cr(N) el modulo M es el término superior y N es el término inferior.

Observacion 2.3. La condicion (c2) es la monotonia en el término inferior,
mientras que en la monotonia en el término superior se sigue de (c¢3):

(d2) Si N, P € L(rgM) son tales que N C P, entonces Cp(N) C Cpr(N).

Demostracion. Si i : P — M es el morfismo inclusién, entonces de (c3)
tenemos que i(Cp(N)) C Cy(i(N)). Es decir, Cp(N) C Cpr(N).
0

Notaciéon 2.4. Denotaremos por CO la clase de todos los operadores cerra-

dura de R-Mod.

Definicién 2.5. Definimos un orden en CQ denotado por <, como sigue:
C < D siy sdlo si Cpy(N) C Dy(N), para cada N € L(gM).

Proposicion 2.6. El orden < de la Definicion 2.5 es un orden parcial en
CO.

Demostracion. 1. Es claro que para todo C € CO, C < C.
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2. Sean C, D € CQO tales que C < Dy D < C, entonces para todo N €
Dy(N). Por lo que C = D.

3. Sean C, D, E € CO tales que C' < Dy D < E, entonces para todo
N € L(rM), Cu(N) € Du(N) y Du(N) C Em(N), lo que implica
Cu(N) C Epy(N). De manera que C' < E.

O

Observacion 2.7. A partir de ahora usaremos la notacion N < N para
indicar que N € L(rM). De hecho, el simbolo < también lo emplearemos
para denotar un orden entre funciones abstarctas de R-Mod, las cuales de-
finiremos en la Seccion 2.2. Por lo que el lector deberd tener cuidado con
lo que indicard el simbolo <. Dado que para operadores cerradura usaremos
C, Dy FE, para R-mddulos izquierdos usaremos N, P y M, finalmente para
funciones abstractas de R-Mod utilizaremos F o simplemte por el contexto
de cada proposicion, el lector no deberia tener problemas para identificar el
significado de < en lo que resta del capitulo.

De acuerdo con B. Stenstrom en [1], el término gran reticula es usado
cuando la reticula no es un conjunto, es decir, cuando la reticula es una
clase.

Proposicion 2.8. La clase CO puede ser considerada una gran reticula com-
pleta mediante las reglas:

(/\ael CO!)M(N) = ﬂag](coc)M(N);
(Vaer Ca)u(N) = 32 0e1(Ca)u(N).
Para cada familia {C, | « € I} C CO y para cada par N < M.

Demostracion. Veamos que /\,.; Co es un operador cerradura.

1. Tenemos que para todo a € I, N < (C,)n(N). De ahi que:

N < Naer(Ca)a(N).

(rM) tales que N < P, entonces para todo a € I,

2. Sean N,P € LL
) < (Ca)m(P). Lo que implica:

ARG,
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Nacr(Ca)m(N) < Noer(Ca)u (P).

3. Sean f: M — M’ un R-morfismo y N < M, entonces para todo « € I,
F((Co)m(N)) < (Co)mr(f(N)). De donde:

F(Maer(Ca)a(N)) < Naer F(Ca)rr(N)) < Maer(Ca)arr (f(N))-

Asi pues:

F(Naer(Ca)m(N)) < Naer(Ca)ar (F(N)).

Denotaremos por A a {C, | « € I}. Sean C, € Ay N < M, entonces
Nacr(Ca)u(N) < (Co)m(N). Es decir, A c;Co < Cy, para todo a € 1.
Entonces A ,.; Ca es cota inferior de .A. Ahora bien, sea D € CO cota inferior
de A, entonces para todo N < M y para todo o € I, Dy (N) < (Co)p(N),
de manera que Dy (N) < ((Co)m(N), de donde D < A, C. Por lo tanto
Aocs Ca es el infimo de A.

Veamos que \/,; C, es un operador cerradura.

1. Tenemos que para todo o € I, N < (Cy)n(N). De ahi que:

N < ZaeI(Ca)M(N)'

€ L(gM) tales que N < P, entonces para todo o € I,
< (Co)m(P). Lo que implica:

2 acr(Ca)ur(N) <3 2e (Ca)u(P).

3. Sean f: M — M’ un R-morfismo y N < M, entonces para todo « €
I, f((Ca)m(N)) < (Ca)ar(f(N)). De ahf que 35 ,c; f((Ca)u(N)) <
> acr(Ca)ar (f(N)). Como f(3 e/ (Ca)u(N)) = 2aer f(Ca)u(N)),

se sigue que:

2. Sean N, P
(Ca)m(N)

FQlaer(Ca)m(N)) <3 20e (Ca)ar (f(N)).

Sean C, € Ay N < M, entonces (Co)p(N) < Y0/ (Ca)m(N). Es decir,
C, < Zael C,, paratodo a € I. Entonces \/ael C, es cota superior A. Ahora
bien, sea D € CO cota superior de A, entonces para todo N < M y para todo
acl, (Co)u(N) < Dy(N), de manera que Y - (Co)p(N) < Dy(N), de
donde \/,.; Co < D. Por lo tanto \/ ., C, es el supremo de A.

]
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En la clase CO de operadores cerradura de R-Mod, dos operaciones son
introducidas:

Definicién 2.9. Para todo C, D € CQO, definimos:

1. El producto C' - D, dado por:
(C-D)y(N) = (Cp(Dp(N))), para cada N < M.
2. FEl coproducto C#D dado por:
(C#D)y(N) = Cp,n)(N), para cada N < M.
Veamos que la Definicion 2.9 es buena para el producto C' - D.
1. Dado que N < Dy (N)y Dy (N) < Cp(Dys(N)), se sigue que:
N < Cu(Dy(N)).

2. Sean N, P € L(gM) tales que N < P, entonces Dy;(N) < Dy (P). De
donde:

Cu(Du(N)) < Cy(Du(P)).

3. Sean f : M — M’ un R-morfismo y N < M, demostraremos que
F(Cu(Day(N))) < Cap (D (f(N))). Tenemos que f(Car(Dpr(N))) <
Crr (f(Dar(N))). Ademas f(Dy(N)) < Dy (f(N)), de ahi que
Car(f(Dm(N))) < Crarr((Darr)(f(N))). Asi pues:

f(Cu(Dy(N))) < Crr(Darr (f(N))).
Veamos que la Definicion 2.9 es buena para el coproducto C#D.

1. Dado que N < Dy (N), se sigue que:

N < CDJ\/I(N)(N)‘
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2. Sean N, P € L(gM) tales que N < P, demostraremos que Cp,,n)(N)

< Cpyy(p)(P). Tenemos que N < P < Dy(P) de donde Cp,,(py(NN) <
Cpy(p)(P). Por otro lado N < Dy (N) < Dy (P), en virtud de (c2)
Cpyvy(IN) < Cp,,py(N). Lo que implica:

CDM(N)(N> < CDM(P)(P>'

.Sean f : M — M’ un R-morfismo y N < M, demostaremos que

f(Cpynvy(N)) < Cp,, ;v (f(N)).

Tenemos que f(Dy(N)) < Dy (f(N)). Ahora bien, sea fi : Dy (N) —
Dy (f(N)) dada por fi(x) = f(z), para todo x € Dy(N), entonces
fi es un R-morfismo. Luego, para todo K < Cjy/(N) se cumple que
J1(Cpy ) (K) < Cp,,r(vy)(fi(K)), en particular para N. Notemos

que £1(C, ) (N)) = F(Cpyyny(N) ¥ fi(N) = (V). Asi pues:

F(Cpyy(N)) < Cp, ) (f(N))-

Proposicion 2.10. Para todo C, D € CQO, se cumple que:

C#D<CAD<CVD<C-D.

Demostracion. Sea N € L(grM). Por definicién, N < Dy (N) < M, en virtud
de ¢'2), Cp,,v)(N) < Cp(N). Nuevamente, por definicién Cp,,n)(N) <
Dy (N). Asipues, Cp,, (v (N) < Cy(N)NDy(N). Porlo que C#D < CAD.
Es claro que C A D < C'V D. Por ultimo, de cl) Dy (N) < Cy(Dp(N)).
Por otro lado, de ¢2) tenemos que Cy/(N) < Cp(Dpr(N)). De manera que
Cr(N)+ Dy (N) < Cy(Dpr(N)), por lo tanto CV D < C - D. O

Los tipos mas importantes de operadores cerradura son los siguientes:

Definicién 2.11. Un operador cerradura C de R-Mod es llamado:

1. Débilmente hereditario si Cpi(N) = Ce,,(v)(N), para cada N < M;

. Idempotente si Cyr(N) = Cr(Cp(N)), para cada N < M.

Observacion 2.12. Si C' es un operador cerradura idempotente de R-Mod
entonces para todo M € R-Mod, la funcion Cy; es un operador cerradura de
la reticula L(gM).
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La Observacion 2.12 hace la conexion entre el Capitulo 1 y el Capitulo
2. De manera que dado un operador cerradura idempotente de R-Mod, este
induce para cada M € R-Mod un operador cerradura que satiface la Defini-
cion 1.68 de la Seccion 6 del Capitulo 1. Asi pues hemos logrado establecer la
conexion entre operadores cerradura en la teoria de reticulas y los operadores
cerradura de la categoria R-Mod.

Definicién 2.13. Sea C € CO. Un submédulo N € L(gM) es llamado:
1. C-denso en M si Cp(N) = M;
2. C-cerrado en M si Cpf(N) = N.
Para cada C € CO y M € R-Mod denotamos:
FY(M)={N < M| Cyu(N)=M};
F5 (M) ={N <M |Cyu(N)=N}.

Es claro que F&(M)NFS (M) = {M}. De esta manera cualquier operador
cerradura C' € CO define dos funciones F¢ y F¢ las cuales asocian a cada
médulo M el conjunto de submédulos F& (M) y FS (M), respectivamente.

2.2. Operadores Cerradura Débilmente He-
reditarios

Sea C' € CO. Para cada M € R-Mod, consideremos el conjunto de
submoddulos C-densos:

FY(M)={N < M| Cyu(N) = M},

y la funcién F¢ : R-Mod— P(R-Mod) la cual asocia a cada médulo M el
conjunto de submédulos FE(M).

Observacién 2.14. Sea C € CO, la asignacién C — FE es mondtona, es
decir, si C' < D entonces para todo M € R-Mod, F& (M) C FP(M).

Demostracion. Supongamos que C' < D, entonces para todo N < M se
cumple que Cyr(N) < Dy (N). En particular si N € FE (M), M = Cp(N) <
Dy (N), de ahi que M = Dy (N). Por lo que N € FP(M).

]
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Ahora, consideramos una funciéon abstracta F la cual determina para
cada M € R-Mod a un conjunto no vacio de submédulos F(M) de M tal
que M € F(M) y este es compatible con isomorfismos, esto es, si M’ € R-
Mod es tal que M = M’ entonces M’ € F(M).

Definicién 2.15. Diremos que la funcion F : R-Mod— P(R-Mod) es una
funcion abstracta de R-Mod del tipo Fi, si satisface las siguientes propieda-
des:

1) Si N € F(M,), donde M, < M y«a € 1, entonces N € F(3_,c; Ma);

2) SiN<P<MuyN € F(P), entonces para cada K < M se satisface
N+ KeF(P+K);

3) Si f: M — M es un R-morfismo y N € F(M), entonces f(N) €
F(f(M));

4) SiN<P<MyNeF(M), entonces P € F(M).

Observacion 2.16. La implicacion 2) = 4) es obvia dado que: si N < P <
M y N € F(M), entonces por 2), N+ P € F(M+ P), es decir, P € F(M).

Definicién 2.17. Sean F' y F" dos funciones abstractas de R-Mod del tipo
Fi1. Diremos que F' es menor o igual que F" y lo denotaremos por F' < F",
si para todo M € R-Mod, F'(M) C F"(M).

Proposicion 2.18. Sea C' un operador cerradura arbitrario de R-Mod. En-
tonces la funcion asociada FC es una funcion abstracta de R-Mod del tipo

Fi.

Demostracion. 1. Sea N € FZ(M,), donde M, < M,y o € I. En-
tonces N < M, y Cy, (N) = M,, para cada o € I. De modo que
N < 3 .c; M. Por otro lado, por la monotonia (¢'2), tenemos que
Cum,(N) < Cx _ m,(N). De ahi que M, < Cy> _ a,(N), para cada
a € I, esto implica }_ ., My < Cs>_, m,(N). Dado que la desigual-
dad contraria siempre se da, >° . My = Cs>_ _ m, (V). Por lo tanto
N € F{ (Xaer Ma).

2. Sea N < P<MyNeF(P). Luego Cp(N) = P. Asf que para cada
K <M, Cp(N)+ K = P+ K. Demostraremos que Cp; (N + K) =
P+K.Como N < P < P+K,sesigue que Cp(N) < Cpig(N) y dado
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que Cp, g (N) < Cpyg(N+K), tenemos que P < Cp, (N4 K). Dado
que K < N+ K < P+ K, sesigue que K < Cp,g(K) < Cpygx(N+K).
Asi pues P+ K < Cpyg(N + K) y dado que la desigualdad contraria
siempre se da, Cpyx(N + K) =P+ K.

3. Sean f: M — M’ un R-morfismo y N € FZ (M), entonces Cp(N) =
M. De (c3) se sigue que f(Cy(N)) < Crany(f(N)), esto es, f(M) <
Cran(f(N)). Consideremos fl : M — f(M), el morfismo correstric-
cién a la imagen, dada por f!(z) = f(z), para todo x € M. Tenemos
entonces que f/(M) C Cyan(fI(N)), por lo que f(M) < Cran(f(N)).
Por lo tanto Crony (f(NV)) = f(M).

[

Ahora veremos la transicion inversa: de la funcién abstracta F de R-Mod
del tipo Fi, a un operador cerradura de CQO. Para lo cual introducimos la
siguente notacion: si F es una funcién abstracta de R-Mod del tipo Fi, sea
C7 el operador definido por la regla:

(CT)u(N)=> {Mo <M |N < M, N € F(M,)} (2.1)
para cada N < M. Dado que N € F(N), el operador esta bien definido.

Observacién 2.19. La asignacién F — C7 es mondtona. Es decir, si
F' < F", entonces CT < CT".

Demostracion. Supongamos que F' < F”. Para todo N < M tenemos que:
(CF)m(N) =AMy < M | N < My, N € F' (M)}

Mientras que:
(CT)w(N) =3 {Ls < M | N < Ly, N € F'(Lg)}.

Dado que para todo o € I, M, < M y N € F'(M,), por la condicién
1) tenemos que N € F'(3_,c; Ma) € F'(D_ne;r Ma). De manera que N <
(CTVu(N) < My N € F'(3,c; Ma), esto nos dice que (C7)y(N) es
alguno de los Ls. Asf pues (C¥')y(N) < (C7")p(N). Por lo tanto CF <
cr". O

Proposicion 2.20. Sea F una funcion abstracta de R-Mod del tipo Fi.
Entonces el operador C* definido por la regla (2.1) es un operador cerradura
de R-Mod.
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Demostracion. 1. Dado que para todo a € [ se satisface N < M, y
M, < (CT)p(N), se sigue que N < (CF)y(N),

2. Sean N < P < M. De la definicién tenemos que:
(CP)m(P) =3{Ls <M | P < Lg, P € F(Lg)}.

Por otro lado, de la definicién de (C7)y(N) tenemos que para todo
a€l, N e F(M,). Por la condicién 2), N + P € F(M, + P), pero
N+ P = P, asi que P € F(M, + P). Ademés como P < M, + P,
para todo a € I. Tenemos que M, + P son algunos de los Lg. De
manera que . ., Mo < 5 (Mo + P) < 3 5., Lg. Por lo tanto
(CT)u(N) < (CF)u(P).

3. Sean f: M — M’ un R-morfismo y N < M, entonces:

FUCT)u(N)) = [(Eaer Ma) = Xoer f(Ma).

Ahora bien, por definicién:
(C) e (f(N)) =2{Ls < M"| f(N) < Lg, f(N) € F(Lg)}-

De la definicién de (C¥)y(N) y de la condicién 3), tenemos que pa-
ra todo a € I, f(N) € F(f(M,)). Notemos que para todo a € I,
f(N) < f(M,). De manera que los f(M,) son algunos de los Lg. Por lo

tantoy o, Mo < 3 ge; Lg, es decir, f((C7)u(N)) < (Cf)M/(f(N)).D

Proposicion 2.21. Sea F una funcion abstracta de R-Mod del tipo F.
Entonces el operador cerradura CF asociado es débilmente hereditario y su
correspondiente funcion }"ICF definida por:

FE (M) ={N < M | (CF)p(N) = M}
coincide con F.

Demostracion. Por definicién:

(CT) 2 er Ma(N) = 32{Ls < 3gey Ma | N < L, N € F(Lp)}.
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Por otro lado, de la definicién de (C¥)y(N), tenemos que para todo o €
I, N < M,y N € F(M,). Usando la condicién 1), N € F(>_ o, Ma).
Ademéds N < )" ., M,, de modo que ) ., M, es algin Lg. De ahi que
Y aer Mo < 3 5c; L, es decir, (CT)m(N) € (CF)cr)pn(IV). Dado que
la desigualdad contraria siempre se da, obtenemos la igualdad deseada, lo
cual demuestra que C7 es débilmente hereditario. Sea N € F(M), entonces
Me{M,<M|N<M,,N € F(M,)}. Porlo que (C7)y(N) = M, de
donde N € FE7(M). Con lo cual F C FE7. Por otro lado, si N € FC7 (M),
entonces (C7 )y (N) = M. Esto es:

SMM, < M |N < M, N € F(M,)} = M.

Asf que para N € F(M,), por la condicién 1, tenemos que N € F (3, o, M,)

= F(M). Por lo tanto ]-'IC C F.
O

A continuacién las asignaciones consecutivas C' +—— FC, F — C7 seran
consideradas. Si C' € CQ), entonces por la Proposicién 2.18, FC es una funcién
con las propiedades 1), 2) y 3). Mas atn por la Proposicién 2.20 la funcién
FC determina el operador cerradura C% . Denotaremos C, = C7T .

Proposicion 2.22. Para cada operador cerradura C € CQO tenemos:
1. C, < C
2. C, es débilmente hereditario;

3. C, es el operador cerradura débilmente hereditario mds grande que estd
contenido en C.

Demostracion. 1. Por definicién:
C,=Y{M,<M|N < M,,N € F°(M,)}.

Dado que F{ satisface la condicién 1), N € FZ (3", .; M,). Por lo
que N < > o Myy Os,_ m.(N) = > c; Mo Notar que N
> aer Mo < M implica Cy> _ ar, (V) < Cpr(N), es decir,

<
— aEI o <
Cr(N). Por lo tanto C, < C.

2. Dado que F{ satisface las condiciones 1), 2) y 3, por la Proposicién
2.21 el operador cerradura C, = C/ ' es débilmente hereditario.
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3. Sea D un operador cerradura débilmente hereditario en R-Mod tal
que D < C. Demostraremos que Dy (N) < (Cy)p(N). Tenemos que
Dy (N) = Dp,yv)(N) < Cpyyn)(N) < Dar(N). Asi que Cp,, vy (N) =
Dy, por lo que N € FE(Dy(M)). De manera que Dy (N) es alguno de
los M, de la definicién de (C.) (V). Por lo tanto Dy (N) < (Cy) (V).

[

Corolario 2.23. El operador cerradura C' € CO es débilmente hereditario si
y sdlo si C' = C,, donde C, = C71 .

Teorema 2.24. Las asignaciones C — FC y F — C7 definen una biyec-
cton mondtona entre los operadores cerradura débilmente hereditarios de la
categoria R-Mod y las funciones abstractas F de R-Mod del tipo 1.

Demostracion. Si C es un operador cerradura débilmente hereditario de R-
Mod, entonces por el Corolario 2.33 C' = C7t. Por otro lado, si F es una
funcion abstracta de R-Mod del tipo 1, entonces por la Proposicién 2.21
F=F.

m

2.3. Operadores Cerradura Idempotentes

Los resultados de esta seccion en cierto sentido son duales a las afir-
maciones de la Seccion 2.2. Demostraremos la caracterizaciéon de operado-
res cerradura mediante la funcién F§ asociada a C, la cual a cada médulo
M € R-Mod le asocia el conjunto de submédulos C-cerrados:

FE(M)={N < M|Cy(N)=N}.

Observacién 2.25. Sea C' € CQ, la asignacién C — FE es antimondtona.
Es decir, si C < D, entonces para todo M € R-Mod, FP (M) C FY(M).

Demostracion. Sea N € FP (M), entonces N < M y es tal que Dy (N) = N.
Como C' < D, Cy(N) < Dp(N), de manera que Cp(N) < N, lo cual
implica Cj;/(N) = N. Por lo tanto N € F§ (M). O

Como en el caso previo, por conveniencia primero formularemos algunas
condiciones (propiedades) de una funcién abstracta F de R-Mod (estas son
duales a las condiciones 1) - 4) de la Seccién 2.2):
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Definicién 2.26. Diremos que una funcion F : R-Mod— P(R-Mod) es una
funcion abstracta de R-Mod del tipo F», si satisface las siguientes condicio-
nes:

1%) Si Ny € F(M), donde N, < M y o € I, entonces (,o; Na € F(M);

2%) SiN < P<MyN € F(P), entonces para todo K < M se satisface
NNKeF(PNK);

3%) Sig: M — M’ es un homomorfismo de mddulos y N € F(g(M)),
entonces g~ (N') € F(M);

4% SiN <P <M yN e F(M), entonces N € F(P).

Observacién 2.27. Notar que 2%) implica 4*). S N < P < M y N €
F(M), entonces por 2*) N =NNP e F(MnNP)=F(P).

Definicion 2.28. Sean F' y F" dos funciones abstractas de R-Mod del tipo
Fo. Diremos que F' es menor o igual que F" y lo denotaremos por F' < F",

si para todo M € R-Mod, F'(M) C F"(M).

Proposicion 2.29. Sea C' un operador cerradura arbitrario de R-Mod. En-
tonces la funcion asociada FS es una funcion abstracta de R-Mod del tipo

Fa.

Demostracién. 1. Sea N, € F§ (M), donde N, < M y o € I, enton-
ces Cy(N,) = N,, para cada o € I. Ahora bien, para todo o € I,
Nacs No < Ny lo cual implica Cr((),e; Vo) < Cui(No) = Ny, de ma-
nera que Cy((Naer Na) < Naer Nas ast que Car((Nues Na) = Naes Na-
Por lo tanto (,.; Na € FS(M).

acl

2. Supongamos que N < P < M y N € F{(P), entonces Cp(N) = N. Si
K < M, entonces NN K < PN K < K, de ahi que Cprg(NNK) <
Ck(NNK) < K, lo cual implica Cprrg(N N K) < K. Por otro lado
NNK < PNK < Pimplica Cprg(NNK) < Cp(NNK) < Cp(N) = N,
asi que Cprx (NN K) < N. Tenemos entonces Cprxg(NNK) < NNK.
Por lo tanto Cprx(NNK) =NNK.

3. Sean g : M — M’ un R-morfismoy N’ € F§ (g(M)), entonces Cyipr) (N')
= N’. Demostraremos que Cy;(g~*(N")) = ¢g7'(N’). De la condicién ¢3)
obtenemos que g(Ci (g7 (N))) < Cur(g(g~H(N"))) y considerando la
relacion N’ = g(g~'(N')) obtenemos:
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9(Cu(g™ (N)) < Cyany (g9~ (N))) = Coan(N') = N'.

De donde g~'(g(Cm(g ' (N))) < g '(N'). Luego Cy(g~'(N')) <
g ' (N'). Por tanto lo Cy(g 1 (N')) = g '(N'), es decir, g7 '(N') €
[

Siguiendo con el esquema de la Seccion 2.2, ahora demostraremos la
transicion inversa, de una funcién abstracta F de R-Mod del tipo F3 a un
operador cerradura de R-Mod. Para el cual definimos el operador Cr por la
regla:

(CrIm(N) = |{Na < M| N < N, No € F(M)}, (2.2)
para cada N < M. Dado que M € F(M), la definicién es correcta.

Observacién 2.30. Notar que la asignacion F — Cx es antimonodtona.
Es decir, si F' < F", entonces Crn < Crr.

Demostracion. Supongamos que F' < F”. Para todo N < M tenemos que:
(Cr)u(N)={Noa <M|N<N,,N, €F(M)}.

Mientras que:
(Cr)m(N) =Kz < M| N < Kg, Kg € F'(M)}.

Dado que paratodoa € I, N, < M y N, € F'(M), por la condicién 1*) tene-
mos que (),o; No € F'(M) C F"(M). De manera que N < (Cr )y (N) < M
y (Cx) € F"(M), esto no dice que (Cx ) (N) es alguno de los K. Asi pues
(Cr)p(N) < (Cr)p(N). Por lo tanto Crr < Crr.

O

Proposicion 2.31. Sea F una funcion abstracta de R-Mod del tipo F5.

Entonces el operador asociado Cx definido por la regla (2.2) es un operador
cerradura de R-Mod.

Demostracion. 1. Dado que para todo a« € I, N < N,. Se sigue que
N < ﬂael Na'

2. Sean N < P < M. Por definicién:

(Cr)m(P)=({FPs <M | P < Ps, Ps € F(M)}.
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Tenemos entonces que N < P < Pgy Pz € F(M), asi que los Pg
son algunos de los N, de la definicién de (Cz)p(N). De ahi que para
todo B € J, Nuer Na < Ps. Por lo tanto (,c; No < (Nges Ps, €8
decir,(Cr)m(N) < (Cr)m(P).

3. Sean f: M — M’ un R-morfismo y N < M. Por definicién:
(CF)ur(f(N)) = {Kz < M"| f(N) < Ky, Kg € F(M')}.

De la propiedad 3*) se sigue que para todo 8 € J, f~1(Kz) € F(M),
donde f(N) < Kg. De ahi que N < f71(f(N)) < f~*(K3). De modo
que f71(Kp) es algtin N, de la definicién de (Cx)y(N), asi que para
todo g € J, (Cx)u(N) < f~1(Kp). Entonces:

(Cr)m(N) < 0{f7H(EKp) | fF(N) < Kp, [~ (Kp) € F(M)}.

Luego:
FUCHM(N)) = F([) Na)

ael

< F(() £71(K9))

geJ

< () £(F 1 (Kp))

BeJ

= (K5 N Imf)

BeJ
< ﬂ K
= (Cr)m(f(N)).
]

Proposicién 2.32. Sea F una funcion abstracta de R-Mod del tipo F5. En-
tonces el operador asociado Cr es idempotente y la funcion correspondiente
FQCF, definida por:

Fs7(M)={N <M | (Cr)u(N) = N}

coincide con F.
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Demostracion. Por definicién:

(CrImM((Cr)m(N)) =(HLs <M | (Cr)m(N) < Lo, Lo € F(M)}.

De la propiedad 1*) y de dado que para todo o € I, N, € F(M), se sigue que
Naer No € F(M). Asf que [, No es uno de los Lg. De ahf que (5 L <
Nacr Nas es decir:

(Cr)m((Cr)m(N)) < (Cr)m(N).

Dado que la desigualdad contraria siempre se da, obtenemos la igualdad
deseada. Por lo tanto Cr es idempotente. Veamos ahora que F < .7-"20 7. Sea
N € F(M), de la definicién de (Cx)p(N) se sigue N es uno de los N,.
Asi pues (Cr)p(N) = N. De ahi que N € F57(M). Por otro lado, si N €
FS$7 (M), entonces (Cr)a(N) = N. Es decir, {No < M | N < N,,N,} =
N. Por la propiedad 1*) () ,.; No € F(M). Por lo tanto N € F(M), lo cual
demuestra .7:20 FF.

ael

]

Ahora consideraremos la combinacién de asignaciones C' — F5 y F —
Cz, los cuales fueron definidos por las reglas: F$' (M) = {N < M | Cyy(N) =
N}y (Cr)u(N) ={No <M | N <N,,N, € F(M)}. Si C es un operador
cerradura de R-Mod arbitrario, entonces por la Proposicion 2.29 la funcion
F§ cumple las propiedades 1*), 2*) y 3*). Mientras que la funcién F{', por la
Proposicion 2.31 define el operador cerradura Crg . Denotaremos C* = Cre.

Proposicion 2.33. Para cada operador cerradura de R-Mod se cumple que:
1. C <O
2. C* es un operador cerradura idempotente;

3. C* es el operador cerradura idempotente mds pequeno que contiene a

C.
Demostracion. 1. Por definicién:
(C)m(N) = (Cre)m(N) = N{No < M | N < Ny, No € F5 (M) }.
Por la propiedad 1¥), N,c; Na € F5 (M), de donde Crr(Nyes Na) =

Nacs No- Dado que N < (1, c; Na, se sigue Cy(N) < Cr((Noer Na) =
Noco No = (C*)p(N). Por lo tanto C' < C*.
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2. Ya demostramos que la funcién F5 cumple con las propiedades 1%*),
2*%) y 3*). M4s atin, por la Proposicién 2.32, C* = Crg es idempotente.

3. Sea D un operador cerradura idempotente tal que C' < D. Por demos-
trar (C*)p(N) < Dy(N). Dado que D es idempotente y C' < D, se
sigue que:

Dy(N) < Cu(Du(N)) < Dy(Du(N)) = D (N).

De donde Cy(Dp(N)) = Dy(N), entonces Dy (N) € FE(M). Ast
que Dy/(N) es alguno de los N, de la definicién de C*(M). De manera
que Nues No < Du(N), esto es, (C*)u(N) < Dy(N).

O

Corolario 2.34. El operador cerradura C de R-Mod es idempotente si y solo
st C'=C*.

Englobando todos los resultados de esta secciéon obtenemos

Teorema 2.35. Las asignaciones C — FS y F +— Cx definen una biyec-
cion antimonotona entre los operadores cerraduras de R-Mod y las funciones

abstractas F de R-Mod del tipo Fs.

2.4. Operadores Cerradura Débilmente He-
reditarios e Idempotentes

Usando los resultados previos, ahora describiremos los operadores cerra-
dura de R-Mod los cuales simultaneamente son débilmente hereditarios e
idempotentes.

Sea C un operador cerradura de R-Mod débilmente hereditario e idem-
potente, entonces C' puede ser restablecido por dos funciones, la funcién F
y la funcién F§. Demostraremos que propiedad debe satisfacer la funcién
abstracta de R-Mod para que los operadores cerradura asociados C* y Cr
puedan ser débilmente hereditario e idempotente. Para lo cual considerare-
mos la siguiente propiedad de una funcién abstracta F de R-Mod:

5)=5")SiN<P<M,NeF(P)yPeF(M), entonces N € F(M).
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Esta condicién serd llamada la propiedad de transitividad de F (ésta es
autodual).

Proposicion 2.36. Si C' es un operador cerradura de R-Mod idempotente,
entonces la funcion asociada FC, donde F& (M) ={N < M | Cpy(N) = M},
satisface la propiedad de transitividad.

Demostracion. Supongamos que N < P < M, N € FE(P)y P € F¢(M),
entonces Cp(N) = Py Cp(P) = M. Por monotonia Cp(N) < Cy(N), es
decir, P < Cy(N). Ahora como C es idempotente, Cp(P) < Cp(Cpr(N)) =
Cup(N), entonces M < Cp(N). Por lo que Cyy(N) = M y asf N € FE(M).

[l

Proposicion 2.37. Sea F una funcion abstracta de R-Mod del tipo Fi, la
cual satiface la propiedad de transitividad. Entonces el operador cerradura
asociado C7 definido por la regla:

(CHYu(N)=>{M, <M | N < M,, N e F(M,)}
es idempotente.

Demostracion. Como F es una funciéon abstracta de R-Mod del tipo ,F;
entonces C7 es un operador cerradura. Por definicién:

(CP)ul(CT)m(N)] = 3{Ls < M | (CF)m(N) < L, (C7 ) € F(Lg)}-

De la definicién de (C) 3 (N) tenemos que N € F(M,), para todo o € I y de
la propiedad 1) se sigue que N € F(>_ .; M,). Nuevamente, por definicion:

>uer Mo = (CT)y(N) € F(Lg), para todo § € J.

Por la transitividad de F obtenemos que N € F(Lg), para todo 5 € J. Usan-
do nuevamente la propiedad 1), N € F(_;.; Lg). De modo que 3 5 ; Lg es
alguno de los M, de la definicién de (C7)y(N), ast que Y-, Lg < 3 o) Ma,
esto es, (CF) y[(CF)pr (N)] < (C7)ar(N). Dado que la desigualdad contraria
siempre se da, concluimoss que C7 es idempotente.

[

Corolario 2.38. Las asignaciones C — FC y F +—— C7 definen un biyec-
cion monotona entre operadores cerradura débilmente hereditarios e idem-
potentes de R-Mod y las funciones abstractas F de R-Mod del tipo Fi que
satisfacen la propiedad 5) de transitividad.
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Demostracion. Por el Teorema 2.24, los mapeos indicados definen una bi-
yeccion monotona entre operadores cerradura débilmente hereditarios C' de
R-Mod y funciones abstractas de R- Mod del tipo F;. En esta biyeccién, si
C' es idempotente, entonces por la Proposicién 2.36 la funcién FC es tran-
sitiva. Por otro lado, si la funcion F es del tipo JF; es transitiva, entonces
por la Proposicién 2.37 el operador cerradura débilmente hereditario C7 es
idempotente.

O

De manera que los operadores cerradura débilmente hereditarios e idem-
potente C' de R-Mod son descritos completamente por las funciones abstrac-
tas F de R-Mod que satifacen 1), 2), 3) y 5).

De manera dual, la caracterizacion de operadores cerradura débilmente
hereditarios e idempotentes C' de R-Mod puede ser obtenida por las funciones
abstractas F de R-Mod del tipo F.

Proposiciéon 2.39. Si C' es un operador cerradura débilmente hereditario
de R-Mod, entonces la funcién asociada Fy, donde F§ (M) = {N < M |
Cr(N) = N}, satiface la condicion de transitividad.

Demostracion. Supongamos que N < P < M, N € F{(P)y P € F¢(M),
entonces Cp(N) = N y Cp(P) = P. Por monotonia, Cy(N) < Cy(P), esto
es, Cy(N) < P. Usando nuevamente la monotonia, Ce,,(ny(N) < Cp(N)
y como C' es débilmente hereditario, Cy/(N) = Ce,,n(N). Por lo que
Cu(N) < N, de manera que Cy(N) = N y asi N € FS(M).

[

Proposicion 2.40. Si F es una funcion abstracta de R-Mod del tipo JF3,

la cual satisface la propiedad de transitividad. Entonces el correspondiente
operador cerradura Cr, definido por la regla:

(Cf>M(N):m{Na§M|N§Na7Na€f(M>};

es débilmente hereditario.

Demostracion. Por definicion:

(Cr)ernm(N) = N{Ls < (Cru(N) | N < Lg, Ly € F((Cr)u(N))}-
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De la definiciéon de (Cx)ys tenemos que N, € F(M), para todo a € [
y por la propiedad 1%), (Cr)m(N) = Noes Na € F(M). Por otro lado,
dado que Ls € F((Cx)m(N)), para todo 8 € J y por la propiedad 1*),
Npes Ls € F((Cr)m(N)). Usando la transitividad de F, (g ; Lg € F(M).
De modo que (4., Lg es alguno de los N, de la definicién de (Cr)y. De
donde (,c; Na < (Nges Lp, es decir, (Cr)u(N) < (CF)(cr)p v (N). Dado
que la desigualdad inversa siempre se da, concluimos que Cr es débilmente
hereditario.

[

De la Proposiciones 2.39 y 2.40, usando el Teorema 2.35, obtenemos:

Corolario 2.41. Las asignaciones C — FS y F +— Cr define una biyec-
cion antimondtona entre operadores cerradura débilmente hereditarios C' de
R-Mod y las funciones abstractas F de R-Mod del tipo F» que satifacen la
propiedad 5%) de transitividad.



Apéndice A

Ideales y Filtros en Algebras
Booleanas

Definicién A.1. Sea S un conjunto no vacio y F C P(S). Decimos que F
es un campo de conjuntos o un dlgebra de conjuntos si satiface:

1. SeF;

2. 51 XY € F, entonces XUY, XNY y X -Y € F.

Definicién A.2. Un dlgebra booleana es un conjunto B con al menos dos
elementos 0 y 1 (cero y unidad), dotado con dos operaciones binarias + vy -
ademds de una operacion unaria —. Las operaciones booleanas satifacen los
stguientes ariomas.

Para todo u,v,x,y € B: —(z+y)=(—2)(—vy)
utv=v+u U-v=v-u
u+t (v+w)=(utv)+w u-(v-w)=(u-v) w
u-(v+w)=u-v+u-w u+(v-w)=(u+v) - (u+w)
utu=1u U-U=1U
u-(u+v)=u u+(u-v)=u
r+0=ux z-0=0
r+1=1 r-1l=ux
r+(—x)=1 z-(—x)=0
—(—x) =z —(z-y) = (=2) + (-y).

A lo largo de esta seccién, B denotara un algebra boolena.

63
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Definicién A.3. Dos elementos u,v € B son disjuntos, st u-v = 0.

Notacién A.4. Parau,v € B denotaremos por u-(—v) a u—uv y en ocasiones
denotaremos por uv a u - v.

Definicién A.5. Sean u,v € B. Definimos un orden en B, denotado por <
como sigue:

u<v sy solo siu—uv=0.

Proposicion A.6. El orden < de la Definicion A.5 es un orden parcial en
B.

Demostracion. Sean u,v,w € B. Dado que u —u = u - (—u) = 0, se sigue
que v < wu. Supongamos que u < vy v < u, entonces u —v =0 =v — u.
Tenemos que:

v=uv+(u—"v)
= (v+u)-(v+(-v))

=(v+u)-1

=v+u

=u+v

=(v+u)-1

= (u+0)- (u+(-u))
=u+ (v—u)

Asi que u = v. Ahora bien, supongamos que u < v y v < w, entonces
u—v=0=v—w. Tenemos que:

Por lo tanto v < w.
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Proposicion A.7. Sean u,v € B, son equivalentes:

1. u<vw;

2. u+v=uv;
3. u-v=u.

Demostracion. Supongamos que se cumple 1., entonces u — v = 0. Ahora
bien, v =v+0=v+ (u—v)=(v+u) - (v+(-v) =(ut+v)- 1 =u+wv.
Supongamos que se cumple 2., entonces u-v = u - (u + v) = u. Por ultimo,
si se cumple 3., entonces u —v = (u-v) —v =u-(v—2v) =u-0 = 0. De
manera que u < v.

]

Proposicion A.8. Para B se tienen las siguientes condiciones:

1. 0 es elemento menor de B y 1 es el elemento mayor de B.
2. Para todo u,v € B, u-v =inf{u,v} y u+v = sup{u,v}.

Demostracion. 1. Dado que para todou € B,0-u=0yu+1=1. Se
sigue que 0 <wuyu < 1.

2. Sean u,v € B, entonces u—(u+v) = u-[(—u)-(—v)] = [u-(—u)]-(—v) =
0-(—v) =0. De donde u < u+ v, andlogamente v < u + v. De manera
que u + v es cota superior de {u,v}. Ahora bien, sea x € B cota
superior de {u,v}, entonces u —z = 0 = v — z. Luego, (u +v) —z =
(u—z)+(v—2) = 0. Asi que u+v < z. Por lo tanto u+v es el supremo

de {u,v}. Dualmente se demuestra que u - v es el infimo de {u,v}.
[

Proposicion A.9. Para todo u € B, —u es el unico elemento en B tal que
u+(—u)=1yu-(—u)=0.

Demostracion. Seav € B talqueu+v =1y u-v = 0. Tenemos que v = —u
siysflosiv < —uy—u<wvsiysdlosiv—(—u) =0y (—u)—v =10
siysflosiv-u=0y —(u+v) =0siysélosiu-v =0y —1=0.De
manera que basta demostrar que —1 = 0. Sabemos que 0 < —1. Por otro
lado, (-1)—=0=1-((-1)—=0)=(1-(=1))—=0=0—0=10. Asi que —1 < 0.

O
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Definicién A.10. Sea A C B. Decimos que A es subdlgebra de B, si satisface
las siguientes condiciones:

1.0yleA;

2. Siu,v € A, entonces u+v, u-v, —u € A.

Observacion A.11. Para cualquier campo de conjuntos F, F con las ope-
raciones X +Y =X UY, X Y =XNY y—-X;=5— X, es una dlgebra
boolena. El orden en F es C.

Definicién A.12. Para u,v € B definimos:
udv=(u—v)+(v—u).
Proposiciéon A.13. B con las operaciones @& y - es un anillo conmutativo.

Demostracion. Sélo debemos verificar que B con ¢ es un grupo y que -
distribuye sobre @. Es claro que uv € By u® v = v & u. Veamos que 0 es
el neutro aditivo y para u € B, u es el inverso aditivo, ambos con respecto
a @. Tenemos que u® 0 = (u —0) + (0 —u) = (u-1) + 0 = u. Ademds
udu=(u—u)+ (u—u) =0+0 = 0. Ahora veamos la asociatividad de
@®. Tenemos que (v ®v) Gw = [(u @ v) — w] + [w — (v P v)], mientras que
ud (vdw)=[u—(vdw)]+ [(v®w)—ul]. Ahora bien:

(udv)—w=[(u—v)+(v—u)]—w
= [(u=v) —w]+[(v - u) — ]
= (u-[(=v)(=w)]) + (v [(=u)(~w)])
(0 [~ (0 + W) + (v [+ w))
=u—(v+w)+[v—(u+w)

w=(udv)=w-[-(udv)

=w- (=[(u—v)+ (v-wu)])
=w- ([=(u=0)]-[=(v—u)])
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Por otro lado u — (v @ w) = [u — (v + w)] + [u(wv)] vy (v B w) —u =
[v— (w4 u)] + [w— (v+ u)]. Porlo tanto (u®v) Bw =u @ (v & w). Por
ultimo,

Definicién A.14. Si C' es un dlgebra booleana. Una funcion h : B — C' es
un morfismo de dlgebras boolenas, si satiface las siguientes propiedades:

1. Para todo u,v € B, h(u+ v) = h(u) + h(v);
2. Para todo u,v € B, h(u-v) = h(u) - h(v);
3. h(0)=0yh(l)=1
Observacién A.15. 1. Para todo u € B, h(—u) = —h(u).
2. La imdgen de un morfismo de dlgebras booleanas es subdlgebra de C'.
3. Siu <w, entonces h(u) < h(v).

4. S1 X C B, entonces existe la menor subdlgebra de B que contiene a X,
la cual es Y{AC B| X C Ay A es subdlgebra de B} y es llamada la
subdlgebra generada por X.

Demostracion. Demostremos 1., sea u € B, entonces:
h(u) - h(—u) = h(u - (—u)) = h(0) = 0.
Ademas:
h(u) + h(—u) = h(u+ (—u)) = h(1) = 1.

Por lo tanto h(—u) = —h(u). Ahora demostremos 3., sean u,v € B tales que
u < v, entonces u — v = 0. Ahora bien:

h(u) — h(v) = h(u) - h(=v) = h(u —v) = h(0) = 0.
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Asi que h(u) < h(v). 2.y 4. son claros.
[

Definicién A.16. Un morfismo f : B — C de dlgebras booleanas es llamado
isomorfismo, si existe un morfismo de dlgebras boolenas g : C — B tal que

gf =1Idp y fg = Idc.

Es facil ver que f es un isomorfismo de algebras booleanas si y sélo si f
es un morfismo de algebras booleanas biyectivo.

Proposicion A.17. Si h : B — C es un isomorfismo de orden de B en
C, es decir, una funcion biyectiva tal que u < v si y solo si h(u) < h(v).
Entonces h es un isomorfismo de dlgebras boolenas.

Demostracion. Sean h : B — C' es un isomorfismo de orden de B en C,
entonces para todo x € C, existe u € B tal que h(u) = x. Como 0 < u, se
sigue que h(0) < z. En particular para z = 0, h(0) < 0. Dado que siempre se
tiene 0 < h(0), concluimos que h(0) = 0. Dualmente h(1) = 1. Ahora bien,
dado que u-v < u, v entonces h(u-v) < h(u), h(v). De manera que h(u-v) es
cota inferior de {h(u), h(v)}. Sea z € C cota inferior de {h(u), h(v)}, entonces
existe w € B tal que h(w) = z y z < h(u), h(v). De ahi que w < u, v, luego
w < wu-v, de donde z < h(u - v). Por lo tanto h(u - v) = inf{h(u),h(v)} =
h(u) - h(v). Dualmente se demuestra que h(u + v) = h(u) + h(v).

[

En la seccion 1.4 del Capitulo 1 trabajamos con reticulas atomicas, a
continuacion daremos un par de definiciones que nos ayudaran a ponernos
en contexto. Ademads, es facil ver que la primera definicién es equivalente a
la establecida anteriormente.

Definiciéon A.18. 1. Un elemento a € B — {0} es llamado dtomo, si no
eriste v € B tal que 0 < x < a.

2. Un dlgebra boolena es dtomica, si para cada elemento uw € B — {0},
ezxiste un dtomo a € B tal que a < u.

Proposiciéon A.19. Si B es finita, entonces es dtomica.

A partir de ahora trabajaremos con ideales y filtros en algebras booleanas,
dichos conceptos fueron definidos en la Seccién 1.1 del Capitulo 1 para una
reticula arbitraria. Ademéas conosideraremos ideales y filtros propios, es decir,
si I es un ideal en B, entonces 1 ¢ I y si F'es un filtro en B, entonces 0 ¢ F'.
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Observacién A.20. Siempre se tiene que {0} es un ideal en B, mientras
que {1} es un filtro.

Proposiciéon A.21. Si h : B — C es un morfismo de dlgebras booleanas,
entonces I = {u € B | h(u) =0} es un ideal en B y es llamado el kernel del
morfismo h.

Demostracion. Es claro que 1 ¢ I y dado que h(0) = 0, entonces 0 € I. Sean
u,v € I, entonces h(u + v) = h(u) + h(v) =0+ 0 = 0. Asi que u +v € I.
Sea u € I yv € B tal que v < u, entonces h(v) < h(u) = 0. Lo que implica
h(v) =0, de donde v € I. Por lo tanto I es un ideal en B.

[

Proposicion A.22. Sea I un ideal en B y definimos una relacion R en B
como Ssigue:

Para u,v € B, uRv si y solo si u ®v € I.

Entonces R es una relacion de equivalencia en B.

Demostracion. Si uw € B, entonces u @ u = 0 y como 0 € I, se sigue que
uwRu, para todo u € B. Supongamos que uRv, entonces u @ v € I. Dado que
u@® v =v®du, tenemos que vRu. Por iltimo, supongamos que uRv y vRw,
entonces u @ v,v G w € I. De ahi que (u ® v) + (v @& w) € I. Ahora bien:

De ahi que u @ w € I, es decir, uRw.

Definicién A.23. Sea R como en la Proposicion A.22 y B/R el espacio
cociente determinado por R. Definimos las operaciones +, - y — en B/R
como sigue, para todo u,v € B:
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[u] + [v] := [u +v];
ul - [v] == [u-v];
—[u] := [—ul.

Ademds 0 :=[0] y 1 := [1].

Proposicion A.24. Las operaciones dadas en la Definicion A.24 hacen de
B/R un dlgebra booleana.

Demostracion. Que B/ R sea una élgebra booleana se sigue del hecho de que
B lo es. Asi que sélo resta ver que las operaciones boolenas + y - en C' estan
bien definidas. Sean w,u’,v,v" € B tales que [u] = [v/] y [v] = [V/], entonces
u@u,v®v €, de donde (u®u')+ (v@v) € I. Ahora bien:

(u+v) & (v + )
= [(u+v)— (W +0)]+[(+) = (u+v)]
=[u— (W +))+ - W+ + [ = (uto)]+ [ = (utv)
= (u-[(=u) - (=)]) + (v [(=v) - (=0)]) + (@ - [(=u) - (=0)]
(0" [(=u) - (=v)])
([w—u] =)+ ([ —u —v) + (v =] =) + ([v" = 0] —w)
< (udu)+ (va).
De ahi que (u+v) @ (v’ + ') € I, luego (u+ v)R(uw +v'). Asi que [u + ]

[u' 4 2']. Por otro lado, dado que (u-v) @ (v'-v") = (u—')-v+u-(v—20")+
(W —u) v 4u - (v —v) < (udu')+ (vB ). Se sigue que [u-v] = [u'-v]. O

+

Definicién A.25. Un subconjunto G de B — {0} tiene la propiedad de in-
terseccion finita (PIF), si para cada subconjunto finito {ui,...,u,} C G se
cumple que uy - -+ - Uy # 0.

Lema A.26. 1. Si F es una familia no vacia de filtros en B, entonces
N F es un filtro en B.

2. SiC es una C —cadena de filtros en B, entonces | JC es un filtro en B.

3. Si G C B — {0} tiene la PIF, entonces existe un filtro F' en B tal que
GCF.
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Demostracion. 1. Sea F una familia no vacia de filtros en B, entonces
para todo FF€ F, 1€ Fy0¢ F.Demaneraque 1l € ((Fy0¢&)F.
Sean u,v € [ F, entonces para todo F' € F, u,v € F. Asi que para
todo F € F,u-v € F. Luegou-v € (F.Seau € (| Fyv€E B tal
que u < v, entonces para todo F' € F, v € F. De donde v € (| F. Por
lo tanto () F es un filtro en B.

2. Sea C una C- cadena de filtros sobre B, entonces existe F' € C filtro en
B. De donde 1 € F, luego 1 € | JC. Supongamos que 0 € | JC, entonces
existe flitro F' € C tal que 0 € F, lo cual contradice la defincién de
filtro. Por lo tanto 0 ¢ | JC. Sean u, v € |JC, entonces existen F, F' € C
tales que u € 'y v € F’'. Como C es cadena, podemos suponer que
F C F'. Asi que u,v € F’, luego u-v € F'. De donde u-v € |JC. Sea
u € Cyov € B tal que u < v, entonces existe ' € C tal que u € F.
Luego v € F, asi que v € |JC. Por lo tanto | JC es un filtro en B.

3. Sea G C B — {0} que tiene la PIF. Definimos
F = {z € B| Existe {zy,...,2,} C G tal que zy- --- -z, < x}.

Afirmamos que F es un filtro en B y G C F. En efecto, sea =, € G,
entonces {x1} C Gy x; < 1. Asi que 1 € F. Supongamos que 0 € F,

entonces existe {x1,...,2,} C G tal que ;- -+ -x, < 0. De donde
x1- -+ xp, = 0, lo cual contradice el hecho de que G tiene la PIF.
Por lo tanto 0 ¢ F. Sean x,z € F, entonces existen {z1,...,z,},
{z1,..-,2m} C G talesque zy- -+ x, < Ty 2z 2y, <z Dedonde
{z1,.. xn, 21, .., 2m} C Gestal que xy- -+ Ty 21 -0+ 2 ST 2
Por lo que x -z € F. Sean x € F'y z € B tales que x < z, entonces
existe {z1,...,2,} C G tal que x;- -+ -z, < z. De donde z;- ---
x, < z,asi que z € F. Tenemos entonces que F' es un filtro en B tal
que G C F.

O]

Definicién A.27. 1. Un ideal I en B es un ideal primo, si para todo
u € B, se satiface una y solo una de las siguientes condiciones: u € 1
o—u€cl.

2. Un filtro F' en B es un ultrafiltro, si para todo u € B, se satiface una
y solo una de las siguientes condiciones: w € F o —u € F.
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Lema A.28. Un filtro en B es un ultrafiltro si y sélo st es mdximo.

Demostracion. Sea F un ultrafiltro en B y supongamos que existe F” filtro
en Btalque FF C F'y F # F’, entonces existe u € F'—F. De donde —u € F,
lo que implica —u € F’. De manera que 0 = u - (—u) € F’, lo cual es una
contadiccién. Por lo tanto F' = F’.

Sea F' un filtro en B que no es un ultrafiltro, entonces existe z € B tal
que z ¢ F'y —z ¢ F. Definimos G = F' U {z}, entonces G tiene la PIF. En
efecto, para cualquier {z1,...,z,} C G —{z} se cumple que 0 # x1- - -+ -z,.
Asi que sélo resta demostrar que para todo x € F, x - z # 0. Supongamos
que existe z € F' tal que x - z = 0, entonces z < —z. De donde —z € F, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto G tiene la PIF, por el Lema A.26,
existe un filtro ¥’ en B tal que FF C G C F’. Por lo que F' no es maximo.

]

Proposicién A.29. (Teorema del ultrafiltro de Tarski). Todo filtro en
B puede ser extendido a un ultrafiltro.

Demostracion. Sea Fy un filtro en B. Definimos

L ={F | F es un filtro sobre B tal que Fy C F'}.

Entonces (L, C) es un COPO no vacio. Si C es una cadena en L, por el Lema
A.26, | JC es un filtro en B y es cota superior de C en L. Por el Lema de
Zorn, existe F’ elemento maximo de L. Por el Lema A.28, F” es un ultrafiltro,
ademas es tal que Fy C F".

O

Proposicién A.30. (Teorema de la representacion de Stone). Cual-
quier algebra boolenea es isomorfa a un campo de conjuntos.

Demostracion. Sea B un élgebra booleana y definimos S = {p | p es un
ultrafiltro en B}, paracadau € B, X, ={pe S|lueply F={X,|u¢€
B}. Consideremos la funcién 7 : B — F dada por 7(u) = X, entonces

1. 71(0)=Xo={peS|0ep}=0.
2. 1()=X;={peS|lep}=5.

3. Sean u,v € B. Entonces p € X, siysélosipe Sy u-v € psiy sélo
sipeSyu,ve Psiysolosipe X,ype X,siysolosipe X,NX,.
Por lo tanto X,,., = X, N X, es decir, 7(u - v) = 7(u) N 7(v).
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4. Sean u,v € B. Entonces p € X,,, siysdlosipe Syu+v Epsiy
sblosipe Sy (—u)-(—v) = —(u+v) ¢ p. De ahi que p € S y se
satiface alguna de las siguientes proposiciones: —u ¢ p o —v ¢ p. Si
—u ¢ p, entonces u € p. De ahi que p € X,,. Andlogamente, si —v ¢ p,
entonces p € X,. De manera que X,,, C X, U X,. Por otro lado,
p € X,UX, siysoélosipeSysecumple alguna de las siguientes
proposiciones: 4 € powv € p. De donde p € Sy u+ v € p, asi que
p € Xyip. De ahi que X, C X, UX,, por lo tanto la igualdad. Es
decir w(u +v) = m(u) Un(v).

5. Seaue B, m(—u)=X_,={peS|—uep}=S—-{peS|luep}=
S —7(u).

Claramente 7 es sobre. Sean u,v € B tales que u # v, usando el
Teorema de Ultrafiltro de Tarski, podemos encontrar un filtro P en B
tal que tiene a u 0 a v, pero no a ambos asi que 7 es inyectiva. Por lo
tanto 7 es isomorfismo de dlgebras boolenas.
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Conclusion

En este trabajo damos a conocer algunas de las propiedades més fuertes
en reticulas, es decir, nos dimos a la tarea de estudiar ciertas propiedaes de
reticulas que conllevan a resultados importantes y tutiles. La pimera propie-
dad importante fue la de distributividad, la cual implica modularidad y la
posibilidad de a lo mas un complemento, esto nos llevd a las algebras boo-
lenas. En nuestra opinién la seccion de Reticulas Continuas fue una de las
mas dificiles de estudiar, sin embargo, también fue una de las mas fructiferas
ya que aqui se introdujo uno de los conceptos que jugo un papel vital en el
trabajo posterior, dicho concepto fue el de subconjunto dirigido. Asi pues,
ademas de trabajar con las reticulas continuas también lo hicimos con reticu-
las compactamentes generadas y localmente atomicas, no sin antes definir los
conceptos de elemento compacto y atomo, al final obteniendo un teorema de
caracterizacion entre dichas reticulas. Pasando por tltimo por las reticulas
pseudo-complementadas, llegamos a la parte fundamental de este trabajo:
los operadores cerradura. Obviamente este concepto seria abordado a nivel
reticular. Aqui el estudio de elementos cerrados y de operadores finitarios fue
lo principal. Mas alla de detenernos seguimos con un concepto que era con-
secuencia de los operadores cerradura, las conexiones de Galois. Nuevamente
los ideales y filtros harian su aparicién, ademas nos encontrariamos con los
anillos de Baer. Para el Capitulo 2, hicimos un trabajo con una orientacion
diferente, era hora de explorar a la categoria R-Mod. Le dimos estructura de
reticula a los operadores cerradura, los cuales no eran los mismos que en el
Capitulo 1, pero notamos que si el operador era idempotente entonces era
un operador de la reticula L(gM). Como lo mencionamos al principio de es-
ta obra, el estudio de funciones abstractas nos llevo a poder caracterizar los
operadores a través de dichas funciones y viceversa. Abordando por ultimo la
posibilidad de que un operador fuera débilmente hereditario e idempotente.

Finalmente, este trabajo no sélo cumplié con el objetivo de exponer a
los operadores cerradura bajo dos enfoques distintos sino que tambien da
muestra de como la matematica se conecta entre sus distintas disciplinas,
dando como un ejemplo este trabajo que resulta de la teoria de reticulas,
teoria de modulos, un poco de categorias, de teoria de conjuntos y topologia.
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