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Introduccion

Los espacios métricos por un lado y los espacios localmente com-
pactos por otro, son dos clases de espacios que ocupan un lugar impor-
tante en la topologia de conjuntos y sus aplicaciones. Al mismo tiempo
es facil ver que todas las clases de espacios estudiados en topologia
tienen propiedades muy diferentes; hasta el ano de 1964 se conocia sélo
una clase natural de espacios que abarcara a todos los espacios métricos
y localmente compactos, a saber, la clase de espacios completamente
regulares, estudiada por A. N. Tychonoff en 1930. Es evidente que la
clase mencionada es extremadamente amplia y, como consecuencia, en
ella se pierden las caracteristicas especificas de los espacios localmente
compactos y los espacios métricos. A pesar de todas las diferencias entre
estas dos clases de espacios, se tienen un gran ntmero de propiedades
en comun; por ejemplo, se preservan bajo productos finitos, bajo la
imagen de una funcién perfecta, y en subespacios cerrados; también el
Teorema 2.42, de este trabajo, es igualmente valido para ambas clases
de espacios. Por lo tanto, es muy tentador intentar encontrar una clase
de espacios que contenga a todos los espacios métricos y los espacios
localmente compactos en la que las propiedades que comparten tengan
un significado comun, por decir algo, lo que se probard en el Teorema
2.16, Teorema 2.26 y la Proposicién 2.12.

En el presente trabajo se estudia tal clase, basandonos en el articulo
On a Class of Spaces Containing All Metric Spaces and All Locally
Compact Spaces publicado por el matematico ruso A. V. Arhangel’skii
en 1965 (ver [4]), con el objetivo de hacer accesible el tema a un ptblico
méas amplio que tenga gusto por la topologia general.

En el capitulo 1, se presentan todos los resultados necesarios para acce-
der a la clase de espacios que estudiaremos. Recomendamos en especial,
no pasar por alto las secciones 1.4 y 1.5 ya que son temas que proba-
blemente no se ven en un curso de topologia general.

Los dos capitulos siguientes son el tratado de nuestro tema principal. Es
fundamental saber que en todos los espacios en que no especifiquemos
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qué axioma de separabilidad se estd suponiendo, debera ser tomado
como un espacio completamente regular. Todas las funciones con las
que trabajamos son continuas. Cuando tenemos un subconjunto de un
espacio topologico, Y C X, se asume que Y tiene la topologia heredada
de X.

En cuestion de la notacion, X € 7; significa que el espacio X satisface
el axioma de separacion T;; usamos el simbolo { para indicar que la
prueba de lo planteado ha terminado (como lo hace el profesor Manuel
Ibarra en sus cursos) y, por ultimo, la cardinalidad de un conjunto A
es denotada como |A|.

Jesus Diaz Reyes
Facultad de Ciencias Fisico-Matemdticas
Benemérita Universiad Auténoma de Puebla



Indice general

. Preliminares

1.1. Definiciones y resultados basicos . . . . . . . . ... ..
1.2. Compactaciones . . . . . . . . .. .. ... ... ...
1.3. La compactacién de Stone-Cech . . . . . .. ... ...
1.4. La compactacion de Wallman . . . . . ... ... ...
1.5. Funciones multivaluadas . . . . . .. .. .. ... ...

1.6. Paracompacidad . . . . . . . ... .. ... ... ...

. Espacios emplumados

2.1. Teorema de invariancia . . . . . .. ... .. ... ...
2.2. La clase de espacios emplumados . . . . . ... .. ..
2.3. Espacios emplumados y funciones . . . . . ... .. ..

2.4. El peso de los espacios emplumados . . . . . .. .. ..

. Espacios emplumados y paracompacidad

3.1. Resultados previos . . . . ... ... ... ... ....
3.2. Aplicacién y consecuencias . . . . . .. ... L. ..
3.3. El caso numerable . . . . . .. ... ... ...
3.4. Otrosresultados . . . . ... ... ... ... ......

N Gl =

10
16
20

23
23
28
35
38



vi

INDICE GENERAL



Capitulo 1
Preliminares

El propdsito de este capitulo es presentar aquellos resultados que
son fundamentales para el desarrollo de nuestro trabajo; la mayoria
de ellos no tiene una demostracién salvo teoremas y proposiciones que
atrajeron mi atencion y curiosidad, tal es el caso del tema de compacta-
ciones y el de funciones multivaluadas.

En la seccién 1.1, presentamos resultados y conceptos que son vistos en
un primer curso de topologia general pero que serd bueno recordarlos.
En las secciones 1.2, 1.3 y 1.4, se expone brevemente el amplio tema de
compactaciones. En la definicién principal de este trabajo (Definicién
2.4) y, a lo largo de él, se habla de compactaciones lo cual nos motiva
a probar muchos de los resultados expuestos en estas secciones.

En la seccién 1.5 se trata el tema de funciones multivaluadas; tal con-
cepto aparece continuamente en un gran numero de resultados, lo cual
fue un motivo para dar una demostracion de lo presentado ahi.

En la 1ltima seccién enunciamos las definiciones y propiedades que
utilizamos acerca de la clase de los espacios paracompactos.

1.1. Definiciones y resultados basicos

Cuando decimos “resultados basicos”, no debe entenderse que son

resultados sencillos, sino resultados conocidos o que se ven en un primer

1



2 1.1. Definiciones y resultados bdsicos

curso de topologia general. Por ejemplo el siguiente (Teorema 3.2.4 en
[7])-

Teorema 1.1 (Tychonoff). Si {X,}aer €s una familia de espacios

topologicos, [[,c; Xa es compacto siy sdlo si cada X, es compacto.

Ahora, por otro lado, recordemos las siguientes clases de espacios
topoldgicos.

Definicién 1.2. Diremos que un espacio topologico X es 11 si para
cualesquiera dos puntos diferentes x ey en X, existe un conjunto abier-
to Uy en X, tal que x € U, ey ¢ U,; y existe también un conjunto
abierto V, en X, tal que y € V,, y x ¢ V,,. En este caso escribiremos
X eT.

Aqui, veamos la siguiente equivalencia para espacios 717 (Teorema
13.4 en [11]).

Proposicion 1.3. X € 7; si y solo si todo subconjunto A de X, cumple
que A= ({U : U es abiertoy A C U}.

Definicién 1.4. Un espacio topologico X es'ls, o también comiunmente
llamado Hausdorff, si para cualesquiera x, y € X, con x # y, existen
conjuntos abiertos U y'V en X, tales quex € U, y € V yUNV = (.
Si X es un espacio Ty, este hecho se denotard como X € Ts.

Definicién 1.5. Un espacio topologico X es completamente reqular si
para todo conjunto cerrado A en X y todo punto x € X \ A, existe
una funcion f : X — [0,1] de forma que f(x) =0y f(A) = 1. Un
espacio 11 que es completamente reqular, es llamado Tychonoff o T 5.

FEste hecho se denotard como X € Ty .

Definicién 1.6. Diremos que un espacio X es normal si para todo par
de cerrados ajenos A y B en X, existe un par de conjuntos abiertos
UyVenX, tal quue ACU yB CV conUNV = (. Un espacio
X el cual es Ty y normal, es llamado Ty. Andlogamente escribiremos
X el,.
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A continuacién damos una caracterizacion de utilidad para espacios
Ty.

Proposiciéon 1.7. X € 7, si y solo si para todo conjunto cerrado
A C X y todo conjunto abierto V. C X que contiene a A, existe un
conjunto abierto U en X de forma que A CU C U C V.

Demostracién. =] Si tomamos un conjunto cerrado A y un con-
junto abierto V tal que A C V, entonces por hipdtesis existen abiertos
ajenos U y W con la propiedad de que A C Uy (X \ V) C W, yde
donde es facil ver que A C U C U C V.
<] Sean A y B conjuntos cerrados y ajenos; como A C (X \ B), pode-
mos encontrar un conjunto abierto U de forma que A C U C /U C
(X \ B). Ahora, como B C (X \ ¢/U), es posible encontrar un con-
junto abierto V' tal que B C V C ¢/V C (X \ ¢fU). Entonces no es
complicado ver que ACU, BCV yUNV =0. 7

Las clases de espacios topolégicos definidas anteriormente son prin-

cipalmente las de nuestro interés. Ahora pasemos a lo siguiente.

Definicién 1.8. Diremos que un subconjunto A de un espacio topoldgi-

co X es un:
a) Gs si A es la interseccion numerable de conjuntos abiertos en X ;
b) F, si A es la union numerable de conjuntos cerrados en X.

Observacion 1.9. A es un conjunto G5 en un espacio X si y solo si

X\ A es un conjunto F, en X.
Ahora definamos el concepto de conjunto denso.

Definicién 1.10. Sea D un subconjunto de un espacio topolégico X .
D es denso en X siclxD = X.

Veamos una propiedad que tienen los conjuntos densos la cual us-
aremos frecuentemente (Teorema 1.3.6 en [7]).
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Proposicién 1.11. Dados D un conjunto denso y U un conjunto abier-
to, en X. Entonces clxU = clx(U N D).

Otros de los conceptos que son importantes en este trabajo son los
de compacidad y compacidad local que se definen a continuacién. Para
esto recordemos que una cubierta de un conjunto X es una familia
A = {As}ses de subconjuntos de X tal que | J,.q As = X. Si ademads
X es un espacio topolégico y A es un conjunto abierto para cada s € S,
diremos que la familia A es una cubierta abierta de X. Una cubierta
A" = {Al}ses de X es una subcubierta de A si 8" C Sy AL = A, para
todo s € 5.

Definicién 1.12. Un espacio topolégico X es compacto si toda cubierta
abierta de X tiene una subcubierta finita, es decir, para toda cubierta
{Us}ses del espacio X existe un conjunto finito {s1, ss, ..., sx} C S tal
que X =Us;, UU,, U ...UUs, .

Definicién 1.13. Un espacio X es localmente compacto si cada punto

en X tiene una base de vecindades que consiste de espacios compactos.

Otra forma de definir a los espacios localmente compactos es la

siguiente.

Definicién 1.14. Un espacio Hausdorff X es localmente compacto si

todo x € X tiene una vecindad U tal que clU es un espacio compacto.

Ahora, por otro lado, recordemos la siguiente propiedad que tienen
los espacios localmente compactos, que es una consecuencia inmediata

de la definicién de dichos espacios.

Proposicién 1.15. §i X es localmente compacto , entonces todo sub-

espacio de X, abierto, es localmente compacto.

Para terminar esta seccion, hablemos un poco sobre funciones per-

fectas y algunas de sus propiedades.

Definicién 1.16. Una funcion continua f : X — Y es perfecta si f
es cerrada y para todoy €Y, f~1(y) es compacto.
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Los siguientes dos resultados corresponden respectivamente a el
Teorema 3.7.2, el Corolario 3.7.3, el Teorema 3.7.9 y el Teorema 3.8.9
en [7].

Teorema 1.17. Si f : X — Y es una funcion perfecta, entonces para

todo compacto B CY, la imagen inversa f~(B) es compacto.

Corolario 1.18. Si f : X =Y yg:Y — Z son funciones perfectas,
entonces g o f es una funcion perfecta.

Teorema 1.19. Sean f, : X, — Y, y X, # 0 para cada s € S.
Entonces la funcion natural f: [],.q Xs — [l,eqYs es perfecta siy

solo si fs: Xy — Y, es una funcion perfecta para cada s € S.

Teorema 1.20. Sea f : X — Y una funcion perfecta. St X es Lindelof,
entonces Y es Lindelof

1.2. Compactaciones

Nuestro trabajo esta ampliamente relacionado con compactaciones,
por ello es preciso dar una buena idea de este tema, asi como escribir
aquellas propiedades principales que son ttiles para desarrollar nuestro
trabajo.

Definicién 1.21. Dada un funcion f : X — Y. Diremos que f es
un encaje de X a'Y si f' + X — f(X), definida como f'(x) = f(x)
para todo x € X, es un homeomorfismo, en otras palabras, f es un
homeomorfismo sobre su imagen.

Definicién 1.22. Una compactacion para un espacio topologico X es
una pareja (¢, K) en donde:

i) K es compacto.
ii) ¢: X — K es un encaje de X a K.

iii) c(X) es denso en K.
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St ademds se tiene que K es Hausdorff, entonces diremos que la com-
pactacion es Hausdorff.

Observacién 1.23. Recordemos que si un espacio X es compacto y
Hausdorff, entonces X es normal; por este hecho si (¢, K) es una com-
pactacion Hausdorff de algun espacio topoldgico, se sigue que K es

normal.

Notacién 1.24. Para referirnos a la compactacion de un espacio X,
no la denotaremos con una pareja como dice la definicion, sino las
escribiremos usualmente por cX, eX, aX, etc, donde ¢, e y a, son los
encajes de X a cX, eX, aX respectivamente; también por el hecho de
que X es homeomorfo a c¢(X), e(X) y a(X), es lo mismo referirnos a

X que a c(X), e(X) y a(X), pues topoldgicamente son el mismo.

Proposiciéon 1.25. Dados un espacio topologico X y c¢X una com-
pactacion Hausdorff de X, para todo K C X compacto, se cumple que
CgcxK =K.

Demostracion. Sea K C X compacto, es claro que K, visto como
subespacio de c¢X, es compacto, y puesto cX es Hausdorff, se tiene que
K es un conjunto cerrado en cX, luego cl.x K = K. §

Ahora, con lo visto anteriormente podemos definir la siguiente clase

de espacios.

Definicién 1.26. Un espacio Tychonoff X es Cech — completo si para
toda compactacion cX del espacio X, ¢X \ ¢(X) es un conjunto F, en
cX.

Corolario 1.27. Todo espacio localmente compacto, es un espacio

Cech — completo.

Demostracién. Ver Teorema 3.5.8 en [7]. {
Y ahora una de sus propiedades (Teorema 3.9.8 en [7]).

Teorema 1.28. Si {X;}ien es una familia de espacios Cech—completos,

entonces [ [;cy Xi es un espacio C'ech — completos.
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1.3. La compactacién de Stone-Cech

. Qué condiciones debera tener un espacio para que este pueda ser
encajado de manera densa en un compacto?, es decir, bajo qué hipétesis
un espacio tiene una compactaciéon. El siguiente resultado muestra una
solucién a este problema y puede ser consultado en [11]. Recordemos
la siguiente definicién.

Definicién 1.29. La funcion Ps : [[ Xo — X3, definida como Ps(f) =
f(8), es llamada la funcion proyeccion de [[ X, en Xg.

Una de sus principales caracteristicas es la siguiente (Teorema 8.8
en [11]).

Teorema 1.30. Una funcion f: X — [[,cq
la funcion Py o f es continua para todo s € S.

Y, es continua si y solo st

Ahora, continuamos con nuestro resultado anunciado.

Teorema 1.31. X es Tychonoff si y sélo si X tiene una compactacion
Hausdorff.

Demostracién. =] C*(X) denota la coleccién de todas las fun-
ciones continuas y acotadas definidas en X y con valores en los niimeros
reales; el rango de cada f € C*(X) puede ser tomado como un intervalo
cerrado y acodato Iy C R, por ello podemos considerar C*(X) = {f :
X — Iy : fescontinua}. Para simplificar nuestra notacién redefinamos
C*(X) = {fa}aca. Ahora probemos lo siguiente:

(x) {f3'(V,) : @ € Ay V, esun conjunto abierto en I; } es una base
para X.

Sean U un abierto en X y x € U un punto arbitrario, luego, X \ U
es un conjunto cerrado y = ¢ X \ U, puesto que X es Tychonoff,
existe una funcién continua f : X — [0,1] de forma que f(z) =0y
f(X\U) = {1}. Por la continuidad de f, f~'([0,1)) es un conjunto
abierto en X y z € f71([0,1)), pero f71([0,1)) C U (ya que si y €
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fF7H0,1)), f(y) ¢ {1} = f(X\U), luego y ¢ X\ U, es decir, y € U ),
entonces = € f~1([0,1)) C U, y notemos que f € C*(X), por lo tanto
se tiene (x).

Definamos 3 : X — [[,c4 If., tal que para x € X, 3(x) = F,, y donde
F.(a) = fo(x) € If,. Afirmamos que:

(%) Para cualquier a € A, P, o  es una funcién continua.

Es suficiente ver que para cada o € A, P,o 3 = f,: si x € X, entonces
(PyofB)(x) = Py(B(x)) = Pu(F,) = Fy(a) = fa(x). Como para todo
a € A, f, es continua se tiene () y, del Teorema 1.30, 3 es una funcién
continua.

Ahora, si z # y son dos puntos en X, nuevamente como X es Tychonoff,
existe v € A tal que f,(z) # f,(y), es decir, F,(v) # F,(v), entonces
B(x) # B(y). Por tanto, 3 es una funcién inyectiva.

Resta ver que (3 es una funcién abierta. Para esto es suficiente ver que
B(U) es un conjunto abierto para todo basico U en X. De (%), U es de
la forma f,!(V), para algin o € A y algin V abierto en I, . Entonces

como ya vimos

U= (Paop) (V) =8"1(PH(V))

«

y por lo tanto S(U) = P;Y(V) = P, (V)N B(X), el cual es un abierto
en 3(X). Asi 3 es un encaje de X en [] ., Iy, .

Finalmente, como para cada o € A, I, es compacto por el Teorema 1.1,
[1,c4Is. es compacto, y también notemos que [], ., I, es Hausdorff.

Ast elyy, _,1,, X es una compactacion Hausdorff de X.
<] Esto es inmediato de la Observacién 1.23. §

Definicién 1.32. La compactacion de Stone — Cech de un espacio
topologico X, denotada por X, es la cerradura de X en el ], 41y,
(proceso descrito en el Teorema 1.31). Mds formalmente, (3, 3X) es la

compactacion de Stone — Cech de X .

La compactacién de Stone — Cech fue introducida por Cech y por
M. H. Stone en 1937; y otras propiedades publicadas posteriormente
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constituyen los resultados fundamentales de 5X.
Por otro lado, recordemos el siguiente resultado (Proposicion 2.3.3 en

[7]) que nos es 1til para el préximo teorema.

Lema 1.33. Si {A;}ses es una familia de conjuntos , donde A; C X,

entonces cly [Tics As = TTscg s, As.

Teorema 1.34. Sea { X, }nen una familia de espacios Tychonoff. Si
para cada n € N, (e,, 5X,) es la compactacion de Stone — Cech de
X, entonces cX =]

HnEN X” :

Demostracién. Definamos la funcién e : [[, .y Xn = [en BXns

nen BXn es una compactacion Hausdorff de X =

en donde e(f) es una funcién tal que para cada n € N, e(f)(n) =

en(f(n)).

(1) e es una funcién inyectiva. Si f,g € X tal que f # g, entonces
existe ng € N tal que f(ng) # g(no), puesto que eq es inyectiva,

6710(f(n0)) 7é €NO(g(n0))7 €S decir, €(f) 7é e(Q)'

(2) e es una funcién continua. Tomemos un conjunto abierto U arbi-
trario en e(X), sin pérdida de generalidad vamos a suponer que
U=N-, P(ngi)(Ui) Ne(X), en donde P gx,) es la proyeccién de
c¢X en BX; y U; es un conjunto abierto en 3.X;. Como para todo ¢ €
{1,2,...,n}, e; y Py gx,) son funciones continuas, e *(U) es abierto

debido a la igualdad e~ (U) = ! (e; o Py x,)) (Ui Nei(X;)).

(3) e es una funcién abierta. Tomemos un conjunto abierto U, nueva-
mente podemos suponer que U = ﬂi-:l P(;IXJ_)(U]-), donde U; es un
conjunto abierto en X, de laigualdad e(U) = ﬂi.:l P(;gx)(ej(Uj)),

se sigue que e(U) es un conjunto abierto en c¢X.

De (1), (2) ¥ (3), e es un encaje de X en cX.
Ahora, del Lema 1.33, clox X = [],,cn clax, Xn = cX.
Asi, ¢X es una compactaciéon Hausdorff de X. ¥
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Continuando con esta seccion, para los resultados siguientes ver
seccién 4.2 de [10] (Proposicién C, pag. 247, Definicién D, pag. 248,

Teorema F, pdg. 249 respectivamente).

Proposicién 1.35. St X y Y son espacios Tychonoff y f : X — Y
es una funcion continua, entonces existe una unica funcion continua
F: X — BY con la propiedad de que F|x = f.

Definicién 1.36. Si X y Y son espacios Tychonoffy f : X — Y esuna
funcion continua, entonces la unica funcion continua F : X — (Y
tal que F|x = f es denotada por Bf, y llamada la extension de Stone
sobre f.

Ahora, por tiltimo presentamos una caracterizacién de las funciones
perfectas y continuas (entre espacios Tychonoff) en términos de com-
pactaciones.

Teorema 1.37. Sean X yY espacios Tychonoff y una funcion f : X —
Y continua y sobreyectiva. Entonces, son equivalentes las siguientes

PTOPOSICIONES:

a) f es perfecta.

b) Si aX y~Y son compactaciones de X yY respectivamente, y si
eviste F : aX — Y tal que F|x = f; entonces F71(Y) = X (es
decir, F(aX \ X) =Y \Y).

c) Bf YY) =X (es decir, Bf(aX \ X)=08Y\Y).

1.4. La compactacién de Wallman

La compactacién de Wallman se debe al matematico H. Wallman
que en 1938 publicé tal construcciéon y probd sus propiedades prin-
cipales. Aqui presentamos una construccion de tal compactacion que
puede consultarse en la secciéon 19K en [11]. Para esto es necesario in-
troducir el concepto de ultrafiltro.
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En esta seccion todos los espacios topolégicos tratados deben consid-
erar como espacios T;.

Definicién 1.38. Un filtro F en un conjunto X es una familia no
vacia de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

a) 0 ¢ F.
b) Si Fy, Fy € F, entonces Fy N Fy € F.
c) St FeF yF CF', entonces F' € F.

Definicién 1.39. Diremos que un filtro F es un ultrafiltro si para cada
filtro G tal que F C G, se tiene que F = G; es decir, los ultrafiltros son

filtros mazimales.

Ahora veamos una caracterizacion muy conocida de los ultrafiltros
(Teorema 12.11 en [11]).

Teorema 1.40. Un filtro F en X es un ultrafiltro si y solo si para
cado ACX, Ac FoX\AeF.

Teorema 1.41. Todo filtro F en un conjunto X, estd contenido en un
ultrafiltro en X.

Demostracién. Teorema 12.12 en [11]. {

Observacion 1.42. Dado un espacio topologico X, solo trabajaremos
con ultrafiltros cerrados en X, es decir, si F es un ultrafiltro en X,

entonces cada A € F es un conjunto cerrado en X.

De acuerdo con la observacion anterior, veamos las siguientes nota-

ciones.
Notacién 1.43. Dado un espacio topoldgico X,
1) D(X)={D C X : D escerradoen X}.

2) wX = {F : F esun ultrafiltro en X }.



12 1.4. La compactacion de Wallman

3) Para cada conjunto cerrado D en X, sea D* C wX definido como
D*={FewX:DeF}

4) C={D*:DeDX)}.
Sera de mucha utilidad probar las siguientes propiedades.
Proposicién 1.44. Sean Dy, Dy € D(X). Entonces:
1) Dy U D; = (D1 U Dy)*.
2) Di N Dy = (Dy N Dy)*.
Demostracién.

(1) Sea F € DjUDj un ultrafiltro arbitrario, luego D; € F o0 Dy € F,
sin pérdida de generalidad supongamos que D; € F, asi del inciso
(¢) de la Definicién 1.38, como Dy C Dy U Dy se sigue que Dy U
Dy € F,es decir, F € (D;UDs)*. Por tanto D;UD3; C (D;UDs)*.
Ahora, si F € (D; U Ds)*, entonces D; U Dy € F. Supongamos
que Dy ¢ F y que Dy ¢ F, del Teorema 1.40, X \ D; € F. Pero,
si A= (X \Dy)N(DyUDs,), entonces A € Fy AC D,, luego
Dy € F lo cual no es posible, por tanto D; € F o Dy € F, de
aqui que F € D} U Dj. Por tanto (Dy U Ds)* C D} U Dj.

(2) DfﬂDgz{}"EwXD1€FyD2€.7:}:(D1ﬂD2)*T

El propdsito ahora es dotar de una topologia al conjunto wX, para
ello necesitamos recordar lo siguiente.

Definicién 1.45. Diremos que un familia B de conjuntos cerrados en
un espacio topologico X, es una base para los conjuntos cerrados en X

siempre que todo conjunto cerrado en X es la interseccion de alguna
subfamilia By de B.

Lema 1.46. B es una base para los conjuntos cerrados de alguna
topologia en X si y solo si
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a) Para todo By, By € B, By N By es la interseccion de alguna sub-
familia By de B.

b) Npges B = 0.

Proposicién 1.47. Sea X € T;. La familia C (ver Notacion 1.43) es
una base de conjuntos cerrados para una topologia en wX .

Demostracion. Para esta prueba utilicemos el Lema 1.46. Sean
D;i, D3 € C, de la Proposicion 1.44, D} N D5 = (D N Dy)* € C, por
tanto se cumple (a) del Lema.

Supongamos que existe F € [|C. Dados = # y dos puntos en X, puesto
que X € Ty, se sigue que F € {z}* vy F € {y}*, luego 0 = {z} N {y} €
F, lo cual no es posible. Por tanto se cumple (b) del Lemal.46. §

Entonces consideramos al conjunto wX con la topologia generada

por la familia C y veamos qué propiedades resultan de esta topologia.

Proposicion 1.48. wX es compacto.

Demostracion. Para esto, sera suficiente probar que toda familia
de conjuntos cerrados bésicos con la propiedad de interseccion finita,
tiene interseccion no vacia. Supongamos lo contrario, que existe una
familia {D}},e; € C con la propiedad de la interseccién finita y tal
que (,e; D = 0. Definamos

F={DeD(X): existe L C Icon|L| <oy []| Do € D}
acl
notemos que F es un filtro y que F # 0 ya que cualquier D, € F.
Por el Teorema 1.41, F esté contenido en un ultrafiltro F’; ahora F’ ¢
Macs D;, luego existe ag € I tal que F' ¢ Dy, , es decir, Dy, & F,

entonces existe F' € F' tal que F N D,, = . Pero de la definicién de

F, D,, € F y consecuentemente D,, € F' lo cual no es posible ya que
FND, =0.%

Proposiciéon 1.49. Dado X € Ty, definamos e : X — wX de for-
ma que para todo v € X, e(x) = F,, donde F, = {D C X : D €
D(X)yx € D}. Entonces e es un encaje de X en wX.
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Demostracion.

(1) e es una funcién inyectiva. Para esto sean z,y € X, diferentes, si
e(x) = e(y), es decir, F, = F,, entonces {z},{y} € F,, de donde
) ={x} n{y} € F lo cual no es posible. Por tanto e(x) # e(y).

(2) e es una funcién continua. En efecto, dado D* N e(X) un con-
junto bdsico cerrado en e(X), e '(D* Ne(X)) = D (ya que si
ree(D*Ne(X)), F, € D*, D € F,, x € D) y D es un conjun-
to cerrado en X, por tanto e~!(D*) es un conjunto cerrado en X.

(3) e es una funcién cerrada. Sea D un conjunto cerrado en X, para
esto, es suficiente probar que e(D) = D* Ne(X).
Si F € e(D), entonces F = F,; para algun d € D, luego D € Fy,
y de aqui que F = F, € D*. Por tanto e(D) C D* Ne(X).
Ahora, si F € D*Ne(X), D € Fy F = F, para algin y € X.
Pero si y ¢ D, entonces ) = D N {y} € F lo cual no es posible;
entonces y € D, y asi F € e(D). Por tanto D* Ne(X) C e(D).

De (1), (2) vy (3), obtenemos que e es un homeomorfismo sobre su
imagen, es decir, e es un encaje de X en wX. {

Proposicién 1.50. Sea X € T;. Para todo conjunto D cerrado en X,
se cumple que cl,xD = D*.

Demostracién. De la parte (3), en la Proposicién 1.49, c¢f,xD =
clyx(D* Ne(X)), pero cl,x(D*Ne(X)) C cly,xD* Nelyxe(X) C D™
Por tanto ¢l ,xD C D*.

Por otro lado, dado F € D* arbitrario, verifiquemos que:

Fe ﬂ{C* €C:e(D)CC*} =clyxD.

En efecto, si C* es un conjunto cerrado en wX, con e(D) C C*, notemos
que D C C ( dado un punto arbitrario d € D, se sigue que Fy € e(D),
luego Fy € C*, es decir, C' € Fy, por lo que d € C'); ahora puesto que
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D e Fy D CC, setiene que C' € F, es decir, F € C*. Debido a la
eleccion de F, tenemos que D* C c¢l,xD. |

Teorema 1.51. Dado X € Ty, (e,wX) es una compactacion de X .

Demostracion. De la Proposicién 1.48, wX es compacto; de la
Proposicién 1.49, la funciéon e es un encaje de X en wX; por ulti-
mo probemos que e(X) es denso en wX, pero de la Proposicién 1.50,
AloxX =X"=wX. }

Definicién 1.52. Para todo X € Ty, (e,wX) es la compactacion de
Wallman de X, que usualmente la denotaremos solo por wX.

Ahora veamos algunas propiedades de esta compactacion.

Proposicion 1.53. Si A y B son conjuntos cerrados en X, entonces
ngx(A N B) = ngxA N Cewa

Demostracién. Sean A y B conjuntos cerrados en X, de la Proposi-
cién 1.50, cl,x(A N B) = (AN B)*, pero de la Proposicién 1.44,
(AN B)* = A* N B*, y nuevamente usando la Proposicién 1.50, se
concluye que cl,x(ANB) =cl,xANcl,xB. T

Proposicion 1.54. Sean X un espacio topologico Hausdorff, x € X
un punto arbitrario y I C X un compacto tal que v € F. Entonces
para todo F € wX \ X, existe un conjunto cerrado P C X tal que
Fecd,xPyFNP=0.

Demostracién. Sea F € wX \ X arbitrario. Puesto que F' es com-
pacto, de la Proposicion 1.25, F' = cl,,x F'; entonces F ¢ cl,xF, pero
como también F' es un conjunto cerrado en X, de la Proposicién 1.50,
clyxF = F*. Entonces F ¢ F*, es decir, F' ¢ F, luego existe P € F
de forma que F'N P = (). Observemos que P es un conjunto cerrado en
X yque F € P*=cl,xP, de donde P es el conjunto deseado. f

Proposicion 1.55. Si A es un conjunto cerrado de X, entonces cl,,x A

es homeomorfo a la compactacion de Wallman de A, es decir, a wA

Demostracién. Ver Proposicién 3 en [6]. }
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1.5. Funciones multivaluadas

Cuando hablamos de una funcién entre dos conjuntos f : X — Y |
entendemos que a cada elemento en X, f le asigna un unico elemento
de Y, por ello a este tipo de funciones les llamamos univaluadas. En
esta seccion damos una generalizacion de nuestro concepto de funcién
univaluada.

Las definiciones y resultados presentados de esta seccién, pueden con-

sultarse en [9)].

Definicién 1.56. Una funcion F' : X — Y es multivaluada siempre
que a cada x € X, le asocie un conjunto A, tal que A, C Y.

Las funciones multivaluadas la denotaremos con letras mayisculas, es
decir, F, G, etc, para asi representar las funciones univaluadas con
letras miniusculas, es decir, f, g, etc.

Para una funciéon univaluada f, se tiene definida la imagen y preima-
gen de conjuntos bajo f. Veamos la manera andloga para definir estos
conceptos, ahora para funciones que son multivaluadas. Para definir la
preimagen es necesario antes definir la funcién inversa de una funcién

multivaluada.

Definicién 1.57. Dada F : X — Y una funcion multivaluada, y sean
A y B subconjuntos de X y Y respectivamente. Se define

a) La funcién inversa de F como F~' :Y — X tal que para todo
yeY, Fi(y)={z:y € F(a)}.

b) F(A) = U{F(x): z € A}, llamada la imagen del conjunto A bajo
F.

¢) F7Y(B) = {z : F(x) N B # 0}, llamada la imagen inversa del
conjunto B bajo F'

d) Diremos que F es abierta (cerrada) si la imagen de todo conjunto

abierto (cerrado) en X, es abierto (cerrado) en'Y
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Nuestra notacién podria resultar confusa por lo siguiente: dada una
funcion F' : X — Y multivaluada, tenemos definida la imagen inver-
sa de un algtin conjunto B C Y bajo F, es decir, F~1(B) = {z :
F(z) N B # 0}; pero por otro lado, F~!(B) podria denotar la imagen
de B bajo F7!, es decir, F~%(B) = J{F'(y) : y € B}. La siguien-
te proposicién muestra que no hay de que preocuparse pues los dos

conjuntos coinciden.

Proposiciéon 1.58. i F' : X — Y es una funcion multivaluada, en-
tonces para todo B C'Y, la imagen inversa U de B bajo F', es igual a
la imagen V de B bajo F~1.

Demostracién. Por definicién se tiene que, V = | J{F'(y) : y €
BY=U{{r:ye F(x)} :ye By ={x:y € F(x)yy € B}, es decir,
V={z:Flx)NB#0} =U.%

Observacion 1.59. El nombre de funcion inversa es inspirado por el
hecho de que (F~Y)~' = F. Debido a que el dominio y contradominio,
de (F~1H™Y y F son iguales; y si x es un punto en el dominio de F,

(F ) Ne)={y:zeF 'y} ={y:ye Fz)} = F(z).

Ahora veamos como definir la continuidad de una funcién multiva-

luada.

Definicién 1.60. Decimos que una funcion multivaluada F es conti-

nua si F~1 es cerrada.

Observacién 1.61. Notemos que F~' es continua si y sélo si (F~1)~!

es cerrada, entonces por la Observacidn 1.59 se tiene que F~' es con-

tinua si y solo si F' es cerrada

Al principio de la seccién deciamos que la clase de las funciones mul-
tivaluadas es una generalizacién de las funciones univaluadas, veamos
entonces que toda funcion univaluada la podemos tratar como una fun-
cion multivaluada, sin que pierda sus propiedades.
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Observacion 1.62. Si f : X — Y es una funcion univaluada, la
podemos considerar como una funcion multivaluada como sigue: F' :
X =Y donde para todo v € X, F(x) ={f(z)} CY.

Veamos la siguiente propiedad.

Proposicién 1.63. Sean f : X — Y wuna funcion univaluada y F' :
X — Y una funcion multivaluada tal que para todo x € X, F(x) =
{f(z)}. Entonces todo conjunto A C X y todo B CY cumplen que:

a) f(A) = F(A).
b) f7H(B) = F~Y(B).

Demostracién. (a) De las siguientes igualdades obtenemos lo de-
seado, F(A) = {F(z) :x € A} =U{{f(x)} :z € A} ={f(x) : x €
A}, es decir, F(A) = f(A).

(b) Sea B C Y un conjunto arbitrario; de la Definicién 1.57, F~}(B) =
{z: F(x)N B # 0}, puesto que F(x) = {f(z)}, se sigue que FF~}(B) =
{z: f(z) € B}, es decir, F7(B) = f~Y(B). t

Y ahora veamos que si consideramos una funcién univaluada como
una funcion multivaluada, no pierde sus propiedades de ser abierta,
cerrada y continua.

Teorema 1.64. Sea f: X — Y es una funcion univaluada. Si defi-
nimos a F : X — Y tal que para todo x € X, F(z) = {f(x)} C Y,
entonces:

a) Si f es continua, entonces F' es continua.
b) Si f es abierta, entonces F' es abierta.
c) Si f es cerrada, entonces F' es cerrada.

Demostracién. (a) Tomemos un conjunto cerrado B C Y, arbi-
trario. Del inciso (b) de la Proposicién 1.63, F~1(B) = f~'(B), y por
la continuidad de f, se sigue que F~'(B) es un conjunto cerrado. Por
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tanto F~! es una funcién cerrada y de la Definicién 1.60, obtenemos
que F' es continua.
(b) v (c) se siguen inmediatamente del inciso (a) de la Proposicién 1.63.
T

El Teorema 1.64, muestra lo que veniamos diciendo, toda funcién
univaluada se puede considerar como una funcion multivaluada sin
perder que sea cerrada, abierta y continua.
Ahora por ultimo veamos funciones perfectas multivaluadas, la defini-
cién debera ser un tanto andloga a la definicién para funciones univa-
luadas.

Definicién 1.65. Dada F : X — Y una funcion multivaluada.

a) F es bicompacta si para cadax € X ey €Y, F(z) y F~(y) son
subespacios compactos.

b) F es bicontinua si F y F~' son funciones continuas.
c) F es una funcion perfecta si F' es bicompacta y bicontinua.

Cuando tenemos una funciéon multivaluada, la imagen de un punto
es un subconjunto del contradominio, es por ello que para hablar de
funciones perfectas pedimos que tanto F' como F~! sean cerradas, y

pedir ademés que la imagen y preimagen de puntos, sean compactos.

Teorema 1.66. Supongamos que F': X — Y es una funcion perfecta
y, X yY son espacios Ts5. X (Y) es paracompacto si y sélo siY (X)
es paracompacto.

A continuacién definimos una clase especial de funciones.

Definicién 1.67. Una funcion continua f : X — Y diremos que es
una k-funcion si para cualesquiera conjuntos compactos, H C X vy
G C Y, tanto la imagen f(H) como la preimagen f~1(G) son espacios
compactos.
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Si tenemos una funcién multivaluada, el concepto de k— funcion no
cambia, pero debe ser con las definiciones correspondientes a la imagen
y preimagen de una funciéon multivaluada.

Por otra parte, ahora hablemos del siguiente tipo de espacios topolégi-
COS.

Definicion 1.68. Un espacio X € Ty es un k — espacio si existen, un
espacio W localmente compacto, y una funcion cociente y sobreyetiva
q: W — X, es decir, X puede ser representado como la imagen de un
espacio localmente compacto bajo una funcion cociente.

Una de sus propiedades, que usaremos en la Secciéon 2.3, esta enun-

ciada en el siguiente teorema, que es la Proposicién 2.2 en [3].

Teorema 1.69. Dada F : X — Y wuna funcion multivaluada de un
espacio topologico X en un k-espacio Y, con la propiedad de que para
todo compacto B C'Y, F~Y(B) es compacto; y también para todo x €
X, F(z) es un conjunto cerrado en'Y . Entonces F' es cerrada.

1.6. Paracompacidad

En esta seccién queremos hacer un breve repaso del concepto de
paracompacidad y ver sélo algunos resultados que ocuparemos en la
Seccién 3.2, para asi tambien recordar la definicion de estrella de un
conjunto ya que tal concepto es fundamental en nuestro trabajo.

Definicién 1.70. Sea X un espacio topoldgico.

a) Una familia {As}ses de subconjuntos de X diremos que es lo-
calmente finita si todo x € X tiene una vecindad U, tal que
{se S: U, NA; # D} <No.

b) Sean V = {Vs}gep y U = {Us}taca cubiertas de X, diremos que
V es un refinamiento de U si para todo B € B, existe a € A tal
que Vg C U,.
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c¢) Diremos que X es paracompacto si X € Ty y toda cubierta abierta
de X tiene un refinamiento abierto y localmente finito.

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Stone.
Teorema 1.71. Todo espacio métrico es paracompacto.
Demostracién. Teorema 20.9 en [11] {

Definicién 1.72. Dado U = {U,s}ses una cubierta de un conjunto
X ; la estrella de un conjunto A C X con respecto a U es el conjunto
St(A,U) = J{Us : UsN A # 0}. La estrella de un conjunto singular
{z} con respecto a U, es llamada la estrella del punto x con respecto a
U y denotada por St(x,U).

Definicién 1.73. Diremos que una cubierta V = {Vs}gep es un re-
finamiento estrella de otra cubierta U = {Uy}aca de X si para todo
p € B, existe a € A tal que St(Vs,V) C U,.

Veamos las siguientes caracterizaciones de los espacios paracom-

pactos.
Teorema 1.74. Para todo X € Ty son equivalentes:
i) X es un espacio paracompacto.

ii) Toda cubierta abierta del espacio X tiene un refinamiento estrella

que es abierto.

iii) Toda cubierta abierta U = {Ua}aca del espacio X tiene un re-
finamiento abierto V = {V}sep tal que para todo 5 € B existe
a€ AconclyVgCU,.

Otra propiedad interesante de los espacios paracompactos, y que
usaremos en este trabajo, es la siguiente (Teorema 5.1.35 en [7]):

Teorema 1.75. St f : X — Y es una funcion perfecta sobreyectiva y
Y es un espacio paracompacto, entonces X es paracompacto.
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El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Michael (Teo-
rema 5.1.33 en [7]).

Teorema 1.76. Sea f : X — Y una funcion continua y cerrada. St X

es paracompacto, entonces Y es paracompacto.
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Espacios emplumados

JExistirda una clase de espacios que contenga a todos los espacios
métricos y localmente compactos? Como veremos en este capitulo la
clase de los espacios emplumados es una respuesta a esta pregunta.
En la seccién 2.1 comenzamos a desarrollar el estudio de la clase de
espacios emplumados y damos las definiciones basicas.

La seccion 2.2 es con el fin de ubicar nuestra clase de espacios estu-
diados, es decir, saber qué otras clases de espacios topoldgicos estan
contenidas y que clases contienen a la de los espacios emplumados.
La seccion 2.3 tiene como propoésito describir aquellas propiedades nece-
sarias para la preservacion de espacios emplumados bajo funciones con-
tinuas.

En la ultima seccién generalizamos a la clase de espacios emplumados,
un teorema que fue propuesto por P. S. Alexandroff y P. S Urysohn y

probado por M. Smirnov para espacios compactos.

2.1. Teorema de invariancia

Definicién 2.1. Sean Y un espacio topologico y X un conjunto tal
que X CY. Diremos que una familia P = {Uy, }nen de cubiertas de X
por conjuntos abiertos en'Y , es un plumaje de X en'Y, si todo v € X
cumple que (,—, St(z,U,) C X.

23
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Observacion 2.2 (Observacion 1.2, [4]). Si tenemos que X es un con-
Junto Gs en'Y, entonces X = (., Gy, donde cada G,, es un conjunto
abierto en'Y, entonces es claro que P = {{G,} }nen es un plumaje de
XenY.

Proposicién 2.3 (Proposicién 1.3, [4]). Si X tiene un plumaje en Y
y Y tiene un plumaje en Z, entonces X tiene un plumaje en Z.

Demostracién. Sean Py = {U, }nen, donde U, = {U” : a € M, },

un plumaje de X en Y y 73}% = {Vatnen, donde V,, = {V" : « € L,},
un plumaje de Y en Z.
Dado que Y es un subespacio de Z, para cada n € Ny cada a € M,
existe un conjunto abierto en Z, U”, de forma que U™ = U"NY. Si
definimos P = {U, }nen, donde U = {U" : a € M, }, entonces probemos
que la familia PZ = PUPZ = {U,,V, : n € N} es un plumaje de X
en Z. En efecto, dado que P y PZ son numerables podemos escribir
P% = { W, }nen, donde:

V sl n es par
Wn _ ~n/2 : p
Uny1/2 sl nmo es par.

Observemos que todos los elementos de PZ son cubiertas de X por
abiertos en Z. Resta ver que todo x € X cumple que (., St(z,W,) C
X pero

() St(z. W) = ([) St Un)) 0 () St(x,Va)) € ) St(@, Va)

y como PZ es un plumaje de Y en Z, se tiene que (-, St(z,V,) C Y,
luego

() St(a,t) N ([) St(x, Va)) =

(ﬁ St(x,U,)) N (ﬁ St(z,V,))NY C (ﬁ St(x,U,)) NY

n=1
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ahora es claro que

(ﬁ St(z,U,)) NY = ﬁ(St(x,z’]n) nY)

n=1
Y que
((St(z.Ua) NY) = () St(x. U),
n=1 n=1

y como PY es un plumaje de X en Y, se tiene que (o, St(z,U,) C X,
lo cual prueba que (o2, St(z,W,) C X y por tanto P£ es un plumaje
de X en Z.

Veamos ahora el concepto de espacio emplumado.

Definicion 2.4. Si X € 77 diremos que X es un espacio empluma-
do st X tiene un plumaje en wX, es decir, sobre su compactacion de

Wallman.

Definicién 2.5. St X es un espacio Ty, cX serd una compactacion
reqular si existe una funcion cerrada, continua y sobreyectiva f : wX —
cX, tal que para todo x € X, f~*({z}) =z}

Nuestro objetivo en esta seccidn es ver que para que un espacio sea
emplumado sera suficiente que tenga un plumaje en culaquier com-
pactacion regular. Para la prueba de esto primero necesitamos de las

siguientes dos proposiciones.

Proposicién 2.6 (Proposicién 1.5, [4]). Si X tiene un plumaje en
wX, entonces X tiene un plumagje en cualquier compactacion Hausdorff
reqular de él.

Demostracién. Dado P = {U, }nen, donde U,, = {UL : o € M, },
un plumaje de X en wX, denotemos por c¢X cualquier compactacién
regular y Hausdorff de X, entonces existe una funcién f : wX — c¢X

que es continua, cerrada y para todo z € X, f~'({z}) = {z}.

'En particular la compactacién de Wallman y todas las compactaciones Hausdorff son

compactaciones regulares (ver [8] ).
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Puesto que f es cerrada y cada U es abierto en wX, se tiene que
para todo n € Ny cada o € M, VI' = c¢X \ f(wX \ U?) es abierto
en c¢X. Si definimos P’ = {V,}nen, donde V, = {V : a € M,} v,
VI =cX\ f(wX \UZ), afirmamos que P’ es un plumaje de X en cX.
En efecto:

1) Para cada nimero natural n, si tomamos un arbitrario x € X, por el
supuesto que U, es una cubierta de X, existe ag € M, tal que z € U .
Sixze f(wX\UL), entonces f~'({z}) CwX \ U2, y dado que f es
regular se tendria que x € wX \ U], lo cual no es posible. Por tanto
v & f(wX \UL), es decir, z € V. Asi, para todo n € N, V,, es una
cubierta de X y por conjuntos abiertos en cX.

2) Ahora veamos que todo z € X cumple que () —, St(z,V,) C X.
Supongamos lo contrario, es decir, existe un xg € X de tal manera que
existe 1 € cX \ X y 21 € (., St(zo,V,), entonces para todo n € N,
existe a, € M, tal que z; € V' y zg € V' luego, z; € (2, VI
y también zo € (), ; V', para alguna sucesién {V },en. Entonces
para todo n € N tenemos lo siguiente: x; € V' y asi, por definicién,
71 € X\ f(wX\U] ), porloquez; & f(wX\U] ),y en consecuencia,
(WX\UZ NS ({z1}) = 0; entonces paratodon € N, f~'({z1}) C U2
y por tanto f~'({z1}) € N2, UL . Como zg € (oo, V., haciendo el
mismo procedimiento que se hizo para z; llegaremos a que f~'({zo}) C
N, U,y dado que f es regular se tiene que zy € (), U2 . Por
tltimo, si tomamos un z € (|~ UZ arbitrario, entonces todo n € N
satisface que z € U] 'y, de lo anterior, zg € U] y asi, para todo
n €N,z e Ul C St(xo,Uy,), es decir, z € (), St(xo,Uy,). Da-
do que z fue arbitrario, ()~ U2 C (2, St(xo,Uy,); dado que P es
un plumaje de X en wX tenemos que (), St(zo,U,) C X, para
asi obtener que f~'({z:}) € (o2, U2 C X y de como se defini6 f,
{x1} = f(f({z1})) € X luego @1 € X lo cual es una contradiccion.
De (1) y (2) podemos implicar que P’ es un plumaje de X en wX que
es lo que se necesitaba probar. §

Proposicién 2.7 (Proposicion 1.6, [4]). Dados X, Y espacios topoldgi-
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cos, sean Xo, Yo subespacios de X, Y respectivamente y f : X — Y
una funcién continua tal que f~1(Yy) = Xo. Entonces si Yy tiene un

plumaje en'Y, Xy tiene un plumaje en X.

Demostracién. Sea P’ = {V, },en, donde V,, = {V' : « € M, } un
plumaje de Yy en Y. Definamos P = {U,, }nen, tal que U, = {U" : a €
M,}, donde para cadan € Ny a € M,, U" = f~1(V™"). Afirmamos
que P es un plumaje de X; en X.

Primero, dado que f es continua, para cada n € Ny a € M,, se

tiene que U es abierto en X; y si tomamos un z € X, puesto que

Xo = f7YYy), entonces z € f~1(Yy), luego f(z) € Yy, entonces existe

ag € M, tal que f(z) € V! y conesto x € f~1(V2), es decir, x € UL ;

por tanto para cada cada n € N, U, es una cubierta de X, y formada

por conjuntos abiertos en X.

Por 1ltimo, dado zy € X, arbitrario, notemos para cualquier n € N,

si tomamos un z € St(xg,U,), entonces existe oy € M, tal que z €
= fUV2)y xo € UL, de aqui f(z) € V' 'y f(xg) € V2, entonces

f()GSt(f( 0), Va), luego z € f~H(St(f(z ) n));

trario tenemos que St(xg,U,) C f~H(St(f(x0), Vn))

Por propiedades de funcién, se tiene que

ﬂ St(zo,U ﬂ = 20), Va)) = f7H([) St(f (o), Vi)

pero P’ es un plumaje de Yy en Y luego, f1((o2, St(f(z0), V) C
f~4(Yy) = Xy, por tanto (oo, St(xo,U,) C Xo, es decir, P es un

n=1

como z fue arbi-

para cada n € N.

plumaje de Xy en X. §

Teorema 2.8 (Teorema 1.7, [4]). [Invariancia] Si X es un espacio
topolégico que tiene un plumaje en alguna compactacion Hausdorff y
reqular, entonces X tiene un plumaje en cualquier compactacion Haus-

dorff y reqular.

Demostraciéon. Sea cX una compactacion regular Hausdorft, y su-
pongamos que X tiene un plumaje en cX; sea f : wX — cX la funcién
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natural debido a la compactacién regular ¢X. Ahora, f es continua, X
tiene un plumaje en c¢X y f~1(X) = X, entonces por la Proposicién
2.7, X tiene un plumaje en wX y por la Proposicién 2.6, tenemos que
X tiene un plumaje en cualquier compactacién regular Hausdorff.
Como consecuencia de este resultado, al hablar de un espacio em-
plumado, diremos que tiene un plumaje en la compactacién de Stone —
Cech o en cualquier compactacién regular y Hausdorff, segiin nos con-

venga.

Corolario 2.9 (Proposicién 1.8, [4]). Si X es un subespacio de Y tal
que X tiene un plumaje en 'Y y 'Y es un espacio emplumado, entonces
X es un espacto emplumado.

Demostracion. Sea c¢Y una compactacion Hausdorff de Y. Como
Y tiene un plumaje en wY', por el Teorema 2.8, Y tiene un plumaje en
cY y dado que X tiene un plumaje en Y, por la Proposicién 2.3, X
tiene un plumaje en cY', es decir, existe una familia P = {U,, },en donde
cada U, = {UY : o € M,} es cubierta de X y los U son conjuntos
abiertos en c¢Y, que es un plumaje de X en cY.
Ahora, sea ¢cX = cl.y X, entonces cX es un cerrado en cY que es
compacto y Hausdorff, por tanto ¢X es una compactacion Hausdorff
de X y veamos que P’ = {V, }eny donde V,, = {V' : a € M,,} y donde
Ve = Ul NcX es un plumaje de X en cX. En efecto, es claro que
cada V' es un conjunto abierto en ¢X y que cada V), es una cubierta
de X; ahora si tomamos un x € X arbitrario, por la definicién de V),
Moo, St(z,V,) C (o~ St(z,U,) y como P es plumaje de X en ¢V,
N~ St(z,U,) C X, por tanto (.-, St(z,V,) € X y por tanto P’ es
un plumaje de X en cX. Entonces, otra vez por el Teorema 2.8, X es
un espacio emplumado. ¥

2.2. La clase de espacios emplumados

Hay dos clases de espacios que ocupan un lugar importante en
topologia, los espacios métricos y los espacios localmente compactos
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y Hausdorff. En esta seccién veremos que la clase de los espacios em-
plumados contiene las dos clases de espacios topologicos mencionadas
anteriormente y aun mas. Como podemos ver inmediatamente del Teo-
rema de invariancia, si un espacio es emplumado, entonces tiene un
plumaje en la compactacién de Stone — Cech, es decir, en particular
el espacio tiene que ser completamente regular. Por tanto la clase de
los espacios emplumados sera una “clase mas pequena”’ que la de los

espacios completamente regulares.

Proposiciéon 2.10. Siv X es un espacio topologico compacto y Haus-

dorff, entonces X es un espacio emplumado.

Demostracion. Esto es inmediato; dado que X es compacto y
Hausdorff, (id, X) es una compactacién Hausdorff y regular de X y es
claro que X tiene un plumaje en X, entonces por el Teorema 2.8, X
tiene un plumaje en wX; por tanto, X es un espacio emplumado.

Lema 2.11 (Proposicién 2.1, [4]). Si X es un espacio emplumado y A
es un conjunto Gs en X, entonces A es un espacio emplumado.

Demostracion. Sea A un conjunto G5 en X; por la Observacién
2.2, A tiene un plumaje en X y también se tiene que X es un espacio
emplumado, luego por el Corolario 2.9, llegamos a que A es un espacio
emplumado.

Proposicién 2.12 (Proposicién 2.2, [4]). Sea X un espacio empluma-
do. Si A es un subconjunto cerrado en X, entonces A es un espacio
emplumado.

Demostracion. Sea A un conjunto cerrado en X, como X es un
espacio emplumado, existe una familia P = {U,}nen, donde U, =
{U} : o € M,} tal que P es un plumaje de X en wX. Definamos
Pa = {Vatnen, donde V,, = {VI: VI = U Nel,xAy a € M,}.
Probemos que P4 es un plumaje de A en ¢/, x A. En efecto, claramente
P4 es una familia de cubiertas abiertas de A por conjuntos abiertos
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en cl,xA. Ahora, tomamos un punto arbitrario a € A; notemos que
st S =2, St(a, V) = Mo (U N elyxA : a € VI'}), entonces
S =", (cluxANSt(a,Uy,)), de donde S = cl,x AN, St(a,U,) C
clyxANX = clx A= A, entonces [, St(a,V,) C A. Por lo tanto Py
es un plumaje de A en ¢/, x A, pero, de la Proposicién 1.55, A tiene un
plumaje en wA, es decir, A es un espacio emplumado. 7

La Proposicién 2.12, muestra una de las propiedades interesantes de
los espacios emplumados, ya que como es bien sabido esta propiedad
la tiene tanto los espacios localmente como los espacios métricos.

Proposicién 2.13. Si X es un espacio topoldgico Cech — completo,

entonces X es un espacio emplumado.

Demostracién. Si X es un espacio Cech — completo, por la Defini-
cién 1.26, BX \ X es un conjunto F, en X, luego por la Observacion
1.9, X es un conjunto G en X . Ahora por la Observacion 1.23, X es
compacto y Hausdorff, luego, por la Propcision 2.10, 5X es un espacio
emplumado y X es un conjunto Gs en él, entonces por la Lema 2.11,

se tiene que X es un espacio emplumado. §

Proposiciéon 2.14. Si X es un espacio métrico, entonces X es un
espacio emplumado.

Demostracion. Demos c¢X, una compactacién Hausdorff de X;

ahora para cada nimero natural n, definimos

U, ={U C cX : U esabiertoen ¢X y diam(UNX) < —}.

S|

Notemos que para cada x € X, dada Bj/o,(x) (aqui, por supuesto
Bi )2, () es la bola abierta en X de radio 1/2" y centro en z ) existe un
conjunto abierto B en cX, tal que, B N X = By, (z). Es claro que
X C Uzex Biyon(®) € U, ex By y diam(B;, N X) = diam(B /2, (7)) <
1/n, por ello cada U, es una cubierta de X y por abiertos en ¢X. Probe-
mos que P = {U, }nen es un plumaje de X sobre cX.

Veamos entonces que todo z € X satisface que (o, St(z,U,) C

n=1
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X. Para esto, por la Proposicién 1.3, es suficiente ver que la familia
{St(x,U,) : n € N} es una base de vecindades de todo x € X ya que,
probado esto, se tendria que (-, St(z,U,) = {z}, que claramente
estd contenido en X. Asi que tomemos U,, una vecindad arbitraria de
x en c¢X; como cX es normal, de la Proposicion 1.7, existe V, vecindad
de z en cX, de tal forma que z € cl.xV, C U,.
SiA=X\V,=XnN(cX\V,), entonces A es un conjunto cerrado en X
yx & A, deaqui que d(x, A) > 0,y asi, por la famosa propiedad Arqui-
mediana de los nimeros reales, existe ng € N tal que 1/ng < d(z, A).
Finalmente, verifiquemos que ng es el candidato deseado, es decir, que
r € St(x,Uy,,) C U,. En efecto si U € U,, tal que x € U, entonces
(UNX)NA =0, lo que implica que UNX C X\ A =V, pero
dado que X es denso en cX, por la Proposicién 1.11, se sigue que,
AexU =clex(UNX)yasi, UCclxU=clex(UNX) CclxV, CU,.
Con esto, X tiene un plumaje en cX luego, por el Teorema 2.8, X es
un espacio emplumado.

En resumen, de todo lo probado hasta ahora tenemos el siguiente

teorema.

Teorema 2.15 (Teorema 2.3, [4]). La clase de los espacios emplumados

contiene a todos los espacios que son:
a) Compactos y Hausdorff.
b) Métricos.
¢) Cech — completos.
d) Localmente compactos y Hausdorff.

Demostracién. La pruebade (a), (b) y (c) es justo lo que probamos
en las Proposiciones 2.10, 2.14 y 2.13, respectivamente.
Para (d), si X es localmente compacto por el Corolario 1.27, X es
Cech — completo y por (c), X es emplumado y esto completa la prueba
del teorema. f
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Los resultados del Teorema 2.15 muestra la amplitud de nuestra
clase; sin embargo, algo que nos da mayor informacién de la riqueza
de los espacios emplumados es el siguiente resultado. Recordemos, por
ejemplo, que el producto de dos espacios localmente compactos no nece-
sariamente es localmente compacto (ver Ejemplo 3.3.14 en [7]). Sin
embargo, esto ttimo no sucede en la clase de los espacios emplumados.

Teorema 2.16 (Teorema 2.4, [4]). Si {X;}ien €s una coleccion de es-
pacios emplumados, entonces X = [[,.y Xi es un espacio emplumado.

Demostracion. Denotemos para cada ¢ € N, como SX; y como
P; ={U} :n € N}, donde U}, = {U} , : @ € M,;}, la compactacién de
Stone — Cech de X; y su respectivo plumaje de X; en 3X;. Entonces
probemos que X tiene un plumaje en cX =[], 8X;.
Por el Teorema 1.1, ¢X es compacto y del Teorema 1.34, se tiene que
cX es una compactacion Hausdorff de X. Ahora si tomamos P = {V¥ :
n,k € N}, donde Vi = {I[,<, Ul o X [L;sp 8Xi - Uj, €Uy a € My},
demostremos que P es un plumaJe de X en cX .
Por construccién, cada V¥ es una cubierta de X y por conjuntos abiertos
en cX . Por ultimo, probemos que para todo f € X, ﬂn ren SE(fLVE) C
X. Para esto sea f € X y g € ¢cX \ X puntos arbitrarios; necesitamos
encontrar no, kg € N de tal suerte que g ¢ St(f, Vko)
Dado que g € [[.cn8Xi \ [Lien X, existe ko € N tal que g(ko) €
BXk, \ Xk, y por definicién f(ko) € Xg,, pero como Py, es un plumaje
de Xy, en BXy,, se sigue que:

(%) g(ko) & St(f(ko),UL).

Ahora tenemos lo siguiente:

£vk) € I stifa),ui,) x T 8X;

i<kg i>ko

y por (%):

1 st(f(x:),uiy) < T] 8x: € 8X\ {g}

i<ko i>ko

es decir, g ¢ St(f, V,’jg) Y asi, X es emplumado.
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Corolario 2.17 (Corolario 2.5, [4]). Si {X;}ien es una coleccion de
espacios topoldgicos Cech — completos, entonces X = [Licn Xi es un

espacio emplumado.

Demostracion. Por el Teorema 2.15, cada X; es un espacio em-
plumado asi que, usando el Teorema 2.16, se obtiene el resultado.

Después del Teorema 2.15, que nos muestra la amplitud de la clase
de los espacios emplumados, ahora veamos una clase de espacios topolégi-
cos que contiene a todos los espacios emplumados. Para esto es nece-

sario definir la siguiente funcién cardinal.

Definicién 2.18. Una familia B(A) de subconjuntos abiertos de un
espacio X es llamada una base para el espacio X en un conjunto A C
X, si todos los elementos de B(A) continen a A y para todo conjunto
abierto V' que contiene a A, existe un U € B(A) tal que AC U C V.

Definicién 2.19. FEl cardcter de un conjunto A en un espacio topoldgi-
co X, el cual denotamos como x(A, X), se define como

min{|B(A)| : B(A) es una base para X en el conjunto A} + Ro.

Definicién 2.20. Un espacio Hausdorff X es puntual numerable si
para todo punto x € X, existe un conjunto compacto K C X de forma
que x € K y x(F, X) < N,.

Damos una caracterizacion de los espacios puntual numerable y

Tychonoff que usaremos en la siguiente seccién (ver Teorema 3.14 en
3])-

Teorema 2.21. Sea X un espacio Tychonoff. X es puntual numerable
st y solo si existe un espacio métrico W y una funcion F: W — X que
es multivaluada, continua, abierta y sobreyectiva, y tal que para todo
we W, F(w) es compacto.

El siguiente resultado es de gran ayuda para lograr nuestro propdsito
(Ver Teorema 3.13 en [3]).
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Lema 2.22. Para todo espacio Tychonoff X, es equivalente que:
a) X es puntual numerable.

b) Para toda compactacion cX del espacio X, el subespacio X puede

ser representado como la union de una familia de conjuntos Gg
en cX.

¢) Eziste una compactacion cX de X tal que, el subespacio X puede

ser representado como la union de una familia de conjuntos Gg
en cX.

Corolario 2.23 (Teorema 2.6, [4]). Si X es un espacio emplumado,

entonces X es puntual numerable.

Demostracién. Sean X un espacio emplumado y P = {U,, }nen un
plumaje de X en wX. Por el hecho de que podemos escribir que X =
U,ex (Nizy St(z,U;)), podemos decir que X es la unién de conjuntos G's
en wX, luego, por el Lema 2.22, se sigue que X es puntual numerable.
T

La clase de los k — espacios (ver Definicién 1.68) contiene también

a todos los espacios emplumados, esto es inmediato usando el Teorema
3,7 en [3]:

Teorema 2.24. Todo espacio topolégico puntual numerable, es un k-

eSpPacio.

Corolario 2.25 (Corolario 2.7, [4]). Si X es un espacio emplumado,
entonces X es un k-espacio.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata del Corolario 2.23
y del Teorema 2.24.

Terminamos esta seccion, esperando que el lector ya tenga una idea
mas precisa de donde estan situados los espacios emplumados.
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2.3. Espacios emplumados y funciones

Los resultados presentados en esta seccién, junto con los teoremas
vistos en la seccién 3.4, establecen un analisis detallado sobre la preser-

vacion de espacios emplumados bajo funciones continuas.

Teorema 2.26 (Teorema 3.1, [4]). SiY es un espacio emplumado, en-

tonces existe un espacio localmente compacto X y una funcion cociente

f: X—=Y.

Demostracion. Puesto que Y es un espacio emplumado, por el
Corolario 2.25, tenemos que Y es un k — espacto y por la Definicion
1.68, se tiene la tesis del teorema. §

El siguiente teorema nos da una conexion que hay entre los espacios

emplumados y los espacios métricos.

Teorema 2.27 (Teorema 3.2, [4]). Si Y es un espacio emplumado,
entonces existe un espacio métrico X y una funcion multivaluada F :
X — Y, que es sobreyectiva, abierta, continua y tal que para cada

r € X, F(x) es compacto.

Demostracién. Dado Y un espacio emplumado, por el Corolario
2.23, Y es puntual numerable, luego por el Teorema 2.21, tenemos la
tesis del teorema. §

Para terminar esta seccion, nos preguntamos bajo qué condiciones
la preimagen de un espacio emplumado resulta ser también un espacio
emplumado. Por ahora veamos que si tenemos la preimagen de un espa-
cio emplumado, bajo una funcién abierta y cerrada, no necesariamente

es un espacio emplumado.

Ejemplo 2.28. Consideremos un espacio topolégico X que no sea em-
plumado, consideremos una funcién constante f : X — {1}; clara-
mente [ es cerrada y abierta, y {1} es un espacio emplumado, pero
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fY{1}) = X no es un espacio emplumado. Por tanto, la preima-
gen bajo una funcion abierta y cerrada de un espacio emplumado, no

necesariamente resulta un espacio emplumado.

A continuacion el siguiente teorema nos muestra una de las condi-

ciones que andamos buscando.

Teorema 2.29 (Teorema 3.3, [4]). La preimagen de un espacio em-
plumado bajo una funcion perfecta, es un espacio emplumado.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién perfecta donde Y es
un espacio emplumado. Por el Teorema 2.8, Y tiene un plumaje en SY.
De la Proposicién 1.35, existe una funcion continua Gf : X — BY
de tal manera que Gf|x = f; ahora, puesto que f es perfecta, por el
Teorema 1.37, 3f~1(Y) = X. Entonces notemos que para la funcién
B f se cumplen las hipdtesis de la Proposicién 2.7, por ello X tiene un
plumaje en 5.X, luego por el Teorema 2.8, X es un espacio emplumado.
T

Como ahora ya sabemos, la preimagen de un espacio emplumado
bajo una funcién perfecta es un espacio emplumado. Sin embargo, hay
otra clase muy especial de funciones que asi como las perfectas solu-
cionan nuestro problema, a saber, las k-funciones (Definiciéon 1.67).
Usaremos el siguiente lema para la prueba.

Lema 2.30 (Proposicién 3.4, [4]). Si f : X — Y es una k-funcion

sobreyectiva donde Y es un espacio emplumado, entonces [ es cerrada.

Demostracion. Puesto que Y es un espacio emplumado, por el
Corolario 2.25, Y es un k-espacio y, por la definicién de k-funcion,
podemos ver que cumple las hipotesis del Teorema 1.69, y de aqui ob-
tenemos que f es cerrada. }

Ahora si, el resultado esperado.

Teorema 2.31 (Teorema 3.3’, [4]). La preimagen de un espacio em-
plumado bajo una k-funcion continua, es un espacio emplumado.
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Demostracién. Sea f : X — Y una k-funciéon continua donde Y
es un espacio emplumado, queremos verificar que f~}(Y) = X es un
espacio emplumado. Por el Lema 2.30, tenemos que f es cerrada y por la
definicién de k-funcién se cumple que dado un y € Y (claramente {y} es
compactoen Y), f~1({y}) es un compacto, entonces f es perfecta, luego
por el Teorema 2.29, se tiene que f~!(Y) es un espacio emplumado. }

La siguiente pregunta natural es, bajo qué condiciones la imagen
de un espacio emplumado, es un espacio emplumado. La respuesta a
esta cuestion la veremos mucho mas adelante (seccién 3.4)ya que son
necesarios otros resultados.

Por el momento, veamos que pasa con la imagen de un espacio em-
plumado bajo una funciéon que es cerrada. Este caso es més complicado
que el anterior y necesitamos los siguientes resultados.

Teorema 2.32. Si f: X — Y es una funcion cerrada y sobreyectiva,
donde X es un espacio métrico y Y un espacio puntual numerable.
Entonces Y es metrizable.

Demostracién. Teorema 3.11 en [3]. {

Teorema 2.33 (Teorema 3.5, [4]). Sea f : X — Y wuna funcion so-
breyectiva y cerrada donde X es un espacio métrico. Entonces Y es un
espacio métrico si y solo si'Y es un espacio emplumado.

Demostracion.
=] Esto se sigue de inmediato de el Teorema 2.15 parte (b).
<] Supongamos entonces que Y es un espacio emplumado, luego por
el Corolario 2.23, tenemos que Y es puntual numerable, pero asi se
satisfacen las hipotesis del Teorema 2.32, y de aqui se sigue que Y es
un espacio métrico. ¥

Usando los resultados anteriores, podemos ahora dar un ejemplo de

lo buscado.

Ejemplo 2.34. Sea X = @, .y X, donde X,, = [0,1] x {n}. Defi-

namos la siguiente relacion de equivalencia en X :

(x,n) ~ (z,m) siysdlosi(x,n)=(z,m)or=2=0
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Notemos que el espacio cociente X/ ~, es esencialmente el espacio X,
salvo que todos los puntos de la forma (0,n) son pegados en un sdlo
punto p, a saber, la clase de equivalencia del (0,1). Ahora consideremos
la funcién natural cociente, q : X — X/ ~, es decir, para todo © € X,
q(z) = [z] ([z] = {y : y ~ x}). Notemos que q es una funcion cerrada v,
como X es un espacio métrico, por el Teorema 2.15, X es emplumado;
restaria ver que X/ ~ no es un espacio emplumado.

En efecto, p no tiene una base de vecindades numerable. Supongamos lo
contrario, es decir, existe {U;}}neN una base de vecindades para p, como
q es una funcion continua, para cada n € N, q’l(UI?) es un conjunto
abierto en X, ademas, (0,n) € qil(U;‘)ﬂXn, mas ain, qil(U;‘)ﬂXn es
infinito. Para cadan € N, elegimos un punto (an,b,) € ¢~ (U})NX, de
forma que (an,b,) # (0,n), notemos que (¢~ (U}}) N Xn) \ {(an, bn)} =

G, es un conjunto abierto en X,, luego G = G, es un conjunto

neN
abierto en X, y ademds q(G) es un conjunto abierto en X/ ~ y tal
que p € ¢(G), pero, observemos que para todo n € N, [(an,b,)] € U}l y
[(an, bn)] ¢ q(G), es decir, Uy € q(G) lo cual no es posible. Entonces
X/ ~ no es primero numerable, luego X/ ~ no es metrizable, y por
el Teorema 2.33, X/ ~ no es un espacio emplumado. Por tanto la
propiedad de ser espacio emplumado no necesariamente se preserva

bajo funciones cerradas y continuas.

2.4. El peso de los espacios emplumados

En esta seccién usaremos la siguiente funcion cardinal.

Definicién 2.35. Sea X un espacio topoldgico. El peso de X denotado
por w(X) se define como min{|B| : B es base para X} + N,.

Observacién 2.36. Un espacio topologico X tiene una base numerable

(o también llamado sequndo numerable) si y solo si w(X) = No.

El siguiente problema fue planteado por P. S. Alexandroff y P. S.

Urysohn. Dado X =, X un espacio topoldgico, donde la cardinali-

seS
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dad de S y el peso de cada X, no excede cierto niimero cardinal 7, jbajo
qué condiciones se tiene que el peso de X no excede a 77 El problema
fue resuelto 30 anos después, en 1956, por M. Smirnov quien probé que
si X es compacto y es la union numerable de espacios que tienen una
base numerable, entonces X tiene una base numerable. Tres anos mas
tarde A. V. Arhangel’skii obtiene con éxito el siguiente teorema, usan-
do un método completamente diferente: si X es Cech—completo y para
cada s € S, w(Xs) < 7, entonces w(X) < 7. Para llegar a tal resultado
fue de mucha ayuda introducir el concepto de red.

En esta seccion probaremos tal resultado, ahora para espacios em-

plumados.

Definicién 2.37. Diremos que una familia N de subconjuntos de X
es una red para X, siempre que para todo x € X y toda vecindad U de
z, eriste M € N tal quex € M C U.

Definicién 2.38. Sea Y C X. Diremos que una familia B de conjuntos
abiertos en X, es una base externa de Y en X si para todoy € Y vy
toda vecindad V, de y en X, existe B € B de forma que y € B C V.

Teorema 2.39 (Teorema 4.2, [4]). Si X es un espacio emplumado que
tiene una red N tal que |N'| < 7, entonces existe una base externa B
de X en wX tal que |B| < 7.

Demostracién. Demos P = {U, }nen, donde U, = {U} : o € M, }
un plumaje de X en alguna compactacién Hausdorff y regular cX.
Para cada M € N elegimos un tnico U}, € {U € U, : M C U}
y formemos la siguiente familia U, = {U7,, : @ € M,y M € N}; si
hacemos lo anterior para cada nimero natural n obtenemos una familia
P’ = {U] },en. Probemos que P’ también es un plumaje de X en ¢X. En
efecto; dados n € Ny z € X arbitrarios, existe o € M,, tal que x € U,
luego, podemos encontrar un M € N de tal forma que x € M C U,
y asi U] # 0, por esto podemos elegir un U € U/ que tenga a z. Por
lo tanto P’ es una familia de cubiertas de X y por conjuntos abiertos
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en ¢X; y debido a que (_, St(z,U),) C (N, —, St(xz,U,) C X se tiene
también que P’ es un plumaje de X en cX.

Ahora definamos las siguientes familias: para cada nimero natural n,
Vo ={cX\UZy ULy €U}, V=Up" Vo, N = {clexM : M € N'}
y por ultimo H = A UV; notemos que H es una familia de compactos y
[H| < 7 pues |N] < 7y V| <sup{|[Va| :n € N} Ry < 7-Ry = 7. Para
cada par de elementos en ‘H ajenos, tomamos dos abiertos ajenos en cX
garantizados por la normalidad de c¢X y con estos abiertos formemos la
famila B’. Si B es la familia que consiste de todos los elementos de 55/,
de los complementos de sus cerraduras tomadas en ¢X y de todas las
posibles intersecciones finitas, de los conjuntos indicados anteriormente,
entonces |B| < 7. Sélo resta probar que B es la base externa deseada.

Sean r € X y U, una vecindad arbitraria en cX de z; definamos
F = c¢X \ U, y verifiquemos que:

(x) Paratodo zp € Fexiste V., € Btalquezp € V. y & & clox V.

Tomemos entonces xr € F', para esto tenemos dos casos:

(+) xp € X. Como zr # = y debido a la normalidad de ¢X y por la
Proposicion 1.7, existen V,,,. y V,, vecindades en ¢X de xp y x respec-
tivamente de tal suerte que cloxV,, N clexV, = 0, también podemos
M, € N tales que M,, C V., yx € M, CV,. En-
tonces si clexM,, = Ay clexM, = B se tiene que ANB =0y
A, B € N C H, luego existen V.., Ve € B' de forma que A C V] 'y
B C V]. Porlo tanto V] € B, xzp € V] y x & clexV, , es decir, se
satisface (x).

(«) zr € X\ X. Como P’ es un plumaje de X en cX, existe n, € N tal
que xp & St(z,U,, ). Sea U € U], deformaquex € Uy xp ¢ U, por es-
to podemos elegir V,,, € V,,, de tal manera que xp € V,,, y x ¢ V,,,. En-

encontrar M,,.,

tonces x € cX \V,,, v, como ¢X es normal por la Proposicién 1.7, pode-
mos encontrar un abierto U, tal que x € U, C ¢l .xU, C cX\V,,; ahora,
dado que N es una red de X, existe M, € N, donde, x € M, C U..
Definimos V,, = ¢l.x M,. Ahora se tiene que V,,,, V, € Hy V,,NV, =0,
luego existen B,,, B, € B’ ajenos y tales que, V,,, C B, v V. C B,.
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Por lo tanto x, € By, C clexBy, C cX \ {z} y B, € B, es decir, se
cumple () para zp € ¢X \ X.

Por (*)’ F g UxeF
tales que F C Uzj V.., por definicién, para cada i € {1,2,...,k},
r & cloxV,,, luego = ¢ UZj clexVy,, entonces x & cl.x Uzj V., por
ello V.= X \ clex Uzj V,, es una vecindad de x, y es claro que

Vz, pero como F' es compacto, existen V,,, Vi, ..., Vi,

x €V C U, so6lo resta ver que V' € B. En efecto, por definicién
cada cX \ cl.xV,, € B, entonces también V = ﬂii’f(cX \clexVy,) € B,
es decir V € B y esto prueba lo deseado.

Corolario 2.40 (Corolario 4.3, [4]). Si X es un espacio emplumado
que tiene una red N tal que |IN'| < 7, entonces w(X) < 7.

Demostracion. Por el Teorema 2.39, X tiene una base externa
digamos B, pero si B’ = {BN X : B € B} es claro que B’ es es una
base de X y asi también |B'| < 7, luego w(X) < 7. §

Para probar el siguiente resultado primero probaremos el siguiente

lema no complicado.

Lema 2.41 (Lema 4.5, [4]). Sea X = J ¢ Xa, donde X es un espacio
emplumado, w(X,) < 7 para todo o € M, y |M| < 7; ademds si para
cada o € M, B, es una base de X, de tal manera que |B,| < 7.
Entonces B = ¢ Ba forma una red para X tal que |B| < 7.

Demostracién. |B| < sup{|B,|: « € M} -|M| < 7.7 =7, por
tanto |B| < 7. Por ultimo probemos que B es una red para X. Tomemos
xr € X y U, una vecindad arbitraria de x, entonces existe v € M tal
que z € X,; por otro lado, X, N U, es un conjunto abierto en X, y
como por hipétesis B, es una base para X, existe B, € B, tal que
€ B, C X,NU,. Porlo tanto B, € U,cpy Bay z € B, CU,. T

Los siguientes dos resultados son bien conocidos para espacios local-
mente compactos y espacios métricos, probados también para espacios
Cech — completos y ahora veamos que se pueden extender a la clase de
espacios emplumados.
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Teorema 2.42 (Teorema 4.4, [4]). Si X = {J,cps Xa, donde X es un
espacio emplumado, w(X,) < 7 para todo o € M, y |[M| < 7; entonces
w(X) <.

Demostracion. Observemos que las hipétesis del Lema 2.41 se
satisfacen, entonces tenemos que X tiene una red de cardinalidad no
més grande que 7, y ahora, por el Corolario 2.40, se sigue que w(X) < 7.
T

El teorema anterior da una soluciéon al problema planteado por

Alexandroff y Urysohn que comentamos al principio de la seccion.

Corolario 2.43 (Corolario 4.6, [4]). Si X es un espacio topoldgico
emplumado, entonces w(X) < |X]|.

Demostracién. Es claro que N' = {{z} : € X} es una red para
X y que |B| = | X]|, luego por el Corolario 2.40, w(X) < |X|. T

En particular, del corolario anterior, se obtiene el siguiente resul-
tado.

Corolario 2.44 (Corolario 4.7, [4]). Si X es un espacio emplumado
tal que | X| = Vo, entonces w(X) = Ny.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del Corolario 2.43. §

Proposicién 2.45 (Proposicion 4.9, [4]). Si f : X — Y es una funcion
continua y sobreyectiva entre espacios topoldgicos tal que w(X) = T,
entonces Y tiene una red N con |N| < 7; inversamente si Y tiene
una red N con |[N'| = 7, entonces existe una funcion f : X —'Y que
es continua y biyectiva (también dicho, Y es una condensacion de X),
donde w(X) < 7.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es una funcién con-
tinua y sobreyectiva tal que w(X) = 7, entonces podemos encontrar B
base de X con |B| < 7; as{ definamos N' = {f(B) : B € B} y probemos
que NV es unared en Y, que es lo que necesitamos debido a que |N| < 7.
En efecto, sean y € Y y V una vecindad de y arbitrarios, ahora si x
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es tal que y = f(x), entonces z € f~1(V), debido a la continuidad de
f se tiene que f~'(V) es un abierto en X y dado que B es una base,
existe By € B tal que z € By C f~1(V), luego y € f(By) C V vy, por
definicién, f(By) € N; por tanto N es una red de Y.

Inversamente si N es una red de Y con |[N| < 7, formemos el siguiente
conjunto B ={N, =M, : My C N y|M,| < R}, notemos que:

(1) Si N, N3 € By z € N, N Ng, entonces z € [\ M, N[ Mg,
luego z € (Mo N Mjg) = N, y es claro que N, € By que
N, C N, Ns.

(2) Siy € Y, dado que NV es una red, podemos escoger {M,} C N
para el cual y € M, C Y, pero es claro que M, € B; por lo tanto
Y =UB5.

De (1) y (2) se concluye que B es una base para una topologia 75 en
Y. Consideremos X =Y con la topologia 75 y definamos f: X — Y
donde f = Idy(la identidad en Y). Otra vez, dado que N es una
red, se tiene que f es continua; también es claro que f es biyectiva, y
|B| = [N]<M0 <Ny -7 < 7, de aqui que w(X) < 7. §

El siguiente teorema es conocido para la clase de los espacios local-
mente compactos; aqui se prueba para la clase de los espacios empluma-
dos que como ya sabemos, contiene a todos los espacios localmente
compactos.

Teorema 2.46 (Teorema 4.8, [4]). Si X es un espacio topoldgico ar-
bitrario y f : X — Y es una funcion continua y sobreyectiva tal que Y

es un espacio emplumado, entonces w(Y) < w(X).

Demostracién. Definimos k = w(X). Dado que f : X — Y es
continua y sobreyectiva, por la Proposicién 2.45, Y tiene una red N
con [N| < Ky, como Y es un espacio emplumado, por el Corolario
2.40, se tiene que w(Y) < k. t

Corolario 2.47 (Corolario 4.10, [4]). Un espacio emplumado que es la
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imagen continua de un espacio sequndo numerable, es sequndo nume-
rable.

Demostraciéon. Se sigue inmediatamente del Teorema 2.46. §



Capitulo 3

Espacios emplumados y

paracompacidad

La clase de los espacios paracompactos y emplumados son el objeto
de estudio en este capitulo.
En las secciones 3.1, 3.2 y 3.4, se hace un analisis sobre la preservacién
de espacios paracompactos y emplumados bajo funciones continuas.
Y en la seccién 3.3, tratamos lo siguiente: ;qué espacios topoldgicos

son la preimagen perfecta de un espacio con base numerable?

3.1. Resultados previos

En esta seccién presentamos ocho proposiciones las cuales nos dan
la pauta para poder probar la mayoria de los resultados presentados en

este capitulo.

Proposicién 3.1 (Proposicién A, [4]). Si f: X — Y es una funcion
perfecta, continua y sobreyectiva donde Y es un espacio métrico, en-
tonces existe una k-funcion multivaluada F' : Y — X que es continua,

abierta y cerrada.

Demostracion. Consideremos la funcién multivaluada F : X —
Y tal que para todo = € X, F(x) = {f(x)}, como f es continua y

45
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cerrada, del Teorema 1.64, se obtiene que F' es continua y cerrada.
Sea F7! 1 Y — X la funcién inversa de F, es decir, tal que para
todoy € Y, Fl(y) = {zr € X : y € {f(x)}} (ver Definicién 1.57),
entonces de la Observacién 1.61, se sigue que F~! es cerrada y continua.
Ahora, si tomamos un conjunto abierto B en Y, de la Proposicion 1.63,
FY(B) = f7Y(B) y de la continuidad de f, F~*(B) es un conjunto
abierto en X. En resumen, F'~! es continua, abierta y cerrada; sélo

resta ver que es una k — funcion. Veamos esta tltima parte:

() Si tomamos un compacto B C Y, verifiquemos que F~(B) es
compacto. En efecto, de la Proposicién 1.63, F~1(B) = f~1(B) y
puesto que f es perfecta, del Teorema 1.17 se tiene que f~'(B)
es compacto, asf, F'~1(B) es compacto.

(--) Sea A C X compacto, queremos probar que (F'~')"!(A) es com-
pacto en Y. En efecto, de la Proposicién 1.58 y de la Obser-
vacién 1.59 obtenemos que (F~1)7'(A) = F(A), y recordemos
que F(A) = f(A), y puesto que f es continua y A es compacto,
f(A) es compacto.

De () y (-) se verifica que F~! es una k-funcién y, como habi-
amos visto, también continua, abierta y cerrada, asi F~! es la funcién

deseada.

Proposicién 3.2 (Proposicién B, [4]). Si F: X — Y una k-funcion,
donde X es un espacio métrico y F es cerrada, abierta y continua,

entonces Y es paracompacto.

Demostracion. Puesto que X es métrico, del Teorema 1.71, X es
paracompacto. Ahora dado que F' es continua y cerrada, F' preserva
cerrados bajo la imagen y preimagen de cerrados, y como F' es una k-
funcién, F' preserva compacidad bajo imagen y preimagen. Entonces,
de acuerdo a la Definicién 1.65, F' es una funcion perfecta y ya teniamos
que X es paracompacto, luego del Teorema 1.66, podemos decir que Y
es paracompacto, que es lo deseado.
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Hacemos una pausa para dar algunos conceptos y resultados nece-
sarios para probar la siguiente proposicién. La siguiente definicién puede
consultarse en [7], pag. 331.

Definicién 3.3. Una base B de un espacio topologico X, diremos que
es reqular si para todo x € X y toda vecindad U de x existe una vecindad
V C U del punto = de forma que el conjunto de elementos B € B que
cumplen que BOAV £ 0 y BN (X \U) # 0 es de cardinalidad finita.

El siguiente resultado fue probado por Arhangel’skii en 1960.

Teorema 3.4 (Metrizacion de Arhangel’skii). Un espacio topoldgico
es metrizable si y solo si es un espacio Ty que tiene una base regular.

Demostracién. Teorema 5.4.6 en [7]. }
En lo que prosigue, a menudo usaremos el concepto de familia k-

fina que se define a continuacion.

Definicién 3.5. Una familia D, formada por abiertos de un espacio
topologico X, se dice que es k-fina si para todo punto x € X, existe un
compacto H de tal forma que para toda vecindad U de H, el conjunto
de elementos V € D que tienen a x como elemento y VN (X \U) # 0,
es de cardinalidad finita; y existe al menos un V, € D conx € V, CU.
En este caso diremos que la familia D es reqular en el par (x, H).

Veamos una propiedad que tiene una familia k- fina, la cual usare-

mos mas adelante.

Lema 3.6 (Lema, pag 17, [4]). Si D es una familia k-fina de un espacio
topologico X, entonces la familia D de todas las posibles intersecciones

finitas de D, es también una familia k-fina en X.

Demostraciéon. Sea x € X, puesto que D es k-fina en X, existe un
compacto G con la propiedad de que D es regular en (z, ). Probemos
que D también es regular en (z,G).

Para esto tomamos una vecindad arbitraria U con GG C U, luego existe
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una subfamilia D' C D la cual cumple que todos sus elementos tienen
a x e intersectan a X \ U, y |D'| < Ry. Notemos que si V € Dy cumple
quez €Vy VﬂX\U + 0, por definicién V = Ni_, Vi dondelos V; € D,
entonces cada V; € D'. Por tanto, podemos decir que todo elemento en
D que tiene a x e intersecta a X \ U, lo podemos considerar como la
interseccién finita de elementos de D', y de ahi tenemos la conclusién
del lema. 7

Continuando con el estudio de los espacios emplumados, veamos el
siguiente resultado.

Proposicién 3.7 (Proposicién C, [4]). Sea X un espacio métrico y
F: X — Y una k-funcion multivaluada que es continua, sobreyectiva

y abierta. Entonces Y tiene una familia k-fina.

Demostracién. Sean B una base regular en X (garantizada por el
Teorema 3.4) y D = {f(B) : B € B}. Notemos que D es una familia de
conjuntos abiertos en Y, asi que probemos que D es una familia k-fina
enY.

Sea yg € Y un punto arbitrario; puesto que F' es una k-funcion y
{yo} es compacto, Fﬁl(yo) = (@ es un compacto en X, y luego, tam-
bién F(F~'(yo)) = H es compacto en Y. Veamos que D es regular en
(yo, H). En efecto, sea U una vecindad arbitraria de H, luego como
F es continua, V = X \ F~1(Y \ U) es un conjunto abierto en X.
Ahora si tomamos un punto z € G y suponemos que z ¢ V', entonces
z € F7H Y\ U), es decir, F(2)NY \U # 0, lo cual no es posible ya que
como z € G, F(z) C F(G) = H C U, por tanto G C V. Observemos
que, si z € F(V), entonces existe z € V tal que z € F(x), es decir,
r ¢ F7Y(Y \U) tal que z € F(z), pero entonces F(z) C U, lo cual
muestra que z € U y por tanto F(V) C U.

Como B es una base regular de X, para todo w € V (en particular
para todo w € G) podemos encontrar una vecindad U, de w, con la
propiedad que el subconjunto B, de B, cuyos elementos intersectan a
U,y a X\ H, es vacio o finito. Con estos U,, podemos formar una cubier-
ta para G, es decir, G C e Uw y POr la compacidad de G, existe un
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conjunto finito {wy, ws, ..., w,} € G que cumple que G C |J;_, Uy,; sea
V' =, Uy,. Sialgin B € B cumple que BNV’ # 0y BN(X\V) # 0,
entonces BNU,,, # 0y BN(X\V) # 0 para algin i € {1,2,...,n}, pero
entonces B € B,,. Por tanto si el conjunto By, es formado con todos los
elementos en B que intersectan a V' y a X\ V, By, | < | Ui, Bu,;| < No.
Por otro lado, si B € B\ By, tal que yo € F(B), de la Definicién
1.57, existe z € B que cumple que y € F(z), luego z € By z €
F~!(y) = G, y de aqui que z es elemento de algin U, € V'; y por ello
podemos decir que V' N B # () y por la eleccién de B, tenemos que
BN(X\V) =10, es decir, BCV ydeaqui que F(B) C F(V)CU,es
decir, F(B) N (Y \ U) = 0. Por lo tanto entre los elementos de D que
tienen a yp como elemento, sélo los elementos de B,, podrian intersec-
tar a Y \ U, y |By,| < Ro. De esto tltimo se tiene lo deseado.
Solo restaria ver que existe al menos un F(B) € D tal que yy € F(B) C
U. Para esto, si tomamos z € G, como G C V' y V es un conjunto abier-
to en X y B es una base para X, es posible encontrar un By € B de
forma que x € By C V, entonces yy € F(2) C F(By) C F(V)CU.
Ahora, regresemos a la necesidad del Teorema 3.4; si X es un es-
pacio metrizable y ademas pedimos que el espacio X tenga una base
numerable, entonces ;jtambién tendrd una base regular numerable?.

Para resolver esta cuestion recordemos que:

Lema 3.8. Si un espacio X es sequndo numerable, entonces en toda
base B de X existe una subcoleccion By C B tal que By es una base
para X y |By| < Ny.

El siguiente corolario da respuesta a lo planteado.

Corolario 3.9. Un espacio topologico metrizable y sequndo numerable,

tiene una base reqular numerable.

Demostracién. Para cada n € N, definamos {54, () }sex. Del
Teorema 1.71, para cada nimero natural n, B, es un refinamiento lo-
calmente finito de {B1 /4, () }zex-
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Veamos que B = |J,—, B, es una base para X. Si tomamos z € X
y U, una vecindad de z, luego, existe i € N tal que x € Byjy(x) C
Byji(z) € U,. Ahora, puesto que B;;; es una cubierta de X, existe
B € B;;1 tal que x € B. También podemos encontrar y € X tal que
B C By a1y (y). Afirmamos que Byja+1)(y) € Uy; en efecto, tomem-
os un punto arbitrario w € Bja+1)(y); por otro lado notemos que
x € By/4i+1)(y), entonces
1 1
d(w,x) < PTEEY) <<
por lo tanto w € Bl/i(x) C U, y se tiene probada la afirmacién. En-
tonces, vt € B C U, y B € B, es decir, B es una base para X.
Veamos que B es una base regular. Dado z € X y cualquier vecin-
dad U de z, existe un ntmero natural i tal que B;,(z) € U. Sea
Vo = Bijs(x), y para todo j € {1,2,...,i} sea V; una vecindad de
que intersecta sélo una cantidad finita de elementos de B;. Definamos
V = ﬂ;zo V; y verifiquemos que el conjunto de elementos en B que
intersectan a V' y a X \ U es finito. Pero el conjunto de elementos
en |J'_, B, que intersectan a V y a X \ U por construccién es fini-
to, y si existiera B € |J,—,,; By tal que BNV # ) se tendria que
BN (X \U) = 0 por lo siguiente; sin pérdida de generalidad vamos
a suponer que B = B;11 € B;,1, luego existe y € X tal que B;y; C
Bi/ai+1)(y), de donde podemos tomar un punto a € By 441)(y) N Vo,
notemos que si w € By /4(1-+1)(y) un punto arbitrario
1 1 1

< - R -
d(w,z) < d(w,a) +d(a,x) < G+ D) + T

por lo que w € By(x); asi, Biy1 C Bijat1)(y) € Biji(x) C U, es
decir, BN (X \ U) = (. Por lo tanto B es una base regular.

Por 1ltimo, del Lema 3.8 es posible encontar la base regular numerable
deseada.

El corolario anterior es con el siguiente fin.
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Corolario 3.10. Sea X un espacio métrico con w(X) =8y y F: X —
Y una k-funcion multivaluada que es continua, sobreyectiva y abierta.

Entonces Y tiene una familia k-fina numerable.

Demostracion. La prueba es completamente andloga a la de la
Proposicién 3.7, basta tomar una base regular numerable, lo cual es
posible ya que w(X) = X, (Corolario 3.9). §

Antes de continuar, para la siguiente proposicion es necesaria la
siguiente propiedad que tiene la compactacién de Stone — Cech, el

resultado es igualmente vélido para cualquier compactacién Hausdorftf.

Lema 3.11. Sea X un espacio topoldgico. Si U es un conjunto abierto

en X y localmente compacto, entonces U es un conjunto abierto en
BX.

Demostracién. Tomamos x € U, puesto que U es localmente com-
pacto, existe una vecindad de x en U, V.V, tal que ¢/ V.U es un subespa-
cio compacto y, asi, cerrado en 3X. Por lo tanto clgx (clyV.Y) = cly VY.
Como V.V C cly V.Y, entonces clgx V.V C clsx(cly V) = cly VY, y co-

mo siempre es cierto que cly V.Y C clgx V.V, obtenemos que:
ngxva = CﬁUV;,U.

Por otro lado, como VY es un conjunto abierto en X, existe un
conjunto Uy abierto en 8X tal que V.V = UyxNX; de la densidad de X
en X y de la Proposicién 1.11, clsxUsx = clsx(Usx NX) = clax VY,
de donde:

céﬁwiU = clgxUpx.

Finalmente lo que necesitamos probar es que Ugx C X. Pero, si
existiera un punto z € Ugx \ X, entonces z € clzxUsx = clsx V.V, y por
otra parte z & cly V.V = clgx V.V, es decir, 2z € clgxVV v z & clzxVV.
Por lo tanto, U es un conjunto abierto en 5X.

La siguiente notacion la utilizamos para simplificar lo expuesto en

nuestra siguiente proposicién.
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Notacion 3.12. Por MF, donde F es una familia de conjuntos, de-
notaremos la coleccion de los elementos mazimales en F respecto a
la inclusion, es decir, aquellos elementos que no estdn contenidos en

algin otro elemento de F.

Proposicién 3.13 (Proposicién D, [4]). Si X es un espacio topoldgico

que tiene una familia k-fina, entonces X es un espacio emplumado.

Demostracion. Sea X un espacio con una familia k-fina D. Por
el Lema 3.6, podemos suponer que dicha familia contiene todas las
intersecciones de subfamilias finitas de D.

Definamos la siguiente subfamilia:

Drc ={D € D : D eslocalmente compacto}

Ahora, usando recursién construyamos las familias {Cy} vy {Dy} como
sigue.
Para todo k € N

k
Ci =D, Dy = MC, Crpa =D\ | Ds.
=1

Para lo que sigue definamos la coleccion {Uy }ren, donde Uy, = D UD ¢

Probemos la siguiente afirmacion:
(x) Para todo natural k, Uj, es una cubierta abierta para X.

Para esto tomemos arbitrarios £ € N y z € X; como la familia D
es k-fina podemos agenciarnos un compacto H con la propiedad de
que D es regular en (z, H). Nuevamente por recursién construyamos
una sucesiéon {D,, } en D de la siguiente forma: como base tomemos un
elemento fijo D; € D que tenga a nuestro punto arbitrario x. Suponga-
mos ahora ya construido D, para todo n < k, x € D,,. Consideremos
U= ﬂizl D,,. Notemos que z € U y que por la definicién de nuestra
familia D también se tiene que U € D. Supongamos que hay una can-
tidad infinita de D € D tal que x € D ya que de lo contrario, de la
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construccién de U, U € Cy y entonces podemos encontrar el elemento
maximal U? en C, y tendriamos que z € U¥ € MC, = Dy, lo cual
probaria (x).

Continuando, tenemos dos casos posibles aqui:

(1) U es localmente compacto, es decir, U € Dpc; pero entonces
x € U € Dre, v asi para todo k£ € N tenemos que U € Uy, y por
lo tanto Uy, es cubierta de X, es decir, se tiene la afirmacién (x).

(2) U no es localmente compacto. Entonces U N (X \ H) # 0, ya
que siUN(X\ H) =0,U C H y, por otro lado U N H es un
conjunto abierto en H, pero H es localmente compacto entonces
de la Proposicién 1.15, tendriamos que U es localmente compacto,
lo cual es una contradiccién. Asi, podemos tomar un punto z €
UN(X\ H), luego V= X\ {2z} es una vecindad de H; ahora, si
para todo D € D, tal que x € D, se tiene que U N (X \ D) = 0,
tenemos que U C D y entonces DN (X \ V) # 0, lo cual no es
posible dado que D es regular en (z, H). Entonces existe D € D,
talquex € Dy UN (X \ D) # 0. Sea Dy.1 = D.

Si en algtin momento de la construccién de nuestra sucesion sucede
(1), entonces tenemos probada la afirmacién (x) y no hay que hacer
mas. De lo contrario:

El caso (2).

Sea U, = (i, Di, notemos que {U,} es una sucesiéon en D que es
estrictamente decreciente. Verifiquemos que cada U, € Cy.

Hagamos una prueba por induccién. Para &k = 1 tenemos que U; €
D = (;; supongamos que U, € Cp y probemos que Ugy; € Criq. De
nuestra hipétesis de inducciéon U, € D\ Ui:ll D;, consecuentemente
todom € {1,2,..., k—1} cumple que: Uy € D\J;", D;, y como también
Uk+1 & Uy, entonces Uy ¢ M(D\ U~ D;) = MCyi1 = Dppyr; por
tanto Uy ¢ Ule D;, luego Ugi1 € Cpy1.

Ahora como x € Uy, y también como vimos en (2), U, N (X \ H) # 0,
entonces podemos encontrar un punto z € Uy y z € (X \ H). Luego
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V = X \ {z} es una vecindad de H y Uy N (X \ V) # 0, entonces por
la regularidad en (x, H), Uy esté contenido en a lo mds una cantidad
finita de elementos de D. Por lo tanto podemos encontrar M € MCy
tal que x+ € M € MC, = D, C U,. Con lo que tenemos finalmente
probada nuestra afirmacién (x).

Veamos la siguiente propiedad

(¥) Si¢# j, entonces U; NU; C Do

Sea D € U;NU;, entonces (D € D;0 D € Dye)y (D € Djo D € Dyge).
Veamos que pasa si D € D;ND;, sin pérdida de generalidad supongamos
que ¢ < 7, luego ¢ < j — 1; ahora, como D € D;, D € MC;, y debido a
que:

Me, = M\ D) =M@ \(( ) DUD)
k=1 ke{l,..j—11\{i}

tenemos que D ¢ MC;, que es lo mismo que, D ¢ D; lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto D € D¢ y se tiene probado ().

Sea X la compactacién de Stone — Cech de X. Para cada Uk e Uy,
sea (7§ un conjunto abierto en 3X para el cual U¥ = (75 NX y con estos
dltimos conjuntos abiertos formamos la familia 2, = {U* : U* € U, }.
Si Uk € Dy, es decir, U* el localmente compacto, entonces del Lema
3.11, U¥ = U*. Por dltimo probemos que la familia P = {U),}ren s un
plumaje de X en 5X.

De (%) es claro que P es una familia de cubiertas de X con conjuntos
abiertos en $.X, entonces sélo restaria ver que todo x € X cumple que
N, St(x,Uy) C X.

Para esto supongamos que es falso, es decir, que podemos encontrar
un punto zo € X para el cual (), St(xo,ljk) ¢ X, entonces para tal
T, podemos encontrar un compacto F' de modo que D es regular en
(zg, F'). Como (=, St(xo,Uy) N (BX \ X) # 0, existe una familia V =
{(7§k}keN, donde para cada k € N, ﬁD’fk ey y 0 € (7§k y satisfacen
que (=, UL N (BX \ X) # 0. Consideremos la familia V' = {U} },
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donde, Uf = ﬁﬁk N X. Si (7516 = Uk, entonces U} N (fX \ X) #
() lo cual no es posible; por ello, para todo k, Ugfk #+ Ugfk, es decir,
ningun U, gk es localmente compacto y usando la propiedad (x) se tiene
que todos los elementos de la familia V' son diferentes. Tomemos y €
N2, St(xo, Up)N(BX\X) # 0, como para todo k € N, (7516 C cﬁgxﬁfjk N
de la Proposicién 1.11, elxUF = clax (UE N X) = clgx UL, , entonces
y € Mhey clpxUL . Pero y ¢ F y dado que F es compacto, de las
Proposiciones 1.25 y 1.7, podemos encontrar un conjunto abierto en
BX, digamos U, tal que F C U C cégxfj C BX \ {y}, luego sea
U=UnX que es abierto en X y satisface claramente que F' C U C
clyxU C clgxU C BX\{y}. Para cada Uk tenemos que UZ N(X\U) #
() ya que de lo contrario c&gXUO’fk C clgxU C X\ {y}, es decir,
y ¢ cﬁ[gXUéfk lo cual no es posible. Resumiendo, U es una vencindad
abierta de 'y para todo k € N, Ugfk intersecta a X \ U lo que contradice
la regularidad de D en la pareja (x, F'). Por tanto todo z € X satisface
que (oo, St(m,ak) C X y asi, X es emplumado.

Antes del siguiente resultado son necesarios algunos conceptos y

resultados. Convengamos lo siguiente.

Notacion 3.14. A < U, donde A es un conjunto y U una cubierta ,
significa que existe U € U tal que A C U.

Notacién 3.15. Sea U una cubierta de un espacio X, dado v € X :
a) St?*(x,U) = St(x,{St(y,U) },ex).
b) St3(z,U) = St(x, {St*(y,U) }yex)-
Usaremos el siguiente criterio de metrizacion (ver [2]).

Teorema 3.16. Un espacio topologico Ty es metrizable si y solo st
existe una familia {U,}nen de cubiertas abiertas de X tal que para
todo x € X la familia {St*(x,U,) }nen forma una base local para x.

Por otro lado, necesitamos de los siguientes resultados (ver la pagina
41, la Definicién 13 y la Proposicién 18 del capitulo 1, en [5]).
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Definicién 3.17. Sea E una relacion de equivalencia en un espacio
topologico X . Diremos que un conjunto A C X es distinguido si existe
Xo/E C X/FE tal que A=) Xo/E.

Definicién 3.18. Una particion X/E de un espacio topolégico X es
semicontinua si para cada [x] € X/E y cualquier abierto U en X tal

que [x] C U, existe una vecindad distinguida V' tal que [x] CV C U.

Teorema 3.19. La funcion natural cociente ¢ : X — X/E, donde E
es una relacion de equivalencia en el espacio X, es cerrada st y solo st

X/E es semicontinua.
Y para terminar una tultima notacién.

Notacién 3.20. Sea E una relacion de equivalencia en un espacio
topolégico X. Dado V C X denotamos:

) AV = {[a] € X/E : [a] NV # 0}.
) (V) ={la] € X/E : [a] CV}.
Ahora podemos continuar.

Proposicién 3.21 (Proposicién E, [4]). Sea P = {U, }nen, un plumaje
de X en alguna compactacion Hausdorff cX de X, y que satisface la
siguiente condicion.:

para todo x € X yng < ny
clex St(x, Uy, ) < Un, (3.1)

Entonces existe una funcion perfecta f : X — 'Y y sobreyectiva, donde
Y es un espacio métrico, en otras palabras, X puede ser perfectamente

mapeado sobre un espacio métrico.

Demostracién. Para cada z € X, sea A, =, St(z,U,), dado
que P es un plumaje de X en cX, se obtiene que A, C X para cada
x € X. Definamos la siguiente relacién en X:

r~ysiysolosiy € A,.
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¢

Veamos que “~” es una relacién de equivalencia. Para esto, antes

veamos que:
(x) Dadow € X y n € N, St?(w,Up,1) C St(w,U,).

Si se toma un punto arbitrario a € St?(w,U, 1), entonces existe y' €
X tal que a € St(y,Up+1) vy w € St(y',U,+1); de la condicién 3.1,
St(y',Un+1) C U, para algun U, € U,, entonces a € U, y w € U,,
luego w € St(w,U,,) y se tiene probado la afirmacion (x).

1. Si z ~ y entonces y € A,, luego para todo n € N se cumple que:
y € St(x,U,), es decir, existe U, € U, talquey € U, yx € U,,,
entonces x € St(y,U,); y asi x € [~ St(y,U,), es decir, y ~ x.

Por tanto “~” es simétrica.

2. Tomemos x € X; puesto que para cada n € N, U,, es una cubierta
de X, se sigue que z € ("~ St(x,U,), es decir, z ~ x. Por tanto

(13 2

~" es reflexiva.

3. Supongamos que x ~ y y y ~ z, probemos que x ~ z. Tenemos
que z € (oo, St(y,U,) y z € (—, St(y,Uy,), asi que para todo
n € N se cumple que: z € St(y, U, 1) y © € St(y,Un11), y usando
la propiedad (%) se obtiene que, z € St*(x,U,y1) C St(z,U,);

entonces z € [, St(xz,U,), es decir, x ~ z. Por lo tanto “~” es

transitiva.

De (1), (2) y (3) obtenemos que “~” es una relacion de equivalencia,
es decir, X = (J,cy Az, ¥ para todo z,y € X ya sea que A, = Ay o
A, NA,=0.
Veamos las propiedades que obtenemos:

a) Para todo punto x € X el conjunto A, es compacto. En efecto,
de la condicién 3.1, dado z € X y n € N\ {1}, se tiene que:
clox St(x,U,) C U,_1 para algin U, ; € U, 1, asi obtenemos
que, cl.xSt(z,U,) C St(x,U,_1); por tanto

o0 [e.9]

() clexSt(x,Uy) C () clex St(x,Uy,) ﬂ St(x,U,)

n=1 n=2
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de donde ()~ clexSt(z,U,) C A,, y como también, es claro
que A, C (02, clexSt(x,U,), entonces se tiene la igualdad de
conjuntos y con esto A, es un conjunto cerrado en c¢X y por lo

tanto compacto.

Para todo conjunto U abierto en ¢ X tal que A, C U, existe ng € N
de forma que St(z,U,,) C U. Supongamos que hay un abierto U
en cX tal que A, C U y para todo n € N, St(z,U,) \ U # 0.
Por otro lado, como se vi6 en (a):

ﬁ St(x,U,) N (cX\U) = ﬁ clox St(x,Uy,) N (cX \U) = 0.

Sea F = {F,}nen, donde F,, = cl.xSt(z,U,) N (¢X \ U), una
familia de cerrados en ¢X. Tomemos un conjunto finito S C N
y denotemos k = max S. De nuestra hipotesis es posible tomar
x € cloxSt(z,Uy) \ U y de la condicién 3.1, para todo j < k,
clex St(z,Uy) C clex St(x,U;), y de aqui que z, € F; para cada
s € S. Entonces F tiene la propiedad de interseccién finita, y
puesto que c¢X es compacto, se sigue que [ F # 0, es decir,

ﬁ St(x,Uy) N (eX \ U) = ﬁ clox St(,Uy) O (cX \ U) £ 0.

lo cual no es posible. Por tanto se tiene probado (b).

X/ ~ es semicontinua. Para esto, primero probemos que dado
n € N, ASt(z,U,) C St*(x,U,). En efecto, si w € ASt(x,U,) es
un punto arbitrario, entonces podemos encontrar A, € X/ ~ con
z€ AyNSt(x,U,) #Dy tal que w € Ay, asiquew € A, = A, y
z € St(zx,U,), luego w € St(z,U,) y x € St(z,U,), por lo tanto
w € St (z,U,).

Continuando, sea U una vecindad de A, en X, necesitamos en-
contrar una vecindad distinguida V' tal que A, C V C U. De-
notemos por U’ al abierto en ¢X tal que U' N X = U; usando
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(b) existe ny € N tal que St(x,U,,) C U’, luego de la afirmacién
(%), St*(x,Upyr1) € St(x,U,,). Eligiendo V = ASt(x,U,,+1), ob-
tenemos que A, C V C St*(z,Up,41) C St(z,U,,) € U’; pero
entonces A, CV CU'NX =U y se tiene probado (¢).

X/ ~ es metrizable. Para cada nimero natural n, definamos V,, =
{(St(z,Uy,)) : = € X}. a, denota el elemento A, visto como un
punto en el espacio cociente.

Tomemos un punto arbitrario a, € X/ ~ y sea U,, una vecindad
de a, en X/ ~. De la definicion de la topologia en X/ ~, | JU,, es
un abierto en X, por ello U = (Vy,), donde Vy4, es una vecindad
distinguida de A,, més precisamente, V4, = |J{A, : A, € Uy, }.
Del inciso (b), existe ng tal que St(x,Up,) C Va,.

Ahora, observemos que si se toma un punto w € St3(x, Uy, +2),
w € St(a) Uyyro) tal que x € St3(2/,Upy42); usando (x) y la
condicion 3.1, St*(x',Upyr2) € St(x',Upy11) C U,, para algin
Uny € Uyy; entonces w,x € Uy, es decir, w € St(x,U,,). Por lo
tanto St3(x,Upyro) C St(x,Uyy) C Va,.

Afirmamos que St?(ag, Vpgi2) C (ASt3(2,Up,42)). Notemos que
(ASt3(2,Upny12)) = U{Az : Ax N SE3(x,Uyys2) # 0}. Sea A, €
St2(az, Vigr2), luego existe A, € X/ ~ con A, € St(Au, Vngi2)
y Ap € St(Au, Vigio), luego existen y,y’ € X tales que A, C
St(y,Ung+2) con Ay C St(y,Upy12) v Ax C St(y',Upy12) con
Ay C Sty ,Upy42). Si tomamos un punto a € A,, se tiene lo
siguiente: a € St(y,Un,12) v &' € St(y,Uny+2); © € St(Y,Ung+2)
v @ € Sty ,Up,+2), luego a € St2(x' \Up,12) vy © € St (x',Upy+2),
es decir, a € St3(z,Upy12) v ast A, N SE3(x,Upy12) # 0y por lo
tanto A, € (ASt*(x,Upy12)).

De lo anterior:
Stz(axvvno+2) - (AStS(m,UnO+2)) - (AVAZ) = (Va,) = Uq,.

Esto prueba que la familia {V), } ,en forma una base local para a,.
De (a), X/ ~€ Ty y asi del Teorema 3.16, X/ ~ es metrizable.
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La funcién natural cociente ¢ : X — X/ ~ es continua por definicién,
es cerrada debido al inciso (¢) y el Teorema 3.19. Del inciso (a), para

todo a, € X/ ~, ¢ '(a,) = A, es compacto. Por lo tanto ¢ es la funcién

deseada.

Proposicién 3.22 (Proposicién F, [4]). Sea P = {U,, } nen una familia
de cubiertas abiertas de X, donde U, = {U} : a € M,}, las cuales
cumplen que clx(St({US U 1)) < U; para todo nimero natural i y
todo Uoijrl € U;1. Consideremos la compactacion de Wallman wX de
X. Para todo n € N sean también los siguientes conjuntos y familias

respectivamente:
U =wX \ clux(X\U?), U, ={U": a € M,}.

A la familia P = {L?n}neN le llamaremos la extension de P a wX.
Entonces para todo o y n, U C (73, es decir, cada LN{n es una cubierta
de X por conjuntos abiertos en wX, y cumplen la siguiente condicion:
para todo o € M, y todo ny < ny

Loy (St(Us,, ,Un,)) < Un, (3.2)

O[nl
Demostracion. Para todo n € N y todo a € M,,, probemos que:

1. Todo U} C (72. Supongamos que existe un punto z € UZ, y
z & U, es decir, z € cly,x(X \ U"). Por otro lado podemos
encontrar un abierto W en wX tal que W N X = U} y notar que
z € W, por ello que W N (X \U") # 0, luego (WNX)\U? ),
y ast U™\ U # () y esto no es posible, por tanto U C [7;‘.

2. le;’ C cl,xUn. Sea v € wX arbitrario de forma que = ¢ cl,xUZ.
Debido a que X es denso en wX podemos decir que = € cl,x X =
Aux(X\NUMHUUL) = cl,x(X \ UM Ucl,xUr. Entonces z €
clyx (X \ U™, luego ¢ wX \ cl,x (X \U?) = U™

3.990NV # (b, entonces U NV # (). En efecto; dado w € Un ‘7,
se tiene que w ¢ cly,x (X \U)y w ¢ cl,x(X \ V), luego existen
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abiertos Gy H en wX de forma que w € GNH con GN(X\U) =0
y HN(X\V)=0,asi GNH C (wX\(X\U))N(wX\(X\V)). Por
la densidad de X en wX, existe t € X N (G N H), pero entonces
t¢ (X\U)ytég (X\V)y asi, obtenemos quet e Uyt eV
que es lo mismo que decir U NV # ().

4. SHU™U,) C cl,xStU™ U,). Sea z € St({U™U,), luego algin
o € M, satisface que z € (7;‘, con [7];, N [7;‘ # (). Entonces,
por la parte (3), z € (72, tal que U2 N UL # (. Ahora, por la
parte (2), z € c¢l,xU?, es decir, cualquier abierto G en wX y que
tenga a z cumple que GN U, # (), y por otra parte tenfamos que
Ur NUr # 0, entonces G N SL(UZ,Uy,) # O y como esto es para
todo abierto G, se tiene que z € cl,x St(UZ,U,).

Para terminar nuestra prueba, veamos que se satisface la condicién
(3.2) de nuestra proposiciéon. Demos ny < nq; por hipétesis tenemos que
clx (St(UM Uy, )) < Up,. Denotaremos S = clxSt(UL*,U,,). Entonces
existe Ul? € U,, tal que S C U7, que es equivalente a que SN (X \
U"?) = 0. De la Proposicién 1.53, tenemos que cl,x SNcly,x (X \UL?) =
0, pero entonces también cly,x St({U™M, Uy, ) N clyx (X \ UL?) = 0, luego
por la parte (4) también ¢,y St(U, Uy,) N cly,x (X \ U'?) =0, es decir
que cly,x StU, U,) C [72,2 y se tiene lo deseado. }

Proposicién 3.23 (Proposicién G, [4]). Sea X un espacio topoldgico
que tiene una familia de cubiertas abiertas P = {Up}nen, U, = {U :

a € M,}, y que satisface las siguientes condiciones:

1. Todo x € X tiene un compacto H, con x € H, y de tal forma que
la familia {St(H,U,) }nen forma una base de H en X.

2. 81 j <1, U; es un refinamiento estrella de U;.

Entonces X tiene un plumaje en wX que cumple la condicion 3.1 de
la Proposicion 3.21.

Demostracién. Primero probemos la siguiente afirmacion:
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x) Si G < U9, entonces cly St(G,Ui,2) < U;

En efecto, dado = un punto arbitrario con = € clxSt(G,U;y ), co-
mo U1 es una cubierta de X, existe UL € Uiyq tal que z € UL
Entonces UL N St(G,Uiy2) # 0; ahora como G < Uiy», se puede en-
contrar U t? € Uiy de forma que G C ULE?; se tiene entonces que
Ut N St(UL? Usyo) # 0. Puesto que Ui 4o es un refinamiento estrella

de U1, tomainos UL € Ui que satisface que SE(ULE?, Uiys) C UL,
luego UL N UMY #£ 0 y x € UL, que es lo mismo que decir, z €
St(U. fjl, U;+1); y ahora nuevamente como U;; es un refinamiento estre-
lla de U;, tomamos ahora U, € U; de manera que St(ULH U;,1) C UL,
asi x € U'. Como z fue tomado arbitrariamente, clxSt(G,U; o) C U!;
ahora notemos que la eleccién de U no depende de nuestro punto z;
por lo tanto, podemos decir que ¢l xSt(G,U; 1) < U; y se tiene (x).
Consideremos la familia P’ = {U,, : mespar}, P’ C P y asi es claro
que P’ satisface la afirmacién (x). Veamos ahora que también P’ satis-
face la condicién (1); en efecto, dado x € X la misma condicién (1) nos
proporciona un compacto H de forma que {St(H,U,)}nen es una base
de H en X, entonces para toda vecindad U tal que H C U es posible
encontrar n; € N el cual cumple que H C St(H,U,,) C U. Fijemos
un entero m que sea par y que m > nq, luego por (2) U, es un refi-
namiento estrella de U,,,. Entonces H C St(H,U,,) C St(H,U,,) C U,
pero asi {St(H,U,,) : mespar} forma una base de H en X. Entonces
P’ cunple (1).

Afirmamos ahora que P’ satisface la condicién 3.2 de la Proposicién
3.22. Efectivamente; si UM € U, € P’ es inmediato que UM <
U1 y por (3), cbx StU™ ™ U, 1) < U, que es lo que pide la condi-
cion 3.2. Entonces, por la Proposicion 3.22, P = {ﬁn} es la extension
de P" a wX, luego entonces para todo o € M,,, y n; > ny tenemos
que cwaSt(ﬁgl,ﬁm) <Uy. Siz € X yng > no, clyxSt(z,Uy,) C
lyx SHU™ U, ) < Uy, y asi P’ también cumple la condicién 3.1 de la
Proposicién 3.21.

Por 1ltimo probemos que P es un plumaje de X en wX. Sea x € X,
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por (1) existe un compacto F' tal que x € I C X. Por otro lado con-
sideremos un punto arbitrario y € wX \ X, dado que y ¢ ' = clxF,
de la Proposiciéon 1.25 y de la Proposicion 1.54, podemos encontrar
un cerrado P en X de forma que y € ¢l xP y PN F = (). Ahora
F C X\ P, por la regularidad de X, todo x € F tiene un abierto V,
conz € V, C clxV, C X\ P. Con lo anterior podemos formar una
cubierta abierta para X la cual es tal que F C |J,.p Ve € X\ Py por
la compacidad de F', se sigue que F' C |J!_, V,,, C U, clx Vi, € X\ P.
Demos U = J;_, Va,, luego clxU = J}_, ¢lxV,,; por lo tanto U es una
vecindad de F con la caracteristica que cfx U P = (), y de la Proposi-
cién 1.53, se sigue que, cl,xU Ncl,x P =0 y de aqui que y ¢ cf xU.
Pero U es una vecindad de F', por la condicién (1) existe n’ € N de
forma que St(F,U,) C U. De la parte (2) de la Proposicién 3.22,
ﬁg/ C cl,x U™, luego si U C U, entonces (73' C cl,xU. Si tomamos
un punto z € St(x,LN{n/), entonces z € (N]g;, pero notemos que al tomar
un punto w € U, se tiene que w € St(zx,Uy) C St(F,Uy,) C U,
es decir, Ug; C U, luego (73; C cl,xU; entonces z € cl,xU. Por
otra parte St(z,U,) C cl,xU C wX \ {y} y como y fue arbitrario,
U~ St(z,U,) € X. Por lo tanto P es un plumaje de X en wX, es
decir, X es emplumado.

Proposicién 3.24 (Proposicién H, [4]). Sean X un espacio paracom-
pacto, ¢cX una compactacion Hausdorff de X, y dado X CY C cX,
donde Y es un espacio emplumado con un plumaje en cX, digamos,
P = {Upn}nen donde U, = {ULY : o € M, }. Entonces existe un espacio
X' tal que X C X' CY C X con un plumaje en ¢X, P' = {V,} nen ¥
que satisface la condicion 3.1 de la Proposicion 3.21.

Demostracién. Para todo conjunto M C X, sea M = cX \
clex (X \ M). Entonces:

1. Si M; C M,, entonces Ml - MVZ. En efecto; se tiene que M; C Mo,
de aqui que clox (X \ Ms) C clox (X \ My), luego cX \ elex (X \
M) C clox (X \ My), es decir, M; C M, que es lo deseado.
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2. Todo M C X cumple que: M es abierto en cX y MnX C M.
Esto se sigue del hecho que ¢X \ c¢l.x (X \ M) C X \ (X \ M),
luego MNX C(eX\(X\M)NX C M.

3. M C cl.xM. Si tomamos un arbitrario = ¢ cl.xM, dado que
x € clexX = clex(X\ M)UM) = clex(X \ M) U clexM,
entonces x € cl.x(X \ M), luego z ¢ M. Por lo tanto se tiene lo
deseado.

4. MNN=0si MNN = (). Efectivamente; si M NN = (), entonces
M C X \ N, usando la parte (1) M C X \ N, es decir, M C
cX \ ¢l.x N y ahora por el paso (3) M CcX \ N, que es lo mismo
que decir M N N = (.

Construyamos por recursion una sucesion de cubiertas en X, digamos
Vo, Vi, ...y Y, ... por conjuntos abiertos en cX. Sea V), cualquier cubier-
ta de X por abiertos en cX. Supongamos ya construida la sucesién
hasta el elemento V}, con k > 0.

Denotemos Uy|x = {Upy N X : Uy € Ui}, es claro que Uy|x es una
cubierta abierta de X, luego, puesto que X es paracompacto, Uy|x
tiene un refinamiento A = {As}secs que satisface (iii) del Teorema
1.74. Para todo A, € A, clx A, C Uy, para algin Uy € Uy; veamos
que cl.xAs; C Uy, va que de lo contrario podemos tomar un punto
z€cl.xAsy z ¢ U, luego z ¢ clx As, es decir, existe un abierto W en
X tal que WNA=0;si W es un abierto en ¢X tal que W/ NX =W,
entonces (W' N X)N A =0, lo cual diria que W/ N A = () que no es
posible ya que z € cf.x A,. Para la cubierta V, podemos hacer lo mis-
mo que hicimos con la cubierta U}, para obtener una cubierta abierta
B de X tal que para todo B € B, ¢l.xB C V, para algin V,, € V.
Sea Wy, = {ANB:Aec Ay B € B}; Wy es una familia de abiertos
en X que cubre a X y es tal que para todo Wy, € Wy, cloxWi, < U, v
clox Wi < V.

Ahora, nuevamente del Teorema 1.74, Wy, = {VF1 o € Ly} es

un refinamiento estrella de W, es decir, para todo o € Ly, se cumple
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que SEVF W) < Wy . Sea Vi = Wiy = {VF ta € L}, y
tenemos asi bien definida nuestra sucesién.

Probemos que la familia P' = {V,},en satisface la condicién 3.1.
Demos algin ‘702”1 € V,i1; por hipdtesis existe G € W, tal que
St(VrE W, 1) C G, o equivalentemente, todo V2 € W, tal que
VI AV £ ) cumple que V2 C G Dado V%™ € V4 con V4N
Vil £ ) por (4) ViR A Vet =£ ). Entonces VT C Gy por (1),
Vi C G. Por tanto StV V1) C G, y ast clox SHV, V,yy) C
cl.xG. Usando la parte (3) y la definicién de W,, llegamos a que
lox SEVI Vo p1) < Vi

Esta condicién es mas fuerte que 3.1, pero de ahi se tiene la afirmacién
requerida.

Definamos X' = |, ¢(No; St(z,V,)) y veamos que P’ es un plumaje
de X" en cX.

Por construccion, los V,, son cubiertas de X y por conjuntos abiertos en
¢X. Ahora demos cualquier 2/ € X', por definicién, es posible encontrar
r € X de forma que 2’ € N
cualquier n natural, si w € St(z',V,41), entonces w € ‘7(;5“ con 2’ €
Vi Ast w € VI tal que o € VI N SH(x, Vay), luego w € Vit
tal que 2’ € ‘N/Off“ y existe V™! € V,.; de forma que 2/ € V"*! con
z € V™1 vy usando 3.1, z € V™1 C St(‘70?+1,vn+1) C V" para algin
V™ €V, entonces w € V" y también z € V™, es decir, w € St(x, Vy).

Como n y w fueron arbitrarios concluimos que St(z’', V, 1) C St(z, V,);

[e.9]
n—

| St(x,V,). Observemos lo siguiente: para

de aqui y de la definicién de X’ tenemos lo siguiente:

ﬁ St(z',V,) C ﬁ St(z',V,) C ﬁ St(z,V,) C X'
n=1 n=2

n=1

por lo tanto P’ es un plumaje de X’ en ¢X y como ya vimos cumple la
condicién 3.1.

Para terminar: de la construccién de la familia P’ y de la afirmacion
(3) se sigue que para todo n natural, V,, es un refinamiento de U,,, por
ello y por el hecho de que P es un plumaje de Y en cX tenemos que,
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size X:
() St Vo) € (] StlaUha) €Y
n=1 n=1

lo cual implica que X’ C Y, y también es claro que X C X' y la prueba
esta completa. ¥

Observaciéon 3.25. En la Proposicion 3.24 si tomamos cY , una com-
pactacion Hausdorff de Y, y lo sustituimos en vez de cX, la prueba no
cambia y es igualmente vdlida.

Bueno, hasta aqui tenemos ocho proposiciones y todas ellas encami-
nadas a probar los resultados que se exponen en las siguientes secciones.

3.2. Aplicacién y consecuencias

Aqui presentamos las consecuencias de las proposiciones probadas
en la seccion anterior.
Si f: X — Y es una funcién perfecta una pregunta interesante es,
.bajo qué condiciones en X resulta ser Y un espacio métrico? En 1960,
Z. Frolik prueba que una condicién necesaria y suficiente para que
un espacio Cech — completo X se pueda mapear perfectamente sobre
un espacio métrico es que X sea paracompacto; como bien sabemos
(Teorema 2.8) si X es Cech — completo entonces X es un espacio em-
plumado, asi que es natural preguntarse si el resultado probado por
Frolik sera valido para espacios emplumados, la respuesta a esto es el

siguiente teorema.

Teorema 3.26 (Teorema 5.1, [4]). Sea X un espacio topoldgico. En-
tonces existe un espacio métrico 'Y y una funcion perfecta y sobreyectiva

f: X =Y siysolo si X es paracompacto y emplumado.

Demostracién. =| Sea f : X — Y perfecta y sobreyectiva, donde
Y es métrico. Por lo expuesto en la Proposicién 3.1, existe una k-
funcién multivaluada F' : X — Y que es continua, abierta y cerrada.
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Ahora, aplicando la Proposicién 3.2, se sigue inmediatamente que X es
paracompacto. Usando ahora la Proposicién 3.7 tenemos que X tiene
una familia k-fina y asi, por la Proposicién 3.13, también tenemos que
X es un espacio emplumado. Por lo tanto tenemos que X es un espacio
paracompacto y emplumado.

<] Supongamos que X es un espacio paracompacto y emplumado,
como X C X C cX, donde c¢X es una compactacion Hausdorff, por la
Proposicion 3.24, existe un espacio X’ tal que X C X' C X C c¢X con
un plumaje en ¢X y que satisface la condiciéon 3.1 de la Proposicién
3.21. Entonces X satisface la condicion 3.1 y es emplumado, luego por
la Proposicién 3.21 encontramos una funcion perfecta f : X — Y

donde Y es métrico.

Observacién 3.27. Otra prueba para la necesidad del Teorema 3.26
es la siguiente: demos f : X — Y perfecta y sobreyectiva con Y un
espacio métrico. Por la Proposicion 2.14, Y es un espacio emplumado,
ahora recordemos que del Teorema 2.29 se sigue que X es emplumado,
mientras que del Teorema 1.75, también tenemos que X es paracom-

pacto.

Teorema 3.28 (Teorema 5.1°, [4]). Sea X un espacio topoldgico. En-
tonces existe un espacio métrico 'Y y una funcion perfecta y sobreyectiva
f: X =Y siysdlo si existe una familia P = {U;}ien de cubiertas
abiertas de X que satisfacen:

1. Todo x € X, tiene un compacto H con x € H y la familia B =
{St(H,U;)}ien forma una base de H en X.

2. Todo 1, 5 € N tal que i > j cumple que U; es un refinamiento
estrella de U;.

Demostracién. =| Sea f : X — Y una funcién perfecta y so-
breyectiva donde Y es un espacio métrico. Definamos la familia P =
{U, }nen, donde U, = {B1sn(y) : y € Y'}. Es claro que P es una familia
de cubiertas abiertas de Y y ahora veamos que satisface la condicién
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(2).
Es suficiente ver que para todo natural n, U, es un refinamiento
estrella de U,,. Tomemos cualquier Uy = Byjgn+1(y) € Uni1 con
y € Y, demostremos entonces que St(Upq1,Upt1) C Bijan(y) ya que
Bijan(y) € U,. Para esto consideremos x un punto arbitrario con
€ St(Unt1,Uns1), luego existe U}, € Upy1 de forma que x € U,
y U1 NUps1 # 0, entonces d(z,y) < d(z,w) + d(w,y), donde w €
U’+1 N Uni; pero d(z,w) < 2/4" y d(w,y) < 1/4") de aqui que
d(z,y) < 2/4"1 4 1/47t1 = 3/4nT1 < 4/4"1 = 1/4") es decir,
x € Upqq y por lo tanto St(Upq1,Upt1) € Bijan(y), que es lo deseado.
Sea P’ = {V,, }nen, donde V,, = {f~1(U,,) : U, € U, }. Es claro que cada
V), es una cubierta abierta de X y ahora veamos que también cumple

(1) v (2)
1. Demos z € X,y = f(z) y H = f~'({f(2)}), entonces x € H

y H es compacto. Sea U una vecindad arbitraria de H en X.
Como f es cerrada, U, =Y \ f(X \ U) es una vecindad de y tal
que f~4(U,) C U. Ahora k = d(y,Y \ U,), luego ng es tal que
1/2m0 < k.

() St(y,Un,) C Uy,. Sea w € St(y,Uy,), luego w € U,, tal que
y € Uy, con Uy, € Up,, pero d(w,y) < 1/4™ ysiw € Y \ U,
tendriamos que d(w,y) > 1/4™ que no es posible, por tanto
w € Uy.

() St(H,V,,) C f1(St(y,Uy,,)). Si w € St(H,V,,), entonces
es posible encontrar V" €V, de forma que w € V" con
Ve N H # (), entonces f(w) € U y y € U™, es decir,
w e fTHSt(y,Up,))-

Ahora de (-) y de (+) se obtiene que

St(H, Vu,) C [ (St(y,Un)) € fH(U,) CU

que es lo que necesitabamos.
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2. Es suficiente ver que para todo natural n, V, ;1 es un refinamien-
to estrella de V,,. Demos V,, 11 € V,.1. De manera andloga a la
parte (-), St(Vis1, Vi) € fH(St(Ups1,Uy,)), pero la familia P
cumple (2), luego es posible encontrar U,, € U, de manera que
St(Ups1,Uny) C Up; ast f7HSt(Uni1,Uny)) € fHU,) € Vy, es
decir, se cumple (2).

De la parte (1) y de (2), P’ es la familia deseada.
<] Para esta parte, usando la Proposicién 3.23, X tiene un plumaje en

wX y satisface la condicion 3.1, luego por la Proposicion 3.21, se tiene
lo deseado. 7

Teorema 3.29 (Teorema 5.3, [4]). Sea X un espacio paracompacto.
Entonces existen un espacio métrico Y y una funcion perfecta y so-
breyectiva f : X —'Y siy solo si X tiene una familia k-fina.

Demostracién. =| Primero usamos la Proposicién 3.1 y luego, de
la Proposicion 3.7, se tiene lo deseado.
<] Suponemos que X tiene una familia k-fina; de la Proposicién 3.13,
X es emplumado. Ahora de la Proposicion 3.24, X es emplumado y
satisface la condicion 3.1, finalmente por la Proposicion 3.21 se tiene
lo requerido.

Recordemos que el producto de dos espacios paracompactos no nece-
sariamente es un espacio paracompacto (Ejemplo 5.1.31 en [7]), pero si
ahora pedimos que nuestros espacios sean no sélo paracompactos sino

también espacios emplumados, se tiene un resultado muy interesante.

Teorema 3.30 (Teorema 5.4, [4]). Si {X,}ien €s una coleccion de es-
pacios paracompactos y emplumados, entonces X = [[;.y X; es un es-

pacio paracompacto y emplumado.

Demostracion. Denotemos para cada nimero natural ¢, M; el res-
pectivo espacio métrico garantizado por el Teorema 3.26. Entonces, del
Teorema 1.19, f : X — [[2, M; es una funcién perfecta y como es
bien sabido [[;2; M; es metrizable, luego nuevamente por el Teorema
3.26, X es paracompacto y emplumado. §
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Teorema 3.31 (Teorema 5.5, [4]). Si f : X — Y es una funcion per-
fecta y sobreyectiva donde Y es un espacio paracompacto y emplumado,

entonces X es un espacio paracompacto y emplumado.

Demostracion. Por el supuesto que Y es un espacio paracompacto
y emplumado, del Teorema 3.26, podemos encontrar una funcién per-
fecta f y un espacio métrico Z, tal que g : Y — Z. Entonces, del
Corolario 1.18, go f : X — Z es una funcién perfecta y Z es métri-
co, otra vez por el Teorema 3.26, X es un espacio paracompacto y

emplumado. }

Teorema 3.32 (Teorema 5.6, [4]). Dada f : X — Y una k-funcion
que es abierta, continua y donde X es un espacio métrico. Entonces'Y

es un espacio emplumado.

Demostraciéon. Es inmediato usando la Proposicién 3.7 y luego la

Proposicién 3.13. §

Teorema 3.33 (Teorema 5.7, [4]). X es un espacio paracompacto y
emplumado si y solo si existe un espacio métrico Y y una k-funcion

f:Y — X sobreyectiva que es continua, abierta y cerrada.

Demostracién. =] Dado que X es un espacio paracompacto y em-
plumado, por el Teorema 3.26, existe una funcién perfecta g : X — Y,
donde Y es un espacio métrico, luego aplicando la Proposicion 3.1, exis-
te una funcién f y un espacio Y con las condiciones requeridas para la
necesidad del teorema.
<] Usando la hipétesis y la Proposicién 3.2, se sigue que X es para-
compacto; luego, de la Proposiciéon 3.7, X tiene una familia k-fina y,
finalmente de la Proposicion 3.13, también obtenemos que X es em-
plumado. Por tanto X es un espacio paracompacto y emplumado. }

Teorema 3.34 (Teorema 5.8, [4]). Sea X paracompacto yY un espacio
emplumado con X C Y. Entonces existe un espacio X' paracompacto
y emplumado tal que X C X' C Y.
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Demostracion. Consideremos ¢Y una compactacién Hausdorff de
Y, entonces X C Y C ¢Y y de la Observacién 3.25, existe un espacio X’
con un plumaje en cY tal que X C X’ C Y y que satisface la condicién
3.1. Ahora, de la Proposicién 3.21 y del Teorema 3.26 se sigue que X
es también un espacio paracompacto.

3.3. El caso numerable

Despues de lo visto en la secciéon anterior, la pregunta ahora es:
iqué espacios se pueden llevar, mediante una funcién perfecta, a un
espacio con base numerable? El siguiente teorema nos da la respues-
ta. Antes enunciamos algunas propiedades ttiles para la prueba (ver
Teorema 4.2.9, Corolario 4.1.16 y el Teorema 5.1.2 en [7]).

Teorema 3.35. Un espacio sequndo numerable es metrizable si y solo

st es un espacto reqular.

Teorema 3.36. Para todo espacio metrizable X las siquientes condi-
ciones son equivalentes:

i) El espacio X es seqgundo numerable.
ii) FEl espacio X es Lindelof.

Teorema 3.37. St X es un espacio Lindelof, entonces X es paracom-

pacto.

Teorema 3.38 (Teorema 6.1, [4]). Sea X un espacio topoldgico. Eziste
una funcion perfecta f : X — Y, con w(Y) = Xy si y sélo si X es
emplumado y Lindelof.

Demostracién. =] Dado que Y es regular y w(Y) = 8, por el
Teorema 3.35, Y es metrizable, luego por el Teorema 3.26 se sigue que
X es un espacio emplumado. Por otra parte como Y es metrizable y
w(Y) = Ny, del Teorema 3.36, Y es Lindelof, luego puesto que f es per-
fecta, del Teorema 1.20, X es Lindelof. Por lo tanto X es un espacio
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emplumado y Lindeldf.

<] Puesto que X es Lindelof, del Teorema 3.37, X es un espacio para-
compacto y por hipdtesis también un espacio emplumado, luego por el
Teorema 3.26 existe f : X — Y perfecta, donde Y es un espacio métri-
co. Pero también del Teorema 1.20, Y es Lindelof y asi nuevamente del
Teorema 3.36, se sigue que w(Y) = No. §

El Teorema 3.38 da respuesta a nuestra pregunta planteada al prin-
cipio de la seccion, pero para nuestro trabajo seria de utilidad tener un
resultado que solo dependa de plumajes. Para esta cuestion tenemos el
siguiente teorema pero, para su demostracion, primero es necesario el

siguiente resultado.

Lema 3.39 (Lema 6.3, [4]). Todo espacio X paracompacto que tiene
una familia numerable D k-fina, tiene la propiedad de Lindeldf.

Demostracion. Puesto que X es paracompacto, es suficiente ver
que toda cubierta U localmente finita de X es numerable. Por Dy,
denotamos la subcoleccion de elementos de D que intersectan a lo mas
una cantidad finita de elementos en Y. Dado que D es numerable y
D, C D, se sigue que Dy es numerable. Notemos que si D;; es una
cubierta de X, entonces U es numerable; probemos que D;; es una
cubierta de X.

Consideremos un punto x € X, H es un compacto tal que D es regular
n (x, H). Ahora, puesto que U es localmente finita, para todo y € H
se tiene una vecindad U, que intersecta a sélo una cantidad finita de
elementos de U; de esta manera podemos formar una cubierta abierta
para H, H C UyE 1 Uy, luego, es posible extraer una subcubierta finita,
H C J.,U,. Definamos U = |J._, Uy,. U es una vecindad de H
y por su construccion intersecta en a lo mas una cantidad finita de
elementos de U. Por la regularidad de D en (x, H), existe D € D tal
que z € D C U y entonces también D intersecta a lo mas una cantidad
finita de elementos en U, es decir, D € Dy. Por lo tanto, Dy, es una
cubierta abierta de X y se tiene la prueba.

Ahora si:
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Teorema 3.40 (Teorema 6.2, [4]). Sea X paracompacto. Eziste una
funcion perfecta f: X — Y, donde w(Y) = Ry si y sdlo si X tiene una

familia k-fina numerable.

Demostracién. =] Si f : X — Y satisface las hipdtesis del teore-
ma, entonces también se satisfacen las hipdtesis de la Proposicién 3.1
y, usando el Corolario 3.10, se sigue que X tiene una familia k-fina.
<] Puesto que X es paracompacto y tiene una familia k-fina y numera-
ble, por el Lema 3.39, X es Lindelof; pero también, por la Proposicién
3.13, X es emplumado. Entonces del Teorema 3.38 se tiene lo deseado.

T

3.4. Otros resultados

En esta secciéon concluimos con el andlisis que comenzamos en la

seccién 2.3 acerca de la preservacion de la propiedad de ser empluma-
do bajo funciones continuas.
Primero vamos a dar un ejemplo de que la imagen de un espacio em-
plumado bajo una funcién abierta no necesariamente es un espacio
emplumado, es decir, necesitamos encontrar espacios X, Y y una fun-
cion abierta f : X — Y tales que X sea un espacio emplumado y Y
no lo sea. Para esto usaremos el siguiente teorema probado por V. L.
Ponomarev en 1960 (Ejercicio 4.2.D.(a) en [7]).

Teorema 3.41. Sea X € Ty, X es primero numerable si y solo si X

es la imagen continua de un espacio métrico bajo una funcion abierta.
Ahora, vemos el ejemplo anunciado.

Ejemplo 3.42. Primero probaremos que la linea de Sorgenfrey, deno-

tada usualmente por la letra K, no es un espacio emplumado.

(-) K es un espacio primero numerable, normal, no es metrizable
y es de Lindelof ( Proposicion 2.1, Proposicion 2.4, Corolario
2.8 y Proposicion 2.9 en [1]). Del Teorema 3.37 (todo espacio de
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Lindelof es paracompacto) obtenemos que K es un espacio para-
compacto.

() K no es un espacio emplumado. Supongamos lo contrario, en-
tonces de (-), K es un espacio paracompacto y emplumado, luego,
del Teorema 3.33, es posible encontrar un espacio métrico X' y
una funcion f : X' — K sobreyectiva, continua y cerrada asi que,
del Teorema 2.33 concluimos que K es un espacio métrico lo cual
no es cierto. Por lo tanto K no es un espacio emplumado.

Del Teorema 3.41, existe un espacio métrico X y una funcion continua
y abierta f : X — K. Notemos que X es un espacio emplumado y de

(«+) K no es un espacio emplumado.

El siguiente teorema muestra las condiciones necesarias para que la

imagen de un espacio emplumado sea también un espacio emplumado.

Teorema 3.43. Si f : X — Y es una k-funcion que es continua,
abierta y sobreyectiva, y X es un espacio paracompacto y emplumado,

entonces Y es un espacio emplumado.

Demostracion. Sea X un espacio paracompacto y emplumado. En
vista del Teorema 3.33, existe un espacio métrico Z y una k-funcién
g : Z — X que es continua, abierta, cerrada y sobreyectiva. Si f : X —
Y es una funcién que satisface las hipdtesis del teorema, consideremos
h= fog, h: Z — Y. De la definicién de las funciones f y g, h es una
k-funcion que es continua, abierta y sobreyectiva, asi, de la Proposicién
3.7, se sigue que Y tiene una familia k-fina, luego, por la Proposiciéon
3.13, Y resulta ser un espacio emplumado.

Para el siguiente teorema necesitamos de los siguientes resultados.

Lema 3.44. Si f : X — Y es una funcion continua, abierta y so-

breyectiva, donde X es un k-espacio, entonces Y es un k-espacio.

Demostracion. Puesto que X es un k-espacio, existe un espacio
localmente compacto L y una funcién cociente ¢ : L — X. Entonces,
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dado que f es una funcién abierta y continua se sigue que go f es una
funcion cociente, asi, Y es un k-espacio.

Lema 3.45. Si F : X — Y wuna k-funcion multivaluada, donde X yY

son k-espacios, entonces F' es una funcion continua y cerrada.
Demostracién. Teorema 2.1 en [3]. {

Teorema 3.46 (Teorema S.2, [4]). Si f : X — Y es una k-funcion
continua, abierta y sobreyectiva tal que X es un espacio paracompacto

y emplumado, entonces Y es un espacio paracompacto y emplumado.

Demostracion. Del Teorema 3.43, tenemos que Y es un espacio
emplumado.
Como X es un espacio emplumado, se sigue que X es un k-espacio
(Corolario 2.25). Puesto que f es una funcién abierta y continua, del
Lema 3.44, se sigue que Y es un k-espacio; del Lema 3.45, f es una fun-
cién cerrada. Entonces f es una funcién cerrada y X es paracompacto,
asi, del Teorema 1.76, Y es paracompacto.

Para nuestro ultimo teorema necesitamos del siguiente lema (ver
Teorema 2.3.13 en [7]).

Lema 3.47. Si {X,}scs es una familia de espacios topoldgicos tales
que para todo s € S, w(X) <7y |S] < 7, entonces w(][,cq Xs) < 7.

Teorema 3.48. Si {X;}ien es una coleccion de espacios Lindelof y
emplumados, entonces X = [[,.yXi es un espacio Lindelof y em-
plumado.

Demostracién. Como { X, };cn es una familia de espacios Lindeld f
y emplumados, del Teorema 3.38, para cada i € N existe un espacio
Y;, con w(Y;) = Ny, y una funcién perfecta f; : X; — Y;. Entonces del
Teorema 1.19, la funcién natural f: [[..n Xs — [,en Yi es perfecta, y
del Lema 3.47, w(] [;cy Yi) = o, asi, del Teorema 3.38, X es un espacio
Lindelof y emplumado.
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