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Introduccion

La teoria de los continuos y los hiperespacios es un area fascinante de la topologia que ha
atraido la atenciéon de muchos matemaéticos en las tltimas décadas. Los continuos son objetos
matematicos que se utilizan para modelar una variedad de situaciones, como espacios fisicos,
graficas y redes, mientras que los hiperespacios son conjuntos de subconjuntos de continuos que

se estudian por si mismos.

En el primer capitulo de esta tesis, se revisaran los conceptos bésicos de continuos y los métodos
para construirlos, como limites inversos, intersecciones anidadas y descomposiciones. También se

discutird la teorfa de hiperespacios de continuos, enfocdndose en los hiperespacios 2% y C(X).

En el segundo capitulo, se profundizara en la teoria de continuos, presentando los continuos de
Peano, los tipo arco, tipo circulo, gréaficas, dendroides, dendritas y continuos irreducibles. Estos
objetos tienen propiedades interesantes y se han utilizado en una variedad de aplicaciones, como

la teoria de grafos y la teoria de redes.

En el tercer capitulo, se revisara la teoria de hiperespacios para continuos de Peano, asi como
la contractibilidad de hiperespacios y la existencia de arcos en hiperespacios. Estos conceptos son
importantes para entender como se comportan los hiperespacios en relacién con los continuos que

los componen.

En el cuarto capitulo, se examinara la propiedad del punto fijo en varios continuos y en sus
hiperespacios. La propiedad del punto fijo es un concepto fundamental en la teoria de funciones
y su estudio en los hiperespacios de continuos puede proporcionar informacién valiosa sobre la
estructura y la topologia de estos objetos matematicos. Ademds, se revisaran algunos problemas

abiertos relacionados con la propiedad del punto fijo en hiperespacios de continuos.

En general, la propiedad del punto fijo se refiere a la existencia de un punto en un espacio
donde una funcién tiene el mismo valor que el punto mismo. En otras palabras, si f es una funcién
continua de un espacio X en s{ mismo, entonces existe un punto x en X tal que f(z) = x. Este

punto se llama punto fijo de la funcién f.

La propiedad del punto fijo es importante porque es una herramienta ttil para demostrar la
existencia de soluciones a ciertos problemas matematicos, como las ecuaciones diferenciales y las
ecuaciones integrales. Ademas, la propiedad del punto fijo tiene aplicaciones en muchas areas de

las matematicas, incluyendo la geometria, la teoria de grafos y la teoria de juegos.
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En el contexto de los hiperespacios de continuos, la propiedad del punto fijo puede propor-
cionar informacion valiosa sobre la estructura y la topologia de estos objetos matematicos. Por
ejemplo, si un hiperespacio de continuos cumple la propiedad del punto fijo, entonces es posible
que tenga una estructura topoldgica “simple” o “regular”. Por otro lado, si un hiperespacio de
continuos no cumple la propiedad del punto fijo, entonces puede tener una estructura topoldgica
mas “complicada” o “cadtica’”.

En resumen, la propiedad del punto fijo es un concepto fundamental en la teoria de funciones
y su estudio en los hiperespacios de continuos puede proporcionar informacién valiosa sobre la

estructura y la topologia de estos objetos matemaéticos.
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Capitulo 1

Teoria basica de continuos

En este capitulo, abordamos un tema fundamental en el estudio de la topologia: los continuos.
Los continuos, entendidos como espacios topolégicos conexos y compactos, desempenan un papel
central en la comprension de las propiedades geométricas y topoldgicas de los espacios. Estos
objetos matematicos han encontrado numerosas aplicaciones en diversas ramas de la matematica,
como la geometria, el analisis funcional y la teoria de la medida, asi como en la fisica y otras

ciencias.

Comenzaremos el capitulo introduciendo el material necesario en los preliminares 1.1. En la
seccién siguiente 1.2 procederemos a introducir las definiciones béasicas con las que trabajaremos
en la tesis y explorar ejemplos cldsicos y fundamentales de continuos, tales como arcos, n-celdas,
n-esferas, el cubo de Hilbert, entre otros. Estos ejemplos ilustraran las propiedades generales de
los continuos y proporcionaran una base sélida para el estudio de sus propiedades y aplicaciones
mas avanzadas. También se introduciran los conceptos de retraccion y retractos absolutos que se

estudiaran con mayor profundidad en el capitulo 3 sobre la contractibilidad de los hiperespacios.

En la seccion 1.3 analizaremos distintos métodos para construir nuevos continuos a partir de
otros, como las intersecciones anidadas, los limites inversos y las descomposiciones. Analizaremos
las implicaciones de estas propiedades para la estructura topolédgica de los espacios y cémo influyen

en el comportamiento de las funciones que actian sobre ellos.

Este capitulo pretende proporcionar una introduccion rigurosa y completa al estudio de los
continuos, pero también de los hiperespacios, como se vera en la seccién 1.5, necesarias para

abordar temas mas avanzados y especificos en la propiedad del punto fijo.
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1.1 Preliminares

Axioma 1.1. Axioma de Eleccion. Para cualquier coleccion de conjuntos no wvacios C =

{A; }ier, existe una funcion de eleccion f: C — | JC tal que para cada A; € C f(4A;) € A;.

Notacion 1.1. Si X es un espacio topologico y H C X, denotaremos la frontera de H en X por

Bdx(H) o simplemente Bd(H). En otras ocasiones se denotara simplemente 0H.

Definicién 1.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico y sean A, B C X. Se dice que A y B estdn

mutuamente separados en X si ANB=@ yANB=a.

Definicion 1.3. Sea {(X;, 7)) }ier una familia arbitraria de espacios topoldgicos. Definimos la
topologia producto o topologia de Tychonoff sobre [],.; X; como aquella que se obtiene al

tomar como base para los conjuntos abiertos, conjuntos de la forma [],., U; tales que:
1. U; es abierto en X; para cada i € I,

2. U; = X; para todos salvo una cantidad finita de coordenadas i.

Definicion 1.4. Un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesion de Cauchy en X con-

verge.

Definicién 1.5. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos. Definimos la funcion d : (X xY) x (X x

Y) —= R como

d((w1,31), (@2,32)) = Ve (w1, 22)% + dy (y1,2)*.

Entonces (X x Y, d) adquiere la estructura de espacio métrico.
En general, si {(X;,d;)}2, es una familia numerable de espacios métricos, el espacio X =

[1:2, Xi puede metrizarse por la funcion do : X x X — R si definimos

doo ((7:)721, (Yi)i21) = Z 27" d; (s, yi)-
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La definicion 1.5 permite que la topologia generada por la métrica del espacio producto coincida

con la topologia producto definida en 1.3.

Definiciéon 1.6. Un subconjunto de un espacio topolégico X es un Ggs sty solo si es una intersec-
cton numerable de conjuntos abiertos y es un F, si y solo si es una union numerable de conjuntos

cerrados.

Definicién 1.7. Si'Y es un espacio topoldgico, escribimos Y = P|Q para denotar que Y = P U
QP #+# 2,Q # I, PNQ =2 y P yQ son ambos abiertos en Y. Se dice que P|Q es una
separacion o cortadura de (Y, 7).

Si U|V es una separacion de (Y,7) yU =@ oV = &, decimos que U|V es una separacion

trivial. Se dice que un espacio topoldgico (Y, T) es conexo si toda separacion de (Y, T) es trivial.

En otras palabras, Y = P|Q siginifica que Y = P U Q donde P y @ son sonjuntos no vacios

que estan mutuamente separados en Y (1.2).
Definiciéon 1.8. Un espacio topoldgico (X, T) es:

1. Tg si, dados x # o' € X, existe U € 7 tal que (x e U ya' ¢ U) o (x ¢ U ya' € U) (fig
1.1).

2. Ty si, dados © # o' € X, existen U,V € 1 tales que x € U, 2" ¢ U, 2’ € V yax ¢V (fig
1.2).

3. Tq o de Hausdorff si, dados © # x' € X, existen U,V € 1 ajenos tales que x € U yx' € V
(fig 1.3).

4. Regular si, dados un cerrado C C X yx € X \ C, existen U,V € T ajenos tales que x € U
yC CV (fig1.])

5. Completamente regular si, dados un cerrado C C X yx € X \ C, existe una funcion

continua f: (X, 7) = I tal que f(z) =1y f(C)={0} (fig 1.5).

6. Normal si, dados dos cerrados C, D C X ajenos, existen U,V € 7 ajenos tales que C C U
yD CV (fig 1.0).
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7. Tg si es reqular y Tj.

8. De Tychonoff si es completamente reqular y Tg.

9. T4 si es normal y T7.

Figura 1.1: Espacio Tj Figura 1.2: Espacio T}

Completamente
Regular

Figura 1.5: Completamente

Figura 1.4: Espacio regular  regular Figura 1.6: Espacio normal

Teorema 1.9 ([1], p.241). Teorema de Urysohn. Todo espacio Ty reqular X con una base

numerable es homeomorfo a un espacio métrico separable.

Teorema 1.10 ([2], p.17). Teorema del producto de Tychonoff. El espacio producto X =

[Lic; Xi de una familia {X;}ier de espacios compactos es compacto.

Teorema 1.11 ([2], p.137). Teorema de coneridad para productos. El espacio producto

X =Tl,e; Xi de una familia {X;}icr de espacios conexos es conezo.
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Figura 1.7: Definicion de e-funcién

Definicién 1.12. Sean X e Y espacios métricos y sea f: X — Y. f es llamada una e-funcion

si f es continua y para toda x € X : didm(f~'(f(z))) <e (fig 1.7).

),

Y,

Figura 1.8: Punto de corte p de X

Definicién 1.13. Sea (X, 7) un espacio topoldgico conexo y sea p € X. Si X \ {p} es conezxo, se
dice que p es un punto de no corte de X. Si X \ {p} no es conezxo entonces p es llamado punto

de corte de X (fig 1.5).
1.1.1 Retractos y extensores

Definicién 1.14. Sea X un espacio topologico. Una funcion continua r : X — X es llamada una
retraccion siror = r, es decir, sir es la identidad sobre su rango (fig 1.9). Un subconjunto
A C X para el cual existe una retraccion suprayectiva X — A es llamado un retracto de X (fig

1.10).
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Un compacto K es llamado un retracto absoluto (escrito RA) si siempre que K esté enca-

jado en un espacio métrico X, la copia encajada de K es un retracto de X (fig 1.11).

X X X
Mw

Figura 1.9: Retracciéon r : X — X.

r X

Figura 1.10: Retracto A de X. Figura 1.11: Retracto Absoluto K.

Definicion 1.15. Un compacto K es llamado un extensor absoluto (escrito EA) si siempre
que B sea un subconjunto cerrado de un espacio métrico M y f : B — K sea continua, entonces
f pueda ser extendida a una funcion continua F': M — K. En este caso decimos que F' es una

extension de f en el sentido de que F|gp = f (fig 1.12).

1.1.2 Cadenas y espacios encadenables

Definicion 1.16. Sea (X,d) un espacio métrico. Una cadena en X es una coleccion indezada

finita y no vacia C = {Uy,...,U,} de subconjuntos abiertos U; C X tales que
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Figura 1.12: Extensor absoluto K (EA).

F extensién de f.

U NU; # @ siysolo si|i—j| <1
Si C es una cadena en X, los miembros de C son llamados eslabones de C; U; se llama el

i-éstmo eslabon de C; la malla de C se define como

malla(C) = méx{diam(U;) : 1 <7 < n}.

Si C es una cadena en X y malla(C) < e, decimos que C es una e-cadena en X. Decimos que
X es encadenable si existe una e-cadena en X que cubre a X para cada € >0 (fig 1.13).
Los continuos encadenables también suelen ser llamados linealmente encadenables o tipo

serpiente. Algunas otras veces son llamadas simplemente continuos tipo arco.

Definicién 1.17. Una cadena débil es una coleccion finita no vacia £ = {L1,...,L,} de

conjuntos tales que

LiNLi1 # O para cada i =1,...,n—1.

Si &L ={Ly,...,L,} es una cadena débil, diremos que £ es una cadena débil de L; a L,
y, stz € Ly yy € L,, diremos también que £ es una cadena débil de x a'y. Cada L; es

llamado un eslabon de £ (fig 1.1]).

Definicién 1.18. Sea (X,d) un espacio métrico y sea ¢ > 0. Una (d,e)-cadena en X es un

subconjunto finito no vacio indexado {x1,...,x,} de X, tal que

d(z;, wi1) <€ para todoi=1,...,n— 1.
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malla(C)< ¢

Figura 1.13: Cadena C en X.

Figura 1.14: Cadena débil de L; a L,, o de z a y.

Decimos que una (d,e)-cadena {z1,...,x,}, conp =1z, yq=2x,, va dep aqoune apyq
(fig 1.15).

Un subcongunto Z de X estd (d,e)-encadenado si cualesquiera dos puntos de Z pueden ser
unidos por una (d,€)-cadena en Z. Un subconjunto de X que estd (d,e)-encadenado para todo

e > 0 se dice que estd d-bien-encadenado.
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T, ? z,
/..--. .“'-____0 .0-._____‘-mn‘1 m o
- .\.n_q
:131:
—
&

Figura 1.15: (d, £)-cadena

1.1.3 Metrizabilidad

Teorema 1.19. Si un espacio Hausdorff es una imagen continua de un espacio métrico compacto,

entonces es metrizable.

Demostracion. Sea f : X — Y una funciéon suprayectiva y continua donde X es un espacio
métrico compacto y Y es un espacio Hausdorff. Luego Y es compacto. Segin el teorema 1.9 basta

probar que Y tiene una base numerable. Sea entonces C una base numerable para X. Para cada

subconjunto finito de C, sea E(L) =Y — f(X —UL) y sea
P ={E(L) : L es un subconjunto finito de C}.

Entoncs P es numerable. Como X es compacto y Y es Hausdorff, f lleva conjuntos cerrados a
conjunto cerrados, por lo que cada miembro de P es un subconjunto abierto de Y.
Sea ahora U un subconjunto abierto de Y y sea ¢ € U. Como f~!(g) es un sbconjunto compacto

del conjunto abierto f~1(U) y C es una base, existe un subconjunto finito £ de C tal que

fclecrw.

Por lo tanto ¢ € E(L) C U. Asi hemos probado que P es una base numerable de Y y terminamos.
[ |
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Definicién 1.20. Si (X, 1) es un espacio topolégico y E C X, se dice que E es denso en (X, 7)
siF=X.

1.1.4 Componentes

Definiciéon 1.21. Sea X un espacio topolégico. Una componente de X es un subconjunto conezxo
maximal de X .

Sip € X, claramente el conjunto
Cp:U{ACX:peA y A es conexo}

es una componente de X, (ya que las componentes de X deben ser mutuamente disjuntas), la cual
llamamos la componente de p en X o bien, la componente de X que contiene a p (fig
1.16).

Mas generalmente, si Y C X, la componente de Y en X o la componente de X que

contiene a'Y se refiere al subconjunto conexo mazimal de X que contiene a'Y (si es que existe).

Figura 1.16: Componente Cj, de un punto p € X.

Sin embargo, para Y C X, la frase componente de Y se refiere a una componente de Y en Y

donde Y tiene la topologia de subespacio.
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Proposicion 1.22. Cualquier componente de X es un subconjunto conexo y cerrado de X y todo

subconjunto conexo de X estd contenido en una componente de X .

1.1.5 Homotopias y contractibilidad

Definicion 1.23. Sean X, Y espacios topolégicos. Una homotopia es una funcion continua X X
0,1] = Y. Si f,g: X — Y, se dice que f es homotdpica a g si existe una homotopia h :
X x[0,1] =Y tal que h(z,0) = f(x) y h(z,1) = g(z) para todo x € X (fig 1.17).

Sih:X x[0,1] =Y es una homotopia y t € [0,1], entonces hy : X — Y denota la funcion

continua dada por hy(z) = h(x,t) para todo x € X.

N

1__

xxjo,y] -] -

P

R ——————
X

Figura 1.17: Homotopia h.
f v g homotopicas

Definicion 1.24. Sean X,Y espacios topolégicos. Una funcion f: X — Y se llama esencial si
f no es homotopica a ninguna funcion constante X — Y. Una funcion f: X — Y se llama no
esenctal (también llamada funcion con homotopia nula o funciéon nulo-homotdpica) si

f no es esencial (fig 1.18).

Definicion 1.25. Para espacios topologicos X yY, decimos que X es contraible con respecto

aY (er(Y)) si toda funcion continua f: X —Y es no esencial (fig 1.19).
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Sl — ho(z)=g(z)=c

Figura 1.18: Funcién no esencial o nulo-homotépica f: X — Y.

g = hy es constante para algin c € Y.

Definicién 1.26. Un espacio topologico X se llama contraible si idx es nulo-homotdpica, es
decir, si existe una homotopia h : X x [0,1] — X tal que para cada x € X : h(z,0) = x y

h(xz,1) = p para algin p € X. Dicha funcion h es llamada una contraccion (fig 1.20).

Intuitivamente, que X sea contraible significa que X puede ser continuamente deformado a un

punto en un intervalo de tiempo finito.

1.2 Teoria de continuos
Comenzaremos introduciendo el concepto de continuo, subcontinuo, arco, etc., y daremos algu-
nos ejemplos de estos. Siempre que se hable de un espacio X nos estaremos refiriendo a que X es

un espacio métrico, a menos que se declare otra cosa.

1.2.1 Definiciones y ejemplos

Definicién 1.27. Diremos que un espacio X es un continuo si es no vacio, conexo y compacto.
Un subcontinuo es un continuo que es subconjunto de un espacio métrico.

Un espacio X es no-degenerado si contiene mds de un punto.

A continuacién veremos algunos ejemplos de los continuos mas comunes.
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13

Figura 1.20: X es contraible. h es una contraccién.
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Ejemplo 1.28. Diremos que X es un arco si es homeomorfo al intervalo cerrado [0,1]. Los
arcos son continuos debido a que [0,1] es un continuo, ya que es conexo, compacto y no vacio. Si

h:[0,1] = X es un homeomorfismo, diremos que h(0) y h(1) son los puntos finales del arco X

(fig 1.21).

o LN

J = h(1)

Figura 1.21: Arco

Ejemplo 1.29. Diremos que X es una n-celda si es homeomorfo a la bola cerrada B" = {z €
R : ||z|]| < 1}. Como B" es un continuo, las n-celdas son también continuos, donde R™ tiene la

métrica euclidiana (fig 1.22).

Ejemplo 1.30. Diremos que X es una n-esfera si es homeomorfo a la esfera n-dimensional
S" = {z € R"™ : ||z|| = 1}. Claramente las n-esferas son continuos y, por definicién, S™ = 9B"*!

(fig 1.22).

Definicién 1.31. Se dice que X es una curva cerrada simple si es una 1-esfera.

Figura 1.22: (n + 1)-celda y n-esfera para n = 1.
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Ejemplo 1.32. Un cubo de Hzilbert es un espacio homeomorfo al producto cartesiano
[[5 donde vie{1,2,..}:1=1[0,1]
i=1

y se denota por I*°. La topologia empleada en I es la topologia producto (1.3). El cubo de Hilbert
es un continuo por el teorema de Tychonoff (1.10) y conexo por el teorema de conexidad para

productos (1.11).
El siguiente resultado nos da una propiedad interesante sobre el cubo de Hilbert.

Teorema 1.33 ([1], p.241). Todo continuo X puede encajarse topoldgicamente en un cubo de

Hilbert.

Los cuatro continuos de los ejemplos anteriores son todos arco-conexos, sin embargo no todo

continuo es de esa forma como se muestra a continuacion.

Ejemplo 1.34. El continuo sin(1/x) es la cerradura W del conjunto W, donde W =
{(z,sin(1/z)) € R*: 0 < z < 1}. Este conjunto es un continuo que mo es arco-conezo
Yy se muestra en la figura 1.23.

Se puede probar facilmente que W es un continuo. En efecto, como W es conexo ya que es
la imagen bajo la funcién continua sen(1/x) del intervalo conexo (0,1], entonces la cerradura W
también debe ser conexa. Ademds, como W es acotada y cerrada ya que es una cerradura, entonces

W es un compacto. Por tanto W es un continuo.

Figura 1.23: Continuo sin(1/x).

Para mostrar que el continuo sen(1/x) no es arco-conexo, vamos a demostrar que no existe

una funcion continua f : [0,1] — X = W tal que f(0) = (1,sen(1)) y f(1) = (0,0). Primero,
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tomemos el conjunto X como la grafica de la funcion sen(1/xz) en el intervalo (0, 1] junto con el

punto (0,0), es decir:

X ={(x,sen(1/x))|x € (0,1]} U{(0,0)}.

Supongamos por contradiccion que eziste una funcion continua f : [0,1] — X tal que f(0) =
(1,sen(1)) y f(1) = (0,0). Dado que f es continua, su imagen también es un conjunto conezo.

Sea Y = {(z,y) € X | x # 0}. Este conjunto es conexo, ya que es la imagen de la funcion
continua sen(1/x) en el intervalo (0,1]. Observamos que X =Y U (0,0).

Ahora, definimos A = {(z,y) € X |y >0} y B={(z,y) € X |y <0}. Ambos conjuntos A y
B son cerrados en X. Ademds, A y B son conjuntos conexos, ya que son las intersecciones de Y
con semi-planos cerrados. Dado que (0,0) € AN B, entonces X = AU B.

Dado que la imagen de f es un conjunto conexo y f(1) = (1,sen(1)) € A y f(0) = (0,0) €
AN B, la imagen de f debe estar contenida en A o en B. Sin embargo, esto contradice el hecho
de que la imagen de [ es el conjunto X, que incluye puntos de ambos conjuntos A y B.

Por lo tanto, no puede existir una funcion continua f :[0,1] — X que cumpla con las condi-

ciones dadas, lo que demuestra que el continuo sen(1/xz) no es arco-conexo. []
Ademas el continuo sen(1/x) es encadenable (1.16).

Ejemplo 1.35. El circulo de Varsovia es cualquier continuo homeomorfo a Y U Z,
donde Y es el continuo sen(l/r) y Z es la unidn de tres arcos convezos en R?, uno
de (0,—1) a (0,—2), otro de (0,—2) a (1,—2) y el tercero de (1,—2) a (1,sen(1l)), como
se muestra en la figura 1.24.

El circulo de Varsovia si es arco-conexo, sin embargo tiene puntos, algunos de los cuales no

tienen vecindades pequenas conexas, por ejemplo el punto (0,0).

Figura 1.24: El circulo de Varsovia.
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1.2.2 Indescomponibilidad y Z-conjuntos

Definicion 1.36. Un continuo X es llamado descomponible si X puede escribirse como la
union de dos subcontinuos propios. Un continuo que no es descomponible se llama indescompo-

nible.

Resulta que la mayoria de continuos son indescomponibles como se demuestra en el teorema

1.121.

Definicion 1.37. Un continuo X es hereditariamente indescomponible si cada subcontinuo

no degenerado de X (asi como X mismo) es indescomponible (1.30).

Anélogamente, la “mayoria” de continuos son hereditariamente indescomponibles. La prueba

es similar a la del teorema 1.121.

Definicion 1.38. Un Z-congunto en X es un conjunto cerrado A en X tal que existen funciones
continuas de X en X — A arbitrariamente cercanas a la funcion identidad en X . Una Z-funcion

es una funcion continua cuyo rango es un Z-conjunto en X.

El siguiente teorema nos permite identificar al cubo de Hilbert mediante Z-funciones en re-

tractos absolutos.

Teorema 1.39 ([3], p.4). (de Torunczyk). Un retracto absoluto, métrico y compacto X es un

cubo de Hilbert si y solo si la funcion identidad i : X — X es un limite uniforme de Z-funciones.

1.3 Meétodos de construccion

A continuacion veremos distintos métodos para construir continuos a partir de otros.

1.3.1 Intersecciones anidadas
La técnica de intersecciones anidadas es central en la teoria de continuos. Se usa tanto para
construir ejemplos como en la demostracién de varios teoremas, incluso en la construccion de

funciones continuas. Para esto necesitaremos el siguiente lema.
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Lema 1.40 ([3], 1.7). Sea {X;}32, una sucesion de espacios métricos compactos tales que X; 11 C
X; para cada t = 1,2,..., y sea X = ()2, X;. Si U es un subconjunto abierto de X; tal que
X C U, entonces existe N € Z™ tal que X; C U para todo i > N. Por tanto X es compacto (fig

X,

1.25).

~

Figura 1.25: Intersecciéon anidada de compactos.

Teorema 1.41. Sea {X;}°, una sucesion de continuos tales que X; 11 C X; para cadai = 1,2, ...,

y sea X =2y X;. Entonces X es un continuo.

Demostracion. Por la proposicion anterior X es un espacio métrico compacto no vacio. Nos falta
probar que X es conexo, supongamos que no lo es. Entonces podemos escribir X = AU B donde
Ay B son conjuntos cerrados no vacios y disjuntos. Luego, deben existir subconjutnos abiertos
y disjuntos V' 'y W de X; tales que A C V y B C W. Sea U = V UW. Entonces, por el lema

anterior, X,, C U para algiin n. Por lo tanto
X, = (X, NnV)U (X, nW).

Como AUB =X C X,, ydado que A, B # @, entonces X, NV # @y X, NW # &, por lo que
X, no es conexo lo cual es una contradiccion a la hipdtesis. Luego, X es conexo. Por tanto X es

un continuo. [ ]

Ejemplo 1.42. Construiremos un continuo indescomponible (1.30) no degenerado X en el plano

R2. Tomemos tres puntos distintos a,b,c € R%. Podemos construir cadenas simples (1.16) C,, en
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R? paran = 1,2, ..., cuyos eslabones sean 2-celdas (discos) de didmetro menor que 2~™ de manera

que satisfagan las dos condiciones siguientes:

(a) Para cadan =0,1,2,..., C3,11 va de a ac a través de b, Cs,12 va deb a c y Capis va de a a

b a través de c;
(b) Para cadan=1,2,...:JChi1 CJCp.

El continuo deseado X serd la interseccion anidada de las uniones de estas cadenas, es decir,

Figura 1.26: Cadenas simples C,, formadas por discos de radio menor que 27".

Por la definicion de X, es evidente que este también puede escribirse como

oo

X = ﬂ (Uc3n+1)

n=0

y entonces podemos verificar que ningun subcontinuo propio Y de X contiene a {a,c}. En
efecto, si existiera un'Y que contuviera a {a,c}, podriamos tomar un punto p € X =Y y fijar a
k lo suficientemente grande de manera que los eslabones de Csi11 que contengan a p no toquen a

Y, luego usamos los eslabones de Cs11 para contradecir la conexidad de'Y .
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Similarmente, ningun subcontinuo propio de X contiene cualesquiera dos de los tres puntos

a,b,c. Por tanto X es indescomponible. O

Definicion 1.43. Un continuo topologico X es uno-dimensional si existe una base de abiertos
de X que consiste de conjuntos homeomorfos a intervalos abiertos en la recta real. FEs decir, para
todo v € X y para toda vecindad V' de x, existe un conjunto U contenido en V' que es homeomorfo

a un intervalo abierto en la recta real (fig 1.27).

— = base ./
/—-\ N S

Figura 1.27: Espacio uno-dimensional

Ejemplo 1.44. Tomemos el cuadrado unitario S = [0, 1] x [0, 1] y dividdmoslo en nueve cuadrados

congruentes. Si a S le quitamos el subcuadrado abierto central obtenemos el conjunto

12 12
Xi=5—-(=-,=)x(=2=]).
! (3 3) (3 3)
Podemos hacer este paso repetitivmaente: en cada uno de los 8 cuadrados restantes ejecutamos
el mismo procedimiento eliminando el subcuadrado abierto central de cada uno de ellos obteniendo

los conjuntos que se muestran en la Figura 1.265.

Es claro que cada X; es un continuo por lo que definiendo

X=X,
i=1
resulta que X es un continuo y es llamado la Curva Universal de Sierpinsksi.

El término universal se refiere al hecho de que este continuo uno-dimensional (1.453) contiene

una copia topoldgica de cada continuo uno-dimensional en el plano.
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X, X,

Figura 1.28: Curva universal de Sierpinski X = (.2, X;

Para demostrar que X es universal, consideremos un continuo uno-dimensional arbitrario C
en el plano. Nuestro objetivo es mostrar que C' estd contenido en una interseccion anidada de

copias topologicas Y; de los conjuntos X;, de tal manera que su interseccion total sea homomorfa

aX.

Primero, observemos que cada conjunto X; tiene la propiedad de que cada cuadrado abierto en
el plano que lo intersecta, también intersecta al menos un cuadrado abierto mas pequeno contenido
en X;. Ademds, X también tiene esta propiedad, ya que es la interseccion de todos los conjuntos

X;.

Para construir las copias topologicas Y; de los conjuntos X;, realizaremos el siguiente procedi-
miento:

1. Comenzamos con el continuo C. Como es un continuo uno-dimensional, existe un recubri-
miento abierto finito de C por cuadrados abiertos Qq,Qa, ..., Q.

2. Para cada cuadrado abierto (Q;, seleccionamos un conjunto Yy ; que sea una copia topoldgica
de X1 y que esté contenido en (Q;. Esto es posible porque cada cuadrado abierto en el plano que
intersecta a Xy también intersecta al menos un cuadrado abierto mds pequeno contenido en X;.
Por lo tanto, podemos encontrar un conjunto Y ; que esté contenido en Q); y que sea homomorfo
a X;. Entonces, definimosY; = U?:l Y1

3. Para cada conjunto Y1 ;, aplicamos el mismo procedimiento que en el paso 2 para encontrar
copias topoldgicas Ys ; de Xy contenidas en Y, j. Entonces, definimos Yy = U;.Lzl Yy

4. Continuamos este proceso de manera recursiva para construir Y; a partir de Y;_1 para cada



22 Teoria basica de continuos

P> 2.

La interseccion anidada ()=, Y; es un continuo que contiene a C, y esta interseccion es ho-
momorfa a X. Esto se debe a que cada conjunto Y; es una union de copias topologicas de X; que
estan anidadas y contienen a C', y su interseccion es un conjunto que tiene la misma estructura
que X.

Por lo tanto, hemos demostrado que todo continuo uno-dimensional en el plano estd contenido
en una interseccion anidada de copias topologicas Y; de los conjuntos X;, siendo los'Y; elegidos en
el plano de manera que su interseccion total sea homomorfa a X. Esto demuestra que la Curva

Universal de Sierpinski es, de hecho, universal. O

1.3.2 Limites inversos

Anteriormente vimos cémo construir nuevos continuos usando intersecciones anidadas. Ahora
veremos otro método para construir mas continuos usando limites inversos a partir de otros conti-
nuos. Los limites inversos estan definidos a partir de subconjuntos de espacios producto. Estaremos
interesados unicamente en los productos cartesianos finitos o numerables y usaremos la topologia

producto a menos que se indique lo contrario. También asumiremos el Axioma de Eleccion.

Teorema 1.45 ([3], 2.1). El producto cartesiano finito o infinito numerable de continuos, o de
espacios métricos compactos no vacios, es un continuo o un espacio métrico compacto no vacio,

respectivamente.

Para definir los limites inversos se necesita de una sucesiéon doble de espacios y funciones

continuas llamada sucesién inversa como se muestra a continuacion.

Definicién 1.46. Una sucesion inversa es una sucesion doble {X;, f;}52, de espacios X;, lla-
mados espactos coordenados, y funciones continuas f; : X;11 — X; llamadas funciones de
union . Si {X;, fi}2, es una sucesion inversa, algunas veces escrita como

. fi—1

entonces el limite inverso de {X;, f;}32,, denotado por im{X;, f;}2, (fig 1.29), es el subes-
<

pacio del espacio producto [[;2, X; definido por
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M { X, fiy2 = {(@) 2, € HXi fi(@i) =@ Vi= 1,2, (1.2)

=1

Figura 1.29: Sucesién inversa {X;, f;}5°, con limite inverso im{X;, f;}°,.
<_

Proposicion 1.47 ([3], 2.3). Sea {X;, fi}2, una sucesion inversa. Para cadan = 1,2,..., defi-
namos Qn(Xi, fi) por

Qu(Xi, fi) = {(x)2y € [[ Xi: filwina) = @i Vi < ). (1.3)

i=1

Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Qn-‘rl(XiJ f’L) C Qn(X'LJ f’L) para todo n = 17 27 ceey
2. Qn(X;, fi) es homeomorfo a [[;2, ., X; para cadan =1,2,...;

i=n-+1

3. IIZEH{XZ,‘]CZ 7,921 - ﬂ:LO:l Qn(Xlafl)
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Figura 1.30: Espacio Qa(X;, f;). Figura 1.31: Espacio Qa(X;, f;)-

Segun la proposicion anterior los limites inversos pueden estuidarse también mediante inter-
secciones anidada.
El siguiente resultado es el que nos permite construir nuevos continuos a partir de sucesiones

inversas de otros continuos.

Teorema 1.48. Todo limite inverso de continuos es un continuo y todo limite inverso de espacios

métricos compactos no vacios es un espacio métrico compacto no vacio.

Demostracion. Dada una sucesién inversa de continuos {X;, f;}52,, queremos demostrar que su
limite inverso es un continuo. Por la proposiciéon 1.47, se tiene que h’in{Xi, it =N, Qn(X5, fi),
y dado que Q,(Xj, fi) es homeomorfo a [[;, .| X;, entonces cada Q,(X;, f;) es un continuo por el
teorema 1.45. Finalmente, como la intersecciéon anidada de continuos es un continuo segun 1.41,

entonces el limite inverso im{ X}, f;}5°; es un continuo.
e

La demostracion es andloga cuando los X; son espacios métricos compactos. |

Definicién 1.49. Una sucesion inversa { X;, fi}32, donde cada X; es un continuo es llamada una
sucesion inversa indescomponible si para cada i = 1,2,..., siempre que A;11 y By son
subcontinuos de X;.1 tales que X;y1 = A;j11 U By, entonces fi(Aiv1) = Xi o fi(Biv1) = X (fig
1.32).

El teorema anterior puede extenderse para los continuos indescomponibles mediante una su-

cesion inversa indescomponible como se muestra en el siguiente teorema.
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Figura 1.32: Sucesién inversa indescomponible

Teorema 1.50. Si {X;, fi}32, es una sucesion inversa indescomponible con limite inverso X,

entonces X, €s un continuo indescomponible.

Demostracion. Por el teorema 1.48, X es un continuo, queda probar que X, es indescomponible.
Para ello tomemos A y B subcontinuos de X, tales que AU B = X. Para cada 7 se tiene que
Xiy1 = mip1(A) Umg(B), donde las m; : X, — X; son las proyecciones candnicas suprayectivas.
Por tanto, segun la definicién 1.49, se tiene que fi[m;+1(A)] = X; o fi[mi1(B)] = X; para cada i.
Luego, como f; o w11 = m; para cada i, se tiene que m;(A) = X; o m(B) = X, para cada i. Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que m;(A) = X; para infinitamente muchos i, y entonces,

como las funciones de unién son suprayectivas y como f;o---o from,y1 = m; siempre que 1 < j < k,

o0 N
mit1(A) Si=1 —

A=[[Z, m(A)) N X y entonces A = X. [

entonces 7;(A) = X; para todos los i = 1,2.... Luego, segun ([3], 2.6), lim{m;(A), f;
+—

Ejemplo 1.51. Los Solenoides p-Adicos. Para cada p = 2,3,5,. .., sea P St — St dada
por fP(z) = 2P para cada z € S (donde S' es el circulo unitario en el plano y 2P denota la p-ésima

potencia de z usando multiplicaion compleja). Para un p dado, sea

> =1lm{X;, f;};%, donde cada X;=S', fi = f". (1.4)
<_

p

Entonces, por el teorema 1.50, cada X, para p > 2 es un continuo indescomponible y se llama

el solenoide p-ddico.
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Figura 1.33: Imagenes de la 1-esfera bajo fP cuando p = 2, 3.

Figura 1.34: Espacio homemorfo al producto f?(S') x S*.

Ejemplo 1.52. El Arcoiris de Knaster. Para cada i = 1,2..., sea X; = [0,1] y sea f; :
Xiv1 — X; definida por

2% si 0<t<1/2
fi(t) = . (1.5)
2 +2si 1/2<t<1

Entonces, por 1.50, im{X;, fi}2, es un continuo indescomponible el cual es homemorfo al
+—
continuo dibujado en la figura 1.35.

]

A continuacién veremos un teorema que da condiciones suficientes para el encaje de un limite
inverso en un espacio X que contenga los espacios coordenados de la sucesion inversa. Més aun,

el encaje es obtenido como una interseccion especifica de subconjuntos de X.
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{ccc

Figura 1.35: Arcoirirs de Knaster.

Teorema 1.53 ([3], 2.10). El teorema de encaje Anderson-Choquet. Sea (X,d) un espacio
métrico compacto. Sea { X, f;}52, una sucesion inversa donde cada X; es un subconjunto compacto

no vacio de X y cada f; tiene imagen X;. Sea:

Jij=fioofia: Xj—=Xi st j>i+1y fiipn=fi (1.6)
Asumamos que se satisfacen las dos condiciones siguientes:
1. Para cada € > 0, existe k tal que para todo p € X, dz’dm[uj>kf,;jl (p)] < &

2. Para cada i y cada § > 0 existe &' > 0 tal que siempre que j > 1 y p,q € X; tales que
d(fi;(p), fij(q)) > 6, entonces d(p,q) > ¢’

Entonces, im{ X, f;}5°, es homeomorfo a N2 Uy>i X . En particular: si X; C X;41 para cada
- >

i, entonces Im{X;, f;}5°, es homeomorfo a U2, X; (fig 1.30).
—
Ahora damos una aplicacién de este teorema a encajes en R™ y R?",
Teorema 1.54. Teorema de Isbell. Si X = 1lim{X,, f;}3°, donde cada X; es compacto y enca-
<7

jable en R™, entonces X es encajable en R*".

Demostracion. Para cada X;, como es compacto y encajable en R" existe un homeomorfismo

h; : X; — K; C R", donde K; es compacto.
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Figura 1.36: Teorema de encaje Anderson-Choquet

Definimos un homeomorfismo H; : X; x X; — K; x K; C R?" dado por H;(x,y) = (hi(x), hi(y)).
Esto es posible porque el producto de homeomorfismos es un homeomorfismo y el producto de
conjuntos compactos en espacios euclidianos es compacto.

Usando el Teorema de encaje Anderson-Choquet, sabemos que hln{Xi, fi}e2, es homeomorfo
a N2, Up>i X,m. Denotemos este homeomorfismo como ¢ @ X — N2, Uy, X

Ahora definimos el siguiente conjunto:
Y={(zr,y) e X xX:2€X;yye Xy para algin i € {1,2,...}}.

Es importante notar que Y C M2 Up>i Xpm X M52 Ui Xon,.
Definimos la funcién H : Y — R** como H(z,y) = Hi(z,y) siz € X; y y € Xy,;) para algin

1. Como H; es un homeomorfismo para cada i, la funcién H es continua.
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Finalmente, definimos la funcién G : X x X — R?" como G(z,y) = H(¢~'(x), ¢ (y)). Como
¢ y H son continuas, entonces GG es continua.

Hemos construido una funcién continua G : X x X — R?". Como X es compacto, siendo el
limite inverso de una sucesion de conjuntos compactos, su producto X x X también es compacto.

Entonces, G(X x X) es compacto en R*", lo que implica que X es encajable en R*". [ |
Definicion 1.55. Un triodo simple es un espacio homeomorfo a la letra T.
Proposicion 1.56 ([3], 2.20). Un limite inverso de arcos no puede contener una curva cerrada

simple (fig 1.57). Mds aun, un limite inverso de arcos, asi como un limite inverso de curvas

cerradas simples, no puede contener un triodo simple (fig 1.58).

X -m -

0 /)77

X?, 1 z -Xz+1

Figura 1.37: Limite inverso de arcos.

B 000

X i-1 -X i ?,-/—1
Figura 1.38: Limite inverso de curvas cerradas simples.

Proposicién 1.57. Todo continuo hereditariamente indescomponible (1.57) no contiene arcos.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que un continuo hereditariemente indescomponible
X contiene un arco. Sea A un subconjunto de X que es un arco. Entonces A es homeomorfo al

intervalo cerrado [0, 1]. Denotemos este homeomorfismo por f: A — [0, 1].
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Ahora, consideremos los conjuntos Ay = f~1({0}) y 4, = f~'({1}), que son los puntos ex-
tremos de A. Los conjuntos {0} y {1} son cerrados en [0,1], y su preimagen bajo una funcién
continua también es cerrada. Por lo tanto, Ag y A; son cerrados en A.

Ademas, A\(AgU A;) es homeomorfo al intervalo abierto (0, 1), que es un espacio conexo. Por
lo tanto, A\ (Ao U A;) es un subespacio conexo de A.

Observamos que A = (A\(AgU A;)) U (Ao U A;), donde (A\(AgU A1) N (AgU A;) = 2. Esto
contradice el hecho de que A, como subespacio de un continuo hereditariamente indescomponible,
también debe ser hereditariamente indescomponible.

Por lo tanto, hemos llegado a una contradiccion, lo que demuestra que un continuo heredita-

riamente indescomponible no puede contener arcos. |

Teorema 1.58 (3], 2.29). Teorema de Aproximacion Interior. Sea Y un espacio métrico
compacto y sea {Y;}52, una sucesion de subconjuntos compactos de Y tales que, para cada i =
1,2,..., existen funciones continuas sobreyectivas g; : Vi1 — Y, yp: Y =Y, tales que g;op; 11 =
©i; st la sucesion {p;}2, converge uniformemente a la funcidn identidad sobre Y, entonces Y es

homeomorfo a im{Y;, g;}32,.
—

1.3.3 Descomposiciones de continuos
Continuamos analizando métodos para construir continuos a partir de otros, este ultimo sera

sobre descomposiciones semi-continuas superiores (1.63).
Definicién 1.59. Sea (X, T) un espacio topoldgico no vacio. Sea D una particion de X y sea
D) ={Uco:|Juer}.

Resulta que 7(D) es una topologia para D; en efecto, tomando la funcion natural @ : X — D

definida para cada x € X como
m(z) = el unico D € D tal que x € D,

puede verse que 7(D) es la topologia mds grande para D tal que 7w es continua.
El espacio (D, (D) es llamado un espacio de descomposicion de X, o mds sencillamente,

una descomposicion de X. La topologia 7(D) es llamada la topologia de descomposicion

(fig 1.59).
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Cuando los miembros de la particion D son cerrados se dice que D es una particion cerrada.

Figura 1.39: Espacio de descomposicién (D, 7(D)) del espacio topoldgico (X, 7).

Intuitivamente, una descomposicion es el espacio obtenido del espacio original al identificar
todos los puntos de cada miembro de una particion dada. Por esta razon, las descomposicio-
nes son frecuentemente llamadas espacios de identidicacién. También son llamadas espacios
cocientes por su intima conexién entre relaciones de equivalencia y particiones en la teoria de
conjuntos.

Hemos dicho que en esta seccion construiremos continuos a partir de los espacios de descom-
posicion, sin embargo no siempre se cumple que un espacio de descomposicion de un continuo es

también un continuo como puede verse en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 1.60. Sea el continuo X = [—1,1] y sea D la particion cerrada de X dada por
D={{z,—a}[ -1 <z <1}U{{-1},{1}}

Entonces la descomposicion (D, (D)) no es un continuo pues no es Hausdorff y por tanto tampoco

es metrizable. ]
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Teorema 1.61. Una descomposicion (D, 7(D)) de un espacio métrico compacto X es metrizable

sty solo si es Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que (D, 7(D)) es metrizable. Como la funcién canénica 7 definida en
1.59 es continua, por el teorema 1.19 se sigue que (D, 7(D)) es Hausdorff. El reciproco es trivial.

Ahora veremos cémo construir continuos nuevos usando descomposiciones.

Teorema 1.62. Una descomposicion (D, 7(D)) de un continuo es un continuo si y solo si es

Hausdorff.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del teorema 1.61 y del hecho de que la conexidad y la
compacidad son invariantes bajo funciones continuas, mas precisamente, bajo la funcién continua
. |

Sin embargo, usar este ultimo teorema para checar si una descomposiciéon es un continuo
seria desgastante al tener que checar primero si es Hausdorff y por tanto metrizable, por lo cual
introduciremos la siguiente definicién y mas adelante veremos una forma mas sencilla de construir

dichos continuos.

Definicién 1.63. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una particion D de X se dice que es semi-
continua superior (scs), si siempre que D € D, U € 7 y D C U, existe V€1 con D CV tal
que si A€ D y ANV # @, entonces A C U (fig 1./0).

Notemos que esta definicion no toma en cuenta a la topologia descomposicién sino solamente

a la particién. También haremos uso de la siguiente terminologia.

Definicion 1.64. St D es una descomposicion de X, entonces cualquier subconjunto de X que

sea una union de una subcoleccion de D se dice que es D-saturado.

Claramente, tomando la funcién canénica 7 : X — D, cualquier ¢~*(C) para C C D es D-
saturado. También, un subconjunto A C X es D-saturado si y solo si A = 7 ![x(A)]. Por lo

tanto:

Proposicion 1.65 ([3], p.39). Si V' es D-saturado y abierto en X, w(V') es abierto en D.
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Figura 1.40: Particién semicontinua superior.

Al pensar sobre descomposiciones scs también podemos hacerlo como muestra la siguiente

proposicion.

Proposicion 1.66 ([3], 3.7). Sea (X, 7) un espacio topolégico y sea D una descomposicion de X .

Tomemos la funcion canonica ™ : X — D. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. D es una descomposicion Scs;
2. w es una funcion cerrada, es decir, las imagens de conjuntos cerrados en X mediante ™ son
conjuntos cerrados respecto a 7(D);

3. 91 DeD UertyD CU, entonces existe V € 1 tal que D CV C U es D-saturado.

Lema 1.67. SiD es una descomposicion scs de un espacio Ty, (X, T), entonces D es una particion
cerrada de X.
Demostracion. Fijemos un conjunto D € D. Como X es T}, para cada punto x € X \ D, existe un

conjunto abierto U, € 7 que contiene a x y es disjunto de D. Entonces, por la propiedad 3 de la

propisicién anterior, existe un conjunto abierto V, € 7 tal que D C V, C U, y V, es D-saturado.
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La coleccion {V, },ex\p es un conjunto de abiertos que cubre X \ D. Tomemos el complemento

de la unién de estos conjuntos:

D'=X\D= [J (X\V).
zeX\D

Como la unién de conjuntos abiertos es un conjunto abierto, D¢ es un conjunto abierto. Por
lo tanto, su complemento D = (D°)¢ es un conjunto cerrado en X. Como esto es vélido para cada
D € D, D es una particion cerrada de X. [ |

Sin embargo no toda particion cerrada es necesariamente scs, segun el ejemplo 1.60.

Teorema 1.68 (Teorema 3.9, [3]). Cualquier descomposicion scs de un espacio métrico compacto

es metrizable.

Demostracion. Por el teorema 1.61, es suficiente demostrar que la descomposicién es Hausdorff.
Sea (X, 7) un espacio métrico compacto, D una descomposicién scs de X y 7 : X — D la funcién
canonica (1.59). Para probar que (D, 7(D)) es Hausdorff, sean Dy, Dy € D tales que Dy # Ds.
Como D; y D, son subconjuntos cerrados de X por el teorema 1.67 y X es normal (1.8), entonces
existen Uy, Uy € 7 tales que UyNUy; = @y D; C U; para cada i. Como D es scs, la proposicién 1.66
nos da Vi, V5 € 7 tales que D; C V; C U; y V; es D-saturado para cada i. Notemo que D; € 7(V;)
para cada i ya que D; C V; y D; € D. Luego w(Vy) y m(V3) son abiertos en D por 1.65. Como
UiNUy, =@y V; CU,setiene VNV, = &. Como 7 r(V;)] = V; para cada i, 7(Vy) Nw(Va) = @.
Por lo tanto (D, 7(D)) es Hausdorff. Esto termina la demostracion. [ |

Finalmente veremos cémo construir nuevos continuos a partir de otros, esta vez usando des-

composiciones scs:

Teorema 1.69. Cualquier descomposicion scs de un continuo es un continuo.

Demostracion. Sea (X, 7) un continuo, y supongamos que D es una descomposicion scs de X.
Dado que X es un continuo, es compacto y conexo.

Por el teorema anterior, sabemos que D es metrizable. Entonces, existe una métrica d en D
que induce una topologia 74 en D tal que (D, 74) es un espacio métrico.

La funcién canénica 7 : X — D es una funcién continua y cerrada ya que D es scs. Ademas,
como X es compacto y 7 es continua, su imagen 7(X) = D es compacta en la topologia inducida

74. Por lo tanto, (D, 74) es un espacio compacto.
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Para mostrar que (D, 74) es conexo, supongamos por contradiccién que no lo es. Entonces,
existen conjuntos abiertos disjuntos U,V C D tales que D = U U V. Consideremos los conjuntos
A=71"YU)y B=n"YV). Estos conjuntos son disjuntos y su unién es X, es decir, ANB =&
yAUB = X.

Dado que 7 es continua, A y B son conjuntos abiertos en X. Como X es conexo, esto implica
que A = I o B = @, lo que contradice nuestra suposicién inicial de que D se puede dividir en dos
conjuntos abiertos disjuntos U y V. Por lo tanto, (D, ;) debe ser conexo.

Entonces, (D, 7;) es un continuo, lo que significa que cualquier descomposicién scs de un

continuo es un continuo. |

A continuacién mostramos algunos ejemplos de cémo obtener continuos a partir de descompo-

siciones scs usando el teorema previo.

Ejemplo 1.70. La cinta de Mobius. Sea D la particién del cuadrado I? cuyos miembros tienen

la forma

{(2,0),(1 —2,1)} para 0 <z <1,

{(z,y)} para 0 <y < 1.

Resulta que D es scs. Luego, por el teorema 1.69, el espacio de descomposicion es un continuo el

cual es llamado la cinta de Mobius.

Definicion 1.71. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto cerrado no vacio de

X. Sea Dy la particion de X dada por
Dy={Atu{{z}:z€ X\ A}
FEs facil verificar que Dy es scs. Denotamos el espacio de descomposicion por X/A (fig 1./3).

Se puede pensar en X/A como el resultado de encojer A en un punto. El siguiente resultado

se obtiene facilmente al aplicar los teoremas 1.68 y 1.69.

Proposicion 1.72. Si X es un espacio métrico compacto o un continuo, asi también lo serd X/A.
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L A >

Figura 1.41: Espacio de identidicacién de I?. Figura 1.42: La cinta de Mobius

x D,=X/A

Figura 1.43: Espacio de descomposicién X/A.

Definicién 1.73. Sea S = X x [0,1] donde X es un espacio topoldgico y S tiene la topologia
producto. Sea A = {(z,1) : © € X}. El espacio de descomposicion S/A es llamado el cono

topolégico sobre X y se denota por CT(X) (fig 1./4). El vértice de CT(X) es el punto A y la
base de CT(X) es el conjunto

7({(z,0) : x € X}) con ™ como en 1.59.

A continuacién damos algunas propiedades de CT'(X).

Proposicién 1.74 ([3], 3.15). 1. CT(X) siempre es arco-conexo.



1.3 Métodos de construccién 37
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Figura 1.44: Cono topoldgico C'T(X) sobre un espacio X.

2. Si X es un espacio métrico compacto, entonces CT(X) es un continuo (por la proposicion

1.72).

3. El cono doble CT(CT (X)) es homeomorfo a CT(X) x [0,1].

Definicién 1.75 (3.28, [3]). Sea X un espacio métrico separable, entonces X C I por 1.35. Sea
0 el cero de I°°. Para cada © € X formamos en el espacio I x I el segmento convezo L, de (0, 1)
a (z,0) dado por
L, ={t(0,1) 4+ [1 —t](x,0): 0 <t <1}.
El cono geométrico sobre X, CG(X), se define como

CG(X) = | L.

zeX

Proposicion 1.76 (3.28, [3]). Si X es compacto, entonces CG(X) y CT(X) son homeomorfos.

Si X es un espacio discreto infinito contable, entonces CG(X) y CT(X) no son homeomorfas.

Definicién 1.77. Tomando el cono topoldgico CT(X) con base B, el espacio de descomposicion
(1.59) CT(X)/B es llamado la suspension topoldgica sobre X y se denota por ST(X) (fig
1.46).

La suspensién geométrica SG(X) sobre un espacio métrico separable X se define de manera

similar a la del cono geométrico.
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Figura 1.45: Cono geométrico sobre un espacio discreto de cuatro puntos.

S/A=CT(X)
ST(X)=CT(X)/B

Figura 1.46: Suspensién topoldgica ST'(X).

Proposicion 1.78. Cuando X es un espacio métrico compacto ST(X) es un continuo.

Demostracion. Como X es compacto, entonces CT(X) es un continuo por la proposicién 1.74.

Luego, por la proposicién 1.72 se tiene que CT(X)/B es un continuo y terminamos. [ |
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1.3.4 Contractibilidad

Ahora veremos como se comporta la contractibilidad en los conos y suspensiones.

Proposicion 1.79 ([5], 2.17). 8™ no es contraible (1.26) para ningin n.

Proposicion 1.80 ([5], 5.4). Si X es un espacio métrico compacto, entonces CT(X) (1.73) es

contraible.

Proposiciéon 1.81 ([5], 5.7). Si X es un continuo, entonces ST(X) (1.77) es er(S*) (1.25).

1.4 Continuos tipo P
A continuacion introduciremos el concepto de espacios tipo P, donde P es alguna familia
de espacios dados. Estos permiten estudiar propiedades abstractas de los espacios topologicos a

través de construcciones concretas y bien definidas.

Definicion 1.82. Sea X wun espacio métrico compacto y sea & una coleccion dada de espacios
métricos compactos. Se dice que X es de tipo & si para cada € > 0 existe una e-funcion sobre-

yectiva f. : X — Y. para algin Y, € 2.

Teorema 1.83 ([3], 2.13). Todo continuo es un limite inverso de poliedros conexos compactos con
funciones de union sobreyectivas. Mas ain: si X es un continuo y & es una coleccion de poliedros
conexos compactos, entonces todos los espacios coordenados usados en la representacion de limite
inverso de X (con funciones de enlace sobreyectivas) pueden ser escogidos a partir de & si y solo

si X es de tipo 2.

1.5 Una introduccion a los hiperespacios

Si (X, 7) es un espacio topoldgico, usaremos el término hiperespacio para referirnos a una
coleccién de subconjuntos de X con la topologia de Vietoris, la cual se define en 1.84. Aunque el
conjunto vacio debe ser parte de la topologia, por conveniencia suele excluirse. Ademds restrin-
gimos nuestra atencién a los hiperespacios cuyos puntos son subconjuntos cerrados de X, por lo

que el hiperespacio mas grande de X es
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CL(X)={AC X : A# & escerrado en X}

con la topologia de Vietoris que se define a continuacién.

Definicién 1.84. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. La topologia de Vietoris (fig 1.)7) para
CL(X) es la topologia mds pequena 7y para CL(X) que tiene la propiedad:

{Ae CL(X): ACU} €1y siempre que U € T
y{Ae CL(X):AC B} es tv-cerrado siempre que B es T-cerrado.

Figura 1.47: Topologia de Vietoris 7y para el hiperespacio C'L(X).

Proposicién 1.85. Para cualquier espacio topoldgico X, CL(X) es un espacio Ty.

Demostracion. Para demostrar que C'L(X) es un espacio Ty, es decir, que para cualquier par de
puntos distintos en C'L(X), existe un abierto que contiene a uno de ellos pero no al otro, podemos
utilizar la siguiente estrategia:

Supongamos que A, B € C'L(X) son tales que A # B. Sin pérdida de generalidad, podemos

asumir que existe x € A tal que z ¢ B. Como B es cerrado, sabemos que X \ B es un abierto que
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contiene a x. Ahora, como A es cerrado, tenemos que X \ A es un abierto que no contiene a x.
Por lo tanto, X \ A es un abierto que contiene a B pero no a A, lo que demuestra que CL(X) es

un espacio 7j. |

Definicién 1.86. Sea (X, 7) un espacio topolégico y sea (CL(X), 1) el espacio definido ante-
riormente. Si Uy, Us, ..., U, C X, definimos (fig 1.48)
(Ur,...,U,) ={AeCL(X): AC UUi y ANU; # @ para cada i}.
i=1
Para el espacio (C'L(X), 1) definido anteriormente, puede hallarse una base para la topologia

T definiendo

By = {(Uy,...,U,) : U € T paracada iy n < oo}.

Dicha coleccién resulta ser una base como se muestra en ([6], 1.2).

U

4 U,

Figura 1.48: A, A’ € (Uy,...U,)

Proposicion 1.87. 1. Si X es un espacio reqular (1.8), entonces CL(X) es un espacio de

Hausdorff.

2. SiCL(X) es un espacio de Hausdorff y X es un espacio Ty entonces X es un espacio regular.
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Demostracion. 1. Es suficiente demostrar que para cualesquiera dos conjuntos cerrados A, B €

C'L(X), existen abiertos disjuntos U,V € 1y, talesque Ac Uy BeV.

Como X es un espacio regular, para cualquier par de subconjuntos cerrados A, B € C'L(X)
con A # B, existen abiertos disjuntos U,, V, en X tales que a € U,, b€ V;,, y U, NV, = @.

Podemos suponer que U, y V} son disjuntos con respecto a A y B, respectivamente.

Ahora consideremos los siguientes subconjuntos cerrados de X:

CAZﬂmYcBZHVb

a€A beB

Notemos que, por la regularidad de X, C4 y Cp son subconjuntos cerrados de X. Ademas,
como A C Cy y B C Cp, podemos considerar A y B como subconjuntos cerrados de C'y y

C'g, respectivamente.

Definamos U como el conjunto de todos los subconjuntos cerrados C' C C4 tales que CNVj, =
& para todo b € B, y definamos V' como el conjunto de todos los subconjuntos cerrados

D C Cp tales que DN U, = @ para todo a € A.

Ahora vamos a demostrar que U y V son abiertos disjuntos en C'L(X) tales que A € U
y B € V. Primero, notemos que U y V son abiertos ya que para cada C € Uy D €V,
tenemos C C Oy y D C Cp, y ademds CNV, =@y DNU, = P paratodoa € Aybec B.
Por lo tanto, podemos elegir abiertos disjuntos Uc y Vp en X tales que C' C (,c4 Ua € Uc
y D € (Neg Vs € Vb, y entonces U y V son simplemente las intersecciones de todos los

subconjuntos cerrados de X que contienen a Us v Vp, respectivamente.

Ademas, U y V son disjuntos ya que si C' € UNV, entonces tenemos C' C C4NCp, y ademas
CNU, =@y CNV, =@ paratodo ayben Ay B, respectivamente. Pero entonces C' C Cy
y C C Cp, lo que implica que C' C C4 N Cp. Por lo tanto, C' debe tener una interseccién no

vacia con algun subconjunto cerrado D C Cp \ A, lo que contradice la definicién de U.

Finalmente, tenemos que demostrar que A € Uy B € V. Supongamos que A ¢ U. Entonces,
por definicién, para todo B € V, tenemos que Cg N A # &. Esto implica que A C Cy C
X\ Cp para todo B € V. Pero entonces (5., (X \ Cp) es un abierto que contiene a A, lo
que contradice el hecho de que A es un subconjunto cerrado de X. Por lo tanto, A € U. De

manera similar, podemos demostrar que B € V.
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2. Para demostrar que X es un espacio regular, debemos demostrar que para todo punto x € X
y todo subconjunto cerrado A C X que no contenga a z, existen abiertos disjuntos U y V

en X que contienen a x y A, respectivamente.

Como X es un espacio 17, para todo punto x € X, el conjunto = es un subconjunto cerrado
de X. Sea A C X un subconjunto cerrado de X que no contenga a x. Entonces, A € CL(X).
Como CL(X) es un espacio de Hausdorff, existen abiertos disjuntos U y V en CL(X) que
contienen a A y x, respectivamente. Es decir, ACU yz CV,yUNV =g en CL(X).

Como U es un abierto en C'L(X), entonces U = Cp para algun subconjunto cerrado Cyy de
X. Entonces, A C Cy, lo que implica que Cf; C A°. Como x ¢€ A, entonces z € A, lo que
implica que x € Cf;. Por lo tanto, Cf; es un abierto en X que contiene a x y estd contenido

en A°.

Como V' es un abierto en C'L(X), entonces V = Cy para algun subconjunto cerrado Cy de
X. Como z C V, entonces x € Cy, lo que implica que C7, es un abierto en X que contiene

a Ay estd contenido en V°.

Finalmente, como U NV = & en CL(X), entonces Cy N Cy = & en X. Por lo tanto, hemos
encontrado abiertos disjuntos Cf; y C}, en X que contienen a x y A, respectivamente, lo que

demuestra que X es un espacio regular.

Otro resultado interesante es el siguiente:

Teorema 1.88. Si X es un espacio Ty entonces CL(X) es un espacio Ty. El reciproco es falso.

Demostracion. Para demostrar que CL(X) es Ty, debemos demostrar que para cualquier par de
puntos A, B € CL(X), existen abiertos U,V C CL(X) talesque Ac U, BeVyUNV =g.
Sea A, B € CL(X) tales que A # B. Entonces, existen subconjuntos cerrados Cy,Cp C X
tales que A = C4 vy B = Cp. Como X es Ti, existen abiertos U,V C X tales que Cy C U,
Cp CVyUNV =g. Entonces, A =Cy € CL(X) estd contenido en Cy = U, que es un abierto
en C'L(X). De manera similar, B = Cg € CL(X) estd contenido en Cy = V| que es también un
abierto en CL(X). Ademés, Cy N Cy = @, yaque UNV = @& en X. Por lo tanto, CL(X) es T7.

Sin embargo, el reciproco no es cierto. Un contraejemplo es el espacio de dos puntos X = {a, b}

con la topologia discreta. Es facil comprobar que CL(X) = {&,a,b, X} es T}, ya que cada punto
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tiene su propio conjunto cerrado. Pero X no es T}, ya que los puntos a y b no son distinguibles
por abiertos. |

A partir de este hiperespacio general C'L(X) para X, podemos definir varios hiperespacios
especificos que comunmente se usan en la teoria de hiperespacios de continuos, los cuales definimos

a continuacion.

Definicion 1.89. Para un espacio topoldgico (X, T) definimos:
1. CLC(X) ={A € CL(X) : A es conexo};
2. 2% ={A e CL(X): A es compacto};
3. C(X)={A e 2% : A es conero}.
Es facil notar lo siguiente:

Proposicién 1.90. Si X es compacto entonces 2% = CL(X); por otro lado, si X es Hausdorff
entonces 28 = {A C X : A+ & es compacto}.
Ademds, para cualquier X, se satisface C(X) =2X N CLC(X).

Definicion 1.91. Supongamos que X es un espacio T1. Para cadan =1,2,..., sea
Fo(X)={AC X :1<|A| <n},

al cual se cosidera como subespacio de CL(X) o de 2%. |A| denota la cardinalidad de A. El espacio
F,.(X) es llamado el n-ésimo producto simétrico de X; Fy(X) suele llamarse el espacio de

singulares de X.

Proposicion 1.92. 1. 8i X es un espacio Ty entonces X = Fy(X).

2. Si X esun espacio de Hausdorff, entonces F,(X) es cerrado en CL(X) para cadan =1,2. ...

Demostracion. 1. Si X es un espacio T}, entonces el espacio de singulares Fi(X) estd definido
como el conjunto de todos los subconjuntos cerrados no vacios de X. Para demostrar que
X = Fi(X), definimos una funcién f : X — F1(X) como f(z) = z para todo x € X. Es facil
ver que f es biyectiva y que su inversa est4 dada por f~!(A) = cl(A) para todo A € Fi(X).
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2. Para demostrar que F,(X) es cerrado en C'L(X) para cada n = 1,2, ..., consideremos un

punto A € CL(X) que no esté en F,(X). Entonces, |A| > n o |A| = 0.

Si |A| > n, podemos encontrar un subconjunto finito B de A tal que |B| =n + 1. Como X
es de Hausdorff, para cada b € B, podemos encontrar un abierto U, que contenga a b y no
contenga a los demds elementos de B. Sea U = (),c5 U y observe que U es un abierto que

contiene a B pero no a A. Por lo tanto, A ¢ F,,(X), lo que implica que F,(X) es cerrado en
CL(X).

Si |A| =0, entonces A = @y @ € F,(X) para cualquier n. Por lo tanto, F,,(X) es cerrado
en CL(X) para cadan =1,2,....

Por lo tanto, hemos demostrado que si X es un espacio de Hausdorff, entonces F,, (X) es
cerrado en C'L(X) para cadan =1,2....
[ |

Ejemplo 1.93. Ahora daremos un ejemplo de cuando X es un espacio 1) y Fi(X) no es
cerrado en CL(X).

Consideremos el espacio X = {a,b} con la topologia discreta.

Entonces, CL(X) = {@,{a},{b},{a,b}}. El espacio F\(X) estd formado por todos los subcon-
Juntos no vacios de X, es decir, F1(X) = {{a}, {b},{a,b}}. Ahora, observe que el conjunto {a}
es el complemento del cerrado {b} en X, por lo que {a} es abierto en X y, por lo tanto, también
es abierto en CL(X). Como {a} es un punto en Fy(X), concluimos que F1(X) no es cerrado en
CL(X).

Por lo tanto, hemos encontrado un ejemplo de un espacio Ty donde F1(X) no es cerrado en

CL(X). ]
Proposiciéon 1.94. 1. 8i X es un espacio Ty conexo, entonces F,(X) es conexo para cada n;
por lo cual CL(X) es conezo.

2. Si X es un espacio Ty, entonces X es separable si y solo si CL(X) es separable.

Demostracion. 1. Sea X un espacio T} conexo y supongamos que F,(X) no es conexo, es decir,
existen A, B C F,(X) talesque ANB=ANB=0y AUB = F,(X). Seazy,...,7, € A
Y Ui, .-, Yn € B (notar que por definicién de F,,(X), Ay B tienen n elementos).
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Como X es Tj, sin pérdida de generalidad podemos suponer que z; # ¥;. Luego, como

X es conexo, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(x1) =0y f(y1) = 1.

Extendemos f a una funcién continua g : F,(X) — [0,1] tal que g(x;) = 0 para todo i y

9(y;) = 1 para todo i. Es fécil ver que g|A y g|B son funciones continuas que toman valores

en [0,1] y que g|]A =0y g|B =1, lo que contradice que AN B = AN B = (). Por lo tanto,

F,(X) es conexo para cada n, lo que implica que CL(X) es conexo.

2. (=)

Supongamos que X es separable y sea DD un conjunto denso y numerable en X. Para
demostrar que C'L(X) es separable, consideremos la familia de conjuntos { Ap(z)}.ex
definida por

Ap(x) ={DNU : U es un entorno abierto de x}.

Observemos que cada Ap(x) es numerable, ya que D es numerable y cada entorno
abierto U de x también lo es.

Ahora, sea A € CL(X) y sea z € A. Como X es Ty, sabemos que x es cerrado en X,
y como ANz # (), debe ser ANz = z. Por tanto, x € Ap(x), y como A es cerrado,
podemos concluir que A C F(a:).

De esta manera, para cada A € C'L(X), podemos asociarle un elemento 4 € X tal
que A C m.

Ahora, consideremos el conjunto D' = {x4 : A € CL(X)}. Veamos que D’ es numerable
y denso en C'L(X).

Para ver que D’ es numerable, notemos que cada Ap(x) se puede asociar a lo mas
a un elemento de D’. Por tanto, como cada Ap(x) es numerable, se tiene que D’ es
numerable.

Para ver que D’ es denso en CL(X), sea A € CL(X) y € > 0 dado. Como x4 € A,
podemos elegir un punto y € DN A (ya que D es denso en X). Ahora, como X es Tj,
podemos elegir un entorno abierto U de x4 tal que y ¢ U. Entonces, DNU es un abierto
de X,y comoy € ANDNU, se tiene que ANDNU # (. Por tanto, DNU € Ap(z4)

y DNU € B.(A). De esta manera, podemos concluir que D’ es denso en C'L(X).
Supongamos ahora que C'L(X) es separable. Entonces existe un conjunto D C C'L(X)

denso y numerable. Definimos E = J,., A. Veamos que E es un conjunto denso y

numerable en X.
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Primero, como D es denso en C'L(X), para cada abierto U C X y cada z € U, existe
Ae Dtalquex € A C A C U, es decir, A es un subconjunto cerrado de X que

contiene a z y esta contenido en U. Por lo tanto, z € E.

Segundo, como D es numerable, entonces F también es numerable, ya que es una union

numerable de conjuntos finitos o numerables.

Por lo tanto, hemos demostrado que X es separable.

Definicion 1.95. Para un espacio 11, X, sea
F(X) = | F.(X).
n=1

F(X) es llamado el espacio de subconjuntos finitos de X.

Teorema 1.96. Los hiperspacios CL(X), CLC(X), 2%, C(X), F,(X) y F(X) son invariantes
topoldgicos, es decir, si X =Y, entonces hip(X) = hip(Y'), donde “hip” varia entre todos los

sufijos anteriores.

Demostracion. Como X = Y, existe un homeomorfismo h : X — Y. Definimos A* : hip(X) —
hip(Y') por h*(A) = h(A) para cada A € hip(X). Como h es una funcién cerrada, ya que hip(X) C
C'L(X) para cualquier hip, entonces h* estd bien definida. Més aun, h* es suprayectiva pues para
cualquier B € hip(Y), h™'(B) € hip(X) y h*(h™'(B)) = B. Ademds h* es inyectiva pues h lo es.

Como h es una funcion cerrada entonces
(h*)il«Wb sy Wn)) = <h71(W1)7 sy h71<Wn)>>

donde cada W; es abierto en Y; y dado que h es continua y By es base para 7y, entonces h* es
continua.

Ahora, como h es biyectiva y continua, entonces
R*((Ury ..., Un)) = (h(Uy),...,h(Uy,)),

donde cada U; es abierto en X. Como h es una funcién abierta y By es base de 7y, entonces h*
es una funcién abierta y por tanto (h*)~! es continua.

Por lo tanto ~A* es un homeomorfismo y asi hip(X) = hip(Y'), como queriamos. [
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Definicién 1.97. Sea (X,d) un espacio métrico acotado. Para cada ¢ > 0 y cada A € CL(X),

definimos

Na(g,A) ={r e X : d(z,A) < e}. (1.7)

Llamamos a N4(e, A) la d-bola abierta generalizada en X sobre A de radio € (fig 1./9).
Ademds, para cada A, B € CL(X) definimos:

Ha(A,B) = inf{e > 0: A C Ny(e, B) y B C Ny(e, A)} (1.8)
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Figura 1.49: d-bola abierta generalizada sobre  Figura 1.50: Métrica de Hausdorff Hy(A, B) =
A de radio €. e para A, B € CL(X).

Teorema 1.98 ([6], 2.2). La funcion H, definida en la ecuacion 1.8 es una métrica para el

hiperespacio CL(X) cuando X es acotado y es llamada la métrica de Hausdorff inducida por

d (fig 1.50).

1.5.1 Metrizabilidad de hiperespacios

Teorema 1.99 ([6], 2.4). Sea (X, 7T) un espacio Ty. Si (CL(X), ) es metrizable, entonces (X, T)

es un espacio metrizable y compacto.
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Siempre ocurrird que cuando los espacios (CL(X),7y) y (2%, 7y|ox ) sean metrizables, lo serdn

por la métrica de Haussdorff como veremos mas adelante.

Teorema 1.100 ([6], 2.10). Sea (X, 7) un espacio Ty. Si (CL(X),1v) tiene una base numerable,

entonces (X, T) es compacto.

Teorema 1.101 ([6], 2.14). Sea (X,d) un espacio métrico acotado. Si (X,d) es completo (1.])
entonces (CL(X), Hy) es completo.

Corolario 1.102. Si (X,d) es un espacio métrico completo, entonces (2%, Hy) es completo.

De ahora en adelante, cuando nos enfoquemos en el hiperespacio 2% (o subespacios H de 2%),
T, denotara la topologia para H inducida por la métrica de Hausdorft Hy; para H. También, si

AeHyr >0, By,(r,A) denotara la Hgz-bola abierta con radio r y centro A.

Teorema 1.103 ([6], 3.1). Si (X,d) es un espacio métrico, entonces (2%, 1) es metrizable. En

efecto, Tv = TH,.

X

Mas generalmente, si (X, 7) es un espacio topoldgico metrizable, entonces (2%, 1y) es metriza-

ble.

X

Teorema 1.104. Sea (X, 7) un espacio Ty. Entonces, (2%, 1y) es metrizable si y solo si (X, T) es

metrizable.

Demostracién. Supongamos que (2%, 7/) es metrizable, entonces, como F;(X) C 2% y dado que
X = Fi(X) por la proposicién 1.92, podemos concluir que (X, 7) es metrizable. El reciproco se
cumple por el teorema 1.103. |

Si queremos generalizar el teorema anterior para que se satisfaga en C'L(X), debe agregarse la

condicién de compacidad para X, como se muestra a continuacion.

Teorema 1.105. Sea (X, 7) un espacio Ty. (CL(X),Tv) es metrizable si y solo si (X, T) es un

espacio metrizable compacto.

Demostracién. Supongamos que (X, T) es un espacio metrizable compacto, entonces (2%, 7y) es
metrizable por el teorema 1.103. Como 2% = CL(X) ya que X es compacto, entonces (CL(X), 1)

es metrizable. El reciproco es el teorema 1.99. |
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Teorema 1.106. Si (X, 7) es un espacio metrizable compacto, entonces (CL(X), 1) es compacto.

Demostracion. Sea d una métrica para X que induzca 7. Entonces (X, d) es totalmente compacto
y completo. por lo tanto (CL(X), Hy) es totalmente acotado y completo por 1.101. Por tanto
(CL(X), Hy) es compacto ([2], p.20). Como X es compacto se tiene CL(X) = 2% y entonces
T, = Ty. Por lo cual (CL(X), ) es compacto. [ |
Corolario 1.107. 1. Sea (X, 7) un espacio Ty. Si (CL(X),Ty) es metrizable, entonces

(CL(X), 1) es compacto.

X

2. Si (X, 7) es un espacio metrizable compacto, entonces (C(X), 1) y (2%, 7v) son compactos.

1.5.2 Convergencia en hiperespacios

Definicién 1.108. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea {A;}5°, una sucesion de subconjuntos

de X. Definimos el limite inferior y limite superior de la sucesion como sigue:

liminf A; ={x € X : para cada U € 7 tal que x e Uy UNA; # &
para todos excepto un numero finito de i};
limsup A; ={x € X : para cada U € 7 tal que x e UyJUNA; # &

para infinitamente muchos i}.
El limate de la sucesion se define cuando el limite superior e inferior son iguales, es decir:
A =1im A; = liminf A; = lim sup A;.

En este caso también se dice que {A;}32, es L-convergente en X al limite A.

Cuando la convergencia ocurre en CL(X) en lugar de X, diremos que {A;}32, es 7v-convergente

en CL(X) al limite A.

Teorema 1.109 ([6], 4.4). Sea (X, T) un espacio topoldgico reqular. Entonces la Ty -convergencia

en CL(X) implica la L-convergencia en X.
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Teorema 1.110 ([6], 4.6). Sea (X, T) un espacio topoldgico compacto numerable. La L-convergencia

en X para sucesiones en CL(X) implica la Ty -convergencia en CL(X).

Teorema 1.111. Sea (X,7) un espacio Hausdorff compacto. Entonces la L-convergencia en X

para sucesiones en CL(X) es equivalente a la T -convergencia en C'L(X).

Demostracion. Como los espacios Hausdorff compactos son regulares y numerables, entonces, por

los dos teoremas previos se concluye la demostracion. |

Corolario 1.112. Sea (X, T) un espacio metrizable compacto. Entonces la L-convergencia en X

para sucesiones en CL(X) es equivalente a la convergencia en CL(X) con respecto a la métrica

de Hausdorff.

Demostracion. El corolario se sigue de los teoremas 1.111 y 1.103. |
Notemos que cuando (X, 7) es un espacio metrizable compacto, el operador Lim es el operador
de cerradura en sucesiones para la topologia de Vietoris en C'L(X). Sin embargo, cuando (X, )

solamente es metrizable, Lim puede no ser un operador de clausura de sucesiones para cualquier

topologia para C'L(X) o incluso F»(X) ([6], 4.20).

Teorema 1.113 ([6], 4.9). Sea (X, T) un espacio Ty. Si la L-convergencia en X para sucesiones
no triviales ({A;}2, es no trivial silim A; # &) en Fy(X) implica la 7 -convergencia en Fy(X),

entonces (X, T) es compacto numerable.

Corolario 1.114 ([3], 4.14). Sea X un espacio métrico compacto. Toda sucesion en 2% tiene una

subsucesion convergente.

Teorema 1.115 ([3], 4.16). Sea (X,d) un espacio métrico compacto y sea {A;}2, una sucesion
en 2% que converge a A € 2X. Si cada A; estd (d,e;)-encadenado donde &; — 0 cuando i — oo,

entonces A € C(X).
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1.5.3 Funciones de Whitney

Definiciéon 1.116. Sea X wun espacio métrico compacto. Una funcion de Whitney para

H C CL(X) es una funcion continua w : H — [0,00) tal que:
1. para cualesquiera A, B € H tales que A C B, w(A) < w(B);
2. w(A) =0 si y solo si A€ HNF(X).

Ademds se define un bloque de Whitney en H como un conjunto de la forma w=*([s,t]),

donde w es una funcion de Whitney para H y 0 < s <t <w(X) (fig 1.51).
: : X

Figura 1.51: Funcién de Whitney w y bloque de Whitney w™([s, t]).

WV

A4

Un hecho importante sobre las funciones de Whitney es que estas siempre existen para cualquier

hiperespacio de un espacio metrizable compacto.

Teorema 1.117 ([6], 13.4). Si X es un espacio metrizable compacto, entonces existe una funcion

de Whitney para cualquier hiperespacio de X.
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Teorema 1.118 ([6], p.110). Teorema del mdzrimo-minimo. Sea X un espacio metrizable
compacto. Si C es un subconjunto cerrado no vacio de 2%, entonces existe un miembro mazimal

de C y un miembro minimal de C.

1.5.4 Continuos irreducibles

Definicion 1.119. Sea X un continuo y A C X. Se dice que X es irreducible sobre A si
ningun subcontinuo propio de X contiene a A.
Un continuo X se llama irreducible si X es irreducible sobre {p,q} para alguna pareja de

puntos p,q € X. En este caso también se dice que X es irreducible entre p y q.

Proposicion 1.120 ([3], 4.35). 1. Si X es un continuo y A es un subconjunto cerrado de X,

entonces X contiene un subcontinuo que es irreducible sobre A.

2. 851 X es un continuo y p,q € X, entonces X contiene un subcontinuo que es irreducible sobre

A.

Del segundo inciso de la proposicion anterior podemos ver que cualquier continuo no degenerado
contiene muchos continuos irreducibles no degenerados, haciendo que los continuos irreducibles

sean abundantes y por tanto, su estudio sea de interés, como veremos en el capitulo siguiente.

1.5.5 La mayoria de continuos son indescomponibles

Ahora probaremos un resultado muy importante sobre los continuos y su indescomponibilidad.

Proposicion 1.121. La “mayoria” de continuos son indescomponibles.

Demostracion. Vamos a demostrar que “la mayoria” de los continuos son indescomponibles en el
sentido de que los continuos indescomponibles ocupan un subconjunto denso y G (1.6) del espacio
de todos los continuos. Para ello, consideremos el espacio C'(M), donde M denota una n-celda,
n > 2, o el cubo de Hilbert, y d denota una métrica para M. Sabemos que el espacio C'(M) con

la métrica Hy es un espacio métrico compacto.
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Sea L ={X € C(M) : X es un continuo indescomponible no degenerado}. Queremos probar

que L es un G4 denso en C(M).

Primero, definamos los conjuntos C,, de la siguiente manera:

Ch={X€eCM): X=AUB donde Ay B
son subcontinuos deX, A € Ny(1/n,B) y B € Ny4(1/n, A)}

Nuestro objetivo es demostrar que £ = (o, C¢

n=1"n"

C) Sea X € L. Entonces, X es un continuo indescomponible no degenerado. Para cada n € N,

1Y)

supongamos que X € C,. Entonces, X = AU B, donde A y B son subcontinuos de X que
cumplen con las condiciones dadas en la definicién de C,,. Sin embargo, esto contradice el
hecho de que X es indescomponible. Por lo tanto, X ¢ C, para todo n € N, lo que implica
que X € C¢ para todo n € N. Asi, X € (2, C:, y hemos demostrado que £ C ()~ Ct.

Sea X € (-, C:. Entonces, X ¢ C, para todo n € N. Supongamos que X no es indes-
componible. Entonces, existe una descomposicién de X en dos subcontinuos no vacios y
disjuntos A y B tales que X = AU B. Sin embargo, esto implicaria que X € C, para algin
n € N, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, X debe ser indescomponible. Ademas,

como X € C(M), X es un continuo no degenerado. Entonces, X € £, y hemos demostrado

que £ D2, Ce.

Para demostrar que £ es un G, necesitamos probar que los conjuntos C; son cerrados en

C(M).

Para probar que C¢ es cerrado en C'(M), considere una sucesion (Xi) en CS que converge a

algtin continuo X € C(M). Necesitamos mostrar que X € CS. Supongamos, por contradiccién, que

X € C,. Entonces, X = AU B, donde A y B son subcontinuos de X que cumplen las condiciones

dadas en la definicién de C,,. Sin embargo, esto implicaria que para algtin k suficientemente grande,

X}, también cumple con las condiciones dadas en la definicién de C,, lo cual es una contradiccion

porque todos los X}, estan en C¢. Por lo tanto, X € C{, y podemos concluir que C;, es cerrado en

C(M).

Dado que cada C¢ es un conjunto cerrado en C'(M), la interseccién de conjuntos cerrados es

cerrada, y £ es un Gy en C(M).
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Para demostrar que £ es denso en C'(M), necesitamos mostrar que cada conjunto abierto no
vacio en C'(M) contiene al menos un elemento de £. Tomemos un conjunto abierto U C C(M) y
un continuo X € U.

Debemos encontrar un continuo indescomponible no degenerado Y € U. Primero, podemos
construir una sucesién de continuos X,, € C'(M) que convergen a X. Luego, para cada n € N,
podemos modificar X,, ligeramente para obtener un continuo Y, que satisface las condiciones
dadas en la definicién de C,,. Especificamente, podemos elegir Y,, de tal manera que Y,, tenga dos
subcontinuos A, y B, que cumplan con las condiciones de la definicién de C),.

Ahora, podemos tomar una subsucesién convergente (Y, ) de (Y;,) que converja a un continuo
Y € U. Afirmamos que Y es indescomponible no degenerado. Si Y fuera degenerado, entonces
alguno de los continuos Y,, también seria degenerado para k suficientemente grande, lo cual es
una contradiccion porque todos los Y,, son no degenerados. Ademas, si Y fuera descomponible,
entonces existirian dos subcontinuos no vacios y disjuntos A y B de Y tales que Y = AU B.
Pero entonces, alguno de los continuos Y, también seria descomponible para k suficientemente
grande, lo cual es una contradiccion porque todos los Y;, son indescomponibles. Por lo tanto, Y es
un continuo indescomponible no degenerado en U.

Hemos demostrado que cada conjunto abierto no vacio en C'(M) contiene al menos un continuo
indescomponible no degenerado. Por lo tanto, £ es denso en C(M).

En resumen, hemos demostrado que L, el conjunto de continuos indescomponibles no degene-
rados, es un Gy denso en C(M). Esto nos permite afirmar que ”la mayoria”de los continuos en
C(M) son indescomponibles, en el sentido de que ocupan un subconjunto denso y G5 del espacio
de todos los continuos. ]

Anélogamente puede probarse que la “mayoria” de continuos son hereditariamente indescom-
ponibles.

Estos dos resultados indican la importancia que tiene el estudiar la indescomponibilidad en los

continuos y sus hiperespacios.

1.6 Teoremas de delimitado de frontera

Teorema 1.122 ([3], 5.2). Teorema del Cable Cortado. Sea (X,d) un espacio métrico com-
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pacto y sean A y B subconjuntos cerrados de X. Si ningin subconjunto conero de X intersecta
a ambos A y B (equivalentemente, ninguna componente de X lo hace), entonces X = X1 U X,

donde X1 y Xy son subconjuntos cerrados de X con A C X1 y B C Xo.

Teorema 1.123 ([3], 5.4). Teorema de Delimitado de Frontera I. Sea X un continuo y sea

@ # U C X abierto. Si K es una componente de U, entonces K N Bd(U) # @.

Definicion 1.124. Sea X un espacio métrico. Si A es un subcontinuo no degenerado de X, deci-
mos que A es un continuo de convergencia (de X ) si existe de sucesion {A;}5°, de subcontinuos
A; de X tal que

A = lim A; Y ANA; =9 para cada i.

En caso de que X sea compacto, los continuos A; pueden elegirse de manera que ademds sean

mutuamente disjuntos.

Definicién 1.125. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Si p € X, se dice que X es conexo en
pequeno en p, escrito CEP en p, si toda vecindad de p contiene una vecindad conexa de p (fig

1.52).

Figura 1.52: Espacio conexo en pequeno (CEP).

Teorema 1.126 ([3]. 5.12). Sea X un continuo y sea
N={xe X :X noes cep en x}.

Sip € N, entonces existe un continuo de convergencia K de X tal quep € K y K C N.
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Definicion 1.127. Sean X un continuo no degenerado y p € X. Definimos la composante de

p en X como

k(p) = {x € X : eziste un subcontinuo propio A de X

tal que p,x € A}.

Las composantes juegan un papel muy importante en la teoria sobre los continuos irreducibles
que veremos en el capitulo siguiente. A continuaciéon vemos que toda composante de un punto es

un conjunto denso y conexo.

Proposicion 1.128 ([3], 5.20). Si X es un continuo no degenerado y p € X, entonces k(p) es un

subconjunto conexo y denso de X.
Los cep en p sirven para localizar la nocién de conexidad. Otra forma de hacerlo es como sigue.

Definicién 1.129. Un espacio topoldgico (X, 7) es localmente conexo en p (escrito LC en

p), con p € X, si toda vecindad de p contiene una vecindad conexa de p que es abierta en X (fig

1.53).

Figura 1.53: Espacio localmente conexo (LC).

Proposicion 1.130. Si (X, 7) es LC en p entonces (X,7) es CEP en p.
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Proposicion 1.131. 1. Un espacio topoldgico es LC en cada punto si y solo si cada compo-

nente de cada conjunto abierto es abierta.

2. Un espacio topologico es CEP en cada punto si y solo si es LC en cada punto. Por lo tanto,

cuando se asumen globalmente, las dos nociones son las mismas.

3. Sea X un continuo y sea F = {p € X : X no es LC enp}. Entonces F es denso en si
mismo, (es decir, cada punto de F es un punto limite de F'), y si ' # &, F contiene un

continuo no degenerado.

Definicién 1.132. Una nidificacion es una coleccion C de conjuntos tales que para cualesquiera

C]_,CQEC:C]_CCQ 002C01.

- =

O

Figura 1.54: Nidificacién C.

Proposicién 1.133 ([3], 5.25). Sea (X,d) un continuo y sea A € C(X) tal que A # X.

1. 510 <e < Hy(A, X), entonces existe A. € C(X) tal que A C A. y Hy(A, Ac) = e.

2. 510 <e < Hy(A,X), entonces existe una (Hg,€)-cadena (1.18) C. en C(X) de A a X tal

que C. es una nidificacion.
3. Eziste un subcontinuo L de C(X) tal que A, X € L y L es una nidificacion.

4. El continuo L en el inciso anterior es un arco. Por lo tanto C(X) es arco-conezxo.
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5. 8i Be€2X yB#X, existe un subcontinuo P de 2% tal que B, X € P, P es una nidificacion
y, por tanto, P es un arco. Por lo tanto 2% es arco-conexo.

Definicién 1.134. Si (X, 1) es un espacio topolégico y A, B C X, decimos que X es conexo
entre AyBsiXAUUV donde ACU, BCV,UNV =g yUV er (fig 1.55)

-

e e

Figura 1.55: Espacio X disconexo entre Ay B.

1.6.1 Arcos ordenados

Definicion 1.135. Sea (X, d) un compacto y sea H C 2%. Un arco ordenado en H es un arco
a, en H, tal que a es una nidificacion.

Proposicion 1.136 ([5], 6.7). Sea X un continuo y sean A, B € C(X) tales que A C By A # B.
Entonces existe un arco ordenado en C(X) de A a B.

Teorema 1.137 ([3],5.25). Teorema del Arco Ordenado. Si A € 2% y A # X, existe un arco
ordenado o en 2% de A a X y, si Ae C(X), a C C(X).
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Figura 1.56: B separa a Ay C.

1.6.2 Separabilidad

Definicion 1.138. Sean X un espacio topoldgico y A, B,C C X. Decimos que B separa a A y
C en X si X\ B es disconexo entre A y C (1.13}), es decir, X \ B=P|Q con ACP yC CQ

(fig 1.56).

Proposicién 1.139. Si K es un continuo de convergencia (1.12]) en un espacio X y z,y € K,

entonces ningun subconjunto de K puede separar a x yy en X.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que existe un subconjunto B de K que separa a x
y y en X, es decir, X \ B es disconexo entre x y y. Entonces, podemos escribir X \ B = P | ) con
rePyyeq.

Como K es un continuo de convergencia, existe una sucesién {4;}:°, de subcontinuos de X
tales que K =1lim A; y A; N K = @ para cada ¢. En particular, dado que x € K, existe un indice
11 tal que x € Aiy.

Por otro lado, como B C K, se tiene que BN A;, = &. Por lo tanto, podemos escribir
Ay, =U|VconBCUyyelV.

Ahora, como K = lim A;, existen indices iy > iy y i3 > iy tales que A;, CU y A;; C V. Pero
entonces A;, N A;, # I, lo cual contradice el hecho de que A; N K = & para cada ¢. Por lo tanto,
no puede existir un subconjunto de K que separe a x v y en X, lo que completa la demostracion.
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1.7 Puntos de no corte

Teorema 1.140 ([3],6.5). Principio Maximal de Hausdorff (PMH). Si L es una coleccion
de conjuntos, entonces cualquier nidificacion (1.152) en L estd contenida en una nidificacion

mazimal C.

Teorema 1.141 ([3], 6.6). Existencia de punto de no corte. Sea (X, 7) un continuo Ty no-
degenerado. Supongamos que X tiene un punto de corte c tal que S\ {c} = U | V. Entonces existe
un punto de no corte de X en U y existe un punto de no corte de X en V. Por lo tanto X tiene

al menos dos puntos de no corte.
El siguiente teorema sirve para caracterizar a los arcos
Teorema 1.142 ([3], 6.17). Un continuo X es un arco si y solo si X tiene eractamente dos

puntos de no corte.

Definicién 1.143. Sea (X,7) un continuo. Un punto p € X es llamado un punto final de X
st siempre que p € U € 1, existe V € T tal que p € V C U y Bd(V') consiste unicamente de un
punto.

El simbolo XM denota el conjunto de todos los puntos finales de X .
Proposicién 1.144 ([3], 6.25). 1. p es un punto final de X si y solo si p tiene vecindades
arbitrariamente pequenas con fronteras de un punto.

2. Todo punto final de un continuo X es un punto de no corte de X. El reciproco caracteriza

a las dendritas (2.40).

3. Todo punto final de un continuo X tiene vecindades abiertas V arbitrariamente pequenas

tales que X \' V' es conexo. La proposicion no es cierta si las vecindades son cerradas.

4. S1p es un punto final de un continuo X, entonces X es cep en p. X no necesariamente es

LC en un punto final p.

Lo anterior es una generalizacién del punto final de un arco.
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Capitulo 2

Algunos continuos especiales

Ahora analizaremos las propiedades de varios tipos de continuos importantes en la materia
y que nos serviran mas adelante para trabajar con sus hiperespacios y la propiedad del punto
fijo. Entre estos continuos veremos los de Peano los cuales permiten tomar la conexidad como
una propiedad local; también estudiaremos las gréaficas que son continuos compuestos por arcos;
un caso especial de las graficas son los arboles los cuales no contienen curvas cerradas simples.
Anélogamente, las dendritas son continuos de Peano que no contienen curvas cerradas simples,
mientras que los dendroides son una genralizacion de las dendritas, definiéndose como continuos

arco-conexos hereditariamente unicoherentes.

2.1 Continuos de Peano
Los continuos de Peano son la clase mas fundamental de continuos que se puede estudiar debido
a que se definen puramente haciendo de la conexidad una propiedad local como se enuncia a

continuacién.

Definicion 2.1. Un espacto métrico X es llamado un espacto de Peano si para cada p € X
y cada vecindad N de p, existe un subconjunto abierto y conexo U C X tal que p € U C N. Un

continuo de Peano es un espacio de Peano que es un continuo.

La conexidad local ya la habiamos revisado en el capitulo anterior al definir los espacios conexos
en pequenio o CEP (1.125) en un punto y los espacios localmente conexos o LC (1.129). En los
espacios métricos estas propiedades asumidas globalmente son equivalentes a la de ser un continuo

de Peano.

63
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Proposicion 2.2. Un espacio métrico X es un espacio de Peano si y solo si:
1. X es LC en cada punto;

2. cada componente de cada subconjunto abierto de X es abierta en X, o

3. X es CEP en cada punto.

Demostracion. 1. =) Supongamos que X es un espacio de Peano. Entonces, para cadap € X
y cada vecindad N de p, existe un subconjunto abierto y conexo U C X tal que

p € U C N. Esto implica que X es LC en cada punto.

<) Supongamos que X es LC en cada punto. Dado que X es un espacio métrico, también
es normal. Por el teorema de Urysohn, 1.9, existe una funcién continua f : X — [0, 1]
tal que f(p) =0y f(N) = 1. Consideremos el conjunto abierto U = f~1((0,1)). Como
f es continua, U es abierto. Ademés, p € U y U C N. Dado que X es LC en cada punto,
existe un subconjunto abierto y conexo V C X tal que p € V. C U C N. Entonces, X

es un espacio de Peano.
2. Usando el inciso 1 de la proposicién 1.131, queda claro que la equivalencia es cierta.

3. Por el inciso 2 de la proposicion 1.131, se tiene que los CEP son equivalentes a los LC y por
lo tanto, segun el inciso 1 de esta proposicién, la equivalencia sera cierta.
En resumen, un espacio métrico X es un espacio de Peano si y solo si se cumple una de las

tres condiciones. [ ]

Para algunos autores, un espacio es de Peano es lo mismo que un continuo de Peano; otros

definen un espacio de Peano como una imagen Hausdorff continua de [0, 1].

Definicién 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto no vacioY de X se dice que tiene
la propiedad S si para cada € > 0 existen finitamente muchos subconjuntos conexos Ay, ..., A,

de 'Y tales que

Y:UAi donde diam(4;) <e Vi=1,...,n.

=1
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Esta propiedad S nos sera de gran utilidad para trabajar con los continuos de Peano pues como

podré verse mas adelante, que tener la propiedad S es equivalente a ser un continuo de Peano.
Teorema 2.4 ([3], 8.3). Si un espacio métrico (X,d) tiene la propiedad S, entonces (X,d) es un

espacio de Peano.

Teorema 2.5 ([3], 8.4). Un espacio métrico compacto no vacio (X,d) es un espacio de Peano si
y solo si (X, d) tiene la propiedad S. En particular, un continuo (X,d) es un continuo de Peano
sty solo si para cada € > 0, X es la union de finitamente muchos subcontinuos cada uno teniendo

diametro < €.

Definicién 2.6. Sea (X,d) un espacio métrico y sea € > 0. Una S(¢)-cadena es una colec-
cion finita y no vacia £ = {Ly,...,L,} de subconjuntos de X que satisfacen las siguientes tres

condiciones:

1. LinLiyy # @ para cada i =1,...,n—1 (cadena débil);

2. L; es conexo para cada 1 =1,...,n;

8. diam(L;) < & para cadai=1,2...,n.

Si & ={Ly,...,L,} es una S(¢)-cadena, cada L; es llamado un eslabén de £; six € Ly y

y € L, decimos que £ es una S(¢)-cadena de x ay. Si A C X, definimos S(A, ) como

S(A,e) ={y € X : eziste una S()-cadena desde algin punto de A ay}.

Teorema 2.7 ([3], 8.9). Si un espacio métrico (X,d) tiene la propiedad S, entonces, para cada
e >0, X es la union de finitamente muchos conjuntos conexos cada uno de los cuales tiene la

propiedad S y es de didmetro < €.

Teorema 2.8. Si (X,d) es un continuo de Peano entonces, para cualquier € > 0, X es la union

de finitamente muchos continuos de Peano, cada uno de los cuales es de didmetro < €.
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Demostracion. Por el teorema 2.5, (X, d) tiene la propiedad S. Por lo tanto podemos usar el
teorema anterior para ver que X es la unién de finitamente muchos conjuntos conexos Aq, ..., A,
los cuales tienen la propiedad S, tienen didmetro menor a € y son cerrados en X. Por lo cual cada

A; es un continuo y por el teorema 2.4, cada A; es un continuo de Peano. |
Teorema 2.9 ([3], 8.14). Teorema de Hahn-Mazurkiewicz. Todo continuo de Peano es una

imagen continua del intervalo cerrado [0, 1].

Corolario 2.10. Cualquier imagen Hausdorff continua de un continuo de Peano es un continuo

de Peano.

Teorema 2.11. Un continuo Hausdorff X es un continuo de Peano si y solo si X es una imagen

continua de [0, 1].

Demostracion. Sea X un continuo HausdorfI.

=) Si X es un continuo de Peano, por el teorema 2.9 se tiene que X es una imagen continua

del intervalo cerrado [0, 1].

<) Si ahora suponemos que X es una imagen continua de [0, 1], por ser también de Hausdorff,

se tendra que X es un continuo de Peano.
[ |

Teorema 2.12 ([3], 8.18). Cualesquiera dos continuos de Peano no degenerados son imdgenes

continuas uno del otro.

El siguiente teorema nos permite ver que se pueden determinar todas las descomposiciones scs

de cualquier continuo de Peano dado.

Corolario 2.13. Sea X un continuo de Peano no degenerado. Un espacio topologico Y es una

descomposicion scs de X si y solo si'Y es un continuo de Peano.

Definicion 2.14. Sean X; y X espacios topologicos. Una funcion f : X7 — Xy se llama
mondtona si f es continua y f~1(y) es conexo para cada y € Xo.

Se dice que f: X1 — Xo es cuasi-mondtona (o confluente) si es continua y satisface:
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1. Si A C X; es un subconjunto conexo, entonces f(A) es un subconjunto conero de Xs.

2. 51t A C Xy es un subconjunto conexo y B C X1 es otro subconjunto conexo que se interseca

con A, entonces f(AU B) es un subconjunto conexo de Xs.

Proposicion 2.15 ([3], 8.22). Si Y es un espacio de Hausdorff no degenerado y f : [0,1] =Y es

una funcion mondtona sobreyectiva, entonces Y es un arco.

Teorema 2.16 ([3], 8.23). Teorema de arco-conexridad. Todo continuo de Peano no degene-

rado es arco-conero.

Teorema 2.17 ([5], 6.4). Todo continuo es una interseccion decreciente de continuos de Peano.

Definicion 2.18. Sea (X, T) un espacio topolégico. Sip € X, se dice que X es localmente arco-
conexo en p, escrito LAC en p, si cada vecindad de p contiene una vecindad de p arco-coneza.

Se dice que X es localmente arco-conexo (LAC) si X es LAC en cada punto.

Teorema 2.19 ([3], 8.25). Todo subconjunto abierto de un continuo de Peano es LAC. En parti-

cular, todo continuo de Peano es LAC.

Teorema 2.20 ([3], 8.26). Cualquier subconjunto abierto y conexo de un continuo de Peano es

arco-conexo.

Corolario 2.21. Todo espacio de Peano localmente conexo y separable es arco-conexo.

Teorema 2.22 ([3], 8.48). X es un continuo de Peano si y solo si 2% es un continuo de Peano.

Lo mismo ocurre si se reemplaza 2% por C(X).
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Figura 2.1: Grafica.

2.2 Graficas

Definicion 2.23. Se dice que un continuo X es una grdfica si puede ser escrito como la union
de una cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos, son disjuntos o se intersectan
solamente en uno o ambos de sus puntos finales (fig 2.1).
Proposicion 2.24. Toda grifica es un continuo de Peano.

No toda union de dos graficas es una grafica, pero si se cumple lo siguiente:
Proposicion 2.25. Si X y Y son grdficas tales que X NY # & es finita, entonces X UY es una

grafica.

Definicién 2.26. Sea (x,7) un espacio topoldgico y sea A C X. Sea [ un niumero cardinal.

Decimos que A es de orden menor o igual que § en X,
ord(A, X) < 3,
st para cada U € T tal que A C U, existe V € T tal que
AcvcU Yy |Bd(V)| < B.
Decimos que A es de orden [ en X, escrito
ord(A, X) =,

si ord(A, X) < By ord(A, X) £ « para cualquier nimero cardinal o < 3 (fig 2.2).

Si A = {p} la notacion usada es ord(p, X).
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Figura 2.2: ord(A, X).

Proposicién 2.27. ord(p, X) =1 si y solo si p es un punto final de X.

Podemos caracterizar a las graficas en términos de la nocién de orden como veremos en los

teoremas 2.31, 2.32 y 2.33
Definicion 2.28. Sin > 3, definimos un n-odo simple como un espacio homeomorfo al cono

(1.73) sobre un espacio discreto de n puntos. Si Z es un n-odo simple, el inico punto de Z que

es de orden > 3 en Z es llamado el vértice de Z.
Otra forma de definir al n-odo simple es como la union de n arcos que emanan de un Unico

punto v el cual serd el vértice. Cada uno de los n arcos es llamado un radio del n-odo simple. Un

n-odo simple estdndar es un n-odo simple en algun espacio métrico lineal tal que cada radio

del n-odo simple es un segmento de linea recta.

Figura 2.3: n-odo simple

Claramente un n-odo simple es una grafica y un 3-odo simple es un triodo simple (1.55)
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Definicién 2.29. Una n-aleta (n > 3) es un continuo que es la union de n 2-celdas, llamadas
aletas, las cuales se intersectan en un unico punto y cualesquiera dos de ellas se intersectan
unicamente en dicho punto.

Es evidente que cualquier n-aleta A contiene un n-odo simple de manera que los radios del
n-odo yacen en las fronteras de las respectivas aletas de A; cuando un n-odo estd situdado de dicha

manera, se dice que el n-odo es una base de la n-aleta A.

Figura 2.4: n-aleta

El hecho de que en la anterior definicion el n-odo Y con vértice v se llame base de la n-aleta
es porque podemos tomar el espacio de descomposicién de de Y x [0, 1] al encoger {v} x [0,1] a

un punto. Dicha descomposicién es una n-aleta y Y x {0} es una base de esta n-aleta.

Ejemplo 2.30. El libro con n pdginas es el producto cartesiano X X I, donde X es un n-odo
simple.

Teorema 2.31 ([3], 9.10). Un continuo X es una grdfica si y solo si las siguientes condiciones

se cumplen:

1. ord(z, X) < Wy para todo x € X y

2. ord(x, X) < 2 para todos menos una cantidad finita de x € X.

Teorema 2.32. Un continuo X es una grdfica si y solo si ord(A, X) < Vg para todos los subcon-

tinuos A de X.
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Figura 2.5: Libro de n paginas

Teorema 2.33 ([3], 9.13). Un continuo de Peano X es una grdfica si y solo si cada subcontinuo

de X tiene solamente una cantidad finitamente grande de puntos finales (1.1/3).

Ademas las graficas pueden también caracterizarse mediante su nimero de desconexién como

se muestra en el teorema 2.30.

Definicion 2.34. Sea X un espacio conexo. Un numero cardinal n < Ry es llamado un nimero
de desconexion para X si siempre que A C X es tal que |A| = n, entonces X \ A es no conexo
FEscribimos D(X) < RXqo para decir que existe un nimero de desconexion para X. Cuando

D(X) <Ny, usaremos D™(X) para denotar el nimero de desconexion mds pequerno para X.

Proposicion 2.35. Si X es un continuo tal que D(X) < Xy, entonces D™(X) > 2.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo no degenerado tal que D(X) < Xg. Por defini-
cién, existe un conjunto A C X tal que |A] < Ry y X \ A es no conexo. Tomemos un punto de
corte c € X tal que X \ {c} =U | V.

Por el teorema 1.141, existe un punto de no corte de X en U y existe un punto de no corte de

X en V. Denotemos estos puntos de no corte comop e Uy qge V.
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Ahora, consideremos el conjunto B = {p,q}. Si quitamos este conjunto de X, obtenemos
X\ B=(X\{p}H)U(X\{qg}). Dado que p y ¢ son puntos de no corte, X \ {p} y X \ {¢} son
conexos. Por lo tanto, X \ B es no conexo, ya que consiste en dos componentes conexas disjuntas.

Entonces, hemos encontrado un conjunto B C X con |B| = 2 tal que al eliminarlo, el espacio

resultante X \ B es no conexo. Por lo tanto, D™(X) > 2. [ |

Teorema 2.36 ([3], 9.24). Sea X wun continuo no degenerado. Las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. X es una grdfica;
2. D(X) < Ny;

3. D™(X) < N,.

Definicién 2.37. Se dice que X es un lazo (fig 2.0) si es homeomorfo al nimero 6; es decir,
si X = S'UJ donde J = [1,2] x {0} y S' es el circulo unitario centrado en el origen. Una
mancuerna (fig 2.7) es un espacio homeomorfo a C; U AU Cy donde C; es el circulo con centro

en (i,0) y radio 1/4 y A es el segmento entre (5/4,0) y (7/4,0).

Figura 2.6: Lazo Figura 2.7: Mancuerna

Teorema 2.38 ([3], 9.33). Sea X un continuo. Entonces D*(X) = 3 si y solo si X es uno de los
siguientes cinco continuos: un arco, un lazo, un ocho, una curva theta (continuo homeomorfo al

simbolo ) o una mancuerna.
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2.2.1 Arboles

Veremos ahora algunas aplicaciones del teorema 2.36. Para ello introuciremos el concepto de

arbol:

Definicion 2.39. Un drbol o grdfica aciclica, es una grifica que no contiene curvas cerradas

simples.

Teorema 2.40 ([3],9.28). Un continuo X es un drbol si y solo si X tiene unicamente una cantidad

grande pero finita de puntos de no corte.

A partir del teorema anterior puede obtenerse el siguiente resultado que es el mismo que el

teorema 1.142, solo que en este caso la demostracion es mas sencilla.

Corolario 2.41. Un continuo X es un arco st y solo si X tiene exactamente dos puntos de no

corte.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo con exactamente dos puntos de no corte p y
q. Por el teorema anterior (2.40) X es un arbol. Por lo tanto X es una grafica. Como las gréficas
son arco-conexas, existe un arco A en X de p a ¢. Asi que por consecuencia del teorema 1.141,
A = X y por tanto X es un arco. El reciproco es evidente usando la definicién de un arco. |

El siguiente teorema sirve para probar que las dendritas tienen la PPF.

Teorema 2.42 ([5], 3.8). Sea X un continuo arco-conexo y sea € > 0. Existe un drbol A, en X

tal que d(z, A.) < € para todo x € X.

El siguiente resultado nos permite acaracterizar a las curvas cerradas simples mediante su

numero minimo de desconexion usando el teorema 2.36.

Teorema 2.43 ([3], 9.31). Un continuo X es una curva cerrada simple si y solo si X se convierte

en disconexo al remover cualesquiera dos puntos, es decir, D™(X) = 2.

2.3 Dendroides y dendritas
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2.3.1 Dendritas

Definicion 2.44. Una dendrita es un continuo de Peano que no contiene curvas cerradas sim-

ples.

Ahora veremos una caracterizaciéon de las dendritas en términos de la separabilidad de sus

puntos.

Teorema 2.45. Un continuo X es una dendrita si y solo si cualesquiera dos puntos de X estan

separados en X por un tercer punto en X.

Demostracion. =) Supongamos que X es una dendrita. Sean p, ¢ € X distintos. Por 2.16 existe
un arco Aen X depagq. Sear € A\{p, q}. Sea U la componente de p en X \{r}. Supongamos
que g € U. Entonces, como U es abierto en X, por 2.20 debe existir un arco B en U de p
a q. Claramente A N B es disconexo. Se sigue que A U B contiene un curva cerrada simple
lo cual contradice la suposicién de que X es una dendrita. Luego ¢ ¢ U y por tanto p y ¢

estan separados en X por r ya que U es abierto y cerrado en X \ {r}.

<) Supongamos que cualesquiera ds puntos de X estdn separados en X por un tercer punto
de X. Entonces, por 1.139 X no puede contener un continuo de convergencia (1.124). Por
tanto, por 1.126 X es un continuo de Peano. Claramente X no puede contener curvas cerradas
simples pues si asi fuera entonces ningin par de puntos de dicha curva podrian ser separados
en X por algin punto de X. Por tanto X es una dendrita.

[ |
Teorema 2.46 ([3], 10.7). Un continuo no degenerado X es una dendrita si y solo si cada punto
de X es un punto de corte de X (1.13) o bien un punto final (1.1/3) de X.
Ejemplo 2.47 ([6], 6.1). El punto peludo es un continuo que es homeomorfo a la union de una
cantidad infinita numerable de arcos Hy, Ho, ... que satisfacen:

1. Todos los arcos H; emanan de un unico punto v.

2. lim;_ ., diam(H;) = 0.
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Cada uno de los arcos H; es llamado un cabello y el vértice v se llama foliculo del punto peludo

(fig 2.8).

Figura 2.8: Punto peludo

El punto peludo puede verse como una extension infinita de un n-odo.

Ejemplo 2.48. Una co-aleta es un continuo que es la union de una cantidad infinita numerable
de 2-celdas Ay, As, . .. las cuales se intersectan todas en un unico punto de manera que cualesquiera
dos de ellas se intersectan también en un inico punto comin a todas, y ademds lim;_,, diam(A4;) =

0. Las 2-celdas son llamadas aletas.

Figura 2.9: oc-aleta

Evidentemente una oo-aleta es una extension infinita de una n-aleta. Ademas, toda oc-aleta
contiene (al menos) un punto peludo de manera que cada cabello yace en un aleta. Un punto

peludo que esta situado de esta manera se llama un base de dicha oo-aleta.
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Ejemplo 2.49. FEl abanico armonico es un continuo homeomorfo al continuo obtenido al unir
el punto (0,1) con cada uno de los puntos (0,0) y (=,0) en R?, n =1,2,... mediante segmentos

de rectas (fig 2.10).

Figura 2.10: Abanico armonico.

El siguiente teorema tiene una variacién interesante para los continuos Hausdorft:

Teorema 2.50 ([3], 10.8). Un continuo X es una dendrita si y solo si cada subcontinuo no

degenerado de X contiene una cantidad no numerable de puntos de corte de X.

Ahora vemos una forma de caracterizar a las dendritas usando intersecciones de subconjuntos

CONnexos:

Teorema 2.51 ([3], 10.10). Un continuo X es una dendrita si y solo si la interseccion de cuales-

quiera dos subconjuntos conexos de X es conexa.

Definiciéon 2.52. 5i X es un espacio conexo yp € X, decimos que el numero de componentes

de p en X, escrito ¢(p, X), es la cardinalidad del conjunto de todas las componentes de X \ {p}.

El siguiente teorema nos permite caracterizar a las dendritas a través del nimero de compo-

nentes de sus puntos y de su orden.

Teorema 2.53 ([3], 10.13). Un continuo no degenerado X es una dendrita si y solo si c(p, X) =

ord(p, X) siempre que alguno de estos sea finito.

Definicion 2.54. Si X es un continuo y p € X, se dice que X es regular en p si existe una
base local L, en p tal que la frontera de cada miembro de L, es de cardinalidad finita.

Se dice que un continuo X es regular si X es reqular en cada uno de sus puntos.
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Teorema 2.55 ([3], 10.20). Toda dendrita es reqular.

Definicion 2.56. Un punto p de una dendrita X es llamado un punto rama de X si ord(p, X) >
2.

Teorema 2.57. El conjunto de todos los puntos rama de una dendrita es numerable.

Teorema 2.58 ([3], 10.28). Si X es una dendrita no degenerada, entonces X puede escribirse

como
X =xWy (U Ai>
=1

donde XMW es como en 1.1/3 y cada A; es un arco con puntos finales p; y ¢; tales que

A1 N (U Aj) ={pii1} para cada i =1,2,. ..
j=1

y diam(A;) — 0 cuando i — oo.

Teorema 2.59 ([3], 10.32). Toda dendrita es de tipo drbol.

Ahora veremos un ejemplo de una dendrita universal y que cada dendrita es encajable en Rs.
Con universal nos referimos a que para la clase D de todas las dendritas, existe una dendrita en
Rs que es universal para D.

Recordemos que en general, para cualquier clase C de espacios, un espacio X € C se dice que
es universal para C, si es minimal, en algin sentido, en el cual cada miembro de C pueda ser

encajado. Por ejemplo, vimos que la curva universal de Sierpinski (1.44) es en efecto, universal.

Definicion 2.60. Se dice que un espacio topolégico conexo X es unicoherente si siempre que
A y B son subconjuntos conexos y cerrados de X tales que X = AU B, entonces AN B es conezo.
Un espacio topologico conexo se llama hereditariamente unicoherente si cada uno de sus

subconjuntos conexos y cerrados son unicoherentes.

Proposicion 2.61 ([5], 3.2). Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Si X contiene
un subconjunto denso D tal que D es una imagen continua uno-a-uno de [0,00) e intx (D) = &,

entonces X es indescomponible (1.56).
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El siguiente resultado nos permite caracterizar a las dendritas a través de los continuos de

Peano usando la unicoherencia.

Teorema 2.62. Un continuo de Peano X es una dendrita si y solo si X es hereditariamente

unicoherente.

Demostracion. Por 2.51, toda dendrita es hereditariamente unicoherente. Reciprocamente, como
las curvas cerradas simples no son unicoherentes, todo continuo de Peano hereditariamente uni-

coherente es una dendrita, por definicion de dendrita. |

Teorema 2.63 ([3], 10.36). Todo limite inverso de dendritas con funciones de unién mondtonas

(2.1]) (no necesariamente suprayectivas) es una dendrita.

Definicién 2.64. Una estrella con centro c € R? y rayos B; es una unidn numerable U]Oil de

arcos converos B en R?, cada uno de los cuales tiene a ¢ como punto final (1.1/3), tales que

B; N By ={c} cuando j # k y diam(B;) — 0 cuando j — .

En otras palabras, una estrella es lo mismo que un punto peludo donde los términos de foliculo

y centro ademas de radios y rayos, coinciden.

Ejemplo 2.65. Dendrita universal de Wazewski. A continuacion construiremos una den-
drita universal, la cual contiene una copia topologica de cualquier dendrita, basindonos en el

ejemplo 10.37 de [3]. la construccion se hace en cuatro pasos:

1. Construccion de Do,. Sea ¢ € R? y Dy una estrella con centro ¢ y rayos B;. Sea m; el punto

medio de cada rayo B; de D.

Para cada j formamos una estrella X; con centro m; y de otra forma disjunta de Dy ase-

gurandonos de que

X;NXy, #9 cuando j #k y diam(X;) = 0 cuando j — oo.

Sea Dy = Dy U (U;’il Xj>. Se define D3 de manera similar colocando una estrella en cada

punto medio de dos subarcos convexos de cada B; determinados por m; y en el punto medio
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de cada rayo de cada X; (asegurdndonos de que las nuevas estrellas sean ajenas entre si,
que intersecten a Dy tunicamente en sus centros y se hagan mds y mads pequenas.
Veamos que cada D; asi generada es una dendrita y que D; C D;+1 para cada 1.
+
Definamos funciones f; : D;x1 — D; tales que
xsix €D,

filz) = -

m; st v € X

Cada f; resulta ser una funcion mondtona (2.14). Definimos

D, = hfl{Di, fi}i:l‘

2. Dy es una dendrita. Esto es evidente por el teorema 2.635.

\

&

Figura 2.11: Dendrita universal de Wazewski

3. Do es encajable en R?. La demostracion se hace usando el teorema 1.55.

4. Dy es universal para las dendritas. Por el inciso anterior y como D; C D;yq para cada 1,

entonces
(1) Dy =|JD:
i=1

Sea Cy = {c} donde ¢ es el centro de la estrella Dy y, para cada i = 2,3..., sea C; el
conjunto de todos los centros de estrellas en U2, D; que no sean centros de ninguna estrella
en D;_1. Sea C' = C1UCy, es claro que C' es el conjunto de todos los puntos rama (2.56) de

Dy y que las siguientes dos condiciones se satisfacen:
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(2) ord(z, Do) = Ny para todo z € C;

(3) para cada i > 2, C;N(A—{x,y}) es un subconjunto denso numerable de cualquier arco

A en Dy, con puntos finales x y y.

También se usard la siguiente notacion, donde las f; se definen como en el paso 1:

fio"'ofjfl:Dj%D’i SZ]>Z+1
fi,j: .
fi sij—i+1

La demostracion de que Dy, es universal se puede hallar en ([3], p.183).

2.3.2 Dendroides

Definicion 2.66. Un dendroide es un continuo arcoconexo hereditariamente unicoherente.
Teorema 2.67. Toda dendrita es un dendroide.

Demostracion. Sea X una dendrita, como X es un continuo de Peano por definicién, por el
teorema 2.62 sabemos que X es hereditariamente unicoherente. Dado que todo continuo de Peano

no degenerado es arco-conexo segun el teorema 2.16, concluimos que X es un dendroide. [ |

Proposicion 2.68. Todo subcontinuo de un dendroide es un dendroide.

Demostracion. Sea Y un subcontinuo de un dendroide X. Para probar que Y es un dendroide solo
necesitamos probar que Y es arco-conexo. Sean p,q € Y tales que p # ¢. Entonces existe un arco
A en X con puntos finales p y ¢. Como Y U A es un subcontinuo de X y X es hereditariamente
unicoherente, Y N A es conexo. Por lo tanto, como p y ¢ son los puntos finales de Ay p,q € Y, se

tiene que A C Y. Luego Y es arco-conexo. |

Teorema 2.69. Los dendroides no degenerados son hereditariamente descomponibles.
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Demostracion. Sea X un dendroide Como los continuos arco-conexos no degenerados son des-
componibles y cada subdendroide es un dendroide por la proposicién anterior, entonces cada

subcontinuo de X es descomponible y por tanto X es hereditariamente descomponible. |

Teorema 2.70 ([5], 3.3). Sea X wun dendroide y sea ¢ : [0,00) — X wuna funcidn continua

inyectiva. Entonces ¢([0,00)) es un arco de ¢(0) a un unico punto p € p([0,00)) \ ¢([0,00)).

El teorema anterior sirve para demostrar en el capitulo 4 que los dendroides tienen la propiedad

del punto fijo (4.38).

Proposicion 2.71. Los dendroides son uno-dimensionales.

Proposicion 2.72 ([6], p.194). Un drbol es un dendroide localmente conexo.

2.3.3 Mdendroides

Definicion 2.73. Un A-dendroide es un continuo hereditariamente unicoherente (2.00) que es

también hereditariemente descomponible (1.57).

Teorema 2.74. Todo dendroide es un A-dendroide.

Demostracion. La prueba se sigue de inmediato a partir de las definiciones de dendroide, A-

dendroide y el teorema 2.69. |

2.3.4 Dendroides suaves

Definicion 2.75. Sea X un dendroide y sea p € X ; entonces X es suave en p si siempre que
{;}2, es una sucesion en X convergente a un punto x € X, entonces lim px; = px. Un dendroide

que es suave en algun punto es llamado un dendroide suave.
Teorema 2.76 ([6], p.194). Teorema de Fugate. Si X es un dendroide suave y € > 0, entonces
existe una retraccion suprayectiva r. : X — T donde T es un drbol, tal que |r. — idx| < €.

El teorema anterior es muy 1til para probar resultados sobre la propiedad del punto fijo (4.1),

en particular se usa para demostrar el teorema 4.56.
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2.4 Continuos irreducibles
Teniendo en cuenta el conceptos de continuos irreducibles (1.119) podemos dar una defincién

equivalente de la composante (1.127) de un punto:

Teorema 2.77. Sea X un continuo no degerado y p € X, definimos la composante de p como

k(p) = {z € X : X no es irreducible entre p y x}.

Definicion 2.78. Si X es un continuo y p € X, se dice que p es un punto de ireducibilidad

de X si X es irreducible entre p y algun punto q € X.
Ahora vemos cémo este nuevo término esta relacionado con la componente de un punto.

Teorema 2.79. Si X es un continuo no degenerado y p € X, entonces p es un punto de irredu-

cibilidad de X si y solo si k(p) # X.

Demostracion. Que p € X sea un punto de irreducibilidad de X, es equivalente a que exista un
punto ¢ € X tal que X es irreducible entre p y ¢ segun 2.78. Esto ultimo es equivalente a que

q ¢ k(p) por la definicién de k(p). Es decir k(p) # X. [ |

Corolario 2.80. Un continuo X no degenerado es irreducible si y solo si alguna composante de

X es un subconjunto propio de X.

Por 1.128 sabemos que cualquier composante de un punto es conexa y densa. Ahora veremos

que el complemento de cualquier composante es también conexo.

Teorema 2.81 ([3], 11.14). Si X es un continuo y p € X, entonces X \ (p) = {x € X :

X es irreducible entre p y x} es coneza.

Teorema 2.82 ([3], 11.6). Sea X un continuo irreducible no degenerado y sea p un punto de
irreducibilidad de X. Entonces, para cualquier subcontinuo A de X tal que p € A, X \ A es

conexo.
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Teorema 2.83 ([3], 11.8). Sea X un continuo no degenerado irreducible entre dos puntos p y q.

Si A y B son subcontinuos de X tales que p € A y q € B, entonces X \ (AU B) es conexo.
Lema 2.84 ([3], p.201). 1. Si X es un continuo descomponible (1.56), entonces X es una
composante de X .

2. 51 X es un continuo descomponible tal que X es irreducible entre p y q, entonces X, k(p) y

k(q) son tres composantes distintas de X .
3. Sea X un continuo descomponible tal que X es irreducible entre p y q. Si K es una compo-

sante de X, entonces p € K o q € K; mas aun, st p,q € K entonces K = X.

Teorema 2.85 ([3], 11.13). Sea X un continuo descomponible. Si X no es irreducible, entonces
X tiene exactamente una composante (X mismo). Por otro lado, si X es irreducible, entonces X

tiene exactamente tres composantes (las mencionadas en el lema anterior).

Teorema 2.86 ([3], 11.15). Si X es un continuo indescomponible no degenerado, entonces X

tiene una cantidad no numerable de composantes.

Corolario 2.87 ([3], 11.15.1). Todo continuo indescomponible es irreducible.

Teorema 2.88 ([3], 11.17). Si X es un continuo indescomponible no degenerado, entonces las

componentes de X son mutuamente disjuntas.

Teorema 2.89 ([3], 11.19). Un continuo X es indescomponible si y solo si cada punto de X es

un punto de irreducibilidad de X .
Teorema 2.90 ([3], 11.20). Un continuo no degenerado X es indescomponible si y solo si existen
tres puntos de X tales que X es irreducible entre cada dos de estos tres puntos.

El teorema anterior esta relacionado con el ejemplo 1.42.

Teorema 2.91 ([3], 11.21). Teorema de Kuratowski. Sea X un continuo y sea p € X. En-

tonces p es un punto de irreducibilidad de X si y solo si
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(#) X no es la union de dos subcontinuos propios tales que ambos contengan a p.
Por lo tanto, X es irreducible si y solo si existe p € X tal que (#) se satisface.

El teorema anterior caracteriza a los continuos irreducibles mediante sus subcontinuos propios

y puntos.

2.4.1 Triodos

Definicion 2.92. Un continuo X es llamado un triodo si existe un subcontinuo Z de X tal que

X\ Z es la unidn de tres conjuntos no vacios tales que cualesquiera dos de ellos estdn mutuamente

separados (1.2) en X (fig 2.12).

Figura 2.12: Triodo

Teorema 2.93 ([3], 11.34). Teorema de Sorgenfrey. Todo continuo unicoherente (2.60) no

degenerado que no es triodo, es irreducible.

Corolario 2.94. Un continuo unicoherente no degenerado X es irreducible si y solo si X no es

un triodo.

2.5 Continuos tipo arco

Definicion 2.95. Un continuo es hereditariamente irreducible si cada uno de sus subconti-

nuos es irreducible (1.119).
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El siguiente teorema da una caracteristica importante sobre los continuos tipo arco.
Teorema 2.96 ([3], 12.5). Todo continuo tipo arco es irreducible y, en efecto, hereditariamente
irreducible.

Corolario 2.97. El inico continuo tipo arco que €S arco-conexo es un arco.
El siguiente teorema nos permite caracterizar a los continuos tipo arco mediante cadenas.

Teorema 2.98 ([3], 12.11). Un continuo X no degenerado es de tipo arco si y solo si es encade-

nable.

Algunas descomposiciones scs (1.63) de continuos tipo arco también pueden ser continuos tipo

arco CoImmo veremos en Seguida.

Teorema 2.99 (3], 12.13). Sea X wun continuo tipo arco y sea D una descomposicion scs no
degenerada de X . Si cada miembro de D es un subcontinuo de X, entonces D es un continuo tipo

arco.

Teorema 2.100 ([3], 12.14). Si X es un continuo tipo arcoy f : X — Y es una funcion mondtona

suprayectiva con'Y un continuo no degenerado, entonces Y es tipo arco.

Teorema 2.101 ([3], 12.15). Si X es un continuo tipo arco y f : X — Y es una funcion abierta
suprayectiva con Y un continuo no degenerado, entonces Y es tipo arco. En particular, st X es

un arco entonces Y es un arco.
Ahora usamos limites inversos de arcos para construir continuos tipo arco:

Teorema 2.102 ([3], 12.19). Un continuo X es tipo arco si y solo si X es un limite inverso de

arcos con funciones de union suprayectivas.
Ahora un teorema que nos permitira representar cualquier continuo tipo arco dentro del plano.
Teorema 2.103 ([3], 12.20). Todo continuo tipo arco es encajable en el plano R?.

Asi como vimos anteriormente que existe una dendrita universal, en el caso de los continuos

tipo arco también puede hallarse uno que sea universal.

Teorema 2.104 ([3], 12.22). Ewziste un continuo tipo arco universal A .
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2.5.1 Funciones universales
Ahora estudiaremos el concepto de funciones univerales que, como veremos mas adelante, tienen

una estrecha relacion con los continuos tipo arco.

Definicién 2.105. Sean X,Y espacios topoldégicos. Una funcion continua f : X — Y se llama

Sfuncion universal si para cualquier funcion continua g : X — Y existe p € X tal que f(p) =

9(p).

Esta nocion de funcién universal nos sirve para trabajar con la propiedad del punto fijo como

se muestra en 4.27.

Teorema 2.106 ([3], 12.26). Si X es un espacio topoldgico y'Y es un arco, cualquier funcion

continua suprayectiva f : X — 'Y es universal.
A continuacion se muestra un resultado similar al teorema anterior.

Teorema 2.107 ([3], 12.29). Si X es un continuo yY es un continuo tipo arco, cualquier funcion

continua suprayectiva f : X — 'Y es una funcion universal.

2.5.2 Continuos encadenables
El siguiente resultado es similar a los dos anteriores y esta relacionado con los continuos enca-

denables.

Teorema 2.108. Cualquier funcion continua y suprayectiva f : X — Y donde X es un continuo
yY es un continuo encadenable (1.16) es universal.

Problema no Resuelto 2.109 ([5], p.43). Si Y es un continuo tal que toda funcion continua

sobreyectiva de cualquier continuo a Y es universal, ;Y es un continuo encadenable?.

Un resultado que nos permite caracterizar a los continuos encadenables mediante los cntinuos

tipo arco (1.82) es el siguiente.

Teorema 2.110 ([5], 4.7). Un continuo es encadenable si y solo si es de tipo arco.
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Proposicion 2.111 ([5], 4.15). Sean X y Y espacios métricos compactos y sea f : X — Y una
funcion continua. Supongamos que para cada € > 0 eziste una e-funcion (1.12) f. 1Y — Z. tal

que foo f: X — Z. es una funcion universal (2.105). Entonces f es una funcion universal.

Proposicion 2.112. Un espacio X es contraible (1.20) si y solo si X es contraible con respecto

a cualquier espacio.

Teorema 2.113 ([3], 12.42). SI X es cualquier continuo, entonces C(X) y 2 son contraibles con
respecto a cualquier retracto de vecindad absoluto métrico; por tanto, C(X) y 2% son contraibles

con respecto a cualquier curva cerrada simple.
Teorema 2.114 ([3], 12.46). Si f : X — Y es cualquier funcion continua suprayectiva donde

X es un continuo cualquiera y'Y es un continuo tipo arco, entonces todo subcontinuo de Y es la

imagen de un subcontinuo de X bajo f.

2.5.3 Continuos tipo circulo

Teorema 2.115 ([5], 6.15). Si X es un continuo no degenerado tal que existe una e-funcion

nulo-homotdpica de X — S para cada € > 0, entonces X es tipo arco.
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Capitulo 3

Mas sobre hiperespacios

3.1 Ejemplos

Definicion 3.1. Sea X un espacio metrizable compacto y K un subcompacto de X. Definimos

2% y Ck(X) como sigue:
2n ={Aec2X . K C A};

Ck(X)={AeC(X): K C A}.

Llamamos a 2% el hiperespacio de contencién para K en 2% y a Cx(X) el hiperespacio
de contencién para K en C(X).

Para un punto p € X escribimos 2;( y Cp(X) para los hiperespacios de contencion de {p}.

Definicién 3.2. Si (X,d) es un continuo definimos
Co(X) = {A € 2% : A tiene a lo mds n componentes},n < oo

al cual llamaremos el hiperespacio n-plegado.

Para no confundir al hiperespacio de contencién C), con el hiperespacio n-plegado C,, especifi-

caremos cuando sea necesario.

Definicion 3.3. Para un continuo X, el hiperespacio de suspension de X, denotado por

HS(X), es el espacio cociente C(X)/Fi(X).

89
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Proposicién 3.4. Los hiperespacios de contencién 2% y C(X) son compactos.

Demostracion. Usaremos el hecho de que para espacios 77, X, y subconjuntos cerrados K de X,

el conjunto CLk(X) ={A € CL(X): K C A} es cerrado en CL(X). Ejercicio 1.19 [6]. [ |

Teorema 3.5 (6.1, [5]). Para cualquier continuo X, 2% y C(X) son continuos arco-conezos.

Ejemplo 3.6. ST X ES UN ARCO CON PUNTOS FINALES p Y ¢, ENTONCES C(X) ES UNA
2-CELDA Y

IC(X) = Fi(X)UC,(X)UC,(X).

¢ o]

cfo.l
Floa

Figura 3.1: C(X) cuando X = [0, 1].

Para demostrarlo, primero se trabaja con el intervalo [0, 1]. Vemos que
C([0,1]) ={la,b] : 0 <a<b<1}
por definicion. Se puede tomar la funcion dada por

h:C(]0,1]) — R?
la,b] — (a,b)

Evidentemente h({0}) = (0,0), h({1}) = (1,1) e Im(h) =T, donde T es el triangulo con vértices
(0,0),(0,1),(1,0). También h es un homeomorfismo.
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Ademds, Fi([0,1]) = {{z} : = € [0,1]}, Co(]0,1]) = {[0,8] : 0 < b < 1} y C1([0,1]) = {[a, 1] :
0 <a <1}, porlo cual h(Fi([0,1])) = {(z,z) : 0 <z < 1}, h(Cu([0,1]) = {(0,b) e R?: 0 < b <
1} y h(C1([0,1]) = {(a,1) e R? : 0 < a < 1}. Por tanto

OC(X) = Fy([0,1]) U Co([0,1]) U C1 ([0, 1]).

a3

Como X = [0,1] ya que X es un arco, entonces por el teorema 1.96 se tiene que C'(X) =
C([0,1]) =T, y como los homemormismos preservan las fronteras se tendrd que 0C(X) = F1(X)U

Cp(X) U Cy(X). El homeomorfismo que puede tomarse estd dado por:

b C(X) = O([0, 1))
A h(A)

]

Ejemplo 3.7. S1 X ES UNA CURVA CERRADA SIMPLE, ENTONCES C(X) ES UNA 2-CELDA CON

IC(X) = Fy(X).

3.2 Los hiperespacios 2* y C(X) para continuos de Peano
X

Teorema 3.8. Un compacto K es un RA (1.1]) si y solo si K es un EA (1.15).

Teorema 3.9 ([7], p.8). Teorema de Wojdyslawski. Si X es un continuo de Peano entonces

2% y C(X) son retractos absolutos.
3.3 Contractibilidad de hiperespacios

Teorema 3.10 ([5], 6.3). Si X es un continuo de Peano, entonces C(X) y 2% son contraibles

(1.26).
Teorema 3.11 ([5], 6.5). Para cualquier continuo X, 2% y C(X) son cr(S).

Demostracion. Se usa 2.17 y 3.5 |
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Capitulo 4

La propiedad del punto fijo en los conti-

nuos y en sus hiperespacios

En este capitulo, abordamos la relevancia de la propiedad del punto fijo en el contexto de
continuos y sus hiperespacios, centrando nuestra atencién en 2% y C'(X). Este an4lisis se basa en los
fundamentos tedricos de los capitulos previos, donde examinamos continuos, retractos absolutos,
continuos de Peano, graficas, dendroides y contractibilidad de hiperespacios.

La presente seccion tiene como objetivo exponer de manera rigurosa las relaciones subyacentes
entre la propiedad del punto fijo y las caracteristicas de los continuos en hiperespacios. Para ello, se
presentaran definiciones y conceptos clave, asi como teoremas esenciales que vinculan la propiedad
del punto fijo con aspectos especificos de los continuos y sus hiperespacios.

Esta aproximacion nos permitira abordar con profundidad y precision la interaccién entre la
propiedad del punto fijo y los hiperespacios 2% y C(X), proporcionando una visién integral de

como estos conceptos se relacionan en el marco de la teoria de continuos.

Definicién 4.1. Un punto fijo de una funcion f : X — X es un punto p tal que f(p) = p.
Diremos que un espacio topologico X tiene la propiedad del punto fijo o PPF si toda funcion

continua f: X — X tiene un punto fijo.

Teorema 4.2. La PPF es un invariante topologico. Es decir, si X tiene la PPF entonces cualquier

espacio homeomorfo a X tiene la propiedad.

93
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Demostracion. Sean X un espacio con la PPF y h: X — Y un homeomorfismo. Si f: Y — Y es
una funcién entonces h™'o foh : X — X tiene un punto fijo p, es decir, (k= o f o h)(p) = p, por
lo que f[h(p)] = h(p) y asi f tiene un punto fijo h(p). [ |

No cualquier espacio tiene la PPF, pero podemos “debilitar” dicha propiedad de la siguiente

forma:

Definicién 4.3 ([5], 2.15). Se dice que un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad del punto
casi fijo (PPCF), si para cualquier funcion continua f : X — X y cualquier € > 0, existe un

punto p. € X tal que d(f(pe),p:) < €.

La PPCF es una propiedad métrica pero no topolédgica. Solo cuando X es compacto entonces

la PPF y la PPCF coinciden.

4.1 Resultados basicos

Teorema 4.4 ([3], 1.19). Si X tiene la PPF entonces X es conezxo.

Demostracion. Supongamos que X no es conexo. Entonces, X puede ser dividido en dos conjuntos
abiertos disjuntos no vacios Ay B, es decir, X =AUBy ANB=0.

Definimos una funcién f : X — X de la siguiente manera:

r sizr€A
flz) = :
algtin elemento fijoa € A six € B

Esta funcién es continua porque es constante en B y es la identidad en A, ademés, ambos A y
B son abiertos, por lo que f es continua en la frontera entre A y B. Ahora, vamos a mostrar que
f no tiene un punto fijo:

Para z € A, f(z) = x, por lo que z no puede ser un punto fijo en B. Para x € B, f(z) = a,
donde a € A, por lo que x no puede ser un punto fijo en B tampoco. Entonces, la funcién f no

tiene un punto fijo, lo que contradice nuestra hipotesis de que X tiene la propiedad del punto fijo.

Por lo tanto, si X tiene la propiedad del punto fijo, entonces X debe ser conexo. |

Ejemplo 4.5. El intervalo unitario I = [0, 1] tiene la PPF.
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Demostracion. Tomemos una funciéon continua f : I — [ y sean

A={zel:x < f(x)}, B={zxel:xz> f(x)}.

Es evidente que I = AU B. Ademas A y B son subconjuntos cerrados de I, 0 € Ay 1 € B.

Por lo cual, como I es conexo, existe un punto p € AN By por tanto f(p) = p. [ |

4.2 Continuos con la PPF

Teorema 4.6. Todo arco tiene la PPF.

Demostracion. Dado que los arcos son homemorfos al intervalo unitario y hemos probado que este

tiene la PPF entonces cualquier arco tendra la PPF. [ |

Teorema 4.7. Si f : X — [0,1] es cualquier funcién continua y sobreyectiva para cualquier
espacio conexo X, entonces, para cualquier funcion continua g : X — [0,1] eziste x € X tal que

f(z) = g(x). Esta es una generalizacion del teorema anterior.

Demostracion. Para demostrar que para cualquier funcién continua g : X — [0, 1], existe z € X
tal que f(x) = g(x), primero notamos que el rango de f es todo el intervalo cerrado [0, 1] debido
a que es sobreyectiva.

Ahora, definimos la funcién b : X — [0, 1] como h(x) = f(z) — g(z). Esta funcién es continua
porque es la diferencia de dos funciones continuas, f y g.

Ademas, notamos que h satisface h(X) C [—1, 1], ya que f(z) y g(z) estéan en el intervalo [0, 1]
para todo x € X.

Por lo tanto, el conjunto h(X) es un subconjunto conexo de R que contiene los valores h(z)
para todo x € X.

Ahora, si podemos demostrar que h(X) contiene el valor 0, entonces hay un z € X tal que
h(z) = 0, lo que significa que f(z) — g(z) = 0y por lo tanto f(z) = g(x).

Para demostrar que h(X) contiene el valor 0, supongamos por contradiccién que h(X) no lo

contiene. Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que h(X) C (—o0,0).
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Como 0 € [0,1], y f es sobreyectiva, existe un xy € X tal que f(xy) = 0. Entonces, h(zg) =
—g(zo) <0, lo que implica que h(xy) € h(X).

Por otro lado, como ¢ es continua, el conjunto g(X) es también conexo, y como g(X) C [0, 1],
entonces g(X) C [a,b] para algunos a,b € [0,1] con 0 < a <b < 1.

Entonces, h(X) = f(X) — g(X) C [-b, —a]. Como h(X) C (—00,0), esto implica que h(X) C
[—b,0).

Ahora, notamos que 0 € [—a,b] Pero esto contradice el hecho de que h(X) C [-b,0) y que
h(z1) > —a > —b, lo que significa que nuestra suposicién inicial de que h(X) no contiene el valor
0 debe ser falsa.

Por lo tanto, A(X) contiene el valor 0, y por lo tanto existe un z € X tal que f(z) = g(z), lo
que demuestra la generalizaciéon deseada para la PPF en arcos. |

El continuo sen(1/x) es un claro ejemplo de un continuo que es conexo pero No arco-conexo

que tiene la PPF como se muestra a continuacion.

Proposicién 4.8. El continuo sen(1/z) tiene la PPF.

Demostracion. Sea X el continuo sen(1/z) y f : X — X una funcién continua. Sean X; =
{0} x [-1,1] y Xo = {(xsen(1/x)) : 0 < x < 1}. Es claro que X = X; U Xo.

Como X; y X5 son conexos por arcos la imagen de cada uno de ellos debe estar enteramente
contenida en X; o Xo.

Si f(X1) C X entonces f tendra un punto fijo pues X; es un arco.

Si f(X,) C X, entonces f(X) = f(X3) C f(X2) C X y en particular f(X;) C X, y entonces
f tiene un punto fijo.

El caso que resta es que f(X) C X;. Como X es compacto, su proyeccién en la primer
coordenada debe ser también compacta por lo que debe ser un intervalo [a, b] con a > 0. Asi que

f(X) C {(z,sen(1/z)) : x € [a,b]} =: S. Pero como podemos ver S es un arco, por lo cual S tiene
la PPF y asi X tiene la PPF. |

Teorema 4.9. Todo continuo encadenable (1.10) tiene la PPF.

Demostracion. Sea X un continuo encadenable y supongamos que existe una funcién continua

f X — X que no tiene puntos fijos. Tomemos ¢ = inf{d(z, f(z))|x € X}. Evidentemente ¢ > 0
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pues X es compacto. Tomemos una §-cadena C = {Uy,...,U,} que cubra a X y sean

V={reX:sizelUy f(x) € U;, entonces i < j},

W={reX: sizelUy f(zr) € Uj, entonces j < i}.

Es claro que Uy C V y U, C W; por lo que V' y W son no vacios. Ademas, V' y W son abiertos
en Xy X=VUW.

Como X es conexo debe existir un punto ¢ € V N W. Luego, podemos tomar eslabones
Ua, Uy, U., Uy de C tales que ¢ € U, NUy, f(q) € U.NUy con a < ¢y d < b. Entonces, por la
definicién de e, vemos que d < min{a,b} — 2 y méx{a,b} +2 < ¢. Asi ¢ — d > 4; pero como
U.NU; # @, entonces ¢ —d < 1y hemos llegado a una contradicciéon. Por lo cual f debe tener un
punto fijo. |

Dado que el continuo sen(1/x) es encadenable, puede usarse el teorema anterior para ver

inmediatamente que dicho continuo tiene la PPF.

Proposicion 4.10. El circulo de Varsovia (1.35) tiene la PPF.

Demostracion. Para demostrar que el circulo de Varsovia tiene la propiedad del punto fijo, primero
notamos que cualquier funcién continua f del circulo de Varsovia C' a si mismo se puede restringir
a una funciéon continua del continuo Y a si mismo y una funcién continua del continuo Z a si
mismo, ya que la uniéon de dos conjuntos conexos por arcos es también un conjunto arco-conexo.

Por lo tanto, para demostrar que cualquier funciéon continua f del circulo de Varsovia C' a si
mismo tiene un punto fijo, basta demostrar que cualquier funcién continua del continuo Y a si
mismo y cualquier funcién continua del continuo Z a si mismo tiene un punto fijo.

Para el continuo Y, podemos demostrar que tiene la propiedad del punto fijo usando el mismo
argumento que en la otra pregunta, es decir, utilizando el hecho de que Y es arco-conexo.

Para el continuo Z, notamos que es el resultado de pegar tres arcos convexos en el plano. En
particular, cada arco convexo tiene la propiedad del punto fijo (por ejemplo, la recta que une los
extremos de cada arco es un segmento que tiene la propiedad del punto fijo). Entonces, por el
teorema del punto fijo de Brouwer (4.18), se puede demostrar que cualquier funcién continua del
continuo Z a si mismo tiene un punto fijo.

En resumen, cualquier funcion continua del circulo de Varsovia C' a si mismo se puede restringir

a una funciéon continua del continuo Y a si mismo y una funcién continua del continuo Z a si mismo,
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y ambas tienen la propiedad del punto fijo. Por lo tanto, cualquier funcién continua del circulo de

Varsovia C' a si mismo también tiene la propiedad del punto fijo. |

Ejemplo 4.11 ([5], 1.6). El abanico armdnico (2.49) tiene la PPF.
Ejemplo 4.12 ([5], 1.5). Cualquier n-odo simple (2.28) tiene la PPF.

Proposicion 4.13 ([5], 1.14). El punto peludo (2.47) tiene la PPF. Si un punto de no corte es

removido, gsigue teniendo la PPF?

Teorema 4.14. Si X es un continuo y existe una sucesion {f;}32, de funciones continuas f; :
X — X que convergen uniformemente a la funcion identidad sobre X tales que f;(X) tiene la

PPF para cada i, entonces X tiene la PPF.

Demostracion. Supongamos que X no tiene la PPF. Entonces, existe una funcién continua f :
X — X sin puntos fijos, es decir, no existe x € X tal que f(z) = x.
fO(z) sii<n
Definimos f;(z) = donde n es un entero tal que n > |f —idX|!. Es decir,
x sit>n
n es suficientemente grande para que f; sea lo suficientemente cercana a la identidad en el sentido
uniforme.

Cada f; es continua ya que es una composicién finita de funciones continuas, y f;(X) C X
porque f®(X) C X. Ademds, por la eleccién de n, tenemos que |f; — idX |, < % Por lo tanto,
fi(z) = x uniformemente en X cuando i — oo.

Sin embargo, f; no puede tener puntos fijos para todo i. En efecto, si fij(xg) = zo para algin
i, entonces o es un punto fijo de f; para todo j > 4, lo cual contradice la hipdtesis de que f no
tiene puntos fijos. Por lo tanto, f; no tiene puntos fijos para ningin 4.

Esto contradice la hipdtesis inicial de que cada f;(X) tiene la PPF, ya que f; no tiene puntos
fijos para ningun 4. Por lo tanto, X debe tener la PPF si existe una sucesién {f;}:2, de funciones

continuas f; : X — X que convergen uniformemente a la funcién identidad sobre X tales que

fi(X) tiene la PPF para cada 1. [ |

Teorema 4.15 ([3], 1.20). El disco de Varsovia (que es el circulo de Varsovia junto con el

componente acotado de su complemento en R?), tiene la PPF.
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Ejemplo 4.16 ([5], 1.17). El triodo simple con una espiral envolviéndolo tiene la PPF.

Proposicion 4.17 ([5], 1.21). Si X es un espacio métrico que no contiene arcos, entonces el cono

CT(X) (1.73) tiene la PPF.

4.2.1 El teorema del punto fijo de Brower

Teorema 4.18 ([6], 21.1). El Teorema del punto fijo de Brower. Cualquier n-celda tiene
la PPF.

Teorema 4.19. Si un espacio topoldgico X tiene la PPF, entonces todo retracto (1.1]) de X
tiene la PPF.

Demostracion. Supongamos que X tiene la PPF y que Y C X es un retractode X. Sear : X — Y
una retraccién suprayectiva y f : Y — Y una funciéon continua. Como X tiene la PPF entonces
for: X —Y C X que es continua, tiene un punto fijo p, es decir f(r(p)) = p.

Como f(r(X)) C Y, tenemos que p € Y y por tanto r(p) = p y asi f(p) = p, por lo que f

tiene un punto fijo. |
Definicién 4.20. Usamos el término e-retraccion para referirnos a una retraccion (1.1/) que

es también una e-funcion (1.12).

Proposicion 4.21. Sir. : X — X es una e-retraccion con respecto a una métrica d para X,
entonces d(re, idx) < €.
Demostracidn. Sir.(z) =y, entonces z,y € r-*(y); por lo tanto d(z,y) < ey asi d(z,r.(z))e. B

Teorema 4.22 ([5], 1.10). Sea X un espacio métrico compacto. Supongamos que para cada & > 0
existe una funcion continua f. : X — X. C X tal que X tiene la PPF y d(f.,idx) < . Entonces
X tiene la PPF.

Proposicion 4.23. El cubo de Hilbert I tiene la PPF.
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Demostracion. Para cadan =1,2..., sea I;° la n-celda en /> dada por
I ={(t)2, € I*:t;,=0paracadai>n+ 1},
y sea 7, la retracciéon natural de I*° sobre I>° dada por
ra((t:)2)) = (t1, ..., t,,0,0,...) para cada (t;)52; € I*.

Vemos que para cada n, r, es una 2~ "-retraccién con respecto a la métrica d., para [°°. También

1> tiene la PPF por el teorema 4.18, por lo tanto, por 4.22, se tiene que I* tiene la PPF. |

Proposicion 4.24 ([5], 1.22). Si X es un continuo con la PPF que no contiene arcos y'Y es un

continuo arco-conexo con la PPF, entonces X XY tiene la PPF.

Ejemplo 4.25 ([5], 2.11). El libro con n pdginas tiene la PPF. Cuando en 2.50 reemplazamos X

por el abanico arménico (2./9) se tiene que X x I también tiene la PPF.

Corolario 4.26. Todo RA (1.14) tiene la PPF.

Demostracion. Por el teorema de metrizacion de Urysohn ([1], p.241), todo RA puede encajarse
en el cubo de Hilbert 7 = ], [0, 1]. Por lo tanto, por el teorema 4.19 y como I tiene la PPF
entonces todo RA tiene la PPF. ]

Proposicion 4.27 (4.3, [3]). Sean X y Y espacios topolégicos. Si existe una funcion universal

(2.105) u: X =Y, entonces Y tiene la PPF.

Demostracion. Sea f:Y — Y una funcién continua, entonces f owu es continua. Existe x € X tal

que fou(x) = u(x), es decir existe y = u(z) € Y tal que f(y) = y. -

Proposicion 4.28 ([3], p.251). Un espacio topoldgico X tiene la PPF si y solo si la funcion

identidad i : X — X es una funcion universal.

Proposicion 4.29 ([6], 21.5; [3], 12.28; [5], 4.14). Sea X un compacto. Supongamos que para cada
e > 0 existe una e-funcion universal, u. : X — Y. para un espacio topologico Y.. Entonces X tiene

la PPF.
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El siguiente es una generalizacion del teorema 4.9.

Proposicion 4.30 ([5], 4.8). Cualquier subconjunto conexo no vacio de un continuo tipo-arco

tiene la PPCF (}.53).

Proposicion 4.31 ([5], 4.9). Si X es un continuo encadenable, A es un subcontinuo de X vy

f A= X es una funcion continua suprayectiva, entonces [ tiene un punto fijo.

4.2.2 El teorema de Lokuciewski

El teorema de Lokuciewski nos permite determinar si una funcién continua con codominio una
n-celda es universal o no y con ello saber si el dominio tiene la PPF. Para ello se debe introducir

el concepto de funcion AH-esencial.

Definicion 4.32. Sea X un espacio topologico y 'Y una n-celda. Una funcion ¢ : X —Y es una
Juncion AH-esencial si ¢ es continua y la restriccion ¢|,-19yy no puede ser extendida a una

funcion continua X — 0Y . (AH proviene de Alexandroff-Hopf).

Proposicion 4.33. Sea X un espacio topoldgico y sea Y una n-celda. Una funcion X — Z es

universal si y solo si es AH-esencial.

Teorema 4.34. Teorema de Lokuciewski. Sea X un compacto. Supongamos que para cada

e > 0 existe una e-funcion AH-esencial de X a una n.-celda. Entonces X tiene la PPF.

Demostracion. Sea Y, la n.-celda y u, : X — Y, la e-funcién AH esencial para X y . Por la
proposicion 4.33 se tiene que u. es universal y entonces por la propoisicion 4.29 podemos concluir

que X tiene la PPF. |

Proposicion 4.35 ([6], 21.8). Sea X un espacio topoldgico que es contraible con respecto a una
(n — 1)-esfera para algin n. Sean Y una n-celda y g : X — Y una funcién continua. Si existe
A C g 1 AY) tal que gla : A — Y es una funcién esencial, entonces g es una funcién AH-

esencial. El reciproco también es cierto.
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4.2.3 Continuos tipo arco

Teorema 4.36 ([3], 12.30). Todo continuo tipo arco tiene la PPF.

4.2.4 Graficas

Teorema 4.37 ([5], 3.7). Todo drbol (2.59) tiene la PPF.

4.2.5 Dendroides

Teorema 4.38 ([5], 3.4). Toda dendroide tiene la PPF.

Demostracion. Se usa 2.70 [ ]

Corolario 4.39 ([3], 10.31; [5], 3.

Y

5). Toda dendrita tiene la PPF.
Ahora puede darse una generalizacion del teorema 4.38.

Teorema 4.40 ([5], p.36). de Charatonik. Todo \-dendroide (2.73) tiene la PPF.

Teorema 4.41 ([5], 3.6). de R. Marika. Para cualquier A\-dendroide X, X x [0, 1] tiene la PPF.
Mas ain, X xY tiene la PPF cuando Y es cualquier RA (1.1]) compacto.

4.3 Hiperespacios con la PPF

4.3.1 Continuos de Peano

Teorema 4.42. Si X es un continuo de Peano entonces 2% y C(X) tienen la PPF.

Demostracién. Usando el teorema 3.9 y el teorema 4.19 concluimos que 2% y C'(X) tienen la PPF.
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4.3.2 Continuos tipo arco

Teorema 4.43 ([5], 6.10). Si X es un continuo tipo arco, entonces C(X) tiene la PPF.

Macias Romero, R. Escobedo y J. Bustamante han dado una genralizacion para el teorema

anterior:

Teorema 4.44 ([5], 6.11). Si X es un continuo tipo arco, entonces cualquier bloque de Whitney

(1.116) en C(X) tiene la PPF.
4.3.3 Continuos tipo circulo
Teorema 4.45 ([5], 6.16). Si X es un continuo tipo circulo, entonces C(X) tiene la PPF.

4.3.4 Conos y suspensiones
A continuacién vemos cémo aplicar el teorema de Lokuciewski para determinar si los conos

topoldgicos tienen la PPF.

Proposicion 4.46 ([5], 5.13). El cono (1.73) sobre cualquier continuo tipo arco tiene la PPF.

Proposicion 4.47 ([5], 5.15). La suspension (1.77) sobre un continuo encadenable (1.16) tiene

la PPF.
Proposicion 4.48 ([5], 5.17). El producto cartesiano de dos continuos encadenables tiene la PPF.
Proposicion 4.49 ([5], 5.18). El cono sobre un continuo tipo circulo tiene la PPF.

Proposicion 4.50 ([5], 5.20). Si X es el abanico armdnico (2./9) o una dendrita (2./4), entonces
CT(X) (1.73) y ST(X) (1.77) tienen la PPF.

Proposicion 4.51 ([5], 5.24). 1. Si X es un continuo contraible (1.26), entonces CT(X) tiene
la PPF si y solo st X x I tiene la PPF.
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2. Si X es un espacio métrico compacto tal que CT(ST(X)) tiene la PPF, entonces CT(X)
tiene la PPF.

Teorema 4.52 ([5], 6.14). Si X es un continuo tipo arco, entonces HS(X) (3.3) tiene la PPF.

4.3.5 Un teorema general
El siguiente teorema puede ser aplicado a una gran variedad de continuos, por lo que tiene una

gran importancia.

Teorema 4.53 ([6], 22.8). Sea X un continuo. Supongamos que para cada € > 0, eziste una
funcion continua, f.: X — X., donde X. es un continuo de Peano en X, tal que |f. —idx| < e

(por ejemplo, cuando f. es una e-retraccion). Entonces 2% y C(X) tienen la PPF.

4.3.6 Dendroides

No se sabe si 2% y C'(X) tienen la PPF para cualquier dendroide X, sin embargo sf la tienen

cuando X es una dendroide suave o un abanico.

Teorema 4.54 ([5], 6.12). Sea X = lm{D,,, f,} (1.40) donde cada D,, es una dendrita y cada f,
—
es cuasi-mondtona (2.1]) (o equivalentemente confluente). Entonces 2% y C(X) tienen la PPF.
En particular, si X = Um{I, f,,}, donde cada f, es una funcién abierta, entonces 2% y C(X)
<

tienen la PPF.

Teorema 4.55 ([5], 6.13). Sea X = Um{D,, f.}, donde cada D,, es una dendrita y cada f, es
“—
confluente (2.14). Entonces el hiperespacio n-plegado (3.2) C,(X) tiene la PPF para cualquier n.

Teorema 4.56 ([6], 22.12). Si X es un dendroide suave, entonces 2% y C(X) tienen la PPF.

Demostracion. 2.76 |

Teorema 4.57 ([6], 22.13). Si X es un abanico, entonces 2% y C(X) tienen la PPF.

Teorema 4.58 ([6], 22.16). Sea X = ST(Y), donde Y es un abanico o un dendroide suave.
Entonces 2% y C(X) tienen la PPF.
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4.3.7 Continuos hereditariamente indescomponibles

Teorema 4.59 ([6],22.17). Sea X un continuo hereditariamente indescomponible. Entonces C(X)

tiene la PPF. Mds aiun, si H es un subcontinuo arco-conexo de C(X), entonces H tiene la PPF.

4.4 Problemas abiertos
El siguiente problema se pregunta si puede existir una generalizacién del teorema de Brower

(4.18) concerniente a la topologia del plano. Para ello damos la siguiente definicién.

Definicion 4.60. Sea X un subconjunto compacto y conexo del plano euclidiano. X se llama

separable si existe un par de conjuntos disjuntos no vacios A y B de X tales que:

1. A y B son abiertos en X,
2. Ay B son cerrados en X, y

3. la eliminacion de un punto de X hace que A y B sean conjuntos disjuntos y abiertos.

A continuacién el problema:

Problema 4.1. Problema del continuo plano no separable. ;Todo continuo plano no se-

parable tiene la PPF?

Este problema data de la decada de 1930 y es el problema no resuelto mas famoso dobre la
topologia del plano. Aunque hay un agran variedad de resultados que resuelven casos particulares,

la solucion no ha sido encontrada aun.

Problema 4.2 ([5], p.46). sTodo continuo tipo triodo simple tiene la PPF?

Problema 4.3 ([5], p.58). sLa suspensidon y/o el cono topoldgico sobre cualquier dendroide tiene

la PPF?

Problema 4.4 ([5], p.76). 42% tiene la PPF cuando X es un continuo tipo arco?
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Ya vimos en el teorema 4.52 que cuando X es un continuo tipo arco HS(X) tiene la PPF,
ademas, el teorema 4.45 estipula que cuando X es un continuo tipo circulo C'(X) tiene la PPF.
Sin embargo, el hiperespacio de suspension de un continuo tipo circulo no necesariamente tiene la
PPF, por ejemplo, cuando HS(S') es una 2-esfera (??, p.77), pero esta no tiene la ppf. Ademas,
cuando X es un continuo tipo circulo con la PPF no se sabe si HS(X) tiene la PPF como lo dicta

el siguiente problema.

Problema 4.5 ([5], p.77). Si X es un continuo tipo circulo con la PPF, el hiperespacio de
suspension HS(X) tiene la PPF?

Problema 4.6. ;F,(X) tiene la PPF cuando X es tipo arco yn > 37

Problema 4.7 ([5], p.78). 42% tiene la PPF cuando X es un continuo tipo circulo?

Problema 4.8 ([5], p.80). 42X tiene la PPF para cualquier continuo hereditariamente indescom-
ponible X ?

Una pregunta muy importante que puede surgir sobre los hiperespacios 2% y C(X) de un

continuo X es la siguiente:

Problema 4.9 ([5], p.86). sExiste un continuo X tal que alguno de los hiperespacios 2% o C(X)
tenga la PPF y el otro no?
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