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Introduccion

La teoria de los continuos y los hiperespacios es un area fascinante de la topologia que ha
atraido la atenciéon de muchos matemaéticos en las tltimas décadas. Los continuos son objetos
matematicos que se utilizan para modelar una variedad de situaciones, como espacios fisicos,
graficas y redes, mientras que los hiperespacios son conjuntos de subconjuntos de continuos que

se estudian por si mismos.

En el primer capitulo de esta tesis, se revisaran los conceptos bésicos de continuos y los métodos
para construirlos, como limites inversos, intersecciones anidadas y descomposiciones. También se

discutird la teorfa de hiperespacios de continuos, enfocdndose en los hiperespacios 2% y C(X).

En el segundo capitulo, se profundizara en la teoria de continuos, presentando los continuos de
Peano, los tipo arco, tipo circulo, gréaficas, dendroides, dendritas y continuos irreducibles. Estos
objetos tienen propiedades interesantes y se han utilizado en una variedad de aplicaciones, como

la teoria de grafos y la teoria de redes.

En el tercer capitulo, se revisara la teoria de hiperespacios para continuos de Peano, asi como
la contractibilidad de hiperespacios y la existencia de arcos en hiperespacios. Estos conceptos son
importantes para entender como se comportan los hiperespacios en relacién con los continuos que

los componen.

En el cuarto capitulo, se examinara la propiedad del punto fijo en varios continuos y en sus
hiperespacios. La propiedad del punto fijo es un concepto fundamental en la teoria de funciones
y su estudio en los hiperespacios de continuos puede proporcionar informacién valiosa sobre la
estructura y la topologia de estos objetos matematicos. Ademds, se revisaran algunos problemas

abiertos relacionados con la propiedad del punto fijo en hiperespacios de continuos.

En general, la propiedad del punto fijo se refiere a la existencia de un punto en un espacio
donde una funcién tiene el mismo valor que el punto mismo. En otras palabras, si f es una funcién
continua de un espacio X en s{ mismo, entonces existe un punto X en X tal que f(X) = X. Este

punto se llama punto fijo de la funcion f.

La propiedad del punto fijo es importante porque es una herramienta ttil para demostrar la
existencia de soluciones a ciertos problemas matematicos, como las ecuaciones diferenciales y las
ecuaciones integrales. Ademas, la propiedad del punto fijo tiene aplicaciones en muchas areas de

las matematicas, incluyendo la geometria, la teoria de grafos y la teoria de juegos.
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En el contexto de los hiperespacios de continuos, la propiedad del punto fijo puede propor-
cionar informacion valiosa sobre la estructura y la topologia de estos objetos matematicos. Por
ejemplo, si un hiperespacio de continuos cumple la propiedad del punto fijo, entonces es posible
que tenga una estructura topoldgica “simple” o “regular”. Por otro lado, si un hiperespacio de
continuos no cumple la propiedad del punto fijo, entonces puede tener una estructura topoldgica
mas “complicada” o “cadtica’”.

En resumen, la propiedad del punto fijo es un concepto fundamental en la teoria de funciones
y su estudio en los hiperespacios de continuos puede proporcionar informacién valiosa sobre la

estructura y la topologia de estos objetos matemaéticos.
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Captulo 1

Teora asica de continuos

En este captulo, abordamos un tema fundamental en el estudio de la topologa: los continuos.
Los continuos, entendidos como espacios topobgicos conexos y compactos, desempefan un papel
central en la comprenson de las propiedades geonetricas y topobgicas de los espacios. Estos
objetos matematicos han encontrado numerosas aplicaciones en diversas ramas de la matenatica,
como la geometra, el aralisis funcional y la teora de la medida, as como en la fsica y otras

ciencias.

Comenzaremos el captulo introduciendo el material necesario en los preliminares 1.1. En la
seccon siguiente 1.2 procederemos a introducir las de niciones lasicas con las que trabajaremos
en la tesis y explorar ejemplos chsicos y fundamentales de continuos, tales como armesgldas,
n-esferas, el cubo de Hilbert, entre otros. Estos ejemplos ilustraan las propiedades generales de
los continuos y proporcionaan una base lida para el estudio de sus propiedades y aplicaciones
mas avanzadas. Tamben se introducian los conceptos de retraccon y retractos absolutos que se

estudiaan con mayor profundidad en el captulo 3 sobre la contractibilidad de los hiperespacios.

En la seccon 1.3 analizaremos distintos netodos para construir nuevos continuos a partir de
otros, como las intersecciones anidadas, los Imites inversos y las descomposiciones. Analizaremos
las implicaciones de estas propiedades para la estructura topobgica de los espacios y ®mo in uyen

en el comportamiento de las funciones que acuan sobre ellos.

Este captulo pretende proporcionar una introduccon rigurosa y completa al estudio de los
continuos, pero tamben de los hiperespacios, como se velma en la seccon 1.5, necesarias para

abordar temas nas avanzados y espec cos en la propiedad del punto jo.



2 Teora kasica de continuos

1.1 Preliminares

Axioma 1.1. Axioma de Eleccon. Para cualquier coleccon de conjuntos no vacosC =

S
fAigi,, existe una funcon de elecconf : C! Ctal que para cadaA; 2 C f (Aj) 2 A;.

Notacon 1.1. Si X es un espacio topobgico \H X, denotaremos la frontera dé4 en X por

Bd x (H) o simplementeBd (H). En otras ocasiones se denotaa simplementéH .

De nicon 1.2.  Sea(X; ) un espacio topobgico y searA; B X . Se dice queA y B esan

mutuamente separados enX siA\ B=? yA\ B= 2.

De nicon 1.3.  Seaf(Xj; i)gi21 una familia arbitraria de espacios topobgicos. De nimos la
topologa producto o topologa de Tychono sobreQi2| Xi como aquella que se obtiene al

tomar como base para los conjuntos abiertos, conjuntos de la forr(r?ql2| U; tales que:
1. U; es abierto enX; para cadai 2 I,

2. U; = X; para todos salvo una cantidad nita de coordenadas

De nicon 1.4. Un espacio netrico (X;d) escompleto si toda suceson de Cauchy etX con-

verge.

De nicon 1.5. Sean(X;dx); (Y;dy) espacios netricos. De nimos la funcond: (X Y) (X

Y)! R como

d((X1;y1); (X2;¥2)) = P dx (X1;X2)% + dy (Y1;¥2)%

Entonces(X Y;d) adquiere la estructura de espacio mnetrico.

En general, sif(X;;d)gL, es una familia numerable de espacios netricos, el espacio =

Q,

i—; Xi puede metrizarse por la funcond; : X X ! R side nimos

s _
dy ((Xi)izy; (Vi)izy) = | 2 'di(xiryi):

i=1
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La de nicon 1.5 permite que la topologa generada por la netrica del espacio producto coincida

con la topologa producto de nida en 1.3.

De nicon 1.6. Un subconjunto de un espacio topobgic® es unG siy solo si es una intersec-
con numerable de conjuntos abiertos y es uR si y solo si es una unon numerable de conjuntos

cerrados.

Denicon 1.7.  Si'Y es un espacio topobgico, escribimo¥ = PjQ para denotar queY = P [
QP 6 ?2;06 ?;P\ Q=7 yP yQ son ambos abiertos ery. Se dice quePjQ es una
separacon o cortadura de(Y; ).

Si UjV es una separacon dg(Y; ) yU = ? oV = ?, decimos queJjV es unaseparacbn

trivial . Se dice que un espacio topobgiddY; ) esconexo si toda separacon de(Y; ) es trivial.

En otras palabras,Y = PjQ siginicaque Y = P[ Q dondeP y Q son sonjuntos no vacos

que esan mutuamente separados e (1.2).
De nicon 1.8. Un espacio topobgico(X; ) es:

1. T, si, dadosx 6 x°2 X, existeU 2 talque k2 Uyx°2U)o(x2Uyx°2U) (g
1.1).

2. T, si, dadosx 6 x°2 X, existenU;V 2 tales quex 2 U, x°2 U, x°2V yx 2V (g
1.2).

3. T, odeHausdor si, dadosx 6 x°2 X, existenU;V 2 ajenos tales quex 2 U y x°2 V
(g 1.3).

4. Regular si, dados un cerradaC X y x 2 X nC, existenU;V 2 ajenos tales quex 2 U
yC V (gl.4).

5. Completamente regular  si, dados un cerradoC X y x 2 X nC, existe una funcon
continuaf : (X; )! | talquef(x)=1yf(C)=f0g (g 1.5).

6. Normal si, dados dos cerrado€;D X ajenos, existenU;V 2 ajenos tales queC U
yD V (g 1.6).






	 Introducción
	1 Teoría básica de continuos
	1.1 Preliminares
	1.1.1 Retractos y extensores
	1.1.2 Cadenas y espacios encadenables
	1.1.3 Metrizabilidad
	1.1.4 Componentes
	1.1.5 Homotopías y contractibilidad

	1.2 Teoría de continuos
	1.2.1 Definiciones y ejemplos
	1.2.2 Indescomponibilidad y Z-conjuntos

	1.3 Métodos de construcción
	1.3.1 Intersecciones anidadas
	1.3.2 Límites inversos
	1.3.3 Descomposiciones de continuos
	1.3.4 Contractibilidad

	1.4 Continuos tipo P
	1.5 Una introducción a los hiperespacios
	1.5.1 Metrizabilidad de hiperespacios
	1.5.2 Convergencia en hiperespacios
	1.5.3 Funciones de Whitney
	1.5.4 Continuos irreducibles
	1.5.5 La mayoría de continuos son indescomponibles

	1.6 Teoremas de delimitado de frontera
	1.6.1 Arcos ordenados
	1.6.2 Separabilidad

	1.7 Puntos de no corte

	2 Algunos continuos especiales
	2.1 Continuos de Peano
	2.2 Gráficas
	2.2.1 Árboles

	2.3 Dendroides y dendritas
	2.3.1 Dendritas
	2.3.2 Dendroides
	2.3.3 -dendroides
	2.3.4 Dendroides suaves

	2.4 Continuos irreducibles
	2.4.1 Tríodos

	2.5 Continuos tipo arco
	2.5.1 Funciones universales
	2.5.2 Continuos encadenables
	2.5.3 Continuos tipo círculo


	3 Más sobre hiperespacios
	3.1 Ejemplos
	3.2 Los hiperespacios 2X y C(X) para continuos de Peano X
	3.3 Contractibilidad de hiperespacios

	4 La propiedad del punto fijo en los continuos y en sus hiperespacios
	4.1 Resultados básicos
	4.2 Continuos con la PPF
	4.2.1 El teorema del punto fijo de Brower
	4.2.2 El teorema de Lokuciewski
	4.2.3 Continuos tipo arco
	4.2.4 Gráficas
	4.2.5 Dendroides

	4.3 Hiperespacios con la PPF
	4.3.1 Continuos de Peano
	4.3.2 Continuos tipo arco
	4.3.3 Continuos tipo círculo
	4.3.4 Conos y suspensiones
	4.3.5 Un teorema general
	4.3.6 Dendroides
	4.3.7 Continuos hereditariamente indescomponibles

	4.4 Problemas abiertos

	  Referencias
	 Índice alfabético

