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PUEBLA, PUE. 4 de mayo, 2023.





Agradecimientos

En memoria de mi gato Gauss

Agradezco el apoyo de mis padres y profesores por haber llegado hasta aqúı. A la vida por
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Introducción
La teoŕıa de los continuos y los hiperespacios es un área fascinante de la topoloǵıa que ha

atráıdo la atención de muchos matemáticos en las últimas décadas. Los continuos son objetos

matemáticos que se utilizan para modelar una variedad de situaciones, como espacios f́ısicos,

gráficas y redes, mientras que los hiperespacios son conjuntos de subconjuntos de continuos que

se estudian por śı mismos.

En el primer caṕıtulo de esta tesis, se revisarán los conceptos básicos de continuos y los métodos

para construirlos, como ĺımites inversos, intersecciones anidadas y descomposiciones. También se

discutirá la teoŕıa de hiperespacios de continuos, enfocándose en los hiperespacios 2X y C(X).

En el segundo caṕıtulo, se profundizará en la teoŕıa de continuos, presentando los continuos de

Peano, los tipo arco, tipo ćırculo, gráficas, dendroides, dendritas y continuos irreducibles. Estos

objetos tienen propiedades interesantes y se han utilizado en una variedad de aplicaciones, como

la teoŕıa de grafos y la teoŕıa de redes.

En el tercer caṕıtulo, se revisará la teoŕıa de hiperespacios para continuos de Peano, aśı como

la contractibilidad de hiperespacios y la existencia de arcos en hiperespacios. Estos conceptos son

importantes para entender cómo se comportan los hiperespacios en relación con los continuos que

los componen.

En el cuarto caṕıtulo, se examinará la propiedad del punto fijo en varios continuos y en sus

hiperespacios. La propiedad del punto fijo es un concepto fundamental en la teoŕıa de funciones

y su estudio en los hiperespacios de continuos puede proporcionar información valiosa sobre la

estructura y la topoloǵıa de estos objetos matemáticos. Además, se revisarán algunos problemas

abiertos relacionados con la propiedad del punto fijo en hiperespacios de continuos.

En general, la propiedad del punto fijo se refiere a la existencia de un punto en un espacio

donde una función tiene el mismo valor que el punto mismo. En otras palabras, si f es una función

continua de un espacio X en śı mismo, entonces existe un punto x en X tal que f(x) = x. Este

punto se llama punto fijo de la función f .

La propiedad del punto fijo es importante porque es una herramienta útil para demostrar la

existencia de soluciones a ciertos problemas matemáticos, como las ecuaciones diferenciales y las

ecuaciones integrales. Además, la propiedad del punto fijo tiene aplicaciones en muchas áreas de

las matemáticas, incluyendo la geometŕıa, la teoŕıa de grafos y la teoŕıa de juegos.
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En el contexto de los hiperespacios de continuos, la propiedad del punto fijo puede propor-

cionar información valiosa sobre la estructura y la topoloǵıa de estos objetos matemáticos. Por

ejemplo, si un hiperespacio de continuos cumple la propiedad del punto fijo, entonces es posible

que tenga una estructura topológica “simple” o “regular”. Por otro lado, si un hiperespacio de

continuos no cumple la propiedad del punto fijo, entonces puede tener una estructura topológica

más “complicada” o “caótica”.

En resumen, la propiedad del punto fijo es un concepto fundamental en la teoŕıa de funciones

y su estudio en los hiperespacios de continuos puede proporcionar información valiosa sobre la

estructura y la topoloǵıa de estos objetos matemáticos.
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Cap��tulo 1

Teor��a b�asica de continuos

En este cap��tulo, abordamos un tema fundamental en el estudio de la topolog��a: los continuos.

Los continuos, entendidos como espacios topol�ogicos conexos y compactos, desempe~nan un papel

central en la comprensi�on de las propiedades geom�etricas y topol�ogicas de los espacios. Estos

objetos matem�aticos han encontrado numerosas aplicaciones en diversas ramas de la matem�atica,

como la geometr��a, el an�alisis funcional y la teor��a de la medida, as�� como en la f��sica y otras

ciencias.

Comenzaremos el cap��tulo introduciendo el material necesario en los preliminares 1.1. En la

secci�on siguiente 1.2 procederemos a introducir las de�niciones b�asicas con las que trabajaremos

en la tesis y explorar ejemplos cl�asicos y fundamentales de continuos, tales como arcos,n-celdas,

n-esferas, el cubo de Hilbert, entre otros. Estos ejemplos ilustrar�an las propiedades generales de

los continuos y proporcionar�an una base s�olida para el estudio de sus propiedades y aplicaciones

m�as avanzadas. Tambi�en se introducir�an los conceptos de retracci�on y retractos absolutos que se

estudiar�an con mayor profundidad en el cap��tulo 3 sobre la contractibilidad de los hiperespacios.

En la secci�on 1.3 analizaremos distintos m�etodos para construir nuevos continuos a partir de

otros, como las intersecciones anidadas, los l��mites inversos y las descomposiciones. Analizaremos

las implicaciones de estas propiedades para la estructura topol�ogica de los espacios y c�omo in
uyen

en el comportamiento de las funciones que act�uan sobre ellos.

Este cap��tulo pretende proporcionar una introducci�on rigurosa y completa al estudio de los

continuos, pero tambi�en de los hiperespacios, como se ver�a en la secci�on 1.5, necesarias para

abordar temas m�as avanzados y espec���cos en la propiedad del punto �jo.
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2 Teor��a b�asica de continuos

1.1 Preliminares

Axioma 1.1. Axioma de Elecci�on. Para cualquier colecci�on de conjuntos no vac��osC =

f A i gi 2 I , existe una funci�on de elecci�onf : C !
S

C tal que para cadaA i 2 C f (A i ) 2 A i .

Notaci�on 1.1. Si X es un espacio topol�ogico yH � X , denotaremos la frontera deH en X por

Bd X (H ) o simplementeBd (H ). En otras ocasiones se denotar�a simplemente@H .

De�nici�on 1.2. Sea (X; � ) un espacio topol�ogico y seanA; B � X . Se dice queA y B est�an

mutuamente separados en X si A \ B = ? y A \ B = ? .

De�nici�on 1.3. Sea f (X i ; � i )gi 2 I una familia arbitraria de espacios topol�ogicos. De�nimos la

topolog��a producto o topolog��a de Tychono� sobre
Q

i 2 I X i como aquella que se obtiene al

tomar como base para los conjuntos abiertos, conjuntos de la forma
Q

i 2 I Ui tales que:

1. Ui es abierto enX i para cadai 2 I ,

2. Ui = X i para todos salvo una cantidad �nita de coordenadasi .

De�nici�on 1.4. Un espacio m�etrico (X; d) es completo si toda sucesi�on de Cauchy enX con-

verge.

De�nici�on 1.5. Sean(X; dX ); (Y; dY ) espacios m�etricos. De�nimos la funci�on d : (X � Y) � (X �

Y) ! R como

d((x1; y1); (x2; y2)) =
p

dX (x1; x2)2 + dY (y1; y2)2:

Entonces(X � Y; d) adquiere la estructura de espacio m�etrico.

En general, si f (X i ; di )g1
i =1 es una familia numerable de espacios m�etricos, el espacioX =

Q 1
i =1 X i puede metrizarse por la funci�ond1 : X � X ! R si de�nimos

d1 ((x i )1
i =1 ; (yi )1

i =1 ) =
1X

i =1

2� i di (x i ; yi ):
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La de�nici�on 1.5 permite que la topolog��a generada por la m�etrica del espacio producto coincida

con la topolog��a producto de�nida en 1.3.

De�nici�on 1.6. Un subconjunto de un espacio topol�ogicoX es unG � si y solo si es una intersec-

ci�on numerable de conjuntos abiertos y es unF � si y solo si es una uni�on numerable de conjuntos

cerrados.

De�nici�on 1.7. Si Y es un espacio topol�ogico, escribimosY = PjQ para denotar queY = P [

Q; P 6= ? ; Q 6= ? ; P \ Q = ? y P y Q son ambos abiertos enY. Se dice quePjQ es una

separaci�on o cortadura de (Y; � ).

Si UjV es una separaci�on de(Y; � ) y U = ? o V = ? , decimos queUjV es unaseparaci�on

trivial . Se dice que un espacio topol�ogico(Y; � ) esconexo si toda separaci�on de(Y; � ) es trivial.

En otras palabras,Y = PjQ sigini�ca que Y = P [ Q dondeP y Q son sonjuntos no vac��os

que est�an mutuamente separados enY (1.2).

De�nici�on 1.8. Un espacio topol�ogico(X; � ) es:

1. T 0 si, dadosx 6= x0 2 X , existe U 2 � tal que (x 2 U y x0 =2 U) o (x =2 U y x0 2 U) (�g

1.1).

2. T 1 si, dadosx 6= x0 2 X , existen U; V 2 � tales quex 2 U, x0 =2 U, x0 2 V y x =2 V (�g

1.2).

3. T 2 o deHausdor� si, dadosx 6= x0 2 X , existenU; V 2 � ajenos tales quex 2 U y x0 2 V

(�g 1.3).

4. Regular si, dados un cerradoC � X y x 2 X nC, existenU; V 2 � ajenos tales quex 2 U

y C � V (�g 1.4).

5. Completamente regular si, dados un cerradoC � X y x 2 X n C, existe una funci�on

continua f : (X; � ) ! I tal que f (x) = 1 y f (C) = f 0g (�g 1.5).

6. Normal si, dados dos cerradosC; D � X ajenos, existenU; V 2 � ajenos tales queC � U

y D � V (�g 1.6).
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