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La ciencia es un juego, pero un juego con la realidad, un juego con los cuchillos

afilados... Si alguien corta con cuidado una imagen en mil trozos, puedes resolver el
rompecabezas si vuelves a colocar las piezas en su sitio. En un juego cientifico, tu rival
es el Buen Senor. No sélo ha dispuesto el juego, sino también las reglas, aunque éstas
no sean del todo conocidas. Ha dejado la mitad para que tu las descubras o las deter-
mines. Un experimento es la espada templada que puedes empunar con éxito contra
los espiritus de la oscuridad pero que también puede derrotarte vergonzosamente.
La incertidumbre radica en cuantas de esas reglas ha creado el propio Dios de forma
permanente y cuantas parecen provocadas por tu inercia mental; la solucién sélo se
vuelve posible mediante la superacion de este limite. Tal vez esto sea lo mas apasio-
nante del juego. Porque, en tal caso, luchas contra la frontera imaginaria entre Dios y
t1, una frontera que quizas no exista.

Erwin Schrodinger

To every man is given the key to the gates of heaven; the same key opens the
gates of hell.

Buddhist proverb
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Introduccion

El estudio de los sistemas dinamicos generados por la iteracion de funciones holo-
morfas tiene su inicio a finales del siglo XIX, motivado por el analisis de la convergencia
del método de Newton, para encontrar ceros de polinomios. Pero no fue hasta los tra-
bajos de Pierre Fatou (1878—1929) y de Gaston Julia (1893—1978), alrededor de los
anos 20, que la teoria global fue seriamente estudiada. Pierre Fatou fue el primero en
estudiar, en 1926, las funciones enteras trascendentes (funciones con una singularidad
esencial en infinito). La innovacién més importante en los trabajos de Fatou y Julia
fue el uso de la teoria de familias normales, para dividir la esfera de Riemann en dos
conjuntos de comportamiento dindmico totalmente diferente; estos conjuntos hoy son
conocidos como los conjuntos de Julia y Fatou, o equivalentemente el conjunto caético

y el conjunto estable.

En este trabajo desarrollaremos algunos aspectos de la teoria de dindamica com-
pleja, generada por la iteracién de funciones holomorfas, para estudiar algunos aspectos
relacionados con la dindmica de la familia Asen(z), centrandonos principalmente en el

27if

caso cuando A = ™ con 6 € I = R\ Q. Algunas preguntas que abordaremos son: ;Es

linealizable la funcién fp(z) = 2%

sen(z) para cada 07, es decir, jes fy conjugada a su
parte lineal en una vecindad de cero? Veremos que la respuesta depende del parame-
tro 6. En 1919, G. A. Pfeiffer dio contra ejemplos a la primera pregunta, y en 1927,
Crémer probé6 que para algunos valores del parametro 6 las funciones racionales no son

linealizables. En 1942 Siegel probé que hay valores de € (ntimeros Diofantinos, véase

Apéndice A) para los que la correspondiente funcién f es linealizable. La pregunta

II



iii

finalmente fue resuelta por Brjuno [6] y Yoccoz [36]. Sin embargo, la naturaleza de la

frontera del maximo dominio de linealizacién no es completamente conocida.

En el Capitulo 5 analizaremos con detalle las construcciones necesarias para de-
mostrar lo siguiente: Para cualquier niimero irracional de tipo acotado (véase Apéndice
A) 0 < 6 < 1, la frontera del disco de Siegel (véase capitulo 4) de fy(z) = €™ sen(z)
es un casicirculo (véase capitulo 3) y pasa por los puntos criticos 7/2 y —7/2 (véase

capitulo 1).
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Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de este trabajo supondremos que el lector estd familiarizado con el
andlisis real y complejo. Sin embargo, en este capitulo daremos un breve repaso de los
principales resultados que seran de vital importancia para los temas que se desarrollaran

en los capitulos posteriores de esta tesis.

1.1. Aspectos Métricos y Topoldgicos

El lector interesado en mas detalles sobre la teoria, comentarios y ejemplos de

esta seccién puede consultar [12] y [17].

Sea A un conjuntoy x,y,z € A. Sid: Ax A — R es una funciéon que cumple las

siguientes propiedades:
(a) d(z,y) =0 & 2=y,
(b) d(z,y) = d(y, ),
(c) d(z,y) < d(z,y) + (y,2),

entonces diremos que d es una distancia (o métrica) en A,y al par (A, d) lo llamaremos

espacio métrico.
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Definicién 1.1. Sea (A, d) un espacio métrico, si z € Ay r > 0, definimos:
B(z,r)={y € A:d(z,y) <r},

B(z,r)={y € A:d(z,y) <r}.

A los conjuntos B(z,7) y B(z,r) les llamaremos bola abierta y bola cerrada,

respectivamente, con centro en z y radio r.

En un espacio métrico (A4, d), las bolas abiertas nos seran de utilidad para carac-
terizar a los subconjuntos de A. Diremos que E C A es abierto si para todo x € F

existe un € > 0 tal que B(z,e) C E. Observe que en particular B(z,¢) es abierto en A.

Definicién 1.2. Sean (A, d) un espacio métrico y x € A, diremos que un conjunto
V C A es una vecindad o entorno de x, si existe una bola abierta con centro en z y

radio r, que estd contenida en V. Denotaremos esto por V (z).

Si en la definicién anterior el conjunto V' es abierto, diremos que V' es una vecindad

abierta del punto x. Al conjunto de todas las vecindades de x lo denotaremos por:
V(z) ={V C A:V es vecindad de x}.

Definicién 1.3. Sea (A, d) un espacio métrico, x € Ay E C A. Diremos que z es un
punto de acumulacion de E si toda vecindad de x contiene puntos de E distintos de z,

es decir, para toda V' € V(z) tenemos que Vo N E # ), donde Vo =V \ {z}.

Si £ C A, denotamos al conjunto de todos sus puntos de acumulacién por FE'.
Ademéds, diremos que el subconjunto D C A es cerrado si su complemento A \ D es

abierto.

El siguiente teorema es un resultado conocido.

Teorema 1.1. [17]. Sea (A,d) un espacio métrico, un conjunto F' C A es cerrado s,

y solo si contiene todos sus puntos de acumulacion.
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Ahora, sea E C A, donde (A, d) es un espacio métrico.

(a) Definimos el interior de E' como el conjunto:

int E = U{G : G es abiertoy G C E}.

(b) Definimos la clausura de E como el conjunto:

E =n{F:Fescerradoy E C F}.

No es dificil demostrar que la unién arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto y que la interseccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. Asi,
usando las leyes de D’Morgan se deduce que la interseccién arbitraria de conjuntos
cerrados es un conjunto cerrado y que la union finita de conjuntos cerrados es un

conjunto cerrado. Por lo tanto, int E es abierto y E es cerrado.

Es comtn que al hablar de un espacio métrico (A, d) sélo se mencione al conjunto
A cuando la métrica se sobreentiende o cuando s6lo nos interesa mencionar alguna
propiedad que cumplen los elementos de A en cualquier espacio métrico, en lo posterior

seguiremos esta convencion.

Definicién 1.4 (Espacio topolégico). Un espacio topoldgico es una pareja (X, 7) tal
que los elementos de 7 son subconjuntos de X (7 estd contenido en el conjunto potencia

de X)) y cumplen las siguientes propiedades:
(a) X,0er,
(b) La unién arbitraria de elementos de 7 es a su vez elemento de 7,
(c¢) La interseccién finita de elementos de 7 es elemento de 7.

Observe que si (A, d) es un espacio métrico, entonces (A, d) es a su vez un espacio
topoldgico, en este caso 7 esta formada por uniones arbitrarias e intersecciones finitas

de bolas abiertas contenidas en A.
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De forma andloga a los espacios métricos, es comin que al hablar de un espacio

topoldgico (X, 7), s6lo se mencione al conjunto X, cuando la topologia se sobreentiende.

1.1.1. Compacidad

Si f es una funcién definida en un conjunto A que consiste en todos los enteros
n > ng, con ng € Z, entonces f recibe el nombre de sucesion. Al tratar con sucesiones

es usual que se utilice la siguiente notacion:

f(n) = an,

con el fin de presentar los términos de la sucesién de una forma mas conocida. También
es usual indicar la sucesién, escribiendo el término tipico entre llaves {a,}, el entero ng
con el cual comienza la sucesién generalmente serda 0 o 1, y se establecera o se dard por

supuesto dependiendo del contexto.

Definicién 1.5. Una sucesién {a,}, en un espacio métrico M, se llama sucesidn de
Cauchy, si para cada ¢ > 0 existe un entero N tal que d(z,,x,) < € para todo

n,m > N.

Si M es un espacio métrico que tiene la propiedad de que cada sucesion de Cauchy

tiene limite en M, entonces diremos que M es un espacio métrico completo.

Teorema 1.2. [12]. Sea M un espacio métrico completo y G C M, entonces (G, d)

es un espacio métrico completo si, y solo si G es cerrado en M.

Sea (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Una familia G de subconjuntos de X
tales que A C (Jpg B recibe el nombre de cubierta de A. Ademas, si cada elemento

de G es abierto, entonces diremos que G es una cubierta abierta de A.

Definicién 1.6. (a) El conjunto A es precompacto si para cualquier nimero real

¢ > 0 existe un numero finito de puntos x1,z9,x3,...,x, € A tales que A C

UZzl B(xka 5)'
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(b) El conjunto A posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass, si todo subconjunto

infinito 7" C A admite un punto de acumulacién en A.

(c) Diremos que A es compacto, si toda cubierta abierta de A admite una subcubierta

finita.
(d) Diremos que A es relativamente compacto si A es compacto.

(e) Sea A # (). Decimos que A es secuencialmente compacto, si cada sucesiéon en A

posee una subsucesién convergente en A.
Con las definiciones antes mencionadas se tienen los siguientes resultados.
Teorema 1.3. [17]. Todo espacio métrico compacto es completo.
Teorema 1.4. [17]. Si M es un espacio métrico, entonces son equivalentes:
(a) El espacio métrico M es compacto.
(b) Cada conjunto infinito tiene un punto de acumulacion.
(c) El espacio métrico M es secuencialmente compacto.
(d) El espacio métrico M es completo y precompacto.

Observe que un subconjunto A de un espacio métrico M es relativamente com-
pacto si, y sélo si toda sucesién en A admite una subsucesién convergente (no necesa-

riamente en A).

1.1.2. Conexidad

Sea M un espacio métrico y A C M, tal que A # (), decimos que A es disconezo

si existen dos conjuntos abiertos S y 1" en M tales que,
(a) (ANS)#D#A(TNA Yy (ANS)N(TNA) =0.

(b) A= (ANS)U(TNA.
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Si A no es disconexo, decimos que A es conexo.

Proposicién 1.1. [17]. M es conexo si, y sélo si los unicos conjuntos de M que son

simultdneamente abiertos y cerrados son M y ().

Definicién 1.7. Decimos que M es localmente conexo si para cada punto z € M y
toda vecindad abierta V' de x, existe una vecindad abierta V de x tal que Vo C V' y

Vo es un conjunto conexo.

Un ejemplo de un conjunto que es conexo, pero no localmente conexo es el si-

guiente, véase Figura 1.1.

E:{(:c sen(é)) ::cE(O,l]}u{(O,y):—lgygl}.

Para un estudio mas profundo y mas ejemplos sobre conexidad el lector puede consultar

12].

Figura 1.1: Grafica del conjunto E.

1.2. EIl Campo de los Nimeros Complejos

Los nimeros complejos aparecen por primera vez a principios del siglo XVI. Gero-
lamo Cardano (1501—1576) trabajé con los niimeros complejos para resolver ecuaciones
cuadraticas y ctbicas. En el siglo XVIII Euler utilizé las funciones de nimeros com-

plejos para resolver ecuaciones diferenciales, pero no fue hasta mediados del siglo XIX
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que los nimeros complejos fueron considerados como nimeros legitimos. Descartes re-
chazé raices complejas de ecuaciones y las llamé “imaginarias”. Su aceptacion se debe

a la representacion geométrica de los niimeros complejos que hizo Gauss.

Al conjunto de los (a,b) con a,b € R junto con las operaciones de suma y multi-
plicacién dadas por:

(z,9) + (2, 0) = (z + 2,y + w),
(z,y) * (2,0) = (22 — yw, 1w + y2),

donde x,y, z,w € R se le llama el conjunto de los nimeros complejos y se denota por
C.

Para un nimero complejo z = (a,b) € C, la cantidad a se llama la parte real de z
y b se llama la parte imaginaria de z. Asi, denotaremos por Re(z) a a y por Im(z) a b.
Dos numeros complejos, z1 = (x1,y1) y 22 = (72, y2) son iguales si, y sélo si sus partes
real e imaginaria son iguales, es decir, 1 = 9 ¥ y1 = yo. Ademds, se puede demostrar

que el conjunto C es un campo, véase [23].

También podemos ver al conjunto C como un espacio vectorial sobre el campo de
los nimeros reales, puesto que se puede demostrar la identidad z = (a,b) = a(1,0) +
b(0, 1), donde consideramos que el nimero real a equivale a (a, 0). Si ademds denotamos

al nimero (0, 1) por 7, entonces podemos escribir z = a + bi, donde a,b € R.

Observe que el ntimero i cumple que i2 = —1, de donde resulta que este ntimero
(también llamado unidad imaginaria) es raiz cuadrada de —1 (y por lo tanto, una

solucién de la ecuacion z? + 1 = 0).

Ahora se muestra una serie de definiciones y resultados basicos sobre los niimeros

complejos.

Definicién 1.8. Sea z = a + bi con a,b € R, un niimero complejo, el conjugado de z

se define como a — bi y se denota por Z.

Definicién 1.9. Sea z = a+bi un nmero complejo, la norma, valor absoluto o maodulo

de z estd definida por |z| = V2Z = Va? + b2
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Observe que si definimos la funcién d : C x C —+ R como:

d(Zl,ZQ> = ‘Zl — 22|,

entonces d define una métrica sobre el conjunto C. Por lo tanto, (C,d) es un espacio
métrico y también un espacio topoldgico considerando la topologia inducida por la

métrica d.

Definicién 1.10. La forma trigonométrica de un ntimero complejo z = a+bi esta dada

por, z =r(cosf +isenf), donde a =rcosf, b=rsenf yr = |z|.

La forma trigonométrica de un ntimero complejo z adquiere claridad si se toma

en cuenta su representacion grafica, véase Figura 1.2.

Figura 1.2: Representacion gréafica de un nimero complejo, en este ejemplo z = (2,2.5).

Al angulo 6 se le llama el argumento de z, y es denotado por 6 = arg z, este
angulo es medido en sentido contrario a las manecillas del reloj, y tiene periodicidad

de 27.

Definicién 1.11. Si z = a+bi es un nimero complejo, definimos la expresién e* como:

e = "M = %" = ¢%(cos b + isenb).

Ademas, dado un n € Ny z € C, si un nimero complejo w cumple que w" = z,

entonces diremos que w es una raiz n-ésima de z.
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Un resultado importante es el siguiente, véase [33]; Dados 21, 29, ..., 2z, € C con

z; =rj(cosl; +isenb;), Vj € {1,2,...,n} se cumple que:
212 2y =TT - Tpfcos(0 + Oy + -+ - 0,,) + isen(fy + Oy + -+ - 6,,)]

Asi, no es dificil deducir los siguientes teoremas.

Teorema 1.5 (Teorema de De Moivre [23]). Si z = r(cos@ + isenf), entonces
2" = [r(cosf + isen)|" = r"(cosnf + isennd).

Teorema 1.6. [23]. Un nimero complejo z = r(cos@+isend), diferente de cero, tiene

exactamente n raices diferentes, las cuales estdn dadas por la siguiente formula:

0+ 2k 0 + 2k
o = i/ (Cos (ﬁ) +isen (JD k=01,...,n—1.  (L1)
n n

1.2.1. Plano extendido y Proyeccion Estereografica

Para desarrollar una teoria menos restrictiva conviene extender el plano complejo

C anadiendo un punto asociado a infinito, con lo que obtenemos el plano extendido

C =CuU{oo}.
Aunado a las operaciones de C, en C definimos:

=00, a # 0,
=0, a # 0,

a
0
a

8

(1.2)
aco =00, a # 0,

a + oo = 0.

El modelo canénico para este nuevo conjunto es la esfera unitaria (también lla-

mada esfera de Riemann ):

S?={zeR’: |z|=1}.
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Para asociar cada punto en el plano con un punto en la esfera de Riemann, utilizamos

el método de la proyeccién estereogréfica:

Sea N = (0,0,1), es decir, N es el polo norte de S?, e identifiquemos a C con
{(x1,22,0) : 71,29 € R}, entonces C corta a S? a lo largo de su ecuador. Para cada
punto z € C consideramos la recta en R® que pasa por z y N. Esta intersecta a la
esfera en un solo punto s # N, si |z| > 1, entonces s estd en el hemisferio norte de la

esfera, como lo muestra la Figura 1.3.

Figura 1.3: Proyeccién estereogréfica.

Con lo mencionado anteriormente obtenemos la biyeccion:

o2\ {(0,0,1)} - C,

definida por:
T1 + 179

(l‘l,ZEQ,I‘g) — 1= .

Con inversa dada por:

d':.C—S*—{(0,0,1)},

tal que,

q>—1(z):<z+5 2—Z |z\2—1)'

|22+ 170(|z2+1) |22+ 1

Observe que si hacemos corresponder a oo con el polo norte N, se obtiene una
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biyeccién entre S? y C.

La topologia de C es la inducida por la métrica d(w,z) = |w — z|. Ahora, la
topologia de Cesla topologia de C unién la familia de los complementos de conjuntos
compactos en C, por lo tanto, C es un espacio topolégico compacto, véase [1]. También,
es de importancia notar que la topologia de C es la inducida por la métrica definida a

continuacién, véase [19].

Definicién 1.12. La métrica esférica (métrica cordal) en el plano complejo extendido

es la siguiente:

2|z1— 22| .
St 21, %2 oQ0;
V(1212 (14 22]?) 2 700
da(21,20) = ¢ ——2— 81 29 = 00; (1.3)
\/ 1+‘Z1|2
0 St 21 = 29 = 00.

1.3. Funciones de Variable Compleja

En esta seccion daremos un resumen de algunos de los resultados més importantes
en cuanto a funciones de variable compleja se refiere, veremos que algunas definiciones
son parecidas al caso de variable real. Recomendamos al lector interesado en mas

detalles consultar [1] o [23].

Sea 0 C C un dominio (conjunto abierto y conexo, no vacio). Si asignamos a
cada punto z € ) un tnico nimero complejo f(z) decimos que la ecuaciéon w = f(z)
define una funcion de valores complejos en €. Una funcién de valores complejos puede

escribirse en la siguiente forma:

w= f(2) = f(z+iy) = u(z,y) + iv(z,y),

donde u(x,y) y v(z,y) son funciones de variables reales.

Definicién 1.13 (Continuidad). Sea € un dominio en Cy f : Q — C una funcién, se

dice que f es continua en zy si para cualquier € > 0 existe algtin 6 > 0 tal que para
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cada z que cumpla |z — zp| < J tenemos que |f(2) — f(20)| < €.

Si una funciéon de variable compleja f : 2 — C es continua para todo z € €2,

simplemente diremos que f es continua en ).

Definicién 1.14 (Limite). Sea una funcién f : 2 C C — C. Decimos que el nimero
[ € C es el limite de f(z) cuando z tiende a zy si dado € > 0 existe algtin § > 0 tal que

para cada |z — zp| < 6 tenemos que |f(z) — ] <e.

Escribiremos lo anterior como lim f(z) = .
Z—Z20

Definicién 1.15. Sea €2 C C. Una funcién f : 2 — C es uniformemente continua en
() si para cualquier ¢ > 0 existe algin § > 0 tal que |f(2) — f(w)| < e siempre que

z,w €Ny |z—w| <6.

Proposicién 1.2. [23]. Una funcion continua en un conjunto compacto es uniforme-

mente continua.

Por el teorema de Heine-Borel se sabe que un subconjuto de C es compacto si, y

sélo si es cerrado y acotado, véase [12].

Definicién 1.16 (Funcién holomorfa). Sea §2 abierto en C, una funcién f: Q — C es

holomorfa si f es derivable (en el sentido complejo), es decir, si la derivada

2o f(2) = lim

fz+h) - f(2)
h

estd definida como una funcién de €2 en C.
Anélogamente a las funciones de variable real, se cumple el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.3. 57 f : Q C C — C es derivable en z € €2, entonces [ es continua

en z.

Definicién 1.17 (Funcién analitica). Una funcion f : Q@ — C es analitica en A C €,

si para todo zy € A existen 1y > 0 y una serie de potencias centrada en z:

o0
Z an(z — 29)",
n=0
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tal que la bola abierta B(zy,ro) esté contenida en Ay f(z) =Y " a,(z — z)" para

todo z € B(zg, o).

Dentro de la teoria de funciones de variable compleja hay diversos resultados
interesantes, y uno de ellos relaciona los conceptos de funcién holomorfa y funcion

analitica.
Teorema 1.7. [7]. Una funcion f es analitica en A si, y sdlo si es holomorfa en A.

Si f(z) = w es una relacién tal que a cada valor de z corresponde sélo un valor
de w, decimos que f es una funcion univoca de z. Si més de un valor de w corresponde
a cada valor de z, decimos que w es una funcién multivoca o multivaluada (este dltimo
caso se da por ejemplo en la funcién raiz cuadrada). Una funcién multivaluada puede
considerarse una colecciéon de funciones univocas; cada miembro de esta coleccién es
llamada una rama de la funcién. Ademads, cuando tenemos una funcién multivoca se
acostumbra considerar a un miembro particular como la rama principal de la funcién y

el valor de la funcién correspondiente a esta rama recibe el nombre de valor principal.

Por otra parte, al trabajar con conjuntos con ciertas caracteristicas, nos es muy
util en la practica relacionarlos mediante alguna funcién y estudiar las propiedades que

se conservan bajo la transformacion. Las siguientes definiciones nos serviran para tal

fin.

Definicién 1.18 (Homeomorfismo). Sean X, Y espacios topoldgicos, y f una funcién

de X a Y, entonces f es un homeomorfismo si se cumple lo siguiente:
= f es una biyeccion.
= f es continua.
= La inversa de f es continua.

Si f: X — Y es un homeomorfismo, diremos que X es homeomorfo a Y. Si dos
espacios son homeomorfos estos tienen las mismas propiedades topoldgicas y la forma

de ver esto es a través de f.
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Si X y Y son espacios topologicos y f : X — X, g : Y — Y son funciones
continuas, decimos que f y g son funciones conjugadas topologicamente o simplemente

funciones conjugadas, si existe h : X — Y homeomorfismo tal que:

hofoh =g (1.4)
Denotaremos esto ultimo escribiendo f ~go simplemente f ~ g.
op

Diremos que la funcién f : X — Y es un difeomorfismo si f es un homeomorfismo

diferenciable con inversa diferenciable.

Definicién 1.19 (Isomorfismo conforme). Sean X,Y C C abiertos. Si la funcién f :
X — Y es analitica y biyectiva, entonces diremos que f es un isomorfismo conforme (o

analitico) y que X, Y son conformemente isomorfos (lo cual denotaremos por X ~Y).

Teorema 1.8. [7]. Si f: X — Y es un isomorfismo conforme, entonces f~1:Y — X

es también un isomorfismo conforme.

Es importante observar que en la practica es comun encontrarse con funciones
holomorfas en casi todo su dominio, por ejemplo, una funcién de la forma P(z)/Q(z),
donde P(z) y Q(z) son polinomios en la variable z, es claro que la funcién P(z)/Q(z)
es holomorfa en todos los puntos donde Q(z) # 0. Con esto en mente enunciamos las

siguientes definiciones.

Definicién 1.20 (Punto singular). Sea Q y f : @ — C una funcién. Un punto en el

que f no es holomorfa se llama punto singular o singularidad de f.

Ademas, diremos que el punto z = 2, es una singularidad aislada de f si zy es un
punto singular de f y es posible hallar un § > 0 tal que B(zp,d) no contenga ningin
otro punto singular distinto de zy. En caso contrario diremos que 2y es un singularidad

no aislada.

Las singularidades aisladas se clasifican de la siguiente manera:
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(a)

Singularidad removible. Un punto singular aislado zy es una singularidad remo-
vible de f si lim,_,,, f(z) existe. Al definir f(z) = lim,_,, f(2) se muestra que

f no sélo es continua en zy, sino también analitica en z.

Polos. Si zp es una singularidad aislada y es posible hallar un entero positivo n
tal que lim,_,, (2 — 20)"f(2) = [ # 0, entonces z = z; es un polo de orden n. Si

n = 1, diremos que zy es un polo simple.

Singularidades esenciales. A una singularidad aislada que no es un polo o una

singularidad removible se le llama singularidad esencial.

Singularidades al infinito. Cuando estemos trabajando en C diremos que el tipo

de singularidad de f en z = 0o es el mismo que el de f(1/w) en w = 0.

Para funciones multivaluadas llamaremos puntos de ramificacion a sus puntos
singulares no aislados. Observe que una funcién multivaluada no puede ser con-
tinua y por tanto no es holomorfa en una vecindad agujerada de un punto de

ramificacion.

Algunos ejemplos son los siguientes:

Para f(z) = sen(z)/z tenemos que z = 0 es una singularidad removible,

porque lim,_,, sen(z)/z = 1.

» Para f(2) = (72 +2)/(z — 4)**(2 + 4) tiene un polo de orden 53 en z =4 y

un polo simple en z = —i.

» Para f(z) = ¢?**?) tiene una singularidad esencial en z = 2.

7

= Para la funcién f(z) = 2z, en oo hay un polo de orden 7, porque f(1/w) =

1/w" tiene un polo de orden 7 en cero.

» Para f(z) = In(z? + 2z — 2) tiene puntos de ramificacién en los ceros de

22 42— 2.
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Diremos que una funcién f : 2 — C es meromorfa si es holomorfa en €2 salvo en
los polos. En cambio, si la funcion f : C — C es analitica en todo su dominio diremos

que f es una funcion entera.

Definicién 1.21. Un punto z es un punto critico de f si f'(z) = 0. El valor de f en

un punto critico se llama valor critico de f.

A continuacién enunciaremos algunas definiciones que hacen alusiéon a conjuntos
lineales en el plano complejo y que nos servirdn para estudiar la regularidad de los

conjuntos en C.

Definicién 1.22. Un subconjunto v de C, se llama arco o curva que une los puntos
x,y € C si existe un intervalo [a,b] C R, donde b > a y una aplicacién ¢ : [a,b] — C

continua en [a, b] tal que ¢([a,b]) C C con ¢(a) =z, y ¢(b) =y.

Si en la definicién anterior z = y, entonces diremos que 7 es una curva cerrada,

y si ademés v es inyectiva en (a,b), diremos que 7 es una curva cerrada simple.

Decimos que un conjunto €2 C C es arco conexo, si para cada par x,y € €} existe

un arco en {2 que une los puntos z, y.

Es usual denotar por v a la funcién o a su imagen.

Definicién 1.23. Paran > 1, una curva v es de clase C", si v es n veces continuamente

diferenciable y satisface que 7 (t) # 0, para todo t de su dominio.

Una region €2 es simplemente conexa si toda curva simple cerrada que esté en
), puede contraerse continuamente a un punto en {2 sin salirse de € (este concepto
se encuentra en la literatura como homotopia). A una regiéon que no es simplemente

conexa se le llama multiplemente conexa.

Toda curva continua cerrada que no se intersecte a si misma se llama curva de

Jordan y el siguiente teorema es muy importante.

Teorema 1.9 (Teorema de la curva de Jordan [1]). Una curva de Jordan divide el

plano en dos regiones que tienen a la curva como frontera comun. La region, que queda
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acotada, se llama interior de la curva, mientras que la otra region se llama exterior de

la curva.

Con el teorema de la curva de Jordan se muestra que el interior de una curva

simple cerrada es una regién simplemente conexa.

Definicién 1.24. Sea f una funcién entera, diremos que [ es un wvalor asintdtico de
f si existe una curva continua y(¢) C C, 0 <t < oo, tal que y(t) = ooy f(y(t)) — B

conforme ¢t — oo.

Cuando nos refiramos a un walor singular de la funcién f entenderemos que
estamos hablando de un valor critico o un valor asintético de f, y denotaremos por

SV (f) al conjunto de valores singulares de f.

El dangulo que forman dos curvas v, 72 al intersectarse, es el angulo que forman
las tangentes de cada curva en el punto de interseccion. Asi, decimos que una funcion
f preserva dngulos en el punto zg, si el angulo entre todo par de curvas vy; y 2 que se
intersectan en 2, donde zy pertenece al dominio de f, es igual al dngulo entre f(7;)
y f(72) en el punto f(zp). Observe que la orientacién de los dangulos puede, o no,

preservarse; si el angulo se preserva, decimos que f es conforme en z.

Proposicién 1.4. [7] Sea f una funcidn analitica en una region Q, si zg € Q y
f'(z0) # 0, entonces f es conforme en z.
Comparar la Proposicién 1.4 con la Definicién 1.19.

A continuacién, enunciaremos algunos teoremas que describen como puede ser
el comportamiento de la integral de funciones analiticas (holomorfas) sobre curvas

cerradas.

Teorema 1.10 (Cauchy [23]). Si f es una funion analitica en una region Q y en su

frontera v, donde v es una curva de Jordan, entonces se cumple:

éf(z)dz = 0.
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Algunas consecuencias del Teorema 1.10 son las siguientes.

Teorema 1.11. [23]. Sea f analitica en una region simplemente conexa Q. Si w y z

son dos puntos cualesquiera en €2. Se cumple que,

fi Cf(2)dz

es independiente de la trayectoria en ) que une w y 2.

Teorema 1.12. [33]. Sea f analitica en una region simplemente conexa Q. Si w y z

son dos puntos cualesquiera en Q y F'(z) = f(z). Se cumple que:

/z F(2)dz = F(2) — F(w).

Teorema 1.13. [33]. Sea funa funcion analitica en una region limitada por dos curvas

simples cerradas v y 1 (71 en el interior de ) y sobre estas curvas. Se cumple que

7{ F(2)dz = 74 f()dz.

donde v y 1 se recorren en sentido positivo en relacion con sus interiores.

El teorema anterior tiene una generalizacion para curvas simples cerradas que no

se intersectan, para méas detalles, consultar [23].

Las expresiones dadas en el siguiente teorema se conocen como formulas integrales
de Cauchy, y muestran que si se conocen los valores de una funcién analitica f sobre
una curva simple cerrada -y, entonces puede hallarse el valor de la funcién y los valores
de todas sus derivadas en todos los puntos interiores de . Por tanto, si una funcién
de una variable compleja tiene primera derivada en una regién simplemente conexa €2,
entonces todas sus derivadas de orden superior existen en ). Esto no es necesariamente

valido para funciones de variables reales.

Teorema 1.14. [1]. Si f es analitica sobre y en el interior de una curva simple cerrada
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v, y St z1 es un punto en el interior de vy, entonces

1fIe

2mi J, 2 — =

f(z1)

donde vy se recorre en sentido positivo (contrario a las manecillas del reloj).

Ademds, la n-ésima derivada de f en z; es:

f(n)<zl) _ %&dz n=12,3,..

T omi f, (2 — 2t

La primera expresién puede considerarse como un caso especial de la segunda

para n = 0, teniendo en cuenta que 0!=1.

Algunos de los principales resultados que son consecuencia de las féormulas inte-

grales de Cauchy se enuncian a continuacion.

Teorema 1.15 (Liouville [7]). Suponga que para toda z en el plano complejo tene-
mos que f(z) es analitica y f(z) es acotada (|f(z)| < M para alguna constante M),

entonces f es una funcion constante.

Por lo tanto, toda funcién analitica distinta de una constante no puede estar

acotada.

Teorema 1.16 (Médulo Méximo). Si G es un conjunto abierto y acotado en C y

supongamos que f es una funcion analitica en G y continua en OG, entonces
méx{|f(2)|: z € G} = max{|f(2)| : = € IG}.

Demostracion. Por ser G acotado, existe un punto a € G tal que |f(a)| > |f(z)| para
todo z € G. Si f es una funcién constante, entonces se cumple el resultado. Si f no es
una funcién constante, entonces sea 2 = f(G) y a = f(a), tenemos que |a| > |£| para
cada || € Q, entonces a debe estar en la frontera de 2 porque de lo contrario existiria

un «; en una vecindad contenida en € con |a;| > |a]. [
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Teorema 1.17 (Lema de Schwarz). SiD = {z: |z| < 1} y f es una funcion analitica

en D que cumple:
(a) |f(2)] <1, VzeD,
(b) f(0) =0.

Entonces |f'(0)| < 1y|f(2)| < |z| Vz € D. Ademds, si|f'(0)| =1 o0si|f(2)] = |z|
para algin z # 0, entonces existe una constante ¢, |c| =1 tal que f(w) = cw para todo

w € D.

Demostracién. Definamos g : D — C por g(z) = L2 para z £ 0y ¢(0) = f/(0),

z

entonces ¢ es analitica en . Usando el teorema del Moédulo Maximo tenemos que
lg(2)] < 771 para |z| < ryr € (0,1), de donde |g(z)] < 1, Vz € D, y por tanto
FEI 12y 1£/(0)] = 19(0)] < 1. Si [£(2)] = || para algiin = € D, = £ 0, 0 | £ (0)] = 1,
entonces |g| toma su valor méximo dentro de D y por el teorema del Médulo Méximo

g(z) = ¢, con |c| =1y asi f(z) = cz. |



Capitulo 2

Familias Normales

En este capitulo se estudiard el importante concepto de familias normales de fun-
ciones, porque en los capitulos siguientes, este concepto nos permitird analizar el com-
portamiento asintotico y la estabilidad local de un punto dada una familia de funciones
enteras fy. Por lo tanto, podremos definir de manera precisa los conjuntos—regiones de
estabilidad e inestabilidad del dominio comun (en el caso que nos interesa este domi-
nio comun es C) de los elementos de dicha familia. La bibliografia recomendada para

profundizar en los temas de este capitulo es [1] y [7].

2.1. El Espacio C(G,))

Si G es un conjunto abierto de Cy (€2, d) es un espacio métrico completo, entonces

denotaremos por C'(G, <) al conjunto de todas las funciones continuas de G a 2.
Observe que tal conjunto nunca es vacio (las funciones constantes estan en C(G, 2)).

Proposicién 2.1. [7]. Si G es abierto en C, entonces existe una sucesion de subcon-
guntos compactos de G tales que G = J,—, K,. Ademds, los conjuntos K,, pueden ser

elegidos de tal forma que cumplan:
(a) K, C int K,41.
(b) Si K es compacto y K C G, entonces K C K,, para alguna n.

21
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Demostracion. Sea

K,={z:]z| <n}n{z:d(z2,C-G) > -},

S|

para n € N. Como K, es acotado y es la interseccién de dos subconjuntos cerrados,

entonces K, es compacto. Ademds, observe que el conjunto
(i) <n+1}nf{z:dzC-G) > ——)
z:lzl <n z:d(z,C— —
’ n+1

es abierto, contiene a K, y esta contenido en K1 y por tanto se cumple (a).

Ahora, del hecho de que G = |, , K,, (esto se ve claramente por la construccién
de nuestros K,,) y los comentarios anteriores se deduce que también G = | J. -, int K.
Asi, si K es un subconjunto compacto de G, los conjuntos {int K, } forman una cubierta
abierta de K y entonces existe un n; € N tal que K C K,,, esto comprueba la parte

(b) u

Nuestro objetivo es dotar al conjunto C(G,2) de una métrica. Para tal fin, sea

G = U;’Ozl K, donde K,, es compacto y K,, C int K, 1, definimos:

pu(f,9) = sup{d(f(z),9(2)) : z € Ku}, (2.1)
para f,g € C(G,<). También, definimos:

" palfe9)
olh9) = Z() L+ pu(f.9) 22)

Observe que por ser t(1 +¢)~! < 1 para todo ¢t > 0, la serie anterior converge

porque estd acotada por arriba, por Y > ( )™. 'Y tomando en cuenta el siguiente lema.

Lema 2.1. [17]. Si (S,d) es un espacio métrico, entonces:

d(s,t)

s b) = 1+d(s,t)
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es también una méltrica en S. Ademds, un conjunto es abierto en (S,d) si, y sdlo si es
abierto en (S,u). Y una sucesion es una sucesion de Cauchy en (S,d) si, y sdlo si es

una sucesion de Cauchy en (S,u).

Deducimos que (C(G, ), p) es un espacio métrico, porque se cumple que p(f, g) =
p(g, f). También, como cada p,, cumple la desigualdad del tridngulo, entonces p cumple

la desigualdad del tridngulo. Por tltimo, del hecho de que G = |~ | K, se deduce que

f = g siempre que p(f, g) = 0.

Lema 2.2. [7]. Sea la métrica p definida en (2.2). Dado € > 0, eziste un § > 0 y un
conjunto compacto K C G tal que para fy g en C(G, ) se cumple que:

sup{d(f(2),9(2)) : 2 € K} <= p(f,9) <e. (2.3)

Reciprocamente, dados 6 > 0 y algin conjunto compacto K C G, entonces existe € > (

tal que para f, g € C(G,Q2):

p(f,9) <e= sup{d(f(2),9(2)): z € K} <. (2.4)

o0

Demostracion. Sie > 0 es fijo, sea p un entero positivo tal que Zn:pﬂ(%)" < %5 y sea

t

K = K,. Elijamos § > 0 tal que 0 < ¢ < ¢ cumpla que 13

1
< €. Ahora, supongamos
que f y g son funciones en C(G, Q) que satisfacen sup{d(f(z),¢9(z)) : z € K} < 9.
Como K, C K, =K paral <n <p, p,(f,g9) < paral <n <p. Esto implica que:

palfrg) 1
Ut palfrg) 27

donde 1 < n < p, entonces
p 1 n 1 e e} 1 n

es decir, (2.3) se satisface.
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Ahora, supongamos que K y 0 estdn dados, como G =~ K,, = U -, int K,

y K es compacto, entonces hay un entero p > 1 tal que K C K, y esto implica que:

po(f,9) = sup{d(f(2),9(2)) : z € K}.

Sea ¢ > 0 tal que 0 < s < 2P¢ implica que *; < 4. Entonces l%rt < 2P¢ implica

que t < €. Por lo tanto si p(f,g) < €, entonces % < 2Pc y asi py(f,g9) < 6. En

conclusion, se satisface (2.4). [

Proposicién 2.2. (a) Un conjunto G C (C(G,),p) es abierto si, y sélo si para

cada f € G hay un conjunto compacto K y un 6 > 0 tal que:
G2 {g:d(f(2),9(»)) <0,z € K}.

(b) Una sucesion {f,} en (C(G,2), p) converge a f si, y solo si {f.} converge a f

uniformemente en todos los subconjuntos compactos de G.

Demostracion. SiG esabiertoy f € G, entonces para algine > 0,G D {g: p(f,g9) <¢e}.
Por la primera parte del Lema 2.1.2, tenemos que hay un 6 > 0 y un conjunto com-
pacto K con las propiedades deseadas. Reciprocamente, si G cumple las propiedades
y [ € @, entonces la segunda parte del Lema 2.1.2 nos brinda un ¢ > 0 tal que

G D {g:p(f,g) <e},y esto significa que G es abierto. |

Corolario 2.1. La coleccion de conjuntos abiertos es independiente de la eleccion de
los conjuntos {K,}. En otras palabras, si G = |J°°, K,,, donde cada K, es compacto
y K, C int K;LH y si p es la métrica definida por los conjuntos {K,}, entonces un

conjunto es abierto en (C(G,Q2), u) si, y sdlo si es abierto en (C(G, ), p)

El corolario anterior es una consecuencia directa de la parte (a) de la Proposicion
2.2, porque la caracterizacion de los conjuntos abiertos no depende de la eleccion de los

conjuntos {K,}. Por lo tanto, de aqui en adelante siempre que consideremos a C'(G, )
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como un espacio métrico, supondremos que es con la métrica p dada en (2.2), para

alguna sucesion { K, } de conjuntos compactos tales que G = |J, | K, y K,, C int Kp41.

Con lo anterior no es dificil demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3. [7]. C(G,Q) es un espacio métrico completo.

2.1.1. Familias normales

Diremos que un subconjunto (que en este caso es una familia de funciones) § C
C(G,Q) es normal, si toda sucesién en § tiene una subsucesién convergente a una
funcién f en C(G, Q). La funcién f no necesariamente pertenece a §, pero es claro de
la que un subconjunto § C C(G, Q) es normal si, y sélo si su clausura es compacta. Por

lo tanto, los conjuntos normales son relativamente compactos, véase Definicién 1.1.6.

Recordando la definicion de conjunto compacto y del hecho de que una familia

normal § tiene clausura compacta, no es de sorprender el siguiente resultado.

Proposicién 2.4. [1]. Un conjunto § C C(G,Q) es normal si, y sélo si para todo
conjunto compacto K C G y d > 0 existen funciones fi, fo,...fn € § tales que para

cualquier f € § hay al menos una k, 1 < k <n tal que:

sup {d(f(z), fx(2)) 1z € K} <.

Definicién 2.1. Un conjunto § C C(G, Q) es equicontinuo en un punto zy en G si, y

sélo si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para |z — z| < J,

d(f(2), f(x0)) <,

para toda f en §.

Observe que si el conjunto § consta de una tnica funcién f, entonces afirmar que
$ es equicontinua en zy es Unicamente afirmar que f es continua en zy, y decir que §

es equicontinua sobre un conjunto E sgnifica que f es uniformemente continua en FE.



2.1 El Espacio C(G, ) 26

Pero lo realmente importante sobre la equicontinuidad es que la misma J funciona para

todas las funciones en §.

Proposicién 2.5. [7]. Suponga que § C C(G,Q) es equicontinua en cada punto de

G, entonces § es equicontinua sobre cada subconjunto compacto de G.

La siguiente definicién nos sera de ayuda para demostrar el teorema de Arzela-

Ascoli, el cudl nos dara otro método para reconocer a los conjuntos normales.

Definicién 2.2. Sea (X,,, d,,) un espacio métrico para cadan > 1ysea X =[]~ X,
su producto cartesiano, es decir X={¢ = {x,,} : z,, € X,, para cada n > 1}. Definimos

d(&,m) para €,m € X como:

1IN\ du(Tn, Un
d(&m)zZG) %. (2.5)

n=1
Proposicién 2.6. [7]. (I[)2, Xy, d), donde d estd definida como en (2.5), es un
espacio métrico. Ademds, si £ = {:cfl}zo:l estd en X = [[02, X, entonces ¥ —
¢ = {x,} si, y sélo si ¥ — x, para cada n. También, si cada (X,,d,) es compacto,

entonces X es compacto.

Para finalizar esta seccién enunciamos y demostramos el teorema de Arzela-

Ascoli.

Teorema 2.1 (Arzela-Ascoli.). Un conjunto § C C(G,Q2) es normal si, y sélo si las

siguientes dos condiciones se satisfacen:
(a) Para cada z en G, {f(z) : f € §F} tiene clausura compacta en Q.
(b) § es equicontinua en cada punto de G.

Demostracion. Primero supongamos que § es normal, entonces, para cada z € G, la
funcién F : C(G,Q) — Q definida por f — f(2) es continua. Ahora, como § es

compacto, entonces su imagen es compacta en ), y por lo tanto se satisface (a).
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Para demostrar (b) fijemos un punto zg € G y sea ¢ > 0. Si elegimos R > 0 tal
que K = B(z, R) C G, entonces K es compacto, y por la Proposicién 2.5, se tienen
funciones f1, fo,...f, € § tales que, para cada f € §, hay al menos una f;, con

€

. (2.6)

sup {d(f(2), fu(2)) 1 2 € K} <
Ademsds, como f es continua, tenemos que hay un §, 0 < § < R, tal que |z —zg| <
0 implica que:

A(fe(2) i) < 3,

con 1 < k < n. Entonces si |z — 2| <0, f €F,y k se elige tal que (2.6) se satisfaga,

entonces

d(f(2), f(20)) < d(f(2), fr(2)) + d(fr(2), fi(20)) + d(fr(20), f(20)) <&

Lo que significa que § es equicontinua en zj.

Ahora supongamos que § satisface las condiciones (a) y (b), queremos demostrar
que § es normal. Sea {z,} la sucesién de todos los puntos en G con parte real e
imaginaria racionales (de modo que para z € G y § > 0 hay algtn z, con |z — z,| < §).

Ahora, para cada n > 1 sea,

Xo={f(z): f €T} CQ,

por la parte (a), (X,,d) es un espacio métrico compacto. Por la Proposicién 2.6, el
conjunto X \ [[)~, X,, es un espacio métrico compacto. Para f € § definimos fen X

COINoO:

7 = {f<z1>7 f(Zz), f(23), }

Sea { fr} una sucesién en §, entonces f;, es una sucesién en el espacio métrico compacto

X, asf hay un ¢ en X y una sucesién de f; que converge a &, esto es, & = lim f;.
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Nuevamente por la Proposicion 2.7 tenemos que;

Mostraremos que { fi. } converge a una funcién f en C(G, §2). Por (2.7) esta funcién

cumplird que f(z,) = wy.

Para encontrar la funcién f y mostrar que {fi} converge a la funcién f, es sufi-
ciente mostrar que { fy} es una sucesién de Cauchy. Sea K un conjunto compacto en G
y sea € > 0, por el Lema 2.1.2 es suficiente encontrar un entero .J tal que para k,j > J

se cumpla:

sup {d(fr(2), fi(2)) 1z € K} <e. (2.8)

Como K es compacto R = d(K,0G) > 0, hagamos K; = {z : d(z, K) < 1R},
entonces K es compacto y K C int K; C Ky C G, como § es equicontinua en cada

punto de GG, entonces es equicontinua en K;. Por tanto, elijamos 0 < § < %R tal que,

(2.9)

para toda f € §y 2,2 € K con |z — 2’| < 8. Ahora, sea D la coleccién de puntos en
{zn} que también son puntos de K. Si z € K, entonces hay un z, con |z—z,| < §, pero
6 < 3R implica que d(z,, K) < 3R, es decir, que z, € K;. Entonces {B(w,0) : w € D}

es una cubierta abierta de K. Sean wy, ..., w, € D tales que:
K c | JB(w:, ).
i=1

Ahora, como limpg_, fr(w;) existe para 1 < ¢ < n (por (2.7)), entonces hay un

entero J tal que para 5,k > J.

d(fi(wy), fi(w;)) < =5, coni=1,..,n. (2.10)

Wl M
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Para finalizar sea z un punto arbitrario de K y sea w; tal que |w; — z| < §. Si

tomamos k,j > J, entonces de (2.9) y (2.10) obtenemos:

d(fr(2), i (2)) < d(fi(2), fi(wi)) + d(fi(wi), fi(wi)) + d(f;(wi), f;(2)) < e.

Como z fue arbitrario, entonces se cumple (2.8), y por tanto, hemos terminado la

demostracion. [ |

2.1.2. Teorema de Montel y Otros Resultados

Sea G un conjunto abierto del plano complejo, denotaremos por H(G) al conjunto

de todas las funciones analiticas en G, observe que H(G) es un subconjunto de C'(G, C).

Teorema 2.2. [7]. Sea {f,} una sucesion en H(G) y [ en C(G,C) tales que f, — f.
Entonces f es holomorfa y f,(f) — f®) para cada entero k > 1, donde f™ denota la

deriwada n-ésima de f.

Observe que el teorema anterior establece que el conjunto H(G) es cerrado en
C(G,C), y también que H(G) es un espacio métrico con la métrica inducida por

C(G,C). Por esta razén, tenemos el siguiente resultado.
Corolario 2.2. H(G) es un espacio métrico completo.

Debido a que en la préactica es dificil mostrar la normalidad de una familia de fun-
ciones inicamente con la definicion, estudiaremos ciertas propiedades de las sucesiones

de funciones para establecer equivalencias del concepto de normalidad.

Teorema 2.3 (Rouché [33]). Sea Q un conjunto abierto y acotado en C, y sean ¢, €

H(Q) continuas en . Supongamos que se verifica:
0(2) =P (2)| < le(2)| + [0(2)], para todo z € 5.

Entonces ¢ y 1 tienen el mismo nimero de ceros (contando multiplicidad) en Q.
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Teorema 2.4 (Hurwitz [1]). Sea 2 un abierto acotado del plano complejo C. Sea { f,.}
una sucesion de funciones holomorfas en 0 y continuas en Q. Supongamos que f, — f
uniformemente y que f no se anula en ningin punto de 02, es decir, f(z) # 0, Vz €

09, entonces existe n € N tal que si m >n, f,, y [ tienen el mismo nimero de ceros

en .

Demostracion. Como OS2 es compacto y f(z) # 0 para todo punto de Jf2, entonces
existe € > 0 tal que:

1£(2)] > e, Vze 0.

Como f,, — f uniformemente, entonces
dneN:Vm>n=|fn(z) — f(2)| <e, Vze€ O

Por lo tanto, para toda m >n, f, f, € C(Q,C)NH(Q) y z € 99Q, se cumple que:

[fm(2) = F(2)| <& < [f ()] < |fm(2)] + [f(2)]-

Ahora, por el teorema de Rouché ambas funciones han de tener el mismo ntmero de
ceros en (). Observe que la desigualdad anterior dice que ambas funciones no se anulan

en la frontera, por lo que el resultado también es valido en Q. [

Por lo tanto, si G es una regién en C y {f,} (f, € H(G) para cada n) es una
sucesion que converge a f en H(G) y si cada f, nunca se hace cero en GG, entonces

f =0 o f nunca se hace cero para toda z € G.

Con el objetivo de facilitar la discusién de familias normales en H(G) introduci-

mos el siguiente concepto.

Definicién 2.3. Un conjunto § C H(G) es localmente acotado si para cada punto a

en (G existen constantes M y r > 0 tales que para toda f en g,

|f(2)] < M,donde z es tal que |z —a| <.
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Dicho de otro modo, § es localmente acotado si existe un r» > 0 tal que,
sup{|f(z)| : |z —a|] <7, f €F} < oc.
Por lo tanto, la familia § es localmente acotada si alrededor de cada punto a en

G existe un disco en el cual § es uniformemente acotada.

Lema 2.3. [7]. Un conjunto § en H(G) es localmente acotado si, y sdlo si para cada

conjunto compacto K C G existe una constante M tal que

[f(2)] < M,

para toda fen§ y z en K.
Ahora podemos demostrar uno de los teoremas mas importantes de esta seccion.

Teorema 2.5 (Teorema de Montel). Una familia § C H(G) es normal < § es local-

mente acotada.

Demostracién. [= (por contradiccién) Supongamos que § es normal y que no es lo-
calmente acotada, entonces existe un conjunto compacto K C G tal que sup{|f(2)| :
z € K, f €F} = o0, por lo tanto, hay una sucesion { f,,} en § tal que sup{|f.(z)| : z €
K} > n. Como § es normal, existe una funcién f en H(G) y una subsucesion f,, (z)
tal que f,, — f. Pero esto nos dice que sup{|f,,(z) — f(2)| : = € K} — 0 cuando
k — o0. Si|f(z)] < M para z en K,

nie < sup{|fu(2) = F(2)] : 2 € K} + M.

Como el lado derecho converge a M, entonces se tiene una contradiccion.

<] Ahora, supongamos que § es localmente acotada, observe que se satisface
la primera parte del teorema de Arzela-Ascoli, asi, sélo debemos mostrar que § es

equicontinua en cada punto de G. Sea a € G y € > 0, por hipétesis existe un r > 0
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y un M > 0 tales que B(a,7) C Gy |f(z)] < M para toda z en B(a,r) y toda f
en §. Sea |z —a| < %r y f € §, entonces usando la Férmula Integral de Cauchy con

Y(t) =a+ret, 0 <t < 2m,

@) = f(2)] < =

27 w—a)(w — 2)

/ fw)la = 2) dw <%|a—z|
N =5l

haciendo 6 < min{ir, {=¢}, se sigue que |z —a| < § = |f(a) — f(2)| < € para toda

fes. [ |

Corolario 2.3. Un conjunto § C H(G) es compacto si, y sdlo si es cerrado y localmente

acotado.

Consideremos ahora resultados analogos a los anteriores para funciones meromor-
fas. Si G es una region, f es una funcién meromorfa en G, y si hacemos f(z) = oo,
donde z es un polo de de f, entonces f: G — C es una funcién continua. Denotamos
como M(G) al conjunto de todas las funciones meromorfas en G y consideraremos a
M (G) como un subespacio del espacio métrico C(G,@), con la métrica definida en
(2.2).

Enseguida listamos algunos hechos sobre la relacion entre los espacios métricos C

y C, donde B(a,r) designara una bola abierta en C y By (a,r) una bola abierta en C.
Proposicién 2.7. [1].

(a) Sia€ C yr>0, entonces hay un nimero p > 0 tal que By(a,p) C B(a,r).

(b) Sea p >0 ya e C, entonces hay un nimero r > 0 tal que B(a,r) C Bo(a, p).

(c) Sea p > 0, entonces existe un conjunto compacto K C C tal que C-KcC

By (00, p).

(d) Sea KC C wun conjunto compacto, entonces existe un nimero p > 0 tal que

Bao(o0,p) € C— K.
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Observe que M (G) no es un espacio métrico completo, porque si f,, = n, entonces
{fn} es una sucesion de Cauchy en M(G), pero {f,} converge a la funcién que es igual

a 00, y esta no es meromorfa en el espacio C(G, @)

Teorema 2.6. [7]. Sea {f,} una sucesion en M(G) y supongamos que f, — f en
(G, (E) Entonces f es meromorfa o f = oco. Si cada f, es analitica, entonces f es

analitica o f = o0

Del Teorema 2.6 se implica que M (G)|J{oco} es un espacio métrico completo y

que H(G)|J{oo} es cerrado en C(G, @)

Teorema 2.7. [7]. Una familia § C M(G) es normal en C(G,C) si, y slo si B(F) =
{B(f): f €8} es localmente acotada, donde
211 (2)]

B(f)(z) = T+ 2P

si z no es un polo de f, y

i 2N
BUNE) = lim 1= s

si a es un polo de f.

Finalizamos esta seccién enunciando uno de los teoremas que nos seran de mucha
utilidad en el trabajo posterior y que ha demostrado ser muy importante en la teoria

de variable compleja. Primero, definimos una relacion de equivalencia entre regiones

en C.

Definicién 2.4. Diremos que una region G; es conformemente equivalente a G, si

existe una funcién analitica f : G; — G5 tal que f es uno-unoy f(G;) = Go.

Observe que la definicién anterior nos genera una relaciéon de equivalencia. Por
el Teorema de Louville (Teorema 1.15), tenemos que C no es equivalente a ninguna

region acotada.
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Teorema 2.8 (Teorema de la aplicacion de Riemann [1]). Sea G una region simple-
mente conexa distinta de C y sea a € G. Entonces hay una unica funcion analitica

f: G — C tal que:

(a) fa) = 0y f(a)>0.

(b) f es inyectiva.

(¢c) f(G) ={z:]2] <1}.

Concluimos que entre las regiones simplemente conexas de C sélo hay dos clases
de equivalencia; la que consiste tinicamente de C y la que contiene a todas las regiones

propias de C que son simplemente conexas.



Capitulo 3

Funciones Casiconformes

Una transformacion conforme es una aplicacién que preserva angulos, esto es, para
cualquier par de curvas que se intersectan en el dominio de la aplicacion, tenemos que
su imagen es un par de curvas que forman el mismo angulo en su punto de interseccion.
Si estiramos un cuadrado de manera que las horizontales van a horizontales y verticales
a verticales, observaremos que los angulos rectos que estas lineas forman son enviados
todos a angulos rectos. Sin embargo, los dngulos de 45 grados entre las diagonales no
van al mismo angulo. Asi, el estiramiento de rectangulos no es una transformacién

conforme.

En este capitulo estamos interesados en estudiar aplicaciones casiconformes, las
cuales son generalizaciones de las funciones conformes, de hecho toda funcién conforme
es casiconforme (Teorema 3.3). La principal razén para hacer esta extension es que las
funciones conformes imponen una condiciéon muy fuerte con respecto a la diferencia-
bilidad, mientras que las funciones casiconformes relajan tal condicion. Existen varias

definiciones de aplicacién conforme y no es facil ver que ellas son equivalentes.

Los resultados aqui presentados nos seran de utilidad para comprender la dindmi-

276

ca de la familia e*™ sen(z).

35
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3.1. Coeficientes de Beltrami y Pullbacks

Sea Cg el plano complejo visto como el R espacio vectorial orientado de dos
dimensiones con la base canénica. En Cg usaremos las coordenadas (x,y) o (z,Z).

Tomemos ahora una funcién R—lineal L : Cg — Cg y observemos que se puede
escribir de la forma:

L(z) =az+bz, cona,b,zeC,

El cuadrado unidad generado por 1 e ¢ es transformado por esta funcion al paralelo-
gramo generado por a + by ai — bi. Ademds, observe que det(L) = |al? — [b]>.

En la discusién posterior nos enfocaremos en funciones R-lineales tales que |a| >
|b| (que son precisamente las funciones R-lineales invertibles y que preservan la orien-

tacion).

Definicién 3.1 (Coeficiente de Beltrami). El coeficiente de Beltrami de L(z) = az+bz

es (L) = 2 y escribiremos,

e, donde 0 € R/(nZ).

Observemos que L es holomorfa si, y sélo si p(L) = 0.

Si denotamos por E(L) a la imagen inversa del circulo unitario, entonces E(L) es

1
+lub)

una elipse (o un circulo, si b = 0) con la mitad de los ejes midiendo \a|(11—w\) Y ol

a lo largo de las direcciones e!®*7/2) y ¢ respectivamente.

La dilatacion K(L) de L es el cociente del eje mayor y el eje menor de F(L), esto

es,
_ 14 pl _ a[+ o

K(L) = = .
L) =190 = el =1m

Al realizar transformaciones mediante funciones R-lineales serd comin que un

circulo se transforme en una elipse, por eso enunciamos las siguientes definiciones.

Definicién 3.2. Sea E una elipse, el coeficiente de Beltrami de E estd dado por

wE) = %—:ﬁbez’”e, donde M y m son la mitad del valor del eje mayor y eje menor
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respectivamente y 6 es el argumento de la direccién del eje menor elegido en [0, 7) y

su dilatacion estd dada por K(E) = M/m.
En lo sucesivo una funcién L siempre denotara una funcion R-lineal.

Definicién 3.3. Dados una funcién L y un didmetro [ de la elipse F(L), definimos
el didmetro conjugado de [, como el diametro de la elipse que es paralelo a la linea

tangente a la elipse en algin punto de interseccién de [ y F(L), véase la Figura 3.1.

Figura 3.1: El didmetro conjugado del didmetro [ es I; y I’ es la imagen bajo L de [.

Observe que una funcién L envia didmetros conjugados de la elipse F(L) a didme-
tros conjugados del circulo, porque lineas paralelas son llevadas a lineas paralelas y

puntos medios a puntos medios.

Dada la funcién L tenemos que su imagen inversa es:

1

-1 .
L) = g —p

(aw — bw),

por lo tanto, |u(L™Y)| = |u(L)|, asi K(L™') = K(L).

Definicién 3.4. Sea z € E(L), definimos J(z) como el vector en FE(L) tal que z y
J(z) estédn en didmetros conjugados, girando desde z en direccién positiva (menor que

7) a J(z). Claramente, J = L™' o I o L, donde I(z) = iz.

Con respecto a la composicién de funciones R—lineales, tenemos el siguiente re-

sultado.
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Lema 3.1. [5]. Sea j € {1,2} y L;(2) = aj2+b;Z funciones R—lineales con dilatacion

K y coeficiente de Beltrami ;. Entonces se cumple:

(a) K(LjoLs) < K(L1)K(Ls),

by + prag

(b) u(Ly o Ly) = —
e az + f1by

(3.1)

Si denotamos por oy a Cg visto como C— espacio vectorial, con la multiplicacién
escalar compleja usual, diremos que oy es la estructura conforme estandar de Cg. Ahora,
cualquier funcién L se puede usar para definir una nueva estructura conforme o (L) en
el dominio de L y para esto usamos a la funcién J antes definida para darle sentido a la
multiplicacién por i y asi transformar a Cg con su propia estructura en un C- espacio

vectorial.

Ahora, definiremos el concepto de estructura casi-compleja, para esto tomemos

TU = U,ey TuU, donde T,U es el espacio tangente sobre u.

Definicién 3.5 (Estructura casi-compleja). Una estructura casi-compleja en U es un
campo medible de elipses infinitesimales E C TU, (Asi, la mayoria de puntos u € U

tienen asociada una tnica elipse E, C T, U, salvo escalamiento).

Observemos que si u(u) es el coeficiente de Beltrami de E,, cada elipse infini-
tesimal define una estructura conforme o(u) en T,,U. Denotaremos a una estructura

casi-compleja por ¢ y definimos la dilatacién de o por

_ L4 [pu(w)]

K(o) := supyey K (u), donde K(u):= = ()

Ademas, cualquier funcién medible define una estructura casi-compleja en el sentido

anterior.

Consideremos, ahora, la clase de funciones DT (U, V), esta consiste de funciones
continuas, que preservan la orientacion, van de U C C sobre V' C C, que son R-

diferenciables casi en todos lados (esto tltimo significa que son R-diferenciables en



3.1 Coeficientes de Beltrami y Pullbacks 39

todos lados salvo posiblemente en un conjunto de medida de Lebesgue cero) y con

diferencial D, f no singular casi en todos lados.

Para f € DT (U,V) podemos escribir:
Duf = 0. f(u)dz + 0z f (u)dz,

donde
(05 o _L(of of
@f—a(%‘la—y)’ @f—z(ax“ay)'

La expresiéon D, f define una elipse infinitesimal en T,U con coeficiente de Bel-

trami,
) = 55

(3.2)

Equivalentemente, una estructura conforme en el espacio tangente con dilatacion:

1+ |py ()|
Ki(u):=K(D,f) = ——V———=.
! 1 — pp(u)
La ecuacién de Cauchy-Riemann 0; f(u) = 0 se cumple en w si, y sélo si la elipse es un

circulo.

Si hacemos lo mismo para todos los puntos u € U para los cuales f es diferen-
ciable, obtenemos la estructura casi-compleja oy en U con coeficiente de Beltrami piy,
y diremos que o es el pullback de oy por medio de f, o equivalentemente que gy es el

pullback de pp = 0 por medio de f. Por lo tanto, escribimos para casi todo v € U:

py(u) = fro(u) o op(u) = froo(u).

A la dilatacién de esta estructura la denotamos por K.

El concepto de pullback puede ser facilmente generalizado al considerar el pull-
back de una estructura casi-compleja arbitraria ¢ bajo una funcién f, pero para esto

requerimos la siguiente propiedad.
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Definicién 3.6. Diremos que la funcién f es absolutamente continua con respecto a la
medida de Lebesgue, si la preimagen bajo f de cualquier conjunto de medida cero tiene

medida cero.

Denotamos por Dd (U, V) a la subclase de D (U, V') de funciones que son abso-

lutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue.

Con la Definicién 3.6, sea f € Dy (U, V) y sea p el coeficiente de Beltrami en TV
correspondiente a una estructura casi-compleja en V' y sea FE, la elipse infinitesimal
definida en T,V para casi toda v € V. Diremos que el campo medible de elipses
infinitesimales E’ es el pullback mediante f del campo medible de elipses infinitesimales
E, donde E, = (D, f) Y (Ef(w)), observe que E,, estd bien definido para casi todo u € U.
Al escribir (U, pq) EN (V, o), entenderemos que f: U — V y que f*us = p.

Ademas, observe que si u = pi, es el coeficiente de Beltrami asociado a la funcion

g:V — W, que pertenece a la clase DJ (U, V), entonces:

g = (g 10) = (g o ) 1o = pgos-

Del Lema 3.1, tenemos que:

Ademas,

Y si f es holomorfa,

(3.4)
Ahora, supongamos que |u| < k en V, entonces, la Ecuacion (3.4) implica que | f*u| < k
en U.

Definicién 3.7. Sea U C C un conjunto abiertoy f : U — U una funcién en Dg (U, U).

Si o es una estructura casi-compleja en U con coeficiente de Beltrami p, diremos que
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i (0 o) es f-invariante si f*u(u) = p(u) para casi todo u € U. Escribiremos esto como

ffo=o.

3.2. Funciones Casiconformes

Existen varias definiciones equivalentes de K —casiconformalidad para ¢ : U — V,
donde ¢ es un homeomorfismo entre dominios de C, que preserva la orientacion y 1 <
K < 0. En este apartado enunciaremos dos definiciones de funciones K —casiconformes
que tienen aplicaciones en la dindmica holomorfa. Si el lector estd mas interesado en

esta teorfa, recomendamos [2] y [20].

Definicién 3.8. Sea f una funcién continua de valores complejos definida en un in-
tervalo I C R, decimos que f es absolutamente continua en I si se cumple que para
todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que »_.|f(b;) — f(a;)| < € para toda sucesién finita

de intervalos (aj, b;), con interseccion vacia, clausura contenida en I y longitud total
22 |by —a;] <.
Del Capitulo 3, Seccién 2.7 en [20] tenemos que f (z) existe para casi todo x € U.

Definicién 3.9. Una funcién continua f : U — C es absolutamente continua en
lineas si para cualquier familia de lineas paralelas en cualquier disco D compactamente

contenido en U, f es absolutamente continua en casi todas ellas.

Se sigue que si f es absolutamente continua en lineas, entonces f tiene derivadas

parciales casi en todo U. Ademas, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1 ( [20] pag. 128). Sea f : U — V wuna funcién continua y abierta. Si
f tiene derivadas parciales f,, f, casi en todos lados, entonces f es R— diferenciable

cast en todos lados.
En consecuencia 0, f y 0-f existen casi en todos lados.

Definicién 3.10 (Funcién K-casiconforme, Primera Definicién). Una funcién ¢ : U —

V' es K-casiconforme si, y sélo si
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(a) ¢ es un homeomorfismo,
(b) ¢ es absolutamente continua en lineas,

(¢) 0:¢ < k|0,¢| casi en todos lados, donde k := g—jr}

Asi, por la Seccién 3.1, si ¢ es una funcién K —casiconforme, tenemos que ¢ es

R-diferenciable y con una diferencial no singular definida casi en todos lados, véase [5],

_ 0z¢ .
= 5.6 tiene

médulo acotado y menor que 1 casi en todos lados (denotaremos esto ultimo por

Teorema 1.16. La condicién (c) nos dice que el coeficiente de Beltrami s,

l|tsllo < 1), 0 equivalentemente, la estructura casi-compleja ¢*oq tiene dilatacion

acotada (K, = K < 00).
Ahora exploraremos otra definicion de funcién casiconforme.

Un cuadrildtero @ = Q(z1, 29, 23, 24) es un dominio de Jordan en C, con una
sucesion ordenada de puntos (21, 22, 23, 2z4) en su frontera llamados vértices de (). Cual-
quier cuadrilatero puede ser transformado conformemente en un rectangulo tnico salvo
similaridad, tal que vértices sean enviados a vértices, véase [20], pag. 15. Sea ¢ una
funcién conforme que cumpla lo antes mencionado, entonces el médulo conforme de @

se define como:

_ W(Z’l) - ¢(22)‘
|p(22) — ¢(23)] .

. 17 / . . , .
Decimos que los cuadrilateros @ y Q son conformemente equivalentes si, y sélo si

mOd Q(’Zlu R, 23, Z4) :

tienen el mismo mdédulo.

Observe que reordenando los vértices de () tenemos:

1

mOd Q<217 29, 23, 24) .

mod Q(zq, 23, 24, 21) = (3.5)

Definicién 3.11. Sean U,V C C dominios, ¢ : U — V un homeomorfismo que preserva
la orientacién y @ un cuadrildtero compactamente contenido en U (por lo tanto, ¢(Q)

es un cuadrildtero compactamente contenido en V). Definimos la dilatacion de @ bajo
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¢ como el cociente:

mod ¢(Q))
mod Q)
y la dilatacion maximal de ¢ como:
K sup M2L0Q)
gcy mod Q

Observe que por la Ecuacién (3.5), K4z > 1.

Definicién 3.12 (Funcién K-casiconforme, Segunda Definicién). Sean U,V C C do-
minios. Decimos que ¢ : U — V es K-casiconforme siy sélo si ¢ es un homeomorfismo

que preserva la orientaciéon y que cumple:

1

% mod @ < mod ¢(Q) < K mod Q,
para todo cuadrildtero () compactamente contenido en U (o equivalentemente K, <
K).

Una demostracion de la equivalencia entre las dos definiciones de K-casiconformalidad
se puede encontrar en [2], pdg. 20. También pueden encontrarse en la bibliografia re-

comendada para esta seccién otras definiciones equivalentes.

3.2.1. Propiedades de las funciones casiconformes

En este apartado enunciaremos algunas propiedades de las funciones casiconfor-

mes.

Teorema 3.2 (Propiedadades de funciones casiconformes [5]). Si ¢ es una funcion

K —casiconforme, entonces:
(a) ¢~ es K—-casiconforme.

(b) Cualquier composicion por la izquierda o derecha con una funcidn conforme es

K —casiconforme.
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(c) Si ¢1 es una funcidn Ki—casiconforme y ¢o es una funcion Ky-casiconforme,

entonces su composicion es Ky Kqo—casiconforme.

(d) Si ¢ es de clase C', entonces la dilatacién de la elipse infinitesimal E, en T,U

estd acotada por K, para toda z € U.

Teorema 3.3 (Lema de Weyl’s [2], pdg. 16). Si ¢ es una funcion 1-casiconforme,
entonces ¢ es conforme. En otras palabras, si ¢ es casiconforme y 0-¢ = 0 casi en

todos lados, entonces ¢ es conforme.

Teorema 3.4. [5]. Si ¢ es una funcion K—casiconforme, entonces envia conjuntos

de medida cero a conjuntos de medida cero.

Si U C C es el plano complejo o conformemente equivalente al disco unita-
rio, tenemos que un homeomorfismo casiconforme ¢ : U — C genera una estructura
casi-compleja en U de dilatacién acotada, pero surge la siguiente pregunta: Dada una
estructura casi-compleja o en U, ;bajo qué condiciones podemos encontrar un homeo-
morfismo casiconforme ¢ tal que genere a o casi en todos lados? O equivalentemente,
¢*oy = o casi en todos lados, o dado un coeficiente de Beltrami p en U jbajo qué con-

diciones podemos encontrar ¢ : U — C casiconforme (y por tanto en DJ) tal que:

9:0(2) = p(2)0:¢(2), (3.6)

para casi todo z € U 7 Si existe tal ¢ diremos que integra a p y por tanto sera llamada

funcion integral. La Ecuacién (3.6) es llamada la ecuacion de Beltrami.

Teorema 3.5 (Teorema de Integrabilidad [20]). Sea U C C un conjunto abierto tal
que U ~ D (respectivamente U = C). Sea o una estructura casi-compleja en U corres-
pondiente al coeficiente de Beltrami p. Supongamos que la dilatacion de o estda unifor-
memente acotada (K (o) < o0). Entonces u es integrable, es decir, existe un homeo-
morfismo casiconforme ¢ : U — D (respectivamente sobre C) que resuelve la ecuacion

de Beltrami, es decir, tal que:
0=0(2)
Hz) = )
)= 5.60)
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para casi toda z € U. Ademds ¢ es unico salvo composicion con automorfismos de D

(respectivamente de C).

3.2.2. Funciones casiregulares, casisimétricas y casicirculos

Comenzamos este apartado definiendo y analizando las caracteristicas de las fun-

ciones casiregulares.

Definicién 3.13 (Funcién K-casiregular). Sea U C C un conjunto abierto y K < oo.

Una funcién g : U — C es K-casiregular si, y solo si g puede ser expresada como:

g=foo,

donde ¢ : U — ¢(U) es K—casiconforme y f : ¢(U) — g(U) es holomorfa.

Observe que en particular todas las funciones casiconformes son casiregulares,

solo basta hacer f = Id en la definicién anterior.

Teorema 3.6. [5]. Sea U C C un conjunto abierto y K < oo. Una funcion g : U —
C es K-casireqular si, y solo si g es localmente K—casiconforme, a excepcion de un

conjunto discreto de puntos en U.

Las siguientes propiedades nos ayudaran a identificar con mayor facilidad funcio-
nes casiregulares sin tener la necesidad de estar comprobando directamente la defini-

cién.

Proposicién 3.1 (Propiedades de funciones casiregulares [5]). Sean U,V C C conjun-

tos abiertos. Los siguientes resultados se satisfacen:

(a) Si g : U — U es una funcion K-casireqular y g, : U — C es una funcion

Ks-casireqular, entonces go o g1 es Ky Ks-casiregular.

(b) Una funcién g : U — C es holomorfa si, y sélo si g es 1—casiregular.
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(c) Sig:U — C es casiconformemente conjugada a f : U — C y f es holomorfa,

entonces g es casireqular.

(d) Sig:U — C es casireqular y g*po = po casi en todos lados en U, entonces g es

holomorfa.

Es importante senalar que el pullback de un coeficiente de Beltrami definido casi
en todas partes por una funcion casiregular esta bien definido casi en todas partes,

véase [5].

Cuando escribamos:

(U1, 1) L (Us, o),

entenderemos que f : U; — U, es una funcion casiregular y que f*us = pp casi en
todas partes, donde p; y po son los coeficientes de Beltrami definidos en U; y U,

respectivamente.

Lema 3.2. (Lema clave de la cirugia [5], pdg. 60) Si S C S ~D es un conjunto
abierto, g 1 S — S es casireqular y pu es un coeficiente de Beltrami g-invariante en S
con ||p]|se ==k < 1, entonces existe una funcién holomorfa f : D" — D, donde D' C D

es abierto y tal que g y f son casiconformemente conjugadas.

Recordemos ahora que el conjunto T = R/Z estd identificado con el circulo uni-

tario S! := {z € C| |z| = 1}, via la parametrizacién t — e>™*

, por este motivo en
lo que sigue usaremos notacién compleja o angular indistintamente si esto no produce

confusion.

Definicién 3.14. (Casisimetria) Una funcién h : S' — C es casisimétrica si h es

inyectiva y para zi, 2, 23 € S*,

1 b |
M = Th(z) = h(zs)

~—
|
>
—~
N
no
~

07£|21—22‘:|22—23 =

para M > 1.
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Algunas veces h es llamada M-casisimétrica o casisimétrica de modulo M. En

notacién angular (es decir escribiendo H(t) := h(e*™)) la ecuacién toma la forma:

1 : <, (3.8)

para todo x.x +t,x —t € T, con t > 0.
En [28] capitulo 5, podemos encontrar la siguiente definicién equivalente.

Una funcién h : S! — C es casisimétrica, si h es inyectiva y si existe una funcién

continua y estrictamente creciente A : [0, +00) — [0, +00) tal que:

1 < ‘h<21) - h<22>| < )\ (M) 21 22 23 E Sl' (39)
A (—If:?”}) T h(z) = k() T\l -l T

Observe que si h(S') = S' y h es casisimétrica, entonces h™! también es casi-
simétrica. Ademas, una forma facil de generar funciones casisimétricas viene dada por

el siguiente resultado.

Teorema 3.7. [5]. Si h:S' — W(S') es un C'—difeomorfismo, entonces h es casi-

simétrica. Ademds, si h; : St — C, para j= 1,2 son casisimétricas. Tenemos que:
(a) Sihi(S') =S, entonces hy o hy : St — C es casisimétrica.
(b) Siy = hy(S') = ho(SY), entonces hy' o hy : St — S! es casisimétrica.
Por tltimo, definamos los conceptos de casiarco, casicirculo y casidisco.

Definicién 3.15. (Casiarco, casicirculo y casidisco) Un arco de Jordan (respectiva-
mente una curva de Jordan) v en C es un casiarco (respectivamente casicirculo) si

para algin C' > 0
diam 7y(z1,22) < Clz; — 23| para z1, 29 € 7,

donde 7(z1, 23) es el arco de didmetro mas pequeno de v que une z; y 2. Un dominio

de Jordan acotado por un casicirculo es un casidisco.
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La siguiente proposicion relaciona los conceptos de casiarco y casicirculo con el

de funciones casisimétricas.

Proposicién 3.2 (Casiarcos y casicirculos son curvas con parametrizacién casisimétri-
ca). St h : [a,b] — C (respectivamente h : S' — C) es casisimélrica, entonces su
imagen 7y es un casiarco (resp. casicirculo). Y reciprocamente si vy es un casiarco o un
casicirculo, entonces es la imagen de un intervalo o del circulo unitario bajo alguna

funcion casisimétrica.

3.3. Extension de Funciones

La construccién de funciones casiconformes casi siempre se hace pegando diferen-
tes funciones en ciertas regiones del plano complejo. Usualmente necesitamos interpolar
entre las funciones o llenar ciertas regiones con valores de frontera dados. Existen mu-

chos teoremas de extension que tratan estas situaciones. Como veremos en esta seccion,

las funciones casisimétricas en S! son precisamente los valores en la frontera (extensio-
nes continuas) de homeomorfismos casiconformes en el disco unitario y viceversa, una

funcién casisimétrica en S se puede extender a una funcién casiconforme en D.

Para las demostraciones y mayores comentarios de los ultimos 5 teoremas de esta

seccion referimos al lector a [5] Capitulo 2 o [16] Capitulo 4.

3.3.1. De dominios a fronteras

Iniciaremos esta secciéon enunciando el Teorema de Carathéodory.

Teorema 3.8 (Teorema de Carathéodory [28]). Si f : D — G un isomorfismo
conforme, donde G es un dominio acotado en C, entonces f tiene una extension con-
tinua ]?: D — G si, y sdlo si OG es localmente conexa. Ademds, f tiene una extension

continua e inyectiva a D si, y solo si OG es una curva de Jordan.

Si asumimos que f : D — G es un isomorfismo conforme y que G C C es un

dominio de Jordan con frontera v := 0G, entonces por el teorema anterior f tiene
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una extensién inyectiva y continua a f : D — G. Llamaremos a la funcién restringida

[ |st : S* — ~ una parametrizacién conforme de .

Teorema 3.9 (Extensién de funciones conformes en D [28]). Sea G C C un

dominio de Jordan con v := 0G y sea f : D — G un isomorfismo conforme. Entonces:
. ., .. S Sl . ,l . ., l
(a) ftiene una extension casisimétrica a S* si, y solo si vy es un casicirculo.

(b) Si~y es C™*' para algin n > 0, entonces las funciones f, f ..., f™ (funciones

derivadas) tienen extension continua en D.

(c) f puede ser extendida conformemente a algin disco de radio r > 1 si, y solo si~y

es analitica.

Una consecuencia de este ultimo teorema es que si existe una parametrizacion
casisimétrica (respectivamente diferenciable o analitica) de «, entonces para cualquier
f : D — G, la correspondiente parametrizacién conforme es casisimétrica (resp. di-
ferenciable o analitica). Ademds, si la curva de Jordan OG consta de una cantidad
finita de arcos los cuales son de clase C"*! o analiticos, entonces una funcién conforme
f DD — G se extiende a la frontera como una curva suave a trozos de clase C™ o una

funcién analitica a trozos respectivamente [7].

Ahora, analizaremos algunos resultados en el caso de que f sea casiconforme.

Teorema 3.10. Todo homeomorfismo K—casiconforme f : 1D — D se extiende conti-

nuamente como un homeomorfismo de S* a S*.

Por lo tanto, si G es un dominio de Jordany f : D — G es casiconforme. Tenemos

que f se extiende continuamente a un homeomorfismo de D a G.

Proposicién 3.3. Si f : D — D es casiconforme, entonces [ se extiende continua-

mente a una funcién casisimétrica f : St — St

Por lo tanto, si G C C es un casidisco y f : D — G es casiconforme. Tenemos

que f se extiende continuamente como una funcién casisimétrica f : S! — 9G.
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3.3.2. De fronteras a interiores

Dado un homeomorfismo f : S' — S! que preserva la orientacién queremos
encontrar una extension continua f : D — D, tal que f = f en S'. Observe que
f(re%“) = rf(e*™) cumple lo pedido, pero esta funcién suele presentar propiedades
indeseadas en z = 0. Existen otros caminos para extender a f y consideraremos varios

Ccasos.

Teorema 3.11. Sea f : S' — S! un C'-difeomorfismo que preserva la orientacion.
Entonces existe una extension f: D — D, la cual es un C'—difeomorfismo a trozos.
En particular la funcion f es casiconforme en D, y podria ser elegida tal que fuese la

identidad en un disco alrededor de z = 0.

El Teorema 3.11 falla cuando f no es diferenciable, sin embargo, si f es casisimétri-
ca en el circulo unitario, podemos construir una extensién la cual es casiconforme y

real analitica en el interior del disco.

Teorema 3.12. Supongamos f : S' — S' es un homeomorfismo casisimétrico que
preserva la orientacion. Entonces existe una extension f : 1D — D de f, la cual es real

analitica en D y que tiene las siguientes propiedades:
(a) Sio,m € Mob(D), entonces la extension de o o f o1 estd dada por o o for.

(b) ¥ es casiconforme en D,

donde Mob(D) = {f|f(z) = Z con a,b,c,d € C, ad —bc #0 y z € D}.

cz+d?

Finalizamos esta seccién con un teorema que sera de mucha utilidad en el siguiente

capitulo.

Teorema 3.13. Supongamos que Gy y Gy son casidiscos acotados por v, y Ya. St

f v — 7o es casisimétrica, entonces f se extiende a una funcion casiconforme

~

f:§1—>§2.



Capitulo 4
Dinamica Compleja

En el presente capitulo estudiaremos algunos conceptos y propiedades de la
dindmica compleja generada por la iteraciéon de una funcién holomorfa f : S — S,
centrandonos principalmente en el caso S = C. Definiremos terminologia importan-
te para estudiar de manera mas facil el capitulo final de esta tesis y de igual forma
enunciamos y demostramos algunos de los principales teoremas y resultados sobre los

sistemas dindmicos generados por la iteracién de funciones holomorfas.

Recordemos que las funciones definidas y holomorfas en todo C reciben el nombre
de funciones enteras. A continuacién damos alguna notacién y algunos resultados sobre

esta clase de funciones.

Proposiciéon 4.1. Sea f una funcion entera. Entonces uno de los siguientes tres casos

sucede:

(a) fes una funcion constante.
(b) f tiene un polo en oo.

(c) f tiene un singularidad esencial aislada en co.

Demostracion. Este resultado se sigue de la expansién de f en serie de Laurent, porque

=3 e,
n=0
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y cada uno de los casos anteriores corresponde a:
m q,=0,n2>1
» f(z) es un polinomio (existe un N € N tal que a,, = 0, para todo n > N).
= Hay infinitos n tales que a,, # 0.
Respectivamente. |

En el dltimo caso diremos que f es entera trascendente.

Al conjunto de funciones enteras trascendentes lo denotaremos por &, es decir,
E={f:C—C| f es entera trascendente}.

Ejemplo 4.1. Algunos ejemplos de funciones en la clase £ son las siguientes:
(a) f(z) = e
(b) g(2) = cos(z) + z* + 22 — 23.
(¢) h(z) = Asen(z), A eC.
Los siguientes teoremas estan relacionados con el estudio del rango de funciones

analiticas y vinculan directamente nuestro Capitulo 2 con el estudio de las funciones

enteras. Para su consulta el lector puede revisar [7].

Teorema 4.1 (Teorema Pequenio de Picard). Si f es una funcién entera que omite
dos valores, entonces f es constante, es decir, si existen a,b € C tales que, f(z) #a y

f(z) # b, para toda z € C, entonces f es constante.

Teorema 4.2 (Montel-Caratheodory). Si § es una familia de funciones analiticas en

una region G C C que no asumen los valores distintos a, b, c € C, entonces § es normal

en G.

Por lo tanto, si |f(G)| < R para toda f € §, con R > 0, entonces § es una familia

normal en G.
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Teorema 4.3 (Teorema Grande de Picard). Supongamos que una funcion analitica f
tiene una singularidad esencial en z = a. Entonces en cada vecindad de a, f asume
el valor de cada nimero complejo (con una posible excepcion) un niumero infinito de

veces.
Como consecuencia del Teorema Grande de Picard tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1. §i f es una funcion entera que no es un polinomio, entonces f asume

cada niumero complejo, con una posible excepcion, un numero infinito de veces.

Demostracion. Es suficiente observar que la funcién g(z) = f(1/z) tiene una singula-
ridad esencial en z = 0, porque f no es un polinomio. Asi, obtenemos la demostracion

simplemente al aplicar el Teorema Grande de Picard a esta funcién g. |

Compare el ultimo corolario con el Teorema pequeno de Picard.

4.1. Iteracién y Puntos Fijos

Si f € £, definimos n-ésima iterada de f (denotada por f°) de manera inductiva,

mediante:

fO=id =
fon—l—l — f o (fon)’ n> 1.
Observe que estas composiciones estan bien definidas, porque al ser f entera, se
tiene que f : C — C, de donde se cumple:

feE= freé.

Ademas, por la regla de la cadena tenemos:

n—1

() (z0) = [ L £/ (S (20))- (4.1)

k=0
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Definicién 4.1. Dada una funcién f € £ y un punto zy € C, definimos:

(a) La drbita hacia adelante de zg como el conjunto;

Ot (z) = {2z, = f"(20) : n € N}.

(b) La drbita hacia atrds de zp como el conjunto;

O (20) ={z: f"(2) = 20 : n € N}.

(¢) La gran orbita de zy como el conjunto;

O(z) = O (20) U {20} UOT(20).

Entender al sistema dinamico generado por las iteradas de f, significa entender
el destino de todas las d6rbitas en términos de sus condiciones iniciales, dicho de otro
modo, entender su comportamiento asintético conforme n tiende a infinito, por eso

hacemos la siguiente clasificacién.

Definicién 4.2. Dada una funcién f € £, un punto 2z, € C es llamado:
(a) Punto excepcional de f si O~ (z) es finita.
(b) Punto omitido de f si O~ (zg) es vacio.

(¢) Punto periddico de periodo n (o de orden n) de la funcién f, si n es el menor

natural que cumple que f°"(zy) = 2o.

(d) Punto pre-periédico de periodo n € N de la funcién f si existe m > 0 tal

quef°m(29) = f°™(20) y n es el minimo natural con esta propiedad.

Denotamos al conjunto de puntos excepcionales de f por E(f).
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Si zp es un punto periédico de periodo n, entonces O%(zg) es llamada una drbita
periddica, ademds, si n = 1, es decir, f(z9) = 2o, entonces diremos que zg es un punto

fijo de la funcion f.

Si zp es un punto preperiédico de periodo n, entonces ddecimos que O (zg) es

una orbita preperiodica.

Una érbita que no es periodica ni preperiddica en zy, se dice que es una orbita

errante.
Teorema 4.4. [24]. Si f € &, entonces E(f) consta de a lo mds un punto.

Ejemplo 4.2. La funcién f(z) = Ae* — A, donde A # 0, es una funcién entera tras-

cendente. Observe que,

f(z)=Xxe" = A= X" —1)= f(0) = A" — 1) =0,

por lo tanto, zp = 0 es un punto fijo de f.

Ejemplo 4.3. Para la funcién 22 — 1 tenemos que z, = 0 es un punto periédico de

periodo 2, porque:

f220) = fo(f() = f(-1) = (-1 -1=0= 2.
Observe que sus puntos fijos son las soluciones de la ecuacién f(z) = z o equivalente-

mente f(z) — z = 0, es decir, las soluciones de z? — z — 1 = 0.

No todas las funciones en la clase £ tienen puntos fijos, como lo muestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4. Analicemos la funcién f(z) = e® + z, entonces los puntos fijos z deben
satisfacer:

e+ z =z,
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= e4+2—2=0,

= e =0.

Pero la tltima igualdad no puede ocurrir, porque e¢* # 0 para toda z € C. Por lo

tanto, f(z) no tiene puntos fijos.

Definicién 4.3. Sea z; € C un punto periédico de orden n (f°"*(zo) = 2o). El nimero

A= (f"") (%) es llamado el multiplicador de z.

Algunas veces necesitamos referirnos al tipo de dindmica que se presenta en oo.

Con este fin, si f € &, diremos que el multiplicador A de zy = oo es:

_ d 1
A= (Fom)(A/2) | =0

Por la Ecuacion (4.1), el multiplicador esta bien definido. Ademads, con el multi-

plicador podemos clasificar la naturaleza de los puntos peridédicos.

Definicién 4.4. Sea f € £ vy 2y € C un punto fijo de orden n. El punto fijo 2, es

llamado:
(a) Super atractor, si |\| = 0.
(b) Atractor, si |A| < 1.
(¢) Repulsor, si |A| > 1.
(d) Indiferente:

a) Racional, si \* = 1 para algin n € N, es decir, A es raiz de la unidad.

b) Irracional, si X = > donde § € R\ Q.

Las siguientes definiciones y resultados sirven para entender el comportamiento

de los puntos ”cercanos” a un punto periédico.
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Definicién 4.5. Dado un p-ciclo atractor O(z) de f € &, definimos su cuenca de
atraccion A = Ay como el conjunto de puntos z € C, tales que f°™ converge a algin

zi € O(zp) conforme n — 0.

En seguida presentamos algunos resultados sobre las propiedades que se presen-
tan en vecindades de puntos periddicos dado su multiplicador. Observe que podemos
restringir nuestra discusion, sin pérdida de generalidad, a puntos fijos, porque un punto
periddico de orden n de la funcion f es un punto fijo de f°" y el multiplicador visto de

esta forma se conserva.

Vamos a convenir en decir que un punto fijo zg de una funcion f es topolégicamen-
te atractor, si existe una vecindad V' de 2y, donde la sucesion {f°"(zo)}nen converge
uniformemente a la funciéon constante 2y, y un punto fijo zy de una funcién f es to-
poldgicamente repulsor si existe una vecindad V' de zy, tal que para cada z € V' \ {z}

existe un n > 2 tal que f°"(z) ¢ V

Por tanto, si zy es un punto fijo repulsor, la inica érbita que estd completamente

contenida en V' es la érbita del punto fijo.

Teorema 4.5. [2/]. Un punto fijo de una funcion holomorfa es topolégicamente atrac-
tor si, y solo si su multiplicador X satisface |\| < 1. Ademds, un punto fijo de una fun-

citon holomorfa es topologicamente repulsor si, y solo si su multiplicador X\, satisface

Al > 1.

Por lo tanto, ahora conocemos el comportamiento de los puntos cercanos a un

punto fijo con multiplicador [A| > 1 o |A| < 1.

Una de nuestras principales herramientas para comparar y clasificar sistemas
dindmicos es la conjugacion, puesto que sistemas dinamicos conjugados son “lo mis-
mo”salvo un cambio de variable. Entre las principales propiedades de la conjugacién
estd que si f o g, entonces f°" o g°", entonces O(z) es transformado biyectivamente
sobre Oy(h(2p)) via la funcién h (Ecuacion (1.4)). En particular, érbitas periddicas son

llevadas a érbitas periddicas (del mismo periodo).
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Una propiedad o cantidad asociada a un sistema dinamico la cual es preserva-
da bajo conjugacién topoldgica (respectivamente C”, casiconforme, conforme, etc.) es
llamada invariante topolégica (respectivamente C”, casiconforme, conforme, etc.). Un
ejemplo de un invariante C* es el multiplicador de una érbita periédica, como muestra

el siguiente lema.

Lema 4.1. [4]. Sean X,)Y C C, y f, g y h, como en la Ecuacion (1.4), con h de

clase C1. Si zy es un punto p-periédico, entonces wy := h(zy) es p-periddico y

/

(f*) (20) = (9°)

(wo)-

Definicién 4.6. (Conjunto invariante) Un conjunto U C C es f-invariante o inva-
riante hacia delante bajo f : C — C, si f(U) C U. Decimos que U es invariante
hacia atrds bajo f si f~H(U) C U. Ademds, diremos que U es totalmente invariante o

completamente invariante bajo f si f(U) = f~1(U) =U.

Lema 4.2. [/]. Conjugaciones topoldgicas entre f y g envian conjuntos f—invariantes
sobre conjuntos g—invariantes. Lo mismo se cumple para conjuntos invariantes hacia

atras y totalmente invariantes.

Teorema 4.6. Sea f una funcion analitica y suponga que zy es un punto fijo repulsor

para f, entonces la familia de iteradas {f°" }nen de f no es normal en z.

Demostracién. Supongamos que la familia de funciones {f°"},en es normal en alguna
vecindad V' de zp. Como f°"(z9) = zp para toda n, entonces {f°"},en no converge a
oo en V. Por lo tanto, existe alguna subsucesién de {f°"},en, digamos { " bren, que
converge uniformemente a una funciéon g sobre V. Por el Teorema de Convergencia de
Weierstrass, tenemos que |(f")(z0)| — |g'(20)l, pero |(fe) (20)] = [Tj— I(f)'(z0)] =

|A|™ — oo porque |A| > 1y esto es una contradiccién con el supuesto de que (") (z0)] —
19'(20)]-

Por lo tanto, la familia de iteradas de f no es normal en z. [
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Como consecuencia del Teorema 4.6, tenemos que si f es una funcién analitica y
zp es un punto periddico repulsor para f, entonces la familia de iteradas {f°"},en de

f no es normal en z.

Teorema 4.7. Sea f una funcién analitica en un disco D,(zy) y sea zy un punto fijo
atractor, entonces la familia de iteradas {f°"}n,en de f es normal en alguna vecindad

de z.

Demostracion. Como f es analitica en un disco D,(z), dado £ > 0 y haciendo ¢; =

min{e, (1 —|f"(20)|)/2}, existe r(e1) > 0 tal que si z € D, (2), entonces:

- f/<20> < €1,

‘f(Z) — /(=)

Z— 20

:>’f(z)_f(20) <€+|f/(20)|<]-7
zZ— 20

= |f(2) = f(20)| < klz — 2] <1-7,

donde k = &1 +|f'(20)|. Ademds, como |f(z) — f(z0)| < r, entonces:

[F(£(2)) = F(f(20)] = [£%(2) — 20| < &1 <klf(2) = f(20)] < kk|z — 2,

= |f2(2) — 20| < K*|z — 20).
Por lo tanto, de manera inductiva llegamos a que
|7 (2) — 20| < K"z — 20].
Esto dltimo converge a 0 conforme n — oco. Observe que la convergencia es uniforme

en el disco D,.(zy) por la eleccién de r. Por lo tanto, { f°"} es normal en D, (z). |

Como consecuencia del Teorema 4.7, tenemos que si f es una funcién analitica y
zp es un punto periddico atractor para f, entonces la familia de iteradas {f°"},en de

f es normal en z.
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Observe que si zg es un punto fijo de f, donde f es una funcién diferenciable,
entonces f(z) alrededor de zy estd bien aproximada por su parte lineal, la ventaja de
trabajar con funciones lineales es que son mas faciles de iterar, asi que una pregunta
importante es; jcuando podemos encontrar un cambio de variable de tal manera que
f sea conjugada a su parte lineal?, o lo que es lo mismo jcuando es linealizable f7
En lo sucesivo se analizaran algunos resultados que responderan parcialmente a esta

pregunta.

4.2. Homeomorfismos del Circulo

Si un sistema dinamico posee una curva cerrada simple e invariante, entonces la
dindmica restringida a esa curva es conjugada a una funcion circular. Para esta secciéon

nuestras referencias principales son [8] y [27].

Definicién 4.7. Diremos que la funcién Ry : S' — S', con § € R y definida por

Ry(z) = ¥z es una rotacion rigida o simplemente una rotacion.

Para una rotacién rigida tenemos que si § € Q, entonces todos los puntos en S*
son periddicos y del mismo periodo. Si § € R\ Q, entonces no existen puntos periédicos

en St. Ademds, se cumple el siguiente resultado.

Teorema 4.8 (Teorema de Jacobi [8]). Si 0 € R\ Q, entonces todas las drbitas bajo

Ry son densas en S*.

Definicién 4.8. Sea f : S' — S! un homeomorfismo que preserva la orientacién.

Diremos que la funcién continua F': R — R es un levantamiento de f si,

Mo FF= foll,

donde IT : R — S! est4 dada por II(x) = e*™7.

Definicién 4.9 (Numero de rotacién). Sea f : S' — S' un homeomorfismos que

preserva la orientacién y sea ' : R — R un levantamiento de f. Definimos el nidmero
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de rotacion de x € F' como:

n—o0 n

rot(f) = (lim w) (mod 1).

Asi, el numero de rotacién estd en el intervalo [0, 1), es un invariante topolédgico

asociado a funciones circulares, y es independiente de la eleccién de F'y x, véase [8].

Si f tiene un punto fijo, entonces rot(f) = 0. De hecho, Poincaré mostro la validez

del siguiente resultado.

Proposicién 4.2. [27]. Sea [ : S' — S! un homeomorfismos que preserva la orienta-

cion, y sea F un levantamiento de [ tal que F(0) € [0,1). Entonces:
(a) ftiene un nimero de rotacion irracional si, y solo si f no tiene puntos periddicos.

(b) rot(f) =p/q, con MCD(p,q) = 1 si, y sdlo si f tiene un punto p-periddico zy tal
que F°U(zq) = xo + p, con I(zo) = 2.

Teorema 4.9 (Teorema de Denjoy [8]). Sea f : St — S! un difeomorfismo C? con

numero de rotacion irracional 6. Entonces f es conjugado a la rotacion rigida Ry.

Para resaltar la importacia del teorema anterior, diremos que un difeomorfismo
circular analitico sin puntos periédicos es (analiticamente) linealizable, si es analitica-
mente conjugado a una rotacion rigida. Por otra parte, diremos que el homeomorfismo

circular analitico f : S — S! es una funcién circular critica, si f tiene puntos criticos.

Teorema 4.10. [5]. Sea f :S' — S' una funcion circular critica con rot(f) = 6. Si 6
es de tipo acotado (véase Apéndice A) si, y solo si [ es casisimétricamente conjugada

a la rotacion rigida Ry.

4.3. Conjuntos de Fatou y Julia

Al estudiar fendmenos en la naturaleza nos encontramos de forma frecuente con

que estos son modelados por funciones, ya sea de variable real o compleja. Para com-
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prender o hacer predicciones y mejoras en los procesos, es necesario entender la esta-
bilidad de tal modelo en el sentido de ver como afectan, en los resultados finales, los
pequenos cambios en los parametros del modelo del fenémeno que estan involucrados.
Por esta razon, es muy importante el estudio de la dinamica de funciones para desa-
rrollar una teoria solida, que satisfaga la necesidad de entender el comportamiento de

ciertos modelos matemaéaticos.

Mucho puede ser mencionado sobre la teoria de dinamica holomorfa, pero nos
enfocaremos en los resultados principales que nos llevaran a una mejor comprension
del capitulo final, senalando como principal referencia para profundizar en los temas

de esta seccién a [4], [24] y [26].

En esta seccion utilizaremos la teoria presentada previamente, con el fin de de-
finir y analizar las propiedades de la separacion del espacio fase del sistema dinamico
holomorfo via el concepto de familias normales. Esta separacion dara los conjuntos
de estabilidad e inestabilidad asintética, para el sistema (dindmico) generado por la

familia de iteradas de una funcién f en la clase &.

Definicién 4.10. Sea f € £. El conjunto de Fatou de f o conjunto estable (denotado
por F(f)) es el conjunto formado por todos los puntos z € C tal que la sucesién de

iteradas de f forma una familia normal en alguna vecindad de z, es decir,

F(f)={z€C:{f"}.en es normal en alguna vecindad de z}.

También, definimos al conjunto de Julia de f o conjunto inestable (denotado por

J(f)) como el complemento del conjunto de Fatou,

J(f) = (F()"=C\F(f).

Para f € £ consideramos a la singularidad esencial como parte del conjunto de

Julia.

Los conjuntos de Fatou y Julia son preservados bajo conjugacion topoldgica, es
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decir, si h es un homeomorfismo tal que ho f = go h, con f y g holomorfa, entonces
J(g) = n(J(f)) y F(g) = h(F(f))-

Una vez definidos estos conjuntos veamos algunas de sus propiedades.

Teorema 4.11. [2/]. Si f € £, entonces se cumplen:

(a) F(f) es abierto y J(f) es cerrado.
(b) J(f) es perfecto, es decir, todo punto de J(f) es punto de acumulacion.

(c) F(f) es completamente invariante, es decir,

zeF(f) = f(2) € F(f).

Esto implica que J(f) también es completamente invariante.

(d) F(f") = F(f) y J(f*") = J(f) para todo n € N.

(e) J(f) ={z:z es un punto fijo periédico repulsor de f}.

(f) Todo ciclo atractor y su cuenca de atraccion pertenecen a F(f).

(9) Si A es la cuenca de atraccion de un ciclo atractor, entonces J(f) = 0A.
(h) Todo ciclo parabdlico o repulsor pertenece a J(f).

(1) J(f) # 0.

(5) J(f) es conexo o tiene una cantidad infinita no numerable de de componentes

conezas.
(k) J(f) tiene interior vacio o J(f)= C.

(1) Si zo € J(f) y U es una vecindad de zy disjunta de E(f), entonces C\ E(f)
c U, (fMU)). Por lo tanto, si K es un conjunto compacto disjunto de E(f),
entonces existe N > 0 tal que K C f*(U) para todo n > N.



4.3 Conjuntos de Fatou y Julia 64

La siguiente propiedad resulta 1til en la practica para hacer el bosquejo del con-

junto de Julia computacionalmente.

Teorema 4.12. Si zy € J(f) y z0 ¢ E(f), entonces J(f)= O~ (z).

Demostracion. Por ser J(f) es cerrado y completamente invariante, se cumple que

O~ (20) C J(f).

Para probar la otra inclusién, sea z; € J(f),2z1 # zo y supongamos que existe
una vecindad V' de dicho punto tal que VN O~ (z) = 0, esto es f"(z) # w con
neN, zeV, ywe O (z). Ahora, como |O~(z)| = oo, el Teorema de Montel nos

garantiza que {f°"},en es normal en V', lo que contradice que z; € J(f). Por lo tanto,

VNO (z) # 0, entonces z; € O~ (zp), asi J(f) C O~ (z). |

4.3.1. Teoria local de puntos fijos

En este apartado describiremos la dindamica local de f € £ en una vecindad
de un p-ciclo, después de reemplazar f por f°? podemos establecer nuestra discusion
solamente para puntos fijos. Ademas, aplicando a f una traslacion podemos asumir

que el punto fijo esta en 0. Entonces, podemos expresar a f como:
f(2) = Az +as?® +azz® +--- |

donde A = £'(0) es el multiplicador de f en el punto fijo 0, véase [33], Capitulo 6.

Para la demostracion de los cuatro teoremas siguientes el lector puede consultar [4]
o [24].

(a) Puntos fijos atractores y repulsores (|\| # 0,1). En el caso de puntos
fijos atractores y repulsores tenemos que f es localmente conformemente conjugada a

su parte lineal z — Az.

Teorema 4.13 (Koening). Si el multiplicador de f en cero satisface |\ # 0,1, entonces

existe una vecindad U de cero y una conjugacion local conforme w = ¢(z), donde
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0:U = o), p(0) =0y po fop Hw)=wen pUnN f1U)). La conjugacion ¢
es llamada una linealizacion de f en el punto fijo y es unica salvo multiplicacion por

una constante distinta de cero.

El teorema anterior es un resultado local, pero en el caso atractor la linealizacion

puede ser extendida a toda la cuenca de atraccion de el punto fijo.

(b) Puntos fijos superatractores (A = 0). En este caso tenemos que f € £
tiene un punto fijo en el origen, que ademas es punto critico. Aqui f es localmente
conformemente conjugada a w — w™, donde m — 1 es la multiplicidad del punto critico

(su orden como cero de f).

Teorema 4.14 (Bottcher). Sea f(2) = apz™ + amy12™™ +--+, conm > 2 y a,, # 0.
Entonces existe una vecindad U de 0 y una conjugacion local conforme ¢ : U — C que
conjuga f con w — w™. La conjugacion g es inica salvo multiplicacion por una (m-1)

raiz de la unidad.

La funciéon ¢ es llamada una funciéon de Bottcher y en este caso no podemos

extender a toda la cuenca de atraccién como en el caso (a).

(c) Puntos fijos parabdlicos (A = ¢*™/7), En este caso tenemos que el
multiplicador \ es una g-ésima raiz de la unidad, digamos e*™/9. Si tomamos la ¢-
ésima iterada de la funcion, reducimos el problema al caso donde A = 1. Por lo tanto,

basta considerar funciones de la forma:
f(z)=z+az"™ + 02" conm>0ya#0.

El entero m + 1 es llamado multiplicidad del punto parabdlico con A = 1, y es el orden

del cero de f — Id en el punto fijo.

Definicién 4.11. Suponga que f esta definida y es inyectiva en una vecindad U del
origen. Un conjunto abierto P C U es llamado un pétalo atractor para f en el punto

fijo si:
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(a) f(P)cPUf0}, (b) N, f"(P)={0}.

Un conjunto P C f(U) es llamado un pétalo repulsor para f en el punto fijo si P es
un pétalo atractor para f~1: f(U) — U, donde f~' denota la rama de la inversa de f

que deja fijo el origen.

Teorema 4.15 (Teorema de la flor). Supongamos que f tiene un punto fijo parabélico
de multiplicador X = 1 en el origen, con multiplicidad m + 1. Entonces existen 2m
pétalos {P; ?Zl, numerados ciclicamente alrededor del origen tales que P; es atractor
o repulsor dependiendo de si j es impar o par (respectivamente). Cada pétalo P; uni-
camente intersecta a Pj_1 y Pj+1 (los indices son tomados mod 2m), y es disjunto del

resto. Los pétalos pueden ser elegidos de tal manera que la union
PrU---UPy, U{0}

sea una vecindad abierta del origen.

Si f € £ es como en el Teorema 4.15, y si z # 0 tiene orbita infinita que converge
a 0, entonces su Orbita pertenece a alguno de los pétalos atractores P a partir de alguna

iterada de f en adelante. En ese caso diremos que la 6rbita de z converge a 0 a través

de P.

Definicién 4.12 (Cuenca de atracciéon parabdlica). Si zg es un punto fijo parabdlico
de f con multiplicador A = 1, y P es un pétalo atractor en 0, definimos la cuenca

parabdlica (de atraccién) de zy asociada a P como:

Ap = {z € <(C\ U f_"(zo)> | () = % a través de P} .

n>0

Observe que si el punto fijo parabdlico tiene multiplicidad m + 1, entonces tie-
ne exactamente m cuencas parabdlicas disjuntas. Ademads, las cuencas de atraccion
parabdlicas estan contenidas en el conjunto de Fatou y sus fronteras son parte del

conjunto de Julia.
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Teorema 4.16. Para cada pétalo P atractor o repulsor existe ¢ : P — C conforme, la
cual conjuga f con la traslacion w — w + 1 en PN f~YP). Asi el siguiente diagrama

conmuta:

PNfHP)

w—w+1

Figura 4.1: Representacién gréfica de un niimero complejo, en este ejemplo z = (2,2.5).

Si 0 es un punto fijo parabélico de f con multiplicador A = e2™?/7 £ 1 y si f4
tiene multiplicidad m + 1 en 0, entonces el nimero de pétalos atractores y repulsores

en el Teorema 4.16 es m = kq, para algin k € N.

(d) Puntos fijos irracionales indiferentes (A = ¢ 0 e R\ Q). Recor-
demos que 0 es el nimero de rotacion para g(z) = Az. Ademds, se cumple que 6 es un

invariante topolégico, véase [25].

En este caso analizaremos bajo qué condiciones impuestas a f € £ y a 6, tenemos
que f es localmente, conformemente conjugada a su parte lineal z — Az. Pero en

contraste con los casos anteriores, la respuesta completa aiin permanece abierta.

Un resultado conocido es el siguiente: Una linealizacién holomorfa es posible si,
y s6lo si el punto fijo pertenece al conjunto de Fatou ( [24], 11.1). Si este es el caso,
para alguna vecindad del punto fijo tenemos que hay una foliacién por medio de curvas
cerradas simples e invariantes, en las cuales todas las érbitas son densas (esto se debe
cumplir, porque tal es el caso para la funcién z — Az). La vecindad maxima del punto
fijo para la cual la linealizacién estd definida se llama disco de Siegel y en tal caso
llamaremos al punto fijo un punto de Siegel. A los puntos fijos que no son de Siegel
(con multiplicador A = €™ 6§ € R\ Q) les llamaremos puntos de Cremer y estos

ultimos pertenecen al conjunto de Julia.



4.3 Conjuntos de Fatou y Julia 68

En el siguiente teorema O(2?%) representa a una funcién tal que,

2
li )

=0.
z—0 22

Teorema 4.17. [35]. Sea f(z) = ¥z + O(2?) definida en una vecindad del origen,
con 0 € R\ Q. Si 6 es un nimero de Brjuno (véase Apéndice A), entonces f es
holomorficamente linealizable en una vecindad de 0. Ademds, si 6 no es un numero de
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Brjuno, entonces el polinomio cuadrdtico f(z) = €™z + 2% no tiene una linealizacion

local holomorfa.

En otras palabras, para la familia de polinomios cuadraticos tenemos que la con-
dicion de Brjuno es 6ptima para la linealizacion, y se sabe que la condicién también es
6ptima para la familia de funciones enteras z — Aze* [13], pero (por poner un ejemplo)
aun es una pregunta abierta si existe o no, un polinomio ctibico con un disco de Siegel

con numero de rotacién que no sea numero de Brjuno.

Teorema 4.18. [5]. Sea A un disco de Siegel con nimero de rotacion 0 € B, y f
una funcion holomorfa definida en una vecindad de A. Si OA es una curva de Jordan,

entonces contiene al menos un punto critico.

4.3.2. Componentes del conjunto de Fatou

Si X es un espacio topolégico y G un subespacio de X, entonces G es una com-

ponente de X si, y solo si:
(a) G es conexo y
(b) Si D es un subespacio conexo de X que contiene a G, entonces D = G.

Asi, las componentes de X son los subespacios conexos maximales de X.

Si f € £y U es una componente del conjunto de Fatou, entonces el comporta-

miento de la érbita de U bajo f tiene tres posibilidades (Figura 4.1):
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(a) fo"(U) C U para algin n € N. En este caso U es llamada una componente
periddica de F(f). Al minimo n que satisface esta propiedad le llamaremos el

periodo de la componente U, si n = 1 diremos que la componente U es invariante.

)

Figura 4.2: a) componente periédica, b) componente pre-periédica y ¢) componente
errante.

(b) fo™(U) es periddica para algun entero m > 1. En este caso llamamos a U una
componente pre-periodica. En particular, si U es pre-periddica pero no periddica,

llamamos a U una componente pre-peridédica propia.
(¢) Si U no es periddica o pre-periddica, llamaremos a U una componente errante.

Si U es p-periddica, entonces denotaremos por O(U) al ciclo de componentes de

Fatou al cual U pertenece.

Teorema 4.19. [24]. Sea f una funcion entera trascendente y U una componente
periodica de Fatou de periodo p, entonces se cumple solo una de las siguientes posibi-

lidades:

(a) U contiene un punto periddico atractor zy de periodo p y f"*(z) — 29, con z € U
cuando n — oo. En este caso el ciclo O(U) recibe el nombre de cuenca inmediata

de atraccion del ciclo atractor O(zy) (denotada por A°). Si zy es punto periddico
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superatractor, entonces O(U) es llamado p-ciclo de dominios de Botcher. En

cualquier otro caso O(U) es llamado p-ciclo de dominios de Schroder.

(b) OU contiene un punto periddico zy # oo de periodo p y para todo punto z € U
tenemos que f°"P(z2) — zo cuando n — co. Entonces zg es un punto fijo parabdlico
de multiplicador 1 para f°P. En este caso, O(U) es llamado cuenca inmediata
parabdlica de atraccion (p-ciclo parabdlico o p-ciclo de dominios de Leau) del

ciclo parabolico O(z).

(c) Existe un homeomorfismo analitico v : U — D tal que ¢ o fP op~1(z) = ¥z

para algin 0 € R\ Q. En este caso, O(U) es llamado p-ciclo de discos de Siegel.

(d) Para todo z € U, f°"P(z) — oo conforme n — oo. En este caso O(U) es llamado

un p-ciclo de dominios de Baker.

(e) Eziste 0 < r < 1 y un homeomorfismo analitico 1» : U — A,, donde A, es el
anillo A, = {z : r < |z| < 1}, tal que v o fP opY(z) = >z, para algin

0 € R\ Q. En este caso, O(U) es llamado un p-ciclo de anillos de Herman.

Para funciones en la clase £ no existen dominios de Baker, como lo muestra un
resultado de Eremenko y Lyubich [11]. Tampoco existen anillos de Herman, como lo

muestra el siguiente teorema.
Teorema 4.20. Sea f € &, entonces f no tiene anillos de Herman.

Demostracion. (Por contradiccién) Sea f € £ y supongamos que existe un p-ciclo de
anillos de Herman O(U), donde U es componente de Fatou. Aprovechando el hecho
de que F(f?) = F(f) tenemos que para g = f°? (observe que g € £ y por tanto, es
analitica en C) U es una componente invariante hacia adelante.

Sea 1) y A, como en (e) de la definicién anterior, y C' = {z € C: |z| = L=} Por
ser ¢ homeomorfismo analitico, tenemos que 1/1_1(0/) es una curva de Jordan contenida
en U, en particular ¢ es analitica en el interior de D = ¢~ 1(C") U int(y=(C")) y

continua en su frontera. Entonces por el Teorema del Médulo Maximo (1.19) g alcanza
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su méximo en la frontera de D y por tanto, debe existir un M > 0 tal que |z| <
M, para toda z € D. Entonces por el Teorema de Montel-Caratheodory (4.2) g es
normal en D, pero esto tltimo es una contradiccion, porque si fuera cierto tendriamos

que U C (DUU) yU # (DUU), de donde U no es componente de Fatou. |

Finalizamos este capitulo con el siguiente teorema, que da informacion sobre el

nimero de componentes completamente invariantes para las funciones enteras.

Teorema 4.21. [3]. Para [ € £, el conjunto de Fatou tiene a lo mds una componente

completamente invariante, tal componente es simplemente conexa y no acotada.
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Capitulo 5

2mi0

Dinamica de e“™ sen(z)

En este capitulo analizaremos brevemente algunos aspectos de sobre la dindmica
de la familia Xsen(z), centrandonos principalmente en el caso A = ¢* con § € I =
R\Q. Observe que para todo A € C tenemos que Asen(z) € £. Ademds, Asen(z) € ENS,
donde S es la clase de funciones f tal que el conjunto de puntos singulares de f~! es

finito (f\, = Asen(z) tiene como unicos valores criticos a A y —\).

5.1. El Espacio de Parametros

Al trabajar con familias de funciones, es comun que podamos representar a la
familia como una coleccion de funciones las cuales tienen una forma determinada, y sélo
hacemos variar algin parametro en un conjunto, para el cual, la familia de funciones

estd bien definida. Este es el caso para la familia f)(z) = Asen(z).

Definicién 5.1. (Espacio de pardmetros). Dada una familia uniparamétrica de fun-
ciones § = {f.}, el espacio de parametros de la familia § es el conjunto de los A\ para

los cuales f) esta bien definida.

También, definimos el conjunto:
M ={X:[f3"(c)| = oo},

73
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donde ¢ es punto critico de f\, para toda f) € §.
Observe que en la familia Asen(z) podemos poner ¢ = /2.

Algunos resultado conocidos para M, de la familia Asen(z), son (véase [9]):
(a) StAeEM = XeM,
(a) SIAe M= -XAe M,

(a) StAeEM = -\ e M.

Figura 5.1: Conjunto M para la familia f(z) = Asen(z). Los puntos verdes correspon-
den a los valores de A = €?™P/9, para p/q igual a 1, 1/10, 1/4 y 1/3.

La Figura 5.1 muestra el conjunto M para la familia A sen(z). Observe que anali-

2mif o5 analizar los

zar la dindmica de la familia fy(z) = Asen(z) en los pardmetros A = e
parametros A que estan localizados en el circulo unitario. Dividiremos nuestra discusién

en dos casos, cuando 6 € Q y cuando 0 € R\ Q.

5.2. Caso0cQ

En este caso sélo mencionaremos algunos resultados desarrollados en [9]. Ini-
ciamos enunciando un teorema que nos garantiza cémo es la dinamica de la funcion

fr(2) = Asen(z), para A = ™ y § € Q.
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Teorema 5.1. [9]. Sea f(z) = > sen(z), con 0 = p/q, p,q € Ny (p,q) = 1. Si q
es par, entonces existe un ciclo con g componentes de Fatou alrededor de cero. Si q es
impar, entonces existen dos ciclos con q componentes de Fatou cada uno. Las anteriores

son las unicas componentes de Fatou periodicas y tales componentes son acotadas.

Es decir, el nimero entero ¢ determina el comportamiento de las componentes
periddicas del conjunto de Fatou alrededor del cero, y las tres imagenes siguientes
ilustran este hecho. En las Figuras 5.2, 5.3 y 5.4 podemos visualizar el comportamiento
de las orbitas para algunos parametros; pareciera que sin importar cudal es el punto
inicial del conjunto de Fatou en nuestra iteracién, siempre terminamos en un ciclo
peridédico. Esto no es casualidad, ya que existe un importante teorema de Eremenko
y Lyubich [11], el cual, nos garantiza que para funciones enteras en la clase S no
existen dominios errantes. Asi, junto con el Teorema 5.1, concluimos que las demads
componentes del conjunto de Fatou que no estdn en los ciclos (mencionados en el

Teorema 5.1) son pre-periddicas.

Figura 5.2: Plano dindmico de f(z) = €*™"/9sen(z), con p/q = 1/3 y 6rbita de un
punto en el conjunto de Fatou (de color blanco).

Finalizamos esta seccién con un resultado sobre el conjunto M.
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Figura 5.3: Plano dindmico de f(z) = e*"/sen(z), con p/q = 1/4 y 6rbita de un
punto en el conjunto de Fatou (de color blanco).

Figura 5.4: Plano dindmico de f(z) = e*"/sen(z), con p/q = 1/6 y 6rbita de un
punto en el conjunto de Fatou (de color blanco).
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Teorema 5.2. [9]. Si f(z) = Agsen(2), con \g = €>™/% p g c Ny (pq) = 1.

Entonces existe una componente D, en M, que es tangente al disco unitario en A.

La Figura 5.1 ilustra este hecho.

5.3. Caso /e R\Q

Sea # € R\ Q y f una funcién holomorfa, tal que f(0) = 0y f(0) = Ao,
donde )\ = €2™. Bajo estas condiciones jserd linealizable la funcién f?, es decir, ; f
es conjugada a su parte lineal en una vecindad de cero? La respuesta depende del
parametro #; en 1919 G. A. Pfeiffer dio contra ejemplos a estas preguntas. En 1927,
Crémer probo que para algunos valores del parametro 6 incluso las funciones racionales
no son linealizables. En 1942, Siegel prob6 que hay valores de 6 (nimeros Diofantinos)
para los cuales la correspondiente funcién f es linealizable. La cuestion al final fue
resuelta por Brjuno [6] y Yoccoz [36], y coincide con el conjunto de los 6 irracionales
tales que el polinomio P(z) = Aoz + 22 es linealizable. Sin embargo, incluso en este caso
la naturaleza de la frontera del disco de Siegel no es completamente conocida, se sabe

que es conexa y que si es localmente conexa, entonces es una curva de Jordan [30].

Los primeros ejemplos de discos de Siegel cuya frontera es una curva de Jordan
fueron dados por Herman [14], en estos ejemplos las fronteras de los discos de Siegel
no contienen puntos criticos. Después, en 1987, Herman demostré que si la frontera
del disco de Siegel era casisimétricamente conjugada a una rotacién en S!, entonces la
frontera del disco de Siegel tiene un punto critico si, y solo si 6 es de tipo acotado. Pos-
teriormente Petersen probd que para ntimeros irracionales de tipo acotado el conjunto

de Julia J es localmente conexo [21].

En 2002 Graczyk y Swiatek probaron el siguiente resultado:

Teorema 5.3. Sea U un disco en C y h : D — U la funcion del Teorema 2.8. Supon-

gamos que f es una funcion analitica definida en alguna vecindad de U tal que f' # 0
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en U y se satisface la ecuacion:

foh(z) =ho R,(2),

para todo z € D, donde el numero de rotacion o es de tipo acotado. Entonces h puede

ser extendida como una funcion analitica en alguna vecindad de D.

Del Teorema 5.3, se desprende que si f es analitica y tiene un punto fijo con
multiplicador de tipo acotado, entonces el correspondiente disco de Siegel debe tener
un punto critico en su frontera o no estar compactamente contenido en el dominio de
definiciéon de f o ambos.

Por otro lado, Lasse Rempe en [29] realizé un estudio de diversas funciones en-
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teras, entre las cuales se encuentra e*™ sen(z), tal estudio estuvo enfocado en algunas

variaciones del siguiente resultado de Herman.

Teorema 5.4. [15]. Sea f € € con un disco de Siegel U. Si se cumple que el niimero de
rotacion de U es Diofantino, U estd acotado y si f: OU — OU es un homeomorfismo,

entonces OU contiene un punto critico.

En su articulo Rempe demostré que la hipotesis de que U sea acotado puede ser

removida para una gran clase de funciones enteras. Para ser precisos:

Teorema 5.5. [29]. Sea f € &, tal que su conjunto de valores singulares estd acotado.
St U es un disco de Siegel de fy f : OU — OU es un homeomorfismo, entonces U

estd acotado.

Por tanto, si se cumplen las hipotesis del Teorema 5.5 y ademas el nimero de

rotacién de U es Diofantino, entonces OU contiene un punto critico (Teorema 5.4).

Observaciéon: La clase de funciones enteras cuyo conjunto de valores singulares
esta acotado, recibe el nombre de clase de Lyubich-Eremenko y es cominmente deno-

tada por B.
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Teorema 5.6. [29]. Sea f € B, con SV(f) C J(f). Si U es un Disco de Siegel que
satisface SV (f)NOU =0, entonces [ : OU — AU es un homeomorfismo.

Al combinar el Teorema 5.6 con el Teorema 5.4 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.1. Sea f € B, con SV(f) C J(f). Si U es un Disco de Siegel con nimero
de rotacion Diofantino, entonces SV (f) N oU # (.

27l

5.3.1. Dinamica de ¢ sen(z), 0 de tipo acotado

En este apartado analizaremos con mas detalle las construcciones necesarias para
demostrar un resultado de G. Zhang [37], a saber: Para cualquier ntiimero irracional de

210 sen(z) es un

tipo acotado 0 < 6 < 1, la frontera del disco de Siegel de fy(z) = e
casicirculo que pasa por los puntos criticos 7/2 y —m/2. Sabemos de los comentarios
anteriores que fy tiene un disco de Siegel U centrado en el origen, con ntimero de

rotacién 6, cuya frontera contiene un punto critico.

La primera funcién de la que haremos uso es la funcién g(z) = (sen z)/2. Tenemos
que g(0) =0y ¢'(0) = 1/2, de donde se observa que g tiene un punto fijo atractor en
el origen. Sea () el maximo dominio del origen en el cual g es linealizable y ¢ : Q — D
es el homeomorfismo holomorfo que conjuga g a la funcién lineal L/ : 2 — 2/2 en D,

donde ¢'(0) > 0.
Lema 5.1. La funcion sen z no tiene valores asintoticos finitos.

Demostracion. Supongamos que (3 es un valor asintético finito de sen z, entonces existe

una curva continua y(t) C C, 0 <t < oo, tal que y(t) — oo y sen(y(t)) — S conforme

iz _e—iz
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t — 00. Sea y(t) = x(t) + iy(t). Recordemos que senz = , de donde tenemos
que |sen(z)| — oo cuando |Im(z)| — oo. Por tanto, se debe cumplir que |y(t)] < M

para alguna constante M > 0. entonces x(t) — oo. Ahora,

ey(t) —+ e_y(t) ey(t) — e_y(t):|

sen(y(t)) = sen x(t) {f} +icosa(t) [ 5
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Como z(t) — 0o, entonces existe una sucesion ¢, — oo tal que x(tx) = km, se sigue que
Re(B) = 0. De igual manera existe una sucesién ¢, — oo tal que z(t,) = 2k + 7/2.

Ademas, observe que

Resen(y(ty)) =

entonces Re(f) > 1y esto es una contradiccién. Por tanto, concluimos que sen z no

tiene valores asintOticos finitos. [ ]

: @
_—

L@

Llfi:z

Figura 5.5: Bosquejo de la relacién entre las funciones g, ¢ y Lq/2 (aqui " representa
a g(2)).

©F0

Como consecuencia del Lema 5.1 tenemos que ) esta acotado, porque de lo con-
trario sen z tendria un valor asintético finito, y por ser g(—z) = —¢g(z) deducimos que 2
es simétrico alrededor del origen. Ademas, €2 contiene un punto critico de g (Teorema

4.18).

Analizando la funcién ¢ y comparandola con t(z) = ¢(Z) en una vecindad del
origen, tenemos que t'(0) = ¢'(0) y que t(z) = ¢(z), entonces ¢|g es una funcién real, y
como ¢ es inyectiva en (), entonces 0} contiene exactamente dos puntos criticos de g,
a saber /2 y —m/2. Ademds, 02 es real analitica en todos lados salvo en sus puntos
criticos, entonces 0f) es un casicirculo.

Sean ¢; = —7/2, co =7w/2, & = g(c1) = —1/2, 7 = g(99) y sea ' la componente
no acotada de C \ 7. Observe que £ € 7'. Como consecuencia del Teorema 2.8, existe
para cada ) € 9§ una tnica funcién analitica u, : € — C \ 2 tal que p,(c0) =00y

pn(§) = .
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Lema 5.2. La funcion p, es impar.

Demostracion. Como g(z) es impar, tenemos que ' y C \ €2 son simétricos respecto al
origen. Sea r(z) = —pu,(—=2). Entonces r : O/ — C \ © es un isomorfismo analitico tal
que 7(00) = py(00) y 7(§) = py(&). Por la unicidad de p,, concluimos que r = p, y por
lo tanto, p,(2) = —p,(—2). [

1yl €) Hy

‘/-"—___"\ "I.-j
-
Qf

Figura 5.6: Funciones p,, g y ¢.

Observe que para 1 € 99, F,, = i, © glapn es un homeomorfismo. Asi, se cumple

el siguiente resultado.

Lema 5.3. [18]. Existe un unico n € 0S) tal que el nimero de rotacion de F, : OS2 —
0N es 6.

El siguiente lema sera de utilidad para agrandar el dominio de definicién de las

funciones analiticas.

Lema 5.4. [1]. Sea U un dominio tal que v C OU es un segmento de curva abierto
y real analitico. Supongamos que f es una funcion analitica definida en U tal que f
puede ser continuamente extendida a v y f(7v) es un segmento de curva real analitico.
Entonces f puede ser continuada analiticamente a un dominio que contenga a vy en su

nterior.

Ahora, sea v : C \D — C \ Q la funcién garantizada por el Teorema de la
Aplicacién de Riemann tal que ¢ (o0) = oo y ¥(1) = ¢;. Usando un argumento andlogo

al del Lema 5.2 concluimos que v es impar. Observe que (—1) = ¢s.
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Lema 5.5. [37]. El homeomorfismo del circulo f = ¢! o F,o1 : S' — S puede
ser analiticamente extendido a una vecindad abierta de S' tal que f tiene por puntos

criticos 1y -1.

J"--"'[f.‘)
VR g ¢
—"

Figura 5.7: Relacion entre f, F, y (.

Entonces, aplicando el Teorema 5.3 a la funcién f, tenemos que f = ¢ 1o F, 01 :
St — S! es casisimétricamente conjugada a la rotacién Ry, porque 8 es de tipo acotado.
Sea h : S! — S' el homeomorfismo casisimétrico tal que h(1) =1y f =ho Rgoh™".

La funcién h asi definida, es unica e impar, véase [37].

Lema 5.6. (a) La funcion p, puede ser extendida a un homeomorfismo casiconforme

Ly C — C tal que fn(—2) = —1i,(2).

(b) La funcion i puede ser extendida a un homeomorfismo casiconforme ’l:/;: C—C

tal que {Z)\(—z) = —@//)\(z)

(c) La funcion h puede ser extendida a un homeomorfismo casiconforme H : D — D
tal que H(—z) = —H(2).
En particular 1(0) = n(0) = H(0) = 0.

Demostracion. Las demostraciones de (a), (b) y (c) son similares, asi que s6lo demos-
traremos (a). Sea 2" la componente no acotada de C \ 7. Observe que ©" es simétrica
alrededor del origen. Sean ¢1 : D — Q" y ¢5 : D — € los isomorfismos conformes tales
que ¢1(0) = ¢2(0) = 0. Como 2 y 2" son simétricos alrededor del origen, entonces ¢,

Y ¢o son impares.
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Definamos la funcion s = ¢, 1ouno¢1 : S — S, observe que es un homeomorfismo
y que también es impar. Esta funcién s puede ser extendida a un homeomorfismo
5:D — D tal que 5(—z) = —5(z), véase [10].

Ahora, si f1,(2) = p,(2) para z € C \ Q" y fi,(2) = ¢2 050 ¢, (2) para z € O,

tenemos que i, es la extensién deseada, véase Figura 5.8. |

fgl&) /\M 0’

! F,
--—’.‘ —'1
(", €y g S

Figura 5.8: Extension de .

Consideremos a los conjuntos € = {z + kn|z € Q}, donde k € Z. Observe que
Qo = Q y que los conjuntos €2, son disjuntos dos a dos (esto por el hecho de que g es
inyectiva en €)).

Definamos:
(

(0 9)(2) para z € C\ Uyep .

fo(z) = IZO HloRyoHo 12_1(,2 —kmr)  para z € Qf, k par,

—poH YoRyoHot'(z—km) para z €, k impar.
\

De la definicién de ]/”; deducimos que ﬁ) es impar y J/”;(z +7) = —ﬁ(z), donde el

conjunto de ceros de f es {km | k € Z}.

Ahora, definamos v, una estructura compleja ﬁ—invariante. Sea vy la estructura
compleja estandar. Para z € Q, v es la estructura compleja dada por (1//1\0 H=Y* (1),
para z € C\Q tal que existe un m > 1 con la propiedad fe’”(z) € Q definimos v(z) como
(]/“;m)*(l/o)(z), y para los casos restantes v(z) = 0. La estructura compleja asi definida

es ]/‘;—invariante v |[[V]le < 1 [37]. Por el Teorema 3.6, existe un tnico homeomorfismo
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casiconforme w : C — C el cual deja invariantes a 0, 27 e 0o y resuelve la ecuacién de

Beltrami dada por v.

Om©O ()
g

jfg=coc

Figura 5.9: Relacién entre las funciones g, H, v, w, Ry y [,

Observe que {b\ o H~! es impar, de donde tenemos que el campo de elipses infini-
tesimales dado por ¢ o H~! es simétrico respecto al origen, es decir, v(z) =v(—2),y
como fy es impar y J/C\g(z +7) = fg(z) tenemos que v(z + 7) = v(z2).

Otras propiedades que cumplen las funciones que acabamos de definir son:
Lema 5.7. [37].

(a) La funcion w es impar, ademds

wiz+n)=wk)+m, wr/2)=71/2 y w(—7/2) =—n/2.

(b) SiT = woﬁ;ow‘l, entonces T' es impar, periddica (con periodo 2w ) y el conjunto

de ceros de T es {km | k € Z}. Ademds, T'(z) = C'sen z.
Finalmente podemos presentar el resultado principal.

Teorema 5.7. Para cualquier niumero irracional de tipo acotado 0 < 0 < 1, la frontera
del disco de Siegel de fo(z) = €™ sen(z) es un casicirculo, el cual pasa por los puntos

criticos w/2 y —mw /2.

Demostracion. Sabemos que T'(z) = C'senz y que T'(z) tiene un disco de Siegel cen-

trado en el origen con numero de rotacién 6, entonces C' = X\ = > es decir,
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T(z) = Asenz. Asi, concluimos por construccién de la funcién T, que la frontera
del disco de Siegel de Asen z es un casicirculo que pasa por los dos puntos criticos /2

y —m/2. [

Las Figuras 5.10, 5.11 y 5.12 muestran ejemplos de discos de Siegel en la familia
Asen z, asi como el comportamiento de la orbita de algunos puntos en el conjunto de

Fatou.

Figura 5.10: Ejemplo de un disco de Siegel en la familia A sen z, los puntos blancos son
la 6rbita de un punto en el interior del disco.
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Figura 5.11: Ejemplo de un disco de Siegel en la familia A sen z, los puntos blancos son
la 6rbita de un punto inicial en el conjunto de Fatou, pero no en el disco. Recordar que
las componentes en el conjunto de Fatou son pre-periddicas.

Ll

; : 3
T T M

Figura 5.12: Disco de Siegel en la familia Asen z, en este caso 6 es el niimero aureo.
Por los resultados aqui presentados /2 y —m/2 pertenecen a la frontera del disco de
Siegel, ademds, por [29] A y —\ también pertenecen a la frontera del disco, véase [29],
Figura 1.



Apéndice A
Numeros Irracionales

El presente apéndice sirve para definir y enunciar algunos conceptos y propiedades
sobre la clasificacion de los nimeros irracionales, que seran de gran ayuda para entender

algunos resultados que se presentan a lo largo de este trabajo de tesis.

A.1. Numeros Diofantinos

Recordemos que si a es un numero irracional, entonces una aproximacion a « es
una sucesiéon de nimeros racionales que converge a . Con esta nocién, nos interesa
analizar el comportamiento de las distintas aproximaciones a un numero irracional «

y por esta razén enunciamos la siguiente definicion.

Definicién A.1. Sea v : N — R, una funciéon. Diremos que el ntimero irracional
esta aproximado a una velocidad 1 si, y s6lo si existe una cantidad infinita de niimeros

irracionales p/q tales que

< Y(q).

q
Con la definicién anterior formamos la siguiente clasificacion:
Definicién A.2. Diremos que un numero irracional « es:

» Lento si, y sélo si existe € > 0 tal que a no estd aproximado a velocidad (q) =

—2
eq -,

87



A.1 Numeros Diofantinos 88

» Rapido si, y solo si existe v > 0 tal que « estd aproximado a velocidad ¥(q) =

q_(2+7) ,

» Super rdpido si y s6lo a estd aproximado a velocidad 1(q) = ¢~?*7) para todo

v > 0.

Observe que si un nimero irracional « estd aproximado a velocidad ), entonces
también estd aproximado a velocidad 1 para cualquier ¥ > 1)y. También, podemos
calcular la funcién ¢g(q) = T;Lei%ﬂa — p/q| y tenemos que a puede ser aproximado a una
velocidad ¢ < ¢q siempre y cuando se cumpla que ¥(q) = ¢o(q) para una cantidad

infinita de g, pero a no puede ser aproximado a una velocidad ¥ para ¢ < ¢q.

Definicién A.3. Sea ¢ : N — R, una funcién. Diremos que el ntimero irracional
estd a una distancia ¢ de los nimeros racionales si, y sélo si para todos los nimeros

racionales p/q tenemos que

<P<Q)<‘Oz—§ :

De la Definicién A.3. y del comentarios previo a esta, tenemos que un numero

irracional « estard a una distancia ¢ de lo nimeros racionales para cualquier ¢ < ¢q.

Diremos que un nimero irracional es:

s Malamente aproximado si, y solo si existe € > 0 tal que «a estd a una distancia

o(q) = £q~? de lo ntimeros racionales,

» Diofantino de clase D(v,¢) si, y sélo si existe ¢ > 0 tal que « esté a una distancia

#(q) = eq7 de los nimeros racionales.

Teorema A.1 (Louville [22]). Si el nimero irracional a satisface la ecuacion polindmi-

ca con coeficientes enteros f(a) =0 de grado d, entonces o € D(d).

El teorema de Louville establece que todos los nimeros algebraicos son de cla-
se D(o00). También, Louville aport6 los primeros ejemplos de ntmeros trascendentes

(nimeros que no son solucién de ecuaciones polinémicas con coeficientes enteros), esto
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es niimeros que no son de clase D(cc), tal es el caso de Y p- 107" Sin embargo, se
sabe que el numero 7 es de clase D(42). Un ejemplo de un ntimero trascendente de

clase D(+) es el nimero de Euler e.

A.2. Fracciones Continuas

Dado un a € R su representacién en fracciéon continua es una expresion de la

forma:

o = ag + T

donde ag € Z y a; € N, Vi € N. Esta representacion se denotara por

a = [ag; a1, as, az, ay, ...] .

Algunos resultados conocidos sobre las fracciones continuas son los siguientes,

véase [34]:

» La representacion en fraccion continua de un ntimero real es finita si, y sélo si

ese numero es racional.

» La representacién en fraccién continua de un racional es tnica siempre que no

acabe en 1.

s Los términos de una fraccién continua se repetiran si, y sélo si representa a un

irracional cuadratico.

De lo anterior se deduce que la expansion en fraccién continua de un numero

irracional es infinita y unica.

Definicién A.4. Dado un ntmero irracional « = [ag; a1, as, ...] el n—ésimo convergente

es el numero racional p, /g, = [ao; a1, ..., ay].
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La sucesion {p, /¢, }nen converge a «, esta sucesion es la mejor aproximacién a «

porque para cualquier otro nimero racional a/b tal que b < g,, se cumple:

DPn ’ a
a——|<|la——|.
Gn b
Ademas, para n > 1 se cumple:
1 1 Dn 1 1
— < <la—" < <.
ZQnJrl Qn(Qn + qn-i-l) qn dndn+1 4y

Lo cual muestra que todos los niimeros irracionales estan aproximados a velocidad

¥(q) = q~2, y por lo tanto, ningiin nimero irracional estd a una distancia ¢(q) > ¢ 2.

También podemos clasificar via las propiedades de su expansion en fraccion con-

tinua.

Definicién A.5. Diremos que el nimero irracional « = [ag; ay, as, ...] es de tipo aco-

tado, si existe M > 0 tal que a,, < M para todo n.

Proposicién A.1. [31]. Para un nimero irracional v las siguientes proposiciones son

equivalentes:
(a) « es de tipo acotado,
(b) a es lento,
(c) a es malamente aprozimado.

Observe que los numeros irracionales de grado 2 son de tipo acotado (porque
tienen expansién en fraccién continua eventualmente periédica), pero es una pregunta
abierta el saber si los ntimeros irracionales de grado mayor o igual que 3 son de tipo

acotado.

Proposiciéon A.2 (Definicién alternativa de D(7) [32]). Un nidmero irracional 0 per-

tenece a D(7y) si, y s6lo si guy1 < C¢*~t para toda n > 0 y para alguna constante C
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independiente de n. En particular,

0e D2 < {qz—“} <C < {an}n es acotado.

n

Definicién A.6. Un numero irracional satisface la condicién de Brjuno si, y sélo si

e}

log gn

n=0 in
donde ¢, es el denominador del n—ésimo convergente de a.

Se sabe que todos los niimeros Diofantinos satisfacen la condiciéon de Brjuno, y
que existen nimeros (por ejemplo o = [ag; a1, as, ...], donde a, = 10™) que no son de

clase D(o0) pero satisfacen la condicién de Brjuno.
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