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Introduccion

La topologia (es probablemente la més joven de las ramas cldsicas de
las matematicas) a diferencia del dlgebra, la geometria y la teoria de los
nimeros, cuyas genealogias datan de tiempos antiguos, aparece en el siglo
XVII, con el nombre de analysis situs, esto es, andlisis de la posicién. De
manera informal, la topologia se ocupa de aquellas propiedades de las figuras
que permanecen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas,
contraidas o deformadas, de modo que no aparezcan nuevos puntos, o se
hagan coincidir puntos diferentes. La transformacion permitida presupone,
en otras palabras, que hay una correspondencia biunivoca entre los puntos
de la figura original y los de la transformada, y que la deformacion hace
corresponder puntos prorimos a puntos prorimos.

En 1679, G. Leibniz (1646-1716) publica su famoso libro Characteristi-
ca Geometrica, en el cual (en términos modernos) intenta estudiar mas las
propiedades topoldgicas que las puramente métricas de las figuras. Insiste en
que, aparte de la representacion coordenada de figuras, “se mecesita de otro
andlisis, puramente geométrico o lineal, que también defina la posicion, como
el dlgebra define la magnitud”.

Los matematicos en el siglo XVIII muestran poco interés en topologia,
con la excepcién de L. Euler (1707-1783) cuyo genio comprende todas las
matematicas. En 1736, Euler publica un articulo con la solucién al famoso
Problema de los puentes de Konigsberg, titulado “Solutio problematis ad geo-
metriam situs pertinentis”. El titulo ya indica que Euler es consciente de que
esta trabajando con una clase diferente de matematica, en la que la geometria
ya no es importante.

Un camino en el cual se desarrolla la topologia es a través de la genera-
lizacion de ideas de convergencia. Este proceso se inicia en realidad en 1817
cuando B. Bolzano (1781-1848) asocia la convergencia con un subconjun-
to acotado infinito de numeros reales, en vez de pensar exclusivamente en
convergencia de sucesiones de nimeros.

G. Cantor (1845-1918) introduce en 1872 el concepto de conjunto derivado
(o familia de puntos limite) de un conjunto. Define los subconjuntos cerrados
de la recta real como aquellos conteniendo a su conjunto derivado e introduce
la idea de conjunto abierto, un concepto clave en la topologia de conjuntos.
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Define también el concepto de entorno de un punto. Ademas, Cantor obtiene
importantes teoremas e introduce las nociones de punto aislado, frontera de
un conjunto y lo que es un conjunto denso. De esta manera, Cantor funda
la Teoria de Conjuntos y establece parte de las proposiciones y conceptos
basicos de la topologia. Desde la apariciéon de los trabajos de Cantor hasta
finales del siglo XX, la teoria de conjuntos y la topologia constituyeron una
misma disciplina.

Durante los anos 1920-1930, se demostraron varios de los teoremas fun-
damentales de lo que ahora se conoce como Topologia General (o Topologia
de Conjuntos). Por ejemplo, el célebre teorema de Tychonoff: el producto
de espacios compactos es compacto. Este teorema es tanto conjuntista como
topoldgico e ilustra como, incluso hasta fines de los anos 20, la Topologia y
la Teoria de Conjuntos permanecian estrechamente relacionadas.

En 1906, M. Fréchet (1878-1973) llama a un espacio compacto si cada
subconjunto infinito acotado contiene un punto de acumulacién. Fréchet es
capaz de extender la nocién de convergencia de un espacio euclideo, defi-
niendo los espacios métricos. Prueba ademas, que los conceptos de abierto y
cerrado de Cantor se extienden naturalmente a espacios métricos.

En el Congreso Internacional de Matematicos de Roma de 1909, F. Riesz
(1880-1956) propone un nuevo acercamiento axiomatico a la topologia, basa-
do en una definicién conjuntista de puntos limite, sin un concepto de distancia
subyacente. Unos cuantos afnos mds tarde, en 1914, F. Hausdorff (1868-1942)
define los entornos a través de cuatro axiomas, de nuevo sin consideraciones
métricas. Este trabajo de Riesz y Hausdorff realmente da lugar a la definicién
de espacio topoldgico abstracto.

Para hablar de convergencia en general sobre espacios topoldgicos, nece-
sitamos extender el concepto de sucesion a los conceptos de redes y filtros.

Las redes y filtros son las dos principales aproximaciones a una teoria
general de convergencia y puntos clausura en topologia, donde cada concepto,
tiene su propio mérito.

La alianza entre Topologia y Teoria de Conjuntos ha desarrollado la teoria
de compactaciones y de los espacios de ultrafiltros. El concepto de ultrafiltro
aparece definido por F. Riesz en 1908, en un articulo en el que se hacen
notar las posibilidades de los ultrafiltros para definir con ellos puntos de
acumulacion y llevar a cabo procesos de completacion. Pero fue Henri Cartan
quien hasta 1937 present¢ la introduccion explicita de los conceptos de filtros
y ultrafiltros, definiendo convergencia y puntos de acumulacién. A partir de
ese momento se obtuvieron caracterizaciones de conceptos expresables en
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términos de convergencia tales como la compacidad. Uno de los personajes
mas importantes en el desarrollo de resultados relacionados con tal concepto
fue Bourbaki en 1940.

Por otro lado, el concepto de red, fue introducido por E. H. Moore y H. L.
Smith en 1922. Dicho concepto, es en cierta forma, una generalizacién de la
nocion de sucesion, y el objetivo de tal generalizacion fue para el uso en espa-
cios topoldgicos. Aun no es claro si Moore y Smith sabian de cémo las redes
podrian ser usadas para definir la compacidad. Esta conexion es usualmente
acreditada a Birkhoff; ademas, la convergencia en general sobre espacios to-
polégicos fue descrita en términos de redes por este ultimo personaje en 1937,
aunque fue un tanto limitada y en cierto modo complicada. Mas adelante, la
nocién de red fina fue definida en el libro de Moore en 1939 (vea [8]), vy la
descripcion apropiada de convergencia en general sobre espacios topolégicos
en terminos de redes fue dada por Kelley en 1950.

La equivalencia de ambas teorias fue mostrada por Bartle en 1955, asi co-
mo por Bruns y Schmidt en el mismo ano.

En esta tesis, introducimos una clase especial de redes llamadas k-redes,
basdndonos en el articulo “A theory of convergence and cluster points based
on k-nets” publicado por el matemaético R. E. Hodel en 2010 (ver [3]), con el
objetivo de darle seguimiento y desarrollo a este nuevo concepto, para poder
obtener nuevas pruebas de resultados importantes en mateméticas que sean
tal vez, de una manera mas sencilla, al mismo tiempo, extender los resultados
relacionados a esta teoria.

Una s-red es un tipo especial de red y por lo tanto, tiene los recursos in-
tuitivos de redes, pero su naturaleza especial toma ventaja de muchas de las
mas utilizadas propiedades de filtros. El trabajo consta de cuatro capitulos.
El primero estd conformado de tres secciones, en las cuales se enuncian va-
rios resultados relacionados a los temas de topologia, teoria de conjuntos (en
particular sobre cardinales y ordinales) y algunas definiciones sobre funcio-
nes cardinales; ademas de algunas convenciones y notaciones. En el segundo
capitulo, se tratan algunos resultados que consideramos mas relevantes sobre
los conceptos de redes y filtros; ademés, se muestran algunas aplicaciones de
estos conceptos en la topologia y, al final del capitulo, se muestra un pequeno
panorama sobre la relacién tan natural que existe entre ellos. El tercer capitu-
lo, en el cual consideramos que da comienzo la parte principal de la tesis,
consta de tres secciones. En la primera, se da una introduccion al concepto
de k-red. Enseguida, se muestra la definicion de p-convergencia y puntos p-
clausura; ademas, mostramos los resultados que son base para el desarrollo
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del restante capitulo y también del cuarto . En la segunda seccién, se habla
de la relacion que existe entre el concepto de x-red con los conceptos de su-
cesiones, k-sucesiones y redes donde su conjunto dirigido tiene cardinalidad
a lo mas k. En la tercera seccién, se introducen los conceptos de espacios k-
Fréchet y espacios k-red, los cuales, en cierto modo, extienden los conceptos
de espacios Fréchet y espacios secuenciales a cardinales mas grandes; ademas,
al final de esta seccion, se mencionan unos cuantos resultados sobre espacios
k-transitivos, radiales y pseudoradiales. Finalmente, en el cuarto capitulo,
que consta de cuatro secciones, se muestran resultados que en cierta forma
generalizan a muchos que ya son bien conocidos. De manera mas especifica,
la primera seccién sirve para introducir la definiciéon de p-compacidad, pe-
ro no sin antes mencionar varios resultados acerca de esta propiedad y de
los cuales muchos de ellos ya han sido tratados desde hace tiempo. En la
segunda seccién, se menciona el concepto de espacio Lindelof en términos
de (k,w)-redes y ademads, se da una unificacién aproximada de los teoremas
para el producto de espacios topoldgicos. En la tercera seccion, se enuncian
algunas propiedades relacionadas a la p-compacidad, principalmente, se tra-
tan ideas relacionadas a la k-compacidad inicial. Finalmente, en la cuarta
seccién, presentamos algunas aplicaciones de k-redes a las funciones cardi-
nales, de manera mas precisa, enunciamos dos teoremas muy importantes en
funciones cardinales (ambos debidos a Gryzlov), en términos de x-redes y
demostrando tales teoremas haciendo uso de resultados que se han tratado
a lo largo de la tesis.

Javier Casas de la Rosa

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Puebla, Puebla, México

Agosto de 2012
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Capitulo 1

Preliminares

Los requisitos para la lectura de este trabajo son conocimientos sobre
algunos hechos basicos de Teoria de Conjuntos y Topologia General. La fina-
lidad del presente capitulo es dar al lector esos conceptos y resultados basicos
que se requeriran a lo largo de la tesis. Gracias a la existencia de excelentes
obras en las que se exponen de manera profunda y detallada los temas antes
mencionados, el material que presentamos en este capitulo se dara de forma
superficial y la mayoria de los resultados en este capitulo se presentan sin
demostracion. No obstante, siempre senalamos una referencia al resultado
en consideracion, para que de esta manera el lector pueda estudiar alguna
demostracion.

La primera seccion presenta un breve estudio sobre Teoria de Conjuntos,
de manera especifica, se habla sobre cardinales, ordinales y algunos resultados
sobre ellos que se usaran mas adelante. En la segunda seccion se daran los
aspectos necesarios sobre Topologia General para la buena comprension de
la tesis, por ejemplo, se ofrecen definiciones y resultados de Topologia para
tratar ejemplos particulares presentados en el ultimo capitulo. En la tercera
seccion, se dan algunas definiciones de funciones cardinales que en su mayoria,
se utilizan al final del dltimo capitulo en este trabajo; también se enuncian
unos resultados de principios combinatorios sobre ultrafiltros.

1.1. Cardinales y Ordinales

En el presente trabajo adoptamos la notacién usual de teoria de conjuntos.

Definicién 1.1. Un conjunto o es un numero ordinal (o simplemente un
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ordinal) si:

(1) « es transitivo (i.e. todo elemento de v es subconjunto de ),

(17) v es bien ordenado por la relacion de pertenencia restringida a o, que se
define por €,= {(a,b) :a € a,b € o y a € b}.

Cada ordinal es el conjunto de los ordinales menores que él; de donde si
0 v a son ordinales, entonces [ < o y § € « son equivalentes. Un ordinal «
es un ordinal sucesor si existe un ordinal  tal que o = + 1. En otro caso se
dice que « es un ordinal Iimite. Note que si « es un ordinal limite, entonces
paratodo B €, f+1€ a.

Sea (7, : p € #) una sucesién de ordinales de longitud §. Decimos que la
sucesion es creciente si v, < 73, siempre que p < 3 < . La cofinalidad de un
ordinal Iimite, o, denotada con el simbolo ¢f(«), es el menor ordinal € para
el cual existe una sucesién de longitud 6 que es creciente y cuyo limite es a.

Definicién 1.2. Un ordinal o se llama ordinal inicial si o no es equipotente
a cualquier § € « (i.e., no existe una funcion inyectiva con dominio « y

rango 3).

El axioma de Eleccién implica que todo conjunto es equipotente a un
ordinal inicial.

Definicién 1.3. Sea X un conjunto, el cardinal de X se define como el unico
ordinal inicial equipotente a X.

Asi, un nimero cardinal es un ordinal inicial.

El simbolo w denota el menor ordinal infinito, asi como el primer cardinal
infinito; wy es el minimo ordinal y el mas pequenio de los cardinales infinitos
no numerables. Si x es un cardinal, entonces k™ denota al menor cardinal
mayor que k. Se dice que un cardinal k es un cardinal sucesor si k = A1, para
algiin cardinal A. Si un cardinal no es un cardinal sucesor entonces se dice
que es un cardinal limite; es claro que un cardinal x es un cardinal limite
si para todo cardinal A < k, se tiene que AT < k. Un cardinal k para el
cual sucede que \ < k implica 2* < &, es llamado cardinal limite fuerte. Por
ejemplo, w es un cardinal limite fuerte.

Definiciéon 1.4. Sea \ un ordinal limite. Un conjunto A C \ se dice acotado
en \, si existe ¥ € X tal que A C . En otro caso se dice que A, es no acotado
en .
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Asi, A es no acotado en A, si para todo § € A, existe a € A tal que a > f3.

Definicién 1.5. Sean 6 un ordinal limite y (7, : p € §) una sucesion cre-
ciente de ordinales en . Decimos que la sucesion (7, : p € 0), es cofinal en
A, si el conjunto {~, : p € 0}, es no acotado en \.

Lema 1.6. (v, : p € 8) es cofinal en X\ si y solo si Upee Yo = A

Asi, la cofinalidad de A, denotada cf()), es el menor ordinal limite 6 tal
que existe una #—sucesion creciente la cual es cofinal en A.

Lema 1.7. Se cumple lo siguiente:
(1) c¢f(\) es un niumero cardinal.
(i1) Sicf(\) =0, existe una 0—sucesion creciente y cofinal en A.

Definicién 1.8. Un cardinal infinito k es reqular si cf(k) = k; en otro caso,
se dice que k es un cardinal singular.

Asi, K es singular si ¢f(k) < k. Otra forma: Un cardinal infinito x es
llamado singular si existe una sucesién creciente (v, :p € ¢) de ordinales
v, < Kk cuya longitud 6 < k y sup{y,: p € 0} = k.

Teorema 1.9. Todo cardinal sucesor e infinito es un cardinal reqular.

Sea E un conjunto. Denotaremos por P(F) al conjunto potencia de E,
[E]=" es la coleccién de todos los subconjuntos de F con cardinalidad < ,
[E]<" es la coleccién de todos los subconjuntos de E con cardinalidad < &, y
[E]" denota la coleccién de todos los subconjuntos de E con cardinalidad .

El siguiente teorema sera de gran utilidad en lo sucesivo.

Teorema 1.10. Si k un cardinal infinito, entonces:

() lIs1<] = r. A

(13) si X es un cardinal tal que \ < Kk, entonces H/{]<’\‘ <Ky H/{]A’ = K.

Denotamos por R a la clase de los nimeros ordinales. Si P es una propie-
dad, denotamos por P(«) la proposicién: ‘o« satisface la propiedad P”.

Teorema 1.11 (Principio de induccién transfinita). Sea P una propiedad y
supongamos que para todo o € R, si para todo B < « se tienen que P(3) es
verdadera entonces P(«) es verdadera.

Entonces P(«) es verdadera para todos los a € R.



4 Preliminares

Este ultimo teorema se puede enunciar de forma mas parecida al de in-
duccion de los nimeros naturales como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.12. Sea P una propiedad tal que
i) P(0) es verdadera;

it) si para todo o € R se tiene que P(«) es verdadera entonces P(a + 1)
es verdadera,

iii) Para todo o € R\{0} con « limite, se tiene que: si para todo § < a es
verdadera P((3) entonces P(«a) es verdadera.

Entonces para todo o € R, P(a) es verdadera.

Para una prueba de los resultados presentados hasta el momento, asi como
un estudio més detallado del tema, recomendamos al lector las obras [2] y [5].

1.2. Espacios Topoldgicos

Usaremos las siguientes notaciones y convenciones topologicas (mismas
que se usan en [1]): X siempre denota un espacio topolégico no vacio.

Definicién 1.13. Si X es un espacio topologico y p € X, diremos que U es
una vecindad de p st U es un conjunto abierto en X y p € U. Denotaremos
al conjunto de vecindades de un punto x € X por V,.

Definicién 1.14. Sean X un espacio topologico, p € X y B una familia de
conjuntos abiertos en X.

1. Diremos que B es base para X si para todo x € X y cualquier vecindad
U de x, existe B € B, tal que x € B C U.

2. Una familia B, de subconjuntos abiertos en X es una base local de p
st p € B para todo B € B, y para toda vecindad U de p existe B € B,
tal que B C U.

Si X es un espacio topoldgico y A C X, denotaremos por Int(A) al
interior de A y usaremos indistintamente A y clx(A) para denotar la clausura
(también llamada cerradura) de A. En caso de trabajar con varios espacios a
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la vez, usamos sélo la notacién cly (A), para denotar la clausura de A respecto
del espacio Y'; de manera similar se usa esa notaciéon para el interior de un
conjunto.

Definicién 1.15. Seani( un espacio y D C X. Diremos que D es un sub-
conjunto denso de X s1 D = X,

Definicion 1.16. Sean X un espacio topologico, A C X y p € X. Diremos
que p es un punto de acumulacion (o punto limite) de A, si para toda vecindad
U dep, se tiene que (U\{p})NA # 0. Denotamos por A% al conjunto formado
por todos los puntos de acumulacion de A; en ocasiones, cuando no haya
confusion, también denotamos a A% por A'.

Teorema 1.17. Sea X un espacio y A C X. Entonces A = AU A?.

Corolario 1.18. Un subconjunto de un espacio topologico es cerrado si y
solo si contiene todos sus puntos limites.

Definicién 1.19. Un subconjunto D de X se dice que es discreto si para
todo p € D, existe U € V, tal que U N D = {p}.

Definicién 1.20. Sean X un conjunto y U una coleccion de subconjuntos de
X, diremos que

1. U es una cubierta de X o que U cubre a X, si X =|JU.

2. Si en particular X es un espacio topologico y todos los elementos de la
cubterta U son conjuntos abiertos en X, diremos que U es una cubierta
abierta.

3. Una subcoleccion V C U que cubra a X se llama subcubierta de U.

Definicién 1.21. Un abierto R en X se llama regular, si R = Int(R). Si
A es un subconjunto cualquiera en X, entonces Int(A) es un abierto regu-
lar. Denotaremos por RO(X) a la coleccion de abiertos requlares en X. Un
subconjunto A de X es un cerrado regular, si X \ A € RO(X); denotaremos

por RC(X) a la coleccion de cerrados regulares en X.

Definicién 1.22. Diremos que un espacio X es semireqular, si admite una
base que consiste de conjuntos abiertos requlares.
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Axiomas de Separacion
Entre otros conceptos topoldgicos estan, los axiomas de separacion, los cuales
permiten analizar la propiedad de “cercania” entre puntos y conjuntos.

Definicién 1.23. Un espacio topologico X es:

1.

Ty, si dados dos puntos distintos x, y € X existe un conjunto abierto
U tal que [UN{x,y}| = 1.

Ty, si dados dos puntos distintos x, y € X existen dos abiertos U y V,
tales quex €U, y¢ U, yeV yx ¢ V.

Ty o Hausdorff, si dados dos puntos distintos x, y € X existen vecin-
dades U, y Uy de © y y, respectivamente, tales que U, N U, = 0.

. T5 o Regular, si X es Ty y para todo subconjunto cerrado F' y un punto

x € X\F, existen conjuntos abiertos ajenos Uy y Us, tales que F C Uy
yx € Us.

Ty o Normal, st X es T\, y si para cualesquiera conjuntos cerrados Fy
y Iy, con Fy N EFy =0, existen conjuntos abiertos ajenos Uy y Us, tales
que Iy C Uy, Fy C Us.

Algunas equivalencias a los axiomas de separacién son las siguientes.

Teorema 1.24. Sea X un espacio topoldogico. Entonces:

1

2.

X es Ty sty solo st las cerraduras de puntos distintos, son distintas.

X esTy siy solo si todo subconjunto de X formado por un solo elemento
es cerrado si y solo si todo punto en el espacio es la interseccion de todas
sus vecindades.

X es Ty o Hausdorff si y sélo si todo punto en el espacio es la inter-
seccion de las cerraduras de todas sus vecindades.

. X es T3 o Regular si y solo si dado cualquier abierto U en X yx € U,

existe un abierto V tal que x € V CV C U.

X es Ty o Normal si y solo si para cualquier conjunto cerrado F' vy

cualquier abierto U que lo contenga, existe un conjunto abierto V tal
que FCV CV CU.
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Observacién 1.25. Notar que Ty = T3 = Ty = T = Ty. Ademas, el
reciproco de cada una de estas implicaciones es falsa.

Definicién 1.26. Un espacio X es de Urysohn si para todo par de puntos
distintos x1,x9 € X existen Uy € V,, y Uy € V,, tales que Uy NUy = 0,

Definicién 1.27. Diremos que un espacio topologico X es compacto si es Ty
y toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Lema 1.28. 1. Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es com-
pacto.

2. Un subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es cerrado.
Definicién 1.29. Un espacio topologico X es:

1. Numerablemente Compacto, si dada cualquier cubierta abierta nume-
rable de X, es posible extraer una subcubierta finita.

2. Lindelof, si para toda cubierta abierta de X existe una subcubierta nu-
merable.

Definicién 1.30. Una familia F de subconjuntos de X satisface la propiedad
de la interseccion finita (PIF) si toda subcoleccion finita de F tiene intersec-
cion no vacia.

Teorema 1.31. Un espacio X es compacto si y solo si para toda coleccion
F de subconjuntos cerrados de X que satisface la PIF ocurre que (\F # 0.

Definicién 1.32. Sean X un espacio topologico y A C X no vacio. Diremos
que p € X es punto de acumulacion completo de A si para toda U € V), se
cumple que |U N A| = |A].

Teorema 1.33. X es compacto si y solo si todo subconjunto infinito de X
tiene un punto de acumulacion completo.

Definicién 1.34. Sea X un espacio topologico. Diremos que:

1. X es primero numerable, si cada x € X tiene una base local a lo mas
numerable.
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2. X es sequndo numerable, si la topologia de X admite una base nume-
rable.

Definicién 1.35. Un espacio topologico X es de Tychonoff si para cuales-
quiera F' C X subconjunto cerrado y v € X\F, existe f : X — [0, 1] continua

tal que f[F] € {0} y f(z) = 1.
Observaciéon 1.36. Si X es discreto, entonces X es Tychonoff.

Definicién 1.37. Un espacio X es extremadamente disconezo si X es Haus-
dorff y para cada abierto U de X, U es abierto en X.

Teorema 1.38. Un espacio Hausdorff X es extremadamente disconezo si y
sélo si todo par de abiertos disjuntos U y V' de X se tiene que U NV = 0.

Observacion 1.39. La propiedad de ser extremadamente disconexo se hereda
a subconjuntos abiertos y subconjuntos densos.

Definicién 1.40. Un espacio topoldgico es localmente compacto en un punto
x € X si existe C' C X compacto tal que x € C' y contiene una vecindad de
x. Diremos que X es localmente compacto si lo es en todos sus puntos.

Observacion 1.41. Notamos lo siquiente:
1. Todo espacio compacto es localmente compacto.
2. Todo espacio discreto es localmente compacto.

Teorema 1.42. Todo espacio localmente compacto y Hausdorff es de Tycho-

noff.

Teorema 1.43. Un espacio topologico Ty es localmente compacto si y solo
st es homeomorfo a un subespacio abierto de un espacio compacto.

Teorema 1.44. Sea X un espacio topologico Ts. Entonces X es localmente
compacto sty solo si existe un espacio Y que cumple las siguientes condicio-
nes:

1. X es subespacio abierto de Y,
2. IY\X|=1;

3. 'Y es Hausdorff compacto.
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Ademds, si Z es otro espacio que satisface (1)-(3), entonces existe f :Y —
Z homeomorfismo tal que f restringida al espacio X resulta ser la funcion
identidad sobre el espacio X .

Definicion 1.45. Al espacio Y del Teorema 1.44 se le denomina la compac-
tacion por un punto del espacio X.

Definicién 1.46. Sea X un espacio topolégico. Una pareja (h,k) es una
compactacion de X si k es un espacio compacto y h : X — k es un encaje
y h[X] es denso en k. Ademds, diremos que (h,k) es una compactacion de
Hausdorff de X si k es Hausdorff.

Otra forma de escribir a la compactacién (h,k) o (¢, k) es ¢X donde
k=cX.

Definicién 1.47. Sean (hy, k1) y (he, ko) dos compactaciones de un espacio
X. Escribiremos (hy, k1) =< (he, k2) si existe una funcion continua p : ks — k;
tal que hy = p o hy. Diremos que (hy, k1) y (ha, k2) son equivalentes si p es
homeomorfismo.

Observaciéon 1.48. Se tiene lo siguiente:
1. Todo espacio compacto X es una compactacion de si mismo.

2. Para todo espacio localmente compacto X, la compactacion por un pun-
toY es una compactacion de X.

Teorema 1.49. Un espacio X tiene una compactacion de Hausdorff si y
solo si X es Tychonoff.

Teorema 1.50. Sea X un espacio Tychonoff. Entonces existe una compac-
tacion Y de X con la propiedad de que toda funcion f : X — R continua y
acotada se extiende de forma unica a una funcion continua F Y — R.

Teorema 1.51. Sea X un espacio Tychonoff v Y la compactacion de X
que cumple la propiedad del teorema anterior. St C es un espacio Hausdorff
compacto y f : X — C es continua, entonces existe F':' Y — C continua tal
que su restriccion al espacio X coincide con la funcion f.

La compactacién Y anterior es tnica salvo equivalencias. Ademas, si Z
es otra compactacion del espacio X, entonces, en cierto modo, Y resulta
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ser mayor que Z, es decir, que de alguna manera Y es la mayor compacta-
cion Hausdorff del espacio X. Nos referimos a esta compactacién como la
compactacién de Stone-Cech del espacio X y generalmente se denota a tal
compactacion como SX. Un ejemplo bastante conocido y ttil es fw que re-
presenta la compactacién de Stone-Cech de w con la topologia discreta (para
més detalles acerca de esta compactacion vea [1]).

Teorema 1.52. La compactacion de Stone-Cech 3X de un espacio Tychonoff
X es extremadamente disconexo si y solo si el espacio X es extremadamente
disconezxo.

Corolario 1.53. El espacio fw es extremadamente disconezo.

Definicién 1.54. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.
Diremos que:

- X es Fréchet si dado cualquier ¢ € A, existe una sucesion (x,) en A
que converge a .

- A es secuencialmente cerrado si tiene la propiedad de que para cualquier
(x,) sucesion en A que converge a q, entonces q € A.

- X es secuencial si todo subconjunto secuencialmente cerrado de X es
un conjunto cerrado.

Observacion 1.55. Todo espacio primero numerable es un espacio Fréchet
y todo espacio Fréchet es un espacio secuencial.

1.3. Algunas funciones cardinales

Veamos algunas funciones cardinales cuyas definiciones se basan en pro-
piedades topoldgicas locales.

Definicién 1.56. El cardcter de un espacio topolégico X, denotado x(X),
es el nimero cardinal x(X) =sup{x(z,X):x € X} 4+ w; donde x(z,X) =
min {|V|:V es base local de x}.

Claramente un espacio topolégico X es primero numerable si y solo si
X(X) =w.
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Definicién 1.57. Sean X un espacio topoldgico Ty, V una coleccion de abier-
tos en X yp € X. Diremos que V es una pseudobase local de p siV C V), y

({V:V eV} ={p}

Observaciéon 1.58. Observe que un espacio topologico X es Ty si y solo si
para todo x € X la coleccion de todas las vecindades de x es una pseudobase
de x.

Definicién 1.59. El pseudocardacter de un espacio 11, X, denotado por
(X)), es el nimero cardinal p(X) = sup{¢ (z,X):2 € X} + w; donde
Y(z, X) =min{|V|:V es pseudobase local de x}.

Definicién 1.60. Sean X un espacio topologico Ty, V una coleccion de abier-
tos en X yp € X. Diremos que V es una pseudobase cerrada local de p st

VTV, y({V:V eV} ={p} SiV es pseudobase cerrada local de p,

diremos simplemente que V es pseudobase cerrada.

Observaciéon 1.61. Observe que un espacio topologico X es Ty si y solo si
para todo x € X, la coleccion de todas las vecindades de x es una pseudobase
cerrada de x.

Definicién 1.62. Sea X un espacio topologico Ty. Definimos el pseudo-
cardcter cerrado de X, denotado por 1.(X), como el nimero cardinal

V(X)) =sup{¢.(x,X) 2 € X} +w

donde
Ye(x, X) =min{|V| : V es pseudobase cerrada de x} .

Definicién 1.63. Sea X un espacio topoldgico.

1. La estrechez de un punto x € X, denotada por t(x,X), es el menor
cardinal k con la propiedad de que para todo Y subconjunto de X con
r €Y, eriste A € [Y]SF tal que x € A.

2. La estrechez de X, denotada por t(X), es el numero cardinal

t(X) =sup{t(z,X):ze X} +w.

Teorema 1.64. Sea X wun espacio topoldgico. Entonces, t(X) es igual al
menor cardinal v con la propiedad de que para cualquier C' subconjunto, no
cerrado, de X existe B C C tal que |B| <~ y clx(B) — C # 0.
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Para terminar con esta seccién, veamos un resultado sobre ultrafiltros.

Definicién 1.65. Se dice que F C P(FE) es independiente si, para cual-
quier coleccion finita Ay, ..., A,, B1,...B,, de elementos de F, se tiene que:

(Mizy 4:) N (ﬂ;”:l (E - Bj)> £,

Observe que si F es una coleccién independiente en F, entonces F satis-
face la propiedad de la interseccién finita.

Teorema 1.66 (Hausdorff). Sean x un cardinal infinito y E un conjunto
con |E| = k. Entonces existe una coleccion independiente F de subconjuntos
de E tal que |F| = 2".

Las colecciones independientes se usan para probar la existencia de 22"
ultrafiltros sobre k£ > w (vea las Definiciones 2.35 y 2.50).

Proposicién 1.67. Si k > w, entonces existen 22" ultrafiltros sobre k .

Demostracion. En efecto, suponga que {A, : @ < 2%} es una coleccién inde-
pendiente en x. Considere, para cada f € 22, el conjunto

Ar={A(f, o) : a < 2"}

donde A(f,a) = A, si f(a) =0y A(f,a) = k — A, si f(a) = 1. Entonces
Ay satisface la propiedad de la interseccién finita y, por tanto, esta contenido
en un ultrafiltro, digamos Py. Claramente f # g implica Py # P,. O



Capitulo 2

Redes y Filtros

Las redes y filtros son dos enfoques principales para una teoria general
de puntos de convergencia y clausura en Topologia. Cada teoria tiene sus
propios defensores. El término de red es mas intuitivo debido a su estrecha
relacion con las sucesiones y, generalmente, es mas preferido por los analistas.
Los filtros, por otro lado, son tal vez mas elegantes y flexibles y suelen ser la
opcion preferida de topodlogos.

En este capitulo, se veran algunos resultados de cada concepto y algunas apli-
caciones en Topologia; ademas, al final se presentan algunos resultados con la
finalidad de mostrar que dichos conceptos son, en cierta forma, equivalentes.

2.1. Redes

Definicién 2.1. Un sistema dirigido es una pareja (D,>) donde D es un
congunto no vacio y = es una relacion que satisface

i) Para toda d € D, d = d.

it) Sid>=d yd »=d" entonces d = d".

iii) Sid,d € D, existe d’ tal que d’ = d yd" = d'.
La relacion = se llama direccion del conjunto D.

Comunmente suele llamarseles a los sistemas dirigidos como conjuntos
dirigidos o sistemas directos.

Ejemplo 2.2. Consideremos el conjunto N de enteros positivos y reempla-
cemos = por >. Entonces (N, >) es un sistema dirigido.

13



14 Redes y Filtros

Ejemplo 2.3. Si X es un conjunto no vacio, (P(X),C) es un sistema diri-
gido.

Ejemplo 2.4. Si X es un espacio topoldgico y x € X entonces (V,, C) es
un sistema dirigido.

Definicién 2.5. Si (D, >) es un sistema dirigido y d, € D definimos:
1. Ry, =4{d € D:d*=d}.
2. Si EC D, se dice que E es residual si existe d, € D tal que Ry, C E.

3. Si E C D, se dice que E es cofinal si para todo d € D, existe e € E tal
que € = d.

El conjunto Ry, se conoce por cola de conjunto dirigido.
Ejemplo 2.6. En un sistema dirigido todo residual es cofinal.

Demostracion. Sea (D, >) un sistema dirigido. Si E es residual en D, enton-
ces existe un d, € D tal que Ry, C E, es decir, existe d, € D tal que para
todo d = d,, d € E. Sea d € D cualquiera, entonces existe d; € D tal que
dy = d, y dy = d, de lo cual se sigue que d; € E, por lo tanto F es cofinal. [

Ejemplo 2.7. Sea £ = {n € N: es par} y D = N. Note que V n, € D,
dn € E de tal manera que n = n,, esto es, E es cofinal. Sin embargo, no
existe n, € D tal que R,, C E. Asi, E es cofinal pero no residual.

Definicién 2.8. Si (E,>) y (D,>) son sistemas dirigidos, una funcion
A E — D es cofinal si, dado d € D, existe e, € FE tal que e > e, implica
Ae) = d.

Proposicién 2.9. Si A : E — D es cofinal entonces A\(E) es cofinal en D.

Observacién 2.10. Si E C D y >»>=>|g entonces i : (E,>) — (D, >) es
cofinal si y solo si E es cofinal en D.

Demostracion. [=] Es consecuencia de la proposicién anterior.

[«<] Dado d € D, por hipétesis, existe e, € F tal que e, = d; luego, para
todo e > e, con e € E tenemos que e = d pues >=>|g. Por otro lado,
i(e) = e y de lo anterior, la prueba esta completa. ]
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Proposicién 2.11. Si A : (E,>) — (D, >) es una funcién entre conjuntos
dirigidos, son equivalentes:

a) A es cofinal.

b) Dado R residual en (D, =) existe Q residual en (E,>>) tal que \(Q) C
R.

c¢) Si R es residual en (D, =) entonces A" (R) en residual en (E,>>).

Demostracion. [a) = b)] Sea R residual en (D, =), entonces existe d, € D
tal que Ry, C R. Puesto que \ es cofinal, existe e, € E, tal que e > e,
implica A(e) = d,. Asi, si Q = R, se tiene que A\(Q) C Ry, .

[b) = c)] Sea R residual en (D, ), entonces existe @ residual en (E,>>)
con A\(Q) C R, entonces Q C A™'(R). Por tanto A™'(R) es residual en (E,>>).

[c) = a)] Sea d € D, por (c) sabemos que A7'(Ry) es residual en (E,>),
lo cual implica que existe e, € E tal que R., C A"*(R4). De lo anterior
se sigue que para todo e > e,, e € R, luego A(e) € Ry, lo que implica
Ae) = d. O

Corolario 2.12. Sean (E,>), (D,*) y (C,>) sistemas dirigidos. Si \ :
E — D yo:D — C son funciones cofinales, entonces c oA : E — C es
cofinal.

Demostracion. Sea ¢ € C' un elemento arbitrario; puesto que o es cofinal,
existe d, € D tal que para todo d = d, se cumple o(d) > c. Ahora bien, para
tal d, existe un e, € E tal que si e > e, entonces A\(e) = d, pues A es cofinal,
de donde, o o A es cofinal. ]

Proposicién 2.13. Si (D, >) es un conjunto dirigido y E C D es no vacio
entonces son equivalentes:

a) (E,>|g) es dirigido e i : E — D es cofinal.

b) E es cofinal en D.

Demostracion. [a) = b)] Se sigue de la definicién 2.8.

[b) = a)] Primero notamos que de la Observacién 2.10, se sigue que i es
cofinal. Veamos lo que resta. Claramente, “>|g" es reflexiva y transitiva por
serlo “> 7. Ahora, si e¢,¢’ € F, entonces existe d € D tal que d = ey d = €.
Por ser F cofinal existe ¢” € E tal que e” = d, de lo cual se sigue que e’ = ¢
y €’ = €. Por lo tanto, (E, > |g) es dirigido. O

Proposicién 2.14. Sean (D, >) un conjunto dirigido y D = AUB. Si A no
es residual, entonces B es cofinal.
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Demostracion. Supongamos que A no es residual y sea d € D, entonces
Ry Z A luego, existe d € RyN B, lo que implica que d’ > d y d' € B. Por lo
tanto, B es cofinal. O

Dada una coleccion {(D;, =;) : i € I} de conjuntos dirigidos, consideremos
el producto [[,.; D; y definamos una relaciéon > en [, ; D; como sigue:

Six = (i)ier Y Y = (¥i)ier son elementos de [[,.; D;, entonces x = y si
y solo si x; =; y; para todo i € I.

Obsérvese que x > x para todo x € Hiel D;, pues x; >=; x; por ser =;
una direccion para todo ¢ € I. Ademés, x =y y y = z implica que x; >=; v;
y y; = 2; para todo ¢ € I luego, x; >=; z; para todo ¢ € I, entonces x >~ z.

Por tltimo, sean x,y € [[,.; D; por demostrar que existe un z € [[,.; D;
tal que z > x y z > y. Nuevamente, por ser =; una direccion en D; para cada
1 € I, tenemos que para cada x;,y; € D; existe un z; € D; de tal manera que
2 =i T ¥ 2z = y; para cada i € I. De aqui que z = (2;);er es tal que z = x
y z = y. Esto es, ([[,c; Di, =) es un sistema dirigido y nos referiremos a él
como producto dirigido.

Proposicién 2.15. Si ([[ D;, =) es el producto dirigido de (D;,*>;)icr en-
tonces, para cada i € I, la proyeccion m; : (][ Ds, =) — (D;, =;) es cofinal.

Demostracion. Obsérvese quesid; € D; yd € [],.; D; es tal que 7;(d) = d;
entonces, para todo d’ = d, se tiene que m;(d’) >=; m;(d) = d; por definicién
de . Por tanto m; es cofinal. O

Definicién 2.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X:

a) Una red en (X, 7) es una funcion ¢ : (D,>) — (X, 1) donde (D, >)
es un conjunto dirigido.

b) ¢ estd en A si p(D) C A.

c) ¢ estd residualmente en A si ezxiste un residual R en D tal que p(R) C

A.
d) ¢ estd cofinalmente en A si existe un cofinal E de D tal que p(E) C A.

Si el sistema directo es el conjunto de enteros positivos, esta definicién
coincide con la definicién de sucesion. En este sentido, el concepto de red
es una manera de generalizar a las sucesiones. Usualmente escribiremos x,,
como el valor de la red en a y (x,) para la red.

Proposicién 2.17. Si ¢ : (D,>) — (X, 7) es una red y A C X, son equi-
valentes:
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a) ¢ esta residualmente en A.
b) Existe d € D tal que, sid = d, o(d') € A.

Demostracion. [a) = b)] Como ¢ estd residualmente en A, si R es residual
en D tal que p(R) C A, entonces existe d € D tal que R; C R, lo cual
implica que p(Ry) C Ay por tanto, si d' = d, entonces p(d’) € A.

[b) = a)] Se sigue del hecho de que ¢(Ry) C A. O

Proposicién 2.18. Si ¢ : (D,>) — (X, 7) es una red y A C X, son equi-
valentes:

a) ¢ estd cofinalmente en A.

b) Para toda d € D existe d' > d tal que p(d') € A.

¢) Si R es residual en (D, ) entonces ¢(R) N A # ().

Definicién 2.19. Sea ¢ una red en el espacio X. Se dice que:

a) ¢ converge a x € X (6 x es punto limite @) si, para toda U € V,, ¢
esta residualmente en U.

b) x € X es punto clausura de ¢ si para cada U € V,, ¢ estd cofinalmente

en U.

Ejemplo 2.20. Si (X, 7) es un espacio discreto, x,y € X tales que x #y y
v: (N, >) — (X,7) es tal que p(n) = x sin es par, p(n) =y sin es impar,
entonces x y y son puntos clausura de @ pero ¢ no converge a ninguno de
ellos.

Ejemplo 2.21. Si v : (D,>) — (X,7) es una red y (X, 7) es indiscreto, ¢
converge a todos los puntos de X.

Ejemplo 2.22. Sip: (D,>) — (X, 7) es una red y T es discreto, p converge
ax € X siy solo si existe R residual tal que o(R) = {z}.

Ejemplo 2.23. Si ¢ : (D,>) — (X, 7) es constante con valor x, ¢ converge
ax.

Proposicién 2.24. Si (X,7) es un espacio, v € X y ¢ : Vo, C) — (X, 7)
es tal que, para toda U € V., o(U) € U, entonces ¢ converge a x.

Demostracion. Sean U € V,, y V € Ry, entonces (V) € V C U, de lo cual
se tiene que p(Ry) C U y por lo tanto, ¢ converge a z. O

Definicién 2.25. Si ¢ : (D,>) — (X, 7) es una red en X, una subred de ¢
es una composicion : (E,>>) 2 (D, =) % (X,7) donde X\ es cofinal.
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Proposicién 2.26. Si ¢ : (D,>) — (X, 7T) es una red, son equivalentes:
a) x es un punto clausura de ¢.
b) Eriste una subred de ¢ que converge a x.
¢) x € p(R) para todo residual R de D.

Demostracion. [a) = b)] Sea (D x V,,>) el producto dirigido de (D, >)
Yy Ve, ©). Sea E = {(d,U) € D xV, : o(d) € U}. Si (d,U) € D xV,,
por ser ¢ cofinal en U, existe d > d tal que ¢(d') € U, lo cual implica
que (d'\U) € Ey (d,U) > (d,U), entonces E es cofinal luego, la inclusién
i:(E,> |g) — (D x V,,>>) es cofinal, de donde:

(E,> |g) 5 (D x V,,>) B2 (D, =) 5 (X, 7)

es una subred de ¢. SiU € V,, como ¢ esté cofinalmente en U, entonces existe
d € D tal que ¢(d) € U, entonces (d,U) € E. Si (d,U") € Ey (d,U") >
(d,U), entonces @ppi(d,U") = ¢(d') € U C U, entonces ¢ppi(Ry) C U
y por tanto pppi converge a x.

[b) = c)] Sea (E,>) 2 (D,>) % (X,7) la subred de ¢ que converge a
y sea U € V,, entonces existe un residual @) en E tal que pA\(Q) C U. Si R
es residual en F entonces A™!(R) es residual en E (pues A es cofinal), lo cual
implica que A"} (R) N Q # 0, entonces ¢(A(Q)NR) C U luego, p(R)NU #
y por lo tanto, = € p(R).

[c) = a)] Sea U € V, y d € D, entonces z € p(R,), de lo cual se sigue
que UN(Ry) # 0. De aqui que existe d' > d tal que p(d') € U y por tanto,
v es cofinal en U. O

Proposicién 2.27. Si ¢ : (D,>) — (X, 7) es una red, se cumplen:

a) Si ¢ converge a x entonces toda subred de ¢ converge a x.

b) Si ¢ es una red tal que toda subred de ¢ posee a su vez una subred que
converge a T, entonces Y converge G x.

2.1.1. Aplicaciones en Topologia

En este apartado, se muestra a través de algunos resultados el gran uso
de redes en topologia, pues como se vera a continuacién, se pueden dar carac-
terizaciones de conceptos topoldgicos en terminos de convergencia y puntos
clausura de redes.

Proposicién 2.28. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y C C X entonces
son equivalentes:
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a) r € C.
b) Existe una red en C' que converge a x.
c) Existe una red en C' que tiene a x como punto clausura.

Demostracién. [a) = b)] Como para toda U € V,, UNC # 0 (ya que
x € C), definimos a ¢ : (V,,C) — (X, 7) una funcién tal que para toda
UeV,, p(U) e UNC, entonces p(V,) C C'y o(U) € U para toda U € V.
Asi, por la Proposicién 2.24, obtenemos que ¢ converge a x.

[b) = ¢)| Se sigue inmediatamente del hecho de que todo punto limite es
punto de clausura (pues todo residual es cofinal).

[c) = a)] SiU € V,, existe un cofinal £ tal que (&) C U, pero ¢(§) C C,
lo cual implica que ¢(&) C CNU y por lo tanto CNU # 0. Asi, v € C. O

Proposicién 2.29. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y C C X, son equiva-
lentes:

a) C es cerrado.

b) Si ¢ es una red en C que tiene a x como punto clausura entonces
x e C.

c) Si ¢ es una red en C' que converge a x entonces x € C.

Demostracion. [a) = b)] Supongamos que C' es cerrado y sea ¢ una red en
C que tiene a x como punto clausura. Por la Proposicién 2.28, z € C = C.
[b) = c)] Se obtiene de manera inmediata del hecho de que todo punto
limite es punto clausura.
[c) = a)] Sea x € C, por la Proposicién 2.28, existe una red ¢ en C' que
converge a z, de lo cual se sigue que z € C. Por lo tanto, C C C v asi, C es
cerrado. ]

Proposicién 2.30. Si (z,7) es un espacio topoldgico y U C X, son equiva-
lentes:

a) U es abierto.

b) Ninguna red en X\U tiene puntos clausura en U.

¢) Ninguna red en X\U converge a un punto de U.

d) Si ¢ es una red que converge a un punto de U entonces ¢ estd resi-
dualmente en U.

Demostracion. [a) = b)] Si U es abierto, X\U es cerrado luego, por la pro-
posicién anterior tenemos que si ¢ estd en X\U y tiene a # como punto de
clausura, entonces z € X\U.

[b) = ¢)] Todo punto limite es punto de clausura.
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[c) = d)] Supongamos que ¢ es una red que converge a = € U pero que
no esté residualmente en U,. entonces ¢~ (U) no es residual en el dominio
(D, =) de ¢, lo cual implica por la Proposicién 2.14 que, ¢~ (X\U) es cofinal
en (D, >). Entonces (o~ Y(X\U),>) % (D,>) % (X, 7) es una red en X\U.
Si U € V,, puesto que ¢ converge a x, existe d € D tal que p(Ry) C U. Sea
d € o7 (X\U) tal que d' = d entonces R = Ry N (X \U) es residual en
@ 1(X\U) y es tal que poi(R) C U. Asi, p oi converge a z, contradiccion.
Por lo tanto, ¢ esta residualmente en U.

[d) = a)] Si U no es abierto, entonces U NO(U)' # (. Sea z € UNI(U),
entonces x € U N (U N X\U), entonces, por la Proposicién 2.28, existe una
red ¢ en X\U que converge a = y por lo tanto, ¢ no esté residualmente en
U. Asi, este inciso se obtiene por contrarreciproca. O

Proposicién 2.31. Si f : (X,7) — (Y,0) es una funcidn entre espacios
topoldgicos, entonces son equivalentes:

a) f es continua en x.

b) Si p es una red en X que converge a x, entonces fop converge a f(x).

Demostracion. [a) = b)] Supongamos que f es una funcién continua en x y
sea ¢ : (D, =) — (X, 7) una red en X que converge a x. Sea V' € Vy(,), como
f es continua, existe U € V, tal que f(U) C V. Luego, como ¢ converge
a x, se tiene que ¢ estd residualmente en U. Entonces existe R residual en
D tal que ¢(R) C U, entonces f(p(R)) C f(U) C V. Por lo tanto, f o ¢
estd residualmente en V' y por tanto, f o ¢ converge a f(z).

[b) = a)] Demostremos esto por contrarreciproca. Supongamos que f no
es continua en x, entonces existe V' € Vy(,) tal que para todo U € V,, f(U) €
V', es decir, existe V' € Vy(, tal que para todo U € V,, f(U) N (Y\V) # 0.
Sea ¢ : (Vi, C) — (X, 7) una funcién tal que para cada U € V., o(U) = ay
donde zy € UN f~1(Y'\V). Luego, por la Proposicién 2.24, ¢ converge a .
Ademas, f oy estd en Y\V y, por la Proposicién 2.30, f o ¢ no converge en
V', de lo cual se sigue que f o ¢ no converge a f(x). O]

Proposicién 2.32. Sea ([[ X;,7) un producto topolégico y ¢ : (D,>=) —
([T X, 7) una red. Entonces son equivalentes:

a) ¢ converge a .

b) m; 0 ¢ converge a x; para cada proyeccion ;.

19 denota a la frontera de un conjunto
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Demostracion. [a) = b)] Se infiere de la continuidad del mapeo proyeccién y
de la Proposicién 2.31.

b) = ¢)] Si U € V,, existen U; € 7; (j € {1,...,n}), tales que = €
N, 7 ' (U;) C U, lo cual implica que, para todo i € {1,...,n}, z; € U; ¥,
puesto que m; o ¢ converge x;, entonces para todo i € {1,...,n}, existe un
residual Ry, de D, tal que m; o p(Rg,) C U;. Sea d € D tal que para todo
i €{l,...,n}, d > d;. Entonces, para cada i € {1,...,n}, Ry C Ry,, de lo
cual se sigue que m; o 9(Rq) C U, entonces ¢(Rq) C (i, m; '(U;) C U. Por
lo tanto, ¢ converge a x. O]

El siguiente resultado establece una caracterizacion de los espacios com-
pactos en términos de redes.

Proposicién 2.33. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Entonces, X es com-
pacto st y solo si cualquier red en X posee un punto clausura.

Demostracion. [=] Sea ¢ : (D,>=) — (X, 7) una red en X y supongamos
que no tiene puntos clausura. Entonces para cada x € X, existe U, € V,
tal que ¢ no estd cofinalmente en U,, entonces ¢~ '(U,) no es cofinal en
(D, =), entonces ¢~} (X\U,) es residual y por lo tanto, existe d, € D tal
que ¢(Rg,) C X\U,. Sea U = {U,},ex y notamos que ésta es una cubierta
abierta de X. Si {U,,,U,,,...,U,, } CU,sead € D tal que d = d,, para todo
i € {1,...,n}. Entonces ¢(d) € X\U,, para todo i € {1,...,n}, de lo cual
se sigue que ¢(d) € (N, (X\Us,) = X\ Ni—, Us,, entonces X\ (., Uy, # 0.
Por lo tanto, U es una cubierta abierta de X que no admite subcubiertas
finitas, contradiccién, pues X es compacto.

[«<] Supongamos que X no es compacto y sea U = {U, };c; una cubierta
abierta de X que no posee subcubiertas finitas. Sea D = {K C I : K es
finito}, entonces (D, D) es un conjunto dirigido. Sea ¢ : (D, >) — (X, 7) tal
que ¢(K) € X\ ,;cx Ui Veamos que ¢ no tiene puntos clausura. Sea v € X,
entonces existe i, € I tal que xz € U;,, ademas {i.} € D. Ahora, sea K € D
tal que K D {io}. Entonces p(K) € X\U;cx Ui ¥ X\U;er Ui € X\U,,.
Por lo tanto ¢(Ry;,3) C X\Ui,, esto es, ¢~ 1 (X\U,,) es residual y por tanto
o 1(U;,) no es cofinal; asi z no es punto clausura de ¢ con lo que se termina
la prueba. [

Proposicion 2.34. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, son equivalentes:
a) (X,7) es Ts.
b) Ninguna red en (X, T) puede converger a dos puntos distintos en X.
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Demostracion. [a) = b)] Supongamos que existe ¢ : (D, =) — (X, 7) red tal
que ¢ converge a x; y a xs con x1,r9€ X puntos distintos. Entonces para
todo Uy € V,,, existe d; € D tal que p(Ry,) C Up y para todo Us € V,,,
existe dy € D tal que ¢(Rg,) C Us. Entonces para cada U; € V,, y para
cada Uy € V,,, existe d € D tal que d = dy y d = dy, entonces ¢(d) €
©(R4,) No(Rg,) € Uy N Us. Por lo tanto, existen x;,z2 € X distintos tales
que para todo Uy € V,, y para todo Uy € V,,, Uy N U, # () lo cual implica
que (X, 7) no es Ty, contradiccién. Por lo tanto, para toda ¢ red en (X, 1),
© no converge a dos puntos distintos.

[b) = a)] Supongamos que existen x1, x2 € X distintos tales que para todo
Uy €V, ypara todo Uy € V,,, UyNUy # 0. Sea ¢ : (Vi X Vi, =) — (X, 7)
tal que para cada U; € V,, y para cada Uy € V,,, ©(U1,Us) = xy, 1, donde
xu,v, € Ui MU es un punto cualquiera fijo y = es el orden generado por
(Vers ©) v Vi, ©). Veamos que ¢ converge a o1 y a xg. Sean Uy € V,, y
Uy € V,,, tomamos al residual R, ,) v sea (Ny, Na) € R, v,), entonces
©(N1,N2) € Ny Ny, € Uy NU; lo cual implica que @(R, 0,)) € Ur 'y
©(Rw, ) € Us, por tanto ¢ converge a 1 y a g, contradiccién. Por lo
tanto (X, 7) es Th. O

2.2. Filtros

El concepto de ultrafiltro aparece definido por F. Riesz en 1908. Pero
fue hasta 1937 con Henri Cartan cuando se introducen explicitamente los
conceptos de filtro y ultrafiltro. Cartan definié convergencia y puntos de
acumulacién. A partir de ese momento se obtuvieron caracterizaciones de
conceptos expresables en términos de convergencia tales como la compacidad.

Definicién 2.35. Un filtro en un conjunto X es una familia F no vacia de
subconjuntos no vacios de X que satisfacen:

a) Si Fy, Fy € F entonces Fy N Fy € F.

b) SiF CGC X yF e€F entonces G € F.

Observacion 2.36. El inciso a) de la definicion de filtro es equivalente a:
La interseccion finita de elementos de un filtro estd en el filtro.

Ejemplo 2.37. Si X # ), entonces F = {X} es un filtro en X y nos
referimos a este filtro como el filtro trivial sobre X.
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Ejemplo 2.38. Si X un conjunto no vacio y A C X no vacio, la coleccion
F={BCX:AC B} esun filtro en X.

Definicién 2.39. Un filtro F serd llamado principal, si existe A € F tal que
F={B C X:AC B}. Diremos en este caso que F estd generado por A.

Ejemplo 2.40. Si X es un espacio topologico y x € X, la coleccion V,
formada por las vecindades de x es filtro en X.

Ejemplo 2.41. Si (D, *) es un conjunto dirigido entonces la familia F de
residuales de D es un filtro en D. A este filtro se le llama el filtro de seccion
D.

No es dificil convencerse de que si F es un filtro en X, entonces la coleccién
7 = F U {0} es una topologia en X. Mds aun, el espacio (X, 7) resulta ser
un espacio que no es de Hausdorff.

Suponga ahora que se tiene un espacio topoldgico (X, 7). {Ocurrird que
F = 7\{0} es un filtro en X7?. La respuesta es que esto no necesariamente
ocurre pues basta considerar un espacio discreto.

Definicion 2.42. Sea F un filtro en X. Entonces:
i) B C F es base de F si para todo F € F, existe B € B tal que B C F.
i) S C F es sub-base de F si la coleccion formada por todas las inter-
secciones de elementos de S es una base de F.

Ejemplo 2.43. El filtro del ejemplo 2.38 tiene por base a la coleccion B =
{A}.

Ejemplo 2.44. Sea X un conjunto tal que | X |> Ny. La coleccion F =
{E C X : X\FE es finito} es un filtro en X que no es principal y tiene por
sub-base a B ={X\{z}: x € X}. Este filtro es llamado filtro cofinito 6 filtro
de Fréchet.

Ejemplo 2.45. FEl filtro de seccion D tiene por base a la coleccion B = { Ry :
d e D}.

Proposicién 2.46. Si X es un conjunto y B C P(X) entonces son equiva-
lentes:
a) B es base de algin filtro en X.
b) B satisface:
i)B#0,0¢B.
i1) Si By, By € B, existe By € B tal que B3 C By N Bs.
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Demostracion. [a) = b)] Sea F el filtro que tiene por base a B. Entonces,
si € F existe B € B tal que B C F. Por tanto B # (). Adem4ds, puesto
que B C F, se tiene que () ¢ B. Por otro lado, si By, By € B C F entonces
By N By, € F por tanto existe By € B tal que Bs C By N Bs.

[b) = a)] Sea F = {F C X : existe B € B tal que B C F'}. Entonces
F # (; més ain, para todo F € F, FF # (. Si [}, Fy, € F, existen By, B, € B
tales que By C F1 v By C Fy; luego, existe By € B tal que B3 C B; N By
C F1 N F, de aqui que F; N Fy € F. Por ultimo, si F C G C X con F' € F,
existe B € Btal que B C F C G por tanto G € F. Asi, F esfiltroen X. [

Ejemplo 2.47. Sean F un filtro en X y f una funcion sobreyectiva de X
a Y. La coleccion B = {f(F) : F € F} es base de un filtro en Y al que
denotaremos por f(F).

Proposiciéon 2.48. Sean F un filtro en X y ) # E C X. Entonces B =
{FNE:F € F} esbase de un filtro o B' = {F N (X\E): F € F} es base
de algun filtro en X.

Demostracion. Por ser F distinto de vacio, By B’ son no vacios. Si By, By €
B entonces existen I, Fy € F tales que By = F1 N E, By = F, N E luego,
BN By = (FiNFE,)NE € B. Andlogamente, si By, By € B', BN By € B'.
Si ) € B entonces existe ' € F tal que F N E = (), lo cual implica que
F C X\E, luego X\E € F; asf , para toda F' € F, F'N(X\FE) # 0, esto es
() ¢ By por tanto B’ es base de filtro. O

Proposicién 2.49. Si S € P(X) entonces son equivalentes:
i) S es sub-base de un filtro F.

it) Las intersecciones finitas de elementos de S son no vacias.

Demostracion. [i) = ii)] Si S es sub-base de F entonces S C F luego, si
Gi,....,Gn, €8, N, G; € F por tanto (., G; # 0.

lii) = 1)) Sea B = {(;.; G; : J finito, G; € S}, entonces B # 0 y por (it),
0 ¢ B. Ahora, si (;c; Gi ¥ (e, G estan en B, entonces (o5, Gi € B
asi, por la Proposicion 2.46, B es base de un filtro y por tanto S es sub-base

de filtro. n

Definicion 2.50. Un filtro F en X es ultrafiltro si F no estd contenido
propiamente en un filtro no trivial.

Asi, un filtro es ultrafiltro si es maximal en la coleccion de todos los filtros
en X.
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Proposicion 2.51. Si U es un filtro en X, son equivalentes:
i) U es ultrafiltro.
1) Si B C X entonces E €U ¢ X\E € U.
i11) Si A C X no vacio y si para cada B € U, ANB # (), entonces A € U.
iv) Si A,BeP(X)yAUB€eU entonces AcU 6 BeU.

Demostracion. [i) = ii)] Por la Proposicién 2.48, B = {UNE : U € U}
6B'={UN(X\E) : U € U} es base de un filtro F. Si B es base de un filtro
FyU €U entonces (UNE) €U asi, U € Fy por tantod C F y, como U
es ultrafiltro, U = F. Pero E = X N E € B C F, entonces F € U; luego, si
B es base E € U. Anélogamente, si B’ es base, X\E € U.

[it) = ii1)] Sea A € P(X)\{0} tal que para cada B € U, AN B # .
Supongamos que A ¢ U, entonces por (ii), X\ A € U, entonces ANX\A # 0,
contradiccién. Por lo tanto, A € U.

[i7i) = 1v)] Supongamos que AUB € U y que A ¢ U. Entonces por (iii),
existe F, € U tal que AN F; = (). Veamos que para cada F € U, FN B # ).
Por el contrario, supongamos que existe I, € U tal que F,NB = (). Tomamos
a FF = FiNFy y notamos que F € U, entonces F N (AU B) € U, es decir,
() € U, contradiccion. Por lo tanto, para cada F' € U, F N B # (), de lo cual
se sigue por hipdtesis que, B € U.

[iv) = i)] Supéngase que existe un filtro F tal que U C F y U # F,
entonces existe F' € F\U. Pero F'U (X\F) € U, lo cual implica por (iv) que
X\F € U; entonces F, X\F € F, por tanto F'N (X\F) =0 € F, lo cual no
puede ocurrir. Luego, U es ultrafiltro. [

Corolario 2.52. 57 F es un ultrafiltro y f es una funcion biyectiva, entonces
el filtro f(F) del ejemplo 2.47 es ultrafiltro.

Demostracion. Si E € Y, entonces [~1(E) 6 f~1(Y\E) estd en U por tanto
E 6Y\E estaen f(U) y asi, f(F) es ultrafiltro en Y. O

Corolario 2.53. Six € X entonces Fpy = {E C X : x € E} es ultrafiltro.

Proposicion 2.54. Si F es un filtro en X, existe un ultrafiltro que contiene
aF.

Demostracion. Sea  la familia de todos los filtros en X que contienen a
F; & es parcialmente ordenado por C. Sea {F;}icr (I # () una cadena en
(3, ). Probaremos que U = |J,.; Fi € Q. En efecto, puesto que F; # 0
para toda i € I, entonces U # (; ademds, para toda F € U, F # (. Si
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Fi, F5 € U, existen F;, v Fi, en {F; }ics tales que Fy € F;, y Fy € F,. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que F;, C F;, ya que {F; }ics es una
cadena; de donde, F} y Fj estan en F;,, luego F1 N F, € F;, C Uz‘el}—i- Por
ultimo, si F € |JF, y F C G C X, dado que F € F;, se sigue que G € F;_,
de aqui que G € |J,c; Fi, asi U estd en §; mds atin, U es cota superior de
{Fitier (si I =10, F es cota superior de {F;}icsr ) entonces, por el Lema de
Zorn existe un elemento maximo en & digamos K. Si K C W y W es filtro
entonces W € & puesto que F C K, de donde , L = W y por tanto K es
ultrafiltro. ]

Proposicion 2.55. Todo filtro es la interseccion de los ultrafiltros que lo
contienen.

Demostracion. Sea F un filtro en X y sea {U; }es la familia de los ultrafiltros
de X que lo contienen. Entonces F C U = (),.;U;. Supongamos que E €
U\F entonces para toda F' € F, F ¢ E, entonces F N (X\FE) # () para
toda F' € F, entonces B’ = {FNX\E : FF € F} es base de un filtro G.
Claramente F U {X\E} C G. Ahora, sea U, un ultrafiltro que contiene a
G,como F C Gy G C U, entonces F C U,, vy ya que U, es ultrafiltro
en X, entonces U, € {U;}icr, de lo cual se sigue que U C U,. Luego, como
E € U\F C U, entonces E € U, y X\E € U,, contradiccién, pues U, es
ultrafiltro en X. Por lo tanto, (.., Ui =U = F. O

il

Definicién 2.56. Sild es ultrafiltro en X, se dice que U es fijo si (Ve U # 0
y se dice que U es libre si (o, U = 0.

Ejemplo 2.57. El ultrafiltro F ) es fijo.

Ejemplo 2.58. F = {E C X : X\E es finito} es un filtro en X luego,
existe U ultrafiltro en X tal que F C U. Puesto que (N U C per F =0
se tiene que U es libre.

Ejemplo 2.59. Sea F el filtro de Frechet. Si K es un ultrafiltro que contiene
a F, entonces KC es libre.

Enuciamos algunos resultados més acerca de filtros y ultrafiltros. Las
demostraciones que se omitan se pueden consultar en [10].

Proposicion 2.60. Sea X un conjunto no vacio. Entonces:

1. X es finito si y solo si todo filtro sobre X es finito.
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2. X es finito si y solo si todo filtro sobre X es principal.

Proposicién 2.61. i G es una familia, no vacia, de filtros sobre un conjunto
X, entonces (G es un filtro sobre X .

Demostracién. Claramente () ¢ (|G pues para cada F € G, 0 ¢ F. Ademas,
como para todo F € G, X € F, entonces X € (G. Ahora, sean F}, Fy € (G,
entonces para todo F € G, Fy, F5 € F, entonces para todo F € G, Fi N F; €
F, de lo cual se sigue que Fy N Fy € (G. Por ultimo, sean Fy, Fy C X
tales que F; C Fy y Fy € (G, entonces para todo F € G, F} € F y ya
que F| C F;, entonces para todo F € G, F, € F, de lo cual se sigue que
F, € N G. Por lo tanto, (G es un filtro sobre X. O

Una pregunta natural que surge después de haber visto el resultado an-
terior es ;jla unién de filtros es un filtro?. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.62. Sea X = {a,b}, con a # b; sean F, ={AC X : {a} C A} y
Fr={B C X : {b} C B} los filtros generados por {a} y {b} respectivamente.
Notamos que F, U F, = {{a},{b},{a,b}}. Sean F\ = {a} y F» = {b},
entonces Fi, Fy € FoUF, y FyNFy = 0. Por lo tanto, F,UF, no es un filtro
sobre X.

Del ejemplo anterior se puede conluir que la unién de filtros sobre un
conjunto no necesariamente es un filtro sobre el conjunto. Una condicién que
nos asegura lo anterior se da a continuacion.

Proposicién 2.63. Sea G una familia, no vacia, de filtros sobre un conjunto
X. Si G es una C-cadena, entonces | JG es un filtro sobre X.

Demostracién. Claramente X € |JG. Ademés, ) ¢ |JG pues para cada
Feg, 0¢F. Sean Fy, F, € |JG, entonces existen F; y F, en G tales que
e Fiy Fy € F,. Luego, como G es una C-cadena, entonces F; C F3 o
Fo C Fi. Sin pérdida de generalidad, supongamos que F; C Fy, entonces
F\,Fy, € 7, y ya que Fy € G, entonces Fy N Fy, € F» C |JG. Por lo tanto,
FiNF, € JG. Ahora, sean Fi, F, C X tales que F; C Fy y F} € |JG,
entonces existe F; € G tal que F; € F; y ya que Fj es un filtro y F} C F5,
entonces Fy € F; C (JG, entonces F, € | JG. Por lo tanto, |JG es un filtro
sobre X. O

El siguiente resultado se sigue de las propiedades que poseen las funciones
biyectivas.
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Proposicion 2.64. Sean X y Y dos conjuntos y f una funcion biyectiva de
X enY. Entonces F es un filtro sobre X si y solo si f(F) es un filtro en'Y.

Proposicion 2.65. Sea U un ultrafiltro sobre X y E un subconjunto no vacio
de X. Entonces Uy = {UNE : U € U} es ultrafiltro sobre E si y sdlo si
Ecl.

Veamos una caracteristica de los elementos de ultrafiltros libres o no prin-
cipales.

Proposicion 2.66. Un ultrafiltro no principal contiene solamente conjuntos
infinitos.

Demostracion. Sea U un ultrafiltro no principal y supongamos que existe
A € U tal que A es finito, digamos A = {x1, ..., x,}. Como U es no principal,
entonces existe By € U tal que A\By # 0. Llamamos A; = AN By € U y
tenemos que |A;| < |A|. Luego, como A; € U, entonces existe B; € U tal
que A;\B; # 0. Llamamos Ay = A; N By € U y tenemos que |Ay| < |A;].
Siguiendo este procedimiento llegamos a que existe m en los naturales tal
que A, € Uy |An| =1, es decir, {z;} = A, para algin j € {1,...,n},
entonces {x;} € U, de lo cual se sigue que U es principal, lo cual es una
contradiccion. O]

Proposicién 2.67. Un ultrafiltro U es no principal si y solo si U contiene
un filtro cofinito.

Proposicion 2.68. Un conjunto X es infinito si y solo si existe un ultrafiltro
libre sobre X .

Demostracion. [=] Supongamos que X es infinito y que todo ultrafiltro sobre
X es fijo. Sea F el filtro cofinito, entonces F C U para algin ultrafiltro sobre
X, entonces U es fijo, es decir, (YU # ). Por otro lado, sabemos que F es no
principal, entonces (| F = () y como F C U, entonces (\U C (F =0, de lo
cual se sigue que (\U = ), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe
un ultrafiltro libre sobre X.

[«<] Ahora, supongamos que existe Y ultrafiltro libre sobre X y que X es
finito, entonces todo filtro sobre X es principal, lo cual contradice que U sea
libre. Por lo tanto, X es infinito. O

Es claro que todo filtro es una familia de conjuntos que cumple la PIF.
Maés atn, tenemos el siguiente resultado que es de bastante utilidad en el
contexto de los filtros y su relacién con familias que satisfacen la PIF.
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Proposicion 2.69. Toda familia que satisface la PIF estd contenida en un
filtro.

Ahora veamos la definicién de convergencia y puntos clausura en espacios
topolodgicos haciendo uso del concepto de filtro.

Definicién 2.70. Si (X,7) es un espacio topolégico, F un filtro en X y
re X:

1. Se dice que F converge a x si V, C F.

2. Se dice que x es punto clausura de F st para toda F' € F y para toda
eV, FNU #0.

Proposicion 2.71. St F es un filtro en un espacio topolégico X entonces
son equivalentes:

i) x es punto clausura de F.

i1) Eziste IC filtro en X tal que F C K y K converge a x.

iii) v € F para toda F € F.

Demostracion. [i) = ii)|] Por la Proposicién 248 B = {FNV : F € F,
V € V,} es base de un filtro K tal que F C Ky V, C K, por tanto K
converge a .

[it) = di1)] Sea K un filtro tal que F, V, C K. Obsérvese que si F' € F'y
V €V, entonces V, F € IC, luego FNV # 0y asi,z € F.

[iti) = i)] Es claro. O

2.2.1. Aplicaciones en Topologia

Al igual que las redes, los filtros tienen un gran uso en la teoria de espacios
topoldgicos. Aqui mostramos dos resultados en el que se ejemplifica dicho uso.

Proposicién 2.72. Sean (X, ) un espacio topoldgico y C C X. Los siguien-
tes enunciados son equivalentes:

a) r € C.

b) Existe un filtro que contiene a C y converge a x.

c¢) Existe un filtro que contiene a C' y x es punto clausura de é€l.

Demostracion. [a) = b)] Sea B={UNC : U € V,}, claramente C' € B, de
lo cual, B # (0. Ademads, como z € C, para cada vecindad U de z, UNC' # ().
Asi, 0 ¢ B; luego, de la Proposicién 2.48, B es base de algin filtro, digamos
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F. Claramente V, C F, pues si U € V,, entonces U N C' € B C F, por otro
lado, UNC C U y ast, U € F. Por lo tanto, V() € F y por tanto F converge
axcon(C e F.

[b) = ¢)] Se sigue del hecho de que si el filtro F converge a x, entonces x
es punto clausura de F.

[c) = a)] Si F es un filtro en X tal que C € F y x es punto clausura de
F, entonces por Proposicién 2.71, para cada F € F, x € F; en particular,
xeC. m

Proposicién 2.73. Sea X un espacio topologico. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) X es compacto.

b) Todo filtro en X tiene puntos clausura.

¢) Todo ultrafiltro en X converge.

Demostracion. [a) = b)] Sea F un filtro en X y considérese K = {F :
F € F}. Es inmediato que K satisface la propiedad de la interseccién finita.
Entonces existe un x € X tal que # € F para todo F € K; luego, por (i)
de la proposicién 2.71, x es punto clausura de F.

[b) = ¢)] Si U es ultrafiltro, existe un punto clausura x, entonces por
Proposicién 2.71, existe F filtro en x tal que Y C F y F converge a x. Pero
U es ultrafiltro asi que U = F y por tanto U converge a x.

[c) = a)] Sea {U,}ie; una cubierta abierta de X y supongamos que no
tiene subcubiertas finitas. Entonces para todo K C I finito, X\ ;. Ui # 0,
entonces B = {X\U;cx Ui : K C I es finito} es base de un filtro F en X
luego, existe U ultrafiltro en X tal que F C U entonces, si x € X existe
ir € I tal que x € U;,, esto es U;, € V,. Por otro lado, puesto que X\U;, €
B € F CU,setiene que U;, ¢ U, por tanto U no converge a x, contradiccion.
Por lo tanto, X es compacto. O

2.3. Relacién entre Redes y Filtros

A lo largo de este capitulo se han mostrado algunos resultados bésicos
sobre redes y filtros, de los cuales muchos de ellos tienen una gran similitud.
Aqui damos unos resultados que hacen mas clara la estrecha relacion que
existe entre dichos conceptos.

Observacion 2.74. Notemos lo siguiente:
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1. Si@: (D,») — (X,7) es una red, puesto que F = {R C D : R es
residual} es filtro en D, entonces la coleccion B = {¢o(R) : R € F} es
base de un filtro en X.

2. Si F es un filtro en (X,7), sea D = {(z,F) : z € X, F € F} y
definamos (x, F') = (2/, F') si y solo si F C F', ast, se tiene que (D, >)
es un congunto dirigido. Sea pr : (D,>=) — (X, 7) tal que para todo
(x,F) €D, pr(x,F)=x . Asi, pr es una funcion.

Definicién 2.75. Tenemos las siguientes definiciones:

a) Al filtro que tiene como base a B del inciso 1. de la observacion anterior,
lo denotaremos por o(F) y se llama el filtro generado por .

b) A la funcion definida en el inciso 2. de la observacion anterior, deno-
tada por pr se llama la red basada en F.

Proposicién 2.76. Si ¢ : (D, =) — (X, 7T) es una red se satisfacen:
i) ¢ converge a x si y solo si p(F,) converge a x.
it) x es punto clausura de ¢ si y solo si x es punto clausura de @(F,)

Antes de probar este hecho debemos observar que ¢ converge a z si y
sélo si o 1(V) es residual para toda V € V, y E C Y € f(F) siy sblo si
[Y(E)eF.

Demostracidn. [i) =] Sea V € V,. Puesto que ¢ converge a x, o (V) es
residual en (D, >), luego, ¢~ (V) € F,, entonces V € ¢(F,) y por tanto
©(F,) converge a z.

[i) <] Si V € V., puesto que p(F,) converge a z, p (V) € F, de
aqui que ¢ (V) es residual en (D, =) y asi, ¢ converge a .

[it) =] Si F € o(F,) y V €V, entonces p ' (F) € F,, de manera que
@~ (F) es residual en (D, >) luego, 0§ # (¢~ *(F)) NV entonces ) # F NV
esto es, x es punto clausura de ¢(F,).

[ii) <] Para toda F' € p(F,) y para toda V € V,, FNV # 0. Si R
es residual de (D, >) entonces ¢(R) € ¢(F,), lo que implica que para toda
V eV, o(R)NN # () y por tanto x es punto clausura de . O

Proposicién 2.77. Si F es un filtro en X entonces se satisfacen:
a) F converge a x si y sdlo si oF converge a x.
b) z es punto clausura de F si y solo si x es punto clausura de pg.
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Demostracion. [a) =] Sea U € V,. Puesto que F converge a z, U € F y
entonces (z,U) € Dr luego, si (¢/, F) € R vy entonces (2, F) = (2/,U), de
donde F' C U entonces pz(2', F') =2’ € F C U, de aqui que px(Ru)) C U
y por tanto ¢z converge a .

[a) <] Si U € V,, puesto que @z converge a z, o5 (U) es residual en
(D, =), entonces existe (z/,F) € Dr tal que Ry C 9z (U). Siz” € F
entonces (2, F) = (2/, F), de donde (2", F) = 2" € U, entonces FF C U
lo cual implica que U € F y por tanto F converge a .

[b) =] Si R es residual en (D, >), existe (z/, F') € Dy tal que Ry p) C
R, de esto se tiene que para toda z” € F, (2", F) € R, entonces F' C
or(R m) C @(R). Pero para toda U € V,,, FNU # 0, entonces p(R)NU #
(). Asi, x es punto clausura de .

b) <] SiU €V, y F € F,seax’ € F, entonces (2, F) € Dz, entonces
existe (2", F') € Dg tal que (2", F) = (2/, F) y or(z", F') = 2" € U. Pero
2" € F' C F entonces " € FNU. Por lo tanto, = es punto clausura de
F. O



Capitulo 3

Una Teoria de Convergencia y
Puntos Clausura basada en

k-Redes

3.1. Una introduccion a las x-redes. p-convergencia
y puntos p-clausura.

En esta seccidn se presenta una introduccién a una teoria de convergencia
y puntos clausura basada en k-redes, asi como también se dan algunos resul-
tados basicos acerca de dicha teoria. A lo largo de este capitulo, usaremos
Kk, Ay 0 para denotar cardinales infinitos y « , 3, v y 0 para denotar ordinales.

Definicién 3.1. Sean X un conjunto y k un cardinal infinito. Una k-red
en X es una funcion & : k|~ — X, donde [k]<¥ = {F C k : F es finito}
y es dirigido por la relacion de contencion C. La k-red, &£, es denotada por
(xp : F € [K]<¥), 0 sdlo (xp), donde, para cada F € [k]<, xp = £(F).

De aqui en adelante, trabajaremos con un operador p que asocia a ca-
da subconjunto abierto V' de un espacio topoldgico X, un subconjunto (no
necesariamente abierto) p(V') de X y que satisface las propiedades siguientes.

Para cualesquiera abiertos U y V en X:

1. VCp(V)
2. Si U C V, entonces p(U) C p(V).

33
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Definicién 3.2. Dado un operador p, la p-clausura de A C X, denotada A”,
es definida por:

AP ={x € X : Para todoV € V,,p(V)N A # D}

Si AP = A, diremos que A es p-cerrado.

En el presente trabajo, centraremos nuestra atenciéon en tres elecciones
para p: p(V) =V, p(V) =V, p(V) = int(V). Para estas elecciones de p,
tenemos la siguiente notacién y terminologia:

1. p(V) =V: A” es denotado por A y es llamado la clausura de A.
2. p(V) =V: A? es denotado por A% y es llamado la #-clausura de A.

=

3. p(V) = int(V): A? es denotado por A° y es llamado la d-clausura de
A

Proposicion 3.3. Para cualquier A C X, AP es cerrado.

Demostracién. Sabemos que A? C AP, veamos la otra contencién. Sea x €
Ar, entonces para todo U abierto en X tal que # € U, U N A? # (). Sea
V € V,. Por demostrar que, p(V) N A # (. Como z € V y V es abierto,
entonces V' N A” # (), entonces existe y € V N A” lo cual implica que y € V
y para todo W € V, p(W) N A # (), entonces p(V) N A # (; luego, z € A” y
por tanto A? es cerrado. n

De la proposicién anterior, tenemos el siguiente resultado para las distin-
tas elecciones de nuestro operador p:

Proposicién 3.4. Para todo A C X, A C A% C A?. Ademds, cada uno es
un conjunto cerrado.

Demostracion. Sea A C X, el hecho de que cada uno de ellos es cerrado se
sigue de la Proposiciéon 3.3. Veamos las contenciones:

- A C A° se da por el hecho de que para todo x € X y para todo V € V, se
tiene que V C int(V).

- A% C A? se da por el hecho de que para todo z € X y para todo V € V, se
tiene que int(A) C A.

Asi, A C A% C A? y cada uno de ellos es cerrado. O]
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Una condicién que nos asegura la igualdad entre los conjuntos resultantes
de la eleccién de nuestro operador p, se da en el siguiente resultado:

Proposicién 3.5. Sean X un espacio reqular y A C X. Entonces A = A% =
AP,

Demostracion. La Proposicién 3.4 garantiza que A C A° C A?. Veamos las
contenciones opuestas.

Primero demostremos que A% C A°. Sea x € A?, entonces para todo V € V,
VNA#(. Sea VeV, y veamos que, int(V)N A # ().

Supongamos que int(V) N A = ), entonces A C X\int(V), donde X \int(V)
es cerrado en X. Notamos que x € int(V) ya que x € V, V es abierto y
V C V. Ahora, como X es regular, existen Uy, Uy abiertos, con U; N Uy = (),
tales que x € Uy y X\int(V) C U,. Por lo tanto existe U; € V, tal que
Uy N A =0, pues de lo contrario, si U; N A # ), entonces existe y € U; N A,
entonces y € A C X\int(V) C U, y para todo W abierto tal que y € W,
W NU; # 0. Como U, es abierto y y € U, entonces Uy, N U; # () lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto existe U; € V, tal que Uy N A = 0 lo que
también es una contradiccion, pues z € A?. De esta forma, hemos probado
que int(V) N A #Q y por tanto x € A°. Asi, A? C A%,

Ahora veamos que A% C A. Sea x € A?, entonces para todo V € V, int(V)N
A#0D. SeaV eV, yveamos que, VN A # (.

Supongamos que V N A = (), entonces A C X\V, donde X\V es cerrado en
X. Como z € V y X es regular, existen Uy, Uy abiertos con U; NUy = () tales
que z € Uy y X\V C U,. Por lo tanto existe U; € V, tal que int(U;)NA =0,
pues de lo contrario, si int(U;) N A # () entonces existe y € int(U;) N A,
entonces y € A C X\V C U, y para todo W abierto tal que y € W,
W NU; # 0. Como U, es abierto y y € U, entonces Uy N U; # () lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto existe U; € V, tal que int(U;)) N A =0 lo
que también es una contradiccién pues z € A°. Asi, VN A # () y por tanto
x € A%, Se concluye que A° C A.

Con todo, se dan las igualdades deseadas. ]

Definicién 3.6. Sean p un operador, X un espacio, ¢ € X y (xp) una k-red
en X.

1. El punto q es un punto p-clausura de (xp), si para cualquier V€ V, y
cualquier F' € [k]<Y, existe G € [k]<¥ tal que F C G y xg € p(V).
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2. La k-red (xp) p-converge a q, lo que denotamos
T —p(

si para toda V € V,, existe F' € [k]<“ tal que para toda G € [K]< con
F C G, tenemos que xg € p(V).

NOTA: Sea (xp) una r-red en X . Usaremos la terminologia siguiente para
los casos particulares listados a continuacion:

1. Si p(V) =V: q es un punto clausura de (zr) y () converge a ¢;

2. Si p(V) =V:qesun punto 6-clausura de (zy) y (vr) f-converge a g,

3. Sip(V) =int(V): q es un punto é-clausura de (xp) y (xp) d-converge
aq.

El resultado que sigue es frecuentemente utilizado en demostraciones pos-
teriores.

Proposicién 3.7 (Construccién ttil). Sean ¢ € X, {V, : a € Kk} una base
local de q y sea (xp) cualquier k-red en X tal que, para cada F € k<%,
zp € p((oer Va)- Entonces xp —, q.

Demostracion. Sea V' € V,. Veamos que, existe F' € [k]< tal que para cada
G € [k]<¥ con F C G, zg € p(V).

Como V' € V, entonces existe ag < x tal que V,,, C V. Definimos a F' = {«ap},
asi F' C ky |F| =1, es decir, F' € [k]<¥. Sea G € []<“ tal que F' C G,
entonces 1 € p((N,eq Va) € P(Vay) € p(V). Por lo tanto xp —, g. O

Lema 3.8. Sean p un operador, X un espacio y sea q € X.

1. Si(xp) esuna k-red en X yxp —, q, entonces q es un punto p-clausura
de (xp).

2. Six(X,q) <k yqe AP, entonces existe una k-red, (xg), en A tal que
Tp —p q.

Demostracion. Verifiquemos la propiedad 1. Sea (zr) una k-red en X tal
que zp —, q. Sea V € V, y sea F € [k]<¥. Como zr —, ¢, entonces para
V', existe Fy € [k]<“ tal que para todo G € [k]<¥ con Fy C G se tiene que
zg € p(V). Definimos a G = F U Fy € [k]<“ y asi, tenemos que para F
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encontramos un G € [k]<¥, con F' C G, tal que z¢ € p(V), ya que Fy C G.
Por lo tanto para cada V' € V, y para cada F € []<“, existe G € [k]<¥
F C G tal que z¢ € p(V) y por tanto ¢ es un punto p-clausura de (zp).
Verifiquemos ahora la propiedad 2. Supongamos que x(X,q) < ky q € A?
donde A C X. Notamos que como ¢ € A”, entonces para todo V € V,,
p(VYNA#D. SeaV ={V, : a <k} base local para ¢ tal que |V| = x(X, q).
Ahora, para cada F' € [k]<* tomamos a zp € p([),cr Va) N A un punto
cualquiera fijo. Notemos que, en efecto, podemos tomar tal punto ya que para
cada F' € [k]<¥ se tiene que [\, Vo # 0, pues para todo a < k, ¢ € V.
Mas atin, para cada I € [k]<°, p((N,ep Va) N A # 0, pues (,ep Vo € V.
Dado lo anterior, definimos a & : ([x]<“, C) — (X, 7) como la funcién tal que
para cada F' € [k]<¥ : £(F) = xp y asi tenemos que {[[k]<¥] C A, es decir,
§ estd en A. Més atin, como para cada F' € [k]%, xp € p((),cp Va), POr la
construccién util, implicamos que zp —, ¢. Por lo tanto existe (xp) x-red en
A tal que zp —, q. O]

Definicién 3.9. Sea & una k-red en X. Una \-subred de & es una funcion
o H, donde H es una funcion de [A|<% hacia [k]<¥ tal que para todo F €
A<“, FNk C H(F),

Una A-subred es denotada como (x () : F' € [A\]<) 0 s6lo (z (), donde
rar) = (o H)(F). Note que en el caso en que A < &, la condicién sobre H,
se reduce a F' C H(F).

Lema 3.10. Sea (xp) una k-red en X y sea q¢ un punto p-clausura de (zp).
Entonces existe una A-subred de (xp), que p-converge a q.

Demostracion. Sea V = {V,, : @ < A}, una base local para g.

Afirmacion: Para cada F' € [\|<¥, existe H(F) € [k]<¥ tal que FNr C H(F)
vy zary € p(M{Va : @ € F}). Sea F € [A]<¥, por un lado sabemos que
Nocr Ve €V y que FNk € [k]<. Como ¢ es un punto p-clausura de (zp),
entonces existe Gpn, € [K]< tal que F Nk C Grne ¥ Tapn,. € P(Nacr Va)-
Tomamos H(F) = Gpn, v de esta manera tenemos que H(F) € [k|¥,
FNrk CHF)y zar) € p((aer Vo). Ahora, definimos una funcién H :
[A]<“ — [k]“ tal que para cada F' € [N\, H(F) = Gpnx. De esta manera,
(Tp(F)), es una A-subred de (z ). Resta verificar que, xg(py —, ¢. Sea V € V,,
entonces, existe ay < A tal que V,, C V. Tomamos a F' = {op} € [\ ¥y
sea C' € [A<¥ tal que F' C C. Como H(C) = Geng, entonces, Ty €
P(Naec Va)- Ademis, ya que F' C C, entonces p(( e Va) € p(Va,) € p(V).
De lo cual se tiene que, xy(cy € p(V'). Por lo tanto, xpr)y —, q. O
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Considere la siguiente propiedad fundamental de redes y subredes:
Si una red converge a q, entonces toda subred de ésta también converge a q (x).

Ademas, recordar lo siguiente: Una subred de una red (x4 : d € D), tiene la
forma (xf«) : e € E); donde E es un conjunto dirigido y f: £ — D, es una
funcion tal que para todo dy € D, existe ey € E tal que si e > ey, entonces
f(e) > dy (Para més detalles acerca de redes vea [11]). Para trasladar este
enunciado a la teoria de k redes, se debe considerar k < Ay FNk C H(F),
teniendo esto, veamos: si Fy € [k]<¥, entonces Fy € [A]<¥, y si Fy C G €
[A]<¢, entonces Fy C H(G) (ya que, Fp = FyNk € GNk C H(G)). Con
esta observacién, podemos enunciar la propiedad (x) empleando x-redes:

Lema 3.11. Sea (xp) una r-red en X y sea (xp(p)) una A\-subred de (xp)
con kK < A.

1. St xp —, q, entonces Ty(py —p q.

2. Si q es un punto p-clausura de (xH(F)), entonces q es un punto p-
clausura de (xp).

Demostracion. Veamos 1: Supongamos que zp —, q y sea V € V,. Por
demostrar que, existe H(F') € [k]< tal que para cada G € [A\|<¥ con H(F') C
H(G), zpq) € p(V). Como zp —, ¢, entonces existe F' € [k]<“ tal que para
cada G € [k]<¥ con F C G, z¢ € p(V), entonces existe F' € [A\]<“ tal que para
cada G € [k]<¥, con F' C G, z¢ € p(V). Entonces existe H(F') € [k]<“ tal que
para cada G € [A]<¥ con H(F) C H(G), zg € p(V). Sea G € [A\]<“ tal que
H(F) C H(G). Notemos que z (e € p(V),pues F' = FNk C H(F) C H(G).
Veamos 2: Sea ¢ un punto p-clausura de (xg(r)) y sean V € V, y F €
[K] =,
Por demostrar que existe G € [k]<“ tal que FF C G y z¢ € p(V). Como
F € [k]<, entonces F' € [A\]<¥, entonces existe G € [\]<* con H(F) C H(G")
tal que wy gy € p(V). Definimos a G = H(G') y asi tenemos que existe
G € [k]<¥ tal que F C Gy z¢ € p(V) (El hecho de que F' C G se da por:
F=FnkCH(F)CHG)=a). O

Definicién 3.12. Una k-red, (xp) en X es universal si dado cualquier A C
X, exactamente una de las siquientes proposiciones se verifica:

1. Existe F' € [k]<“ tal que si F' C G, entonces xg € A;
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2. Eziste F' € [k|< tal que si F' C G, entonces v € X \ A.

Lema 3.13. Sea (zp) una k-red en X. Entonces existe una \-subred de (xp)
con A\ > Kk que es universal.

Demostracion. Para cada F € [k]<¥, sea Ap = {2¢ : G € [k|*¥y F C G}.
Notamos que para todo Fy, Fy € [k]<¥ se cumple lo siguiente:

1. Ap #0
2. AFlqu g AF1 N AFQ

La propiedad 1 se cumple ya que xp € Ap para cada F' € [k]<“. La propiedad
2, se cumple por lo siguiente: Sea y € Apyp,, entonces y = xg para algin
G € [k]*¥ con F1UF, C G, yyaque Fy, F, C F{UF, C G, entonces y € Ap,
yy € Ap, es decir, y € Ap, N Ap,. Por lo tanto Ap,up, € Ap, N Ap,. Luego,
de 1y 2 se tiene que la coleccién {Ap : F' € [k]|<“} satisface la propiedad de
la inteseccion finita (PIF). Sea {U, : @ < A} un ultrafiltro sobre X tal que
{Ap : F € [k]*¥} C {U, : @ < A} (vea Proposiciones 2.69 y 2.54)(podemos
suponer que A > k). Ahora bien, definimos a H : [\]<¥ — [k]<¥, como sigue:
Sea F' € [A\]<¥, entonces F' Nk € [k|<, por la PIF, Apn, N (NacrUs) # 0.
Sea:

z € Aprm N (ﬂaeFUa)-

Puesto que z € Apny,, existe G € [k]<“ tal que z = ¢, y F Nk C Gp.
Definimos a H(F') = Gy y asi tenemos que: FNx C H(F) y xyp) = T, =
2 € NaerUs. Por tanto (zg(r)) es una A-subred de (zp).

Restaria ver la universalidad. Sea E C X vy, sin pérdida de generalidad,
supongamos que E € {U, : a < A}. Entonces existe 5 < A tal que E = Up.
Tomamos al conjunto {3} € [\|<¥ y sea G € [\|<“ tal que {5} C G, entonces
Ty € (NaccUa) € Ug = E. El otro caso, es decir cuando X\E € {U, : a <
A}, es andlogo al que hemos presentado. Por lo tanto, (xy(r)) es universal. [J

Lema 3.14. Sea (xp) una k-red universal en X y sea q¢ un punto p-clausura
de (xp). Entonces xp —, q.

Demostracion. Sea V' € V,, entonces p(V) C X.

Afirmacion: Existe Fy € [k]<¢ tal que si Fy C G, entonces zg € p(V). En
efecto, pues de lo contrario, como (xr) es universal, existe F' € [k]<“ tal
que si ' C G, entonces xg € X\p(V). Por otro lado, como ¢ es un punto



Una Teoria de Convergencia y Puntos Clausura basada en
40 r-Redes

p-clausura de (xp), entonces para cada V' € V, y para cada F' € [k]<¥, existe
G € [k]< con F C G tal que v¢ € p(V); en particular para V y F' que
tomamos, existe G € [k]<“ con F' C G tal que z¢ € p(V), lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, existe Fy € [k|<“ tal que si Fy C G, entonces
ze € p(V) y asi obtenemos que existe Fy € [k]<“ tal que para cada G € [k|<¥
con Fy C G, zg € p(V) y por tanto xp —, q. ]

Teorema 3.15. Sea X un espacio, A C X, y sea p un operador. Son equi-
valentes:

1. Si & es una k-red en A, entonces existe ¢ € A tal que q es un punto
p-clausura de & en X ;

2. Si & es una k-red en A que es universal en X, entonces eriste ¢ € A
tal que § —, q en X.

Demostracion. [1 = 2] Sea & una k-red en A que es universal en X. Por
hipdtesis, existe ¢ € A tal que ¢ es un punto p-clausura de £ en X; luego, por
Lema 3.14, £ —, g en X.

[2 = 1] Sea £ una k-red en A, por Lema 3.13, existe £ o H una A-subred
de £ con A > Kk que es universal; luego, por hipotesis, existe ¢ € A tal que
§oH —,qen X. Ahora, por Lema 3.8, ¢ es un punto p-clausura de { o H y,
por Lema 3.11, ¢ es un punto p-clausura de £ en X. O]

Corolario 3.16. Sean X un espacio y p un operador. Son equivalentes:
1. Toda k-red tiene un punto p-clausura;
2. Toda k-red universal en X es p-convergente.
Demostracion. Basta tomar A = X en el teorema anterior. O
Para terminar esta seccion, presentamos algunos resultados sobre la rela-
cién que hay entre k-redes, k-redes universales, filtros y ultrafiltros.
En [3], se hace la siguiente mencién de una primera forma de como ir y
venir entre k-redes y filtros.
Definicién 3.17. Definimos lo siguiente:

1. Sea & = (xp) una k-red, y para cada F € [K]<Y, sea Ap = {xg : G €
(k] y F C G}. El filtro asociado a (xp), denotado por Fe, tiene como
base de filtro a {Ap : F € [k]=*}.
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2. Sea L un filtro de cardinalidad k, digamos L = {L, : o € k}. Una
k-red asociada con L, denotada por &g, serd (xp), donde para cada
F e k], zp € ({{La : @ € F} un punto cualquiera fijo.

Es posible verificar que con estas construcciones, la siguiente propiedad
usual se preserva.

Proposicién 3.18. Sea { = (xp : F € [K]<¥) una k-red en un espacio X.
Entonces se satisfacen:

1. & converge a x si y solo si F¢ converge a x.

2. x es punto clausura de § si y sélo si x es punto clausura de Fe.

Demostracién. Veamos (1): [=] Supongamos que & converge a x y sea F¢ =
{A C X : Existe Ar € B tal que Ap C A} donde B = {Ar : F € [r]¥} vy
para cada F' € [k]<“, Ap = {z¢ : G € [k]*¥ y F C G}. Demostremos que
Fe, converge a z, es decir que V, C F¢. Sea V € V,, como & converge a z,
existe [y € [k]<¥ tal que para cada G € [k]<¥ con Fy C G, x¢ € V. Tomamos
a Ap, € By tenemos que Ar, € V. De lo cual se sigue que V' € F¢. Por lo
tanto, V, C F¢, es decir, F; converge a .

[«<] Ahora, supongamos que F¢ converge a x y demostremos que £ converge a
z.Sea V € V,, como V, C F¢, entonces V' € F, con lo cual existe Fy € [k]<“
tal que A, C V. Luego, si G € [k]<¥ y Fy C G, se tiene que, zg € V. Por lo
tanto, £ converge a x.

Veamos (2): [=] Supongamos que x es punto clausura de £ y demostremos
que también lo es para F. Sea V € V, y A € F¢. Entonces, por un lado,
existe Fy € [k]<“ tal que Ag, € By Ar, C Ay, por otro lado, se tiene que
para todo F' € [k]<¥ existe G € [k]<¥ tal que FF C G y z¢ € V. Entonces,
para Fy se tiene que existe G € [k]<¥ tal que Fy C Gy ¢ € V. Ademas,
como z¢ € Ap, vy Ar, C A, entonces xg € ANV, de lo cual se obtiene que
ANV #0. Asi, x € A para cada A € Fe, es decir, x es punto clausura de
Fe.

[«<] Supongamos que x es punto clausura de F¢ y veamos que también lo
es para £. Sean V € V, y F € [k]<*. Entonces V N Ar # 0; luego, sea
z € VN Ap, entonces, existe G € [k|<“ con FF C G tal que xg =z y zg € V.
Por lo tanto, & tiene a x como punto clausura. [

Ahora, dado un filtro, quisiéramos un resultado analogo al anterior, des-
afortunadamente con tal definicién no hemos podido obtener las equivalencias
similares de dicho resultado. Veamos lo que si tenemos demostrado:
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Proposicion 3.19. Sean X un espacio y L un filtro en X de cardinalidad
K, digamos L = {L, : « < K}. Entonces:

1. 8t L converge a x entonces £, converge a x.
2. Si x es punto clausura de &g entonces x es punto clausura de L.

Demostracion. Veamos (1.): Supongamos que £ converge a x y probemos
que &, también converge a x. Sea V' € V,, entonces V € L, con lo cual existe
ap < K tal que V = L,,. Tomamos a F = {ap} € [k]<¥ y sea G € [k]<¥ tal
que F' € G, entonces g € (),cq La- Luego, como F' = {ag} C G, enton-
ces (e La € Lo, y por tanto, xg € Lo, = V. Por lo tanto, {, converge a x.

Veamos (2.): Supongamos que x es punto clausura de £, y veamos que
también lo es para L. Sea V € V, vy L € L, entonces existe oy < k tal que
L = L,,. Luego, para V' y {ag} € [k]<¥, existe G € [k]<“ tal que {a} C G
y ¢ € V. Ademads, por definicién tenemos que zg € (\,cq La € Lay, de lo
cual se sigue que V N Ly, # 0, es decir, V N L # (). Por lo tanto, = es punto
clausura de L.

m

A pesar de no tener las equivalencias de este tltimo resultado, podemos
generalizar las anteriores dos proposiciones usando nuestro operador p res-
pecto a filtros. Veamos una primera definicién de p-convergencia y puntos
p-clausura de filtros:

Definicién 3.20. Sean p un operador, X un espacio topolégico, g € X y L
un filtro en X.

1. El punto q es un punto p-clausura de L si para cada V € V, y para
cualquier L € L, LN p(V') # 0.

2. FEl filtro, L, p-converge a q, lo que denotamos:
L—,q
si para toda V € V,, p(V) € L.

NOTA: Sea L un filtro en X. Del mismo modo que para x-redes se utiliza
la terminologia siguiente para los casos particulares listados a continuacion:

1. Si p(V) =V: q es un punto clausura de £ y L converge a ¢;
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2. Si p(V) =V: q es un punto f-clausura de £ y £ f-converge a ¢;

3. Si p(V) = int(V): ¢ es un punto d-clausura de Ly L d-converge a q.
Dado lo anterior, veamos las siguientes proposiciones:

Proposicién 3.21. Sean & = (zp : F € [R]<%) una k-red en un espacio X,
p un operador y q € X. Entonces se satisfacen:

1. & p-converge a q si y solo si Fe p-converge a q.
2. q es punto p-clausura de § si y sélo si g es punto p-clausura de Fe.

Demostracion. Veamos (1.): [=] Supongamos que £ p-converge a ¢ y sea
Fe = {A C X : Existe Ap € Btal que Ap C A} donde B = {Ap : F €
[k]<“} y para cada F' € [k]<“, Ap ={z¢: G € [k]|*¥ y I C G}. Veamos que
Fe, p-converge a ¢, es decir, veamos que para cada V € V,, p(V) € F¢. Sea
V eV, como & p-converge a ¢, existe Fy € [k]< tal que para cada G € [k]<¥
con Fy C G, zg € p(V). Tomamos a Ap, € By tenemos que Ag, C p(V). De
lo cual se sigue que p(V') € F¢. Por lo tanto, para cada V € V,, p(V) € F,
es decir, F¢ p-converge a g.

[«<] Ahora, supongamos que F¢ p-converge a ¢ y veamos que & p-converge a
q. Sea V € V,, como F¢ p-converge a ¢, entonces p(V') € F¢, entonces, existe
Fy € [k]%¥ tal que A, C V, de lo cual se sigue que para cada G € [k]<“ con
Fy C G, zg € p(V). Por lo tanto, & p-converge a q.

Veamos (2.): [=] Supongamos que ¢ es punto p-clausura de £ y veamos
que también lo es para F¢. Sea V € V, y A € F¢. Entonces, por un lado,
existe Fy € [k]<¥ tal que Ap, € By Ag, C A, y por otro lado, se tiene que,
para todo F' € [k|<¥, existe G € [k]<¥ tal que FF C Gy x¢ € p(V'). Entonces,
para Fy, se tiene que existe G € [k]<¥ tal que Fy C Gy zg € p(V). Ademas,
como z¢ € Ap, y A, € A, entonces zg € AN p(V), de lo cual se obtiene
que AN p(V) # (. Asi, q es punto p-clausura de F.

[«<] Ahora, supongamos que ¢ es punto p-clausura de F¢ y veamos que tam-
bién lo es para £. Sea V € V, y F € [k]<¥. Entonces p(V) N Ar # 0; luego,
sea z € p(V) N Ap, entonces, existe G € [k]<¥ con F C G tal que zg = z y
zg € p(V). Por lo tanto, ¢ tiene a ¢ como punto p-clausura. O

Proposicién 3.22. Sean £ = {L, : a < Kk} un filtro de cardinalidad k en
un espacio X, p un operador y q € X. Entonces se satisfacen:

1. Si L p-converge a q entonces &g p-converge a q.
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2. Si q es punto p-clausura de £, entonces q es punto p-clausura de L.

Demostracion. Veamos (1.): Supongamos que L p-converge a ¢ y veamos que
&c también p-converge a ¢. Sea V' € V,, entonces p(V) € L, entonces existe
ap < k tal que p(V) = L,,. Tomamos a F' = {ap} € [k]<¥ y sea G € [k]<“ tal
que F' C G, entonces ¢ € [ eq La- Luego, como F' = {ag} C G, entonces
Noce La € Lo, y por tanto, xg € Lo, = p(V). Por lo tanto, £, p-converge a
q.

Veamos (2.): Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de &, y veamos
que también lo es para £. Sea V € V, y L € L, entonces existe oy < k tal que
L = L,,. Luego, para {ag} € [k]<¥ y V, existe G € [k]<“ tal que {a} C G
y zg € p(V). Ademds, por definicién tenemos que z¢ € (e La € Lay, de
lo cual se sigue que xg € Lo, N p(V) y por tanto L, N p(V) # 0. Asi, q es
un punto p-clausura de L. O]

Ahora veamos unos resultados andlogos a los que se tienen para ultraredes
o redes universales y ultrafiltros.

Proposicién 3.23. Sea (xp) una k-red universal en X . EntoncesUd = {A C
X : Existe F € [k]<¥ tal que Ap C A} es un ultrafiltro en X.

Demostracion. Sea E C X, como (zp) es universal, tenemos dos casos:

i) Existe F' € [k|<¥ tal que si F' C G, entonces zg € E. Entonces Ap C F
y por lo tanto, £ € U.

ii) Existe F' € [k]<“ tal que si I C G, entonces z¢ € X\E. Entonces
Ar C X\E y por lo tanto, X\E € U.

De estos dos casos se obtiene que, U es ultrafiltro. O]

Proposicion 3.24. Sea U un ultrafiltro en X de cardinalidad r, digamos
U={U, : a <k}. Entonces &, es una k-red universal en X.

Demostracion. Sea EE C X, como U es ultrafiltro, tenemos dos casos:

i) Si E € U, entonces, existe § < k tal que E = Up. Sea G € [k|“ tal
que {8} € G, entonces xg € [\yeq Ua € Ug = E, entonces z¢ € E.
Asi, existe F' = {8} € [k]= tal que si F' C G, entonces z¢ € E.
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ii) Si X\E € U, entonces, existe § < k tal que X\E = Up. Sea G € [k|<¥
tal que {#} C @G, entonces z¢ € (\,cqUa C Us = X\E, entonces

acG Y@
re € X\E. Asi, existe ' = {f} € [k]“ tal que si F' C G, entonces
Tag € X\E
De estos dos casos se obtiene que, &, es k-red universal. O

3.2. k-redes y redes con conjuntos dirigidos
de cardinalidad a lo mas k.

En esta seccién consideramos la relacién que existe entre las propiedades
de convergencia y puntos clausura de sucesiones, k-sucesiones, redes y k-
redes. Daremos inicio con la relacion entre x-sucesiones y x-redes.

Definicién 3.25. Sea X un conjunto. Una k-sucesion en X es una funcion
¢k — X, donde k es un cardinal infinito. Para cada o € k, denotamos
T = p(a). Ast, una k-sucesion en un conjunto X se denota por (T, : o < k).

Definicién 3.26. Sean X un espacio, ¢ € X, p un operador, y sea (x, : a <
K) una k-sucesion en X.

(1) La k-sucesion (xo : o < k) p-converge a q, lo que denotamos x, —, g, si
para cualquier V € V, existe o € k tal que para todo f > «, x5 € p(V).

(ii) El punto q es un punto p-clausura de (x, : a < k) si dada cualquier
V €V, y cualquier a € k, existe 3 > « tal que xg € p(V).

Teorema 3.27. Sean X un espacio, ¢ € X y p un operador. Dada cualquier

w-red (xp : F € [w]<¥) en X, existe una sucesion (y, : n € w) en X tal que
las siguientes proposiciones se cumplen:

2. Sixp —, q, entonces Y, —, q;

3. Si q es un punto p-clausura de (y,), entonces q es un punto p-clausura

de (zp).
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Demostracion. Sea (xp : F' € [w]<¥) una w-red en X. Para cada n € w,
definimos a

Yn = T{01,...,n}

Claramente se cumple 1 por definicion.

Veamos que la sucesién (y,,) satisface 2: Supongamos que zp —, ¢ y sea
V €V, entonces existe F' € [w]<¥ tal que para cada G € [w]<“ con F C G,
se tiene que xg € p(V). Sea a« = mazrF € w.
Afirmacion: Para todo 8 > «, yg € p(V). Sea f > a, entonces F C
{0,1,...,8} € [w]<¥, entonces yz = x01,.87 € p(V), y por tanto se tie-
ne que Y, —, q.

Veamos 3: Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (y,). Sea V €V,
y F € [w]<¥. Tomamos a o = mazxF € w, entonces existe # > «a tal que
yg = x01,..8y € p(V). Definimos a G = {0,1,...,3} y asi tenemos que
existe G € [w]|<¥ tal que ' C Gy z¢ € p(V). Por lo tanto ¢ es un punto
p-clausura de (zp). O

Ahora veamos un ejemplo para ilustrar que los reciprocos de los incisos 2
y 3, del teorema anterior, no siempre se cumplen.

Ejemplo 3.28. Sea Y a,, una serie infinita en R que converge y tiene suma
S, pero no es absolutamente convergente.

Para cada F € [w]<, sea xp =), p ar. Entonces, para cadan € w tenemos
que

yn = ZL‘{O,L”.’n} = Qo ~|» ai + e +U,n — Zai
=1

Ademdas, se tiene lo siguiente:

1. (yn) converge a S, pero (xp) no converge.
En efecto, se cumple por la forma en que elegimos a la serie Y a,,
es decir, para cada € > 0, existe N € w tal que para todo n > N,
|S —yn| < €; sin embargo, como >, a, no es absolutamente convergente,
podemos permutar los sumandos de tal forma que (xr) no converja. Ast,
el reciproco del inciso 2 del teorema anterior, no se cumple.

2. Todo z € R es un punto clausura de (xp : F € [w]<¥).
Sea z € R, e > 0 y sea F € [w|~, digamos F = {iy,ia,..., i1},
tomamos a 0 : w — w una permutacion de w tal que ) agm) = 2.
Ahora sean o(j1) = i1,...,0(Jx) = ix, y entonces elegimos a n tal
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que n > ji,...,Jk Y |2 — (Go) + -+ + aom))| < €. Definimos a G =
{c(1),0(2),...,0(n)} y con esto obtenemos que FF C G y |z — z¢| =
|z =31 ay()| < €. Porlo tanto z es un punto clausura de (zp : F €
[w]<¥); sin embargo, (y,), sélo tiene a S como punto clausura.

La construcciéon en la demostracion del teorema anterior, la cual comienza
con una w-red y da una sucesion, funciona solamente para el caso k = w; por
otro lado, la construccién en la direccién opuesta, la cual comienza con una
k-sucesion y da una k-red, trabaja para todo k.

Teorema 3.29. Sean X un espacio, ¢ € X y p un operador. Dada cual-
quier k-sucesion (z, : a < k) en X, existe una k-red (yp) en X tal que las
siguientes proposiciones se cumplen:

1. {yr} C{za}
2. To —p q st Y solo siyp —,q

3. q es un punto p-clausura de (x,) si y sélo si q es un punto p-clausura

de (yr)

Demostracion. Sea (x, : a < k) una k-sucesién en X. Para cada F' € [x]
definimos a yr = x, donde a = maxF'. Claramente, asi como definimos la
k-red (yr) se cumple 1.

Veamos 2:[=] Supongamos que z, —, ¢ y sea V € V,, entonces existe
a € k tal que para todo § > «, xg € p(V). Tomamos a {a} € [k]<¥ y sea
G € [k]= tal que {a} C G, entonces yg = Tmazc € p(V) pues mazG > a.
Definimos a F = {a} y asi tenemos que existe F' € [k]<¥ tal que para cada
G € [k]*¥ con F C G, yg € p(V) y por tanto yp —, q.
[«<] Supongamos que yp —, ¢ y sea V € V,, entonces existe F' € [k]<¥ tal
que para cada G € [k]<¥ con F' C G, yg € p(V). Tomamos a a = mdzF y
sea # < k tal que > «, entonces x5 = ysur € p(V) pues F C F U {f}.
Asi, tenemos que existe @ € s tal que para todo 8 > a, x5 € p(V) y, por
tanto x, —, q.

Veamos 3:[=-] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (z,). Sea V' €
V, v F € [k]<¥. Entonces para o = mazF, existe § > « tal que x5 € p(V).
Tomamos a G = {f} U F € [5]<¥ y tenemos que yg = Tmaz({gjur) = g €
p(V). Asi, tenemos que existe G € [k]<“ con F' C G tal que yg € p(V) y por
tanto ¢ es un punto p-clausura de (yp).
[«<] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (yr). Sea V€V, y o € k.

<w
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Entonces para F' = {a} € [k]*¥, existe G € [k]< con {a} C G tal que
ye € p(V). Tomamos a f = mazG y tenemos que z3 = yg € p(V). Asi,
tenemos que existe § > « tal que x5 € p(V) y por tanto ¢ es un punto
p-clausura de (z,). O

Corolario 3.30. Para cualquier espacio X y cualquier operador p, las si-
gquientes proposiciones son equivalentes:

1. Toda w-red en X tiene un punto p-clausura.
2. Toda sucesion (x, :n € w) en X tiene un punto p-clausura.

Demostracion. [1 = 2| Sea (x,, : n € w) una sucesién en X. Por el Teorema
3.29, existe una w-red, (yp), en X; luego, por hipétesis, (yr) tiene un punto
p-clausura y por tanto, (z,) tiene un punto p-clausura.

[2 = 1] Sea (yr) una w-red en X. Por el Teorema 3.27, existe (z,, : n € w)
sucesién en X, luego por hipétesis, (z, : n € w), tiene un punto p-clausura y
por tanto, (yr), tiene un punto p-clausura. ]

Corolario 3.31. Para cualquier espacio X, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. X es un espacio Fréchet.
2. Siqe Z, entonces existe una w-red (xp) en A tal que rp — q.

Demostracion. [1 = 2] Sea ¢ € A, como X es Fréchet, existe una sucesién
(yn) en A que converge a ¢, por el Teorema 3.29, existe, (zrr), w-red en A
que también converge a q.

[2 = 1] Sea ¢ € A, por hipétesis, existe una w-red (xg) en A tal que zp — q.
Por el Teorema 3.27, existe, (y,), sucesién en A tal que y, — ¢y por lo tanto
X es un espacio Fréchet. O

Corolario 3.32. Para cualquier espacio X, las siquientes proposiciones son
equivalentes:

1. X es un espacio secuencial.

2. Todo A C X que satisface la siguiente condicion es un conjunto cerra-
do: Si (xp) es una w-red en A y xp — q, entonces g € A (1).
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Demostracion. [1 = 2] Sea A C X tal que A satisface (). Veamos que A
es cerrado. Para esto, demostremos que A es un conjunto secuencialmente
cerrado. Sea (r,) una sucesién en A tal que x, — ¢, por el Teorema 3.29,
existe (yr) w-red en A tal que yr — ¢, luego, por la propiedad (f) que cumple
el conjunto A, implicamos que ¢ € A. Por lo tanto A, es secuencialmente
cerrado y ya que X es un espacio secuencial, entonces A es cerrado.

[2 = 1] Sea A C X secuencialmente cerrado y veamos que A es un conjunto
cerrado. Para esto, demostremos que A cumple la propiedad (t). Sea (xp),
una w-red en A tal que xp — ¢. Por el Teorema 3.27, existe (y,,) sucesién en
A tal que y,, — ¢, como A es un conjunto secuencialmente cerrado, entonces
g € A. Por lo tanto A, cumple la propiedad (1), de lo cual se sigue que, A es
cerrado y por tanto, X es un espacio secuencial. O

Recordemos que una relacion < sobre un conjunto D es dirigida si para
cualesquiera di,ds,...,d, € D, existe e € D tal que d; < e para todo
1 < j < k. Si< esademds reflexiva y transitiva, diremos que (D, <) es un
conjunto dirigido. En general, la relacién < no es antisimétrica, sin embargo
podemos definir una relacién de equivalencia ~ sobre D x D por:

d~esd<eye<d

Entonces (D/ ~,<*) (donde <* esta definido por [d] <* [e] <& d < e) es un
conjunto dirigido y <* es una relacién antisimétrica (En efecto: Si [d] <* [¢]
y [e] <* [d], entonces d < e y e < d, entonces d ~ e, entonces [d] = [e]).
Veamos que las clases estan bien definidas, es decir, que no dependen del
representante: Sean [d], [e] € D/ ~ tales que [d] <* [e]. Sean z € [d] y y € [e].
Veamos que z < y. Como x € [d], entonces  ~ d, con lo cual x < dy d < z.
Por otro lado, como y € [e], entonces y ~ e, entonces y < ey e <y, y yaque
[d] <* [e], entonces d < e. Asi, tenemos que x < d, d < ey e <y, de lo cual
implicamos que x < y. Por lo tanto, las clases no dependen del representante.

Mas atn, tenemos el siguiente lema:

Lema 3.33. Sea (xq:d € D) una red en X y sea (xq : [d] € D/ ~) una red
en X, obtenida como sigue:

Tpq = T, donde e € [d].
Entonces

1. {zg}t C {za}-
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2. Sixqg —,q, entonces xg —, q.

3. Si q es un punto p-clausura de (xq : [d] € D/ ~), entonces q es un
punto p-clausura de (x4 : d € D).

Demostracion. La condicién 1 se sigue de la definicién de (ziq : [d] € D/ ~).

Veamos que ocurre 2. Supongamos que xg —, q¢ y sea V € V,, entonces
existe d € D tal que para todo e € D con e > d, z. € p(V). Tomamos a
[d] € D/ ~ y sea le] € D/ ~ tal que [d] <* [e], entonces ) = x, donde
¢ € [e], entonces € ~ e, entonces € < eye < ¢,y yaque ld <* [,
entonces d < e, de lo cual implicamos que d < €', entonces zy € p(V), es
decir, zf € p(V). Por lo tanto ziq —, q.

Ahora veamos 3: Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (xq : [d] €
D/ ~). SeaV €V, yd € D, entonces para [d] € D/ ~, existe [e] € D/ ~
con [d] <* [¢] tal que x € p(V), entonces existe € € D con d < ¢ tal que
z, € p(V), donde € € [e] y es tal que x|, = x,. Por lo tanto ¢ es un punto
p-clausura de (x4 : d € D). O

Lema 3.34. Sea (x4 :d € D) una red en X tal que |D| = k y la relacion de
orden < para D es antisimélrica. Entonces existe una rk-red (yr) en X tal
que las siguientes proposiciones se cumplen:

1. {yr} € {xa}.
2. xq —,q sty solo siyp —,q.

3. q es un punto p-clausura de (xq) si y sdlo si q es un punto p-clausura

de (yr).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que D = k. La k-red
requerida es obtenida como sigue:
Para cada F' € [k|<¥, digamos F' = {dy,...,dn}, sea yp = x4 donde d € D
y es tal que para todo i = 1,m, d; < d. Siempre que sea posible, elegimos
d € F. Notar que si G = {dy,...,d,,e} donde para todo i = 1,m, d; < e,
entonces yg = x.(Aqui se usa la antisimetria de <).

Veamos 1: Es claro que se cumple por definicién de (yr).

Veamos 2: [=| Supongamos que x4 —, ¢ y sea V € V,, entonces existe
d € D tal que para cada e € D cond < e, z. € p(V), tomamos a {d} € [k]<¥
y sea G € [k]<¥ tal que {d} C G, entonces yg = z. donde para cada g € G,
e > g; ya que {d} C G, entonces e > d, entonces yg = z. € p(V). Por lo
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tanto yr —, q.

[«<] Supongamos que yp —, ¢ y sea V € V,, entonces existe F' € [k]<“ tal
que para cada G € [k]<¥ con F C G, yg € p(V), tomamos a d € D tal que
para todo f € F,d > fy, sea e € D tal que e > d, entonces z. = yg € p(V)
donde G = F U {e}. Por lo tanto, z4 —, q.

Veamos 3: [=] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (z,). Sea
VeV, y F e [k, digamos F = {di,...,d,}. Sea d € D tal que para
todo i = 1,m, d > d;, entonces para tal d, existe e € D con d < e tal que
z. € p(V), tomamos a G = F' U {e} € [k]<¥ y tenemos que yg = z. € p(V).
Por lo tanto ¢ es un punto p-clausura de (yg).

[«<] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (yg). Sea V € V, y d € D,
entonces para {d} € [k]<¥, existe G € [k]<¥ con {d} C G tal que yg € p(V),
pero yg = z. donde e € D es tal que para cada g € GG, e > g, entonces existe
e € D con e > d tal que z, € p(V'). Por lo tanto ¢ es un punto p-clausura de
<.Td>. ]

Lema 3.35 (Propiedad de Expansién). Sea (xp : F' € [\]<¥) una A-red
en X. Para cada k > A, existe una k-red (yp : F' € [k]<¥) en X tal que:

1. {yr} C{zr}.
2. xp —, q sy solo si yp —, q.

3. q es un punto p-clausura de la A-red (xp) si y solo si q es un punto
p-clausura de la k-red (yr).

w

Demostracion. Para cada F € [k]<¥, sea

Yr = TFnx-

Veamos 1: Se cumple por la definicién de (yg).

Veamos 2: [=] Supongamos que zp —, ¢ y sea V € V,, entonces existe
F € [N\<“ tal que para cada G € [A]*¥ con F C G, z¢ € p(V). Como
A < K, entonces existe F' € [k]<“ tal que para cada G € [k]<¥ con F C G,
Yo = zarx € p(V) (pues F C G N A). Por lo tanto yp —, q.
[<] Supongamos que yp —, gy sea V € V,, entonces existe F' € [k]<“ tal que
para cada G € [k|<¥ con F C G, yg € p(V). Tomamos a Fy = FN A € [\]<¥
y sea G € [A]<“ tal que Fy C G. Si denotamos por L = F' U G, entonces
L € [k]=¥ y F C L, entonces y;, € p(V'), pero notamos que y;, = Trny = T¢
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(pues LNA = (FUG)NA = (FNA)U(GNA) = FoUG = G). Ast, 2¢ € p(V)
y por lo tanto xp —, q.

Veamos 3: [=] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de la A-red
(xp). Sea V€ V, y F € [k]<, entonces para Fy = F N\ € [\]<¥, existe
G € [A]<¥ con Fy C G tal que z¢ € p(V). Si denotamos por L = F UG,
entonces L € [k|<¥ y F C L, ademds de que y;, = xpnn € p(V) (pues
LNA=(FUG)NA=(FNAU(GNX) = F UG =G). Asi, y, = x¢ € p(V)
y por lo tanto ¢ es un punto p-clausura de la k-red (yr).

[«<] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de la k-red (yp). Sea V €V,
y F € [A\]<¢, entonces F' € [k]<“, entonces existe G € [k]<¥ con F' C G tal
que yo € p(V), entonces existe Gop = GN A € [A]<¥ con F' C Gy tal que
Yo = Tony = Ta, € p(V) (yva que FF C G, entonces F'N A C G N A\, entonces
F C Gy). Asi, yg = z¢, € p(V) y por lo tanto ¢ es un punto p-clausura de
la A-red (z). O

Como una consecuencia de los tres lemas anteriores, tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 3.36. Sea X un espacio, p un operador, y sea k un cardinal infi-
nito. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. Toda k-red en X tiene un punto p-clausura.

2. Toda \-red en X con w < X\ < K, tiene un punto p-clausura.

3. Toda red (xq:d € D) en X con |D| < k, tiene un punto p-clausura.
4. Toda red (x4 :d € D) en X con |D| = k&, tiene un punto p-clausura.

Demostracion. [1 = 2| Inmediato del Lema 3.35.

[2 = 3] Sea (x4 :d € D), una red en X, con |D| < &, digamos |D| = \ < &,
entonces por el Lema 3.33, existe (zq : [d] € D/ ~) red en X, donde su
relacién es antisimétrica, luego por el Lema 3.34, existe (yp), A-red en X,
ahora por hipétesis, (yp), tiene un punto p-clausura, entonces, (z(q), tiene
un punto p-clausura, entonces (x4 : d € D) tiene un punto p-clausura.

[3 = 4] Inmediato.

[4 = 1] Sea (zp) una r-red en X, como |[k]<¥| = k, entonces por hipétesis
(xp) tiene un punto p-clausura. [l
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3.3. Espacios k-Fréchet y Espacios x-Red.

En toda esta seccién trabajaremos con la eleccién p(V) =V, esto con el
fin de extender los conceptos de espacios Fréchet y espacios secuenciales a
cardinales mas grandes. Més adelante se hara notar mediante unos resultados
que, tanto las definiciénes expuestas por Meyer en [7] y las que se dardn a
continuacién (por lemas anteriores), resultan ser las mismas.

Definicion 3.37. Sean X un espacio y A C X. Diremos que:

1. X es k-Fréchet si para todo elemento ¢ € A existe una k-red (xr) en
A tal que rp — q.

2. A es k-red cerrado si satisface la siguiente propiedad: Si (xp) es una
k-red en A y xp — q, entonces q € A.

3. X es un espacio k-red si todo subconjunto k-red cerrado de X es un
conjunto cerrado.

Ahora veamos unos resultados sencillos acerca de estos conceptos pero
que son de gran utilidad en demostraciones de resultados posteriores.

Proposicion 3.38. Sean X un espacio y A C X. Si A es un conjunto
cerrado de X, entonces A es un conjunto k-red cerrado.

Demostracion. Sea (xp) k-red en A tal que zr — ¢. Supongamos que q ¢ A,
entonces ¢ € X\ A; luego, como A es un conjunto cerrado, entonces X\ A es
abierto, de lo cual se sigue que X\A € V,, y ya que xp — ¢, entonces existe
F € [k]= tal que para todo G € [k]<¥ con F' C G, z¢ € X\A, lo cual es
una contradiccion, pues (xp) es k-red en A. Por lo tanto, ¢ € A y por tanto,
A es k-red cerrado. ]

Proposicion 3.39. Sean X un espacio y A C X. Si A es k-red cerrado y
A < Kk, entonces A es A-red cerrado.

Demostracion. Supongamos que A es k-red cerrado y que A no es A-red
cerrado, entonces existe (yp), A-red en A tal que yp — qy q ¢ A. Por el
Lema 3.35, existe (zr), k-red en A tal que xp — qy q¢ ¢ A, lo cual es una
contradiccién, pues A es un conjunto k-red cerrado. Por lo tanto A es A-red
cerrado. ]
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Proposicion 3.40. Sea X un espacio. Entonces las siguientes proposiciones
se cumplen:

1. Si X es A\-Fréchet y A < k, entonces X es k-Fréchet.

2. 51 X es un espacio A-red y A < k, entonces X es un espacio k-red.

Demostracion. La propiedad 1 se sigue de inmediato del Lema 3.35.
Veamos 2: Supongamos que X es un espacio A\-red y que A < k. Sea A C X
k-red cerrado, por la Proposicién 3.39, tenemos que A es A-red cerrado, como
X es un espacio A-red, entonces A es cerrado. Por lo tanto, X es un espacio
k-red. O

Proposicién 3.41. Para todo k se cumple que si X es k-Fréchet, entonces
X es un espacio k-red.

Demostracion. Sea k un cardinal infinito y supongamos que X es s-Fréchet.
Sean A C X k-red cerrado y ¢ € A, como X es k-Fréchet, entonces existe
(xp), k-red en A tal que zr — ¢, y ya que A es k-red cerrado, entonces
q € A. De esta forma, A es cerrado y por lo tanto X es un espacio k-red. [

Proposicién 3.42. Para todo k se cumple que si x(X) < k, entonces X es
k-Fréchet.

Demostracion. Sea k un cardinal infinito y supongamos que x(X) < k. Sea
A C X yq € A. Denotemos por B = {U, : « < k} una base local para q y
definamos lo siguiente:

Para cada F' € [k]<“, sea zp € ([),cp Ua) N A un punto cualquiera fijo y
sea & : ([k]=¥,C) — X una funcién tal que para cada F' € [k]<“, £(F) = xp.
Entonces, por la Proposicién 3.7, tenemos que xp — ¢. Asi, existe (xp) k-red
en A tal que zp — ¢. Por lo tanto, X es x-Fréchet. O

Proposiciéon 3.43. Para todo k se cumple que si X es un espacio k-red,
entonces t(X) < k.

Demostracion. Para ver que t(X) < k, mostraremos que para todo A C X,
no cerrado, existe C' C A con |C| < k tal que C\ A # 0 (Vea el Teorema 1.64).
Sea A C X no cerrado, entonces A no es un conjunto s-red cerrado (pues
de lo contrario, si A es k-red cerrado, como X es un espacio k-red, entonces
A es cerrado, contradiccion); luego, existe, (xp), k-red en Ay g ¢ A tal que
xp — q. Sea C' = {xp : F € [k]<“}. Es claro que, C C A, |C| < sy C\A # 0
(pues g € C'y ¢ ¢ A). Por lo tanto, t(X) < k. ]
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Observaciéon 3.44. Los reciprocos de los ultimos tres resultados, en general
no siempre se cumplen. Ver los ejemplos al final de esta seccion.

Ahora, enunciamos los conceptos de espacios Fréchet y espacios secuen-
ciales, en términos de nuestra definicién cuando k = w.

Proposicion 3.45. Sea X un espacio. Entonces

1. X es un espacio Fréchet si y solo si X es un espacio w-Fréchet.

2. X es un espacio Secuencial si y solo si X es un espacio w-red.

Demostracion. Veamos 1: Inmediato del Corolario 3.31.
Veamos 2: Inmediato del Corolario 3.32. O]

Con los 2 resultados que siguen, mostramos lo dicho al inicio de esta
seccién, es decir, que tanto la definicién expuesta por Meyer (ver [7]), con
redes cuyos conjuntos dirigidos tienen cardinalidad a lo més x y la de espa-
cios k-Fréchet y espacios k-red que nosotros ya hemos dado, resultan ser las
mismas. Antes, damos las definiciones exhibidas por Meyer.

Definicién 3.46. Sea X un espacio y sea k un cardinal infinito. Entonces

1. Diremos que X es k-Fréchet si para todo A C X y q € A, existe una
red (zq:d € D) en A con |D| < k tal que 4 — q.

2. Diremos que X es k-red si para todo A C X con la siguiente propiedad,
es un congunto cerrado: Si (xq:d € D), es una red en A con |D| < k
Yy rq — q, entonces q € A.

Teorema 3.47. Sean X un espacio y k un cardinal infinito. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. X es k-Fréchet.

2. Si q € A, entonces existe una red {xq: d € D) en A con |D| < k tal
que Tq — (.

Demostracion. [1 = 2| Es claro, ya que |[k]<¥] < k.

[2=1] Sea A C X y q € A, por hipétesis, existe (x4 : d € D), red en A con
|ID| = XA < & tal que 24 — ¢, por el Lema 3.33, existe (x[q : [d] € D/ ~),
red en A donde su relacién es antisimétrica y es tal que xy — g¢; luego,
por el Lema 3.34, existe, (yr), A\-red en A tal que yp — ¢. Finalmente, por
el Lema 3.35, existe, (zp), k-red en A tal que xp — ¢. Por lo tanto, X es
k-Fréchet. O
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Teorema 3.48. Sean X un espacio y k un cardinal infinito. Las siguientes
son equivalentes:

1. X es un espacio k-red.

2. Todo A C X con la siguiente propiedad, es un conjunto cerrado: Si
(xq:d € D)y, es una red en A con |D| < k y xg — q, entonces q € A

(o).

Demostracion. [I = 2] Sea A C X con la propiedad (¢). Veamos que A
es un conjunto cerrado, para esto, demostremos que A es un conjunto k-
red cerrado. Supongamos lo contrario, es decir, que A no es k-red cerrado,
entonces existe (xp), k-red en A tal que xp — qy q¢ ¢ A, lo cual es una
contradiccién, pues A cumple la propiedad (¢) con D = [k]<“. Por lo tanto
A es k-red cerrado, y ya que X es un espacio k-red, implicamos que A es
cerrado.

[2 = 1] Sea A C X k-red cerrado. Veamos que A es un conjunto cerrado, para
esto, demostremos que dicho conjunto cumple la propiedad (¢). Supongamos
que A no cumple tal propiedad, entonces existe (x4 : d € D) red en A con
|D| < k tal que 24 — q y q ¢ A. Luego, usando los lemas 3.33, 3.34 y 3.35,
podemos obtener una k-red (zr) en A tal que zr — qy ¢ ¢ A, lo cual es una
contradiccion, pues A es un conjunto x-red cerrado. Por lo tanto A cumple la
propiedad (¢), de lo cual A es cerrado y por tanto X es un espacio k-red. [J

Ahora veamos que relacion tienen los espacios k-Fréchet y k-red con los
espacios k-transitivos; veamos la siguiente definicién.

Definicién 3.49. Un espacio X es k-transitivo s lo siguiente se cumple para
toda k-red, (xp), en X:

Sixp — q, y para cada F € [K]<Y, existe una k-red (xpe: G € [K]<Y) en X
tal que Tpc — g, entonces existe una k-red en {rpg @ F,G € [k]<*} que
converge a q.

Proposicién 3.50. Todo espacio k-Fréchet es k-transitivo.

Demostracion. Sea X un espacio k-Fréchet y sea (rp), una k-red en X tal
que xp — q y para cada F' € [k]%, existe (zpg : G € [K]¥) k-red en X
tal que zpg — xp. Sea A = {zpe : F,G € [k]<“}. Veamos que ¢ € A. Sea
V €V, entonces existe F' € [k]<“ tal que para cada G € [k]<¥ con F' C G,
zg € V. En particular, notamos que V' € V, ., entonces existe G € [k]<“ tal
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que para todo G € [k]<¥ con G C &, Tpe €V, delo cual se tiene que

ANV # 0y por tanto g € A. Luego, como X es r-Fréchet, existe una s-red
en A que converge a q. O

Mas aun, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.51. Para cualquier espacio X, las siquientes proposiciones son
equivalentes:

(a) X es k-Fréchet.
(b) X es un espacio k-red y k-transitivo.

Demostracion. [(a) = (b)] Inmediato de la Proposicién 3.41 y de la Propo-
sicion 3.50. B
[(b) = (a)] Sea A C X y ¢ € A. Definimos a

L={pe X : Existe (zg), k-red en A tal que zrp — p}

Notamos que A C L. Afirmamos que L es un conjunto k-red cerrado. En
efecto, sea (xp), una s-red en L tal que zr — y. Como para todo F' € [k]|<¥,
xrp € L, entonces para cada I’ € [k]<¥, existe una s-red, (yr), en A tal que
yr — xp. Por k-transitividad, tenemos que existe una s-red en {yr : F' €
[k]<“} C A que converge a y, de lo cual se tiene que y € L. Por lo tanto, L
es un conjunto x-red cerrado.

Ahora, como X es un espacio k-red, entonces L es un conjunto cerrado.
Ademsds, como A C L entonces A C L = L, y dado que ¢ € A, entonces
q € L, de lo cual existe una s-red, (zr), en A tal que xp — ¢. Por lo tanto,
X es k-Fréchet. O

Teorema 3.52. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea k un cardinal infinito.
Entonces, existe una topologia ¢ sobre X tal que:

1. TCyp

2. Para toda k-red, (xp), en X: xp — q para T si y solo si xp — q para
2

3. (X, @) es un espacio k-red

4. Si o es cualquier otra topologia en X tal que (X, 0) es un espacio k-red
y71 C o, entonces ¢ C 0.
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Demostracion. Sea C = {A : A es un subconjunto s-red cerrado de (X, 7)}.
Veamos que C satisface todos los axiomas para conjuntos cerrados de una
topologia ¢ sobre X.

Primero notamos que ) es un conjunto s-red cerrado por vacuidad, y por
tanto, ) € C. Ademas, es claro que X € C. Sean A;, Ay € C. Veamos que
Ay U Ay € C. Sea (xp) kred en A; U Ay tal que zp — ¢, veamos que
q € A1 U Ay. Tenemos dos casos:

a) Existe ig € {1,2} y existe Fy € [k]<“ tal que para todo G € [k]|<“ con
Fy C G, g € A;,. En este caso, definimos una funciéon H : [k]<¥ —
[k]<“ tal que para cada F' € [k]<¥, H(F) = FULFj. Con esto, obtenemos
una k-subred, (xp(r)), de (xp) en A, , que converge a ¢ (ver el Lema
3.11). Luego, como A;, es k-red cerrado, entonces ¢ € A;; € A; U As.
Por lo tanto, A; U Ay es k-red cerrado.

b) Para todo i € {1,2} y para todo F' € [k]|<¥, existe G € [k]<¥ tal que
F CGryxg, ¢ Ai. En este caso, tomamos a iy € {1,2} cualquiera y
definimos una funcién H : [k]<¥ — [k]<“ tal que para cada F' € [k]<¥,
H(F) = Gp. Con esto, obtenemos una -subred, (xpr)), de (zp) en
A; donde j € {1,2}\{ip}, que converge a ¢ (ver el Lema 3.11). Luego,
como A; es k-red cerrado, entonces ¢ € A; € A; U A,. Por lo tanto,
A; U As k-red cerrado.

Ahora, sea {Aq}aer € C. Veamos que (),o; Aa € C. Sea (zp) s-red en
Nacr Aa tal que 1p — g, entonces para todo a € I, {zp} C Ay y vp — ¢,
entonces para todo a € I, (xp) es k-red en A, y zr — ¢, entonces para todo
a€l,qe A, entonces q € (,e; Aa, de lo cual se sigue que (,.; Aa €s un
conjunto k-red cerrado en (X, 7). Por lo tanto, ) .; Aa € C. Asi, C cumple
lo requerido.

Definimos a la topologia ¢ sobre X como sigue:

p={X\A:AeC)

acl

Afirmacion: ¢ cumple con 1, 2, 3 v 4 del Teorema 3.52.

Veamos 1: Sea U € 7 y veamos que X\U es kr-red cerrado. En efecto,
como U es abierto, X\U es cerrado, y por la Proposicién 3.38, X\U es un
conjunto k-red cerrado. Asi, U = X\(X\U) € ¢ y por lo tanto se tiene que
T C .

Veamos 2: Sea (zp) x-red en X.

[=] Supongamos que xp — ¢ para T y que xp - ¢ para @. Entonces existe
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V€ V¢ tal que para todo F' € [k]<“, existe G € [x]** con F' C G tal
que z¢ ¢ V. Entonces existe A € C tal que para cada F € [k]<¥, existe
Gr € [k]¥ con F' C Gp tal que z¢, € A. Consideremos H : [k|<¥ — [r]<¥
la funcién definida por H(F') = Gf para cada F' € [k]<“. Asi, se cumple que
F=Fnk C H(F) = Gpypor tanto, (xg ) : F' € [k]=¥) es una x-subred de
(rp) en A. Ahora, por Lema 3.11, como xp — ¢ para 7, entonces zy ) — ¢
para 7; asi, (xp(p)) es k-red en A tal que xy(r) — ¢, entonces g € A, lo cual
es una contradiccion, pues ¢ € V = X\ A. Por lo tanto xp — ¢ para .

[«<] Ahora supongamos que xp — ¢ para ¢ y que rp - ¢ para 7. Entonces
existe V' € V] tal que para cada F' € [s]<¥, existe G € [k]<“ con F' C G tal
que zg ¢ V. Por (1), tenemos que ¢ es mds fina que 7, entonces V' € V¢ y es
tal que para cada F' € [k]<¥, existe G € [k]<¥ con F' C G tal que z¢ ¢ V, lo
cual implica que zp - ¢ para ¢, contradicciéon. Por lo tanto, xp — ¢ para 7.

Veamos 3: Sea A un subconjunto k-red cerrado en (X, ¢). Por demostrar
que A es cerrado en ¢. Sea (xp) k-red en A tal que xp — ¢ para 7, por (2),
rp — q para @, entonces ¢ € A, entonces A es k-red cerrado en (X, 7), es
decir, A € C. Por lo tanto, A es cerrado en (X, ¢). Asi, (X, ¢) es un espacio
k-red.

Veamos 4: Sea o otra topologia sobre X, la cual lo hace un espacio k-
red y tal que 7 C 0. Por demostrar que ¢ C o. Sea A € C. Verifiquemos
que A es k-red cerrado en o. Sea (zp) k-red en A tal que xp — ¢ en o,
entonces zr — ¢ en 7 (pues o es mds fina que 7), entonces ¢ € A, de lo cual
se obtiene que, A es k-red cerrado en o. Luego, como (X, o) es un espacio
k-red, entonces A es cerrado en o, y en consecuencia, ¢ C 0. O

Corolario 3.53. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, sea k un cardinal infinito
y supongamos que X no es k-transitivo. Entonces existe una topologia p sobre
X, con T C ¢y tal que (X, @) es un espacio k-red que no es k-Fréchet.

Demostracion. Por el Teorema 3.52, existe ¢ una topologia sobre X tal que
T C py (X,p) es un espacio k-red; ademds, para toda k-red en X, se
mantienen los mismos puntos de convergencia respecto a cada topologia.
Luego, como (X, 7) no es k-transitivo, entonces (X, ¢) tampoco lo es, y por
el Teorema 3.51, (X, ¢) no es k-Fréchet. O

Definicién 3.54. Sea X un espacio topoldgico y sea k un cardinal infinito.
Definimos a

. : P(X)— P(X)
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por
= U{Aa ra< Kk}

donde
AO - A;'
A, ={q € X : Existe una k-red (xp) en |J{Ap: 3 < a} tal que xp — ¢}

Proposicion 3.55. Sean X un espacio topoldogico y k un cardinal infinito.
Entonces las siguientes proposiciones se cumplen:

(1) Para todo A C X: ACcl.(A)CA

(2) cl.(A) es un conjunto k-red cerrado

(8) A es k-red cerrado < cl, (A) = A

(4) X es un espacio k-red < Para todo A C X: cl,(A) = A
(5) X es k-Fréchet < Para todo AC X: Ay = A

_cl.(A), pues
. Para esto,

Demostracion. Veamos (1): Sea A C X, es claro que
A=Ay € U,cn+ Aa = cli(A). Demostremos que cl,(A
utilizaremos induccién transfinita sobre x*:

Sea 0 < o < kT y supongamos que, para todo 3 < a, Az C A. Sea
q € A,, entonces existe (xp) k-red en Uﬁ<a Ap tal que zp — ¢. Notamos

A C
)y C A

que, por hipétesis inductiva Uﬁ <o A8 C A, entonces (rp) es k-red en A y es

tal que xp — ¢; luego, como A es cerrado, entonces, por Proposicién 3.38, A
es k-red cerrado y por lo tanto ¢ € A. Asi, A, C A. Por lo tanto, para todo
a < kT, Ay, C A, delo cual se tiene que Uperr Aa € A, es decir, cl,(A) C A.
Veamos (2): Sea (rr) w-red en |J,_,+ As tal que zp — ¢, entonces para
cada F € [k]<¥, existe ap < kT tal que xp € A,,. Luego, como [{ap :
F € [k]"¥}| < k y como kT es regular, entonces existe § < kT tal que para
todo I € [k]<¥, ap < f3, entonces para todo F' € []<“, xp € U, 5 4a, s
decir, (zr) es k-red en Ua<5 A, con B < kT y es tal que xp — ¢, entonces
q € Ag €U, <.+ Aa- Por lo tanto, cl,(A) es r-red cerrado.
Veamos (3): [=] Supongamos que A es s-red cerrado y probemos que
cl.(A) = A.
Afirmacion: Para todo a < k*: A, C A.
Para demostrar esto, utilizaremos nuevamente induccién transfinita sobre x*:
Sea 0 < a < kKt y supongamos que para todo § < a, Az C A. Sea p € A,,
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entonces existe, (rr), una s-red en J,_, A tal que zp — p. Como para
todo 3 < a, Ag C A, entonces (J;_, As C A, entonces (zp) es r-red en A
tal que xr — p donde A es k-red cerrado, de lo cual se tiene que p € A. Por
lo tanto, A, C A. Asi, para todo a < k™, A, C A y por tanto se tiene que
Up<nt Aa € A, es decir, cl,(A) C A.

Por otro lado, como Ay = Ay Ay € J,.,.+ Aa, entonces A C cl,.(A).

Asi, se tiene que cl,(A) = A.

[«<] Ahora, supongamos que cl(A) = A. Por inciso (2), se obtiene de manera
inmediata que A es k-red cerrado.

Veamos (4): [=] Supongamos que X es un espacio s-red y sea A C X.

Por (1), tenemos que A C ¢l (A) C A, entonces A C cl,.(A) C A = A. Luego,
por inciso (2), sabemos que ¢l (A) es un conjunto k-red cerrado, y ya que por
hipétesis, X es un espacio k-red, entonces cl,(A) es un conjunto cerrado y por
lo tanto cl.(A) = cl,.(A). Entonces se tiene que A C cl,.(A) = cl.(A) C A,
de lo cual se sigue que cl(A) = A.
[<=] Ahora, supongamos que para todo A C X, cl.(A) = A y veamos que X
es un espacio k-red. Sea A C X un conjunto x-red cerrado. Por inciso (3),
sabemos que cl,.(A) = A, y ya que por hipétesis cl,.(A) = A, implicamos que
A=A, con lo cual A es un conjunto cerrado. Por lo tanto, X es un espacio
k-red.

Veamos (5): [=] Supongamos que X es k-Fréchet y sea A C X. Clara-
mente se tiene que Ay C |J, .+ Aa = cl(A4) C A. Por otro lado, si ¢ € A,
como X es k-Fréchet, entonces existe (zg) k-red en A tal que zr — ¢. Luego,
como A = Ay, entonces (xp) es k-red en Ay que converge a ¢, de lo cual, por
definicién, ¢ € A;. Asi, A C A;.

Por lo tanto, para cada A C X, 4; = A.

[<=] Ahora, supongamos que para cada A C X, A, = Ay veamos que X es
k-Fréchet. Sea A C X y ¢ € A, entonces ¢ € Ay, entonces, por definicién
de Ay, existe (xp) k-red en Ay = A tal que xp — ¢. Por lo tanto, X es
k-Fréchet. ]

Por dltimo veamos algunos resultados sobre espacios radiales y espa-
cios pseudoradiales, que ademds involucran algunas observaciones sobre A-
sucesiones y k-redes. Antes recordemos unas definiciones:

Definicion 3.56. Sean X un espacio y A C X.

1. X es radial si para todo punto limite q de A, existe una A-sucesion en
A con X un cardinal reqular que converge a q.
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2. X es pseudoradial si para cada subconjunto no cerrado A de X, existe
un punto ¢ ¢ A y una \-sucesion en A (X reqular) que converge a q.

El siguiente Lema captura una propiedad clave sobre A-sucesiones:

Lema 3.57. Sea A C X con |A| <k, sea q un punto de X tal que para todo
r € A, q ¢ {z} ysea N un cardinal regular con X > k. Entonces ninguna
A-sucesion en A converge a q.

Demostracion. Supongamos que existe una A-sucesién (x,) en A que conver-
ge a ¢ con A > K regular.

Afirmacion: Existe o € A tal que {a < A : 2, = 20} es cofinal en A.
Supongamos lo contrario, es decir, que para cada z € A, {a < A\ : x, =} es
acotado. Entonces, para cada x € A, sea vy, = sup{a < A : z, = x}, entonces
{7 :x € A} < Ayseay = sup{y,:x € A}. Sea a > =, entonces para todo
x € A, x, # x, lo cual es una contradiccién, pues (x,) es una A-sucesién en
A. Por lo tanto, existe zo € A tal que {a < A : 2, = 29} es cofinal en A.

Sea V € V,, como z, — ¢, entonces existe ayy < A tal que para todo
B > ay, xg € V. Luego, por la afirmacién anterior, existe a > oy tal que
To = To, ademas zo € V. Por lo tanto, existe ro € A tal que para cada
V €V, se tiene que V N {zo} # 0, es decir, ¢ € {x0}, lo que contradice
nuestra hipotesis. Por lo tanto, ninguna A-sucesién, (x,), en A converge a g,
con A > k regular. O

Teorema 3.58. Sea X un espacio radial con t(X) < k. Entonces X es
k-Fréchet.

Demostracion. Sea A C X y ¢ un punto limite de A. Veamos que existe una
r-red en A, que converge a gq. Tenemos dos casos:

1. Existe z € A tal que ¢ € {z}. Entonces para todo V € V,, Vn{z} # 0,
es decir, para cada V € V,, se tiene que z € V. Por lo tanto, en este
caso, basta tomar a la k-red constante x y se obtiene lo deseado.

2. Paratodoz € A, q ¢ m En este caso, podemos suponer que |A| < k
(en efecto, pues si |A| > k, como ¢(X) < Kk y ¢ es punto limite de A,
entonces existe B C A tal que |B| < k' y ¢ € B). Ahora, como X
es radial, existe una A-sucesién en A con A regular, que converge a q.
Luego, por el Lema 3.57, implicamos que A < k. Ahora bien, usando el
Teorema 3.29, dada la A-sucesién en A, podemos obtener una A-red en
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A; luego, por la Propiedad de Expansién (Lema 3.35), existe una x-red
en A, y notar que en el uso de los resultados (Teorema 3.29 y Lema
3.35), se mantienen los mismos puntos de convergencia. Asi, existe una
k-red en A que converge a q.

Por lo tanto, X es k-Fréchet. ]

Ejemplo 3.59. Para todo cardinal k, existe un espacio w-Fréchet de caracter
K.

Demostracion. Sea k con la topologia discreta, y sea X = kU {q} la com-
pactaciéon por un punto de k.

Afirmacion: X es un espacio w-Fréchet con x(X) = &.

En efecto, primero veamos que X es un espacio w-Fréchet. Para demostrar
esto, basta ver que X es un espacio Fréchet, pues por la Proposicion 3.45,
dichos conceptos son equivalentes. Sean A C X y p € A. Entonces, tenemos
dos casos:

Caso 1: Si p # ¢, entonces p € k, y ya que p € A, como & tiene la topologfa
discreta, en particular para {p} € V,, se tiene que {p} N A # 0, de lo
cual tenemos que p € A. Entonces, basta tomar la sucesion constante
p y se obtiene lo deseado en este caso.

Caso 2: Si p = g, entonces se tienen los siguientes subcasos:

a) Si A es finito, entonces A es compacto y por lo tanto cerrado.
Entonces p € A = Ay al tomar la sucesién constante p se obtiene
lo deseado.

b) Si A es infinito, tomamos B C A un conjunto infinito numerable,
digamos, B = {a, : n € w}. Veamos que a,, — ¢q. Sea V € V,,
entonces V = X\, donde C' es un conjunto compacto en K y por
lo tanto, un conjunto finito. Entonces se da lo siguiente:

1) Si BNC # 0, entonces tomamos a N = maxz{j € w:a; € C}
y asi, se cumple que, para cada n > N, a, ¢ C, es decir,
existe N € w tal que para todon > N, a, € X\C =V y por
tanto, a, — q.

2) Si BN C =, basta tomar a N = 1 y se da la convergencia.
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Por lo tanto tenemos que X es un espacio Fréchet, de lo cual se sigue que X
es w-Fréchet.

Ahora, veamos que x(X) = k. Es claro que, para todo p € X\{q},
X(p, X) = 1. Por otro lado, si p = ¢, tenemos que x(q, X) = k, entonces
X(X) =sup{x(p,X):pe€ X} +w=sup{l,k} +w = k. O

Ejemplo 3.60. Para cada cardinal k, existe un espacio X tal que t(X) < k
y X no es un espacio k-red.

Demostracion. Sea p un ultrafiltro libre sobre x tal que para toda base, B,
para p, |B| > k. Tomamos a X = kU {p} donde cada punto de x es aislado,
y una base local para p es B, = {U U {p} : U € p}.

Primero veamos que en efecto, lo anterior describe una topologia 7 sobre
X, es decir, que si 7, es la topologia discreta sobre x, entonces B = 7, U B,
sirve de base para una topologia 7 sobre X:
Sea x € X arbitrario. Entonces tenemos dos casos:

1. Six =p, como k € p, entonces kU{p} € B, C By ademés p € kU {p}.

2. Siz # p, entonces x € k donde k es discreto, entonces {z} € 7, C By
es tal que = € {x}

Ahora, sea x € X tal que x € B; N By donde By, By € B. Veamos que existe
B3 € B tal que x € B3 C B; N By. Tenemos los siguientes casos:

1. Si By, By € 7., entonces en este caso basta tomar a B3 = B; N By €
T. C B y se cumple lo requerido.

2. Si By, By € B,, entonces existen Uy, U € p tales que By = Uy U {p} y
By = UsU{p}, entonces BiNBy = (U1U{p})N(U2N{p}) = (UNU2)U{p}
donde U; N Uy € p. En este caso, basta tomar a By = Us U {p} € B,
donde Uz = U; N Uy y se cumple lo deseado.

3. Si By € 7. y By € B,, entonces se tiene que By C k' y By = U U {p}
para algin U € p. Luego, como x € BiNBy = BiN(UU{p}) = BiNU,
tomamos a B3 = B;NU € 7., C B y se obtiene lo deseado.

Por lo tanto, efectivamente, B sirve de base para una topologia 7 sobre X.
Afirmacion 1: t(X) < K

Sean z € X yY C X tal que z € Y. Veamos que existe A C Y tal que

|A] <k y 2 € A. Tenemos dos casos:
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1. Si € Kk, como todo punto en & es aislado y « € Y, entonces z € Y,
por lo tanto, basta tomar a A = {x} y se tiene que x € A, |[A| < Ky
ACY.

2. Siz=p comoxr=p€EY,entonces p €Y 6 pe Y Veamos:

a) Sip € Y, basta tomar A = {p} C Y y se tiene que [A| < Ky
peA={p}={p}

b) Sip € Y? entonces para todo U € p, UNY # () y esto se cumple
si y s6lo si Y € p, pues p es ultrafiltro. Entonces se tiene que
Y| < &, pues p es ultrafiltro sobre «, de lo cual, todo elemento de
p, es un subconjunto de s y por lo tanto de cardinalidad menor o
igual a k. En este caso, tomamos A =Y y se tiene que |A| < &,
ACYypeA=Y.

Por lo tanto, t(z, X) < k y dado que x fue elegido arbitrariamente, entonces
t(X) < k.

Afirmacion 2: X no es un espacio k-red.
Para demostrar esto, veamos que x es un conjunto x-red cerrado pero no
cerrado en X . En efecto, x no es cerrado en X, pues p € ¢ (ya que, para cada
U € p, tenemos que UNk = U # ),y p ¢ k. Por lo tanto, x no es un conjunto
cerrado en X. Resta verificar que k es k-red cerrado; para esto, veamos que
ninguna s-red en k puede converger a p. Sea (rr) una k-red en k y, para
cada F' € [k]¥, sea Ap = {z¢ : G € [k]¥ y F C G}, entonces la coleccién
{Ap : F € [k]<“} no puede ser base para p, pues [{Ap : F' € [c]~“}| < &,
entonces existe U € p tal que para todo F' € [k]<¥, Arp € U. Luego, para
cada F' € [k]<¥, elijase Gr € [k]=¥ tal que FF C Gr y zg, € Ap\U. Sea
H : [k]=¥ — [k]=¥ una funcién tal que para cada F' € [k|<¥, H(F) = Gp
(notar que F' = FNk C H(F) = Gp). Entonces (xp(r)) es k-subred de (zp)
y es tal que zy(py = p (pues existe U € p tal que U U {p} € V, y para cada
F €[], existe Gp = H(F) € [k]<* con F' C H(F) tal que xgr) ¢ U).
Entonces, por el Lema 3.11, obtenemos que xr - p. Por lo tanto, toda k-red
en k no converge a p. Asi, k es un conjunto k-red cerrado. De todo lo anterior,
obtenemos que, en efecto, X no es espacio k-red. O

Ahora daremos un ejemplo de un espacio k-red que no es k-Fréchet. Antes
mostraremos un resultado que juega un papel importante en tal ejemplo.
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Lema 3.61. Sea X = kU {q} un espacio teniendo la siguiente topologia:
Cada punto de k es aislado y una base local para q es B, = {X\E : E C
Ky |E| <k} Sea AC k. Se tiene lo siguiente:

1. Si |A| < K, entonces q no es punto limite de A.
2. Si |A| = K, entonces existe una k-red en A que converge a q.
3. X es un espacio k-Fréchet.

4. Si Kk es singular, entonces no existe A-sucesion en Kk con \ reqular que
converge a q (y por lo tanto X no es un espacio pseudoradial).

5. Si Kk es reqular, entonces X es un espacio radial.

Demostracion. Veamos 1: Supongamos que |A| < k, entonces X\A € By,
entonces para V = X\A € V,, se tiene que VN A = (), de lo cual se tiene
que ¢ no es punto limite de A.

Veamos 2: Supongamos que |A| = k. Denotemos a A por A = {zp :
F € [k]¥} donde 2 # x¢ para F' # G. Sea E C & tal que |E| < Kk y sea
F = {F € [k]*¥ : zp € E}. Notamos que |F| < k, entonces ||JF| < k,
entonces existe Fy € [k]<¥ no vacfo, tal que para cada F € F, Fy N F = ().
Sea G € [k|<¥ tal que Fy C G, entonces z¢ ¢ E, pues de lo contario, G € F,
lo cual implica que G C | J F, entonces Fy C |JF, entonces F' N Fy # () para
algin F' € F, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, xg ¢ E. Asi, para
cada E C k tal que |E| < g, existe Fy € [k]< tal que para todo G € [k]<¥
con Fy C @G, se tiene que z¢ ¢ E. En otras palabras tenemos que, para toda
V eV, existe Fy € [k]<“ tal que para cada G € [k]* con Fy C G, zg € V.
Por lo tanto, existe una x-red, (zr), en A (a saber, el mismo conjunto A,
visto como k-red), tal que (xp) converge a q.

Veamos 3: Sea Y C X yp € Y. Tenemos dos casos:

i) Sip €Y, se toma la s-red constante p y se obtiene lo deseado.

ii) Si p ¢ Y, entonces p € Y\Y = Y% entonces para todo V € V),
(V\{p})NY # 0, lo cual implica que p = ¢, pues de lo contrario, p € &,
lo cual no puede pasar, ya que todo punto en x es aislado. Entonces
Y C k; luego, por inciso (1), como ¢ es punto limite de Y, entonces
Y| > K, pero como A C k, entonces |Y| = &, y por inciso (2) se
tiene que, existe una k-red en Y que converge a ¢. Por lo tanto, X es
k-Fréchet.
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Veamos 4: Tomamos A = k en el Lema 3.57 y veamos los casos que
tenemos:

(a)

(b)
()

Si A > Kk, en este caso se cumplen todas las hipdtesis que requiere el
Lema 3.57 e implicamos que no existe A-sucesion en k con A-regular
que converge a ¢.

Si A = k, tal caso no puede ocurrir, pues k es singular y A es regular.

Si A < K, entonces, si tomamos una A-sucesién (x, : @ < A) en K,
tenemos que [{z, : @ < A}| < k, entonces por el inciso (1), tenemos
que ¢ no es punto limite de {z, : @ < A}, entonces existe V' € V, tal
que VN{z,:a <A} =0y por lo tanto z, - q.

Asi, no existe una A-sucesion en x con A regular que converge a q.
Veamos 5: Supongamos que k es regular y sea B C X infinito. Tenemos
dos casos:

i)

i)

Si |B| < k, entonces B? = (), pues como k es discreto, entonces cada
X € K, no puede ser punto limite de B; ademas, ¢ tampoco puede ser un
punto limite de B, ya que X\ (B\{¢}) € B, y no intersecta al conjunto
B en puntos distintos de q. Asi, este caso se cumple por vacuidad.

Si |B| = k, entonces B¢ = {q}, pues k es discreto. Asi, veamos que
existe una A-sucesion en B con A regular que converge a gq. Denotemos
a B por B ={x, : o < Kk}, entonces tenemos que z, — ¢. En efecto,
sea V = X\E €V, entonces £ C ky |E| < k. Como & es regular,
tomamos a ag = sup{a < Kk : x, € E} y sea a > ag, entonces z, ¢ E,
es decir, z, € V. Por lo tanto, x, — . Asi, encontramos una A-sucesion
en B con A regular que converge a ¢, a saber, el mismo conjunto B y
teniendo \ = k.

]

Ejemplo 3.62. Para cada cardinal k, existe un espacio k-red que no es k-
Fréchet.

Demostracion. Sea r un cardinal infinito y X = [k x (k U {k})] U {q}. Para
cada o < K, sea L, la columna {(«, 5) : 0 < f < k} ysea LT = L,U{(a, k)}.
La topologia sobre X es descrita como sigue:

1.

Cada punto (a, 3) donde 0 < a < ky 0 < 3 < K es aislado.
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2. Una base local para («, k) es la coleccion {LI\E : E C L, y |E| < k}.

3. Una vecindad abierta bésica de ¢ es obtenida como sigue: Dado E C &
con |E| < k, quitamos las columnas {L} : a € E} de X; para cada
columna L, con a ¢ E, quitamos un conjunto de cardinalidad menor
que k, lo que resta serd nuestra vecindad abierta basica para q.

Primero veamos que X es un espacio k-red. Supongamos que existe A C
X k-red cerrado tal que admite un punto limite z ¢ A, es decir, que A no es
cerrado.

Afirmacion: Para todo a < &, si (a, k) ¢ A, entonces («, k) no es punto
limite de A.
Sea o < Ky supongamos que (a, k) ¢ A. Entonces, tenemos dos casos:

i) Si |[AN L,| = k, entonces por el Lema 3.61 aplicado al subespacio L}
con la topologia de subespacio, implicamos que existe una k-red en A
tal que converge a (a, k); luego, como A es k-red cerrado, entonces
(o, k) € A, lo cual es una contradiccién.

ii) Si |[AN L,| < k, entonces por el Lema 3.61 igualmente aplicado al
subespacio LY, tenemos que (a, k) no es punto limite de A.

Ahora, consideremos los casos para z:

a) Notamos que para todo a < k y para todo < k, tenemos que («, 3) #
z, pues cada punto de esta forma es aislado.

b) Ademds, por la afirmacién anterior, tenemos que para todo a < ,

(o, k) # 2.

¢) Ahora, supongamos que z = ¢q. Sea £ = [k x {k}|N A, entonces |E| < k
(pues de lo contrario, si |F| = k, entonces por Lema 3.61, existe una k-
red en E y por tanto en A que converge a ¢, entonces ¢ = z € A, lo cual
es una contradiccién). Luego, notamos que para cada («, k) ¢ E, existe
una vecindad abierta de (o, k) disjunta de A (ya que por la afirmacién,
(o, k) no es punto limite de A). Dado lo anterior, podemos construir
una vecindad abierta bésica de ¢, digamos U, tal que U N A = 0, lo
cual es una contradiccion.

Por lo tanto, A es cerrado y asi, X es un espacio k-red.
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Ahora, veamos que X no es un espacio k-Fréchet, es decir, veamos que
existe A € X y un punto z € A tal que ninguna x-red en A converge a z.
Sea A = kX k. Es claro que ¢ es punto limite de kX £ (ya que por definicién de
la topologia sobre el espacio X, toda vecindad abierta basica de ¢ intersecta
al conjunto K X k). Sea (zp) k-red en kK X k, veamos que (xp) no converge a
q. Tenemos dos casos:

i)

ii)

Existe £ C k no vacio con |E| < ky H : [k]|<¥ — [k]“ (con F' C H(F)
para cada F' € [k]<“) tal que para todo F' € [k|Y, zpr) € U,cp La-
En este caso, (xy(r)) es una s-subred de (zp) que no converge a ¢. En
efecto, dado F, para cada o € E, quitamos la columna L7, en otras
palabras, quitamos |J,.p L/ ; luego, tomando lo que resta, obtenemos
una vecindad de ¢, digamos V. Ademés, {zyp) : F € [k]|} NV =0
pues {zpr) : F € [k} € Upep La € Upep L, es decir, {zpp) :
F e [k]=¥} C X\V. Asi, existe V' € V, tal que para todo F € [k]<¥,
existe G € [k]|<¥ con F' C G (y por tanto H(F) C H(G)) tal que
T ¢ V. Por lo tanto, (xp(r)) es k-subred de (xr) que no converge
a ¢ y por tanto, (zr) no converge a .

Para cualquier £ C k no vacio con |E| < k y cualquier H : [5]<¥ —
[k]<¥ (con F' C H(F) para cada F € [k|<¥), existe G € [k]<* tal que
@) ¢ Ugep La- Denotemos por [k]< = {F, : @ < Kk} y construya-
mos {G,, : a < k} C [K]<¥, asi como un conjunto {7, : @ < k} de ordi-
nales distintos en x tal que para cada o < & se tiene que xr,ug, € Ly, .
Hagamos tal construccién usando induccion transfinita:

Dado E = {0} y H(F) = FUFy, existe G € [x=¥] tal que zp,ue, ¢ Lo-
Elegimos a vy tal que xpuc, € L4,. Ahora, sea 0 < oo < Kk y suponga-
mos que {Gg : f < a}y {vs: 5 < a} han sido construidos de tal forma
que cumplen lo requerido. Sean F = {y3: f < a} y H(F) = FUF,,
entonces existe G, € [k]<¥ tal que zp, g, ¢ UWe g Ly Elegimos a v,
tal que zp,ue, € L,,. Aqui termina la construccion.

Finalmente, definamos H : [k]<“ — [k|<¥ tal que para cada F' € [k]|<¥,
H(F) = F UG, donde F = F,. Notamos que las columnas {L,, :
a < Kk} son mutuamente disjuntas y por lo tanto, ¢ tiene una vecindad
disjunta de {zyp) : F € [k]“}, pues si a cada L., le quitamos el
conjunto {zr,ua, }, lo que resta serd nuestra vecindad de ¢ la cual no
tiene puntos de {zy(p) : F' € [k]<“}. Entonces (xp(r)) no converge a q,
de lo cual implicamos que (zp) no converge a q.
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Por lo tanto, X no es x-Fréchet. O



Capitulo 4

p-Compacidad.

4.1. Una introduccion a la p-compacidad y al-
gunos resultados basicos.

En esta secciéon mostramos varios resultados relacionados a espacios com-
pactos, espacios f-compactos y espacios o-compactos. Finalmente, damos ca-
racterizaciones de dichos espacios en términos de convergencia de k-redes
universales. Recordamos que se hara énfasis sobre los tres operadores:

p(V)=V,p(V) =V yp(V) = int(V).
Comenzamos dando unas definiciones.

Definicion 4.1. Sean X un espacio y p un operador. Un subconjunto A de
X es p-compacto en X, si dada cualquier coleccion V de conjuntos abiertos
en X que cubre a A, existe una subcoleccion finita de {p(V) : V € V} que
cubre a A.

1. Sip(V) =V y A es p-compacto en X, diremos que A es un H-conjunto
en X. Si X es p-compacto, diremos que X es 0-compacto (igual que
H-cerrado sin la hipdtesis de Hausdorff).

2. Sip(V) =int(V) y A es p-compacto en X, diremos que A es un N-
conjunto en X. St X es p-compacto, diremos que X es d-compacto.

El resultado que presentamos a continuacion, establece algunos aspectos
basicos de los conceptos que presenta la Definicién 4.1.
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Proposicion 4.2. Las siguientes se verifican:
1. Para cualquier espacio X se tiene:

a) St X es compacto, entonces X es §-compacto.
b) Si X es d-compacto, entonces X es 0-compacto.

c) St X es reqular, entonces X es compacto si y solo si X es J-
compacto si y solo si X es 0-compacto.

2. Todo N-conjunto en X es un H-conjunto en X.

3. 51 A C X es 0-compacto en la topologia de subespacio, entonces A es
un H-conjunto en X.

4. St X es Hausdorff, entonces todo H-conjunto en X es un conjunto
cerrado.

5. 8i X es Urysohn, entonces todo H-conjunto en X es un conjunto 6-
cerrado.

6. Todo subconjunto O-cerrado de un espacio 0-compacto X es un H-
conjunto en X.

7. En un espacio X que es 8-compacto y Urysohn, todo H-conjunto en
X es un N-conjunto en X; en particular, todo espacio 0-compacto y
Urysohn es un espacio 6-compacto.

8. Todo espacio d-compacto y semireqular es compacto.

Demostracion. Veamos 1: Notar que a) y b) se obtienen de manera inmediata
del hecho de que para cada abierto V de X se tiene que: V C int(V) C V.
Demostremos el inciso ¢), para esto, solo resta verificar los reciprocos de a)
y b). Sea X es un espacio regular.

Reciproco del inciso a): Supongamos que X es d-compacto y veamos que X
es compacto. Sea U una cubierta abierta de X. Entonces, para cada x € X,
existe U, € U tal que ¢ € U,. Luego, usando la regularidad de X, para
cada ¢ € X, sea V, € V, tal que V, C U,. Entonces, la coleccién {Vp -
x € X} es una cubierta abierta de X; luego, como X es J-compacto, existen
T1,Ta, ..., 2y € X tales que X = [JI_, int(V,,). Ademads, notamos que para

i

todo x € X, V, C U,, lo cual implica que int(V,) C int(U,) = U,. Entonces



4.1 Una introduccién a la p-compacidad y algunos resultados
basicos. 73

Ur,int(V,,) € Ui, Us,, con lo cual X = |J, U,, y por lo tanto, X es
compacto.
Reciproco del inciso b): Supongamos que X es f-compacto y veamos que
X es d-compacto. Sea U una cubierta abierta de X. Entonces, para cada
x € X, existe U, € U tal que z € U,. Luego, usando la regularidad de X,
para cada * € X, sea V, € V, tal que V, C U,. Entonces, la coleccién
{Vi : x € X} es una cubierta abierta de X; luego, como X es #-compacto,
existen @y, s,...,z, € X tales que X = (J_, V.,. Ademds, notamos que
para todo z € X, V, C U, C U,, lo cual implica que V, C int(U,) = U, C
int(U,). Entonces, |, V., C U~ int(Uy,), entonces X = (JI_, int(Uy,).
Por lo tanto, X es d-compacto.

La propiedad 2 se sigue inmediatamente del hecho de que para cada abier-
to, V, en X, se tiene que int(V) C V.

Veamos 3: Sea A C X #-compacto con la topologia de subespacio. Sea
U = {U, : a € I} una cubierta abierta de A por abiertos en X. Entonces,
U ={U,NA:a € I} esuna cubierta abierta de A por abiertos en A. Luego,
como A es f-compacto con la topologia de subespacio, existen U,,,...,U,, €
U tales que

A = UL, dalUa 0 A)

U, (T, N AN A)
(U, Do, A) N A
U:’L:l Uai nA
U\ (Ua, N A)
(U, Ua) N A
U?:l Uai'

Por lo tanto, A es un H-conjunto en X.

Veamos 4: Supongamos que X es Hausdorff y sea A C X un H-conjunto
en X. Demostremos que X\ A es abierto. Sea zo € X\A. Para cada y € A,
sean U, y V,, abiertos ajenos en X tal que zp € U, y y € V,, (aqui usamos la
hipétesis de que X es Hausdorff). Entonces, {V, : y € A} es una coleccién
de abiertos en X que cubre a A. Luego, como A es un H-conjunto en X,
existen yy,...,y, € A tales que A C |J_, V,,. Si tomamos a U = N, U,,,
tenemos que U € V,, y ademéds U C X\ A. En efecto, pues de lo contrario,
existe z € UNA C A C U, V,,. Entonces, existe j € {1,...,n} tal que
z € Vy]., lo cual implica que para todo W € V., W NV, # 0, en particular
para U € V., se tiene que UNV,, # 0, y ya que U = (;_, U,,, entonces se
tiene que Uy, NV, # (), lo cual es una contradiccién, ya que fuimos tomando

N NN
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disjuntos respectivamente a tales abiertos. Por lo tanto, U C X\ A. Asf, X\ A
es abierto y por tanto, A es cerrado.

Veamos 5: Supongamos que X es Urysohn y sea A C X un H-conjunto
en X. Demostremos que A es f-cerrado, es decir, que A = A?. Claramente
A C A% Verifiquemos la contencién restante. Supongamos que A%\ A # () y
sea rg € A%\ A, entonces para cada y € A, sean U, y V,, abiertos en X tales
que g € Uy, y € Vy y Uy N Vy = () (aqui usamos la hipétesis de que X es
Urysohn). Entonces la coleccién {V, : y € A} es una cubierta abierta de A
en X. Luego, como A es un H-conjunto en X, existen y,...,y, € A tales
que A C U, V,,. Si tomamos a U = _, U,,, tenemos que UN A = (). En
efecto, pues de lo contrario, existe 2 € UNA =, U,,NAC (N, U, NAC
A C U, V,, Entonces, existe j € {1,...,n} tal que z € _, U,, NV, lo
cual implica que ij N Vyj # (), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
UNA=0,yademés U € V,,, lo cual es una contradiccién, ya que zo € A?,
Por lo tanto, A? C A. Asi, A = A y por tanto A es un conjunto f-cerrado.

Veamos 6: Sea X un espacio f-compacto y A C X, #-cerrado. Sea U
una cubierta abierta de A por abiertos en X. Para cada x € X\A, sea
U, €V, tal que U, N A = ) (notar que tal abierto existe, pues como A es
f-cerrado, entonces A = A%, y ya que z € X\ A, entonces v € X\A?, de lo
cual se sigue que, existe U, € V, tal que U, N A = ()). Entonces, la coleccién
C ={U,: x € X\A} UU es cubierta abierta de X. Luego, como X es 6-
compacto, existe C C C subcoleccién finita tal que X = Uvee U. Ahora, sea
U ={UcC UNnA#0D}.

Afirmacion: U C U v las cerraduras de elementos de I cubren a A.
Primero notamos que U  es una coleccién finita, pues U C C'. Ahora, sea
U e U, entonces como U C C C C, U e C. Ademés, como C = {U, : x €
X\A}UU, entonces U € {U, :x € X\A} 6 U €eU. SiU € {U, : x € X\ A},
entonces U N'A = (), lo cual es una contradiccién, pues como U € U, se
tiene que U N A # (). Entonces U € U y por lo tanto U C U. Ahora, sea
x € A, entonces v € X,y ya que X = [Jy U, entonces existe U € C' tal
que = € U, entonces U N A # 0, lo cual implica que U € U'. Por lo tanto
relUC Uvew U. Asi, A C Uvew U vy por tanto, A es un H-conjunto en X .
Veamos 7: La demostracion de este inciso se muestra en el Teorema 4.9.

Veamos 8: Sea X un espacio o-compacto y semiregular. Sea B base de X
tal que para todo B € B, B = int(B) (aqui ultilizamos la hipdtesis de que
X es un espacio semiregular). Sea U una cubierta abierta de X. Entonces

para cada x € X, existe U, € U tal que z € U,. Luego, para cada x € X,
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sea B, € B tal que z € B, C U,. Entonces, la coleccién C = {B, : x € X}
es cubierta abierta de X, y como por hipdtesis X es d-compacto, existen
Ty, ..., 2, € X tales que X = |, int(B,,) = U, B., (pues para todo = €
X, B, es abierto regular). Ademds, notamos que |J;_, B, € U, Us,. Asi,
existe U’ = {U,, :i € {1,...,n}} CU coleccién finita tal que X = |J_, U,,.
Por lo tanto, X es compacto. O]

Observacién 4.3. Los reciprocos de los incisos a) y b) de 1. en la Proposi-
cion anterior, en general no se cumplen. Veamos los ejemplos a continuacion.

Ejemplo 4.4 (Un espacio j-compacto y no compacto). Sea kw la extension
de Katétov de w, donde w tiene la topologia discreta. Este espacio es descrito
como sique: kw = w U T, donde T es un conjunto de cardinalidad 22" que
indexa la coleccion de todos los ultrafiltros libres sobre w; para cadat € T, la
coleccion {{t}UU : U € U;} es una base local para t, donde Uy es el ultrafiltro
libre indicado por t.

Este espacio tiene las siguientes propiedades:
(a) kw es Urysohn (y por tanto Hausdorff).
(b) kw es B-compacto
(c) Kw es d-compacto.

(d) kw no es compacto.

(e) Eziste un subconjunto cerrado numerable de kw que no es un H -conjunto
en Kw.

(f) kw\w es un H-conjunto en kw que no es O-compacto con la topologia
de subespacio.

Demostracion. Veamos (a) : Primero notamos los siguientes hechos en este
espacio:

1. Para todo n € w, {n} es clopen (es decir, es cerrado y abierto) en kw.
En efecto, pues como w es abierto en kw (ya que w es unién de abiertos,
a saber, los abiertos {n} donde n esta en w), entonces para cada n € w,
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{n} es abierto en kw. Por otro lado, como {n} = {n} U {n}’, donde:

{n} = {x€kw:ParacadaV €V, V\{z}N{n} #0}
= {teT:Paracada U € U, ({t} UU)\{t}) Nn{n} #0}
= {teT:Paracada U e U, UN{n} #0}
= {teT:ParacadaU € Uy,n € U}
= {teT:U esfijo}
= 0.

Entonces, {n} = {n}. Asi, {n} es cerrado en sw y por tanto, {n} es
clopen en kw para todo n € w.

. Para todot € T'y para todo U e Uy, {t} UU =UU{s €T :U € Us}.

En efecto, seat € T'y U € U, entonces {t} UU = ({t}UU)U({t}ul)’.
Pero notar que:

{tyuU) = {x€rw:Paratodo VeV, (V\{z})Nn{t}uU)#0}
= {seT:Paratodo W e U, Wn ({t} UU) # 0}
= {seT:Paratodo W eU, WNU # 0}
= {seT:UelU}.

Entonces, {t}UU = ({t}UU)U{seT:UclU}=UU{seT:Ue€
Us}.

Estamos en condicién de verificar la propiedad de Urysohn para kw. Sean
x1,%9 € kw distintos. Demostremos que existen U; € V,, vy Uy € V,, tales
que Uy NUy = 0.

i) Sixy,x9 € T, es decir, si xy = t; y x5 = to donde t1,t, € T distintos.

Sean Vi € Uy, v Vo € Uy, tales que V3 N Vo = (. En efecto, podemos
elegir tales elementos, pues de lo contrario, para todo V; € U, y para
todo Vo € Uy, se tiene que Vi N Vy # (. Entonces Uy, = Uy, (pues son
ultrafiltros), lo cual es una contradiccién, ya que t; y to son distintos.
Asi, definimos a Uy = {t;} UV y Uy = {t2} U V5.

Afirmacion: Uy NUy = 0, es decir, {t;} UViN{t} UV, = 0.

En efecto, pues notamos que:

{tipuVi=Viu{teT: Vi el}

{tQ}U‘/Q:‘/QU{tET‘/QGUt}
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ii)

iii)

Entonces

{tiuVin{t}uVy, = WVu{teT :Viel})n(VeU{teT:
Vy € Us})
= {teT - VieUn{teT: :Voecl}

Se cumple que {t;} UV; N {t,} UV, = (0, pues de lo contrario, existe
to € T tal que Vi € Uy, vy Vo € Uy, 1o cual implica que Vi N Vy # (),
contradiccion.

Si 1,9 € w distintos, tomamos a Uy = {1} € V,, y Uy = {x2} € V,,
y tenemos que {z;} N {z2} = 0, pues como para cada n € w, {n} es
clopen, entonces {z1} N {xo} = {x1} N {a2} = 0.

Sixzy €wyaxe €T, es decir, z;y = n para algin n € w y x5 =t para
algin t € T. Tomamos a U; = {n} €V, y Uy ={t} UV donde V € U,
y es tal que x1 = n ¢ V. En efecto, existe tal V', pues de lo contrario,
para todo V € U, n € V, lo cual implica que U, es fijo, contradiccién.
Afirmacion: Uy NUy = 0, es decir, {n} N ({t} UV) = 0.

En efecto,

{nINn{uV) = {nn(Vu{teT:V el})
{n}nVyu(ntn{teT: :Vel})
0.

Lo tltimo ocurre por que 1 =n €wyn ¢ V.

Por lo tanto, kw es Urysohn.

Veamos (b) : Antes demostremos unas equivalencias:
Sea X un espacio Hausdorff. Entonces son equivalentes:

1.
2.
3.

X es H-cerrado.
Todo filtro abierto tiene un punto clausura.

Toda familia {V;}scs de subconjuntos abiertos en X que cumple la
PIF, se tiene que (\,cg Vs # 0.

. Todo ultrafiltro abierto en X converge.

. X es O-compacto.
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(1.) = (2.) Supongamos que X es H-cerrado y que existe F filtro abierto
tal que F no tiene puntos clausura en X. Definimos a un nuevo espacio
Y = X U {p}, donde su topologia es generada por los siguientes abiertos:
By = x U{{p}UF : F € F} donde Tx representa los abiertos en el conjunto
X, es decir, es la topologia sobre X.

Veamos que, en efecto, By es base de una topologia sobre Y:
Sea y € Y. Tenemos dos casos: Si y € X, basta tomar a X € 7x y se tiene
lo deseado. Si y = p, como F # (), existe I € F, entonces basta tomar a
{p} U F € By y se tiene lo deseado.
Sean By, By € By yy € B1NBy. Tenemos los siguientes casos: Si By, By € Ty,
entonces By N By € Tx; en tal caso, basta definir a B3 = BN By € By y
cumple que y € B3 C By N By. Si By, By ¢ Tx, entonces existen Fy, Fy € F
tales que By = {p} U Fy y By = {p} U F5. Luego, notamos que B; N By =
{ptUF)N{p}UFy) = {p}U(FiNF;y) donde F1NF, € F. Entonces tomamos
a By ={p}U(Fi1NF,) €By ysetienequey € B; C BiNBy. Si By €ETx ¥
By ¢ Tx, se sigue que By = U para algin U € 7y y By = {p} U F para algin
F e F. Portanto, BIN B =UN({p}UF)=UN{pHU(UNF)=UNF,
y ya que y € By N By, se sigue que y € U N F y en consecuencia U N F # ().
Mas atn, como F es un filtro abierto, entonces U N F' es abierto en X, es
decir, U N F € 7x C By; en este caso, basta tomar a B3 = U N F' y se tiene
queyEBg gBlﬂBg
Por lo tanto, By es base para una topologia sobre Y, digamos, 7y .
Afirmacion 1:'Y es un espacio Hausdorff.
Sean y1,y2 € Y. Tenemos los siguientes casos: Si y1,12 € X, como X es
Hausdorff, existen Uy, Us € Tx C 7y tales que y; € Uy, yo € Uy y Uy NUy = ().
Siy; € X yys = p, como F no tiene puntos clausura en X, entonces en
particular, y; no es punto clausura de F, es decir, y1 ¢ (\per I, sii existe
Fy € Ftalquey, ¢ F, entonces existe U € V,, tal que UNE, = (. Tomamos
alUy =U€rxyUy={ptUF, € V, yse tiene que y; € Uy, y2 € U y
UiNUs = 0.
Por lo tanto, Y es Hausdorff. Asi, Y es una extension Hausdorff de X.
Afirmacion 2: X no es cerrado en Y.
Supongamos que X es cerrado en Y, entonces Y\ X es abierto en Y, entonces
para cada y € Y\ X, existe V € 1y tal que y € V C Y\ X, contradiccion,
pues notamos que Y\X = {p} y para todo V € 7y tal que y € V, se tiene
que VN X # 0, es decir, que para todo F' € F se tiene que ({p} UF)NX # ()
pues F es un filtro definido en X y por tanto todo elemento de F es un
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subconjunto de X no vacio. Por lo tanto, X no es cerrado en Y.
Asi, por Afirmacion 1y 2, implicamos que X no es H-cerrado, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, todo filtro abierto en X tiene un punto clausura.

(2.) = (3.) Sea {V}ses una familia de abiertos en X con la PIF', entonces
{Vi}ses € F para algun filtro abierto sobre X, entonces F tiene un punto
clausura, digamos x, entonces = € [z r F, en particular € () . Vs y por
tanto (,eq Vs # 0.

(3.) = (4.) Sea U ultrafiltro abierto sobre X. Como U cumple la PIF,
entonces ﬂUqu # (), entonces existe x € ﬂUeu U, entonces x es punto
clausura de Y. Luego, como U es ultrafiltro, entonces U converge a x. Por lo
tanto, todo ultrafiltro abierto sobre X converge.

(4.) = (5.) Sea C = {Cs}ses cubierta abierta de X. Supongamos que C
no admite subfamilias finitas, digamos C', tales que X = Uceer C.
Afirmacion 1: B = {X\U Cp: M€ [ ]<“} cumple la PIF.

seES

meM
Sea {X\ Unerr, O s i € {1,...,n}} C B con n € w. Supongamos que
ﬂX vy a
meM;
Entonces

X = X\(ﬂ?:l X\ UmEMi azm)
= U?:l UmEMi 61

= U(i,m)e{l,...,n}xMiﬁm'

Lo cual implica que C admite subfamilias finitas tal que sus cerraduras cubren

a X, contradiccion. Por lo tanto, B cumple la PIF.

Luego, B C F para algun filtro abierto sobre X. Sea U ultrafiltro abierto en

X tal que F C U.

Afirmacion 2: U no converge en X.

Supongamos que U converge a x para algin x € X, entonces V, C U. Por otro

lado, como C es cubierta abierta de X, existe s € S tal que = € C, de lo cual

se tiene que Cy € U. Ademds, como B C U, entonces X\ |JC, = X\C, € U,

lo cual es una contradiccién (pues X\C, € X\, de lo cual se sigue que, C y

X\Cs estan en U, lo cual no puede ocurrir). Por lo tanto, U no converge en X,

lo que también es una contradiccién con la hipétesis. Asi, X es #-compacto.
(5.) = (1.) Supongamos que X es #-compacto y que no es H-cerrado.

Entonces existe un espacio Hausdorff Y tal que X C Y y X no es cerra-

do en Y. Entonces existe y punto de acumulacién de X tal que y ¢ X, es
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decir, y € Y\X. Ahora, para cada x € X, sean U,,V, abiertos en Y tales
que xz € U,y € Vo y U, NV, = 0. Entonces C = {U,NX : x € X} es
cubierta abierta de X por abiertos en X. Como X es #-compacto, existen
T1,...,2, € X tales que X =, clx(U,, N X).

Afirmacion: V = (;_, Vi, el cual es abierto en Y, es tal que VN X = (.
Supongamos que VNX # @y sea z € VNX, entonces como X = | J;, clx (U,,N
X), existe j € {1,...,n} tal que z € clx(U,,NX) y z € V =, Vi, lo cual
implica que (V,,, N X)N (U, N X) # (), entonces V,,, NU,, # 0, contradiccién.
Por lo tanto, V N X = (), lo cual también es una contradiccién con el hecho
de que y € V' y y es punto de acumulacion de X . Por lo tanto, X es H-cerrado.

Demostradas las anteriores equivalencias, veamos el inciso:
Afirmacion: Para toda familia {V;}scs de abiertos en kw que cumple la PIF
se tiene que (,o4 Vs # 0.
Para probar la afirmacion, nos fijaremos en los basicos en kw. Sea W =
{Vs}ses familia de basicos en kw que cumple la PIF. Notamos los siguientes
hechos:

(i) W solo puede tener un basico de la forma {m} para algin m € w (pues
W cumple la PIF). Si tenemos este caso, como para cada s € S tal
que Vi # {m}, tenemos que Vj es de la forma V; = {t,} UUZ. Més atn,
como W cumple la PIF'| entonces para todo s € S'y para todo a € I,
m € Ug. Entonces (,.g Vs # 0 y por lo tanto ()4 Vs # 0.

(ii) Si W no contiene algin basico de la forma {m} donde m € w, entonces
para cada s € S Vi = {t;} UU; donde para todo « € I, US € Uy, es
decir, W = {{t;} UU; : s € S,a € I;}. Luego, ya que W cumple la
PIF| entonces la coleccion J = {UZ : s € S, € I} cumple la PIF.
En efecto, sean U, Ug* € J. Tenemos los siguientes casos:

a) Sisy =sy=s€.S, entonces U, Ug® € Uy,, entonces U NUZ* #
0.

b) Sisi # sy, entonces ty, # ts,; como ({t,, JUUS)N({ts, JUUZ) # 0,
entonces U3t NUZ # 0.

Por lo tanto, J cumple la PIF. Ahora, sea U ultrafiltro tal que 7 C U.
Entonces tenemos dos casos:

a) Sil no es libre, es decir, si U es fijo, entonces (U # (), entonces
existe k € w tal que k € (U, entonces para cada U € U, k € U.
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En particular, para cada U € J, k € U, es decir, para cada o € I
y para cada s € S tenemos que k € {t;} UU? y por lo tanto

k€ Naeg Vs Ast, Ny Vs # 0.

b) SilU es libre, entonces existe ty € T tal que U = U, .
Afirmacion: Para todo s € S'y para todo a € I, ty € {t;} UUS.
En efecto, sea s € Sy ag € Is,. Recordar que {ts,} UUS =
Upu{teT:U2 €U} Luego, como J = {U; : o € I, 5 €
S} € U = U, entonces U0 € Uy, entonces to € UL U {t €
T :UL € U}, es decir, ty € {ts,} UUag. Por lo tanto, para todo

s € Sy para todo a € Iy, tg € {ts} UU;, de lo cual se sigue que
Nsesaer, 1ts} UUs # 0, en otras palabras, [,.4 Vs # 0.

Por lo tanto se cumple la afirmacion, entonces, por equivalencias antes pro-
badas obtenemos que kw es #-compacto.

Veamos (c¢) : Por (7) de la Proposicién 4.2 e incisos (a) y (b) anteriores,
obtenemos de manera inmediata que sw es un espacio d-compacto.

Veamos (d) : Sea U C w no vacio, cualquiera. Sea A ={t € T : U € U}
yB={teT:w\U €U}
Afirmacion: T = AU B.
En efecto: [C] Seat € T, entonces para U C w se tiene que U € U; 6 w\U € U,
(pues U, es ultrafiltro sobre w), de lo cual se sigue que t € A 6t € B, es
decir, t € AU B y por tanto, T'C AU B.
[D] Seat € AUB, como A C Ty B CT,entonces AU B C T, entonces
t €T y por tanto, AUB CT.
Luego, la coleccion C = {{t} UU :t € A} U{{t} Uw\U : t € B} es cubierta
abierta de kw. En efecto, sea x € kw. Tenemos dos casos: Si x = n € w para
algiin n € w, entonces n € U C | J,c 1 {t}UU 6n € w\U C |, g{t}Uw\U. Por
lo tanto, n € | JC. El otro caso es, siz =t € T para algint € T = AUB, en-
toncest € A6t € B, delo cual se sigue que t € |JC. Por lo tanto, kw C |JC.
La contencion restante es clara. Asi, C es cubierta abierta de kw y es tal que
no admite subcubiertas finitas, pues de lo contario tenemos que 7T es finito,
lo cual no puede pasar. Por lo tanto, kw no es compacto.

Veamos (e) : Sea {U, : n € w} una particién infinita de w la cual es
mutuamente disjunta y que consta de conjuntos infinitos. Ahora, para cada
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n € w sea t, el indice del ultrafiltro libre U, tal que U,, € U;, . Luego, toma-
mos a A = {t, : n € w} y veamos que éste es nuestro conjunto requerido.
Afirmacion 1: A es un subconjunto cerrado y numerable de kw.

En efecto, es claro que A es numerable. Veamos que A es cerrado, para esto,
veamos que A no tiene puntos de acumulacién. Supongamos lo contraio, es
decir, que existe x € kw punto de acumulacién de A. Notamos que = ¢ w,
entonces z = ¢ para algtin t € T. Entonces, para cada U € Uy, UN A # 0, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, A no tiene puntos de acumulacion y
por tanto, A es cerrado.

Afirmacion 2: A no es un H-conjunto en kw.

En efecto, pues la cubierta abierta {{t,} UU, : n € w} de A, no admite
subcolecciones finitas tal que sus cerraduras cubran a A. Para demostrar lo
anterior, primero notamos que para cada n € w tenemos que {t,} UU, =
U, U{t € T:U, €U}, de lo cual se tiene que {t,} UU, N A = {t,}, pues
los conjuntos U,, son mutuamente disjuntos. Dicho esto, supongamos que,
existen {tp, } U Un,, ..., {tn,} U U, tales que A = (Ul {t,,} UU,,)NA =
{tn,s...,tn,}, lo cual es una contradiccién pues A es infinito. Por lo tanto,
A no es un H-conjunto en kw.

Veamos (f) : Para ver este inciso, demostremos primero lo siguiente:

Afirmacion: rw\w = T es O-cerrado en kw (es decir, T = TY).

En efecto, recordamos que 7% = {x € kw : Paracada V€ V,,V NT # (}.
Es claro que T C T?. Veamos que T? C T'. Sea x € T?, notamos que x ¢ w,
pues si ¥ = n para algin n € w, entonces para cada A C w tal que n € A, se
tiene que AN T # (). En particular, para {n} C w se tiene que {n} NT # 0,
pero {n} = {n} entonces {n} NT # 0, lo cual es una contradiccién, pues
wNT = 0. Asi, x =t para algin t € T y por tanto 7% C T. Asi, T =T, es
decir, T es un conjunto #-cerrado.

Ahora, como kw es f-compacto (inciso (b)), por inciso (6) de la Proposicién
4.2, obtenemos que kw\w = T es un H-conjunto en kw. Por ultimo, veamos
que T no es f-compacto con la topologia de subespacio. En efecto, basta
notar que 7' es discreto con tal topologia y por lo tanto se obtiene que 7" no
es f-compacto. n

Ejemplo 4.5 (Un espacio §-compacto que no es d-compacto). Sea X =
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YTUY-UZU{p",p }, donde

Yt = {(1/n,1/m):m,n € N*},
Y- = {{1/n,—1/m):m,n € Nt}
Z = {{1/n.0)ine N},

Con YT UY ™ U Z teniendo la topologia de subespacio de R? y para cada
k> 1, sean:

Vipt k) = {{1/n,1/m):n >k me Nt}
V(p~ k) = {(1/n,—1/m):n>k,m e Nt}

Una base local numerable para p* (respectivamente, p~ ) es la coleccion {V (p™, k) :
k € Nt} (respectivamente, {V(p~, k) : k € NT}).
Este espacio tiene las siguientes propiedades:

(a) X es Hausdorff pero no Urysohn.
(b) X es O-compacto.

(c) X no es d-compacto.

Demostracion. Veamos (a) : Primero demostremos que X es Hausdorff. Sean
x,y € X. Tenemos los siguientes casos:

i) Siz,y € YTUY ™ UZ. En este caso, se cumple de manera inmediata

por el hecho de que este conjunto tiene la topologia de subespacio de
R2, donde R? es Hausdorff.

ii) Siz =p"yy=p,se cumple trivialmente, pues para cualquier k > 1
se tiene que V(pT, k) NV (p~, k) = 0.

iii) Siz=ptyye Y™, esdecir, siy=(1/ng,1/mg) con ng,mg € N*. En
este caso, basta tomar a kg € N tal que 1/ky < 1/ng y tenemos que
para el abierto V' (p*, ko) y el abierto U = (1/ng—r,1/ng+7r) x (1/my—
r,1/mg+r) donde r = M, se cumple que V(pT, ko) NU = . En
efecto, pues de lo contrario, existe z € V(p*, ko)NU. Si z = (1/n,1/m),
entonces 1/n < 1/ky y 1/ng —r < 1/n < 1/ng+r, es decir, 5(1/no +
1/ko) < 1/n < 1(3/no — 1/ko). Luego, como 1/ky < 1/ng, entonces
1/ko+1/ko < 1/ng+1/ko, entonces 3(2/ko) < 2(1/no+1/ko), entonces
1/ko < 3(1/no + 1/ko) < 1/n, de lo cual se sigue que 1/ky < 1/n, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, tales abiertos son disjuntos y
contienen a cada punto respectivamente.
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iv) De manera andloga a iii), se demuestran los casos restantes.

Asi, X es Hausdorff.

Ahora, veamos que X no es Urysohn, para esto, notamos que para p™ y p~
no existen abiertos con cerraduras disjuntas que contengan respectivamente
a tales puntos. Ya que para cada k € N*:

Vipt, k) =V(pT, k)u{(1/n,0) :n >k}

En efecto, sea k € Nt y 2z € V(p*, k), entonces para todo U € V,, U N
V(pt,k) # 0. Si z € V(pT, k), se cumple. Supongamos que z ¢ V(p* k) y
que z ¢ {(1/n,0) : n > k}. Entonces, se tienen los siguientes casos:

i) Si z = (1/np,0) con ny < k, entonces 1/k < 1/ng, entonces el abierto
(1/ng—r,1/ng+r)x(—r,r) que contiene a z es tal que ((1/no—r,1/ne+
r) x (=r,7)) NV (pT, k) = 0 donde r = 1(1/ng — 1/k), contradiccién
con el hecho de que z estd en la cerradura de V(p*, k).

i) Si z = (1/ng,1/mg) con ng < k y myg cualquier natural, entonces el
abierto (1/ng —r,1/ng+ 1) x (1/mg —r,1/mg + r) que contiene a z es
tal que ((1/ng —r,1/ng+r) x (1/mo—7,1/,0 +7r)NV(p*t k) =0
donde r = 3(1/ng — 1/k), contradiccién con el hecho de que z estd en
la cerradura de V' (p*, k).

iii) De la misma forma se llega a una contradiccién si se supone que z € Y.

Por lo tanto, z € {(1/n,0) : n > k}, de lo cual obtenemos que V(pt, k) C
V(pt, k)u{(1/n,0):n > k}.

Ahora, sea z € V(pt, k) U {(1/n,0) : n > k}. Si z € V(pT, k), enton-
ces z € V(pt, k). Supongamos que, z € {(1/n,0) : n > k}, es decir,
z = (1/nyg,0) para algin ng > k. Sea e > 0 y veamos que B.(z) NV (p*, k) #
0. Sea my € NT tal que 1/my < €, entonces (1/ng,1/mg) € V(pT, k) y
ademés, (1/ng,1/mg) € B.(z). Entonces B.(z) NV (p™, k) # 0 y por lo tanto,
{(1/n,0) :n >k} CV(pt, k). Asi, V(pt, k) =V(pT, k) U{(1/n,0) : n > k}.
Analogamente, se tiene que: Para cada k € NT:

Vp=, k) =V(p~, k) U{{1/n,0) : n = k}

De lo anterior, veamos el siguiente hecho:
Afirmacion: Para todo V(p*, ki) € V,+ y para todo V(p~, k2) € V,- se tiene
que:

V(er: kl) N V(pia k?) 7& @
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En efecto, sean ky, ko € N* tales que V(pt, k1) € Vyr vy V(p~, ko) € V,-.
Notamos que

Vipt k) =V(pt k) U{{1/n,0) :n >k}

V(p_a kQ) = V(p_a kQ) U {<1/’I’L,O> ‘n Z k?}
Entonces,

V(pt, k) NVi(p=, k) = {{1/n,0) :n>k}n{{1/n,0):n >k}
= {(I/n,0):n =k} #0

donde k = max{ky, ks }.
Por lo tanto, X no es Urysohn.

Veamos (b) : Se sigue de manera inmediata ya que para cada k € N*:
Vipt k) =V(p", k) U{(1/n,0) : n >k}

Veamos (c) : Igualmente se sigue de manera inmediata del hecho de que para
cada k € N*:
int(V(p*, k) =V(p*, k)
O

A continuacién, damos una definicién que nos ayudard a aclarar la relacién
que existe entre H-conjuntos y N-conjuntos.

Definicién 4.6. Un espacio X es casi regular si dado g € X y W €V,
existe V€ V, tal que V' C int(W).

Lema 4.7. Sea X un espacio casi reqular y A C X. Entonces:

1. Si A es un H-conjunto en X, entonces A es un N-conjunto en X.

2. Si X es 0-compacto, entonces X es d-compacto.

Demostracion. Veamos (1.) : Sea A un H-conjunto en X y C una cubierta
abierta de A por abiertos en X. Entonces para cada a € A, existe C, € C
tal que a € Cy; luego, por ser X un espacio casi regular, para cada a € A,
existe U, € V, tal que U, C int(Ua). Entonces, para la cubierta abierta
U={U,:a€c A}, existen ay,...,a, € A tales que A C |J_, Uy, (ya que A
es H-conjunto en X ). Pero, notamos que |J_, U,, € I, int(C,,), entonces
A C UL, int(C,,), de lo cual se sigue que, A es un N-conjunto en X.
Veamos (2.) : Basta tomar A = X en (1.) y se cumple lo deseado. O
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Lema 4.8. Todo espacio 0-compacto y Urysohn X, es casi reqular.

Demostracion. Sea ¢ € X y W € V,. Para cada x € X\W, sea U, y V,
abiertos tales que € U,, ¢ € V, y U, NV, = 0 (Aqui utilizamos la hipStesis
de que el espacio X es Urysohn). Entonces, para la cubierta abierta C =
Wru{U, : z ¢ W} de X, existen z1,...,7, € X\W tales que X =
Ur, U, UW (Aqui utilizamos la §-compacidad de X). Sea V = (_, V, € V),
y N = X\, U,,. Entonces tenemos las siguientes contenciones:

VCNCW

En efecto: Sea z € V y supongamos que z ¢ N, entonces z € Moy Ve ¥

z € U, U,,. Ahora, como (\_, Vi, € i, Va,.entonces z € (i 1le
por otro lado, existe j € {1,...,n} tal que z € Umj7 entonces z € Vx] N
ij, contradiccion, pues fuimos tomando dichos conjuntos de tal manera que
fuesen disjuntas sus cerraduras respectivamente. Por lo tanto, V' C N. La
contencion restante se cumple de manera inmediata, pues si z € N, como
N = XxX\U_, U,,, entonces z ¢ |J;_, U,,. Ahora, como X = |JI_, U,, UW,
se sigue que z € W. Por lo tanto, N C W.

Asi, se tiene que V C N C W, pero notamos que N es un conjunto abierto,
entonces V C N = int(N) C int(W), es decir, V C int(W). Por lo tanto, X
es un espacio casi regular. O

De los lemas anteriores tenemos:

Teorema 4.9. Sea X un espacio 0-compacto y Urysohn y A C X. Entonces:
1. Si A es un H-conjunto en X, entonces A es un N-conjunto en X.
2. X es un espacio §-compacto.

Demostracion. Veamos (1.) : Supongamos que A es un H-conjunto en X.
Como X es #-compacto y Urysohn, entonces por Lema 4.8, X es casi regular.
Luego, por Lema 4.7, A es un N-conjunto en X.

Veamos (2.) : Como X es f-compacto y Urysohn, por Lema 4.8, X es casi
regular. Luego, por Lema 4.7, X es d-compacto. O

Corolario 4.10. X es compacto y Hausdorff < X es Urysohn, 6-compacto
y semairegular.
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Demostracion. [=] Supongamos que X es compacto y Hausdorff, entonces
es normal, de lo cual se tiene que X es regular y por tanto Urysohn. Por
otro lado, como X es compacto, entonces X es d-compacto y por lo tanto
es f-compacto. Por tdltimo, para demostrar que X es semiregular, primero
notemos que para todo U C X, int(U) es abierto regular en X. Sea B =
{int(U) : U es un abierto en X}.

Afirmacion: B es base para los abiertos de X.

Seax € X yV €V,. Como X es regular, existe U abierto en X tal que
x €U CV, entonces z € int(U) C int(V) = V. Por lo tanto, B es base para
X. Ademas, como B consiste de conjuntos abiertos regulares, se obtiene que
X es semiregular.

[«<] Supongamos que X es Urysohn, f-compacto y semiregular. Por 6-
compacidad, la propiedad de Urysohn y usando Teorema 4.9, se tiene que X
es 0-compacto. Luego, como ademas X es semiregular, entonces por inciso
(9.) de la Proposicién 4.2, X es compacto. Finalmente, como X es Urysohn,
entonces X es Hausdorff. ]

El resultado que a continuaciéon mostramos, juega un papel muy impor-
tante en la siguiente seccion.

Teorema 4.11. Sea X un espacio, A C X y p un operador. Las siguientes
son equivalentes:

1. A es p-compacto en X.

2. Si(xp) es una k-red en A, entonces existe ¢ € A tal que q es un punto
p-clausura de (xp) en X.

3. Si(xp) es una k-red en A que es universal en X, entonces existe ¢ € A
tal que xp —, q en X.

Demostracion. [(2.) < (3.)] Ya se demostré anteriormente (Teorema 3.15).

[(1.) = (2.)] Supongamos que existe (zp) k-red en A tal que (xp) no
tiene puntos p-clausura en A. Entonces, para cada a € A, existe V, € V,
y existe F, € [k]<“ tal que para todo G € [k]<¥ con F, C G, zg ¢ p(V,).
Sea C = {V, : a € A} cubierta abierta de A, entonces, por p-compacidad de
A, existen ay,...,a, € A tales que A C J_, p(V,). Sea Gy = U, I, €
[k]=¥, entonces z¢, ¢ U, p(Va;) (pues para cada i € {1,...,n}, F,, C Gy),
entonces z¢, ¢ A, contradiccién, pues (xp) es k-red en A. Por lo tanto, toda
k-red en A, tiene un punto p-clausura en A.
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[(2.) = (1.)] Sea W = {W, : o < K} una cubierta abierta de A por
abiertos en X. Supongamos que W no admite subcolecciones finitas tales que
la unién de los conjuntos resultantes de elementos de la subcoleccién despiies
de aplicarles el operador p, cubren a A. Entonces, para cada F € [k]<¥, sea
rvp € A\ U,ep pP(We). Asi, obtenemos una x-red en A. Sea ¢ € A un punto
p-clausura de (xp) y sea 3 < k tal que ¢ € W3 (pues W es cubierta abierta de
Ay qe A). Entonces, para Wg € V, y {5} € [k]<¥, existe G € [k]<¥ tal que
{8} C Gy xg € p(Ws), lo cual es una contradiccién, pues por definicién de
nuestra r-red, se tiene que xg € A\, pP(Wa) € A\p(Wp). Por lo tanto,
A es p-compacto. O

Corolario 4.12. Las siguientes son equivalentes para cualquier espacio X :
1. X es compacto.
2. Toda k-red en X tiene un punto clausura.
3. Toda r-red universal en X converge.

Demostracion. Inmediato del Teorema 4.11; basta tomar la eleccién p(V') =
V' de nuestro operador. O

Corolario 4.13. Las siguientes son equivalentes para cualquier espacio X :
1. X es 0-compacto.
2. Toda k-red en X tiene un punto 6-clausura.
3. Toda k-red universal en X 0-converge.

Demostracion. Inmediato del Teorema 4.11; basta tomar la eleccién p(V') =
V' de nuestro operador. O

Corolario 4.14. Las siguientes son equivalentes para cualquier espacio X :
1. X es d-compacto.
2. Toda k-red en X tiene un punto d-clausura.
3. Toda k-red universal en X J-converge.

Demostracion. Inmediato del Teorema 4.11; basta tomar la eleccién p(V)

int(V') de nuestro operador. O
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4.2. (k,w)-Redes y Espacios Lindel6f; Teore-
mas Producto.

Con lo anterior, hemos usado k-redes para caracterizar varios tipos de
compacidad. Con una modificacién adecuada a la definicién original de k-red,
podemos también dar caracterizaciones similares de propiedades de cubier-
tas mas generales. Ilustremos ésta idea con una caracterizacién de espacios
Lindelof. Para esto, aqui damos la modificacion adecuada:

Definicién 4.15. Una (k,w)-red en X es una funcion & de [k]=¥ en X;
donde [k]=¥ = {C C k : C es numerable } y es dirigido por C. Usamos la
notacion (x¢), donde C' € [k]=¥ y xc = £(O).

Teorema 4.16. Para cualquier espacio X, las siguientes son equivalentes:
1. X es Lindelof.
2. Toda (k,w)-red en X tiene un punto clausura.

Demostracion. [(1.) = (2.)] Supongamos que existe (x¢) (k,w)-red en X
sin puntos clausura. Entonces, para cada ¢ € X, existe V, € V, y existe
F, € [k]= tal que para cada G € [k]=¥ con F, C G, xg ¢ V,. Sea C =
{V, : ¢ € X} cubierta abierta de X, entonces existe {¢; : i € w} C X
tal que X = (J;., Vo (va que X es Lindelof). Sea Gy = U, Fi € [K]=%,
entonces x¢g, ¢ (U, Voo = X, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, toda
(k,w)-red en X tiene un punto clausura.

[(2.) = (1.)] SeaUd = {U, : a < K} una cubierta abierta de X. Supon-
gamos que U no admite subcubiertas numerables. Entonces, para cada C' €
[k]=, sea v € X\ U, o Ua. Asi, obtenemos una (k,w)-red en X. Sea g € X
un punto clausura de nuestra (k,w)-red. Luego, ya que U es cubierta abierta
de X, existe § < k tal que q € U, entonces para Uz € Vi y {8} € [5]=¥,
existe G € [k]=* tal que {8} C Gy xg € Us, lo cual es una contradiccion,
pues por definicién de nuestra (x,w)-red, rg € X\ J,eq Ua € X \Ug. Por lo
tanto, X es Lindelof. O

Ahora, veamos una parte muy importante de este trabajo. Usaremos los
resultados sobre p-compacidad de la seccién anterior para dar una unificacion
aproximada de los siguientes teoremas para el producto de espacios topolégi-
COS:
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1. Cualquier producto de espacios compactos es compacto.
2. Cualquier producto de espacios 6-compactos es #-compacto.
3. Cualquier producto de espacios d-compactos es d-compacto.

De manera més general, también mostraremos que cualquier producto de
H-conjuntos es un H-conjunto y cualquier producto de N-conjuntos es un
N-conjunto.

Definicién 4.17. Un operador p es productivo, si satisface la siguiente pro-
piedad con respecto a la topologia producto: si {X, :t € T} es una coleccion
de espacios topologicos y [ [,eqx Wi es subconjunto abierto bdsico candnico de

[Lier Xi, entonces [[er p(W2) € p(IT,er Wi)-
Lema 4.18. Cada uno de los operadores p(V) =V, p(V) =V y p(V) =

int(V'), es productivo.

Demostracion. Sea {X; : t € T} una coleccién de espacios topolégicos
¥ Ilier Wi un abierto bésico canénico en [], ., X¢ donde para cada ¢t €
T\{t1,...,tx}, Wy = X;. Veamos cada eleccién de nuestro operador:

1. Para p(V) = V: Es claro.

2. Para p(V) = V: En este caso no solo tenemos la contencién sino que se
da la igualdad. En efecto, sea = (2¢)ser € [[,cr W,yU = [Lier Ur un
basico en [ [,.; Xi. Como para cadat € T, x, € W ,, entonces para cada
teT, W,NU; # (). Luego, para cada t € T, sea y, € W, N U;, entonces
Yy = (Yt)er € HtET(Wt NU;) = HteT Wi n HtET Uy = HteT WwynUuU.
Por lo tanto, [[,c, W:NU # (). Ahora, como U fue arbitrario, entonces
r € [[,er Wi Ahora, sea = (24)ier € [[,er Wi, 8 € T cualquiera
y Vs un abierto cualquiera en Xz tal que x5 € Vz. Como w5 (Vp)
es un abierto en [[,., X, entonces existe y = (y)ier tal que y €
[T,cr W= 1(V3), entonces yg € V3N Wy y por tanto, x5 € W 3. Por
lo tanto, * = (z¢)ier € [L;er W Ast, [L,er Wi = [Lier We v por lo
tanto, p es productivo en éste caso.

3. Para p(V) = int(V): En este caso notamos que

[[intw) < T[W. < [[W

teT teT teT
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y por lo tanto,

int(] [int(W2)) € int(J [ Wo).

teT teT

Y ya que [],.pint(W;) es un abierto basico en [],., X:, entonces
int ([ Lep int(We)) = [ Liep int(We). Ast, [ [ep int(Wy) € int(][,cp We).

Por lo tanto, p es productivo en este caso.
O

Teorema 4.19. Sea {X; : t € T'} una coleccion de espacios topoldgicos, sea p
un operador productivo, y para cada t € T, sea Ay un conjunto p-compacto en
X;. Entonces HteT Ay es un conjunto p-compacto en HteT X;. En particular:

1. Si cada X; es compacto, entonces [[,o Xi es compacto (Tychonoff).

2. Si cada X es 0-compacto, entonces [[,c, Xi es 0-compacto (Chevally
y Frink).

3. Si cada X, es 6-compacto, entonces [[,o X; es 6-compacto.

4. Sicada Ay es un H-conjunto en Xy, entonces [ [,cp Ar es un H-congunto
en [[er X

5. Sicada Ay es un N-conjunto en X;, entonces HteT Ay es un N-conjunto
en [Ter Xe.

Demostracion. Sea (fp : F' € [k]<¥) una s-red en [ [, . A¢ que es universal en
[L,cr X:i. Veamos que existe g € [, A tal que fr —, g. Primero notamos
que, para cada t € T, (fr(t) : F € [k]<*) es k-red en A; que es universal
en X;. En efecto, sea tg € T'y D C X, entonces para [[,., My C [[,cr Xt
donde para todo t € T\{to}, M; = X;, y en ty, My, = D, se tiene que
existe F' € [k]<“ tal que, o bien, para todo G € [k]<¥ tal que F' C G, fg €
[Licr My, 6, para todo G € []< tal que ' C G, fg € [[,er Xe\ [ Lier M.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que para todo G € [k|<¥ tal que
F C G, fa € [l,er My; luego, sea G € [k]= tal que ' C G, entonces
fa(to) € My, = D. Entonces, para todo G € [k]<“ tal que F' C G, fs(to) € D.
Por lo tanto, (fr(to) : F' € [k]=¥) es universal en X;,, y ademds es r-red en
Ay pues, (fp : F € [5]%¥) es k-red en [[,.p As. Asi, para cada t € T,
(fr(t): F € [k]<¥) es k-red universal en X;. Luego, como tenemos que para
cadat € T, A; es p-compacto en X, por Teorema 4.11, existe x; € A; tal que
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fr(t) —, x, en X (y esto ocurre para cada t € T). Ahora, para cada t € T,
sea g(t) = x; asi, tenemos que g es una funcién tal que g : T — J,op As
y por lo tanto, g € [[,c, A¢. Veamos que fr —, g. Sea [[,.; W; un abierto
basico en [],., X; tal que g € [[,. W y ademds, para cada t ¢ {t1,...,t}
(k € N), W, = X;. Debemos encontrar un F' € [k]<¥ tal que para cada
G € [k con F C G, fg € p(I],er Wi)- Para ver esto, primero notamos que,
como p es un operador productivo, se tiene que [[,., p(Wy) € p([,er We).
Luego, como g € [],., W, entonces para cada t € T', x; € Wy, y ya que para
cada t € T, fp(t) —, z; (donde z; = g(t)), entonces para cada i tal que
i€ {1,...,k}, existe F; € [k]“ tal que para cada G € [k]<¥ con F; C G,
fa(t) € p(W,,). Tomamos a F = |J, F; € [x]< y sea G € [x] tal que
F C G, como para cada i € {1,...,k} F; C G, entonces fg(t;) € p(Wr,),
lo cual implica que fo € [[,cr p(W;) (pues de lo contrario, existe t, € T tal
que fa(to) ¢ p(Wy,), de lo cual se tiene que to € T\{t; : © € {1,...,k}},
entonces fg(tg) ¢ p(Xy,), pero Xy, C p(Xy,), contradiccién). Por lo tanto,
fa € [Lier P(WY) € p(I1,er We)- Asi, fr —, g vy por Teorema 4.11, tenemos
que [[,cp As es p-compacto en [, X;. O

4.3. Propiedades relacionadas a la p-compacidad

En esta secciéon se hace un estudio sistematico de ideas relevantes relacio-
nadas con la k-compacidad inicial que se remonta a Alexandroff y Urysohn,
con contribuciones adicionales de Smirnov, Noble y Vaughan.

Definicién 4.20. Sea k un cardinal infinito y p un operador. Definimos tres
propiedades semejantes de compacidad para un espacio arbitrario X :

(p, k) RED Toda k-red en X tiene un punto p-clausura.

(p, k)SUC Toda A-sucesion (xo : a < A) en X conw < A\ < Kk tiene un
punto p-clausura.

(p, k)CUB Si U es una cubierta abierta de X de cardinalidad a lo mds k,
entonces existe una subcoleccion finita de {p(U) : U € U} que cubre a
X.

Estamos interesados principalmente en caracterizar (p, k) RED y (p, k)SUC
en diferentes formas de tal manera que la relacién entre las tres propiedades
sea transparente.
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Recordar que ya hemos obtenido varias caracterizaciones de (p, x)RED
dadas en el Teorema 3.36. Més atun, tenemos:

Teorema 4.21 (Caracterizacién de (p, k)RED). Sea X un espacio, k un
cardinal y p un operador. Las siguientes son equivalentes:

1. X satisface (p, k) RED.

2. Si F es una coleccion de subconjuntos de X con la PIF y |F| < k&,
entonces (\per F* # 0.

Demostracion. [(1.) = (2.)] Supongamos que X satisface (p, x)RED y sea F
una coleccién de subconjuntos de X tal que F cumple la PIF y |F| < k.
Denotemos a F por F = {F, : a < k}. Para cada F' € [k]<¥, sea zp €
(Nocr Fo un punto cualquiera fijo (aqui utilizamos el hecho de que F cumple
la PIF). Entonces (zp : F € [k]<*) es rk-red en X. Luego, sea ¢ € X un
punto p-clausura de (zg).
Afirmacion: q € (\pep FP.
Sea ap € ky V €V, entonces para {a} € [k]* y V, existe G € [x]< tal
que {p} € Gy z¢ € p(V) (pues g es punto p-clausura de (zp)). Ademads,
por definicién de (zp), z¢ € (oeq Fa, con (\yeq Fa € Fop (Pues o € G),
entonces rg € p(V) N Fy,, de lo cual se sigue que ¢ € FY, . Por lo tanto, para
todo a < K, ¢ € FZ, es decir, q € (.. F&. Asi, Nper FP # 0.

[(2.) = (1.)] Sea (zp : F € [k|=¥) k-red en X. Recordar que la coleccién
A ={Ar : F € [k]*¥} (donde para cada F € [k]~¥, Ap = {2¢ : G €
[k]<“ y F C G}) cumple la PIF, y ademas |A| < k, entonces se tiene que:
Nrefs<e A £ (. Sea q € Nreps<e A"y veamos que ¢ es punto p-clausura
de (zp). Sea Vo € V, y F € [k]<¥, entonces q € A%, entonces para cada
VeV, p(V)N Ap # 0; en particular para Vj, tenemos que p(Vp) N Ap # 0
y por lo tanto, existe G € [k]<“ tal que FF C Gy z¢ € p(Vp). Asi, g es punto
p-clausura de (zp) y por tanto, X satisface (p, k)RED. O

Ahora damos caracterizaciones de (p, k)SUC, pero antes recordemos dos
ejemplos relacionados a puntos clausura de sucesiones (vea [9]).

Ejemplo 4.22. En Sq se cumple lo siguiente:
1. Toda sucesion (x, :n € w) en Sq tiene un punto clausura.

2. Euxisten sucesiones (T : o < wy) en Sq sin puntos clausura.
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Ejemplo 4.23. Sea R con la topologia usual. Entonces:

1.

2.

Ezisten sucesiones (x, :n € w) en R sin puntos clausura.

Toda sucesion (z, : o < wi) en R tiene un punto clausura.

Definicién 4.24. Un punto x € X es un punto de acumulacion p-completo

(p—CAP) de AC X, sipara cada V € V,, |[ANp(V)| = |A].

Teorema 4.25 (Caracterizacion de (p, k)SUC). Sea X un espacio, k un
cardinal y p un operador. Las siguientes son equivalentes:

1.

2.

X satisface (p, k)SUC.

Toda A-sucesion (xq : o < A) en X conw < A < Kk y A regular tiene
un punto p-clausura.

Si {F, : o < A} es una sucesion decreciente de conjuntos no vacios en
P
X con A < k, entonces (o) F2 # 0.

. Todo subconjunto infinito A de X con |A| < k y |A| regular tiene un

p-CAP.

Demostracion. [(1.) = (2.)] Es claro.
[(2.) = (3.)] Sea {F, : @ < A} una sucesién decreciente de conjuntos no
vacios en X con A < k. Entonces tenemos dos casos:

(i) Si A es regular, entonces para cada a < A, sea z, € F, un punto

cualquiera fijo. Entonces, por hipétesis, (z, : @ < A) tiene un punto
p-clausura, digamos gq.

Afirmacion: q € (e ¥

En efecto, sea v < Ay V € V,, como ¢ es punto p-clausura de (z, : @ <
A), entonces existe § > « tal que x5 € p(V') y ya que por definicién de
nuestra A-sucesion, xg € Fz C F,, entonces x5 € p(V) N F,, entonces
p(VYNF, # . Lo cual implica que para todo a < A, ¢ € F¥. Entonces
q € Noyer F2. Por lo tanto, (), F2 # 0.

Si A no es regular, sea v = cof(\) < A. Para cada (3 € 7, elegimos
cardinales Az < A para los cuales sup{\s : 8 € cof(\)} = \. Para cada
B € cof(N), sea x5, € Fy,;. Sea ¢ un punto p-clausura de (zy, : 8 €

cof(N)).
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Afirmacion: q € (o) Y

Sea v < Ay V €V, entonces existe § € cof(A\) tal que a < Ag.
Entonces existe £ € cof()) tal que A\g < A¢ y x5, € p(V), como a <
A < Ag, entonces F, 2 Fy, 2 F),, de lo cual implicamos que z), €
p(V)NFy, C p(V)N Fy, entonces p(V') N F, # 0, entonces ¢ € FY. Por

lo tanto, g € (o, F2 y asi, [, F2 # 0.

[(3.) = (1.)] Sea (x4 : @ < A) una A-sucesién en X con w < X\ < k. Para
cada o < A, sea F,, = {z3 : B > a}, entonces {F, : @ < A} es una sucesién
decreciente de conjuntos no vacios en X con A < k; luego, por hipotesis,
tenemos que ﬂa</\ FP £ (). Sea q € ﬂa</\ F? v veamos que g es punto p-
clausura de (zo : @ < A). Sea V € V, y o < A, entonces ¢ € F?, entonces
p(V)N F, # (). Entonces, existe § > « tal que x5 € p(V). Por lo tanto, ¢ es
punto p-clausura de (x, : a0 < \).

[(2.) = (4.)] Basta probar que, si A = {z, : @ < A} con A regular, A < K
y q es punto p-clausura de A, entonces q es p-CAP de A. Supongamos que
por el contrario que existe ¢ punto p-clausura de A que no es p-CAP de A.
Entonces, existe V € V, tal que |p(V) N A| < A. Por regularidad de A, existe
B < Atal que p(V)NA C {z,: a < 3}, lo cual es una contradiccién, pues
para V € V, y 3, no existe v > [ tal que =, € p(V) lo cual contradice el
hecho de que ¢ es punto p-clausura de A.

[(4.) = (2.)] Sea (xy : @ < A) una A-sucesién en X conw < A< rky A
regular. Entonces, dos casos:

(i) Si [{zs : @ < A}| < A, entonces por regularidad de A, existe ¢ € X y
A C ) cofinal tal que z, = g para todo a € A. Veamos que ¢ es punto
p-clausura de (x, : @ < A\). Sea V € V, y o < A; entonces, como A es
cofinal en A, existe 5 € A tal que 8 > «, entonces 3 = gen V C p(V).
Por lo tanto, ¢ es punto p-clausura de (x, : @ < \).

(i) Si {za : @ < A}| = A, por hipétesis, {z, : & < A} tiene un punto
p-CAP y, por lo tanto, un punto p-clausura.
O

Para ciertas elecciones de p, podemos mostrar que (p, k) RED y (p, k)SUC,
son equivalentes y ademads, también podremos dar otra caracterizacion de
(p, ©)SUC en términos de p-CAP's.

Definicién 4.26. Decimos que un operador p es especial si para todo con-
Junto abierto V', se cumple que p(V') es abierto y p(p(V)) C p(V).
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Observacién 4.27. Notar que para p(V) =V y p(V) = int(V), el operador
es especial.

Demostracion. En efecto, si p(V) = V, el resultado es claro. Por otro la-
do, si p(V) = int(V), la primera condicién es evidente, y para la segunda
condicién, notar que p(p(V)) = p(int(V)) = int(int(V)) C mt(V) p(V)

(pues int(V) C V, con lo cual int(V) C V = V, entonces int(int(V)) C

int(V)). O

Teorema 4.28. Sea p un operador especial. Para cualquier espacio X y
cualquier cardinal infinito Kk, las siguientes son equivalentes:

1. X satisface (p, k) RED.
2. X satisface (p,k)SUC.
3. Todo subconjunto infinito A de X con |A| < k, tiene un p-CAP.

Demostracion. [(1.) = (2.)] Se obtiene de manera inmediata por el Teorema
3.29 y el Lema 3.35.

[(2.) = (1.)] Supongamos que X satisface (p, k)SUC pero no (p, x)RED.
Entonces por el Teorema 4.21, tomamos el cardinal infinito mas pequeno
A < K tal que existe una coleccién F = {F, : o < A} de subconjuntos de
X con la PIF, |F| = Xy [,y F2 = 0. Para cada a < A, sea Ho = {Fp :
B < a}. Como H, es una coleccién de subconjuntos de X con la PIF y con
cardinalidad menor que \, entonces H, = ﬂﬁga F g # (0. Asi, la coleccién
{H, : a < A} es una sucesién decreciente de conjuntos no vacios en X con
A < w; luego, por hipétesis y el Teorema 4.25, tenemos que (),_, HE # 0.
Sea q € (., HY.

Afirmacion: q € ﬂa</\

Seana < Ay V €V, entonces q € H?, de lo cual se sigue que p(V)NH, # (.
Sea z € p(V) N Hy, como H, = (g, Ff entonces z € p(V) y 2z € Ff; del
hecho de que p es especial, se sigue que p(V') es abierto y por lo tanto,
p(V) € V.. Entonces p(p(V)) N F, # 0, y como p(p(V)) C p(V), entonces
p(V)N F, # 0, de lo cual se sigue que, q € FP’.

Por lo tanto, ¢ € (-, F?, lo cual es una contradiccién, pues (., F£ = 0.
Asi, X satisface (p, )RED

[(2.) = (3.)] Supongamos que X satisface (p, k)SUC y sea A C X infinito
con |A| = X < k. Si A es regular, por el Teorema 4.25, A tiene un p-CAP. Si
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A es singular, tenemos lo siguiente:

Denotamos a A = {z, : 0 < a < A}, sea {\s: § < 0} una sucesion creciente
de cardinales regulares tal que sup{As : B < 6} = Ay 6 es regular. Por el
Teorema 4.25, para cada (§ < 0, sea gg un punto p-CAP de {z, : a < Mg}y
sea T'={qg : < 6}. Entonces tenemos dos casos:

1. |T| < 6: Entonces, como 6 es regular, existe B C 6 cofinal y ¢ € X
tal que para cada 3 € B, gz = ¢. Veamos que g es p-CAP de A.
Sean V € V, y B € B, entonces gz = ¢ donde gg es punto p-CAP de
{4 : a < Ag}, entonces |p(V)NA| = \s en particular, [p(V)NA| > Ag.
Por lo tanto, para cada 3 € B, |p(V) N A| > Ag, y ya que B es cofinal
en 0, entonces para cada 3 < 6, [p(V)NA| > Ag, de lo cual se sigue que
lo(V)NA| > sup{\s : § < 8} = A. Por otro lado, como |p(V)NA| < A
(pues p(V)NAC Ay A={z,:0<a<A}), entonces [p(V)NA| =
A = |A|. Por lo tanto, ¢ es p-CAP de A.

2. |T| = 6: Sea ¢ un p-CAP de T y veamos que ¢ es p-CAP de A. Sea
V e V,, entonces |p(V)NT| = |T| = 0. Luego, como p es especial, se
tiene que p(V') es abierto y por tanto, para cada 3 < 0, p(V) € V,,,
de lo cual se sigue que |p(p(V)) N{z, : @ < A\g}| = A\g. Ademds, como
p(p(V)) € p(V) vy {za : @ < Ag} € A, entonces p(p(V)) N {zs : @ <
As} C p(V) N AL Asi, para cada 5 < 0, A\g < |p(V) N A] y por tanto,
sup{Ag : B < 0} < |p(V)NA| es decir, A < |p(V) N Al. Finalmente,
como p(V)N A C A, se sigue que |[p(V) N Al < Xy por lo tanto,
lp(V)N Al = X. Asi, ¢ es p-CAP de A.

[(3.) = (2.)] Se cumple por el Teorema 4.25. O

Los resultados de Alexandroff-Urysohn son resumidos en el siguiente co-
rolario, también el Teorema 2.2 del articulo de Stephenson en [6].

Corolario 4.29. Sean X un espacio y k un cardinal. Para p(V) =V, las
siguientes son equivalentes:

1. Toda k-red en X tiene un punto clausura.
2. Toda \-sucesion en X con w < A < K, tiene un punto clausura.

3. X es inicialmente k-compacto.
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Demostracion. [(1.) < (2.)] Basta tomar la eleccién p(V') = V en el Teorema
4.28.

[(1.) = (3.)] Supongamos que toda k-red en X tiene un punto clausura
y que X no es inicialmente k-compacto. Entonces existe C = {U, : a < K}
cubierta abierta de X que no admite subcubiertas finitas. Para cada F €
[k]<¥, sea zp € X\ U,ep Ua un punto fijo cualquiera (de esta forma, estamos
definiendo una k-red (xp)) y sea ¢ € X un punto clausura de (zr). Ahora,
sea 3 < k tal que ¢ € Ug (pues C cubre a X), entonces Ug € V, y {3} €
[k]<¥, entonces existe G € [k]<“ tal que {8} C Gy z¢ € Ug, lo cual es
una contradiccién, pues por definicién de nuestra s-red (zp), se cumple que
g € X\ Upeq Ua € X\Up (ya que 8 € Gy esto implica que Ug C |J,c¢; Ua,
de lo cual se sigue que X\ |J,c; Ua € X\Up). Por lo tanto, X es inicialmente
K-compacto.

[(3.) = (1.)] Sea F una coleccién de subconjuntos de X con la PIF y
tal que |F| < k. Supongamos que (\por F = 0, entonces X\ (per F = X;
ademds notamos que X\ NperF = Uper(X\F), de lo cual se tiene que
U={X\F:F € F} es una cubierta abierta de X y de cardinalidad menor
o igual que k.

Afirmacion: U no admite subcubiertas finitas.

En efecto, pues de lo contrario, si existen Fi,...,F, € F tales que X =
U, X\F;, entonces § = (), F;, de lo cual se sigue que (i, F; = 0, lo
cual es una contradiccién, pues F cumple con la PIF. Por lo tanto, & no
admite subcubiertas finitas, lo cual también es una contradiccién, pues X es
inicialmente k-compacto.

Asi, ﬂFe]—'F # () y finalmente, por el Teorema 4.21, obtenemos que toda
k-red en X, tiene un punto clausura. O

Corolario 4.30. Sean X un espacio y k un cardinal. Para p(V) = int(V),
las siguientes son equivalentes:

1. Toda k-red en X tiene un punto 0-clausura.

2. Toda \-sucesion en X con w < A < k, tiene un punto 0-clausura.

Demostracion. Basta tomar la eleccién p(V') = int(V') en el Teorema 4.28.
O]

Ejemplo 4.31. Euziste un espacio X que es reqular, pseudocompacto, ex-
tremadamente disconexo y no es numerablemente compacto. Para p(V) =
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int(V) y p(V) =V, X satisface (p,w) CUB pero no (p,w)SUC.

Sea {R,, : n € w} una particion de w en una coleccion de subconjuntos
nfinitos de w que son mutuamente disjuntos. Para cada n € w sea p, el
ultrafiltro libre sobre w tal que R, € p, y sea P = {p, : n € w}. El espacio
requerido es

X = fw\{F € pw : F es punto limite de P}
Este espacio tiene las siguientes propiedades:

(a) X es extremadamente disconexo.
(b) X no es numerablemente compacto.
(c) X es pseudocompacto.

(d) X satisface (p,w)CUB.

Demostracion. Veamos (a): En efecto, como w es discreto, entonces w es
Tychonoff. Ademés, notamos que w es extremadamente disconexo (por ser
discreto), entonces por el Teorema 1.52, fw es extremadamente disconexo.
Con lo anterior, basta demostrar que X es denso en fw, pues todo sub-
conjunto denso de un espacio extremadamente disconexo es extremadamente
disconexo. Sea U* abierto no vacio en Sw y veamos que U*NX # (). Tenemos
dos casos:

(i) Si existe ng € w tal que U € p,,, entonces se tiene que U N R,,, # 0.
Sea V. =UN Ry, € pn,, entonces V€V, .
Afirmacion: (V*\{pn,}) N P = (): Supongamos lo contrario, entonces
existe m € w\{ne} tal que p,, € V* entonces V' € p,,, de lo cual se sigue
que VNR,, # 0, es decir, (UNR,,)NR,, # 0y por tanto, R,,,\R,, # 0,
lo cual es falso, pues {R, : n € w} es particién de w con elementos
mutuamente disjuntos y ng # m. Por lo tanto, (V*\{p,,}) N P = 0.
Asi, pn, no es punto limite de P y como U* € V), , entonces py, €

U*N X y por lo tanto, U* N X # () en este caso.

(ii) Si para todo n € w, U ¢ p,: Como U* # (0, sea F € U*, entonces
(U\{F})NP =), pues de lo contrario, existe k € w tal que p; € U*, lo
cual implica que U € py, contradiccién. Por lo tanto, (U*\{F})NP = 0,
es decir, F no es punto limite de P, y como F € U*, entonces F €
U*N X y por lo tanto, U* N X # () en este caso.
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Asi, X es denso en [Sw, por ende es extremadamente disconexo.

Veamos (b): Sabemos que un espacio es numerablemente compacto si y
solo si todo conjunto infinito en él, admite un punto limite. Veamos pues,
que existe un subconjunto infinito de X sin puntos limites, para esto, veamos
que P es subconjunto de X. En efecto, sea n € w tal que p, € P, entonces
R, € py, entonces RY € V, vy es tal que (R:\{p,}) N P = 0, pues de lo
contrario, existe m € w\{n} tal que p,, € R}, entonces R,, € p,,, de lo cual
se sigue que R, N R,, # () con n # m, contradiccién. Por lo tanto, p, no es
punto limite de P, entonces p, € X. Asi, P C X infinito y sin puntos limite.
Por lo tanto, X no es numerablemente compacto.

Veamos (c): Primero veamos el siguiente resultado:

(%) : Si todo A C w infinito tiene un punto limite en X, entonces toda
familia localmente finita de abiertos no vacios en X, es finita.

Demostracion. Supongamos que existe U = {U, };c., familia localmente finita
de abiertos no vacios en X. Paracadai € w,seax; € U;ysea A = {x; : i € w}
infinito (aqui usamos la local finitez de la familia). Tenemos dos casos:

1. Existe ng € w tal que AN R, es infinito: Sea ¢ ultrafiltro libre tal que
ANR,, €q. Entonces ¢ € X y ¢ es punto limite de A, entonces para
cada U* € V, se tiene que UN(ANR,,) # 0 y ademads esta interseccién
es un conjunto infinito pues pertenece a ¢. Asi, hemos encontrado a
q € X tal que para cada U* € V, se tiene que {Uf e U : U NU* #
0} = w, lo cual implica que U no es localmente finita, lo cual es una
contradiccion.

2. Para todon € w, AN R, es finito: Sea ¢ ultrafiltro libre tal que A € q.
Entonces ¢ € X y ¢ es punto limite de A, entonces para cada U* € V, se
tiene que U*N A # () y ademds esta interseccién es un conjunto infinito
pues pertenece a ¢q. Asi, hemos encontrado a ¢ € X tal que para cada
U* € V, se tiene que [{U; e U : U NU* # 0}| = w, lo cual implica que
U no es localmente finita, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, toda familia localmente finita de abiertos no vacios en X, es
finita. ]
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Visto este ultimo resultado, es suficiente probar que todo subconjunto
infinito de w tiene un punto limite en X. Sea A C w infinito y consideremos
los dos casos:

i) Si existe n € w tal que AN R, es infinito. Sea ¢ ultrafiltro libre sobre
w tal que ANR,, € q. Veamos que ¢ € X. Notamos que (ANR,)* €V,
y (AN R,)*\{¢}) N P =0, pues de lo contrario, existe m € w tal que
Pm € (ANRL)*, Pm # QY Pm # P, de lo cual se sigue que R,,NR,, # 0,
siendo esto una contradiccién. Por lo tanto, ¢ € X. Ademas es claro
que ¢ es un punto limite de A pues AN R, € q.

ii) Si para cada n € w, AN R, es finito. Sea ¢ ultrafiltro libre sobre w tal
que A € g. Veamos que ¢ € X. Notamos que como A* € V, se tiene que
(A*\{q}) N P = (). En efecto, pues notar que para cada n € w, ¢ # py;
ahora, si suponemos que existe m € w tal que p,, € A*, entonces A € p,,
de lo cual se sigue que AN R,, € py, lo cual es una contradiccion, pues
para cada n € w, AN R, es finito. Por lo tanto, ¢ € X. Ademas, es
claro que ¢ es punto limite de A pues A € q.

Asi, todo subconjunto infinito de w tiene un punto limite en X. Luego, usan-
do () se tiene que toda familia localmente finita de abiertos no vacios en X
es finita, de lo cual se sigue que X es pseudocompacto (Vea [1]).

Veamos (d): Tenemos que todo espacio pseudocompacto X tiene la si-
guiente propiedad: Toda cubierta abierta numerable tiene una subcoleccion
finita cuya unién es densa en X (Vea [13] o también [12]). Por lo tanto, X
satisface (p,w)CUB. O

4.4. Aplicaciones de k-Redes a Funciones Car-
dinales

Por 1ltimo, mostramos el uso de k-redes para la demostracién de algunos
teoremas importantes sobre funciones cardinales.

Lema 4.32. Sea X un espacio compacto y Ty con (X)) < k y sea A C X tal
que toda k-red en A tieme un punto clausura en A. Entonces A es compacto

Teorema 4.33 (Gryzlov). Sea X un espacio compacto y Ty. Entonces | X| <
2(X)
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Demostracion. Sea ¢(X) = k y para cada © € X, sea U, su respectiva
pseudobase tal que |U,| < k. Construyamos una sucesién {A, : o < 1} C
P(X) tal que para cada 0 < a < K™:

(a) |Aa| < 2%

(b) Si (zF) es k-red en Uy, Ap, entonces algin punto de A, es punto
clausura de (zp).

(c) Si W es una unién finita de elementos de {V € U, : v € Us, As} ¥
X\W # 0, entonces A,\W # 0.

La construcciéon se hard por induccién transfinita sobre x*:

Sean o = 0y zp € X un punto arbitrario. Consideramos Ay = {zo}.
Entonces Ag cumple (a). Ademés (b) y (¢) se cumplen por vacuidad.

Ahora sea 0 < a < k' y supongamos que para todo < « hemos
construido Az de tal forma que cumplen lo requerido. Para cada s-red (zp)
en Js., Ap, tomemos un punto clausura ¢ € X de (zr) (en efecto existe tal
punto pues (rg) es también k-red en X donde X es compacto, luego, por
el Corolario 4.12, existe un punto clausura en X de la x-red (zp)). Sea C
el conjunto formado por tales puntos. Notamos que |C| < 2%, pues |{f €
(Usca Ag)I=) . f es funcién}| < 2%. Ahora, por cada W unién finita de
elementos de {V € U, : v € Uz, Ap} tal que X\W # (), sea zx\w € X\W
y sea D el conjunto formado por tales puntos. Notar que |D| < 2%, pues
|Upea Asl < 27 y para cada v € X, [U,| < &, entonces {V € U, : = €
Upca Astl < k- 2% =27 Ademds, |[27]<*| = 2%, Por lo tanto, [D[ < 2".

Sea A, = C U D. Entonces A, cumple (a), pues |A,| = |[C U D| <
|C|+|D| < 2¢4-2% = 2%. Ademas, (b) se cumple por construccién. Veamos que
cumple (c). Sea W una unién finita de elementos de {V € U, : x € Uy, A}
tal que X\W # 0, entonces zx\w € (X\W) N D, entonces D\W # (), de lo
cual se tiene que A,\W # (). Por lo tanto, A, cumple (¢). Con esto culmi-
namos la construccion.

Sea A = |J
K126 =28,
Afirmacion 1: A es compacto.
Sea (xp) k-red en A, entonces {zp : F € [k]|¥} C A, y ya que [{zp :
F € [k]<¥}| < k, entonces, por regularidad de ™, existe v < k™ tal que
{er: F € [k]"¥} C g, Ap, entonces (zr) es k-red en (s, Ag, luego, por

A,. Claramente |[A| < 2% pues |[A] = |U, o+ Aa] <

a<wkt
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(b), algin punto de A, € |J,.,+ Aa = A es punto clausura de (zr). Final-
mente, aplicando el Lema 4.32, implicamos que A es compacto.

Afirmacion 2: A=X
Supongamos por el contrario que X\ A # () y sea z € X\ A. Para cada z € A,
sea V, € U, tal que z ¢ V, (en efecto podemor tomar tal V, € U,, pues
de lo contrario, existe x € A tal que para todo V € U,, z € V, entonces
2z € Nyew, V = NU, = {x}, lo cual implica que z = x, contradiccion).
Entonces {V, : € A} es una cubierta abierta de A, como A es compacto,
existe B C A finito tal que {V,, : x € B} cubren a A. Entonces A C |J, 5 Va
v 2 & U,ep Ve Luego, por regularidad de £, existe u < ™ tal que B C
Up<, Ap- Notamos que {V, : € B} C{V € U, : x € Uy, Ap}, més
aun, z € X\U,cp Ve Luego, por (c), A\U,cpVe # 0, lo cual es una
contradiccion, pues A C |J, .5 Ve v A, € A. Por lo tanto, A = X.

Asi, | X| < 28 = 2v(0), O

Ahora veamos la extensién del segundo teorema de Gryzlov a una cardi-
nalidad mayor, pero antes damos unas definiciones y lemas de gran utilidad
en la demostraciéon de tal teorema.

Definicién 4.34. Sea A C X y sea & = (xp) k-red en A. Un punto x € A
es un punto 0-clausura de & relativo a A si dado cualquier conjunto abierto
R de X con x € R y cualquier F' € [k]<¥, eziste G € [k]<¥ tal que ' C G y
rg € RN A.

A continuacion damos una caracterizacion de H-conjuntos.
Lema 4.35. Sea A C X. Las siguientes son equivalentes:
a) A es un H-conjunto.

b) Si W es una coleccion de conjuntos abiertos en X, cerrada bajo inter-
secciones finitas, y tal que para cada V€ W, ANV # (), entonces
eviste x € A tal que para todo V€W, x € V.

Demostracion. [a) = b)] Sea W una coleccién de conjuntos abiertos en X,
cerrada bajo intersecciones finitas y tal que ANV # () para cada V € W.
Supongamos que para todo x € A, existe V, € W tal que = ¢ V,, entonces
para todo = € A, existe V, € W y existe U, € V, tal que U, NV, = (.
Sea C = {U, € V, : * € A} cubierta abierta de A. Como A es H-conjunto,
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existe {z1,x2,...,7,} C Atal que A C |J_, U,,. Luego, como W es cerrada
bajo intersecciones finitas, entonces para V = (\'_; Vi, € W se tiene que
VNA =0, pues de lo contrario, existe z € VNA, entonces z € [, V3, NA C
Ny Ve, N(Ur, Us,), entonces, por un lado, para cadai € {1,...,n} z € V,,,
y por otro lado, existe j € {1,...,n} tal que z € ij. De esta forma, para
Ve, € V. se tiene que V,, NU,, # (), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
V N A = (), contradiccién, pues para todo V.e€e W ANV # (. Asi, existe
z € A tal que paratodo Ve W, z € V.

[b) = a)] Sea C = {U,, : « € I} cubierta abierta de A. Supongamos que C
no admite sbcolecciones finitas tal que sus cerraduras cubran a A. Entonces,
sea W = {X\J_, Uy, : n € N}, es decir, W es una coleccion de comple-
mentos de uniones finitas de cerraduras de elementos tomados de la cubierta
abierta C. Notamos que todo elemento de VW es abierto en X y ademas, W
es cerrada bajo intersecciones finitas. En efecto, sean n,m € N tales que
X\Uizy Vais XAUjZy Uay € W, entonces (X\ Uiz Ua,) N (X\UGL Us,y) =
X\ U(i,j)e_{l,...m}><{1,...,m} Uap,) € W. Mas aﬁg, para todo n € N tal que
X\U, Ua; € W se tiene que AN (X\ Ui, Ua,;) # 0, pues de lo contrario
AC X\(X\U,Ua,), es decir, A C |, Uy, contradiciendo lo supuesto.
Afirmacién:Para todo x € A, existe ng € N tal que X\ J°,U,, € Wy
¢ X\UZ, Uai
Sea x € Ay sea ag € I tal que z € Uy, C U,,, entonces x ¢ X\U,,. Mas
atin, x ¢ X\U,,, pues de lo contrario, para toda V € V,, V N (X\U,,) # 0,
en particular para U,, € V, se tiene que Uy, N (X\Uy,) # 0, lo cual implica
que Uy, N(X\U,,) # 0, contradiccién. Asi, se cumple nuestra afirmacién con
ng = 1, lo que también es una contradiccion con la hipoétesis. Por lo tanto, A
es un H-conjunto. O

Definicién 4.36. Sea X un espacio y A C X.

(a) Diremos que A cumple la propiedad OC'P si para toda k-red (xp) en A,
existe ¢ € A tal que q es un punto 0-clausura de (xp) relativo a A.

(b) Diremos que A cumple la propiedad C si se cumple lo siguiente: Si
{R, : @ < K} es una coleccion de conjuntos abiertos en X que cubren

a A, entonces existe I € [k]< tal que A C |J,cp Ra NA.

Lema 4.37. Sean X un espacio y A C X. Si A cumple OCP, entonces A
cumple C.
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Demostracion. Supongamos que A cumple 0CP y sea R = {R, : a < K}
una coleccién de conjuntos abiertos en X que cubren a A. Supongamos que
para todo F' € [k]<¥ A € |J,cp Ra N A, entonces para todo F' € [k]<
A\Upep Ba N A # 0. Para cada F' € [k]<¥, sea 2p € A\|Jyep RaNA un
punto cualquiera fijo. Asi, obtenemos una x-red (xp) en A. Luego, como A
cumple OC' P, existe ¢ € A tal que ¢ es un punto -clausura de (zg) relativo a
A. Sea ap < k tal que q¢ € R,,, entonces para {ap} € [K]<* y Rq,, existe G €
[k]< tal que {ap} € Gy z¢ € Ry, N A, contradiccién, pues por definicién
de nuestra x-red, tenemos que rg € A\|J,cq Ba N A C A\R,, N A. Por lo

tanto, existe F' € [k]<“ tal que A C |J,.p Ra N A. Asi, A cumple C. O

Lema 4.38. Sea X un espacio 0-compacto y Hausdorff con .(X) < Kk y sea
A C X tal que A cumple 6CP. Entonces A es un H-conjunto.

Demostracion. Primero notamos que, como A cumple 6C'P, por el Lema
anterior, A cumple C'.
Sea V una coleccién de conjuntos abiertos en X, cerrado bajo intersecciones
finitas y tal que para todo V € V, V N A # (). Haciendo uso del Lema de
Zorn, supongamos que V es maximal respecto a esas propiedades. Notamos
que, si R es un conjunto abierto y R ¢ V), entonces existe V € V tal que
RNANV = (), pues de lo contrario, para todo V € V, RNANV # (), entonces
V' = VU {R} U{ Todas las intersecciones finitas de elementos de } con R}
es tal que V C V', contradiciendo la maximalidad de V. Luego, como X es
6-compacto y Hausdorff (es decir, es H-cerrado), aplicando el Lema 4.35 a
X, existe ¢ € X tal que para todo V € V, ¢ € V. La prueba estara completa
si demostramos que g € A.

Como ¥.(X) < k, para ¢ € X, existe una coleccién {W,, : o < k} de
vecindades abiertas de ¢ tal que (., Wa = {q}.

Afirmacion 1: Para cada a < k, existe V, € V tal que (V, N A) C W,.
En efecto, sea a < Ky R = X\W,. Es claro que ¢ ¢ R, pues de lo con-
trario, ¢ € R, entonces para W, € V, se tiene que W, N R # 0, es decir,
W, N X\W, # 0, lo cual implica que W, N (X\W,) # 0, contradiccién.
Por lo tanto, ¢ ¢ R, y de ahi que R ¢ V (pues para todo V € V ¢q € V).

Entonces existe V, € V tal que V, N AN R = 0, de donde se tiene que

VaoNACX\R=X\(X\W,)=W,, entonces Vo NAC W, =W,.

Afirmacion 2: AN (e, (Va M A)) # 0
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En efecto, pues de lo contrario, AN (),..(Va N A)) = 0 implica que

a<l€(

ACX\(Vand) = X\(Van4)

a<rk a<k

y por tanto se tiene que la coleccion: {X\(V, N A) : a < £} es una coleccién
de conjuntos abiertos en X que cubren a A; luego como A cumple C, existe
F € [k]<¥ tal que

Ac [ Jx\(VanA)nA) (4.1)

acF
Sabemos que, para todo G € [s]<¥, se tiene que AN (,cq Va) # 0 don-
de para todo a € G, V,, € V (en efecto tenemos esto, ya que V es cerrada
bajo intersecciones finitas y ademds, todo elemento de V intersecta a A).
Entonces, para I € [k]<*, sea x € AN ([),cr Va). Entonces, por 4.1, exis-

te ag € F tal que z € X\(V,, NA)N A y por tanto para todo U € V, se
tiene que U N (X\(Vo, NA) N A) # 0. En particular para () ,cp Vo € Vo
se tiene que (N,cp Va N (X\(Vay NA) N A) # 0. Sea =z en tal interseccion,
entonces 2 € (JepVaNAy z € X\(VouNA) € X\(Vo, NA), y ya que
ap € F, entonces X\ (Vo, N A) € X\(Naep Va N A), de lo cual se sigue que,
2 € Nper VaNAy 2z € X\(Noep Va N A), lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, AN (N, (Va N A)) #0

Seap € AN(N,<.(Va N A)). Por Afirmacion 1, se tiene que, (), _.(Va N A) C
MNo<r Wa,entoncesp € Ayp e (),.. Wa = {q}, delo cual se tiene que p = ¢
y por tanto, ¢ € A. Asi, aplicando el Lema 4.35, obtenemos que A es un H-
conjunto. O

Lema 4.39. Sea X un espacio 0-compacto y Hausdorff con ¥.(X) < k y sea
& = (zp) k-red en X. Entonces existe un subconjunto Ae de X tal que:

1. £ C A
2. |A€| S K
3. Algun punto de A¢ es un punto 0-clausura de & relativo a Ae.

Demostracion. Como X es #-compacto, sea x € X un punto #-clausura de &
(es posible tomar tal punto por el Corolario 4.13). Ahora, para cada y € X,
sea {V(v,y) : 7 < K} una coleccién de vecindades abiertas de y tal que
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=N V(v,y). Notar que, como z es punto #-clausura de &, se cumple
que, para cada v < k y para cada F' € [k]<“, existe G € [k]<¥ tal que
F C Gyxg e V(y,z). Luego, para cada v < k y cada G € [k]<“ tal que
rvg € V(v,1), sea x(7,G,3) € V(v,2) NV (B, 15) donde 0 < B < k. Sea

Ae = {2} Ucu{z(v,G,B) : v < k,G € [k, 26 € V(7,2) y B < K}.

Es claro que A¢ cumple 1. Ademds notamos que: [{z}| < &, [¢| < Ky
Hz(v,G,8) : v < k,G € [k, 2¢ € V(v,2) yB < Kk} < K-k Kk = K;
de lo cual se tiene que |A¢| < k + K+ kK = Kk y por tanto se cumple 2. Por
ultimo veamos que cumple 3, es decir, veamos que para cada v < k y cada
F e [k]=¥, existe G € [k]<¥ con F' C G tal que z¢ € V (7, x) N A¢ (0 en otras
palabras, veamos que x es punto #-clausura de & relativo a A¢). Sean 7 < k
y F € [k]<, entonces existe G € [x]< tal que F C Gy ¢ € V(7y,1); sea
B < k, entonces z(v,G, B) € V(v,2) NV (B,z¢), y ya que z(v, G, 3) € Ag,
entonces A¢ NV (v, 2) NV (8, zg) # 0, entonces se tiene que para todo 3 < &,
V(B,2¢) N (V(y,2) N Ag) # 0, de lo cual implicamos que z¢ € V (7, x) N Ag.
Por lo tanto, x es punto #-clausura de § relativo a Ae. O

Teorema 4.40 (Gryzlov para k£ = w; Dow-Porter). Sea X un espacio -
compacto y Hausdorff. Entonces | X| < 2¥(X),

Demostracion. Sea ¢.(X) = k y para cada z € X, sea BB, una coleccién de
vecindades abiertas de z tal que {z} = (.5, V y ademds, |B,| = «. Para
cada k-red £ = (xp) en X, sea A¢ C X tal que A satisface 1 — 3 del Lema
4.39. Construyamos una sucesién {Y, : « < k*} de subconjuntos de X tal
que para 0 < a < kt:

L |Y,| <2
2. Si € es k-red en Uﬁm Y3, entonces A¢ C Y,

3. Si W es una unién finita de elementos de {V € B, : € Uz, Y5} v
W # X, entonces Y,\W # 0.

La construccion se hard por induccién transfinita sobre s :

Sean o = 0 y xyp € X arbitrario, consideramos Yy = {zo}. Entonces Y,
cumple 1; ademés 2 y 3 se cumplen por vacuidad. Ahora sea 0 < a < K+
y supongamos que para todo $ < «, hemos construido Y de tal forma que
1 — 3 se verifican. Por cada W unién finita de elementos de {V € B, :
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z € Up, Va1 tal que W # X, tomamos un punto T\ € X\W y sea D el
conjunto formado por tales puntos. Notar que |D| < 2%, pues | s, V5| < 2"
y para cada z € X, |B;| = k, entonces {V € B, : z € Uy, Y5} <
K- 2% = 2" ademas |[27]<“| = 2". Por lo tanto, |D| < 2. Sea Y, = [J{A¢ :
§esrreden g, Yt UD.

Afirmacion: |Y,| < 2%

En efecto, pues [{§ : § es r-red en Uy, Y5} < 2% (v esto dltimo ocurre
porque [(Ugen V5] = [Uyey YollF ™1 < (26 = 29 — 2%y como
cada A¢ tiene cardinalidad a lo mas x, entonces || J A¢| < £-2% = 2%, Ademés,
|D| < 2% Por lo tanto, |Y,| = |[JAs UD| < [JAe| + |D] <28 428 =27,
Asi, Y, cumple 1.

Mas aun, es claro que Y, cumple 2 por construccién. Veamos que Y,
cumple 3. Sea W una unién finita de elementos de {V € B, : = € U, Y5}
tal que X\W # . Entonces =y € X\W N D, entonces D\W # 0 y por lo
tanto, Y,\W # 0.

Aqui termina la construccion.

Sea Y = (J, .+ Ya. Claramente |Y| < 2% pues Y] = |Jycps Yol <

k1.8 =28,

Afirmacion 1:'Y es H-conjunto

Sea £ = (xp) k-red en Y, entonces {xp : F € [k]<¥} C Yy {zp: F €
[k]<“}| < K, entonces por la regularidad de s, existe v < k™ tal que
{zr : F €[5} C Ug., Y, de lo cual se tiene que § es x-red en (J;_, Vp.
Luego, por 2, tenemos que A¢ C Y., por otro lado, como A cumple 3 del
Lema 4.39, existe ¢ € A; € Y, C J,..Ya = Y tal que ¢ es un punto 6-
clausura de £ relativo a A¢ y por tanto relativo a Y (en efecto, pues para
cada R abierto en X tal que g € R, se tiene que RN A C RNY, CRNY).
Luego, por el Lema 4.38, Y es un H-conjunto.

Afirmacion 2: Y = X
Supongamos por el contrario que X\Y # () y sea z € X\Y. Para cada
v €Y, seaV, € B, tal que z ¢ V,. Entonces la coleccién {V, : x € Y}
es cubierta abierta de Y; luego, ya que Y es un H-conjunto (Afirmacién 1),
existe B C Y finito tal que Y C (J, 5 V., ademés z ¢ Usen V.. Por otro

lado, por la regularidad de s, existe v < k* tal que B C Uﬁ<7 Ys, v ya
que {V; 1z € B} C{V € B, 1z €Uy, Vsl yze€ X\U,ep Ve (es decir,

Usen Ve = U,ep Ve # X), entonces por 3, Y.\ U,cp Vs # 0, lo cual es una



4.4 Aplicaciones de r-Redes a Funciones Cardinales 109

contradiccion, pues Y C |, 5 V.yY,CY.Porlo tanto, Y = X.
Asi, por todo lo anterior, tenemos que | X| < 2%, ]



110 p-Compacidad.
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