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Hablan mucho de la belleza de la certidumbre como si ignorasen la belleza
sutil de la duda. Creer es muy mondtono; la duda es apasionante.

Oscar Wilde.

Las matematicas poseen no sélo la verdad, sino cierta belleza suprema. Una
belleza fria y austera, como la de una escultura.

Bertrand Russell
De la nada, he creado un universo nuevo y extrano.
Janos Bolyai

No te preguntes qué puede hacer tu pais por ti, pregintate que puedes hacer
tl por tu pais.

John. F. Kennedy
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Introduccion

H. Lebesgue, en 1904, introdujo un concepto de una integral (hoy en dia se
conoce como la integral de Lebesgue) basado en la teoria de la medida que ge-
neraliza la integral de Riemann. Tiene la ventaja de tratar simultaneamente
con funciones acotadas y con funciones no acotadas, y permite que sus do-
minios sean conjuntos mas generales (no necesariamente deben ser conjuntos
cerrados). Ademas, esta integral proporciona teoremas de convergencia mas
fuertes que la integral de Riemann. La integral de Lebesgue desempena un
papel muy importante en el analisis matematico, en la teoria de la medida,
en la teoria de probabilidades y en muchas otras ramas de la matematica.

En 1933, S. Bochner introduce y estudia un concepto de integral para
funciones definidas en un espacio de medida y con valores en un espacio
normado (vedse [6]); actualmente a esta integral se le conoce como la integral
de Bochner y ha resultado una herramienta muy 1til en el estudio del Analisis
Funcional, Ecuaciones Diferenciales, Probabilidad, Teoria de Semigrupos, etc.

La integral de Bochner es una generalizacién de la integral de Lebesgue
en el contexto de los espacios de normados. Algunas propiedades de la inte-
gral de Lebesgue, tales como, la linealidad de la integral, el Teorema de la
Convergencia Dominada, el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue, se siguen
conservando para la integral de Bochner. Sin embargo, hay otras propiedades
de la integral de Lebesgue, como por ejemplo, el Teorema de Radon-Nikodym,
que no necesariamente es verdadero en el contexto de la integral de Bochner.
Algunas otras propiedades de la integral de Lebesgue, como la monotonia de
la integral, no tienen sentido en el contexto de los espacios de normados, a
menos que se introduzca un orden en el espacio normado. El propdsito de
este trabajo de tesis es presentar un estudio basico de la integral de Bochner,
tomando como guia las propiedades que tiene la integral de Lebesgue. Por
otro lado, esperamos que esta tesis sirva de ayuda para los estudiantes de
licenciatura y también a los de posgrado.

Para entender sin problemas esta tesis es necesario tener conocimientos
basicos del andlisis matematico, de la teoria de la medida y de las propiedades
basicas de la topologia general, ademas de algunos conceptos fundamentales
de los espacios de Banach.

En el primer capitulo, presentaremos algunas nociones basicas de la teoria
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de los espacios de Banach, también veremos algunos ejemplos de los espacios
de sucesiones y de funciones, en esta seccién nos basamos en [13] y [15]; lue-
go veremos algunas propiedades de las series convergentes en los espacios de
Banach, y en esta seccién recomendamos [11] y [19] al lector para un estudio
més completo. En el capitulo dos, veremos los ingredientes necesarios (como
por ejemplo, o-dlgebra y medida) para poder definir un espacio de medi-
da, asi como algunas de sus propiedades més importantes; ademas de una
presentacion no detallada de la medida de Lebesgue. En el tercer capitulo,
referente a las funciones medibles, se darda una presentacién de tres tipos de
medibilidad: la de ser fuertemente p-medible, que se necesitara para definir
la integral de Bochner; la de ser fuertemente Y-medible y de ser ¥-medible,
en los que se presentaran las equivalencias correspondientes con la de fuerte-
mente p-medible en espacios especificos (tales como en un espacio de medida
o-finita y en un espacio de Banach separable, respectivamente), ademas de
una presentacién de dos teoremas que muestran las conexiones existente en-
tre la convergencia casi donde quiera y la convergencia casi uniforme. En el
capitulo cuatro se vera el concepto de una funcién integrable y algunas de sus
propiedades muy utiles, ademas de la presentacion de los conceptos basicos
de la integral de Lebesgue, asimismo veremos algunas de sus propiedades mas
importantes de continuidad; mas adelante conoceremos el concepto principal
de este trabajo, la integral de Bochner, y analizaremos algunas de sus pro-
piedades importantes y durante esta seccion se verd algunas comparaciones
con la integral de Lebesgue.

En el transcurso de la carrera de la licenciatura de matematicas se pueden
estudiar los cursos de la teoria de la medida y de la integral de Lebesgue. En
estos cursos se estudia la teoria de integracion para funciones definidas en un
espacio de medida con valores reales o con valores complejos, y no siempre
se estudia la teoria de integracion para funciones definidas en un espacio de
medida con valores en un espacio normado. Actualmente hay varias integrales
que generalizan la integral de Lebesgue, tales como la integral de Bochner,
de Pettis, de Dunford, de Gel’fand, entre otras. Asi que consideramos que
esta plenamente justificado, dada la importancia de la integral de Bochner,
realizar un trabajo de tesis de licenciatura en matematicas sobre este tema.

Finalmente, consideramos pertinente mencionar que esta tesis no es un
trabajo original, es una recopilacién bibliografica de las propiedades relevan-
tes y bésicas que se presentan de manera ordenada para poder introducir al
lector el concepto de la integral de Bochner. En este trabajo consultamos
principalmente [2], [10], [22], [24], [25] y [28] para la integral de Bochner; [4],



(8], [17], y [23] para la integral de Lebesgue y espacios de medidas.
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Capitulo 1

Espacios de Banach

Un espacio de Banach, llamado asi en honor del matematico polaco, Ste-
fan Banach, es uno de los objetos de estudio mas importantes en el andlisis
funcional. A continuacién veremos sus propiedades.

Definicién 1.0.1. Si X es un espacio vectorial sobre un espacio escalar K
(el campo K puede ser R, o bien, C), entonces una norma en X es una
funcion de X en R U {0}, que cumplen con las siguientes condiciones:

(1) |||l > 0 para todo x € X;

(i1) ||z|| = 0 siy sélo si x = 0;
(111) ||lax| = |a|l|z|| para todo a € K,z € X;
(w) ||z +yll < [lzf| + [lyll para todo x,y € X.

Un espacio normado es una pareja (X, || - ||), donde X es un espacio
vectorial y || - || es una norma en X. Cuando no haya confusion omitiremos
la seqgunda componente del par. Por otra parte, escribiremos || - ||x cuando
queramos resaltar que trabajamos con una norma del espacio X.

Note que la funcién d(z,y, ) := || —y||, donde z,y, € X, es en efecto una
métrical en X.

Cuando no se especifique lo contrario, todas las nociones topolégicas y
uniformes en los espacios normados se referiran a la métrica canénica dada

Wer pag. 87.
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por la norma d, que suele denominarse topologia de la norma en X.

Decimos que dos normas || - ||; v || - ||2 en un mismo espacio vectorial
X son equivalentes cuando dan lugar a la misma topologia. Ahora bien,
tenemos que || - ||1 y || - [|2 son equivalentes si y sélo si existen dos constantes
estrictamente positivas m y M tales que

m|z||; < ||z]ls < M||z|; para todo z € X.

Como una de las consecuencias, de la tltima proposicion y de la definicion,
tenemos que una norma equivalente a una completa también es completa y
que los subconjuntos acotados para dos normas equivalentes son los mismos.

Una funcién T': X — Y, donde X y Y son dos espacios vectoriales sobre
un campo K es lineal si T'(ayz1 + agxe) = ayT(z1) + a1 (z2) para todo
a,a € Ky xy,20 € X,

Un isomorfismo entre dos espacios normados X e Y es una aplicacién
lineal y biyectiva T' : X — Y, esto es, T" una biyeccion que conserva las
estructuras lineales y topoldgicas. En este caso, decimos que X e Y son
isomorfos (X ~ Y'). Entonces como un resultado de lo anterior se tiene que
una biyeccién lineal T : X — Y es un isomorfismo si y sélo si existen dos
constantes estrictamente positivas m y M tales que

m||z|| < | T(X)|| < M||(x)]| para todo = € X.

Una isometria (también lo podemos encontrar como isomorfismo iséme-
trico o biyeccidn lineal isémetrica o isometria sobreyectiva) de X en Y
es una aplicacién lineal que es un isomorfismo isométrico sobre su imagen, es-
to es, una aplicacion lineal
T:X — Y tal que

T (x)| = ||| para todo = € X.

Decimos que Y tiene una copia isométrica de X, o que Y contiene
isométricamente a X, o bien, decimos que X e Y son isométricamentes
isomorfos si existe una isometria de X en Y, es decir, si Y contiene un
subespacio que es isométricamente isomorfo a X.



Definicién 1.0.2. Un espacio de Banach es un espacio normado (X, ||-]|)
que es completo en la métrica candnica definida por d(z,y) = ||x — y|| para
todo x,y € X, es decir, toda sucesion de Cauchy en X para la métrica d
converge a algun punto en X.

El conjunto By := {z € X | ||z|| < 1} es una bola unitaria cerrada de
X,y Sx :={z € X | ||z|] =1} la esfera unitaria de X.

A continuaciéon, veremos algunos teoremas cuyas demostraciones no se
presentaran, puesto que no es el motivo de nuestro trabajo, no obstante, el
lector lo puede consultar en [15].

Teorema 1.0.1. Sea Y un subespacio de un espacio de Banach X . Entonces
Y es un espacio de Banach si y sélo si'Y es cerrado en X.

Teorema 1.0.2. Un espacio normado X es un espacio de Banach si y solo
st toda serie absolutamente convergente en X es convergente.

Teorema 1.0.3. Sean X y Y dos espacios normados y'T : X — Y wuna
funcion lineal. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1) T es continua en un punto.
2) T es continua en 0.
3) Eziste una constante M > 0 tal que |T(x)|| < M||z|| para todo z € X.

4) T es Lipschitziana, es decir, existe una constante C > 0 tal que
|T(z) = T(y)|| < Cllz — yl| para todo z,y € X.

5) T(Bx) es un subconjunto acotado de Y

6) Para cualquier subconjunto acotado A de Y, T(A) es un subconjunto
acotado de Y .

7) T es continua en X.

A una funcién lineal que va de X aY (X y Y son dos espacios de Banach)
se le conoce usualmente como un operador lineal. Ademds, un operador
T : X — Y es acotado si T(Bx) es acotado en Y. Escribimos B(X,Y)
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para denotar al espacio de todos los operadores acotados de X a Y, también
llamado espacio de operadores. Definiendo

T = sup{||T(x)|| : = € Bx} para todo T € B(X,Y),

se obtiene una norma en B(X,Y’), que llamaremos norma de operadores.
La convergencia en dicha norma equivale a la convergencia uniforme en By
o a la convergencia uniforme en cada subconjunto acotado de X.

Teorema 1.0.4. Sean X,Y,Z espacios normados. Entonces tenemos lo si-
guiente:

(i) Para todo T € B(X,Y) se tiene que:

vl :sup{HT(x)H = SX} :sup{HT(x)H - emt(BX)}

= inf {M >0 : ||T(x)|| < M|z| para todo x € X}.

(1) SiY es un espacio de Banach, entonces B(X,Y') también lo es.

(i) Si T € B(X,Y) y S € B(Y,Z), entonces SoT € B(X,Z) y
|SoT| < ||SIIT]. En particular, B(X) = B(X,X) es un dlgebra
con el producto dado por la composicion, dicho producto es continuo.

Notemos que las igualdades en (i) nos dicen que ||T|| es acotado y Lips-
chitziana y de acuerdo con el Teorema 1.0.3, tenemos que ||T|| es continua
en R.

Por otro lado, dado un espacio normado X, escribiremos X* en vez de
B(X,K); X* es el espacio dual (o conjugado) de X y a sus elementos se
les llama los funcionales lineales continuos en X. Podemos considerar
también el espacio dual del espacio dual, también llamado bidual (o bien,
segundo conjugado) que se denota X**. Para z* € X* y x € X usamos
la notacién (x,z*) = z*(z). Si z es fijo, la relacion (z,z*) define un fun-
cional continuo en X* y de esta forma podemos asociar x a un elemento
€ X**. Este mapeo resulta ser inyectivo y una isometria (para probarlo
se usa el Teorema de Hahn-Banach) y se llama identificacién candnica.
El espacio X es reflexivo si la identificacién candnica es sobreyectiva. Por
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ultimo, tenemos que de acuerdo con el Teorema 1.0.4, X* es un espacio de
Banach.

Para mayor informacion sobre los espacios de Banach, el lector puede re-
mitirse al [15].

1.1. Espacios Clasicos de Banach

El analisis funcional trata sobre el estudio de espacios de funciones. Co-
mo se vio anteriormente la palabra funcional, que se remonta al calculo de
variaciones, implica una funcién cuyo argumento es una funcién. Su uso en
general se ha atribuido a Volterra.

En la visién moderna inicial, se considerd el analisis funcional como el
estudio de los espacios vectoriales normados completos sobre un campo K.
Tales espacios, como se describié anteriormente, se refieren a los espacios
de Banach. A continuacién, daremos unos ejemplos clasicos de los espacios
de sucesiones y de funciones, asi como veremos algunas de sus propiedades
bésicas. Recomendamos al lector [13] y [15] para un estudio mas minucioso.

1.1.1. Espacios de sucesiones

Supongamos que = = (aj,as,...) = (a) es una sucesién con a, € R,
k € N. La familia de todas estas sucesiones tiene una habitual estructura
lineal, es decir, es un espacio vectorial con la suma usual de coordenada por
coordenada y con el producto usual de una sucesién con un escalar.

1) El espacio [, definida para 1 < p < oo es el espacio vectorial de suce-
siones = (ay) para la que ), |ax|P < co. La norma para = € [, estd

dada por
1/p
lall, = (D lanl”)
k

donde I, es un espacio de Banach separable?.

2) El espacio [, es el espacio vectorial de todas las sucesiones acotadas
x = (a). La norma para x € [, estd dada por

2l = supx|al,

2Ver pag. 88.
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donde [, es un espacio de Banach.

3) El espacio ¢ es un espacio vectorial de todas las sucesiones convergentes
x = (a). La norma para x € ¢ estd dada por

[2]1e = supr|al,
donde ¢ es un espacio de Banach separable.

4) El espacio ¢ es un espacio vectorial de todas las sucesiones convergentes
xr = (a) con limy_,, ar, = 0. La norma para = € ¢, esta dada por

2] 1e = supr|axl,
donde ¢y C ¢ es un espacio de Banach separable.
Para los espacios duales tenemos lo siguiente.

5) Sean p,q € (1,00) tal que % + % = 1. Entonces (I,)" =
de que para todo f € (I,)* existe un tnico elemento (a;) € l tal que

f(z) = Zaixi para todo z =: (x;) € I,

y la funcién T : (1,)* — [, tal que f — (a@;) es una isometria. Si
1 < p < oo, entonces (I,)* es reflexivo.

lq, en el sentido

6) Los espacios (I1)* y [ son isométricamente isomérficos si para todo
f € (I1)* existe un unico (a;) € Iy, tal que

flz) = Zaixi para todo = = (x;) € [y,

y la funcién 7" : (I1)* — I talque f — (a;) es un isomorfismo isométri-
co. En este caso se tiene que (I;)* = . El espacio [; no es reflexivo.

7) Tenemos que (¢y)* = [y en el sentido de que para todo f € (co)* existe
una unica (a;) € [; tal que

flx) = Z a;x; para todo z = (x;) € co,

y la funcién T : (¢p)* — [; tal que T(f) = (a1) es un isomorfismo
isométrico. El espacio ¢y no es reflexivo.
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1.2. Espacios de funciones

En esta seccion veremos unos ejemplos de espacios de funciones, entre
ellos se encuentran los espacios L, que son una clase de espacios de funciones
de Banach cuyas normas se definiden en términos de integrales.

1.2.1. Los espacios C(I), L,(I), 1<p< o0y Lu.

El espacio C(I) , donde I es un intervalo cerrado finito en R, es un espacio
vectorial de todas las funciones continuas z : I — R. La norma para z € C([)
esta dada por

lallog) = sup |z(?)].
tel

C(I) es un espacio de Banach separable. El espacio C'(I) no es reflexivo.

Sea p € [1,00). El simbolo L, = L,(I) denota el espacio vectorial de todas
las funciones Lebesgue medible definidas casi siempre en [ tal que

/[ FOPd < oo

la suma vectorial y el producto escalar son las usuales, se operan coordenada
por coordenada, dotado con la norma

1fllz, = </I|f(t)|p dt)’l’.

A continuacién enunciaremos un teorema sobre los espacios L, cuya de-
mostracién el lector lo puede encontrar en [15, pag. 11].

Teorema 1.2.1. Si p € [1,00), entonces el espacio L, es completo, i.e. L,
es un espacio de Banach.

Sean p,q € (1,00) tal que %—i—% = 1. Entonces (L,(I))" = Ly(I) en el
sentido de que para todo F' € (L,)* existe un tnico f € L, tal que

F(g) = /gf dx paratodo g€ Ly,
I

y la funcién T : (L,)* — L, tal que F' — f es un isomorfismo isométrico, y
por tanto, (L,)* y L, son isométricamente isomérficos. En este caso tenemos
(Lp)* = Ly. Ly(I) es un espacio de Banach reflexivo y separable.
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Definicién 1.2.1. Denotamos por L., = Loo(I) el espacio de todas las fun-
ciones esencialmente acotadas f : I — R, i.e. funciones para los que existe
N C I, (N) =0 tal que f|pn estd acotada. Denotamos

inf su s)| = ess su s)|.
NCIu(N)=0 SEI\pN | f(s)] SP | f(s)]

Sobre el teorema que enunciaremos a continuacion, el lector puede encon-
trar la demostracién en [15, pag. 12].

Teorema 1.2.2. L, con la norma
[/l = ess sup|f(s)|

es un espacio de Banach.

Por 1ltimo tenemos que:

8) (LI(I))* = Ly en el sentido de que para todo F' € (L1)* existe una
unica f € L., tal que

F(g):/gfda: para todo g € L,
I

y la funcién T : (L1)* — Lo tal que F' — f es un isomorfismo isométri-
co, y por tanto, (L1)* y Ly son isométricamente isomérficos.

1.3. Series en los espacios de Banach

A continuacién veremos algunos resultados importantes de las series en
los espacios de Banach, en los que vamos a usarlos mas adelante para las
integrales de Bochner; en esta seccién presentaremos las propiedades sin de-
mostraciones, para un estudio mas detallado de las propiedades de las series
con valores en un espacio de Banach, recomendamos al lector [19] y [11]
principalmente.

Definicién 1.3.1. Una serie y - x) de elementos de x, € X,k € N de un
espacio de Banach X es convergente si la sucesion de sus sumas parciales
Sp = > 1, T converge en la norma del espacio X.
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Definicién 1.3.2. La serie Z;ozl rr,rr € X,k € N es absolutamente
convergente si y -, ||z x < oo.

. o0 [e.9]
Teorema 1.3.1. Si) ;- x) converge absolutamente, entonces » ;_, &y, con-
verge.

Definicién 1.3.3. Una serie Zzo:l xy de elementos de x, € X,k € N de un
espacio de Banach es incondicionalmente convergente si converge para
cada reordenamiento de sus términos, esto es, sila serie Y - | Tp@) converge
cuando P : N — N es una funcion biyectiva.

Teorema 1.3.2. Para una serie 220:1 xy de elementos x, € X,k € N de un
espacio de Banach X las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La serie converge incondicionalmente,

(b) tloda serie de la forma ., + Tn, + Tny +- -+, donde ny < ng <ng < ...
converge,

c) la serie S 50, apxy converge para cualquier eleccion de oy, = £1
k=1 i

d) para toda sucesion acotada (a;),a; € R la serie > . . apTi converge a
k=1
algun elemento de X,

(¢) para todo € > 0 existe un ng € N tal que || Y232, arzr||x < € para toda
sucesion a = (a;) € loo con ||al|;, < 1.

(Ver [19]; Cap. IV en [9] y en [7] p. 442)

Teorema 1.3.3. Si X = R, entonces una serie Y -, ) de elementos de
ry € X,k € R es incondicionalmente convergente si y solo si Y ., x) €S
absolutamente convergente.

El siguiente teorema se sigue inmediatamente del Teorema 1.3.3.

Teorema 1.3.4. Si un espacio de Banach X tiene dimension finita, enton-
ces una serie y o, xy de elementos x, € X,k € R es incondicionalmente
convergente si y solo si Y . xy es absolutamente convergente.

Para los espacios de Banach en general tenemos:
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Teorema 1.3.5. Si >~ xy es absolutamente convergente, entonces  p- | Tj,
es incondicionalmente convergente.

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del Teorema anterior, en
general, no es verdadero.

Ejemplo 1. Para k£ € R, sea x, = (O,...,O,%,O,...) € ly. Tenemos
lzell, = 7 v Yoo 12kl = Ypeq 7 = oo la serie no es absolutamente

convergente. Por otro lado, para cualquier reordenamiento de Y -, zy la

serie converge a
<11 1 1 )Gl
s= 1=, = ...,— ...
23 n 2

[e.e]

1
I, =3 5 < o0,

n=1

con

esto es, ||s|| < oo y la serie converge incondicionalmente.

Teorema 1.3.6. Si Y -, xy es incondicionalmente convergente, entonces
todos los reordenamientos de sus términos tienen la misma suma.

El siguiente resultado muestra que la situacién descrita en el ejemplo
anterior no es accidental y que se cumple para todos los espacio de Banach
que tienen dimensién infinita.

Teorema 1.3.7. (Dvoretzky, Rogers) En un espacio de Banach X de di-
mension infinita se cumple que para toda sucesion ¢, > 0,k € N para la cual
Yoo, < oo emiste una serie incondicionalmente convergente
Yoreixk, oy € X,k € N para la cual ||| x = ¢, k € N

Si tomamos por ejemplo, ¢ = %, k € N, entonces tenemos el resultado
siguiente como consecuencia del Teorema anterior.

Teorema 1.3.8. En todo espacio de Banach de dimension infinita X existe
una serie incondicionalmente convergente y . T,z € X que no es abso-
lutamente convergente.

Usando el Teorema 1.3.8 y del Teorema 1.3.4, obtenemos la siguiente
interesante caracterizacion de los espacios de Banach de dimensién finita.

Teorema 1.3.9. La convergencia incondicional de una serie Y -, T,
xr € X es equivalente a su convergencia absoluta si y solo si el espacio
de Banach X es de dimension finita.
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Ahora bien, pongamos nuestra atencion a algunos resultados que involu-
cran la topologia débil en X.

Definicién 1.3.4. Una sucesion x, € X,n € N converge débilmente a x € X
st para todo x* € X*
lim z*(x,) = x*(z).

n—00

Definicién 1.3.5. Una serie Y o, x, x € X, k € N converge débilmente a
la suma s € X st para todo x* € X* el limite

Jim ot () = Jim 30" = °(o)

k=1

existe.

Teorema 1.3.10. (Orlicz,Pettis) Sea Y, |z, zx € X,k € N una serie en
un espacio de Banach X . Si para todo conjunto A C N existe x4 € X tal que
para todo r* € X* tenemos

S o) = 2 (aa),

keA
entonces la serie Y oo, x) es incondicionalmente convergente.

Observacién 1. Mencionemos que de la conclusion del Teorema de Orlicz-
Pettis se sigue que la serie >~ | @), converge (en norma). Mds ain, la supo-
sicién del teorema se puede reformular para leer “Y"°  x) es una subserie
débilmente convergente” o “>"° | xj es incondicionalmente débilmente con-
vergente”. La ultima forma dice que para todo z* € X* la serie de los niimeros
reales Y 7~ | x*(xy) es incondicionalmente convergente y por el Teorema 1.3.3,
significa que para todo z* € X*, tenemos » -, [z*(xy)| < 0.

Definicién 1.3.6. Una serie Y, x) es débilmente absolutamente conver-
gente si

0o
> la" (@) < oo,
k=1

para todo x* € X*.
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En [11]. p. 44, una serie débilmente absolutamente convergente se conoce
como débilmente incondicionalmente de Cauchy.

. . . mi k . . . V _

Mencionemos que si una serie ) ,~, x; es incondicionalmente conver

gente para todo x* € X*, y por el Teorema 1.3.3, esto ocurre si y solo si
Y ey |z*(zk)| < oo para todo z* € X*.

De esta manera llegamos a

Teorema 1.3.11. Si una serie Y -, xy es incondicionalmente convergente,
entonces es débilmente absolutamente convergente.

Ejemplo 2. Para todo n € N, denotamos por
er =(0,...,0,1,0,...) € ¢o

al elemento de ¢y con 1 en la k-ésima posiciéon en la sucesion. Como tenemos
que

Y er=(L1,...,1,0,..),
k=1

para n € N (1 estd en las primeras n posiciones de la sucesién) podemos
ver inmediatamente que la serie ) ;- e; no converge en ¢, (en la norma
topoldgica).

Supongamos que z* € ¢§ = [y, esto es, * = (a1, q9,...),a, E R,k €Ny
S lam] = ||lz* || < co. Entonces x*(e) = «

k=1 1%n| — 5 . k) = Oy

€0
o o
D (e =D law| < oo,
k=1 k=1

esto es, la serie >/ e, es débilmente absolutamente convergente.

Como z*(>°;_yex) = >p_yar,n € N podemos ver que esta sucesién
00 * Ny
converge a y ., ap = x*(y), donde y = (1,1,...) es una sucesién que no
pertenece a co. Esto quiere decir que si la serie Y - €5 fuese débilmente
convergente, entonces su suma débil seria y, pero ¢y no contiene a dicho
elemento.

Un resultado inmediato de este ejemplo es el siguiente.
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Teorema 1.3.12. Si un espacio de Banach X contiene una copia isomorfica
del espacio de Banach cy, entonces existe una serie y .- g, v € X,k €
N que es débilmente absolutamente convergente, pero no es convergente ni
débilmente convergente a algun elemento de X.

Esto implica que si en un espacio de Banach X toda serie débilmente
absolutamente convergente converge en la norma topoldgica o en la topologia
débil entonces X, no puede contener subespacios isomérficos a cg.

Un resultado importante en esta direccién se presenta en el siguiente
teorema.

Teorema 1.3.13. (Bessaga-Pelczyriski) Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(a) El espacio de Banach X no contiene subespacios isomdrficos a cy,

(b) Toda serie débilmente absolutamente convergente en X es débilmente
convergente,

(c) Toda serie débilmente absolutamente convergente en X es incondicio-
nalmente convergente,

(d) Toda serie débilmente absolutamente convergente en X es convergente
(en la norma).
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Espacios de Banach




Capitulo 2

Espacios de medida

Introduccién

Uno de los problemas mas venerables de la geometria es determinar el area
o el volumen de una regién en el plano o en el espacio tridimensional. Las
técnicas de célculo integral proporcionan una solucién satisfactoria a este
problema para regiones que estan acotadas por curvas o superficies “sua-
ves”pero que son inadecuadas para manejar en conjuntos mas complicados,
incluso en espacios de dimension uno. Idealmente, para n € N nos gustaria
tener una funcién g que asigna a cada £ C R™ un numero p(E) € [0, o], la
medida n-dimensional de F, tal que pu(FE) estd dada por las férmulas inte-
grales habituales. Una funcién p tal, seguramente debe poseer las siguientes
propiedades:

(i) Si Fy, Es, ... es una sucesion finita o infinita de conjuntos disjuntos,
entonces

p(Er U EpU--+) = u(Er) + p(Ee) + - .

(ii) Si E es congruente con F (esto es, si E puede ser transfomado en
F mediante translaciones, rotaciones, y reflexiones), entonces u(E) =

u(F).
(iii) pu(Q) =1, donde @ es el cubo unitario
Q={reR":0<z; <1 para j=1,...,n}.

17
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Las condiciones (i), (ii) y (iii) son mutuamente inconsistentes'. Veamos
la razén por la que esto es cierto para n = 1. (El argumento puede ser facil-
mente adaptado para dimensiones mds grandes.) Para empezar, definamos
una relacién de equivalencia sobre [0,1) declarando que = ~ y si y sélo si
x — y es racional. Sea N un subconjunto de [0, 1) que contiene precisamente
a un miembro de cada clase de equivalencia. (Para encontrar dicha N, uno
debe invocar el axioma de eleccién) Luego, sea R = Q N [0,1) y para cada
r € R sea

N.={z+r:ze NNn[0,l—-r)}U{z+r—1:ze Nn[l—-r1)}.

Esto es, para obtener N,, debemos desplazar NV hacia a la derecha r unidades
y luego desplazar la parte que sobresale més alla de [0,1) una unidad a la
izquierda. Entonces N, C [0, 1), y para todo = € [0, 1) pertenece precisamente
a un NV,. En efecto, si y es un elemento de N que pertenece a la clase de
equivalencia x, entonces x € N,, donder =x —ysiz >yor=xz—y-+1si
x < y; Por otro lado, si x € N, N Ny, entonces c —7r (ox—r+1)yx—s (o
x — s+ 1) serian elementos distintos de N que pertenecen a la misma clase
de equivalencia, cosa que es imposible.

Supongamos ahora que p : Z(R) — [0, o00] satisface (i), (ii), y (iii). Por
(i) v (i),

p(N) = p(NN[0,1=7) +p(NN[1=r1)) = ud,),

para cualquier » € R. También como R es numerable y [0,1) es la unién

disjunta de N,’s,
p([0,1) = 3 u(N),
reR

por (i) nuevamente. Pero p([0,1)) = 1 por (iii), y como u(N,) = u(N), la
suma de la derecha es 0 (si u(IN) = 0) o 0o (si u(N) > 0). Por lo tanto, tal
1 no puede existir.

Frente a esta situacién desalentadora, podriamos considerar a un (i) débil
de modo que la aditividad se cumpla solamente para sucesiones finitas. Esto
no es una idea muy buena, como veremos: La aditividad para sucesiones

IEn l6gica matemadtica, la consistencia légica, o simplemente consistencia, es la pro-
piedad que tienen los sistemas formales cuando no es posible deducir una contradicciéon
dentro del sistema, es decir, dado un lenguaje formal y un aparato deductivo (axiomas y
reglas de inferencia), no es posible deducir una férmula y su negacién. La existencia de un
modelo implica que una teoria légica es consistente.
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numerables es lo que hace que todo los resultados de limite y continuidad de
la teoria funcionen sin problemas. Mas aun, en dimensiones n > 3, incluso
con esta forma débil de (i) es inconsistente con (ii) y (iii). En efecto, en 1924
Banach y Tarski demostraron el siguiente resultado increible:

Sean U y V' dos conjuntos abiertos arbitrarios en R™, n > 3. Existe k € N
y subconjuntos F, ..., Eg, F, ..., F} de R™ tal que

- Los E;’s son disjuntos y su unioén es U;
- Los F}’s son disjuntos y su unién es V;
- I; es congruente con Fj; para j =1,...,k.

Asi, uno puede cortar una bola del “tamano de un chicharo” en un niimero
finito de piezas y reacomodarlos para formar juna bola del tamano de la
Tierra! No hace falta decir que, los conjuntos F; y F; son muy extranos. No
se pueden visualizar con precision, y su construccion depende del axioma de
elecciéon. Pero su existencia claramente se opone a la construccion de cualquier
p: Z(R) — [0, 00] que asigna valores positivo y finito a los conjuntos abiertos
y satisface (i) para sucesiones finita tanto como (ii).

La moraleja de estos ejemplos es que R"™ contiene subconjuntos en los
cuales son tan extranos que es imposible definir una nocién de medida geo-
metricamente razonable para ellos, y que el remedio para esta situacion es
descartar el requisito de que pu debe ser definida para todos los subconjuntos
de R™. M&s bien, nos contentaremos con la construcciéon de p en una clase
de subconjuntos de R™ que incluya a todos los conjuntos que es probable que
uno encontrara en la practica, a menos que se esta buscando deliberadamente
ejemplos patolégicos.

Vale la pena, y no hay mucho trabajo extra, desarrollar la teoria en mucha
mayor generalidad. Las condiciones (ii) y (iii) estan directamente relacionados
con la geometria Euclidiana, pero las funciones que satisfacen (i), denomina-
das medidas, surgen también en otras muchas situaciones. Por ejemplo, en
un problema de fisica que involucra distribuciones de masas, pu(E) podria
representar la masa total en la regién E. Para otro ejemplo, en la teoria de
probabilidad considere un conjunto X que representa los posibles resultados
de un experimento, y para £ C X, u(F) es la probabilidad de que los re-
sultados se encuentran en E. Por lo tanto, empezaremos con el estudio de la
teoria de la medida sobre conjuntos abstractos.
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Antes de iniciar a aventurarnos en las siguientes secciones, cabe hacer
notar que en este capitulo, sélo algunos conceptos seran necesarios para lograr
el objetivo de comprender la integral de Bochner, sin embargo, se ofrece un
panorama general de la teoria de la medida, la cual dié origen a los distintos
tipos de integrales, que permitieron romper con el “monopolio” de la integral
de Riemann.

2.1. Algebras y J-Algebras

En esta seccién nos vamos a enfocar en un espacio mas general X. Resulta
que con el fin de determinar adecuadamente la medida y la integracion en un
espacio mas general X, no basta con especificar el conjunto X. Sino también
hay que especificar dos datos mas:

(i) Una coleccién de ¥ de subconjuntos de X que se puede medir y
(ii) La medida p(E) € [0, 00| que asigna a cada conjunto medible E € X.

La coleccién ¥ tiene que obedecer una serie de axiomas (por ejemplo,
cerrado bajo uniones numerables) que lo convierten en una o-algebra. Del
mismo modo, la medida u tiene que obedecer a una serie de axiomas (sobre
todo, un axioma de aditividad numerable), con el fin de obtener una medida
y una teoria de integracion comparable a la Teoria de Lebesgue en espacios
euclidianos.

Cuando se satisfacen todos estos axiomas, la tripleta (X, 3, 1) se conoce
como un espacio de medida. Estos juegan un mismo papel en la teoria de la
medida abstracta que los espacios métricos o los espacios topoldgicos en la
topologia abstracta, o que los espacios vectoriales juegan en el algebra lineal
abstracta.

Iniciemos, con la definicion de o-algebra asi, como algunas de sus pro-
piedades méas importantes, y para tener mas claro el concepto definiremos a
continuacion el término de algebra.

Definicién 2.1.1. Sea X un conjunto distinto del vacio y sea o/ un subcon-
Junto no vacio de Z(X). Si se tiene que:

(i) X € o,

(11) St A, B € &, entonces AUB €
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(11i) Si A € of |, entonces A° € .
Entonces decimos que </ es un dlgebra.

Observacién 2. Si .o/ es un algebray A, B € o/, entonces ANB, A\B € /.
Por lo tanto, la diferencia simétrica

AA B = (A\B)U (B\A)

también pertenece a &/. Mas atin, &/ es cerrado bajo uniones finitas e inter-
secciones finitas, esto es

AU UA, € o;
A Ay A€ A — " ’
b { AN---NA,ed.
Definicién 2.1.2. Un dlgebra ¥ en P(X) es una o-dlgebra si se cumple
que para cualquier sucesion (E,) de elementos de X, tenemos que

G E, eX.
n=1

Definicién 2.1.3. i X es un conjunto no vacio en el que estd definida
una o-dlgebra 3 de subconjuntos de X, entonces decimos que (X,X) es un
espacio medible, o X es un espacio medible si no hay motivos de confusion
con 3.

Observacién 3. Si ¥ es una o-dlgebra y (E,) C X, entonces (.-, E, € .
Maés aun,
liminf £, € X y limsup E,, € 2.
n—o0 n—00
La definicién de los tultimos dos elementos lo podemos encontrar en la
pag. 78 de este trabajo.

El siguiente resultado es muy 1til cuya demostracién sélo la bosquejare-
mos.

Teorema 2.1.1. Sea 3 una o-dlgebra de subconjuntos de X y consideremos
una sucesion (A,)N_, o una sucesion infinita (A,) en . Entonces existe una
sucesion finita (B,)N_, o, respectivamente, una sucesion infinita (B,,) en %
con las propiedades:



22 Espacios de medida

(i) B, C A, para todon =1,..., N o, respectivamente, para todo n € N;
(i1) UnN:1 B, = qu\;l A, o, respectivamente, | J7— B, =~ An; v
(i11) B, N B,, =0 para todo m,n € N tal que n # m.

Demostracion. La demostracion es directa, tomando a B; = A; y
By = A\ (A;U---U Ay_) para todo k = 2,..., N o, respectivamente,
para todo k > 2.

O

Para el siguiente Teorema el lector puede encontrarlo en [2, p.134].

Teorema 2.1.2. Sean X un conjunto no vacio, ¥ una o-dlgebra de subcon-
Juntos de X y Fy, ..., E, € X.. Entonces existe una coleccion finita {C4, . .., Cy}
de conjuntos disjuntos por pares de ¥ tal que

(1) Cada C; es subconjunto de algin Aj; y
(11) Cada A; es una union de una subfamilia de la coleccion {Ch, ..., Cy}.

Teorema 2.1.3. Sea .% una familia no vacia de o-dlgebras de subconjuntos
de un conjunto no vacio X. Entonces ({2 : ¥ € F} es una o-dlgebra de
subconjuntos de X.

Demostracion. Sea X un conjunto no vacio y sea .# una familia no vacia
de o-Algebras de subconjuntos de X. Veamos que [\{¥: X € .Z} es una o-
algebra de subconjuntos de X. En efecto, sea ¥* = [({¥ : ¥ € .#} entonces:

(i) X € ¥* puesto que X € ¥ para todo ¥ € .Z.

(ii) Sea A € ¥*. Entonces A € ¥ para todo ¥ € #, de aqui que A € %
para todo ¥ € %, por tanto, A € ¥*.

(iii) Sea (A,) una sucesién de elementos de ¥*. Entonces A,, es una sucesion
de elementos de ¥ para todo ¥ € .Z, luego |J7~ ;| A, € ¥ para todo
YeZyasilJ_ A, € £ Por tanto, ¥* = ({¥ : ¥ € F} es una
o-algebra de subconjuntos de X.

[]
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Definicién 2.1.4. Sea X un conjunto no vacio y & una coleccion arbitraria
de subconjuntos de X . La interseccion de todas las o-dlgebras de subconjuntos
de X en la que incluyen a & es conocida como una o-dlgebra generada
por & y es denotada por ¥(&). A saber

(&) = ﬂ{E | ¥ es una o-dlgebra de subconjuntos de X y & C X}

Observemos que existe al menos una o-algebra de subconjuntos de X que
incluye a & y este es Z(X). Note también que el término de o-algebra usada
en el nombre de ¥(&) se justifica por su definicién y por el Teorema 2.1.3.

Teorema 2.1.4. Sea E C P (X) arbitrario. Entonces existe una iunica
o-dlgebra ¥(E) C P(X) tal que:

(i) EC X(E).
(ii) Si X C P(X) es una o-dlgebra tal que E C X, entonces 3(E) C X.

Demostracion. Sea .7 = {¥X C Z(X) : ¥ es o-algebray E C X}. Notemos
que % es distinto del vacio, porque Z(X) € %, entonces tenemos que:

(i) Sea L(E)={X : ¥ € Z}, que por el Teorema 2.1.3, ¥(F) es una
o-algebra y asi, tenemos que E C X(F).

(i) Si ¥ € Z(X) es una o-algebra con E C X, entonces ¥ € .# y por lo
tanto, X(F) C X.

(U) Finalmente, si * es una o-dlgebra contenida en (X)) que satisface
las propiedades (i) y (ii), entonces ¥* C X(F) y X(E) C ¥*, con lo
cual se tiene que X(F) = ¥*.

O
A continuacion veremos mas propiedades sobre las o-dlgebras.
Teorema 2.1.5. Sean E,E' C Z(X).
(i) St E C E', entonces X(E) C X(E').
(i) Si E es una o-dlgebra, entonces L(E) = E.

(iii) S(X(E)) = S(E).
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(iv) Si E C X(E') y E' C X(F), entonces L(E) = X(FE').

Demostracion. (i) Como X(F) es una o-dlgebra que contiene a E, y ademaés
tenemos que £ C B/ C ¥(E'), entonces se tiene que X(E) C X(E') por
(ii) del Teorema 2.1.4.

(ii) Se tiene que £ C E y E es una o-algebra, entonces por (i) y (ii) del
Teorema 2.1.4 tenemos que E = 3(FE).

(iii) Como X(FE) es una o-dlgebra entonces por el inciso (ii) tenemos que
L(X(E)) = X(B).

(iv) Como E C X(E') entonces L(E) C X(X(F')) = X(E'), ie.,
Y(F) C X(E'). De forma andloga tenemos X(E’) C X(E). Por lo tanto,
S(E) = S(E).

[

A continuacion veremos la definiciéon de la o-algebra de Borel que es un
ejemplo muy importante de lo anterior.

Definicién 2.1.5. Sea X un espacio topologico y T la topologia de X, es
decir, la coleccion de todos los subconjuntos abiertos de X. La o-dlgebra de
subconjuntos de X que es generado por T, es decir, la o-dlgebra mds pequena
de subconjuntos de X que contiene a todos los subconjuntos abiertos de X,
se llama la o-dlgebra de Borel y lo denotaremos por B(X):

B(X) =X(T), donde T es la topologia de X.

Los elementos de B(X) se les denomina conjuntos Borel o conjuntos
Borelianos en X y a B(X) se le conoce también como la o-dlgebra de
conguntos Borel en X.

Por definicién, todos los subconjuntos abiertos de X son conjuntos Borel
en X y, como B(X) es una o-dlgebra, todos los subconjuntos cerrados de X

ue son los complementos de subconjuntos abiertos) son también conjuntos
q J J
Borel en X.

Teorema 2.1.6. Si (X,T) es un espacio topoldgico y F es la coleccion de
todos los subconjuntos cerrados de X, entonces B(X) = X(.F).
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Demostracion. Todo conjunto cerrado estd en X(7'). En efecto, como 3(T)
contiene a todos los conjuntos abiertos, y junto con el hecho de que es una
o-algebra, entonces contiene a todos los conjuntos cerrados. Por lo tan-
to, # C X(T). Como X(T') es una o-élgebra, el Teorema 2.1.4 implica
(7)) CX(T).

De forma simétrica, tenemos que todo conjunto abierto esta contenido en
Y(F), ya que X(.#) contiene a todos los conjuntos cerrados y asi, siendo
una o-algebra, contiene a todos los conjuntos abiertos (los complementos de
conjuntos cerrados). Por lo tanto, 7' C ¥(.#). Como %(.%) es una o-algebra,
el Teorema 2.1.4 implica 3(T") C 3(.%). Por lo tanto, ¥.(F) = X(T) = B(X).

O

Ejemplos de espacios topoldgicos son todos los espacios métricos de los
cuales el mas comun el espacio euclidiano X = R"” con la usual métrica o in-
cluso cualquier subconjunto X de R™ con la restriccién sobre X de la métrica
euclidiana. Como el espacio R" es de gran importancia veremos algunas de
las propiedades de B(R").

El tipico paralelepipedo ortogonal con bordes eje-paralelos es un conjun-
to S, un producto cartesiano de n intervalos acotados de todo tipo posible
(abierto, cerrado, semi-abierto, semi-cerrado). En todos los casos considere-
mos —oo < a; < b; < oo para todo j =1,...,n y de aqui se tiene que todos
los paralelepipedos ortogonal con bordes eje-paralelos son conjuntos acotados
en R".

Si n =1, entonces los paralelepipedos ortogonal con bordes eje-paralelos
son justamente los intervalos acotados en la linea real R. Acortaremos el
nombre de paralelepipedo ortogonal con bordes eje-paralelos a intervalos
n-dimensional o intervalos en R".

Teorema 2.1.7. Todos los intervalos n-dimensional son conjuntos Borel en
RTL

El lector puede encontrar esta demostracién en [23, pag. 10].

Teorema 2.1.8. S7 & es una coleccion de todos los cerrados o de todos los
abiertos o de todos los semi-abiertos o de todos los semi-cerrados o de todos
los intervalos en R™, entonces B(R™) = X(&).



26 Espacios de medida

Demostracion. Por el Teorema 2.1.7 tenemos que, en todos los casos posi-
bles, & C B(R™). El Teorema 2.1.4 implica que (&) C B(R").

Para demostrar que B(R") C (&), consideremos cualquier subconjunto
abierto U de R". Para todo x € U encontremos una bola abierta B, con
centro en x tal que B, C U. Ahora, consideremos el caso donde & es la co-
leccién de todos los intervalos cerrados. Tomemos un intervalo n-dimensional
cerrado Q, = [a1,b1] X -+ X [an,by] tal que z € Q, € B, CU y a;,b; € Q
para todo 1 < ¢ < n. Como z € ), C U para todo x € U, tenemos que
U = U,ey @=- Pero la coleccién de todos los posibles ();’s es numerable y
asi, U € B(R") se puede escribir como una unién numerable de conjuntos
de &, por lo tanto, todo conjunto abierto U estd en (&) y, como X(X)
es una o-algebra de subconjuntos de R™ y B(R") es generado por todos los
subconjuntos abiertos de R", el Teorema 2.1.4 implica que B(R™) C X(&).

Por ultimo, tenemos que la prueba de la tltima inclusion funciona de la
misma forma con otro tipo de intervalos.

]

Veamos el caso para la linea real R como una consecuencia directa del
Teorema 2.1.8.

Teorema 2.1.9. B(R) es generado por cada uno de los siguientes conjuntos:
i) Los intervalos abiertos: Y1 = {(a,b) : a < b};
ii) Los intervalos cerrados: Yo = {[a,b] : a < b};

ii1) Los intervalos semi-cerrados, 0 bien, semi-abiertos:

Y3 ={(a,b] : a < b} o bien, ¥4y = {[a,b) : a < b}.

2.2. Medidas

Definicién 2.2.1. Sea (£2,%) un espacio medible donde €2 es un conjunto
distinto del vacio. Entonces una funcion p : 3 — [0,00] es una medida en
(Q,%) o, simplemente, una medida en ¥ si

(i) p(@) =0,
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(ii) p(U,—, En) = > 07 u(Ey,) para todas las sucesiones (E,) de conjuntos
disjuntos por pares que estan contenidos en X.

La tripleta (Q, %, ) de un conjunto no vacio Q, una o-dlgebra % de sub-
conguntos de €2 y una medida |1 en ¥ se denomina espacto de medida.

Observe que los valores de una medida son ntimeros reales no negativos
o oo. La propiedad (ii) de la definicién anterior se denomina c-aditividad.
En otros libros podemos encontrar que a una medida se le denomina tam-
bién medida o-aditiva (o simplemente una medida aditiva), para distinguir
de la medida p finitamente aditiva, que tiene la propiedad de que u(f) = 0
y ,u(UiV:l A,) = 25:1 w1(A,) para todo N € Ny para todo Ay,..., Ay € X
tal que A, N A, =0,n #m.

A continuacién enunciaremos algunas propiedades importantes sobre la
medida.

Teorema 2.2.1. Sea p una medida sobre un espacio medible (§2,%). Entonces

1) (Finitamente aditiva) Si EJF € ¥ y ENF = (), entonces
w(EUF) = pu(E)+ u(F).

2) (monotonicidad) Si E,F € ¥ y E C F, entonces u(E) < u(F).

3) (subaditividad finita) Si E, F € ¥, entonces p(E U F) < p(E) 4+ u(F).

4) Si E C F, con E;F € ¥ y pu(E) < oo, se tiene entonces que
P(ENF) = p(E) — p(F).

5) (o-subaditividad) Si {E, : n € N} C X,  entonces
p(Unzy En) <3200 (E).

6) Si (Ep)nen es una sucesion en X tal que E, C E,1 para todo n € N,
entonces

w(lJ En) = lim p(Ey) = sup{p(Ey) : n € N}.

7) Si (Ep)nen €s una sucesion en 3 tal que E,y1 C E, para todon € N y
w(E,) < oo para algin n € N, entonces

() Ba) = 1im w(E,) = mt{u(E,) : n € N}.

neN
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Demostracion. 1) Sean E, F € ¥ tales que ENF = y sea (E,)nen una

sucesién en ¥ tal que Fy = E,Ey = F y E, = () para todo n > 2.
Entonces

WEUF) = p(| Ea) = w(B) + p(F) + (| En) = n(E) + u(F),

Le, W(EUF) = pu(E)+ p(F).

Si E,F € ¥, entonces F\F € ¥y u(F\E) > 0, como E C F, tenemos
que

p(F) = w(E U (F\E)) = u(E) + p(F\E) = u(E),
Le., p(E) < p(F).
Sean E,F € ¥ ycomo EFEUF=EUF\EyENF\E =1, se tiene

que
W(EUF) = p(E) +p(F\ E) < u(E) + p(F),

yaque FF\ E C Fy por 2).

De la identidad p(F) = u(F\ E)+u(E), obtenemos al restar u(E) < oo
que: pu(F) — p(E) = p(F \ E). Notemos que la igualdad anterior tiene
sentido aun, si pu(F') = oo.

Escribiremos la unién de (E,),eny como la unién de conjuntos ajenos.

Sea ' = E; y paran > 2, sea F,, = E,\U,_, Ei, entonces F,, N F,,, = ()
. o0 o

sin#myU,_, F.=U,_, E., por tanto,

p(|J B =pn({J Fo) =D uF) <> u(E,),

e, u(3o0 En) <00 i(Ey).

Sea Fy = FE; y para cada n > 2, sea F,, = E, \ E,_1, entonces
U, Fn=U,— E,. Més atn, p(E,) =>"" _, u(F,,) para cada n € N.
Por tanto,

> By = M > p(F,) = lim p(E,) = sup{u(E,) : n € N}.
—1 n—0o0 m—1 n—o0
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7) Sea (E,)nen una sucesién en ¥ tal que E, 13 C F, para todo n en N
y supongamos sin pérdida de generalidad que u(E;) < oo, ahora bien
definamos F; = E;\ E;, entonces Fy C Fy C -+, u(Ey) = p(Fy)+p(E))
y Uje, Fy = Er\ (N2, Ej), por 6) tenemos que,

pu(Er) = ﬂE )+ Jim pu(F;) = ﬂE ) Jim [p(Bn) = ()],
Jj=1 J=1

ie.,

ﬂ )+ u(E) = i (),

ie.,

lim E; —mE

—00
J j=1

]

Observacion 4. En la propiedad 7), como se muestra a continuacién, no se
puede omitir la hipétesis de que la medida pu(FE,) < oo para algin n en N.
Sea 2 =Ny sea u: Z(N) — [0, 00] definida por

|E| siE es finito
wE) = . .
oo si E es infinito

Luego, p es una medida sobre & (N). Sea E,, = {k € N: k > n} para todo
n € N, entonces para cada n € N, tenemos que u(E,) = ooy FE,1 C E,,
ademés ()~ E, = 0, con lo que (.~ En) = 0 # lim,,_,o u(E,) = c0.

Definicién 2.2.2. Sea (2,3, u) un espacio de medida. Entonces,
(i) p es una medida finita si ;1(S2) < oo,

(i1) u es una medida o-finita si existe una sucesion (A,) C ¥ tal que
Q=U ", A, yu(A,) < oo para todo n € N.

(111) Un conjunto E € ¥ es de (u-) medida finita si j(E) < oo,

(iv) Un conjunto E € 3 es de (u-) medida o-finita si existe una sucesion
(E,) CX tal que ECU,~, E, y u(E,) < oo para todo n € N.
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Algunas observaciones relacionadas a la iltima definiciéon son inmediatas.

1) Si p es finita, entonces todos los conjuntos en ¥ son de p-medida finita.
Mas ain, si £ € ¥ es de p-medida finita, entonces todos los subcon-
juntos de E en Y son de pu-medida finita.

2) Si u es o-finita, entonces todos los conjuntos en X son de p-medida
o-finita. Mas generalmente, si £ € ¥ es de u-medida o-finita, entonces
todos sus subconjuntos en ¥ son de py-medida o-finita.

3) La coleccién de conjuntos de p-medida finita es cerrado bajo uniones
finitas.

4) La coleccién de conjuntos de p-medida o-finita es cerrado bajo uniones
numerables.

5) Si p es o-finita, aplicando el Teorema 2.1.1, tenemos que existen con-
juntos disjuntos por pares A;, As,... € X tales que @ = U~ A, y
1(A,) < oo para todo n € N.

Similarmente, tomando uniones sucesivas, vemos que existen

Ay, Ay, ... € X tal que A, 1T Qy u(A,) < oo para todo n € N.

Definicién 2.2.3. Sea (2,3, 1) un espacio de medida. El conjunto E € X
es (u-)nulo si u(E) = 0.

El siguiente resultado es basico para la teoria de integracion.
Teorema 2.2.2. Sea (2, X, 1) un espacio de medida.
(i) Si E € ¥ es u-nulo, entonces todos sus subconjuntos medibles en 3 son
también p-nulos, es decir, si E,F € ¥ tal que FF C E y u(E) = 0,
entonces u(F) = 0.

(1) Si (E,) C X tal que p(E,) = 0 para todo n € N, entonces su union
U2, B, es también p-nulo, es decir, p(J.—, En) = 0.

Demostracion. La demostracion estd basada en la monotonicidad y en la
o-subaditividad de pu.
[
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Definicién 2.2.4. Sea (€2, X, p) un espacio de medida. Supongamos que para
todo E € ¥ con u(E) = 0 y para todo F' C E tenemos que F € ¥ (y por
lo tanto, u(F) = 0). Entonces u se le denomina completo y (2, %, 1) es un
espacio de medida completa o, simplemente, (2,3, 1) es completo.

Asi, una medida p es completa si la g-algebra en el que estd definida
contiene a todos los subconjuntos de conjuntos p-nulos.

Si(92,211) y (€2, %2, pg) son dos espacios de medida en el mismo con-
junto no vacio 2, decimos que (€2, 3, 112) es una extensiéon de (€2, 3, uq) si
Y1 C Yoy m(E) = pe(E), para todo E € ¥.

Teorema 2.2.3. Si (2, %, 1) es un espacio de medida, entonces eziste una
extension unica (0,3, 1) de (Q,3,1). Es decir, existe un tinico espacio de
medida (€2, %, 1) tal que

(i) (0,3, 1) es una extension de (0,2, ).
(i) (0,2, ji

(iii) Si (0,3, 1) es otra extensién completa de (U, 3, 1), entonces es una
extension también de (2,3, fi).

, ) es completo.

Demostracion. Se dard un bosquejo de la demostracion, para el lector que
desea ver la demostracién con méas detalles favor de remitirse a [23, p. 25].

Primero construiremos el espacio de medida (€2, 3, 1) como sigue:
Definimos

S={AUF|AeXyFC E paraalgin E € ¥ con u(E) = 0}.

Asi, Y es una o-algebra. Luego, para todo B € EU], escribimos
B =AUF,donde A e ¥y F CFE € X con u(E) =0y definimos la
medida ji:
[i(B) = u(A).

Tenemos asi que {1 estd bien definida y ademaés ji es una medida completa
en (Q,%).
Entonces (£2, f], ft) es la extensién inica deseada que satisface las propiedades
del Teorema.

[
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Definicién 2.2.5. Si (2, %, u) es un espacio de medida, entonces su exten-
sion unica completa (definida en la demostracion del Teorema 2.2.3) se le
denomina la completitud de (Q, %, ).

El siguiente resultado es muy 1til cuando queremos probar que dos me-
didas son iguales en una o-algebra .. Es suficiente con probar en un algebra
que genera X, siempre que una suposicion extra de o-finitud de las dos medi-
das sobre el dlgebra se satisface. La demostracion del teorema se puede hallar
en [23, p. 28].

Teorema 2.2.4. Sea o/ un dlgebra de subconjuntos de un conjunto no vacio
X y sean p,v dos medidas en (X,3(47)). Supongamos que eziste una suce-
sion (A,) C o tal que A, T X y u(Ayg), v(Ax) < oo para todo k. Si p,v son
iguales en </, entonces las medidas son iguales también en X(<7).

2.3. Medida de Lebesgue

En esta seccién vamos a hablar de la medida de Lebesgue, que es la
forma estandar de asignar longitud, area, volumen, en general, una medida
a los subconjuntos de un espacio euclidiano R™. Se usa en el andlisis real,
especialmente para definir la integracién de Lebesgue que mas adelante se
hablara de esta integral. Los conjuntos a los que se les puede asignar una
medida se denominan Lebesgue medibles, o medibles a secas si no hay am-
bigiiedad sobre la medida; el volumen o la medida de un conjunto Lebesgue
medible A, usualmente es denotado por A(A). Un valor de oo para la medida
de Lebesgue es perfectamente posible, pero ain en ese caso, si se asume el
axioma de eleccion, no todos los conjuntos de R™ son Lebesgue medibles.
El comportamiento ”extrano” de los conjuntos no medibles da lugar a tales
resultados como la paradoja de Banach-Tarski, una consecuencia del axioma
de eleccion. Por otro lado, no es intencién de esta tesis desarrollar la integral
de Lebesgue, lo que vamos a presentar aqui son algunas de las propiedades
méas importantes de dicha medida. Para mayor informacion puede remitirse

a [17], [8], [3], [13] ¥ [23].

Definicién 2.3.1. Sea ) un conjunto no vacio. Una medida exterior en
Q es una funcidn 0 : P(2) — [0, 00] tal que:

(i) 6(0) =0,
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(11) Si A C B CQ, entonces 0(A) < 6(B),

(i1i) Toda sucesion (A,) de subconjuntos de €2, se tiene que

O(UnsiAn) < 3202 0(An).

La idea de la medida exterior de un conjunto A es que deberia de ser
algin tipo de limite superior para una posible medida de A.

Teorema 2.3.1. (Método de Carathéodory) Sea 2 un conjunto no vacio y 0
una medida exterior en ). Si

Y={E:ECQ, 0(A)=0(ANE)+0(AN E°) para todo A C Q},

entonces 2 es una o-dlgebra de subconjuntos de ). Definimos p : 3 — [0, 00]
como w(E) = 0(E) para todo E € ¥; entonces (2,3, 1) es un espacio de
medida.

A continuacién vamos a definir la longitud de un intervalo en R

Definicién 2.3.2. Si I C R es un intervalo semi-abierto, I = [a,b),
entonces bien I = () o I = [Inf I,supI), de manera que sus extremos estdn
bien definidos. Podemos, por lo tanto, definir la longitud A\(I) de un intervalo
semi-abierto I como sigue

A0)=0, X[a,b)=b—a st a<b.

Teorema 2.3.2. Si I C R es un intervalo semi-abierto y (I,,) es una sucesion
de intervalos semi-abiertos que cubren I, entonces AN(I) = > AM(I;).

Definicién 2.3.3. Definimos 6 : R — [0, 00] como sigue:

0(A) = inf { Z ML) : (1;) es una sucesion de intervalos semi-abiertos
=0

tal que A C UL}

1€N

Observe que para cada A se puede cubrir por una sucesion de intervalos
semi-abiertos, por ejemplo, A C U,en[—n,n); siempre tenemos un conjunto
no vacio para tomar el infimo, y #(A) siempre estd definido en [0, co]. Esta
funcion 6 se llama medida exterior de Lebesgue en R.
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Teorema 2.3.3. Sea 0 la medida exterior de Lebesque en R definida como
en la Definicion 2.3.3. Entonces,

(a) 6 es una medida exterior en R,
(b) 6(I) = \(I) para todo intervalo semi-abierto I C R.

Como la medida exterior de Lebesgue es en efecto una medida exterior,
podemos usarlo para construir una medida u, usando el método de Ca-
rathéodory. Esta medida es la medida de Lebesgue en R. A continuacion
vamos a definir a los conjuntos Lebesgue medibles en R.

Definicién 2.3.4. Los conjuntos E medidos por p (es decir, los que cumplen
con la igualdad 0(A) = 0(ANE) +0(ANE°) para todo A C R) son llamados
Lebesgue medzibles .

Teorema 2.3.4. Sea x € R. Entonces H, = (—o0,x) es Lebesque medible
para todo x € R.

Teorema 2.3.5. Todos los subconjuntos Borel de R son Lebesque medibles;
en particular, todos los abiertos y todos los conjuntos de las siguientes clases,
jgunto con uniones numerables de ellos:

(i) Intervalos abiertos (a,b), (—o0,b), (a,00), (—o00,o0), donde a < b € R.

(ii) Intervalos cerrados [a,b], donde a < b € R,

(111) Intervalos semi-abiertos [a,b), (a,b], (—00,b], [a,00), donde a < b € R.

Tenemos ademas la siguiente férmula para las medidas de dichos conjun-

tos,
A(a,0)) = A([a, 0]) = A(la, b)) = A((a,b]) = b —a,

para cualesquiera a < b en R, mientras que todos los intervalos no acotados
tienen medida infinita. Se sigue que todo subconjunto numerable de R es
medible y de medida cero.



Capitulo 3

Funciones medibles

3.1. Funciones fuertemente p-medibles

A partir de esta seccién X denota un espacio de Banach sobre el campo
de los reales R. La norma de un elemento € X es denotado por ||z x, o,
si no hay confusion, por ||z||. Recordemos que el dual del espacio de Banach
X es el espacio vectorial X* de todas las funciones lineales continuas de X a
R. Este espacio X* es un espacio de Banach con respecto a la norma

[2"]|x+ = sup [{z,z%)].
lzll<1

Aqui (x,z*) := z*(z) denota la dualidad del emparejamiento de los ele-
mentos z € X y z* € X*. Simplemente escribiremos ||z*|| en lugar de ||z*|| x~
si no hay peligro de confusion. Los elementos de X* se llaman a menudo
funcionales (lineales) en X.

En esta tesis vamos a usar solamente funciones fuertemente medibles,
pero existen otras definiciones de medibilidad. Por ejemplo, una funcién
f:Q — X es débilmente medible si la funcién real (z*, f) : @ — R es
medible para todo z* € X*. Para un espacio de Banach de dimension finita,
o separable, dichas definiciones coinciden, pero para espacios no separables,
una funcién débilmente medible no necesariamente es fuertemente medible.
La relacion entre fuerte y débil medibilidad estd dada por el Teorema de
medibilidad de Pettis mencionada mas adelante.

35
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Definiremos a continuacién, diferentes tipos de medibilidad: la de ser fuer-
temente p-medible, que se necesitara para definir la integral de Bochner; la
de ser fuertemente >-medible y de ser ¥-medible, en los cuales se presen-
taran las equivalencias correspondientes con la de fuertemente p-medible en
espacios especificos (tales como en un espacio de medida o-finita y en un es-
pacio de Banach separable, respectivamente). Es una cuestion de experiencia
que la nocién de Y-medibilidad (definida posteriormente) no conduce a una
teoria satisfactoria desde el punto de vista del andlisis vectorial. En efecto, el
problema es que este concepto no proporciona los medios para argumentos
de aproximacion. Es por esta razén que vamos a usar otra nocién de medi-
bilidad. Para esta finalidad nos restringiremos a las funciones con valores en
los espacios de Banach, aunque algunos resultados presentados a continua-
cién pueden ser generalizados a funciones con valores en los espacio métricos.
Antes definamos la funcién norma de f.

Definicién 3.1.1. Si f : Q — X es una funcidn, entonces || f| denotard la
funcion real (no negativa) || f|| : @ — R definida como || f||(w) = || f(w)]| para
todo w € Q. A || f]| se le conoce como funcién norma de f.

Notemos que si f es una funcion X-simple, entonces la funcion
IIfll : €@ — R es también -simple. En efecto, como f es Y-simple tene-

mos que
f = inXEi = Z f(wi)XEiv
1=1 =1

ademads se tiene por definicién que || f||(w) = || f(w)]|| entonces

I91=32 1) I xe = 3 Nl s

para xy,xa, ..., T, € X v By, FEy, ..., E, € 3.

Ahora bien, para lo que resta de este capitulo consideremos a (€2, 3, 1) un
espacio de medida donde 1 es una medida no negativa. Si una proposicion es
verdadera en todos los puntos del espacio € (o en un conjunto A C ) ex-
cepto en los puntos que pertenecen a algiin conjunto N € ¥ de medida cero,
es decir, existe N € ¥ con pu(N) = 0 tal que la proposicién es verdadera para
todo z € 2\ N. Entonces decimos que esta proposicién es verdadera casi
donde quiera relativa a yu (o bien, casi donde quiera) abreviado c.d.q.,
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o bien, la proposicién es verdadera casi para todo w € €2, o simplemente,
la proposicién es verdadera casi siempre abreviado c.s.

Observe que lo anterior no significa que el conjunto {w € 2 : P(w) es falso}
tiene medida cero pues podria no pertenecer a ¥. Sin embargo, si (€2, %, u)
es completo, entonces {w € € : P(w) es falso} es de medida cero y a lo cual
equivale a que P(w) es verdadera c.s.

La sucesién de funciones (f,,), donde f, : € — X, X un espacio de Ba-
nach, es convergente casi donde quiera (respectivamente casi donde
quiera en el conjunto A C 2) a la funcién f si converge para todo w
(resp. para todo w € A) excepto en los puntos del conjunto N € ¥ de medi-

. . . , c.d.
da cero. La convergencia casi donde quiera serd denotada como f, —% f, o
simplemente f, — f c.d.q.

Definicién 3.1.2. Sea X un espacio de Banach y (2,2, 1) un espacio de
medida no negativa. Entonces,

(1) Una funcion f: Q — X es X-simple si existen x1,29,...,2, € X y
Y{z;}) = E; € ¥ para todo 1 < i < n tales que

=1

(1) Una funcion f: Q — X es u-simple si existen x1,2s,...,x, € X y
'{x:i}) = E; € ¥ para todo 1 < i < n tales que

f= inXEi y que satisfacen p(E;) < oo para todo i.
i=1

Aqui xg denota la funcion caracteristica del conjunto E, es decir,
xXew)=1siwe Fyxpw)=0siw¢E.

Recordemos que la o-dlgebra de Borel de un espacio topolégico T', deno-
tado B(T), es la o-dlgebra mas pequena que contiene todos los subconjuntos
abiertos de T'. Los conjuntos en B(T") son los conjuntos Borel.
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Definicién 3.1.3. Sean (€2, %, 1) un espacio de medida no negativa, X un
espacio de Banach, asi como X* su dual, y sea (T,B(T")) un espacio medible
donde T es un espacio topologico. Entonces,

(1) Una funcion f : Q — T es L-medible' si f~'(B) € X para todo
B e B(T).

(i) Una funcion f : Q — X es fuertemente Y-medible si existe una
sucesion de funciones X-simples f, : @ — X tal que

lim f,(w) = f(w) para todo w € €.

n—oo

(i1i) Una funcion f : Q — X es débilmente X-medible si para cada
x* € X* la funcion z*(f) : Q@ — R es X-medible.

(iv) Una funcion f: Q — X es fuertemente pi-medible (o fuertemente
medible) si existe A € ¥ de medida cero, p(A) = 0, y eziste una
sucesion de funciones p-simples (f,) con la propiedad de que

lim f,(w) = f(w) para todo w € Q\ A.

n—o0

(v) Una funcion f: Q — X es débilmente pu-medible (o escalarmen-
te p-medible) si para cada x* € X* la funcion x*(f) : Q@ — R es
p-medible.

Una funcién Y-medible se define a partir de las imagenes inversas, mien-
tras que una funcién p-medible f utiliza sucesiones de funciones p-simples

(f,) tal que f, — f c.d.q.

Cabe mencionar que en la literatura, los términos de fuertemente
p-medible y escalarmente p-medible son a menudo descritos p-medible y
débil pu-medible, respectivamente. A veces se puede suprimir la referencia a

La coleccién de todos los B € B(T) que satisfacen f~'(B) € ¥ es una o-algebra.
Como una consecuencia, tenemos que, f es Y-medible si y sélo si f~1(U) € ¥ para to-
dos los conjuntos abiertos en T'. Cuando 17 y T5 son espacios topolégicos, una funcién
g : T1 — Ty es Borel medible si g71(B) € B(T}) para todo B € B(T), es decir, si g es
$B(T;)-medible. Notemos que si f : Q@ — T es Y-medible y g : Ty — T% es Borel medible,
entonces la composicion go f : Q — T5 es Y-medible. Por la observacion anterior, tenemos
que toda funcién continua g : Ty — T5 es Borel medible.



3.1 Funciones fuertemente p-medibles 39

la medida p cuando no hay peligro de confusion. Ademaés, hay que notar que
en el espacio de los ntimeros reales todos estos conceptos definidos anterior-
mente son equivalentes, sin embargo, en un espacio normado estos conceptos
difieren.

A continuacion veremos algunas equivalencias entre los diferentes tipos
de medibilidad. La demostracion del siguiente teorema se puede encontrar en
[28, pag 4].

Teorema 3.1.1. (Teorema de medibilidad de Pettis, 2* version)
Sean (2,%) un espacio medible y f : Q — X wuna funcion donde X es un
espacio de Banach. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es fuertemente Y-medible,
ii) f es valuada separable’ y débilmente X-medible.
4 luad ble? y débil Yi-medibl

Teorema 3.1.2. Sean (,%) y (X,B(X)) espacios medibles, donde X es
un espacio de Banach. Entonces para una funcion f:Q — X, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) f es fuertemente ¥-medible,
(i1) f es valuada separable y X-medible.

Demostracion. (i) = (ii): Sea f una funcién fuertemente >-medible. En-
tonces f es valuada separable. Para probar que f~!(B) € ¥ para todo
B € B(X) es suficiente con probar que f~}(U) € X para todos los con-
juntos abiertos U. Sea U un conjunto abierto y elijamos una sucesion de
funciones f,, YX-simples que converjan puntualmente a f. Para r > 0, sea
U.={xeU:d(x,U) >r}. Entonces f,1(U,) € ¥ para todo n > 1, por la
definicién de una funcién -simple. Como

oy =UJUN K WU)

m>1n>1k>n

(la inclusion 'C’ es una consecuencia del hecho de que U es abierto) se sigue
que también f~H(U) € X,

2Una funcién f : @ — X es valuada separable si existe un subespacio cerrado
separable Xy C X tal que f(w) € X, para todo w € Q.
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(i) = (i): Supongamos que f es Y-medible, y por lo tanto (f,z*) es
Y-medible para todo z* € X*. El resultado se sigue de la segunda version del
Teorema de medibilidad de Pettis.

m

Asi, si X es separable, entonces una funcién f con valores en X es fuer-
temente Y-medible si y sélo si es Y-medible.

A continuacion veremos una caracterizacion de las funciones p-medibles
cuya demostracion el lector lo puede consultar en [2, pag. 424].

Teorema 3.1.3. Sean (2, %, 1) un espacio de medida y X un espacio de
Banach. Entonces una funcion f:Q — X es pu-medible si y solo si

(i) f es X-medible v,

(i1) sus wvalores f(w) pertenecen a un subespacio cerrado separable de X
para casi todo w € ).

Veamos que si f es una funcién fuertemente p-medible, entonces su norma
|| |l sera también una funcién fuertemente p-medible.

Teorema 3.1.4. Si (Q2,%, 1) es un espacio de medida, X es un espacio de
Banach y f : Q@ — X es p-medible, entonces la funcion norma de [ es
p-medible también.

Demostracion. Sea € > (. Entonces como f es pu-medible, existe una sucesion
(fn) de funciones p-simples tales que || fn(w) — f(w) || < € casi donde quiera,
entonces

@)l = 1| < [ falw) = flw) ]| <e,

para casi todo w € €, y asi concluimos que lim,, . || fn(w) || = || f(w) || c.d.q.
en Q y por lo tanto || f|| es p-medible.
O]

Los conceptos de medibilidad y débil medibilidad estan estrechamente
relacionados. La relacién esta dada por el Teorema de medibilidad de Pettis
que a continuacién se menciona sin dar una demostracion ya que no es la
finalidad de esta tesis, pero se puede encontrar la demostracién en [10, pag.
42]
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Teorema 3.1.5. (Teorema de Medibilidad de Pettis)
Sean (2,3, 1) un espacio de medida y X un espacio de Banach. Entonces
una funcion f: Q) — X es u-medible si y solo si

(i) f es valuada separable casi donde quiera, i.e. existe un conjunto E € ¥
con u(E) =0 talque f(Q\ E) es un subconjunto separable de X, y

(i1) f es débilmente p-medible.

La definicién de valuada separable casi donde quiera es equivalente a la
condicién de que f(2\ E) estd contenido en un subespacio cerrado y sepa-
rable de X. Como una consecuencia de esta caracterizacion es el resultado
siguiente.

Corolario 3.1.1. Una funcion f : Q — X es u-medible si y solo si existe
una sucesion (f,) de funciones p-medibles y numerables tal que f, — f c.d.q.

Teorema 3.1.6. Si@ X es un espacio de Banach separable, entonces
f:Q — X es u-medible si y solo si f es débilmente medible

Demostracion. Para un espacio separable X, el rango {f(w) 1w € Q} C X
de f es separable y el teorema se sigue inmediatamente del Teorema 3.1.5.
O

Para finalizar con esta seccién, veamos que bajo ciertas condiciones una
funcién fuertemente p-medible es equivalente (tienen los mismos valores
p-casi donde quiera) a ser fuertemente -medible. Para esto necesitamos
que (2, %, p) sea un espacio de medida o-finita, es decir, que p es una me-
dida no negativa en un espacio de medida (£2,%) y que existen conjuntos
A C Ay C...en X con pu(A,) <ooparatodon>1y A=), A,

Usando la o-finitud de g podemos ver que toda funcién fuertemente
Y-medible es fuertemente pu-medible. En efecto, si f es fuertemente X-medible
y lim,, .o f, = f puntualmente con f, funciones >-simples, entonces tam-
bién tenemos que lim,_, fnXxa, = f puntualmente, donde A = (J>- A, y
todo f,xa, es p-simple. El teorema siguiente muestra que en la direccion
contraria, toda funcién fuertemente py-medible es igual p-casi donde quiera a
una funcion fuertemente Y-medible.

Teorema 3.1.7. Sea (2,3, 1) un espacio de medida o-finita. Entonces, para
una funcion f: Q — X son equivalentes las siguientes afirmaciones:
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(i) [ es fuertemente p-medible,
(11) f es equivalente a una funcion fuertemente 3-medible.

Demostracion. (i) = (ii): Supongamos que f, — f para todo w € Q\ N,
donde N € Q tal que u(N) = 0y f, es una funcién p-simple para todo
n € N. Entonces tenemos que lim,,_, foxne = fxne puntualmente en €2, y
como las funciones fyxyec son Y-simples, fyne es fuertemente Y-medible. Se
sigue que fyxye es una funcién fuertemente >-medible equivalente a f.

(i1) = (i): Sea f una funcién fuertemente Y-medible equivalente a f y
sea N € Q un conjunto nulo tal que f = f en N° Si (f,)2%, es una su-
cesion de funciones Y-simples que convergen puntualmente a f, entonces
lim, .. f, = f en N€ lo que significa que lim,,_,, f, = f casi donde quiera.
Escribimos A = (J07 A, con A1 C Ay C -+ € ¥y u(4,) < oo para todo
n > 1. Luego definimos f, := fux A,, v asl tenemos que f, son funciones
p-simples y que lim,, o, f, = f casi donde quiera.
]

3.2. Convergencia Casi Uniforme

En este capitulo vamos a indicar un resultado interesante, conocido como
Teorema de Egorov, afirmando que la convergencia puntual de una sucesion
de funciones medibles en un espacio de medida finita es “casi” uniforme.
Pero antes necesitamos aclarar el concepto de una sucesion que converja
“casi” uniformemente.

Definicién 3.2.1. Sean (2,3, 1) un espacio de medida y X un espacio de
Banach, una sucesion (f,) de funciones medibles converge casi unifor-
memente a la funcion medible [ si para cada € > 0 existe un conjunto
E. € 3 con p(E;) < e tal que (f,) converge uniformemente a f en Q\ E., y
serd denotado por f, — [ c.c.u.

Teorema 3.2.1. [Teorema de Egorov] Sea (2,3, 1) un espacio de medida
finita y sea X un espacio de Banach. Si una sucesion (f,) de funciones
medibles satisface f, — f c.d.q., entonces f, — f c.c.u.

La demostracién del Teorema 3.2.1 puede ser revisada en [1, p.125].
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A continuacion se mostrara que un reciproco mas “fuerte”, también es
valida.

Teorema 3.2.2. Sean (€0, %, 1) un espacio de medida y X un espacio de
Banach. Si (f,) es una sucesion de funciones, f, : Q — X para todo
n € N, tal que f, — f c.c.u en el conjunto A € X, entonces la sucesion
converge en A casi donde quiera. De aqui que, no es obligatorio para las fun-
ciones f, sean medibles. El espacio de Banach puede no ser separable, vy el
conjunto A también puede tener una medida infinita.

Demostracion. Para demostrar tomemos una sucesion arbitraria de nimeros
positivos (d,,) que converge a cero, d,, > 0,0,, — 0 cuando m — oo. Por
hipétesis la sucesion (f,,) converge casi uniformemente en A, entonces a cual-
quier 0, le corresponde un conjunto medible FEj - A,
tal que pu(FEs,,) < 6., v la sucesién (f,,) converge uniformemente en el conjun-
to As,, = A\ Es,,. Tenemos entonces que en este caso, que la sucesién (f,)
converge en todos los puntos del conjunto

00
AO = U A(va
m=1

como cualquier punto x € Ay, pertenece obligatoriamente a algin conjunto
As,,,. Solo resta mostrar que la medida del conjunto Ey = A\ Ay es igual a
cero. Para este propdsito notemos que

Ey=A\Ag=A\ |J 45, = () (A\ 45,) = ) Es...
m=1 m=1 m=1

En consecuencia, Ey es medible, £y C Es, para todo m y
1(Eo) < pu(Es,,) < 0.

Como esto es valido para todo m y 9,, — 0 cuando m — o0, entonces
u(Ep) = 0. Asi, la sucesién converge en A excepto los puntos del conjunto

Ey de medida cero, esto es, la sucesién converge casi donde quiera.
]
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Capitulo 4

Integral de Bochner

Se mencioné anteriormente que, en 1933, Bochner introduce y estudia
un concepto de integral para funciones definidas en un espacio de medida y
con valores en un espacio normado; actualmente a esta integral se le conoce
como la integral de Bochner y ha resultado una herramienta muy 1til en el
estudio del Analisis Funcional, Ecuaciones Diferenciales, Probabilidad, Teoria
de Semigrupos, etc.

La integral de Bochner es una generalizacion de la integral de Lebesgue en
el contexto de los espacios de normados. Algunas propiedades de la integral
de Lebesgue, tales como, la linealidad de la integral, el Teorema de la Con-
vergencia Dominada, el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue, se siguen
conservando para la integral de Bochner, sin embargo hay otras propiedades
de la integral de Lebesgue, como por ejemplo, el Teorema de Radon-Nikodym,
que no necesariamente es verdadero en el contexto de la integral de Bochner.
Algunas otras propiedades de la integral de Lebesgue, como la monotonia
de la integral, no tienen sentido en el contexto de los espacios normados, a
menos que se introduzca un orden en el espacio normado.

En esta secciéon vamos a presentar el concepto de la integral de Lebes-
gue, asi como enlistar algunas de sus propiedades mas importantes y que
nos serviran como guia para poder compararlo con la Integral de Bochner.
Posteriormente, definiremos la integral de Bochner, y analizaremos algunas
de sus propiedades basicas.

45
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4.1. La integral de Lebesgue

A través de esta seccion p denota una medida de Lebesgue sobre una
o-algebra 3 de subconjuntos de un conjunto no vacio 2. Recordemos que
una funcién f : Q@ — R es X-medible si f es (X,B(R))-medible. Esto es,
f es Y-medible si y sélo si las imagenes inversas de los conjuntos Borel ba-
jo f son conjuntos Lebesgue-medibles. En esta seccién, una funcion f es
p-simple (o simplemente funcién simple) si es una funcién f :  — R tal que
f =X bjxp; con B; € ¥y u(B;) < oo para todo j. Mds atin, si f: Q2 — R
es una funcion simple, entonces definiremos su integral de la siguiente ma-
nera; [ f dp = X7",b;u(B;). Ademds, mediante L(p) denotaremos a la clase
de todas las funciones simples, y cuando no haya peligro de confusién con la
medida p, simplemente escribiremos L.

Teorema 4.1.1. Sea (Q, %, ) un espacio de medida. Entonces:

(1) Si dos funciones simples [ y g son iguales casi donde quiera
coinciden sus integrales, es decir, [ fdu= [ g dpu.

(2) Si (f,) es una sucesion de funciones simples tal que f, | 0 casi donde
quiera, entonces [ f, du | 0. Similarmente, para funciones simples, f, 1 f
casi donde quiera, implica que [ f, dut [ f dp y fo 4 [ casi donde quiera
implica que [ fo dpl [ f du.

Demostracion. Demostraremos la primera parte, la segunda parte el lector
puede consultarla en [2; p. 408].

! entonces

En efecto, sean f, g : 0 — R dos funciones simples tales que f = g casi
donde quiera, luego existe un conjunto A € ¥ de medida cero, u(A) = 0, tal
que f(w) = g(w) para todo w € 2\ A. En consecuencia,

n m
Z%Xﬂ =f=9= ijXFj-
i=1 Jj=1

De aqui que [ fdp= [gdu.
]

Continuamos ahora con las funciones que son los limites casi donde quiera
de una sucesién de funciones simples.

lf = g c.d.q. si existe un conjunto N € ¥ tal que u(N) =0y f(w) = g(w) para todo
weQ\N
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Definicién 4.1.1. Una funcion f: Q — R es una funcion p-limite supe-
rior (o bien, es una funcion p-superior, o simplemente funcion superior)
si existe una sucesion (f,) de funciones simples tales que:

(1) fu 1 f casi donde quiera.

(i) [ fndp < oco.

Notemos que si (g,) es otra sucesién de funciones simples que satisface
gn T f casi donde quiera, entonces para todo k fijo, tenemos
In AN f Tn f N fr = fr casi donde quiera y por el Teorema 4.1.1 tenemos

que
[ =i fon ) < i ([ on )

para todo k.

De aqui que lmy ,oo( [ fr dp) < lmy, ,oo(f gn dp). Por la simetria de
la situacién, tenemos que, Umy oo ([ fr dp) = Umy,oo([ gn dp). En otras
palabras, el valor del limite lim,, ,( f fn du) es independiente de la sucesién
(fn)- Este valor se le conoce como la integral de Lebesgue de f y es
denotado por [ f du. Es decir,

[ =g (] )

Enunciaremos a continuacién una serie de propiedades basicas de funcio-
nes superiores que no probaremos pues no es la finalidad de este trabajo.

Teorema 4.1.2. Sean f,g: ) — R dos funciones superiores. Entonces:
(1) f es S-medible.

(11) Toda funcion simple h es una funcion superior y su integral de Lebesgue
coincide con [ h dp.

(111) Si h es una funcion tal que f = h casi donde quiera, entonces h es una
funcién superior y ademds [hdp= [ f du.
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() f+g, fANg, fVgyaf para toda o > 0 son funciones superiores. Mds
ain, [(f+g)du= [fdu+ [gdu.

(v) Si f < g casi donde quiera, entonces [ f du < [ g dp.
Ademas, toda funcion integrable positiva es una funcién superior, esto es:

Teorema 4.1.3. Sea (2, X, p) un espacio de medida y sea [ : Q — R funcion
no negativa casi donde quiera, es decir, f(w) > 0 para casi todo w € §.
Entonces f es una funcion superior.

Ahora estamos listos para definir la integral de Lebesgue para funciones
generales.

Definicién 4.1.2. Una funcion f : Q@ — R es Lebesgue integrable si
existen dos funciones p-superiores u,v : 2 — R tales que f = u — v casi
donde quiera. Con lo cual, la integral de Lebesgue de f estd definida por:

[rau=[wdu~ [van

También, se usan los simbolos: [, f du, [, f(x) du(z), y [ f(z) p(dz).

Notemos que bajo nuestra definicion, si una funcién es Lebesgue integra-
ble, entonces su integral es un niimero real (finito), sin embargo, més adelante
liberaremos esta restriccion.

Notemos que el valor de la integral de Lebesgue de una funcién f no
depende de una funcién superior en particular. En efecto, si f = u; — v =
Uy — Vo casi donde quiera, donde wuq, v, ug, V2 son funciones superiores, enton-
ces uy + vg = ug + vy casi donde quiera y también es una funcién superior.
Entonces obtenemos

/uld,u%—/vgd,u:/(u1+02)du:/(u2+v1)d,u:/UQd,u%—/vld,u

lo que implica que [uy du — [v1 dp = [us du — [ ve dp.
Ademas:

1.- Toda funcién Lebesgue integrable es -medible.
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2.- Si una funcién f es igual casi donde quiera a una funcién integrable g,
entonces f es Lebesgue integrable y [ f du= [ g dpu.

El siguiente teorema asegura que la integral de Lebesgue es lineal y
monétona. Ademds de enunciar algunas propiedades algebrdicas importan-
tes de la integral que nos serviran de guia para comparar estas propiedades

con algunas propiedades basicas de la integral de Bochner. El lector puede
encontrar las demostraciones en [2, pag. 411].

Teorema 4.1.4. Sean (2,3, u) un espacio de medida, f,g : Q@ — R son
funciones Lebesque integrables, y h : @ — R es una funcion 3-medible.
Entonces tenemos las afirmaciones siguientes:

1.- (Aditiva) [(f+g)du= [ fdu+ [gdu.
2.- (Homogénea) [af du=«a [ f du para todo o € R.
3.- (Mondtona) Si f < g casi donde quiera, entonces [ f du < [ g du.

4.- St f y g son Lebesque integrables, y f < h < g c.d.q., entonces h tam-
bién es Lebesque integrable.

5.- f es Lebesgue integrable si y solo si |f| es Lebesgue integrable.
6 | [ 1 au| < [if1dp

7.- Si f es Lebesgue integrable y f > 0 c.d.q., entonces [ f du =0 siy
solo si f =0 c.d.q.

8.- (Continuidad absoluta) Para todo E € 3 tenemos que,

/ fdu—0 cuando u(E) — 0.
B
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A continuacién presentaremos una caracterizacién de la integral de Le-
besgue que casi siempre se usa como una definicion alternativa de la integral
de Lebesgue.

Teorema 4.1.5. Una funcion f: Q) — R es Lebesque integrable si y solo st
[Ty f~ son funciones superiores. Ademds, en este caso tenemos

[rdu= [ an- [ an

Demostracion. Si f* y f~ son funciones superiores, entonces la funcién
f = f* — [~ es Lebesgue integrable, y [ fdu = [ f* du— [ f~ du. Para
el reciproco, supongamos que f es Lebesgue integrable, entonces existen dos
funciones superiores u y v tales que f = u —v c.d.q., luego, ft = (uVov)—wv
y [T = (uVwv)—ucdq Como uV v es una funcién superior, vemos que
fTy f~ son funciones Lebesgue integrables. Ademds, dado que f y f~ son
funciones también positivas, por el Teorema 4.1.3, obtenemos que también
son funciones superiores.

]

Decimos que una funcion f es Lesbegue integrable sobre un conjunto
medible A si f,, es Lebesgue integrable (sobre 2). En este caso escribimos
Juf du = [ fx. dp. En consecuencia, por el Teorema 2.2.1, si Ay B
son conjuntos medibles disjuntos y f es integrable sobre A U B, entonces

Jaop F = [, fdu+ [ f dp.

4.2. Teoremas de Convergencia de la integral
de Lebesgue

A menos que se diga lo contrario u denota nuevamente una medida de
Lebesgue sobre una o-dlgebra de subconjuntos de un conjunto 2. Nuestro
propésito aqui es mostrar los teoremas mas importantes de la teoria de la
integral de Lebesgue, que nos describen cuando podemos intercambiar el or-
den de tomar limites e integracion. Estas son las propiedades de continuidad
de la integral.

Observemos que alterando los valores de una funcién en un conjunto de
medida p-cero no cambia ni la p-medibilidad de la funcién ni el valor de
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su integral. Esto nos permite tomar la libertad en definir una funcién. Es-
pecificamente, podemos permitir a una funciéon tomar valores de 400 y —o0 0
incluso indefinido en un conjunto de medida pu-cero. Cuando decimos que una
funcion f “define una funcién u-integrable” queremos indicar que el conjunto
de puntos en donde la funcién f toma valores infinito (o incluso es indefini-
do) tiene medida p-cero. Asignando valores reales a este conjunto nulo (por
ejemplo, podemos asignar el valor cero a cada punto de este conjunto) f llega
a ser una funcién integrable.

El primer teorema es un resultado de convergencia mondtona.

Teorema 4.2.1. (Teorema de Levi)

Supongamos que (f,,) es una sucesion de funciones integrables tales que f, T
c.d.g. Si Mmoo [ fn du < o0, entonces existe una funcidn Lebesgue
integrable f tal que f,(w) 1T f(w) para casi todo w, y ademds

[ fdp=lm, o [ fr dp.

El teorema de Levi puede también ser enunciado mediante la siguiente
proposicion equivalente.

Teorema 4.2.2. Si (f,) es una sucesion de funciones no negativas y Lebes-
gue integrables tales que > oo [ fn di < 0o, entonces la serie Y oo | fn define
una funcion integrable y ademds

/(i::f) duzg/fn .

El resultado siguiente se conoce como Lema de Fatou.

Teorema 4.2.3. (Lema de Fatou)

Si una sucesion (f,) de funciones Lebesque integrables estd acotada por aba-
jo por una funcion integrable g (es decir, g < f, c.d.q. para todo n) y
lminf, o [ fn du < oo, entonces iminf, . f, define una funcién inte-
grable y

/(h’m inf f,,) dp < lim inf/fn dp.
n—o00 n—o0

Ahora, tenemos el resultado conocido como Teorema de Convergencia
Dominada de Lebesgue. Nos permite intercambiar limites e integrales y ha
sido llamado “la piedra angular de la teoria de la integracién”.
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Teorema 4.2.4. (Teorema de Convergencia Dominada)

Supongamos que una sucesion de funciones (f,) Lebesgue integrables satisface
que fn(w) — f(w) para casi todo w, y que (f,) estd dominada c.d.q. por una
funcién integrable g. Es decir, |f| < g c.d.q. para todo n. Entonces f es

Lebesgue integrable y
[ #du= 1 [ g au
n—oo

Por 1ltimo, presentamos otra caracterizacion de la integral de Lebesgue.

Teorema 4.2.5. Una funcion medible f : Q@ — R en un espacio de medi-
da (2, %, 1) es Lebesque integrable si y sdlo si existe una sucesion (f,) de
funciones simples que satisfacen

J15= sl dn =0

Mas ain, en este caso tenemos que lim,, fA fndp = fA f du para todo

Ae.

Como discutiremos mas adelante, las condiciones del teorema precedente
son sélo aquellas necesarias para definir la integral de Bochner.

4.3. Integracion de Funciones Simples

En esta seccién sea Y una o-algebra de subconjuntos de un conjunto no
vacio €2, X un espacio normado y p una medida no negativa.

Definicién 4.3.1. Una funcion simple f : 2 — X es una funcion
p-integrable (o simplemente integrable cuando no exista confusion con
la medida p1) si f =" | x;ixp, es diferente de cero solamente en el conjunto
de medida finita, es decir, u(E;) < oo para todo i.

Una representacion para una funcion pu-integrable f es cualquier expresion
de la forma f =3"", bjxs,, donde By € ¥ y u(B;) < oo para toda j.

Cualquier teoria satisfactoria de integracién tiene que tratar con funcio-
nes p-integrables de la manera obvia, es decir, la integral de una funcién
p-integrable debe ser una suma ponderada de sus valores, siendo los pesos
las medidas de los conjuntos en los que se asume esos valores.
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Definicién 4.3.2. Sean (€2, %, ) un espacio de medida, X un espacio nor-
mado y f : Q — X una funcion integrable tal que f = > | xixg,. Entonces
la integral de f (con respecto a 1) estd definida por

/f dp = ixiM(Ei)-

A continuacion se establece que, de hecho, la integral es una funcién lineal
positiva. Para probar esto, necesitamos demostrar que para cualquier funcién
p-integrable f y para cualquier representacién f = > z; el valor de

y j=1 ]XFj?
m . . .
la suma ) 7", ;xp, coincide con la integral de f.

Teorema 4.3.1. Si (2, %, 1) es un espacio de medida, X un espacio nor-
mado y f = >.7" xjXr; es una representacion de una funcion integrable

[ au= Zj:xju(ﬂ)-

f:Q — X, entonces

Demostracion. Sea f = Y " | x;xp, una representacién de f. Supongamos
primero que los Fj son disjuntos dos a dos. Puesto que ni la funcién f ni
la suma )7 x;u(F)) cambian, eliminando los términos z; = 0, podemos
suponer que z; # 0 para todo j. En tal caso tenemos | Ji_, E; = -, Fj. Més
aun, z;u(E; N F;) = z;pu(E; N F;) para todo @ y j. En efecto, si £; N F; = ()
es obvia la igualdad y si w € E; N F}, entonces x; = x; = f(w). Por lo tanto,

/f dp = inU(Ei>
= Z Z (B N F;)

i=1 j=1

=D > wu(ENF)

j=1 i=1
=Y ap(Fy).
j=1

Ahora, consideremos el caso general. Por el Teorema 2.1.2, existen con-
juntos disjuntos por pares Ci, ..., Cj € X tal que cada F; = J{C; : C; C F}}
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y cada Cj estd incluido en algin Fj. Para todo i y j sea 5{ =1siC; CFyy
6] = 0 si no es el caso. '
Luego, xr, = S ey w(Fy) = Zle 67 1(Cy). En consecuencia,

=1 "1 7

k

[= Xm:%'XFj = i%‘[i@j){(z} => [ 3 mJ'(sf}Xcz-
=1 j i=1 j=1

j=1 = =1

Asi, por el caso anterior, tenemos:

Ahora bien, estamos listos para establecer la “linealidad” de la integral.

Teorema 4.3.2. Si (2, X, u) es un espacio de medida y X un espacio norma-
do, entonces para toda funcion integrable f,qg: Q — X y para todo o, 5 € R,
tenemos

Jtar+sgyau=a [ fau+s [gdn
Ademds, si f >0, entonces [ f du > 0.

Demostracion. Sean f y g dos funciones p-integrables que van de 2 a X.
Entonces

F=) wxe. v 9= uixs
i=1 Jj=1
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Tenemos que los conjuntos {F;} son mutuamente disjuntos y todos los
x; (i = 1,2,...,n) son elementos distintos de X. Similarmente, los conjun-
tos {F;} son mutuamente disjuntos y todos los y; (j = 1,...,m) son ele-
mentos distintos de Y. Sean 29 = yo = 0, By = {w € Q : f(w) = 0} y
Fo={w € Q:g(w)=0}. Entonces

@) =) zixew) v gw) =) yxsw).
i=0 §=0
Luego, para cada 1 =0,....,ny 7 =0,...,m sea

y notemos que

asi,

g = ZijFj = ZzijAi,j'
=0

j=0 i=0

Mas afm, (Oéf + 69) - Z?:O ZT:O(axi + ﬁyj>XAi,j‘

Notemos que A,; € X,y A;; N Ay = 0, donde i # i o j # j,
1(4; ;) < oo, ademds de que i # 0y j # 0. Entonces
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n

/Q(Oéf + Bg) du (o + By;)p(Aiy )
=0

i=0 j=

« Z Z ZEZ/J/(AZJ) + ,8 Z Z yJIU’(AZJ)
0 j=0

i =0 j=0

n

=a Y zp(E)+ B> yin(Fy)
i=0 =0

:&/Qfdu—l—ﬂ/ggdu.

]

La positividad de la integral se puede replantear por la siguiente proposi-
cién equivalente: Si f y ¢ son dos funciones integrables, entonces
[ f dp < [g du. Esta propiedad es también referida como la monoto-
nicidad de la integral.

4.4. La integral de Bochner

Hasta ahora solo hemos presentado la integral de funciones con valores en
los reales. Pero es claro que la definiciéon de la integral de funciones simples
tiene sentido para funciones que toman valores en espacios vectoriales. En
esta seccion () es un conjunto no vacio junto con una o-algebra > de conjuntos
medibles y ¢ una medida. Sea X un espacio vectorial. Como en el caso de
los reales, para este capitulo diremos que una funcién f : Q@ — X que toma
solamente un nimero finito de valores, digamos 1, o, ..., x,, es una funcién
simple si E; = f~!({x;}) € 2 para todo i. Como es usual, la férmula f =
> o wiXE es una representacién de f. Si p(E;) < oo para todo x; distinto
de cero, entonces f es una funcién X-integrable (también conocido como
X-simple, o bien, X-escalonada). La integral de una funcién integrable
con valores en el espacio X es el vector [ f du en X, definido por la férmula

/f dp = iM(Az’)ﬂ?i-
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Como en el caso de los reales, si f = Z;nzl YjX B, €s otra representacion
de f con p(B;) < oo para todo y; distinto de cero, entonces

/f A= 1(B;)y;.

La demostracion de este hecho es una simple repeticién de la prueba del
Teorema 4.3.1.

La cuestién técnica que tenemos ahora es como generalizar la integral de
una funcién con valores vectoriales mas alla del caso de las funciones simples.
Si el espacio vectorial X es un espacio vectorial ordenado, existe la esperanza
de que podamos construir una teoria de la integracién basada en funciones
superiores, analoga al desarrollo de la integral de Lebesgue. Desafortunada-
mente no conocemos una teoria satisfactoria en este sentido. Sin embargo,
hay varias extensiones ttiles de la integral en otros sentidos, todo lo cual
se basa en la idea de reducir la cuestiéon de la integrabilidad vectorial a la
integrabilidad de las funciones reales. Este es el caso de la integral de Boch-
ner que vamos a examinar en lo que resta del capitulo. Es una abstraccion
directa de la integral de Lebesgue.

Para lo que resta de este capitulo, a menos que se diga lo contrario,
(©,%, 1) es un espacio de medida finita y X es un espacio de Banach. Si
f Q2 — X es una funcién vectorial, entonces || f|| denota la funcién real
(no negativa) [|f|| : @ — R definida por || f]|(w) = || f(w)| para todo w € Q.
Decimos que || f|| es la funcién norma de f.

A la clase de todas las funciones X-integrables se le denota por Lx. Como
se menciono antes, la demostracion del Teorema 4.3.1 muestra que la integral

es lineal y que va de Ly a X, es decir, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.4.1. La coleccion Lx de todas las funciones X -integrables es un
espacio vectorial. Mds aun, para todo f,g € Lx y para todo o, B € R tenemos

/(Oéf+ﬁg)du=a/fdu+ﬁ/gdu,

es decir, esta integral es un operador lineal de Lx a X.
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Observe que a diferencia de la integral de Lebesgue, esta definicion de la
integral no cumple con la propiedad de la monotonicidad, es decir, es falso
que si f < gen Ly, entonces [ f du < [ g du, ya que no todos los espacios
de Banach son espacios ordenados.

Para f € Lx y E € ¥, definimos fEf du, la integral de f sobre E

COomao:
/fduz/fxEdu-
E Q

Teorema 4.4.2. Si f € Lx tiene una representacion f = > ¢ TiXE,, en-
tonces la funcion norma ||f|| de f es una funcion real integrable que tiene
como representacion || f|| = > 0 [|zi||xE,. Mds ain,

Jistau=Ylwlasy v | [ran]| < 1o

Demostracion. Si f € Lx, entonces f = Y " | x;xg,, donde pu(E;) < oo,
para todo z; diferente de cero. Como || f||(w) = ||f(w)| para todo w € €.
Entonces ||f]| = > i |l@illxe v p(E;) < oo para todo w; distinto de ce-
ro y asi, ||f|| es una funcién real integrable cuya integral estd dada por
S dp =320 N|lillp(E;). Ademds, de la desigualdad

|5 st

| [ rau < [1r1an

Ahora bien, recordemos que una funcion vectorial f : 2 — X es fuerte-
mente p-medible si existe una sucesion (f,,) de funciones u-simples tal que
lim, o0 || f(w) — fr(w)|| = 0 para casi todo w € 2. Denotamos a la colec-
ciéon de todas las funciones fuertemente medibles que van de 2 a X como

M(Q, X). Es decir,

<> il E)
=1

se sigue que:

]

M(Q, X) ={f € X : fes fuertemente medible }.
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Teorema 4.4.3. La coleccion M(Q, X)) es un espacio vectorial que contiene
a todas las funciones X -integrables. Esto es, tenemos la siguiente contencion
de subespacios vectoriales

Ly C M(Q,X) C X%,

Nuestro siguiente objetivo es extender la nocién de la integral de Lx a un
subespacio mas grande M (€2, X ). Para hacer esto, necesitamos lo siguiente:

Teorema 4.4.4. Sean (2,3, u) un espacio de medida y f : Q@ — X una
funcion fuertemente p-medible. Supongamos que para dos sucesiones (f,) y
(gn) de funciones X -integrables las funciones real medibles || f— full v [|.f—gnll
son Lebesgue integrables para todo n, y ademds

Mn/wf—numu:Mn/wf—%uwu:a
n—oo n—oo

Entonces para todo E € ¥ tenemos:

lim [ f,dp= lim /gn dpu.
E n—oo E

n—o0

Demostracion. Supongamos que las dos sucesiones (f,) v (g,) de funciones
X-integrables cumplen con las propiedades establecidas. Fijemos E € ¥,
entonces de

| [ godn= [ g =] [ 5= 50 ]

S/Ilfn—fmll dy
< / 1 = full di+ / I = ful i

vemos que my, poo || [ fo dit — [ fm dpl] = 0, lo que muestra que la
sucesion ([ i fn dpt) es una sucesién de Cauchy en X, por lo tanto converge

en X. De manera andloga tenemos que la sucesion ( || 5 On dp) converge en X
Ahora bien, de la desigualdad

| [ godn= [gvau||< [15=sdus [17 = ol dn
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se obtiene que lim,,_, f g Jn dp = 1im, f 5 9n d, que es lo que se queria
demostrar.

]

A continuacion veremos la definicién de una funcién Bochner integrable
y se observara que su definicién es precisamente la abstraccién directa del
Teorema 4.2.5.

Definicién 4.4.1. Una funcion fuertemente medible f : 2 — X es Bochner
integrable si existe una sucesion (f,) de funciones X -integrables tal que la
funcion real medible ||f — f.| es Lebesque integrable para todo n y ademds

i [ 15 = full dp =0
n—oo

En este caso, para todo E € ¥ la integral de Bochner de [ sobre E
esta definida por

/ fdu= lim [ f,dpu.
E n—oo E

Como es usual, escribiremos [ f du en vez de [, f du. Por el Teorema
4.4.4, la integral de Bochner estd bien definida, en el sentido de que no depen-
de de una sucesion de funciones integrables en particular para aproximar a
f. Toda funcién X-integrable es Bochner integrable, ademas, si f € Ly tiene
una representacion f = > " | x;xp,, entonces [, f dp = D1 pw(E N E;)x;
para todo E € ..

La coleccion de todas las funciones Bochner integrables es un subespacio
vectorial de M (€2, X) y la integral de Bochner actiia como un operador lineal
desde este espacio hacia X.

Teorema 4.4.5. Si f y g son dos funciones Bochner integrables y o, 5 € R,
entonces af + Bg también es Bochner integrable y

af —|—Agg du =« f d +13 (]d
para todo E € X.

Demostracion. Como f y g son Bochner integrables, existen dos sucesiones
de funciones X-integrables (f,) y (g,) tales que las funciones reales || f — f,||
¥ |lg — gnl| son Lebesgue integrables para todo n y ademés
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h'm/Hf—an Q=0 v Hm/ug—gnn di = 0.

Notemos que la sucesién (af, + fg,) es una sucesién de funciones
X-integrable y ademaés, para todo n se tiene

/ l(af + Bg) — (fu + Bg)ll dp = / ladf — £u) + Blg — g)ll du
Q Q
< /Ialllf—anJrlﬁlllg—gnll du
~lal [17 = £l du+181 [ Nl = gl do

< OQ.

Asi, ||(af + Bg) — (afn + Bgn)|| es Lebesgue integrable para todo n. Més
aun,

tin [ [(@r +89) — (afu+ S| e < o s [ 1 = Fu]

161 i [ 19 = gl du
n—oo

Como los limites que se encuentran en la parte derecha de la desigualdad
anterior convergen a cero, se tiene que

m | |[(af 4+ Bg) — (afn+ Bgn)|| du — 0.

n—o0

Asi, (af + Bg) es Bochner integrable como se requerfa. Entonces, usando
el hecho de que la integral de Bochner es un operador lineal que va de Lx
a X,y de la continuidad de la suma y de la multiplicacién escalar de X,
tenemos
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[as+ 69 du= i [ (ot +3g.) du

:gggo(a/fndmﬁ/gndu)

= lima/fndu—i—limﬁ/gndu

n—oo
= o lim /fndu—l—ﬁ lim /gndu
n—oo n—oo

:a/fd,u—i-ﬁ/gd,u.

Notemos que en general es falsa la propiedad monétona para la inte-
gral de Bochner: Si f y g son funciones Bochner integrables que satisfacen
f(w) < g(w) para casi todo w € €, es decir, casi donde quiera, entonces

/fdMS/gdu,
E E

para todo E € ¥. A menos que X, ademés de ser un espacio de Banach, sea
también una reticula.

]

4.5. Criterio de Integrabilidad

La definicién de la integral de Bochner es dificil e incémoda de aplicar,
pero afortunadamente para espacios de medida finita existe un criterio ma-
nejable.

Teorema 4.5.1. Sea (2,X,pu) un espacio de medida finita y sea
f:Q — X una funcion p-medible. Entonces f es Bochner integrable si y solo
st su funcidn norma || f|| es Lebesgue integrable, es decir, [ ||f]] dp < oo.

2Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado en el que, cada par de elementos del
conjunto tienen supremo e infimo, es decir, un conjunto parcialmente ordenado (&, <) es
una reticula si para cualesquiera a,b € £ existe sup{a, b} = aAby existe inf{a, b} = a V.
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Demostracion. Supongamos que f es Bochner integrable, entonces existe una
sucesion (f,) de funciones X-integrables tales que lim,, o [ fo du = [ f dp.
Entonces

d — f.ll d | d 7
Kﬂﬂlﬂﬁlﬂf(ﬂlu+LWHlu<m

para n lo suficientemente grande.

De manera reciproca, supongamos que f (y en consecuencia || f]|) es fuer-
temente medible y [, || f|| di < co. Con la ayuda del Corolario 3.1.1 elijamos
una sucesién de funciones medibles (f,) tal que ||f — f,|| < % para to-

n
do entero positivo n. Como || fu|| < Ifull +- 5 c.d.q. y p es finita, entonces
Jo 1 fall dp < co. Para todo entero positivo n, escribimos

o
fn = § ‘CIjTL,mXEn,m7
m=1

donde E,; N E,; =0 parai # j, B, € ¥, Tpm € X. Luego, para todo n,
escojamos p, tan grande que

In Il dit < (),

m=pn+1 Enm

Pn

ysea gn = ) " | TnmXE,..  Entonces g, es una funcién X-integrable y

_nd_ _nd n_nd
Aw gHu<LW’fH#ﬁAW gall du

< p()/n+ p(€)/n

= 2p(2) /.

Por lo tanto, f es Bochner integrable, como se queria demostrar.
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4.6. Teorema de Convergencia para la Inte-
gral de Bochner

Existe un Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Boch-
ner que a continuacién enunciaremos.

Teorema 4.6.1. (Teorema de Convergencia Dominada Vectorial)

Sea f: Q — X una funcidn fuertemente medible y (f,) una sucesion de
funciones Bochner integrables que satisface || fn(w)— f(w)|| = 0 para casi todo
w € Q. Si existe una funcion real Lebesgue integrable no negativa g : 2 — R
tal que para todo n tenemos || f,|| < g c.d.q., entonces f es Bochner integrable

Y
lim [ f,du= / fdu.
E E

n—oo

Demostracion. Como || f,|| < g pata todo n, entonces lim, . ||fu]l < g, ¥
asi || f]| < g. Luego, como f y f, son fuertemente medibles, se tiene que fy
fn son medibles y por tanto || f — f,|| es medible también para todo n. De la
desigualdad || f — fo.|l < || f]l + || f2]| tenemos que || f — fu|l < 2¢ p-c.d.q., con
lo cual tenemos que || f — f.|| es Lebesgue integrable para todo n. Més atn,
del Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue 4.2.4 y de la hipdtesis
|f = fall = 0, obtenemos [ ||f — fn|| du — 0. Luego, para todo n elijamos
una funcién X-integrable ¢, con [ ||f — ¢ull du < %, por ser f, Bochner
integrable para todo n, y notemos que

/Ilf—an duS/Hf—an dp+/||fn_¢nH i

Como [||f = fall dp — 0y [||fa — @nll du — 0 también tenemos que
JIIf = @nll dw — 0y esto implica que f es Bochner integrable y que

/fduz lfm/fndu,
E n—oo E

para todo E € X..
O

No existen anédlogos del Lema de Fatou ni del Teorema de Convergencia
mondtona para la Teoria de la integral de Bochner.
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4.7. Mas sobre la Integral de Bochner

A continuaciéon vamos a ver mas propiedades de la Integral de Bochner,
asi como sus aplicaciones. En esta seccién tenemos que (€2, X, i) es un espacio
de medida, X un espacio de Banach y X™* su dual.

Antes de iniciar con las propiedades de la Integral de Bochner definamos
la variacion de una medida.

Definicién 4.7.1. Sea p : ¥ — X una medida. La variacion de p es la
funcion no negativa extendida |p| cuyos valores de un conjunto E € 3 estdn
dados por
ul(E) = sup 3~ [lu(4)].
T Aen

donde el supremo se toma de todas las particiones m de E en un niumero
finito de conjuntos disjuntos por pares de Y. Si |u|(2) < oo, entonces p se
denominard medida de variacion acotada.

Observacién 5. Algunas de las consecuencias muestra que la variacién de p
es una funcién mondtona y finitamente aditiva. Ademas de que
(Bl < |u|(F) para todo E € .

Veremos una propiedad de la variacion de p sin demostracion; el lector
interesado puede encontrarla en ([10], p. 3).

Teorema 4.7.1. Una medida de variacion acotada es numerablemente adi-
tiva st y solo si su variacion es también numerablemente aditiva.

El teorema que anunciaremos a continuacién muestra que las medidas
vectoriales numerablemente aditivas definidas en una o-algebra, comparten
una propiedad comin con sus contrapartes escalares .

Teorema 4.7.2. (Teorema de Pettis)

Sea 3 una o-dlgebra de subconjuntos de un conjunto no vacio 2, F': ¥ — X
una medida (numerablemente aditiva) y p una medida no negativa finita y
con valores en los reales sobre (2,%). Entonces F' es p-continua, es decir,

siy solo si E € X ysiu(E) =0, entonces F(E) = 0.
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La demostracién del Teorema 4.7.2 se puede encontrar en [10, p. 10].

Otros hechos basicos sobre la integral de Bochner se recopilan a conti-
nuacion.

Teorema 4.7.3. Si f es una funcion u-Bochner integrable, entonces:
() 1wy m)0 [ f dpp = 0.
(ii) H i du” < [z | fIl du, para todo E € X.

(iit) Si (E,) es una sucesion de conjuntos disjuntos por pares de ¥ y
E =, E,, entonces

/Efd/tznio;/nfdﬂ.

(w) Si F(E) = [, f du, entonces F es de variacion acotada y

\FI(E / 11

Demostracién. (i) Observemos que lim,g)—o [ ||f|| duw = 0 para f € Li(u).
En efecto, dado que f € Li(u), entonces || f|| : © — R es Lebesgue integrable,
ie, [olIfll du < oo, entonces si u(E) = 0 para algin E € X, entonces
| fllxe = 0 p-casi donde quiera y de aqui tenemos que [, || fllxe du =0,y
asi, por el Teorema de Pettis 4.7.2, se tiene lim, g0 [ || f|| du = 0y por
(7i) obtenemos

para todo E € .

hm /fd,uH < hm / Il £l du = 0.
Por lo tanto, 11H1M(E)—>o Jp [ dp=0.

(ii) Existe una sucesién de funciones X-integrables (f,) tal que
fEf dp = lim, 0 [ fn dp por ser f p-Bochner integrable y notemos que

H [ fa duH < [|Ifall die para todo n por el Teorema 4.4.2 y asf tenemos que
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sim [ ol =] [y aul < [Usldn= tim [ 15 dn

(iii) Notemos que la serie 327, [, f du estd dominada término por
término por la serie convergente de nimeros no negativos > [ || f|l du
n

(< Jo £l du < 00). Por lo tanto, 3377, [, f dp es absolutamente conver-
gente. Para revisar su limite notemos que

f du— /fdu ‘/ fdu
‘ / ;.10:1 En ; n UZO:WH,l En

por la aditividad finita de la integral de Bochner. Maés atn,
100 (Ui En) = 0.

Por (i) tenemos que lim,, H fUZO:mH B, f du” = 0 y, en consecuencia,
Jdp= [ dp.

Como se queria demostrar.

(iv) Si 7 es una particién de un conjunto E € ¥, entonces

Sl =3| [ rau| <X [ ustan= [ 151 du

De aqui |F|(E) < [, || f]l diey F es de variacién acotada por el Teorema
4.5.1.

Reciprocamente, sea € > 0 y seleccionemos una sucesion (f,,) de funciones
X-integrable tal que

lim /||f—an dj =0
n—oo

Sea ng fijo tal que [||f — full dpu < £ y elijamos una particién «’ de E tal
que
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z | [ ] = [ gl

Ahora bien, elijamos una particion © de E que sea una refinacién de 7’
tal que

15| f 1] <=

Se sigue teniendo que

/E”fnoH d“:;rH/de“H‘

Ademas,

S| | [ -]/

De aqui se tiene que

FIE) = [ Wl di = [ 1FUE) =3 [ ol < 22

Como esto es valido para todo ng suficientemente grande, de lo anterior

se implica que
FIE) = i [ gl dn= [ 17 d

Como se queria demostrar.

— foll dp < <.
s[Enf Fuoll dpt < €

[]

Teorema 4.7.4. Si f y g son Bochner integrables y fE fdu= ng du para
todo E € X, entonces f = g para p-casi donde quiera.

Demostracion. Sea F(E) = [.(f ) dp. Entonces F(E) = 0 para to-
do E € E Por lo tanto \F|( ) = O para todo E € X. Pero entonces
0=1|F1(Q) = [|If —gll duy asi|f— gl =0 p-casi donde quiera. Esto

solamente puede suceder si f = g u-casi donde quiera.
[
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El Teorema siguiente describe una fuerte propiedad de la integracion de
Bochner que no tiene analogo en la Teoria de la integracién de Lebesgue.

Teorema 4.7.5. (Hille)
Sea T : X — Y wun operador lineal cerrado®, donde Y es un espacio de
Banach. Si f y T f son Bochner integrables con respecto a i, entonces

r( [ raw)= [ 11 an

para todo E € Y.

Demostracion. Sea ¢ > 0y seleccionemos una funcién Y>>, z,xg, = he,
donde (E,) es una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos de ¥, E, C E
y z, € X tal que

sup{Hf(w) — hs(w)H Tw E E\Nl} < g,

para algin conjunto p-nulo N;. También podemos encontrar una funciéon

ge de la forma g. = > | Yn.mXE,,., donde (E,,,) es una sucesién de

conjuntos disjuntos por pares de X, >, Enm = En, Ynm € Y tal que

sup {||Tf(w) — gs(w)H twe B\ N} < %,

para algin conjunto p-nulo N,. Para cada pareja (n,m) de enteros positivos,
tomemos Wy, € E, ,, arbitrarios. Escribimos ¢ = > - f(Wnm)XEpm-
Entonces se sigue que

||f(w) — gzﬁ(w)” < e paraw ¢ Ny,

|Tf(w) — To(w)|| <& paraw ¢ Ns.

Maés aun, tenemos que

[lr-olan<eue v [ |77~ 7o] au < cpie

3T es un operator lineal cerrado cuando su gréfico G(T) := {(z,T(z)) : = € D(T)}
constituye un subespacio lineal cerrado de X x Y.
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También,

[ odu= Jim Zwanm En).

nlml

/T¢dp_ lim ZZTf W ) (Erym).

nlml

Como T es cerrado, se sigue que [, ¢ du pertenece a D(T), es decir,
al dominio de T'y que T([, ¢ du) = [, T du. Ahora bien, reemplacemos
£ con una sucesiéon (g;) tal que g; — 0 y reemplacemos ¢ con la sucesién
correspondiente ¢;. Entonces se tiene que

/d)ldu%/fdu y /ET¢idu—>/Edeu.

Como T(f, ¢i du) = [, T¢; duy T es cerrado, se sigue que

T(f, fdp)= [, Tfdp.
0

Ejemplo 3. 1) Si f:(0,a) — X con 0 < a < oo es Bochner integrable
y o* € X*, entonces (z*, f) : (0,a) — R es Bochner integrable y

<m*,/0af dt> :/Oa(:)s*,ﬁ.

2) Si J : X — Y es una funcién inclusién continua de un espacio de
Banach X a un espacio de Banach Yy f: (0,a) - X con 0 < a < o0,

entonces o o
J / fdt :/ Jf dt.
(), 1) =],

Asi, las integrales valuadas en X e Y coinciden, y podemos identificar-
las.

Teorema 4.7.6. Sean f y g funciones fuertemente medibles. Si para todo
x* e X*, x*f = x*g p-casi donde quiera, entonces f = g pu-casi donde quiera.

Demostracion. Sea (E,) una sucesién en 3 tal que E, C E, 1, U, E, =
y f v g son acotadas en cada F,. Fijemos n. Como f y g estdn acotadas en
E,, las integrales de Bochner
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/ fxe, du y / 9XE, di
E E

existen para todo F € Y. Como para todo x* € X*, tenemos que z*f = x*g
p-casi donde quiera, dichas integrales son iguales por el Teorema 4.7.5.

Aplicando el Teorema 4.7.4, establecemos que fxg, = gxg, p-casi donde
quiera para todo n. En consecuencia, f = g casi donde quiera.
]

Otra aplicacion directa del Teorema 4.7.5 es una versiéon de Teorema
del valor medio para la integral de Bochner. Y para lo siguiente tenemos
que co(V) denota el casco convexo de un subconjunto V' C X, esto es,
el conjunto de todas las sumas finitas Zle)\jxj con A; > 0 que satisfacen
Z?zl)\j =1lyaz; € Vparaj = 1,.., k. La cerradura de este conjunto se
denota por co(V).

Teorema 4.7.7. Sea f Bochner integrable con respecto a u. Entonces para
todo E € ¥, con pu(E) > 0, se tiene que

1 _
5 / f du € o (f(E)).

Demostracion. La demostracién la realizaremos por contradiccién, suponga-
mos que existe un conjunto £ € X tal que wp(E) > 0y
(w(E)™" - [, f du ¢ @(f(E)). Con la ayuda de la versién geométrica del
Teorema de Hahn-Banach?, seleccionemos z* € X* y un ntimero real « tales

que
* 1 *
’ (@/Efd“> s

para todo w € E. Entonces por el Teorema 4.7.5 se tiene que

4Sean A, B conjuntos convexos disjuntos entre si no vacios de un espacio normado X.
Si A es abierto, entonces existe una funcional f € X™* y un nimero real « tal que

flz) <a < fy),

para todo x € X y para todo y € B.
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-5 [ du<a<afo)

para todo w € E. Integrando sobre E tenemos

/E 2 f dp < ap(E) < /E o dp,

que es una contradiccién.
m

El resultado siguiente muestra que las integrales de Bochner indefinidas
comparten una propiedad muy importante con las integrales de Lebesgue
indefinidas.

Si f :[0,1] — R es una funcién integrable, entonces el Teorema de dife-
renciacién de Lebesgue implica que el limite

1 t+h
lim / f(s) ds,
t

h—o0 E
existe y es igual a f(t) para casi todo t € [0,1]. Este mismo resultado es
verdadero para las integrales de Bochner.

Teorema 4.7.8. Sea f Bochner integrable en [0, 1] con respecto a la medida
de Lebesque. Entonces para casi todo s € [0, 1] se tiene que

i !
hli%h

/S 17t = £(s)]| dt = 0.

En consecuencia, para casi todo s € [0, 1] se tiene que

1 s+h

lim — t) dt = .

fim [ de= (9

Demostracién. Como ||h~ f;+h ft)dt—f(s)|| <n™t f;+h | (&)= f(s)| dt,
la segunda afirmacion se sigue de la primera. Para probar la primera afirma-
cién, tenemos que como f tiene rango casi separable, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que f tiene rango separable. Sea {x,,} un subconjunto
denso numerable de f([0,1]), entonces por el Teorema de diferenciacién de

Lebesgue, tenemos que
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I = aall =gy [ 50 =

para casi todo s € [0, 1] y para todo n.
Asi, para todo s € [0, 1] y para todo n € N, tenemos

—0

1 s+h s+h
}Lfmsupﬁ/s | £(t) = f(s)]| dt < h’m/ Hf(t)—an+||f(s)—xn||>dt

<t [0l 706) -]
= 2] 1(s) = |

Si € > 0 dado, una eleccién de n tal que ||f(s) — z,|| < § complementa
la demostracién del teorema.

]

A continuacién vamos a echar una breve mirada a los espacios Lebesgue-
Bochner. Si 1 < p < oo, el sitmbolo L,(Q2, X, i, X) (= Ly(p, X)) denotara el
conjunto de todas (las clases de equivalencia de) las funciones
p-Bochner integrable f : Q — X tales que

161 = ([ Irln) ™ < .

Entonces, L,(u, X) junto con la norma || - ||, definido anteriormente, se
convierte en un espacio de Banach, un hecho cuya demostracién es la misma
que en el caso real. El simbolo L. (€, %, u, X) (= Lo (p, X) denotara el con-
junto de todas ( las clases de equivalencia de) funciones p-Bochner integrable
esencialmente acotadas f : 0 — X, normado por la funcional || - ||, definida
para f € Lo (u, X) por

[flloe = ess supl[f]x = nf{a [ [[f]x <a cdaq.},

Loo(pt, X) se convierte en un espacio de Banach. El simbolo L,(u)
(1 < p < o0) siempre significa Ly, (u, X) para X = escalares.
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Uno de los aspectos més interesante de la teoria de la integral de Boch-
ner se centra en la siguiente pregunta: ;Cudndo una medida p : ¥ — X,
X espacio de Banach, surge como una Bochner integral indefinida? Exami-
nemos brevemente la situacion: si (2,3, 1) es un espacio de medida finita y
F : Y — X una medida de la forma

F(E) —/Efdu

para alguna funcién f Bochner integrable, entonces F' es numerablemente
aditiva, pu-continua y de variacion acotada por el Teorema 4.7.3. Reciproca-
mente, si F': X — X es una medida p-continua numerablemente aditiva de
variacién acotada con un rango de dimension finita, entonces el clasico Teo-
rema de Radon-Nikodym produce una funciéon Bochner integrable f para la
cual F(E) = [ g Jdp. Pero en el caso general, es decir, para la integral gene-
ral de Bochner, esto no se llega a cumplir necesariamente, véase [10, pag. 50].

El fracaso del Teorema de Radon-Nikodym para las integrales de Bochner
no debe interpretarse como un aspecto negativo de la integral de Bochner. En
efecto, el fracaso de un teorema general de Radon-Nikodym para la integral
de Bochner en casos especiales tiene poderosas repercusiones en la teoria de
operadores, la geometria de los espacios de Banach, la teoria de la dualidad
para los espacios de Banach, la teoria de la probabilidad de valores vectoria-
les y la teoria de la integracién misma.

La mayor parte de este capitulo estd dedicado a las propiedades de las
integrales de Bochner para funciones (fuertemente) medibles. En la litera-
tura no hay escasez de integrales para funciones que no son necesariamente
medibles. Generalmente, las integrales para funciones que no son medibles
estan plagadas de un defecto comtun: Parecen no tener aplicaciones fuera de
sus propios contextos. Gracias a la medibilidad, la integral de Bochner tiene
suficiente estructura solida para tener aplicaciones sustantivas que reverbe-
ran a lo largo de la teoria de la medida vectorial, la teoria de operadores y
la geometria de los espacios de Banach, véase [7, 9, 10, 13, 15, 21, 24, 29].



Capitulo 5

Apéndice

5.1. Preliminares y notaciones

En vez de enumerar los términos indefinidos de la Teoria de conjuntos, los
axiomas que lo relacionan y los postulados l6gicos que rigen las manipulacio-
nes de estos axiomas, en esta primera seccién seguiremos un enfoque intuitivo.

Los conjuntos se denotaran con letras mayusculas. Los objetos de un con-
junto A se llaman los elementos (o los miembros o los puntos) de A. Para
designar que un objeto x pertenece a un conjunto A, se usard el simbolo
de pertenencia €, es decir, escribiremos © € A y se lee: x pertenece (o
es un miembro de) a A. Similarmente el simbolismo = ¢ A, significa que el
elemento = no pertenece a A. Los corchetes {...} también son usados para
denotar conjuntos. Por ejemplo, el conjunto cuyos elementos son a,b y ¢ esta
escrito como {a, b, c}.

Dos conjuntos A y B son iguales, en simbolos A = B, si A y B tie-
nen precisamente los mismos elementos. Un conjunto A es subconjun-
to de (o que estd incluido en) un conjunto B, A C B, si # € A, en-
tonces x € B. Claramente tenemos que, A = B, si y s6lo si, A C By
B CA. SiAC By A# B, entonces A es un subconjunto propio de B. El
conjunto que no tienen elementos es el conjunto vacio y es denotado por
(). El conjunto vacio es subconjunto de todos los conjuntos. Si A y B son dos
conjuntos, entonces definimos

1)
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1.- Launion AU B de A y B es el conjunto

AUB={z|x€ A o z € B}.
2.- La interseccion AN B de Ay B es el conjunto

ANB={x|xz€ A y x € B}.
3.- La diferencia A\ B de B de A es el conjunto

A\B={z|z€A y z ¢ B}.

El conjunto A\ B a veces se conoce como el complemento de B relativo
a A. Dos conjuntos son disjuntos (entre si) si AN B = 0.

Un ntumero de relaciones utiles entre los conjuntos se listan a continuacién:

1) (AUB)NC = (ANC)U(BNC);
2) (ANB)UC = (AUC) N (BUC);
3) (AUB)\C = (A\C)U(B\C);
4) (ANB)\C=(A\C)N(B\C);

Las propiedades 1) y 2) se conocen como Leyes distributivas.

Una familia de conjuntos es un conjunto no vacio cuyos elementos son
conjuntos. Hay una forma estandar de denotar una familia de conjuntos. Si
para todo elemento ¢ € I, donde I es un conjunto no vacio, se asigna un
subconjunto A; de con conjunto fijo X, entonces {A;}icr (0 {A; : i€} o
simplemente {4;}) denota la familia cuyos elementos son los conjuntos A;.
El conjunto no vacio I se llama el conjunto de indices de la familia.

Si {A;} es una familia de conjuntos, entonces la unién de la familia esta
definida como

UAi ={z | existe i € I tal que z € A;},

iel
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y la interseccion de la familia por

ﬂAi: {z | z € A; paratodo i€ I}.

icl

Ocasionalmente | J,.; A; serd denotado por |J A; y [;c; Ai por [ A;. Tam-
bién si I = N = {1,2,...} (el conjunto de los niimeros naturales), entonces
la unién e interseccién de la familia serd denotado por (U~ A, ¥ [y Ans
respectivamente.

Las leyes distributivas para familias de conjuntos en general ahora
toma forma

(UAZ)mB:U(AmB) y (ﬂAi>uB:ﬂ(AiuB).

el i€l i€l el

Una familia de conjuntos {A;}ic; es disjuntos por pares (o disjuntos
dos a dos) si para todo i, j € I tal que i # j, los conjuntos son disjuntos, es
decir, A;NA; = 0. El conjunto de todo los subconjuntos de A es el conjunto
potencia de A, y se denota por Z(A), es decir, #(A) = {B | B C A}. Note
que @ y A estdn en Z(A).

Ahora bien, sea X un conjunto fijo no vacio. Si P(x) es una propiedad (i.e.
una proposicién "l6gica” bien definida) que involucra los elementos z € X

entonces el conjunto de todos los = para los cuales P(x) es verdadera sera
denotada por {z € X | P(z)}.

Si A C X, entonces su complemento A¢ (relativo a X) es el conjunto
A= X\A={zx € X |z ¢ A}. Deberia ser obvio que (A°)* = A, ANA° =0y
AUA® = X. Otras propiedades del complemento se establecen a continuacién
(donde A, B C X):

1) A\ B=AnB",
2) AC B, siy solo si, BE C A,
3) (AUB) = A°N B,

4) (AN B)° = A°U B-.
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Las identidades 3) y 4) se denominan Leyes de De Morgan.

La generalizacion de las leyes de De Morgan son muy utiles. Para una
familia {A; }ic; de subconjuntos de un conjunto X, las siguientes identidades
se cumplen;

(Ua) =N4 v (Na) =Uar

el iel el el

Definimos !

lim sup A,, = ﬁ G Ay, lim inf A, = G ﬁ Ap.

n—00 n—00
n=1k=n n=1k=n

Si L := limsup,_,, A, = liminf, ,. A,, entonces tenemos que

L = lim, ,o A,, y decimos que (A,) converge a L (en este sentido escri-
biremos A,, — L).

Observemos que limsup,, . A, (resp., liminf, ,., A,) consiste de aque-
llos elementos de X que pertenecen a infinitamente muchos subconjuntos A,
(resp., que pertenecen a todos menos un nimero finito de subconjuntos A,,).
Por lo tanto

lim sup A,, C lim inf A,
n—oo n—oo

También es inmediato el resultado de que si (A,) es creciente

(A, C Apg1,n € N), entonces

lim A, = EOJ A,,
n=1

n—o0

mientras, si (A,) es decreciente (A, D A,4+1,n € N), entonces

Jin A= () A

En el primer caso escribiremos A,, T L, y en el segundo A, | L.

LObserve la similaridad con lim fnf y lfm sup para una sucesién (a,,) de niimeros reales.
Tenemos que: limsup,,_, ., @, = inf,ensupy>,, ax y iminf, o a, = sup,, ¢y Infr>, ag.
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Por una funcién f de un conjunto A a un conjunto B, f : A — B, nos
referimos a una "regla” especifica que asigna a cada elemento x € A a un
elemento tnico y € B. El elemento y es el valor de la funcién f en x (o la
imagen de = bajo f) y es denotado por f(x), es decir, y = f(z). El conjunto
A es el dominio de f, denotado por D(f), y el conjunto {y € B | existe
x €A con y= f(x)} es el rango de f, denotado por R(f).

Dos funciones f: A — By g: A— B soniguales, f =g, si f(z) = g(x)
para todo = € A. Una funcién es suprayectiva si el rango de f es todo B, es
decir, para todo y € B existe (al menos) z € A tal que y = f(z). La funcién
f: A — B esinyectiva si x; # xo, entonces f(z1) # f(x2). Por tltimo, si
la funcién f es suprayectiva e inyectiva, entonces decimos que la funcién f
es biyectiva.

Ahora, sea f : X — Y una funcién, si A C X, entonces la imagen o rango
f(A) de A bajo f es el subconjunto de Y definido por

flA)={yeY | existex € A tal que y = f(z)}.

Similarmente, si B C Y, entonces la imagen inversa f~'(B) de B bajo
f es el subconjunto de X definida por f~}(B) = {x € X | f(x) € B}. Las
siguientes relaciones son verdaderas para {A;}ic; € X y {B;}ics CY:

D) F(Uier A) = Miey S(A);

2) (Mier Ai) € Mier F(A;

3) £ (Uier Bi) = Uies £ (B2
) S (et B) = Ny 174(B):
5) f71(B°) = (£71(B))"

Dadas dos funciones f : X — YV yg:Y — Z la composicion go f
es la funcién g o f = X — Z definida por (g o f)(z) = g(f(z)) para todo
x € X. Si una funcién f : X — Y es biyectiva, entonces para todo y € Y
existe un unico x € X tal que y = f(z); el elemento tinico = es denotado por
f~X(y). Asi, en este caso, una funcién f~':Y — X puede ser definida como
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f~Xy) = x, siempre que f(x) =y. La funcién f~! es la inversa de f.

Cualquier funcién z : N — X, donde N = {1,2,...} es el conjunto de
los niimeros naturales, es una sucesion en X, la manera usual de denotar el
valor x(n) es x,. Denotamos la sucesién x por (z,) C X, o bien, {z,} C X.
Y lo consideraremos tanto como una funciéon como un subconjunto de X.
Una subsucesién de una sucesién {z,} es una sucesién {y,} para lo cual
existe una sucesion estrictamente creciente {k,} de numeros naturales (es
decir, 1 < ky < kg < k3 < --+) tal que y,, = xy, se cumple para todo n.

Ahora bien, si {A;};c; es una familia de conjuntos, entonces el producto
Cartesiano [],.; A; (o []A;) estd definido como el conjunto que consiste
de todas las funciones f : I — (J,c; 4i tal que z; = f(i) € A; para todo
i € 1. Dicha funcién se denomina una funcion de eleccién y es costumbre
denotarlo por (z;);e; o simplemente (z;).

Si una familia de conjuntos consiste de dos elementos, digamos que A y
B son dichos conjuntos, entonces el producto Cartesiano de los conjuntos A
y B es designado por A x B. Los elementos de A x B se le conoce como
parejas ordenadas, es decir,

Ax B={(a,b) |a€ A y be B}.

Claramente tenemos que, (a,b) = (ai,by) siy sélosia =a; y b= b.
De manera similar, el producto Cartesiano de una familia finita de conjuntos
{Aq,..., A,} es escrito como A; X --- X A, y sus elementos son denotados
como n-tuplas, es decir,

Ay x - x Ay ={(a1,...,a,) | a; € A; paratodoi=1,...,n}.

Aqui también tenemos que (aq,...,a,) = (by...,by,), siy sblo si, a; = b;
para todo?=1,...,n. Si Ay =--- = A, = A, entonces es estandar escribir
A; x -+ x A, como A". De manera similar, si la familia de conjuntos {4, }icr
satisface A; = A para todo ¢ € I, entonces [, ; A; es escrito como Al es
decir, AT ={f | f: 1 — A}.

- ;Cuando es el producto Cartesiano de una familia de conjuntos {A; }ies
no vacia?

Ciertamente, si el producto Cartesiano es no vacia, entonces todo A; debe
ser no vacia. La siguiente respuesta puede, por lo tanto, ser respondida:
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- Si para todo A; es distinto del vacio, entonces jes el producto Cartesiano
[T Ai no vacia?

A pesar de que la respuesta pareciera ser afirmativa, es infortunado que
tal proposicién no puede ser demostrada con los axiomas usuales de la teoria
del conjunto. la respuesta afirmativa a la tdltima respuesta es conocida como
"el axioma de eleccién”. Este axioma se asumird a través de esta tesis sin
ninguna explicacién adicional. Una de sus formas se establece a continuacion.

Axioma de Eleccion. Si {A;};c; es una familia no vacia de conjuntos
1 Jre
tal que A; es no vacia para todo i € I, entonces [[ A; es no vacia.

Una formulacién equivalente al axioma de eleccién es la siguiente:

- Si {A;}ier es una familia no vacia de conjuntos disjuntos por pares tal
que A; # ) para todo i € I, entonces existe un conjunto £ C (J,.; 4,
tal que £ N A; consiste de precisamente un elemento para todo i € I.

Para una discusion mas detallada del axioma de eleccién y su historia, el
lector puede consultar [16] y [20].

Por una relacién (binaria) en un conjunto X simplemente queremos decir
un subconjunto Z de X x X. Si (z,y) € #Z, entonces = estd en una relacién
Z con y, y es denotado también por xZy. Entre todas las relaciones mas
interesantes se encuentran las relaciones de equivalencias. una relacién &% en
el conjunto X es una relacion de equivalencia si satisface las siguientes
tres propiedades:

a. xZx para todo x € X (reflexivo).
b. Si xZy, entonces yZx (simétrico).

c. Si xRy y y#z, entonces x#z (transitividad).

Sea Z una relacion de equivalencia en un conjunto X. Entonces la clase
de equivalencia determinada por el elemento z € X estd definida por
[z] = {y € X | 2%Zy}. Observemos que dada dos clases de equivalencia
tenemos que o son disjuntos, o bien coinciden. Como z € [z] para todo
x € X, se sigue que Z particiona a X. Es decir, existe una familia {A;};c;
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de conjuntos disjuntos por pares (aqui, la familia de clases de equivalencia)
tal que X = J,;c; Ai. Reciprocamente, si una familia de conjuntos disjuntos
por pares {A;}ier particiona X (i.e. X = (J;.; 4;), entonces

X ={(x,y) € X x X | existei €l tal que z,y € A4; },

es una relacién de equivalencia definida en X cuyas clases de equivalencia
son precisamente los conjuntos A;. Asi, las relaciones de equivalencia en un
conjunto corresponden precisamente en un modo inyectivo con sus particio-
nes.

A continuacién vamos a definir algunas relaciones importantes entre fun-
ciones, para esto sean f,g: X — R dos funciones que van de un conjunto no
vacio X a los ntmeros reales, entonces:

1) (fvg)z) =méx{f(z),9(x)} v  (fAg)(x)=mn{f(z) g(x)}.

2) El valor absoluto | f| de una funcién f estd definida por |f| = fV (—f).
Es decir, |f|(x) = |f(x)| para todo = € X.

3) La parte positiva de f estd definida como f* = f V0.

4) La parte negativa de f estd definida como f~ = (—f) V0.

Se tienen a continuacién algunas identidades entre f, | f|, su parte positiva
fT y su parte negativa f~:

D f=f"-f,
2) [fl=f"+f.vy
3) ffAf~=0.

Decimos que dos conjuntos A y B son equivalentes A ~ B, si existe una
funcion f : A — B que es biyectiva.

No es dificil ver que para los conjuntos las siguientes propiedades se cum-
plen:

1) A=~ A,

2) Si A~ B entonces B~ A,
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3) Si A~ By B= (|, entonces A ~ C.

En otras palabras, si ¥ es una coleccién de conjuntos, la relacién ”ser

equivalente a” definida entre los elementos de %, tiene todos los atributos
para ser una relacién de equivalencia.

La linea divisoria para los tamanos de conjuntos es el conjunto de los
nimeros naturales N = {1,2,...}. Cualquier subconjunto de N de la forma
{1,...,n} es un segmento de N, y n es el nimero de elementos del segmento.
Como consecuencia, tenemos que dos segmentos {1,...,n} y {1,...,m} son
equivalentes, si y sélo si, n = m. Esto prueba que un subconjunto propio de
un segmento no puede ser equivalente al segmento.

Un conjunto que es equivalente a un segmento es un conjunto finito. El
conjunto vacio es también considerado finito con cero elementos. Un conjunto
que no es finito es un conjunto infinito.

Un conjunto A es numerable si es equivalente a N, es decir, si existe una
funcion inyectiva de A con los elementos de N.

Existe una notacion estandar para un conjunto numerable A. Usualmente
escrito como A = {ay,as,...}, a menudo se le conoce como una enumera-
cion del conjunto A, e indica la correspondencia inyectiva de A con el con-
junto de los nimeros naturales N.

Un conjunto infinito que no es numerable es un conjunto no numerable.
A continuacién presentaremos algunos resultados:

1) Todo conjunto infinito contienen un subconjunto numerable;

2) Todo subconjunto de un conjunto numerable, o es finito, o bien, nume-
rable también;

3) A es numerable, si y s6lo si, existe un subconjunto B C N y una funcién
f: B — A que es sobreyectiva.

4) A es numerable, si y sélo si, existe una funcién g : A — N que es
inyectiva.

5) Sea {A;} una familia numerable de conjuntos tal que todo A; es un
conjunto numerable. Entonces A = J;~, A; es numerable.
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6) Sea {Ay,...,A,} una sucesion finita de conjuntos tal que cada A; es
numerable. Entonces A; x --- x A,, es numerable.

Ahora bien, una sucesién {x,} de los nimeros reales converge a z € R
si para todo € > 0 existe un nimero natural ny (que depende de ¢) tal que

|z, — x| <e para todo n > ng.

El niimero real z es el limite de la sucesién {x,}, y escribimos z,, — x, o
xr = lim,_,o Tn, 0 simplemente x = lim x,,. Hay que resaltar el hecho de que
una sucesion de numeros reales tiene a lo mas un limite.

Recordar que una sucesién {z,} es acotada si existe un M € R tal que
M > 0y |z, < M para todo n. Una sucesién {z,} C R es creciente
si ¢, < x,41 para todo n, y decreciente si z,,; < x, para todo n. Una
sucesion mondtona es una sucesion creciente o decreciente. El simbolismo
x, T x significa que {z,} es creciente y = sup{z, }. Similarmente, z,, | x
significa que {z,} es decreciente y = = inf{z,}. Si una sucesién satisface
xr, = ¢ para todo n, entonces es una sucesion constante. Ademas se tiene
que toda sucesion de nimeros reales acotada es convergente y esto implica
que una sucesién creciente {x,} de nimeros reales satisface z,, T = si y sélo
si z = limx,.

Las propiedades basicas de la convergencia de sucesiones de los reales se
enlistan a continuacién.

1. Toda sucesion convergente es acotada.
2. Si x, = ¢ para todo n, entonces lim z,, = c.

3. Si tres sucesiones {x,}, {y,} y {2z} de R satisfacen z, < z, <y, para
todo n, y limx,, = limy,, = x, entonces {z,} converge y lim z,, = x.

Para las siguientes propiedades supongamos que limz,, = x y limy,, = y.
4. Para todo «, 8 € R la sucesién {ax,, + By, } converge y

lim(az, + Byn) = az + By.

5. La sucesién {z,y,} es convergente y lim(x,y,) = xy.
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6. Si |y,| > 0 > 0 se cumple para todo n, y para algin ¢ > 0, entonces
{xn/yn} converge y limx,, /y, = x/y.

7. x, > Y, se cumple para todo n > ng, entonces z > y.

Un numero real z es un punto limite (o un punto de agrupacién) de
una sucesién de los nimeros reales {x,} si para todon € Ny e > 0, existe
k > n (que depende de ¢ y de n) tal que |z, — 2| < e.

Los puntos limites de una sucesién son caracterizados como sigue:

Sea {z,} una sucesién de nimeros reales. Entonces un nimero real x es un
punto limite para {z,}, si y s6lo si, existe una subsucesién {zj, } de {z,} tal
que lim zy, = x.

Entre todos los puntos limites de una sucesién, el méas grande y el mas
pequeno son unos de los mas importantes.

Sea {x,} una sucesién acotada de R. Entonces el limite superior de
{x,} estd definida por:

lim sup z,, = inf [sup mk},
n k>n

y el limite inferior de {z,} por:

lim inf z,, = sup [ inf xk} .
n k>n
Como SupPys,y 1 Tr < SUPgs, Tk € ifys, 2y < infyspy1 2 para todo n, se
sigue que

sup zy | limsup x,, y inf z; 1 lim inf x,,.
k>n k>n

Mas atin, si {z,,} es una sucesién acotada, entonces lim inf z,, y lim sup x,,
son el més pequeno y el méas grande puntos limites de {x,, }, respectivamente.
En particular,

lim inf z,, < limsup x,,.

Dicha sucesion converge si y sélo si liminf x,, = limsup z,,. En este caso,
lim z,, = x.
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Una sucesiéon en R es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe
un ng (que depende de €) tal que |z, — x,| < € para todo n,m > ng. Clara-
mente, una sucesion de Cauchy debe ser necesariamente acotada. El reciproco
es también verdadero y es expresado diciendo que los nimeros reales forman
un espacio métrico completo. Mas aun, una sucesion de nimeros reales con-
verge, si y solo si, es una sucesion de Cauchy.

El conjunto de los nimeros reales, denotado por R (o bien, (—oo,c0)),
incluye tanto a los niimeros racionales, denotado Q (positivos, negativos y el
cero) como a los niimero irracionales. Mas atin, podemos extender el conjunto
R incluyendo los infinitos y se define como sigue. Los niimeros reales exten-
dido R* = RU {—00,00} 0, como es costumbre escribirlo R* = [—o00, 00],
cuenta con las siguientes operaciones algebraicas de infinitos:

1) co+o0o=00y (—00) — 00 = —00;

3

)

2) (£o00) 00 =200y (£o0) - (—00) = Foo;
) T4+ 00=o00yx—00=—00 para todo x € R;
)

4) x-(too) =toosiz >0y x-(00) = Foosiz < 0.

Las expresiones oo — 00 y —00 + 0o se dejan (como es costumbre) sin
definir. En esta tesis estamos de acuerdo que

5) 000 =0.

También, R* es ordenado, con oo el elemento mas grande, y —oo el ele-
mento mas pequeno. Mds aun,

6) —oo < x < oo para todo x € R.

Una de las razones para introducir a los nimeros reales extendido es
que en la teoria de la medida, se necesita considerar conjuntos con medida
infinita. Otra es que si {x,} es una sucesién de nimeros reales no acotada,
entonces podemos ver que lim inf z,, y limsup z,, existen en R* (los valores
pueden ser més o menos infinito). Asi, toda sucesién de nimeros reales tiene
un limite superior y un limite inferior en R*.

Una sucesiéon {z,} de nimeros reales converge a oo (denotado por
limz, = o0) si para todo M > 0, existe ny (que depende de M) tal que
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xn, > M para todo n > ng. Similarmente, lim z,, = —oo significa que para
todo nimero real M < 0, existe ng tal que z,, < M para todo n > ng. Como
un resultado tenemos que toda sucesion creciente de los nimeros reales con-
verge ya sea a un numero real o bien al infinito.

Toda sucesién {z,} de nimeros reales, la serie >~ | x,, es convergente, si
toda sucesién de sumas parciales {d";_, z} converge en R. Si la sucesién de
las sumas parciales converge al infinito, entonces escribimos > >~ @, =00y
decimos que la suma de la serie es infinito. La definicién de Y |z, = —oc0
es similar.

Una métrica (o una distancia) d en un espacio no vacio X es una funcién
d: X x X — R que satisface tres propiedades:

1) d(z,y) > 0 para todo z,y € X y d(x,y) =0, si y sélo si, x = y;

2) d(x,y) = d(y,x) para todo z,y € X;

3) d(x,y) < d(z,z)+ d(z,y) para todo x,y,z € X (la desigualdad trian-
gular).

La pareja (X, d) se conoce como un espacio métrico. Si Y es un subcon-
junto de un espacio métrico (X, d). entonces Y equipado con la distancia d
también se convierte en un espacio métrico. Mas atin decimos que un espacio
métrico es completo si toda sucesién de Cauchy en él es convergente. Un
espacio métrico es incompleto si no es completo.

Se entiende pues que, en un espacio completo, las sucesiones de Cauchy y
las convergentes son las mismas, es decir, una sucesién converge, si y sélo si,
es de Cauchy. Analogamente, en un espacio incompleto deben existir sucesio-
nes de Cauchy no convergentes. O sea que la existencia o ejemplo de alguna
de ellas depende de la existencia de espacios incompletos.

Sea X con conjunto distinto del vacio. Una coleccién T' de subconjuntos
de X es una topologia en X, si T satisface las siguientes propiedades:

1) XeTybeT.
2) Si Uy V pertenecen a T, entonces UNV € T.

3) Si{V;}ier es una familia de elementos de 7', entonces | J,., Vi € T.

iel
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Si T' es una topologia en el conjunto X, entonces la pareja (X, T) se le
conoce como un espacio topolégico. Si no hay ambigiiedad acerca de la
topologia T', a veces por simplicidad podemos escribir X en vez de (X, T).
Los elementos de T son los conjuntos abiertos de X. Una vecindad de
un punto x es cualquier conjunto abierto V' € T tal que = € V. Ahora bien
un subconjunto A de X es cerrado si su complemento A° es abierto (i.e.
A¢ € T). Tomando complementos, las siguientes propiedades de conjuntos
cerrados se siguen directamente de la definicién de la topologia:

1) § y X con conjunto cerrados (as{ como conjuntos abiertos).
2) Uniones finitas de conjuntos cerrados son conjuntos cerrados.

3) Intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados son conjuntos cerrados.

Cuando tenemos un espacio topologico (X, 7T') y un subconjunto £ de X,
podemos definir los puntos que estan adheridos a E' de la siguiente manera:

1) Un punto z € X es un punto de acumulacién de £ si cada vecindad
V de x en (X, T) contiene algin punto de E diferente de x. Esto es,
r es un punto de acumulacién de F si (ENV)\ {z} # 0 para toda
vecindad de z.

2) El conjunto derivado de E, que denotaremos por der(F), es el con-
junto de todos los puntos de acumulacién de E.

3) Un punto x de E es un punto aislado de F si z € E'\ der(F).

Ahora introduciremos un concepto de especial relevancia en la topologia
general: La cerradura cl(F) de un conjunto E contenido en un espacio to-
poldgico (X, T), es el subconjunto cl(E) = E U der(F). Por ltimo tenemos
que un conjunto £ C X es denso en X si c/(F) = X. Si X es un espacio
topoldgico, decimos que X es separable si existe un subconjunto denso nu-
merable de X.

Una funcién f : (X,T) — (Y,T") entre dos espacios topoldgicos es con-
tinua en el punto a € X si para toda vecindad V de F(a) existe una
vecindad W de a tal que f(x) € V siempre que z € W. Si f es continua
en todos los puntos de X, entonces f es una funcién continua. Tenemos a
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continuacién una caracterizacion de las funciones continuas:

Para un funcién f : (X,T) — (Y,T") entre dos espacios topoldgicos, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es una funcién continua.
2) f~YO) € T siempre que O es un subconjunto abierto de Y, i.e. & € T".

3) f7Y(C) es un subconjunto cerrado de X siempre que C' es un subcon-
junto cerrado de Y.

Una funcion biyectiva h definida sobre el espacio topoldgico X y con va-
lores en el espacio topolégico Y sera llamada homeomorfismo si tanto ella
como su inversa son continuas. Los espacios topoldgicos X e Y serdan llama-
dos homeomorfos si existe un homeomorfismo entre X e Y.

Es inmediato, de la definicién, que si f es un homeomorfismo, entonces
f~! también lo es. Cuando dos espacios X e Y son homeomorfos, los con-
sideramos como objetos equivalentes en la clave de espacios topoldgicos, y
podemos intercambiar uno por el otro en nuestros discursos y argumentacio-
nes sin que las conclusiones se alteren. Como hemos mencionado, ellos son
el mismo objeto topoldgico ya que la estructura topolégica de uno se copia
con precisién sobre la estructura topoldgica del segundo por medio del ho-
meomorfismo.

Para mayor informacién sobre la Teoria de Conjuntos o sobre la Topologia
general, el lector puede consultar [18] y [27], respectivamente.
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