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Introduccion

La tematica de esta tesis pertenece al area de la Topologia conocida como Teoria de
continuos y sus hiperespacios. Especificamente, se desarrolla el material necesario para
demostrar la existencia de una celda bidimensional cuyo hiperespacio de subcontinuos
admite un nivel de Whitney que posee un retracto homeomorfo a una esfera. Este trabajo
esta inspirado en el articulo de Ann Petrus titulado Contractibility of Whitney Continua
in C(X), [7]-

Un continuo es un espacio topologico no vacio, compacto, conexo y metrizable. Si la
condicion de metrizabilidad se sustituye por la condiciéon de Hausdorft, se tiene la nociéon
de continuo de Hausdorff. La coleccion de todos los subcontinuos de un continuo X es
denotada por C'(X) y al ser equipada con la topologia de Vietoris es referida como el
hiperespacio de subcontinuos de X. Una funcién de Whitney para este hiperespacio es
una funcién continua y real valuada p definida sobre C'(X) que cumple: (i) Para todo
reX, u({x}) =0,y @) Si K, LeC(X)y K C L entonces (1(K) < u(L). Un nivel de
Whitney del hiperespacio de subcontinuos de X es un conjunto de la forma p~*[{6}],
donde p es una funcién de Whitney para C(X) y 0 < 6 < p(X). Una propiedad
topologica P es una propiedad de Whitney si cada vez que un continuo cumple P todos
los niveles de Whitney de su hiperespacio de subcontinuos también cumplen P.

Utilizando esta terminologia, en la presente tesis se demuestra la existencia de una cel-
da bidimensional X, una funcién de Whitney x para C'(X ) y unnumero 0 < 6 < p(X)
de tal forma que el nivel ;! [{#}] contiene un retracto que es homeomorfo a una esfera.
Como consecuencia se obtiene que ser una celda bidimensional, ser contractil, tener la
propiedad del punto fijo y ser un retracto absoluto no son propiedades de Whitney.

Para facilitar la lectura, en esta tesis se han incluido todos (o casi todos) los resultados
de Topologia General, continuos e hiperespacios que se requieren para su comprension
y se organiza el material en cuatro capitulos.

En el Capitulo 1, entre otros resultados, se exponen el Teorema del cable cortado para
espacios Hausdorff compactos y el Teorema de golpes en la frontera para continuos
de Hausdorff; se prueba que todo continuo es la interseccion de una sucesion anidada
de continuos localmente conexos; se presentan algunos resultados acerca de retractos y
extensores absolutos; y se demuestra que todo continuo de Hausdorff contractil respecto
de la circunferencia es unicoherente.

En el Capitulo 2, se introducen la topologia de Vietoris y la métrica de Hausdorft; se
definen algunas funciones continuas entre hiperespacios; se demuestra, mediante el uso
de arcos ordenados, que el hiperespacios de subcontinuos de un continuo siempre es un
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XII INTRODUCCION

continuo arco conexo. También se prueba que un continuo es localmente conexo siy s6lo
si su hiperespacio de subcontinuos es localmente conexo. El capitulo finaliza con una
demostracion de que el hiperespacio de subcontinuos de un continuo es unicoherente.

En el Capitulo 3, se desarrollan conceptos en relacion con las funciones de Whitney
que se utilizaran en el capitulo 4; se construye una funciéon de Whitney invariante bajo
semejanzas; se define la funciéon punto medio para el hiperespacio de arcos y puntos
de un continuo y se demuestra su continuidad para el caso de los arcos y las curvas
cerradas simples; se define la funcion punto antipodal para curvas cerradas simples y se
relaciona con el concepto de punto medio.

En el Capitulo 4, se estudian los niveles de Whitney de un continuo; se demuestra que
ser un continuo no degenerado, ser un arco, ser una curva cerrada simple, la conexidad
local y la arco conexidad son todas propiedades de Whitney; se aplican los resultados y
conceptos estudiados anteriormente para probar la existencia de la celda bidimensional
cuyo hiperespacio de subcontinuos admite un retracto homeomorfo a una esfera y se
obtiene en consecuencia que ser una celda bidimensional, ser un retracto absoluto, la
propiedad del punto fijo y la contractibilidad no son propiedades de Whitney.



Convenciones

Un espacio topoldgico es una pareja (X, 7) donde X es un conjunto y 7 es una to-
pologia sobre X. Se referira a X como el espacio sobre el cual es construido el espacio
(X, 7) y T como su topologia. Se usaran letras mayusculas en negritas para representar
espacios topologicos, siendo las mas recurrentes X, Y y Z. En caso de no hacer refe-
rencia explicita del conjunto sobre el cual un espacio es construido, éste se nombrara
por la misma letra prescindiendo de la tipografia en negritas. Por ejemplo,

Z es un espacio construido sobre el conjunto Z.

Cuando alguno de los espacios X, Y o Z sea metrizable d denotara una métrica aco-
tadas y admisibles para dicho espacios. Ademas, se usara la notaciéon Bx(z,r) para
representar a la bola abierta en X con centro en el puntox € X yradior > 0y diamx A
para el diametro de A C X en X, ambos conceptos definidos en términos de la tnica
métrica admisible para X en consideracion, en este caso, de d.

Los siguientes son algunos espacios particulares que se consideraran recurrentemente
en este trabajo.

(1) R™ es el espacio euclidiano n-dimensional construido sobre R". Si n = 1 se hara
omision del exponente, de manera que R representa la recta real con su topologia
del orden usual. Obsérvese que

i.e., R" es la n-ésima potencia topologica de R.

(17) I es el arco, subespacio de R inducido sobre el intervalo I = [0, 1]. Se le nom-
brara arco a cualquier espacio que sea homeomorfo a I. Paran > 1 un espacio
homeomorfo a I" se denomina celda n-dimensional.

(#4i) D™ es la bola n-dimensional, subespacio de R" inducido sobre el conjunto
D" = {x e R" | |x]| < 1}.

A D? se le conoce también como disco bidimensional. Notese que D! es un arco y
sin > 1, D™ es una celda n-dimensional.
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XIV INTRODUCCION

(iv) S™ es la esfera n-dimensional, subespacio de R"*! (y de D" ") inducido sobre el
conjunto
ST ={x e R | ||x| = 1}.
A S! se le nombra la circunferencia y cualquier otro espacio homeomorfo a éste
es una curva cerrada simple. En algunos casos, serd mas conveniente trabajar con
la circunferencia en el plano complejo, que no es mas que el espacio topologico
construido sobre el conjunto

St={zeC||z|=1}
e inducido por la métrica

Vz,2 € St id(z,2) =z — 7.

(v) Qes el cubo de Hilbert y se obtiene como una potencia numerable del arco:
o=r1"=]]I
n=0

Si P es una propiedad definida para espacios topologicos y A C X, se dira que A tiene
la propiedad P en X si el subespacio de X inducido sobre A cumple la propiedad P.

Las funciones continuas entre espacios topologicos seran consideradas en el sentido
categorico, es decir, como morfismos entre objetos. Lanotacion f : X — Y se empleara
para denotar que f es una funcién entre los conjuntos subyacentes X y Y, siendo ade-
mas continua del espacio X al espacio Y (la preimagen de cualquier conjunto abierto
en Y es un conjunto abierto en X).



Capitulo 1

Preliminares

§1 Continuos

1.1 Definicion. Un continuo o continuo metrizable es un espacio topoldgico no vacio,
compacto, conexo y metrizable. Si en lugar de la condicion de metrizabilidad sélo se
pide que el espacio sea Hausdorff se dira que es un continuo 15 o continuo de Hausdorff .
Un continuo 75 es degenerado si posee un solo punto y no degenerado en caso contrario.

1.2 Definicion. Se definen las siguientes subcategorias plenas de la categoria Top de
espacios topologicos y funciones continuas entre ellos:

(a) Haus cuyos objetos son los espacios de Hausdorff,

(b) Met cuyos objetos son los espacios metrizables,

(¢) HComp cuyos objetos son los espacios Hausdorff compactos,

(d) MComp cuyos objetos son los espacios metrizables y compactos,
(e) HCon cuyos objetos son los continuos de Hausdorff,

(f) MCon cuyos objetos son los continuos metrizables.

1.3 Observacion. (1) Las categorias anteriores se ordenan como subcategorias plenas
como indica el siguiente diagrama:

(2) Los morfismos en HComp son funciones continuas y cerradas.
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(3) Todo continuo de Hausdorff no degenerado tiene cardinal mayor o igual a 2% por
ser un espacio conexo y completamente regular con mas de un punto. Mas adn, los
continuos metrizables no degenerados tienen exactamente A puntos ya que pueden
ser encajados en el cubo de Hilbert, [2, Teorema 4.2.10, p.260]

1.4 Proposicion. Ser un continuo y ser un continuo 75 son propiedades que se preservan
bajo morfismos en la categoria Haus.

Demostracion. En el caso de los continuos 75 el resultado se sigue inmediatamente pues
las funciones continuas preservan la conexidad y la compacidad. Para el caso restante,
sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre espacios de Hausdorff
y supongase ademas que X es un continuo. Debido al argumento antes mencionado
bastara demostrar que Y también es un espacio metrizable. Dado que X es compacto
y metrizable es posible elegir una coleccién numerable 3 que sea una base para X.
Sean U un conjunto abierto en Y y y € U. Como f~'[{y}] es un conjunto cerrado
en X y f7'[U] es una vecindad abierta de f~'[{y}] es posible cubrir a f~'[{y}] con
elementos de (3 que estén contenidos en f~![U] y luego extraer una subcubierta finita
que se nombrara . Aplicando la suprayectividad de f se tiene que

vy clUs c il = yey s fiIx~Jplcu.

De la Observacion [1.3.(2) se sigue que la funcién f : X — Y es cerrada y por tanto el
conjunto Y\ f[X \ |J /] es abierto en Y. En consecuencia, la coleccién

7 ={Y N [IX~UBTIB S8y |81 <R}

es una base para Y que ademas es numerable pues |Z| < |[8]<"| < N,. Esto implica
que Y es un espacio regular y segundo numerable. Por el Teorema de Metrizacion de
Urysohn [b, Teorema 4.1, p.217], Y es un espacio metrizable. [ |

1.5 Definiciéon. Sean X un continuo o un continuo 75 y K C X. Se dice que K es un
subcontinuo de X si el subespacio de X inducido sobre K es un continuo o un continuo
T, segun sea el caso.

1.6 Observacion. Debido a que las propiedades de ser un espacio metrizable y ser un
espacio Hausdorft son hereditarias, K es un subcontinuo de X siy so6lo si K es no vacio,
cerrado y conexo en X.

1.7 Definicion. Dado un punto x en un espacio topoldgico X definanse los conjuntos:

Cx (z) :U{AQX | z € Ay A es conexo en X },

Qx () = ﬂ{A C X |z € A, Aescerrado y abierto en X }.

A estos conjuntos se les denomina la componente conexa y la quasicomponente conexa
del punto x en X, respectivamente.



1.8 Observacion. Sea X un espacio topologicoy x € X.

(1) Como {x} es un conjunto conexo en X se tiene que x € C'x(x). Ademas, C'x(x) es
un conjunto conexo en X por ser unién de una familia de conjuntos conexos en X con
interseccién no vacia. Luego, si S es un conjunto conexo en X y C'x(x) C S entonces
S debe contener al punto x, de manera que S C Cx(x) y por tanto S = Cx (). Esto
implica que C'x () es un elemento maximal en la coleccion de conjuntos conexos en X
respecto al orden parcial definido por la inclusion.

(2) Ya que clx C'x(x) es un conjunto conexo en X que contiene a Cx (), se sigue del
inciso (1) que clx Cx(x) = Cx(x), esto es, Cx () es un conjunto cerrado en X.

(3) Sean z,y € X. Si Cx(z) N Cx(y) # @ entonces Cx(x) U Cx(y) es un conjunto
conexo en X que contiene tanto a x como a y. Nuevamente, como consecuencia del
inciso (1) se tiene que Cx(z) = Cx(z) U Cx(y) = Cx(y). De aqui se deduce que la
coleccion {C'x () }rex es una particion de X.

(4) Las quasicomponentes conexas de un espacio son conjuntos cerrados por ser
la interseccién de una familia de cerrados.

1.9 Proposicién. En todo espacio topoldgico, la componente conexa de cada punto esta
contenida en su quasicomponente.

Demostracion. Sea X un espacio topologico, x € X y A un conjunto abierto y cerrado
en X tal que z € A. Por la Observacion [1.8.(1), Cx (x) es un conjunto conexo asi que no
puede intersectar simultineamente a Ay a X \ A. Como x € AN Cx(x) se sigue que
Cx(z) C A. Esto indica que la componente conexa de = en X estd contenida en cada
conjunto abierto y cerrado en X al cual pertenezca x, esto es, Cx (z) C Qx (). [ |

1.10 Ejemplo. En general, no ocurre que C'x (z) = Qx(z).
Definanse p = (0,1),q = (0,0) € R* y L, = {1} x I para cadan € N. Se denotara
por X al subespacio del plano inducido sobre X = {p,q} U~ L,,.

p P3 P2 D1

q q3 42 q1

Para probar la afirmacién se consideran las sucesiones (py, )nen ¥ (¢n )nen donde,

VneN:p, =(+,1)yq, = (+,0).

Obsérvese que lim p,, = p, lo cual implica que si K es una vecindad abierta y cerrada
de p en X entonces es posible hallar N € N tal que p, € K para todon € N con
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N

n N. De esta manera, L, N K # & y debido a la conexidad de L,, se tiene que
L, C K,paran > N. Ya que todos salvo un numero finito de términos de la sucesion
(Gn)nen pertenecen al conjunto cerrado K se sigue que lim g, = ¢ € K. Esto verifica
que ¢ se encuentra en toda vecindad abierta y cerrada de p en X, es decir, ¢ € Qx(p).

Ahora, si p’ € X N\ {p,q} entonces p' € Ly para algin N € N. Considérese el
conjunto:

2
C

AzﬂﬂwéXﬁxéﬁﬂcﬁn%U<LJLQ-

n=N+1

Claramente A es un conjunto cerrado en X. Ademas, X \ A = Ufj:l L,, asi que A
también es abierto en X. Como p € Ay p ¢ A entonces p’ ¢ Qx(p). De aqui se
concluye que Qx (p) = {p, ¢}. Obsérvese que el conjunto {p, ¢} es disconexo en X pues
es un conjunto finito con mas de un punto en un espacio metrizable. Asi, necesariamente
ocurre que Cx (z) = {z} y por tanto Cx (z) # Qx ().

1.11 Proposicion. En la categoria HComp las quasicomponentes y las componentes
conexas coinciden.

Demostracion. Sean X un espacio Hausdorff compacto y x € X. Se probara que Q x ()
es conexo en X viendo que no se puede descomponer como la union de dos conjuntos no
vacios y mutuamente separados en X . En vista de la Observacion|[1.4.(4), se consideraran
conjuntos cerrados en X, llamense H y K, tales que Qx(z) = HUKyHN K = @.
Supongase, sin pérdida de generalidad, que + € H. Como X es normal existe un par
de conjuntos ajenos y abiertos en X, llamense U y V, talesque H C Uy K C V.
Se observa que, @x(z) = HU K C U UV donde x(z) es una intersecciéon de una
familia de cerrados en X y U UV es un conjunto abierto en X. Ya que X es compacto
es posible hallar una cantidad finita de conjuntos Ay, ..., A,, cada uno de los cuales es
abierto y cerrado en X y contiene al punto x, de manera que ();_, A; C UUV.De esta
forma, el conjunto

es cerrado y abiertoen X yz € W. Asi, Qx(z) = HUK C W C U, de donde se sigue
que K CUNV = g, esto es, K = &. Por tanto, ) x () es un conjunto conexo en X
que contiene al punto z, lo cual implica que Q@ x (z) C Cx(x). [ |

1.12 TEOREMA (del Cable Cortado). Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Si K es
una componente conexa de X y F' es un conjunto cerrado en X tal que K N F' = &,
entonces existe un conjunto L abierto y cerrado en X tal que

KCL y LNF=0.

Demostracién. Por la Proposicion [1.1], K es una quasicomponente de X, asi que existe
una coleccién no vacia C conformada por conjuntos no vacios, abiertos y cerrados en



X de manera que K = () C. Luego, al ser K y F' conjuntos ajenos se tiene que

FCX~K=x~(e=J&x~\A).
Aec

Como F es cerrado en X, existe una coleccion finita Ay, ..., A, € C de manera que
n n
FclJ(x~a)=Xx\)A.
i=1 i=1

En consecuencia,

Fm(éAZ) =2 vy K:ﬂ@géfli,

asi que basta definir L = ();_, A; para obtener el resultado requerido. ]

1.13 TEOREMA (de Golpes en la Frontera). Si X es un continuo de Hausdorff, U es un
conjunto propio, no vacio, abierto en X y /K es una componente conexa de c/x U en X
entonces

K NFr D¢ U 7& .

Demostracion. Denotese por Y al subespacio de X inducido sobre clx U. Se observa que
Y es un espacio compacto y Hausdorff, K es una componente conexade Y y Frx U es
un conjunto cerradoen Y.

Si L es un conjunto abierto y cerrado en Y tal que L N Frx U = & entonces L C U
pues clx U = U U Frx U. Luego, como L es abierto en Y, es posible hallar un conjunto
W abierto en X de manera que L = W N clx U. Asi,

WnNnUCWnelxU=LCWnNU,

es decir, L = W NU.En consecuencia, L es un conjunto cerrado y abierto en X. Ya que
X esconexoy L C U C X, se sigue que L = &.

Se ha demostrado que cualquier conjunto abierto y cerrado en Y que no intersecte a
Frx U debe ser vacio. Por lo tanto, no existen conjuntos abiertos y cerrados en Y que
contengan a la componente K y que no intersecten a Frx U. Debido al Teorema
debe ocurrir que K N Frx U # &. |

1.14 Corolario. Sean X un continuo 7, y B un subcontinuo propio de X. Si V' es una
vecindad abierta de B en X entonces existe un subcontinuo de X, llamese K, tal que

BCKCV.

Demostracion. Elijase p € X \ B. Ya que X es un espacio normal, B es cerrado en X
y B C V ~ {p}, existe un conjunto U abierto en X de manera que:

BCUCcdxUCV~{p}CX.
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Sea K la componente conexa de clx U en X que contiene a B. Es claro que K es un
subcontinuo de X. Ademas, como U es un abierto propio de X, K N (X \U) # D en
consecuencia del Teorema [1.13. Por tanto,

BCKCcxUCV~{p}CW
|

1.15 Corolario. Si X es un continuo 75, para cualesquiera B y L subcontinuos de X
tales que B C L, se puede hallar un subcontinuo de X, némbrese K, de manera que

BCKCL.

Demostracion. Llamese L al subespacio de X inducido sobre L y tomese p € L \ B.
Como B es un subcontinuo propio de L'y L \ {p} es una vecindad abierta de B en L,
es posible aplicar las hipotesis del Corolario para obtener un subcontinuo K de L
el cual también resulta ser subcontinuo de X y ademas cumple

Bc KCL~{p}CL.

§2 Conceptos en conexidad

1.16 Definiciéon. Sean X un espacio topolégicoy = € X.

(a) X es conexo en pequerio (también cik) en el punto x si admite un sistema fundamental
de vecindades conexas de x, esto es, para cualquier V, vecindad de z en X, es posible
hallar C' vecindad de z en X de manera que C' C V' y C es un conjunto conexo en X.
Asi, X es conexo en pequerio si es conexo en pequefio en cada uno de sus puntos.

(b) X es localmente conexo en el punto = si admite una base local en = por conjuntos
conexos, es decir, para cualquier V, vecindad de x en X, es posible hallar U vecindad
abierta de x en X de manera que U C V y U es un conjunto conexo en X. Luego,
X es localmente conexo si es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

1.17 TEOREMA. Para todo espacio topologico X son equivalentes:

(1) X es localmente conexo,

(

2)
(3) Las componentes de conjuntos abiertos en X son conjuntos abiertos en X,
(4)

Demostracion. (1) = (2) Se sigue inmediatamente de las definiciones.

X es conexo en pequerfio,

X admite una base formada por conjuntos abiertos y conexos en X.

(2) = (3) Supodngase que X es conexo en pequeno. Si U es conjunto abierto en X y
K es una componente conexa de U en X entonces, para cadax € K, U es una vecindad
de z en X asi que es posible hallar una vecindad conexa de x en X, llamese C), tal que



C C U.Como K esuna componente conexa de U en X debe ocurrir que C' C K y por
tanto K también es una vecindad de x en X. En consecuencia, K es abierto en X.

(3) = (4) Sea U un conjunto abierto en X y z € U. Si C' es la componente conexa de U
en X que contiene al punto = entonces, por hipétesis, C' es un conjunto abierto en X y
x € C' C U. Asi, la coleccion de conjuntos abiertos y conexos en X es un base para X.

(4) = (1) Si X posee una base  formada por conjuntos abiertos y conexos entonces,
para cada x € X, la coleccion de aquellos elementos de  que contienen al punto z es
justamente una base local de X en z formada por conjuntos conexos. De aqui se sigue
que X es localmente conexo en cada uno de sus puntos. ]

1.18 Ejemplo. El arco es un espacio localmente conexo.

Obsérvese que los intervalos de la forma (a,b), [0,b) y (a,1], con 0 < a < b < 1,
forman una base para I. Ya que cada uno de estos conjuntos es conexo en I, se sigue
del Teoremal1.17 que I es localmente conexo.

1.19 Proposicién. La conexidad local es un invariante bajo funciones cociente. Por lo
tanto, es un invariante bajo funciones continuas entre espacios Hausdorff compactos y
bajo funciones continuas y abiertas.

Demostracion. Sea f: X — Y una funcién cociente entre espacios topologicos donde
X es localmente conexo. Supongase que U es un conjunto abierto en Y y C' es una
componente conexa de U en Y. Para cada z € f~![C], ndmbrese C, a la componente
conexa de f~1[U] en X que contiene al punto x. Como f[C,] es conexo en Y y contiene
a f(z) € C se sigue que f[C,] C C.De esta manera, v+ € C, C f~![C] para cada
x € f7'[C]. Debido al Teorema [1.17, C, es un conjunto abierto en X asi que f~*[C]
también es un conjunto abierto en X. Como f : X — Y es una funcién cociente se
sigue que el conjunto C' es un abierto en Y y por tanto Y es localmente conexo. W

1.20 TEOREMA. Un producto no vacio de espacios topoldgicos no vacios es localmente
conexo cuando y sdlo cuando cada uno de los factores es localmente conexo y todos salvo
un numero finito de éstos son conexos.

Demostracion. Sea { X, }oea una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios y
supoéngase que [ X, es un espacio localmente conexo. Se observa que:

(i) Para cada 3 € A, la proyeccion en la 3-ésima coordenada 75 : [[ o\ Xo = X3
es una funcion suprayectiva, abierta y continua. Se sigue de la Proposicion que el
espacio X3 es localmente conexo.

i1) Eljjase f € X X, vV una vecindad conexa de f en X, Es posible hallar
] aEN Yy a€N p
un basico candnico B de manera que

feB=\m U] CV,
=1

donde n € Ny, para cada i desde 1 hasta n, o; € A y U; es un conjunto abierto en X,,,.
Notese que si @ € Ay a # «; para cada i entre 1 y n entonces 7, [V] = X,,. Ya que V
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es un conjunto conexo en [ [ ., X, se sigue que el espacio X, es conexo. Por lo tanto,
{a € A | X, noesconexo} C {ay,...q,} v asi todos salvo un niimero finito de los
factores de [, ., X, son conexos.

Ahora se demostrara la afirmacién reciproca. Sil' = {a € A | X, no es conexo} C A
entonces, por hipotesis, |[I'| < Rg. Dados f € X XoyV vecindadde fen]] ., Xq
debe existir un basico canénico B tal que

a€eN

acA

feB=\mlU]CV
=1

donde n € Ny para cada ¢ desde 1 hasta n, a; € Ay U; es un conjunto abierto en X,,,.
Como f(a;) € U,, existe un conjunto abierto y conexo en X,,, llamese V;, tal que
f(a;) € V; C U,;. Notese que [I' U {a, ..., < Ny asi que es posible indizar este
conjunto como {ay, ...,y , conm € Nym > n.Paracadai € N,conn < i < m,
elijase V; vecindad abierta y conexa de f(«;) en X,,,. Se observa que

i=1 aEA
donde C,, = X,, si @ # «; para cada i desde 1 hastamy C, = V; si &« = ; para algin i
entre 1 y m. Ya que para todo o € A, C,, es un conjunto conexo en X, y la conexidad es

una propiedad productiva, se tiene que C' es un conjunto conexo en [ [, Xq. Luego,

Femiil = (VmlVl € (\mllt] = B.
=1 =1 =1

Esto implica que C' es una vecindad abierta y conexa de f en [] ., X, contenida en B
y por tanto [ ., X, es localmente conexo. ]

1.21 Proposiciéon. Dado un espacio metrizable X y z € X, las siguientes proposiciones

son equivalentes:

(1) X es conexo en pequefio en el punto x.

(2) Dado € > 0 existe § > 0 tal que para cada y € X con d(x,y) < J es posible hallar
un conjunto C' cerrado y conexo en X tal que x,y € C'y C C Bx(z,¢€).

(3) Dado € > 0 existe 6 > 0y un conjunto C cerrado y conexo en X de manera que
Bx($,5) Q C Q Bx(l', 6).

Demostracion. (1) = (2) Dado € > 0 se puede elegir una vecindad conexa de x en X,
llamese V/, la cual se encuentra contenida en Bx (z,€/2). Claramente C' = clx V es un
conjunto cerrado y conexo en X. Ademas,

C =clxV C clx Bx(z,¢/2) C Bx(z,¢).

Luego, como V' es vecindad de = en X existe 6 > 0 tal que Bx(z,0) C V. De esta
manera, dado y € X cond(z,y) < 0 setiene que z,y € V C C'y C C Bx(z,¢).



(2) = (3) Para todo € > 0 existe § > 0 de manera que caday € X cond(z,y) < ¢
admite un conjunto C, conexo y cerrado en X, tal que z,y € C, y C, C Bx(z,€¢/2).
Notese que el conjunto

v=J ¢

yEBx (xré)

es conexo en X por ser la union de una coleccién de conjuntos conexos en X cuya
interseccion es no vacia. Esto implica que C' = clx V' es un conjunto cerrado y conexo
en X. Luego, como y € C, C Bx(z,€/2) paracaday € Bx(z,J), se sigue que

Bx(z,0) CV CC =clxV C clx Bx(x,¢/2) C Bx(z,¢).

(3) = (1) SiU es una vecindad de z en X, escjase € > 0 de manera que Bx (z,¢) C U.
Por hipétesis, es posible hallar un conjunto C' conexo y cerrado en X y un nimero real
d > 0 tales que Bx(z,9) C C C Bx(x,¢€). Se sigue que C' es una vecindad conexa de
xen X y que C' C U. Consecuentemente, X es conexo en pequefio en el punto x. W

1.22 Definicion. Un espacio metrizable X tiene la propiedad S si dado cualquier € > 0,
X se puede cubrir con un numero finito de conjuntos, cada uno de los cuales es conexo
en X y tiene didmetro menor que e.

1.23 TEOREMA. Todo espacio metrizable con la propiedad S es localmente conexo.

Demostracion. Sean X un espacio metrizable con la propiedad Sy x € X. Si U es
una vecindad abierta de = en X se elige ¢ > 0 tal que Bx(z,¢) C U. Por hipotesis,
existe una coleccion finita 4 formada por conjuntos conexos en X, cada uno de los
cuales tiene diametro en X menor a € y cuya unioén es todo X. Se definen los conjuntos
P ={cdxC|CeCyreccdxC},B={dxC|CeFyredcdxC}tyV=2.
Obsérvese que = € (]| Z y cada elemento de & tiene diametro en X menor a € asi que
x € V C Bx(x,e) C U. Ademas, V es conexo en X por ser la uniéon de una familia
de conjuntos conexos en X con interseccion no vacia. Luego, obsérvese que | J # es
cerrado en X por ser la unién de una coleccién finita de conjuntos cerrados en X.
Dadoquexz € X N\ |JZ C |JZ = V, entonces V es una vecindad conexa de x en X
contenida en U y por tanto X es cik en z. Esto prueba que X es conexo en pequefio en
cada uno de sus puntos y, en consecuencia, X es localmente conexo. [ ]

1.24 TEOREMA. En la categoria MComp, la conexidad local implica la propiedad S.

Demostracion. Sean X un espacio metrizable, compacto y localmente conexo y € > 0.
Para cada x € X es posible hallar un conjunto U, abierto y conexo en X de manera que
x € U, C Bx(x,€¢/2). Asi, € = {U,}.ecx es una cubierta abierta de X formada por
conjuntos conexos en X con didmetro menor a €. Dado que X es compacto, ¢ admite
una subcubierta finita la cual cumple las condiciones en la Definicién [1.22. Por lo tanto,
X posee la propiedad S. |

1.25 Proposicion. Sean X un espacio metrizable y Y, Z C X.Si Y tiene la propiedad
Sen XyY CZ C clx Y entonces Z posee la propiedad S en X.
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Demostracion. Ya que Y tiene la propiedad S en X, para todo € > 0 existe una coleccion
finita 4" de conjuntos conexos en X de manera que Y = |J% y diamx C' < € para cada
C € ¥. Definase ahora ¢* = {Z N clx C'}ccy. Notese que para cada C' € € ocurre
que C C ZNeclx C C clx C asi que €* también es una coleccion finita de conjuntos
conexos en X cada uno de los cuales tiene un didmetro en X menor que €. Luego,

Ue = Zndxo)=zn | chC:Zﬂch<U‘€> —ZNexY = Z.
Cce?¥ Cce?¥

Se deduce que Z tiene la propiedad S en X. |

1.26 Definicion. Dado un espacio metrizable X y ¢ > 0, una S(¢)-cadena en X es una
coleccion finita e indizada, . = {L4, ..., L,}, formada por conjuntos conexos en X
de manera que diamx L; < ¢/2' paracadal <i<ny L;NL;;; # & parai < n.Cada
elemento de .Z se denomina eslabon de la cadena. Ademaés, dados x,y € X, se dira que
ZLvadevaysiz € Liyy € L,.

Luego, para cada A C X y € > 0 se define:

Sx (A, €) = {y € X| Existe una S(¢)-cadena en X que va de algtin punto de A a y}.

1.27 Proposicién. Si X es un espacio metrizable con la propiedad S, entonces, para cada
A C X, con A # @y cualquier € > 0, el conjunto Sx (A, €) posee la propiedad S en X .

Demostracion. Sea 0 > 0. Elijase k£ € N tal que

€ €

NE

Il
B

n

Se define K como el conjunto de puntos + € X que admiten una S(e¢)-cadena en X
que va de algin punto de A a x y que tenga a lo mas k eslabones. Ya que A C K
el conjunto K es no vacio. Ahora, como X tiene la propiedad S se le puede hallar una
cubierta finita formada por conjuntos conexos en X de diametro menor que ¢/25+1 > 0.
Si (Y, ..., C, son los elementos de esta cubierta que intersectan a K entonces se tiene
que K C |J;_, C;. Luego, considérese i entre 1 y n. Elijanse un punto p € C; N K y una
S(€)-cadena en X, némbrese .¥ = {L4, ..., L, }, de manera que .Z va de algiin punto
de A hasta py m < k. Debido a que diamx C; < ¢/2""! < ¢/2™F1 basta con definir
L1 = Ciparaque &' = {Ly,..., Ly,+1} seauna S(¢)-cadena en X que va de algin
punto de A hasta cada punto de C;. Esto implica que C; C Sx (A, ¢).
Denodtese por P; a la coleccion de todos los conjuntos M C X que satisfacen:

(1) M C Sx(A,e),

(2) MNC; # 2,

(3) M es conexo en X,
(4) diamx M < 6/4.

Es claro que, para cada i desde 1 hasta n, C; € P,. Definiendo B; = | J P; se tiene que:
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() El conjunto B; es conexo en X por ser unién de una familia de conjuntos conexos
en X cada uno de los cuales intersecta a un mismo elemento de la familia.

(77) De la misma afirmacioén del inciso (i) se puede deducir que

. : . € ) 0 9
diamx B; < diamx C; + 25;1?;3 (diamx M) < ST +2 (Z) < 1 + 5 <.

(i7i) Para cada x € Sx (A, €) existe una S(¢)-cadena en X, llamese £ = {Ly,....L,,},
que va de algin punto de A a z. Sim < k entonces x € K C |J_, C;. Notese que
C; C B;pues C; € P; asique z € |, B;. Sim > k entonces definase H = U;":k, L;.
Debido a que L, C K entonces L; N C; # & para algin j entre 1 y n. Se demostrara
que H C B; verificando que H satisface las condiciones (1)-(4).

Por definicion, H C |J.Z C Sx(A,¢€). Ademas, L, C Hy L, NC; # & asi que
H debe cumplir (2). Luego, H también cumple (3) pues es la unién de una cadena de
conjuntos conexos en X . De este ultimo argumento se tiene que:

diamx H < ZdiamXLj < ZQ—EJ < 22% < d0/4,
=k =k

j=k

lo cual demuestra que H satisface (4). Como x € L, C H se tiene entonces que x € B;.
Por tanto, se ha probado que Sx (A, ¢) C |J;_, B;. Finalmente, la condicién (1) implica
que B; C Sx(A, €) para cada i desde 1 hasta n y en consecuencia | J;_, B; = Sx (4, ¢).

De los incisos (i)-(iii) se deduce que { By, ..., B, } es una cubierta finita de Sx (A, ¢)
formada por conjuntos conexos en X con diametro menor a d. Por lo tanto, el conjunto
Sx (A, ¢€) tiene la propiedad S en X. [ |

1.28 TEOREMA. Todo continuo puede obtenerse mediante la intersecciéon anidada de
continuos localmente conexos.

Demostracion. Dado un continuo X, existe un espacio Y que es homeomorfo al cubo
de Hilbert y que contiene a X como subespacio (véase [2, Teorema 4.2.10, p.260]). Del
Ejemplo y el Teorema se sigue que Q es un continuo localmente conexo, por lo
cual Y también es un continuo localmente conexo. Luego, por el Teorema , Y tiene
la propiedad S. Dado que el conjunto X es conexo en Y se sigue que, para cadan € N,
Sy (X, %) también es un conjunto conexo en Y. De esta forma, X,, = cly Sy (X, %)
es un subcontinuo de Y. Ademas, de las Proposiciones y se deduce que X,
tiene la propiedad S en Y. Aplicando el Teorema se obtiene que X,, es un continuo
localmente conexo en Y. Se demostrara que

X = ﬁ X
n=1

Claramente X C (|~ X,,, asi que resta probar la otra inclusiéon. Dado y € (2, X,, y
€ > O se eligen € Ntal que = < ¢/2. Como y € X,, = cly Sy (X, 1), es posible hallar

n
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z € Sy(X,1) tal que d(z,y) < €/2. Luego, por la definicién de Sy (X, 2), existe un

punto xy € X y una S(%)-cadena en Y, llamese .Z, que va de xy a x. Asi,

o0

. 1/n 1
d(zo, ) < diamy Ug < Z% =< €/2,
k=1

y por lo tanto d(X, y) < d(z¢,y) < d(xo,z)+d(z,y) < €, paracada e > 0. Esto implica
que d(X,y) = 0Oy asiy € X. Se concluye que X es la interseccién de una sucesién
anidada de continuos localmente conexos. |

1.29 Definiciéon. Un espacio topologico es una trayectoria si es imagen continua de I y
es un arco si es homeomorfo a I.

1.30 Observacion. (1) Cualquier arco es una trayectoria, pero una trayectoria no nece-
sariamente es un arco. Por ejemplo, S! es una trayectoria pues la funcién f : T — S?
definida por:

VteI: f(t) = (cos2nt,sen 2mt)

es continua y suprayectiva. No obstante, es claro que S! no es un arco.
(2) Toda trayectoria es un espacio conexo y compacto. Mas aun, se puede deducir de las

Proposiciones [1.4 y y el Ejemplo que en la categoria Haus, las trayectorias son
continuos localmente conexos.

1.31 Definicién. Sea X un espacio topologico.

(a) X es conexo por trayectorias si para cada par de puntos del espacio es posible hallar
una trayectoria en X que los contiene a ambos.

(b) X es conexo por arcos o arco conexo si dados cualesquiera dos puntos del espacio
existe un arco en X que los contiene a ambos.

1.32 Observacion. (1) Si X es un espacio no vacio y conexo por trayectorias entonces
es conexo. Elijase g € X y para cada x € X hallese una trayectoria en X, £, la cual
contenga a x y a . De esta manera, X = |J, .y £, donde {E, },cx es una familia de
conjuntos conexos en X que tiene interseccién no vacia. Esto implica que X es conexo.
(2) Por la Observacion (1), todo espacio arco conexo es conexo por trayectorias.

1.33 Ejemplo. La conexidad por trayectorias no implica arco conexidad.
Sea X el espacio construido sobre el conjunto X = {0, 1} donde los inicos conjuntos
abiertos y no vacios son {0} y X. Se define la funcién f : I — X como:

We[:f(t):{o sit <1,

1 sit=1.

Obsérvese que f : I — X es una funcién continua y suprayectiva asi que X es una
trayectoria y en consecuencia es un espacio conexo por trayectorias. No obstante, X no
es arco conexo pues al ser un espacio finito no puede contener ninguna copia topologica
del arco que tenga a los puntos 0 y 1.
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1.34 Proposicion. Dado un espacio topoldgico X se cumple que:

(a) X es conexo por trayectorias si y solo si para cualesquiera z,y € X existe una
funcién continua o : I — X tal que a(0) =z y a(l) = v.

(b) X es arco conexo si y sélo si dados dos puntos distintos x,y € X es posible hallar
una inmersién « : I — X tal que a(0) =z y a(l) = y.

Demostracion. La suficiencia en ambos incisos es clara ya que la imagen de la funcién
« determina una trayectoria en el primer caso y un arco en el segundo. Resta demostrar
la necesidad.

(a) Si X es conexo por trayectorias, para cualesquiera z,y € X es posible hallar una
trayectoria en X, llamese Z, de manera que x,y € Z. Téomese la funcién inclusion
1 : Z — X del subespacio Z en X. Como Z es una trayectoria se puede elegir una
funcion f : I — Z que sea continua y suprayectiva. Luego, seleccionense ty, sy € [
tales que © = f(to) yy = f(s0), y definase ¢ : I — I como ¢(t) = (sg — to)t + to para
cadat € I. De esta manera, la funciéon a : I — X dada por @ =20 f o ¢ es continua 'y
cumple que «(0) = f(0(0)) = f(to) =z y a(l) = f(p(1)) = f(s0) = y-

(b) En este caso se procede de modo similar al inciso (a) pero ahora Z esun arcoen X y
f + I — Z es un homeomorfismo. Dado que x y y son puntos distintos, necesariamente
ocurre que tg # So. Asi, de la definicion de ¢ se sigue que ¢ : I — I es una inmersion.
Finalmente, como « : I — X es composicion de inmersiones se tiene que av : I — X
es una inmersion. [ |

1.35 TEOREMA (de Arco conexidad). Todo subespacio abierto y conexo de un continuo
localmente conexo es arco conexo.

Demostracion. Véase [6, Teorema 8.26, p.132]. [ |

1.36 Corolario. Todo continuo localmente conexo es arco conexo.

1.37 TEOREMA. En la categoria Haus, la conexidad por trayectorias es equivalente a
la arco conexidad.

Demostracion. En vista de la Observacion (2), solo resta probar que conexidad por
trayectorias implica arco conexidad. Dado un espacio X conexo por trayectorias y dos
puntos distintos x,y € X, es posible hallar una trayectoria Z, subespacio de X, que
contiene a ambos puntos. Mas atn, la Observacion [1.34.(2) implica que Z es un continuo
localmente conexo. Asi, como z y y son puntos distintos de Z, se aplica el Corolario
para obtener un arco en Z, el cual también es un arco en X, que contiene a los puntos
2y y. Se concluye que X es arco conexo. ]

§3 Retractos y extensores

1.38 Definicion. Sean X y Y espacios topologicos, Z un subespaciode X ev: Z — X
su respectiva funcién inclusion. Si f : Z — Y y F': X — Y son funciones continuas,
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se dira que F’ extiende continuamentela funcion f a X o que F' es una extension continua
de f a X si el siguiente diagrama es conmutativo:

|\
¢ Foi=f.

Z —Y
f

1.39 Definicion. Sean X un espacio topologico y Y un subespacio de X. Se dira que
Y esun retractode X siexiste una extension continuaa X delafuncionidY :' Y — Y.
A dicha extension continua se le nombra retraccion de X en Y.

1.40 Observacion. Es facil ver de la definicion anterior que Y es un retracto de X siy
solo si la funcion inclusién 2 : Y — X admite una inversa izquierda continua. De esta
manera, toda retracciéon de X en Y es una retracciéon en Top en el sentido categorico.
1.41 Proposicion. Sean X y Y espacios topologicos. Si f : X — Y es una retraccion
en la categoria Top entonces X posee un retracto homeomorfoa Y.

Demostracion. Elijase una funcién continua g :' Y — X talque fog =1dY.Si Y es
el subespacio de X inducido sobre Y = g[Y] e+ : Y < X es su respectiva funcién
inclusion entonces existe una unica funcion continua i : Y — Y tal que el siguiente

diagrama conmuta,
g
/ J t 1oh =g.

Y—»h Y

Sise define h : Y — Y como h = f o1 entonces, hh = (foh = f(eh) = fg=1ddY.
Notese que 7o : Y — Y es un epimorfismo en Top por ser una funcién suprayectiva.
Asi, como (hh)h — h(hh) = h = (idY)h se sigue que hh = id Y. Esto implica que
h:Y — Y esun homeomorfismo. . Ademas, definiendo 7 : X — Y comor = ho f se
tiene que 2 = (hf)r = h(f1) = hh = id Y. En consecuencia, Y es un retracto de X
homeomorfo a Y. ]

1.42 Ejemplo. El arco I es un retracto de R.
Considérese la funcion continua r : R — I definida como:

0 six <0, T tmmmm e
VJJERT(x): T SlOSZ'Sl’
1 sil<uz.
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Claramente,  : R — I es una retraccion pues 7(z) = x para todo = € I.

1.43 Proposicion. Todo retracto de un espacio Hausdorff es un subespacio cerrado.

Demostracion. Sea X un espacio topologico, Y un subespacio de X,7 : Y — X su
funcién inclusiéon y 7 : X — Y una retraccion de X en Y. Dado z € X se tiene
que r(z) = x siy sblosixz € Y, por lo cual Y es el conjunto donde coinciden las
funciones continuas id X, 1r: X — X. Suponiendo que X es un espacio de Hausdorff,
Y es necesariamente un conjunto cerrado en X. |

1.44 Definicion. Un espacio topoldogico X tiene la propiedad del punto fijo si cualquier
funcion continua f : X — X admite un punto fijo, esto es, un punto x € X de manera

que f(z) = .
1.45 Proposicion. La propiedad del punto fijo es una propiedad topologica.

Demostracion. Sean X y Y espacios topologicos. Supongase que X tiene la propiedad
del punto fijo y que existe un homeomorfismo i : X — Y. Dada una funcién continua
f:Y — Y sedefine f' : X — X como f' = h™! o f o h. Es claro que la funcién
f'+ X — X también es continua asi que, por hipdtesis, existe © € X tal que f'(z) = .
Por lo tanto, si y = h(x) entonces

f(y) = f(h(x)) = h(h (f(h(2)))) = h(f'(z)) = h(z) = y.
En consecuencia, Y tiene la propiedad del punto fijo. |

1.46 TEOREMA (del Punto Fijo de Brouwer). Para cada n € N, D" tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostracion. Véase [9, Teorema 3.3, p.243]. [ |

1.47 Ejemplo. La esfera n-dimensional S™ no posee la propiedad del punto fijo.
Para cada n € N, la funcién f : S — S™ dada por:

Ve e S": f(x) = —,

es una funcion continua que no admite puntos fijos.

1.48 Proposicién. Si X es un espacio con la propiedad del punto fijo y Y es un retracto
de X entonces Y también tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sear : 'Y — X la respectiva funcion inclusion y elijase una retraccion
r : X — Y. Para cada funcién continua f : Y — Y definase /' : X — X como
f/ =10 for.Porhipbtesis, existe z € X tal que f'(z) = x. Asi,como x = f(z) € Y se
sigue que r(z) = z. Por lo tanto, f(z) = f(r(z)) = f'(x) = «, es decir, = es un punto
fijo de la funciéon f : Y — Y. Concluyase que Y tiene la propiedad del punto fijo. W

1.49 Definicion. Si X es un espacio topologicoy Y es un subespacio de X, se dira que
Y es un retracto de vecindad en X si Y es retracto de algin subespacio abierto de X.

1.50 Observacion. Todo retracto de X es un retracto de vecindad en X.
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1.51 Ejemplo. La esfera n-dimensional S™ es un retracto de vecindad en D",
Llamese Z al subespacio de D" inducido sobre D"™! \ {0}. Claramente, Z es un
subespacio abierto de D", Luego, definase la funcién continua r : Z — S™ como:

xr
]|

Dado x € S™ se tiene que () = x por lo cual 7 es una retracciéon de Z en S™.

Ve € D" {0} r(x) =

1.52 Definicidon. Sean X y Y espacios topoldgicos y Z un subespacio cerrado en X.

(a) Z tiene la propiedad de extension en X respecto de Y si cualquier funcidén continua
f : Z — 'Y admite una extension continua a X.

(b) Z tiene la propiedad de extension de vecindad en X respecto de Y si toda funcién
continua de Z a Y puede extenderse continuamente a algiin subespacio abierto de X
que contenga a Z.

1.53 Observacion. (1) El subespacio abierto de X mencionado en el inciso (b) de la
Definicion puede depender de la funcion continua a extender.

(2) Si Z tiene la propiedad de extension en X respecto de Y, también tiene la propiedad
de extension de vecindad en X respecto de Y.

1.54 Definicion. SeaY un espacio topologico metrizable. Y es un extensor (de vecindad)
absoluto si cualquier conjunto cerrado en un espacio metrizable X posee la propiedad
de extension (de vecindad) en X respecto de Y.

Los conceptos extensor absolutoy extensor de vecindad absoluto se abreviaran como AE
y ANE respectivamente por sus siglas en el idioma inglés (Absolute Extensor y Absolute
Neighborhood Extensor).

1.55 Observacion. Se sigue de la Observacion (2) que todo AE es un ANE.
1.56 Ejemplo. El arco I es un AE.

Esto es consecuencia del Teorema de Extension de Tietze [4, Teorema O, p.242] y del

hecho de que todo espacio metrizable es normal.

1.57 Proposicion. Ser un AE y ser un ANE son propiedades topologicas.

Demostracion. Sean'Y y Y espacios topologicosy h : Y — Y’ un homeomorfismo. Si
X es un espacio metrizable, Z un subespacio cerradode X y f : Z — Y una funcion
continua, entonces [’ = hf : Z — Y’ es también una funcién continua.

(a) Suponiendo que Y’ es un AE, existe una funcién continua F’ : X — Y’ que
extiende a f’. Asi, definiendo F': X — Y como F = h™! o F’ se cumple que

Fo=(h"'FYy=hnhYFi)=h"f =h'(hf)=(Rh)f=f.

Por lo tanto, F' es una extension continua de f a X.

(b) Ahora, si Y” es un ANE, existe un subespacio abierto de X, llimese Z, y una funcién
continua F' : Z —» Y’ que extiende a f’ a través de la inclusién j : Z — Z. Es facil
verificar que la funcién F : Z —Y dada por F' = h~! o I’ es una extensién continua
de f, en este caso, a la vecindad Z. De lo anterior se concluye que Y es un AE o un
ANE siempre que Y lo sea. |
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1.58 TEOREMA. La propiedad de ser un AE es numerablemente productiva mientras
que la propiedad de ser un ANE es finitamente productiva.

Demostracion. En ambos casos de la prueba, X es un espacio metrizable, Z es un subes-
pacio cerrado de X e : Z — X es su respectiva funcion inclusion.

(a) Sea {Y,, },en una familia de espacios topologicos metrizables y supdngase que cada
uno de ellos es un AE. Se observa que [ [ -, Y,, también es un espacio metrizable por ser
un producto numerable de espacios metrizables. Si f : Z — [[ Y, es una funcién
continua y, para cadam € N, m,, : [[°|Y,, — Y, es la m-ésima funcién proyeccién
entonces la funcion f,, : Z — Y,, definida como f,, = 7, o f es continua. Como Y,,

es un AF, existe una funciéon F,, : X — Y, que extiende continuamente a f,,. Ahora,
se define F': X — [[>2, Y, como:

Ve e X : F(z) = (Fu(2))nen-

Debido a que 7,,, 0 F' = F},, paracadam € N, la funciéon ' : X — Hzo:lYn es continua.
Ademas, para todo m € N ocurre que 7,,(F?) = (7, F)1 = Fpt = fo, = o f. Asi,
F o1 = f,esdecir, F es una extension continua de f a X. Esto implica que [[ Y}, es
un AE.

(b) Sean Y1, . .., Y, espacios topoldgicos metrizables, cada uno de los cuales es un ANE.
Notese nuevamente que [ [, Y; también es un espacio metrizable. Si f : Z — [[\_,Y;
es una funcién continua y, para cada k entre 1 y n, m, : [[\_, Y; — Y}, es la proyeccion
en la k-ésima coordenada entonces la funcion f; : Z — Y}, definida como f, = 7w, 0 f
es continua. Dado que Y}, es un ANE, es posible hallar un subespacio abierto de X que
contiene a Z, némbrese Zk, y una funcién continua Fj, : Zk — Y, . que extiende la
funcién f; a Zk Si Z esel subespacio de X inducido sobre 7 = ﬂ Z entonces Z es
un subespacio abierto de X que contiene a Z. Asi, para todo k desde 1 hasta n, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo de funciones inclusion:

Z
Jk
/ JZk 0] = Jk-
Z—— VA

Para cada k entre 1 y n se define [} : Z—>chomoF,£:FkozkyF:Z—>H?:1Y§
como:

Vze Z:F(z) = (Fl(z),...,F.(2)).

Es claro que F': Z — [1,-,Y: es una funcion continua pues, para cualquier & desde 1
hasta n, T, o F' = F] . Mas aun, se tiene que

m(Fy) = (M F)g = (Fow)g = Fe(wy) = Fege = fr = mf,

lo cual implica que F'o ) = f, esto es, I es una extension continua de la funciéon f a Z.
En consecuencia, H?ZlYi es un ANE. |
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1.59 TEOREMA. Elcubo de Hilbert Q, la celda n-dimensional I" y la bola n-dimensional
D" son extensores absolutos.

Demostracion. Dado que I es un AE, se deduce del Teorema que Q = I es un AE
y paracadan € N, I" es un AE. Luego, como D" es homoemorfo a I" se sigue que D"
también es un AE. ]

1.60 Proposicion. Todo retracto de un AE es un AE y todo retracto de vecindad de un
ANE es un ANE.

Demostracion. En ambos casos de la prueba X'y Y son espacios metrizables, Z es un
subespacio cerrado de X, Y un subespacio de Y, 0o:Z < X yy:Y — Y son las
respectivas funciones inclusion.

(a) Supdngase que Y esun AE y que existe una retraccion r : .Y — Y. Dado que Y
es un AE, para cada funcion continua f : Z — Y existe una funcion F: XY que
extiende continuamente a la funciéon f Z — Y, definida como f = jo f.Definiendo
F: X—>YcomoF—roFset1eneque

Fy=(rF)y=r(F) =rf=rGf) = (pf = 1,
por lo cual F' es una extension continua de f a X. Concliyase que Y es un AE.

(b) Ahora se supondra que Y es un ANE y que existe una retracciéon r Y Y,
donde Y es un subespacio abierto de Y que contiene a Y. Como Y es un ANE, dada
cualquier funcion continua f : Z — Y es posible hallar un subespacio abierto de X
que contiene a Z, llamese Z, y una funciéon F:Z->Y que extiende continuamente a
la funcién f Z — Y dada por f = jo f.Sea Z' el subespacio de Z inducido sobre el
conjunto abierto Z' = F~![Y"]. Nétese que F[Z] = f[Z] CY C Y’ porlocual Z C Z'.
Se obtienen los siguientes diagramas conmutativos de funciones inclusion:

Z Y
2 /7
Z(—’Z/ Y(—/>?’
K J
koK =k, JeoJ =1

Como F[Z'] C Y, existe una tnica funcién F' : Z’ — Y tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

F
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Asi, se tiene que

HEFK) = GF)K = (FR)K = F(kk') = Fk = [ = 3f = (39)f = 3U/f).

Dado que 7: Y’ < Y es monomorfismo en Top se sigue que Ik’ = J f. De esta forma,
sidefine F': Z' — 'Y como F' = rF’ entonces

FE = (rF)K =r(FF)=r(f/f) = (r/)f = I.

Por lo tanto, /' es extension continua de f a un subespacio abierto de X que contiene
a Z. Esto demuestra que Y es un ANE. ]

1.61 TEOREMA. La esfera n-dimensional S™ es un ANE pero no es un AE.

Demostracion. Para cada n € N, se sigue del Ejemplo [1.51, del Teorema y de la
Proposicion que S es un ANE. Luego, como D"*! tiene la propiedad del punto
fijo (Teorema [1.44) pero S™ no la tiene (Ejemplo se sigue del Teorema que S™
no es un retracto de D"t es decir, no es posible extender continuamente la funciéon
1d S™ : S™ — S™ a D". En consecuencia, S" no es un AE. [ |

1.62 TEOREMA. Cualquier espacio metrizable se puede encajar en un AE como un
subespacio cerrado.

Demostracion. Este resultado es consecuencia del Teorema de Eilenberg-Wojdyslawski [8,
Lema 1.2.3, p.8] y el Teorema de Extension de Dugundji [8, Teorema 1.4.13, p.38]. |

1.63 Definicion. Un espacio metrizable Y es un retracto (de vecindad) absoluto si todo
espacio homeomorfo a Y que sea subespacio cerrado de algin espacio metrizable X es
necesariamente un retracto (de vecindad) de X.

Se usaran las siglas AR y ANR (del inglés Absolute Retract y Absolute Neighborhood
Retract) para abreviar retracto absoluto y retracto de vecindad absoluto.

1.64 Observacion. La Observacion implica que todo AR es un ANR.
1.65 TEOREMA. Un espacio topoldgico X es un AE (ANE) si y sélo si es un AR (ANR).

Demostracion. Primero se demuestra la necesidad en ambos casos. Para esto considérese
un espacio topologico Y y un espacio metrizable X que posea un subespacio cerrado
homeomorfoa Y, llamese Y. Por la Proposicion[1.57,si Y es un AE entonces Y’ también
esun AE y asi la funcién id Y’ : Y’ — Y’ admite una extension continua a X . De esta
manera, Y’ es unretracto de X.Enel caso en que Y esun ANE se emplea un argumento
similar para obtener una extension continuade id Y’ : Y’ — Y’ aun subespacio abierto
de X que contiene a Y. Por tanto Y’ es retracto de dicho subespacio abierto lo que
significa que Y’ es un retracto de vecindad en X.

Ahora, para la suficiencia, notese que en ambos casos Y es un espacio metrizable, asi
que por el Teorema [1.63, Y es un subespacio cerrado de algtin AE. Dado que Y es un
AR (ANR, respectivamente) se sigue que Y es retracto (retracto de vecindad, en el otro
caso) de un AE. De la Proposicion se deduce que Y es un AE (ANE). |
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§4 Homotopia y conctractibilidad

1.66 TEOREMA. Es posible definir un funtor Cil : Top — Top de la siguiente manera,
(a) Para cada espacio X € Ob Top, Cil(X) = X x I,

(b) Paracada f : X — Y € Mor Top, Cil(f) = f xidI : X x I - Y x I.

Demostracion. Obsérvese que:
(1) Si X es un espacio topoldgico,
Ve e X,t € I:Cil(id X)(z,t) = (id X xid I)(x,t) = (x,t).

Por tanto, Cil(id X) = id Cil(X).
(i) Dadas f : X — Y y¢g:Y — Z funciones continuas se tiene que,

Ve € X,t €I :Cil(g) Cil(f)(z,t) =(gxid I)(f xid I)(z,t) = (gxid I)(f(z),t)

=(gf(x),t) = (gf xid I)(x,t) = Cil(gf)(z,t).

De aqui que Cil(g) o Cil(f) = Cil(g o f).

Concluyase de los incisos anteriores que Cil : Top — Top es un funtor. |

1.67 Definicion. Al funtor definido en el Teorema se le nombra funtor cilindro.

1.68 Observacion. Para cada t € [ considérese la inmersion v; : X — X x I dada
por:
Ve € X :py(x) = (x,t).

A v, se le referira como la inmersion de X en su cilindro a la alturat.Si f : X — Y es
una funcién continua entre espacios topologicosy v; : Y < Y x I es la inmersion en
el cilindro de Y a la altura ¢ entonces,

Vo€ X ¢ (fxid Dle) = (f xid I)(z,t) = (f(x),1) = V(f(2)) = Vif ().
De esta forma, se tiene el siguiente diagrama conmutativo,

Vg
X — X x1

f{ {fxidl (fxidI)ov, =v,o f.
Y (—/’Y x I
1%

t

En consecuencia, paracadat € I,lafamilia de inmersiones {1, : X — X X1} xcob Top
es una transformacion natural del funtor identidad en Top al funtor Cil : Top — Top.

1.69 Definicion. Dados X y Y espacios topologicos, una homotopia de X a 'Y es una
funcion continua H : X x I —Y.Si f,g: X — Y cumplen que

Vee X : f(x)=H(z,0)yg(x) = H(z,1),

se dira que H transforma f en g o que H llevaa f en g.
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1.70 Observacion. Siv; : X — X x I esla inmersion en el cilindro de X ala altura ¢
entonces, una homotopia H : X x I — Y transformaa f en g siy sélo silos siguientes
diagramas conmutan,

XXILY XXILY

VOJ/ VIJ/
f g

X X

How=f, Howv =g

1.71 Definiciéon. Una funcion continua entre espacios topoldgicos f : X — Y se dice
inesencial si existe una homotopia de X a' Y que lleva a f en una funcion constante. En
caso contrario se dird que f : X — Y es una funcién esencial.

1.72 Lema. Sean f : X — Y,g:Y — Zyh: Z — X funciones continuas entre
espacios topologicos. Si f : X — Y esuna funcion inesencial, entonces go f : X — Z
y foh:Z — Y también son funciones inesenciales.

Demostracion. Siv, : X — X x Iyv): Z — Z x I denotan las inmersiones a la
altura t de X y de Z en sus respectivos cilindros entonces, para cada t € I, se obtiene
el siguiente diagrama conmutativo,

v
Z — Z x1TI

b hxidl (hxidf)oygzytoh.

X— X x1
147

Dado que f : X — Y esinesencial, existe yy € ¥ y una homotopia H : X xI =Y
tales que Hyy = fy Hry = k es la funcion constante . De esta manera, las funciones
Hy:XxI— ZyHy: ZxI—Y,definidas como H, = goHy Hy = Ho (hxid I),
son homotopias que cumplen que

Hyvo = (gH)wo = g(Hw)) = gf 'y Huwn = (gH)n = g(Hw) = gk,

Hovl = H(hxid 1)Uy = Huyh = Fh=f y Hy/, = H(hxid IV, = Huyu = kh,

donde g o k es la funcién constante g(yy) € Z y k o h es la funcidén constante yy en Z.
Porlotanto,go f: Y — Zy foh: Z — Y son funciones inesenciales. |

1.73 Corolario. Si F' : X — Y es una funcion inesencial entre espacios topologicos
y Z es un subespacio de X con funcion inclusiéon 2 : Z — X entonces la restriccion
Fo1:Z —'Y también es inesencial

1.74 Definicién. Un espacio topologico X es contractilsi id X : X — X es inesencial.

1.75 Proposicion. La contractibilidad es una propiedad topolégica.
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Demostracion. Sean X y Y espacios topologicos y h : X — Y un homeomorfismo.
Si X es un espacio contractil entonces id X : X — X es una funcién inesencial.
Aplicando dos veces el Lema se tiene que id Y = hoid X oh™' : Y — Y también
es inesencial. En consecuencia, Y es un espacio contractil. [ |

1.76 Proposicion. Todo subespacio convexo de un espacio euclidiano es contractil.

Demostracion. Sea X un subespacio convexo de R" para algin n € Ny elijase g € X.
Para cada ¢ € X, el segmento que une a « con x, se encuentra contenido en X asi que
es posible definir una homotopia H : X x I — X como:

Vee X,tel: H(zx,t)=txeog+ (1 —t)x.
Dado x € X setieneque H(x,0) = 'y H(x, 1) = xy.Porlo tanto, X es contractil. W

1.77 Corolario. Las celdas n-dimensionales son contractiles.

1.78 Ejemplo. La esfera n-dimensional S™ no es contractil.

Supdéngase que f : S” — S" es una funcidén inesencial, es decir, existen un punto
xy € S" y una homotopia H : S” x I — S" de manera que, para cada x € S",
H(z,0) = f(x) y H(x,1) = . Se define la funcién continua g : D"*' — S™ como:

2 si ] < 3,
H (20 - l2l)) il

="

Ve € D" g(x) = {

Del Teorema se sabe que no existen retracciones de D"*! en S" asi que es posible
hallar x € S™ tal que g(x) # «.Dado que ||| = 1 se tiene que g(x) = H(x,0) = f(x).
Asi, f(x) # x y por lo tanto f # id S™. Esto prueba que la funcién id S™ : S — S
no es inesencial, es decir, S™ no es contractil.

1.79 Proposiciéon. Si X es un espacio topologico contractil y Y es un retracto de X
entonces Y también es contractil.

Demostracion. Considérese la funcion inclusion ¢ : Y — X vy elijase una retraccion
r : X — Y. Por hipétesis, X es contractil asi que la funciéon id X : X — X es
inesencial. Aplicando el Lema se obtiene que i1d Y =roid Xo1:Y — Y también
es una funcion inesencial. Por lo tanto, Y es un espacio contractil. [ |

1.80 Definicién. Se define la funcién exponencial, Exp : R — S!, como
Vt € R :Exp (t) = ™.
1.81 Observaciéon. Dado que para cualesquiera s,t € R se cumple
Exp (s + t) = e2mils+t) = 2ris+2mit _ o 2mis 2mit — By (5) . Exp (1),
entonces, dadas funciones continuas f,g : X — R ocurre que,

Exp (f +9) = (Exp f) - (Expg).
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1.82 Definiciéon. Un logaritmo continuo o levantamiento de una funcioén continua f :
X — S! es una funcién continua ¢ : X — R de manera que el siguiente diagrama

conmuta,
¥
Exp Expy = f.

X —— 8!
f

1.83 Proposicién. Si f,g : X — S! son funciones continuas tales que f : X — S!
posee un logaritmo continuo y

Vo € X ¢ |f(2) - g(a)| < 2
entonces g : X — S! también admite un logaritmo continuo.

Demostracién. Sea'Y el subespacio de S! inducido sobre S' \. {—1} y J el subespacio
de R inducido sobre el intervalo (—1/2,1/2) con funciones inclusién 2 : Y — S'y
7+ J — R. Obsérvese que Exp [(—1/2,1/2)] = S' \ {—1} asi que existe una unica
funcién continua y suprayectiva e : J — Y que hace conmutar el siguiente diagrama:

Exp
R——s!

J ‘z Expjy=1o0e.

J——Y

Mas atin, e : J — Y es un homeomorfismo asi que Exp (joe™!) = 1. Luego, la condicién

|f(z) — g(z)| < 2 para cada x € X, implica que f(x) # —g(x), lo cual equivale a que

% # —1.De esta forma £[X] C S 1 {—1}, asi que existe una unica funcién continua

h : X =Y que hace conmutar el siguiente diagrama:

Sl

9/f
' 1oh=g/f.

X —Y
h

Por hipétesis, existe una funcién ¢ : X — R que es logaritmo continuode f : X — S
Definiendo ¢ : X — R como 1) = ¢ + jo e~ ! o h se obtiene que

Expt =Exp (¢ + je 'h) = (Expp) - (Expge 'h) = f - (th) = f - % —g

Por lo tanto, 1) es un logaritmo continuo para g : X — S'. |
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1.84 Proposicion. Sea X un espacio compacto y metrizable. Una funcién continua
f: X — S!esinesencial si y solosi f : X — S! admite un logaritmo continuo.

Demostracién. Primero considérese el caso en que f : X — S! tiene un logaritmo
continuo al cual se le nombra ¢. Definase la funciéon H : X x I — S* como:

Vee X,tel: H(x,t)=Exp((1—t)p(x)).
Obsérvese que H : X x I — S! es una homotopia y ademas
Ve e X : H(z,0) =Exp(p(z)) = f(z) y H(z,1) =Exp(0) =1,

esto es, H transforma a f en la funcion constante 1. Por tanto f : X — S! es inesencial.
Para demostrar la afirmacién reciproca supéngase que f : X — S! es inesencial.
Elijase un punto py, € S!' y una homotopia H : X x I — S! que transforme a f en
la funcion constante pg. Como X x I es un espacio compacto y metrizable entonces la
funcién H : X x I — S! es uniformemente continua, de manera que es posible hallar
una particion de [:
0=t0)<t(l)<---<t(n)=1

de manera que para cada ¢ desde 1 hasta n,
Ve e X ¢ |H(x,t(i)) — H(z,t(1 — 1)) < 2.
Luego, definase h; : X — S! como h; = H o Vy(i)» donde v4(;) la inmersion de X en
su cilindro a la altura ¢(7). Obsérvese que:

(i) h,, = H o vy es la funcion constante pg por lo cual es claro que &, : X — S! admite
un logaritmo continuo.

(17) Para cada i desde 1 hasta n se cumple,
Ve e X @ |hi(z) — hio1(x)] = |H(x,t(i)) — H(z,t(i — 1)) < 2
De manera que, por la Proposicion [1.83, si h; : X — S tiene un logaritmo continuo

entonces también lo tiene h;,_; : X — S™.

Mediante un proceso inductivo finito, es posible deducir de los dos incisos anteriores
que la funcién hyg = H ovg = f : X — S' admite un logaritmo continuo. |

1.85 Definiciéon. Sean X y Y espacios topologicos. Se dira que X es contractil respecto
deY si cualquier funcién continua f : X — Y es inesencial.

1.86 Proposicion. Para cualquier espacio topolégico X, las siguientes proposiciones
son equivalentes entre si:

(1) X es contréactil,
(2) X es contractil respecto de si mismo,

(3) X es contractil respecto de cualquier espacio.
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Demostracion. (1) = (3) Sean Y un espacio topoldgico cualquieray f : X — Y una
funcion continua. Dado que X es contractil la funcion ¢d X : X — X es inesencial.
Luego, se sigue del Lema que f = foid X : X — Y esinesencial. En consecuencia
X es contractil respecto de Y.

(3) = (2) El resultado es inmediato.

(2) = (1) Si X es contractil respecto de si mismo entonces la funcién id X : X — X
es inesencial. Por lo tanto, X es contractil. [ |

1.87 Definicion. Un espacio topoldgico conexo es unicoherente si todo par de conjuntos
cerrados y conexos que cubra al espacio tiene interseccion conexa. Si ademas cualquier
subespacio cerrado y conexo es unicoherente entonces el espacio sera hereditariamente
unicoherente.

1.88 Ejemplo. La recta real R es hereditariamente unicoherente.

Sea Y un subespacio cerrado y conexo de R. Si ' y K son conjuntos cerrados y
conexos en Y tales que Y = H U K entonces ambos conjuntos son conexos en R, esto
es, H y K son intervalos reales. En consecuencia, la interseccion H M K también es un
intervalo, y por tanto, un conjunto conexo en Y. De aqui que Y es unicoherente.

1.89 TEOREMA. Todo continuo de Hausdorff contractil respecto de S* es unicoherente.

Demostracién. Sean X un continuo 75 contractil respecto de S!, Z; y Z, subcontinuos
de X tales que X = Z; U Z,. Se probara que Z; N Zy # & es conexo en X . Dendtese
por Z al subespacio de X inducido sobre Z = Z; N Z, y considérense H y K conjuntos
ajenos y cerrados en X de manera que Z7 = H U K y K # &. Ademas, se definen
Vi={z€ 5" |S(z) >20LY;, = {2z € S'| 3(2) < 0} (aqui I(2) representa la
parte imaginaria del niimero complejo z). Si Y es el subespacio de S* inducido sobre el
conjunto Y = Y; NY, = {—1, 1} se tienen los siguientes diagramas conmutativos de
funciones inclusion:

/\ /\
\/ \/

k?lojlzl@oh, kiojﬁzk’zojlz-

Definase la funcion f : Z — Y de la siguiente manera:

1 siz € K,

Va:GZ:f(a:):{_l siz € H.

Como H y K son conjuntos ajenos y cerrados en Z, la funciéon f : Z — Y es continua.
Ahora, parai = lei = 2,Y; esun arco y Z es un subespacio cerrado de Z; asi que
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por el Ejemplo existe una funcion f; : Z; — Y, que extiende continuamente a la
funcién 7, o f : N — L;, esto es, el siguiente diagrama conmuta:

Z, fi Y
]Zi IJ; inJiZJQOf-
YA Y

Obsérvese que:

(KLfo)n = ki(fin) = BLOLf) = (Buh)f = (Ryga) f = koo f = ka(fage) = (K f2) g0,

esto es, las restriccionesde kjo f, : Z; — Sty khofy: Zo — Sta Z = Z,NZ, coinciden
entre si. De esta manera, se puede definir una unica funcién continua F' : X — St
como:

fi(z) sixz € Zy,

Vee X : F(x) = {fg(l‘) Size

Por hipétesis, F' : X — S! es una funcién inesencial y por la Proposicion admite un
logaritmo continuo, llamese ¢ : X — R. Obsérvese que ¢[Z;] y ¢[Z5] son continuos

en R tales que,
elZi] N p[Za] 2 ¢lZ1 N Zs] = plZ] # 2.

Como R es hereditariamente unicoherente (Ejemplo[1.89), ¢[Z1] N [ Z5] también es un
continuo en R. Luego,

Exp [0[Z1] N ¢[Z]] C Exp [p[Z1]] NExp [p[Z2]] = FIZ1] N F[Z] CYiNY, =Y.

Dado que Y = {1, —1} entonces Exp [p[B;] N ¢[Bs]] es un subcontinuo de S' con a lo
mas dos puntos, por lo cual | Exp [p[Z1] N ¢[Z5]] | = 1. Notese que

{1} = fIK] € f[Z] = F[Z] = Exp [¢[Z]] S Exp [¢[Z1] N ¢[Z]]

asi que necesariamente ocurre que f[Z] = {1} y H = @. Esto prueba que Z = Z, N Z,
es un conjunto conexo en X y en consecuencia X es unicoherente. |



Capitulo 2

Hiperespacios

§1 Topologia de Vietoris
2.1 Definicion. Dado un espacio topologico X, se considera el conjunto:
CL(X)={F C X | F esno vacioy cerrado en X }.

Sean H C CL(X)y A ={A,...,A,} una coleccién finita de subconjuntos de X. Se
define el vietérico determinado por A en JH como el conjunto:

(A1,..., A ={FeH|FC UAi’ y para cada i desde 1 hastan, FF N A; # &}.
i=1
2.2 Observacion. (1) Si Ay,..., A, son subconjuntos de X y H C CL(X) entonces,
<A1, c ,An>g.( = <A1, ... aATL)CL(X) N H.
(2) Para cada A C X y cada H C CL(X) se tiene que
(A= {FeH|FCA vy (X, A= {FeH|FNA+D)

2.3 Proposicion. Si X es un espacio topologico y [ es la colecciéon de vietdricos en
CL(X) determinados por colecciones finitas de conjuntos abiertos en X, entonces [ es
base para una topologia sobre CL(X).

Demostracion. Notese que CL(X) = (X)crx) € B asi que |JB = CL(X). Luego,
considérense U = (Uy,...,Up)erx),V = Vi,... . Vi)enx) € B.SiU =, Uiy
V=", Vientonces U, (UNV)) U UL, (VNU;,)=U ﬂ V. Esto implica que,

OUQV O(VﬂUi)siysélosiFgOUinQOVQ.

i=1 =1 i=1

27



28 CAPITULO 2. HIPERESPACIOS

En cualquier caso FN(UNV;) = FNV;paraidelany FN(VNU;) = FNU; para
j de 1 am, por lo cual se sigue que

UNV=(UNW,....UNV,, VNUL,...,V N U)erx),

donde todas las entradas del vietorico del lado derecho de la igualdad anterior son con-
juntos abiertos en X. Asi, U NV € [. De aqui se concluye que /3 es base para una
topologia sobre CL(X). [ |

2.4 Definicion. Si X es un espacio topologico arbitrario, a la topologia generada por la
base 3 referida en la Proposicién [2.3 se le denomina topologia de Vietoris para CL(X).
El espacio obtenido al equipar a CL(X) con esta topologia es denominado hiperespacio
de cerrados de X y se denotard por CL(X). A la coleccion 3 se le conoce como la base
canoénica del hiperespacio CL(X).

2.5 Observacion. Si H C CL(X) entonces, por la Observacion @ (1), la coleccion de
vietoricos en H determinados por colecciones finitas de conjuntos abiertos en X es una
base para el subespacio de CL(X) inducido sobre K.

2.6 Proposicion. Dado un espacio topologico X, la coleccién . conformada por todos
los vietoricos de la forma (U)cr(x) y (X, U)cr(x), donde U es un conjunto abierto en
X, determina una subbase para CL(X).

Demostracion. SilUy, . .., U, son conjuntos abiertos en X, por definicion, se cumple que
Fe(Uy,...,Uycrx)siysdlosi F C |J;_, Uy FNU, # & para cada i desde 1 hasta
n. Por lo tanto,

(Ur, ..., Un)enxy = U Ui )erx) N (ﬂ (X, Uz‘)CL(X)) .

=1 i=1

Como . es una coleccion de conjuntos abiertos en CL(X ) y todo bésico canoénico del
hiperespacio se obtiene de la interseccion finita de elementos de .7, se concluye que .
es una subbase para CL(X). [ |

2.7 Proposiciéon. Dados un espacio topologico X y un conjunto F' cerrado en X, los
conjuntos (F)erx) ¥ (X, F)cr(x) son cerrados en CL(X).

Demostracion. Simplemente obsérvese que, CL(X) \ (F)crx) = (X, X N Flenx) ¥y
CL(X)~N{(X, F)enxy = (X NF)erx), donde X \ F' es un conjunto abiertoen X. W

2.8 Proposiciéon. Si X es un espacio topoldgico y Y es un subespacio cerrado de X
entonces CL(Y') es un subespacio cerrado de CL(X).

Demostracion. Es claro que CL(Y') = (Y)crn(x) es un conjunto cerrado en CL(X)
asi que resta probar que CL(Y") coincide con el subespacio de CL(X) inducido sobre
CL(Y) al cual se le nombrard Z. Dados Vi, ..., V,, conjuntos abiertos en Y existen
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Ui, ..., U, conjuntos abiertos en X tales que V; = U; N'Y para cada ¢ entre 1 y n. Por
lo tanto,

<Vi, RN Vn>C’L(Y) = <V1, e Vn)CL(X) M CL(Y) = <U1, RN Un>CL(X) N CL(Y)

De aqui que todo elemento de la base canénica de CL(Y ) es un conjunto abierto en Z.
Ahora, si Uy, ..., U, son conjuntos abiertos en X se tiene que

(Ur, ... Up)eryy = (Ui NY, ..., U N Y)eryy,

donde U; N'Y es un conjunto abierto en Y para cada ¢ desde 1 hasta n. Esto demuestra
que CL(Y ) = Z y asi, CL(Y') es un subespacio cerrado de CL(X). [ |

2.9 Definicion. Dado un espacio topologico X y un ntiimero natural n € N se define el
conjunto

Fo(X) ={cdx A|AC X y|A| <n}.

CL(X) induce un subespacio sobre F},(X ) nombrado n-ésimo producto simétrico de X .
Caso particular es el de F(X) al que se referird como hiperespacio de singulares de X .
Luego, sea

F(X)={cdx A|AC X y|A] <N}
Notese que F(X) = ., F.(X). Al subespacio de CL(X) inducido sobre F'(X) se
le nombra hiperespacio de conjuntos finitos de X.
2.10 Observacion. La denominacién para los hiperespacios F(X) y F(X) se debe a
que, si X es un espacio 7 entonces F},(X) consiste de todos los subconjuntos de X
con a lo mas n elementos y F'(X) consiste de todos los subconjuntos finitos de X, es
decir,

Fu(X) = [X|=" y F(X)=[X]7.

2.11 Proposicion. Cualquier espacio topologico 77 es homeomorfo a su hiperespacio
de singulares.

Demostracion. Sea X un espacio 77. Se define la funciéon ¢ : X — F;(X) como,
Ve e X : &(x) = clx {z} = {z}.

Claramente, ® es una biyeccion. Ademas, si U es un conjunto abierto en X entonces,
para cada x € X, se tiene que x € U siy sdlosi {z} C U,siysolosi {z} NU # @.
Lo anterior implica que

(Um0l =U =2 (X, U)rx)] v @U]=({U)rx)

Como consecuencia, la funcién ¢ : X — Fj(X) es continua, abierta y, por tanto, un
homeomorfismo. |

2.12 Lema. Un espacio topologico X es T siy solo si para cada n € Ny cualesquiera
n puntos x4, ..., T, € X existen n conjuntos ajenos entre si y abiertos en X, llamense
Ui,...,U,, de manera que z; € U, para cada ¢ desde 1 hasta n.
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Demostracion. La suficiencia es evidente asi que basta demostrar la necesidad, para lo
cual se hara uso del Principio de Inducciéon Matematica. Como el caso base se verifica
inmediatamente se procede al caso inductivo. Dados n + 1 puntos distintos entre si,
T1y.voy T, Tne1 € X, se aplica la hipotesis de induccion a los n puntos, z1,...,z,,
para obtener, Vi, ..., V,, conjuntos ajenos y abiertos en X de manera que z; € V; para
todo i de 1 a n. Ya que X es un espacio 75 y x; # x,41 para j desde 1 hasta n, existen
W; y W] conjuntos ajenos y abiertos en X de forma que z; € Wy z,41 € W] Si
Uy =V,nW,yUpp1 = ﬂ?zl W entonces los conjuntos Uy, ..., U, 1 cumplen lo
requerido. ]

2.13 Proposicion. Si X es un espacio topologico 71, las siguientes proposiciones son
equivalentes entre si:

(1) Paratodo n € N, F,,(X) es un subespacio cerrado de CL(X),
(2) F1(X) es un subespacio cerrado de CL(X),
(3) X es un espacio Hausdorf.

Demostracion. (1) = (2) Es evidente.

(2) = (3) Supdngase que F(X) es cerrado en CL(X). Dados 2,y € X con z # y
se tiene que {z,y} € CL(X) \ F1(X) y asi, es posible hallar una coleccion finita
% ={Uy,...,U,} formada por conjuntos abiertos en X de manera que

{z,y} € (U1,..., U erx) € CL(X) ~ Fi(X).

Considérense las colecciones ¥ = {U € % |2 € U}y W ={U € % |y € U}
Se observa que V = (7 y W = [ # son conjuntos abiertos en X. Ademas:

(7) Como {z,y} C J._, U;, las colecciones ¥y # son no vacias, por tanto:

vow = (7)o () < (Ur) o (Ur) cUn -Uve

(i7) Para cada i desde 1 hasta n se tiene que {z,y} NU; # @ asiquez € U; oy € Uj,
es decir, U; € ¥ 6 U; € #'. De aqui que, si F' € CL(X) intersectaa V' y a W entonces
F intersecta a U; para cada i de 1 a n.

De los incisos (i) y (i) se deduce que
(V.W)erix) € (Ut ..., Un)orx) € CL(X) N Fi(X).

Dados p € V' 'y ¢ € W se tiene que {p, ¢} € (V,W)cr(x) por lo cual {p, ¢} ¢ Fi(X),
es decir, p # q. Por tanto V' y W son conjuntos ajenos y abiertosen X conx € V' y
y € W. Esto demuestra que X es un espacio Hausdorff.

(3) = (1) Considérese n € Ny F' € CL(X) \ F,(X). Dado que |F| > n es posible
obtener z1, ..., 2, puntos de I distintos entre si. Luego, por el Lema [2.1], existen
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conjuntos ajenos y abiertos en X, llamense Uy, ..., U, 1, de manera que x; € U, para
cada i de 1 hasta n 4 1. Se cumple entonces que,

F e <X, Ui, ..., Un+1>CL(X) - CL(X) AN Fn(X)
Conclayase que F},(X) es cerrado en CL(X). |

2.14 Proposicion. Si X es un espacio topoldgico 7 entonces el hiperespacio CL(X)
es Hausdorff cuando y sélo cuando X es regular.

Demostracion. Primero se supondra que CL(X) es T5. Si F' es un conjunto no vacio
y cerrado en X y x € X \ F entonces F'y F' U {z} son puntos distintos de CL(X).
Dado que CL(X) es un espacio Hausdorff existen conjuntos Uy, ..., U,y Vi,..., V,,
cada uno de los cuales es abierto en X, tales que:

<U17 B Un>CL(X) N <‘/17 .- '7Vm>CL(X) =4,

F e <U17--'7Un>C’L(X) y FU {.CL'} € <‘/1>-"7Vm>CL(X)-

Nétese que I C F'U{z} C |Jj_, V; y sin embargo, F' ¢ (V1, ..., Viu)cr(x) por lo cual,
si A denota al conjunto de enteros entre 1 y m tales que F' N V; = & entonces A # @.
Ademas, para cada j € A ocurre que (F'U {z}) NV; # @ y por tanto x € V. Asi,
V' = (\ea Vj es una vecindad abierta de v en X. Se demostrara que si U = (J;_, U;
entonces U y V son conjuntos ajenos. Para esto tomese y € V. Como A # O se tiene
quey € VC UL, Vi y FU{y} CUj., V;. Luego, para cada j entre 1 y m ocurre que
(FU{y})NV; # @,puesy € V; cuando j € Ay FNV; # @ cuando j ¢ A. Lo anterior
implica que F'U {y} € (V1,..., Vi)cr(x). Debido a que FFU {y} & (Ui, ..., Un)cr(x)
y (FU{y})NU; # @ para cada i desde 1 hasta n se sigue que FU{y} € U, U; =U.
Dado que F' C U necesariamente se cumple que y ¢ U. En consecuencia, U y V' son
conjuntos ajenos y abiertos en X con /' C U y x € V. Por tanto X es un espacio 5.

Ahora supongase que X es regular y considérense £, F' € CL(X) con E # F. Sin
pérdida de generalidad se supondra que E ¢ F. Si se elige © € E ~\ F entonces, por
la regularidad de X, existen U y V, conjuntos ajenos y abiertos en X, tales que x € U
y F' C V.Esto implica que £ € (X,U)crx)y F € (V)cr(x). Ademas, notese que
como U y V' son ajenos, los vietoricos (X, U)crx) y (V)cr(x) son conjuntos ajenos y
abiertos en CL(X ). De aqui se deduce que CL(X) es un espacio Hausdorff. |

2.15 Lema (de la subbase de Alexander). Sea X un espacio topologico y . una subbase
para X. Si toda cubierta de X por elementos de . admite una subcubierta finita
entonces X es un espacio compacto.

Demostracion. Para la prueba se introducira la siguiente terminologia: una coleccién .«
formada por subconjuntos de X es inadecuada si &/ no cubre a X, estoes, | J.&/ # X
y es finitamente inadecuada si todas sus subcolecciones finitas son inadecuadas. Asi,
se demostrara que X es un espacio compacto verificando que, si % es una coleccion
finitamente inadecuada de conjuntos abiertos en X entonces % debe ser inadecuada.
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Considérese la familia G de todas las colecciones de conjuntos abiertos en X que sean
finitamente inadecuadas y que contienen a %/. Notese que si © es una cadena no vacia
en (S, C) entonces | JD es una coleccién de conjuntos abiertos en X con % C (JD.
Mas aun, toda subcoleccidn finita de | J® es subcoleccion de alglin elemento en D
asi que | J© también es una coleccién finitamente inadecuada. De aqui que | J© € 6.
Por el Lema de Zorn [3, Teorema 8.10, p.184], (&, C) posee un elemento maximal, 114-
mese %. Se observa que:

(1) SiU € Ay V es un conjunto abierto en X tal que V' C U entonces Z U {V'} es
una coleccion finitamente inadecuada, pues toda union finita de elementos de Z U {V'}
esta contenida en una union finita de elementos de la coleccion Z que si es finitamente
inadecuada. En consecuencia, Z U {V'} € &. La maximalidad de & en (&, C) implica
que B =2 U{V}yportanto V € A.

(1) Sean Uy, . .., U, conjuntos abiertos en X de manera que U; ¢ % para cada i entre
1y n. Como # es maximal en (S, C), debe ocurrir que # U {U;} ¢ &. De aqui que
2% U {U;} no puede ser finitamente inadecuada y por tanto admite una subcoleccién

finita que cubre a X en la cual necesariamente se encuentra U;. Toémese entonces 7;
subcoleccion finita de A tal que X = |J ¥ U U,. Definiendo ¥ = | J;_, % se cumple:

X:U%u(é@)

Dado que 7" es una subcoleccién finita de Z y ésta es finitamente inadecuada se sigue
que (i, U; ¢ A. Asi, se ha probado que para cualesquiera Uy, ..., U, abiertos en X,
Ni_, U; € % implica U; € % para algun j entre 1 y n.

Ahora, considérese x € | J Z. Como Z es una coleccion de conjuntos abiertos en X
y . es subbase para X, existen U € By Uy,...,U, € S talesquex € (,_, U; C U.
Por los incisos (7) y (i), para algun j entre 1 y n se verifica que U; € N .7 y por
tanto | JZ = |J (# N .¥). Notese Z N .7 es una subcoleccion finitamente inadecuada
de . pues se encuentra contenida en 4. La hipoétesis del lema implica que N .7 debe
ser inadecuada. Debido a que

Uz cUz=J=zn)

se puede deducir que % también es inadecuada. Esto completa la demostracion. ]

2.16 TEOREMA. Para todo espacio topoldgico X, el hiperespacio CL(X) es compacto
siy solo si X es compacto.

Demostracion. Primero, supéngase que CL(X) es un espacio compacto y sea {U, }aen
una cubierta abierta de X. Obsérvese que la coleccion de vietéricos { (X, Uy)cr(x) faea
es una cubierta abierta para CL(X) asi que es posible hallar a, . .., a,, € A tales que,

CL(X) = [ J (X, Ua)crix)-

i=1
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Por tanto, para cada x € X existe i entre 1 y n tal que clx {x} NU,, # Dyasiz € U,,.
Se sigue que X = |J_, U,, y en consecuencia, X es compacto.

Ahora se supondra que X es un espacio compacto. Por el Lema sera suficiente
demostrar que toda cubierta abierta para CL(X) por medio de subbasicos candnicos
admite una subcubierta finita. Considérense dos colecciones de conjuntos abiertos en X,

{Uas}aer ¥ {Va}aer, de manera que

CL(X) = <U <Ua>CL(X)> U (U (X, Va>CL(X)> :

aEA ael

Si X = Uuer Va el resultado se obtiene inmediatamente pues bastara con obtener una
subcubierta finita de {V,, }4er y tomar la cubierta de CL(X') formada por los vietdricos
respectivos. Asi, considérese el caso en que X # (J o Vo yllamese H = X\, o Va-
Se observa que H € CL(X)y HNV, = & para cada a € I'. Existe entonces ag € A
tal que H C U,,. Nombrando K = X \ U,, se tiene que

K=X\U, CX~H=|]JV.

acl’

Dado que X es compacto y K es cerrado en X, es posible hallar ay,...,,, € T’
los cuales cumplen que KX C |J;_, V. De esta manera, dado F' € CL(X) con F € U,,,
se tiene que F'N K # & por lo cual, para algin ¢ entre 1 y n, ocurre que F'NV,, # .
De aqui que

CL(X) = (Uag)erx) U (Uiy (X, Va,) crx)) -
[ |

2.17 TEOREMA. Si X esun espacio topoldgico 77 entonces CL(X ) es Hausdorff com-
pacto cuando y s6lo cuando X es Hausdorff compacto.

Demostracion. El resultado se sigue de la Proposicion [2.14, el Teoremal2.14'y del hecho de
que todo espacio Hausdorff compacto es regular. ]

2.18 Proposicion. Sea X un espacio topoldgico 7.
(a) Si D es un conjunto denso en X entonces el conjunto [D]< es denso en CL(X).

(b) El hiperespacio CL(X) es separable cuando y sélo cuando X es separable.

Demostracion. (a) Obsérvese que si (U, ..., Uy,)cr(x) es un basico canénico no vacio
de CL(X) entonces, para cada i desde 1 hasta n, U; es un conjunto no vacio y abierto
en X. Dado que D es denso en X, es posible elegir un punto x; € U; N D. De aqui que,

{.Z'l, oo 7In} S <U17 SRR Un>CL(X) N [D]<NO-

Por lo tanto [D]<™° es un conjunto denso en CL(X).

(b) Considérese un conjunto 2 numerable y denso en CL(X). Para cada ' € Z se
elige un punto p(F) € F'y se define D = {p(F)}rcy. Claramente D es un conjunto
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numerable. Luego, si U es un conjunto no vacio y abierto en X entonces (U)cr(x) # @
asi que existe F' € P talque F' C U. Asi, p(F') € UN D y por tanto D es denso en X.

Supoéngase ahora que X es separable y elijase un conjunto D que sea numerable y
denso en X. Por el inciso (a), se sabe que [D]<™ es un conjunto denso en CL(X).
Como [D]<* es numerable siempre que D lo sea se sigue que CL(X) es separable. H

2.19 TEOREMA. Si X esun espacio 7} entonces CL(X ) es un espacio conexo siy sélo
si X también es un espacio conexo.

Demostracion. Si X es disconexo, es posible hallar un par de conjuntos ajenos y abiertos
en X, nombrense U y V, cuya unién es X. Se tiene entonces que

CL(X) = (U)crnx) U (X, V)erx),

donde (U)cr(x) ¥ (X, V)cr(x) son conjuntos ajenos, no vacios y abiertos en CL(X).
De aqui se sigue que CL(X) es disconexo cuando X es disconexo.
Ahora supdngase que X es un espacio conexo. Para cada n € N se define la funcion

&t X" — F,(X) como:
Vay, ..., 2, € X & (1, .. xn) = {x1, ..., 20}

Claramente &, es una funcioén suprayectiva. Ademas, si U es un conjunto abierto en X
se verifica que

n n

S rxl == v &'UX U ex) =m0

i=1 =1

Esto implica que la funcién &, : X™ — F,(X) es continua. Dado que X" es un espacio
conexo, F,,(X) también es conexo. Ademas, como (-, F,(X) = F1(X) # @ se sigue
que F(X) = (U2, F,(X) es un conjunto conexo en CL(X). Por la Proposicién
(a), el conjunto F'(X) = [X]<™ es denso en CL(X), asi que el hiperespacio CL(X)
€s conexo. |

2.20 Proposicion. Si Y es un espacio topoldgico discreto e infinito entonces CL(Y")
no es segundo numerable.

Demostracion. Sea 3 una base para CL(Y'). Para cada F' € CL(Y ), F es un conjunto
abierto en Y y F' € (F)cyr(y) asi que se elige Vp € ftal que F' € Vi C (F)cpy).
Notese que, para todo F' € CL(Y'), |JVr = F. De aqui que, dados F, F' € CL(Y),
F # F' implica V # Vg, o dicho de otra forma, la asignacién F' +— Vp es inyectiva.
Esto implica que |3| > |CL(Y')|. Como Y es un espacio discreto, la colecciéon CL(Y)
consta de todos los subconjuntos no vacios de Y y por ser Y infinito se tiene que
|CL(Y")| > 2. Por lo tanto, 3 no es numerable. [ |

2.21 TEOREMA. Si X es un espacio topologico T} y CL(X) es metrizable entonces
X necesariamente es compacto y metrizable.
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Demostracion. Debido a la Proposicion [2.11, X es homeomorfo a Fy(X), subespacio
de CL(X), asi que X también es metrizable. Luego, para probar que X es compacto
se vera que todo conjunto infinito numerable admite un punto de acumulacion en X.
Considerese A C X con |A| = Ng. Si Y es el subespacio de X inducido sobre clx A
entonces Y es separable. De la Proposicion (2) se sigue que CL(Y') es separable.
Ademas, la Proposicion [2.4 afirma que CL(Y') es un subespacio de CL(X) asi que
CL(Y) es metrizable y por ser separable es segundo numerable. Por la Proposicién .20,
Y no puede ser un espacio discreto, es decir, Y tiene un punto de acumulacion el cual
necesariamente es un punto de acumulaciéon de A en X. Se concluye que X es compacto
y metrizable. ]

§2 Métrica de Hausdorff

2.22 Definicion. Dado un espacio topoldgico X, se define su hiperespacio de compactos,
el cual se denotara por 2%, como el subespacio de CL(X) inducido sobre el conjunto

2% = {F € CL(X) | F es compacto en X }.

2.23 Observacién. Cuando X es un espacio compacto se tiene que CL(X) = 2%, En
tal caso se empleara la notacién 2% atn cuando se siga refiriendo a este espacio como
el hiperespacio de cerrados de X.

2.24 Definicion. Sean X un espacio topoldgico metrizable y d una métrica admisible
para X. Dados F' € CL(X) y € > 0 se define:

Ny(F.e) ={x € X |d(z, F) < €}.

A N4(F,e¢) se le nombra la nube de radio ¢ alrededor de F' en X (respecto de d).

2.25 Observacién. Notese que, para cada r € X:
x € Ny(F,€) siysolosiexistey € F tal que d(z,y) < e.
Por lo tanto Ny(F, €) = |, cp Ba(7, €).

2.26 Definicion. Sea X un espacio topologico metrizable y d una métrica acotada y
admisible para X . La métrica de Hausdorff para 2% inducida por d, denotada por Hy, se
define de la siguiente manera:

VE,F € 2% : Hy(E,F) =tf{e > 0| E C Ny(F,e)y F C Ny(E,¢e)}.

2.27 Observacion. Si M > 0 es una cota superior para d entonces £ C Ny(F, M)y
F C Ny(E, M) asi que el conjunto {¢ > 0|E C Ny(F,e)y F C Ny(FE,€)} es no vacio
y su infimo existe, es decir, Hy(E, F’) siempre esta definido.

2.28 Lema. Si X es un espacio topologico metrizable y d es una métrica acotada y
admisible para X entonces, para cualesquiera E, F' € 2% y ¢ > 0 se cumple que

Hy(E,F) <esiysolosi E C Ny(F,e)y FF C Ny(Ee).
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Demostracion. Si Hy(E, F') < ¢ entonces existe 0 < 0 < e tal que E C Ny(F,9) y
F C Ny(E,9). De esta manera, como Ny(F, ) C Ny(F,e) y Ny(E,5) € Ny(FE,¢), se
tiene que £ C Ny(F,e)y FF C Ny(E¢).

Reciprocamente, si £ C Ny(F,e) y F' C Ny(E, €) entonces d(z, F') < e paracadaz €
Eyd(y,E) < eparacaday € F.Como F 'y F son conjuntos compactos en X existen
zo € E'y yo € I tales que d(zo, F') = médxd(z, F)) < ey d(yo, E) = Ex&éxd(y,E) < e
Se si elige & > 0 con max{d(z, F'),d(yo, E)} < § < € entonces E C Ny(F,9)y
F C N4(E,0) porlo cual Hy(E, F) < § <e. [ |

2.29 Proposicion. Si X es un espacio topolégico metrizable y d es una métrica acotada
y admisible para X entonces la funciéon H,; dada en la Definicion es una métrica
acotada para 2%.

Demostracion. Por simplicidad, a lo largo de la prueba se utilizara la siguiente notacion:
VE,F €2X :n(E,F)={e¢>0|EC Ny(F,e)yF C NyE,e)}.

Como 7(E, I') es subconjunto del intervalo cerrado [0, 00) y Hy(E, F) = infn(E, F)
entonces Hy(E, F) > 0. De esta forma, H;: 2% x 2X — [0, 00) es una funcién. Mas
aun, si M > 0 es una cota superior para la métrica d, se tiene que [M,00) C n(E, F)
por lo cual Hy(E, F') > M, es decir, M también es una cota para H,. Ahora bien, dados
E,F,G € CL(X) se tiene que:

(i) Como E C Ny(E,¢) para todo € > 0, se tiene que n(E, E) = (0,00). Por tanto,
Hy(E, E) = inf(0,00) = 0.

(1) De la misma definicion n(E, F') = n(F, E) asi que Hy(E, F') = Hy(F, E).

(¢ii) Dados E # F se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que £ ¢ F. Elijase
x € E\ F.Obsérvese que d(z,F') > O pues x ¢ F y I es cerrado en X. Dado que
d(xz,F) < e paratodo € € n(E, F) se sigue que 0 < d(x, F') < Hy(E, F). Por lo tanto,
Hy(E,F) =0implica £ = F.

(iv) Considérense € € n(E, F)y € € n(F,G). Dado cualquier x € F, es posible hallar
y € F tal que d(z,y) < e. Luego, existe z € G con d(y, z) < €. Se tiene asi que

d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) < e+¢€

de manera que E C Ny(G, € + €'). Anédlogamente se tiene que G C Ny(E, e + €') asi
quee+€e €n(E,G)y Hi(E,G) < e+ € para cualesquierae € n(E, F)y € € n(F,G).
De aqui se sigue que Hy(F,G) — ¢ < e lo cual implica Hy(F,G) — ¢ < Hy(E, F).
Ahora, Hy(E,G) — Hy(E, F) < € asi que Hy(E,G) — Hy(E, F) < Hy(F,G). Se
verifica entonces que Hy(E,G) < Hy(E, F) + Hq(F, G).

Concluyase de los incisos (i)-(iv) que H, es una métrica para CL(X). [
2.30 TEOREMA. Si X es un espacio topolégico metrizable entonces 2% es metrizable.

Maés aun, si d es una métrica acotada admisible para X, la métrica de Hausdorff inducida
por d es una métrica admisible para 2%.
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Demostracion. Llamese Z al espacio topoldgico construido sobre 2% con la topologia
generada por la métrica de Hausdorff H,;. Primero se probara que la topologia de Z es
maés fina que la topologia de Vietoris para 2. Para esto, bastara con demostrar que todo
subbasico de la forma (U),x 6 (X, U),x, con U abierto en X, es abierto en Z.

Considérese F' € (U),x. Dado x € F es posible hallar ¢, > 0 tal que Bx(z,¢,) C U.
Debido a la compacidad de F'en X, existen x4, ..., x, € F tales que:

U x (o2

Se define € = min{e,,, ..., €, }/2. Dadoy € Ny(F¢€) existe z € F tal que d(y,z) < €
Luego, elijase i entre 1 y n de manera que d(z, z;)

dly,x) < d(y,2) +d(z,z) < e+ S < T4 e,

esto es,y € Bx(r;,¢,,) C U. De aqui que Ny(F,¢) C U. Por el Lema[2.24, si E € 2%
y Hy(E, F) < e entonces E C Ny(F,¢) C U lo cual implica que Bz(F,¢) C (U),x.
Ahora, sea F' € (X,U),x y elijase p € F'N U. Por ser U abierto en X, existe € > 0
de manera que Bx(p,¢) C U. Luego, dado £ € 2% con Hy(E, F) < e se tiene que
F C Ny(E,¢), asi que para p € F es posible hallar ¢ € E tal que d(p,q) < ¢, es
decir, ¢ € Bx(p,e) C U.Porlotanto,q € ENU vy E € (X,U),x. Esto prueba que
Bz(F,e) C (X, U)yx.

A continuacién se vera que todo conjunto abierto en Z es un abierto de la topologia
de Vietoris para 2%. En este caso bastara con verificar que la afirmacion es cierta para
las bolas abiertas con la métrica de Hausdorff en Z. Sean entonces £ € 2% y e > 0.
Como E es compacto en X existen zy,...,2, € E tales que £ C |J._, U;, donde
U; = Bx(x;, 5) para cada i desde 1 hasta n. Ya que x; € E N U; para todo 4, entonces
E e (Uy,...,U,)ox. Ademés, si F' € (Uy,...,U,)yx se tiene que:

Ju.= U (15) € U Bx (1:5) = N (. 5) N0

Luego, para cada € E existe ¢ entre 1y n tal que d(z, 2;) < §.Dado que FFNU; # &,
existe y € F tal que d(x;,y) < §. Como d(z,y) < d(v,2;) +d(zs,y) < §+5 = ¢
se sigue que E C Ny(F,¢€). Lo anterior implica que Hy(E,F) < €y por lo tanto
E € (Uy,...,U,)9sx C Bz(E,¢). De aqui se concluye que 2% = Z, es decir, 2% es
metrizable y H,; es una métrica admisible para 2%. |

||C:

2.31 TEOREMA. Si X es un espacio topologico 77 entonces las siguientes condiciones
son equivalentes entre si:

(1) CL(X) es metrizable,
(2) CL(X) es compacto, metrizable y coincide con 2%,

(3) X es compacto y metrizable.
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Demostracion. (2) = (1) Es evidente.

(3) = (2) Es consecuencia de la Observacion y los Teoremas yE.34.
(1) = (3) Se sigue del Teorema [2.21. [ |

2.32 Corolario. Un espacio topologico 7} es un continuo siy sélo si su hiperespacio de
cerrados también es un continuo.

Demostracion. Apliquense los Teoremas y .14 |

§3 Continuidad en hiperespacios

2.33 Proposicion. Sea f: X — Y una funcién continua entre espacios compactos de
Hausdorft. Si se define

VE € 2% . 2/(E) = f[E],
entonces la funcién 2/ : 2%X — 2Y | que se nombraré funcion inducida por f : X —'Y
a los hiperespacios de cerrados, es continua.

Demostracion. Primeramente, obsérvese que la funcion 2f . 92X 5 9Y est bien definida
pues la imagen directa bajo f de un conjunto no vacio, compacto y cerrado en X es un
conjunto no vacio, compacto y cerrado en Y, esto es, f[E] € 2Y siempre que F € 2%,
Ahora, considérese un conjunto U abierto en Y. Es claro que f[E] C U siy sdlo si
E C f71U] y asi mismo, f[E]|NU # @ siysolosi EN f~1[U] # &. De esta manera,
se tiene que

2N (U)ar] = (7 UDax y  (27) LY, U)av] = (X, f7HU])ox,

con f~![U] abierto en X . Asi, la imagen inversa bajo 2/ de cada subésico canénico de 2¥
es un conjunto abierto en 2% y por tanto la funcién 2/ : 2% — 2Y es continua. ]

2.34 TEOREMA. Es posible definir un funtor 2- : HComp — HComp, de la siguiente
manera:

(a) Para cada X € Ob HComp, 2-(X) = 2%,
(b) Paracada f : X — Y € Mor HComp, 2-(f) = 2/ : 2X — 2Y.

Demostracion. Debido al Teorema [2.17y la Proposicion [2.33, 2- : HComp — HComp es
una funcién bien definida. Resta verificar que cumple con las propiedades funtoriales
correspondientes.

(7) Si X es un espacio Hausdorff compacto:
VE € 2% . 2"X(F) = id X[E] = E.

Por lo tanto, 274X = jd 2X.
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(77) Considérense f: X —-Y y g:Y — Z funciones continuas entre espacios Hausdorff
compactos. Notese que:

VE € 2% : 292/(E) = 2°(2/(E)) = gf[E]] = g/ |E] = 2°/(E).

De aqui que 29 0 2/ = 29°7,
Se concluye de los incisos (i) y (ii) que 2- : HComp — HComp es un funtor. [ |

2.35 Corolario. Sidos espacios en la categoria HComp son homeomorfos entonces sus
hiperespacios de cerrados son homeomorfos entre si.

2.36 Proposicion. Si # es una base para un espacio topologico X y 3 es la coleccion
de vietéricos en 2% determinados por colecciones finitas de elementos de % entonces
/3 es una base para el hiperespacio 2%.

Demostracion. Sea % = {Uy, ..., U,} una coleccion finita de conjuntos abiertos en X .
SiE € (Uy,...,U,)sx entonces, para cada i desde 1 hasta n se elige z; € ENU;. Como
E C |J._, U, entonces, para todo = € E se puede tomar B, € 2 tal que:

reB, C({Uex|xeU}

Dado que F es un conjunto compacto en X, es posible hallar vy, ..., y,, € E tales que
E C U;”zl B,,. Més aun, se puede pedir que m > ny que y; = x; para cada ¢ desde 1
hasta n. Claramente £ € (B,,, ..., By, ).x puesy; € LN B, paracada j entre 1y n.
Luego, considérese I € (By,, ..., By, )sx. Se observa que I C |J., B,, € U, U
Ademas, para cada i desde 1 hasta n se tiene que z; = y; € U; asi que B,, C U,.
Ya que F'N B,, # @ se sigue que ' N U; # @. Esto implica que F' € (Uy,...,U,)ox y,
en consecuencia,

E € <By1,...,Bym>2X g <U1,...7Un>2X.

De aqui es posible concluir que 3 es una base para 2X. [ |
2.37 Proposicion. Considérense X y Y espacios topologicos. Si se define

VEec2X Fe2¥:x(E,F)=ExF,

2X><Y

entonces la funcion producto binario, x : 2X x 2Y , es continua.

Demostracion. Debido a la Proposicion bastara verificar que, dadas dos colecciones
finitas, = {Uy,...,U,} y ¥ = {Vi,...,V,}, formadas por conjuntos abiertos en
X y conjuntos abiertos en Y respectivamente, se cumple que la imagen inversa bajo la
funcién x del vietorico (Uy x Vi, ..., U, X V,,)oxx¥ esun conjunto abierto en 2X x 2V
Obsérvese que,

(U1 x Vi, ., Un X Vidgxoow = (| (Ui x Vi) QXXYﬂ<ﬂ<X><Y,UZ-><V;>2xXY).
=1 =1
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Asi, la prueba concluira si se demuestra que la imagen inversa bajo x de cada uno de
los intersectandos en el lado derecho de la igualdad anterior es un conjunto abierto en
2% x 2Y_ Notese que, para todo i entre 1 y n y para cualesquiera £ € 2X y I € 2Y,
(ExF)YN(U; xV;) #@siysdlosi ENU; # @y FFNV; # @. De aqui se deduce que,

X X VLU X Vo] = (X, Ui x (Y, Vi)

el cual claramente es un conjunto abierto en 2% x 2Y. Ahora, se demostrara que el
conjunto X '[( JI_, (U; x V;))ox~v] también es abierto en 2% x 2Y. Para esto, sean
Ee€2XyF e 2¥ talesque £ x F C |J_, (U; x V;). Nétese que, para cada v € E
y y € F, existe algin i entre 1 y n tal que (x,y) € U; x V;. Asi, es posible considerar
Ul)=(W{Ue|xecU}lyV(y) ={V € ¥|y € V}. Claramente, {U(z)},cr es
una cubierta abierta de £ en X y {V(y)},er es una cubierta abierta de ' en Y. Dado
que E es compacto en X y F' es compacto en Y es posible hallar x4,...,2,, € F'y
Y1,-..,Ys € F de manera que

cUu@) vy FelUvim.

De aqui que, si U = ;- U(z;) yV = U, V(yx) entonces (E, F') € (U)x x (V),v.
Ahora, sea (G, H) € (U)yx X (V)yv.Paracadax € Gyy € H existen j entre 1y
my k entre 1 y m tales que x € U(x;) yy € V(yi). Notese que (x;,y) € E x F asi
que, para algun i entre 1 y n, (z;,y;) € U; X V;. Como z; € U; y y, € V; se sigue que
U(zj) CU;yV(yx) C V;.Porlo tanto, (x,y) € U(z;) x V(yx) C U; x V; lo cual implica
que G x H C |J, (U; x V;). De lo anterior se deduce que

(E,F)€<U>2x><< YCX CJ U, XV 2X><Y]

donde (U),x x (V)5 es un conjunto abierto en 2% x 2Y . Esto concluye la prueba. W

2.38 Proposicion. Sea X un espacio topoldgico. Si se define,
VE,F €2X :U(E,F)=EUF,
entonces la funcién unién binaria, U : 2% x 2% — 2% es continua.

Demostracién. Sea U un conjunto abierto en X. Para cualesquiera E, F' € 2% ocurre
que FEUF CUsiysolosi E CUvyF CU.Nbtese también que (F U F)NU # @ si
ysolosi ENU # @ 6 FNU # &. De esta manera,

U (D) ox] = (U)ox X (U)ox y UTH (X, U)ox] = ((X, U)ax x2X)U(2% x (X, U)ox).

Asi, los conjuntos U™ [(U)yx] y UTH(X, U)yx] son abiertos en 2% x 2% para cada
conjunto U abierto en X. Por tanto, la funcion U : 2X x 2X 5 2X es continua. [ ]
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2.39 Proposicion. Sea X un espacio topologico Hausdorff. Si se define,
vFe2r | @) =7

., .s X .
entonces la funcidén unién amalgamada, | J : 227 5 2X es continua.

Demostracion. Primeramente se probara que la funcidn | J esta bien definida, es decir,
UJF € 2% paracada F € 92 Dado que J es una coleccion no vacia de conjuntos no
vacios su union no puede ser vacia, asi que resta ver que | J F es un conjunto cerrado y
compacto en X. Por hipotesis, X es un espacio Hausdorff asi que bastara con demostrar
que el conjunto | J F es compacto en X . Sea {U,, } nca una cubierta abierta de | JF en X.
Obsérvese que {U, } e también es una cubierta para cada F' € F. Como F' es compacto
en X existen n(F) € Ny a(F,1),...,a(F,n(F)) € A tales que F' C U?:(f) Un(F,i)-
Mas aun, es posible escoger estos indices de tal manera que F' N Uy(p;) # @ para cada i

desde 1 hasta n(F). En consecuencia, para cada F' € F, F € (U, - - -, Ua(pn(r)))2x
lo cual implica que {(Uqa(r,1), - - - , Ua(Fn(F))) 2% } Feg €s una cubierta abierta de J en 2X.
Debido a que F es compacto en 2% existen [, ..., F,, € J tales que

FC U(Ua(Fj,l)a ce Ua(Fj,n(Fj))>2X'
j=1

Por lo tanto JJ C Uj~, UZ":(};] ) Ua(F, i), esto es, | JJ se cubre con una cantidad finita
de abiertos de la coleccion {U, }aen. Se sigue que | J F es compacto en X

Finalmente, resta ver la continuidad de la funcién unién amalgamada. Para esto tomese
un conjunto U abierto en X . Es facil verificar que | JF C U siy sélo si F' C U para cada
F € F,esdecir, F C (U)yx. También ocurre que (| JF)NU # I siysolosi FNU # &
para algun F' € F, o equivalentemente, ' N (X, U)yx # @. De esta forma:

U™ [(0)ax] = (U)ax)yox  y U7X, U)ox] = (2%, (X, U)ox)pax.

Dado que (U)yx y)gX, U)sx son abiertos en 2% entonces | J ™ [()ox] y U [(X, U)ox]
son abiertos en 22” . Se concluye que | J : 22* — 2% es una funcién continua. [ ]

2.40 Proposicion. Para todo espacio topoldgico regular X el conjunto
F={(E,F)e2Xx2X |ECF}
es cerrado en 2% x 2%,

Demostracion. Como X es regular, la Proposicion implica que el hiperespacio 2%
es Hausdorff. Luego, se observa que £/ C F'siy solosi £'U F = F, de manera que J es
el conjunto de puntos donde coinciden las funciones unién binaria U : 2% x 2X — 2%
y la proyeccién canoénica de 2% x 2% en la segunda coordenada. En consecuencia, el
conjunto J debe ser cerrado en 2% x 2%, ]

2.41 Proposicién. Si X es un espacio topologico regular entonces, para cada E € 2%,
el conjunto {F' € 2% | E C F'} es cerrado en 2X.
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Demostracion. Se define la funcién ¢ : 2% — 2% x 2% de la siguiente manera:
VF € 2% . p(F) = (E, F).

Es claro que esta funcion es continua. Por la Proposicion se tiene que el conjunto
F = {(E,F) € 2X x2X | E C F} es cerrado en 2X x 2X y, en consecuencia,
0 1[F] = {F € 2% | E C F} es un conjunto cerrado en 2%, [ |

2.42 Lema. Sean X un espacio topolégico regular y A C 2%. Si A es un conjunto
linealmente ordenado por la inclusion entonces clyx A también es linealmente ordenado
por la inclusioén.

Demostracion. El resultado se probara por contrarreciproca. Supongase que la inclusion
no constituye un orden lineal en clx A, es decir, existen dos elementos F/, F' € clox A
que no son comparables bajo dicha relacion. Como E ¢ F, la Proposicién asegura
que existe un par de conjuntos abiertos en 2%, U; y V;, de maneraque £ € U, F' € V,
y para cualesquiera H € Uy, K € V; se cumple que H ¢ K. Similarmente, como
F ,Q_ E existen dos conjuntos Uy y Vs, abiertos en 2% tales que £ € Uy, F € V,
y K ¢ H siempre que H € Uy y K € V5. Definanse U = U1 N Uz y V = V; N Vs,
Ya que U y V son vecindades abiertas en 2% de E y F, respectivamente,y E, ' € cl,x A
es posible hallar H, K € A talesque H € Uy K € V.Por tanto, H ¢ Ky K ¢ H,
esto es, existen dos elementos de A que no son comparables bajo la relacién de inclusion.
De aqui se concluye que la inclusién no es un orden lineal en A. |

2.43 Lema. Las funciones minimoy maximo, min max: 27 —5 I, son continuas.
Demostracion. Obsérvese que para cada I € 2l y a € I, min F' < « si y sélo si existe

r € F tal que z < a. También ocurre que min /' > « siy so6lo si z > « para cada
x € F. De esta forma se tiene que

min [0, )] = (1,[0,a))yr 'y min"[(a,1]] = {(a, I])r.
Analogamente se verifica que
max ([0, )] = ([0,a))ox y  médx"[(er, 1]] = (I, (a, 1)or.

Ya que la imagen inversa de cada subbésico canénico de I es un conjunto abierto en 27,
las funciones min : 2/ — I y max : 2 — I son continuas. ]

2.44 Corolario. Si X es espacio topologico metrizable entonces la funcién diametro,
diamy : 2% — X, es continua.

Demostracion. Bastara notar que, si d es una métrica admisible para X entonces, para
cada I € 2%, se tiene que diamx F' = max d[F x F]. [ |
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§3 Hiperespacio de continuos

2.45 Definicion. Se define el hiperespacio de continuos de un espacio topologico X, el
cual se denotara por C(X), como el subespacio de CL(X) inducido sobre el conjunto

C(X)={F € CL(X) | F es conexo y compacto en X }.
2.46 Observacion. (1) Cuando X es un espacio topoldgico 7T ocurre que
Fi(X) CO(X) C2X CCL(X).

(2) Si X es un continuo de Hausdorff entonces la coleccion C'(X) consta de todos los
subcontinuos de X . En dicho caso C' (X)) es llamado hiperespacio de subcontinuos de X .
(3) Al igual que en la Proposicién [2.§ se demuestra que C(Y) es un subespacio cerrado
de C(X) siempre que Y es un subespacio cerrado de X.

2.47 Proposicion. El hiperespacio de continuos de un espacio topologico Hausdorff es
un subespacio cerrado de su hiperespacio de compactos.

Demostracion. Sea X un espacio T5. Si F© € 2X y F es disconexo en X entonces es
posible hallar un par de conjuntos no vacios, ajenos y cerrados en X, llamense H y K,
de manera que F' = H U K. Noétese que H y K son compactos en X asi que se pueden
elegir dos conjuntos U y V/, ajenos y abiertos en X, de maneraque H CUy K C V.
De esta forma,

F=HUKCUUV, FNU=H+@ y FNV =K # 2,

estoes, F' € (U, V)yx. Mas atin, si £ € (U, V),x los conjuntos £EN Uy ENV forman
una disconexién de F en X. Esto implica que,

F e (U V)x C2%¥ L C(X).

Por lo tanto, 2% \.C'(X) es abierto en 2% de donde se sigue que C'(X) es un subespacio
cerrado del hiperespacio 2X. ]

2.48 Observacion. (1) Debido al Teorema y a la Proposicion el hiperespacio
C (X)) es Hausdorff compacto siempre que X lo sea. Ademas, si f : X — Y es una
funcién continua entre espacios Hausdorff compactos entonces f[K| € C(Y) para todo
K € C(X).Portanto,siz: C(X) — 2% yj: C(Y) — 2Y son las funciones inclusién
respectivas, existe una unica funcién continua C(f) : C(X) — C(Y') de manera que
el siguiente diagrama conmuta,

2X24f,2Y
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La funcién C(f) : C(X) — C(Y') se denomina funcion inducida por f : X —'Y alos
hiperespacios de continuos. Asi, es posible considerar el funtor hiperespacio de continuos
C : HComp — HComp el cual es un subfuntor de 2- : HComp — HComp.

(2) Como consecuencia del inciso (1) se tiene que el hiperespacio de continuos es un
invariante topologico en la categoria HComp.

2.49 Lema. Sea Z el subespacio de I x I inducido sobre Z = {(z,y) € I x I | x < y}.
Si se define

V(z,y) € Z: ¢(x,y) = [x,y],

entonces la funcién ¢ : Z — C([) es un homeomorfismo.

Demostracion. Obsérvese que, para cada K € C(I) se tiene que min K < max K, esto
es, (min K, max K) € Z. Asi, por el Lema [2.43, 1a funcién ¢ : C(I) — Z dada por

VK € C(I) : (K) = (min K, max K),

es una funcion continua. Ademas, para todo K € C'(I), K = [min K, mix K] y para
cada (x,y) € Z se tiene que [x,y] € C(I) y ¥(|z,y]) = (z,y). De aqui se deduce que
la funcién ¢ : C(I) — Z es una biyeccién. Como C(I) y Z son espacios Hausdorff
compactos se sigue que ¢ : C(I) — Z es un homeomorfismo. Finalmente, notese que
para cada (z,y) € Z, Y(¢(x,y)) = (z,y), es decir, ¢ o ¢ = id Z. Por lo tanto, ya que
o =1, lafuncién ¢ : Z — C(I) es un homeomorfismo. [ |

2.50 Lema. Sea X un espacio topolégico Hausdorff. Si F € C(2X)y 5N C(X) # @
entonces | JJF € C(X).

Demostracion. Nombrese F' = | . Debido a la Proposicion 2.3, F € 2 asi que resta
probar que F' es conexo en X. Sean H y K conjuntos ajenos y cerrados en X tales
que ' = HUK.Siseelige L € FNC(X) entonces L C F' = HU K. Como L es
conexo en X, necesariamente ocurre que L. C H o L C K. Se supondr4, sin pérdida de
generalidad, que L. C H. Obsérvese que los conjuntos H = (H),x y K = (X, K),x son
ajenos y cerrados en 2% . Ademas, F = HUX y L € FNH. Dado que F es conexo en 2%
se tiene que K = @'y, en consecuencia, K = &. De aqui se sigue que F' es conexo en X.
Finalmente, nétese que C'(X) es un subespacio cerrado de 2%, pues X es Hausdorff, y
por tanto, C(C/(X)) es subespacio de C(2%). De esta manera, ¥ € C(C(X)) implica
FeC2X)yFnC(X)=F + 2. [ |

2.51 Definicién. Sea X un continuo 75. Una funcién continua p : C(X) — R esuna
funcion de Whitney si cumple las siguientes propiedades:

(1) Para cada x € X, u({z}) =0.

(1) Si K, L € C(X)y K C L entonces pu(K) < u(L).

2.52 Observacion. (1) La propiedad (i7) en la Definicion es equivalente a que la
funcion p : (C(X),C) — (R, <) sea estrictamente creciente.

(2) Dado K € C(X) se elige z € K. Ya que X es un continuo de Hausdorff se tiene
que {z},X € C(X)y {z} € K C X. De la condicién (i) en la Definicion y
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del inciso (1), se sigue que 0 < u(K) < u(X). Asi, es posible restringir el codominio
de p al intervalo [0, (X)] y obtener una funcién continua que sigue cumpliendo las
propiedades (i)-(i7) en la Definicion [2.5]. Debido a esta observacion, en lo subsecuente
se consideraran funciones de Whitney de la forma p : C(X) — J, donde J sea el
subespacio de R inducido sobre intervalo J = [0, u(X)].

(3) Si X es un continuo no degeneradoy 1 : C(X) — J es una funcién de Whitney
cualquiera entonces se puede definir ¢/ : C(X) — I como

VK € C(X) : p(K) = u(K)/p(X).

Notese que i/ : C(X) — I también es una funciéon de Whitney y ademas p/(X) = 1.
(4) Sean X y Y continuos, y : C(X) — J una funcién de Whitney y ¢ : ¥ — X
una inmersién. Si J es el subespacio de J inducido sobre el intervalo [0, u(¢[Y])] y
7 J — Jessu respectiva funcion inclusiéon entonces existe una inica funcién continua
w:CY)— J de manera que el siguiente diagrama conmuta:

cx)—t g

C(‘P)J JJ o C(p) =jgopu.

Obsérvese que ji también satisface (i) y (ii) en la Definicién [2.5]. Esto implica que
p:ClY) — J también es una funcién de Whitney. Un caso particular es cuando
¢ =1:Y < X esla funcion inclusion pues C(z) : C(Y) — C(X) es la funcién
inclusion respectiva y fi : C(Y) — J es la restriccion de i : C(X) — J a C(Y).
2.53 TEOREMA. Todo continuo admite funciones de Whitney para su hiperespacio de
continuos.

Demostracién. Si X es un continuo elijase un conjunto {p, },en que sea denso en X.
Para cada n € N considérese la funcion continua f,, : X — I dada por:

B 1

 Ltd(w,pa)

Luego, definase p,,(K) = diam; f,[K], para cada K € C(X). Por el Corolario [2.44,

la funcién u, : C(X) — I es continua. Aplicando el Criterio M de Weierstrass [1L,
Teorema 10.5] es posible definir una funcién continua i : C(X) — I como:

_ - Mn(K)
on -

Ve e X : fu(x)

VK € C(X) : u(K)

n=1

Se afirma que i : C(X) — I es una funcién de Whitney.
(i) Dado x € X ocurre que

Vn € N: p,({z}) = diamy f,[{z}] = diam; {f,.(z)} = 0.
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Como cada uno de los sumandos de la serie » %{f“ es nulo se sigue que p({z}) = 0.

(i1) Sean K, L € C'(X) talesque K C L.Paratodon € Nseobservaque f,,[K] C f,[L]
y por tanto p,(K) = diamy f,[K] < diamy f,,[L] = p,(L). Asi, para demostrar que
w(K) < p(L) bastara con verificar que fi,,(K) < p,(L) para algain m € N. Elijase
x € L~ Kye > 0 de manera que d(z, K) > ¢e. Dado que {p,}nen €s un conjunto
denso en X, es posible hallar m € N tal que d(z, p,,) < €/2. De aqui que,

1 1
<
[+¢/2 = T+d(w.pm)

Luego, para todo y € K se tiene que d(y, p,,) > d(y,x) — d(x,pm) > € —€/2 = €/2.
En consecuencia,
1 1
= <
L+d(y,pm) 1+€/2

fm(y) < fml(2).
Asi, méx [, [K] < fi(2) < méx f,[L]. Como K C L implica min f,,[K] > min f,,[L]
se sigue que,

diamy f,,[K| = méax f,,[K] — min f,,[K] < méax f,,[L] — min f,,[L] = diamy f,,,[L],

esto es, iy, (K) < pim(L). De esta forma se verifica que pu(K) < u(L).
Concluyase de los incisos (i) y (i7) que p : C(X ) — I es una funciéon de Whitney. W

2.54 Definicién. Considérese un espacio topoldgico X . Un arco ordenado en C(X) es
una funcién continua « : I — C(X) tal que, para cualesquiera s,t € I, s < ¢ implica
a(s) C a(t).Si K, L,e C(X),a(0) = K,a(l) = Ly B = at), para algin t € I,
entonces se dira que a : I — C(X) va desde K hasta L pasando por B.

2.55 Observacion. (1) La dltima condicion en la Definicion es equivalente a que
la funcién « : (I,<) — (C(X), C) sea estrictamente creciente. En consecuencia, si
a(0) = Kya(l) = L, se sigue que K C «ft) C L, para todo t € I. Ademas, como
(1, <) esun conjunto linealmente ordenado entonces la imagen (a[/], C) es un conjunto
linealmente ordenado.

(2) Si X es un espacio Hausdorff compacto, se sigue de la Definicion y del inciso (1)
que todo arco ordenado en C(X) es una funcioén continua e inyectiva en la categoria
HComp vy, por lo tanto, es una inmersiéon. De aqui se deduce que la imagen de un arco
ordenado es un arco en C'(X).

2.56 Lema. Sean X un continuo 75 y p : C(X) — J una funcién de Whitney. Dados
K y L subcontinuos de X yt € Jtalesque K C Ly u(K) <t < p(L) existe un
subcontinuo de X, llamese B, de manera que

KcBCL y wB)=t.

Demostracion. Definase A = {N € C(X)| K C N C Ly u(N) > t}. Obsérvese que,
como L € A, el conjunto A es no vacio. Ademas, se deduce de las Proposiciones 2.7 y
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y de la continuidad de i : C(X) — J que A es un conjunto cerrado en C(X).
Asi, es posible elegir E € A tal que pu(FE) = min u[A]. Ahora, considérese el conjunto
B={Ne(C(X)|KCNCEFEyu(N) <t} el cual también es no vacio pues K € B.
Un argumento similar al caso de A muestra que B es cerrado en C'(X) por lo cual existe
F € B de manera que p(F) = max u[B]. Claramente ocurre que K C F C EC Ly
u(F) <t < p(E). Mas aun, para todo N € C(X) con K C N C E se cumple que
W(N) < p(E) = min u[A] asi que N ¢ A. Dado que K C N C L, necesariamente se
tiene que ;(N) < ty en consecuencia N € B. Luego, como p(N) < p(F) = max u[B|
no puede ocurrir que /' C N. Esto demuestra que no existe ningin N € C'(X) tal que
F C N C E. De la Proposicion se deduce que F' = E. Definiendo B = F' = F se
cumple que p(B) = u(F) <t < u(E) = u(B), esto es, u(B) = t. Finalmente, como
KCBCLyuK)<u(B) < p(L)sesigueque K C B C L. |

2.57 TEOREMA. Si X es un continuo, para cualesquiera K, L € C(X) con K C L es
posible hallar un arco ordenado desde K hasta L en C'(X).

Demostracion. Dado que X es un continuo, el Teorema asegura la existencia de una
funcién de Whitney i : C(X) — J. Luego, K C L implica u(K) < p(L), por lo cual
el intervalo (u(K), u(L)) es no vacio. Asi, D = {u(K), (L)} U ((u(K), (L)) NQ) es
un conjunto infinito numerable. Considérese una enumeracion inyectiva D = {r, } en
de manera que , = u(K) y ro = p(L). Esta indizacién permite aplicar el Principio de
Definicion por Recurrencia para construir una funcién v : D — C(X) de manera que,

(1) Paracadan € N, u(y(r,)) = rn,

(i) Para cualesquiera m,n € N, y(r,,) C y(r,,) siempre que 7, < 7,

(Paso Base) Definanse v(r;) = K y v(rs) = L. Es claro que + restringida a {ry, 75}
cumple las propiedades (i) y (7).

(Paso Recursivo) Supdngase que se ha definido v en R = {ry,...,r,} paran > 2.
Notese que ry # 1,41 7# 9 porlo cual 7y < 7,11 < r9. Asi, es posible hallar ry, 7y € R
tales que ry = méx{ry € R | ry < rpy1}y ry = min{ry € R|ry > r,41}. Dado que
rn < Tpp1 < 7y la funcidn «y definida en R satisface (i) y (i?) se tiene que

Y(rn) Cylra) y  p(y(rw)) < raga < p(y(rar))-

Por el Lema existe B € C(X) tal que y(ry) C B C y(rm) y w(B) = rpq1.
Claramente, si se define v(r,,;1) = B se verifica que p(y(r4+1)) = Tni1. Ademas, para
cada k entre 1 y n ocurre que 7, < 7,41 0 bien 7, > r,11. En el primer caso se tiene
que 1 < ry y por tanto y(r;) C Y(rn) C Y(rp+1). En el segundo caso, ryy < 7y y asi
Y(rni1) C ¥(rar) € y(rg). Esto demuestra que la funcion v definida en {ry,..., 7,41}
también satisface (i) y (i).

Obsérvese que la condicién (i) es equivalente a que puy = id D mientras que la
condicioén (ii) equivale a que la funcién v : (D, <) — (C(X),<C) sea estrictamente
creciente. Dado que (D, <) es un conjunto linealmente ordenado entonces la imagen
(v[D], €) también es un conjunto linealmente ordenado. Del Lema se deduce que
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la coleccion A = clg(x)y[D] C clx v[D] se encuentra linealmente ordenada por la
relacion de inclusion. Ademaés, i1 : C(X) — J es una funcidn cerrada asi que,

plA] = plelex) v[D]] = ey ply[D]] = ey D = [u(K), u(L)].

Por tanto, si F es el subespacio de C'(X) inducido sobre A, Y es el subespacio de J
inducido sobre el intervalo Y = [u(K),u(L)]er: F — C(X)yy:Y — J sonlas
funciones inclusién respectivas entonces existe una funciéon continua y suprayectiva
A : F — Y que hace conmutativo el siguiente diagrama:

cx)-L g
ll 1‘7 o1 =70\,
F X Y

Como A es una restriccionde i : (C(X), C) — (J, <) que es una funcidn estrictamente
creciente (Observacion (1)) entonces A : (A, C) — (Y, <) también es una funcién
estrictamente creciente. Ya que (J, C) es un conjunto linealmente ordenado se deduce
que A es una funcién inyectiva y por lo tanto A : F — Y es un homeomorfismo entre
espacios Hausdorff compactos. Considérese la funcion continua ¢ : I — Y dada por,

Vi e l:p(t) = p(K) +H(p(L) — p(K)).

De esta forma la funcién o = 1A"'¢ : I — C(X) es continua. Mas aun, ocurre que
a: (I,<) — (C(X), <) es una funcién estrictamente creciente por ser composicién de
funciones estrictamente crecientes. Dado que K, L € y[D] C A, \(K) = u(K) = ¢(0)
y ML) = u(L) = (1) entonces a(0) = A7 (¢(0)) = Ky a(l) = A7 (p(1)) = L.
Esto demuestra que « : I — C(X)) es un arco ordenado desde K hasta L. |

2.58 Corolario. Sean X un continuo no degeneradoy K € C(X). Paracadap € K
existe un arco ordenado o : I — C(X) que va desde {p} hasta X pasando por K.

Demostracion. Si K = {p} o K = X pues basta aplicar el Teorema Asi, supongase
que {z} C K C X.Elijanse dos arcos ordenados o, ay : I — C(X) que vayan desde
{p} hasta K y desde K hasta X, respectivamente. Dado que a;(1) = K = ay(0), es
posible definir un funcién continua v : I — C(X) como:

(03] (2t> Si
as(2t — 1) si

Vte[:a(t)—{

Obsérvese que a(0) = {p}, a(3) = K y a(1) = X.Dados s,t € I con s < ocurre que:
(1) Sit < % entonces 0 < 2s < 2t < 1 asi que

a(s) = a1(2s) C a1(2t) = aft).
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(i) Si s < 3 < t entonces 25 < 1y 0 < 2t — 1 por lo cual
a(s) = a1(2s) Cag(l) = K = az(0) C ae(2t — 1) = aft).
(13i) Si % < sentonces 0 < 2s — 1 < 2t — 1 < 1 y por tanto
a(s) = ag(2s — 1) C az(2t — 1) = a(t).

Esto demuestra que o : I — C(X) es un arco ordenado que va desde {p} hasta X
pasando por K. ]

2.59 TEOREMA. El hiperespacio de subcontinuos de un continuo siempre es un
continuo arco conexo.

Demostracion. Sea X un continuo. Por el Teorema y la Proposicion [2.47, C(X) es
un subespacio cerrado del continuo 2% asi que resta verificar que C'(X) es arco conexo.
Debido al Teorema|1.37, bastara demostrar que C'(X) es conexo por trayectorias, para lo
cual se aplicara la Proposicion (a).Si K € C(X)y K # X entonces el Teorema
afirma la existencia de un arco ordenado ax : I — C(X) de K a X. Si se define
ayx : I — C(X) como la funcion constante X entonces, para cualquier K € C(X),
ag I — C(X) parametriza una trayectoria de K a X en C(X). De esta manera,
dados K, L € C(X) se tiene ax (1) = (1) = X y por tanto es posible definir una
funcién continua o : I — C(X) como:

e (2t) sit <
ap(2—2t) sit>

Vte]:a(t):{

Obsérvese que a(0) = ax(0) = Ky a(l) = ar(0) = L,asique v : T — C(X) esla
parametrizacion de una trayectoria en C'(X ) que vade K a L. |

2.60 Lema. Sean X un continuo 75 y i : C(X) — J una funcién de Whitney. Para
cada € > ( existe § > 0 de maneraquesi K, L € C(X), K C Ly u(L) — u(K) <0
entonces Hy(K,L) < e.

Demostracién. Definase § = {(K,L) € C(X) x C(X) | K C Ly Hy(K,L) > €} y
considérese la funcién continua ¢ : C(X) x C(X) — J dada por:

VK, L € O(X) : (K, L) = |u(K) — u(L).

Notese que F es un conjunto cerrado en C(X) x C(X). Ademas, dado (K,L) € F
se tiene que X' C L por lo cual u(K) < u(L)y ¢(K,L) > 0. De esta manera, si
d = min p[F] entonces 0 > 0. De aqui que para cualesquiera K, L € C'(X)con K C L
y (K, L) = pu(L)—p(K) < & debe ocurrir que (K, L) ¢ F,estoes, Hy(K,L) <e. R

2.61 TEOREMA. Un continuo es localmente conexo cuando y solamente cuando su
hiperespacio de subcontinuos es localmente conexo.
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Demostracion. Sea X un continuo y supoéongase que X es localmente conexo. Para
probar que C (X)) es localmente conexo se aplicaran el Teoremal[1.17y la Proposicion|1.21.
Dadoe > 0y K € C(X) elijase p € K. Como X es localmente conexo en p existe
L € C(X)y0 < 0 < ede manera que Bx(p,d) C L C Bx(p,¢).Si B € C(X)
y Hy(K,B) < 0 entonces, para p € K, existe ¢ € B tal que d(p,q) < ¢ lo cual
implica que ¢ € Bx(p,0) € Ly BNL # @. Mas ain, p € K N L asi que L
intersecta a K y a B y por tanto K U L U B € C(X). Notese que B C Ny(K,e)
y L C Bx(p,e) C Ny(K,¢€) asique K UL U B C Ny(K,e). Se eligen dos arcos
ordenados «, 5 : I — C(X) que vayan desde K hasta K U L U By desde B hasta
K U L U B respectivamente (en casodeque K = K ULUBo B = KULU B se
toman funciones constantes). Claramente, ¢ = «[I| U §[I] es un subcontinuo de C'(X)
con K, B € C. Ademas, para cada C' € C, ocurre que C' C K U LU B C Ny(K,e).
Si C € afl] entonces K C C asi que K C Ny(C,¢)ysiC € 5[] entonces B C C'y
K C Ny(B,e) € N4(C,e). Esto implica que Hy(K,C) < ¢, para todo C' € C. De aqui
que, para cada B € C(X) con Hy(K, B) < 4, existe un conjunto € conexo en C'(X)
tal que C C Be(x) (K, €). Se deduce que C'(X) es conexo en pequefio en el punto K,
para cada K € C'(X). En consecuencia, C'(X) es localmente conexo.

Ahora se supondra que C(X) es localmente conexo. Dados x € X y e > 0 es
posible hallar un subcontinuo de C(X), llimese C, y un niimero 6 > 0 de manera
que Box)({z},6) € € C Bex)({z}, €). Nétese que, por el Lema .54, C = |JC es
un subcontinuo de X. Ademas, Bx(z,d) C C C Bx(x,€) pues, para cada y € X,
d(xz,y) = Hq({x},{y}). De lo anterior se deduce que, para cada x € X, X es conexo
en pequeno en el punto x y, por tanto, X es localmente conexo. |

2.62 Lema. Sean X un continuoy i : C(X) — J una funcién de Whitney. Si z € X,
M € C(X)yx € M entonces, para cadat € J, es posible hallar N € C'(X ) de manera
que u(N)=t,z € Ny

MCN o NCM.

Demostracion. Por el Corolario [2.58, existe un arco ordenado o : I — C(X) que va
desde {x} hasta X pasando por M. Nétese que

ua(0) = p({a}) = 0 <t < 1= u(X) = pa(1)

Dado que la funcién po : I — I es continua, el Teorema del Valor Intermedio asegura
que existe ty € [ tal que pa(ty) = t. Haciendo N = «(ty) ocurre que u(N) =ty
x € N. Ademas, como los conjuntos M y N pertenecen a la imagen de « se sigue de la

Observacion 2.5 (1) que M C N o N C M. ]

2.63 TEOREMA. El hiperespacio de subcontinuos de un continuo localmente conexo
es contractil.

Demostracion. Sea X un continuo localmente conexo. Notese que si X consta de un
unico punto entonces el resultado se sigue inmediatamente. Asi, se supondra que X es
no degenerado. Por el Teorema y la Observacion (3) se puede elegir una funcion
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de Whitney y : C(X) — I de manera que x(X) = 1. Definase G : X x I — 2¢(X)
como:

Vee X;tel Gz, t)={Ke(C(X)|ze Kyu(K) =t}

Del Lema se puede deducir que, para cada x € X yt € I, el conjunto G(z,t)
es no vacio y cerrado en C(X), esto es, G(x,t) € 2¢X) Ahora, se demostrara que
la funcién G : X x I — 2€X) es continua. Considérense z € X, t € [ ye > 0.
Por el Lema existe n > 0 de manera que, si K, L € C(X) entonces K C Ly
w(L)—u(K) < nimplican Hy(K, L) < €/2.Luego, como . : C(X) — I esunafuncién
uniformemente continua, existe £ > 0 de manera que, para cualesquiera K, L € C'(X),
Hy(K,L) < & implica |u(K) — p(L)| < n/2. Definase v = min{¢, ¢/2}. Debido a la
conexidad local de X y ala Proposicion es posible tomar B € C(X)y0 <0 < /2
tales que Bx(z,0) € B C Bx(x,7/2).Dadosy € X,s € I cond(z,y) < 0y
|t — s| < n/2 se observa lo siguiente:

(i) Para cada K € G(y,s) ocurre que y € BN K puesy € Bx(z,d) C B. De esta
manera, BUK € C(X)yx € BUK asi que existe L € G(z,t) talque L C BUK
o BUK C L. Ademéas, B C Bx(y,7v) pues B C Bx(z,v/2) yd(z,y) < § < v/2.
Por tanto BU K C Ny(K,7), Hi(K,BUK) <y <{yasiu(BUK) — u(K) <n/2.
Se sigue que

(u(BUK) — (L) <|p(BUK) — p(K)| + |p(K) — u(L)]
=(W(BUK) — u(K)) +|s —t| <n/2+n/2=n.

Como los conjuntos B U K y L son comparables respecto a la relaciéon de inclusion
ocurre que Hy(B U K, L) < €/2. De aqui que

Hy(K,L) < Hy(K,BUK)+ Hy(BUK,L) <7+¢/2<¢€/2+¢/2=¢.

Esto prueba que para todo K € G(y, s) existe L € G(x,t) tal que Hy(K, L) < e.

(77) Se considera L € G(z,t). Notese que BU L € C(X) pues x € BN L. Como
y € BU L se puede hallar K € G(y,s) talque K C BU Lo BUL C K. Debido a
que B C Bx(z,7/2) se sigue que BUL C Ny(L,v)y Hy(L,BUL) <~ < & Asi,
uw(BUL)— u(L) < n/2y en consecuencia

(u(BUL) — w(K)| <[p(BUL) — p(L)] + |p(L) — p(K)|
=(uW(BUL) —p(L))+ |t —s[ <n/2+n/2=n.

Dado que B U L y K son conjuntos comparables respecto a la inclusion se sigue que
Hy,(B UL, K) < ¢/2. Por tanto, ocurre que

Hy(L,K) < Hy(L,BUL)+ Hy(BUL K) <vy+¢/2<¢/2+¢/2 =e.

De aqui que para cada L € G(z,1) existe K € G(y, s) tal que Hy(L, K) < e.
Se deduce de los incisos (i) y (i) que bajo la métrica de Hausdorff para 2¢(X) inducida

por H, los conjuntos G(x,t) y G(y, s) distan entre si en menos que € > 0 siempre que
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d(x,y) < 6y |t—s| < n/2.Estoimplica que la funcién G : X x I — 2¢X) es continua.
Ahora, por la Proposicién [2.39, el conjunto | J G(x,t) es cerrado en X para cada z € X
yt € I. Ademas, | JG(z,t) es un conjunto conexo en X por ser la union de una familia
de conjuntos conexos en X cuya interseccién es no vacia. Por tanto, es posible definir
una funcién continua g : X x I — C(X) de manera que,

Vee X,tel:g(xt)= UG:Ut
Finalmente, se define H : C(X) x I — C(X) como,

VK € C(X),teI:HE t)= | gz, t) = JglK x {t}].

reK

Se verifica que H (K, t) es un subcontinuo de X por ser la unién de un subcontinuo de
C(X). Ademas, las Proposiciones 2.37, [2.33 y 2.3¢ implican que H : C(X)x I — C(X)

es una homotopia. Finalmente, nétese que para cada x € X,

=G, 0) = J{{z}} ={=} v g1 ={JGC@1) = J{X}=X.

Esto implica que, para cada K € C'(X),

HK,0)= ] g0 =z} =K vy HE1)=Jg1)=|]x=X

zeK zeK zeK zeK

De esta forma, id C'(X) : C(X) — C(X) es una funcién inesencial y por tanto el
hiperespacio C'(X) es contractil. [ |

2.64 TEOREMA. Elhiperespacio de subcontinuos de un continuo es contractil respecto
de cualquier ANR.

Demostracion. Sean X un continuo, Z un ANRy f : C(X) — Z unafuncién continua.
El Teorema afirma la existencia de un continuo Y y de una sucesion anidada (X, ) en
formada por subcontinuos localmente conexos de Y, tales que X es subespaciode Y y
X = ﬂflo:l X,,. Para cada n € N némbrese X, al subespacio de Y inducido sobre X,.
Dado que Z esun ANR y C'(X) es un subespacio cerrado de C(Y") existe un subespacio
abierto de C(Y') que contiene a C (X ), ndmbrese X, v existe una funcién F : X — Z
que extiende continuamente a f : C'(X) — Z. Notese que, por la Observacion (3),
(C(X,))nen es una sucesién anidada de conjuntos cerrados en C'(Y') de manera que
C(X)=N",0(X,) C X. Ya que el conjunto X es abierto en CC'Y se puede hallar

m € N tal que C(X,,) C X. Por tanto, se tiene el siguiente diagrama conmutativo de
funciones inclusion:

X

J
/ k kow=}.

C(X) —— C(Xn)

7
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Debido al Teorema y a la Proposicion [1.84, C(X,,) es contréctil respecto de Z asi
que la funcién F' : C(X,,) — Z, definida como F' = F o k, es inesencial. Obsérvese
que

Fio= (Fk) = F(ki) = Fjy= |,

y asi, se sigue del Corolario que [ : C(X) — Z es una funcion inesencial. En
consecuencia C(X) es contractil respecto de Z. |

2.65 Corolario. El hiperespacio de subcontinuos de un continuo es unicoherente.

Demostracion. Apliquense los Teoremas y [1.84. |
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Capitulo 3

Funciones de Whitney

§1 Similitudes

3.1 Definicion. Sean X un espacio metrizable, Y y Z subespacios cerrados de X y d
una métrica admisible para X. Una funcién p : Y — Z es una similitud o semejanza
respecto de d si para algun A > 0 se cumple la siguiente condicion de semejanza:

Vo,y €Y 1 d(p(z), p(y)) = Ad(z,y).

El nimero A es nombrado razéon de semejanza de p respecto de d.

3.2 Observacion. (1) Debido ala condicién de semejanza,sip : Y — Z esuna similitud
respecto de alguna métrica entonces p : ¥ — Z es una funcién continua.

(2) Sea p : Y — Z una similitud respecto de d con razoén de semejanza A > (. Para
cualesquiera z,y € Y con x # y se tiene que d(p(x), p(y)) = Ad(z,y) > 0, esto es,
p(x) # p(y). Por lo tanto, toda similitud es una funcién inyectiva.

(3) Supodngase que Y es un espacio con mas de un punto y elijanse p,q € Y con p # q.
Si Ay X son razones de semejanza respecto de d para la similitud p : Y — Z entonces
Ad(p,q) = d(p(p), p(q)) = Nd(p,q). Como d(p, q) > 0 se sigue que A = X'. Asi, cuando
Y es no degenerado, p : Y — Z posee una unica razén de semejanza respecto de d.
3.3 Definicion. Sean X un continuo y d una métrica admisible para X. Una funcién
de Whitney p : C(X) — J es invariante bajo semejanzas respecto de d si siempre que
p Y — Z sea una similitud respecto de d entre subespacios cerrados de X con razén
de semejanza A > 0y K € C(Y) se tiene que p(p[K]) = A\u(K).

3.4 TEOREMA. Si X es un continuo y d es una métrica admisible para X entonces

existe una funcion de Whitney que es invariante bajo similitudes respecto de d.

Demostracion. Es claro que d es una métrica acotada asi que se supondra, sin perder
generalidad alguna, que d es acotada por 1. Notese que, para cadan € N, F,,(X) es un
espacio compacto y metrizable ya que es un subespacio cerrado de 2%. Considérese la

funcién &, : X" — F,,(X) definida en el Teorema como:

Vay, ... 2 € X 0 &u(1, .. xn) = {a1, ..., 20}

55
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Claramente, para todo K € C(X), K" es un subcontinuo de X™ asi que se puede
definir una funcién continua €2, : C(X) — C(F, (X)) de la siguiente manera:

VK € C(X): Qu(K) = &,[K"] = [K]=".
Ahora, sear : F'(X) — [ la funcién dada por:

min{d(z,y) |z,y € Ayxz #y}  si|A] > 1,

VAGF(X)ZT(A):{l si |[A] = 1.

Para cadan € N con n > n se define ¢, : F,,(X) — I como:

r(A) si|A] =n,

VA e F,(X) : o,(A) =

(X) = on(A) {0 si|A] < .
Se demostrara que esta funcion es continua. Considérese A € F,,(X) y una sucesiéon
(Ap)nen que converge a A en F,,(X). Se define § = min{r(A),e}/2 > 0y se elige
M e Ntal que Hy(Ap,, A) < d paracadam € N conm > M. Se consideran dos casos:
(1) Supéngase que |A| = n. Paracadaxz € Ay m > M se escoge \,,(x) € A, de
manera que d(x, \,,(x)) < 6 < r(A)/2.Dados z,y € A con x # y se tiene que:

dAm (), Am(y)) = d(z,y) = d(z, An(2)) = d(y, Am(y)) > r(A) = - =0,

esto es, A, () # An(y). De aqui que la funciéon A, : A — A, es inyectiva. Como
|A;n] < n = |A| se sigue que ), es una biyeccion. Por lo tanto, |A,,| = n para cada
m € N conm > M. Ahora, para cualesquiera z,y € A con z # y se tiene que
Am(2) # Am(y) por lo cual

d(z,y) = d(Am (), An(y)) = d(@, Am(2)) = d(y, An(y)) > 7(Am) — €

Asi, r(A) > r(A,,)—elo cual implica que 7(A,,) < r(A)+e€. Andlogamente, siz,y € A,,
y x # y entonces A\ ' (x) # A\ (y) por lo cual

d(z,y) = d(A,'(2), A, (y) = d(z, X, () = d(y. A, () > () — €
r(Am) — r(A)] < e. Porlo

De esta manera, 7(A) — e < r(A;,) < 7(A) + €, es decir,
tanto, para cada m € N con m > M se tiene que

[on(Am) — on(A)] = [r(An) —r(A)] <e

(77) Supéngase que |A| < nyseam € Nconm > M.Esclaro que, si |A,,| < n entonces
|on(Am) — ©n(A)] = 0 < € asi que se considera el caso en que |A,,| = n. Dado que
Hy(A,, A) < 6, para cada = € A,, se puede hallar y € A tal que d(z,y) < 0.Siy € A
también cumple que d(z,y’) < 0 entonces

d(y,y') < d(x,y) +d(z,y’) <26 <r(A),
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lo cual implica que y = 7/. Por tanto, existe un tnico elemento en A que cumple es-
ta propiedad; designese por A, (z). Ademas, para cada y € A existe x € A,, tal que
d(x,y) < 6, esto es, y = A\, (). De aqui que la funcién A, : A, — A es suprayectiva.
Dado que |A| < n = |A,,| no puede ocurrir que la funcién A, sea inyectiva asi que
existen z, 2" € A, de tal suerte que = # 2’ y A\, (z) = A\ (2'). Se deduce que

r(Ay) < d(z,2") < d(z, \p(2)) + d(2’, An(2) < 26 <e.

Por tanto, |, (A,) — pn(A)| = r(Ayn) < € siempre que m € N,m > My |A,,| =n.

De los incisos (i) y (i7) se concluye que ¢,, : F,,(X) — I esuna funcién continua para
cadan € N conn > 2. Luego, se puede definir una funcién continua fi,, : C(X) — I
como:

VK € O(X) : fin(K) = max{pn(A) | A € [K]5"} = méx 0, [ (K))].

Notese que, para cada K € C(X), {pn(A)|A € [K]="} = {r(A)|A € [K]"} U {0}
asi que, si K es no degenerado entonces i, (K) = max{r(A)|A € [K]|"}. Ahora, se
aplica el Criterio M de Weierstrass [[l, Teorema 10.5] para definir la funcién continua
i C(X) — I dada por:

~

VK € O(X i“
n=2

Se tienen las siguientes observaciones:

(i) Paracadaz € X yn € Nconn > 2 se tiene que Q,({z}) = [{z}]=" = {{z}}. De
esta manera Ji,({z}) = max p,[{{z}}] = mix{p,({z})} = 0. En consecuencia, cada
uno de los sumandos de la serie “"({I}) es nulo y, por tanto, i({z}) = 0.

(i7') Dados n € N conn > 2 yK,L € C(X) con K C L se tiene que §2,(K) =
[KJS" C (L]0 = 0,(L) asi que fin(K) = méx o[, (K)] < méx gplO0(L)] = in(L).
Por tanto, para probar que [i(K)) < fi(L) bastara con verificar que fi,,(K) < i (L)
para algun m € N. Nétese que, para cada A € [L]?, 7(A) = d(z,y) donde = y y son los
unicos elementos de A. Como L es no degenerado se tiene que

fia(L) = méx{r(A)| A € [L]*} = méx{d(z,y)|r,y € L} = diamx L.

De esta forma, si K es un singular se tiene que [ix(K) = 0 < diamx L = ps(L).
Supéngase ahora que K también es no degenerado; se elige p € L ~ K y se define
= d(p, K) > 0. Considérese el conjunto

A = {s € N|Paracada A € [K]’ existen z,y € A talesque z # y y d(x,y) < €}.

Dado que K es un conjunto compacto en X existen z1,...,7; € K de manera que
K C Y, Bx(z4,€/2). Obsérvese que, si I' € [K]**! entonces necesariamente existen
z,y € K conz # yeientre 1y k tales que z,y € Bx(x;,¢/2). De la desigualdad
triangular se sigue que d(z,y) < €. Esto implicaque K +1 € Ay A # &. Notese que
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1 ¢ A pues si se toma cualquier A € [K]' entonces no se pueden hallar z,y € A tales
que T # y. Por tanto, m = min A > 2. Asi, como m — 1 ¢ Aexiste ' € [K]™"! de
manera que, para cualesquiera z,y € X con z # y se tiene que d(z,y) > e. Definase
I"=TU{p} € [L]™ Siz,y € "y x # y entonces se presentan dos posibilidades.
Cuando x = py y € I se tiene que d(x,y) > d(p, K) = €. En cambio, cuando =,y € T’
ocurre que d(z,y) > e. De aqui que 7(I") > e. Sin embargo, como m = min A, para
cada A € [K|™ existen z,y € A con x # y tales que d(z,y) < € lo cual implica que
r(A) < e. En consecuencia,

fm (K) = méx{r(A) |A € [K]"} <e<r(A) <mix{r(A)|A € [L]"} = fin(L),

que es lo que se queria demostrar.

Conclayase de los incisos (i') y (i7’) que iz : C(X) — I es un funcién de Whitney.
Finalmente, considérense Y y Z, subespacios cerados de X, para los cuales exista un
similitud p : Y — Z respecto de d cuya razén de semejanza es A > 0.Si K € C(Y)
entonces, paracadan € Nconn > 2, se tiene que [p[K]]" = {p[A] | A € [K]"]. Ademas,
debido a la Observacion 3.2 (2), para cualesquiera A € [K]"y ,y € A ocurre que = # y

si'y solo si p(x) # p(y). Asi,

r(p[A]) =min{d(p(x), p(y)) |2,y € Ay x #y} = min{\d(z,y) |,y € Ay x # y}
=Ar(A).

De esta manera, para cadan € Nconn > 2,
tin(p[K]) = méx{r(p[A]) | A € [K]"} = méx{Ar(A) [ A € [K]"} = Alin(K).

Por lo tanto,

Esto demuestra que j1 : C'(X) — I es invariante bajo semejanzas respecto de d. |

§2 Puntos medios
3.5 Definicion. Si X es un espacio topologico 7} se definen los siguientes conjuntos
AX)={KeC(X)|Kesunarcoen X} y IM(X)=F(X)UAX).

Se denominaran hiperespacios de arcos de X e hiperespacio de arcos y puntos de X a los
subespacios de C'(X') inducidos sobre 2(X) y 2(X ) respectivamente. Se empleara la
notacioén en negritas (X ) y 9t(X) para denotar a estos hiperespacios.

3.6 Observacion. Si K € 9(X) entonces K es un punto o un arco en X y cualquier
otro subcontinuo de X contenido en K es un punto o un arco en X.
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3.7 Proposicion. Si X es un arco entonces M (X) = C(X).

Demostracion. Notese que la proposicion es verdadera para el arco I ya que todos sus
subcontinuos son intervalos cerrados y acotados, es decir, son puntos o arcos en I. Dado
que cualquier subcontinuo de X es homeomorfo a algiin subcontinuo de I se sigue que
los subcontinuos de X son puntos o arcos en X. Por lo tanto, (X ) = C'(X). |

3.8 Proposicion. Sean X y Y continuos. Dada una inmersion cualquiera ¢ : ¥ — X,
la restriccion de la funciéon C(p) : C(Y) — C(X) a M(Y ), la cual se denotara por
M(p) : M(Y) — M(X), es una inmersidén que se denomina inmersion inducida por
¢ 'Y — X alos hiperespacios de arcos y puntos. Ademas, () : M(Y) — M(X)

es un homeomorfismo cuando ¢ : Y — X es un homeomorfismo.

Demostracion. Obsérvese que si L es un punto o un arco en Y entonces ¢[L] es un
punto o un arco en X, es decir, C(¢)(L) € IM(X) siempre que L € M(Y"). Por lo
tanto, existe una tnica funcién continua MNt(p) : M(Y) — MY(Y) de manera que el
siguiente diagrama conmuta:

cv) 2 ox)

k Ik C(p)ok = koM(p).

donde k£ : M(X) — C(X) y k : M(Y) < C(Y) son las respectivas funciones
inclusion. Noétese que M () : M(Y) — MDY(X) es una inmersion por ser restriccion
de C(p) : C(Y) — C(X) que es una inmersion. Finalmente, si ¢ : Y — X es
un homeomorfismo entonces, para cada K € (X)), se tiene que ¢ '[K] € M(Y) y
M(0)(¢ K] = plg '[K]] = K. Asi, la inmersion 9%(p) : (YY) — M(X) es
suprayectiva y, por lo tanto, es un homeomorfismo. [ |

3.9 Definiciéon. Dado un arco X se dira que un punto p € X es punto extremo de X si
existe un homeomorfismo h : I — X tal que p = h(0).

3.10 Observacién. Si p es un punto extremo de X entonces X ~\ {p} es un conjunto
conexo en X pues existe un homeomorfismo i : I — X tal que X \ {p} = A[(0, 1]].

3.11 Proposicion. Todo arco posee dos Unicos puntos extremos.

Demostracion. Sea X un arco cualquiera y elijase un homeomorfismo A : I — X.
Es claro que A(0) es un punto extremo de X. Luego, se considera el homeomorfismo
h' : I — X dado por h'(t) = h(1 —t), paracadat € I. Asi, h’'(0) = h(1l) también
es un punto extremo. Obsérvese que, para todo ¢t € (0,1), X ~ {A(t)} es un conjunto
disconexo en X pues X ~\ {h(t)} = R][[0,t)] U R][(¢,1]], donde h[[0,t)] y h[(,1]] son
conjuntos ajenos, no vacios y abiertos en X. Se sigue de la Observacion que h(t)
no puede ser un punto extremo de X. Por lo tanto, 4(0) y /(1) son los Gnicos puntos
extremos de X. |
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3.12 Observacion. La Proposicion no solo asegura la existencia de dos inicos puntos
extremos sino que también indica como hallarlos: dado un homeomorfismo h : I — X,
p = h(0)y g = h(1) son los puntos extremos del arco X . Mas aun, p y ¢ son los unicos
puntos tales que X \ {p}, X \ {¢} y X ~ {p, ¢} son conjuntos conexos en X.

3.13 Lema. Sean X un arcoy p un punto extremode X.Si K, L € C(X)ype KNL
entonces K C Lo L C K.

Demostracion. Elijase un homeomorfismo h : I — X tal que h(0) = p. Si se definen
K' = hYK]y L' = h'[L] entonces K', L' € C(I)y 0 € K'n L. Por lo tanto,
haciendo @ = méx K’ y b = méax L' se tiene que K’ = [0,a] y L’ = [0, b]. Suponiendo
que L ¢ K ocurre que L' ¢ K', esto es, existe t € I tal que a < ¢t < b. De aqui se sigue
K' =1[0,a] C [0,b] = L' yasi K = h[K'] C h[L'] = L.Esto demuestra el resultado. W

3.14 Lema. Sea X un arco con puntos extremos py ¢. Si K € C(X)yp,q € K
entonces K = X.

Demostracion. Debido a la Observacion 3.1, existe un homeomorfismo 4 : I — X de
manera que 1(0) = py h(1) = q. Asi, como 0, 1, € h™![K] se sigue que h}[K] = [0, 1]
y, por lo tanto, K = h[[0, 1]] = X. [

3.15 Definicion. Sean X un continuoy x : C(X) — J una funcién de Whitney. Dados
LeM(X)yx € X sedird que x es punto medio de L respecto de yu si es posible hallar
Ly, Ly € C(X)talesque L = Ly U Ly, Ly N Ly = {x} y u(Ly) = pu(Lo).

3.16 Observacion. (1) Si x es punto medio de L respecto de ;. entonces x € L.

(2) Para cada x € X se tiene que x es punto medio de {z} respecto de cualquier funcién
de Whitney i : C(X) — J.

3.17 TEOREMA. Siy : C(I) — J esuna funcién de Whitney entonces existe un punto
to € I tal que u([0,to]) = p([to, 1]) y que es el Gnico punto medio de I respecto de p.

Demostracion. Por el Lema se puede definir una funcién continua f : I — R como:

Ve e s f(t) = u((0,8) - u(lt, 1))

Para cualesquiera s,t € I con s < t se tiene que [0, s] C [0,¢] y [t,1] C [s,1]. De aqui
que ([0, s]) < p([0,2]) y pu([t, 1]) < pu([s,1]) lo cual implica que

f(s) = u([0,5]) = u([s, 1]) < ([0, 4]) — p([t, 1]) = f(2),

es decir, f : (I,<) — (R, <) es una funcién estrictamente creciente. Obsérvese que
f(0) = p({0}) = pu([0,1]) = —p(I) < 0y f(1) = u([0,1]) — p({1}) = p(l) > 0.
Por el Teorema del Valor Intermedio existe un unico t, € I tal que f(ty) = 0, esto es,
w1([0,t0]) = u([to, 1]). Haciendo Ly = [0,to] y Ls = [to, 1] se obtiene que I = Ly U Lo,
LyN Ly = {to} y p(L1) = p(Ls). Como consecuencia, ty es un punto medio de
respecto de p. Ahora, supongase que sy € / también es punto medio de / respecto de p
y elijanse My, My € C(I) tales que I = My U My, My N My = {so}y u(My) = p(Ms).
Ademas astimase, sin pérdida de generalidad, que 0 € M/;. Notese que M; y M, son
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distintos pues My UM, = I # {so} = M;NM,. De esta manera, como (M) = u(Ms),
M, y M, no son comparables bajo la inclusién. Por el Lema 3.13, M, y M, no pueden
contener a un mismo punto extremo de I. Dado que 0 € M; y M; U My = I se sigue
que 1 € Ms. Definiendo a = méx M; < 1y b = min My > 0 ocurre que M; = [0, a]
y My = [b,1]. Luego, como {so} = M; N My = [0,a] N [b,1] = [b,a] se tiene que
a=b= s Asi, f(s9) = ([0, s0]) — ([0, 1]) = (M) — p(Mz) = 0, lo cual implica
que So = ty. Esto prueba la unicidad de ¢, como punto medio de / respecto de . |

3.18 TEOREMA. Sean X un continuoy 4 : C(X) — J una funcién de Whitney. Para
cada L € M(X) existe un tinico punto p € X que es punto medio de L respecto de p.
Ademaés, si L € (X)) y a,b € L son los puntos extremos de L en X entonces existen

L1, Ly € A(X) tales que a y p son los puntos extremos de Ly, b y p son los puntos
extremos de Ly, L = Ly U Ly, L1 N Ly = {p} y u(Ly) = pu(Lo).

Demostracion. Debido ala Observacion (2), el resultado es cierto cuando L € F(X).
Por lo tanto, considérese L. € 2(X). En dicho caso, es posible elegir una inmersién
¢ : I — X tal que p[I] = L. Mas atin, por la Observacion [3.13, se puede pedir que
©(0) = ay p(1l) = b. De la Observacion (4) se sigue que i : C(I) — J, definida
como ji = ;1o C(¢p), es una funciéon de Whitney. Aplicando el Teorema existe tg € [
tal que ¢ es el Gnico punto medio de [ respecto de 11y ([0, to]) = fi([to, 1]). Haciendo
p = ¢(to), L1 = ¢[[0,t0]] y L2 = ©][[to, 1]] se tiene que Ly, Ly € A(X), L = Ly U Lo,
LinN Ly ={p}yu(l)=pu(0,t)]) = i([te,1]) = pu(Ls). Esto implica que p es punto
medio de L respecto de p. Ademas, a = ¢(0) y p = ¢(to) son los puntos extremos de
L, mientras que b = ¢(1) y p = ¢(to) son los puntos extremos de L.

Supdngase que ¢ € X también es punto medio de L respecto de u, es decir, existen
Ky, Ky € C(X)talesque L = K1UKy, Ki1NKy = {q} y p(K1) = u(Ks). Si se definen
so = o Yq), My = ¢ [K]y My = o [Ks] entonces My, My € C(I), I = M, U Mo,
My N My = {so} y u(My) = u(Ky) = p(Ks2) = u(Ms). De aqui que sy es un punto
medio de I respecto de ;.. Como ? es el Gnico punto medio de I respecto de y se sigue
que so = toy ¢ = ¢(s0) = ¢(to) = p. Esto demuestra que L admite un tGnico punto
medio respecto de . ]

3.19 Definicién. Dados un continuo X y una funcién de Whitney 1 : C(X) — J es
posible definir una funcién P, : M(X) — X de manera que, para cada K € (X)),
P,(K) es el tnico punto medio de K respecto de p. A esta funcion se le nombrara
funcion punto medio respecto de p.

3.20 Proposicién. Sean X y Y continuos, y: C(X) — Jy i : C(Y) — J funciones
de Whitney, con J subespacio de J y 7 : J — J su respectiva funcion inclusion. Si
¢ 1Y — X es una inmersion que hace conmutar al siguiente diagrama:
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C(X) J
C(*‘”l ! 1o Clp) = golf.
oY) ——j

PH
M(X) X
m((p)l Isﬁ BuoM(p) = po Fy.

Demostracion. Para cada L € MM(Y') existen L1, Ly € C(Y) tales que L = Ly U Lo,
LN Ly = {Pa(L)} y (1) = (L), Ash, o{La), olLa] € C(X), 9lL] = olLi] U plLs)
elLa] N @[Lo] = {p(Fa(L))} y u(plla]) = p(L1) = p(L2) = p(p[Ls]). Esto implica
que ¢(P;(L)) es el punto medio de o[L] respecto de y, es decir, P, (p[L]) = ¢(Pz(L)).
De aqui se concluye que P, o M(p) = ¢ o Py ]

3.21 Corolario. Sean X un continuo y x4 : C(X) — J una funcién de Whitney. Si Y’
es un subcontinuo de X y i : C(Y') — J eslarestriccionde p: C(X) - JaC(Y)
entonces P : M(Y) — Y eslarestricciéon de P, : M(X) - X aM(Y).

3.22 Definicion. Un continuo X tiene funciones punto medio continuas si para cada
funcion de Whitney p : C(X) — J la funcién P, : M (X ) — X es continua.

3.23 Proposicion. Tener funciones punto medio continuas es una propiedad topologica
en la categoria MCon.

Demostracién. Sea ¢ : Y — X unhomeomorfismo entre continuos y supongase que Y’
tiene funciones punto medio continuas. Si i : C(X) — J es una funcién de Whitney
entonces ji : C(Y) — J, definida como i = p o C(¢p), también es una funcion de
Whitney. Por la Proposicion [3.24, 9t(p) : (YY) — (X)) es un homeomorfismo que

hace conmutar el siguiente diagrama:

PH
M(X) — X
m(@)‘ ISO By oM(p) = po .
MY) ——Y

De esta manera, P, = ¢ o P; o 9i(p) . Por hipétesis, Py : M(Y) — Y es una
funcién continua asi que P, : 9t(X) — X también es una funcién continua. Esto
prueba que X tiene funciones punto medio continuas. |
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3.24 Lema. Sean X y Y espacios topologicos metrizables, con Y compacto,y x € X.
Una funciéon f : X — Y es continua en el punto x si y sélo si para cualquier sucesion
(n)nen que converge a x en X cuya sucesion de imagenes (f(z,,))nen €s convergente
enY, se cumple que lim,,_,, f(z,) = f(2).

Demostracion. La necesidad se sigue inmediatamente debido a que X y Y son espacios
metrizables. Ahora, para probar la suficiencia supdngase que la funciéon f: X — Y es
discontinua en el punto z, esto es, existe sucesion (z,,),en que converge a x en X pero
que lim,, o f(x,) # f(z). Asi, se puede hallar ¢, > 0 de manera que para cualquier
n € Nexiste M(n) € Ntal que M(n) > ny d(f(xmwm)), f(x)) > €. A continuacion,
se define 0 : N — N recursivamente:

(Paso Base) o(1) = M(1).
(Paso Inductivo) Dadon € N, o(n + 1) = M(o(n)).

Luego, para cada n € N, hagase x,, = z,(,). Notese que o(n + 1) = M(c(n)) > o(n)
asi que la funcién o : N — N es estrictamente creciente y por lo tanto (z/,),ecn es una
subsucesion de (z,,),ecn. Ademas, para cada n € N se tiene que d(f(z)), f(x)) > €.
Dado que Y es un espacio compacto y metrizable, (2, ),cn admite una subsucesion,
llamese (z!),cn, de manera que la sucesion (f(2)),en converge a algin punto en Y.
Como (2! )nen es una subsucesion de (x,, ) ey se sigue que lim,, ., 2/ = . No obstante,
lim, oo f(2) # f(z) pues d(f(x)), f(x)) > € paracadan € N.

En resumen, se ha demostrado que si f : X — Y es discontinua en el punto z
entonces existe una sucesion (. ) ,en que converge a x en X, cuya sucesion de imagenes
(f(2))nen es convergente en Y pero lim,, ., f(2”) # f(x). Esto termina la prueba.

|
3.25 TEOREMA. Los arcos tienen funciones punto medio continuas.

Demostracion. Debido al Teorema [3.23, bastara demostrar que I tiene funciones punto
medio continuas. Sea 1 : C(I) — J una funcién de Whitney, K = [a,b] € C(I)
y (Kp)nen una sucesién que converge a K en M(I) = C(I) tal que la sucesion
(P,(K,))nen es convergente en I. Si para cada n € N se tiene que K, = [an, by
entonces, por el Lema[2.49, lim a,, = a y lim b, = b. Haciendo ¢, = P,(K,) para todo
n € Ny c = lime, se tiene que lim[a,,, ¢,| = |[a,c| y lim[¢,, b,] = [c, b]. Dado que
p([an, cn)) = p(lcn, bn]), para cada n € N, se sigue que u([a, c]) = p([c, b]). De aqui se
deduce que c es el punto medio de [a, b] respecto de f, es decir, lim P,(K,) = P,(K).
Por el Lema [3.24, la funcién P, : C(I) — J es continua y esto ocurre para cualquier
funcién de Whitney p : C(I) — J, que es lo que se queria demostrar. |

3.26 Lema. Sea X un continuo, p : C(X) — J una funcién de Whitney y L € M(X).
SiY es un subcontinuo de X con funciones punto medio continuas y L es un punto
interior de M(Y") en M(X ) entonces P, : M(X) — X es continua en el punto L.

Demostracion. Sea (L, )nen una sucesion que converge a L en 9T(X). Por hipotesis,
L es punto interior de M (Y') en M(X) asi que se puede suponer que L, € M(Y),
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paracadan € N.Sifi : C(Y) — J es la restriccion de i1 : C(X) — J a C(Y)
entonces, por el Corolario3.21, P; : 9(Y) — Y eslarestricciéon de P, : MM (X) — X
a M(Y). Dado que Y tiene funciones punto medio continuas y la sucesion (L, )nen

converge a L en M(Y') se sigue que lim P;(L,) = P;(L), lo cual es equivalente a que
lim P,(L,,) = P,(L). Por lo tanto, P, : M(X) — X es continua en el punto L. [ |

3.27 Definicién. Una curva cerrada simple es un espacio topologico homeomorfo a S*.

3.28 Proposicion. Si'Y esuna curva cerrada simple entonces M(Y) = C(Y) ~ {Y'}.

Demostracién. Claramente, la proposicién se satisface para la circunferencia S' pues
todo subcontinuo propio de ella es homeomorfo a un subcontinuo de R y, por lo tanto,
es un punto o un arco en S'. Como todo subcontinuo propio de Y es homeomorfo a un

subcontinuo propio de S' se sigue que M(Y) = C(Y) ~ {YV'}. [ |
3.29 TEOREMA. Las curvas cerradas simples tienen funciones punto medio continuas.

Demostracion. Sean X una curva cerrada simple y o : C(X) — J una funcién de
Whitney. Para cada K € 9(X) se puede eligir un punto z € X ~ K. Dado que
K CY ~ {2}y X es un espacio regular, existe un conjunto abierto en X, llamese U,
talque K C U C clx U C X ~\ {z}. Como consecuencia de las Observaciones (1)
y (2), las curvas cerradas simples son continuos localmente conexos. De esta manera, si
V' es la componente conexa de U en X que contiene a K entonces V' es un conjunto
abierto en X.Noteseque K CV Cclx V C clx U C X asique, siY es el subespacio
de X inducido sobre Y = clx V entonces Y es un arco. Ademéssi L € M(X)y L CV
entonces L € C(Y) = M(Y'). De aqui que K € (V)omx) € M(Y'), es decir, K es
un punto interior de 9 (Y") en MT(X). Se sigue del Lema y el Teorema que
la funcién P, : M(X) — X es continua en el punto K. Dado que la eleccion de la
funcién de Whitney p : C(X) — J y del punto K € 91(X) fue arbitraria, se concluye
que X tiene funciones punto medio continuas. |

§3 Puntos antipodales

3.30 Definicién. Sean Y una curva cerrada simple y o : C(Y) — J una funcion de
Whitney. Dados =,y € Y se dira que y es punto antipodal de = respecto de p si existen
Ly, Ly € C(Y)talesque Y = Ly U Ly, L1 N Ly = {x,y} y u(L1) = pu(Ls).

3.31 Observacion. Se deduce inmediatamente de la Definicion que si y es punto
antipodal de = respecto de i entonces = es punto antipodal de y respecto de p.

3.32 Lema. SiY esuna curva cerrada simple entonces, para cualesquiera puntos x,y €
Y, con x # y, es posible hallar My, M, € A(Y'), con M; # M,, de manera que x y y
son los puntos extremos de M; yde MyenY, My UM, =Y y My N My = {x,y}. Por
lo tanto, si A C Y y A~ {z,y} es un conjunto conexo en Y entonces A C Mj, o bien,
A Q MQ.
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Demostracién. Elijase un homeomorfismo i : S' — Y ysean z = h™(z), w = h™*(y).
Notese que z, w € S' C Cyz # w,asiquew/z € S\ {1}.Por lo tanto, existe un tnico
0 € (0,27) tal que w/z = €%, esto es w = ze%. Definanse, B; = {ze! |0 < t < 6}
y By = {2¢" |6 < t < 27}. Es claro que B; y B, son subcontinuos de S! pues son
imagenes continuas de intervalos cerrados en R. Ademas, se tiene que S = By U By,
Ahora, dados cualesquiera s, € Rcon 0 < s < 6 < t < 27, ocurre que e # e,
Dado que z = ze® = ze¥™ y w = ze? se cumple que B; N By, = {z,w}. Luego,
eligiendo s,¢ € R de manera que 0 < s < 6 < t < 27 se tiene que ¢ € S' \ By
y et* € S' \ Bj. Esto implica que B; # S! # B, es decir, B; y B, son arcos en S’.
Asi, ya que By \ {z,w} = {ze" |0 < t < 0} y By ~ {z,w} = {ze" |0 < t < 27}
son conjuntos conexos en S', se sigue de la Observacion que 2z y w son los puntos
extremos de B; y de B, en S'. Ahora, se definen M, = h[B,| y My = h|Bs]. Dado que
h : S' — Y es un homeomorfismo se tiene que M; y M, son arcos distintos en Y,
x = h(z) yy = h(w) son los puntos extremos de M; yde MyenY, My UM, =Yy
M1 N M2 == {Ji,y}

Finalmente, obsérvese que M; \ {z,y} =Y ~ My y My ~ {z,y} = Y ~ M son
conjuntos ajenos y abiertos en Y. Dado que A \ {x,y} es un conjunto conexoenY y
A~Ax,y} CY ~A{z,y} = (M ~{z,y}) U (M2 \ {z,y}) necesariamente ocurre que
A~A{z,y} S Mi~A{z,y} o AN{x,y} C My~ {x,y},estoes, AC Mo AC M, R

3.33 TEOREMA. Sean Y una curva cerrada simple y ¢ : C(Y) — J una funcién
de Whitney. Dado z € Y existe un dnico punto y € Y que es punto antipodal de x
respecto de p. Mas aun, existen X7, Xy € A(Y), con X; # Xy, de manera que = y
y son los puntos extremos de X; yde XoenY, X; U Xy =Y, X1 N Xy = {x,y}y

w(X1) = p(Xa).

Demostracién. Primero se probara el resultado para Y = S!. Considérese un punto
z € Sty sean ay, s : I — S! las funciones dadas por:

Vtel:a(t) =2 y ay(t) =ze ™.

Obsérvese que ambas funciones son biyectivas en el intervalo [0, 1) y, para cada t € I,
g1 —t) = ze7 271718 = ye=2mit2nti — 627 — o (t). Ahora, se definen las funciones
1,72 : I — C(S') como:

Viel:m(t)=aml0.4] y at)=a[0,]].

Sis,t € I'ys < tentonces se puede hallar r € (0, 1) de manera que s < r < t. Dado
que a; yas son funciones inyectivas en [0, 1), [0,s] C [0,7] € [0,1) y [0,7] C [0, 1], se
tiene que, a4 [[0, s]] € a1 [[0,7]] C a4[[0,t]] y a2[[0, s]] C as[0,7]] C as[[0,t]], es decir,
1(8) C 7(r) € 7(t) y 72(s) C y2(r) € 42(t). Esto implica que 71,7 : I — C(S?)
son arcos ordenados que van desde {2} = a;[{0}] = a»[{0}] hasta S* = a4 [I] = a»|I].
Parai = 1 e ¢ = 2 se considera la funciéon ¢; : I — J, dada por g; = p o ;. Notese
que g; : (I,<) — (J, <) es una funcién estrictamente creciente por ser composicion
de funciones estrictamente crecientes. Ademas, como ¢;(0) = p(7:(0)) = u({z}) =0



66 CAPITULO 3. FUNCIONES DE WHITNEY

y gi(1) = p(7(0)) = u(S), gi : I — J es una funcién suprayectiva. Por lo tanto, se
puede considerar h; : J — I talque h; = g; 'y definir una funcién continua b : J — R
de la siguiente manera:

Vs € J : h(s) = hi(s) + ha(s).

Obsérvese que h : (J,<) — (R, <) es una funcién estrictamente creciente ya que
hy : (J,<) = (I,<)y hy : (J,<) — (I,<) son funciones estrictamente crecientes.
Ademis, h(0) = h1(0) + ha(0) = 0y h(u(S)) = ha(u(S") + ha(u(S1) = 1+ 1=2.
Por el Teorema del Valor Intermedio, existe un unico sq € (0, 4(S")) de tal manera que
h(So) = h1<80> —f-hg(So) = 1.Seanw = Oél<h1 (80)), Ll = ’Yl(hl(SO)) y L2 = ’}/2(]12(80)).
Se tiene lo siguiente:

(7) Como hy(sp), ha(so) € (0,1), Ly y Ly son subcontinuos propios y no degenerados de
S, estoes, L1, Ly € A(S*). Notese que w = ay(h1(80)) = (1l —hi(so)) = aa(ha(so))
asi que, parai = lei =2, L; \ {z,w} = a;[(0, h;(s0))] es un conjunto conexo en S'.
En consecuencia, z y w son los puntos extremos de L; y de L, en S'.

(ii) Para cada x € S' es posible hallar ¢ € [0, 1) de manera que = = a;(¢). Sit < hy(sg)
entonces t € «[0, h(s)]] = Li. Si hi(sg) < t entonces z = ay(t) = az(1 —t), con
O<l—t<1l-— hl(So) = hg(So), de donde, z € 042[[0, hg(to)“ = Lo. Asi, St = LU Ls.
De esto y del inciso (¢) se sigue que Ly # Ly U Ly # Lo vy, por lo tanto, L; # Lo.

(1) Dado © € Ly N Ly con x # z es posible hallar ¢; € (0, hyi(so)] y t2 € (0, ha(so)]
tales que x = «;(t1) = aa(tz). Se observa que as(ty) = x = a1(t1) = as(l — t1), con
1 —t1,t3 € [0,1). Como v es una funcion inyectiva en el intervalo [0, 1), se sigue que
1—ty =teyyaquet; < hi(sg) =1—ha(sg) < 1—ty =t—1sesigue quet; = hy(sg)
yx = ay(t1) = ag(hi(so)) = w. De aqui se deduce que L; N Ly = {z, w}.

(iv) Parai = 1 e i = 2 se tiene que pu(L;) = u(vi(hi(s0))) = gi(hi(s0)), lo cual implica
que (L) = p(Le).

Se sigue de los incisos (¢)-(iv) que w es punto antipodal de z respecto de p, y X7 = Ly,
X5 = Ly cumplen lo requerido en el planteamiento del teorema. Resta demostrar que
w es el nico punto antipodal de z respecto de .

Supéngase que w’ € S! también es un punto antipodal de z respecto de 4 y elijanse
K, K, € C(S!) tales que S' = K1 U Ky, K1 N Ky = {z,w} y p(K;) = u(K3). Como
KUKy, = S'# {z,0'} = K; N K, se sigue que K, y K, son subcontinuos distintos,
propios y no degenerados de S' y asi K, Ky € 2A(X). Luego, elijase ¢, € [0, 1) tal que
w = oy (tg) = az(1—1y) y se definen My = ,(tg) y Mo = v2(1—1p). Se puede verificar,
como se ha hecho en los incisos (i7) y (iii), que ST = My U My y My N My = {z,w'}.
Dado que M; \ {z,w'} = a1[(0,0)] y M2 ~ {z,w'} = a3[(0,1 — to)] son conjuntos
conexos en S! contenidos en S* \ {z,w'} = (K; \ {z,w'}) U (K3 \ {z,w'}) se sigue,
justo como en la prueba del Lema 3.33, que M, y M, estan contenidos individualmente
en alguno de los conjuntos K o K5. Obsérvese que K7 y K son subcontinuos propios
de S! asi que no pueden contener simultaneamente a M; y a M, pues M; U My = S*.
Por lo tanto, se puede suponer que M; C K; y My C K, permutando los indices
de K, y de K, de ser necesario. Asi, las condiciones K; U K, = S' = M; U Mo,
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KyN Ky = {z,w'} = MyN My, My C K1y Mz C Ky implican que K1 = My = 71(to)
y Ko = My = 75(1 — tg). Ahora, hagase rqg = u(K;) = pu(Ks). Se tiene que

h(ro) = hi(ro) + ha(ro) = ha(u(K1)) + ha(p(K>))
= hi(u((to)) 2(1(72(1 = 10))) = ha(g1(to)) + halga(l — o))

Dado que s era el Gnico elemento de J tal que h(sg) = 1, se sigue que ro = sg y,
consecuentemente, w’' = a1 (tg) = ai(hi(ry)) = ai(hi(sp)) = w. De aqui se sigue que
w es el tnico punto antipodal de z respecto de .

Para el caso general, se consideran una curva cerrada simple Y y un punto z € Y.
Luego, eligiendo un homeomorfismo h : S' — Y, se considera la funcién de Whitney
i : C(S') — J dadapor i = 1o C(1). Haciendo 2z = h™!(x), se aplica la primera parte
de la demostracién para obtener w € S'y Ly, L, € A(S'), con L; # Lo, de manera
que w es punto antipodal de z respecto de i, 2 y w son los puntos extremoss de L; y
de LyenS', S' = Ly ULy, Ly N Ly = {z,w} y fi(Ly) = fi(Ly). Haciendo y = h(w),
X1 = h[L1] y Xo = h[Ly] se tiene que X7, Xy € A(Y), con X; # X,z = h(2) y
y = h(w) son los puntos extremos de X; de XoenY,Y = X; U Xy, X1 N Xy = {z,y},
y u(X1) = wu(h[Lq]) = w(Ly) = p(Ls) = p(h[Ls]) = p(X3). La prueba concluira
si se demuestra que y es el unico punto antipodal de x respecto de p. Que y es punto
antipodal de x respecto de y es consecuencia directa de las propiedades anteriormente
enlistadas de X; y de X5 asi que resta ver la unicidad de y. Supdéngase que y' € Y
también es punto antipodal de x respecto de 11 y tomense Y7, Y; € C(Y') de manera que
Y = YUY, ViNYs = {z,y} y u(Y1) = u(Y2).Sise definenw’ = h='(y'), K1 = h™[Y]]
y Ky = h™![Y,] entonces ocurre que K, Ky € C(S!), 81 = K UKy, KINKy = {z,w'}
y i(K:) = pl(hlKL]) = p(%i) = p(Y2) = p(h[Ka]) = fi(K2). De aqui se sigue que
es un punto antipodal de z respecto de ji. Como w era el inico elemento de S! con esta
propiedad, necesariamente ocurre que w' = w y asi ¥ = h(w’) = h(w) = y. Esto
implica que y es el Gnico punto antipodal de 2 respecto de . ]

3.34 Definicion. Considérese una curva cerrada simple Y. Dada cualquier funcion de
Whitney 41 : C(X) — J se puede definir una funciéon A, : Y — Y de manera que,
paracadaz € Y, A,(x) es el Gnico punto antipodal de x respecto de 1. A esta funciéon
se le nombrara funcion antipodal respecto de .

3.35 Observacion. (1) Debido a la Observacion se tiene que, para cada z € Y,
A, (A,(x)) = z, es decir, la funcién antipodal A, : Y — Y es una involucién.

(2) Tal y como indica el Teorema[3.33, para cada = € Y, el punto antipodal de « respecto
de 11 es distinto de z, esto es, A,(z) # z. Asi, la funcién antipodal A, : Y — Y no
tiene puntos fijos.

3.36 Lema. SeanY una curva cerradasimpley i : C(Y) — J unafunciéon de Whitney.
Dadosz € Yys € Jcons < pu(Y)existe K € M(Y ) tal que P,(K) =z y pu(K) = s.

Demostracion. Debido al Teorema , existen X1, Xy € 0(Y), con X; # X, de
manera que = y A,(z) son los puntos extremos de X; y Xoen Y, Y = X; U Xs,
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XiNXy =A{z,Au(x)} y u(X1) = p(Xs). Luego, hagase a = p(X7) = p(Xs). Sean X,
y X5 los subespacios de Y inducidos sobre X; y X5, respectivamente y J el subespacio
de J inducido sobre el intervalo J = [0,a]. Parai = 1 e ¢ = 2, se considera un arco
ordenado «; : I — C(X;), que va desde {z} hasta X;, y se define g; : I — J como:

Vt €1 gi(t) = plou(t)).

Claramente, ésta es una funcién continua. Ademas, ¢;(0) = p(a;(0)) = u({z}) = 0,
gi(1) = pula;(1)) = u(X;) = ayg : (I,<) — (J,<) es una funcién estrictamente
creciente asi que g; : I — J es también una biyeccion. En consecuencia, se puede
considerar h; : J — I tal que h; = g; * y definir ~; : J — C(X;) como 7v; = o o h;.
Notese que, para cada s € J, z € 7,(s) N 72(s) asi que se puede definir una funcién
continua v : J — C(Y') como:

Vs € J 1 y(s) = n(s) Unals).

Se observa que

7(0) = 71(0) Un2(0) = a1 (h1(0)) U aa(h2(0)) = a1 (0) U a(0) = {z} y

(
v(a) =ml(a) Urz(a) = ar(hi(a)) Uas(ha(a) = a1 (1) Uas(l) = X1 U X, =Y.

Por lo tanto, u(7(0)) = p({z}) =0 < s < u(Y) = u(y(a))). Aplicando el Teorema
del Valor Intermedio, se puede hallar € [0, a) tal que p(y(r)) = s. Sean K = ~(r),
Ky = 7(r) y K3 = 75(r). Es claro que K = K; U Ky y, yaque u(K) = s < u(Y) se
tiene que K es un subcontinuo propio de Y, esto es, K € M(Y'). Ahora, parai = 1 e
i =2, w(K;) = p(y(r)) = wlai(hi(r)) = gi(hi(r)) = r < a = p(X;). De esta manera,
K; es un subcontinuo propio de X;. Dado que z y A, () son los puntos extremos de
X, yx € K, se sigue del Lema [3.14, que A,(z) ¢ K;. Asi, u(K)) = r = p(Ky) y
K, N Ky = {z}. Esto demuestra que, P,(K) = . [ |

3.37 Lema. Si Y es una curva cerrada simple y L € 91(Y’) entonces, para cualquier
funcién de Whitney 1 : C(Y') — J, se tiene que A, (P,(L)) ¢ L.

Demostracion. Sea p un punto de Y. Se demostrara que, si L1, Ly € (Y '), con Ly # Lo,
p es un punto extremo de L; y de Ly, A,(p) € Ly U Ly y u(Ly) = p(Ly) entonces
L, U Ly = Y. De acuerdo con el Teorema [3.33, es posible hallar X, X, € 2A(Y), con
X; # X, tales que py A,(p) son los puntos extremos de X; y XoenY,Y = X; U X,,
XiNXe = {p,Au(p)} y 1(X1) = pu(Xs). Por hipétesis, A,(p) € Ly U Lo, asi que se
puede suponer, sin pérdida de generalidad, que A, (p) € L;. Considérese un arco K en
Y talque py A, (p) sonlos puntos extremosde K enY y K C Ly.Como K~{p, A,(p)}
es un conjunto conexo en Y, se sigue que X C X; o K C Xj. Se supondra, sin perder
generalidad alguna, que X' C X;. Dado que K contiene a los puntos extremos de X; en
Y, se sigue del Lema que X; = K C L.

Como Ly # Lsy pu(L1) = pu(Ls), el conjunto Ly \ Lo es no vacio y abierto en Y’
y, por lo tanto, tiene una infinidad de puntos. Asi, se puede elegir y € Ly \ L, tal que
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y # A,(p). Por el Lema 3.33, existen My, M, € 2(Y'), con M; # Ms, de manera que p
y y son los puntos extremos de M,y My enY,Y = M; U My y My N My = {p,y}. Se
observa que (M) # u(Ms) pues de lo contrario, y seria el punto medio de p respecto
de u. Dado que p,y € L1, existe un arco K’ en Y de manera que p y y son los puntos
extremosde K'enY y K’ C L;.Como K'~{p,y} es un conjunto conexo en Y, se sigue
que K' C M; o K" C M. Supbéngase que K’ C M;, renombrando de ser necesario.
Notese que K’ contiene a los puntos extremoss de M; en'Y por lo cual M; = K’ C L.

Debido aque Ly~ {p,y} = La~{p} esun conjunto conexoen Y se sigue que Ly C M,
o Ly C Ms. Como L; y Ly no son comparables bajo la inclusion y M; C L1, no puede
ocurrir que Ly C M;. Por lo tanto, Ly C My. Asi, u(My) < p(Ly) = p(La) < pu(Ms),
de donde se sigue que p(M;) < p(Ms). Notese que X y M, son subcontinuos de
L, que contienen a p el cual es punto extremo de L; en Y. Del Lema se sigue
que M; € X; 0 Xy C M;.Si Xy € M, entonces, A,(p) € My ~ {p,y} Por lo cual
My~ {p,A.(p)} = My~ {p} es un conjunto conexo en Y. Esto implica que M, C X,
o M, C Xj. En cualquiera de los casos anteriores, (M) C pu(Xs) = pu(X7) < p(M);
esto es una contradiccion. De aqui se sigue que M/; C X;. Obsérvese que p # y # A, (p)
yMiNX, CXiNXy = {p,Au(p)} porlocualy ¢ Xs. Asi, Xo ~{p,y} = Xo~{p}es
un conjunto conexo en Y y, en consecuencia, Xo C M; o Xy C M,. Como X; y X2 no
pueden ser comparables bajo la inclusion y M; C X, no puede ocurrir que Xy C M.
Por lo tanto, X5 C Ms. De aqui que X5 y Ly son subcontinuos de M5 que contienen a
uno de sus puntos extremos en Y, a saber p. Se deduce del Lema que X5 y Lo son
comparables bajo la inclusién. Dado que p(X3) = u(X1) < p(Ly) = p(Ls) se sigue
queXQ g Lgyasi,Y:Xl UX2 g Ll ULQ

Finalmente, sea L € M(Y") tal que P,(L) = p. Si L = {p} entonces es claro que
A,(p) ¢ L, por lo cual se supondra que L € A(Y). Debido al Teorema .14, existen
Li,Ly € 2A(Y), con Ly # Ly, de manera que p es un punto extremo de L; y de Ly en
Y,L=LULy, LiNLy = {p}y u(Ly) = p(Ly). Dado que L1 U Ly = L # Y, se sigue
de lo anteriormente demostrado que A,(p) # L1 U Ly = L, que es lo que se queria
probar. [ |
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CAPITULO 3. FUNCIONES DE WHITNEY



Capitulo 4

Propiedades de Whitney

§1 Niveles de Whitney

4.1 Definicién. Sean X un continuo, i : C(X) — J una funcién de Whitney y 6 € J.
Se empleara la notacién W),(0) para referirse al conjunto p~'[{#}]. Dado § < u(X)
se define el nivel de Whitney 6 de C(X) respecto de y, denotado por W, (#), como el
subespacio de C'(X) inducido sobre el conjunto W,,(6). Si § > 0 entonces se dira que
W ,(0) es un nivel de Whitney positivo.

4.2 Observacion. (1) Para toda funcion de Whitney p : C(X) — J, W,(0) = F1(X).
(2) Del Lema se deduce que, para cada § € Jy cadaz € X existe N € W,(0) tal
que x € N. Esto implica que | J W, (0) = X.

4.3 Definicion. Una propiedad topologica P es una propiedad de Whitney si cada vez
que un continuo cumple P entonces todos los niveles de Whitney de su hiperespacio de
subcontinuos también cumplen P.

4.4 Observacién. Debido a la Observacion 4.4 (1)y al Teorema .11, para demostrar que
una propiedad topoldgica es una propiedad de Whitney bastara verificar que los niveles
de Whitney positivos cumplen dicha propiedad.

4.5 TEOREMA. Ser un continuo no degenerado es una propiedad de Whitney.

Demostracion. Sean X un continuo no degenerado, i : C(X) — J una funcién de
Whitney y 0 < 6 < p(X). Dela Definicion 4.1 es claro que W,,(#) es un conjunto cerrado
en C(X). Ademas, se sigue de la Observacion 4.4 (2) que W, (6) es una cubierta de X
por subconjuntos propios asi que W, () tiene mas de un elemento. Resta probar que
W,(0) es un conjunto conexo en C(X). Claramente, H = {K € C(X) | u(K) <6}y
K ={K e C(X)|u(K) > 0} son conjuntos no vacios y cerrados en C(X).

(1) Dado K € H ~\ Fi(X) se elige z € K y un arco ordenado ax : I — C(X) que
va desde {z} hasta K. Paratodo t € I, ax(t) C K asi que u(ax(t)) < p(K) < 6.
Esto implica que Cx = ag[/] € H. Sipara cada x € X se define C,) = F1(X) C H
entonces { Cx } kg es una familia de conjuntos conexos en C'(X') cada uno de los cuales
intersecta a [;(X) y cuya unién es H. Por tanto, H es un conjunto conexo en C(X).

71
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(41) Al igual que en la prueba del Teorema [2.59, para cada K € K se puede obtener una
funcién continua ax : I — C(X) de manera que ag(0) = K, ax(l) = X y, para
cadat € I, K C ak(t). De esta forma, p(ag(t)) > u(K) > 6 de donde se sigue que
Cx = akl|l] C K. Asi, {Ck} kex es una familia de conjuntos conexos en C(X) con
interseccioén no vacia y cuya union es XK. Por tanto, K es un conjunto conexo en C(X).

De los incisos (7) y (i7) se deduce que H y K son subcontinuos de C(X ). Dado que
C(X) es unicoherente (Corolario2.63) y C(X) = H UX se sigue que HNK = W, ()

es un conjunto conexo en X. |

§2 Ser un arco

4.6 Definiciéon. Sean X un continuo y i : C(X) — J una funcién de Whitney. Se
define el cilindro de y : C(X) — J como el espacio producto Cil(X, u) = X x J.

4.7 Lema. Sean X unarcoy p : C(X) — J una funcién de Whitney. Si K, L € C(X)
y P,(K) = P,(L) entonces K C Lo L C K.

Demostracion. Primero se considera X = I. Dados K, L € C(I) existen a,b,c,d € I
tales que K = [a,b] y L = [¢,d]. Sie = P,(K) = P,(L) entonces p([a, ¢e]) = p([e, b]) y
w([e,e]) = p([e,d]). Supongase que L ¢ K vy elijase x € K \ L. Se tiene que a < = < ¢
0od < z < b.En el primer caso se tiene que [c, e|] C [a, €] mientras que en el segundo
caso se tiene que [e, d] C [e, b]. De cualquier forma,

plle,el) = ulle, d]) < p(la, e]) = p(le, b]).

Como [a, €] es comparable bajo la inclusion con [c, €] y [e, b] es comparable con [e, d|
se sigue que [c,e|] C [a,e] y [e,d] C [e,b]. Por lo tanto, L = [¢,d] C [a,b] = K.
Se concluye que si p : C(I) — J es una funciéon de Whitney entonces, cualesquiera
subcontinuos de I con el mismo punto medio respecto de 1 son comparables bajo la
relacion de inclusion.

Ahora, sea X un arco cualquiera y elijase un homeomorfismo ¢ : I — X. Dada una
funcién de Whitney i : C(X) — J se define pi : C(I) — J como ;i = j1 0 C(¢p). Por
la Proposicion 3.2d, Mt () : (I) — M(X) es un homeomorfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama:

P/L
M(X) — X
e I@ By oM(p) = po Py
M(I) — — I

Sean K, L € M(X) tales que P,(K) = P,(L). Haciendo K" = ¢ '[K]y L' = ¢ *[L]
se tiene que K', L' € M(I) y ademas

p(Fi(K") = Pu(@[K']) = Pu(K) = Pu(L) = Pu(¢[L']) = o(Fa(L)).
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Esto implica que P;(K’) = P;(L’). De la primera parte de la demostracion se obtiene
que K’y L' son comparables bajo la inclusién. Dado que K = ¢[K'| y L = ¢[L'] se
sigue que K y L también son comparables bajo la inclusion, que es lo que se queria
probar. |

4.8 Proposicion. Sea X un arco. Dada cualquier funcion de Whitney p : C(X) — J,
la funciéon @, : C(X) — Cil(X, p1), definida como

VE € C(X) 1 0u(K) = (Pu(K), u(K)),
es una inmersion que se denomina inmersion del hiperespacio C (X)) en el cilindro de p.

Demostracién. Debido al Teorema[3.23, 1a funcién @, : C(X) — Cil(X, ) es continua
asi que resta probar que es inyectiva. Si K, L € C(X)y ®,(K) = ®,(L) entonces
P,(K) = P,(L). Por el Lema K y L son subcontinuos comparables de I bajo la
inclusion. Luego, como u(K) = u(L), se sigue de la Observaciéon (5)que K = L.
Esto demuestra que ¢, : C(X) — Cil(X, p1) es una inmersion. [ |

4.9 TEOREMA. Ser un arco es una propiedad de Whitney.

Demostracion. Sean X un arco, i : C(X) — J una funcién de Whitney cualquiera y
0<0<pu(X).Sid,: C(X)— Cil(X, ) es lainmersion definida en la Proposicion 4.4
entonces ¢, [, (0)] € X x {#}. Notese que X x {#} es homeomorfo a X en Cil(X, ;1)
asique X x {6} es un arco. Por lo tanto, W, () un continuo no degenerado homeomorfo
a algun subcontinuo de un arco. De esto se deduce que W,,(6) es un arco. |

§3 Ser una curva cerrada simple

4.10 Definiciéon. Sea X un continuo. Dada una funcién de Whitney i : C(X) — J se
define su cono como el espacio cociente Cono (X, ) = Cil(X, u) /(X x {u(X)}).
4.11 Observacién. Sea i : C(X) — J una funcién de Whitney.

(1) Los elementos de Cono(X, 1) son clases de equivalencia de elementos de Cil(yu).
Dados x € X yt € J se denotara por [z,t] a la clase de equivalencia de (z,t) en
Cono(X, 1).

(2) Si(z,t) € X x J entonces [z,t] = {(x,t)} cuando t < u(X)y [z, t] = X x {u(X)}
parat = pu(X).

4.12 Proposicion. Sea Y una curva cerrada simple. Para cualquier funcion de Whitney
p:C(Y)— Jlafuncion ¥, : C(Y) = Cono(Y, 11), definida como

[Pu(K), (K)] si K #Y,

VKGC(Y)ZLI’M(K):{YX{M(}/)} siK =Y

es un homeomorfismo que se denominara homeomorfismo del hiperespacio C(Y') en el
cono de [i.
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Demostracion. Primeramente se probara que ¥, : C(Y) — Cono(Y, ) es una funcién
continua. Sean K € C(Y') y (K, )nen una sucesiéon que converge al punto K en C(Y)
de manera que la sucesion (¥, (K,,))nen es convergente en Cono (Y, p).

(1) Si K # Y entonces se elige x € Y \. K. Como K C Y ~ {z} se puede suponer que
K,, C Y~ {z} paracadan € N.De estamanera, K, # Y y V¥ ,(K,) = [P,(K,), u(K,)]
para cada n € N. Por el Teorema [3.29, P, : M(Y) — Y es una funcion continua asi
que
nlggo U (Ky) = nlggo[Pu(Kn% (Kn)] = [Pu(K), p(K)] = ¥, (K).

(i1) Si K = Y entonces existe un subsucesion de (K, ),en, llamese (K/),en, tal que
K| =Y paracadan € N, o bien, K,, # Y para cadan € N. En el primer caso se tiene
U, (K))=Yx{uY)} =V,(K)paratodon € NporlocuallimV,(K)) = V¥,(K).En
el segundo caso, ¥, (K,,) = [P,(K,), u(K,,)] para todo n € N. Elijase una subsucesion
de (K))nen, némbrese (K))),en, de manera que la sucesion (P, (K]))),en converge a un
punto p en Y. Por lo tanto,

lim W, (K7) = lm [P, (K2), u(KL)] = [p, p(Y)] = ¥ x {u(Y)} = W, (K).

n—oo n—o0

Se sigue de los incisos (7) y (i7) que lim W, (K,,) = ¥, (K). Por el Lema [3.24, la funcién
U, : C(Y)— Cono(Y, 1) es continua.

Ahora, considérense K, L € C(Y') tales que ¥, (K) = U, (L) = [z,s]. Sis = pu(Y)
entonces [z,s] = Y x {u(Y)}y K =Y = L.Sis < pu(Y) entonces K # Y # L,
P K)=P,(L) =2y u(K) = u(L) = s. Por el Lema[3.37, A,(z) ¢ K U L asi que,
si X es el subespacio de Y inducido sobre X = K U L entonces, X es un arco. Dado
que K, L € C(X), P,(K) = P,(L) y u(K)) = p(L), se sigue del Corolario y del
Lemalt.7 que K = L. De aqui que la funcién ¥, : C(Y') — Cono(Y’, ) es inyectiva.

Finalmente, sea [z, s] € Cono(Y, ). Si s < u(Y) entonces, por el Lema [3.34, existe
K e MY )talque P,(K) = 2y u(K) = s. Asi, ¥, (K) = [P,(K), u(K)] = [z, s].
Sis = p(Y) entonces [z,s] =Y x {u(Y)} = ¥,(Y). De aqui se sigue que la funciéon
U, : C(Y) — Cono(Y, 11) es suprayectiva y, por lo tanto, es un homeomorfismo. M

4.13 TEOREMA. Ser una curva cerrada simple es una propiedad de Whitney.

Demostracion. Sean X una curva cerrada simple, i : C(X ) — J cualquier funcion de
Whitney y 0 < 6 < p(X).Sip: Cil(X, ) — Cono(X, i) es la proyeccién candnica y
¥, : C(X) — Cono(X, ) el homeomorfismo definido en la Proposicién .13 entonces,
para cada K € C(X), K € W,(0) siy solosi V,(K) = p(P,(K),0). De aqui que,
U, [W,(0)] = p[X x {f}]. Obsérvese que X x {#} es una curva cerrada simple en
Cil(X, p). Ademaés, p : Cil(X, u) — Cono(X, i) restringida a X x [0, 4(X)) es una
inmersion asi que p[X x {0}] es una curva cerrada simple en Cono(X, 11). Dado que
U, [W,(0)] =plX x{0}] y¥,: C(X) — Cono(X, 1) es un homeomorfismo se sigue
que W, (0) es una curva cerrada simple. [ |
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§4 Arco conexidad

4.14Lema. Sean X un continuoy p : C(X) — J una funcién de Whitney. Dado € > 0
existe § > 0 tal que, para cada K € C(X), si diamx K < § entonces pu(K) < e.

Demostracion. Notese que el conjunto F = {K € C(X)|u(K) > €} es cerrado en
C(X) y por tanto es cerrado en 2% . Debido a que la funcién diamyx : 2% — I es
continua es posible hallar K, € F de manera que diamx K, = mindiamx [F]. Como
w(Ky) > € > 0, Ky es un subcontinuo no degenerado de X y asi § = diamx Ky > 0.
De aqui que, si K € C(X) ydiamx K < § = mindiamy [J] entonces K ¢ F, lo cual
ocurre sélo si pu(K) < e. [ |

4.15 Proposicion. Sean X un continuo, i : C(X) — J una funcién de Whitney y
e JSiK LeW,0),K#LyKnNL # & entonces, para todo p € K N L, existe
un arco £ en W, (0) talque K, L € L yp € B paracada B € L.

Demostracion. Dado que K # Ly u(K) = 0 = p(L) se tiene que K # {p} # L asi
que es posible hallar arcos ordenados «, 5 : I — C(X) que vayan desde {p} hasta
K y desde {p} hasta L respectivamente. Para cada s € [ se define la funcién continua
fs : I — C(X) de la siguiente manera:

Vtel: f(t) =a(t)Up(s).

Para cualesquiera t,s € I, fs(t) € C(X) pues p € a(t) N B(s). Ademas, ndtese que
fs(0) = a(0)US(s) = {p} UB(s) = B(s) C Ly fu(1) = a(1)US(s) = KUS(s) 2 K.
De aqui que ufs(0) < u(L) = 6 = u(K) < ufs(1). Aplicando el Teorema del Valor
Intermedio se puede hallar T'(s) € I tal que pfs(T'(s)) = 6, esto es, f,(T(s)) € W,(0).
Ahora, se define F((s) = fs(T(s)) para cada s € I. Notese que, para cada s € I,
fs : (I,<) — (C(X),C) es una funcioén creciente asi que dado ¢t € [ se tiene que
fs(t) y F(s) = fs(T(s)) son comparables respecto a la inclusiéon. En consecuencia, si
w(fs(t)) = 0 = pu(F(s)) entonces fs(t) = F(s). Haciendo uso de este resultado se
demostrara que F' : I — W, (f) es una funcién continua. Sean s € Iy (S, )nen Una
sucesion que converge a s en I de manera que la sucesion de imagenes (F'(s,))nen €S
convergente en W, (). Se elige una subsucesién de (s;,)nen, llamese (s, ) e, tal que la
sucesion (7°(s!,))nen es convergente en I. Sit = lim 7'(s],) entonces
I F(s}) = i (T() = lin (a(T(s1)) UB(s,)) = a(t) UA(s) = £.(0).

Como f,(t) € W,(0) se sigue que lim F'(s,,) = f,(t) = F(s). Del Lema se deduce
la continuidad de la funcién F' : I — W,,(6). Notese que

pfo(1) = p(a(1) U B(0)) = (K U{p}) = p(K) =0 'y

pf1(0) = pla(0) U B(1)) = p({p} U L) = u(L) = 0
asi que F'(0) = fo(1) = Ky F(1) = f1(0) = L. Por tanto, F'[I| es una trayectoria
en W, (0) que contiene a K y a L. Debido a la Observacion (2) y al Teorema
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es posible hallar un arco £ en W,,(0) tal que £ C F[I]y K, L € L. Finalmente, como
{p} C a(T(s))UB(s) = F(s)paracadas € I,sesiguequep € B,paratodoB € L. B

4.16 TEOREMA. La arco conexidad es una propiedad de Whitney.

Demostracion. Considérese un continuo arco conexo X, una funcion de Whitney fx :
C(X) — Jy0 <6 < u(X).Por el Teorema [1.3] bastara probar que W, (f) es conexo
por trayectorias. Sean K, L € W,() y tomense p € K, ¢ € L. Dado que X es arco
conexo en particular es conexo por trayectorias asi que existe una funcioén continua
a: I — X tal que @(0) = py a(l) = ¢q. Como B = «[I] es un subcontinuo de X y
BNK # 0 # BNL sesigue que KUBUL € C(X). Ahora, por el Lema4.14 existe € > 0
tal que, si N € C(X) y diamx N < e entonces (N) < 6. Luego, como o : I — X
es una funcioén uniformemente continua existe § > 0 de manera que d(a(s), a(t)) < €
para cualesquiera s,t € I con |s — t| < ¢. Elijase n € N tal que 1/n < § y para cada
i desde 1 hasta n definase B; = a[[% 1]] C B. Es facil observar que B; € C(X) y
diamy B; < € por lo cual u(B;) < 0 < u(K U B U L). Aplicando el Lema [2.54, para
todo 7 desde 1 hasta n existe M; € W (9) talque B, C M; C KUBUL.Si My =K
y My+1 = L entonces My, ..., M, 1 € W,(0) y M;_1 N M; # () para cada i entre 1
y n + 1. Debido a la Proposicion es posible hallar una inmersion v; : I — W, ()
tal que v;(0) = M;_; y vi(1) = M,. Por tanto, se puede definir una funcién continua
v: I — W,(0) como:

71— 1 7
n+1~- “n+1

Viel:y(t)=~v(n+1)t—(i—1)), si

Asi, ¥(0) = % (0) = My = Ky (1) = ypi1(1) = M,y = L, lo cual implica que
W ,.(0) es conexo por trayectorias. [ |

§5 Conexidad local

4.17 Lema. Considérense un continuo X, una funcién de Whitney p : C(X) — Jy
§ € J.Dados K € W,(0) y € > 0 existe 0 > 0 tal que, para cualquier L € W,,(6) con
L C Ny(K,9) se cumple que Hy(K, L) < e.

Demostracion. Primeramente, se define la funcion ¢ : C(X) — I como:

VL e C(X):¢(L) = rglclggcd(w K).
Como F = {L € C(X)|Huq(K,L) > ey u(L) = 0} es un conjunto cerrado en C(X)
y ¢ : C(X) — I es una funcién continua, existe B € J tal que p(B) = minp[JF].
Noétese que Hy(K,B) > ey u(B) = 0 = u(K) asique B € K. Sisetomaxg € B\ K
entonces § = ¢(B) > d(xg, K) > 0. Por lo tanto, dado L € W, (#) con L C N4(K, )
se tiene que, para cada x € L, d(z, K) < 0, esto es, ¢(L) < ¢. Lo anterior implica que
L ¢ F y en consecuencia Hy(K, L) < e. |
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4.18 Lema. Sean X un continuo, i : C(X) — J una funcion de Whitney y 6§ € J. Si
C(X) es cik en el punto K y 1(K) = 0 entonces W, () también es cik en K.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Por el Lema [4.17, se puede elegir v > 0 de manera que, para
cada L € W,(#) con L C Ny(K,~) se tiene que Hy(K, L) < e. Dado que C'(X) es cik
en el punto K es posible hallar un subcontinuo de C'(X), llamese C, y § > 0 de manera
que Be(x)(K,6) € € C Bex) (K, 7). Sea Y el subespacio de X inducido sobre Y =
J C. Claramente, si i : C(Y) — J' es la restriccion de p : C(X) — J entonces
K = Wi(0) es un subcontinuo de W, (6). Ademas, dado L € W, () con Hy(K,L) < ¢
se tiene que L € Bex)(K,0) € Cporlocual L C [JC = Y. Luego,si L € X
entonces L. C Y asi que para cada x € L existe C, € C de manera que x € C,. Notese
que Hy(K,C;) < v pues C C Bex) (K, 7). Por tanto, L C (J,., Cr € Ng(K,7)y
L € W,(0) lo cual implica que Hy(K, L) < €. En resumen, X es un subcontinuo de
W,.(0) tal que
BW‘L(Q)(K, 5) g X g BWH(Q)(K, 6).

Consecuentemente, W, () es cik en el punto K. |
4.19 TEOREMA. La conexidad local es una propiedad de Whitney.

Demostracion. Sea X un continuo localmente conexo, ;1 : C(X) — J una funcién de
Whitney y 0 < 6 < u(X). Debido al Teorema [2.61, C(X) es localmente conexo y por
tanto es cik en cada uno de sus puntos. Del Lema se sigue que W, (6) también es
cik en todos sus puntos. Esto implica que W,,(#) es localmente conexo. ]

§6 Contractibilidad

4.20 Lema. Sean X un continuo, Y una curva cerrada simple y 1 : C(X) — J una
funcion de Whitney. Si Y es subespacio de X y J esel subespacio de J inducido sobre
el intervalo J = [0, 4(Y)] entonces existe una funcién continua Q : Y x J — C(Y)
tal que, para cada (z,s) € Y x J, se cumple que ;(Q(x,s)) = s. Més atin, si s < p(Y)
entonces Q(z,s) € M(Y) CM(X) y P,(Q(z,s)) = .

Demostracién. Sea i : C(Y') — J larestriccion de i : C(X) — J a C(Y). Luego, sea
Q:Y xJ— C(Y) la funcién dada por Q) = \I/T:l op,dondep:Y xJ — Cono(Y', 1)
es la proyeccién candnicay Uy : C(Y) — Cono(Y, 1) es el homeomorfismo de C(Y")
en el cono de fi. Dado que P; : M(Y) — Y es restriccion de P, : M(X) — X,
para cada K € M(Y") se cumple que V;(K) = p(Pi(K), u(K)) = p(P.(K), u(K))
siK #YyUu(K) =Y x{uY)} =Y x{u)}si K = Y. Asi, para cualquier
(z,5) € Y x Jcons < u(Y) se tiene que Us(Q(x,s)) = p(z,s) #Y x {u(Y)}. En
consecuencia, Q(z,s) # Y y p(z,s) = V;(Q(x,s)) = p(P.(Q(x,s)), p(Q(x, s))), lo
cual implica que P,(Q(z,s)) = xz y u(Q(z, s)) = s. En cambio, si s = p(Y") entonces
U5 (Q(x,s)) =Y x {u(Y)} lo cual ocurre cuando y sélo cuando Q(z, s) = Y. Ademas,
nuevamente se verifica que p(Q(z, s)) = pu(Y) = s. Esto termina la demostracion. W
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4.21 Ejemplo. Existe una celda bidimensional cuyo hiperespacio de subcontinuos admite
un nivel de Whitney que posee un retracto homeomorfo a S°.
Considérense k = (0,0,1) € S? y la funcién continua 7 : S* — R dada por

Ve = (7,y,2) € S* :m(x) =x - k = 2,

esto es, 7 : S — R es la proyeccién en la tercera coordenada. Si X es el subespacio de
S? inducido sobre el conjunto X = 7~ *[[—1, 1]] entonces X es un espacio compacto y
metrizable.

Se probard que X es un espacio homeomorfo a D?2. Definase la funcién continua
S:X - D?dela siguiente manera,

%(:c,y) siz <0,
vw:(&?,y,Z)EXZS(w): Z‘{‘%

1z, )

Six = (z,y,2) € X y z < 0entonces, ||S(z)| = 5[(z,y)|| < 3llz| = 3. En cambio,
cuando z > 0 se tiene que || S(x)|| = z+ 3 < 1. En cualquier caso, S(x) € D? asique la
funcién S : X — D? est4 bien definida. Para cada ¢ € [—1, 1] definase A(t) = /1 — ¢?
y considérese la funcién continua 7' : D* — X dada por

(z,y) siz > 0.

(2u, 20, —A([[2ul])) siflull < 3,
Yu = (u,v) € D*: T(u) = (A(HUH —3), Allul - 3)

u v||u||—l) si Jul| >
L

Esta funcion también se encuentra bien definida; siu = (u,v) € D?y |Ju| < 1 entonces
1T (w)? = 4u”+40*+ A([|2u]))? = [2u]*+A(l|2u])* = 1y 7T (u) = —A(|2u])) <0.
Si ocurre que [lu|| > ; entonces

Allell =3 5 Allell = 3)* , 132
17 ()] Tu]? T + (el - 3)
A(l|ull - 3)°

y ademas 77 (u) = |lu|| — < 3. Por tanto, T'(u) € X paracadau € D
Seax = (z,y,2) € X.Siz <0 entonces || S(z)| < 3 asi que

T(S@) =7 (5.5) = @y =A@ y) = (.9, —V1 =22 =)
= (fL’,y, _\/?> = (I,y, _|Z|) = (l’,y,Z).
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Siz > 0 entonces ||S(z)|=z+1>1y

(Y 2L N (AG) (43 N AR) (2D Y
T(5()) T(n(x,y)n ’|r<x,y>|ry> (z+é(\|<as,y>u )’z+§<u<m,y>uy>’ )
(V1= VI N Vet ety )
‘(n(o:,y)n @l )‘ ( ol ™ eyl ) o)

Esto prueba que 7' o S = id X. Ahora, considérese u = (u,v) € D% Si ||u|]| <
entonces 77 (u) < 0 asi que S(T'(uw)) = S(2u, 2v, —A(]|2u]|)) =
|u|| > % entonces 7T (u) > 0y

1
2

$(2u,2v) = (u,v). Si

_ o (Al =5) Al =5)
_ ] Al —3)  Alll -3)
| (A0, AT DY ( Jul ful )

Al —5) a0
De aqui que S o T' = id D?. En consecuencia, S : X — D? es un homeomorfismo.

Si d es la métrica en X tal que, para cualesquiera z,y € X, d(xz,y) = ||z — y|
entonces la funcién de Whitney i : C(X) — J construida en la demostracion del
Teorema |3.4 es invariante bajo similitudes respecto de d. Luego, para cada t € [—%, %],
definase Y; = 7~ '[{t}]. Haciendo # = [i(Y}/2) se tiene que 0 < § < pu(X) por lo cual
W;(0) es un nivel de Whitney positivo de C(X). Se demostrara que existe un retracto
de W;(0) que es homemorfo a S*.

SeanY y Z los subespacios de X inducidos sobre los conjuntos Yoy Z = 7~ [(—1, 1)]
respectivamente, y sea Iel subespacio que induce R sobre el intervalo abierto (—1,1)
SiB=r"![[-3,3]]yC =n"[[—1,—3]] entonces X = B U C por lo cual,

272
Wﬁ(e) = <B>W;’I(9) U <X7 C>W;’2(9)'
1

Notese que, para cada K € C(X) se tiene que X' C B siy sélo si min7[K] > —3
mientras que K N C' # @ siy sélo si min7[K] < —%. Ahora, definase la funciéon

bl

continua R:Y x I — Z dela siguiente forma:
Ve € Yy, t € (—1,1) : R(x,t) = A(t)x + tk.
Se observa que, para cada (z,t) € Yy x (—1,1), 7(x) = « - k = 0 por lo cual
IR(@, )" = [[A(t) + th||* = || A(t)=|* + [[th]|* = A(t)* +¢* = 1.
Ademaés,

m(R(x,t)) = n(A(t)x +tk) = A(t)x -k +t|k||> = A(t) -0 +t-1=t,
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con —1 < ¢t < 1.Esto implica que la funcion R : Y x I — Z se encuentra bien definida.
Luego,sean f : Z =Y y F': Z — 'Y x I funciones continuas dadas por,

T @@k v F@) = (@) 5 (@),
Se verificara que estas funciones estan bien definidas. Si @ € Z entonces
o _ Nl —m@k|* _ |z|* - 2 7(z)k + ||7(x)k|*
@ = @)y (@)
_l-2r ()> +n(x)*  1—mn(x)? _

Alr(z)?  Alx(x))?

Ve e Z: f(x) =

y también

(x—7(x)k) -k x-k—n(x)k-k n(x)— ()

An@)  Aw@) | A@)

m(f(x)) =

En consecuencia, para todo @ € Z, f(x) € Y,. Ademas, ndtese que
R(F(z)) = R(f(x), n(x)) = A(r(x)) f(x) + 7(2)k = (x — 7(x)k) + 7(x)k = =,
es decir, R o F' = id Z. También, para cada (x,t) € Yy x (—1,1) ocurre que
1

f(R(z,t)) = m(}%(w,t) —n(R(z,t))k)
1 1
= M((A(zf):c +tk) —tk) = e )(A(t)a:) =x

Asi, para cada (x,t) € Yy x (—1,1), F(R(=, )) = (f
de donde se deduce que /' o R = id (Y x (—1,1)). Po
R:Y x I — Z son homeomorfismos.

(R( 1), m(R(z,1)) = (z,1),
orlotanto, F' : Z - Y x 1y

o

Afirmaciéon 1. Sixz,y € Z,y |n(x)| > |7 (y)| entonces

& =yl = A(r ()] f(2) = F(y)]-
Mas aun, la desigualdad anterior es estricta cuando |7 (x)| > |7(y)|.

|
R(f(y), m(x)) — y. Por

y)). Por lo tanto, haciendo

Demostracion. Definanse o = = — R(f(y),n(x)) y B
hipétesis, |7(y)| < |7(x)| < 1 asique 0 < A(w(x)) < A
A= A(m(x))/A(r(y)) se cumple que 0 < A < 1. Luego,

5
< |

0 ==~ R(f(y). 7(x)) = R(f(@).7(x)) - R} (y).7()

- (A(n(@)) /(@) + (k) - (Alr(@))f(3) + w(@)k) = A(r(@))(f (@) /(1)
5= R(f(y). (x)) ~ y = (Al(@)) f () + (@)k) ~ y

— A(r(@)) (o0~ 7)) + 7@ 3 = Ny ~ 7()K) + n(e)k —

= (r(x) = Ar(y))k — (1 - Ny.
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Definiendo v = R(f(x), n(y)) — y ocurre que

v=R(f(z),n(y)) —y = R(f(z),7(y)) — R(f(y), 7(y)
= (A(m(y)) f(x) + m(y)k) — (A7 (v)) f(y) + n(y)k) = A(7(y))(f(x) — f(y)).

De esta manera,

Luego,

a-k=A(r(x))(f(x) - f(y) -k = An(x))(f(x) -k — f(y)- k) =0,
a-y=\-y=MR(f(z),7(y) —y)-y=-MNy— R(f(z),7(y))) -y
= =Alyll> = R(f(z), 7(y)) - y) = —A(1 — R(f(z),7(y)) - ).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, R(f(x),7(y)) -y < ||R(f(x),7(y))|/||ly] = 1.
Asi,a-y=—-\N1—-R(f(x),n(y)) - y) < 0.De lo anterior se sigue que

a-f=a- ((r(x) = Ar(y)k - (1-Ny) = (v(x) = Ar(y))a- k- (1 -Na-y
—(1=XNa-y.

Como A < 1lya-y <0 sesigue que - § > 0. Finalmente,

lz = yl* = llo+ BII* = llall* + 20 B+ [1B]* > [loo]|* = A(m(=))*[|f () — f()]*,

lo cual implica que || — y|| > A(n(x))||f(x) — f(y)]|- Si ocurre que |7 (y)| < |7(x)]
entonces y # R(f(y), m(x)) y por tanto S # 0. De aqui se obtiene que

lz —yl* = llol® +2a- B+ [[B]* > [lal|* = A (2))*[1 f (=) — f(w)II*.

Por lo tanto, la afirmacion es verdadera.

Dado t € [—5 %] se considera la funcién continua p; : Y — Z definida como

Ve €Yy : pi(x) = R(x,t).

Notese que, para cada x € Yy, f(pi(x)) = f(R(x,t)) = x asi que fop; = id Y. Luego,
para cualesquiera ¢,y € Y se tiene que

d(pi(x), pi(y)) = llpe(@) = p(y)|| = I(A() + th) — (A(t)y + tk)]|
= [[A(t)z — AWyl = A®)[|z — y|| = At)d(z, y).

Esto demuestra que p; : Y — Z es un similitud respecto de d con razoén de semejanza
A(t) > 0. Se observa que, si x € Yj entonces w(p;(x)) = 7(R(x,t)) = t, por lo cual
pt[Yo] C Y;. Ademas, dado y € Y; se tiene que f(y) € Yoy

pi(f(y)) = R(f(y),t) = R(f(y),7(y)) = R(F(y)) = y.
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De aqui que, para cada t € [—1, 1], ps[Yy] = Y;. Dado que i : C(X) — J es una

272
funcion de Whitney invariante bajo similitudes respecto de d, para cada t € [—%, %] se

tiene que 7i(Y;) = A(t)f(Y)). Por lo tanto, dados cualesquiera s, t € [—1, 1], ocurre que

YD = AN = AGs) (55500 ) = A

Como A(3) = A(—3) se sigue que [i(Y_1)2) = fi(Yi/2) = 0. Asi, Y2, Y_1/2 € W5(6).
Afirmacion 2. Si K € (B)¢(x), f[K] =Yy y n[K] N (—3,3) # @ entonces i(K) > 0.

Demostracion. Recuérdese de la demostracion del Teorema [3.4 que, para cadan € N
conn > 2, se tiene que

VA € F(X) N~ Fy(X):r(A) = min{d(z,y) |z,y e Ayz £y} v

VL € C(X) ~ Fi(X) : fin(L) = max{r(A) | A € [L]"}.

Particularmente, para todo L € C(X), lio(L) = diamx L. Por lo tanto, dado n € N
conn > 2, es posible elegir A € [Y]5]" de manera que /i, (Y1/2) = 7(A). Obsérvese que
fIA] C Yy = f[K] asi que, para cada « € A, existe ¢(x) € K tal que f(x) = f(¢¥(x)).
Siz,y € Ay (x) = ¢(y) entonces f(x) = f(y). Como 7(x) = 7(y) = 5 se sigue
que x = R(f(x),7(x)) = R(f(y),7(y)) = y. Esto implica que ¢ : A — K es una
funcién inyectiva. Haciendo A’ = 1[A] se tiene que |A'| = |A| = n, es decir, A" € [K]™.
Dados 'y’ € A’ con ' # y existen x,y € A tales que ¥(x) = ', ¢¥(y) = ¢’y
@ # y. De esta manera, si s = max{w(x’), 7(y’)} entonces,

l" =yl = A() [ f (=) = f (@)l = Als) 1 f (=) = F( ()]l = Als) I f () = f(w)]-

Luego, ya que ¢,y € Y7, se tiene que

lz =yl = llo1/2(f(®)) — pra(f W) = AG) I f () — f ()]

En consecuencia,

1 A(s)
o = ¥l =A@ @) - 5@l = A6) (1w - D) = G5 e~ ol
A(3) Az)
Como 0 < s < 3 se sigue que A(2) < A(s) yasi 1 < A(s)/A(3). Por lo tanto, para
cualesquiera ', y’ € A’ con ' # y’ se tiene que

A(s)
A(3)

2

=" — || =

e —yll = llz -yl = r(A).

De esto se deduce que, 1i,(Y1/2) = 7(A) < r(A') < 14, (K), paracadan € Nconn > 2.
Ahora, nétese que paracada @ € Yo, (x — k) -tk =1z -k—|3k|?=1(3)—1=0.

1
2 4
De esta manera,

L=lz|* =[x — k) + 3kl* = |z — 3kl + [I5k]* = [lz — 3k]* + (3)*.
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Esto implica que ||z — $k|? = 1 — (
ocurre que,

%)2 = A(%)Q. Asi, dados cualesquiera x,y € Y,

lz =yl < llz — 5kl + lly — 3kl = AG5) + A(z) = 24(3).

Por lo tanto, diamyx Y72 < 2A(3). Por hipotesis, 7[K] N (—1,3) # &, asi que existe
@y € K de manera que |m(o)| < 3. Como —f(xo) € Yy = f[K] se elige yo € K tal
que f(yo) = —f(xg). Si |m(xo)| > |7(yo)| entonces

lzo — woll = Al (o))l f(z0) — £(0) | = Al (o)) |12/ (o) | = 2A(7 (o)) > 2A(3).
Por el contrario, si |7(x¢)| < |7(yo)| entonces

lzo — yoll > A7 (yo))l|.f (o) — f(wo) | = A7 (yo)) |12 (o) || = 2A(7 (o)) > 2A(3).

N—

De cualquier manera, se tiene que
fi2(K) = diamx K > ||xo — yo > 2A(3) > diamx Y75 = [i2(Y32).

Como Jip(K) > 1ia(Y1/2) y paracadan € Nconn > 2, 1i,,(K) > 1i,(Y7/2), se sigue que

=)

) =

Esto verifica la afirmacidn.

Se define la funcién G : W;(0) — S? como:

o Fn(Yiz)
> Y = i) = 0.

n=2

k si minwr[K] = 3,
VK € Wi(0) : G(K) = § R(P3(f[K]),2min7[K]) si —3 <minn[K] < 3,
—k si minw[K] < 1.

Notese que si K € W;(6) y —2 < min7[K] < 1 entonces K C By n[K] N (—1,1).
Como consecuencia de la Afirmacién 2, f[K| es un subcontinuo propio de Y, es decir,
fIK] € M(Y) C M(X). Esto prueba que la funciéon G : W;(0) — S? se encuentra
bien definida. Se procede a demostrar su continuidad.

Sean K € W;(0) y (K,)nen una sucesion que converge a K en W;() tal que la

sucesion (G(K,))nen converge a un punto x en S2,

(¢) Siminw[K] = 3 > —1 entonces, se puede suponer que min7[K,] > —3, para cada
n € N. Luego, existe una subsucesion de (K,),en, lldmese (K] ),cn, de manera que
min 7[K] = % para cadan € N, o bien, min7[K}| < 1 para cada n € N. En el primer
caso, G(K]) = G(K) paratodon € Nasi que ¢ = lim G(K])) = G(K). En el segundo
caso, G(K)) = R(P;(f[K,)]),2min7[K]]) para cada n € N. Luego,

m(x) = lim 7(G(K})) = lim 2min7[K,] = 2min7[K] = 1.

n—oo n—o0
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Como x € S?* y (x) = 1 se sigue que & = k, es decir, im G(K,,) = G(K).

(#1) Si —3 < min7[K] < % entonces se puede suponer que —1 < minn[K,| < 1 para
todo n € N. De esta manera, G(K,) = R(P;(f[K,]),2min7[K,]) para cadan € N.
Notese que (f[K,])nen es una sucesion que converge a f[K] en M(Y ). Como Y es una
curva cerrada simple, se sigue del Teorema que lim P;(f[K,]) = Pa(f[K]). Por lo
tanto,

lim G(K,) = lim R(P(f[K,]),2min7[K,]) = R(P:(f[K]),2min7[K]) = G(K).

n—oo n—oo

(¢47) Si minw[K] = —1 < 3 entonces se supondra que min7[K,] < 3 para todo
n € N. Luego, existe una subsucesion de (K, )nen, ldmese (K] ),cn, de manera que
min7[K)] < —1 para cadan € N, o bien, min7[K,| > —1 para cadan € N. En el
primer caso se tiene que x = lim G(K)) = G(K) pues G(K) = G(K) para cada
n € N. En el segundo caso se tiene que G(K,) = R(Ps(f[K]]),2min n[K]]) para todo
n € N. Asi,

m(x) = lim 7(G(K))) = lim 2min7[K]] = 2min7[K] = —1.

n
n—o0 n—o0

Como x € S% y n(x) = —1 se sigue que & = —k, esto es, lim,,_,., G(K,) = G(K).

() Si minw[K] < —3 se puede suponer que min[K,] < —3 para todo n € N. De
esta forma, G(K,,) = G(K) para cadan € N, lo cual implica que lim G(K,,) = G(K).

En cualquiera de los casos anteriores, lim G(K,,) = G(K). Del Lema se sigue que
la funcién G : W5(0) — S? es continua. Ahora, sea J el subespacio de J inducido
sobre el intervalo [0, 1(Yp)]. El Lema asegura la existencia de una funcion continua
Q:Y xJ — C(Y) tal, para cada (, s) € Yy x [0, 1(Y,)] se tiene que ju(Q(wx, s)) = s.
Ademas, Q(z,s) € M(Y )y P;(Q(x,s)) = x cuando s < [i(Yp) y Q(x, s) = Y cuando
s = 1(Yp). Notese que, si € Z entonces |@| <iy0<A@R) < A(@) Luego,
0 = i(Yi2) = A(A(Yo) < A(E)7(Yo). Por lo tanto, 0 < 0/A(™S) < u(Yp).
Debido a esta observacion es posible definir la funcién H : S* — W;(6) de la siguiente
manera

Y1/2 six = k,

Q (f(w)’A(;J X {WTQC)}] siz € Z,

Y71/2 sixz = —k.

VeeS?: H(z)=< R

Para cada © € Z se tiene que

o w@)\] 0
Q(f(:v),A(,,Tm))) {7 }] ~ e [Q (f( >,A(%@>>]

Dado que p; : Y — Z es una similitud respecto de d con razén de semejanza A(@)
y it : C(X) — J es una funcién de Whitney invariante bajo similitudes respecto de d,

H(x)=R
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ocurre que

@) = () [0 (7@).0/4C8)]) = A7 (@ (). 0/4¢))

= A(T2) (A(f(; )) — 0,

esto es, H(x) € W;(0) paracada x € Z. Asi, la funciéon H : S* — W;(0) se encuentra
bien definida. Se procede a verificar que esta funcién es continua.

Seanx € S?y (,)nen una sucesion que converge a x en S? de manera que la sucesion
(H(2,,))nen converge a un punto K en W;(6). Se tienen las siguientes posibilidades:

(i) Si ® = k entonces m(x) = 1 > —1, asi que se puede suponer que 7(x,) > —1
para todo n € N. Luego, existe una subsucesion de (x,),cn, llamese (2,),en, tal que
m(x),) = 1 paracadan € N, o bien, (/) < 1 para cada n € N. En el primer caso

x! =k =xparacadan € N por lo cual K = lim H(x!) = H(x). En el segundo caso
se ehge una subsucesién de (!,),cn, némbrese (2),cy, de manera que la sucesion
(f(x))nen converge a un punto y en Y. Dado que —1 < 7(x!)) < 1 paracadan € N,

se tiene que

i H (@) = o paiay [@ (@), 0/4C5D) | = paier [@ (u.0/4C5D) |

=1 [Qy,0/A(3))] = p1 [Qy, n(Y))] = P1 [Yo] = Yi)2.

[\

Esto implica que K = lim H(x))) = Y2 = H(x).
(i7") Six € Z entonces —1 < 7(x) < 1, asi que se supondra que —1 < 7(x,) < 1 para
todo n € N. De esta manera,

lim H(x,) = lim Pr(wn) [Q <f($n)a0/A(@)>:|

n—oo n—o0 2

= pam @ (F(@),0/A))| = H().

2

(13i") Si @« = —k entonces m(x) = —1 < 1, asi que se puede suponer que 7(x,) < 1
para cadan € N. Luego, existe una subsucesion de (&, ),cn, llamese (], ),cn, de manera
que 7(x!) = —1 para cadan € N, o bien, w(x/,) > —1 para cadan € N. En el primer
caso se tiene que /, = x = —k para cada n € N lo cual implica inmediatamente que
K = limH(x!,) = H(x). En el segundo caso se elige una subsucesion de (!,),en,
noémbrese (x),cy de manera que la sucesion (f(x!)),en converge a un punto y en S2.
Asi, ya que —1 < m(x!)) < 1 para cadan € N, se sigue que
i H (@) = i oo Q (s, 0/A(50)) | = prte ) |@ (.07
=r_1 [Q.0/A(=2)] = r_1 Ry, (Yo))] p1[¥o] = Yorpo




86 CAPITULO 4. PROPIEDADES DE WHITNEY

Esto implica que K = lim H(x;,) = Y_1/ = H(x).

En cualquiera de los casos arriba enlistados, lim H(x,) = H(x). Por lo tanto, H :
S™ — W;(0) es una funcién continua.

Finalmente, sea € S®. Si & = k entonces H(x) = Y /5. Como min7[Y; 5] = 1 se
sigue que G(H(x)) = G(Y1/2) = k = . Luego, si ¢ = —k entonces H(x) = 1/2
Dado que min[Y_; /5] = —1 se tiene que G(H(x)) = G(Y_12) = —k = @. Ahora
supoéngase que € Z. Como H(x) = pr@)[Q(f(x), H/A(@))] C Ya(a) se tiene que

2

()

min7[H(x)] = min {T} = —,
y de esta manera —1 < minn[H (x)] < 1. Obsérvese que,
Pa(fIH(2)]) = Pﬁ(f[ﬂ@[@(f(w%9/14(”7”6)))]]) = Pa(Q(f(x),0/A("))) = f(=).

En consecuencia,
G(H(z)) = R(Ba(f[H(2)]),2minw[H(z)]) = R(f(x), 7(x)) = .

Esto demuestra que Go H = id S*. En consecuencia, G : W;(6) — S? es una retraccion
en Top en el sentido categorico. Se sigue de la Proposicion que W;(0) tiene un
retracto homeomorfo a S2.

4.22 TEOREMA. La contractibilidad no es una propiedad de Whitney.

Demostracion. Si X es la celda bidimensional del Ejemplo entonces C'(X ) admite
un nivel de Whitney W;() el cual posee un retracto que es homeomorfo a S?, y por
tanto, que no es contréctil (véase el Ejemplo [1.7§). De la Proposicion se sigue que

el nivel W7;(6) no es contractil. No obstante, por el Corolario X si es un espacio
contractil lo cual demuestra que la contractibilidad no es una propiedad de Whitney. W

4.23 Observacion. El esquema de la demostracion del Teorema se puede aplicar
para probar que una propiedadad topoldgica no es una propiedad de Whitney siempre
que ésta se herede a los retractos, que D? la tenga pero que S? no la tenga.

§7 Propiedad del punto fijo

4.24 TEOREMA. La propiedad del punto fijo no es una propiedad de Whitney.

Demostracioén. El resultado se prueba tal y como se indica en la Observacion .23, pues:

(1) La propiedad del punto fijo se hereda a retractos (Proposicion [1.48).
(i1) D? tiene la propiedad del punto fijo (Teorema [1.44).
(441) S? no posee la propiedad del punto fijo (Ejemplo [1.47).

En consecuencia, la propiedad del punto fijo no es una propiedad de Whitney. |
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§8 Ser un AR

4.25 TEOREMA. Ser un AR no es una propiedad de Whitney.

Demostracion. Notese que:

(1) Todo retracto de un AR es un AR (Proposicién [1.60).
(44) D? es un AR (Teorema1.59).
(#41) S? no es un AR (Teorema [1.6]).

Se concluye de los incisos (i)-(7it) y de la Observacion que ser un AR no es una
propiedad de Whitney. ]

§9 Ser una celda bidimensional

4.26 TEOREMA. Ser una celda bidimensional no es una propiedad de Whitney.

Demostracion. En el Ejemplo se muestra una celda bidimensional X tal que C'(X)
admite un nivel de Whitney W,,(6) el cual posee un retracto homeomorfo a S?. Notese
que las celdas bidimensionales tienen propiedades topolégicas que heredan a todos sus
retractos y que S? no posee (e.g. contractibilidad, propiedad del punto fijo, ser un AR).
Consecuentemente, las celdas bidimensionales no tienen retractos homeomorfos a S2.
De aqui se sigue que W), (6) no es una celda bidimensional y, por lo tanto, ser una celda
bidimensional no es una propiedad de Whitney. ]



88

CAPITULO 4. PROPIEDADES DE WHITNEY



Bibliografia

[1] J. Dugundji, Topology, Allyn and Bacon, Inc., Boston, 1966.
[2] R. Engelking, General Topology, Sigma Series, Vol.6, Heldermann Verlang, 1989.

[3] F. Hernandez Hernandez, Teoria de Conjuntos, Aportaciones Matematicas, Serie
Textos 13, Sociedad Matemética Mexicana, México D.F., 1998.

[4] ]. L. Kelley, General Topology, Van Nostrand Reinhold Co., New York, 1955.

[5] J. R. Munkres, Topology: A First Course, Prentice-Hall, Inc, Englewood Cliffs, New
Jersey, 1975.

[6] S.B. Nadler, Jr., Continuum theory: an introduction, Monographs and Textbooks in
Pure and Applied Math., Vol. 158, Marcel Dekker, New York, 1992.

[7] A.Petrus, Contractibility of Whitney Continua in C'(X ), Gen. Top. and its Applica-
tions, 9 (1978), 275-288.

[8] J. van Mill, Infinite-Dimensional Topology: Prerequisites and Introduction, North-
Holland Mathematical Library, 43, North-Holland Publishing Co., Amsterdam,
1989.

[9] G. T. Whyburn, Analytic Topology, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., Vol. 28, Amer.
Math. Soc., Providence, R. I., 1942.

89



Indice alfabético

ANR, [14

AR, 1§
Arco, @

- conexo, @
ordenado, @

Cilindro, @

de una funciéon de Whitney, @
Componente conexa, @
Conexo

en pequeno, E

localmente -, E

por trayectorias, @
Cono de una funcién de Whitney,
Continuo, E|

de HausdorfT, m
Contréctil, @

respecto de un espacio, @
Curva cerrada simple, b4

Funciéon
antipodal, b7
de Whitney, #4
invariante bajo semejanzas, @
esencial,
exponencial, @
inducida, Bg, 4, 59
inesencial,
punto medio, b1l
Funtor
cilindro, @
hiperespacio de cerrados, B§
hiperespacio de continuos, 44

Hiperespacio
de arcos y puntos, g
de cerrados,

de compactos, B

de conjuntos finitos, @

de continuos,

de singulares, R9
Homotopia, @

Logaritmo continuo, @
Métrica de Hausdorff, @

Nivel de Whitney,
positivo,

Producto Simétrico, @
Propiedad
de extension,
de extension de vecindad, @
de Whitney, 71
del punto fijo, [15
s,
Punto
antipodal, b4
extremo,

medio, @
Quasicomponente, E

Retraccion, [14

Retracto,
de vecindad, @

S(€)-cadena, @
Similitud, 53

Topologia de Vietoris, §
Trayectoria,

Unicoherente, @
hereditariamente -, @

Vietorico, @

90



	Introducción
	Preliminares
	1.1. Continuos
	1.2. Conceptos en conexidad
	1.3. Retractos y extensores
	1.4. Homotop쟠y contractibilidad

	Hiperespacios
	2.1. Topolog쟠de Vietoris
	2.2. M賲ica de Hausdorff
	2.3. Continuidad en hiperespacios
	2.4. Hiperespacio de continuos

	Funciones de Whitney
	3.1. Similitudes
	3.2. Puntos medios
	3.3. Puntos antipodales

	Propiedades de Whitney
	4.1. Niveles de Whitney
	4.2. Ser un arco
	4.3. Ser un curva cerrada simple
	4.4. Arco conexidad
	4.5. Conexidad local
	4.6. Contractibilidad
	4.7. Propiedad del punto fijo
	4.8. Ser un AR
	4.9. Ser una celda bidimensional

	Bibliografía
	̮dice alfab賩co

