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Introducción

La temática de esta tesis pertenece al área de la Topología conocida como Teoría de
continuos y sus hiperespacios. Específicamente, se desarrolla el material necesario para
demostrar la existencia de una celda bidimensional cuyo hiperespacio de subcontinuos
admite un nivel deWhitney que posee un retracto homeomorfo a una esfera. Este trabajo
está inspirado en el artículo de Ann Petrus titulado Contractibility of Whitney Continua
in C(X), [7].
Un continuo es un espacio topológico no vacío, compacto, conexo y metrizable. Si la

condición demetrizabilidad se sustituye por la condición deHausdorff, se tiene la noción
de continuo de Hausdorff. La colección de todos los subcontinuos de un continuoX es
denotada por C(X) y al ser equipada con la topología de Vietoris es referida como el
hiperespacio de subcontinuos deX . Una función de Whitney para este hiperespacio es
una función continua y real valuada µ definida sobre C(X) que cumple: (i) Para todo
x∈X , µ({x}) = 0, y (ii) Si K,L∈C(X) y K⊂L entonces µ(K)<µ(L). Un nivel de
Whitney del hiperespacio de subcontinuos de X es un conjunto de la forma µ−1[{θ}],
donde µ es una función de Whitney para C(X) y 0 ≤ θ < µ(X). Una propiedad
topológica P es una propiedad de Whitney si cada vez que un continuo cumple P todos
los niveles de Whitney de su hiperespacio de subcontinuos también cumplen P.
Utilizando esta terminología, en la presente tesis se demuestra la existencia de una cel-

da bidimensionalX , una función deWhitney µ paraC(X) y un número 0 < θ < µ(X)
de tal forma que el nivel µ−1[{θ}] contiene un retracto que es homeomorfo a una esfera.
Como consecuencia se obtiene que ser una celda bidimensional, ser contráctil, tener la
propiedad del punto fijo y ser un retracto absoluto no son propiedades de Whitney.
Para facilitar la lectura, en esta tesis se han incluido todos (o casi todos) los resultados

de Topología General, continuos e hiperespacios que se requieren para su comprensión
y se organiza el material en cuatro capítulos.
En el Capítulo 1, entre otros resultados, se exponen el Teorema del cable cortado para

espacios Hausdorff compactos y el Teorema de golpes en la frontera para continuos
de Hausdorff; se prueba que todo continuo es la intersección de una sucesión anidada
de continuos localmente conexos; se presentan algunos resultados acerca de retractos y
extensores absolutos; y se demuestra que todo continuo de Hausdorff contráctil respecto
de la circunferencia es unicoherente.
En el Capítulo 2, se introducen la topología de Vietoris y la métrica de Hausdorff; se

definen algunas funciones continuas entre hiperespacios; se demuestra, mediante el uso
de arcos ordenados, que el hiperespacios de subcontinuos de un continuo siempre es un
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continuo arco conexo. También se prueba que un continuo es localmente conexo si y sólo
si su hiperespacio de subcontinuos es localmente conexo. El capítulo finaliza con una
demostración de que el hiperespacio de subcontinuos de un continuo es unicoherente.
En el Capítulo 3, se desarrollan conceptos en relación con las funciones de Whitney

que se utilizarán en el capítulo 4; se construye una función de Whitney invariante bajo
semejanzas; se define la función punto medio para el hiperespacio de arcos y puntos
de un continuo y se demuestra su continuidad para el caso de los arcos y las curvas
cerradas simples; se define la función punto antipodal para curvas cerradas simples y se
relaciona con el concepto de punto medio.
En el Capítulo 4, se estudian los niveles de Whitney de un continuo; se demuestra que

ser un continuo no degenerado, ser un arco, ser una curva cerrada simple, la conexidad
local y la arco conexidad son todas propiedades de Whitney; se aplican los resultados y
conceptos estudiados anteriormente para probar la existencia de la celda bidimensional
cuyo hiperespacio de subcontinuos admite un retracto homeomorfo a una esfera y se
obtiene en consecuencia que ser una celda bidimensional, ser un retracto absoluto, la
propiedad del punto fijo y la contractibilidad no son propiedades de Whitney.



Convenciones

Un espacio topológico es una pareja (X, τ) donde X es un conjunto y τ es una to-
pología sobre X . Se referirá a X como el espacio sobre el cual es construido el espacio
(X, τ) y τ como su topología. Se usarán letras mayúsculas en negritas para representar
espacios topológicos, siendo las más recurrentes X , Y y Z . En caso de no hacer refe-
rencia explícita del conjunto sobre el cual un espacio es construido, éste se nombrará
por la misma letra prescindiendo de la tipografía en negritas. Por ejemplo,

Z̃ es un espacio construido sobre el conjunto Z̃.

Cuando alguno de los espaciosX , Y o Z sea metrizable d denotará una métrica aco-
tadas y admisibles para dicho espacios. Además, se usará la notación BX(x, r) para
representar a la bola abierta enX con centro en el punto x ∈ X y radio r > 0 y diamX A
para el diámetro de A ⊆ X en X , ambos conceptos definidos en términos de la única
métrica admisible para X en consideración, en este caso, de d.

Los siguientes son algunos espacios particulares que se considerarán recurrentemente
en este trabajo.

(i) Rn es el espacio euclidiano n-dimensional construido sobre Rn. Si n = 1 se hará
omisión del exponente, de manera queR representa la recta real con su topología
del orden usual. Obsérvese que

Rn =
n∏

i=1

R

i.e.,Rn es la n-ésima potencia topológica de R.

(ii) I es el arco, subespacio de R inducido sobre el intervalo I = [0, 1]. Se le nom-
brará arco a cualquier espacio que sea homeomorfo a I . Para n > 1 un espacio
homeomorfo a In se denomina celda n-dimensional.

(iii) Dn es la bola n-dimensional, subespacio de Rn inducido sobre el conjunto

Dn = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}.

AD2 se le conoce también como disco bidimensional. Nótese queD1 es un arco y
si n > 1, Dn es una celda n-dimensional.
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(iv) Sn es la esfera n-dimensional, subespacio de Rn+1 (y de Dn+1) inducido sobre el
conjunto

Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}.

A S1 se le nombra la circunferencia y cualquier otro espacio homeomorfo a éste
es una curva cerrada simple. En algunos casos, será más conveniente trabajar con
la circunferencia en el plano complejo, que no es más que el espacio topológico
construido sobre el conjunto

S1 = {z ∈ C | |z| = 1}

e inducido por la métrica

∀z, z′ ∈ S1 : d(z, z′) = |z − z′|.

(v) Q es el cubo de Hilbert y se obtiene como una potencia numerable del arco:

Q = Iω =
∞∏
n=0

I.

Si P es una propiedad definida para espacios topológicos yA ⊆ X , se dirá queA tiene
la propiedad P enX si el subespacio deX inducido sobre A cumple la propiedad P.

Las funciones continuas entre espacios topológicos serán consideradas en el sentido
categórico, es decir, comomorfismos entre objetos. La notación f : X → Y se empleará
para denotar que f es una función entre los conjuntos subyacentes X y Y , siendo ade-
más continua del espacio X al espacio Y (la preimagen de cualquier conjunto abierto
en Y es un conjunto abierto en X).



Capítulo 1

Preliminares

§1 Continuos

1.1 Definición. Un continuo o continuo metrizable es un espacio topológico no vacío,
compacto, conexo y metrizable. Si en lugar de la condición de metrizabilidad sólo se
pide que el espacio sea Hausdorff se dirá que es un continuo T2 o continuo de Hausdorff .
Un continuo T2 es degenerado si posee un solo punto y no degenerado en caso contrario.

1.2 Definición. Se definen las siguientes subcategorías plenas de la categoría Top de
espacios topológicos y funciones continuas entre ellos:

(a) Haus cuyos objetos son los espacios de Hausdorff,

(b)Met cuyos objetos son los espacios metrizables,

(c) HComp cuyos objetos son los espacios Hausdorff compactos,

(d) MComp cuyos objetos son los espacios metrizables y compactos,

(e) HCon cuyos objetos son los continuos de Hausdorff,

(f)MCon cuyos objetos son los continuos metrizables.

1.3 Observación. (1) Las categorías anteriores se ordenan como subcategorías plenas
como indica el siguiente diagrama:

..MCon.

HCon

.

MComp

.

HComp

.

Met

.

Haus

(2) Los morfismos en HComp son funciones continuas y cerradas.

1
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(3) Todo continuo de Hausdorff no degenerado tiene cardinal mayor o igual a 2ℵ0 por
ser un espacio conexo y completamente regular con más de un punto. Más aún, los
continuos metrizables no degenerados tienen exactamente 2ℵ0 puntos ya que pueden
ser encajados en el cubo de Hilbert, [2, Teorema 4.2.10, p.260]

1.4 Proposición. Ser un continuo y ser un continuoT2 son propiedades que se preservan
bajo morfismos en la categoría Haus.

Demostración. En el caso de los continuos T2 el resultado se sigue inmediatamente pues
las funciones continuas preservan la conexidad y la compacidad. Para el caso restante,
sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre espacios de Hausdorff
y supóngase además que X es un continuo. Debido al argumento antes mencionado
bastará demostrar que Y también es un espacio metrizable. Dado que X es compacto
y metrizable es posible elegir una colección numerable β que sea una base para X .
Sean U un conjunto abierto en Y y y ∈ U . Como f−1[{y}] es un conjunto cerrado
en X y f−1[U ] es una vecindad abierta de f−1[{y}] es posible cubrir a f−1[{y}] con
elementos de β que estén contenidos en f−1[U ] y luego extraer una subcubierta finita
que se nombrará β′. Aplicando la suprayectividad de f se tiene que

f−1[{y}] ⊆
∪

β′ ⊆ f−1[U ] ⇒ y ∈ Y r f [X r
∪

β′] ⊆ U.

De la Observación 1.3.(2) se sigue que la función f : X → Y es cerrada y por tanto el
conjunto Y r f [X r

∪
β′] es abierto en Y . En consecuencia, la colección

D = {Y r f [X r
∪

β′] | β′ ⊆ β y |β′| < ℵ0}

es una base para Y que además es numerable pues |D | ≤ |[ β ]<ℵ0 | ≤ ℵ0. Esto implica
que Y es un espacio regular y segundo numerable. Por el Teorema de Metrización de
Urysohn [5, Teorema 4.1, p.217], Y es un espacio metrizable. �

1.5 Definición. Sean X un continuo o un continuo T2 y K ⊆ X . Se dice que K es un
subcontinuo deX si el subespacio deX inducido sobreK es un continuo o un continuo
T2 según sea el caso.

1.6 Observación. Debido a que las propiedades de ser un espacio metrizable y ser un
espacio Hausdorff son hereditarias,K es un subcontinuo deX si y sólo siK es no vacío,
cerrado y conexo en X .

1.7 Definición. Dado un punto x en un espacio topológicoX defínanse los conjuntos:

CX(x) =
∪

{A ⊆ X | x ∈ A y A es conexo enX},

QX(x) =
∩

{A ⊆ X | x ∈ A, A es cerrado y abierto en X}.

A estos conjuntos se les denomina la componente conexa y la quasicomponente conexa
del punto x en X , respectivamente.
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1.8 Observación. Sea X un espacio topológico y x ∈ X .
(1) Como {x} es un conjunto conexo enX se tiene que x ∈ CX(x). Además, CX(x) es
un conjunto conexo enX por ser unión de una familia de conjuntos conexos enX con
intersección no vacía. Luego, si S es un conjunto conexo en X y CX(x) ⊆ S entonces
S debe contener al punto x, de manera que S ⊆ CX(x) y por tanto S = CX(x). Esto
implica que CX(x) es un elemento maximal en la colección de conjuntos conexos enX
respecto al orden parcial definido por la inclusión.
(2) Ya que clX CX(x) es un conjunto conexo en X que contiene a CX(x), se sigue del
inciso (1) que clX CX(x) = CX(x), esto es, CX(x) es un conjunto cerrado en X .
(3) Sean x, y ∈ X . Si CX(x) ∩ CX(y) 6= ∅ entonces CX(x) ∪ CX(y) es un conjunto
conexo en X que contiene tanto a x como a y. Nuevamente, como consecuencia del
inciso (1) se tiene que CX(x) = CX(x) ∪ CX(y) = CX(y). De aquí se deduce que la
colección {CX(x)}x∈X es una partición de X .
(4) Las quasicomponentes conexas de un espacio son conjuntos cerrados por ser
la intersección de una familia de cerrados.

1.9 Proposición. En todo espacio topológico, la componente conexa de cada punto está
contenida en su quasicomponente.

Demostración. Sea X un espacio topológico, x ∈ X y A un conjunto abierto y cerrado
enX tal que x ∈ A. Por la Observación 1.8.(1), CX(x) es un conjunto conexo así que no
puede intersectar simultáneamente a A y a X rA. Como x ∈ A ∩ CX(x) se sigue que
CX(x) ⊆ A. Esto indica que la componente conexa de x en X está contenida en cada
conjunto abierto y cerrado en X al cual pertenezca x, esto es, CX(x) ⊆ QX(x). �

1.10 Ejemplo. En general, no ocurre que CX(x) = QX(x).
Defínanse p = (0, 1), q = (0, 0) ∈ R2 y Ln = { 1

n
} × I para cada n ∈ N. Se denotará

por X al subespacio del plano inducido sobre X = {p, q} ∪
∪∞

n=1 Ln.

..

p

.

p1

.

p2

.

p3

.
q
.

q1
.

q2
.

q3
.

. . .

Para probar la afirmación se consideran las sucesiones (pn)n∈N y (qn)n∈N donde,

∀n ∈ N : pn = ( 1
n
, 1) y qn = ( 1

n
, 0).

Obsérvese que ĺım pn = p, lo cual implica que si K es una vecindad abierta y cerrada
de p en X entonces es posible hallar N ∈ N tal que pn ∈ K para todo n ∈ N con
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n ≥ N . De esta manera, Ln ∩ K 6= ∅ y debido a la conexidad de Ln se tiene que
Ln ⊆ K , para n ≥ N . Ya que todos salvo un número finito de términos de la sucesión
(qn)n∈N pertenecen al conjunto cerrado K se sigue que ĺım qn = q ∈ K . Esto verifica
que q se encuentra en toda vecindad abierta y cerrada de p enX , es decir, q ∈ QX(p).
Ahora, si p′ ∈ X r {p, q} entonces p′ ∈ LN para algún N ∈ N. Considérese el

conjunto:

A = {(x, y) ∈ X | x ≤ 1
N+1

} = {p, q} ∪

(
∞∪

n=N+1

Ln

)
.

Claramente A es un conjunto cerrado en X . Además, X r A =
∪N

n=1 Ln, así que A
también es abierto en X . Como p ∈ A y p′ /∈ A entonces p′ /∈ QX(p). De aquí se
concluye queQX(p) = {p, q}. Obsérvese que el conjunto {p, q} es disconexo enX pues
es un conjunto finito conmás de un punto en un espaciometrizable. Así, necesariamente
ocurre que CX(x) = {x} y por tanto CX(x) 6= QX(x).

1.11 Proposición. En la categoría HComp las quasicomponentes y las componentes
conexas coinciden.

Demostración. SeanX un espacio Hausdorff compacto y x ∈ X . Se probará queQX(x)
es conexo enX viendo que no se puede descomponer como la unión de dos conjuntos no
vacíos y mutuamente separados enX . En vista de laObservación 1.8.(4), se considerarán
conjuntos cerrados en X , llámense H y K , tales que QX(x) = H ∪K y H ∩K = ∅.
Supóngase, sin pérdida de generalidad, que x ∈ H . Como X es normal existe un par
de conjuntos ajenos y abiertos en X , llámense U y V , tales que H ⊆ U y K ⊆ V .
Se observa que, QX(x) = H ∪ K ⊆ U ∪ V donde QX(x) es una intersección de una
familia de cerrados enX y U ∪ V es un conjunto abierto enX . Ya queX es compacto
es posible hallar una cantidad finita de conjuntos A1, . . . , An, cada uno de los cuales es
abierto y cerrado enX y contiene al punto x, de manera que

∩n
i=1Ai ⊆ U ∪V . De esta

forma, el conjunto

W =

(
n∩

i=1

Ai

)
∩ U =

(
n∩

i=1

Ai

)
∩ (X r V )

es cerrado y abierto enX y x ∈ W . Así,QX(x) = H ∪K ⊆ W ⊆ U , de donde se sigue
que K ⊆ U ∩ V = ∅, esto es, K = ∅. Por tanto, QX(x) es un conjunto conexo en X
que contiene al punto x, lo cual implica que QX(x) ⊆ CX(x). �

1.12 TEOREMA (del Cable Cortado). SeaX un espacio compacto y Hausdorff. SiK es
una componente conexa de X y F es un conjunto cerrado en X tal que K ∩ F = ∅,
entonces existe un conjunto L abierto y cerrado en X tal que

K ⊆ L y L ∩ F = ∅.

Demostración. Por la Proposición 1.11, K es una quasicomponente de X , así que existe
una colección no vacía C conformada por conjuntos no vacíos, abiertos y cerrados en
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X de manera que K =
∩

C. Luego, al ser K y F conjuntos ajenos se tiene que

F ⊆ X rK = X r
∩

C =
∪
A∈C

(X r A).

Como F es cerrado en X , existe una colección finita A1, . . . , An ∈ C de manera que

F ⊆
n∪

i=1

(X r Ai) = X r
n∩

i=1

Ai.

En consecuencia,

F ∩

(
n∩

i=1

Ai

)
= ∅ y K =

∩
C ⊆

n∩
i=1

Ai,

así que basta definir L =
∩n

i=1Ai para obtener el resultado requerido. �

1.13 TEOREMA (de Golpes en la Frontera). SiX es un continuo de Hausdorff, U es un
conjunto propio, no vacío, abierto enX yK es una componente conexa de clX U enX
entonces

K ∩ FrX U 6= ∅.

Demostración. Denótese porY al subespacio deX inducido sobre clX U . Se observa que
Y es un espacio compacto y Hausdorff,K es una componente conexa de Y y FrX U es
un conjunto cerrado en Y .
Si L es un conjunto abierto y cerrado en Y tal que L ∩ FrX U = ∅ entonces L ⊆ U

pues clX U = U ∪ FrX U . Luego, como L es abierto en Y , es posible hallar un conjunto
W abierto en X de manera que L = W ∩ clX U . Así,

W ∩ U ⊆ W ∩ clX U = L ⊆ W ∩ U,

es decir, L =W ∩U . En consecuencia, L es un conjunto cerrado y abierto enX . Ya que
X es conexo y L ⊆ U ⊂ X , se sigue que L = ∅.
Se ha demostrado que cualquier conjunto abierto y cerrado en Y que no intersecte a

FrX U debe ser vacío. Por lo tanto, no existen conjuntos abiertos y cerrados en Y que
contengan a la componente K y que no intersecten a FrX U . Debido al Teorema 1.12
debe ocurrir que K ∩ FrX U 6= ∅. �

1.14 Corolario. SeanX un continuo T2 y B un subcontinuo propio deX . Si V es una
vecindad abierta de B enX entonces existe un subcontinuo de X , llámese K , tal que

B ⊂ K ⊆ V.

Demostración. Elíjase p ∈ X r B. Ya que X es un espacio normal, B es cerrado en X
y B ⊆ V r {p}, existe un conjunto U abierto en X de manera que:

B ⊆ U ⊆ clX U ⊆ V r {p} ⊂ X.
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Sea K la componente conexa de clX U en X que contiene a B. Es claro que K es un
subcontinuo deX . Además, como U es un abierto propio deX ,K ∩ (X r U) 6= ∅ en
consecuencia del Teorema 1.13. Por tanto,

B ⊂ K ⊆ clX U ⊆ V r {p} ⊆ V.

�

1.15 Corolario. Si X es un continuo T2, para cualesquiera B y L subcontinuos de X
tales que B ⊂ L, se puede hallar un subcontinuo de X , nómbreseK , de manera que

B ⊂ K ⊂ L.

Demostración. Llámese L al subespacio de X inducido sobre L y tómese p ∈ L r B.
Como B es un subcontinuo propio de L y Lr {p} es una vecindad abierta de B en L,
es posible aplicar las hipótesis del Corolario 1.14 para obtener un subcontinuo K de L
el cual también resulta ser subcontinuo de X y además cumple

B ⊂ K ⊆ Lr {p} ⊂ L.

�

§2 Conceptos en conexidad
1.16 Definición. Sean X un espacio topológico y x ∈ X .

(a)X es conexo en pequeño (también cik) en el punto x si admite un sistema fundamental
de vecindades conexas de x, esto es, para cualquier V , vecindad de x en X , es posible
hallar C vecindad de x en X de manera que C ⊆ V y C es un conjunto conexo en X .
Así, X es conexo en pequeño si es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos.

(b) X es localmente conexo en el punto x si admite una base local en x por conjuntos
conexos, es decir, para cualquier V , vecindad de x en X , es posible hallar U vecindad
abierta de x en X de manera que U ⊆ V y U es un conjunto conexo en X . Luego,
X es localmente conexo si es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

1.17 TEOREMA. Para todo espacio topológico X son equivalentes:

(1) X es localmente conexo,

(2) X es conexo en pequeño,

(3) Las componentes de conjuntos abiertos en X son conjuntos abiertos en X ,

(4) X admite una base formada por conjuntos abiertos y conexos en X .

Demostración. (1) ⇒ (2) Se sigue inmediatamente de las definiciones.

(2) ⇒ (3) Supóngase que X es conexo en pequeño. Si U es conjunto abierto en X y
K es una componente conexa de U enX entonces, para cada x ∈ K , U es una vecindad
de x en X así que es posible hallar una vecindad conexa de x en X , llámese C , tal que
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C ⊆ U . ComoK es una componente conexa de U enX debe ocurrir que C ⊆ K y por
tantoK también es una vecindad de x enX . En consecuencia, K es abierto en X .

(3)⇒ (4) Sea U un conjunto abierto enX y x ∈ U . Si C es la componente conexa de U
enX que contiene al punto x entonces, por hipótesis, C es un conjunto abierto enX y
x ∈ C ⊆ U . Así, la colección de conjuntos abiertos y conexos enX es un base paraX .

(4) ⇒ (1) Si X posee una base β formada por conjuntos abiertos y conexos entonces,
para cada x ∈ X , la colección de aquellos elementos de β que contienen al punto x es
justamente una base local de X en x formada por conjuntos conexos. De aquí se sigue
queX es localmente conexo en cada uno de sus puntos. �

1.18 Ejemplo. El arco es un espacio localmente conexo.
Obsérvese que los intervalos de la forma (a, b), [0, b) y (a, 1], con 0 < a < b < 1,

forman una base para I . Ya que cada uno de estos conjuntos es conexo en I , se sigue
del Teorema 1.17 que I es localmente conexo.

1.19 Proposición. La conexidad local es un invariante bajo funciones cociente. Por lo
tanto, es un invariante bajo funciones continuas entre espacios Hausdorff compactos y
bajo funciones continuas y abiertas.

Demostración. Sea f :X → Y una función cociente entre espacios topológicos donde
X es localmente conexo. Supóngase que U es un conjunto abierto en Y y C es una
componente conexa de U en Y . Para cada x ∈ f−1[C], nómbrese Cx a la componente
conexa de f−1[U ] enX que contiene al punto x. Como f [Cx] es conexo enY y contiene
a f(x) ∈ C se sigue que f [Cx] ⊆ C . De esta manera, x ∈ Cx ⊆ f−1[C] para cada
x ∈ f−1[C]. Debido al Teorema 1.17, Cx es un conjunto abierto en X así que f−1[C]
también es un conjunto abierto en X . Como f : X → Y es una función cociente se
sigue que el conjunto C es un abierto en Y y por tanto Y es localmente conexo. �

1.20 TEOREMA. Un producto no vacío de espacios topológicos no vacíos es localmente
conexo cuando y sólo cuando cada uno de los factores es localmente conexo y todos salvo
un número finito de éstos son conexos.

Demostración. Sea {Xα}α∈Λ una familia no vacía de espacios topológicos no vacíos y
supóngase que

∏
Xα es un espacio localmente conexo. Se observa que:

(i) Para cada β ∈ Λ, la proyección en la β-ésima coordenada πβ :
∏

α∈ΛXα → Xβ

es una función suprayectiva, abierta y continua. Se sigue de la Proposición 1.19 que el
espacio Xβ es localmente conexo.

(ii) Elíjase f ∈
�

α∈ΛXα y V una vecindad conexa de f en
∏

α∈ΛXα. Es posible hallar
un básico canónico B de manera que

f ∈ B =
n∩

i=1

π−1
αi
[Ui] ⊆ V,

donde n ∈ N y, para cada i desde 1 hasta n, αi ∈ Λ y Ui es un conjunto abierto enXαi
.

Nótese que si α ∈ Λ y α 6= αi para cada i entre 1 y n entonces πα[V ] = Xα. Ya que V
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es un conjunto conexo en
∏

α∈ΛXα se sigue que el espacioXα es conexo. Por lo tanto,
{α ∈ Λ | Xα no es conexo} ⊆ {α1, . . . αn} y así todos salvo un número finito de los
factores de

∏
α∈Λ Xα son conexos.

Ahora se demostrará la afirmación recíproca. Si Γ = {α ∈ Λ | Xα no es conexo} ⊆ Λ
entonces, por hipótesis, |Γ| < ℵ0. Dados f ∈

�
α∈ΛXα y V vecindad de f en

∏
α∈ΛXα

debe existir un básico canónico B tal que

f ∈ B =
n∩

i=1

π−1
αi
[Ui] ⊆ V,

donde n ∈ N y para cada i desde 1 hasta n, αi ∈ Λ y Ui es un conjunto abierto enXαi
.

Como f(αi) ∈ Ui, existe un conjunto abierto y conexo en Xαi
, llámese Vi, tal que

f(αi) ∈ Vi ⊆ Ui. Nótese que |Γ ∪ {α1, . . . , αn}| < ℵ0 así que es posible indizar este
conjunto como {α1, . . . , αm}, con m ∈ N y m ≥ n. Para cada i ∈ N, con n < i ≤ m,
elíjase Vi vecindad abierta y conexa de f(αi) enXαi

. Se observa que

C =
m∩
i=1

π−1
αi
[Vi] =

¡

α∈Λ
Cα

donde Cα = Xα si α 6= αi para cada i desde 1 hastam y Cα = Vi si α = αi para algún i
entre 1 ym. Ya que para todo α ∈ Λ,Cα es un conjunto conexo enXα y la conexidad es
una propiedad productiva, se tiene que C es un conjunto conexo en

∏
α∈Λ Xα. Luego,

f ∈
m∩
i=1

π−1
αi
[Vi] = C ⊆

n∩
i=1

π−1
αi
[Vi] ⊆

n∩
i=1

π−1
αi
[Ui] = B.

Esto implica que C es una vecindad abierta y conexa de f en
∏

α∈Λ Xα contenida en B
y por tanto

∏
α∈Λ Xα es localmente conexo. �

1.21 Proposición. Dado un espacio metrizableX y x ∈ X , las siguientes proposiciones
son equivalentes:

(1) X es conexo en pequeño en el punto x.

(2) Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada y ∈ X con d(x, y) < δ es posible hallar
un conjunto C cerrado y conexo en X tal que x, y ∈ C y C ⊆ BX(x, ε).

(3) Dado ε > 0 existe δ > 0 y un conjunto C cerrado y conexo en X de manera que
BX(x, δ) ⊆ C ⊆ BX(x, ε).

Demostración. (1) ⇒ (2) Dado ε > 0 se puede elegir una vecindad conexa de x en X ,
llámese V , la cual se encuentra contenida en BX(x, ε/2). Claramente C = clX V es un
conjunto cerrado y conexo enX . Además,

C = clX V ⊆ clX BX(x, ε/2) ⊆ BX(x, ε).

Luego, como V es vecindad de x en X existe δ > 0 tal que BX(x, δ) ⊆ V . De esta
manera, dado y ∈ X con d(x, y) < δ se tiene que x, y ∈ V ⊆ C y C ⊆ BX(x, ε).
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(2) ⇒ (3) Para todo ε > 0 existe δ > 0 de manera que cada y ∈ X con d(x, y) < δ
admite un conjunto Cy conexo y cerrado en X , tal que x, y ∈ Cy y Cy ⊆ BX(x, ε/2).
Nótese que el conjunto

V =
∪

y∈BX(x,δ)

Cy

es conexo en X por ser la unión de una colección de conjuntos conexos en X cuya
intersección es no vacía. Esto implica que C = clX V es un conjunto cerrado y conexo
enX . Luego, como y ∈ Cy ⊆ BX(x, ε/2) para cada y ∈ BX(x, δ), se sigue que

BX(x, δ) ⊆ V ⊆ C = clX V ⊆ clX BX(x, ε/2) ⊆ BX(x, ε).

(3)⇒ (1) Si U es una vecindad de x enX , escójase ε > 0 de manera queBX(x, ε) ⊆ U .
Por hipótesis, es posible hallar un conjunto C conexo y cerrado enX y un número real
δ > 0 tales que BX(x, δ) ⊆ C ⊆ BX(x, ε). Se sigue que C es una vecindad conexa de
x enX y que C ⊆ U . Consecuentemente, X es conexo en pequeño en el punto x. �

1.22 Definición. Un espacio metrizable X tiene la propiedad S si dado cualquier ε> 0,
X se puede cubrir con un número finito de conjuntos, cada uno de los cuales es conexo
enX y tiene diámetro menor que ε.

1.23 TEOREMA. Todo espacio metrizable con la propiedad S es localmente conexo.

Demostración. Sean X un espacio metrizable con la propiedad S y x ∈ X . Si U es
una vecindad abierta de x en X se elige ε > 0 tal que BX(x, ε) ⊆ U . Por hipótesis,
existe una colección finita C formada por conjuntos conexos en X , cada uno de los
cuales tiene diámetro enX menor a ε y cuya unión es todoX . Se definen los conjuntos
D = {clX C | C ∈ C y x ∈ clX C}, B = {clX C | C ∈ C y x /∈ clX C} y V =

∪
D .

Obsérvese que x ∈
∩

D y cada elemento de D tiene diámetro en X menor a ε así que
x ∈ V ⊆ BX(x, ε) ⊆ U. Además, V es conexo en X por ser la unión de una familia
de conjuntos conexos en X con intersección no vacía. Luego, obsérvese que

∪
B es

cerrado en X por ser la unión de una colección finita de conjuntos cerrados en X .
Dado que x ∈ X r

∪
B ⊆

∪
D = V , entonces V es una vecindad conexa de x en X

contenida en U y por tantoX es cik en x. Esto prueba queX es conexo en pequeño en
cada uno de sus puntos y, en consecuencia, X es localmente conexo. �

1.24 TEOREMA. En la categoríaMComp, la conexidad local implica la propiedad S.

Demostración. Sean X un espacio metrizable, compacto y localmente conexo y ε > 0.
Para cada x ∈ X es posible hallar un conjunto Ux abierto y conexo enX de manera que
x ∈ Ux ⊆ BX(x, ε/2). Así, C = {Ux}x∈X es una cubierta abierta de X formada por
conjuntos conexos en X con diámetro menor a ε. Dado que X es compacto, C admite
una subcubierta finita la cual cumple las condiciones en la Definición 1.22. Por lo tanto,
X posee la propiedad S. �

1.25 Proposición. Sean X un espacio metrizable y Y, Z ⊆ X . Si Y tiene la propiedad
S en X y Y ⊆ Z ⊆ clX Y entonces Z posee la propiedad S en X .
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Demostración. Ya que Y tiene la propiedad S enX , para todo ε > 0 existe una colección
finita C de conjuntos conexos enX de manera que Y =

∪
C y diamX C < ε para cada

C ∈ C . Defínase ahora C ∗ = {Z ∩ clX C}C∈C . Nótese que para cada C ∈ C ocurre
que C ⊆ Z ∩ clX C ⊆ clX C así que C ∗ también es una colección finita de conjuntos
conexos en X cada uno de los cuales tiene un diámetro en X menor que ε. Luego,∪

C ∗ =
∪
C∈C

(Z ∩ clX C) = Z ∩
∪
C∈C

clX C = Z ∩ clX
(∪

C
)
= Z ∩ clX Y = Z.

Se deduce que Z tiene la propiedad S en X . �

1.26 Definición. Dado un espacio metrizable X y ε > 0, una S(ε)-cadena en X es una
colección finita e indizada, L = {L1, . . . , Ln}, formada por conjuntos conexos en X
de manera que diamX Li < ε/2i para cada 1 ≤ i ≤ n y Li ∩Li+1 6= ∅ para i < n. Cada
elemento de L se denomina eslabón de la cadena. Además, dados x, y ∈ X , se dirá que
L va de x a y si x ∈ L1 y y ∈ Ln.
Luego, para cada A ⊆ X y ε > 0 se define:

SX(A, ε) = {y ∈ X| Existe una S(ε)-cadena enX que va de algún punto de A a y}.

1.27 Proposición. SiX es un espacio metrizable con la propiedad S, entonces, para cada
A ⊆ X , con A 6= ∅ y cualquier ε > 0, el conjunto SX(A, ε) posee la propiedad S enX .

Demostración. Sea δ > 0. Elíjase k ∈ N tal que

∞∑
n=k

ε

2n
=

ε

2k−1
< δ/4.

Se define K como el conjunto de puntos x ∈ X que admiten una S(ε)-cadena en X
que va de algún punto de A a x y que tenga a lo más k eslabones. Ya que A ⊆ K
el conjunto K es no vacío. Ahora, como X tiene la propiedad S se le puede hallar una
cubierta finita formada por conjuntos conexos enX de diámetro menor que ε/2k+1 > 0.
Si C1, . . . , Cn son los elementos de esta cubierta que intersectan a K entonces se tiene
queK ⊆

∪n
i=1Ci. Luego, considérese i entre 1 y n. Elíjanse un punto p ∈ Ci ∩K y una

S(ε)-cadena en X , nómbrese L = {L1, . . . , Lm}, de manera que L va de algún punto
de A hasta p y m ≤ k. Debido a que diamX Ci < ε/2k+1 ≤ ε/2m+1, basta con definir
Lm+1 = Ci para que L ′ = {L1, . . . , Lm+1} sea una S(ε)-cadena en X que va de algún
punto de A hasta cada punto de Ci. Esto implica que Ci ⊆ SX(A, ε).
Denótese por Pi a la colección de todos los conjuntosM ⊆ X que satisfacen:

(1)M ⊆ SX(A, ε),

(2)M ∩ Ci 6= ∅,

(3)M es conexo en X ,

(4) diamX M < δ/4.

Es claro que, para cada i desde 1 hasta n, Ci ∈ Pi. Definiendo Bi =
∪

Pi se tiene que:
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(i) El conjunto Bi es conexo en X por ser unión de una familia de conjuntos conexos
enX cada uno de los cuales intersecta a un mismo elemento de la familia.

(ii) De la misma afirmación del inciso (i) se puede deducir que

diamX Bi ≤ diamX Ci + 2
M∈Pi

sup (diamX M) <
ε

2k+1
+ 2

(
δ

4

)
<
δ

4
+
δ

2
< δ.

(iii) Para cada x ∈ SX(A, ε) existe una S(ε)-cadena en X , llámese L = {L1, . . . .Lm},
que va de algún punto de A a x. Si m ≤ k entonces x ∈ K ⊆

∪n
i=1Ci. Nótese que

Ci ⊆ Bi pues Ci ∈ Pi así que x ∈
∪n

i=1Bi. Si m > k entonces defínase H =
∪m

j=k Lj .
Debido a que Lk ⊆ K entonces Lk ∩ Cj 6= ∅ para algún j entre 1 y n. Se demostrará
que H ⊆ Bj verificando que H satisface las condiciones (1)-(4).
Por definición, H ⊆

∪
L ⊆ SX(A, ε). Además, Lk ⊆ H y Lk ∩ Cj 6= ∅ así que

H debe cumplir (2). Luego, H también cumple (3) pues es la unión de una cadena de
conjuntos conexos en X . De este último argumento se tiene que:

diamX H ≤
m∑
j=k

diamX Lj <

m∑
j=k

ε

2j
<

∞∑
j=k

ε

2j
< δ/4,

lo cual demuestra queH satisface (4). Como x ∈ Lm ⊆ H se tiene entonces que x ∈ Bj .
Por tanto, se ha probado que SX(A, ε) ⊆

∪n
i=1Bi. Finalmente, la condición (1) implica

queBi ⊆ SX(A, ε) para cada i desde 1 hasta n y en consecuencia
∪n

i=1Bi = SX(A, ε).

De los incisos (i)-(iii) se deduce que {B1, . . . , Bn} es una cubierta finita de SX(A, ε)
formada por conjuntos conexos enX con diámetro menor a δ. Por lo tanto, el conjunto
SX(A, ε) tiene la propiedad S en X . �

1.28 TEOREMA. Todo continuo puede obtenerse mediante la intersección anidada de
continuos localmente conexos.

Demostración. Dado un continuo X , existe un espacio Y que es homeomorfo al cubo
de Hilbert y que contiene a X como subespacio (véase [2, Teorema 4.2.10, p.260]). Del
Ejemplo 1.18 y el Teorema 1.20 se sigue que Q es un continuo localmente conexo, por lo
cual Y también es un continuo localmente conexo. Luego, por el Teorema 1.24, Y tiene
la propiedad S. Dado que el conjunto X es conexo en Y se sigue que, para cada n ∈ N,
SY (X,

1
n
) también es un conjunto conexo en Y . De esta forma, Xn = clY SY (X,

1
n
)

es un subcontinuo de Y . Además, de las Proposiciones 1.27 y 1.25 se deduce que Xn

tiene la propiedad S en Y . Aplicando el Teorema 1.23 se obtiene queXn es un continuo
localmente conexo en Y . Se demostrará que

X =
∞∩
n=1

Xn.

Claramente X ⊆
∩∞

n=1Xn, así que resta probar la otra inclusión. Dado y ∈
∩∞

n=1Xn y
ε > 0 se elige n ∈ N tal que 1

n
< ε/2. Como y ∈ Xn = clY SY (X,

1
n
), es posible hallar
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x ∈ SY (X,
1
n
) tal que d(x, y) < ε/2. Luego, por la definición de SY (X,

1
n
), existe un

punto x0 ∈ X y una S( 1
n
)-cadena en Y , llámese L , que va de x0 a x. Así,

d(x0, x) ≤ diamY

∪
L <

∞∑
k=1

1/n

2k
=

1

n
< ε/2,

y por lo tanto d(X, y) ≤ d(x0, y) ≤ d(x0, x)+d(x, y) < ε, para cada ε > 0. Esto implica
que d(X, y) = 0 y así y ∈ X . Se concluye que X es la intersección de una sucesión
anidada de continuos localmente conexos. �

1.29 Definición. Un espacio topológico es una trayectoria si es imagen continua de I y
es un arco si es homeomorfo a I .

1.30 Observación. (1) Cualquier arco es una trayectoria, pero una trayectoria no nece-
sariamente es un arco. Por ejemplo, S1 es una trayectoria pues la función f : I → S1

definida por:
∀t ∈ I : f(t) = (cos 2πt, sen 2πt)

es continua y suprayectiva. No obstante, es claro que S1 no es un arco.
(2) Toda trayectoria es un espacio conexo y compacto. Más aún, se puede deducir de las
Proposiciones 1.4 y 1.19 y el Ejemplo 1.18 que en la categoría Haus, las trayectorias son
continuos localmente conexos.

1.31 Definición. Sea X un espacio topológico.

(a)X es conexo por trayectorias si para cada par de puntos del espacio es posible hallar
una trayectoria en X que los contiene a ambos.

(b) X es conexo por arcos o arco conexo si dados cualesquiera dos puntos del espacio
existe un arco en X que los contiene a ambos.

1.32 Observación. (1) Si X es un espacio no vacío y conexo por trayectorias entonces
es conexo. Elíjase x0 ∈ X y para cada x ∈ X hállese una trayectoria en X , Ex, la cual
contenga a x y a x0. De esta manera, X =

∪
x∈X Ex donde {Ex}x∈X es una familia de

conjuntos conexos enX que tiene intersección no vacía. Esto implica queX es conexo.
(2) Por la Observación 1.30 (1), todo espacio arco conexo es conexo por trayectorias.

1.33 Ejemplo. La conexidad por trayectorias no implica arco conexidad.
SeaX el espacio construido sobre el conjuntoX = {0, 1} donde los únicos conjuntos

abiertos y no vacíos son {0} y X . Se define la función f : I → X como:

∀t ∈ I : f(t) =

{
0 si t < 1,

1 si t = 1.

Obsérvese que f : I → X es una función continua y suprayectiva así que X es una
trayectoria y en consecuencia es un espacio conexo por trayectorias. No obstante,X no
es arco conexo pues al ser un espacio finito no puede contener ninguna copia topológica
del arco que tenga a los puntos 0 y 1.
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1.34 Proposición. Dado un espacio topológico X se cumple que:

(a) X es conexo por trayectorias si y sólo si para cualesquiera x, y ∈ X existe una
función continua α : I → X tal que α(0) = x y α(1) = y.

(b) X es arco conexo si y sólo si dados dos puntos distintos x, y ∈ X es posible hallar
una inmersión α : I ↪→ X tal que α(0) = x y α(1) = y.

Demostración. La suficiencia en ambos incisos es clara ya que la imagen de la función
α determina una trayectoria en el primer caso y un arco en el segundo. Resta demostrar
la necesidad.

(a) Si X es conexo por trayectorias, para cualesquiera x, y ∈ X es posible hallar una
trayectoria en X , llámese Z , de manera que x, y ∈ Z . Tómese la función inclusión
ı : Z ↪→ X del subespacio Z en X . Como Z es una trayectoria se puede elegir una
función f : I → Z que sea continua y suprayectiva. Luego, selecciónense t0, s0 ∈ I
tales que x = f(t0) y y = f(s0), y defínase ϕ : I → I como ϕ(t) = (s0 − t0)t+ t0 para
cada t ∈ I . De esta manera, la función α : I → X dada por α = ı ◦ f ◦ ϕ es continua y
cumple que α(0) = f(ϕ(0)) = f(t0) = x y α(1) = f(ϕ(1)) = f(s0) = y.

(b) En este caso se procede de modo similar al inciso (a) pero ahora Z es un arco enX y
f : I → Z es un homeomorfismo. Dado que x y y son puntos distintos, necesariamente
ocurre que t0 6= s0. Así, de la definición de ϕ se sigue que ϕ : I → I es una inmersión.
Finalmente, como α : I → X es composición de inmersiones se tiene que α : I → X
es una inmersión. �

1.35 TEOREMA (de Arco conexidad). Todo subespacio abierto y conexo de un continuo
localmente conexo es arco conexo.

Demostración. Véase [6, Teorema 8.26, p.132]. �

1.36 Corolario. Todo continuo localmente conexo es arco conexo.

1.37 TEOREMA. En la categoría Haus, la conexidad por trayectorias es equivalente a
la arco conexidad.

Demostración. En vista de la Observación 1.32 (2), sólo resta probar que conexidad por
trayectorias implica arco conexidad. Dado un espacio X conexo por trayectorias y dos
puntos distintos x, y ∈ X , es posible hallar una trayectoria Z , subespacio de X , que
contiene a ambos puntos. Más aún, la Observación 1.30.(2) implica queZ es un continuo
localmente conexo. Así, como x y y son puntos distintos deZ , se aplica el Corolario 1.36
para obtener un arco en Z , el cual también es un arco en X , que contiene a los puntos
x y y. Se concluye queX es arco conexo. �

§3 Retractos y extensores
1.38Definición. SeanX yY espacios topológicos,Z un subespacio deX e ı : Z ↪→ X
su respectiva función inclusión. Si f : Z → Y y F : X → Y son funciones continuas,
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se dirá que F extiende continuamente la función f aX o que F es una extensión continua
de f aX si el siguiente diagrama es conmutativo:

..

X

.Z. Y.

F

.
f

.

ı F ◦ ı = f.

1.39 Definición. Sean X un espacio topológico y Y un subespacio de X . Se dirá que
Y es un retracto deX si existe una extensión continua aX de la función id Y : Y → Y .
A dicha extensión continua se le nombra retracción deX en Y .

1.40 Observación. Es fácil ver de la definición anterior que Y es un retracto deX si y
sólo si la función inclusión ı : Y ↪→ X admite una inversa izquierda continua. De esta
manera, toda retracción de X en Y es una retracción en Top en el sentido categórico.

1.41 Proposición. Sean X y Y espacios topológicos. Si f : X → Y es una retracción
en la categoría Top entoncesX posee un retracto homeomorfo a Y .

Demostración. Elíjase una función continua g : Y → X tal que f ◦ g = id Y . Si Ỹ es
el subespacio de X inducido sobre Ỹ = g[Y ] e ı : Ỹ ↪→ X es su respectiva función
inclusión entonces existe una única función continua h : Y → Ỹ tal que el siguiente
diagrama conmuta,

..

X

.Y. Ỹ.

g

.
h

.

ı ı ◦h = g.

Si se define h̃ : Ỹ → Y como h̃ = f ◦ ı entonces, h̃h = (fı)h = f(ıh) = fg = id Y .
Nótese que h : Y → Ỹ es un epimorfismo en Top por ser una función suprayectiva.
Así, como (hh̃)h = h(h̃h) = h = (id Ỹ )h se sigue que hh̃ = id Ỹ . Esto implica que
h : Y → Ỹ es un homeomorfismo. Además, definiendo r : X → Ỹ como r = h ◦ f se
tiene que rı = (hf)ı = h(fı) = hh̃ = id Ỹ . En consecuencia, Ỹ es un retracto de X
homeomorfo a Y . �

1.42 Ejemplo. El arco I es un retracto de R.
Considérese la función continua r : R → I definida como:

∀x ∈ R : r(x) =


0 si x ≤ 0,

x si 0 ≤ x ≤ 1,

1 si 1 ≤ x.
..

0
.

1
.

1
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Claramente, r : R → I es una retracción pues r(x) = x para todo x ∈ I .

1.43 Proposición. Todo retracto de un espacio Hausdorff es un subespacio cerrado.

Demostración. Sea X un espacio topológico, Y un subespacio de X , ı : Y ↪→ X su
función inclusión y r : X → Y una retracción de X en Y . Dado x ∈ X se tiene
que r(x) = x si y sólo si x ∈ Y , por lo cual Y es el conjunto donde coinciden las
funciones continuas id X, ır : X → X . Suponiendo queX es un espacio de Hausdorff,
Y es necesariamente un conjunto cerrado en X . �

1.44 Definición. Un espacio topológico X tiene la propiedad del punto fijo si cualquier
función continua f : X → X admite un punto fijo, esto es, un punto x ∈ X de manera
que f(x) = x.

1.45 Proposición. La propiedad del punto fijo es una propiedad topológica.

Demostración. SeanX y Y espacios topológicos. Supóngase queX tiene la propiedad
del punto fijo y que existe un homeomorfismo h : X → Y . Dada una función continua
f : Y → Y se define f ′ : X → X como f ′ = h−1 ◦ f ◦ h. Es claro que la función
f ′ : X → X también es continua así que, por hipótesis, existe x ∈ X tal que f ′(x) = x.
Por lo tanto, si y = h(x) entonces

f(y) = f(h(x)) = h(h−1(f(h(x)))) = h(f ′(x)) = h(x) = y.

En consecuencia, Y tiene la propiedad del punto fijo. �

1.46 TEOREMA (del Punto Fijo de Brouwer). Para cada n ∈ N, Dn tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostración. Véase [9, Teorema 3.3, p.243]. �

1.47 Ejemplo. La esfera n-dimensional Sn no posee la propiedad del punto fijo.
Para cada n ∈ N, la función f : Sn → Sn dada por:

∀x ∈ Sn : f(x) = −x,

es una función continua que no admite puntos fijos.

1.48 Proposición. SiX es un espacio con la propiedad del punto fijo y Y es un retracto
deX entonces Y también tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Sea ı : Y ↪→ X la respectiva función inclusión y elíjase una retracción
r : X → Y . Para cada función continua f : Y → Y defínase f ′ : X → X como
f ′ = ı ◦ f ◦ r. Por hipótesis, existe x ∈ X tal que f ′(x) = x. Así, como x = f(x) ∈ Y se
sigue que r(x) = x. Por lo tanto, f(x) = f(r(x)) = f ′(x) = x, es decir, x es un punto
fijo de la función f : Y → Y . Conclúyase que Y tiene la propiedad del punto fijo. �

1.49 Definición. SiX es un espacio topológico y Y es un subespacio deX , se dirá que
Y es un retracto de vecindad en X si Y es retracto de algún subespacio abierto de X .

1.50 Observación. Todo retracto de X es un retracto de vecindad en X .
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1.51 Ejemplo. La esfera n-dimensional Sn es un retracto de vecindad en Dn+1.
Llámese Z al subespacio de Dn+1 inducido sobre Dn+1 r {0}. Claramente, Z es un

subespacio abierto de Dn+1. Luego, defínase la función continua r : Z → Sn como:

∀x ∈ Dn+1 r {0} : r(x) =
x

‖x‖
.

Dado x ∈ Sn se tiene que r(x) = x por lo cual r es una retracción de Z en Sn.

1.52 Definición. Sean X y Y espacios topológicos y Z un subespacio cerrado en X .
(a)Z tiene la propiedad de extensión enX respecto de Y si cualquier función continua
f : Z → Y admite una extensión continua a X .

(b) Z tiene la propiedad de extensión de vecindad en X respecto de Y si toda función
continua de Z a Y puede extenderse continuamente a algún subespacio abierto de X
que contenga a Z .

1.53 Observación. (1) El subespacio abierto de X mencionado en el inciso (b) de la
Definición 1.52 puede depender de la función continua a extender.
(2) SiZ tiene la propiedad de extensión enX respecto de Y , también tiene la propiedad
de extensión de vecindad en X respecto de Y .

1.54Definición. SeaY un espacio topológicometrizable.Y es un extensor (de vecindad)
absoluto si cualquier conjunto cerrado en un espacio metrizable X posee la propiedad
de extensión (de vecindad) en X respecto de Y .
Los conceptos extensor absoluto y extensor de vecindad absoluto se abreviarán como AE

y ANE respectivamente por sus siglas en el idioma inglés (Absolute Extensor y Absolute
Neighborhood Extensor).

1.55 Observación. Se sigue de la Observación 1.53 (2) que todo AE es un ANE.

1.56 Ejemplo. El arco I es un AE.
Esto es consecuencia del Teorema de Extensión de Tietze [4, Teorema O, p.242] y del

hecho de que todo espacio metrizable es normal.

1.57 Proposición. Ser un AE y ser un ANE son propiedades topológicas.

Demostración. Sean Y y Y ′ espacios topológicos y h : Y → Y ′ un homeomorfismo. Si
X es un espacio metrizable, Z un subespacio cerrado de X y f : Z → Y una función
continua, entonces f ′ = hf : Z → Y ′ es también una función continua.

(a) Suponiendo que Y ′ es un AE, existe una función continua F ′ : X → Y ′ que
extiende a f ′. Así, definiendo F : X → Y como F = h−1 ◦ F ′ se cumple que

Fı = (h−1F ′)ı = h−1(F ′ı) = h−1f ′ = h−1(hf) = (h−1h)f = f.

Por lo tanto, F es una extensión continua de f a X .
(b)Ahora, siY ′ es un ANE, existe un subespacio abierto deX , llámese Z̃ , y una función
continua F ′ : Z̃ → Y ′ que extiende a f ′ a través de la inclusión  : Z ↪→ Z̃ . Es fácil
verificar que la función F : Z̃ → Y dada por F = h−1 ◦ F ′ es una extensión continua
de f , en este caso, a la vecindad Z̃ . De lo anterior se concluye que Y es un AE o un
ANE siempre que Y ′ lo sea. �
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1.58 TEOREMA. La propiedad de ser un AE es numerablemente productiva mientras
que la propiedad de ser un ANE es finitamente productiva.

Demostración. En ambos casos de la prueba,X es un espacio metrizable,Z es un subes-
pacio cerrado de X e ı : Z ↪→ X es su respectiva función inclusión.

(a) Sea {Yn}n∈N una familia de espacios topológicos metrizables y supóngase que cada
uno de ellos es un AE. Se observa que

∏∞
n=1Yn también es un espacio metrizable por ser

un producto numerable de espacios metrizables. Si f : Z →
∏∞

n=1Yn es una función
continua y, para cada m ∈ N, πm :

∏∞
n=1Yn → Ym es la m-ésima función proyección

entonces la función fm : Z → Ym definida como fm = πm ◦ f es continua. Como Ym

es un AE, existe una función Fm : X → Ym que extiende continuamente a fm. Ahora,
se define F : X →

∏∞
n=1 Yn como:

∀x ∈ X : F (x) = (Fn(x))n∈N.

Debido a que πm ◦F = Fm para cadam ∈ N, la función F : X →
∏∞

n=1Yn es continua.
Además, para todo m ∈ N ocurre que πm(Fı) = (πmF )ı = Fmı = fm = πmf. Así,
F ◦ ı = f , es decir, F es una extensión continua de f aX . Esto implica que

∏∞
n=1Yn es

un AE.

(b) Sean Y1, . . . ,Yn espacios topológicos metrizables, cada uno de los cuales es un ANE.
Nótese nuevamente que

∏n
i=1Yi también es un espacio metrizable. Si f : Z →

∏n
i=1Yi

es una función continua y, para cada k entre 1 y n, πk :
∏n

i=1 Yi → Yk es la proyección
en la k-ésima coordenada entonces la función fk : Z → Yk definida como fk = πk ◦ f
es continua. Dado que Yk es un ANE, es posible hallar un subespacio abierto deX que
contiene a Z , nómbrese Z̃k, y una función continua Fk : Z̃k → Yk que extiende la
función fk a Z̃k. Si Z̃ es el subespacio deX inducido sobre Z̃ =

∩n
i=1Z̃i entonces Z̃ es

un subespacio abierto deX que contiene aZ . Así, para todo k desde 1 hasta n, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo de funciones inclusión:

..

Z̃k

.Z. Z̃.

k

.


.

ık ık ◦  = k.

Para cada k entre 1 y n se define F ′
k : Z̃ → Yk como F ′

k = Fk ◦ ık y F : Z̃ →
∏n

i=1 Yi

como:
∀z ∈ Z̃ : F (z) = (F ′

1(z), . . . , F
′
n(z)).

Es claro que F : Z̃ →
∏n

i=1Yi es una función continua pues, para cualquier k desde 1
hasta n, πk ◦ F = F ′

k . Más aún, se tiene que

πk(F) = (πkF ) = (Fkık) = Fk(ık) = Fkk = fk = πkf,

lo cual implica que F ◦  = f , esto es, F es una extensión continua de la función f a Z̃ .
En consecuencia,

∏n
i=1Yi es un ANE. �
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1.59 TEOREMA. El cubo deHilbertQ, la celdan-dimensional In y la bolan-dimensional
Dn son extensores absolutos.

Demostración. Dado que I es un AE, se deduce del Teorema 1.58 que Q = Iℵ0 es un AE
y para cada n ∈ N, In es un AE. Luego, comoDn es homoemorfo a In se sigue queDn

también es un AE. �

1.60 Proposición. Todo retracto de un AE es un AE y todo retracto de vecindad de un
ANE es un ANE.

Demostración. En ambos casos de la prueba X y Ỹ son espacios metrizables, Z es un
subespacio cerrado de X , Y un subespacio de Ỹ , ı : Z ↪→ X y  : Y ↪→ Ỹ son las
respectivas funciones inclusión.

(a) Supóngase que Ỹ es un AE y que existe una retracción r : Ỹ → Y . Dado que Ỹ
es un AE, para cada función continua f : Z → Y existe una función F̃ : X → Ỹ que
extiende continuamente a la función f̃ : Z → Ỹ , definida como f̃ =  ◦ f . Definiendo
F : X → Y como F = r ◦ F̃ se tiene que

F = (rF̃ ) = r(F̃ ) = rf̃ = r(f) = (r)f = f,

por lo cual F es una extensión continua de f a X . Conclúyase que Y es un AE.

(b) Ahora se supondrá que Ỹ es un ANE y que existe una retracción r : Ỹ ′ → Y ,
donde Ỹ ′ es un subespacio abierto de Ỹ que contiene a Y . Como Ỹ es un ANE, dada
cualquier función continua f : Z → Y es posible hallar un subespacio abierto de X
que contiene a Z , llámese Z̃ , y una función F̃ : Z̃ → Ỹ que extiende continuamente a
la función f̃ : Z → Ỹ dada por f̃ =  ◦ f . Sea Z̃ ′ el subespacio de Z̃ inducido sobre el
conjunto abierto Z̃ ′ = F̃−1[Ỹ ′]. Nótese que F̃ [Z] = f [Z] ⊆ Y ⊆ Ỹ ′ por lo cual Z ⊆ Z̃ ′.
Se obtienen los siguientes diagramas conmutativos de funciones inclusión:

..

Z̃

.Z. Z̃ ′.

k

.
k′

.

k̃

k̃ ◦ k′ = k,

..

Ỹ

.Y. Ỹ ′.



.
′

.

̃

̃ ◦ ′ = .

Como F̃ [Z̃ ′] ⊆ Ỹ ′, existe una única función F̃ ′ : Z̃ ′ → Ỹ ′ tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

..̃Z ′.

Z̃

.

Ỹ

. Ỹ ′.
F̃ ′

.

F̃

.

k̃

.

̃
F̃ ◦ k̃ = ̃ ◦ F̃ ′.
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Así, se tiene que

̃(F̃ ′k′) = (̃F̃ ′)k′ = (F̃ k̃)k′ = F̃ (k̃k′) = F̃ k = f̃ = f = (̃′)f = ̃(′f).

Dado que ̃ : Ỹ ′ ↪→ Ỹ es monomorfismo en Top se sigue que F̃ ′k′ = ′f . De esta forma,
si define F : Z̃ ′ → Y como F = rF̃ ′ entonces

Fk′ = (rF̃ ′)k′ = r(F̃ ′k′) = r(′f) = (r′)f = f.

Por lo tanto, F es extensión continua de f a un subespacio abierto de X que contiene
a Z . Esto demuestra que Y es un ANE. �

1.61 TEOREMA. La esfera n-dimensional Sn es un ANE pero no es un AE.

Demostración. Para cada n ∈ N, se sigue del Ejemplo 1.51, del Teorema 1.59 y de la
Proposición 1.60 que Sn es un ANE. Luego, como Dn+1 tiene la propiedad del punto
fijo (Teorema 1.46) pero Sn no la tiene (Ejemplo 1.47) se sigue del Teorema 1.48 que Sn

no es un retracto de Dn+1, es decir, no es posible extender continuamente la función
id Sn : Sn → Sn a Dn. En consecuencia, Sn no es un AE. �

1.62 TEOREMA. Cualquier espacio metrizable se puede encajar en un AE como un
subespacio cerrado.

Demostración. Este resultado es consecuencia del Teorema de Eilenberg-Wojdyslawski [8,
Lema 1.2.3, p.8] y el Teorema de Extensión de Dugundji [8, Teorema 1.4.13, p.38]. �

1.63 Definición. Un espacio metrizable Y es un retracto (de vecindad) absoluto si todo
espacio homeomorfo a Y que sea subespacio cerrado de algún espacio metrizableX es
necesariamente un retracto (de vecindad) de X .
Se usarán las siglas AR y ANR (del inglés Absolute Retract y Absolute Neighborhood

Retract) para abreviar retracto absoluto y retracto de vecindad absoluto.
1.64 Observación. La Observación 1.50 implica que todo AR es un ANR.

1.65 TEOREMA. Un espacio topológicoX es un AE (ANE) si y sólo si es un AR (ANR).

Demostración. Primero se demuestra la necesidad en ambos casos. Para esto considérese
un espacio topológico Y y un espacio metrizable X que posea un subespacio cerrado
homeomorfo aY , llámeseY ′. Por la Proposición 1.57, siY es unAE entoncesY ′ también
es un AE y así la función id Y ′ : Y ′ → Y ′ admite una extensión continua aX . De esta
manera,Y ′ es un retracto deX . En el caso en queY es unANE se emplea un argumento
similar para obtener una extensión continua de id Y ′ : Y ′ → Y ′ a un subespacio abierto
de X que contiene a Y . Por tanto Y ′ es retracto de dicho subespacio abierto lo que
significa que Y ′ es un retracto de vecindad en X .
Ahora, para la suficiencia, nótese que en ambos casos Y es un espacio metrizable, así

que por el Teorema 1.62, Y es un subespacio cerrado de algún AE. Dado que Y es un
AR (ANR, respectivamente) se sigue que Y es retracto (retracto de vecindad, en el otro
caso) de un AE. De la Proposición 1.60 se deduce que Y es un AE (ANE). �
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§4 Homotopía y conctractibilidad
1.66 TEOREMA. Es posible definir un funtor Cil : Top → Top de la siguiente manera,
(a) Para cada espacio X ∈ Ob Top, Cil(X) = X × I ,

(b) Para cada f : X → Y ∈ Mor Top, Cil(f) = f × id I : X × I → Y × I.

Demostración. Obsérvese que:

(i) SiX es un espacio topológico,

∀x ∈ X, t ∈ I : Cil(id X)(x, t) = (id X×id I)(x, t) = (x, t).

Por tanto, Cil(id X) = id Cil(X).
(ii) Dadas f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas se tiene que,

∀x ∈ X, t ∈ I : Cil(g)Cil(f)(x, t) =(g×id I)(f×id I)(x, t) = (g×id I)(f(x), t)

=(gf(x), t) = (gf×id I)(x, t) = Cil(gf)(x, t).

De aquí que Cil(g) ◦ Cil(f) = Cil(g ◦ f).
Conclúyase de los incisos anteriores que Cil : Top → Top es un funtor. �

1.67 Definición. Al funtor definido en el Teorema 1.66 se le nombra funtor cilindro.
1.68 Observación. Para cada t ∈ I considérese la inmersión νt : X ↪→ X × I dada
por:

∀x ∈ X : νt(x) = (x, t).

A νt se le referirá como la inmersión de X en su cilindro a la altura t. Si f : X → Y es
una función continua entre espacios topológicos y ν ′t : Y ↪→ Y × I es la inmersión en
el cilindro de Y a la altura t entonces,

∀x ∈ X : (f×id I)νt(x) = (f×id I)(x, t) = (f(x), t) = ν ′t(f(x)) = ν ′tf(x).

De esta forma, se tiene el siguiente diagrama conmutativo,

..Y.

X

.

X × I

. Y × I.
ν′t

.

νt

.

f

.

f×id I
(f×id I) ◦ νt = ν ′t ◦ f.

En consecuencia, para cada t ∈ I , la familia de inmersiones {νt : X ↪→ X×I}X∈Ob Top
es una transformación natural del funtor identidad en Top al funtor Cil : Top → Top.
1.69 Definición. Dados X y Y espacios topológicos, una homotopía de X a Y es una
función continua H : X × I → Y . Si f, g : X → Y cumplen que

∀x ∈ X : f(x) = H(x, 0) y g(x) = H(x, 1),

se dirá que H transforma f en g o que H lleva a f en g.
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1.70 Observación. Si νt : X → X × I es la inmersión en el cilindro deX a la altura t
entonces, una homotopíaH : X×I → Y transforma a f en g si y sólo si los siguientes
diagramas conmutan,

..

X×I

.

Y

.X.

H

.
f

.

ν0

H ◦ ν0 = f,

..

X×I

.

Y

.X.

H

.
g

.

ν1

H ◦ ν1 = g.

1.71 Definición. Una función continua entre espacios topológicos f : X → Y se dice
inesencial si existe una homotopía deX a Y que lleva a f en una función constante. En
caso contrario se dirá que f : X → Y es una función esencial.
1.72 Lema. Sean f : X → Y , g : Y → Z y h : Z → X funciones continuas entre
espacios topológicos. Si f : X → Y es una función inesencial, entonces g◦f : X → Z
y f ◦ h : Z → Y también son funciones inesenciales.

Demostración. Si νt : X ↪→ X × I y ν ′t : Z ↪→ Z × I denotan las inmersiones a la
altura t de X y de Z en sus respectivos cilindros entonces, para cada t ∈ I , se obtiene
el siguiente diagrama conmutativo,

..X.

Z

.

Z × I

. X × I.
νt

.

ν′t

.

h

.

h× id I (h×id I) ◦ ν ′t = νt ◦h.

Dado que f : X → Y es inesencial, existe y0 ∈ Y y una homotopía H : X × I → Y
tales queHν0 = f yHν1 = k es la función constante y0. De esta manera, las funciones
Ĥ1 : X×I → Z y Ĥ2 : Z×I → Y , definidas como Ĥ1 = g ◦H y Ĥ2 = H ◦ (h×id I),
son homotopías que cumplen que

Ĥ1ν0 = (gH)ν0 = g(Hν0) = gf y Ĥ1ν1 = (gH)ν1 = g(Hν1) = gk,

Ĥ2ν
′
0 = H(h×id I)ν ′0 = Hν0h = Fh = f y Ĥ2ν

′
1 = H(h×id I)ν ′1 = Hν1ı = kh,

donde g ◦ k es la función constante g(y0) ∈ Z y k ◦ h es la función constante y0 en Z .
Por lo tanto, g ◦ f : Y → Z y f ◦ h : Z → Y son funciones inesenciales. �

1.73 Corolario. Si F : X → Y es una función inesencial entre espacios topológicos
y Z es un subespacio de X con función inclusión ı : Z ↪→ X entonces la restricción
F ◦ ı : Z → Y también es inesencial

1.74 Definición. Un espacio topológicoX es contráctil si id X : X → X es inesencial.

1.75 Proposición. La contractibilidad es una propiedad topológica.
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Demostración. Sean X y Y espacios topológicos y h : X → Y un homeomorfismo.
Si X es un espacio contráctil entonces id X : X → X es una función inesencial.
Aplicando dos veces el Lema 1.72 se tiene que id Y = h ◦ id X ◦ h−1 : Y → Y también
es inesencial. En consecuencia, Y es un espacio contráctil. �

1.76 Proposición. Todo subespacio convexo de un espacio euclidiano es contráctil.

Demostración. SeaX un subespacio convexo deRn para algún n ∈ N y elíjase x0 ∈ X .
Para cada x ∈ X , el segmento que une a x con x0 se encuentra contenido enX así que
es posible definir una homotopía H : X × I → X como:

∀x ∈ X, t ∈ I : H(x, t) = tx0 + (1− t)x.

Dadox ∈ X se tiene queH(x, 0) = x yH(x, 1) = x0. Por lo tanto,X es contráctil. �

1.77 Corolario. Las celdas n-dimensionales son contráctiles.

1.78 Ejemplo. La esfera n-dimensional Sn no es contráctil.
Supóngase que f : Sn → Sn es una función inesencial, es decir, existen un punto

x0 ∈ Sn y una homotopía H : Sn × I → Sn de manera que, para cada x ∈ Sn,
H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = x0. Se define la función continua g : Dn+1 → Sn como:

∀x ∈ Dn+1 : g(x) =

{
x0 si ‖x‖ ≤ 1

2
,

H
(

x
‖x‖ , 2(1− ‖x‖)

)
si ‖x‖ ≥ 1

2
.

Del Teorema 1.61 se sabe que no existen retracciones de Dn+1 en Sn así que es posible
hallarx ∈ Sn tal que g(x) 6= x. Dado que ‖x‖ = 1 se tiene que g(x) = H(x, 0) = f(x).
Así, f(x) 6= x y por lo tanto f 6= id Sn. Esto prueba que la función id Sn : Sn → Sn

no es inesencial, es decir, Sn no es contráctil.

1.79 Proposición. Si X es un espacio topológico contráctil y Y es un retracto de X
entonces Y también es contráctil.

Demostración. Considérese la función inclusión ı : Y ↪→ X y elíjase una retracción
r : X → Y . Por hipótesis, X es contráctil así que la función id X : X → X es
inesencial. Aplicando el Lema 1.72 se obtiene que id Y = r ◦ id X ◦ ı : Y → Y también
es una función inesencial. Por lo tanto, Y es un espacio contráctil. �

1.80 Definición. Se define la función exponencial, Exp : R → S1, como

∀t ∈ R : Exp (t) = e2πit.

1.81 Observación. Dado que para cualesquiera s, t ∈ R se cumple

Exp (s+ t) = e2πi(s+t) = e2πis+2πit = e2πise2πit = Exp (s) · Exp (t),

entonces, dadas funciones continuas f, g : X → R ocurre que,

Exp (f + g) = (Exp f) · (Exp g).
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1.82 Definición. Un logaritmo continuo o levantamiento de una función continua f :
X → S1 es una función continua ϕ : X → R de manera que el siguiente diagrama
conmuta,

..X.

R

. S1.

ϕ

.
f

.

Exp Expϕ = f.

1.83 Proposición. Si f, g : X → S1 son funciones continuas tales que f : X → S1

posee un logaritmo continuo y

∀x ∈ X : |f(x)− g(x)| < 2,

entonces g : X → S1 también admite un logaritmo continuo.

Demostración. Sea Y el subespacio de S1 inducido sobre S1 r {−1} y J el subespacio
de R inducido sobre el intervalo (−1/2, 1/2) con funciones inclusión ı : Y ↪→ S1 y
 : J ↪→ R. Obsérvese que Exp [(−1/2, 1/2)] = S1 r {−1} así que existe una única
función continua y suprayectiva e : J → Y que hace conmutar el siguiente diagrama:

..J.

R

.

S1

. Y.
e

.

Exp

.



.

ı Exp  = ı ◦ e.

Más aún, e : J → Y es un homeomorfismo así que Exp (◦e−1) = ı. Luego, la condición
|f(x) − g(x)| < 2 para cada x ∈ X , implica que f(x) 6= −g(x), lo cual equivale a que
g(x)
f(x)

6= −1. De esta forma g
f
[X] ⊆ S1r{−1}, así que existe una única función continua

h : X → Y que hace conmutar el siguiente diagrama:

..X. Y.

S1

.
h

.

g/f

.

ı ı ◦h = g/f.

Por hipótesis, existe una funciónϕ : X → R que es logaritmo continuo de f : X → S1.
Definiendo ψ : X → R como ψ = ϕ+  ◦ e−1 ◦ h se obtiene que

Expψ = Exp (ϕ+ e−1h) = (Expϕ) ·
(
Exp e−1h

)
= f · (ıh) = f · g

f
= g

Por lo tanto, ψ es un logaritmo continuo para g : X → S1. �
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1.84 Proposición. Sea X un espacio compacto y metrizable. Una función continua
f : X → S1 es inesencial si y sólo si f : X → S1 admite un logaritmo continuo.

Demostración. Primero considérese el caso en que f : X → S1 tiene un logaritmo
continuo al cual se le nombra ϕ. Defínase la función H : X × I → S1 como:

∀x ∈ X, t ∈ I : H(x, t) = Exp ((1− t)ϕ(x)).

Obsérvese que H : X × I → S1 es una homotopía y además

∀x ∈ X : H(x, 0) = Exp (ϕ(x)) = f(x) y H(x, 1) = Exp (0) = 1,

esto es,H transforma a f en la función constante 1. Por tanto f : X → S1 es inesencial.
Para demostrar la afirmación recíproca supóngase que f : X → S1 es inesencial.

Elíjase un punto p0 ∈ S1 y una homotopía H : X × I → S1 que transforme a f en
la función constante p0. ComoX × I es un espacio compacto y metrizable entonces la
función H : X × I → S1 es uniformemente continua, de manera que es posible hallar
una partición de I :

0 = t(0) < t(1) < · · · < t(n) = 1

de manera que para cada i desde 1 hasta n,

∀x ∈ X : |H(x, t(i))−H(x, t(i− 1))| < 2.

Luego, defínase hi : X → S1 como hi = H ◦ νt(i), donde νt(i) la inmersión de X en
su cilindro a la altura t(i). Obsérvese que:

(i) hn = H ◦ ν1 es la función constante p0 por lo cual es claro que hn : X → S1 admite
un logaritmo continuo.

(ii) Para cada i desde 1 hasta n se cumple,

∀x ∈ X : |hi(x)− hi−1(x)| = |H(x, t(i))−H(x, t(i− 1))| < 2

De manera que, por la Proposición 1.83, si hi : X → S1 tiene un logaritmo continuo
entonces también lo tiene hi−1 : X → S1.

Mediante un proceso inductivo finito, es posible deducir de los dos incisos anteriores
que la función h0 = H ◦ ν0 = f : X → S1 admite un logaritmo continuo. �

1.85 Definición. SeanX y Y espacios topológicos. Se dirá queX es contráctil respecto
de Y si cualquier función continua f : X → Y es inesencial.

1.86 Proposición. Para cualquier espacio topológico X , las siguientes proposiciones
son equivalentes entre sí:

(1) X es contráctil,

(2) X es contráctil respecto de sí mismo,

(3) X es contráctil respecto de cualquier espacio.
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Demostración. (1) ⇒ (3) Sean Y un espacio topológico cualquiera y f : X → Y una
función continua. Dado que X es contráctil la función id X : X → X es inesencial.
Luego, se sigue del Lema 1.72 que f = f ◦id X : X → Y es inesencial. En consecuencia
X es contráctil respecto de Y .

(3) ⇒ (2) El resultado es inmediato.

(2) ⇒ (1) Si X es contráctil respecto de sí mismo entonces la función id X : X → X
es inesencial. Por lo tanto,X es contráctil. �

1.87 Definición. Un espacio topológico conexo es unicoherente si todo par de conjuntos
cerrados y conexos que cubra al espacio tiene intersección conexa. Si además cualquier
subespacio cerrado y conexo es unicoherente entonces el espacio será hereditariamente
unicoherente.
1.88 Ejemplo. La recta real R es hereditariamente unicoherente.
Sea Y un subespacio cerrado y conexo de R. Si H y K son conjuntos cerrados y

conexos en Y tales que Y = H ∪K entonces ambos conjuntos son conexos enR, esto
es,H yK son intervalos reales. En consecuencia, la intersecciónH ∩K también es un
intervalo, y por tanto, un conjunto conexo en Y . De aquí que Y es unicoherente.

1.89 TEOREMA. Todo continuo deHausdorff contráctil respecto deS1 es unicoherente.

Demostración. SeanX un continuo T2 contráctil respecto de S1, Z1 y Z2 subcontinuos
de X tales que X = Z1 ∪ Z2. Se probará que Z1 ∩ Z2 6= ∅ es conexo en X . Denótese
porZ al subespacio deX inducido sobre Z = Z1∩Z2 y considérenseH yK conjuntos
ajenos y cerrados en X de manera que Z = H ∪ K y K 6= ∅. Además, se definen
Y1 = {z ∈ S1 | =(z) ≥ 0}, Y2 = {z ∈ S1 | =(z) ≤ 0} (aquí =(z) representa la
parte imaginaria del número complejo z). Si Y es el subespacio de S1 inducido sobre el
conjunto Y = Y1 ∩ Y2 = {−1, 1} se tienen los siguientes diagramas conmutativos de
funciones inclusión:

..

X

.

Z1

.

Z2

. Z.
1

.
2

.

k1

.

k2

k1 ◦ 1 = k2 ◦ 2,

..

S1

.

Y1

.

Y2

. Y.
′1.

′2.

k′1

.

k′2

k′1 ◦ ′1 = k′2 ◦ ′2.
Defínase la función f : Z → Y de la siguiente manera:

∀x ∈ Z : f(x) =

{
1 si x ∈ K,

−1 si x ∈ H.

ComoH yK son conjuntos ajenos y cerrados enZ , la función f : Z → Y es continua.
Ahora, para i = 1 e i = 2, Yi es un arco y Z es un subespacio cerrado de Zi así que
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por el Ejemplo 1.56 existe una función fi : Zi → Yi que extiende continuamente a la
función ′i ◦ f : N → Li, esto es, el siguiente diagrama conmuta:

..Z.

Zi

.

Yi

. Y.
f

.

fi

.

i

.

′i fi ◦ i = ′i ◦ f.

Obsérvese que:

(k′1f1)1 = k′1(f11) = k′1(
′
1f) = (k′1

′
1)f = (k′2

′
2)f = k′2

′
2f = k′2(f22) = (k′2f2)2,

esto es, las restricciones de k′1◦f1 : Z1 → S1 y k′2◦f2 : Z2 → S1 aZ = Z1∩Z2 coinciden
entre sí. De esta manera, se puede definir una única función continua F : X → S1

como:

∀x ∈ X : F (x) =

{
f1(x) si x ∈ Z1,

f2(x) si x ∈ Z2.

Por hipótesis, F : X → S1 es una función inesencial y por la Proposición 1.84 admite un
logaritmo continuo, llámese ϕ : X → R. Obsérvese que ϕ[Z1] y ϕ[Z2] son continuos
enR tales que,

ϕ[Z1] ∩ ϕ[Z2] ⊇ ϕ[Z1 ∩ Z2] = ϕ[Z] 6= ∅.

ComoR es hereditariamente unicoherente (Ejemplo 1.88), ϕ[Z1] ∩ ϕ[Z2] también es un
continuo en R. Luego,

Exp [ϕ[Z1] ∩ ϕ[Z2]] ⊆ Exp [ϕ[Z1]] ∩ Exp [ϕ[Z2]] = F [Z1] ∩ F [Z2] ⊆ Y1 ∩ Y2 = Y.

Dado que Y = {1,−1} entonces Exp [ϕ[B1] ∩ ϕ[B2]] es un subcontinuo de S1 con a lo
más dos puntos, por lo cual | Exp [ϕ[Z1] ∩ ϕ[Z2]] | = 1. Nótese que

{1} = f [K] ⊆ f [Z] = F [Z] = Exp [ϕ[Z]] ⊆ Exp [ϕ[Z1] ∩ ϕ[Z2]]

así que necesariamente ocurre que f [Z] = {1} yH = ∅. Esto prueba que Z = Z1 ∩Z2

es un conjunto conexo en X y en consecuencia X es unicoherente. �



Capítulo 2

Hiperespacios

§1 Topología de Vietoris

2.1 Definición. Dado un espacio topológico X , se considera el conjunto:

CL(X) = {F ⊆ X | F es no vacío y cerrado en X}.

Sean H ⊆ CL(X) y A = {A1, . . . , An} una colección finita de subconjuntos de X . Se
define el vietórico determinado por A en H como el conjunto:

〈A1, . . . , An〉H = {F ∈ H | F ⊆
n∪

i=1

Ai, y para cada i desde 1 hasta n, F ∩ Ai 6= ∅}.

2.2 Observación. (1) Si A1, . . . , An son subconjuntos de X yH ⊆ CL(X) entonces,

〈A1, . . . , An〉H = 〈A1, . . . , An〉CL(X) ∩H.

(2) Para cada A ⊆ X y cada H ⊆ CL(X) se tiene que

〈A〉H = {F ∈ H |F ⊆ A} y 〈X,A〉H = {F ∈ H |F ∩ A 6= ∅}.

2.3 Proposición. Si X es un espacio topológico y β es la colección de vietóricos en
CL(X) determinados por colecciones finitas de conjuntos abiertos enX , entonces β es
base para una topología sobre CL(X).

Demostración. Nótese que CL(X) = 〈X〉CL(X) ∈ β así que
∪
β = CL(X). Luego,

considérense U = 〈U1, . . . , Un〉CL(X),V = 〈V1, . . . , Vm〉CL(X) ∈ β. Si U =
∪n

i=1 Ui y
V =

∪m
i=1 Vi entonces

∪m
i=1 (U ∩ Vi) ∪

∪n
i=1 (V ∩ Ui) = U ∩ V. Esto implica que,

F ⊆
m∪
i=1

(U ∩ Vi) ∪
n∪

i=1

(V ∩ Ui) si y sólo si F ⊆
n∪

i=1

Ui y F ⊆
m∪
i=1

Vi.

27
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En cualquier caso F ∩ (U ∩ Vi) = F ∩ Vi para i de 1 a n y F ∩ (V ∩Uj) = F ∩Uj para
j de 1 am, por lo cual se sigue que

U ∩ V = 〈U ∩ V1, . . . , U ∩ Vm, V ∩ U1, . . . , V ∩ Un〉CL(X),

donde todas las entradas del vietórico del lado derecho de la igualdad anterior son con-
juntos abiertos en X . Así, U ∩ V ∈ β. De aquí se concluye que β es base para una
topología sobre CL(X). �

2.4 Definición. SiX es un espacio topológico arbitrario, a la topología generada por la
base β referida en la Proposición 2.3 se le denomina topología de Vietoris para CL(X).
El espacio obtenido al equipar a CL(X) con esta topología es denominado hiperespacio
de cerrados deX y se denotará por CL(X). A la colección β se le conoce como la base
canónica del hiperespacio CL(X).

2.5 Observación. Si H ⊆ CL(X) entonces, por la Observación 2.2 (1), la colección de
vietóricos enH determinados por colecciones finitas de conjuntos abiertos enX es una
base para el subespacio de CL(X) inducido sobreH.

2.6 Proposición. Dado un espacio topológicoX , la colección S conformada por todos
los vietóricos de la forma 〈U〉CL(X) y 〈X,U〉CL(X), donde U es un conjunto abierto en
X , determina una subbase para CL(X).

Demostración. SiU1, . . . , Un son conjuntos abiertos enX , por definición, se cumple que
F ∈ 〈U1, . . . , Un〉CL(X) si y sólo si F ⊆

∪n
i=1 Ui y F ∩Ui 6= ∅ para cada i desde 1 hasta

n. Por lo tanto,

〈U1, . . . , Un〉CL(X) = 〈
n∪

i=1

Ui 〉CL(X) ∩

(
n∩

i=1

〈X,Ui〉CL(X)

)
.

Como S es una colección de conjuntos abiertos enCL(X) y todo básico canónico del
hiperespacio se obtiene de la intersección finita de elementos de S , se concluye que S
es una subbase para CL(X). �

2.7 Proposición. Dados un espacio topológico X y un conjunto F cerrado en X , los
conjuntos 〈F 〉CL(X) y 〈X,F 〉CL(X) son cerrados en CL(X).

Demostración. Simplemente obsérvese que, CL(X)r 〈F 〉CL(X) = 〈X,X r F 〉CL(X) y
CL(X)r〈X,F 〉CL(X) = 〈XrF 〉CL(X), dondeXrF es un conjunto abierto enX . �

2.8 Proposición. Si X es un espacio topológico y Y es un subespacio cerrado de X
entonces CL(Y ) es un subespacio cerrado de CL(X).

Demostración. Es claro que CL(Y ) = 〈Y 〉CL(X) es un conjunto cerrado en CL(X)
así que resta probar que CL(Y ) coincide con el subespacio de CL(X) inducido sobre
CL(Y ) al cual se le nombrará Z . Dados V1, . . . , Vn conjuntos abiertos en Y existen
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U1, . . . , Un conjuntos abiertos en X tales que Vi = Ui ∩ Y para cada i entre 1 y n. Por
lo tanto,

〈V1, . . . , Vn〉CL(Y ) = 〈V1, . . . , Vn〉CL(X) ∩ CL(Y ) = 〈U1, . . . , Un〉CL(X) ∩ CL(Y ).

De aquí que todo elemento de la base canónica deCL(Y ) es un conjunto abierto enZ .
Ahora, si U1, . . . , Un son conjuntos abiertos en X se tiene que

〈U1, . . . , Un〉CL(Y ) = 〈U1 ∩ Y, . . . , Un ∩ Y 〉CL(Y ),

donde Ui ∩ Y es un conjunto abierto en Y para cada i desde 1 hasta n. Esto demuestra
que CL(Y ) = Z y así, CL(Y ) es un subespacio cerrado de CL(X). �

2.9 Definición. Dado un espacio topológicoX y un número natural n ∈ N se define el
conjunto

Fn(X) = {clX A | A ⊆ X y |A| ≤ n}.
CL(X) induce un subespacio sobre Fn(X) nombrado n-ésimo producto simétrico deX .
Caso particular es el de F1(X) al que se referirá como hiperespacio de singulares de X .
Luego, sea

F (X) = {clX A | A ⊆ X y |A| < ℵ0}.
Nótese que F (X) =

∪∞
n=1 Fn(X). Al subespacio de CL(X) inducido sobre F (X) se

le nombra hiperespacio de conjuntos finitos de X .

2.10 Observación. La denominación para los hiperespacios F1(X) y F(X) se debe a
que, si X es un espacio T1 entonces Fn(X) consiste de todos los subconjuntos de X
con a lo más n elementos y F (X) consiste de todos los subconjuntos finitos de X , es
decir,

Fn(X) = [X]≤n y F (X) = [X]<ℵ0 .

2.11 Proposición. Cualquier espacio topológico T1 es homeomorfo a su hiperespacio
de singulares.

Demostración. Sea X un espacio T1. Se define la función Φ : X → F1(X) como,

∀x ∈ X : Φ(x) = clX {x} = {x}.

Claramente, Φ es una biyección. Además, si U es un conjunto abierto en X entonces,
para cada x ∈ X , se tiene que x ∈ U si y sólo si {x} ⊆ U , si y sólo si {x} ∩ U 6= ∅.
Lo anterior implica que

Φ−1[〈U〉F1(X)] = U = Φ−1[〈X,U〉F1(X)] y Φ[U ] = 〈U〉F1(X).

Como consecuencia, la función Φ : X → F1(X) es continua, abierta y, por tanto, un
homeomorfismo. �

2.12 Lema. Un espacio topológico X es T2 si y sólo si para cada n ∈ N y cualesquiera
n puntos x1, . . . , xn ∈ X existen n conjuntos ajenos entre sí y abiertos enX , llámense
U1, . . . , Un, de manera que xi ∈ Ui para cada i desde 1 hasta n.
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Demostración. La suficiencia es evidente así que basta demostrar la necesidad, para lo
cual se hará uso del Principio de Inducción Matemática. Como el caso base se verifica
inmediatamente se procede al caso inductivo. Dados n + 1 puntos distintos entre sí,
x1, . . . , xn, xn+1 ∈ X , se aplica la hipótesis de inducción a los n puntos, x1, . . . , xn,
para obtener, V1, . . . , Vn, conjuntos ajenos y abiertos enX de manera que xi ∈ Vi para
todo i de 1 a n. Ya que X es un espacio T2 y xj 6= xn+1 para j desde 1 hasta n, existen
Wj y W ′

j conjuntos ajenos y abiertos en X de forma que xj ∈ Wj y xn+1 ∈ W ′
j . Si

Uj = Vj ∩ Wj y Un+1 =
∩n

i=1W
′
i entonces los conjuntos U1, . . . , Un+1 cumplen lo

requerido. �

2.13 Proposición. Si X es un espacio topológico T1, las siguientes proposiciones son
equivalentes entre sí:

(1) Para todo n ∈ N, Fn(X) es un subespacio cerrado de CL(X),

(2) F1(X) es un subespacio cerrado de CL(X),

(3) X es un espacio Hausdorff.

Demostración. (1) ⇒ (2) Es evidente.

(2) ⇒ (3) Supóngase que F1(X) es cerrado en CL(X). Dados x, y ∈ X con x 6= y
se tiene que {x, y} ∈ CL(X) r F1(X) y así, es posible hallar una colección finita
U = {U1, . . . , Un} formada por conjuntos abiertos enX de manera que

{x, y} ∈ 〈U1, . . . , Un〉CL(X) ⊆ CL(X)r F1(X).

Considérense las colecciones V = {U ∈ U | x ∈ U} y W = {U ∈ U | y ∈ U}.
Se observa que V =

∩
V yW =

∩
W son conjuntos abiertos en X . Además:

(i) Como {x, y} ⊆
∪n

i=1 Ui, las colecciones V y W son no vacías, por tanto:

V ∪W =
(∩

V
)
∪
(∩

W
)
⊆
(∪

V
)
∪
(∪

W
)
⊆
∪

U =
n∪

i=1

Ui.

(ii) Para cada i desde 1 hasta n se tiene que {x, y} ∩ Ui 6= ∅ así que x ∈ Ui o y ∈ Ui,
es decir, Ui ∈ V ó Ui ∈ W . De aquí que, si F ∈ CL(X) intersecta a V y aW entonces
F intersecta a Ui para cada i de 1 a n.

De los incisos (i) y (ii) se deduce que

〈V,W 〉CL(X) ⊆ 〈U1, . . . , Un〉CL(X) ⊆ CL(X)r F1(X).

Dados p ∈ V y q ∈ W se tiene que {p, q} ∈ 〈V,W 〉CL(X) por lo cual {p, q} /∈ F1(X),
es decir, p 6= q. Por tanto V y W son conjuntos ajenos y abiertos en X con x ∈ V y
y ∈ W . Esto demuestra que X es un espacio Hausdorff.

(3) ⇒ (1) Considérese n ∈ N y F ∈ CL(X) r Fn(X). Dado que |F | > n es posible
obtener x1, . . . , xn+1 puntos de F distintos entre sí. Luego, por el Lema 2.12, existen
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conjuntos ajenos y abiertos en X , llámense U1, . . . , Un+1, de manera que xi ∈ Ui para
cada i de 1 hasta n+ 1. Se cumple entonces que,

F ∈ 〈X,U1, . . . , Un+1〉CL(X) ⊆ CL(X)r Fn(X).

Conclúyase que Fn(X) es cerrado en CL(X). �

2.14 Proposición. Si X es un espacio topológico T1 entonces el hiperespacio CL(X)
es Hausdorff cuando y sólo cuando X es regular.

Demostración. Primero se supondrá que CL(X) es T2. Si F es un conjunto no vacío
y cerrado en X y x ∈ X r F entonces F y F ∪ {x} son puntos distintos de CL(X).
Dado que CL(X) es un espacio Hausdorff existen conjuntos U1, . . . , Un y V1, . . . , Vm,
cada uno de los cuales es abierto en X , tales que:

〈U1, . . . , Un〉CL(X) ∩ 〈V1, . . . , Vm〉CL(X) = ∅,

F ∈ 〈U1, . . . , Un〉CL(X) y F ∪ {x} ∈ 〈V1, . . . , Vm〉CL(X).

Nótese que F ⊆ F ∪ {x} ⊆
∪m

j=1 Vj y sin embargo, F /∈ 〈V1, . . . , Vm〉CL(X) por lo cual,
si Λ denota al conjunto de enteros entre 1 y m tales que F ∩ Vj = ∅ entonces Λ 6= ∅.
Además, para cada j ∈ Λ ocurre que (F ∪ {x}) ∩ Vj 6= ∅ y por tanto x ∈ Vj . Así,
V =

∩
j∈Λ V j es una vecindad abierta de x en X . Se demostrará que si U =

∪n
i=1 Ui

entonces U y V son conjuntos ajenos. Para esto tómese y ∈ V . Como Λ 6= ∅ se tiene
que y ∈ V ⊆

∪m
j=1 Vj y F ∪ {y} ⊆

∪m
j=1 Vj . Luego, para cada j entre 1 ym ocurre que

(F ∪{y})∩Vj 6= ∅, pues y ∈ Vj cuando j ∈ Λ y F ∩Vj 6= ∅ cuando j /∈ Λ. Lo anterior
implica que F ∪ {y} ∈ 〈V1, . . . , Vm〉CL(X). Debido a que F ∪ {y} /∈ 〈U1, . . . , Un〉CL(X)

y (F ∪{y})∩Ui 6= ∅ para cada i desde 1 hasta n se sigue que F ∪{y} *
∪n

i=1 Ui = U .
Dado que F ⊆ U necesariamente se cumple que y /∈ U . En consecuencia, U y V son
conjuntos ajenos y abiertos enX con F ⊆ U y x ∈ V . Por tanto X es un espacio T3.

Ahora supóngase que X es regular y considérense E,F ∈ CL(X) con E 6= F . Sin
pérdida de generalidad se supondrá que E * F . Si se elige x ∈ E r F entonces, por
la regularidad de X , existen U y V , conjuntos ajenos y abiertos en X , tales que x ∈ U
y F ⊆ V . Esto implica que E ∈ 〈X,U〉CL(X) y F ∈ 〈V 〉CL(X). Además, nótese que
como U y V son ajenos, los vietóricos 〈X,U〉CL(X) y 〈V 〉CL(X) son conjuntos ajenos y
abiertos en CL(X). De aquí se deduce que CL(X) es un espacio Hausdorff. �

2.15 Lema (de la subbase de Alexander). SeaX un espacio topológico yS una subbase
para X . Si toda cubierta de X por elementos de S admite una subcubierta finita
entonces X es un espacio compacto.

Demostración. Para la prueba se introducirá la siguiente terminología: una colección A
formada por subconjuntos de X es inadecuada si A no cubre a X , esto es,

∪
A 6= X

y es finitamente inadecuada si todas sus subcolecciones finitas son inadecuadas. Así,
se demostrará que X es un espacio compacto verificando que, si U es una colección
finitamente inadecuada de conjuntos abiertos en X entonces U debe ser inadecuada.
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Considérese la familiaS de todas las colecciones de conjuntos abiertos enX que sean
finitamente inadecuadas y que contienen a U . Nótese que si D es una cadena no vacía
en (S,⊆) entonces

∪
D es una colección de conjuntos abiertos en X con U ⊆

∪
D.

Más aún, toda subcolección finita de
∪

D es subcolección de algún elemento en D
así que

∪
D también es una colección finitamente inadecuada. De aquí que

∪
D ∈ S.

Por el Lema de Zorn [3, Teorema 8.10, p.184], (S,⊆) posee un elemento maximal, llá-
mese B. Se observa que:

(i) Si U ∈ B y V es un conjunto abierto en X tal que V ⊆ U entonces B ∪ {V } es
una colección finitamente inadecuada, pues toda unión finita de elementos de B∪{V }
está contenida en una unión finita de elementos de la colección B que sí es finitamente
inadecuada. En consecuencia, B ∪ {V } ∈ S. La maximalidad de B en (S,⊆) implica
que B = B ∪ {V } y por tanto V ∈ B.

(ii) Sean U1, . . . , Un conjuntos abiertos en X de manera que Ui /∈ B para cada i entre
1 y n. Como B es maximal en (S,⊆), debe ocurrir que B ∪ {Ui} /∈ S. De aquí que
B ∪ {Ui} no puede ser finitamente inadecuada y por tanto admite una subcolección
finita que cubre a X en la cual necesariamente se encuentra Ui. Tómese entonces Vi

subcolección finita de B tal que X =
∪

Vi ∪ Ui. Definiendo V =
∪n

i=1 Vi se cumple:

X =
∪

V ∪

(
n∩

i=1

Ui

)
.

Dado que V es una subcolección finita de B y ésta es finitamente inadecuada se sigue
que

∩n
i=1 Ui /∈ B. Así, se ha probado que para cualesquiera U1, . . . , Un abiertos en X ,∩n

i=1 Ui ∈ B implica Uj ∈ B para algún j entre 1 y n.

Ahora, considérese x ∈
∪

B. Como B es una colección de conjuntos abiertos en X
y S es subbase para X , existen U ∈ B y U1, . . . , Un ∈ S tales que x ∈

∩n
i=1 Ui ⊆ U .

Por los incisos (i) y (ii), para algún j entre 1 y n se verifica que Uj ∈ B ∩ S y por
tanto

∪
B =

∪
(B ∩ S ). Nótese B ∩ S es una subcolección finitamente inadecuada

de S pues se encuentra contenida en B. La hipótesis del lema implica que B∩S debe
ser inadecuada. Debido a que∪

U ⊆
∪

B =
∪

(B ∩ S )

se puede deducir que U también es inadecuada. Esto completa la demostración. �

2.16 TEOREMA. Para todo espacio topológicoX , el hiperespacioCL(X) es compacto
si y sólo si X es compacto.

Demostración. Primero, supóngase queCL(X) es un espacio compacto y sea {Uα}α∈Λ
una cubierta abierta deX . Obsérvese que la colección de vietóricos {〈X,Uα〉CL(X)}α∈Λ
es una cubierta abierta para CL(X) así que es posible hallar α1, . . . , αn ∈ Λ tales que,

CL(X) =
n∪

i=1

〈X,Uαi
〉CL(X).
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Por tanto, para cada x ∈ X existe i entre 1 y n tal que clX {x}∩Uαi
6= ∅ y así x ∈ Uαi

.
Se sigue que X =

∪n
i=1 Uαi

y en consecuencia, X es compacto.

Ahora se supondrá que X es un espacio compacto. Por el Lema 2.15 será suficiente
demostrar que toda cubierta abierta para CL(X) por medio de subbásicos canónicos
admite una subcubierta finita. Considérense dos colecciones de conjuntos abiertos enX ,
{Uα}α∈Λ y {Vα}α∈Γ, de manera que

CL(X) =

(∪
α∈Λ

〈Uα〉CL(X)

)
∪

(∪
α∈Γ

〈X, Vα〉CL(X)

)
.

Si X =
∪

α∈Γ Vα el resultado se obtiene inmediatamente pues bastará con obtener una
subcubierta finita de {Vα}α∈Γ y tomar la cubierta deCL(X) formada por los vietóricos
respectivos. Así, considérese el caso en queX 6=

∪
α∈Γ Vα y llámeseH = Xr

∪
α∈Γ Vα.

Se observa que H ∈ CL(X) y H ∩ Vα = ∅ para cada α ∈ Γ. Existe entonces α0 ∈ Λ
tal que H ⊆ Uα0 . Nombrando K = X r Uα0 se tiene que

K = X r Uα0 ⊆ X rH =
∪
α∈Γ

Vα.

Dado que X es compacto y K es cerrado en X , es posible hallar α1, . . . , αn ∈ Γ
los cuales cumplen queK ⊆

∪n
i=1 Vαi

. De esta manera, dado F ∈ CL(X) con F * Uα0 ,
se tiene que F ∩K 6= ∅ por lo cual, para algún i entre 1 y n, ocurre que F ∩ Vαi

6= ∅.
De aquí que

CL(X) = 〈Uα0〉CL(X) ∪
(∪n

i=1 〈X, Vαi
〉CL(X)

)
.

�

2.17 TEOREMA. SiX es un espacio topológico T1 entoncesCL(X) es Hausdorff com-
pacto cuando y sólo cuando X es Hausdorff compacto.

Demostración. El resultado se sigue de la Proposición 2.14, el Teorema2.16 y del hecho de
que todo espacio Hausdorff compacto es regular. �

2.18 Proposición. Sea X un espacio topológico T1.

(a) SiD es un conjunto denso enX entonces el conjunto [D]<ℵ0 es denso enCL(X).

(b) El hiperespacio CL(X) es separable cuando y sólo cuando X es separable.

Demostración. (a) Obsérvese que si 〈U1, . . . , Un〉CL(X) es un básico canónico no vacío
de CL(X) entonces, para cada i desde 1 hasta n, Ui es un conjunto no vacío y abierto
enX . Dado queD es denso enX , es posible elegir un punto xi ∈ Ui ∩D. De aquí que,

{x1, . . . , xn} ∈ 〈U1, . . . , Un〉CL(X) ∩ [D]<ℵ0 .

Por lo tanto [D]<ℵ0 es un conjunto denso en CL(X).

(b) Considérese un conjunto D numerable y denso en CL(X). Para cada F ∈ D se
elige un punto p(F ) ∈ F y se define D = {p(F )}F∈D . Claramente D es un conjunto
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numerable. Luego, si U es un conjunto no vacío y abierto enX entonces 〈U〉CL(X) 6= ∅
así que existe F ∈ D tal que F ⊆ U . Así, p(F ) ∈ U ∩D y por tanto D es denso en X .
Supóngase ahora que X es separable y elíjase un conjunto D que sea numerable y

denso en X . Por el inciso (a), se sabe que [D]<ℵ0 es un conjunto denso en CL(X).
Como [D]<ℵ0 es numerable siempre queD lo sea se sigue queCL(X) es separable. �

2.19 TEOREMA. SiX es un espacio T1 entoncesCL(X) es un espacio conexo si y sólo
siX también es un espacio conexo.

Demostración. SiX es disconexo, es posible hallar un par de conjuntos ajenos y abiertos
enX , nómbrense U y V , cuya unión es X . Se tiene entonces que

CL(X) = 〈U〉CL(X) ∪ 〈X,V 〉CL(X),

donde 〈U〉CL(X) y 〈X,V 〉CL(X) son conjuntos ajenos, no vacíos y abiertos en CL(X).
De aquí se sigue que CL(X) es disconexo cuando X es disconexo.
Ahora supóngase que X es un espacio conexo. Para cada n ∈ N se define la función

ξn : Xn → Fn(X) como:

∀x1, . . . , xn ∈ X : ξn(x1, . . . , xn) = {x1, . . . , xn}.

Claramente ξn es una función suprayectiva. Además, si U es un conjunto abierto enX
se verifica que

ξ−1
n [〈U〉Fn(X)] =

n∩
i=1

π−1
i [U ] y ξ−1

n [〈X,U〉Fn(X)] =
n∪

i=1

π−1
i [U ].

Esto implica que la función ξn : Xn → Fn(X) es continua. Dado queXn es un espacio
conexo,Fn(X) también es conexo. Además, como

∩∞
n=1 Fn(X) = F1(X) 6= ∅ se sigue

que F (X) =
∪∞

n=1 Fn(X) es un conjunto conexo en CL(X). Por la Proposición 2.18
(a), el conjunto F (X) = [X]<ℵ0 es denso en CL(X), así que el hiperespacio CL(X)
es conexo. �

2.20 Proposición. Si Y es un espacio topológico discreto e infinito entonces CL(Y )
no es segundo numerable.

Demostración. Sea β una base para CL(Y ). Para cada F ∈ CL(Y ), F es un conjunto
abierto en Y y F ∈ 〈F 〉CL(Y ) así que se elige VF ∈ β tal que F ∈ VF ⊆ 〈F 〉CL(Y ).
Nótese que, para todo F ∈ CL(Y ),

∪
VF = F . De aquí que, dados F, F ′ ∈ CL(Y ),

F 6= F ′ implica VF 6= VF ′ , o dicho de otra forma, la asignación F 7→ VF es inyectiva.
Esto implica que |β| ≥ |CL(Y )|. Como Y es un espacio discreto, la colección CL(Y )
consta de todos los subconjuntos no vacíos de Y y por ser Y infinito se tiene que
|CL(Y )| ≥ 2ℵ0 . Por lo tanto, β no es numerable. �

2.21 TEOREMA. Si X es un espacio topológico T1 y CL(X) es metrizable entonces
X necesariamente es compacto y metrizable.
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Demostración. Debido a la Proposición 2.11, X es homeomorfo a F1(X), subespacio
de CL(X), así que X también es metrizable. Luego, para probar que X es compacto
se verá que todo conjunto infinito numerable admite un punto de acumulación en X .
Consíderese A ⊆ X con |A| = ℵ0. Si Y es el subespacio de X inducido sobre clX A
entonces Y es separable. De la Proposición 2.18 (2) se sigue que CL(Y ) es separable.
Además, la Proposición 2.8 afirma que CL(Y ) es un subespacio de CL(X) así que
CL(Y ) es metrizable y por ser separable es segundo numerable. Por la Proposición 2.20,
Y no puede ser un espacio discreto, es decir, Y tiene un punto de acumulación el cual
necesariamente es un punto de acumulación deA enX . Se concluye queX es compacto
y metrizable. �

§2 Métrica de Hausdorff
2.22 Definición. Dado un espacio topológicoX , se define su hiperespacio de compactos,
el cual se denotará por 2X , como el subespacio de CL(X) inducido sobre el conjunto

2X = {F ∈ CL(X) | F es compacto en X}.

2.23 Observación. Cuando X es un espacio compacto se tiene que CL(X) = 2X . En
tal caso se empleará la notación 2X aún cuando se siga refiriendo a este espacio como
el hiperespacio de cerrados de X .

2.24 Definición. Sean X un espacio topológico metrizable y d una métrica admisible
para X . Dados F ∈ CL(X) y ε > 0 se define:

Nd(F, ε) = {x ∈ X | d(x, F ) < ε}.

A Nd(F, ε) se le nombra la nube de radio ε alrededor de F en X (respecto de d).

2.25 Observación. Nótese que, para cada x ∈ X :

x ∈ Nd(F, ε) si y sólo si existe y ∈ F tal que d(x, y) < ε.

Por lo tanto Nd(F, ε) =
∪

x∈F Bd(x, ε).

2.26 Definición. Sea X un espacio topológico metrizable y d una métrica acotada y
admisible paraX . La métrica de Hausdorff para 2X inducida por d, denotada porHd, se
define de la siguiente manera:

∀E,F ∈ 2X : Hd(E,F ) = ı́nf{ε > 0 |E ⊆ Nd(F, ε) y F ⊆ Nd(E, ε)}.

2.27 Observación. Si M > 0 es una cota superior para d entonces E ⊆ Nd(F,M) y
F ⊆ Nd(E,M) así que el conjunto {ε > 0|E ⊆ Nd(F, ε) y F ⊆ Nd(E, ε)} es no vacío
y su ínfimo existe, es decir, Hd(E,F ) siempre está definido.

2.28 Lema. Si X es un espacio topológico metrizable y d es una métrica acotada y
admisible para X entonces, para cualesquiera E,F ∈ 2X y ε > 0 se cumple que

Hd(E,F ) < ε si y sólo si E ⊆ Nd(F, ε) y F ⊆ Nd(E, ε).
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Demostración. Si Hd(E,F ) < ε entonces existe 0 < δ < ε tal que E ⊆ Nd(F, δ) y
F ⊆ Nd(E, δ). De esta manera, como Nd(F, δ) ⊆ Nd(F, ε) y Nd(E, δ) ⊆ Nd(E, ε), se
tiene que E ⊆ Nd(F, ε) y F ⊆ Nd(E, ε).
Recíprocamente, siE ⊆ Nd(F, ε) y F ⊆ Nd(E, ε) entonces d(x, F ) < ε para cada x ∈

E y d(y, E) < ε para cada y ∈ F . Como E y F son conjuntos compactos enX existen
x0 ∈ E y y0 ∈ F tales que d(x0, F ) =

x∈E
máx d(x, F ) < ε y d(y0, E) =

y∈F
máx d(y, E) < ε.

Se si elige δ > 0 con máx{d(x0, F ), d(y0, E)} < δ < ε entonces E ⊆ Nd(F, δ) y
F ⊆ Nd(E, δ) por lo cual Hd(E,F ) ≤ δ < ε. �

2.29 Proposición. SiX es un espacio topológico metrizable y d es una métrica acotada
y admisible para X entonces la función Hd dada en la Definición 2.26 es una métrica
acotada para 2X .

Demostración. Por simplicidad, a lo largo de la prueba se utilizará la siguiente notación:

∀E,F ∈ 2X : η(E,F ) = {ε > 0 | E ⊆ Nd(F, ε) y F ⊆ Nd(E, ε)}.

Como η(E,F ) es subconjunto del intervalo cerrado [0,∞) y Hd(E,F ) = ı́nf η(E,F )
entonces Hd(E,F ) ≥ 0. De esta forma, Hd : 2

X × 2X → [0,∞) es una función. Más
aún, siM > 0 es una cota superior para la métrica d, se tiene que [M,∞) ⊆ η(E,F )
por lo cualHd(E,F ) ≥M , es decir,M también es una cota paraHd. Ahora bien, dados
E,F,G ∈ CL(X) se tiene que:

(i) Como E ⊆ Nd(E, ε) para todo ε > 0, se tiene que η(E,E) = (0,∞). Por tanto,
Hd(E,E) = ı́nf(0,∞) = 0.

(ii) De la misma definición η(E,F ) = η(F,E) así que Hd(E,F ) = Hd(F,E).

(iii) Dados E 6= F se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que E * F . Elíjase
x ∈ E r F . Obsérvese que d(x, F ) > 0 pues x /∈ F y F es cerrado en X . Dado que
d(x, F ) < ε para todo ε ∈ η(E,F ) se sigue que 0 < d(x, F ) ≤ Hd(E,F ). Por lo tanto,
Hd(E,F ) = 0 implica E = F .

(iv) Considérense ε ∈ η(E,F ) y ε′ ∈ η(F,G). Dado cualquier x ∈ E, es posible hallar
y ∈ F tal que d(x, y) < ε. Luego, existe z ∈ G con d(y, z) < ε′. Se tiene así que

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < ε+ ε′

de manera que E ⊆ Nd(G, ε + ε′). Análogamente se tiene que G ⊆ Nd(E, ε + ε′) así
que ε+ ε′ ∈ η(E,G) yHd(E,G) ≤ ε+ ε′ para cualesquiera ε ∈ η(E,F ) y ε′ ∈ η(F,G).
De aquí se sigue que Hd(E,G) − ε′ ≤ ε lo cual implica Hd(E,G) − ε′ ≤ Hd(E,F ).
Ahora, Hd(E,G) − Hd(E,F ) ≤ ε′ así que Hd(E,G) − Hd(E,F ) ≤ Hd(F,G). Se
verifica entonces que Hd(E,G) ≤ Hd(E,F ) +Hd(F,G).

Conclúyase de los incisos (i)-(iv) que Hd es una métrica para CL(X). �

2.30 TEOREMA. SiX es un espacio topológico metrizable entonces 2X es metrizable.
Más aún, si d es una métrica acotada admisible paraX , la métrica de Hausdorff inducida
por d es una métrica admisible para 2X .
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Demostración. Llámese Z al espacio topológico construido sobre 2X con la topología
generada por la métrica de Hausdorff Hd. Primero se probará que la topología de Z es
más fina que la topología de Vietoris para 2X . Para esto, bastará con demostrar que todo
subbásico de la forma 〈U〉2X ó 〈X,U〉2X , con U abierto en X , es abierto en Z .
Considérese F ∈ 〈U〉2X . Dado x ∈ F es posible hallar εx > 0 tal que BX(x, εx) ⊆ U .

Debido a la compacidad de F enX , existen x1, . . . , xn ∈ F tales que:

F ⊆
n∪

i=1

BX

(
xi,

εxi

2

)
.

Se define ε = mı́n{εx1 , . . . , εxn}/2. Dado y ∈ Nd(F, ε) existe x ∈ F tal que d(y, x) < ε.
Luego, elíjase i entre 1 y n de manera que d(x, xi) <

εxi
2
. Se observa que

d(y, xi) ≤ d(y, x) + d(x, xi) < ε+
εxi

2
≤ εxi

2
+
εxi

2
= εxi

,

esto es, y ∈ BX(xi, εxi
) ⊆ U . De aquí que Nd(F, ε) ⊆ U . Por el Lema 2.28, si E ∈ 2X

y Hd(E,F ) < ε entonces E ⊆ Nd(F, ε) ⊆ U lo cual implica que BZ(F, ε) ⊆ 〈U〉2X .
Ahora, sea F ∈ 〈X,U〉2X y elíjase p ∈ F ∩ U . Por ser U abierto en X , existe ε > 0
de manera que BX(p, ε) ⊆ U . Luego, dado E ∈ 2X con Hd(E,F ) < ε se tiene que
F ⊆ Nd(E, ε), así que para p ∈ F es posible hallar q ∈ E tal que d(p, q) < ε, es
decir, q ∈ BX(p, ε) ⊆ U . Por lo tanto, q ∈ E ∩ U y E ∈ 〈X,U〉2X . Esto prueba que
BZ(F, ε) ⊆ 〈X,U〉2X .
A continuación se verá que todo conjunto abierto en Z es un abierto de la topología

de Vietoris para 2X . En este caso bastará con verificar que la afirmación es cierta para
las bolas abiertas con la métrica de Hausdorff en Z . Sean entonces E ∈ 2X y ε > 0.
Como E es compacto en X existen x1, . . . , xn ∈ E tales que E ⊆

∪n
i=1 Ui, donde

Ui = BX(xi,
ε
2
) para cada i desde 1 hasta n. Ya que xi ∈ E ∩ Ui para todo i, entonces

E ∈ 〈U1, . . . , Un〉2X . Además, si F ∈ 〈U1, . . . , Un〉2X se tiene que:

F ⊆
n∪

i=1

Ui =
n∪

i=1

BX

(
xi,

ε

2

)
⊆
∪
x∈E

BX

(
x,
ε

2

)
= Nd

(
E,

ε

2

)
⊆ Nd(E, ε).

Luego, para cada x ∈ E existe i entre 1 y n tal que d(x, xi) < ε
2
. Dado que F ∩Ui 6= ∅,

existe y ∈ F tal que d(xi, y) < ε
2
. Como d(x, y) ≤ d(x, xi) + d(xi, y) <

ε
2
+ ε

2
= ε,

se sigue que E ⊆ Nd(F, ε). Lo anterior implica que Hd(E,F ) < ε y por lo tanto
E ∈ 〈U1, . . . , Un〉2X ⊆ BZ(E, ε). De aquí se concluye que 2X = Z , es decir, 2X es
metrizable y Hd es una métrica admisible para 2X . �

2.31 TEOREMA. SiX es un espacio topológico T1 entonces las siguientes condiciones
son equivalentes entre sí:

(1) CL(X) es metrizable,

(2) CL(X) es compacto, metrizable y coincide con 2X ,

(3) X es compacto y metrizable.
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Demostración. (2) ⇒ (1) Es evidente.

(3) ⇒ (2) Es consecuencia de la Observación 2.23 y los Teoremas 2.16 y 2.30.

(1) ⇒ (3) Se sigue del Teorema 2.21. �

2.32 Corolario. Un espacio topológico T1 es un continuo si y sólo si su hiperespacio de
cerrados también es un continuo.

Demostración. Aplíquense los Teoremas 2.31 y 2.19. �

§3 Continuidad en hiperespacios

2.33 Proposición. Sea f :X → Y una función continua entre espacios compactos de
Hausdorff. Si se define

∀E ∈ 2X : 2f (E) = f [E],

entonces la función 2f : 2X → 2Y , que se nombrará función inducida por f : X → Y
a los hiperespacios de cerrados, es continua.

Demostración. Primeramente, obsérvese que la función 2f : 2X → 2Y está bien definida
pues la imagen directa bajo f de un conjunto no vacío, compacto y cerrado enX es un
conjunto no vacío, compacto y cerrado en Y , esto es, f [E] ∈ 2Y siempre que E ∈ 2X .
Ahora, considérese un conjunto U abierto en Y . Es claro que f [E] ⊆ U si y sólo si
E ⊆ f−1[U ] y así mismo, f [E] ∩ U 6= ∅ si y sólo si E ∩ f−1[U ] 6= ∅. De esta manera,
se tiene que

(2f )−1[〈U〉2Y ] = 〈f−1[U ]〉2X y (2f )−1[〈Y, U〉2Y ] = 〈X, f−1[U ]〉2X ,

con f−1[U ] abierto enX . Así, la imagen inversa bajo 2f de cada subásico canónico de 2Y

es un conjunto abierto en 2X y por tanto la función 2f : 2X → 2Y es continua. �

2.34 TEOREMA. Es posible definir un funtor 2_ : HComp → HComp, de la siguiente
manera:

(a) Para cada X ∈ Ob HComp, 2_(X) = 2X ,

(b) Para cada f : X → Y ∈ Mor HComp, 2_(f) = 2f : 2X → 2Y .

Demostración. Debido al Teorema 2.17 y la Proposición 2.33, 2_ : HComp → HComp es
una función bien definida. Resta verificar que cumple con las propiedades funtoriales
correspondientes.

(i) SiX es un espacio Hausdorff compacto:

∀E ∈ 2X : 2id X(E) = id X[E] = E.

Por lo tanto, 2id X = id 2X .
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(ii) Considérense f :X→Y y g :Y →Z funciones continuas entre espacios Hausdorff
compactos. Nótese que:

∀E ∈ 2X : 2g2f (E) = 2g(2f (E)) = g[f [E]] = gf [E] = 2gf (E).

De aquí que 2g ◦ 2f = 2g◦f .

Se concluye de los incisos (i) y (ii) que 2_ : HComp → HComp es un funtor. �

2.35 Corolario. Si dos espacios en la categoría HComp son homeomorfos entonces sus
hiperespacios de cerrados son homeomorfos entre sí.

2.36 Proposición. Si B es una base para un espacio topológico X y β es la colección
de vietóricos en 2X determinados por colecciones finitas de elementos de B entonces
β es una base para el hiperespacio 2X .

Demostración. Sea U = {U1, . . . , Un} una colección finita de conjuntos abiertos enX .
Si E ∈ 〈U1, . . . , Un〉2X entonces, para cada i desde 1 hasta n se elige xi ∈ E ∩Ui. Como
E ⊆

∪n
i=1 Ui entonces, para todo x ∈ E se puede tomar Bx ∈ B tal que:

x ∈ Bx ⊆
∩

{U ∈ U | x ∈ U}.

Dado que E es un conjunto compacto en X , es posible hallar y1, . . . , ym ∈ E tales que
E ⊆

∪m
j=1Byj . Más aún, se puede pedir que m ≥ n y que yi = xi para cada i desde 1

hasta n. Claramente E ∈ 〈By1 , . . . , Bym〉2X pues yj ∈ E ∩ Byj para cada j entre 1 y n.
Luego, considérese F ∈ 〈By1 , . . . , Bym〉2X . Se observa que F ⊆

∪m
j=1Byj ⊆

∪n
i=1 Ui.

Además, para cada i desde 1 hasta n se tiene que xi = yi ∈ Ui así que Byi ⊆ Ui.
Ya que F ∩ Byi 6= ∅ se sigue que F ∩ Ui 6= ∅. Esto implica que F ∈ 〈U1, . . . , Un〉2X y,
en consecuencia,

E ∈ 〈By1 , . . . , Bym〉2X ⊆ 〈U1, . . . , Un〉2X .

De aquí es posible concluir que β es una base para 2X . �

2.37 Proposición. ConsidérenseX y Y espacios topológicos. Si se define

∀E ∈ 2X , F ∈ 2Y : ×(E,F ) = E × F,

entonces la función producto binario, × : 2X × 2Y → 2X×Y , es continua.

Demostración. Debido a la Proposición 2.36 bastará verificar que, dadas dos colecciones
finitas, U = {U1, . . . , Un} y V = {V1, . . . , Vn}, formadas por conjuntos abiertos en
X y conjuntos abiertos en Y respectivamente, se cumple que la imagen inversa bajo la
función× del vietórico 〈U1×V1, . . . , Un×Vn〉2X×Y es un conjunto abierto en 2X ×2Y .
Obsérvese que,

〈U1 × V1, . . . , Un × Vn〉2X×Y = 〈
n∪

i=1

(Ui × Vi) 〉2X×Y ∩

(
n∩

i=1

〈X × Y, Ui × Vi〉2X×Y

)
.
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Así, la prueba concluirá si se demuestra que la imagen inversa bajo × de cada uno de
los intersectandos en el lado derecho de la igualdad anterior es un conjunto abierto en
2X × 2Y . Nótese que, para todo i entre 1 y n y para cualesquiera E ∈ 2X y F ∈ 2Y ,
(E ×F )∩ (Ui × Vi) 6= ∅ si y sólo si E ∩Ui 6= ∅ y F ∩ Vi 6= ∅. De aquí se deduce que,

×−1[〈X × Y, Ui × Vi〉2X×Y ] = 〈X,Ui〉2X × 〈Y, Vi〉2Y ,

el cual claramente es un conjunto abierto en 2X × 2Y . Ahora, se demostrará que el
conjunto ×−1[〈

∪n
i=1 (Ui × Vi)〉2X×Y ] también es abierto en 2X × 2Y . Para esto, sean

E ∈ 2X y F ∈ 2Y tales que E × F ⊆
∪n

i=1 (Ui × Vi). Nótese que, para cada x ∈ E
y y ∈ F , existe algún i entre 1 y n tal que (x, y) ∈ Ui × Vi. Así, es posible considerar
U(x) =

∩
{U ∈ U |x ∈ U} y V (y) = {V ∈ V | y ∈ V }. Claramente, {U(x)}x∈E es

una cubierta abierta de E en X y {V (y)}y∈F es una cubierta abierta de F en Y . Dado
que E es compacto en X y F es compacto en Y es posible hallar x1, . . . , xm ∈ E y
y1, . . . , ys ∈ F de manera que

E ⊆
m∪
j=1

U(xj) y F ⊆
s∪

k=1

V (yk).

De aquí que, si U =
∪m

j=1 U(xj) y V =
∪s

k=1 V (yk) entonces (E,F ) ∈ 〈U〉2X ×〈V 〉2Y .
Ahora, sea (G,H) ∈ 〈U〉2X × 〈V 〉2Y . Para cada x ∈ G y y ∈ H existen j entre 1 y
m y k entre 1 y m tales que x ∈ U(xi) y y ∈ V (yk). Nótese que (xj, yk) ∈ E × F así
que, para algún i entre 1 y n, (xj, yk) ∈ Ui × Vi. Como xi ∈ Ui y yk ∈ Vi se sigue que
U(xj) ⊆ Ui y V (yk) ⊆ Vi. Por lo tanto, (x, y) ∈ U(xj)×V (yk) ⊆ Ui×Vi lo cual implica
que G×H ⊆

∪n
i=1 (Ui × Vi). De lo anterior se deduce que

(E,F ) ∈ 〈U〉2X × 〈V 〉2Y ⊆ ×−1[〈
n∪

i=1

(Ui × Vi)〉2X×Y ],

donde 〈U〉2X ×〈V 〉2Y es un conjunto abierto en 2X ×2Y . Esto concluye la prueba. �

2.38 Proposición. Sea X un espacio topológico. Si se define,

∀E,F ∈ 2X : ∪(E,F ) = E ∪ F,

entonces la función unión binaria, ∪ : 2X × 2X → 2X , es continua.

Demostración. Sea U un conjunto abierto en X . Para cualesquiera E,F ∈ 2X ocurre
que E ∪ F ⊆ U si y sólo si E ⊆ U y F ⊆ U . Nótese también que (E ∪ F ) ∩ U 6= ∅ si
y sólo si E ∩ U 6= ∅ ó F ∩ U 6= ∅. De esta manera,

∪−1[〈U〉2X ] = 〈U〉2X ×〈U〉2X y ∪−1 [〈X,U〉2X ] = (〈X,U〉2X ×2X)∪(2X×〈X,U〉2X ).

Así, los conjuntos ∪−1[〈U〉2X ] y ∪−1[〈X,U〉2X ] son abiertos en 2X × 2X , para cada
conjunto U abierto enX . Por tanto, la función ∪ : 2X × 2X → 2X es continua. �
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2.39 Proposición. Sea X un espacio topológico Hausdorff. Si se define,

∀F ∈ 22
X

:
∪

(F) =
∪

F,

entonces la función unión amalgamada,
∪

: 22X → 2X , es continua.

Demostración. Primeramente se probará que la función
∪

está bien definida, es decir,∪
F ∈ 2X para cada F ∈ 22

X
. Dado que F es una colección no vacía de conjuntos no

vacíos su unión no puede ser vacía, así que resta ver que
∪
F es un conjunto cerrado y

compacto enX . Por hipótesis,X es un espacio Hausdorff así que bastará con demostrar
que el conjunto

∪
F es compacto enX . Sea {Uα}α∈Λ una cubierta abierta de

∪
F enX .

Obsérvese que {Uα}α∈Λ también es una cubierta para cada F ∈ F. Como F es compacto
en X existen n(F ) ∈ N y α(F, 1), . . . , α(F, n(F )) ∈ Λ tales que F ⊆

∪n(F )
i=1 Uα(F,i).

Más aún, es posible escoger estos índices de tal manera que F ∩Uα(F,i) 6= ∅ para cada i
desde 1 hasta n(F ). En consecuencia, para cada F ∈ F, F ∈ 〈Uα(F,1), . . . , Uα(F,n(F ))〉2X
lo cual implica que {〈Uα(F,1), . . . , Uα(F,n(F ))〉2X}F∈F es una cubierta abierta de F en 2X .
Debido a que F es compacto en 2X existen F1, . . . , Fm ∈ F tales que

F ⊆
m∪
j=1

〈Uα(Fj ,1), . . . , Uα(Fj ,n(Fj))〉2X .

Por lo tanto
∪
F ⊆

∪m
j=1

∪n(Fj)
i=1 Uα(Fj ,i), esto es,

∪
F se cubre con una cantidad finita

de abiertos de la colección {Uα}α∈Λ. Se sigue que
∪

F es compacto enX

Finalmente, resta ver la continuidad de la función unión amalgamada. Para esto tómese
un conjunto U abierto enX . Es fácil verificar que

∪
F ⊆ U si y sólo si F ⊆ U para cada

F ∈ F, es decir, F ⊆ 〈U〉2X . También ocurre que (
∪
F)∩U 6= ∅ si y sólo si F ∩U 6= ∅

para algún F ∈ F, o equivalentemente, F ∩ 〈X,U〉2X 6= ∅. De esta forma:∪−1[〈U〉2X ] = 〈〈U〉2X 〉22X y
∪−1[〈X,U〉2X ] = 〈2X , 〈X,U〉2X 〉22X .

Dado que 〈U〉2X y 〈X,U〉2X son abiertos en 2X entonces
∪−1[〈U〉2X ] y

∪−1[〈X,U〉2X ]
son abiertos en 22X

. Se concluye que
∪

: 22X → 2X es una función continua. �

2.40 Proposición. Para todo espacio topológico regular X el conjunto

F = {(E,F ) ∈ 2X × 2X | E ⊆ F}

es cerrado en 2X × 2X .

Demostración. Como X es regular, la Proposición 2.14 implica que el hiperespacio 2X

es Hausdorff. Luego, se observa que E ⊆ F si y sólo si E ∪F = F , de manera que F es
el conjunto de puntos donde coinciden las funciones unión binaria ∪ : 2X × 2X → 2X

y la proyección canónica de 2X × 2X en la segunda coordenada. En consecuencia, el
conjunto F debe ser cerrado en 2X × 2X . �

2.41 Proposición. Si X es un espacio topológico regular entonces, para cada E ∈ 2X ,
el conjunto {F ∈ 2X |E ⊆ F} es cerrado en 2X .
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Demostración. Se define la función ϕ : 2X ↪→ 2X × 2X de la siguiente manera:

∀F ∈ 2X : ϕ(F ) = (E,F ).

Es claro que esta función es continua. Por la Proposición 2.40 se tiene que el conjunto
F = {(E,F ) ∈ 2X × 2X | E ⊆ F} es cerrado en 2X × 2X y, en consecuencia,
ϕ−1[F] = {F ∈ 2X |E ⊆ F} es un conjunto cerrado en 2X . �

2.42 Lema. Sean X un espacio topológico regular y A ⊆ 2X . Si A es un conjunto
linealmente ordenado por la inclusión entonces cl2X A también es linealmente ordenado
por la inclusión.

Demostración. El resultado se probará por contrarrecíproca. Supóngase que la inclusión
no constituye un orden lineal en cl2X A, es decir, existen dos elementos E,F ∈ cl2X A

que no son comparables bajo dicha relación. Como E * F , la Proposición 2.40 asegura
que existe un par de conjuntos abiertos en 2X , U1 y V1, de manera que E ∈ U1, F ∈ V1

y para cualesquiera H ∈ U1, K ∈ V1 se cumple que H * K . Similarmente, como
F * E existen dos conjuntos U2 y V2 abiertos en 2X tales que E ∈ U2, F ∈ V2

y K * H siempre que H ∈ U2 y K ∈ V2. Defínanse U = U1 ∩ U2 y V = V1 ∩ V2.
Ya queU yV son vecindades abiertas en 2X deE yF , respectivamente, yE,F ∈ cl2X A

es posible hallar H,K ∈ A tales que H ∈ U y K ∈ V. Por tanto, H * K y K * H ,
esto es, existen dos elementos deA que no son comparables bajo la relación de inclusión.
De aquí se concluye que la inclusión no es un orden lineal en A. �

2.43 Lema. Las funciones mínimo y máximo, mı́n,máx: 2I → I , son continuas.

Demostración. Obsérvese que para cada F ∈ 2I y α ∈ I , mı́nF < α si y sólo si existe
x ∈ F tal que x < α. También ocurre que mı́nF > α si y sólo si x > α para cada
x ∈ F . De esta forma se tiene que

mı́n−1[[0, α)] = 〈I, [0, α)〉2I y mı́n−1[(α, 1]] = 〈(α, I]〉2I .

Análogamente se verifica que

máx−1[[0, α)] = 〈[0, α)〉2X y máx−1[(α, 1]] = 〈I, (α, 1]〉2I .

Ya que la imagen inversa de cada subbásico canónico de I es un conjunto abierto en 2I ,
las funciones mı́n : 2I → I y máx : 2I → I son continuas. �

2.44 Corolario. Si X es espacio topológico metrizable entonces la función diámetro,
diamX : 2X → X , es continua.

Demostración. Bastará notar que, si d es una métrica admisible para X entonces, para
cada F ∈ 2X , se tiene que diamX F = máx d[F × F ] . �
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§3 Hiperespacio de continuos
2.45 Definición. Se define el hiperespacio de continuos de un espacio topológico X , el
cual se denotará por C(X), como el subespacio de CL(X) inducido sobre el conjunto

C(X) = {F ∈ CL(X) | F es conexo y compacto en X}.

2.46 Observación. (1) Cuando X es un espacio topológico T1 ocurre que

F1(X) ⊆ C(X) ⊆ 2X ⊆ CL(X).

(2) Si X es un continuo de Hausdorff entonces la colección C(X) consta de todos los
subcontinuos deX . En dicho casoC(X) es llamado hiperespacio de subcontinuos deX .
(3) Al igual que en la Proposición 2.8 se demuestra que C(Y ) es un subespacio cerrado
de C(X) siempre que Y es un subespacio cerrado de X .

2.47 Proposición. El hiperespacio de continuos de un espacio topológico Hausdorff es
un subespacio cerrado de su hiperespacio de compactos.

Demostración. Sea X un espacio T2. Si F ∈ 2X y F es disconexo en X entonces es
posible hallar un par de conjuntos no vacíos, ajenos y cerrados enX , llámense H yK ,
de manera que F = H ∪K . Nótese queH yK son compactos enX así que se pueden
elegir dos conjuntos U y V , ajenos y abiertos en X , de manera que H ⊆ U y K ⊆ V .
De esta forma,

F = H ∪K ⊆ U ∪ V, F ∩ U = H 6= ∅ y F ∩ V = K 6= ∅,

esto es, F ∈ 〈U, V 〉2X . Más aún, si E ∈ 〈U, V 〉2X los conjuntos E ∩ U y E ∩ V forman
una disconexión de E en X . Esto implica que,

F ∈ 〈U, V 〉2X ⊆ 2X r C(X).

Por lo tanto, 2XrC(X) es abierto en 2X de donde se sigue queC(X) es un subespacio
cerrado del hiperespacio 2X . �

2.48 Observación. (1) Debido al Teorema 2.17 y a la Proposición 2.47, el hiperespacio
C(X) es Hausdorff compacto siempre que X lo sea. Además, si f : X → Y es una
función continua entre espacios Hausdorff compactos entonces f [K] ∈ C(Y ) para todo
K ∈ C(X). Por tanto, si ı : C(X) → 2X y  : C(Y ) → 2Y son las funciones inclusión
respectivas, existe una única función continua C(f) : C(X) → C(Y ) de manera que
el siguiente diagrama conmuta,

..C(X).

2X

.

2Y

. C(Y ).
C(f)

.

2f

.

ı

.


2f ◦ ı =  ◦C(f).



44 CAPÍTULO 2. HIPERESPACIOS

La funciónC(f) : C(X) → C(Y ) se denomina función inducida por f : X → Y a los
hiperespacios de continuos. Así, es posible considerar el funtor hiperespacio de continuos
C : HComp → HComp el cual es un subfuntor de 2_ : HComp → HComp.
(2) Como consecuencia del inciso (1) se tiene que el hiperespacio de continuos es un
invariante topológico en la categoría HComp.
2.49 Lema. Sea Z el subespacio de I × I inducido sobre Z = {(x, y) ∈ I × I | x ≤ y}.
Si se define

∀(x, y) ∈ Z : ϕ(x, y) = [x, y],

entonces la función ϕ : Z → C(I) es un homeomorfismo.

Demostración. Obsérvese que, para cada K ∈ C(I) se tiene que mı́nK ≤ máxK , esto
es, (mı́nK,máxK) ∈ Z . Así, por el Lema 2.43, la función ψ : C(I) → Z dada por

∀K ∈ C(I) : ψ(K) = (mı́nK,máxK),

es una función continua. Además, para todo K ∈ C(I), K = [mı́nK,máxK] y para
cada (x, y) ∈ Z se tiene que [x, y] ∈ C(I) y ψ([x, y]) = (x, y). De aquí se deduce que
la función ψ : C(I) → Z es una biyección. Como C(I) y Z son espacios Hausdorff
compactos se sigue que ψ : C(I) → Z es un homeomorfismo. Finalmente, nótese que
para cada (x, y) ∈ Z , ψ(ϕ(x, y)) = (x, y), es decir, ψ ◦ ϕ = id Z . Por lo tanto, ya que
ϕ = ψ−1, la función ϕ : Z → C(I) es un homeomorfismo. �

2.50 Lema. Sea X un espacio topológico Hausdorff. Si F ∈ C(2X) y F ∩ C(X) 6= ∅
entonces

∪
F ∈ C(X).

Demostración. Nómbrese F =
∪
F. Debido a la Proposición 2.39, F ∈ 2X así que resta

probar que F es conexo en X . Sean H y K conjuntos ajenos y cerrados en X tales
que F = H ∪ K . Si se elige L ∈ F ∩ C(X) entonces L ⊆ F = H ∪ K . Como L es
conexo enX , necesariamente ocurre que L ⊆ H o L ⊆ K . Se supondrá, sin pérdida de
generalidad, queL ⊆ H . Obsérvese que los conjuntosH = 〈H〉2X yK = 〈X,K〉2X son
ajenos y cerrados en 2X . Además,F = H∪K yL ∈ F∩H. Dado queF es conexo en 2X

se tiene queK = ∅ y, en consecuencia,K = ∅. De aquí se sigue que F es conexo enX .
Finalmente, nótese queC(X) es un subespacio cerrado de 2X , puesX es Hausdorff, y
por tanto,C(C(X)) es subespacio de C(2X). De esta manera, F ∈ C(C(X)) implica
F ∈ C(2X) y F ∩ C(X) = F 6= ∅. �

2.51 Definición. Sea X un continuo T2. Una función continua µ : C(X) → R es una
función de Whitney si cumple las siguientes propiedades:

(i) Para cada x ∈ X , µ({x}) = 0.

(ii) Si K,L ∈ C(X) yK ⊂ L entonces µ(K) < µ(L).

2.52 Observación. (1) La propiedad (ii) en la Definición 2.51 es equivalente a que la
función µ : (C(X),⊆) → (R,≤) sea estrictamente creciente.
(2) Dado K ∈ C(X) se elige x ∈ K . Ya que X es un continuo de Hausdorff se tiene
que {x}, X ∈ C(X) y {x} ⊆ K ⊆ X . De la condición (i) en la Definición 2.51 y
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del inciso (1), se sigue que 0 ≤ µ(K) ≤ µ(X). Así, es posible restringir el codominio
de µ al intervalo [0, µ(X)] y obtener una función continua que sigue cumpliendo las
propiedades (i)-(ii) en la Definición 2.51. Debido a esta observación, en lo subsecuente
se considerarán funciones de Whitney de la forma µ : C(X) → J , donde J sea el
subespacio de R inducido sobre intervalo J = [0, µ(X)].
(3) Si X es un continuo no degenerado y µ : C(X) → J es una función de Whitney
cualquiera entonces se puede definir µ′ : C(X) → I como

∀K ∈ C(X) : µ′(K) = µ(K)/µ(X).

Nótese que µ′ : C(X) → I también es una función de Whitney y además µ′(X) = 1.
(4) Sean X y Y continuos, µ : C(X) → J una función de Whitney y ϕ : Y ↪→ X

una inmersión. Si J̃ es el subespacio de J inducido sobre el intervalo [0, µ(ϕ[Y ])] y
 : J̃ → J es su respectiva función inclusión entonces existe una única función continua
µ̃ : C(Y ) → J̃ de manera que el siguiente diagrama conmuta:

..C(Y ).

C(X)

.

J

. J̃.
µ̃

.

µ

.

C(ϕ)

.

 µ ◦C(ϕ) =  ◦ µ̃.

Obsérvese que µ̃ también satisface (i) y (ii) en la Definición 2.51. Esto implica que
µ̃ : C(Y ) → J̃ también es una función de Whitney. Un caso particular es cuando
ϕ = ı : Y ↪→ X es la función inclusión pues C(ı) : C(Y ) ↪→ C(X) es la función
inclusión respectiva y µ̃ : C(Y ) → J̃ es la restricción de µ : C(X) → J a C(Y ).

2.53 TEOREMA. Todo continuo admite funciones de Whitney para su hiperespacio de
continuos.

Demostración. Si X es un continuo elíjase un conjunto {pn}n∈N que sea denso en X .
Para cada n ∈ N considérese la función continua fn : X → I dada por:

∀x ∈ X : fn(x) =
1

1 + d(x, pn)
.

Luego, defínase µn(K) = diamI fn[K], para cada K ∈ C(X). Por el Corolario 2.44,
la función µn : C(X) → I es continua. Aplicando el Criterio M de Weierstrass [1,
Teorema 10.5] es posible definir una función continua µ : C(X) → I como:

∀K ∈ C(X) : µ(K) =
∞∑
n=1

µn(K)

2n
.

Se afirma que µ : C(X) → I es una función de Whitney.

(i) Dado x ∈ X ocurre que

∀n ∈ N : µn({x}) = diamI fn[{x}] = diamI {fn(x)} = 0.
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Como cada uno de los sumandos de la serie
∑ µn({x})

2n
es nulo se sigue que µ({x}) = 0.

(ii) SeanK,L ∈ C(X) tales queK ⊂ L. Para todo n ∈ N se observa que fn[K] ⊆ fn[L]
y por tanto µn(K) = diamI fn[K] ≤ diamI fn[L] = µn(L). Así, para demostrar que
µ(K) < µ(L) bastará con verificar que µm(K) < µm(L) para algún m ∈ N. Elíjase
x ∈ L r K y ε > 0 de manera que d(x,K) > ε. Dado que {pn}n∈N es un conjunto
denso en X , es posible hallarm ∈ N tal que d(x, pm) < ε/2. De aquí que,

1

1 + ε/2
<

1

1 + d(x, pm)
= fm(x).

Luego, para todo y ∈ K se tiene que d(y, pm) ≥ d(y, x) − d(x, pm) > ε − ε/2 = ε/2.
En consecuencia,

fm(y) =
1

1 + d(y, pm)
<

1

1 + ε/2
< fm(x).

Así, máx fm[K] < fm(x) ≤ máx fm[L]. ComoK ⊆ L implica mı́n fm[K] ≥ mı́n fm[L]
se sigue que,

diamI fm[K] = máx fm[K]−mı́n fm[K] < máx fm[L]−mı́n fm[L] = diamI fm[L],

esto es, µm(K) < µm(L). De esta forma se verifica que µ(K) < µ(L).

Conclúyase de los incisos (i) y (ii) que µ : C(X) → I es una función de Whitney. �

2.54 Definición. Considérese un espacio topológico X . Un arco ordenado en C(X) es
una función continua α : I → C(X) tal que, para cualesquiera s, t ∈ I , s < t implica
α(s) ⊂ α(t). Si K,L,∈ C(X), α(0) = K , α(1) = L y B = α(t), para algún t ∈ I ,
entonces se dirá que α : I → C(X) va desde K hasta L pasando por B.

2.55 Observación. (1) La última condición en la Definición 2.54 es equivalente a que
la función α : (I,≤) → (C(X),⊆) sea estrictamente creciente. En consecuencia, si
α(0) = K y α(1) = L, se sigue que K ⊆ α(t) ⊆ L, para todo t ∈ I . Además, como
(I,≤) es un conjunto linealmente ordenado entonces la imagen (α[I],⊆) es un conjunto
linealmente ordenado.
(2) SiX es un espacio Hausdorff compacto, se sigue de la Definición 2.54 y del inciso (1)
que todo arco ordenado en C(X) es una función continua e inyectiva en la categoría
HComp y, por lo tanto, es una inmersión. De aquí se deduce que la imagen de un arco
ordenado es un arco en C(X).

2.56 Lema. Sean X un continuo T2 y µ : C(X) → J una función de Whitney. Dados
K y L subcontinuos de X y t ∈ J tales que K ⊂ L y µ(K) < t < µ(L) existe un
subcontinuo de X , llámese B, de manera que

K ⊂ B ⊂ L y µ(B) = t.

Demostración. Defínase A = {N ∈ C(X) | K ⊆ N ⊆ L y µ(N) ≥ t}. Obsérvese que,
como L ∈ A, el conjunto A es no vacío. Además, se deduce de las Proposiciones 2.7 y
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2.41 y de la continuidad de µ : C(X) → J que A es un conjunto cerrado en C(X).
Así, es posible elegir E ∈ A tal que µ(E) = mı́nµ[A]. Ahora, considérese el conjunto
B = {N ∈ C(X) | K ⊆ N ⊆ E y µ(N) ≤ t} el cual también es no vacío puesK ∈ B.
Un argumento similar al caso deAmuestra queB es cerrado enC(X) por lo cual existe
F ∈ B de manera que µ(F ) = máxµ[B]. Claramente ocurre que K ⊆ F ⊆ E ⊆ L y
µ(F ) ≤ t ≤ µ(E). Más aún, para todo N ∈ C(X) con K ⊆ N ⊂ E se cumple que
µ(N) < µ(E) = mı́nµ[A] así que N /∈ A. Dado que K ⊆ N ⊆ L, necesariamente se
tiene que µ(N) < t y en consecuenciaN ∈ B. Luego, como µ(N) ≤ µ(F ) = máxµ[B]
no puede ocurrir que F ⊂ N . Esto demuestra que no existe ningún N ∈ C(X) tal que
F ⊂ N ⊂ E. De la Proposición 1.15 se deduce que F = E. Definiendo B = F = E se
cumple que µ(B) = µ(F ) ≤ t ≤ µ(E) = µ(B), esto es, µ(B) = t. Finalmente, como
K ⊆ B ⊆ L y µ(K) < µ(B) < µ(L) se sigue que K ⊂ B ⊂ L. �

2.57 TEOREMA. Si X es un continuo, para cualesquiera K,L ∈ C(X) con K ⊂ L es
posible hallar un arco ordenado desde K hasta L en C(X).

Demostración. Dado queX es un continuo, el Teorema 2.53 asegura la existencia de una
función de Whitney µ : C(X) → J . Luego, K ⊂ L implica µ(K) < µ(L), por lo cual
el intervalo (µ(K), µ(L)) es no vacío. Así,D = {µ(K), µ(L)} ∪ ((µ(K), µ(L))∩Q) es
un conjunto infinito numerable. Considérese una enumeración inyectiva D = {rn}n∈N
de manera que r1 = µ(K) y r2 = µ(L). Esta indización permite aplicar el Principio de
Definición por Recurrencia para construir una función γ : D → C(X) de manera que,

(i) Para cada n ∈ N, µ(γ(rn)) = rn,

(ii) Para cualesquieram,n ∈ N, γ(rn) ⊂ γ(rm) siempre que rn < rm.

(Paso Base) Defínanse γ(r1) = K y γ(r2) = L. Es claro que γ restringida a {r1, r2}
cumple las propiedades (i) y (ii).

(Paso Recursivo) Supóngase que se ha definido γ en R = {r1, . . . , rn} para n ≥ 2.
Nótese que r1 6= rn+1 6= r2 por lo cual r1 < rn+1 < r2. Así, es posible hallar rN , rM ∈ R
tales que rN = máx{rk ∈ R | rk < rn+1} y rM = mı́n{rk ∈ R |rk > rn+1}. Dado que
rN < rn+1 < rM y la función γ definida en R satisface (i) y (ii) se tiene que

γ(rN) ⊂ γ(rM) y µ(γ(rN)) < rn+1 < µ(γ(rM)).

Por el Lema 2.56 existe B ∈ C(X) tal que γ(rN) ⊂ B ⊂ γ(rM) y µ(B) = rn+1.
Claramente, si se define γ(rn+1) = B se verifica que µ(γ(rn+1)) = rn+1. Además, para
cada k entre 1 y n ocurre que rk < rn+1 o bien rk > rn+1. En el primer caso se tiene
que rk ≤ rN y por tanto γ(rk) ⊆ γ(rN) ⊂ γ(rn+1). En el segundo caso, rM ≤ rk y así
γ(rn+1) ⊂ γ(rM) ⊆ γ(rk). Esto demuestra que la función γ definida en {r1, . . . , rn+1}
también satisface (i) y (ii).

Obsérvese que la condición (i) es equivalente a que µγ = id D mientras que la
condición (ii) equivale a que la función γ : (D,≤) → (C(X),⊆) sea estrictamente
creciente. Dado que (D,≤) es un conjunto linealmente ordenado entonces la imagen
(γ[D],⊆) también es un conjunto linealmente ordenado. Del Lema 2.42 se deduce que
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la colección A = clC(X) γ[D] ⊆ cl2X γ[D] se encuentra linealmente ordenada por la
relación de inclusión. Además, µ : C(X) → J es una función cerrada así que,

µ[A] = µ[clC(X) γ[D]] = clJ µ[γ[D]] = clJ D = [µ(K), µ(L)].

Por tanto, si F es el subespacio de C(X) inducido sobre A, Y es el subespacio de J
inducido sobre el intervalo Y = [µ(K), µ(L)] e ı : F ↪→ C(X) y  : Y ↪→ J son las
funciones inclusión respectivas entonces existe una función continua y suprayectiva
λ : F → Y que hace conmutativo el siguiente diagrama:

..F.

C(X)

.

J

. Y.
λ

.

µ

.

ı

.


µ ◦ ı =  ◦λ.

Como λ es una restricción de µ : (C(X),⊆) → (J,≤) que es una función estrictamente
creciente (Observación 2.52 (1)) entonces λ : (A,⊆) → (Y,≤) también es una función
estrictamente creciente. Ya que (F,⊆) es un conjunto linealmente ordenado se deduce
que λ es una función inyectiva y por lo tanto λ : F → Y es un homeomorfismo entre
espacios Hausdorff compactos. Considérese la función continua ϕ : I → Y dada por,

∀t ∈ I : ϕ(t) = µ(K) + t(µ(L)− µ(K)).

De esta forma la función α = ıλ−1ϕ : I → C(X) es continua. Más aún, ocurre que
α : (I,≤) → (C(X),⊆) es una función estrictamente creciente por ser composición de
funciones estrictamente crecientes. Dado queK,L ∈ γ[D] ⊆ A, λ(K) = µ(K) = ϕ(0)
y λ(L) = µ(L) = ϕ(1) entonces α(0) = λ−1(ϕ(0)) = K y α(1) = λ−1(ϕ(1)) = L.
Esto demuestra que α : I → C(X) es un arco ordenado desde K hasta L. �

2.58 Corolario. Sean X un continuo no degenerado y K ∈ C(X). Para cada p ∈ K
existe un arco ordenado α : I → C(X) que va desde {p} hasta X pasando por K .

Demostración. SiK = {p} oK = X pues basta aplicar el Teorema 2.57. Así, supóngase
que {x} ⊂ K ⊂ X . Elíjanse dos arcos ordenados α1, α2 : I → C(X) que vayan desde
{p} hasta K y desde K hasta X , respectivamente. Dado que α1(1) = K = α2(0), es
posible definir un función continua α : I → C(X) como:

∀t ∈ I : α(t) =

{
α1(2t) si t ≤ 1

2
,

α2(2t− 1) si t ≥ 1
2
.

Obsérvese que α(0) = {p}, α(1
2
) = K y α(1) = X . Dados s, t ∈ I con s < ocurre que:

(i) Si t ≤ 1
2
entonces 0 ≤ 2s < 2t ≤ 1 así que

α(s) = α1(2s) ⊂ α1(2t) = α(t).
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(ii) Si s < 1
2
< t entonces 2s < 1 y 0 < 2t− 1 por lo cual

α(s) = α1(2s) ⊂ α1(1) = K = α2(0) ⊂ α2(2t− 1) = α(t).

(iii) Si 1
2
≤ s entonces 0 ≤ 2s− 1 < 2t− 1 ≤ 1 y por tanto

α(s) = α2(2s− 1) ⊂ α2(2t− 1) = α(t).

Esto demuestra que α : I → C(X) es un arco ordenado que va desde {p} hasta X
pasando por K . �

2.59 TEOREMA. El hiperespacio de subcontinuos de un continuo siempre es un
continuo arco conexo.

Demostración. Sea X un continuo. Por el Teorema 2.32 y la Proposición 2.47, C(X) es
un subespacio cerrado del continuo 2X así que resta verificar queC(X) es arco conexo.
Debido al Teorema 1.37, bastará demostrar queC(X) es conexo por trayectorias, para lo
cual se aplicará la Proposición 1.34 (a). SiK ∈ C(X) yK 6= X entonces el Teorema 2.57
afirma la existencia de un arco ordenado αK : I → C(X) de K a X . Si se define
αX : I → C(X) como la función constante X entonces, para cualquier K ∈ C(X),
αK : I → C(X) parametriza una trayectoria de K a X en C(X). De esta manera,
dados K,L ∈ C(X) se tiene αK(1) = αL(1) = X y por tanto es posible definir una
función continua α : I → C(X) como:

∀t ∈ I : α(t) =

{
αK(2t) si t ≤ 1

2
,

αL(2− 2t) si t ≥ 1
2
.

Obsérvese que α(0) = αK(0) = K y α(1) = αL(0) = L, así que α : I → C(X) es la
parametrización de una trayectoria en C(X) que va de K a L. �

2.60 Lema. Sean X un continuo T2 y µ : C(X) → J una función de Whitney. Para
cada ε > 0 existe δ > 0 de manera que si K,L ∈ C(X), K ⊆ L y µ(L) − µ(K) < δ
entonces Hd(K,L) < ε.

Demostración. Defínase F = {(K,L) ∈ C(X) × C(X) | K ⊆ L y Hd(K,L) ≥ ε} y
considérese la función continua ϕ : C(X)×C(X) → J dada por:

∀K,L ∈ C(X) : ϕ(K,L) = |µ(K)− µ(L)|.

Nótese que F es un conjunto cerrado en C(X) × C(X). Además, dado (K,L) ∈ F

se tiene que K ⊂ L por lo cual µ(K) < µ(L) y ϕ(K,L) > 0. De esta manera, si
δ = mı́nϕ[F ] entonces δ > 0. De aquí que para cualesquieraK,L ∈ C(X) conK ⊆ L
y ϕ(K,L) = µ(L)−µ(K) < δ debe ocurrir que (K,L) /∈ F, esto es,Hd(K,L) < ε. �

2.61 TEOREMA. Un continuo es localmente conexo cuando y solamente cuando su
hiperespacio de subcontinuos es localmente conexo.
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Demostración. Sea X un continuo y supóngase que X es localmente conexo. Para
probar queC(X) es localmente conexo se aplicarán el Teorema 1.17 y la Proposición 1.21.
Dado ε > 0 y K ∈ C(X) elíjase p ∈ K . Como X es localmente conexo en p existe
L ∈ C(X) y 0 < δ ≤ ε de manera que BX(p, δ) ⊆ L ⊆ BX(p, ε). Si B ∈ C(X)
y Hd(K,B) < δ entonces, para p ∈ K , existe q ∈ B tal que d(p, q) < δ lo cual
implica que q ∈ BX(p, δ) ⊆ L y B ∩ L 6= ∅. Más aún, p ∈ K ∩ L así que L
intersecta a K y a B y por tanto K ∪ L ∪ B ∈ C(X). Nótese que B ⊆ Nd(K, ε)
y L ⊆ BX(p, ε) ⊆ Nd(K, ε) así que K ∪ L ∪ B ⊆ Nd(K, ε). Se eligen dos arcos
ordenados α, β : I → C(X) que vayan desde K hasta K ∪ L ∪ B y desde B hasta
K ∪ L ∪ B respectivamente (en caso de que K = K ∪ L ∪ B o B = K ∪ L ∪ B se
toman funciones constantes). Claramente, C = α[I]∪ β[I] es un subcontinuo deC(X)
con K,B ∈ C. Además, para cada C ∈ C, ocurre que C ⊆ K ∪ L ∪ B ⊆ Nd(K, ε).
Si C ∈ α[I] entonces K ⊆ C así que K ⊆ Nd(C, ε) y si C ∈ β[I] entonces B ⊆ C y
K ⊆ Nd(B, ε) ⊆ Nd(C, ε). Esto implica que Hd(K,C) < ε, para todo C ∈ C. De aquí
que, para cada B ∈ C(X) con Hd(K,B) < δ, existe un conjunto C conexo en C(X)
tal que C ⊆ BC(X)(K, ε). Se deduce que C(X) es conexo en pequeño en el punto K ,
para cada K ∈ C(X). En consecuencia, C(X) es localmente conexo.
Ahora se supondrá que C(X) es localmente conexo. Dados x ∈ X y ε > 0 es

posible hallar un subcontinuo de C(X), llámese C, y un número δ > 0 de manera
que BC(X)({x}, δ) ⊆ C ⊆ BC(X)({x}, ε). Nótese que, por el Lema 2.50, C =

∪
C es

un subcontinuo de X . Además, BX(x, δ) ⊆ C ⊆ BX(x, ε) pues, para cada y ∈ X ,
d(x, y) = Hd({x}, {y}). De lo anterior se deduce que, para cada x ∈ X , X es conexo
en pequeño en el punto x y, por tanto,X es localmente conexo. �

2.62 Lema. Sean X un continuo y µ : C(X) → J una función de Whitney. Si x ∈ X ,
M ∈ C(X) y x ∈M entonces, para cada t ∈ J , es posible hallarN ∈ C(X) de manera
que µ(N) = t, x ∈ N y

M ⊆ N o N ⊆M.

Demostración. Por el Corolario 2.58, existe un arco ordenado α : I → C(X) que va
desde {x} hasta X pasando porM . Nótese que

µα(0) = µ({x}) = 0 ≤ t ≤ 1 = µ(X) = µα(1)

Dado que la función µα : I → I es continua, el Teorema del Valor Intermedio asegura
que existe t0 ∈ I tal que µα(t0) = t. Haciendo N = α(t0) ocurre que µ(N) = t y
x ∈ N . Además, como los conjuntosM y N pertenecen a la imagen de α se sigue de la
Observación 2.55 (1) queM ⊆ N o N ⊆M . �

2.63 TEOREMA. El hiperespacio de subcontinuos de un continuo localmente conexo
es contráctil.

Demostración. Sea X un continuo localmente conexo. Nótese que si X consta de un
único punto entonces el resultado se sigue inmediatamente. Así, se supondrá queX es
no degenerado. Por el Teorema 2.53 y la Observación 2.52 (3) se puede elegir una función
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de Whitney µ : C(X) → I de manera que µ(X) = 1. Defínase G : X × I → 2C(X)

como:
∀x ∈ X, t ∈ I : G(x, t) = {K ∈ C(X) | x ∈ K y µ(K) = t}.

Del Lema 2.62 se puede deducir que, para cada x ∈ X y t ∈ I , el conjunto G(x, t)
es no vacío y cerrado en C(X), esto es, G(x, t) ∈ 2C(X). Ahora, se demostrará que
la función G : X × I → 2C(X) es continua. Considérense x ∈ X , t ∈ I y ε > 0.
Por el Lema 2.60 existe η > 0 de manera que, si K,L ∈ C(X) entonces K ⊆ L y
µ(L)−µ(K) < η implicanHd(K,L) < ε/2. Luego, comoµ : C(X) → I es una función
uniformemente continua, existe ξ > 0 de manera que, para cualesquieraK,L ∈ C(X),
Hd(K,L) < ξ implica |µ(K) − µ(L)| < η/2. Defínase γ = mı́n{ξ, ε/2}. Debido a la
conexidad local deX y a la Proposición 1.21 es posible tomar B ∈ C(X) y 0 < δ < γ/2
tales que BX(x, δ) ⊆ B ⊆ BX(x, γ/2). Dados y ∈ X , s ∈ I con d(x, y) < δ y
|t− s| < η/2 se observa lo siguiente:

(i) Para cada K ∈ G(y, s) ocurre que y ∈ B ∩ K pues y ∈ BX(x, δ) ⊆ B. De esta
manera, B ∪K ∈ C(X) y x ∈ B ∪K así que existe L ∈ G(x, t) tal que L ⊆ B ∪K
o B ∪ K ⊆ L. Además, B ⊆ BX(y, γ) pues B ⊆ BX(x, γ/2) y d(x, y) < δ < γ/2.
Por tanto B ∪K ⊆ Nd(K, γ), Hd(K,B ∪K) < γ ≤ ξ y así µ(B ∪K)− µ(K) < η/2.
Se sigue que

|µ(B ∪K)− µ(L)| ≤ |µ(B ∪K)− µ(K)|+ |µ(K)− µ(L)|
=(µ(B ∪K)− µ(K)) + |s− t| < η/2 + η/2 = η.

Como los conjuntos B ∪ K y L son comparables respecto a la relación de inclusión
ocurre que Hd(B ∪K,L) < ε/2. De aquí que

Hd(K,L) ≤ Hd(K,B ∪K) +Hd(B ∪K,L) < γ + ε/2 ≤ ε/2 + ε/2 = ε.

Esto prueba que para todo K ∈ G(y, s) existe L ∈ G(x, t) tal que Hd(K,L) < ε.

(ii) Se considera L ∈ G(x, t). Nótese que B ∪ L ∈ C(X) pues x ∈ B ∩ L. Como
y ∈ B ∪ L se puede hallar K ∈ G(y, s) tal que K ⊆ B ∪ L o B ∪ L ⊆ K . Debido a
que B ⊆ BX(x, γ/2) se sigue que B ∪ L ⊆ Nd(L, γ) y Hd(L,B ∪ L) < γ ≤ ξ. Así,
µ(B ∪ L)− µ(L) < η/2 y en consecuencia

|µ(B ∪ L)− µ(K)| ≤|µ(B ∪ L)− µ(L)|+ |µ(L)− µ(K)|
=(µ(B ∪ L)− µ(L)) + |t− s| < η/2 + η/2 = η.

Dado que B ∪ L y K son conjuntos comparables respecto a la inclusión se sigue que
Hd(B ∪ L,K) < ε/2. Por tanto, ocurre que

Hd(L,K) ≤ Hd(L,B ∪ L) +Hd(B ∪ L,K) < γ + ε/2 ≤ ε/2 + ε/2 = ε.

De aquí que para cada L ∈ G(x, t) existe K ∈ G(y, s) tal que Hd(L,K) < ε.

Se deduce de los incisos (i) y (ii) que bajo la métrica de Hausdorff para 2C(X) inducida
por Hd los conjuntos G(x, t) y G(y, s) distan entre sí en menos que ε > 0 siempre que
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d(x, y) < δ y |t−s| < η/2. Esto implica que la funciónG : X×I → 2C(X) es continua.
Ahora, por la Proposición 2.39, el conjunto

∪
G(x, t) es cerrado en X para cada x ∈ X

y t ∈ I . Además,
∪
G(x, t) es un conjunto conexo enX por ser la unión de una familia

de conjuntos conexos en X cuya intersección es no vacía. Por tanto, es posible definir
una función continua g : X × I → C(X) de manera que,

∀x ∈ X, t ∈ I : g(x, t) =
∪

G(x, t).

Finalmente, se define H : C(X)× I → C(X) como,

∀K ∈ C(X), t ∈ I : H(K, t) =
∪
x∈K

g(x, t) =
∪

g[K × {t}].

Se verifica que H(K, t) es un subcontinuo deX por ser la unión de un subcontinuo de
C(X). Además, las Proposiciones 2.37, 2.33 y 2.39 implican queH : C(X)×I → C(X)
es una homotopía. Finalmente, nótese que para cada x ∈ X ,

g(x, 0) =
∪

G(x, 0) =
∪

{{x}} = {x} y g(x, 1) =
∪

G(x, 1) =
∪

{X} = X.

Esto implica que, para cada K ∈ C(X),

H(K, 0) =
∪
x∈K

g(x, 0) =
∪
x∈K

{x} = K y H(K, 1) =
∪
x∈K

g(x, 1) =
∪
x∈K

X = X.

De esta forma, id C(X) : C(X) → C(X) es una función inesencial y por tanto el
hiperespacio C(X) es contráctil. �

2.64 TEOREMA. El hiperespacio de subcontinuos de un continuo es contráctil respecto
de cualquier ANR.

Demostración. SeanX un continuo,Z unANR y f : C(X) → Z una función continua.
El Teorema 1.28 afirma la existencia de un continuoY y de una sucesión anidada (Xn)n∈N
formada por subcontinuos localmente conexos de Y , tales queX es subespacio de Y y
X =

∩∞
n=1Xn. Para cada n ∈ N nómbrese Xn al subespacio de Y inducido sobre Xn.

Dado queZ es un ANR yC(X) es un subespacio cerrado deC(Y ) existe un subespacio
abierto deC(Y ) que contiene aC(X), nómbrese X̃ , y existe una función F̃ : X̃ → Z
que extiende continuamente a f : C(X) → Z . Nótese que, por la Observación 2.46 (3),
(C(Xn))n∈N es una sucesión anidada de conjuntos cerrados en C(Y ) de manera que
C(X) =

∩∞
n=1C(Xn) ⊆ X̃ . Ya que el conjunto X̃ es abierto en CCY se puede hallar

m ∈ N tal que C(Xm) ⊆ X̃ . Por tanto, se tiene el siguiente diagrama conmutativo de
funciones inclusión:

..

X̃

.C(X). C(Xm).



.
ı

.

k k ◦ ı = .
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Debido al Teorema 2.63 y a la Proposición 1.86, C(Xm) es contráctil respecto de Z así
que la función F : C(Xm) → Z , definida como F = F̃ ◦ k, es inesencial. Obsérvese
que

Fı = (F̃ k)ı = F̃ (kı) = F̃  = f,

y así, se sigue del Corolario 1.73 que f : C(X) → Z es una función inesencial. En
consecuencia C(X) es contráctil respecto de Z . �

2.65 Corolario. El hiperespacio de subcontinuos de un continuo es unicoherente.

Demostración. Aplíquense los Teoremas 2.64 y 1.89. �
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Capítulo 3

Funciones de Whitney

§1 Similitudes
3.1 Definición. Sean X un espacio metrizable, Y y Z subespacios cerrados de X y d
una métrica admisible para X . Una función ρ : Y → Z es una similitud o semejanza
respecto de d si para algún λ > 0 se cumple la siguiente condición de semejanza:

∀x, y ∈ Y : d(ρ(x), ρ(y)) = λd(x, y).

El número λ es nombrado razón de semejanza de ρ respecto de d.

3.2 Observación. (1) Debido a la condición de semejanza, si ρ : Y → Z es una similitud
respecto de alguna métrica entonces ρ : Y → Z es una función continua.
(2) Sea ρ : Y → Z una similitud respecto de d con razón de semejanza λ > 0. Para
cualesquiera x, y ∈ Y con x 6= y se tiene que d(ρ(x), ρ(y)) = λd(x, y) > 0, esto es,
ρ(x) 6= ρ(y). Por lo tanto, toda similitud es una función inyectiva.

(3) Supóngase que Y es un espacio con más de un punto y elíjanse p, q ∈ Y con p 6= q.
Si λ y λ′ son razones de semejanza respecto de d para la similitud ρ : Y → Z entonces
λd(p, q) = d(ρ(p), ρ(q)) = λ′d(p, q). Como d(p, q) > 0 se sigue que λ = λ′. Así, cuando
Y es no degenerado, ρ : Y → Z posee una única razón de semejanza respecto de d.

3.3 Definición. Sean X un continuo y d una métrica admisible para X . Una función
de Whitney µ : C(X) → J es invariante bajo semejanzas respecto de d si siempre que
ρ : Y → Z sea una similitud respecto de d entre subespacios cerrados deX con razón
de semejanza λ > 0 y K ∈ C(Y ) se tiene que µ(ρ[K]) = λµ(K).

3.4 TEOREMA. Si X es un continuo y d es una métrica admisible para X entonces
existe una función de Whitney que es invariante bajo similitudes respecto de d.

Demostración. Es claro que d es una métrica acotada así que se supondrá, sin perder
generalidad alguna, que d es acotada por 1. Nótese que, para cada n ∈ N, Fn(X) es un
espacio compacto y metrizable ya que es un subespacio cerrado de 2X . Considérese la
función ξn : Xn → Fn(X) definida en el Teorema 2.19 como:

∀x1, . . . , xn ∈ X : ξn(x1, . . . , xn) = {x1, . . . , xn}.

55
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Claramente, para todo K ∈ C(X), Kn es un subcontinuo de Xn así que se puede
definir una función continua Ωn : C(X) → C(Fn(X)) de la siguiente manera:

∀K ∈ C(X) : Ωn(K) = ξn[K
n] = [K]≤n.

Ahora, sea r : F (X) → I la función dada por:

∀Λ ∈ F (X) : r(Λ) =

{
mı́n{d(x, y) |x, y ∈ Λ y x 6= y} si |Λ| > 1,

1 si |Λ| = 1.

Para cada n ∈ N con n ≥ n se define ϕn : Fn(X) → I como:

∀Λ ∈ Fn(X) : ϕn(Λ) =

{
r(Λ) si |Λ| = n,

0 si |Λ| < n.

Se demostrará que esta función es continua. Considérese Λ ∈ Fn(X) y una sucesión
(Λn)n∈N que converge a Λ en Fn(X). Se define δ = mı́n{r(Λ), ε}/2 > 0 y se elige
M ∈ N tal queHd(Λm,Λ) < δ para cadam ∈ N conm ≥M . Se consideran dos casos:

(i) Supóngase que |Λ| = n. Para cada x ∈ Λ y m ≥ M se escoge λm(x) ∈ Λm de
manera que d(x, λm(x)) < δ ≤ r(Λ)/2. Dados x, y ∈ Λ con x 6= y se tiene que:

d(λm(x), λm(y)) ≥ d(x, y)− d(x, λm(x))− d(y, λm(y)) > r(Λ)− r(Λ)

2
− r(Λ)

2
= 0,

esto es, λm(x) 6= λm(y). De aquí que la función λm : Λ → Λm es inyectiva. Como
|Λm| ≤ n = |Λ| se sigue que λm es una biyección. Por lo tanto, |Λm| = n para cada
m ∈ N con m ≥ M . Ahora, para cualesquiera x, y ∈ Λ con x 6= y se tiene que
λm(x) 6= λm(y) por lo cual

d(x, y) ≥ d(λm(x), λm(y))− d(x, λm(x))− d(y, λm(y)) > r(Λm)− ε.

Así, r(Λ) > r(Λm)−ε lo cual implica que r(Λm) < r(Λ)+ε. Análogamente, si x, y ∈ Λm

y x 6= y entonces λ−1
m (x) 6= λ−1

m (y) por lo cual

d(x, y) ≥ d(λ−1
m (x), λ−1

m (y))− d(x, λ−1
m (x))− d(y, λ−1

m (y)) > r(Λ)− ε.

De esta manera, r(Λ) − ε < r(Λm) < r(Λ) + ε, es decir, |r(Λm) − r(Λ)| < ε. Por lo
tanto, para cadam ∈ N conm ≥M se tiene que

|ϕn(Λm)− ϕn(Λ)| = |r(Λm)− r(Λ)| < ε.

(ii) Supóngase que |Λ| < n y seam ∈ N conm ≥M . Es claro que, si |Λm| < n entonces
|ϕn(Λm) − ϕn(Λ)| = 0 < ε así que se considera el caso en que |Λm| = n. Dado que
Hd(Λm,Λ) < δ, para cada x ∈ Λm se puede hallar y ∈ Λ tal que d(x, y) < δ. Si y′ ∈ Λ
también cumple que d(x, y′) < δ entonces

d(y, y′) ≤ d(x, y) + d(x, y′) < 2δ ≤ r(Λ),
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lo cual implica que y = y′. Por tanto, existe un único elemento en Λ que cumple es-
ta propiedad; desígnese por λm(x). Además, para cada y ∈ Λ existe x ∈ Λm tal que
d(x, y) < δ, esto es, y = λm(x). De aquí que la función λm : Λm → Λ es suprayectiva.
Dado que |Λ| < n = |Λm| no puede ocurrir que la función λm sea inyectiva así que
existen x, x′ ∈ Λm de tal suerte que x 6= x′ y λm(x) = λm(x

′). Se deduce que

r(Λm) ≤ d(x, x′) ≤ d(x, λm(x)) + d(x′, λm(x
′)) < 2δ ≤ ε.

Por tanto, |ϕn(Λm)− ϕn(Λ)| = r(Λm) < ε siempre quem ∈ N,m ≥M y |Λm| = n.

De los incisos (i) y (ii) se concluye queϕn : Fn(X) → I es una función continua para
cada n ∈ N con n ≥ 2. Luego, se puede definir una función continua µ̂n : C(X) → I
como:

∀K ∈ C(X) : µ̂n(K) = máx{ϕn(Λ) |Λ ∈ [K]≤n} = máxϕn[Ωn(K)].

Nótese que, para cada K ∈ C(X), {ϕn(Λ) |Λ ∈ [K]≤n} = {r(Λ) |Λ ∈ [K]n} ∪ {0}
así que, si K es no degenerado entonces µ̂n(K) = máx{r(Λ) |Λ ∈ [K]n}. Ahora, se
aplica el Criterio M de Weierstrass [1, Teorema 10.5] para definir la función continua
µ̂ : C(X) → I dada por:

∀K ∈ C(X) : µ̂(K) =
∞∑
n=2

µ̂n(K)

2n
.

Se tienen las siguientes observaciones:

(i′) Para cada x ∈ X y n ∈ N con n ≥ 2 se tiene que Ωn({x}) = [{x}]≤n = {{x}}. De
esta manera µ̂n({x}) = máxϕn[{{x}}] = máx{ϕn({x})} = 0. En consecuencia, cada
uno de los sumandos de la serie

∑ µ̂n({x})
2n

es nulo y, por tanto, µ̂({x}) = 0.

(ii′) Dados n ∈ N con n ≥ 2 y K,L ∈ C(X) con K ⊂ L se tiene que Ωn(K) =
[K]≤n ⊆ [L]≤n = Ωn(L) así que µ̂n(K) = máxϕn[Ωn(K)] ≤ máxϕn[Ωn(L)] = µ̂n(L).
Por tanto, para probar que µ̂(K)) < µ̂(L) bastará con verificar que µ̂m(K) < µ̂m(L)
para algúnm ∈ N. Nótese que, para cada Λ ∈ [L]2, r(Λ) = d(x, y) donde x y y son los
únicos elementos de Λ. Como L es no degenerado se tiene que

µ̂2(L) = máx{r(Λ) |Λ ∈ [L]2} = máx{d(x, y) |x, y ∈ L} = diamX L.

De esta forma, si K es un singular se tiene que µ̂2(K) = 0 < diamX L = µ̂2(L).
Supóngase ahora que K también es no degenerado; se elige p ∈ L r K y se define
ε = d(p,K) > 0. Considérese el conjunto

A = {s ∈ N | Para cada Λ ∈ [K]s existen x, y ∈ Λ tales que x 6= y y d(x, y) < ε}.

Dado que K es un conjunto compacto en X existen x1, . . . , xk ∈ K de manera que
K ⊆

∪k
i=1BX(xi, ε/2). Obsérvese que, si Γ ∈ [K]k+1 entonces necesariamente existen

x, y ∈ K con x 6= y e i entre 1 y k tales que x, y ∈ BX(xi, ε/2). De la desigualdad
triangular se sigue que d(x, y) < ε. Esto implica que k + 1 ∈ A y A 6= ∅. Nótese que
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1 /∈ A pues si se toma cualquier Λ ∈ [K]1 entonces no se pueden hallar x, y ∈ Λ tales
que x 6= y. Por tanto, m = mı́nA ≥ 2. Así, como m − 1 /∈ A existe Γ ∈ [K]m−1 de
manera que, para cualesquiera x, y ∈ X con x 6= y se tiene que d(x, y) ≥ ε. Defínase
Γ′ = Γ ∪ {p} ∈ [L]m. Si x, y ∈ Γ′ y x 6= y entonces se presentan dos posibilidades.
Cuando x = p y y ∈ Γ se tiene que d(x, y) ≥ d(p,K) = ε. En cambio, cuando x, y ∈ Γ
ocurre que d(x, y) ≥ ε. De aquí que r(Γ′) ≥ ε. Sin embargo, como m = mı́nA, para
cada Λ ∈ [K]m existen x, y ∈ Λ con x 6= y tales que d(x, y) < ε lo cual implica que
r(Λ) < ε. En consecuencia,

µ̂m(K) = máx{r(Λ) |Λ ∈ [K]m} < ε ≤ r(Λ′) ≤ máx{r(Λ) |Λ ∈ [L]m} = µ̂m(L),

que es lo que se quería demostrar.

Conclúyase de los incisos (i′) y (ii′) que µ̂ : C(X) → I es un función de Whitney.
Finalmente, considérense Y y Z , subespacios cerados de X , para los cuales exista un
similitud ρ : Y → Z respecto de d cuya razón de semejanza es λ > 0. Si K ∈ C(Y )
entonces, para cada n ∈ N con n ≥ 2, se tiene que [ρ[K]]n = {ρ[Λ] |Λ ∈ [K]n].Además,
debido a la Observación 3.2 (2), para cualesquiera Λ ∈ [K]n y x, y ∈ Λ ocurre que x 6= y
si y sólo si ρ(x) 6= ρ(y). Así,

r(ρ[Λ]) =mı́n{d(ρ(x), ρ(y)) |x, y ∈ Λ y x 6= y} = mı́n{λd(x, y) | x, y ∈ Λ y x 6= y}
=λr(Λ).

De esta manera, para cada n ∈ N con n ≥ 2,

µ̂n(ρ[K]) = máx{r(ρ[Λ]) |Λ ∈ [K]n} = máx{λr(Λ) |Λ ∈ [K]n} = λµ̂n(K).

Por lo tanto,

µ̂(ρ[K]) =
∞∑
n=2

µ̂n(ρ[K])

2n
=

∞∑
n=2

λµ̂n(K)

2n
= λ

∞∑
n=2

µ̂n(K)

2n
= λµ̂(K).

Esto demuestra que µ̂ : C(X) → I es invariante bajo semejanzas respecto de d. �

§2 Puntos medios
3.5 Definición. Si X es un espacio topológico T1 se definen los siguientes conjuntos

A(X) = {K ∈ C(X) |K es un arco en X} y M(X) = F1(X) ∪ A(X).

Se denominarán hiperespacios de arcos deX e hiperespacio de arcos y puntos deX a los
subespacios deC(X) inducidos sobre A(X) yM(X) respectivamente. Se empleará la
notación en negritas A(X) yM(X) para denotar a estos hiperespacios.

3.6 Observación. Si K ∈ M(X) entonces K es un punto o un arco en X y cualquier
otro subcontinuo de X contenido en K es un punto o un arco en X .
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3.7 Proposición. Si X es un arco entonces M(X) = C(X).

Demostración. Nótese que la proposición es verdadera para el arco I ya que todos sus
subcontinuos son intervalos cerrados y acotados, es decir, son puntos o arcos en I . Dado
que cualquier subcontinuo deX es homeomorfo a algún subcontinuo de I se sigue que
los subcontinuos de X son puntos o arcos en X . Por lo tanto,M(X) = C(X). �

3.8 Proposición. SeanX y Y continuos. Dada una inmersión cualquiera ϕ : Y ↪→ X ,
la restricción de la función C(ϕ) : C(Y ) → C(X) a M(Y ), la cual se denotará por
M(ϕ) : M(Y ) ↪→ M(X), es una inmersión que se denomina inmersión inducida por
ϕ : Y ↪→ X a los hiperespacios de arcos y puntos. Además, M(ϕ) : M(Y ) → M(X)
es un homeomorfismo cuando ϕ : Y → X es un homeomorfismo.

Demostración. Obsérvese que si L es un punto o un arco en Y entonces ϕ[L] es un
punto o un arco en X , es decir, C(ϕ)(L) ∈ M(X) siempre que L ∈ M(Y ). Por lo
tanto, existe una única función continua M(ϕ) : M(Y ) → M(Y ) de manera que el
siguiente diagrama conmuta:

..M(Y ).

C(Y )

.

C(X)

. M(X).
M(ϕ)

.

C(ϕ)

.

k̃

.

k C(ϕ) ◦ k̃ = k ◦M(ϕ).

donde k : M(X) ↪→ C(X) y k̃ : M(Y ) ↪→ C(Y ) son las respectivas funciones
inclusión. Nótese que M(ϕ) : M(Y ) ↪→ M(X) es una inmersión por ser restricción
de C(ϕ) : C(Y ) ↪→ C(X) que es una inmersión. Finalmente, si ϕ : Y → X es
un homeomorfismo entonces, para cada K ∈ M(X), se tiene que ϕ−1[K] ∈ M(Y ) y
M(ϕ)(ϕ−1[K]) = ϕ[ϕ−1[K]] = K . Así, la inmersión M(ϕ) : M(Y ) → M(X) es
suprayectiva y, por lo tanto, es un homeomorfismo. �

3.9 Definición. Dado un arcoX se dirá que un punto p ∈ X es punto extremo deX si
existe un homeomorfismo h : I → X tal que p = h(0).

3.10 Observación. Si p es un punto extremo de X entonces X r {p} es un conjunto
conexo en X pues existe un homeomorfismo h : I → X tal que X r {p} = h[(0, 1]].

3.11 Proposición. Todo arco posee dos únicos puntos extremos.

Demostración. Sea X un arco cualquiera y elíjase un homeomorfismo h : I → X .
Es claro que h(0) es un punto extremo de X . Luego, se considera el homeomorfismo
h′ : I → X dado por h′(t) = h(1 − t) , para cada t ∈ I . Así, h′(0) = h(1) también
es un punto extremo. Obsérvese que, para todo t ∈ (0, 1), X r {h(t)} es un conjunto
disconexo en X pues X r {h(t)} = h[[0, t)] ∪ h[(t, 1]], donde h[[0, t)] y h[(t, 1]] son
conjuntos ajenos, no vacíos y abiertos en X . Se sigue de la Observación 3.10 que h(t)
no puede ser un punto extremo de X . Por lo tanto, h(0) y h(1) son los únicos puntos
extremos de X . �
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3.12Observación. La Proposición 3.11 no sólo asegura la existencia de dos únicos puntos
extremos sino que también indica cómo hallarlos: dado un homeomorfismo h : I → X ,
p = h(0) y q = h(1) son los puntos extremos del arcoX . Más aún, p y q son los únicos
puntos tales que X r {p}, X r {q} y X r {p, q} son conjuntos conexos en X .

3.13 Lema. SeanX un arco y p un punto extremo deX . SiK,L ∈ C(X) y p ∈ K ∩L
entonces K ⊆ L o L ⊆ K .

Demostración. Elíjase un homeomorfismo h : I → X tal que h(0) = p. Si se definen
K ′ = h−1[K] y L′ = h−1[L] entonces K ′, L′ ∈ C(I) y 0 ∈ K ′ ∩ L′. Por lo tanto,
haciendo a = máxK ′ y b = máxL′ se tiene que K ′ = [0, a] y L′ = [0, b]. Suponiendo
que L * K ocurre que L′ * K ′, esto es, existe t ∈ I tal que a < t ≤ b. De aquí se sigue
K ′ = [0, a] ⊂ [0, b] = L′ y asíK = h[K ′] ⊂ h[L′] = L. Esto demuestra el resultado. �

3.14 Lema. Sea X un arco con puntos extremos p y q. Si K ∈ C(X) y p, q ∈ K
entonces K = X .

Demostración. Debido a la Observación 3.12, existe un homeomorfismo h : I → X de
manera que h(0) = p y h(1) = q. Así, como 0, 1,∈ h−1[K] se sigue que h−1[K] = [0, 1]
y, por lo tanto,K = h[[0, 1]] = X . �

3.15 Definición. SeanX un continuo y µ : C(X) → J una función deWhitney. Dados
L ∈ M(X) y x ∈ X se dirá que x es punto medio de L respecto de µ si es posible hallar
L1, L2 ∈ C(X) tales que L = L1 ∪ L2, L1 ∩ L2 = {x} y µ(L1) = µ(L2).

3.16 Observación. (1) Si x es punto medio de L respecto de µ entonces x ∈ L.
(2) Para cada x ∈ X se tiene que x es punto medio de {x} respecto de cualquier función
de Whitney µ : C(X) → J .

3.17 TEOREMA. Si µ : C(I) → J es una función deWhitney entonces existe un punto
t0 ∈ I tal que µ([0, t0]) = µ([t0, 1]) y que es el único punto medio de I respecto de µ.

Demostración. Por el Lema 2.49 se puede definir una función continua f : I → R como:

∀t ∈ I : f(t) = µ([0, t])− µ([t, 1]).

Para cualesquiera s, t ∈ I con s < t se tiene que [0, s] ⊂ [0, t] y [t, 1] ⊂ [s, 1]. De aquí
que µ([0, s]) < µ([0, t]) y µ([t, 1]) < µ([s, 1]) lo cual implica que

f(s) = µ([0, s])− µ([s, 1]) < µ([0, t])− µ([t, 1]) = f(t),

es decir, f : (I,≤) → (R,≤) es una función estrictamente creciente. Obsérvese que
f(0) = µ({0}) − µ([0, 1]) = −µ(I) < 0 y f(1) = µ([0, 1]) − µ({1}) = µ(I) > 0.
Por el Teorema del Valor Intermedio existe un único t0 ∈ I tal que f(t0) = 0, esto es,
µ([0, t0]) = µ([t0, 1]). Haciendo L1 = [0, t0] y L2 = [t0, 1] se obtiene que I = L1 ∪ L2,
L1 ∩ L2 = {t0} y µ(L1) = µ(L2). Como consecuencia, t0 es un punto medio de I
respecto de µ. Ahora, supóngase que s0 ∈ I también es punto medio de I respecto de µ
y elíjanseM1,M2 ∈ C(I) tales que I =M1 ∪M2,M1 ∩M2 = {s0} y µ(M1) = µ(M2).
Además asúmase, sin pérdida de generalidad, que 0 ∈ M1. Nótese que M1 y M2 son
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distintos puesM1∪M2 = I 6= {s0} =M1∩M2. De esta manera, como µ(M1) = µ(M2),
M1 yM2 no son comparables bajo la inclusión. Por el Lema 3.13,M1 yM2 no pueden
contener a un mismo punto extremo de I . Dado que 0 ∈ M1 yM1 ∪M2 = I se sigue
que 1 ∈ M2. Definiendo a = máxM1 < 1 y b = mı́nM2 > 0 ocurre queM1 = [0, a]
y M2 = [b, 1]. Luego, como {s0} = M1 ∩ M2 = [0, a] ∩ [b, 1] = [b, a] se tiene que
a = b = s0. Así, f(s0) = µ([0, s0])− µ([s0, 1]) = µ(M1)− µ(M2) = 0, lo cual implica
que s0 = t0. Esto prueba la unicidad de t0 como punto medio de I respecto de µ. �

3.18 TEOREMA. SeanX un continuo y µ : C(X) → J una función de Whitney. Para
cada L ∈ M(X) existe un único punto p ∈ X que es punto medio de L respecto de µ.
Además, si L ∈ A(X) y a, b ∈ L son los puntos extremos de L en X entonces existen
L1, L2 ∈ A(X) tales que a y p son los puntos extremos de L1, b y p son los puntos
extremos de L2, L = L1 ∪ L2, L1 ∩ L2 = {p} y µ(L1) = µ(L2).

Demostración. Debido a laObservación 3.16 (2), el resultado es cierto cuandoL ∈ F1(X).
Por lo tanto, considérese L ∈ A(X). En dicho caso, es posible elegir una inmersión
ϕ : I ↪→ X tal que ϕ[I] = L. Más aún, por la Observación 3.12, se puede pedir que
ϕ(0) = a y ϕ(1) = b. De la Observación 2.52 (4) se sigue que µ̃ : C(I) → J , definida
como µ̃ = µ◦C(ϕ), es una función deWhitney. Aplicando el Teorema 3.17, existe t0 ∈ I
tal que t0 es el único punto medio de I respecto de µ̃ y µ̃([0, t0]) = µ̃([t0, 1]). Haciendo
p = ϕ(t0), L1 = ϕ[[0, t0]] y L2 = ϕ[[t0, 1]] se tiene que L1, L2 ∈ A(X), L = L1 ∪ L2,
L1 ∩ L2 = {p} y µ(L1) = µ̃([0, t0]) = µ̃([t0, 1]) = µ(L2). Esto implica que p es punto
medio de L respecto de µ. Además, a = ϕ(0) y p = ϕ(t0) son los puntos extremos de
L1 mientras que b = ϕ(1) y p = ϕ(t0) son los puntos extremos de L2.

Supóngase que q ∈ X también es punto medio de L respecto de µ, es decir, existen
K1, K2 ∈ C(X) tales que L = K1∪K2,K1∩K2 = {q} y µ(K1) = µ(K2). Si se definen
s0 = ϕ−1(q),M1 = ϕ−1[K] yM2 = ϕ−1[K2] entoncesM1,M2 ∈ C(I), I = M1 ∪M2,
M1 ∩M2 = {s0} y µ̃(M1) = µ(K1) = µ(K2) = µ̃(M2). De aquí que s0 es un punto
medio de I respecto de µ. Como t0 es el único punto medio de I respecto de µ se sigue
que s0 = t0 y q = ϕ(s0) = ϕ(t0) = p. Esto demuestra que L admite un único punto
medio respecto de µ. �

3.19 Definición. Dados un continuo X y una función de Whitney µ : C(X) → J es
posible definir una función Pµ : M(X) → X de manera que, para cada K ∈ M(X),
Pµ(K) es el único punto medio de K respecto de µ. A esta función se le nombrará
función punto medio respecto de µ.

3.20 Proposición. SeanX y Y continuos, µ : C(X) → J y µ̃ : C(Y ) → J̃ funciones
de Whitney, con J̃ subespacio de J y  : J̃ ↪→ J su respectiva función inclusión. Si
ϕ : Y ↪→ X es una inmersión que hace conmutar al siguiente diagrama:
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..C(Y ).

C(X)

.

J

. J̃.
µ̃

.

µ

.

C(ϕ)

.


µ ◦C(ϕ) =  ◦ µ̃.

entonces el siguiente diagrama también conmuta:

..M(Y ).

M(X)

.

X

. Y.
Pµ̃

.

Pµ

.

M(ϕ)

.

ϕ
Pµ ◦M(ϕ) = ϕ ◦Pµ̃.

Demostración. Para cada L ∈ M(Y ) existen L1, L2 ∈ C(Y ) tales que L = L1 ∪ L2,
L1 ∩L2 = {Pµ̃(L)} y µ̃(L1) = µ̃(L2). Así, ϕ[L1], ϕ[L2] ∈ C(X), ϕ[L] = ϕ[L1]∪ϕ[L2],
ϕ[L1] ∩ ϕ[L2] = {ϕ(Pµ̃(L))} y µ(ϕ[L1]) = µ̃(L1) = µ̃(L2) = µ(ϕ[L2]). Esto implica
que ϕ(Pµ̃(L)) es el punto medio de ϕ[L] respecto de µ, es decir, Pµ(ϕ[L]) = ϕ(Pµ̃(L)).
De aquí se concluye que Pµ ◦ M(ϕ) = ϕ ◦ Pµ̃. �

3.21 Corolario. Sean X un continuo y µ : C(X) → J una función de Whitney. Si Y
es un subcontinuo de X y µ̃ : C(Y ) → J̃ es la restricción de µ : C(X) → J a C(Y )
entonces Pµ̃ : M(Y ) → Y es la restricción de Pµ : M(X) → X aM(Y ).

3.22 Definición. Un continuo X tiene funciones punto medio continuas si para cada
función de Whitney µ : C(X) → J la función Pµ : M(X) → X es continua.

3.23 Proposición. Tener funciones punto medio continuas es una propiedad topológica
en la categoría MCon.

Demostración. Seaϕ : Y → X un homeomorfismo entre continuos y supóngase queY
tiene funciones punto medio continuas. Si µ : C(X) → J es una función de Whitney
entonces µ̃ : C(Y ) → J , definida como µ̃ = µ ◦ C(ϕ), también es una función de
Whitney. Por la Proposición 3.20,M(ϕ) : M(Y ) → M(X) es un homeomorfismo que
hace conmutar el siguiente diagrama:

..M(Y ).

M(X)

.

X

. Y.
Pµ̃

.

Pµ

.

M(ϕ)

.

ϕ
Pµ ◦M(ϕ) = ϕ ◦Pµ̃.

De esta manera, Pµ = ϕ ◦ Pµ̃ ◦ M(ϕ)−1. Por hipótesis, Pµ̃ : M(Y ) → Y es una
función continua así que Pµ : M(X) → X también es una función continua. Esto
prueba que X tiene funciones punto medio continuas. �
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3.24 Lema. Sean X y Y espacios topológicos metrizables, con Y compacto, y x ∈ X .
Una función f : X → Y es continua en el punto x si y sólo si para cualquier sucesión
(xn)n∈N que converge a x en X cuya sucesión de imágenes (f(xn))n∈N es convergente
en Y , se cumple que ĺımn→∞ f(xn) = f(x).

Demostración. La necesidad se sigue inmediatamente debido a queX y Y son espacios
metrizables. Ahora, para probar la suficiencia supóngase que la función f : X → Y es
discontinua en el punto x, esto es, existe sucesión (xn)n∈N que converge a x enX pero
que ĺımn→∞ f(xn) 6= f(x). Así, se puede hallar ε0 > 0 de manera que para cualquier
n ∈ N existeM(n) ∈ N tal queM(n) > n y d(f(xM(n)), f(x)) ≥ ε0. A continuación,
se define σ : N → N recursivamente:

(Paso Base) σ(1) =M(1).

(Paso Inductivo) Dado n ∈ N, σ(n+ 1) =M(σ(n)).

Luego, para cada n ∈ N, hágase x′n = xσ(n). Nótese que σ(n + 1) = M(σ(n)) > σ(n)
así que la función σ : N → N es estrictamente creciente y por lo tanto (x′n)n∈N es una
subsucesión de (xn)n∈N. Además, para cada n ∈ N se tiene que d(f(x′n), f(x)) ≥ ε0.
Dado que Y es un espacio compacto y metrizable, (x′n)n∈N admite una subsucesión,
llámese (x′′n)n∈N, de manera que la sucesión (f(x′′n))n∈N converge a algún punto en Y .
Como (x′′n)n∈N es una subsucesión de (xn)n∈N se sigue que ĺımn→∞ x′′n = x. No obstante,
ĺımn→∞ f(x′′n) 6= f(x) pues d(f(x′′n), f(x)) ≥ ε0 para cada n ∈ N.
En resumen, se ha demostrado que si f : X → Y es discontinua en el punto x

entonces existe una sucesión (x′′n)n∈N que converge a x enX , cuya sucesión de imágenes
(f(x′′n))n∈N es convergente en Y pero ĺımn→∞ f(x′′n) 6= f(x). Esto termina la prueba.

�

3.25 TEOREMA. Los arcos tienen funciones punto medio continuas.

Demostración. Debido al Teorema 3.23, bastará demostrar que I tiene funciones punto
medio continuas. Sea µ : C(I) → J una función de Whitney, K = [a, b] ∈ C(I)
y (Kn)n∈N una sucesión que converge a K en M(I) = C(I) tal que la sucesión
(Pµ(Kn))n∈N es convergente en I . Si para cada n ∈ N se tiene que Kn = [an, bn]
entonces, por el Lema 2.49, ĺım an = a y ĺım bn = b. Haciendo cn = Pµ(Kn) para todo
n ∈ N y c = ĺım cn se tiene que ĺım[an, cn] = [a, c] y ĺım[cn, bn] = [c, b]. Dado que
µ([an, cn]) = µ([cn, bn]), para cada n ∈ N, se sigue que µ([a, c]) = µ([c, b]). De aquí se
deduce que c es el punto medio de [a, b] respecto de µ, es decir, ĺımPµ(Kn) = Pµ(K).
Por el Lema 3.24, la función Pµ : C(I) → J es continua y esto ocurre para cualquier
función de Whitney µ : C(I) → J , que es lo que se quería demostrar. �

3.26 Lema. SeaX un continuo, µ : C(X) → J una función deWhitney y L ∈ M(X).
Si Y es un subcontinuo de X con funciones punto medio continuas y L es un punto
interior de M(Y ) en M(X) entonces Pµ : M(X) → X es continua en el punto L.

Demostración. Sea (Ln)n∈N una sucesión que converge a L en M(X). Por hipótesis,
L es punto interior de M(Y ) en M(X) así que se puede suponer que Ln ∈ M(Y ),
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para cada n ∈ N. Si µ̃ : C(Y ) → J̃ es la restricción de µ : C(X) → J a C(Y )
entonces, por el Corolario 3.21, Pµ̃ : M(Y ) → Y es la restricción de Pµ : M(X) → X
a M(Y ). Dado que Y tiene funciones punto medio continuas y la sucesión (Ln)n∈N
converge a L en M(Y ) se sigue que ĺımPµ̃(Ln) = Pµ̃(L), lo cual es equivalente a que
ĺımPµ(Ln) = Pµ(L). Por lo tanto, Pµ : M(X) → X es continua en el punto L. �

3.27 Definición. Una curva cerrada simple es un espacio topológico homeomorfo a S1.

3.28 Proposición. Si Y es una curva cerrada simple entonces M(Y ) = C(Y )r {Y }.

Demostración. Claramente, la proposición se satisface para la circunferencia S1 pues
todo subcontinuo propio de ella es homeomorfo a un subcontinuo deR y, por lo tanto,
es un punto o un arco en S1. Como todo subcontinuo propio de Y es homeomorfo a un
subcontinuo propio de S1 se sigue que M(Y ) = C(Y )r {Y }. �

3.29 TEOREMA. Las curvas cerradas simples tienen funciones punto medio continuas.

Demostración. Sean X una curva cerrada simple y µ : C(X) → J una función de
Whitney. Para cada K ∈ M(X) se puede eligir un punto x ∈ X r K . Dado que
K ⊆ Y r {x} y X es un espacio regular, existe un conjunto abierto en X , llámese U ,
tal que K ⊆ U ⊆ clX U ⊆ X r {x}. Como consecuencia de las Observaciones 1.30 (1)
y (2), las curvas cerradas simples son continuos localmente conexos. De esta manera, si
V es la componente conexa de U en X que contiene a K entonces V es un conjunto
abierto enX . Nótese queK ⊆ V ⊆ clX V ⊆ clX U ⊂ X así que, si Y es el subespacio
deX inducido sobre Y = clX V entoncesY es un arco. Además siL ∈ M(X) yL ⊆ V
entonces L ∈ C(Y ) = M(Y ). De aquí que K ∈ 〈V 〉M(X) ⊆ M(Y ), es decir, K es
un punto interior de M(Y ) en M(X). Se sigue del Lema 3.26 y el Teorema 3.25 que
la función Pµ : M(X) → X es continua en el punto K . Dado que la elección de la
función de Whitney µ : C(X) → J y del puntoK ∈ M(X) fue arbitraria, se concluye
queX tiene funciones punto medio continuas. �

§3 Puntos antipodales

3.30 Definición. Sean Y una curva cerrada simple y µ : C(Y ) → J una función de
Whitney. Dados x, y ∈ Y se dirá que y es punto antipodal de x respecto de µ si existen
L1, L2 ∈ C(Y ) tales que Y = L1 ∪ L2, L1 ∩ L2 = {x, y} y µ(L1) = µ(L2).

3.31 Observación. Se deduce inmediatamente de la Definición 3.30 que si y es punto
antipodal de x respecto de µ entonces x es punto antipodal de y respecto de µ.

3.32 Lema. Si Y es una curva cerrada simple entonces, para cualesquiera puntos x, y ∈
Y , con x 6= y, es posible hallarM1,M2 ∈ A(Y ), conM1 6= M2, de manera que x y y
son los puntos extremos deM1 y deM2 en Y ,M1 ∪M2 = Y yM1 ∩M2 = {x, y}. Por
lo tanto, si A ⊆ Y y Ar {x, y} es un conjunto conexo en Y entonces A ⊆M1, o bien,
A ⊆M2.
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Demostración. Elíjase un homeomorfismo h : S1 → Y y sean z = h−1(x), w = h−1(y).
Nótese que z, w ∈ S1 ⊆ C y z 6= w, así quew/z ∈ S1r{1}. Por lo tanto, existe un único
θ ∈ (0, 2π) tal que w/z = eθi, esto es w = zeθi. Defínanse, B1 = {zeti | 0 ≤ t ≤ θ}
y B2 = {zeti | θ ≤ t ≤ 2π}. Es claro que B1 y B2 son subcontinuos de S1 pues son
imágenes continuas de intervalos cerrados en R. Además, se tiene que S1 = B1 ∪ B2.
Ahora, dados cualesquiera s, t ∈ R con 0 < s < θ < t < 2π, ocurre que esi 6= eti.
Dado que z = ze0 = ze2πi y w = zeθi se cumple que B1 ∩ B2 = {z, w}. Luego,
eligiendo s, t ∈ R de manera que 0 < s < θ < t < 2π se tiene que esi ∈ S1 r B2

y eti ∈ S1 r B1. Esto implica que B1 6= S1 6= B2, es decir, B1 y B2 son arcos en S1.
Así, ya que B1 r {z, w} = {zeti | 0 < t < θ} y B2 r {z, w} = {zeti | θ < t < 2π}
son conjuntos conexos en S1, se sigue de la Observación 3.12 que z y w son los puntos
extremos de B1 y de B2 en S1. Ahora, se definenM1 = h[B1] yM2 = h[B2]. Dado que
h : S1 → Y es un homeomorfismo se tiene que M1 y M2 son arcos distintos en Y ,
x = h(z) y y = h(w) son los puntos extremos deM1 y deM2 en Y ,M1 ∪M2 = Y y
M1 ∩M2 = {x, y}.
Finalmente, obsérvese que M1 r {x, y} = Y rM2 y M2 r {x, y} = Y rM1 son

conjuntos ajenos y abiertos en Y . Dado que Ar {x, y} es un conjunto conexo en Y y
Ar {x, y} ⊆ Y r {x, y} = (M1 r {x, y})∪ (M2 r {x, y}) necesariamente ocurre que
Ar{x, y} ⊆M1r{x, y} oAr{x, y} ⊆M2r{x, y}, esto es,A ⊆M1 oA ⊆M2. �

3.33 TEOREMA. Sean Y una curva cerrada simple y µ : C(Y ) → J una función
de Whitney. Dado x ∈ Y existe un único punto y ∈ Y que es punto antipodal de x
respecto de µ. Más aún, existen X1, X2 ∈ A(Y ), con X1 6= X2, de manera que x y
y son los puntos extremos de X1 y de X2 en Y , X1 ∪ X2 = Y , X1 ∩ X2 = {x, y} y
µ(X1) = µ(X2).

Demostración. Primero se probará el resultado para Y = S1. Considérese un punto
z ∈ S1 y sean α1, α2 : I → S1 las funciones dadas por:

∀t ∈ I : α1(t) = ze2πti y α2(t) = ze−2πti.

Obsérvese que ambas funciones son biyectivas en el intervalo [0, 1) y, para cada t ∈ I ,
α2(1− t) = ze−2π(1−t)i = ze−2πi+2πti = ze2πti = α1(t). Ahora, se definen las funciones
γ1, γ2 : I → C(S1) como:

∀t ∈ I : γ1(t) = α1[[0, t]] y α2(t) = α2[[0, t]].

Si s, t ∈ I y s < t entonces se puede hallar r ∈ (0, 1) de manera que s < r < t. Dado
que α1 yα2 son funciones inyectivas en [0, 1), [0, s] ⊂ [0, r] ⊆ [0, 1) y [0, r] ⊆ [0, t], se
tiene que, α1[[0, s]] ⊂ α1[[0, r]] ⊆ α1[[0, t]] y α2[[0, s]] ⊂ α2[[0, r]] ⊆ α2[[0, t]], es decir,
γ1(s) ⊂ γ1(r) ⊆ γ1(t) y γ2(s) ⊂ γ2(r) ⊆ γ2(t). Esto implica que γ1, γ2 : I → C(S1)
son arcos ordenados que van desde {z} = α1[{0}] = α2[{0}] hasta S1 = α1[I] = α2[I].
Para i = 1 e i = 2 se considera la función gi : I → J , dada por gi = µ ◦ γi. Nótese
que gi : (I,≤) → (J,≤) es una función estrictamente creciente por ser composición
de funciones estrictamente crecientes. Además, como gi(0) = µ(γi(0)) = µ({z}) = 0



66 CAPÍTULO 3. FUNCIONES DE WHITNEY

y gi(1) = µ(γi(0)) = µ(S1), gi : I → J es una función suprayectiva. Por lo tanto, se
puede considerar hi : J → I tal que hi = g−1

i y definir una función continua h : J → R
de la siguiente manera:

∀s ∈ J : h(s) = h1(s) + h2(s).

Obsérvese que h : (J,≤) → (R,≤) es una función estrictamente creciente ya que
h1 : (J,≤) → (I,≤) y h2 : (J,≤) → (I,≤) son funciones estrictamente crecientes.
Además, h(0) = h1(0) + h2(0) = 0 y h(µ(S1)) = h1(µ(S

1)) + h2(µ(S
1)) = 1 + 1 = 2.

Por el Teorema del Valor Intermedio, existe un único s0 ∈ (0, µ(S1)) de tal manera que
h(s0) = h1(s0)+h2(s0) = 1. Sean w = α1(h1(s0)), L1 = γ1(h1(s0)) y L2 = γ2(h2(s0)).
Se tiene lo siguiente:

(i) Como h1(s0), h2(s0) ∈ (0, 1), L1 y L2 son subcontinuos propios y no degenerados de
S1, esto es, L1, L2 ∈ A(S1). Nótese que w = α1(h1(s0)) = α2(1−h1(s0)) = α2(h2(s0))
así que, para i = 1 e i = 2, Li r {z, w} = αi[(0, hi(s0))] es un conjunto conexo en S1.
En consecuencia, z y w son los puntos extremos de L1 y de L2 en S1.

(ii) Para cada x ∈ S1 es posible hallar t ∈ [0, 1) de manera que x = α1(t). Si t ≤ h1(s0)
entonces t ∈ α[[0, h(s0)]] = L1. Si h1(s0) < t entonces x = α1(t) = α2(1 − t), con
0 < 1− t < 1−h1(s0) = h2(s0), de donde, x ∈ α2[[0, h2(t0)]] = L2. Así, S1 = L1 ∪L2.
De esto y del inciso (i) se sigue que L1 6= L1 ∪ L2 6= L2 y, por lo tanto, L1 6= L2.

(iii) Dado x ∈ L1 ∩ L2 con x 6= z es posible hallar t1 ∈ (0, h1(s0)] y t2 ∈ (0, h2(s0)]
tales que x = α1(t1) = α2(t2). Se observa que α2(t2) = x = α1(t1) = α2(1 − t1), con
1− t1, t2 ∈ [0, 1). Como α2 es una función inyectiva en el intervalo [0, 1), se sigue que
1− t1 = t2 y ya que t1 ≤ h1(s0) = 1−h2(s0) ≤ 1− t2 = t− 1 se sigue que t1 = h1(s0)
y x = α1(t1) = α1(h1(s0)) = w. De aquí se deduce que L1 ∩ L2 = {z, w}.
(iv) Para i = 1 e i = 2 se tiene que µ(Li) = µ(γi(hi(s0))) = gi(hi(s0)), lo cual implica
que µ(L1) = µ(L2).

Se sigue de los incisos (i)-(iv) que w es punto antipodal de z respecto de µ, y X1 = L1,
X2 = L2 cumplen lo requerido en el planteamiento del teorema. Resta demostrar que
w es el único punto antipodal de z respecto de µ.
Supóngase que w′ ∈ S1 también es un punto antipodal de z respecto de µ y elíjanse

K1, K2 ∈ C(S1) tales que S1 = K1 ∪K2, K1 ∩K2 = {z, w} y µ(K1) = µ(K2). Como
K1 ∪K2 = S1 6= {z, w′} = K1 ∩K2, se sigue queK1 yK2 son subcontinuos distintos,
propios y no degenerados de S1 y así K1, K2 ∈ A(X). Luego, elíjase t0 ∈ [0, 1) tal que
w = α1(t0) = α2(1−t0) y se definenM1 = γ1(t0) yM2 = γ2(1−t0). Se puede verificar,
como se ha hecho en los incisos (ii) y (iii), que S1 = M1 ∪M2 yM1 ∩M2 = {z, w′}.
Dado que M1 r {z, w′} = α1[(0, t0)] y M2 r {z, w′} = α2[(0, 1 − t0)] son conjuntos
conexos en S1 contenidos en S1 r {z, w′} = (K1 r {z, w′}) ∪ (K2 r {z, w′}) se sigue,
justo como en la prueba del Lema 3.32, queM1 yM2 están contenidos individualmente
en alguno de los conjuntosK1 oK2. Obsérvese queK1 yK2 son subcontinuos propios
de S1 así que no pueden contener simultáneamente aM1 y aM2 puesM1 ∪M2 = S1.
Por lo tanto, se puede suponer que M1 ⊆ K1 y M2 ⊆ K2, permutando los índices
de K1 y de K2 de ser necesario. Así, las condiciones K1 ∪ K2 = S1 = M1 ∪ M2,
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K1 ∩K2 = {z, w′} =M1 ∩M2,M1 ⊆ K1 yM2 ⊆ K2 implican queK1 =M1 = γ1(t0)
y K2 =M2 = γ2(1− t0). Ahora, hágase r0 = µ(K1) = µ(K2). Se tiene que

h(r0) = h1(r0) + h2(r0) = h1(µ(K1)) + h2(µ(K2))

= h1(µ(γ1(t0))) + h2(µ(γ2(1− t0))) = h1(g1(t0)) + h2(g2(1− t0))

= t0 + (1− t0)) = 1.

Dado que s0 era el único elemento de J tal que h(s0) = 1, se sigue que r0 = s0 y,
consecuentemente, w′ = α1(t0) = α1(h1(r0)) = α1(h1(s0)) = w. De aquí se sigue que
w es el único punto antipodal de z respecto de µ.
Para el caso general, se consideran una curva cerrada simple Y y un punto x ∈ Y .

Luego, eligiendo un homeomorfismo h : S1 → Y , se considera la función de Whitney
µ̃ : C(S1) → J dada por µ̃ = µ◦C(µ). Haciendo z = h−1(x), se aplica la primera parte
de la demostración para obtener w ∈ S1 y L1, L2 ∈ A(S1), con L1 6= L2, de manera
que w es punto antipodal de z respecto de µ̃, z y w son los puntos extremoss de L1 y
de L2 en S1, S1 = L1 ∪ L2, L1 ∩ L2 = {z, w} y µ̃(L1) = µ̃(L2). Haciendo y = h(w),
X1 = h[L1] y X2 = h[L2] se tiene que X1, X2 ∈ A(Y ), con X1 6= X2, x = h(z) y
y = h(w) son los puntos extremos deX1 deX2 en Y , Y = X1∪X2,X1∩X2 = {x, y},
y µ(X1) = µ(h[L1]) = µ̃(L1) = µ̃(L2) = µ(h[L2]) = µ(X2). La prueba concluirá
si se demuestra que y es el único punto antipodal de x respecto de µ. e y es punto
antipodal de x respecto de µ es consecuencia directa de las propiedades anteriormente
enlistadas de X1 y de X2 así que resta ver la unicidad de y. Supóngase que y′ ∈ Y
también es punto antipodal de x respecto de µ y tómense Y1, Y2 ∈ C(Y ) de manera que
Y = Y1∪Y2, Y1∩Y2 = {z, y} y µ(Y1) = µ(Y2). Si se definenw′ = h−1(y′),K1 = h−1[Y1]
yK2 = h−1[Y2] entonces ocurre queK1, K2 ∈ C(S1), S1 = K1∪K2,K1∩K2 = {z, w′}
y µ̃(K1) = µ(h[K1]) = µ(Y1) = µ(Y2) = µ(h[K2]) = µ̃(K2). De aquí se sigue que w′

es un punto antipodal de z respecto de µ̃. Como w era el único elemento de S1 con esta
propiedad, necesariamente ocurre que w′ = w y así y′ = h(w′) = h(w) = y. Esto
implica que y es el único punto antipodal de z respecto de µ. �

3.34 Definición. Considérese una curva cerrada simple Y . Dada cualquier función de
Whitney µ : C(X) → J se puede definir una función Aµ : Y → Y de manera que,
para cada x ∈ Y , Aµ(x) es el único punto antipodal de x respecto de µ. A esta función
se le nombrará función antipodal respecto de µ.

3.35 Observación. (1) Debido a la Observación 3.31 se tiene que, para cada x ∈ Y ,
Aµ(Aµ(x)) = x, es decir, la función antipodal Aµ : Y → Y es una involución.
(2) Tal y como indica el Teorema 3.33, para cada x ∈ Y , el punto antipodal de x respecto
de µ es distinto de x, esto es, Aµ(x) 6= x. Así, la función antipodal Aµ : Y → Y no
tiene puntos fijos.

3.36 Lema. SeanY una curva cerrada simple yµ : C(Y ) → J una función deWhitney.
Dados x ∈ Y y s ∈ J con s < µ(Y ) existeK ∈ M(Y ) tal que Pµ(K) = x y µ(K) = s.

Demostración. Debido al Teorema 3.33, existen X1, X2 ∈ A(Y ), con X1 6= X2, de
manera que x y Aµ(x) son los puntos extremos de X1 y X2 en Y , Y = X1 ∪ X2,
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X1 ∩X2 = {x,Aµ(x)} y µ(X1) = µ(X2). Luego, hágase a = µ(X1) = µ(X2). SeanX1

yX2 los subespacios de Y inducidos sobreX1 yX2, respectivamente y J̃ el subespacio
de J inducido sobre el intervalo J̃ = [0, a]. Para i = 1 e i = 2, se considera un arco
ordenado αi : I → C(Xi), que va desde {x} hasta Xi, y se define gi : I → J̃ como:

∀t ∈ I : gi(t) = µ(αi(t)).

Claramente, ésta es una función continua. Además, gi(0) = µ(αi(0)) = µ({x}) = 0,
gi(1) = µ(αi(1)) = µ(Xi) = a y gi : (I,≤) → (J̃ ,≤) es una función estrictamente
creciente así que gi : I → J̃ es también una biyección. En consecuencia, se puede
considerar hi : J̃ → I tal que hi = g−1

i y definir γi : J̃ → C(Xi) como γi = αi ◦ hi.
Nótese que, para cada s ∈ J̃ , x ∈ γ1(s) ∩ γ2(s) así que se puede definir una función
continua γ : J̃ → C(Y ) como:

∀s ∈ J̃ : γ(s) = γ1(s) ∪ γ2(s).

Se observa que

γ(0) = γ1(0) ∪ γ2(0) = α1(h1(0)) ∪ α2(h2(0)) = α1(0) ∪ α2(0) = {x} y

γ(a) = γ1(a) ∪ γ2(a) = α1(h1(a)) ∪ α2(h2(a)) = α1(1) ∪ α2(1) = X1 ∪X2 = Y.

Por lo tanto, µ(γ(0)) = µ({x}) = 0 ≤ s < µ(Y ) = µ(γ(a))). Aplicando el Teorema
del Valor Intermedio, se puede hallar r ∈ [0, a) tal que µ(γ(r)) = s. Sean K = γ(r),
K1 = γ1(r) y K2 = γ2(r). Es claro que K = K1 ∪K2 y, ya que µ(K) = s < µ(Y ) se
tiene que K es un subcontinuo propio de Y , esto es, K ∈ M(Y ). Ahora, para i = 1 e
i = 2, µ(Ki) = µ(γi(r)) = µ(αi(hi(r)) = gi(hi(r)) = r < a = µ(Xi). De esta manera,
Ki es un subcontinuo propio de Xi. Dado que x y Aµ(x) son los puntos extremos de
Xi y x ∈ Ki, se sigue del Lema 3.14, que Aµ(x) /∈ Ki. Así, µ(K1) = r = µ(K2) y
K1 ∩K2 = {x}. Esto demuestra que, Pµ(K) = x. �

3.37 Lema. Si Y es una curva cerrada simple y L ∈ M(Y ) entonces, para cualquier
función de Whitney µ : C(Y ) → J , se tiene que Aµ(Pµ(L)) /∈ L.

Demostración. Sea p un punto de Y . Se demostrará que, si L1, L2 ∈ A(Y ), con L1 6= L2,
p es un punto extremo de L1 y de L2, Aµ(p) ∈ L1 ∪ L2 y µ(L1) = µ(L2) entonces
L1 ∪ L2 = Y . De acuerdo con el Teorema 3.33, es posible hallar X1, X2 ∈ A(Y ), con
X1 6= X2, tales que p y Aµ(p) son los puntos extremos deX1 yX2 en Y , Y = X1 ∪X2,
X1 ∩ X2 = {p,Aµ(p)} y µ(X1) = µ(X2). Por hipótesis, Aµ(p) ∈ L1 ∪ L2, así que se
puede suponer, sin pérdida de generalidad, que Aµ(p) ∈ L1. Considérese un arco K en
Y tal que p yAµ(p) son los puntos extremos deK enY yK ⊆ L1. ComoKr{p,Aµ(p)}
es un conjunto conexo en Y , se sigue que K ⊆ X1 o K ⊆ X2. Se supondrá, sin perder
generalidad alguna, queK ⊆ X1. Dado queK contiene a los puntos extremos deX1 en
Y , se sigue del Lema 3.14 que X1 = K ⊆ L1.
Como L1 6= L2 y µ(L1) = µ(L2), el conjunto L1 r L2 es no vacío y abierto en Y

y, por lo tanto, tiene una infinidad de puntos. Así, se puede elegir y ∈ L1 r L2 tal que
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y 6= Aµ(p). Por el Lema 3.32, existenM1,M2 ∈ A(Y ), conM1 6= M2, de manera que p
y y son los puntos extremos deM1 yM2 en Y , Y =M1 ∪M2 yM1 ∩M2 = {p, y}. Se
observa que µ(M1) 6= µ(M2) pues de lo contrario, y sería el punto medio de p respecto
de µ. Dado que p, y ∈ L1, existe un arco K ′ en Y de manera que p y y son los puntos
extremos deK ′ enY yK ′ ⊆ L1. ComoK ′r{p, y} es un conjunto conexo enY , se sigue
que K ′ ⊆ M1 o K ′ ⊆ M2. Supóngase que K ′ ⊆ M1, renombrando de ser necesario.
Nótese queK ′ contiene a los puntos extremoss deM1 en Y por lo cualM1 = K ′ ⊆ L1.
Debido a queL2r{p, y} = L2r{p} es un conjunto conexo enY se sigue queL2 ⊆M1

o L2 ⊆ M2. Como L1 y L2 no son comparables bajo la inclusión yM1 ⊆ L1, no puede
ocurrir que L2 ⊆ M1. Por lo tanto, L2 ⊆ M2. Así, µ(M1) ≤ µ(L1) = µ(L2) ≤ µ(M2),
de donde se sigue que µ(M1) < µ(M2). Nótese que X1 y M1 son subcontinuos de
L1 que contienen a p el cual es punto extremo de L1 en Y . Del Lema 3.13 se sigue
que M1 ⊆ X1 o X1 ⊆ M1. Si X1 ⊆ M1 entonces, Aµ(p) ∈ M1 r {p, y} Por lo cual
M2 r {p,Aµ(p)} =M2 r {p} es un conjunto conexo en Y . Esto implica queM2 ⊆ X1

oM2 ⊆ X1. En cualquiera de los casos anteriores, µ(M2) ⊆ µ(X2) = µ(X1) ≤ µ(M1);
esto es una contradicción. De aquí se sigue queM1 ⊆ X1. Obsérvese que p 6= y 6= Aµ(p)
yM1∩X2 ⊆ X1∩X2 = {p,Aµ(p)} por lo cual y /∈ X2. Así,X2r{p, y} = X2r{p} es
un conjunto conexo en Y y, en consecuencia,X2 ⊆M1 oX2 ⊆M2. ComoX1 yX2 no
pueden ser comparables bajo la inclusión yM1 ⊆ X1, no puede ocurrir que X2 ⊆ M1.
Por lo tanto, X2 ⊆ M2. De aquí que X2 y L2 son subcontinuos deM2 que contienen a
uno de sus puntos extremos en Y , a saber p. Se deduce del Lema 3.13 que X2 y L2 son
comparables bajo la inclusión. Dado que µ(X2) = µ(X1) ≤ µ(L1) = µ(L2) se sigue
que X2 ⊆ L2 y así, Y = X1 ∪X2 ⊆ L1 ∪ L2.
Finalmente, sea L ∈ M(Y ) tal que Pµ(L) = p. Si L = {p} entonces es claro que

Aµ(p) /∈ L, por lo cual se supondrá que L ∈ A(Y ). Debido al Teorema 3.18, existen
L1, L2 ∈ A(Y ), con L1 6= L2, de manera que p es un punto extremo de L1 y de L2 en
Y , L = L1 ∪L2, L1 ∩L2 = {p} y µ(L1) = µ(L2). Dado que L1 ∪L2 = L 6= Y , se sigue
de lo anteriormente demostrado que Aµ(p) 6= L1 ∪ L2 = L, que es lo que se quería
probar. �
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Capítulo 4

Propiedades de Whitney

§1 Niveles de Whitney

4.1 Definición. SeanX un continuo, µ : C(X) → J una función de Whitney y θ ∈ J .
Se empleará la notación Wµ(θ) para referirse al conjunto µ−1[{θ}]. Dado θ < µ(X)
se define el nivel de Whitney θ de C(X) respecto de µ, denotado por Wµ(θ), como el
subespacio de C(X) inducido sobre el conjunto Wµ(θ). Si θ > 0 entonces se dirá que
Wµ(θ) es un nivel de Whitney positivo.

4.2 Observación. (1) Para toda función de Whitney µ : C(X) → J ,Wµ(0) = F1(X).

(2) Del Lema 2.62 se deduce que, para cada θ ∈ J y cada x ∈ X existe N ∈ Wµ(θ) tal
que x ∈ N . Esto implica que

∪
Wµ(θ) = X .

4.3 Definición. Una propiedad topológica P es una propiedad de Whitney si cada vez
que un continuo cumple P entonces todos los niveles de Whitney de su hiperespacio de
subcontinuos también cumplen P.

4.4 Observación. Debido a la Observación 4.2 (1) y al Teorema 2.11, para demostrar que
una propiedad topológica es una propiedad de Whitney bastará verificar que los niveles
de Whitney positivos cumplen dicha propiedad.

4.5 TEOREMA. Ser un continuo no degenerado es una propiedad de Whitney.

Demostración. Sean X un continuo no degenerado, µ : C(X) → J una función de
Whitney y 0 < θ < µ(X). De laDefinición 4.1 es claro queWµ(θ) es un conjunto cerrado
en C(X). Además, se sigue de la Observación 4.2 (2) que Wµ(θ) es una cubierta de X
por subconjuntos propios así que Wµ(θ) tiene más de un elemento. Resta probar que
Wµ(θ) es un conjunto conexo en C(X). Claramente, H = {K ∈ C(X) |µ(K) ≤ θ} y
K = {K ∈ C(X) |µ(K) ≥ θ} son conjuntos no vacíos y cerrados en C(X).

(i) Dado K ∈ H r F1(X) se elige x ∈ K y un arco ordenado αK : I → C(X) que
va desde {x} hasta K . Para todo t ∈ I , αK(t) ⊆ K así que µ(αK(t)) ≤ µ(K) ≤ θ.
Esto implica que CK = αK [I] ⊆ H. Si para cada x ∈ X se define C{x} = F1(X) ⊆ H

entonces {CK}K∈H es una familia de conjuntos conexos enC(X) cada uno de los cuales
intersecta a F1(X) y cuya unión es H. Por tanto,H es un conjunto conexo en C(X).
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(ii) Al igual que en la prueba del Teorema 2.59, para cadaK ∈ K se puede obtener una
función continua αK : I → C(X) de manera que αK(0) = K , αK(1) = X y, para
cada t ∈ I , K ⊆ αK(t). De esta forma, µ(αK(t)) ≥ µ(K) ≥ θ de donde se sigue que
CK = αK [I] ⊆ K. Así, {CK}K∈K es una familia de conjuntos conexos en C(X) con
intersección no vacía y cuya unión esK. Por tanto,K es un conjunto conexo enC(X).

De los incisos (i) y (ii) se deduce que H y K son subcontinuos de C(X). Dado que
C(X) es unicoherente (Corolario 2.65) y C(X) = H∪K se sigue queH∩K = Wµ(θ)
es un conjunto conexo en X . �

§2 Ser un arco
4.6 Definición. Sean X un continuo y µ : C(X) → J una función de Whitney. Se
define el cilindro de µ : C(X) → J como el espacio producto Cil(X, µ) = X × J .

4.7 Lema. SeanX un arco y µ : C(X) → J una función de Whitney. SiK,L ∈ C(X)
y Pµ(K) = Pµ(L) entonces K ⊆ L o L ⊆ K .

Demostración. Primero se considera X = I . Dados K,L ∈ C(I) existen a, b, c, d ∈ I
tales queK = [a, b] y L = [c, d]. Si e = Pµ(K) = Pµ(L) entonces µ([a, e]) = µ([e, b]) y
µ([c, e]) = µ([e, d]). Supóngase que L * K y elíjase x ∈ KrL. Se tiene que a ≤ x < c
o d < x ≤ b. En el primer caso se tiene que [c, e] ⊂ [a, e] mientras que en el segundo
caso se tiene que [e, d] ⊂ [e, b]. De cualquier forma,

µ([c, e]) = µ([e, d]) < µ([a, e]) = µ([e, b]).

Como [a, e] es comparable bajo la inclusión con [c, e] y [e, b] es comparable con [e, d]
se sigue que [c, e] ⊂ [a, e] y [e, d] ⊂ [e, b]. Por lo tanto, L = [c, d] ⊂ [a, b] = K .
Se concluye que si µ : C(I) → J es una función de Whitney entonces, cualesquiera
subcontinuos de I con el mismo punto medio respecto de µ son comparables bajo la
relación de inclusión.
Ahora, sea X un arco cualquiera y elíjase un homeomorfismo ϕ : I → X . Dada una

función de Whitney µ : C(X) → J se define µ̃ : C(I) → J como µ̃ = µ̃ ◦C(ϕ). Por
la Proposición 3.20,M(ϕ) : M(I) → M(X) es un homeomorfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama:

..M(I).

M(X)

.

X

. I.
Pµ̃

.

Pµ

.

M(ϕ)

.

ϕ
Pµ ◦M(ϕ) = ϕ ◦Pµ̃.

Sean K,L ∈ M(X) tales que Pµ(K) = Pµ(L). Haciendo K ′ = ϕ−1[K] y L′ = ϕ−1[L]
se tiene que K ′, L′ ∈ M(I) y además

ϕ(Pµ̃(K
′)) = Pµ(ϕ[K

′]) = Pµ(K) = Pµ(L) = Pµ(ϕ[L
′]) = ϕ(Pµ̃(L

′)).
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Esto implica que Pµ̃(K
′) = Pµ̃(L

′). De la primera parte de la demostración se obtiene
que K ′ y L′ son comparables bajo la inclusión. Dado que K = ϕ[K ′] y L = ϕ[L′] se
sigue que K y L también son comparables bajo la inclusión, que es lo que se quería
probar. �

4.8 Proposición. Sea X un arco. Dada cualquier función de Whitney µ : C(X) → J ,
la función Φµ : C(X) → Cil(X, µ), definida como

∀K ∈ C(X) : Φµ(K) = (Pµ(K), µ(K)),

es una inmersión que se denomina inmersión del hiperespacio C(X) en el cilindro de µ.

Demostración. Debido al Teorema 3.25, la función Φµ : C(X) → Cil(X, µ) es continua
así que resta probar que es inyectiva. Si K,L ∈ C(X) y Φµ(K) = Φµ(L) entonces
Pµ(K) = Pµ(L). Por el Lema 4.7, K y L son subcontinuos comparables de I bajo la
inclusión. Luego, como µ(K) = µ(L), se sigue de la Observación 2.52 (5) que K = L.
Esto demuestra que Φµ : C(X) → Cil(X, µ) es una inmersión. �

4.9 TEOREMA. Ser un arco es una propiedad de Whitney.

Demostración. Sean X un arco, µ : C(X) → J una función de Whitney cualquiera y
0 < θ < µ(X). SiΦµ : C(X) → Cil(X, µ) es la inmersión definida en la Proposición 4.8
entonces Φµ[Wµ(θ)] ⊆ X×{θ}. Nótese queX×{θ} es homeomorfo aX en Cil(X, µ)
así queX×{θ} es un arco. Por lo tanto,Wµ(θ) un continuo no degenerado homeomorfo
a algún subcontinuo de un arco. De esto se deduce que Wµ(θ) es un arco. �

§3 Ser una curva cerrada simple

4.10 Definición. SeaX un continuo. Dada una función de Whitney µ : C(X) → J se
define su cono como el espacio cociente Cono(X, µ) = Cil(X, µ)/(X × {µ(X)}).
4.11 Observación. Sea µ : C(X) → J una función de Whitney.
(1) Los elementos de Cono(X, µ) son clases de equivalencia de elementos de Cil(µ).
Dados x ∈ X y t ∈ J se denotará por [x, t] a la clase de equivalencia de (x, t) en
Cono(X, µ).
(2) Si (x, t) ∈ X×J entonces [x, t] = {(x, t)} cuando t < µ(X) y [x, t] = X×{µ(X)}
para t = µ(X).

4.12 Proposición. Sea Y una curva cerrada simple. Para cualquier función de Whitney
µ : C(Y ) → J la función Ψµ : C(Y ) → Cono(Y , µ), definida como

∀K ∈ C(Y ) : Ψµ(K) =

{
[Pµ(K), µ(K)] si K 6= Y,

Y × {µ(Y )} si K = Y,

es un homeomorfismo que se denominará homeomorfismo del hiperespacio C(Y ) en el
cono de µ.
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Demostración. Primeramente se probará queΨµ : C(Y ) → Cono(Y , µ) es una función
continua. SeanK ∈ C(Y ) y (Kn)n∈N una sucesión que converge al puntoK enC(Y )
de manera que la sucesión (Ψµ(Kn))n∈N es convergente en Cono(Y , µ).

(i) Si K 6= Y entonces se elige x ∈ Y rK . Como K ⊆ Y r {x} se puede suponer que
Kn ⊆ Y r{x} para cada n ∈ N. De esta manera,Kn 6= Y yΨµ(Kn) = [Pµ(Kn), µ(Kn)]
para cada n ∈ N. Por el Teorema 3.29, Pµ : M(Y ) → Y es una función continua así
que

ĺım
n→∞

Ψµ(Kn) = ĺım
n→∞

[Pµ(Kn), µ(Kn)] = [Pµ(K), µ(K)] = Ψµ(K).

(ii) Si K = Y entonces existe un subsucesión de (Kn)n∈N, llámese (K ′
n)n∈N, tal que

K ′
n = Y para cada n ∈ N, o bien, Kn 6= Y para cada n ∈ N. En el primer caso se tiene

Ψµ(K
′
n) = Y×{µ(Y )} = Ψµ(K) para todon ∈ N por lo cual ĺımΨµ(K

′
n) = Ψµ(K). En

el segundo caso, Ψµ(Kn) = [Pµ(Kn), µ(Kn)] para todo n ∈ N. Elíjase una subsucesión
de (K ′

n)n∈N, nómbrese (K ′′
n)n∈N, de manera que la sucesión (Pµ(K

′′
n))n∈N converge a un

punto p en Y . Por lo tanto,

ĺım
n→∞

Ψµ(K
′′
n) = ĺım

n→∞
[Pµ(K

′′
n), µ(K

′′
n)] = [p, µ(Y )] = Y × {µ(Y )} = Ψµ(K).

Se sigue de los incisos (i) y (ii) que ĺımΨµ(Kn) = Ψµ(K). Por el Lema 3.24, la función
Ψµ : C(Y ) → Cono(Y , µ) es continua.
Ahora, considérense K,L ∈ C(Y ) tales que Ψµ(K) = Ψµ(L) = [x, s]. Si s = µ(Y )

entonces [x, s] = Y × {µ(Y )} y K = Y = L. Si s < µ(Y ) entonces K 6= Y 6= L,
Pµ(K) = Pµ(L) = x y µ(K) = µ(L) = s. Por el Lema 3.37, Aµ(x) /∈ K ∪ L así que,
si X es el subespacio de Y inducido sobre X = K ∪ L entonces, X es un arco. Dado
que K,L ∈ C(X), Pµ(K) = Pµ(L) y µ(K)) = µ(L), se sigue del Corolario 3.21 y del
Lema 4.7 que K = L. De aquí que la función Ψµ : C(Y ) → Cono(Y , µ) es inyectiva.
Finalmente, sea [x, s] ∈ Cono(Y, µ). Si s < µ(Y ) entonces, por el Lema 3.36, existe

K ∈ M(Y ) tal que Pµ(K) = x y µ(K) = s. Así, Ψµ(K) = [Pµ(K), µ(K)] = [x, s].
Si s = µ(Y ) entonces [x, s] = Y × {µ(Y )} = Ψµ(Y ). De aquí se sigue que la función
Ψµ : C(Y ) → Cono(Y , µ) es suprayectiva y, por lo tanto, es un homeomorfismo. �

4.13 TEOREMA. Ser una curva cerrada simple es una propiedad de Whitney.

Demostración. SeanX una curva cerrada simple, µ : C(X) → J cualquier función de
Whitney y 0 < θ < µ(X). Si p : Cil(X, µ) → Cono(X, µ) es la proyección canónica y
Ψµ : C(X) → Cono(X, µ) el homeomorfismo definido en la Proposición 4.12 entonces,
para cada K ∈ C(X), K ∈ Wµ(θ) si y sólo si Ψµ(K) = p(Pµ(K), θ). De aquí que,
Ψµ[Wµ(θ)] = p[X × {θ}]. Obsérvese que X × {θ} es una curva cerrada simple en
Cil(X, µ). Además, p : Cil(X, µ) → Cono(X, µ) restringida a X × [0, µ(X)) es una
inmersión así que p[X × {θ}] es una curva cerrada simple en Cono(X, µ). Dado que
Ψµ[Wµ(θ)] = p[X ×{θ}] y Ψµ : C(X) → Cono(X, µ) es un homeomorfismo se sigue
queWµ(θ) es una curva cerrada simple. �
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§4 Arco conexidad
4.14 Lema. SeanX un continuo y µ : C(X) → J una función deWhitney. Dado ε > 0
existe δ > 0 tal que, para cada K ∈ C(X), si diamX K < δ entonces µ(K) < ε.

Demostración. Nótese que el conjunto F = {K ∈ C(X) |µ(K) ≥ ε} es cerrado en
C(X) y por tanto es cerrado en 2X . Debido a que la función diamX : 2X → I es
continua es posible hallar K0 ∈ F de manera que diamX K0 = mı́n diamX [F]. Como
µ(K0) ≥ ε > 0, K0 es un subcontinuo no degenerado de X y así δ = diamX K0 > 0.
De aquí que, si K ∈ C(X) y diamX K < δ = mı́n diamX [F] entonces K /∈ F, lo cual
ocurre sólo si µ(K) < ε. �

4.15 Proposición. Sean X un continuo, µ : C(X) → J una función de Whitney y
θ ∈ J . Si K,L ∈ Wµ(θ), K 6= L y K ∩ L 6= ∅ entonces, para todo p ∈ K ∩ L, existe
un arco L en Wµ(θ) tal que K,L ∈ L y p ∈ B para cada B ∈ L.

Demostración. Dado que K 6= L y µ(K) = θ = µ(L) se tiene que K 6= {p} 6= L así
que es posible hallar arcos ordenados α, β : I → C(X) que vayan desde {p} hasta
K y desde {p} hasta L respectivamente. Para cada s ∈ I se define la función continua
fs : I → C(X) de la siguiente manera:

∀t ∈ I : fs(t) = α(t) ∪ β(s).

Para cualesquiera t, s ∈ I , fs(t) ∈ C(X) pues p ∈ α(t) ∩ β(s). Además, nótese que
fs(0) = α(0)∪β(s) = {p}∪β(s) = β(s) ⊆ L y fs(1) = α(1)∪β(s) = K ∪β(s) ⊇ K .
De aquí que µfs(0) ≤ µ(L) = θ = µ(K) ≤ µfs(1). Aplicando el Teorema del Valor
Intermedio se puede hallar T (s) ∈ I tal que µfs(T (s)) = θ, esto es, fs(T (s)) ∈ Wµ(θ).
Ahora, se define F (s) = fs(T (s)) para cada s ∈ I . Nótese que, para cada s ∈ I ,
fs : (I,≤) → (C(X),⊆) es una función creciente así que dado t ∈ I se tiene que
fs(t) y F (s) = fs(T (s)) son comparables respecto a la inclusión. En consecuencia, si
µ(fs(t)) = θ = µ(F (s)) entonces fs(t) = F (s). Haciendo uso de este resultado se
demostrará que F : I → Wµ(θ) es una función continua. Sean s ∈ I y (sn)n∈N una
sucesión que converge a s en I de manera que la sucesión de imágenes (F (sn))n∈N es
convergente enWµ(θ). Se elige una subsucesión de (sn)n∈N, llámese (s′n)n∈N, tal que la
sucesión (T (s′n))n∈N es convergente en I . Si t = ĺımT (s′n) entonces

ĺım
n→∞

F (s′n) = ĺım
n→∞

fs′n(T (s
′
n)) = ĺım

n→∞
(α(T (s′n)) ∪ β(s′n)) = α(t) ∪ β(s) = fs(t).

Como fs(t) ∈ Wµ(θ) se sigue que ĺımF (sn) = fs(t) = F (s). Del Lema 3.24 se deduce
la continuidad de la función F : I → Wµ(θ). Nótese que

µf0(1) = µ(α(1) ∪ β(0)) = µ(K ∪ {p}) = µ(K) = θ y

µf1(0) = µ(α(0) ∪ β(1)) = µ({p} ∪ L) = µ(L) = θ

así que F (0) = f0(1) = K y F (1) = f1(0) = L. Por tanto, F [I] es una trayectoria
en Wµ(θ) que contiene a K y a L. Debido a la Observación 1.30 (2) y al Teorema 1.36
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es posible hallar un arco L en Wµ(θ) tal que L ⊆ F [I] y K,L ∈ L. Finalmente, como
{p} ⊆ α(T (s))∪β(s) = F (s) para cada s ∈ I , se sigue que p ∈ B, para todoB ∈ L. �

4.16 TEOREMA. La arco conexidad es una propiedad de Whitney.

Demostración. Considérese un continuo arco conexo X , una función de Whitney µ :
C(X) → J y 0 < θ < µ(X). Por el Teorema 1.37 bastará probar que Wµ(θ) es conexo
por trayectorias. Sean K,L ∈ Wµ(θ) y tómense p ∈ K , q ∈ L. Dado que X es arco
conexo en particular es conexo por trayectorias así que existe una función continua
α : I → X tal que α(0) = p y α(1) = q. Como B = α[I] es un subcontinuo de X y
B∩K 6= ∅ 6= B∩L se sigue queK∪B∪L ∈ C(X). Ahora, por el Lema 4.14 existe ε > 0
tal que, si N ∈ C(X) y diamX N < ε entonces µ(N) < θ. Luego, como α : I → X
es una función uniformemente continua existe δ > 0 de manera que d(α(s), α(t)) < ε
para cualesquiera s, t ∈ I con |s − t| < δ. Elíjase n ∈ N tal que 1/n < δ y para cada
i desde 1 hasta n defínase Bi = α[[ i−1

n
, i
n
]] ⊆ B. Es fácil observar que Bi ∈ C(X) y

diamX Bi < ε por lo cual µ(Bi) < θ ≤ µ(K ∪ B ∪ L). Aplicando el Lema 2.56, para
todo i desde 1 hasta n existeMi ∈ Wµ(θ) tal que Bi ⊂ Mi ⊆ K ∪ B ∪ L. SiM0 = K
y Mn+1 = L entonces M0, . . . ,Mn+1 ∈ Wµ(θ) y Mi−1 ∩Mi 6= ∅ para cada i entre 1
y n + 1. Debido a la Proposición 4.15 es posible hallar una inmersión γi : I ↪→ Wµ(θ)
tal que γi(0) = Mi−1 y γi(1) = Mi. Por tanto, se puede definir una función continua
γ : I → Wµ(θ) como:

∀t ∈ I : γ(t) = γi((n+ 1)t− (i− 1)), si
i− 1

n+ 1
≤ t ≤ i

n+ 1
.

Así, γ(0) = γ1(0) = M0 = K y γ(1) = γn+1(1) = Mn+1 = L, lo cual implica que
Wµ(θ) es conexo por trayectorias. �

§5 Conexidad local

4.17 Lema. Considérense un continuo X , una función de Whitney µ : C(X) → J y
θ ∈ J . Dados K ∈ Wµ(θ) y ε > 0 existe δ > 0 tal que, para cualquier L ∈ Wµ(θ) con
L ⊆ Nd(K, δ) se cumple que Hd(K,L) < ε.

Demostración. Primeramente, se define la función ϕ : C(X) → I como:

∀L ∈ C(X) : ϕ(L) = máx
x∈L

d(x,K).

Como F = {L ∈ C(X) |Hd(K,L) ≥ ε y µ(L) = θ} es un conjunto cerrado en C(X)
y ϕ : C(X) → I es una función continua, existe B ∈ F tal que ϕ(B) = mı́nϕ[F].
Nótese queHd(K,B) ≥ ε y µ(B) = θ = µ(K) así que B * K . Si se toma x0 ∈ B rK
entonces δ = ϕ(B) ≥ d(x0, K) > 0. Por lo tanto, dado L ∈ Wµ(θ) con L ⊆ Nd(K, δ)
se tiene que, para cada x ∈ L, d(x,K) < δ, esto es, ϕ(L) < δ. Lo anterior implica que
L /∈ F y en consecuencia Hd(K,L) < ε. �
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4.18 Lema. Sean X un continuo, µ : C(X) → J una función de Whitney y θ ∈ J . Si
C(X) es cik en el punto K y µ(K) = θ entonces Wµ(θ) también es cik en K .

Demostración. Sea ε > 0. Por el Lema 4.17, se puede elegir γ > 0 de manera que, para
cada L ∈ Wµ(θ) con L ⊆ Nd(K, γ) se tiene que Hd(K,L) < ε. Dado que C(X) es cik
en el puntoK es posible hallar un subcontinuo deC(X), llámese C, y δ > 0 de manera
que BC(X)(K, δ) ⊆ C ⊆ BC(X)(K, γ). Sea Y el subespacio de X inducido sobre Y =∪
C. Claramente, si µ̃ : C(Y ) → J ′ es la restricción de µ : C(X) → J entonces

K =Wµ̃(θ) es un subcontinuo deWµ(θ). Además, dado L ∈ Wµ(θ) conHd(K,L) < δ
se tiene que L ∈ BC(X)(K, δ) ⊆ C por lo cual L ⊆

∪
C = Y . Luego, si L ∈ K

entonces L ⊂ Y así que para cada x ∈ L existe Cx ∈ C de manera que x ∈ Cx. Nótese
que Hd(K,Cx) < γ pues C ⊆ BC(X)(K, γ). Por tanto, L ⊆

∪
x∈LCx ⊆ Nd(K, γ) y

L ∈ Wµ(θ) lo cual implica que Hd(K,L) < ε. En resumen, K es un subcontinuo de
Wµ(θ) tal que

BWµ(θ)(K, δ) ⊆ K ⊆ BWµ(θ)(K, ε).

Consecuentemente, Wµ(θ) es cik en el punto K . �

4.19 TEOREMA. La conexidad local es una propiedad de Whitney.

Demostración. Sea X un continuo localmente conexo, µ : C(X) → J una función de
Whitney y 0 < θ < µ(X). Debido al Teorema 2.61, C(X) es localmente conexo y por
tanto es cik en cada uno de sus puntos. Del Lema 4.18 se sigue que Wµ(θ) también es
cik en todos sus puntos. Esto implica que Wµ(θ) es localmente conexo. �

§6 Contractibilidad

4.20 Lema. Sean X un continuo, Y una curva cerrada simple y µ : C(X) → J una
función de Whitney. Si Y es subespacio deX y J̃ es el subespacio de J inducido sobre
el intervalo J̃ = [0, µ(Y )] entonces existe una función continua Q : Y × J̃ → C(Y )

tal que, para cada (x, s) ∈ Y × J̃ , se cumple que µ(Q(x, s)) = s.Más aún, si s < µ(Y )
entonces Q(x, s) ∈ M(Y ) ⊆ M(X) y Pµ(Q(x, s)) = x.

Demostración. Sea µ̃ : C(Y ) → J̃ la restricción de µ : C(X) → J aC(Y ). Luego, sea
Q : Y × J̃ → C(Y ) la función dada porQ = Ψ−1

µ̃ ◦p, donde p : Y × J̃ → Cono(Y , µ̃)
es la proyección canónica yΨµ̃ : C(Y ) → Cono(Y , µ̃) es el homeomorfismo deC(Y )
en el cono de µ̃. Dado que Pµ̃ : M(Y ) → Y es restricción de Pµ : M(X) → X ,
para cada K ∈ M(Y ) se cumple que Ψµ̃(K) = p(Pµ̃(K), µ̃(K)) = p(Pµ(K), µ(K))
si K 6= Y y Ψµ̃(K) = Y × {µ̃(Y )} = Y × {µ(Y )} si K = Y . Así, para cualquier
(x, s) ∈ Y × J̃ con s < µ(Y ) se tiene que Ψµ̃(Q(x, s)) = p(x, s) 6= Y × {µ(Y )}. En
consecuencia, Q(x, s) 6= Y y p(x, s) = Ψµ̃(Q(x, s)) = p(Pµ(Q(x, s)), µ(Q(x, s))), lo
cual implica que Pµ(Q(x, s)) = x y µ(Q(x, s)) = s. En cambio, si s = µ(Y ) entonces
Ψµ̃(Q(x, s)) = Y ×{µ(Y )} lo cual ocurre cuando y sólo cuandoQ(x, s) = Y . Además,
nuevamente se verifica que µ(Q(x, s)) = µ(Y ) = s. Esto termina la demostración. �
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4.21 Ejemplo. Existe una celda bidimensional cuyo hiperespacio de subcontinuos admite
un nivel de Whitney que posee un retracto homeomorfo a S2.
Considérense k = (0, 0, 1) ∈ S2 y la función continua π : S2 → R dada por

∀x = (x, y, z) ∈ S2 : π(x) = x · k = z,

esto es, π : S2 → R es la proyección en la tercera coordenada. SiX es el subespacio de
S2 inducido sobre el conjunto X = π−1[[−1, 1

2
]] entonces X es un espacio compacto y

metrizable.
Se probará que X es un espacio homeomorfo a D2. Defínase la función continua

S : X → D2 de la siguiente manera,

∀x = (x, y, z) ∈ X : S(x) =


1
2
(x, y) si z ≤ 0,

z + 1
2

‖(x, y)‖
(x, y) si z ≥ 0.

Si x = (x, y, z) ∈ X y z ≤ 0 entonces, ‖S(x)‖ = 1
2
‖(x, y)‖ ≤ 1

2
‖x‖ = 1

2
. En cambio,

cuando z ≥ 0 se tiene que ‖S(x)‖ = z+ 1
2
≤ 1. En cualquier caso, S(x) ∈ D2 así que la

función S : X → D2 está bien definida. Para cada t ∈ [−1, 1] defínase A(t) =
√
1− t2

y considérese la función continua T : D2 → X dada por

∀u = (u, v) ∈ D2 : T (u) =

(2u, 2v,−A(‖2u‖)) si ‖u‖ ≤ 1
2
,(

A(‖u‖ − 1
2
)

‖u‖
u,
A(‖u‖ − 1

2
)

‖u‖
v, ‖u‖ − 1

2

)
si ‖u‖ ≥ 1

2
.

Esta función también se encuentra bien definida; siu = (u, v) ∈ D2 y ‖u‖ ≤ 1
2
entonces

‖T (u)‖2 = 4u2+4v2+A(‖2u‖)2 = ‖2u‖2+A(‖2u‖)2 = 1 y πT (u) = −A(‖2u‖) ≤ 0.
Si ocurre que ‖u‖ ≥ 1

2
entonces

‖T (u)‖ =
A(‖u‖ − 1

2
)2

‖u‖2
u2 +

A(‖u‖ − 1
2
)2

‖u‖2
v2 +

(
‖u‖ − 1

2

)2
=
A(‖u‖ − 1

2
)2

‖u‖2
(u2 + v2) +

(
‖u‖ − 1

2

)2
= A(‖u‖ − 1

2
)2 +

(
‖u‖ − 1

2

)2
= 1,

y además πT (u) = ‖u‖ − 1
2
≤ 1

2
. Por tanto, T (u) ∈ X para cada u ∈ D2.

Sea x = (x, y, z) ∈ X . Si z ≤ 0 entonces ‖S(x)‖ ≤ 1
2
así que

T (S(x)) = T
(x
2
,
y

2

)
= (x, y,−A(‖(x, y)‖)) = (x, y,−

√
1− x2 − y2)

= (x, y,−
√
z2) = (x, y,−|z|) = (x, y, z).
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Si z ≥ 0 entonces ‖S(x)‖ = z + 1
2
≥ 1

2
y

T (S(x)) = T

(
z + 1

2

‖(x, y)‖
x,

z + 1
2

‖(x, y)‖
y

)
=

(
A(z)

z + 1
2

(
z + 1

2

‖(x, y)‖
x

)
,
A(z)

z + 1
2

(
z + 1

2

‖(x, y)‖
y

)
, z

)
=

(√
1− z2

‖(x, y)‖
x,

√
1− z2

‖(x, y)‖
y, z

)
=

(√
x2 + y2

‖(x, y)‖
x,

√
x2 + y2

‖(x, y)‖
y, z

)
= (x, y, z).

Esto prueba que T ◦ S = id X . Ahora, considérese u = (u, v) ∈ D2. Si ‖u‖ ≤ 1
2

entonces πT (u) ≤ 0 así que S(T (u)) = S(2u, 2v,−A(‖2u‖)) = 1
2
(2u, 2v) = (u, v). Si

‖u‖ ≥ 1
2
entonces πT (u) ≥ 0 y

S(T (u)) = S

(
A(‖u‖ − 1

2
)

‖u‖
u,
A(‖u‖ − 1

2
)

‖u‖
v, ‖u‖ − 1

2

)
=

‖u‖

‖
(
A(‖u‖− 1

2
)

‖u‖ u,
A(‖u‖− 1

2
)

‖u‖ v
)
‖

(
A(‖u‖ − 1

2
)

‖u‖
u,
A(‖u‖ − 1

2
)

‖u‖
v

)

=
‖u‖

A(‖u‖ − 1
2
)

A(‖u‖ − 1
2
)

‖u‖
(u, v) = (u, v).

De aquí que S ◦ T = id D2. En consecuencia, S : X → D2 es un homeomorfismo.
Si d es la métrica en X tal que, para cualesquiera x,y ∈ X , d(x,y) = ‖x − y‖

entonces la función de Whitney µ̂ : C(X) → J construida en la demostración del
Teorema 3.4 es invariante bajo similitudes respecto de d. Luego, para cada t ∈ [−1

2
, 1
2
],

defínase Yt = π−1[{t}]. Haciendo θ = µ̂(Y1/2) se tiene que 0 < θ < µ(X) por lo cual
Wµ̂(θ) es un nivel de Whitney positivo deC(X). Se demostrará que existe un retracto
deWµ̂(θ) que es homemorfo a S2.
SeanY yZ los subespacios deX inducidos sobre los conjuntosY0 yZ = π−1[(−1, 1)],

respectivamente, y sea Ĩ el subespacio que induceR sobre el intervalo abierto (−1, 1).
Si B = π−1[[−1

2
, 1
2
]] y C = π−1[[−1,−1

2
]] entonces X = B ∪ C por lo cual,

Wµ̂(θ) = 〈B〉Wµ̂(θ) ∪ 〈X,C〉Wµ̂(θ).

Nótese que, para cada K ∈ C(X) se tiene que K ⊆ B si y sólo si mı́nπ[K] ≥ −1
2

mientras que K ∩ C 6= ∅ si y sólo si mı́nπ[K] ≤ −1
2
. Ahora, defínase la función

continua R : Y × Ĩ → Z de la siguiente forma:

∀x ∈ Y0, t ∈ (−1, 1) : R(x, t) = A(t)x+ tk.

Se observa que, para cada (x, t) ∈ Y0 × (−1, 1), π(x) = x · k = 0 por lo cual

‖R(x, t)‖2 = ‖A(t)x+ tk‖2 = ‖A(t)x‖2 + ‖tk‖2 = A(t)2 + t2 = 1.

Además,

π(R(x, t)) = π(A(t)x+ tk) = A(t)x · k + t‖k‖2 = A(t) · 0 + t · 1 = t,
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con−1 < t < 1. Esto implica que la funciónR : Y × Ĩ → Z se encuentra bien definida.
Luego, sean f : Z → Y y F : Z → Y × Ĩ funciones continuas dadas por,

∀x ∈ Z : f(x) =
1

A(π(x))
(x− π(x)k) y F (x) = (f(x), π(x)).

Se verificará que estas funciones están bien definidas. Si x ∈ Z entonces

‖f(x)‖2 = ‖x− π(x)k‖2

A(π(x))2
=

‖x‖2 − 2x · π(x)k + ‖π(x)k‖2

A(π(x))2

=
1− 2π(x)2 + π(x)2

A(π(x))2
=

1− π(x)2

A(π(x))2
= 1,

y también

π(f(x)) =
(x− π(x)k) · k

A(π(x))
=

x · k − π(x)k · k
A(π(x))

=
π(x)− π(x)

A(π(x))
= 0.

En consecuencia, para todo x ∈ Z , f(x) ∈ Y0. Además, nótese que

R(F (x)) = R(f(x), π(x)) = A(π(x))f(x) + π(x)k = (x− π(x)k) + π(x)k = x,

es decir, R ◦ F = id Z . También, para cada (x, t) ∈ Y0 × (−1, 1) ocurre que

f(R(x, t)) =
1

A(π(R(x, t)))
(R(x, t)− π(R(x, t))k)

=
1

A(t)
((A(t)x+ tk)− tk) =

1

A(t)
(A(t)x) = x.

Así, para cada (x, t) ∈ Y0 × (−1, 1), F (R(x, t)) = (f(R(x, t)), π(R(x, t)) = (x, t),
de donde se deduce que F ◦ R = id (Y0 × (−1, 1)). Por lo tanto, F : Z → Y × Ĩ y
R : Y × Ĩ → Z son homeomorfismos.
Afirmación 1. Si x,y ∈ Z , y |π(x)| ≥ |π(y)| entonces

‖x− y‖ ≥ A(π(x))‖f(x)− f(y)‖.

Más aún, la desigualdad anterior es estricta cuando |π(x)| > |π(y)|.
Demostración. Defínanse α = x − R(f(y), π(x)) y β = R(f(y), π(x)) − y. Por

hipótesis, |π(y)| ≤ |π(x)| < 1 así que 0 < A(π(x)) ≤ A(π(y)). Por lo tanto, haciendo
λ = A(π(x))/A(π(y)) se cumple que 0 < λ ≤ 1. Luego,

α = x−R(f(y), π(x)) = R(f(x), π(x))−R(f(y), π(x))

= (A(π(x))f(x) + π(x)k)− (A(π(x))f(y) + π(x)k) = A(π(x))(f(x)− f(y)),

β = R(f(y), π(x))− y = (A(π(x))f(y) + π(x)k))− y

= A(π(x))

(
1

A(π(y))
(y − π(y)

)
+ π(x)k − y = λ(y − π(y))k) + π(x)k − y

= (π(x)− λπ(y))k − (1− λ)y.
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Definiendo γ = R(f(x), π(y))− y ocurre que

γ = R(f(x), π(y))− y = R(f(x), π(y))−R(f(y), π(y))

= (A(π(y))f(x) + π(y)k)− (A(π(y))f(y) + π(y)k) = A(π(y))(f(x)− f(y)).

De esta manera,

λγ =
A(π(x))

A(π(y))
A(π(y))(f(x)− f(y)) = A(π(x))(f(x)− f(y)) = α.

Luego,

α · k = A(π(x))(f(x)− f(y)) · k = A(π(x))(f(x) · k − f(y) · k) = 0,

α · y = λγ · y = λ(R(f(x), π(y))− y) · y = −λ(y −R(f(x), π(y))) · y
= −λ(‖y‖2 −R(f(x), π(y)) · y) = −λ(1−R(f(x), π(y)) · y).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, R(f(x), π(y)) · y ≤ ‖R(f(x), π(y))‖‖y‖ = 1.
Así, α · y = −λ(1−R(f(x), π(y)) · y) ≤ 0. De lo anterior se sigue que

α · β = α · ((π(x)− λπ(y))k − (1− λ)y) = (π(x)− λπ(y))α · k − (1− λ)α · y
= −(1− λ)α · y.

Como λ ≤ 1 y α · y ≤ 0 se sigue que α · β ≥ 0. Finalmente,

‖x− y‖2 = ‖α + β‖2 = ‖α‖2 + 2α · β + ‖β‖2 ≥ ‖α‖2 = A(π(x))2‖f(x)− f(y)‖2,

lo cual implica que ‖x − y‖ ≥ A(π(x))‖f(x) − f(y)‖. Si ocurre que |π(y)| < |π(x)|
entonces y 6= R(f(y), π(x)) y por tanto β 6= 0. De aquí se obtiene que

‖x− y‖2 = ‖α‖2 + 2α · β + ‖β‖2 > ‖α‖2 = A(π(x))2‖f(x)− f(y)‖2.

Por lo tanto, la afirmación es verdadera.

Dado t ∈ [−1
2
, 1
2
] se considera la función continua ρt : Y → Z definida como

∀x ∈ Y0 : ρt(x) = R(x, t).

Nótese que, para cada x ∈ Y0, f(ρt(x)) = f(R(x, t)) = x así que f ◦ ρt = id Y . Luego,
para cualesquiera x,y ∈ Y0 se tiene que

d(ρt(x), ρt(y)) = ‖ρt(x)− ρt(y)‖ = ‖(A(t)x+ tk)− (A(t)y + tk)‖
= ‖A(t)x− A(t)y‖ = A(t)‖x− y‖ = A(t)d(x,y).

Esto demuestra que ρt : Y → Z es un similitud respecto de d con razón de semejanza
A(t) > 0. Se observa que, si x ∈ Y0 entonces π(ρt(x)) = π(R(x, t)) = t, por lo cual
ρt[Y0] ⊆ Yt. Además, dado y ∈ Yt se tiene que f(y) ∈ Y0 y

ρt(f(y)) = R(f(y), t) = R(f(y), π(y)) = R(F (y)) = y.
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De aquí que, para cada t ∈ [−1
2
, 1
2
], ρt[Y0] = Yt. Dado que µ̂ : C(X) → J es una

función de Whitney invariante bajo similitudes respecto de d, para cada t ∈ [−1
2
, 1
2
] se

tiene que µ̂(Yt) = A(t)µ̂(Y0). Por lo tanto, dados cualesquiera s, t ∈ [−1
2
, 1
2
], ocurre que

µ̂(Ys) = A(s)µ̂(Y0) = A(s)

(
1

A(t)
µ̂(Yt)

)
=
A(s)

A(t)
µ̂(Yt).

Como A(1
2
) = A(−1

2
) se sigue que µ̂(Y−1/2) = µ̂(Y1/2) = θ. Así, Y1/2, Y−1/2 ∈ Wµ̂(θ).

Afirmación 2. Si K ∈ 〈B〉C(X), f [K] = Y0 y π[K] ∩ (−1
2
, 1
2
) 6= ∅ entonces µ̂(K) > θ.

Demostración. Recuérdese de la demostración del Teorema 3.4 que, para cada n ∈ N
con n ≥ 2, se tiene que

∀Λ ∈ F (X)r F1(X) : r(Λ) = mı́n{d(x, y) | x, y ∈ Λ y x 6= y} y

∀L ∈ C(X)r F1(X) : µ̂n(L) = máx{r(Λ) |Λ ∈ [L]n}.

Particularmente, para todo L ∈ C(X), µ̂2(L) = diamX L. Por lo tanto, dado n ∈ N
con n ≥ 2, es posible elegir Λ ∈ [Y1/2]

n de manera que µ̂n(Y1/2) = r(Λ). Obsérvese que
f [Λ] ⊆ Y0 = f [K] así que, para cada x ∈ Λ, existe ψ(x) ∈ K tal que f(x) = f(ψ(x)).
Si x,y ∈ Λ y ψ(x) = ψ(y) entonces f(x) = f(y). Como π(x) = π(y) = 1

2
se sigue

que x = R(f(x), π(x)) = R(f(y), π(y)) = y. Esto implica que ψ : Λ → K es una
función inyectiva. Haciendo Λ′ = ψ[Λ] se tiene que |Λ′| = |Λ| = n, es decir, Λ′ ∈ [K]n.
Dados x′,y′ ∈ Λ′ con x′ 6= y′ existen x,y ∈ Λ tales que ψ(x) = x′, ψ(y) = y′ y
x 6= y. De esta manera, si s = máx{π(x′), π(y′)} entonces,

‖x′−y′‖ ≥ A(s)‖f(x′)−f(y′)‖ = A(s)‖f(ψ(x))−f(ψ(y))‖ = A(s)‖f(x)−f(y)‖.

Luego, ya que x,y ∈ Y1/2 se tiene que

‖x− y‖ = ‖ρ1/2(f(x))− ρ1/2(f(y))‖ = A(1
2
)‖f(x)− f(y)‖

En consecuencia,

‖x′ − y′‖ ≥ A(s)‖f(x)− f(y)‖ = A(s)

(
1

A(1
2
)
‖x− y‖)

)
=
A(s)

A(1
2
)
‖x− y‖.

Como 0 ≤ s ≤ 1
2
se sigue que A(1

2
) ≤ A(s) y así 1 ≤ A(s)/A(1

2
). Por lo tanto, para

cualesquiera x′,y′ ∈ Λ′ con x′ 6= y′ se tiene que

‖x′ − y′‖ ≥ A(s)

A(1
2
)
‖x− y‖ ≥ ‖x− y‖ ≥ r(Λ).

De esto se deduce que, µ̂n(Y1/2) = r(Λ) ≤ r(Λ′) ≤ µ̂n(K), para cada n ∈ N con n ≥ 2.
Ahora, nótese que para cada x ∈ Y1/2, (x− 1

2
k) · 1

2
k = 1

2
x ·k−‖1

2
k‖2 = 1

2
(1
2
)− 1

4
= 0.

De esta manera,

1 = ‖x‖2 = ‖(x− 1
2
k) + 1

2
k‖2 = ‖x− 1

2
k‖2 + ‖1

2
k‖2 = ‖x− 1

2
k‖2 + (1

2
)2.
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Esto implica que ‖x − 1
2
k‖2 = 1 − (1

2
)2 = A(1

2
)2. Así, dados cualesquiera x,y ∈ Y1/2

ocurre que,

‖x− y‖ ≤ ‖x− 1
2
k‖+ ‖y − 1

2
k‖ = A(1

2
) + A(1

2
) = 2A(1

2
).

Por lo tanto, diamX Y1/2 ≤ 2A(1
2
). Por hipótesis, π[K] ∩ (−1

2
, 1
2
) 6= ∅, así que existe

x0 ∈ K de manera que |π(x0)| < 1
2
. Como −f(x0) ∈ Y0 = f [K] se elige y0 ∈ K tal

que f(y0) = −f(x0). Si |π(x0)| ≥ |π(y0)| entonces

‖x0 − y0‖ ≥ A(π(x0))‖f(x0)− f(y0)‖ = A(π(x0))‖2f(x0)‖ = 2A(π(x0)) > 2A(1
2
).

Por el contrario, si |π(x0)| < |π(y0)| entonces

‖x0 − y0‖ > A(π(y0))‖f(x0)− f(y0)‖ = A(π(y0))‖2f(x0)‖ = 2A(π(y0)) ≥ 2A(1
2
).

De cualquier manera, se tiene que

µ̂2(K) = diamX K ≥ ‖x0 − y0‖ > 2A(1
2
) ≥ diamX Y1/2 = µ̂2(Y1/2).

Como µ̂2(K) > µ̂2(Y1/2) y para cada n ∈ N con n ≥ 2, µ̂n(K) ≥ µ̂n(Y1/2), se sigue que

µ̂(K) =
∞∑
n=2

µ̂n(K)

2n
>

∞∑
n=2

µ̂n(Y1/2)

2n
= µ̂(Y1/2) = θ.

Esto verifica la afirmación.

Se define la función G : Wµ̂(θ) → S2 como:

∀K ∈ Wµ̂(θ) : G(K) =


k si mı́nπ[K] = 1

2
,

R(Pµ̂(f [K]), 2mı́nπ[K]) si − 1
2
< mı́nπ[K] < 1

2
,

−k si mı́nπ[K] ≤ 1
2
.

Nótese que si K ∈ Wµ̂(θ) y −1
2
< mı́n π[K] < 1

2
entonces K ⊆ B y π[K] ∩ (−1

2
, 1
2
).

Como consecuencia de la Afirmación 2, f [K] es un subcontinuo propio de Y , es decir,
f [K] ∈ M(Y ) ⊆ M(X). Esto prueba que la función G : Wµ̂(θ) → S2 se encuentra
bien definida. Se procede a demostrar su continuidad.
Sean K ∈ Wµ̂(θ) y (Kn)n∈N una sucesión que converge a K en Wµ̂(θ) tal que la

sucesión (G(Kn))n∈N converge a un punto x en S2.

(i) Simı́n π[K] = 1
2
> −1

2
entonces, se puede suponer quemı́nπ[Kn] > −1

2
, para cada

n ∈ N. Luego, existe una subsucesión de (Kn)n∈N, llámese (K ′
n)n∈N, de manera que

mı́nπ[K ′
n] =

1
2
para cada n ∈ N, o bien, mı́nπ[K ′

n] <
1
2
para cada n ∈ N. En el primer

caso, G(K ′
n) = G(K) para todo n ∈ N así que x = ĺımG(K ′

n) = G(K). En el segundo
caso, G(K ′

n) = R(Pµ̂(f [K
′
n]), 2mı́nπ[K ′

n]) para cada n ∈ N. Luego,

π(x) = ĺım
n→∞

π(G(K ′
n)) = ĺım

n→∞
2mı́nπ[K ′

n] = 2mı́nπ[K] = 1.
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Como x ∈ S2 y π(x) = 1 se sigue que x = k, es decir, ĺımG(Kn) = G(K).

(ii) Si −1
2
< mı́nπ[K] < 1

2
entonces se puede suponer que −1

2
< mı́nπ[Kn] <

1
2
para

todo n ∈ N. De esta manera, G(K ′
n) = R(Pµ̂(f [Kn]), 2mı́nπ[Kn]) para cada n ∈ N.

Nótese que (f [Kn])n∈N es una sucesión que converge a f [K] enM(Y ). ComoY es una
curva cerrada simple, se sigue del Teorema 3.29 que ĺımPµ̂(f [Kn]) = Pµ̂(f [K]). Por lo
tanto,

ĺım
n→∞

G(Kn) = ĺım
n→∞

R(Pµ̂(f [Kn]), 2mı́nπ[Kn]) = R(Pµ̂(f [K]), 2mı́nπ[K]) = G(K).

(iii) Si mı́n π[K] = −1
2
< 1

2
entonces se supondrá que mı́nπ[Kn] <

1
2
para todo

n ∈ N. Luego, existe una subsucesión de (Kn)n∈N, llámese (K ′
n)n∈N, de manera que

mı́nπ[K ′
n] ≤ −1

2
para cada n ∈ N, o bien, mı́nπ[Kn] > −1

2
para cada n ∈ N. En el

primer caso se tiene que x = ĺımG(K ′
n) = G(K) pues G(K ′

n) = G(K) para cada
n ∈ N. En el segundo caso se tiene queG(K ′

n) = R(Pµ̂(f [K
′
n]), 2mı́nπ[K ′

n]) para todo
n ∈ N. Así,

π(x) = ĺım
n→∞

π(G(K ′
n)) = ĺım

n→∞
2mı́nπ[K ′

n] = 2mı́nπ[K] = −1.

Como x ∈ S2 y π(x) = −1 se sigue que x = −k, esto es, ĺımn→∞G(Kn) = G(K).

(iv) Si mı́nπ[K] < −1
2
se puede suponer que mı́nπ[Kn] < −1

2
para todo n ∈ N. De

esta forma, G(Kn) = G(K) para cada n ∈ N, lo cual implica que ĺımG(Kn) = G(K).

En cualquiera de los casos anteriores, ĺımG(Kn) = G(K). Del Lema 3.24 se sigue que
la función G : Wµ̂(θ) → S2 es continua. Ahora, sea J̃ el subespacio de J inducido
sobre el intervalo [0, µ(Y0)]. El Lema 4.20 asegura la existencia de una función continua
Q : Y × J̃ → C(Y ) tal, para cada (x, s) ∈ Y0× [0, µ(Y0)] se tiene que µ(Q(x, s)) = s.
Además,Q(x, s) ∈ M(Y ) yPµ̂(Q(x, s)) = x cuando s < µ̂(Y0) yQ(x, s) = Y0 cuando
s = µ̂(Y0). Nótese que, si x ∈ Z entonces |π(x)

2
| < 1

2
y 0 < A(1

2
) < A(π(x)

2
). Luego,

θ = µ̂(Y1/2) = A(1
2
)µ̂(Y0) < A(π(x)

2
)µ̂(Y0). Por lo tanto, 0 < θ/A(π(x)

2
) < µ(Y0).

Debido a esta observación es posible definir la funciónH : S2 → Wµ̂(θ) de la siguiente
manera

∀x ∈ S2 : H(x) =


Y1/2 si x = k,

R

[
Q

(
f(x),

θ

A(π(x)
2

)

)
×
{
π(x)

2

}]
si x ∈ Z,

Y−1/2 si x = −k.

Para cada x ∈ Z se tiene que

H(x) = R

[
Q

(
f(x),

θ

A(π(x)
2

)

)
×
{
π(x)

2

}]
= ρπ(x)

2

[
Q

(
f(x),

θ

A(π(x)
2

)

)]

Dado que ρt : Y → Z es una similitud respecto de d con razón de semejanza A(π(x)
2

)
y µ̂ : C(X) → J es una función de Whitney invariante bajo similitudes respecto de d,
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ocurre que

µ̂(H(x)) = µ̂

(
ρπ(x)

2

[
Q
(
f(x), θ/A(π(x)

2
)
)])

= A(π(x)
2

)µ̂
(
Q
(
f(x), θ/A(π(x)

2
)
))

= A(π(x)
2

)

(
θ

A(π(x)
2

)

)
= θ,

esto es,H(x) ∈ Wµ̂(θ) para cada x ∈ Z . Así, la funciónH : S2 → Wµ̂(θ) se encuentra
bien definida. Se procede a verificar que esta función es continua.
Seanx ∈ S2 y (xn)n∈N una sucesión que converge ax enS2 demanera que la sucesión

(H(xn))n∈N converge a un punto K enWµ̂(θ). Se tienen las siguientes posibilidades:

(i′) Si x = k entonces π(x) = 1 > −1, así que se puede suponer que π(xn) > −1
para todo n ∈ N. Luego, existe una subsucesión de (xn)n∈N, llámese (x′

n)n∈N, tal que
π(x′

n) = 1 para cada n ∈ N, o bien, π(x′
n) < 1 para cada n ∈ N. En el primer caso

x′
n = k = x para cada n ∈ N por lo cual K = ĺımH(x′

n) = H(x). En el segundo caso
se elige una subsucesión de (x′

n)n∈N, nómbrese (x′′
n)n∈N, de manera que la sucesión

(f(x′′
n))n∈N converge a un punto y en Y . Dado que −1 < π(x′′

n) < 1 para cada n ∈ N,
se tiene que

ĺım
n→∞

H(x′′
n) = ĺım

n→∞
ρπ(x′′

n)
2

[
Q
(
f(x′′

n), θ/A(
π(x′′

n)
2

)
)]

= ρπ(x)
2

[
Q
(
y, θ/A(π(x)

2
)
)]

= ρ1
2

[
Q(y, θ/A(1

2
))
]
= ρ1

2
[Q(y, µ(Y0))] = ρ1

2
[Y0] = Y1/2.

Esto implica que K = ĺımH(x′′
n) = Y1/2 = H(x).

(ii′) Si x ∈ Z entonces −1 < π(x) < 1, así que se supondrá que −1 < π(xn) < 1 para
todo n ∈ N. De esta manera,

ĺım
n→∞

H(xn) = ĺım
n→∞

ρπ(xn)
2

[
Q
(
f(xn), θ/A(

π(xn)
2

)
)]

= ρπ(x)
2

[
Q
(
f(x), θ/A(π(x)

2
)
)]

= H(x).

(iii′) Si x = −k entonces π(x) = −1 < 1, así que se puede suponer que π(xn) < 1
para cada n ∈ N. Luego, existe una subsucesión de (xn)n∈N, llámese (x′

n)n∈N, de manera
que π(x′

n) = −1 para cada n ∈ N, o bien, π(x′
n) > −1 para cada n ∈ N. En el primer

caso se tiene que x′
n = x = −k para cada n ∈ N lo cual implica inmediatamente que

K = ĺımH(x′
n) = H(x). En el segundo caso se elige una subsucesión de (x′

n)n∈N,
nómbrese (x′′

n)n∈N de manera que la sucesión (f(x′′
n))n∈N converge a un punto y en S2.

Así, ya que −1 < π(x′′
n) < 1 para cada n ∈ N, se sigue que

ĺım
n→∞

H(x′′
n) = ĺım

n→∞
ρπ(x′′

n)
2

[
Q
(
f(x′′

n), θ/A(
π(x′′

n)
2

)
)]

= ρπ(x)
2

[
Q
(
y, θ/A(π(x)

2
)
)]

= ρ
−1
2

[
Q(y, θ/A(−1

2
))
]
= ρ

−1
2
[Q(y, µ(Y0))] = ρ1

2
[Y0] = Y−1/2.
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Esto implica que K = ĺımH(x′′
n) = Y−1/2 = H(x).

En cualquiera de los casos arriba enlistados, ĺımH(xn) = H(x). Por lo tanto, H :
Sn → Wµ̂(θ) es una función continua.
Finalmente, sea x ∈ S2. Si x = k entonces H(x) = Y1/2. Como mı́n π[Y1/2] =

1
2
se

sigue que G(H(x)) = G(Y1/2) = k = x. Luego, si x = −k entonces H(x) = Y−1/2.
Dado que mı́n π[Y−1/2] = −1

2
se tiene que G(H(x)) = G(Y−1/2) = −k = x. Ahora

supóngase que x ∈ Z . Como H(x) = ρπ(x)
2

[Q(f(x), θ/A(π(x)
2

))] ⊆ Yπ(x)
2

se tiene que

mı́n π[H(x)] = mı́n

{
π(x)

2

}
=
π(x)

2
,

y de esta manera −1
2
< mı́nπ[H(x)] < 1

2
. Obsérvese que,

Pµ̂(f [H(x)]) = Pµ̂(f [ρπ(x)
2

[Q(f(x), θ/A(π(x)
2

))]]) = Pµ̂(Q(f(x), θ/A(
π(x)
2

))) = f(x).

En consecuencia,

G(H(x)) = R(Pµ̂(f [H(x)]), 2mı́nπ[H(x)]) = R(f(x), π(x)) = x.

Esto demuestra queG◦H = id S2. En consecuencia,G : Wµ̂(θ) → S2 es una retracción
en Top en el sentido categórico. Se sigue de la Proposición 1.41 que Wµ̂(θ) tiene un
retracto homeomorfo a S2.

4.22 TEOREMA. La contractibilidad no es una propiedad de Whitney.

Demostración. Si X es la celda bidimensional del Ejemplo 4.21 entonces C(X) admite
un nivel de Whitney Wµ̂(θ) el cual posee un retracto que es homeomorfo a S2, y por
tanto, que no es contráctil (véase el Ejemplo 1.78). De la Proposición 1.79 se sigue que
el nivel Wµ̂(θ) no es contráctil. No obstante, por el Corolario 1.77, X sí es un espacio
contráctil lo cual demuestra que la contractibilidad no es una propiedad deWhitney. �

4.23 Observación. El esquema de la demostración del Teorema 4.22 se puede aplicar
para probar que una propiedadad topológica no es una propiedad de Whitney siempre
que ésta se herede a los retractos, queD2 la tenga pero que S2 no la tenga.

§7 Propiedad del punto fijo
4.24 TEOREMA. La propiedad del punto fijo no es una propiedad de Whitney.

Demostración. El resultado se prueba tal y como se indica en la Observación 4.23, pues:

(i) La propiedad del punto fijo se hereda a retractos (Proposición 1.48).
(ii)D2 tiene la propiedad del punto fijo (Teorema 1.46).
(iii) S2 no posee la propiedad del punto fijo (Ejemplo 1.47).

En consecuencia, la propiedad del punto fijo no es una propiedad de Whitney. �
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§8 Ser un AR
4.25 TEOREMA. Ser un AR no es una propiedad de Whitney.

Demostración. Nótese que:

(i) Todo retracto de un AR es un AR (Proposición 1.60).
(ii)D2 es un AR (Teorema 1.59).
(iii) S2 no es un AR (Teorema 1.61).

Se concluye de los incisos (i)-(iii) y de la Observación 4.23 que ser un AR no es una
propiedad de Whitney. �

§9 Ser una celda bidimensional
4.26 TEOREMA. Ser una celda bidimensional no es una propiedad de Whitney.

Demostración. En el Ejemplo 4.21 se muestra una celda bidimensionalX tal que C(X)
admite un nivel de WhitneyWµ(θ) el cual posee un retracto homeomorfo a S2. Nótese
que las celdas bidimensionales tienen propiedades topológicas que heredan a todos sus
retractos y que S2 no posee (e.g. contractibilidad, propiedad del punto fijo, ser un AR).
Consecuentemente, las celdas bidimensionales no tienen retractos homeomorfos a S2.
De aquí se sigue queWµ(θ) no es una celda bidimensional y, por lo tanto, ser una celda
bidimensional no es una propiedad de Whitney. �
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