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Introduccion

Durante nuestros cursos de calculo, analisis en R" y espacios métricos fuimos
testigos de conceptos como sucesion, sucesion convergente, sucesion de Cauchy;,
continuidad, funciones uniformemente continuas y funciones secuencialmente

continuas, asi como las relaciones entre éstos.

En los libros clésicos, como [5], presentan un teorema que dice “si f es
una funcién de un espacio métrico a otro, uniformemente continua, entonces f
es una funcién que “manda” sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy”,
otros por ejemplo [4, Teorema 6.36], afirman que el reciproco es verdadero,

cuando en general no lo es, como veremos mas adelante.

En la busqueda de referencias bibliograficas sobre este concepto, encon-
tramos muy pocas; como [7], [11] y [12] que manejan un lenguaje muy técnico,
es decir, poco entendible para los no expertos en la materia. Desarrollan este
concepto en los espacios uniformes y nombran a este tipo de funciones como
“funciones continua en el sentido de Cauchy”. Por otro lado, en los espacios
métricos, [1], [9] v [5] lo mencionan brevemene. Incluso [11], hace un comentario

corto.

Debido a la insuficiente informacién obtenida sobre este tema dentro de los
espacios métricos y su poca divulgacion, nacio la idea de presentar un trabajo
de tesis de Licenciatura en Matematicas, donde se daran a conocer resultados
que giren entorno a las funciones continuas en el sentido de Cauchy. Planteando

dos vertientes:
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1. El estudio de las relaciones entre las funciones continuas, uniformemente
continuas y las que preservan sucesiones de Cauchy.

2. De manera paralela, haremos un estudio del conjunto de las funciones que
preservan sucesiones de Cauchy con base a lo conocido sobre las funciones
continuas y uniformemente continuas.

En algunos casos, las demostraciones, que aqui se presentan, seran difer-
entes de las que se encuentran en las referencias anteriormente mencionadas.
Teniendo como objetivos dar a conocer este concepto y que el lector, haciendo
un analisis critico, se de cuenta que a partir de sus conocimientos puede generar
nuevos problemas a resolver.

Este trabajo es autocontenido, es decir, que cualquiera que posea cierta
madurez matematica en el area de topologia y analisis, sea capaz de entenderlo,
sin recurrir a otras referencias bibliograficas. Quedando de la siguiente manera.

En el primer capitulo se dard una breve introduccién a la topologia de
espacios métricos. Se hablara también de temas como sucesiones, sucesiones
de Cauchy, espacios métricos completos y completacién de un espacio métrico.
Todo esto para tener mas claro los resultados aqui presentados.

En el segundo capitulo hablaremos sobre las funciones continuas y las fun-
ciones uniformemente continuas, donde la presentacion de resultados se dard
con un cierto orden: definicién, operaciones algebraicas (suma, producto y
composicién), relacién entre las funciones que preservan sucesiones de Cauchy,
conservacion de conjuntos totalmentes acotados y teorema de extensién. Nues-
tro objetivo es tener una mejor comparacion entre los conceptos de continuidad
y uniformemente continua.

En el dltimo capitulo hablaremos del tema central de este trabajo, las fun-
ciones que preservan sucesiones de Cauchy o, formalmente, funciones continuas
en el sentido de Cauchy. Dividiéndolo en tres partes, en la primera parte,
siguiendo con el orden establecido en el capitulo anterior, daremos algunos re-

sultados para las funciones continuas en el sentido de Cauchy. Es importante



INTRODUCCION 3

mencionar que si alguno resultado no es presentado, es debido a que no hay
uno similar para este tipo de funciones. En la siguiente parte, como se verd
en el segundo capitulo, uniformemente continua implica continuidad en el sen-
tido de Cauchy y continuidad, y continuidad en el sentido de Cauchy implica
continuidad. ;Sera posible determinar condiciones para que los reciprocos de
cada implicacion sean verdaderos o que los tres conceptos de continuidad sean
equivalentes? En el desarrollo de esta parte, se hablara de dichas condiciones
y se estableceran nuevos resultados para las funciones continuas en el sentido
de Cauchy, complementando el orden establecido anteriormente mencionado.
En la ultima parte, daremos algunas propiedades del conjunto de funciones

continuas en el sentido de Cauchy y acotadas.
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Capitulo 1

Espacios Métricos

En este capitulo daremos una breve introduccion a la topologia de Espacios
Métricos y algunos conceptos importantes para espacio métricos, que nos per-
mitira entender mejor el desarrollo de este trabajo. Es preciso mencionar que

al final de cada definicion daremos algunos ejemplos.

Definicién 1.0.1. Sean X un conjunto diferente del vacio yd : X x X — R
una funcion. Diremos que d es una métrica o una distancia en X, si para cada
x,y,z € X, d cumple con las siguientes propiedades:

1. d(z,y) > 0.

2. d(z,y) = 0, siysdlo si,x = y.

3. d(z,y) = d(y,z).

4. d(z,2) <d(x,y) +d(y,z). (Desigualdad del Tridngulo).

A la pareja ordenada (X d) la llamaremos espacio métrico.
Ejemplo 1.0.1. Sea X = R, definamosd : R xR — R como

Por las propiedades del valor absoluto tenemos que d es una métrica en R. Esta

métrica se conoce como la métrica usual en R.
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Nota. Por lo general se considera a R con la métrica usual. En caso de no

ser asi lo mencionaremos.

Ejemplo 1.0.2. Sea X = R", ne€ N, n > 2, defintmosd; : RxR — R

como
di(z,y) = Zm-yz!
=1

Esta métrica se conoce como la métrica del taxista en R™.

Ejemplo 1.0.3. Sea X = R?, definimos dy : R?> x R?> =+ R como

n

do(z,y) = Z(% — i)

i=1

Esta métrica se conoce como la métrica euclidiana en R?.

Ejemplo 1.0.4. Sea X = {{Zp}nen | D, en|znlP < o0}, donde para cada
neNz, eRyp €R, p>1 fijo. Definamosd : X x X — R como

d(ry) = (Z 20 —yn|p> ;

neN

Por el [3, Ejemplo 7, pdg. 98] d, es una métrica. Este espacio se denota por

P,
Ejemplo 1.0.5. Sea X = R", definamos dy, : R" x R® = R como

doo(z,y) = max{|z; —y;| : 1 €{1,....,n}}.

Por las propiedades del valor absoluto y del madximo, ds es una métrica. Esta

métrica se conoce como la métrica uniforme en R™.

Ejemplo 1.0.6. Sean (X,d) un espacio métrico y B(X,R) = {f : X —
R| f es una funcion acotada en X}. Definamos ds: B(X,R) x B(X,R) — R

por

doo(f,9) = sup{[f(z) — g(x)| | = € X}.



Observe que do(f,g9) € RY ya que, la funcién f — g es acotada. De las
propiedades del valor absoluto y del supremo ds es una métrica. Esta métrica

se conoce como la métrica uniforme en B(X,R).

Ejemplo 1.0.7. Sea X cualquier conjunto diferente del vacio. Definamos dg:

X x X — R por

L, sixz#y,

0, stx=vy

dd(xﬂ y):

Es facil comprobar que dyg es una métrica. FEsta métrica se conoce como la

métrica discreta en X.

Lema 1.0.1. /5, Lema 1, pdag. 17] Sea (X,d) un espacio métrico. Para

cualquier x,y, z,t € X se cumple,
|d(z,y) — d(z,1)] < d(z, z) + d(y, t).

Definicién 1.0.2. Un espacio métrico (X, dx) es isométrico al espacio (Y, dy)
st existe una biyeccion f: X — Y tal que para cada v,y € X dx(z,y) =

dy(f(x), f(y)).

Ejemplo 1.0.8. Consideremos a C el conjunto de los numero complejos y dy :

C x C — R definida como
di(z,w) = |z — w|, para cada z,w € C

Por las propiedades del médulo y de los nimeros complejos se comprueba que
dy es una métrica en C.

Ahora tomemos a (R?, dy) donde dy es la métrica definida en el Ejemplo 1.0.3.
Consideremos la funcién f: R* — C, tal que para cada (a,b) € R? f(a,b) =
a+ bi. Con las propiedades de los niumero reales es facil comprobar que f es

una biyeccion que establece una isometria entre los espacios R? y C.
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Definicién 1.0.3. Sean (X,d) un espacio métrico y F' un subconjunto cual-
quiera, no vacio de X. Definamos la funcion dp : F' x F — R tal que para
cada x,y € F, dp(x,y) = d(z,y). De las propiedades de d se comprueba
mmediatamente que dp es una métrica para F. A dp suele llamdrsele métrica
inducida en F por d. Se acostumbra designar también por d sin peligro de
confusion.

De manera que (F,d) es un espacio métrico y se le llama subespacio de (X, d).

Ejemplo 1.0.9. Consideremos a (R,d) con d como la métrica usual y (0,1) C

R. Observe que ((0,1),d) es un subespacio métrico de R.
Definicién 1.0.4. Sean (X,d), xg € N yr > 0.

a) La bola abierta con centro en xo y radio r, denotada por B(xg,r), es el

conjunto
B(zg,r) = {z € X |d(z,z0) <r}.

b) La bola cerrada con centro en x¢ y radio r, denotada por Blzo,r], es el

conjunto
Blzg,r] = {z € X | d(z,z0) <r}.

Definicién 1.0.5. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X

a) Diremos que A es un conjunto abierto o simplemente abierto, si para cada

x € A existe r >0, tal que B(z,r) C A.
b) Diremos que A es un congunto cerrado, si X\ A es abierto.
Definicién 1.0.6. Sean (X,d) un espacio métrico, A C X yx € X.

a) = es un punto interior de A, si existe r > 0 tal que B(z,r) C A. El interior

de A, denotado por int(A) ¢ A es el conjunto de los puntos interiores.



b) xesun punto de acumulacion de A, si para cadar > 0, B(xz,r)\{z}NA # 2.
El conjunto de los puntos de acumulacion de A se denota por A'. Algunos

autores le llaman a este conjunto, el conjunto derivado de A.

c) x es un punto de adherencia de A, si para cada r >0, B(z,r)NA # &. La
cerradura del conjunto A denotada por A, es el conjunto formado por todos

los puntos adherentes de A.

d) = es un punto exterior a A, si existe r > 0 tal que B(z,r) C AL El exterior

de A, denotado por ext(A) es el conjunto de todos los puntos exteriores de

A,

e) x es un punto frontera de A, si para cadar > 0, B(x,r)NA # & y B(x,r)N
AL # @. La frontera de A, es el conjunto formado por todos los puntos

frontera de A y lo denotaremos fr(A).
f) © es un punto aislado de A, si existe r > 0 tal que B(x,7) N A = {z}.

Teorema 1.0.1. [9, Teorema 2.5, pdag. 28] Sean (X, d) un espacio métrico y
ACX.

1. int(A) C A.
2. int(A) es un conjunto abierto.

3. El interior de A es el mdzrimo conjunto abierto contenido en A, es decir
int(A) = U{O C X | O es abierto, y O C A}.

4. A es un conjunto abierto, si y sdlo si, int(A) = A.

5. Si AC B CX, entonces int(A) C int(B).

Teorema 1.0.2. [9, Teorema 2.6, pdg. 29] Sean (X, d) un espacio métrico y
ACX.
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1. AC A
2. A es un conjunto cerrado.

3. A es el minimo conjunto cerrado que contiene a A, es decir
A= {FCX| Fescerradoy AC F}.

4. A es un conjunto cerrado, siy sdlo si, A= A.

5. 8i AC BCX, entonces A C B.

6. AACA A=AUA y A es cerrado, si y sdlo si, A’ C A.

7. A=int(A)U fr(A).

Teorema 1.0.3. [5, Teorema 1, pag. 44] Sean (X,d) un espacio métrico y
ACX.

(A) = A",
Ejemplo 1.0.10. En R con la métrica usual:

a) Sea Q C R, nt(Q) = &, ext(Q) = &, fr(Q) =Q, Q =R, Q =R. Se
demuestra usando la densidad de Q.

b) Sea NCR, int(N) = 2, ext(N) = R\ N, fr(N) =N, N = &, N=N. Por

las propiedades de los nimeros naturales las igualdades son ciertas.

Definicién 1.0.7. Sea A un conjunto no vacio en (X,d). Decimos que A es
un conjunto acotado, si existe k € R, k > 0 tal que para todo x,y € A, se tiene

que
d(z,y) < k.

Teorema 1.0.4. [9, Teorema 2.10, pdg. 33] Sean (X,d) un espacio métrico y
A C X un conjunto no vacio. A es acotado si y solo si, estd contenido en una

bola abierta.
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Definicién 1.0.8. Sean (X, d) un espacio métrico, A y B subconjunto no vacios

de X. Se define la distancia entre los conjuntos A y B como
d(A, B) = inf{d(a,b)| a € A, b € B}.

Definicién 1.0.9. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto no vacio

de X. Se define el didmetro de A como

0(A) = sup{d(z,y)| =,y € A}.

1.1 Swucesiones y subsucesiones

Definicién 1.1.1. Sea (X, dx) un espacio métrico. Una sucesion en (X, dx)
es una funcion f: N — X. f(n) lo representaremos como x, y usaremos la

notacion usual para sucesion es {x,}>2, {z,} o simplemente ().

Nota. No se debe confundir {z,} con f(N) = {x,| n € N} que es el rango

de la sucesion.

Ejemplo 1.1.1. En R, consideremos f: N — R definida por
f(n)=n* neN.

Observe que por definicion {x,} es una sucesion en R.

Ejemplo 1.1.2. En (B([0,1],R),dw) consideremos la funcion
F : N — B([0,1],R) definida por F(n) = f, donde f, : [0,1] — R estd dada
por fn(x) = 2%/n. Observe que por definicion {f,} = {F(n)} es una sucesion

en B([0,1],R).

Definicién 1.1.2. Una sucesion {x, }nen en el espacio métrico (X,d) converge

al punto g € X st dado € > 0, existe un N € N tal que

para todo n € N, sin > N, entonces dx(x,, o) < €.



12 CAPITULO 1. ESPACIOS METRICOS

A g se le llama un limite de la sucesion.

Teorema 1.1.1. [9, Teorema 3.1, pdag. 50] Sea (X,dx) un espacio métrico.

Una sucesion {x,} en X puede tener a lo mds un limite.

Definicién 1.1.3. Una sucesion en un espacio métrico se dice que es acotada

st su 1magen es acotada.

Teorema 1.1.2. [9, Teorema 3.3, pdg. 51] Toda sucesion convergente en un

espacio métrico es acotada.

Ejemplo 1.1.3. Sean (X,d) y z € X. La sucesion constante, es decir, la que
tiene como término general a x, = x, n € N, converge a x, por lo que es

acotada.

Ejemplo 1.1.4. Sea R con la métrica usual. La sucesion {(—1)"} es divergente

pero es acotada, ya que {(—1)" | n € N} = {—1,1} es acotado.

Teorema 1.1.3. [5, Corolario 2°, pdg. 107] Sean (X,dx) y A C X. x € A si

y solo si, existe una sucesion {z,} de elementos de A tal que lim z,, = x.
n—o0

Definicién 1.1.4. Sea {x,} una sucesion en el espacio métrico (X,d). Sea
{n} una sucesion de nimeros naturales estrictamente creciente. A la sucesion
{z,, } se le llama subsucesion de la sucesion {x,}. St la subsucesion {x,, } es

convergente en X, al limite de esta subsucesion se le llama limite subsecuencial.

Teorema 1.1.4. [9, Teorema 3.9, pdg. 56] Sea {x,} una sucesion en un
espacio métrico (X, d) que converge al punto x. Toda subsucesion de {x,} es

convergente y converge a x.

Observaciéon 1.1.1. Euxisten sucesiones que tienen subsucesiones convergentes

pero la sucesion no lo es.

Ejemplo 1.1.5. Sea la sucesion {(—1)"} en R. FEs inmediato comprobar
que carece de limite. Sin embargo, la sucesion {1}22, es una subsucesion de

{(=1)"} bajo la sucesion de nimeros naturales {2n} y es convergente.
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1.2 Sucesiones de Cauchy

Un concepto importante que gira alrededor de las sucesiones es el de sucesion

de Cauchy. Daremos su definicion y algunos resultados entorno a él.

Definicién 1.2.1. Sea {z,} una sucesion en un espacio (X,dx). Se dice que
{z,} es una sucesion de Cauchy, si para cada € > 0 existe un N € N tal que

para todo n,m € N,
sin,m > N, entonces dx(x,, Ty,) < €.

Teorema 1.2.1. [9, Teorema 3.12 , pdg. 58] Toda sucesion convergente en un

espacio (X, dx), es una sucesion de Cauchy.

El reciproco del Teorema 1.2.1 no siempre es cierto, es decir, una sucesion

de Cauchy no siempre es convergente.

Contraejemplo 1.2.1. Sea ((0,1),d) con d la métrica usual en R. La sucesion

1
{1/n} es de Cauchy en (0,1). Sabemos que lim —=0. Pero 0 ¢ (0,1). Por

n—oo MM

lo tanto {1/n} no es convergente en (0,1).

Teorema 1.2.2. [9, Teorema 3.14, pag. 58] Toda sucesion de Cauchy en un

espacio métrico X es acotada.

Sin embargo, el reciproco de este teorema no siempre es cierto, como vere-

mos con el siguiente ejemplo.

Contraejemplo 1.2.2. La sucesion {(—1)"} es acotada, por el Ejemplo 1.1.4.
Pero no es de Cauchy, tomando € = 1, n par y a m impar es facil comprar que

no es de Cauchy.

Teorema 1.2.3. [5, Lema 1, pdg. 112] Si una sucesion de Cauchy {x,} en un
espacio métrico (X, d) admite una subsucesion convergente, entonces {x,} es

convergente y ambas tiene el mismo limite.
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1.3 Compacidad.

Antes de dar la definiciéon de un conjunto compacto, veamos algunos conceptos

relacionados con la compacidad.

Definicién 1.3.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Diremos que A C X es
totalmente acotado (algunos autores le llaman precompacto), si para todo € > 0,
existen x1,xs, ..., T, € A, tales que
AC U B(x;,¢€).
i=1
Ejemplo 1.3.1. Sea (X, dy) un espacio métrico discreto con X finito. Eviden-

temente es totalmente acotado.

Ejemplo 1.3.2. En R con la métrica usual, (0,1) es totalmente acotado. Sea

1
e >0, existe ng € N tal que — < e. Tomemos los puntos
No

pertenecen al intervalo (0,1) y lo dividen en subintervalos de longitud 1/ngy. Sea
y € (0,1), eziste ip € {1,2,...,n0} tal que y € [2—%,@], de donde d(y,x;) <

no

1
— < . Por lo tanto
N

Teorema 1.3.1. [5, Teorema 1, pdg. 86/ Si A es un conjunto totalmente aco-
tado de un espacio métrico (X, d), todo subconjunto no vacio de A es totalmente

acotado.

Teorema 1.3.2. Si A es un conjunto totalmente acotado en un espacio métrico

(X,d), entonces A es totalmente acotado.

DEMOSTRACION Sean € > 0y « € A. Por Definicién 1.0.6, existe y € A tal
€
que d(z,y) < 3 Por otro lado, sabemos que A es totalmente acotado, entonces

existen 1, s, ..., T, € A tales que
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Ac|B.3).
=1

Como y € A, entonces existe j € {1,2,3,...n} tal que y € B(zy, 5).

d(z,zj) < d(z,y) +d(y,z;) < g + % =c O

Teorema 1.3.3. [9, Teorema 2.13, pdg. 36] En un espacio métrico (X, d) todo

congunto totalmente acotado es acotado.

Definicién 1.3.2. (Secuencialmente compacto) Sean (X,d) un espacio
métrico y Y C X. Diremos que Y es secuencialmente compacto en X, si toda

sucesion en 'Y, contiene una subsucesion que converge.

Ejemplo 1.3.3. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X un subconjunto finito.
Como toda sucesion en A tiene rango finito admite una subsucesion conver-

gente, por lo tanto A es secuencialmente compacto.

Teorema 1.3.4. [9, Teorema 6.1, pag. 98] Sean (X,dx) un espacio métrico
secuencialmente compacto y Y un subconjunto cerrado de X. FEntonces Y es

secuencialmente compacto.

Teorema 1.3.5. [9, Teorema 6.2, pdg. 98] Sean (X, d) un espacio métrico y

Y CX. SiY es secuencialmente compacto, entonces Y es cerrado y acotado.

Teorema 1.3.6. [9, Teorema 6.7, pdg. 100] Sea (X, d) un espacio métrico. Si

X es secuencialmente compacto, entonces es totalmente acotado.

Definicién 1.3.3. (Propiedad de Bolzano-Weierstrass) Sean (X,d) un
espacio métrico y Y C X. Diremos que Y tiene la propiedad de Bolzano-

Weierstrass, si todo subconjunto infinito A de'Y tiene un punto de acumulacion

enY.

Teorema 1.3.7. [5, Lema 2, pdg. 94] Todo conjunto con la propiedad de

Bolzano-Weierstrass en un espacio métrico es totalmente acotado.
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Para finalizar, veamos la siguiente definicién que nos facilitara entender el

concepto de compacidad.

Definicién 1.3.4. Sean A C X e I un conjunto de indices. Si A C U U,,

ael
con U, conjunto abierto en X; a la familia {U,}aer se le llama cubierta abierta

de A. SiI' C I es tal que A C U U,, entonces decimos que la subfamilia

acl’
{Us}acr es una subcubierta de A. Si, ademdas I' es un conjunto finito, diremos

que la subfamilia es una subcubierta finita de A.

Definicién 1.3.5. (Compacto) Sea (X, dx) un espacio métrico. Decimos que

A C X es compacto, si toda cubierta abierta de A, tiene una subcubierta finita.

Ejemplo 1.3.4. Sea R con la métrica usual, consideremos el conjunto
A={0}U{l/n|n e N}. A es compacto en R. Sea {U,}aer una cubierta
abierta de A, entonces existe ag € I tal que 0 € U,,. Como la sucesion {1/n}

converge a 0, U,, es abierto y 0 € U,,, existe k € N tal que
1
— € U,,, para cada n > k.
n

Para cada i € {1,2,3,....k — 1}, sea U,, tal que 1/i € U,,. por lo tanto

k—1
Ac|U..
i=0
Se ha demostrado que A es compacto.

Teorema 1.3.8. [9, Teorema 6.10, pdg. 104] Sea (X,dx) un espacio métrico.

Todo conjunto K C X compacto es cerrado y acotado en X.

Teorema 1.3.9. [9, Teorema 6.11, pdag. 105] Sea (X, dx) un espacio métrico

compacto. Todo conjunto cerrado en X es compacto.

Teorema 1.3.10. [9, Teorema 6.13, pdg. 105] Sean (X, d) un espacio métrico
y A CX. Son equivalentes:

(a) A es compacto.

(b) A tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass.

(c) A es secuencialmente compacto.
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Teorema 1.3.11. Todo conjunto compacto en un espacio métrico es totalmente

acotado.

DEMOSTRACION La demostracién se encuentra en [5, Teorema 2, pag. 93].
Otra forma de demostrar este teorema es, sea (X,d) un espacio métrico y
A C X compacto. Aplicando Teoremas 1.3.10, A es secuencialmente compacto,

por Teorema 1.3.6, A es totalmente acotado. 0

1.4 Espacios Métricos Completos.

Definicién 1.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X es un espacio

métrico completo, si toda sucesion de Cauchy es convergente a un elemento de

X.

Ejemplo 1.4.1. R con la métrica usual, es un espacio métrico completo. Sea
{z,} una sucesion de Cauchy, por Teorema 1.2.2 y por la principio de Weier-
strass (toda sucesion acotada de nimeros reales tiene una subsucesion conver-
gente), existe {xy, } de {x,} convergente. Aplicando el Teorema 1.2.3, {x,} es

convergente. Por lo tanto R es completo.

Ejemplo 1.4.2. El espacio (B(A,R), d) es un espacio métrico completo. Esto
se debe a [9, Proposicion 5.1, pdg 89].
Lema 1.4.1. [5, Lema 2, pag. 113] El rango de una sucesion de Cauchy es un

conjunto totalmente acotado.

Teorema 1.4.1. [9, Proposicion 5.3, pag. 89] Sean (X, d) un espacio métrico
completo, Y un subespacio de X. Y es un espacio métrico completo, si y solo

st, Y es un subespacio cerrado de X.

1.4.1 Completaciéon de un Espacio Métrico

Antes de presentar el siguiente teorema, veamos algunas propiedades de las

sucesiones.
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Lema 1.4.2. Si{x,} y {yn} son sucesiones de Cauchy en un espacio métrico

(X,d), entonces la sucesion real {d(x,,yn)} es convergente.
DEMOSTRACION Sea € > 0, existen Ni, N, € N, tal que, para toda n,m € N,

si m,m > Ny, entonces d(z,,T,) < &/2y

si m,m > Ny, entonces d(yn, Ym) < £/2.
Tomando N = max{Ny, N»}, para toda n,m € N, si n,m > N, entonces
|d(2, yn) — ATy Ym)| < d(X0, ) + A(Yny Ym) < €.

Por lo tanto, {d(x,,y,)} es una sucesién de Cauchy en R, entonces {d(z,, y,)}

es convergente. ]

Lema 1.4.3. Sean {z,} y {y,} dos sucesiones en un espacio métrico (X, dx).
Si {z,} es de Cauchy y lim dx(x,,y,) = 0, entonces {y,} es también de
n—oo

Cauchy
DEMOSTRACION Sea € > 0, existen N;, N, € N, tal que, para toda n,m € N,
si n,m > Nj entonces d(z,, ) < /3y si n > N, entonces d(z,,y,) < /3.

Tomando N = max{Ny, N2}, para toda n,m € N, si n,m > N, entonces

A(Yns Ym) < d(@ny Yn) + AT, Ym) < ATy Yn) + d( Ty Yn) + d(T0, 7) < €.
O
Lema 1.4.4. Sean {x,}, {yn} dos sucesiones en un espacio métrico (X,dx) y
reX. Si lim z, =z con, lim dx(x,,y,) =0, entonces también lim y, = z
DEMOSTRACION Sea ¢ > 0, existen N;, N, € N, tal que, para toda n € N,

si n > Nj entonces d(x,,x) < /2y si n > Ny, entonces d(x,,y,) < £/2.

Tomando N = max{Ny, N2}, para toda n,m € N, si n,m > N, entonces



1.5. RELACION ENTRE COMPACIDAD Y COMPLETITUD. 19

A(Yn, ) < d(xp, x) + d(2)0, ypn) < €.
0

Lema 1.4.5. Sean {x,}, {yn} dos sucesiones en un espacio métrico (X,dx) y

r,y € X, 8 lim z, =z y lim y, =y, entonces lim dx(z,,y,) = d(x,y).
DEMOSTRACION Sea ¢ > 0, existen Nj, N, € N, tal que, para toda n € N,
si n > Nj entonces d(x,,x) < /2y si n > Ny, entonces d(y,,y) < £/2.

Tomando N = max{N;, No} y aplicando Lema 1.0.1 tenemos que para toda

n € N, si n > N, entonces

|d(2n, yn) — d(z,y)| < d(zy, ) + d(Yn,y) < €.
O

Definicién 1.4.2. Sea (X,dx) un espacio métrico. Se dice que el espacio
(F,dg) es una completacion de (X, dx) si satisface las siguientes condiciones:
1. (F,dp) es un espacio métrico completo.

2. Existe un conjunto denso Iy en (F,dg) tal que (X, dx) y el subespacio (Fy, dy)

s0n 1SOMELTicos.

Aunque la demostracién del siguiente teorema no se hard, los Lemas 1.4.2,
1.4.3, 1.4.4 y 1.4.5 son auxiliares para su demostracion. Estos mismos lemas

son importantes para la demostracién de algunos teoremas de la tesis.

Teorema 1.4.2. [5, Teorema 1, pdg. 191] Todo espacio métrico admite una

completacion.

1.5 Relacién entre Compacidad y Completi-
tud.

Teorema 1.5.1. [9, Teorema 6.14, pdg. 107] Todo espacio métrico compacto

es completo.
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El reciproco del Teorema 1.5.1 no es, en general, cierto.

Contraejemplo 1.5.1. Consideremos el subconjunto A = (—o00,0] en R y
denotemos como la métrica usual a d . Observemos que A es cerrado, por
que AL = (0,00) es abierto en R. Por el Teorema 1.4.1 (A,d) es un espacio
métrico completo, pero A no es compacto. Sélo bastard tomar {B(0, —n)}en

una cubierta de A la cual no tiene una subcubierta finita.

Teorema 1.5.2. X es un espacio métrico completo y totalmente acotado, si y

solo si, es compacto.

DEMOSTRACION Sea (X, d) un espacio métrico. Supongamos que X es com-

pacto, por los Teoremas 1.3.11 y 1.5.1, X es completo y totalmente acotado.

Para la demostracién del reciproco ver [9, Teorema 6.15, pag 107]. U



Capitulo 2

Continuidad en Espacios

Meétricos.

Durante el desarrollo de este capitulo, la presentacion de resultados se daran
con un cierto orden: definicién, operaciones algebraicas (suma, producto y
composicién), relacién entre las funciones que preservan sucesiones de Cauchy,
conservacion de conjuntos totalmentes acotados y teorema de extension.

Nuestro objetivo es tener una mejor comparacién entre las funciones continuas

y uniformemente continuas.

2.1 Funciones continuas.

Definicién 2.1.1. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos. Consideremos
una funcion f : X — Y. Se dice que f es continua en el punto a € X, si y solo

st, para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que,
para cada v € X si dx(x,a) < 6, entonces dy(f(x), f(a)) < e.

Teorema 2.1.1. [9, Teorema 4.1, pdg. 65] Sean (X,dx), (Y,dy) espacios

métricos y f: X —= Y una funcion. Son equivalentes
(1) f es continua en xy.

21
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(2) Para cada € > 0, eziste § > 0, tal que
si x € B(xg,0), entonces f(x) € B(f(xg),€).
(3) Para cada € > 0, eziste 6 > 0, tal que

f(B(x0,9)) € B(f(x0),¢)-
(4) Para cada abierto O en'Y, con f(xg) € O, existe un abierto U en X, con
g€ Uy f(U)CO.

Definicién 2.1.2. Continuidad global. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios
métricos y A C X. Diremos que una funcion f : X — Y es continua en

A, si f es continua en cada punto de A.

Teorema 2.1.2. [9, Teorema 4.2, pdg. 66] Sean (X,dx), (Y,dy) espacios

métricos y f: X =Y una funcion. Son equivalentes
(1) f es continua en X.
(2) Para cada V abierto en Y, se cumple que f~*(V) es abierto en X.

Ejemplo 2.1.1. Sea f: R — R definida por f(x) = x. Veamos que [ es

continua en R. Sean a € X ye > 0.
|f(z) = fla)| = |z —al.
Tomando 6 =€ > 0 tenemos que para toda x € R si |v — a| < § entonces
@)~ fl)| =|e—a| <5 =c.
Por lo tanto f es continua en R.

Definicién 2.1.3. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos, f : X = Y y xg €
X. Diremos que la funcion f es secuencialmente continua en el punto xq, Si

para cada sucesion {x,} C X, tal que
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lim z, = xg, entonces lim f(x,) = f(xo).
n—00 n—00

Definicién 2.1.4. Sean (X,d) espacio métrico y A C X. Diremos que una
funcion f: X = Y es secuencialmente continua en A, si f es secuencialmente

continua en cada punto de A.

Teorema 2.1.3. [9, Teorema 4.3, pdg. 67] Sean (X, dx),(Y,dy) espacios
métricos y [ : X — Y una funcion. Sea xq € X. Son equivalentes
1. fes continua en xq.

2. f es secuencialmente continua en xg.

Teorema 2.1.4. Sean (X,dx),(Y,dy) espacios métricos y f : X — Y una

funcién. Si para toda {x,} sucesion en X tal que,

{z,} es una sucesion de Cauchy, entonces { f(x,)} es una sucesion de

Cauchy en Y.
Entonces f es continua en X.

DEMOSTRACION Sean ag € X y {x,} una sucesiéon de X tal que lim z,, = ay.

n—o0

Definamos {y,} como

ag, Sl n es par
Yn=
Tpn, S1 M es impar

Veamos que {y,} es una sucesién de Cauchy. Sea ¢ > 0.

Como {x,} es convergente a ag, existe N7 € N tal que para toda n € N si
n > Ny, entonces dx(ao, ©,,) < €. Por Teorema 1.2.1, {x,} es de Cauchy, existe
N, € N tal que para toda n,m € N si n,m > N, entonces dx(zp,x,) < €.

Tomemos N = max{ Ny, Na}.

I) Sin,m > N y ademas son pares dx(Ym, Yn) = dx(ag,a9) =0 < €.
IT) Si n,m > N y ademés son impares dx(Ym, Yn) = dx(Tm, T,) < €.

IT) Si n,m > N y ademéds n es par y m es impar
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dx(Ym, Yn) = dx(ag, T,) < €.
Por lo tanto {y,} es una sucesién de Cauchy. Entonces {f(y,)} es una sucesién
de Cauchy.
Observemos que { f(y,)} admite una subsucesién { f(yn, )} convergente a f(ay),
donde para cada ny € N con ny par f(y,,) = f(ap). Aplicando el Teorema
1.2.3, {f(yn)} converge a f(ag). Entonces f es secuencialmente continua en X.
Por el Teorema 2.1.3, f es continua en X. U
A partir de este momento a las funciones que cumplan que para toda {z,}
sucesion en X, si {x,} es una sucesién de Cauchy, entonces {f(x,)} es una
sucesién de Cauchy en Y, las nombraremos, informalmente, como funciones que
preservan sucesiones de Cauchy. El Teorema 2.1.4 hace referencia a la relacion

entre las funciones que preserva sucesiones de Cauchy y las funciones continuas.

Ahora bien, el reciproco de este teorema no siempre es cierto, es decir, no

siempre una funcién continua preserva sucesiones de Cauchy.

Contraejemplo 2.1.1. Sea f:(0,1) — R definida como

f(x) = ~

E.
: 1 -
Es claro que f es continua en (0,1). Sea e = 5 Y d > 0, como la sucesion {1/n}

es de Cauchy en el intervalo (0,1), existen ny,ny € N tal que |1/ny —1/ns| < 6.

Pero,

[f (/) = f(1/n2)] = |na = na| > 1/2

Entonces {f(1/n)} no es una sucesion de Cauchy. Por lo tanto f no preserva

sucesiones de Cauchy.

Teorema 2.1.5. [5, Teorema 1, pdag. 151] Sean (X, dx), (Y,dy) espacios
métricos, f : ACX —=>Y ya€ A.

1. Si a es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.
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2. Si a es un punto de acumulacion de A, entonces [ es continua en a si y

sélo si liin f(z) = f(a).

Teorema 2.1.6. [5, Teorema 3, pdg. 153] Sean (A,dy), (X,dx), (Y,dy) espa-
cios métricos, f: ACA—Xyg: BCX—=Y funciones con f(A) C B.

Si para a € A’ existe lim f(x) =b, b € B y g es continua en b, entonces
Tr—a

lim (g o f)(x) = g(b).

T—a
Teorema 2.1.7. Sean (A,dy), (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos, si f : A —
X, g : X =Y son continuas, entonces go f: A — Y definida por (go f)(z) =
g(f(z)) es continua en A.

DEMOSTRACION Como f(A) C X, nos permite considerar la funcién g o f :
A — Y. Sea a € A. Si a es un punto aislado, por el Teorema 2.1.5, go f es
continua en a.

Sia € A, del Teorema 2.1.5 y la continuidad de f,

lim f(z) = f(a).

Tr—a

Por hipdtesis, g es continua en X, entonces g es continua en f(a) € X, aplicando

el Teorema 2.1.6,

lim(g o f)(x) = g(f(a)) = (g o f)(a).

r—a

Por lo tanto, g o f es continua en X.

O

Teorema 2.1.8. Sean (X,d) un espacio métrico y f,g : X — R funciones
continuas en X. Entonces

1. f+£ g es continua en X

2. fg es continua X.

DEMOSTRACION

1. a) Demostremos que f + g es continua en X.
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Seaec >0y xg € X. Como fy ¢gson continuas en X, entonces existen d;, s > 0
tales que para cada x € X si d(x,29) < 61, entonces |f(x) — f(x0)] < 5 y si
d(x,z9) < d2, entonces |g(x) — g(zo)| < 5.

Tomando § = min{d;,d2} > 0y sea x € X tal que d(z,z() < 9, tenemos que
[(F(@)+ g(x)) = (Flwo) + 9(ao))| < 1F(x) = )| + lg(w) — glan)| < 5 +5 =
Por lo tanto f + g es continua en x.

b) De manera anéloga se puede demostrar que f — g es continua en X.

2. Seae > 0y zg € X. Observemos que |f(x)g(x)—f(x0)g(xo)| < |f(2)] |g(x)—
9(xo)| + [g(xo)l |f () — f(z0)].

€
Sabemos que f y g son continuas en X. Sea ¢; =

2(g(z0)| + 1)
91 > 0 tales que para cada x € X, si d(x, z¢) < d1, entonces |f(x) — f(xo)| < &1,

> 0, existe

entonces | f(z)| < |f(xo)| + &1

Definamos a M=|f(x¢)| + ;. Sea g3 = ﬁ, existe 0 > 0 tal que para cada
r € X, sid(x,zg) < b, entonces |g(x) — g(xg)| < 2.

Tomemos 0 = min{d;,d2} > 0y sea z € X tal que d(x,xy) < §, tenemos que

[f(2)g(x) — fxo)g(xo)l < |f(2) 19(x) — g(xo)| + lg(wo)| |f(x) = flwo)| <
€ € 3 9
Mey + |g(x0)|€1 = 5 + |g(x0)|m < 5 + 5 =E.

Por lo tanto fg es continua en X O

Es sabido que las funciones continuas preservan conjuntos compactos. Por
lo que es natural preguntarse juna funcién continua conserva conjuntos total-

mente acotados? En general la respuesta es que no.

Contraejemplo 2.1.2. Sea f : (0,1) = R definida como

1
flz) = e
Sabemos que f es continua (0,1) y que por el Ejemplo 1.3.2 (0,1) es totalmente
acotado. Sin embargo, f((0,1)) = (1,00) no es un conjunto totalmente acotado,

ya que (1,00) no es acotado.

Teorema de extension para funciones continuas
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Lema 2.1.1. [5, Lema 2, pdg. 162] Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos y
f,g: ACX =Y funciones. Si f y g son continuas en A y para cada v € A

f(z) = g(z), entonces para cada x € A f(z) = g(x).

Teorema 2.1.9. [5, Teorema 2, pdg. 138] Sean (X,dx), (Y,dy), f: ACX —

Y una funcion y a € A’

Si existe lim f(x) = b, entonces para toda sucesion {z,} en A, tal que lim z,, =
Tr—a n—oo

a, la sucesion {f(x,)} converge a b.

Teorema 2.1.10. Sean (X,dx), (Y, dy) espacios métricos y f: ACX —=Y
continua en A. Existe una tinica funcion g: A C X = Y continua en A y para

cada x € A, g(x) = f(x), si y sdlo si, existe lim f(x), para cada a € A’.
Tr—a

DEMOSTRACION  Supongamos que existe ¢ del enunciado y sea también h:
A C X — Y continua en A y para cada v € A f(r) = h(z). Entonces para
toda z € A g(x) = f(z) = h(z), lo cual implica por el Lema 2.1.1, para toda
x € A g(x) = h(z). Por lo que g es tnica.

Consideremos, por otra parte, la funcién identidad i: A C X — X, tal que
para cada x € A i(z) = x. Podemos expresar f = (g o), ademds, si a € A',

lim i(z) = a. Aplicando el Teorema 2.1.6, existe
T—a

lim f(z) = lim(g 0 i)(z) = g(a).

r—a Tr—a

Ahora, supongamos que existe lim f(x), para toda a € A’. Contruyamos
a—a
la funciéon g: A C X — Y de la siguiente manera. Para cualquier punto

acA=AUA,

f(a), sia€ A,

gla)=
lim f(z) sia e A’

De manera que g estd bien definida para todo punto de A. Resta probar la
continuidad de g en A.

Tomemos un a € A. Si a es un punto aislado de A, g es continua, por el Teorema
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2.1.5. Consideremos el caso en que a € (A)’; de acuerdo con el Teorema 1.0.3,
a€ Ay g(a) = lim f(z).

T—ra
Sea T una vecindad cualquiera de g(a); existe una bola cerrada Blg(a),r| = C

con C' C T. Por el Teorema 2.1.1, existe S una vecindad de a tal que
(S —={a}nA)) € N(g(a),r) CC.

Denotemos a S — {a} = B, consideremos el conjunto BN A y tomemos un
z€ BN A. SiU es una vecindad cualquiera de z tenemos que U N (BN A) =
(UNB)NA+# @ yaque UN B es un entorno de z € A, entonces

ceBNA=(BNAU([BNA.

Si z € BN A, entonces g(z) = f(z) € f(BNA) C C. Supongamos que
z € (BNA) C A" Luego g(z) = lim f(z). Pero, por los teoremas 1.0.3 y 1.1.3,
T—z
existe una sucesién {z,} en BN A con lim z, = z, entonces por el Teorema
n—oo

2.1.9, lim f(z,) = g(z). Ahora, la sucesién {f(z,)} C f(BN A), de manera

que

g9(z) € f(BNA),

por el Teorema 1.1.3y f(BNA) C C, g(z) € C.
Para cualquier z € BN A g(z) € C, entonces g(BNA) C C C T, es decir

lim g(z) = g(a).

r—ra

Por lo tanto, por el Teorema 2.1.5, g es continua en a € (A)'.

Finalmente, g es continua en A. U

2.2 Funciones uniformemente continuas.

Definicién 2.2.1. Sean (X,dx), (Y, dy) dos espacios métricos, diremos que la
funcion f: X — Y es uniformemente continua en X, si para cada € > 0, existe

d =4(e) >0, tal que para cada 1,19 € X,
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st dx(xq1,x2) < 6, entonces dy(f(z1), f(xa)) < €.

Es claro que si f es uniformemente continua en X, entonces f es continua
en X.

Pero el reciproco no siempre es valido, lo cual revela que la continuidad
uniforme es una propiedad mas poderosa que la continuidad, en el sentido que
la continuidad es consecuencia de la continuidad uniforme. Veamos el siguiente

ejemplo, que nos ilustrard un poco mas esta afirmacién.

Contraejemplo 2.2.1. Sea f:(0,1) — R definida como

1
xr)=—.
fl) =
Sabemos que f es continua (0,1), pero veremos que no es uniformemente con-

1
tinua en (0,1). Sea € = 3 ¥ d >0, como la sucesion {1/n} es de Cauchy en el

intervalo (0,1), existen ny,ne € N distintos tales que |1/ny — 1/ns| < 6. Pero,

|f (1) = f(1/n2)| = [n1 — nof > 1/2
Por lo tanto f no es uniformemente continua.

Teorema 2.2.1. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos y f: X — Y una
funcion. Son equivalentes:
1. f no es uniformemente continua en X.

2. Existe € > 0, tal que, para toda 6 > 0, existe x5 y ys que cumplen

dxc(25,y5) <0, y dy(f(w5), f(ys)) > €

3. Existe € > 0 y dos sucesiones {x,}, {yn}, tales que

lim dx(2,yn) =0 y d(f(zn), f(yn)) > € para cada n € N.

n— oo
DEMOSTRACION De la negacién de la Definicion 2.2.1 se tiene que 1) es equi-
valente a 2), sélo faltaria ver que 2) es equivalente a 3).
Para 2) implica 3), tomemos € > 0 tal que, para toda § > 0, existe x5 y ys que

cumplen
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dx(zs,ys5) < 0,y dy(f(xs), f(ys)) > e.

1
En particular para § = — con n € N, existen x,, y y, que cumplen
n

dx(Tn,yn) < d y para cada n € N, d(f(z,), f(yn)) > €.

Observe que {z,} v {y»} son dos sucesiones tales que, si 0 < dx(x,, y,) < %,

entonces lim dx(x,,y,) = 0.
n—oo

Ahora veamos que 3) implica 2), tomemos € > 0 y dos sucesiones {z,}, {yn},

tales que

lim dX(xna yn) =0y d(f($n>7 f(yn)) > €.

n—o0
Sea 6 > 0, como nlg{)lo dx(zp,yn) = 0, existe N € N tal que para cadan € N
si n > N entonces dx(z,,y,) < 0. En particular, tomando n = N tenemos
dx(zn,yn) < 0y ademds xy = x5y yy = ys. Se concluye la demostracion.
Por lo tanto 2) es equivalente 3).
O
El Teorema 2.2.1 serda de mucha utilidad para algunas demostraciones pos-

teriores.

Ejemplo 2.2.1. Sea R con la metrica usual y [0,1] C R. Sea f: [0,1] - R
definida por f(x) = z?, ésta es uniformemente continua en [0,1]. Sea ¢ > 0,
tomemos 6 = 5, sean x,y € [0,1], tal que |x —y| < 0, entonces

2e

228.

[f(z) = fy)] =2 —y?| = [z +yllz —y| <
Por lo tanto [ es uniformemente continua.

Haciendo un estudio analogo como se hizo en las funciones continuas, tene-

mos:

Teorema 2.2.2. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos, f: X — Y una

funcion. Si f es uniformemente continua, entonces para toda {x,} sucesion en

X,
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si {x,} es una sucesion de Cauchy, entonces {f(x,)} es una sucesion de

Cauchy en Y.

DEMOSTRACION Dado ¢ > 0, existe d > 0 tal que para cualesquiera z,y € X,
dx(z,y) < 60 entonces dy(f(z), f(y)) < €. Ademads, como {z,} es de Cauchy,

existe un N € N tal que si n,m > N, entonces dx(x,,x,) < 0. Entonces

dy(f(xn), f(zm)) < g, por lo que {f(x,)} es de Cauchy. O

Una pregunta natural es ;El reciproco se cumple? La respuesta es que no.

Contraejemplo 2.2.2. Sea f: R — R, definida por f(z) = 2* y {x,} una
sucesion de Cauchy en R.

Por el Teorema 1.2.2 {x,} es acotada, entonces existe K € R tal que para
cadan € N, |z,| < K.

Sea e > 0, existe un N € N tal que si n,m > N, entonces |, — T,| < %
(@) = F@m)| = [02 =22,] = |20 =) 00+ )| < |(@0 =) (0l + ) =
2Kz — x| < €.

Por lo tanto {f(x,)} es una sucesion de Cauchy.

Sea e =1y d >0, tomemos n €N tal que 1/n <6, entonces
In+1/n—n| <4, pero |f(n+1/n) — f(n)] =2+1/n* > 1.
Por lo tanto no es uniformemente continua.

Otra manera de enunciar el Teorema 2.2.2 es: sean (X, dx), (Y, dy) espacios
métricos y f: X — Y una funciéon. Si f es uniformemente continua, entonces
f preserva sucesiones de Cauchy.

Este teorema aparte de dar la relacion entre las funciones uniformemente con-
tinuas y las funciones que preservan sucesiones de Cauchy, nos hace referencia

a la existencia de estas ultimas.
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Teorema 2.2.3. Sean (A, dy), (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos, si f : A —
X, g : X = Y son uniformente continuas, entonces go f : A — Y definida

por (go f)(z) = g(f(x)) es uniformemente continua en A.

DEMOSTRACION Como f(A) C X, nos permite considerar la funcién g o f :

A — Y. Sea ¢ > 0, existe §; > 0 tal que para cada z,y € X
si dx(z,y) < d1, entonces dy(g(x),g(y)) < e.
Por otro lado, para §; > 0 existe d, > 0 tal que para cada a,b € A
si da(a,b) < g, entonces dy(f(a), f(b)) < ;.
Dado que f(a), f(b) € Xy dy(f(a), f(b)) < &1, tenemos que

dy(g(f(a)), g(f () = dv((g o f)(a),(ge f)(b)) <e.

Por lo tanto g o f es uniformemente continua.
O
Como en las funciones continuas, jserd posible que la suma y el producto de
funciones uniformemente continuas sean funciones uniformemente continuas?

En el caso del producto, en general no es cierto.

Contraejemplo 2.2.3. Sea f,g : R — R definidas por f(x) =x y g(z) = x.
Entonces fg : R — R definidas por (fg)(z) = f(x)g(z) = x%. Por el

Contraejemplo 2.2.2, sabemos que fg no es uniformemente continua.

Con condiciones adicionales, obtenemos un teorema similar al Teorema 2.1.8

para las funciones uniformemente continuas.

Teorema 2.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico y f,g : X — R funciones
uniformemente continuas en X. FEntonces
1. f £ g es uniformemente continua en X

2. 8i fy g son acotadas en X, entonces fg es uniformemente continua X.
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DEMOSTRACION

1. a) Demostremos que f + g es uniformemente continua en X.

Sea € > 0. Como f y g son uniformemente continuas en X, entonces existen
01,09 > 0 tales que para cada z,y € X

si d(z,y) < 01, entonces |f(x) — f(y)| < 5 vy si d(x,y) < d,, entonces

l9(z) —g(y)] < 5.

Tomando 0 = min{dy,d2} > 0y sean z,y € X tales que d(z,y) < J, tenemos
que |(£() +9(x)) — (F() + 9(0))| < |£ ()~ FW) + o) — o) < 5+ 5 =¢
Por lo tanto f + g es uniformemente continua en X.

b) De manera anéloga se puede demostrar que f— g es uniformemente continua
en X.

2. Sea e > 0. Como [ y g son acotadas, entonces existen ki, ko € RT tales que

para cada € X |f(x)] < k1 y |g(2)| < ko.

Por otro lado, fy ¢ son uniformemente continuas en X, entonces existen d, dy >

0 tales que para cada x,y € X si d(z,y) < &; entonces |f(z) — f(y)| < 2ik2
y si d(x,y) < d9 entonces |g(z) — g(y)| < 2ik1

Tomando ¢ = min{dy,dp} > 0 sean z,y € X tales que d(z,y) < J, tenemos que
£@)g)=F0)0)] < l9(o)| L (@)-S @+ lo)—g(0)] < 3E+52 =
Por lo tanto fg es uniformemente continua en X. O

Teorema 2.2.5. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos y f : X — Y una
funcion uniformemente continua en X. Si X es totalmente acotado, entonces

f(X) es totalmente acotado.

DEMOSTRACION Sea ¢ > 0. Entonces existe 6 > 0 tal que para cada z,y € X
si dx(x,y) <, entonces dy(f(z), f(y)) < e. Dado que X es un conjunto total-

mente acotado, para § > 0 existe z1, xa, ..., T, € X tales que

=1
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Ahora veamos que f(X) C U B(f . Sea y € f(X), entonces existe r € X

tal que y = f(z). Como z G X existe ig € {1,2,. n} tal que dx(x [Bm) <4,
luego dy(f(z), f(x;,)) < €. Finalmente, y € B(f(z;,), U B(f

Por lo tanto f(X) es un conjunto totalmente acotado. U

Teorema 2.2.6. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos y f : X — Y una

funcion. f es uniformemente continua, si y solo si, dy(f(S), f(T)) =0 cuando

S, T C X ydx(S,T) = 0.

DEMOSTRACION Para la necesidad la demostracién la haremos por contra-
diccién. Supongamos que f : X — Y es uniformemente continua y existen
S, T C X tales que dx(S,T) =0y dy(f(S), f(T)) > 0.

Sea € = dy(f(S), f(T))) > 0. Existe § > 0, entonces § > dx(S,T), luego ex-
isten z € Sy y € T tales que dx(z,y) < 0, entonces dy(f(z), f(y)) < e =
dy(f(S), f(T)). Esto es una contradiccion.

Para la suficiencia, también la haremos por contradiccion. Supongamos que
f + X = Y no es uniformemente continua y dy(f(S), f(T)) = 0 cuando
S, T Cc Xydx(S,T)=0.

Dado que f no es uniformemente continua, existe ¢ > 0 y dos sucesiones {z,}

Y {yn}, tales que

n—oo

Por otro lado, observemos que {z,} v {y.} C Xy que dx({z.},{y.}) = 0,
entonces dy (f({n}), f({yn})) = 0.

Como dy(f(xs), f(yn)) € {d(f(x:), f(y:)) = = € {2} y yi € {yn}} v para
cada n € N dy(f(zn), f(yn)) > €, entonces dy(f({zn}), f{yn})) > ¢, luego

0 > . Esto es una contradiccion.
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Por lo tanto dy(f(S), f(T)) = 0 cuando S,T C Xy dx(S,T) = 0, si y sélo
si, f : X = Y es uniformemente continua.

0J

Teorema de extension para las funciones uniformemente conti-

nuas.

Lema 2.2.1. [5, Lema 1, pdg. 186] Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos
y f: A CX =Y es una funcion. Si f es uniformemente continua en A y

(Y, dy) es completo, entonces eziste lim f(x), para toda a € A’.
Tr—a

Teorema 2.2.7. Sean (X,dx) un espacio métrico, (Y,dy) un espacio métrico
completo y f : A C X — Y uniformemente continua en A, entonces existe una

tinica funcion g+ A C X — Y, uniformemente continua en A tal que para cada

reA: g(z)= f(x)

DEMOSTRACION Como f es uniformemente continua en A, f es continua en
A. Por el Lema 2.2.1, existe ilgl’cll f(x), para toda a € A’. Del Teorema 2.1.10,
existe una tnica funcién g : A € X — Y continua en A y para toda =z € A
f(z) = g(z).

Sélo falta demostrar que g es uniformemente continua en A. Dado € > 0 existe

un 0 > 0 tal que para cada xz,y € A

si dx(x,y) < d, entonces dy(f(z), f(y)) <

Wl ™

— )
Sean z,y € A tales que dx(x,y) < 30. Como g es continua en z y y, existen

01,09 > 0 tales que

para cada z € A, si dx(z,z) < &, entonces dy(g(z), g(r)) <

Y

para cada t € A, si dx(t,r) < 01, entonces dy(g(t), g(y)) <

@IO ol m

0
Tomando 0 = min {Zo,él,ég}, existen p € AN B(z,0) y ¢ € AN B(y,9) tales

que
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dr(fp),g(@) < 5 ¥ dulfla).9)) <

w| ™

Por otra parte,

dx(p,q) < dx(p,x) + dx(q,z) < dx(p,x) + dx(q,y) + dx(x,y) <
<§+§+é—5
4 4 2 7

Finalmente para cada x,y € A si dx(z,y) < 2 entonces



Capitulo 3

Funciones Continuas en el

sentido de Cauchy.

3.1 Funciones continuas en el Sentido de Cauchy

Aunque en el Capitulo 2, el primer resultado que habla de las funciones que
preserva sucesiones de Cauchy es el Teorema 2.1.4, en los libros clasicos, como
[5], el que aborda este concepto es el Teorema 2.2.2, mostrandonos la existencia

de este tipo de funciones.

En este capitulo estudiaremos las funciones que preservan sucesiones de Cauchy,

manteniendo un orden similar al que se presento en el capitulo anterior.

Definicién 3.1.1. Sean (X, dx), (Y,dy) dos espacios métricos, diremos que la
funcion f : X = Y es continua en el sentido de Cauchy sobre X, si para cada

sucesion {x,} C X tal que,
{z,} es de Cauchy, entonces {f(x,)} es de Cauchy

Nota. Para abreviar diremos que una funcién es continua en el sentido de

Cauchy como CSC.

37
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Ejemplo 3.1.1. Sea f: R — R la funcion definida por f(x) = z*. Del Con-
traejemplo 2.2.2 se tiene que f es CSC.

Ejemplo 3.1.2. En general, en R con la métrica usual y f: R — R una
funcion definida por f(x) = z™ para cualquier n € N, f es CSC. Sea {x}} una
sucesion de Cauchy en R, veamos que {f(zg)} es de Cauchy.

Por el Teorema 1.2.2, {xy} es acotada, es decir, existe C € RY tal que para

cada k € N |z;| < C, entonces |z} < C"~1. Sea ¢ > 0, existe un N € N tal
5

nCn—1 :

n—1

}: (n—=1)—i_j;
wl Lo

i=0

que si l,m > N entonces |x; — x| <

[f (@)= f(wm)| = [af =2, | = |z1—2m)|

nC™" Hay — | < €.

n—1 '
< Jwr—am| Y Jai" 0l
1=0

Por lo tanto {f(x)} es una sucesion de Cauchy.

Continuando con lo que hasta ahora hemos hecho, demostraremos teore-
mas similares a los demostrados para las funciones continuas y a las funciones

uniformemente continuas, relacionados a las funciones CSC.

Teorema 3.1.1. Sean (A,d), (X,d) y (Y,d") espacios métricos, si f : A —
X, g: X =Y son CSC, entonces gof : A — Y definida por (gof)(xz) = g(f(x))
es CSC en A.

DEMOSTRACION Sea {z,} C A una sucesién de Cauchy en A. Como f es
CSC, tenemos que {f(z,)} es una sucesién de Cauchy en X. Sabemos que g
es CSC, entonces {g(f(zn))} = {(go f)(z,)} es una sucesién de Cauchy en Y.
Por lo tanto g o f es CSC. O

Teorema 3.1.2. Sean (X,d) un espacio métrico y f,g : X — R funciones
CSC en X. Entonces

1. f£ges CSCen X

2. fg es CSC en X.

| <
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DEMOSTRACION 1. a) Sea {z,} una sucesiéon de Cauchy en X. Sabemos que
fy g son CSC, por lo que {f(x,)} y {g(x,)} son sucesiones de Cauchy en Y.
Sea € > 0, existen Ny, Ny € N tales que para cada n.m € N si n,m > N
entonces |f(z,) — f(xn)| < g y si n,m > Ny entonces |g(x,) — g(xn,)| < g.
Tomando N = max{Ny, N2}, tenemos |(f(x,) + g(z,)) — (f(xm) + 9(@m))] <
() = Fom)| + lg(n) + glan)| < 5 + 5
Con esto hemos demostrado que {(f + g)(z,)} es una sucesién de Cauchy. Por

=E£.

lo tanto f + g es continua en el sentido de Cauchy.

b) De forma andloga tenemos que f — g es CSC.

2. Seae > 0y {x,} una sucesién de Cauchy en X. Sabemos que fy g son CSC,
por lo que {f(z,)} v {g(z,)} son sucesiones de Cauchy en Y. Por el Teorema
1.1.3, existen ky, ko > 0 tales que para cadan € N |f(x,)| < k1 y |g(x,)] < k.
Por oto lado, para ¢ > 0, existen N;, Ny € N tales que para cada n,m €

N si n,m > Nj entonces |f(x,) — f(am)] < % y si n,m > N, entonces
2

|9(20) = g(wm)| < 2%
Tomemos a N = max{Ny, No}, entonces |(f(zn)9(xn)) — (f(zm)g(zm))] <
@) 1f(2n) = F@m)l + 1f (@)l 1g(en) = glam)] < 5=+ 5= =

Entonces {(fg)(x,)} es una sucesiéon de Cauchy. Por lo tanto fg es CSC.

E.

O

Ejemplo 3.1.3. EnR con la métrica usual, sean f: R — R dada por f(x) = x?

y g: R — R dada por g(x) = 2®. Sabemos por el Ejemplo 3.1.2 que f y g son
CSC. Observe que f+ g y fg son CSC como consecuencia al Teorema 3.1.2.

Observacién 3.1.1. Para n € N, cualquier polinomio de grado n es una

funcion CSC.

Teorema 3.1.3. [2, Teorema 7.5, pdg. 91] X es totalmente acotado, si y sélo

si, toda sucesion en X tiene una subsucesion de Cauchy.

DEMOSTRACION Supongamos que X es totalmente acotado. Sea {z;} C X

., . . € .
una sucesién en X con {z,, | n € N} infinito. Sea 5> 0. Existen ay,...,a, € X
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" €
tales que X C i:leB (ai, 5) .
Es claro que existe un jy € {1,2,...,n} tal que {z,, | n € N}NB <aj0, %) es un
conjunto infinito. De lo contrario para toda j € {1,2,...,n}, B(a;,e)N{z, |n €
N} es finito, entonces {z, | n € N} es finito, pero esto es una contradiccion.
Sea N7 € N tal que zy, € B (%‘m%) Existe Ny € N con Ny > Nj tal que
TN, € B (ajo, g), de caso contrario tendriamos que para toda Ny € N con
Ny > Ny, zn, ¢ B (ajo, g), con lo que {z, | n € N}NB (ajo, g) es finito, con-
tradiciendo lo anteriormente mencionado. Entonces existe N3 € N con N3 > Ny
E), de manera consecutiva tenemos que para cualquier

2
€
m € N, existe N,,, € N con N,,, > N,,_; tal que xy,, € B <aj0, 5) Finalmente

tal que zn, € B (ajo,

{zn,,} es una subsucesién de {z}}.
€
Veamos que {zy,,} es una sucesiéon de Cauchy. Para 5 > 0, existe nyp € N
tal que para cada [,r € N si [,r > ng entonces d(xy,,zn,) < d(xn,,aj,) +
e €
d(zn,,aj,) < gts=¢
Por lo tanto {zy,, } es de Cauchy.

Para el caso que {x, | n € N} sea finito, {z,} admite una subsucesiéon conver-

gente {x,, }. Por el Teorema 1.2.1, {z,, } es de Cauchy.

Ahora, por contradicciéon supongamos que X no es totalmente acotado y que
toda sucesion de X tiene una subsucesion de Cauchy. Tomemos a g9 > 0y
z1 € X. Como X no es totalmente acotado, existe zo € X tal que d(z1,x2) > &.
Ahora para {x1, 25} existe z3 € X tal que d(xq1,23) > €9 y d(x2,x3) > 9. De
manera consecutiva se define {x,} tal que para cada ¢,j € N d(z;, z;) > €.

Por otro lado tenemos que {z,} es una sucesién de X. Por lo tanto exis-
te {xn,} una subsucesién de {x,} tal que {xy,} es de Cauchy. Entonces
para ¢y > 0 existe Ny € N tal que para cada n,m € N si n,m > Ny, en-
tonces d(xy,,xn,, ) < €0. Como xy, y zn,, son elementos de {x,} entonces

d(xy,,xN, ) > €o contradiciendo lo anterior.
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Por lo tanto si toda sucesion de X tiene una subsucesion de Cauchy entonces

X es totalmente acotado. O

Este teorema que acabamos de demostrar, facilita la demostracién del si-

guiente resultado.

Teorema 3.1.4. Sean (X,dx), (Y,dy) y f : X — Y wuna funcidn continua
en el sentido de Cauchy en X. Si X es totalmente acotado, entonces f(X) es

totalmente acotado.

DEMOSTRACION Por Teorema 3.1.3, bastard probar que toda sucesién en
f(X) tiene una subsucesion de Cauchy. Sea {y,} C f(X) una sucesién de
f(X), entonces para cada n € N existe x,, € X tal que f(z,) = y,. Como
X es totalmente acotado, existe {z,,} una subsucesién de Cauchy en {z,}.
Entonces {f(x,,)} es una subsucesién de Cauchy en{y,}, por ser f CSC. Por
lo tanto f(X) es totalmente acotado. O

Ejemplo 3.1.4. Tomando a R con la métrica usual, sea f: R — R definida
por f(x) = 2% y (0,1) un subconjunto de R. Del Ejemplo 3.1.1 y 1.3.2 se tiene
que [ es CSC'y f((0,1)) = (0,1) es totalmente acotado.

Ahora nuestra intencion es presentar las relaciones que existen entre este

concepto y los conceptos de continuidad.

3.2 CSC y continuidad.

Hasta este momento sabemos que uniformemente continua implica CSC y con-
tinuidad, y CSC implica continuidad.

.Sera posible determinar condiciones para que los reciprocos de cada impli-
cacion sean verdaderos o que los tres conceptos de continuidad sean equiva-

lentes? En el desarrollo de esta seccion se hablard de dichas condiciones y se
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estableceran nuevos resultados para las funciones CSC.
Un primer acercamiento a estas condiciones es en los espacios normados y los
operadores lineales. Observe que se dan condiciones para el dominio y para la

funcion.

Definicién 3.2.1. Sean X un espacio vectorial distinto del {0} sobre un campo
K (los nimeros reales o complejos) y || - || : X — R una funcién. Diremos
que || - || es una norma en X, si cada v,y € X ya € K, || - || cumple con las
siguientes propiedades:

1 Jlall 2 0

2. |z]| =0 2=0

3. Nax]| = laf|z]

4 M+ yll < [l + lyl

A la pareja ordenada (X || - ||) le llamaremos espacio normado.

Observacion 3.2.1. Una norma sobre X define una metrica d en X, la cual

estd definida por
para cada z,y € X d(x,y) = ||z — y||

y es llamada la métrica inducida por la norma. FEs preciso aclarar que toda

norma genera una métrica, pero no toda métrica es generada por una norma.
Observacion 3.2.2. Por la Observacion 3.2.1, (X, ||-||) es un espacio métrico.

Definicién 3.2.2. Sea (X,|| - ||) un espacio normado. Diremos que (X, || - ||)

es un espacio de Banach si (X, || -|) es un espacio normado completo.

Nota. Decir que (X, || - ||) es un espacio normado completo (o espacio de
Banach), es referirse a que X es un espacio métrico completo con la métrica

inducida por la norma.
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Ejemplo 3.2.1. Sean X = R", n € N, n > 2, definamos ||-||s : R"xR" - R

como

Por las propiedades del valor absoluto tenemos que || - ||2 es una norma en R™.
| - || define una métrica en R™

n

do(z,y) = |z =yl = [D (z: —w:)*.

=1

que es la métrica euclidiana.

Ejemplo 3.2.2. Tomando ?, del Ejemplo 1.0.4, y || - ||,: ? x P = R como

2, = (Z xn”>;-

neN
es una norma en IP. || - ||, define una métrica en IP
1
p
dp(z,y) = lz —yll, = (Z |20 — yn|p> :
neN

Nota. Una funcién entre dos espacios normados la llamaremos operador.

Definicién 3.2.3. Sean (X,| - ||x), (Y| - |ly) dos espacios normados y T:
X — Y un operador. Diremos que T es un operador lineal si para cualquier

r,2yeXyaek

T(x+y) =T(x) +T(y),
T(azx) = aT(z).

Definicién 3.2.4. Sean X y Y dos espacios normados y T : X — Y un
operador lineal. Se dice que T es un operador lineal acotado si existe ¢ € RT

tal que para cada x € X.

1T (@)[|< cfl]-
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Definicién 3.2.5. Sean (X,| - ||x), (Y,| - |ly) dos espacios normados y T':

X — Y wun operador lineal acotado. Se define
1T} = sup {[|T(2)[lv | lzllx <1 con x € X}
se llama la norma del operador T.

Teorema 3.2.1. [6, 2.7-9 Theorem, pdg. 97] Sean (X, ||-||x), (Y, ||-||v) espacios
normados y T': X — Y un operador lineal. Entonces T es un operador lineal

acotado, si y solo si, T es continuo.

Teorema 3.2.2. Sea (X, ||-||x), (Y, |- ||y) dos espacios normados y T : X — Y
un operador lineal. Son equivalentes las siguientes proposiciones

1. T es continua en X.

2. T es uniformemente continua en X.

3. T es continua en el sentido de Cauchy en X.

DEMOSTRACION De los Teoremas 2.2.2 y 2.1.4 tenemos que 2) implica 3) y 3)
implica 1). Por lo que sélo bastara probar que 1) implica 2). Sea £ > 0. Como
T es continua, entonces T es un operador lineal acotado, es decir, existe ¢ > 0
tal que para cada x € X ||T(z)||y < c||z]x.

Observemos que para cada x,y € X

I7(@) = Ty = 1T - o)y < elle - ylix.

Tomando § = E tenemos que para cada x,y € X

si [lz —yll <, entonces [[T'(z) =T(y)lly = [T(z —y)lly < cllz—yllx < C% = e

Por lo tanto T es uniformemente continua. O

El Teorema 3.2.2, es el primero en mostrar condiciones, no solo al espacio,

sino también a la funcién, para que los tres conceptos sean equivalentes.

Teorema 3.2.3. Sean X un espacio normado, Y un espacio de Banach y sea

D C X un subespacio denso en X. Sea T : D — Y un operador lineal acotado.
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Entonces existe un operador lineal acotado Ty : X — Y tal que para cada x € D

Ti(z) =T(x) y |Tul= [T

DEMOSTRACION Por el Teorema 3.2.1, T es continuo. Aplicando el Teorema
3.2.2, T es uniformemente continua, aplicando el Teorema 2.2.7, existe un ope-
rador lineal acotado 7} : X — Y tal que para cada z € D, T (z) =T'(x). Veamos
que |[|[T1]|=||T||- Sea z € X con |jz||x < 1.

Sabemos que si z € D, entonces ||T(z)|ly = |[|T1(2z)||y < ||T1]]-

Sixz ¢ D, como D es denso, entonces existe {z,} una sucesién en D tal que
lim z, = x. Como T} es continua, entonces lim 7T'(z,) = nlggo T\ (x,) = Ti(x).

n—o0 n—oo

Entonces ||Ti(x)||y = ‘ ‘Y = nh_{lgo 1Ty (zn)||y = nh_{l(f)lo 1T () |y

n—oo
Como lim z, =z y ||z|lx <1, existe N € X tal que para cualquier n € N si
n—oo
n > N, entonces ||z, |x < 1.
Luego para cualquier n > N, || T(x,)|y < ||T||. Por lo tanto lim ||T(x,)|y =
n—o0
IT3(2)l[y < [Tl Con lo que [[Ty[|= [IT]. 0

Ahora nos preguntamos, ;qué pasaria si el codominio no fuera un espacio

de Banach, el Teorema 3.2.3 seguira siendo valido? La respuesta es que no.

Contraejemplo 3.2.1. Sean X un espacio de Banach y sea Y un subespacio
propio de X tal que Y es denso en X. Sea I : Y — Y dada por I(y) = y.
Veamos que no existe T : X — Y lineal y acotada, tal que para cada y € Y
T(y) = .

Procedamos por contradiccion, es decir, supongamos que existe T. Sea x € X.
Como Y es denso en X, existe {x,} C Y tal que nh_)rglo Tnp = x. Dado que T es
continua, entonces nhjEO T(z,) =T(z).

Pero T'(x,) = x,, por definicion de T. Luego nh_g)lo z, =T(x).

Por la unicidad del limite tenemos que T'(x) = x. Luego T es la identidad. En-

tonces, que X = T(X) C Y, por lo tanto X =Y. Lo cual es una contradiccion.

Como dato importante, acabamos de demostrar un primer teorema de ex-
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tension para las funciones CSC.

Regresando a los espacios métricos, daremos condiciones para que los reci-

procos de las implicaciones, mencionadas al inicio de la seccion, se cumplan.

Teorema 3.2.4. Sea (X, dx) un espacio métrico compacto, (Y, dy) un espacio
métrico y f : X — Y una funcion. Si f es continua en X, entonces f es

uniformemente continua en X.

DEMOSTRACION La demostracién se encuentra [5, Topologia de espacios
Métricos, pdg. 185].

Veamos otra forma de demostrar este teorema. Se hard por contradiccion,
supongamos que f no es uniformemente continua. Entonces existe ¢ > 0y

dos sucesiones {z,} y {y,} en X tales que

limy, o0 d(2n, yn)x = 0,y d(f({zn}), F({yn}))v 2 €0

Como {z,} C Xy X es compacto, aplicando el Teorema 1.3.10, existe una
subsucesion {z,, } y un elemento x € X tal que klim Zn, = x. Por el Lema
— 00

1.4.4, {yn, } converge a x. de la hipétesis tenemos

d(f({n}), S{ym D)y = €0

Por otro lado, como que f es continua, por el Teorema 2.1.3, klim (Tn,) =
—00

f(z) = lim f(y,,). Entonces
k—o0

lim d(f(wnk)a f(ynk))Y =0

k—o00
es decir, para cada € > 0 existe NV € N tal que para toda k € Nsi k > N,

entonces

d(f(xnk)7 f(ynk))Y <eE.

En particular para ey tenemos que, d(f({zn, }), f({yn, }))v < €0, contradiciendo

lo anterior.

g
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Corolario 3.2.1. Sean (X, dx) un espacio métrico compacto, (Y, dy) un espacio
métrico y f : X = Y una funcion. Si f es CSC, entonces f es uniformemente

continua en X.

DEMOSTRACION Sea f una funcién CSC en X, del Teorema 2.1.4, f es continua

en X. Por el Teorema 3.2.4 f es uniformemente continua. 0

Observaciéon 3.2.3. Del Teorema 3.2.4 y Corolario 3.2.1 tenemos que en un

espacio métrico compacto los tres conceptos son equivalentes.

Teorema 3.2.5. [5, Ejercicio 7, pdg. 199] Sean (X,dx) un espacio métrico
completo, (Y,dy) un espacio métrico y f : X — Y wuna funcion. Si f es

continua, entonces f es CSC.

DEMOSTRACION  Sea {z,} una sucesiéon de Cauchy en X. Como X es un
espacio completo existe g € X tal que nh_}r{)lo T, = xg. Por el Teorema 2.1.3 f es
secuencialmente continua en g, entonces nll_)IIolo f(zn) = f(xo), entonces { f(x,)}
es convergente. Luego {f(z,)} es de Cauchy. Por lo tanto f es CSC. 0

Del Teorema 3.2.5 podemos obtener resultados importantes para las fun-

ciones CSC.

En [11, 19.27 Teorema, pag 154-1] tenemos otro teorema de extensién para

las funciones CSC.

Teorema 3.2.6. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos completos. Sean
S CXdensoy f:S — Y una funcion. Entonces las siquientes condiciones
son equivalentes:

1. f admite una extencion continua fv: X =Y.

2. f admite una extencion CSC ]7: X =Y.

3. fes(CSCdeSay.
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DEMOSTRACION Demostremos que 1) implica 2). Sean S C X denso y
f S8 — Y una funciéon. Supongamos que f admite extendida a una funcién
continua f: X — Y. Como (X, dx) es completo y por el Teorema 3.2.5 fves

CSC. Por lo tanto f admite una extencion CSC.

Ahora veamos que 2) implica 3). Sea {z,} es una sucesién de Cauchy en S.
Como S C S, entonces {x,} es una sucesién de Cauchy en S, entonces {f(z,)}

es de Cauchy en Y. Como {z,} C S, entonces para cadan € N f(z,) = f(x,),
entonces { f(z,)} es de Cauchy. Por lo tanto f es CSC de S a Y.

Finalamente demostremos que 3) implica 1). Sea x € X, como S es denso
en X, existe una sucesién {z,} en X tal que

lim z,, =z
n—oo

Aplicando el Teorema 1.2.1, {z,} es de Cauchy. Por hipétesis sabemos f es

CSCy Y es un espacio métrico completo. Entonces el lim f(x,) = f(z) existe.
n—oo

Aplicando el Teorema 2.1.10 f admite una extencién continua f: X — Y.

g

Lema 3.2.1. Sean (X,d) un espacio métrico completo, A un conjunto cerrado
en (X,d) y f: A — X una funcién. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes

1. f es continua en A.

2. fes CSCen A.

DEMOSTRACION Por el Teorema 2.1.4, solo bastard demostrar que 1) implica
2). Sea f: A — X continua. Como X es completo podemos aplicar el Teorema

1.4.1, entonces (A, d) es completo. Del Teorema 3.2.5 tenemos que f es CSC. [

El siguiente resultado es un caso particular del Lema 3.2.1.
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Corolario 3.2.2. Sean A un conjunto cerrado en R y f: A — R una funcion.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. f es continua en A.

2. fesCSCen A

DEMOSTRACION La demostracién es una consecuencia inmediata del Lema
3.2.1. Sin embargo en [1, Lema 1, pag 73] se encuentra otra forma de de-

mostrarlo. 0

Teorema 3.2.7. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos, (X, dx) un espacio
totalmente acotado y f : X — Y una funcion. Si f es CSC en X, entonces f es

uniformemente continua en X.

DEMOSTRACION La demostracién la haremos por contradiccién. Supongamos
que f es CSC, pero no es uniformemente continua. Entonces existe ¢y > 0y dos
sucesiones {z,}, {y,} en X, tales que nh—{{olo dx(Tn,yn) = 0y dy(f(xn), f(yn)) >
go. Por el Teorema 3.1.3, para {z,,} C X una sucesién de X, existe {z,, } una
subsucesiéon de Cauchy en {x,}. Del Lema 1.4.3, {y,, } es una subsucesion de
Cauchy de {y,}.

Definamos la siguiente sucesién

Ti, St es par,
2

Yi+1, Sl 7 es impar.
2

Veamos que {b;} es de Cauchy. Sea ¢ > 0. Dado que {z,,} y {yn,} son
sucesiones de Cauchy, existen Ni, Ny € N tales que para cada I,m € N si
l,m > Ny, entonces dx(zn,, Tp,,) < 5y sil,m > Ny, entonces dx(Yn,, Yn,,) < 5-
Como klgg() dx(Zn,, Yn,) = 0, entonces existe N3 € N tal que para cada k € N si
k > Nj, entonces dx(xp, , Yn,) < €.

Tomemos N = max{2Ny,2N,,2N3}.

I) Sil,m > N y ademds son pares, entonces dx(b;, b,,) = dx(x

IT) sil,m > N y ademds son impares, entonces dx (b, b,,) = dx(yz#,y%) <
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IT) si l,m > N con [ par y m impar, entonces dx(b;,b,,) = dx(x%,ymTH) <
e €
dx(ﬂf%,l’mTﬂ) + dx(Tmss, Ympr) < stg=¢
Por lo tanto {b;} es de Cauchy. Entonces {f(b;)} es de Cauchy. En particu-
lar, para gy > 0 existe Ny € N tal que para cada [, m € Nsil,m > Ny, entonces
dy(f(by), f(by)) < 9. Tomando a l,m > Ny con [ par y m impar, tenemos que
dy(f(l’é), f(ymTH)) =dy(f(b), f(bm)) < €0 que es una contradiccion. O

Del Teorema 3.2.7 podemos obtener resultados importantes para funciones
CSC.

Antes de eso, veamos el siguiente resultado.
Teorema 3.2.8. Todo intervalo acotado de R, es totalmente acotado.

DEMOSTRACION Sea I un intervalo acotado de R y £ > 0, definamos a r =

d(I) > 0. Sean a,b € R con a < b extremos de .

Dado € > 0, existe ng € N tal que i < e. Sean a, L + a, & +a,..., % +
1o
,b€Rconje{l,2 ...,n9—1}. Definamos para cadaj € {1,2, g — 1},
no—1
B(” + a,¢) bolas abiertas en R. Veamos que I C U AR ,E).
No
7=1

Sea z € I, por construccién tenemos que para cada j € {1,2,...,ng — 1},

a < ]T +a < (]H) + a < b. Entonces existe jo € {1,2,...,ng — 1} tal que

1)r
]L+ <z <M—I—a entoncesO<z—(‘7L—l—a)<—<5. Por lo tanto
o o o o
no—1
IC B —|— a, € U

Teorema 3.2.9. Sea A CR. A es acotado si y solo si A es totalmente acotado.

DEMOSTRACION Por el Teorema 1.3.3, bastard demostrar que si todo subcon-

junto acotado de R es totalmente acotado.
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Sea A C R acotado y € > 0. Aplicando el Teorema 1.0.4. Existen g € Ry
0 < r. tal que A C B(xo,5). Dado que B(xo,5) es un intervalo acotado en
R, entonces por el Teorema 3.2.8 B(xo, §) es totalmente acotado. Finalmente

aplicando el Teorema 1.3.1 A es totalmente acotado. O

Del Teorema 3.2.9 se puede sintetizar la demostrarcién del siguiente lema,

que se encuentra en [1, Teorema 2, pag 74].

Lema 3.2.2. Sean A un conjunto acotado en R y f: A — R una funcion. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes

1. f es uniformemente continua en A.

2 fes CSCen A

DEMOSTRACION Por el Teorema 2.2.2; sélo hay que probar 2) implica 1).
Del Teorema 3.2.9 A es totalmente acotado. Sea f: A — R una funcién CSC,

aplicando el Teorema 3.2.7, f es uniformemente continua. O

Ahora nos preguntamos ;, es posible que el Lema 3.2.2 se pueda generalizar

a un espacio métrico cualquiera? La respuesta es que no.

Definicién 3.2.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que X es un BTB,

st todo conjunto acotado es totalmente acotado.

Definicién 3.2.7. Sea (X,d) un espacio métrico. Se dice que X tiene la

propiedad de Heine-Borel, si todo conjunto acotado y cerrado es compacto.

Ejemplo 3.2.3. Los espacios métricos R y R"™ tiene la propiedad de Heine-
Borel y son BTB.

En ambos espacios se tendria de manera inmediata una generalizacion del
Lema 3.2.2. Pero esto sera visto con mas detalle en otra ocasiéon, como pro-

puestas a futuro.
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Teorema 3.2.10. Sean (X, dx) un espacio métrico, (Y,dy) un espacio métrico
completo. Sea (X, dx) un espacio totalmente acotado y f: A C X — Y una
funcion CSC en A, entonces existe una tnica funcion g: A C X — Y, CSC

en A tal que para cada v € A: g(z) = f(z)

DEMOSTRACION De los Teorema 1.3.1 y 3.2.7, f es unformemente continua,
aplicando el Teorema 2.2.7, existe una unica funcién ¢ : A C X — Y, uni-

formemente continua en A tal que para cada x € A : g(z) = f(x). Por el

Teorema 2.2.2, g es CSC. [l

Teorema 3.2.11. Sean (X, dx) un espacio métrico totalmente acotado, (Y, dy).
f X =Y es CSC, si y solo si, dy(f(S),f(T)) = 0 cuando S, T C X y
dX(S7 T) =

DEMOSTRACION Del Teorema 3.2.7 f es uniformemente continua, aplicando

el Teorema 2.2.6 se obtiene el resultado. O

Con los Teoremas 2.2.2, 2.1.4, 3.2.4, 3.2.5 y 3.2.7 obtenemos el siguiente

O
fb°° ?t',,;
%
&°

CS.C —h- C
Compln.lo

diagrama.

Observando el diagrama, se nos viene a la mente la siguiente pregunta ;es
posible que en alguna de las equivalencias vistas en el esquema anterior po-
damos implicar alguna de las condiciones establecidas para el dominio? En

general, la respuesta es que no.

Contraejemplo 3.2.2. Sea X un conjunto infinito con la métrica discreta.

Observemos que (X, dy) no es compacto ni totalmente acotado. Toda funcion
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continua es uniformemente continua, ademds es CSC. Por el Teorema 2.2.2 y

2.1.4 se concluye también que f es CSC.

Observacién 3.2.4. Como consecuencia inmediata se obtiene la siguiente afir-
macion, es falso que: sea (X,d) espacio métrico tal que toda funcion CSC de

X a'Y es uniformemente Continua. Entonces X es totalmente acotado.

Definicién 3.2.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X es un espacio
métrico disconezo (no conezo), si existen U y V abiertos en X no vacios, tales

que
X=0uUVyUNnV =0g.
Diremos que el espacio es conexo, si no es disconexo.

Teorema 3.2.12. [10, Teorema 3.4.9, pdg. 161] Sea f una funcion continua
de un espacio métrico conexo X en R, y a,b puntos de f(X) tales que a < b.

Entonces para cada y € (a,b) existe x € X tal que f(x) =y.

DEMOSTRACION La demostracién la haremos por contradiccién. Sean a,b
puntos de f(X) tales que a < b. Supongamos que existe yo € (a,b) tal que
para cada x € X, f(x) # yo, entonces para cada x € X, f(z) < yo o f(z) > yo.
Definamos A = {f(z) € f(X) [ f(z) <w}yaB={f(z)e f(X)|f(z)>yo}.
Veamos que A y B son abiertos en f(X). Sea y € A, entonces existe z € X tal
que f(x) =y vy f(z) < yo. Tomemos a r = yy—y > 0y contruyamos B(y, r)
una bola abierta en f(X) con la metrica inducida por | - |.

Demostremos que B(y,r) C A. Sea z € B(y,r), entonces z —y < |z —y| <r =
Yo —y, ast z < yo. Entonces B(y,r) C A, por lo tanto A es un abierto en f(X).
De manera andloga se demuestra que B es abierto en f(X).

Como f es una funcién continua de X a R, entonces f~'(A) y f~!(B) son
abiertos en X.

Es claro que X C f~'(A) U f~!(B). Veamos entonces f~'(A)N f~1(B) =
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Supongamos que f~1(A)N f~1(B) # &, entonces existe zg € f~1(A)N f~1(B),
entonces f(xo) < yo v f(xo) > yo, lo que es una contradiccién. Por lo tanto
FHA)N f~Y(B) = @, entonces X es disconexo. Esta contradiccién demuestra

el Teorema. O

Teorema 3.2.13. [10, Ejercicio 6, pag. 150] Si (X,d) es un espacio métrico
que no es totalmente acotado, entonces existe una sucesion {x,} en X y un

numero positivo «, tal que d(x,,x,,) > « conn # m.

DEMOSTRACION Supongamos que X es un espacio métrico que no es total-
mente acotado. Entonces existe a > 0 tal que para x; € X existe x5 € X
tal que dx(z1,22) > «a. Para {1,125} existe z3 € X tal que dx(x1,23) >
a y dx(xe,x3) > a. Por induccién se obtiene que para cada n € N
{x1,29,...,2,} C X existe z,1 € N tal que para toda n,m € {1,2,....n,n +
1} dx(zn, om) > a.

Por lo tanto hemos construido una sucesién {z,} en X tal que d(x,,z,,) > «

con n # m.

Teorema 3.2.14. [3, Teorema 2.13.7, pdg. 199] (Lema de Urysohn para FEs-
pacios Métricos) Sea (X, d) un espacio métrico. Si A, B son conjuntos cerrados
y disjuntos de X, entonces existe una funcion f: X — [0,1], continua en X tal

que,

para cada x € A, f(x)

0;
para cada x € B, f(x) =1

Nota. La demostracion del Lema de Urysohn para espacios Topoldégicos

es muy dificil, de hecho [8] la menciona como una genealidad.

Teorema 3.2.15. [10, Ejercicio 8, pdg. 150] Sean (X, d) es un espacio métrico
que no es totalmente acotado y elegimos {x,} y o como el Teorema 3.2.153. Para

cada n € N construyamos una funcion uniformemente continua ¢,: X — [0, 1]
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tal que

J)on(zn) =1

i) ¢n(x) = 0 81 dx (2, 2,) > 5.

Dada una sucesion {c,} de nimeros reales, entonces f = chgzﬁn es una
n=1

funcion continua.

DEMOSTRACION Tomemos {x,} y o como el Teorema 3.2.13. Por el Lema

de Urysohn, construyamos para cada n € N ¢,: X — [0, 1] tal que

Don(w,) =1
i) ¢n(z) =0 si dx(x,x,) >

@
1

Que son funciones continuas. Sea {c,} de numeros reales, definamos f =
oo

g Cn®n, Vveamos que f es continua.

n=1
Sean z € Xy ¢ > 0.

Observacién 3.2.5. Notemos que para cualquier n,m € N con n # m,
Blzy,, §] N Blxy,, §] = @. Supdngase lo contrario y ocupe la desigualdad trian-

qular.

Caso I. Supongamos que existe un tnico ng € N tal que z € B(wy,, §),
3).

Sea y € B(z,7), entonces para cada n € N con n # ng, y ¢ B(x,,%).

como B(zn,, §) es abierto en X, existe r > 0 tal que B(z,7) C B(xy,,

De lo contrario, existe m € N con m # ng tal que y € B(zy,, §), entonces
d(Tngs Tm) < d(Tpg,y) + d(y, zm) < §+ 5§ < a, esto es una contradiccién al
Teorema 3.2.13. Entonces f(y) = chgbn(y) = Cpy®ny ().

n=1
Por otro lado ¢,,¢,, es una funcién continua, entonces existe d; > 0 tal que
para cada y € X,

si d(z,y) < d1, entonces |Cpy®ng(2) — Cng®no (Y)| < €.

Tomemos 6 = min{r,d;} > 0 tenemos que
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’f(Z) - f(y)’ = ‘Cno¢no(z) - Cn0¢n0(y)| < €.

Por lo tanto f es continua.

Caso II. Supongamos que para toda n € N se cample que z ¢ B(w,, ). Esto
nos lleva dos subcasos:

1) Existe un unico ng € N tal que d(z,,,2) = %. Por la Observacion 3.2.5,
existe r > 0 tal que para cada m € N con m # ng, B(7,,, §)NB(z,7) = &. Sea

o

y € B(z,7), entonces para toda m € N con m # ng, d(y,r,,) > §. Entonces

f(y) = Z Cn¢n(y) = Cno¢no (y)

Dado que Cno®no €5 una funcién continua. Existe 02 > 0 tal que para cada

yeX

si.d(z,y) < 0, entonces |CngPny(2) = CngPng(Y)] = [cngPng (y)] < €.

Tomemos 0 = min{r, d;} > 0 tenemos que

|f(Z) - f(y)l = |Cno¢no<z) - Cno¢no(y)| = |Cno¢no(y)| <Eé&.

2) Por otro lado si para cada n € N se cumple que d(z,,,z) > %. Por la
Observacién 3.2.5, existe 7 > 0 tal que para cada m € N, B(z,,, §) N B(z,7) =

a
@. Observemos que para cualquier y € B(z,r), d(xm,,y) > 3 baram e N.

Con lo que f(y) = Z cn®n(y) = 0. Si tomamos § = d tenemos que para cada

n=1

y € X'sid(z,y) < J entonces

’f(Z) - f(y)’ = ‘Cno¢n0(z) - Cn0¢n0(y)| =0<e.

Por lo tanto f es continua. O
Ahora bien, nos preguntamos ;qué condiciones se necesitan para que el

reciproco del Teorema 3.2.4 sea verdadero? Veamos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.16. [10, Teorema 3.4.11, pdg. 161] Sea (X, d) un espacio métrico
conexo tal que toda funcion continua de X a R es uniformemente continua.

Entonces X es compacto.
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DEMOSTRACION La demostracién se hard por contradiccién. Supongamos que
X no es compacto, por el Teorema 1.5.2, X no es totalmente acotado o no es
completo.

Supongamos que X no es totalmente acotado. Por el Teoerma 3.2.13, exis-
te una sucesién {z,} en X y un nimero positivo « tal que dx(x,,z,) > «
con n # m. Usando el Teorema 3.2.15, podemos construir, para cada k, una
funcién uniformemente continua ¢,: X — [0, 1] tal que ¢x(zx) = 1, ¢r(z) =0

o0

sidx(z,ap) > 5§y f = anbn es una funcién continua bien definida en X;

n=1
para ser precisos, propongamos

dr(r)=max{0,1 — 3a tdx(z, z1)}.

Nuestra hipdtesis asegura que f es uniformemente continua. Ahora, X es conexo,
la aplicacién x +— dx(z, z,) es continua en X, dx(zn, x,) =0, y dx(Tpi1,Tn) >

. Del Teorema 3.2.12, existe v € X tal que dx(x,z,) = 5-. Entonces

flan) = flx) =n—(n—-1) =1,

&
3"

Donde n > 1 es arbitrario. Sea ¢ =1y = Existen z,,x € X tales que
dx(x,zn) = 5= < 0, pero |f(z,) — f(x)| > 1, entonces f no es uniformemente
continua. Esto es una contradiccion. Por lo tanto X es totalmente acotado.

Ahora supongamos que X no es completo; existe una sucesion de Cauchy {z,}
en X no convergente a un punto en X. Sin perdida de generalidad supongamos
que X es subconjunto denso en su completacién (X, dx ). También {z, } converge
a un punto Ty, € X\X La funcién x — dx(z, z,,) es (uniformemente) continua

y tiene valores positivos sobre X,

1
fz) = pR
define una funcién continua f: X — RT. Por hipdtesis, [ es uniformemente
continua en X, existe § > 0 tal que si z,y € X y dx(x,y) < 0, entonces
|f(x)— f(y)| < 1. Eligiendo N tal que dx(z,, z,) < d para todan > N, donde

dx(z N, To) > 0, existe nimeros m, k € N tales que m > N y
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1 1
dx(l’m,.iﬁoo) < ]f——l—l < E < dx(.%’]v,a?oo).

Entonces dx(z,, zn) < § pero

f@m) = flan) > (k+1) =k =1,

Contradiciendo la eleccién de la §. Por lo tanto X es completo. U

Corolario 3.2.3. Sea (X,dx) espacio métrico. Si toda funcion continua de X

a R es uniformemente continua, entonces X es es completo.
DEMOSTRACION Es consecuencia inmedita del Teorema 3.2.16 Il

Definicién 3.2.9. Sean (X,dx) y (Y, dy) espacios métricos. Se define:

1. X Y)={f | f: X=Y esuna funcion continua y acotada}.

2. UC,X,Y)=A{f|f: X =Y es una funcién uniformemente continua y acotada}.
3. CSCyX,Y)={f| f: X=Y es una funcion CSC'y acotada}.

Observacion 3.2.6. UC,(X,Y) C CSC(X,Y) C Cp(X,Y).
Definicién 3.2.10. Definimos dy, : Cp(X,Y) X Cp(X,Y) — R como

doo(f,9) = sup{dy(f(z) g(z)) : v € X},

Esta métrica se conoce como la métrica uniforme en Cp(X,Y).

Teorema 3.2.17. [3, Teorema 3.2.2, pdg. 229] Sean (X, dx) y (Y,dy) espacios
métricos. Si (Y,dy) es un espacio métrico completo, entonces Cp(X,Y) es

completo.

Teorema 3.2.18. Sea {f,} CUC,X,Y). Si{f.} converge a f en (Cy(X,Y), dy),
entonces f € UC,(X,Y).
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DEMOSTRACION Sea € > 0. Dado que lim f,, = f, entonces existe N € N tal
n—oo

que doo(f, fnv) < %. Como fy € UCy(X,Y), entonces existe 6 > 0 tal que para

cada z,y € X si dx(x,y) < 0, entonces dy(fn(x), fn(y)) < =

3
Por lo tanto si dx(z,y) < ¢, entonces

dy(f(z), f(y)) < dv(f(z), [n(2)) +dv(fn(2), fn(y)) + dv(fn(y), f(y)

<§+§+E—5
3 3 3

O

Teorema 3.2.19. Sea {f,} C CSCL(X,Y). Si{fn} converge a f en (Cp(X,Y), dy),
entonces f € CSCy(X,Y).

DEMOSTRACION Sea {z,} una sucesién de Cauchy en X y ¢ > 0. Dado que
nh_g)lo fn = f, entonces existe N € N tal que doo(f, fv) < %.

Como fy € CSCy(X,Y), entonces existe Ny € N tal que para cada n,m € N
si m,m > Ny, entonces dy(fn(zn), fn(zm)) < <

3
Por lo tanto si n,m > Ny, entonces

dy(f(zn), f(zm)) <
dy (f(x0), fn(2)) + dy (fn(22), I (m) + dy(fr(m), f(2m))

<§—|—§—|—E—£
3 3 3 7

O

Observacion 3.2.7. Los Teoremas 3.2.18 y 3.2.19, muestran que UC,(X,Y) y
CSCy(X,Y) son cerrados en Cp(X,Y). Ahora si (Y,dy) es un espacio métrico
completo, aplicando los Teoremas 3.2.17 y 1.4.1, tendriamos que UC,(X,Y) y

CSCy(X,Y) también son espacios métricos completos.

Definicién 3.2.11. Sean X un espacio vectorial distinto del {0} sobre un
campo K (los nimeros reales o complejos). Diremos que X es un dlgebra,
st para cada x,y,z € X y a € K, se define un producto con las siguientes

propiedades:
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1. zy € X.

2. (xy)z = x(y=z).

3. x(y+z2) = zy+az.
4. (x+y)z = xz+yz.
5. a(zy) = (aw)y = z(ay).

Observacion 3.2.8. TomandoY =R, C(X,R)={f| f: X =Y es una funcion
continua} y a CSC(X,R)={f | f: X =Y esuna funcion CSC}. Con los
Teoremas 2.1.8 y 3.1.2 C(X,R) y CSC(X,R) son una dlgebra. Algo que no
sucede con UC(X,R)={f| f: X =Y es una funcidn uniformemente continua},
sin embargo, UC,(X,R) si lo es, por el Teorema 2.2.4.

De la Observacion 3.2.7, Co(X,R), UC,(X,R) y CSCy(X,R) son espacios de

Banach.



Conclusiones

El anélisis critico de los conocimientos y de las demostraciones, es una fuente
que propicia la creacién de nuevos resultados, que en su mayoria se encuentran
“ocultos”.

Otro objetivo, ademéas de la divulgacion del concepto de Continuidad en
el Sentido de Cauchy, es incitar el analisis profundo de éste, que permita un
mejor desarrollo del concepto CSC en los espacios métricos.

La comparacion de cualidades que poseen las funciones continuas y uni-
formemente continuas, desencadena una busqueda de propiedades semejantes
para funciones CSC. En el trabajo, se puede percibir que este tipo de funciones
no conservan todas las propiedades de las funciones continuas y uniformemente
continuas.

La poca informacion obtenida sobre las funciones CSC, permitio que las la
demostraciones de algunos resultados se presente de manera innovadora, asi
como, el rumbo del trabajo, para el estudio de éste tipo de funciones. Un
trabajo a futuro es mostrar mas avances sobre este tema que inciten un mayor

interés a este proyecto.
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