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INTRODUCCION

(Quién no ha intentado resolver juegos como el Cubo de Rubik o el Puzzle 15?7 Es
sorprendente la matematica implicita que nos ofrecen varios juguetes de este tipo. En este
trabajo hablaremos de la teoria grupos aplicada a algunos juegos, como el Cubo de Rubik, el
Puzzle 15 y el Pyraminx, el objetivo principal es explicar como se resuelven ya que lejos de
pasar de moda surgen nuevas variantes. Nos basamos en el texto de David Joyner:
“Adventures in Group Theory” y consultamos varios autores entre ellos D. Singmaster, ]J. ].
Rotman, I. N. Herstein, D.A.R. Wallace, y . Durbin.

(Por qué resulta fascinante el Cubo de Rubik? Dejemos que su autor nos explique:

“Para mi este objeto es un ejemplo admirable de la belleza rigurosa, de la gran riqueza de las
leyes naturales; es un ejemplo sorprendente de las posibilidades admirables del espiritu humano
para probar su rigor cientifico y para dominar esas leyes... Es el ejemplo de la unidad de lo
verdadero y de lo bello, lo que para mi significan la misma cosa. Todo esto podria parecer
exagerado a propdsito de un simple juguete, pero confio en que quienes, aprovechando sus
posibilidades, intenten penetrar en este mundo cientifico y asimilarlo, hardn descubrimientos y
serian de mi opinion. Mi conviccion intima es que jugando con él, reflexionando sobre él,
podemos alcanzar algo de la I6gica pura del Universo, de su esencia sin limites, de su movimiento
perpetuo en el espacio y en el tiempo.” [A]

La primera vez que intente resolverlo, no fue nada facil, pero cuando entendi su construcciéon
y después de varios meses de preparar esta tesis ya soy capaz de explicar como se resuelve,
porque no existe método sencillo para resolverlo y esto alimenta la curiosidad.

En el capitulo 1 revisamos algunos conceptos y notaciéon sobre permutaciones,
también hablaremos del volteo de campanas (pasatiempo inglés) que consiste en hacer sonar
varias campanas permutandolas en cierto orden. El Plan Bob Minimus es un método para
recordar las 24 permutaciones posibles de cuatro campanas en una secuencia que puede
recodarse usando las 24 simetrias de un cubo (ver Figura 1b). Veremos cémo las secuencias
del Plan Bob Minimus actian como un puente entre el mundo matematico de rotaciones de un
cubo y el mundo de la musica en este caso a través del volteo de campanas.

T

Figura la - igura 1b
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Figura 1c Figura 1d

En el capitulo 2 consideramos un tipo especial de juegos para una sola persona
conocidos como puzzles, por ejemplo el Puzzle 15, que no corresponde a la traduccién literal
como “rompecabezas” (que consiste en armar una imagen con muchas piezas). Explicamos las
caracteristicas del puzzle en su sentido original que incluye mover piezas como el juego del 15
(ver Figura 1e) donde cada movimiento tiene un inverso, es decir existe otro movimiento que
reestablece el puzzle a la posicién de la que se habfa partido. Veremos cdmo cada movimiento
basico de los puzzles puede ser descrito usando notacion ciclica disjunta para permutaciones.

Figura le

También hablamos brevemente del juego conocido como Rainbow Masterball y el Cubo de
Rubik 2 X2 X 2,3X3x3y4x4XxA4.

En el capitulo 3 revisamos algunas definiciones y teoremas basicos de Teoria de
Grupos, continuando con la introduccién de terminologia que nos permita analizar puzzles de
permutacién matematicamente y los tipos de grupos que surgen al analizar el Cubo de Rubik,
introducimos el concepto de conmutador, finalmente volvemos al volteo de campanas visto
en capitulo 1, en el contexto de la teoria de grupos.

En el capitulo 4 introducimos una interpretacién de un grupo de permutacién desde el
punto de vista de la teoria de grafos. Uno de los objetivos de los aficionados de los puzzles es
encontrar el nimero de movimientos en la mejor solucion posible a partir del peor caso, esto
en matematicas se conoce como el didmetro del grafo Cubo de Rubik, revisaremos los logros
de muchas personas que han trabajado en el “algoritmo de Dios” para el Cubo de Rubik
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3% 3 X 3, asi como los didmetros que han sido encontrados para el Cubo2x2 X2y el
Pyraminx.

En el capitulo 5 hablaremos acerca de las simetrias de algunos poliedros regulares,
sabemos que el Cubo de Rubik 3 X 3 X 3 esta cortado por seis planos paralelos a las caras, que
el Pyraminx es un puzzle tetraédrico, similar en algunos aspectos, pero en otros es diferente al
Cubo de Rubik, el estudiar la simetria hexaédrica y tetraédrica nos permitird entender la
construccién mecdanica del Cubo de Rubik y del Pyraminx.

En el capitulo 6 veremos brevemente homomorfismos entre grupos, acciones en un
grupo, productos directos de grupos. Un ejemplo importante sera el estudio del grupo slice
(generado por los movimientos de los cortes medios del cubo) que es mas facil de analizar
que el grupo Cubo de Rubik en si mismo.

En el capitulo 7 describiremos matematicamente los movimientos del cubo 3 X 3 x 3
como orientaciones esquina y orientaciones arista. Al tratar de resolver el Cubo de Rubik se
presentan situaciones como jnecesito mover 3 subcubos de una cara, que estan en los cortes
medios! ;Encontraré algin movimiento que me permita moverlos sin afectar el resto del
cubo? En este capitulo consideraremos este tipo de cuestiones.

El capitulo 8 incluye algunas estrategias para resolver el Pyraminx, el Cubo de Rubik
2X2x2,3x3x3,yel4x4x4. Ademas, se analizan algunas de las ideas matematicas
detras de los algoritmos utilizados, como movimientos que nos permiten permutar esquinas y
aristas ciclicamente dejando el resto del cubo fijo, el uso de algunos conmutadores elegidos
cuidadosamente, movimientos torsién esquina, movimientos flip que nos permiten voltear
aristas, es decir invertir el color de las etiquetas de una arista, para resolver el Cubo de Rubik.
Comparamos la estructura mecanica del cubo 2X2x2,3xXx3x%x3, el4Xx4x4y
determinamos que hay alguna relacién en la solucion de estos.

La presente tesis podria usarse como auxiliar en un curso introductorio de Teoria de Grupos
por ello se incluyen algunos problemas o como lectura adicional para los interesados en el
tema. Al intentar resolver el Cubo de Rubik utilizamos las definiciones basicas de teoria de
grupos, “yano caen del cielo”, es decir es mas facil introducirlas en el contexto de juegos.

Nota: las referencias bibliograficas se indican con [ | por ejemplo [Si] se refiere a Singmaster
D.
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Capitulo 1

Volteo de campanas y permutaciones

En este capitulo se introducen algunas definiciones sobre permutaciones y combinatoria,
notacion, simbolos y propiedades basicas deben ser recordadas para mayor claridad. Todo
mundo conoce el Cubo de Rubik, nuestra intencién es aplicar los conceptos de teoria de
grupos a la solucién del Cubo de Rubik, por ejemplo al mover las caras del cubo las estamos
permutando, el objetivo es no perder de vista la reorganizacion de los objetos, (las caras de un
Cubo de Rubik), que cambian cada vez que hacemos un movimiento, posteriormente veremos
los detalles (hay diferentes versiones 2 X 2,3 X 3, 4 X 4, faciles de conseguir). En este capitulo
también hablaremos de un pasatiempo inglés que se remonta a mas de 300 afios: el volteo de
campanas, que también aplica permutaciones siguiendo un “plan”.

1.1 Permutaciones

Supongamos que se mezcla un paquete de cartas. Simplemente reorganizamos las 52 cartas.
La equivalencia matematica de barajar es una permutacion.

SeaZ, = {1,2,...,n}el conjunto de los enteros desde 1 hasta n, dondenes un entero
positivo. Una permutacién de Z, es una biyeccion de Z, sobre si mismo.

Por otro lado si T es cualquier conjunto finito entonces una permutacién de T es una
biyeccién de T sobre si mismo. En el caso de que T tenga n elementos, podemos denotar los
elementos de T por T = {t;,...,t,} consideramos una permutacién como una funcién
f:T—>T con f(t;) =t; Pero por brevedad consideramos otra funcion ¢, ¢ : Z, - Z,

donde f(t;) = t; siysolosid(i) =j.

En otras palabras, una vez que denotamos los elementos de T, existe una correspondencia
inyectiva entre las permutaciones de T y las de Z,. Dado que los elementos de Z,, son mas
faciles de escribir (menos subindices), a menudo sélo trabajamos con Z,,.

Como un ejemplo, en el Cubo de Rubik 3 X 3 hay 9 - 6 = 54 caritas. Si numeramos las caritas
del 1,2, ...,54 (en cualquier forma que desee), cualquier movimiento del Cubo de Rubik

corresponde a una permutacién de Zs,.

Notacién: Podemos denotar una permutacion f : Z, — Z, por una matriz 2 X n:

f o (1 2 . n)
i o e
Donde fi, f5, ..., fn €s simplemente un reordenamiento (en algin orden dependiendo de f) de
enteros 1,2, ..., n. Esta notacion significa que f enviala f;, fenviaZ2af,,.. f enviana f,. En

otras palabras, f; = f(1), f = f(2), ... fu = f(M),y f; # fj,amenos que i = j.

Nota: Utilizo la notacién de David Joyner
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Ejemplo 1.1.1.
(a) La permutacion identidad, denotado por I, es la permutacién que no hace cambios:
_ (1 2 . n
= (1 2 . n)
(b) La permutacion f : Z; — Z5 definida por

=G 3 1)

intercambia 1y 3 y deja al 2 igual.

El n-ciclo es una permutacién que permuta los valores ciclicamente:
(1 2 . n)
2 3 .1

La permutacion (1 2 . n )
n 1 .. n—-1
también es llamada un n-ciclo.

Definiciéon 1.1.1. Sea f : Z, —» Z, unapermutaciény sea
ef(i) =card{j >i|f()>f()} 1<i<n-1
Sea swap(f) = ef(1) + ...+ e(n—1)

Llamamos a esto el swapping number de la permutacidn f, ya que cuenta el nimero de veces
que f intercambia la desigualdad i < j a f(i) > f(j). Diremos que f es par si swap(f) es pary
llamamos f impar en caso contrario, es decir, encontramos una manera muy facil de
determinar si una permutacion f es par o impar. Dada una fila de enteros, diremos que el
numero de intercambios es igual al nimero de enteros que son menores que el entero que
encabeza la fila. Asi, por ejemplo, el nimero de intercambios en la fila 3, 1, 2 (ejemplo 1.1.2) es
2.

Elntimero sign(f) = (—1)swe?() se llama el signo (o funcién signum) de la permutacién f.

Lema 1.1.1.Sea f : Z, - Z, una permutacion. Entonces

simg(r) = [ | L5212

i<jsn

Observacién 1.1.1. SeaS c Z,. Sea f : Z,, » Z, una permutacion para la cual f(i) =i, para
todo i€ S. En otras palabras, f permuta los elementos de S€ = Z, — S pero no los
elementos de S. Definimos una nueva permutacién g de S¢ (no de Z,) por g(i) = f(i) para
todoi € S¢ El lema anterior implica que el signo de la permutacion f : Z, - Z, es el
mismo que el signo de la permutacién g : §¢ - S°€.
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Ejemplo 1.1.2. Definimos la permutacion f : Zz —» Zzcomo f(1) =3, f(2) =1, f(3) =2, la
escribimos en una matriz 2 X 3
(1 2 3)
31 2

Hay 3 desigualdades para Zz:1< 2, 2<3, y 1<3. Tenemos f(1)=3> f(2) =1,
f2)=1< f(3)=2,yf(1)=3 > f(3) = 2.Por lo que la primera y tercera desigualdad
cambian, asi el nimero de intercambios es swap(f) = 2. Otra forma de dibujar f es por
un"diagrama cruce”, donde f envia la columna de la izquierda a la columna de la derecha:

1 1

3 3

El nimero de cruces en este diagrama es el nimero de intercambios de f, de los cuales
podemos ver que f es una permutacién pary su signo sign(f) = (—=1)? = 1.

Definiciéon 1.1.2. Seaf:Z, » Z, y ¢:Z, - Z, dos permutaciones. Podemos componerlas
para obtener otra permutacidn, la composicidn, que se denota como fg:Z, — Z:

ko fl) » g(flo)

Ly, - Z, - I,

iUna advertencia sobre la notacién! Vamos a seguir las convenciones estandar y escribir
nuestras composiciones de permutaciones de izquierda a derecha. (Esto contrasta con la
composicion de funciones de derecha a izquierda que puede haber en otros libros.)

Cuando f =g entonces escribimos ff como f2. En general, escribimos n-veces la
composicién f ... f (n veces) como f". Cada permutacidn f tiene la propiedad de que existe
algun ndmero entero N > 0, el cual depende de f, tal que fN = 1.Es decir, si componemos
una permutaciéon un numero suficiente de veces se llega a la permutacion identidad.

Lema 1.1.2. Sean f y g permutaciones Z,, - Z,. sign(fg) = sign(f)sign(g).

Observe que para f, g como en el Lema 1.1.1, tenemos

fa@® - f9( _ 9O -9() f9® —fg()
i=j i—j O I0)

i<jsn i<jsn i<jsn
Definicién 1.1.3. El menor entero N > 0 tal que f¥ = 1 se llama el orden de f.

Ejemplo 1.1.3. Sean f= (1 2 3) _ (1 2 3)
3 21 3 1 2
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permutaciones de Z,. Tenemos que

-3 s e

Porlo que el orden de f es 2y el orden de g es 3.

1.2 Inversos

Tratemos de visualizar la grafica de una funcion f:Z, — Z, . Podemos pensar en esto, ya sea
como una colecciéon de puntos (i,f(i)),i = 1,2,..,n,0 como una grafica de barras. En
cualquier caso, podemos analizar la grafica de f y determinar

(a) si f es inyectiva,

(b) si f es sobreyectiva,

(c) lainversa f~1, si es que existe.

¢(Como hacer ese analisis? Bueno, a partir de la grafica de f podemos determinar la imagen
f(Zy,) y esto indica si f es sobreyectiva o no. La inversa, sélo existe si f es biyectiva. Su gréfica
es determinada porque refleja la grafica de f sobre la diagonal, x = y.

Lema 1.2.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(D) f:Z,, - Z, es inyectiva.

(2) f:Z,, > Z, es sobreyectiva.

G If @z = |Zn|.

Prueba: Sugerencia: primero demuestra (1) implica (2) usando reduccién al absurdo, luego,
demuestra (2) implica (1), utilizando de nuevo reduccion al absurdo. La afirmacién (2) es

equivalente a (3) por la definicién de sobreyectividad.

Ejemplo 1.2.1. La inversa de

€es

Ejemplo 1.2.2: Determinar f~!, g=' y h~!

r=G i) emG e e

_ N
[Sa QOS]
w
)

Solucién: IntercaAmbiense las filasen f, g y h,
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31 2 2 3 41 2 1 5 3 4
(1 2 3) ’ (1 2 3 4)' (1 2 3 4 5)'
Ordénense las columnas de manera que la fila superior esté en orden ascendente

AR SR S R T

Hay dos formas de uso comun para expresar una permutacion. La primera es la "notacién
matricial:

Definicién 1.2.1. A una permutacién f:Z, — Z,, dada por

f= (f(11) f(22) N f&))'

le asociamos la matriz P(f) de ceros y unos definida de la siguiente manera: la entrada
ij-ésimade P(f)es 1sij = f(i) y es 0 en otro caso.

Ejemplo 1.2.3. La matriz de la permutacion f dada por

1 2 3

f=(1 2 3)

es 1 0 O
P(f)=<0 1 0).

0 0 1

Definicién 1.2.2. Una matriz cuadrada que tiene exactamente un 1 por fila y por columna
(como P(f) lo hace) es llamada una matriz permutacion.

Lema 1.2.2. Hay n! distintas matrices permutacién n X n'y hay n! permutaciones distintas del
conjunto {1,2, ..., n}.

Ejemplo 1.2.4. La matriz de la permutacién f dada por

1 2 3

f:(z 1 3)

es 0 1 0
P(f)=<1 0 0).

0 0 1

Tenga en cuenta que la multiplicacién de matrices da

o 2)()-0)

de la que podemos obtener la matriz 2 X 3.

17



;.Como se relacionan la funcién permutacién con la matriz permutacion? El siguiente teorema
explica partes de esta relacion.

Teorema 1.2.1. Si f: Z,, — Z,, es una permutacién entonces

(@) 1 f)
P (%)= (7P,
o \rm
(b) P(f)"t= P(f1) (lainversa de la matriz permutacién es la matriz de la inversa de

la permutacion),

(c) P(fg) = P(f)P(g) (la matriz permutaciéon del producto es el producto de las
matrices permutacion),

(d) sign(f) = det(P(f)).

Demostracién: Si v es el vector columna con entradas vy, vy, ..., v, (1as v; son niimeros reales
arbitrarios) luego P(f)¥ es el vector columna cuya i-ésima coordenada es igual a v; si f envia

iaj. Dado que, en este caso,j = f (i) (escribimos f (i) para denotar la imagen de i bajo la
permutacidn f, aunque i realmente deberia evaluarse en f a la izquierda), esto implica que
P(f)v es el vector columna con entradas vs(y), Vg(2), ---» Vg(n) - ESto prueba (a).

Tenga en cuenta que (b) es una consecuencia de (c) por lo que s6lo debemos probar (c).
Calculamos P(fg)v y P(f)P(g)v. Por el mismo razonamiento que en (a), encontramos que
lai-ésima coordenada de P(fg)v es v(sg)().- Del mismo modo, la coordenada i-ésima de

P(g)V esv; = vy(y. Por lo tanto, la i-ésima coordenada de P(f)(P(g)¥) es vy = Vo(r () =
V(rg)(i)- Esto implica P(fg)v = P(f)P(g)v. Dado que las v; fueron ntmeros reales
arbitrarios, esto demuestra el teorema.

Ejemplo 1.2.5. Sean
=G i3 =G ) =G s )

porloquef = f71, g=g71, h=fg. Masaun,
0 0 1 010
P(g)=(0 1 0], P(h)=(0 0 1],
1 0 0 1 0 0

Con un célculo directo de la matriz verificamos que P(f)P(g) = P(fg) = P(h)y
P(h™H) = P(g7fH = P(gHP( 1) =P(g) tP(f)™ 1, segin lo previsto por el teorema
anterior.
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La matriz puede determinarse a partir de la grafica de la funcion f:Z,, — Z, de la siguiente
manera. Primero, tomamos la grafica de la funcién f y damos la reflejamos sobre el eje de
abscisas. En esta cuadriculan X n de puntos enteros (x,y), la primera coordenada baja, la
segunda coordenada cruza, y x y y son enteros entre 1 y n inclusive. (Esto no debe
confundirse con la orientacién de los "ejes" en el plano xy) Ahora, rellenamos todos los
puntos marcados con unos y todos los puntos no trazados con ceros. El resultado de la matriz
n X n es lamatriz P(f).

Ejemplo 1.2.6. Considere la

F=(G 55 1)

cuyo grafico e imagen espejo aparecen en la Figura 1.1

Figura 1.1: grdfico e imagen espejo de f.

La matriz asociada a esta permutacion es

P(f) =

_ o0 o
oSO RO O
S OoOr o
S OO

como en el grafico imagen espejo.

El conjunto de todas las permutaciones de Z, se denota S,, y es llamado grupo simétrico de
grado n.

Apliquemos las permutaciones y movimientos al Cubo de Rubik: al intentar resolverlo es
frecuente el caso de que estemos haciendo varios movimientos del siguiente tipo: hacer un
movimiento my, luego otro movimiento m,, a continuacién, hacer la inversa de la primera
jugada o movimiento, mj!. Por ejemplo, (R™!D?RB~'U?B)? se compone de tales
movimientos. Este movimiento es una “torsién” de dos esquinas: la esquina urf (la notacién
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Singmaster, se explica en el Ejemplo 1.2.7 mas adelante) se gira una vez segun las agujas del
reloj, y la esquina bld se “tuerce” una vez en sentido antihorario, como se ilustra en la Figura
1.2

Figura 1.2: (R"'D?RB~1U?B)? permuta aristas y caras pero no los vértices.

En general, para calcular el efecto de un movimiento como m;m,mj?!, necesitamos saber
cémo se mueve cada vértice y cada arista. Esta implicito el uso del siguiente lema cuando
resolvemos el Cubo de Rubik.

Lema 1.23. Si r € S, denota cualquier permutaciéon e i,j son enteros distintos
pertenecientes a {1,2, ...,n}. Sea s una permutacién que envia i a j:

s(i) =.
Entonces s” = r~lsr es una permutacién que envia r(i) a r(j):
sr(r(i)) = r(j).

Mas especificamente: Sean iy, iy, ..., i enteros distintos que pertenecen a{1,2,...,n}. Seasla
permutacion que envia i; a i;;4:

s(ij) =iy, 1<j<k, s(ix)= i, s(m)=m,vm & {is, ..., ix}.
Entonces s” = r~lsr eslapermutaciéon que envia r(i;) @ r(ij4q1)
sT(r()) = r(f4a), 1<k STG@)) = @),
s"m)=m, vm & {r(iy),.., r(ix)}

Ejemplo 1.2.7. Denotamos el conjunto de movimientos basicos por {U, D, L, R, F, B}, donde

. U denota el movimiento del Cubo de Rubik donde usted gira la cara superior
segun las agujas del reloj un cuarto de vuelta,
. D denota el movimiento donde usted gira la cara inferior segun las agujas del

reloj un cuarto de vuelta,
L girala cara izquierda segun las agujas del reloj un cuarto de vuelta,
R girala cara derecha segun las agujas del reloj un cuarto de vuelta,
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. F gira la cara frontal segtn las agujas del reloj un cuarto de vuelta,
. B gira la cara posterior segtn las agujas del reloj un cuarto de vuelta,

Esta forma “corta” es llamada la notacién Singmaster. [Si]
Vamos a etiquetar las 12 aristas del Cubo de Rubik usando la notacién Singmaster:

uf denota la “arista frontal, superior”,

ul denota la “arista izquierda, superior”,
ur denota la “arista derecha, superior”,
ub denota la “arista posterior, superior”,
df denota la “arista frontal, inferior”,

dl denota la “arista izquierda, inferior”,
dr denota la “arista derecha, inferior”,
db denota la “arista posterior, inferior”,
fl denota la “arista izquierda, frontal”,
fr denota la “arista derecha, frontal”,

bl denota la “arista izquierda, posterior”,
br denota la “arista derecha, posterior”.

Finalmente las esquinas se denotan similarmente como sigue (fru denota la “esquina
superior derecha, frontal", etcétera)

Si tenemos un Cubo de Rubik el movimiento s es un 3-ciclo, en 3 aristas en particular, por
decir
uf » ul » ur - uf,

y otro movimiento r que envia estas aristas a algin otro lugar, por ejemplo r = F? de modo
que r:uf +~ df pero deja las otras aristas fijas, entonces ! sr es la permutacién
df » ul » ur » df

Una prueba de este lema se dara en el capitulo 6 (ver Teorema 6.3.1).

1.3 Notacion ciclica

La notacién mas comun para una permutaciéon es la “notacién ciclica”, debida a Cauchy
(mediados de 1800). Esta notaciéon es mas compacta que la notacién matricial que hemos
estado utilizando, y desde este punto vamos a cambiar a la notacién ciclica.

Si a4,ay, ...,a, € Z, son distintos entonces el simbolo

(aq,ay,...,a,)

denota la permutacion f de Z, que envia a, a a,, enviaa, aas, .., enviaa,_; a a,, enviaa, a
a4, y deja todos los otros numeros en Z, fijos (donde r es un entero menor o igual a n). En
otras palabras,

f(al) = a,, f(az) = as, ""f(ar) = ay,

y f(i) =i, si ino esigual a unodelos aq, ..., a,. Tal permutacién es llamada ciclica. El niimero
r se llama la longitud del ciclo.
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Llamamos a dos de estos ciclos (a4, ay, ..., a;) y (by, by, ..., by) disjuntos si los conjuntos
(ay,ay, ...,a,) y (bq, by, ..., by) no tienen ninglin entero en comun.

Lema 1.3.1. Si f y g son permutaciones ciclicas disjuntas de Z,, entonces fg = gf.

Prueba: Esto es verdad porque las permutaciones f' y g de Z,, afectan colecciones disjuntas de
ndmeros enteros, por lo que el producto de permutaciones se puede realizar en cualquier
orden.

Lema 1.3.2. La permutacion ciclica (a4, a,, ..., a,) tiene orden 7.

Prueba: Nétese que f(ay) = a,, f2(ay) = as, ..., fTHay) = a,, f7(a;) = a,, por definicién
de f. Asimismo, para cualquier i = 1, ...,r tenemos que f"(a;) = a;.

Definicion 1.3.1. Una transposicién es un ciclo (i, j) de longitud 2 que intercambia iy j (i # j).
Teorema 1.3.1. Toda permutacion f:{1,2, ...,n} - {1,2, ...,n} es el producto de permutaciones

ciclicas disjuntas. Mas precisamente, si f es una permutacién de {1,2,...,n} (conn > 1)
entonces hay subconjuntos disjuntos no vacios de distintos enteros

Al - {all, ...,al,rl} C {1,2, ...,n},
AZ = {a21, ...,az’rz} C {1,2, ...,n},

Ak = {akl, ey ak_rk},
tal que

{112:---pn}= AlU ...UAk, n= 7"1+‘r'2+...+rk’

f = (all, ...,allrl) (akl, ey ak’rk).

Este producto se llama descomposicidn ciclica de f. Si reorganizamos las cardinalidades r; de
estos conjuntos A; en orden decreciente, digamos escribimos esto como

! ! !
7'1 27‘2 2 A ZTk,

entonces la k-tupla (ry,...,1) es llamada la estructura ciclica de fy f es llamado un
(r{, ..., rx)-ciclo. Por ejemplo, (1,2)(3,4,5) es un (3, 2)-ciclo en Ss.

Prueba: La prueba es constructiva.
Sea f:7Z, —» Z, una permutaciéon. Todos los distintos elementos de Z, se obtienen por la

aplicacion repetida de f a 1. Llamémoslos (jpor falta de una notacién mejor!),
a10,A11, A12; -, A1, , dOnde,

0, = {aw =1, a;; = f(1), ag; = f2(), ..., Ay = frl(l)}-

(Esto es llamado la érbita de 1 respecto a f. Vamos a discutir las 6rbitas mas tarde, en el 3.9)
Ahora listamos los elementos de la ‘6rbita de 2’

0, = {azo =2, a1 = f(2), azp = f*(),..., Az, = frz(z)}'
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y asi sucesivamente hasta llegar a la ‘6rbita de n”:

Op = {anO =n, ay; = f(n), ap, = fz(n): ey A, = an(n)}_

Un ejemplo: Sea f:Z; — Z5 es el 3-ciclo, f(1) =2, f(2) =3, f(3) = 1. Eneste caso,
0:1={123} 0,={2, fA=3 f(f@)=fB® =1} v 0:=03,f@® =1 f(f®) =

/1=2,por lo que las tres 6rbitas son iguales unas a otras en este ejemplo.

En general, si elige cualquiera dos de estasn 6rbitas 04, ..., 0,, serdn la misma o bien
disjuntas. Denotemos todas las drbitas distintas por 0j, ...,0. (Las 0p,...,0r son una
subsecuencia de las Oy, ..., 0,,. No importa en qué orden escriba las O; ni en qué orden
escriba los elementos en cada érbita individual.)

Supongamos que
01 = {bn, ---'bl,sl} porlo que |01] = s,
0, = {b21, ---'bz,sz} porlo que |05] = s5,

O;C = {bkll "')bk,sk} por lo que IOI,cl = Sk-

(Las a;; han sido reetiquetadas como b;; para tratar de simplificar la notacién.) En este caso,

k
L, = U 0; = 01U ..UOy,
=1

y 51+ Sz + -+ 5, = n. La restriccion de f a 03, denotada f;: 01 - 01, es igual al s;-ciclo
(b11' by, ---'bl,sl)' En general, la restriccion de f a 0;, denota foj{: 01— OJf, es igual al s;-ciclo

(bjl bjz, -, bj s ) Dado que las 0; particionan Z, de la definicion de f y nuestra construccién
) ] ,Sj )

implica que
f = (blll b12' ""b1y51) (bkl! ka' ey bk,Sk)'

Ejemplo 1.3.1

e Lanotacion ciclica para (1 2 3)
2 1 3

es (1,2)(3) o, simplemente (1,2). En general, si cualquiera de las orbitas O; en la
anterior construccion es un producto tnico, a menudo se omite de la notacidn, con el
entendimiento implicito que f no permuta los nimeros omitidos.

e Lanotacion ciclica para

es (1,2,3).

e Lanotacion ciclica para
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es (1,3)(2,4) = (2,4)(1,3).

¢ Lanotacion ciclica para

(1 2 3 4 5)
3 4 15 2
es (1,3)(2,4,5) = (4,5,2)(1,3).

Ejemplo 1.3.2. Dividimos un cuadrado en 4 “caras” y etiquetamos 1, 2, 3, 4. Por ejemplo,

1| 2

3 | 4

Figura 1.3

Sea r la rotacion de 90 grados en sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces, como una
permutacién sobre las caras, r = (1, 3,4, 2). Sea f, la reflexiéon sobre la linea horizontal que
divide el cuadrado en dos, sea fy la reflexion sobre la linea vertical que divide al cuadrado en
dos. Utilizar la notacion ciclica para determinar las permutaciones de las caras (a) r2, (b) r3,

© fer (@ fy, (@) firfer (D fify -

Solucién:

@r-(l 239023 Y-ases
®y: (ii;*>=<1243>

©On=( § 1 P-uvan
O5-( 25 -avas

@ frre=(0 2 3 =243

® fufy = (}} g 3 4) = (1,4)(2,3).
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Ejemplo 1.3.3. Etiquetamos las 24 caritas del Cubo de Rubik 2 x 2 x 2 de la siguiente manera:

17 18

19 20

Figura 1.4

Sea X la rotacién de 90 grados en sentido anti horario de la cara etiquetada x, donde
x € {r,,f,b,u,d} (asi, por ejemplo, six = f entonces: X = F). Use la notacion ciclica para
determinar las permutaciones de las caras dadas por (a) R, (b) L, (c) F, (d) B, (e) U, (f) D.

(a) R = (13,15, 16,14)
() L = (5,7,8,6)

(©) F =(9,11,12,10)
(d) B = (17,19, 20,18)
(e) U= (1,3,4,2)

() D = (21,23,24,22)

Lema 1.3.3. Una permutacion ciclica es par si y s6lo si la longitud de su ciclo es impar. Una
permutacion f: Z, — Z, es impar si y sélo si el numero de ciclos de longitud par en su
descomposicién ciclica disjunta es impar.

Esto sigue de la definicion de una permutaciéon par/impar (ver Definicion 1.1.1), el hecho de

que
sign(p1pz - pr) = sign(p)sign(pz) ... sign(py)
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para permutaciones p; (por el Lema 1.1.2.), y el hecho de que cualquier k-ciclo se puede
escribir como un producto de k — 1 transposiciones,

(all az, ..., ak) = (a1; ak)(all ak—l) (alr aZ)- (11)

(Ecuacion (1.1) se puede probar por induccién matematica. Para mas informacidn, consulte
los resultados relacionados en el capitulo 1 de Rotman [R] o el Teorema 3.3 en Gaglione [G],
3.2, por ejemplo.)

Lema 1.3.4. El orden de una permutacién es el minimo comdn multiplo (mcm) de las
longitudes de ry, 1, ..., 1, de los ciclos disjuntos en su descomposicion ciclica.

Ejemplo 1.3.4. El orden de (1,3)(2,4) es 2.Es par.El ordende (1,3)(2,4,5) es 6. Es impar.

1.4 Un algoritmo para listar todas las permutaciones

Martin Gardner [Garl] menciona un algoritmo que lista todas las permutaciones de
{1,2, ...,n}. Este algoritmo proporciona el mejor método conocido del listado de todas las
permutaciones de {1,2, ..., n}. Redescubierto muchas veces desde entonces, el procedimiento
es debido originalmente al matematico polaco Hugo Steinhaus (1887-1972). Un estudiante de
David Hilbert en Gottingen, que hizo un importante trabajo sobre series ortogonales, teoria de
probabilidad, funciones reales y sus aplicaciones.
Denotaremos cada permutacion en la segunda fila en su notacién matricial 2 X n. Por ejemplo,
enelcason = 2
1 2
2 1
son las permutaciones.
Paraver el cason = 3,laideaes

(a) escribir debajo de cada fila n = 3 veces como sigue:

NINN R RP =
RPN

(b) 'entrelazar’ un 3, como sigue

= WON P WIN
Wk NN W

N DNWWRE =

Enelcason = 4,laideaes

(a) Escribir debajo de cada fila 4 veces como sigue
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WWW W R s
R RE R WWW Wl NN N
NN NNNNNWWW W
NN NNNNNWWW W
R R W WW WN NN N
WWW WR R R

(b) ahora "entrelazar" un 4 en:

B WWWR R, BN Rl R
WAL RPWWE Rk AN N
PR DN B W WR N W
NN S NN NW WW S
DN A NN NW WW S
POROR NN R W WM NS W
WA R RPW WS R R BN N
B WWWR RERE B DS R, R

En la sub seccién 1.4.1 describe el procedimiento general. Estas construcciones conducen al
siguiente resultado.

Teorema 1.4.1. (Steinhaus) Hay una secuencia de 2-ciclos (no necesariamente distintos),
(ai, by), ..., (ay, by), donde N = n! — 1, tal que cada permutaciéon no trivial f de {1,2, ..., n}

puede ser expresada en la forma
k
f= H(ai; b;)
i=1

para algun k, 1 <k < N. Estas transposiciones (a; b;), para k=1,2,..,N, son no
necesariamente disjuntas

En particular, cada permutaciéon se puede escribir como un producto de 2-ciclos (no
necesariamente disjuntos). Este teorema dice mucho mas. Se dice que el conjunto de todas las
permutaciones puede ser generado por la multiplicacién sucesiva por una transposicién
definida. Este resultado se probara en la siguiente seccién.

Hay un resultado andlogo valido, s6lo para permutaciones pares: cada permutaciéon par
puede ser escrita como un producto de 3-ciclos (no necesariamente disjuntos). Esto se
indicara con mayor precision y serd probado en la siguiente seccion, véase la Proposicién
6.4.1.
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1.4.1 ;Por qué funciona el algoritmo de Steinhaus?

El argumento es por induccion matematica.

1.

2.

Primero, notar que el algoritmo de Steinhaus funciona para n = 2, n = 3.

Escriba todos los elementos deS,_; como una lista utilizando el algoritmo de
Steinhaus (Por la hipétesis de induccidn, cada elemento difiere del anterior por una
transposicidn conveniente en esta lista). Representamos cada elemento en la notacién
matricial 2 X (n — 1). En nuestra lista, simplemente registramos la segunda fila en la
lista, es decir, como una (n — 1)-tupla. Hay (n — 1)! elementos en esta lista.

Para la primera (n — 1)-tupla, escribir unan al final, para la segunda (n — 1)-tupla,
escribir una n al principio, para la tercer (n — 1)-tupla, escribir una n al final, para la
cuarta (n — 1)-tupla, escribir unan al principio, y asi sucesivamente. Observe que
tenemos una secuencia de (n — 1)! n-tuplas.

Supongamos que la i-ésima n-tupla (n, a4, a,, ..., a,_1). Primero, actda en esto por la
transposiciéon (n,a,), luego por la transposicion (n,a,), luego por (n,as),.., por
(n, a,_1). El resultado de la dltima es ( aq, ay, ..., a,_1). Supongamos que la j-ésima n-
tupla es (by, by, ..., b,_1,n). (Note que por la hipétesis de induccion, (a4, ay, ..., a,_1,n)
y (by, by, ..., by_1,n) ‘difieren’ sélo por una transposicién conveniente, en S, _;).
Primero, actua por la transposicion (b;,n), luego por la transposicion (b,,n), luego
por (bs,n), ..., por (b,,_1,n). El resultado de la ultima es (n, by, by, ..., by—_1)-

Notese que todos estos (para i, j corriendo sobre nlimeros enteros pares o impares del
1 aln — 1), el resultado n! n-tuplas son distintas. Esto proporciona una lista de S,
como se deseaba.

1.5 Permutaciones y volteo de campanas
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Desde el siglo XVII, y posiblemente antes, las campanas de la catedral en Inglaterra han
sonado permutando el orden de una "ronda" de campanas. El arte y el estudio de tal volteo de
campanas como se conoce como campanologia.

Fabian Stedman proporcioné importantes contribuciones al volteo de campanas. Naci6 en
1640, las conexiones de Fabian Stedman con campanologia echaron raices a la temprana edad
de 15 afios cuando se trasladé a Londres para trabajar como aprendiz de un maestro
impresor. Importantes contribuciones de Stedman a la campanologia se reflejan en sus
esfuerzos en Tintinnalogia y Campanologia (ver Henry Hubbard) los primeros dos libros
publicados sobre el tema, en 1668 y 1677, respectivamente.

A continuacidn se presenta un glosario de algunos términos esenciales:

Figura 1.6

e Cambiar: el intercambio de uno o mas pares de campanas adyacentes.

« Cambio plano: el intercambio de un par de campanas adyacentes solamente.

» Cambio cruzado: el intercambio de mas de un par de campanas.

» Ronda: un ordenamiento de las campanas (es decir, una permutacién de (1,2,3, ..., n)).

En un principio, cambio de sonido concierne a una sola fila de campanas cuyo orden puede ser
denotado por (1,2,3, ...,n). Teniendo en cuenta el caso de que n = 6 los conceptos de cambios
cruzados y planos se pueden entender con mayor claridad.

Si usamos solo cambios planos podemos generar permutaciones de las campanas de la
siguiente manera:

N NN =
[N = N
B wWw W
[GSIIGURENEN N
o\ LUl Ul
oo O

Debe ser bastante obvio en la inspeccidon que el primer cambio plano intercambia 1y 2, el
segundo intercambia 3 y 4, y el tercero intercambia 5 y 6. Teniendo en cuenta el mismo
conjunto de seis campanas actuando por cambio cruzado, el mismo resultado se obtiene en un
cambio, como se ve a continuacion:

1 2 3 45 6

21 4 3 6 5
Patrones mas utiles e interesantes pueden ser generados por la combinacién cambios
cruzados y planos. El plan nos conduce en el caso de cuatro campanas a uno de los mas
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simples patrones y fue ideado alrededor de 1621 alternando consecutivamente cambios
cruzados y cambios planos como se muestra a continuacion:

= WW RS NN -
N WR A WN AR DN
WN AR DNDWRA W
B NN R R WWw D

El patron que define el plan producido sobre cuatro campanas no es mas que un cambio
cruzado seguido de un cambio plano en el centro dos campanas hasta llegar a la ronda, que es
donde empezamos.

Generar las permutaciones contenidas en el plan producido sobre cuatro campanas se puede
describir facilmente usando la notaciéon para permutaciones que hemos desarrollado.
Comenzaremos representando el cambio cruzado como a = (1,2)(3,4), que intercambia las
dos primeras y las ultimas dos campanas, y representando el cambio plano como b= (2, 3),
que intercambia el par medio. Comenzamos con el primer elemento a.

Para generar la siguiente permutacion multiplicamos este primer elemento por b. Para
generar el tercer elemento simplemente multiplicamos este segundo término ab, por a para
obtener aba. Continuando de esta manera multiplicamos alternativamente, por a luego por b
para generar el conjunto D, = {a, ab,aba, (ab)?, (ab)?a, (ab)3, (ab)3a, (ab)*}. Este es el
conjunto de permutaciones en el plan producido sobre cuatro campanas. (Se denota D, aqui
por razones que seran explicadas mas adelante.) Dado que (ab)* produce la ronda inicial,
decimos (ab)* = 1y D, = {1,a, ab, aba, (ab)?, (ab)?a, (ab)3, (ab)3a}.

Ahora, para un ejemplo mas complejo. Nos dirigimos ahora nuestra atencion a la composicion
que se conoce cominmente como Plan Bob Minimus.
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* Figura 1.8 Figura19 Figura 1.10

Figura 1.11 Figura 1.12
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Plan Bob Minimus comienza y termina en la ronda (1,2,3,4) y contiene todas las
permutaciones posibles de estas cuatro campanas (en un orden particular, se describen a
continuacion):

1 2 3 4 1 3 4 2 1 4 2 3
2 1 4 3 31 2 4 4 1 3 2
2 4 1 3 32 1 4 4 3 1 2
4 2 3 1 2 3 41 34 21
4 3 21 2 4 31 32 41
3 4 1 2 4 2 1 3 2 3 1 4
31 4 2 4 1 2 3 21 3 4
1 3 2 4 1 4 3 2 1 2 4 3

1 2 3 4

Ahora podemos describir esta composicién usando la notacién permutacién como hicimos
para el plan producido sobre cuatro campanas. Sea a = (1,2)(3,4) y b = (2,3), representan
los posibles cambios entre filas. Si nos fijamos en la primera columna de la composicién Plan
Bob Minimus, vemos que no es mas que el plan producido sobre cuatro campanas. Para
generar la segunda columna, introducimos una nueva permutacion ¢ = (3,4), y simplificamos
nuestra notacién dejando k = (ab)3ac. Multiplicando por k, generamos la segunda columna:

{k,ka,k ab, kaba, k(ab)?, k(ab)?a, k(ab)3, k(ab)3a}.
Multiplicando por k de nuevo, generamos la tercera columna:
{k? k?a,k?ab, k?aba, k?(ab)? k?(ab)?a, k?(ab)3, k?(ab)3a}.

jEsta generacion de Plan Bob Minimus demuestra que puede ser expresado como la unién
disjunta de “traslaciones” del plan conducido sobre las cuatro campanas! Vamos a explicar
este hecho usando teoria de grupos en el proximo capitulo 3.

Ahora, ya que elegimos a=1(1,2)(3,4), b=(2,3), y ¢=(3,4), donde b y c son,
evidentemente, por definicion, 2-ciclos o transposiciones y a es el producto de dos de estos
2-ciclos o transposiciones, hemos mostrado un resultado mas, que cada permutaciéon de Z, se
puede escribir como un producto de 2-ciclos. En términos mas generales, podemos afirmar el
siguiente teorema originalmente por H. Steinhaus.

Teorema 1.5.1. Sea f un elemento de S, es decir, sea f cualquier permutacién de grado n.
Entonces f se puede escribir como un producto de transposiciones.

Para bosquejar una prueba de este teorema (siguiendo [G]) y por lo tanto, demostrar el
Teorema 1.4.1 como se habia prometido, s6lo tenemos que recordar que cada permutacién de
S, se puede escribir tUnicamente (hasta el fin), como un producto de ciclos disjuntos
(Teorema 1.3.1. mas arriba).

Prueba: Cualquier k-ciclo puede escribirse como un producto de k — 1 trasposiciones, como
en la ecuacion (1.1). Dado que cualquier permutacién se puede escribir en términos de ciclos,
y cualquier ciclo puede ser escrito como producto de transposiciones, se sigue que toda
permutacidén de Z, se puede escribir como un producto de transposiciones.
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Capitulo 2

Puzzles de permutacion

Veremos varios juegos que técnicamente pueden considerarse como puzzles de
permutacién. Veremos cuan admirablemente se adapta la combinatoria (y mas tarde teoria de
grupos) en la descripcion de estos puzzles.

Un juego de una sola persona (como el juego del 15) consiste en una secuencia de
movimientos que siguen ciertas reglas:

e Hay un ntimero finito de movimientos en cada etapa.

e Hay una secuencia finita de movimientos que conducen a una solucién.

e No hay azar ni movimientos aleatorios

e Hay informacién completa acerca de cada movimiento.

e (Cada movimiento depende sélo de la posicién presente, no en la existencia o la no
existencia de un cierto movimiento anterior (tal como en el ajedrez, donde el enroque

es movimiento ilegal si el rey ha sido trasladado con anterioridad).

Un “puzzle de permutacién” es un juego de una sola persona con un conjunto finito T de piezas
puzzle el cual satisface las cuatro propiedades que se listan a continuacién:

(1) Para algtin, n > 1 dependiendo sélo de la construccién del puzzle, cada movimiento
del puzzle corresponde a una Unica permutacion de los nimeros en Z,,.

(2) Si la permutacién de Z,, en (1) corresponde a mas de un movimiento puzzle, entonces
las dos posiciones obtenidas por los dos movimientos respectivos deben ser
indistinguibles.

(3) Cada movimiento, digamos M, debe ser "invertible" en el sentido de que debe existir
otro movimiento, digamos M~1, que restaura el puzzle a la posicién en que estaba
antes que M se efectuara.

(4) Si M; es un movimiento que corresponde a una permutacion f; deT y siM, es un
movimiento que corresponde a una permutacion f, de T, entonces M, * M, (el

movimiento M, seguido por el movimiento M,) es

— No es un movimiento legal, o bien
— Corresponde a la permutacién f; * f; .

Notacién: Como en el paso 4, siempre vamos a escribir movimientos puzzle sucesivos de
izquierda a derecha.
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2.1 Puzzle 15

El puzzle 15 es un juego solitario, es decir un solo jugador, es asociado con el inventor de
rompecabezas y de problemas Sam Loyd (1841 -1911). El comenzé a publicar problemas de
ajedrez a la edad de 14 afios, tuvo su propia columna en una revista periddica sobre
problemas de ajedrez. En 1914 publico su “Cyclopedia of Puzzles”. El puzzle 15 es uno de los
primeros y el mas popular puzzle de permutacion. La "posicién resuelta’ es la siguiente:

Figura 2.1

Cada uno de estos cuadrados numerados representan un bloque deslizante que s6lo puede
moverse a la casilla desocupada, que se denota por un e. A veces se etiqueta al cuadrado vacio
como ‘16’ por conveniencia. Los movimientos del puzzle consisten en deslizar cuadrados
numerados (tal como 12, por ejemplo) en el cuadro vacio (intercambiando 12 con 16). De esta
forma, cada movimiento de este puzzle puede ser considerado como una permutacion de los
enterosen{1,2,...,16}.

No todas las permutaciones del {1, 2, ..., 16} corresponden a una posible posicion del puzzle.
Por ejemplo, la posicion

Figura 2.2

no puede ser obtenida desde la posicion anterior. (La razén matematica para esto se explica
en 4.4, mas adelante.)

Antes de que el Cubo de Rubik se inventara el Puzzle 15 fue probablemente el puzzle mas
popular de todos los tiempos.
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Los movimientos del Puzzle 15 pueden representarse de la siguiente manera. Supongamos
que estamos en una posicién tal como

Figura 2.3

Donde los cuadrados etiquetados con un asterisco pueden ser cualquier niimero. Los posibles
movimientos en el diagrama anterior son

R = Ry,q; = (r,16) = intercambiar r y 16,
L= Lyyq; = (l,16) = intercambiar l y 16,
U= Uyra; = (u,16) = intercambiar uy 16,
D = Dy,q; = (d,16) = intercambiar d y 16,

Donde ‘16’ denota el espacio vacio .

Vamos a llamar al Puzzle 15 un puzzle plano dado que todas sus piezas se encuentran en un
tablero. Este puzzle se discute en 4.4 mas adelante.

2.2 Rainbow Masterball

El puzzle Rainbow Masterball simplemente se conocera como una ‘Masterball’ en lo siguiente.
La Masterball es una esfera que ha sido cortada como una manzana a lo largo de su nucleo en
8 trozos congruentes, cada uno con un color diferente. También se ha cortado tres veces en
direcciéon ortogonal: visto como un globo, una vez alo largo del ecuador, una vez a lo largo del
Trépico de Cancer, y una vez a lo largo del Trépico de Capricornio. De hecho, estas lineas se
producen en aproximadamente 23 grados norte y sur del ecuador, no a 45 grados como lo
vamos a describir a continuacion.
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Figura 2.4

Un camino geodésico desde el polo norte al polo sur es llamado linea longitudinal y un camino
geodésico cerrado paralelo al ecuador es llamado una linea latitudinal. Hay 8 lineas
longitudinales y 3 lineas latitudinales. En coordenadas esféricas 8,,y p (6 es el angulo
medido a partir del plano xz, ¢ es el angulo hacia abajo desde el eje z, p es el radio de la
Masterball), las lineas longitudinales se encuentran en los angulos que son multiplos de /4
radianes (es decir, en § = nm/4 radianes,n = 1, ...,8) y las lineas latitudinales se encuentran
end =n/4 ,m/2,3n/4 radianes. (Aquiw = 3.141592 ... como de costumbre.)

Sin estos segmentos latitudinales, se parece a una pelota de playa. Por lo tanto, una esfera
Masterball tiene 32 piezas de 8 colores distintos. Vamos a suponer que la Masterball esta en
una posicion fija en el espacio, centrado en el origen.

La esfera debera estar orientada por la regla de 1a mano derecha: el pulgar de la mano derecha
envolviendo a lo largo de los puntos de eje polar hacia el polo norte. Asumimos que una de las
lineas longitudinales se ha fijado una vez por todas. Esta linea fija debera ser etiquetada por
‘1", 1a siguiente linea (con respecto a la orientacién anterior) como ‘2’, y asi sucesivamente.

Movimientos permitidos: Se puede girar la Masterball de este a oeste por multiplos de /4 a
lo largo de cada una de las cuatro bandas latitudinales o en multiplos de 7w en cada una de las 8
lineas longitudinales.

Una cara serd una de las 32 subdivisiones de la Masterball creados por estos circulos. Una
cara se considerara como una posicion inmévil sobre la esfera y etiquetada, ya sea por un
numero enteroi € {1, ...,32} o por una pareja (i,j) € [1,4] X [1, 8], que sea mas conveniente
en ese momento. Si una cara tiene ya sea el polo norte o el polo sur como un vértice entonces
la llamamos una cara pequefia (o polar). De lo contrario, llamamos una cara grande (o media
o ecuatorial). Una coloracién de la Masterball serd un etiquetado de cada cara de uno de los 8
colores de tal manera que

(a) cada uno de los 8 colores ocurre exactamente dos veces en el conjunto de las 16 caras
pequenas,

(b) cada uno de los 8 colores ocurre exactamente dos veces en el conjunto de las 16 caras
grandes.
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Un movimiento de la Masterball sera un cambio en la coloracién de la Masterball asociado con
una secuencia de maniobras como se describié anteriormente.

Podemos identificar cada uno de los 8 colores con un nimero entero en {1, ...,8} e identificar
la coleccion de caras de la Masterball con una matriz 4 x 8 de enteros en este rango.

Para resolver una matriz se debe, por una secuencia adecuada de movimientos
correspondientes a las rotaciones descritas anteriormente de la Masterball, poner esta matriz
en un posicion ‘arco iris’ para que las entradas de la matriz de cada columna tengan el mismo
numero. Asi la matriz

=R
N NN N
W WwW W
BB D
Ul U1t Ot
oo O
ASEENENEEN

es "resuelta”. La matriz

o 0O o Ul O 00

=== 0N
N NN
w W w o
NN NG
U1 U1TuU1T N
AN ONOY W
NN D

corresponde a una rotacién de las caras polo norte por 37 /4.
Notacién. Nosotros usamos la notacién de matrices para denotar a las 32 caras de la
Masterball. Los generadores de rotaciones latitudinales se denotan ry, 5, 13, 74. Por ejemplo, r;

envia
11 12 13 14 15 16 17 18

21 22 23 24 25 26 27 28
31 32 33 34 35 36 37 38

41 42 43 44 45 46 47 48

12 13 14 15 16 17 18 11

21 22 23 24 25 26 27 28
31 32 33 34 35 36 37 38

41 42 43 44 45 46 47 48

Al mirar hacia abajo a la pelota desde el polo norte, este movimiento hace girar la parte
superior de la bola hacia la derecha, segin las agujas del reloj. Los otros movimientos,
1y, 73,7, rotan la banda asociada de la pelota en la misma direccién segin las agujas del reloj,
visto desde el polo norte. Los generadores de rotaciones longitudinales se denotan
fi, f2, -, fg - Por ejemplo, el movimiento f;r;envia

11 12 13 14 15 16 17 18

21 22 23 24 25 26 27 28
31 32 33 34 35 36 37 38

41 42 43 44 45 46 47 48

44 43 42 41 15 16 17 18

34 33 32 31 25 26 27 28
24 23 22 21 35 36 37 38

14 13 12 11 45 46 47 48

Con estas reglas, se puede comprobar la relaciéon

fo=rixrysrd «crd« fi xrf ey wrd w0t
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Ademas, se puede comprobar que

= ) xry b xfaxfy.
Identificar las caras de la Masterball con las entradas de la matriz

8 7 6 5 4 3 2 1

16 15 14 13 12 11 10 9
24 23 22 21 20 19 18 17

32 31 30 29 28 27 26 25

Podemos expresar los generadores del grupo Masterball en la notacion ciclica disjunta como
un subgrupo de S3, (el grupo simétrico de grado 32):

ml=(1,23,4,5678),

ryt = (9,10,11,12,13, 14, 15, 16),

ril = (17,18,19,20,21, 22,23, 24),

! = (25,26,27,28,29,30,31, 32),
£ = (5,32)(6,31)(7,30)(8,29) (13, 24) (14, 23) (15, 22) (16, 21),
£, = (4,31)(5,30)(6,29)(7, 28)(12, 23) (13, 22) (14, 21)(15, 20),
£ = (3,30)(4,29)(5,28)(6,27)(11,22) (12, 21)(13,20)(14, 19),
fo = (2,29)(3,28)(4,27)(5,26)(10,21) (11, 22) (12, 23) (13, 24),
fi = (1,28)(2,27)(3,26)(4,25)(9,20)(10,19)(11,18)(12,17),
fs = (8,27)(1,26)(2,25)(3,32)(16,19)(9,18)(10,17) (11, 24),
£, = (7,26)(8,25)(1,32)(2,31)(15,18) (16, 17)(9,24)(10, 23),
fo = (6,25)(7,32)(8,31)(1,30) (14, 17)(15,24)(16, 23)(9, 22).

2.3 Cubos de Rubik
Vamos a considerar brevemente los Cubos de Rubik 2 x2x 2 y 3 x3 X 3.
2.3.1 Cubo deRubik 2 x 2 x 2

El Cubo de Rubik de ‘bolsillo’ tiene seis ‘caras’, cada una con 2 -2 = 4 “caritas”, para un total
de 24 caritas:

Fijemos una orientacién del Cubo de Rubik en el espacio. Es posible etiquetar los 6 lados
como f,b,l,r,u,d (‘frontal’, ‘posterior’, ‘izquierda’, ‘derecha’, ‘superior’, ‘inferior’,
respectivamente). El cubo de bolsillo tiene 8 subcubos. Cada cara del cubo esta asociada a un
‘corte’ de 4 subcubos que comparten una carita con la cara. La cara, junto con todos los 4
cubos en el 'corte’, se puede girar 90 grados segun las agujas del reloj. Denotamos este
movimiento por la letra mayuscula asociada a la letra mintscula que indica la cara. Por
ejemplo, F denota el movimiento que hace girar la cara frontal 90 grados en sentido horario.
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Figura 2.5: Etiquetando caritas en el Cubo de Rubik 2 X 2 X 2

Llamamos las 24 caritas del Cubo de Rubik 2 X 2 como en problema 1.3.3. Las 24 caritas se
denotan por xyz, donde x es la cara en la cual la carita vive e y, z (0 z, y-no importa) indican
las dos aristas de la carita. Escrito en orden segun las agujas del reloj, 1a ‘notacién Singmaster’
es

Cara frontal | fru frd fld flu
Cara posterior | blu bld brd bru
Cara derecha | rbu rbd rfd rfu
Cara izquierda | lfu [fd [bd [bu

Cara superior | urb urf ulf wulb
Cara inferior | drf drb dlb dlf

Tabla 2.1

Para futuras referencias, llamamos a este sistema de notacion (que también se utiliza para los
Cubos de Rubik 3 x 3 X 3y 4 X 4 X 4) la notacién Singmaster, llamado en honor al matematico
britanico y entusiasta del Cubo de Rubik David Singmaster.

2.3.2 Cubo de Rubik 3 x 3 x 3

En esta seccion se dedica en su mayor parte a introducir la notaciéon (debida a Singmaster
[Si]) que nos permite comprobar que el puzzle es de hecho un puzzle de permutacién.

El Cubo de Rubik tiene 6 caras, cada una con 3-3 =9 ‘caritas’, para un total de 54 caritas.
Dado que las caritas centrales son fijadas por los movimientos basicos, hay s6lo 54 — 6 = 48

caritas que necesitan etiquetado. Etiquetamos estas caritas 1, 2, ...,48 como en la figura 2.2.

Los generadores estandares, que corresponden a las seis caras del cubo, pueden ser escritos
en notacion ciclica disjunta como:
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17 18 19 33 34 35
20 F 21 36 B 37
22 23 24 38 39 40

Figura 2.6: Etiquetando caritas en el Cubo de Rubik 3 X 3 X 3

F = (17,19,24,22)(18,21,23,20)(6,25,43,16)(7, 28,42, 13)(8, 30,41, 11),

B = (33,35,40,38)(34,37,39,36)(3,9,46,32)(2,12,47,29)(1, 14, 48, 27),

L= (9,11,16,14)(10,13,15,12)(1, 17, 41,40) (4, 20, 44, 37) (6, 22, 46, 35),

R = (25,27,32,30)(26,29,31,28)(3,38,43,19)(5, 36,45,21)(8, 33, 48, 24),
U= (1,3,86)(25,7,4)(9,33,25,17)(10, 34, 26,18) (11, 35, 27, 19),

D = (41,43,48,46,)(42,45,47,44)(14, 22,30, 38) (15, 23,31, 39)(16, 24, 32, 40).

La notacion de las caritas sera similar a la notacion utilizada para el Cubo de Rubik 2 X 2 x 2.
Las caritas esquina tendrdn la misma notacidn y las caritas arista se denotaran por xy, donde
x es la cara en la cual se encuentra la carita e y es la cara de la carita adyacente. En orden
seguin las agujas del reloj, empezando por la esquina superior derecha de cada cara, la
‘notacién Singmaster’ es

Cara frontal | fru fr frd fd fld fl flu fu
Cara posterior | blu bl bld bd brd br bru bu

Cara derecha | rbu rb rbd rd rfd rf rfu ru
Cara izquierda | lfu Uf Ufd ld lbd b lbu lu
Cara superior | urb uwr urf uf wlf wul wulb ub
Cara inferior | drf dr drb db dlb dl dlf df

Tabla 2.2
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2.3.3 Cubo de Rubik 4 x 4 x 4

El cubo 4 X 4 X 4 fue inventado por Péter Sebestény. Al contrario de lo que ocurre con
el cubo original y con la versiéon 5 X 5 X 5, no posee piezas fijas: las caras centrales,
divididas en cuatro piezas, pueden moverse a diferentes posiciones.

Figura 2.7

En el Cubo de Rubik 3 X 3 X 31a cara central indicaba el color de cada cara, ahora en él
4 X 4 x4 la cara central van a ser 4 caritas (lo que antes era una, ahora son 4 caritas), a
diferencia del cubo 3 X 3 X 3 las caras de en medio si se pueden mover, utilizamos la misma
notacién que para el cubo 3 X 3 x 3 (ver Ejemplo 1.2.7)

Denotamos el conjunto de movimientos basicos por {U, D, L, R, F, B}, agregamos la notacién
para las “rebanadas intermedias” donde:

. u denota el movimiento del Cubo de Rubik que gira la rebanada intermedia
adyacente a la cara superior un cuarto de vuelta en sentido horario.

. d denota el movimiento del Cubo de Rubik que gira la rebanada intermedia
adyacente a la cara inferior un cuarto de vuelta en sentido horario.

. [ gira la rebanada intermedia adyacente a la cara izquierda un cuarto de vuelta
en sentido horario.

. r gira la rebanada intermedia adyacente a la cara derecha un cuarto de vuelta
en sentido horario.

. f gira la rebanada intermedia adyacente a la cara frontal un cuarto de vuelta
en sentido horario.

° b gira la rebanada intermedia adyacente a la cara posterior un cuarto de vuelta

en sentido horario.
Finalmente H; denota el movimiento del Cubo 4 X 4 X 4 que gira la mitad izquierda en
sentido horario, de manera similar para las demas mitades.

Figura 2.8 Movimiento Hj,

41


http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=P%C3%A9ter_Sebest%C3%A9ny&action=edit&redlink=1

2.4 Pyraminx

El Pyraminx (1981) es uno de los rompecabezas inventado por Uwe Méffert (1939 -), que
también comercializa varios de sus inventos.

Un tetraedro es un sélido platénico regular de 4 lados, cuyas caras son tridngulos equilateros.
En el Pyraminx, cada una de las 4 caras del puzzle se divide en 9 caritas triangulares.

Hay un total de 4 - 9 = 36 caritas en el Pyraminx. Seran etiquetadas como en las siguientes
figuras.

36
1zquierda derecha derecha 34 rzquierda
35 33
31/ .29
32 /30 28
Cara frontal Cara in ferior
Figura 2.9 Figura 2.10

derecha Jrontal frontal izquierda

Cara izquierda Cara derecha
Figura 2.11 Figura 2.12

Fijamos una orientacion del tetraedro en el espacio de modo que estemos mirando en una
cara lo que llamamos el "frente". También podemos hablar de una cara "derecha", "izquierda",
y la cara “inferior”. Etiquetamos las 4 caras como f (frontal), d (derecha), i (izquierda), d

(inferior). Etiquetamos los vértices U (superior), R (derecho), L (izquierdo) y B (posterior).

El tetraedro en si ha sido subdividido en sub-tetraedros de la siguiente manera: para cada
vértice X (tal que X € {U, R, L, B}) hay una cara opuesta F del s¢lido.

Para cada cara, cortamos el sélido a lo largo de dos planos paralelos (en el vértice y en un sub-
tetraedro) a la cara F y que estdn entre de la cara y el vértice igualmente espaciados. Los sub-
tetraedros en el corte de la propia cara son llamados el corte cara asociado a la caraF,
denotado Fj, los sub-tetraedros en el corte medio paralelo a la cara F seran llamados el corte
medio asociado con esa cara, denotado F,, y el sub-tetraedro que contiene el vértice X=U
asociado a ese vértice, denotado F;.
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Figura 2.13

Para cada cara F etiquetada, tenemos una rotaciéon de 120 grados en sentido horario del
primer corte F; de la cara. Denotamos esta rotaciéon también por F;. Esta rotacién s6lo mueve
las caritas del corte F;. Andlogamente, tenemos una rotaciéon de 120 grados en sentido horario
del segundo corte F, de la cara. Denotamos esta rotaciéon como F,. F3 es la rotacion de 120
grados del sub-tetraedro opuesto que contiene al vértice X. Estos movimientos permutan las
etiquetas de las 36 caritas, y por lo tanto puede ser considerado como una permutacién de los
numeros del 1,2,...,36.

Por ejemplo, la rotacion de 120 grados en sentido horario (mirando la cara frontal) del sub-
tetraedro opuesto a la cara frontal se denota F;. La notacion ciclica disjunta para este
movimiento, considerado como una permutacion, es

F3 = (23,22,36).
Los movimientos basicos son dados de la siguiente manera:

F, = (2,32,27)(8,31,26)(7,30,12)(19,29, 11) X
X (18,28, 3)(1,17, 13)(6, 15,4)(5, 16, 14)
F, = (9,35,25)(21, 34, 24)(20, 33, 10)
F; = (23,22,36)
R, = (3,36,17)(11,34,16)(10,35,6) X
X (24,31,5)(23,32,1)(2,22,18)(9, 20,7)(8,21, 19)
R, = (12,33,15)(26,29,14)(25,30,4)
Ry = (27,28,13)
L, = (1,28,22)(5,29,21)(4,33,9) X
x (14,34, 8)(13,36,2)(3,27, 23)(11, 26, 24)(12, 25, 10)
L, = (6,30,20)(16,31,19)(15,35,7)
Ly = (17,32,18)
D, = (13,18,23)(14,19,24)(15,20,25) X
x (16,21, 26)(17,22,27)(28,32,36)(29, 31, 34)(30, 35, 33)
D, = (4,7,10)(5,8,11)(6,9, 12)
D; = (1,2,3)

Todos los otros movimientos se obtienen mediante la combinacidén de estos movimientos
secuencialmente. Queremos utilizar movimientos de forma F, * F3, para cada cara F, pero la
notacion ciclica disjunta para estas permutaciones es un poco mas complicada de escribir.
Mas detalles acerca de este puzzle se dan en el Capitulo 8.
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Capitulo 3

;Qué es conmutatividad?

Una historia contada por Freeman Dyson (1923-), uno de los grandes fisicos
matemdticos de nuestro tiempo, es como sigue: En la primera parte del siglo pasado, el
matemdtico Oswald Veblen y el fisico James Jeans estaban discutiendo la reforma del curriculo
de matemadticas en la Universidad de Princeton. Jeans argumentd que la teoria de grupos debe
omitirse, afirmando que la teoria de grupos es un tema que nunca va a ser de alguna utilidad a
la fisica. Veblen debe haber ganado el argumento porque la teoria de grupos continud siendo
ensefiada. Es realmente irénico que la teoria de grupos, no solo se convirtié en uno de los temas
centrales de la fisica, pero gran parte de la investigacion innovadora en realidad se llevé a cabo
en Princeton.

A groso modo, la teoria de grupos es el estudio matemdtico de simetria. El Cubo de Rubik
muestra una notable cantidad de simetrias. Este capitulo es una introduccion a la teoria de
grupos, otra herramienta ttil para el Cubo de Rubik.

Cuando estudiamos puzzles de permutacién en el capitulo anterior, uno de los criterios fue
que cada movimiento sea "invertible". Esto es, de hecho, una de las condiciones para el
conjunto de todos los movimientos legales de un puzzle de permutacién para formar un
grupo.

Un grupo puede ser definido como un conjunto que tiene un pequeiio ndmero de propiedades.
Una de estas propiedades es que debemos ser capaces de combinar dos elementos del
conjunto de alguna manera en particular para obtener otro elemento. En el caso del Cubo de
Rubik, si combina dos movimientos, obtiene otro movimiento. La manera abstracta precisa
para declarar este tipo de propiedad es utilizando la nocién de una “operacién binaria”.

Una operacién binaria * en un conjunto no vacio G es una funcién que asocia cada par de
elementos (g1, g,) de G un solo elemento g3, también denotado g; = g; * g, en G:

*x :GXG -G,

Un grupo G es un conjunto con una operacion binaria * (llamada ‘operacion de grupo’) que
satisface ciertas propiedades que se daran mas adelante. Por ejemplo, una propiedad es que
cualquier elemento tiene un ‘elemento inverso’ asociado con él. En el caso del Cubo de Rubik,
si realizamos cualquier movimiento (o secuencia de movimientos), siempre se puede
deshacer el efecto simplemente invirtiendo cada paso. Este ‘movimiento inverso’ es el
‘inverso’ del movimiento original, como veremos mas adelante.

Antes de definir un grupo, debemos tomar la decisiéon sobre que notaciéon utilizar para
describir un grupo G. Si G es finito entonces una forma es listar todos los elementos de G y
listar (o tabular) todos los valores de la funcién *. Otro método consiste en describir G en
términos de algunas propiedades y luego definir una operacién binaria * en G. Cada método
tiene sus ventajas y desventajas. Eventualmente, deberemos utilizar los dos métodos.
Empezamos con algunos ejemplos.
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3.1 Cuaterniones

En el otofio de 1843, William R. Hamilton (1805-1865) estaba caminando a lo largo del Royal
Canal en Irlanda con su esposa. Fue entonces que Hamilton encontré una generalizaciéon de
los nimeros complejos: los cuaterniones. Los cuaterniones son numeros’ de la forma

a+ bi+cj+dk,dondea,b,c,d € Rsonnimeros reales, i es el usual v—1 jy k satisfacen
i =j2=k*=ijk=-1

De hecho, Hamilton no pudo resistir el impulso de tallar las reglas basicas del producto para
los cuaterniones en la piedra del puente de Brougham, mientras él y su esposa pasaban.
Se pueden sumar o restar facilmente:

(a; + bii + cyj +dk) + (ay + byi + cyj + dyk)
= (al + az) + (bl + bz)l + (Cl + Cz)j + (dl + dz)k

Para multiplicar dos cuaterniones, se utiliza la ley distributiva y las reglas basicas de
multiplicacién para i,j,k dadas anteriormente. Una diferencia importante entre la
multiplicacién de dos cuaterniones q4, g, juntos y la multiplicacién de dos nimeros reales
11, T, juntos es que, en general, g;q, # q,q; (por ejemplo, ij # ji), mientras que siempre
tenemos 1,7, = 1,77 (por ejemplo, V2 - 3 = 3 - V2).

Sea Q el grupo de cuaterniones:

Q={1,-1,i,—i,j,—j, k,—k}.
Los elementos de Q son conocidos como cuaterniones unitarios, los elementos satisfacen las

reglas: i2 = j2 = k% = —1,ij = k, jk = i, ki = j.
La multiplicacién para este grupo se puede visualizar en la siguiente figura:

Figura 3.1
Si recorremos el tridngulo en el sentido de las manecillas del reloj el producto de cualquier

par de elementos sucesivos es el que sigue, y al recorrerse en sentido opuesto al del reloj se
obtienen productos negativos, por ejemplo ji = —k.

3.2 Grupos ciclicos finitos

Considere el conjunto de movimientos del Cubo de Rubik G = {1,R, R?, R3}. Hacemos varias
observaciones mas o menos evidentes:
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* Si realizamos cualquier rotaciéon de la cara derecha del cubo no conseguiremos ningun
movimiento nuevo. En particular, si componemos cualesquiera dos movimientos en este
conjunto obtendremos otro movimiento en este conjunto.

Figura 3.2

¢ El movimiento que ‘deshace’ el efecto de R se encuentra en este conjunto (de hecho, R
seguido de R3 es el movimiento identidad 1, por lo que R3 debe ‘deshacer’ R).

e Si* : G X G — G es simplemente el mapeo definido por el envio de un par (Ri,Rj), con
0 <i,j <3, ala composicién de estos dos movimientos, Rt * R/ = R"*/, entonces * es una
operacion binaria.

Resulta que este conjunto G con esta operacion * es un ejemplo de un grupo.

Ejemplo 3.2.1. Sea Cy, el conjunto cuyos elementos son {0,1,..,11} la operacion * es
simplemente ‘adiciéon mod 12’. Asi es como se suman horas en un reloj, observar que '12
horas” o '0 horas en punto' significan lo mismo). Asi5+8=1, 1+11=0, y asi
sucesivamente.

Este grupo es llamado el grupo ciclico de orden 12.

Definicién 3.2.1. Sean > 1un numero entero y sea C, el grupo cuyos elementos son
{0,1,...,n — 1} y para los cuales la operacion del grupo es simplemente la ‘adicion médulo n’.
Este grupo es llamado el grupo ciclico (aditivo) de orden n. A menudo también se denota por
Z/nZ.

Geométricamente, esto puede ser considerado como el grupo de todas las posibles rotaciones
de un n -agono regular. Esta idea se explora con mas detalle en 3.3.

3.3 Elgrupo diedro

Elegir un enteron > 2, y sea R un n -agono regular centrado sobre el origen en el plano. Si
n = 3, entonces R es un tridngulo equilatero, si n = 4, entonces R es un cuadrado, sin =5,
entonces R es un pentagono, y asi sucesivamente. Sea G el conjunto de todas las
transformaciones lineales del plano a si mismo que preservan la figura de R. La operacién
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binaria ¢ : G X G = G dada por la composicidn de funciones da a G la estructura de un grupo.
Este grupo es llamado el grupo de simetrias de R.

Si consideramos R como una figura en el espacio tridimensional centrado sobre el origen y sea
G el conjunto de todas las transformaciones lineales del espacio tridimensional, entonces
obtenemos un grupo ligeramente mas grande en algunos casos (véase el Ejemplo 6.3.3 a
continuacion y [NST] para mas detalles).

Etiquetando los vértices del n-agono como 1, 2, ...,n. El grupo G permuta éstos vértices entre
ellos mismos, por lo que, cada g € G puede ser considerado como una permutaciéon del
conjunto de vértices V = {1, 2, ...,n }. De esta manera, podemos considerar a G como un grupo
de permutacion, ya que es el subgrupo de S,, generado por los elementos de G.

El hecho de que este grupo tiene 2n elementos sigue de un argumento de conteo simple: Sea
r € G el elemento que gira R por 2m/n radianes en sentido antihorario alrededor del centro.
Sea L un eje de simetria de R que divide la figura en dos mitades. Sea s el elemento de G que es
la reflexion sobre L. Hay n rotaciones por un multiplo de 2w /n radianes alrededor del centro
enG :1,7,7%, ..,7" 1. Hay n elementos de G que estdn compuestos de una reflexiéon sobre L'y
una rotaciéon de un multiplo de 27 /n radianes alrededor del centro: s, s°r, s°r?,..., ser"71,
Estos comprenden todos los elementos de G.

El grupo simétrico de R es conocido como el grupo diedro de orden 2n, denotado D,,. (Nota:
Algunas personas denotan este grupo, en lugar de D,,,.)

Ejemplo 3.3.1. Sea G el grupo simétrico del cuadrado, es decir, el grupo de simetrias del
cuadrado generado por los movimientos rigidos

Jo = es una rotacion en sentido horario alrededor de O, en un angulo de 90 grados,
g1 = reflexién respecto a ly,
g» = reflexion respectoal,,
gz = reflexiéon respectoa I3,
g4 = reflexion respectoa ly ,

donde l, l,, l; denotan los ejes de simetria en la siguiente figura:

l3 [

Ly

Ly
Figura 3.3
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Los elementos de G son 1, gy, 93,93, 91,92 »93 » Ja -
Sea X el conjunto de vértices del cuadrado. Entonces G actia sobre X.

3.4 El grupo simétrico

El arte de hacer matemdticas consiste en
encontrar un caso especial que contenga todos los
gérmenes de la generalidad.

David Hilbert

Antes de las definiciones, vamos a dar un poco de motivaciéon para algunas nociones
generales que se presentaran mas adelante. Cada movimiento del Cubo de Rubik puede ser
considerado como una permutacién del conjunto de 54 caritas del cubo. Es natural desde
nuestra perspectiva para el estudio de permutaciones, como Hilbert nos aconsejé, buscar un
caso especial muy bueno para centrar nuestra atencién en él, y el grupo Cubo de Rubik es el
ejemplo que utilizaremos.

Primero, algunas ideas basicas para que podamos empezar.
Sea X un conjunto finito y sea Sy el conjunto de todas las permutaciones de X sobre si mismo:
Sy ={f : X » X | f es una biyeccion}

Este conjunto tiene las siguientes propiedades:

1. Sif, g pertenecen a Sy entonces fg (la composicion de estas permutaciones) también
pertenece a Sy (‘cerrado bajo composicién’).

2.Si f, g, h pertenecen a Sy entonces (fg)h = f(gh) (‘asociatividad’).
3. La permutacion identidad I : X — X pertenece a Sy (‘existencia de la identidad’).

4. Si f pertenece a Sy entonces la permutacién inversa f~! también pertenece a Sy
(‘existencia del inverso’).

El conjunto Sy es llamado el grupo simétrico de X. En el caso particular en que X = {1, 2, ..., n},
escribimos Sy = S, . S, es el grupo simétrico de grado n.

Ejemplo 3.4.1. Supongamos que X = {1, 2, 3}. Podemos describir Sy como
SX = {II Sl = (1I 2)1 SZ = (2J 3)' S3 = (1; 3’ 2)' S4- = (11 2; 3)' SS = (1) 3)}

Podemos calcular todos los productos posibles de dos elementos del grupo y tabularlos en
una tabla de multiplicacién como
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I S1 S92 S3 S84 S5
I'l\ T s sy S3 sS4 83

s11s1 I s3 s2 s; sy
So| S2 S4 I Sy 81 S3
S3| 83 85 S1 S4 1 89
S41 84 82 Sp I S3 51
S| S5 S3 sS4 S1 S [
Tabla 3.1 Tabla de multiplicar

Tomamos las cuatro propiedades anteriores del grupo simétrico como las cuatro propiedades
que definen un grupo. La siguiente definiciéon de grupo la formul6 por primera vez Cayley en
1854.

Definicién 3.4.1. Se dice que un conjunto no vacio G es un grupo si en él hay definida una
operacion binaria *

*x +: G X G - G
Y1, 92) » 91*92

tal que:
(G1) Si g4, g, € G,implica que g, * g, € G (G es cerrado respecto a *),

(G2) Dados g1, g2, 93 € G entonces (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3) (Es valida laley de
asociatividad en (),

(G3) Existeunelementoe € Gtalquee* g =g *e = gparatodo g € G (e sellama
elemento identidad o unidad de G),

(G4) Paratodo g € G existe un elemento g~! € G, llamado el inverso de g tal que
g*g~! =g ! *g = e (Existencia del inverso).

Por ejemplo, si R es el movimiento Cubo de Rubik asociado con la rotaciéon de la cara derecha
un cuarto de vuelta, entonces R~ = R3,

Observacion 3.4.1. En general, cuando un conjunto G y una operacién binaria * son
explicitamente dados y cuando (G, *), se espera que sea un grupo, generalmente la condicién
mas dificil de verificar es la asociatividad. En el caso especial cuando G es un conjunto de
permutaciones de un conjunto X y * es simplemente la multiplicacién usual de permutaciones,
la asociatividad es facil de verificar, ya que todos los elementos de G son funciones (de X a X)
y la operacidn binaria es la funcién composicion.

Ejemplo 3.4.2. En realidad, este es un ‘no-ejemplo’. Sea S el conjunto de todos los movimientos
legales (uno puede eventualmente hacer un movimiento a partir de una posicién dada
obtenida legalmente) del Puzzle 15 (como se describe en el capitulo 2). En una posicion dada,
por ejemplo, la posicién resuelta, no hay muchas posibilidades: hay sélo 2 movimientos en la
posicion resuelta y nunca hay mas de 4 movimientos posibles desde cualquier posicion.

49



Desde la posicion resuelta podemos mover (15,16) y (12,16) (donde 16 denota el cuadrado
vacio), pero no podemos mover, por ejemplo (1,16). Puesto que (15,16),(12,16) €S y
puesto que (12,16) (15,16) no es un movimiento legal, se sigue que la composicion de
movimientos legales no siempre es legal. Esto demuestra que la composicién no es una
operacion binaria, asi la propiedad (G1), no se mantiene.

Lema 3.4.1. (Ley de Cancelaciéon) Sea G un grupo ya,b,c €G. Siaxc=b=x*c, donde
a,b,c € G,entoncesaa = b.

En la definicidon anterior, no hemos asumido explicitamente que el elemento identidad e de G,
sea Unico. (Supongamos que hay dos elementos identidad en G, denotados e;, e, digamos. Por
definicién, e; = e; * e, = e,. Del mismo modo, si G es un grupo y g € G entonces el elemento
inverso de g es tnico. Hay otras propiedades de un grupo que pueden ser derivadas de
(G1) — (G4).Vamos a demostrarlas segin sea necesario.

La tabla de multiplicar (también llamada ‘tablas de Cayley’ en honor a Cayley, quien fue el
primero en introducirlas) de un grupo finito G es una tabulacién de los valores de la

operacion binaria *, como en el Ejemplo 3.4.1 Sea G = {g4, ..., gn}. La tabla multiplicacion de
Ges

* 1g1r g2 ... g;j ¢ )

g1

g2

gi gi * g

g??,

Tabla 3.2

Algunas propiedades:
Lema 3.4.2.

(a) Cada elemento gk € G ocurre exactamente una vez en cada fila de la tabla.
(b) Cada elemento gk € G ocurre exactamente una vez en cada columna de la tabla.
(c) Silaentrada (i, ) de la tabla es igual a la entrada (j, i), entonces, g; * g; = g; * g;-

(d) Si la tabla es simétrica respecto a la diagonal, entonces g *x h = h * g para todo
g,h € G. (En este caso, llamamos a G abeliano.)

Los grupos abelianos llevan el nombre del mateméatico noruego Niels Abel (1802-1829). La
corta vida de Abel fue tragica, marcada por la pobreza y la muerte de su padre en 1820. Sin
embargo, él tenia un gran talento matematico y demostré antes de Galois que las raices del
polinomio de 5 2 grado en general,

x° 4+ ayx* + ayx® + azx? + aux + as = 0,
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no se pueden expresar en términos de Unicamente radicales. (Galois demostr6 un resultado
mas general unos seis afios mas tarde.) Por desgracia, su salud no era buena, y durante un
viaje para visitar a su novia en la Navidad de 1828 cayé gravemente enfermo y murié. En su
corta vida, Abel hizo importantes contribuciones a otras areas de las matematicas y fue
galardonado con el Gran Premio en matematicas por la Academia de Paris en 1830.

Definicién 3.4.2. Sean g y h dos elementos de un grupo G. Decimos que g conmuta con h (0 que
g, h conmutan) si g * h = h * g . Llamamos a un grupo conmutativo (o abeliano) si todo par de
elementos g, h pertenecientes a G conmutan. Si G es un grupo que es no necesariamente
conmutativo, entonces llamamos a G no conmutativo (o no abeliano).

Ejemplo 3.4.3.

 Los elementos en G = {1,R,R? R3} todos conmutan entre si, por lo que G es un grupo
abeliano.

» Los numeros enteros, con la adicién ordinaria como la operacion del grupo, constituye un
grupo abeliano.

Ahora que sabemos la definiciéon de grupo, surge la pregunta: ;como se puede describir? La
respuesta mas simple es que se podria hacer una lista con todos sus elementos y dar la “tabla
de multiplicar”, o podriamos describir todos sus elementos y su multiplicaciéon en términos de
alguna propiedad de la cual podemos verificar las cuatro propiedades de grupo. Aunque la
primera forma tiene la ventaja de ser explicita, es esta segunda alternativa que es la mas
comun, ya que suele ser mas concisa.

Nuestro objetivo es introducir la terminologia y las técnicas que nos permitan analizar los
‘puzzles de permutacién’ matemdaticamente. Los tipos de grupos que surgen en este contexto
se definen a continuacion.

Definicion 3.4.3. Sea X un conjunto finito. Sea S = {g1, g, ..., gn} un conjunto finito de
permutaciones de X (de modo que todos ellos pertenecen a Sy ). Sea G el conjunto de todos
los productos posibles de la forma

g =X1 %Xy %Xy, m >0,

donde cada uno de los x, ..., x;;, se toma del conjunto S. El conjunto G, junto con la operaciéon
binaria dada por la composicién de permutaciones, es llamado un grupo de permutacién con
generadores g4, ..., g, (0 el grupo de permutacidn generado por S). A veces escribimos

G = (gll ...,gn) C SX .
Ejemplo 3.4.4.

e SiX={1,2,..,54}yS ={(1,2,3,..,54)} c S, entonces el grupo de permutacién
generado por S es un grupo ciclico G con elementos {1, g, g2, ..., g3} .

e SeaXel conjunto de 54 caritas del Cubo de Rubik y seanR,L,U,D,F,B € Sy los
movimientos basicos del Cubo de Rubik, en la notacién introducida en el capitulo
anterior. El grupo de permutacién

G=(R,L,UD,F,B) c Sy
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es llamado el grupo Cubo de Rubik. Vamos a determinar la ‘estructura’ de este grupo (es decir,
su relacién con ‘grupos conocidos’) mas adelante en este trabajo.

Lema 3.4.3. Un grupo de permutacion es un grupo.

Prueba: Sea G un grupo de permutaciéon como en la definicién anterior.

Nos limitaremos a demostrar que cada g € G tiene un inverso. El conjunto {g" |n > 1} c Sy
es finito. Hay n; >0, n, > n,; tal que g™ = g™2. Entonces g~! = g">™~1 puesto que
g- gnz—nl—l =1.

Definicion 3.4.4. Si G es un grupo, entonces el orden de G, denotado |G|, es la cardinalidad de
G. (En otras palabras, si G es un conjunto finito entonces su orden es el nimero de elementos
de G, y si G no es finito entonces |G| = .) Si g es un elemento del grupo G, entonces el orden
de g, denotado ord(g), es el minimo entero positivo m tal que g™ = 1, si es que existe. Si por
ejemplo un nimero m no existe, entonces decimos que g tiene orden infinito.

e Matematicamente, mas adelante veremos (en el anexo) por qué el grupo Cubo de
Rubik G tiene orden 22731*537211, (aproximadamente 4.3 x 1019).

e Hay una permutaciéon impar de orden 42 en S5,
por ejemplo, (1,2)(3,4,5)(6,7,8,9,10,11,12). Hay una permutacién par de orden 15
en Sg, por ejemplo (1, 2,3)(4,5,6,7,8).

e Hay un elemento en el grupo Cubo de Rubik, cuyo orden es 1260 y no hay ningun
elemento de orden superior. ]. Butler, encontrd el siguiente movimiento de este orden:
m = RU?D™'BD! (ver el libro de Bandelow de [B1], pagina 51, para otro
movimiento simple de orden de 1260).

3.4.1 Teorema de Cauchy

(a) Sea p un nimero primo que divide al |G|, entonces G contiene un elemento g de orden
p.

(b) Sean un entero que no divide al |G|. No existe un g € G de orden n.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857) hizo contribuciones significativas a muchas ramas de las
matematicas y fue uno de los mas grandes matematicos de su tiempo.

La parte (a) serd demostrada en 3.10 a continuacién (ver Corolario 3.10.2) y la parte (b) es
un corolario del Teorema 3.5.1 que vamos a ver a continuacion.

Aplicacién. Como el grupo Cubo de Rubik G tiene la propiedad de que |G| = 227314537211, se
sigue de esto y la parte (b) del teorema anterior que no hay movimiento del Cubo de Rubik de
orden 13 (ya que el 13 no divide a |G|), pero hay uno de orden 11. (Dicho esto, sélo porque
sabemos que existe un movimiento de orden de 11 no significa que jsepamos cdmo encontrar
uno!) Esto es equivalente a decir existe un subgrupo ciclico del grupo Cubo de Rubik de orden
11. No hay ningun subgrupo ciclico de grupo Cubo de Rubik de orden 13.

Definicién 3.4.5. G es un grupo ciclicosiy sélosida € GV g € G,: g = a’ paraalginj € Z
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Lema 3.4.4.Si G = (g) es un grupo ciclico finito con generador g entonces |G| = ord(g).

Demostracién: Seam = ord(g), por lo que g™ = 1. Podemos listar todos los elementos de G

como sigue:
m—1

1,9,9%..,9
Hay m elementos en esta lista.
3.4.2 El juego Gordon
Sea (G, *) un grupo finito, escrito G = {g, = laidentidad, g, ..., gn}

asi que gy = 0sixes la sumay gg=1si*es la multiplicacion o composicién. Usted y su
oponente comparten un conjunto de fichas de M, denotadas

M = {91, -, gn},
y fichas de P, denotadas
P ={g1, -, gn}-
Reglas para el juego:
e Losjugadores alternan turnos. Cada turno consiste en retirar una ficha de movimiento
y una ficha de lugar de acuerdo con las condiciones listadas a continuacién. La primera
persona que no pueda hacer una jugada legal pierde.

o Seamg=py=1(omy =py =0,si G esta escrito aditivamente) y sea i = 1.

e El primer jugador escoge cualquier ficha de movimiento m; = M y la ficha de lugar
p1. = my = P. Estas fichas m, y p; son entonces retiradas de M y P, respectivamente.

e El siguiente jugador escoge una ficha de movimiento m;,; y una ficha de lugar p;,, tal
que p;yq = M1 p; € P. Estas fichas m; ; y p;y1 son entonces retiradas de M y P,
respectivamente.

e Incrementar i e ir al paso anterior.
Ejemplo 3.4.5.Sea G = Z/7Z ={0,1,2,3,4,5, 6},

en la notacion de la Definicién 3.2.1. Los movimientos de un juego son determinados por el
registro de las fichas de movimiento. Un juego posible es posible

e 4 1 3 2

0 1 2 3 4 5 6

donde el ¢ sobre el elemento identidad 0 del grupo indica que no se mueve y los nimeros por
encima de un elemento del grupo indican cuando fue movido:
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jugador m P p M

1 my =2 py =2 {1,3,4,5,6} {1,3,4,5,6}
2 m,=4 p,=2+4=6 {1,345} {1,3,56)}
1 m;=6 p3=6+6=5 {1,3,4} {1,3,5}
2 my=3 p,=3+5=1  {3,4} {1,5}

El segundo jugador gana.

Observacion 3.4.2. Si G = Z/pZ (el grupo ciclico con p elementos) hay una conjetura de que el
2do jugador tiene una estrategia ganadora cuando p > 5. Para los grupos mas generales, las
estrategias no son conocidas. De hecho, ni siquiera se han conjeturado.

Observacion 3.4.3. Si usted y su oponente intentan alargar el juego al mayor tiempo posible,
(puede agotar el conjunto de fichas de movimiento y el conjunto de fichas de lugar? La
respuesta es conocida para los grupos abelianos, grupos diedros y los grupos de orden > 32.
La respuesta general parece ser desconocida.

3.5 Subgrupos

Como ya se sefialo, el conjunto de movimientos del Cubo de Rubik forman un grupo G bajo la
operacion de composicion. Supongamos que consideramos un subconjunto de G que también
es un grupo bajo composicién. Este subconjunto es llamado un ‘subgrupo’. Por ejemplo,
{1,R,R? R3} es un subgrupo de G.

Definicién 3.5.1. Sea G un grupo. Un subgrupo de G es un subconjunto H de G tal que H, junto
con la operacion * heredada como un subconjunto de G, satisface las operaciones del grupo
(G1) — (G4), (con G reemplazado por H por todas partes).

Notacién: Si G es un grupo, entonces denotaremos la afirmacién ‘H es un subgrupo de G’ por
H cG.

Ejemplo 3.5.1.

e 27 es un subgrupo de Z.

¢ 27Z./10Z = {0, 2, 4, 6, 8} (con suma mod 10) es un subgrupo de Z/10Z.
«H ={1,(1,2,3),(1,3,2)} es un subgrupo de S;.

e Un grupo de permutacién G generado por elementos gy, ..., g, pertenecientes a Sy es un
subgrupo de Sy, es decir, G c Sy.

Uno podria preguntarse: ;cuidles son todos los subgrupos del grupo Cubo de Rubik?
Desafortunadamente, resulta que esta pregunta es muy poco practica. Hay muchos subgrupos
por listar, por lo que una respuesta simple no es posible. De hecho, nadie sabe exactamente
cuantos subgrupos tiene el grupo Cubo de Rubik. Nos gustaria un criterio facil de usar para
saber cuando un determinado subgrupo H de S5, es un subgrupo del grupo Cubo de Rubik G.
Este tipo de condicion no parece existir, al menos no en una forma préctica, pero el siguiente
criterio es muy util. Otra version del siguiente resultado se dara en el Teorema 3.10.1 a
continuacion.
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Teorema 3.5.1. (Teorema de Lagrange) Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G,
entonces |H| divide a |G|.

Vale la pena senalar que, contrariamente a lo que pudiera sugerir el nombre del resultado, el
teorema de Lagrange, en la forma establecida aqui, no se debe a Lagrange. En la forma dada, el
teorema de Lagrange (para los grupos de permutaciones) fue probablemente conocido por
Galois y aparecio en las obras de Serret y Camile Jordan en la década de 1860.

Prueba: Para x,y € G, definimos x~y si xH = yH, donde
xH={xx+h|he€H}.

Esto es una relacion de equivalencia. (Se puede comprobar facilmente las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva.) Por otra parte, la clase de equivalencia de x consiste de todos
los elementos de G de la forma x  h, para algtin h € H, es decir, [x] = xH. Sean g4, ...,gm € G
un conjunto completo de representantes de las clases de equivalencia de G. Debido a la ley de
cancelacion para grupos, |xH| = |H| para cada x € G. Por otro lado, sabemos que las clases de
equivalencia particionan a G, por lo que

m m
G=U. [gi]:U_ giH.
=1 =1

Comparando cardinalidades de ambos lados, obtenemos |G| = |g1H| + - + |gmH| = m|H]|.
Esto demuestra el teorema.

J. Durbin hace un tratamiento de las relaciones de equivalencia previo al teorema de Lagrange
y explica el hecho de que toda relacién de equivalencia induce una particién en el conjunto
dado.

Definicién 3.5.2. SiH y G son grupos finitos y H c G, entonces |G|/|H| (que es un ndmero
entero por el teorema de Lagrange 3.5.1, mas arriba) es llamado el indice de H en G, denotado
[G : H] = |GI/IH]|.

Ejemplo 3.5.2.Sea A, = {g € S, | g es par}.

Este es un subgrupo de S, llamado el grupo alternante de grado n. Es conocido (y no es dificil
de probar usando clases laterales) que |4, | = |S,|/2.

Definicién 3.5.3. El centro de un grupo G es el subgrupo Z(G) de todos los elementos que
conmutan con todos los elementos de G:

Z(G)={z€G|zxg=g=*2zV gEG}
Observe que

e El elemento identidad siempre pertenece a Z(G). (Si el elemento identidad es el tinico
elemento de Z(G), entonces decimos que G tiene un centro trivial.)

e (G es conmutativo siy sélosi G = Z(G).
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Problema 3.5.1. Sea G = S3. Determine Z(G) usando célculos explicitos.
Sin > 3, demostrar que Z(S,) tiene un centro trivial. (Sugerencia: considere los elementos
que conmutan con todos los n-ciclos.)

Para el centro del grupo Cubo de Rubik, véase 3.6.1 y Corolario 7.2.2 a continuacion.

3.6 Ejemplos

Hay muchos puzzles en el mercado que dan lugar a los grupos de interés en las matematicas.
Unos ejemplos simples se dan en esta seccion. Ejemplos mas complicados se estudiaran mas
adelante.

Ejemplo 3.6.1. Considere un tablero de ajedrez infinito, el cual nos imaginamos es colocado en
el plano cartesiano.

X X X X

X X X X

X X X X

X X X X

X X X X
Figura 3.4

Etiquetemos un cuadrado como (0, 0) y lo llamamos el origen. Etiquetemos los demas (m, n),
como si etiquetaremos los vértices en una red en el plano. Coloque sélo una pieza de ajedrez,
un rey, en (0,0). Etiquetamos el movimiento un cuadrado a la derecha por x, un cuadrado a la
izquierda por x~1, el movimiento un cuadrado hacia adelante por y, un cuadrado hacia atras
por y~1, y etiquetamos los demas movimientos por xy, x~1y,x"1y~1, y xy~1, de la manera
obvia. El conjunto de todos los movimientos posibles del rey pueden ser identificados con el
conjunto
{x™y™ |m,n € 7}

Este es un grupo abeliano infinito bajo multiplicacién. El nimero de formas en que el rey
puede llegar al cuadrado (m,n) en N movimientos es el coeficiente Ky(m,n) , de x™y™ en la
expansion de

x+xt+y+y T+xy+xly+xty 1+ xy HV

Para mas detalles sobre esta construccion se pueden encontrar en el capitulo ‘Wanderungen
von Schachfiguren’ por K. Fabel. Hay exactamente

K10(1,1) = 19246920 ~ 1.9 x 107

formas de llegar a (1, 1) desde el origen en 10 movimientos.
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Ejemplo 3.6.2. Sea My la rotacion del corte medio paralelo al lado derecho en un dngulo de 90
grados. Definir Mg, por la cara frontal, y My; de manera similar. Considerar el subgrupo H del
grupo Cubo de Rubik generado por los movimientos corte cuadrados,

= (Mg, Mg, M§})

Entonces H = (M3) x (M#) x (M%) = C, X C, X C, X C, = C3, donde C,, denota el grupo ciclico
de orden n.

3.6.1 El superflip

La coleccién de todos los movimientos del Cubo de Rubik puede ser vista como un subgrupo G
de S,g. Denotamos la multiplicacién en S,g (y por lo tanto en G) por (+) .

El centro de G consiste de exactamente dos elementos, la identidad y el movimiento superflip
que tiene el efecto de mover de un tirén cada arista, dejando todas las esquinas fijas y dejando
todos los subcubos en su posicién original ([B1], pagina 48):

Z(G) = {1, superflip}.

Mas tarde, en 7.2, veremos que esto es una consecuencia del ‘segundo teorema fundamental
de la teoria del cubo’. Un movimiento para el superflip es

superflip=R-L-F-B-U-D-R-L-F-B-U-F2-Mg-F2-U~'-M2-B2-U-M2-D
=R-L-F-B-U-DR-L-F-B-U-F?-R'-L-D?-F1.R?.12-D?2-R-
-L71-F?2-D-R?-1?-D (34 cuartos de vuelta),

donde My es la rotacion del corte medio paralelo al lado derecho en un angulo de 90 grados.
Otras expresiones para el superflip son el movimiento de Dik T. Winter

superflip=F-B-U?-R-F?-R?>-B?>-U"'-D-F-U?-R*-L"*-U-B?-D
*R%-U - B?- U (28 cuartos de vuelta)
(3.1)

y la expresion de Mike Reid (encontrada con una computadora)

superflip=R~'-U%?-B-L"*-F-U'-B-D-F-U-D™*-L-D?-F"'-R-B7 1.
-D-F1.-y~1.B71.U-D71 (24 cuartos de vuelta)

En cuanto a este ultimo movimiento, Jerry Bryan (el 19 de febrero de 1995, anuncid la lista de
correos electronicos de los amantes del cubo, [CL]) mostr6é que no hay un niimero menor de
movimientos de un cuarto de vuelta tomados de

{R,RY, L,L"%, U, U™, D,D7L, B,B~%, F,F~1},

que también dara el superflip. En jerga, el movimiento de Mike Reid es ‘minimo en la métrica
de un cuarto de vuelta’.

Observacion 3.6.1. Hay un elemento ‘mas largo’ del grupo Cubo de Rubik, medido en la métrica
de un cuarto de vuelta.
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Figura 3.5: Superflip con cuatro-puntos de Michael Reid.

El superflip con cuatro puntos, es mostrado en la Figura 3.5, es dado por 26 cuartos de vuelta

superflip=U?-D?-L-F?-U~*-D-R?>-B-U"*-D*-R-L-F?-
“R-U-D7Y-R7Y.L,-U-F1-B71,
(3.2)

Esto fue comprobado por Mike Reid (que descubrié el movimiento y la expresion anterior con
la ayuda de su programa de ordenador) a ser minimo en la métrica de un cuarto de vuelta
(ver 02 de agosto 1998, la publicacién en [CL]). Es posible que no haya un movimiento mas
largo que el superflip en el grupo Cubo de Rubik en la métrica de un cuarto de vuelta.

Observacion 3.6.2. En el momento de escribir estas lineas (primavera 2013), no hay elemento
mas largo que el superflip del grupo Cubo de Rubik, medido en la métrica de vuelta de cara. Es
posible que no haya movimiento mas largo que el superflip en el grupo Cubo de Rubik en la
métrica de vuelta de cara.

3.6.2 Ejemplo: El grupo dos cuadrados

Sea H = (R?,U?), el grupo generado por los dos movimientos cuadrados R? y U? del Cubo de
Rubik. (Agarre magico Singmaster: el pulgar y el dedo indice de la mano derecha se colocan en
la cara frontal y la cara posterior de la arista fr, br; y el pulgar y el dedo indice de la mano
izquierda se colocan en la cara frontal y la cara posterior de la arista uf,ub. Todos los
movimientos en este grupo se pueden hacer sin tener los dedos en el cubo.) Este grupo
contiene la utilidad un par de movimientos intercambio de arista (R? - U?)3.
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8 1

Figura 3.6: Etiquetas de las esquinas para el cubo
Podemos encontrar todos los elementos de este grupo con bastante facilidad:

H = {1,R2,R2 . UZ,RZ . U2 . RZ, (RZ . UZ)Z’ (RZ . U2)2 . RZ,(RZ . U2)3,(R2 . U2)3 .
. RZ’ (RZ . U2)4, (RZ . U2)4~ . RZ, (RZ . UZ)S, (RZ . U2)5 . RZ}

Por lo tanto, |[H| = 12. Note que 1 = (R? - U?)®, U? = (R?-U?)>-R?, y U?-R? = (R?-U?)"
Para descubrir mas acerca de este grupo, etiquetamos los vértices del cubo como en la Figura
3.6.

El movimiento R? acta sobre el conjunto de vértices por la permutacién (1,4)(2,3)y el
movimiento de U? actia sobre el conjunto de vértices por la permutacion (4,5)(3,6).
Etiquetamos los vértices de un hexagono regular como en la Figura 3.6.

4 2

1 3

Figura 3.7: Etiquetas de las esquinas para el hexdgono
La permutacioén (1,4)(2, 3) es simplemente la reflexién sobre el eje de simetria que contiene
tanto 5y 6. La permutacion (4,5)(3, 6) es simplemente la reflexion sobre el eje de simetria

que contiene tanto 1 y 2. Por un hecho establecido en la seccidn 3.3, estas dos reflexiones
generan el grupo de simetria del hexagono.

3.7 Conmutadores

Cuando ‘jugamos’ con el Cubo de Rubik, ciertas operaciones pueden ocurrir con mas
frecuencia que otras. Ademas de la combinaciéon de dos movimientos juntos, otra operacion
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que se lleva a cabo con frecuencia es la operacién ‘movimiento 1, luego movimiento 2, luego
inverso del movimiento 1, luego inverso del movimiento 2’. Este tipo de movimiento es
llamado un ‘conmutador’.

Definicion 3.7.1. Si g, h son dos elementos de un grupo G, entonces llamamos el elemento

[g.h] =g*hxg™'*h™*
el conmutador de g, h.

Note que [g, h] = 1si y sdlo si g, h conmutan. Asi el conmutador puede considerarse como
una medida aproximada de la falta de conmutatividad.

Problema 3.7.1. Sea G = S3, el grupo simétrico de grado 3. Calcular los conmutadores
[s1, 521, [s2,51].
Problema 3.7.2. SeaR,U como en la notaciéon para los movimientos del Cubo de Rubik
introducido en el primer capitulo. Determinar el orden del movimiento [R, U].
(Respuesta: 6)
Definicion 3.7.2. (Singmaster [Si]) Sea G el grupo de permutaciéon generado por las

permutaciones R, L, U, D, F, B, consideradas como permutaciones en Ss,.

El conmutador Y es el elemento

Figura3.8 |[F,R"!|=F-R1-F1-R.
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El conmutador Z es el elemento

Figura3.9 [F,R]=F-R-F1-R71

Ejemplo 3.7.1. Six,y son movimientos basicos del Cubo de Rubik asociados con caras que
comparten una arista, entonces

() [x,y]? permuta exactamente tres aristas y no permuta cualesquiera esquinas;
(b) [x, y]® permuta exactamente dos pares de esquinas y no permuta cualesquiera aristas.
Definicién 3.7.3. Sea G cualquier grupo. El grupo G’ generado por todos los conmutadores
{lg,h] | g, h pertenecientes a G}.
Es llamado el subgrupo conmutador de G. A veces esto también se denota [G, G].

Este grupo puede ser considerado como una medida aproximada de la falta de
conmutatividad del grupo G.

Observacion 3.7.1. Veremos mas adelante que el grupo generado por los movimientos basicos
del Cubo de Rubik-R,L,U, D, F,B-tiene un subgrupo conmutador relativamente grande. En
otras palabras, hablando aproximadamente la mayoria de movimientos del Cubo de Rubik
pueden ser generados por los conmutadores tales como el conmutador Y o el conmutador Z.

Definicién 3.7.4. Si tomamos repetidamente subgrupos conmutadores, obtenemos una serie de
grupos G,G',G" = (G")', y asi sucesivamente. La serie derivada de un grupo G es la secuencia
de los subgrupos

.c (G cG cq.

Un grupo G es llamado soluble si uno de los grupos en la serie derivada es el grupo trivial que
consiste solamente de la identidad.
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La idea de un grupo soluble surgi6 por primera vez y su importancia se destaca en el trabajo
de Galois. Sin embargo, fue Camille Jordan (1838-1922) quien introdujo el concepto de una
serie de composicién (de la que serie derivada es un caso especial). Jordan también es
conocido por la "forma normal de Jordan" en el dlgebra lineal. Se argumenta en el articulo de
Jordan [MT] que la teoria de grupos finitos comenzd con Jordan, su texto Traités des
substitutions et des équations algebraique en 1870 siendo el primer libro sobre la teoria de
grupos.

Problema 3.7.3. Sea G un grupo abeliano. Demostrar que G es soluble.

3.8 Conjugacion

Ademas de la composiciéon dos movimientos juntos y utilizar el conmutador, otra operacion
que se produce con frecuencia en el Cubo de Rubik es ‘el movimiento 1, luego el movimiento
2,luego el inverso del movimiento 1'. Este tipo de movimiento es llamado una ‘conjugacion’.

Definicion 3.8.1. Si g, h son dos elementos de un grupo G, entonces llamamos al elemento

gh =h 1« g*h
el conjugado de g por h.

Note que g" = h siy sélosi g, h conmutan. Asi, los conjugados pueden ser considerados como
una medida aproximada de la falta de conmutatividad. La notacién exponencial se justifica por

los siguientes hechos, que son faciles de verificar.

Problema 3.8.1. Demuestre que
(@) (919" = 9193,

(b) ghhz = (g")™.

Problema 3.8.2. Sea G = S3, el grupo simétrico de grado 3, en la notacién del Ejemplo 3.4.1
Calcular las conjugaciones
S S1
S1%, S,

Problema 3.8.3. Sean R,U como en la notacién para los movimientos del Cubo de Rubik
introducido en el primer capitulo. Determinar el orden del movimiento RV. (Respuesta: 4)

Definicion 3.8.2. Decimos que dos elementos g4, g, de G son conjugados si existe un elemento
h € G tal que g, = g}

Es facil ver cuando dos permutaciones g, h € S,, son conjugados: son conjugados si y sélo si
los ciclos en su respectiva descomposicion ciclica disjunta tiene la misma longitud cuando se
ordenan del mas corto al mas largo. (Este resultado se debe a Cauchy.) Por ejemplo, los
elementos

g=106,9)(1,3,4)(2,5,7,8), h=(1,2)(3,4,5)(6,7,8,9)

son conjugados en Sq. Dejaremos los detalles y la prueba para mas adelante (ver 6.3.1).
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Problema 3.8.4. Mostrar que la nocién de conjugado define una relacién de equivalencia. Es
decir, mostrar que

(a) cualquier elemento g € G es conjugado a si mismo (reflexiva);
(b) si g es conjugado a h (g, h pertenecientes a (), entonces h es conjugado a G (simetria);

(c) si g, es conjugado a g, y g, es conjugado a g; entonces g; es conjugado a gs
(transitividad).

Notacién: El conjunto de clases de equivalencia de G bajo la relacién de equivalencia dada por
la conjugacién sera denotada por G,.

Problema 3.8.5. Sea G un grupo finito. Demuestre que
(@) |G| = |G|,y
(b) |G| = |G.| siy solo si G es abeliano.

El polinomio

pa(©) = ) ¢,

CEG,

(3.3)
es llamado el polinomio generador de la funcién orden sobre G.

Problema 3.8.6. Mostrar que dos elementos que son conjugados deben tener el mismo orden.
(Sugerencia: (h"*g h)* = (h"*g h)(h"tg h) ..(h g h) = h~1g"h, paran=1,2,..y
g,h €G.)

Por lo tanto, la expresion ord : G = N puede ser definida en G,. Sea
ord({h g h | h € G}) = ord(g).

Note que si g;, g, € G son ambos de orden d, entonces t°7¢(91) = 07d(92) = 2 Esto nos dice
que

pe(t) = Z ng(d)te,

d=1
Donde n;(d) denota el nimero de elementos en G, de ordend. En otras palabras, este
polinomio codifica, a través de sus coeficientes, informacion sobre los elementos de un orden
dado en G. Sin embargo, como lo resume en clases de conjugacion (no en los elementos de G a
si mismos), no hace distincién entre los dos elementos de G si son conjugados.

Ejemplo 3.8.1. Para Dy (el grupo diedro de orden 12), el polinomio generador es

2t + 23 + 7t2 + t;

para Sg, el polinomio generador es
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t+ 42+ 23+ 4t* +t5 + 5t + t7 + 8 + 10 4 12 + ¢15;
y para S;,, es

t+6t2+4t3+9t* +2t5 +16t0 +t7 + 4t8 + 2t + 6t10 + 11 4 9¢12 4 2414 4 2415 4 ¢18
+ 220 4 ¢21 4 24 4 28 4 3430 4 ¢35 4 442 4 60

Como ya se menciond, el orden maximo (de cualquier elemento) del grupo Cubo de Rubik es
1260. Esto y la ecuaciéon (3.3) nos dice que el grado del polinomio generador del grupo de
Cubo de Rubik es de 1260.

Definicién 3.8.3. Fijar un elemento g en un grupo G. El conjunto

Cl(g)=Clg(g)={h"txg=h|h€EG}

es llamado la clase de conjugacion de g € G. Es la clase de equivalencia del elemento g bajo la
relacion dada por la conjugacién.

Problema 3.8.7. Encontrar los elementos en S, = ((1, 2), (2, 3), (3,4)) que son conjugados de
(1,2,3,4).

Teorema 3.8.1. Cualquier grupo finito puede ser particionado en sus diferentes clases de

conjugacidn,
¢=|] .
CEG,

Si H es un subgrupo de G y si g es un elemento fijo de G, entonces el conjunto
HI={g '+«hxg|he€ H}
es un subgrupo de G. Tal subgrupo de G es llamado un subgrupo conjugado a H.

Problema 3.8.8. Sea S el conjunto de todos los subgrupos de G. Definimos una relaciéon R sobre
S por
R = {(H{,H,) € S X S| H; es conjugado a H,}.

Demuestre que R es una relacién de equivalencia.

3.9 Orbitas y acciones

Las o6rbitas son muy importantes para nuestros propositos. Sin ellas, la comprension de las
matematicas del Cubo de Rubik es como tratar de arreglar un carro sin tener una llave. El
concepto de érbita es una herramienta esencial en nuestra caja de herramientas, ya que nos
ayuda tanto a nivel conceptual y computacional. Richard Feynmann (1918-1988), el famoso
fisico, al parecer dijo algo como lo siguiente: “Mi trabajo aqui no es hacerte comprender tal y
tal cosa, sino de convencerte de no darte por vencido. Porque nadie, ni siquiera yo, realmente
comprendo todo lo relacionado con este tema. Al menos, es interesante y merecedor de nuestro
tiempo”.
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Vamos a comenzar nuestro estudio de 6rbitas con un ejemplo. Sea G el grupo Cubo de Rubik y
X el conjunto de las caritas de Cubo de Rubik. Imaginemos que tenemos dos cubos idénticos,
desarmamos uno y colocamos las caritas sobre una mesa. Imaginemos también que cuando
movemos el cubo ensamblado, las caritas sobre la mesa permutan ellas mismas de acuerdo al
movimiento, en consecuencia podemos ver entonces que cada elemento de G ‘mueve’ los
elementos de X. La terminologia matematica mas comuinmente utilizada para describir este
tipo de situaciones, es decir ‘G actia sobre X'. La definicién general es la siguiente.

Figura 3.10 Figura 3.11

Definicién 3.9.1. Sea X un conjunto y sea G un grupo. Llamamos X un G-conjunto y decimos
que G actda sobre X ala derecha siempre que cumpla las siguientes condiciones:

1. Cada g perteneciente a G da lugar a una funcién
by X - X.

2. Laidentidad 1 del grupo G define la funcién identidad en X.
3. Si g, h pertenecen a G entonces la composicion

¢gh XX
satisface ¢gp(x) = Py (¢g (x)).

Llamamos a esto una accién derecha.

Uno puede, en general, definir para todo g € G, ¢4 el mapeo identidad de X a si mismo. Puesto
que esta accidn no hace nada, es llamada la accién trivial.

Aqui estamos interesados sélo en las acciones no triviales.

Definimos ‘las acciones izquierda’ de manera similar.

Definicién 3.9.2. Sea X un conjunto y sea G un grupo. Decimos que G acttia sobre X siempre
que cumpla las siguientes condiciones:

1. Cada g perteneciente a G da lugar a una funciéon

g X - X.
2. Laidentidad 1 del grupo G define la funcién identidad en X.
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3. Si g, h pertenecen a G entonces la composicion

¢gh:X—>X

satisface ¢gp(x) = ¢g4 (c]>h (x)).
Nosotros llamamos a esta accién una accion izquierda.
Observacion 3.9.1.

(a) Vamos a ver otra interpretacion de estas definiciones méas adelante en 6.2.
(b) Dada una accién izquierda ¢4, se puede crear una accion derecha por la definicion

¢,g = ¢g_1'

Después de la convencion estandar, el Cubo de Rubik actuara sobre el conjunto de caritas del
cubo a /a derecha. Por ejemplo, comenzamos con un movimiento basico, digamos U, que
mueve la cara superior en sentido horario un cuarto de vuelta. Hagamos otro movimiento
basico, por ejemplo F. Los dos movimientos juntos se denotan U * F, donde F se escribe a /a
derechade U.

Definicion 3.9.3. Sea G actda sobre un conjunto X. Llamamos la accién transitiva si para cada
par x, y pertenecientes a X existeun g € G talque y = ¢4(x).

En otras palabras, un grupo G actia transitivamente sobre un conjunto X si cualquier
elemento x de X puede ser enviado a cualquier otro elemento y de X por alglin elemento g de
G (dependiendo de x, y).

Esta nocién de accién transitiva no debe confundirse con la nocién de transitividad de las
relaciones de equivalencia, a pesar de que muchas orbitas son clases de equivalencia.

La transitividad de una accién resulta ser una condicién fuerte para un grupo G que acttia
sobre un conjunto X . Esto ilustra céomo el inusual Cubo de Rubik es, ya que actua
transitivamente en dos conjuntos diferentes. Por ejemplo, si permuta transitivamente el
conjunto de subcubos esquina y permuta transitivamente el conjunto de subcubos arista.

Aqui hay varios ejemplos mas.

Ejemplo 3.9.1. Sea X un conjunto finito y sea G = Sy el grupo simétrico de X. Entonces X es un
G-conjunto y G actua transitivamente sobre X.

Ejemplo 3.9.2. Sea G el grupo de todas las matrices 2 X 2 invertibles con entradas reales,
G = GL,(R). Este grupo actua sobre el conjunto de vectores columna a la izquierda.

Definicién 3.9.4. Sea G un grupo que actiia sobre un conjunto X. Para cada x perteneciente
a X, el conjunto

G*x={¢g(x)|g€G}
es llamado la 6rbita de x € X bajo G.
Ejemplo 3.9.3. Sea X el conjunto formado por las 48 caritas del Cubo de Rubik que no son

caritas centrales, es decir, las caritas movibles. Sea V el subconjunto de las caritas que
pertenecen a algun subcubo esquina, y E el subconjunto de las caritas que pertenecen a algin
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subcubo arista. Sea G el grupo Cubo de Rubik. Como se ha indicado anteriormente, G actda
sobre X, V, E. La accidén de G sobre X induce una relacién de equivalencia de la siguiente
manera: decimos que una carita f; es ‘equivalente’ a una carita f; si hay un elemento de G (es
decir, un movimiento del Cubo de Rubik) que envia una carita a la otra. Hay exactamente dos
clases de equivalencia, o drbitas, de G en X: V y E. En particular, la accién de G sobre V es
transitiva y la accion de G sobre E es transitiva.

Sea G el grupo Cubo de Rubik, V el conjunto de vértices, y searuf € Vel vértice frontal
superior derecho. El movimiento de la cara izquierda L claramente no afecta ruf. En este caso,

decimos que L ‘estabiliza’ o ‘fija’ ruf. La definicidn general es dada a continuacién.

Definicién 3.9.5. Sea G un grupo que actiia sobre un conjunto X con la accién denotada por ¢.
Para cada x perteneciente a X, el subgrupo

stabg(x) = Gx{g EG|py(x) = x}
es llamado el estabilizador de x en G.
Ejemplo 3.9.4. Sea G el grupo de simetrias del cuadrado (ver el ejemplo, en 3.3 anterior), sea
X el conjunto de vértices del cuadrado, y sea x, el vértice en la esquina inferior derecha.
Entonces stab; (xy) = (g3)-

Lema 3.9.1. Sea G cualquier grupo y sea X = G. Sea G actua sobre X por conjugacion:

by XX
x> (X)) =grxxg.

El estabilizador satisface
stabg(x) ={g€G|g+*x=x=*g}
para todo x pertenecientea X = G.
El subgrupo "estabilizador" para la accidn de conjugacion,
Ccx)={geGlg*x=xx*g}

es llamado el centralizador de x en G.

3.10 Clases laterales

Clases laterales son ciertos tipos de subconjuntos de un grupo G. Como G puede ser no
conmutativo hay clases laterales izquierdas y clases laterales derechas. En este trabajo por lo
general se utilizan clases laterales izquierdas.

Ejemplo 3.10.1. Sea G el grupo Cubo de Rubik y H ={1,D,D? D3} el subgrupo de

movimientos de la cara inferior. Sea g€ G un movimiento. El conjunto
gH ={g,gD,gD? gD3} es llamado ‘clase lateral izquierda de H’. El conjunto Hg =
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{9,Dg,D?*g,D3g} es llamado ‘clase lateral derecha de H’. Cada movimiento en Hg tiene el
mismo efecto como g, excepto es posible que hayamos movido la cara inferior después.

Ejemplo 3.10.2. SeaH =S, ={1,(1,2)}y
G=S5;=1{1,(1,2),(23),(1,3),(1,2,3),(1,3,2)}.
Las clases laterales izquierdas de H en G son

H, (1,2)H =H, (2,3)H ={(2,3),(1,2,3)},
(1,3)H ={(1,3),(1,3,2)}, (1,2,3)H ={(1,2,3),(2,3)} = (2,3)H,
(1,3,2)H ={(1,3,2),(1,3)} = (1,3)H.

Notese que G = HU (2,3)H U (1,3)H.

Problema 3.10.1. Sea H un subgrupo de Gy sean g,g' € G. Demostrar que gH = g'H o
gHNng'H=0.

Entender clases laterales, como Orbitas, no s6lo ayuda en el conteo de los argumentos,
también nos ayuda a entender la ‘estructura de grupo’ de G (es decir, saber como es
construido G a partir de ciertos ‘subgrupos bien entendidos’). Note que si g € H entonces,
gH = Hg = H.Reciprocamente, si gH = Hg = H entonces g € H.

Definicién 3.10.1. Sea G un grupo, escrito multiplicativamente, y H un subgrupo de G. Para g
perteneciente a G, el subconjunto g * H de G es llamado clase lateral izquierda de Hen G y el
subconjunto H * g de G es llamado clase lateral derecha de H en G.

Si G es un grupo abeliano, escrito aditivamente, y H es un subgrupo, entonces las clases
laterales izquierdas y las clases laterales derechas son las mismas: H,; = 4.H.

Si G es abeliano o no, a veces abusamos de la terminologia y omitimos las palabras ‘izquierda’
o ‘derecha’ frente a clase lateral.

Si G no es abeliano entonces el conjunto de clases laterales izquierdas por lo general difiere
del conjunto de clases laterales derechas. Sin embargo, cuando G es finito, siempre hay el
mismo numero de clases laterales izquierdas como clases laterales derechas.

Fue Galois, a principios de la década de 1830, quien primero observo subgrupos para los
cuales el conjunto de clases laterales izquierdas era el mismo que el conjunto de clases
laterales derechas. (Estos subgrupos son ahora llamados ‘normales’ y se estudiaran mas
adelante.) El trabajo de Galois se aplicé al estudio de las raices de los polinomios.

Ejemplo 3.10.3. SeaG = 7Z, H = 127, bajo la suma ordinaria. Sin € G es cualquier entero
entonces n + H es una clase lateral de H en G. De hecho, todas las clases laterales de H pueden

ser tabuladas.

Cada clase lateral ocurre como una columna exactamente una vez en la siguiente tabla:
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—12 | -11 —2 | -1

12 13 22 23

Tabla 3.3

Notacién: El conjunto de todas las clases laterales izquierdas se denotan G/H y el conjunto de
todos las clases laterales derechas de H en G se denotan H\G.

Estos dos conjuntos en general no heredan una estructura de grupo de G, pero son ttiles
(G/H es un grupo con la ‘evidente’ multiplicacion (g, * H) * (g, * H) = (g192) * H siy s6lo si
H es un subgrupo normal’ de G. Se definira ‘normal’ a continuacién.)

Como un ejemplo de su utilidad, tenemos la siguiente relacion entre drbitas y clases laterales
de los estabilizadores.

Proposicion 3.10.1. Sea G un grupo finito que actiia sobre un conjunto X. Entonces

|G * x| = |G/stabg(x)
para todo x perteneciente a X.

Prueba: El mapeo
g * stabg(x) » g * x

define una funcion f : G/stabg(x) = G * x. Esta funciéon es una biyeccion, ya que es tanto
inyectiva y sobreyectiva.

Corolario 3.10.1. Sea G un grupo finito que actia sobre si mismo por conjugacién. Sea S c G
un conjunto completo de representantes de la clase de conjugacion G,enGy seaS =S —
Z(G), es decir, el subconjunto de S de aquellos elementos que no estan en el centro. Entonces

G = Uxes Cl(x) = xESG/stabG(x) =Z(G) v U S’G/stabc(x),

xXe
para todo x perteneciente a X. En particular,
161 = D 16/stabs(@)| = 1Z(@)| + ) 16/stabs()].
X€ES xes’

A veces esto es llamado la ecuacion de clase o la férmula de clase para grupos.

Demostracion: La primera igualdad, G = U,eg Cl(x), es el Teorema 3.8.1. La segunda igualdad
se sigue del isomorfismo G/stab;(x) = G * x, establecida en la prueba de la proposicion
anterior.
Al tomar cardinalidades, la segunda ecuacién que se muestra es una consecuencia de la
primera.
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Corolario 3.10.2.
Teorema de Cauchy (3.4.1)

(a) Sea p un nimero primo que divide al |G|, entonces G contiene un elemento g de orden
p.

El argumento es por induccién sobre |G].

El resultado es trivial si |G| =1 (dado que entonces ningin primo divide |G| ).
Y el teorema se cumple por vacuidad (ver Herstein)

Supongamos que |G| > 1y seap un numero primo que divide |G|. Por la hipotesis de
inducciéon asumimos que el resultado es cierto para todos los subgrupos H de G con |H| < |G]|.
Supongamos que x € G no estd en el centro de G. Entonces su centralizador C;(x) es un
subgrupo propio de G. Si p| |C;(x)| entonces el resultado se sigue de la hipdtesis de induccion.
Sipno divide a|C;(x)| (para todox no estd en el centro), puesto que |G| = |[C;(X)||G/
stabg(x)| (note que el estabilizador y centralizador son los mismos en este caso), se sigue que
p divide a |G /stabg;(x)|. Por el Corolario 3.10.1 anterior, debemos tener p||Z(G)|. SiZ(G) es
un subgrupo propio de G, entonces se aplica la hip6tesis de induccion.

Por lo tanto podemos asumir que G = Z(G), G es abeliano. Si G es ciclico G contiene un
elemento de orden p. Vamos a suponer que G no es ciclico. Sea H un subgrupo propio de G de
orden maximo (esto existe puesto que G no es ciclico) y seaa € G — H. Entonces G = H - (a)
(H demas no lo harfa ser maxima). Esto implica que p divide yaseaa H o |(a)|. El resultado se
sigue de la hipétesis de induccién. Para mas detalles, consultar cualquier texto sobre la teoria
de grupos (Herstein).

Problema 3.10.2. Sea G el grupo de simetrias del cuadrado. Usando la notacién del Ejemplo
3.3.1, calcular G/{g3) y G * x,.

Esta es otra version del Teorema 3.5.1.
Teorema 3.10.1. (Teorema de Lagrange) Si G es un grupo finito y H un subgrupo entonces

|G/H| = |G|/|H].

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) fue un italiano que estudi6 en la Universidad de Turin y
mas tarde profesor de matematicas alli. Mas tarde ensefi6 en la Universidad de Berlin y luego
tomo una posicion de investigacion en la Academia de Ciencias de Paris, aunque él ensefi6 en
la Escuela Politécnica. Hizo importantes contribuciones a la mecanica, aplicaciones de calculo,
y la teoria de funciones. Muchos historiadores de las matematicas creen que la teoria de
grupos finitos comenzé con Camille Jordan, que naci6 25 afios después de que Lagrange
murid. Asi que es justo decir que la version original del ‘teorema de Lagrange’ no estaba en la
forma que vemos mas arriba.

Como consecuencia inmediata de la segunda version del teorema de Lagrange anterior,
obtenemos la primera version (Teorema 3.5.1).

Demostraciéon del teorema: Sea X el conjunto de clases laterales izquierdas de H en G y sea G
actua sobre X por multiplicacion izquierda. Aplicar el lema anterior con x = H.

Definicion 3.10.2. Sea H un subgrupo de G y sea C una clase lateral izquierda de H en G.
Llamamos un elemento g de G un representante de clase lateral de C si C = g * H. Un conjunto
completo de representantes de las clases laterales es un subconjunto de G, x4, x5, ..., X, tal
que

70



G/H ={x; *H,...,x;, * H}
sin repeticion (es decir, todos los x; * H son disjuntos).

Problema 3.10.3. ParaG = S,y H = S5, encontrar un conjunto completo de representantes
clases laterales de G/H en G.

Teorema 3.10.2. Si S es un conjunto completo de representantes de clase lateral de G/H,

entonces
G = U sxH
SES

Esto se sigue de la definicion anterior, cuando G es finito.

y1G| = Xses|s * H].

3.11 Campanologia, revision

Volvemos al volteo de campanas visto en 1.5, ahora en el contexto de la teoria de grupos.

La generacion del plan (Bob minimus) para cuatro campanas es analogo algebraicamente a la
generacion del grupo diedro de orden 8, D,.Sia = (1,2)(3,4), que intercambia las dos
primeras y las dos dltimas campanas, y sib = (2, 3), que intercambia el par medio, entonces el
plan producido sobre cuatro campanas corresponde a

D, = {1,a, ab, aba, (ab)?, (ab)?a, (ab)3, (ab)3a}.

Plan Bob Minimus es equivalente algebraicamente a la generacion del grupo simétrico de 4
elementos, S, . Sean a y b como antes. Si nos fijamos en la primera columna del Plan Bob
Minimus, vemos que no es nada mas que el grupo diedro D,, que es un subgrupo de S,. Para
generar la segunda columna de S, introducimosc = (3,4)y seak = (ab)3ac. La segunda
columna corresponde a kD, y la tercera columna a k%D,. La generacion del Plan Bob Minimus
muestra que S, se puede expresar como la union disjunta de clases laterales del subgrupo Dy,
es decir, las clases laterales de D, en S, particionan S,. Esto da una ejemplo del hecho de que,
para cualquier grupo G y cualquier subgrupo H, las clases laterales de H en G particionan G
(véase también el Teorema 3.10.2).

Fabian Stedman no estaba usando la teoria de grupos de manera explicita, sino mas bien que
las ideas tedricas del grupo estaban implicitas en los escritos y composiciones de Stedman.

3.12 Algoritmo de Dimino

Vimos en un capitulo anterior un algoritmo simple para el calculo de los elementos de un
grupo de permutacién G. Como el tiempo es dinero y tiempo en la computadora es limitado,
eficiencia de los sistemas es un tema importante. Vamos a hablar de un algoritmo mucho mas
eficiente en esta seccion.

Recordamos el algoritmo de Dimino de Butler [Bu], pero primero alguna notacion.

Notacién: Sea S = {g4, g», ..., gn} un conjunto de generadores de un grupo de permutacion G.
Sea
So =0,
Si = {91, "'»gi}:
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GO = {1}'
G; = (S;) = el grupo generado por los elementos en S;, paral < i < n.

Ejemplo 3.12.1. Sea G = S3 = (s, s3). Usamos el algoritmo de Dimino para listar todos los
elementos de G. Tenemos

Go={1} c G =(s1) =G, =G.

Primero, listamos los elementos de G; = (s;). Puesto que s; = (1, 2), es de orden 2, de modo
que Gl = {1551}'

Esta es nuestra lista L a la que vamos a aplicar el ‘paso inductivo’ del algoritmo de Dimino
(con i = 2). Comenzamos con C = {1}. Ahora nos fijamos en las clases laterales izquierdas de
Gien G, = G.Tenemos (cong =1, s = 57)
Sq % Gl = Gl’
por lo que no aumenta el tamafio de C o L. Luego, tenemos (cong =1, s = s,)
Sy % Gy = {53,855 * 51} # Gy,
asi = {1,sq, Sy, Sp * 51}, C = {1,s,}. A continuacién, tenemos (con g = s,, S = 5;)

Sy * Sy * Gy ={S; *S,,5; *S, %51} # Gy.

(Sabemos s; * s, * Gy # G; ya que ninguno de los dos elementos en s; *s, * Gy es la
identidad.) Por lo tanto, aumentar L, C:

L= {1,51, So, Sp ¥ 851,51 * Sp,51 * Sy * Sl}'
y C ={1,s,, s; * s,}. Sabemos que podemos parar aqui ya que sabemos que |S3| = 6 pero el
algoritmo atn tiene una afirmacién mas. A continuacién, tenemos (con g = s,, S = S5)

Sz*Sz*GlzGl,

por lo que no aumenta el tamafio de C o L (como se esperaba). Este paso termina el algoritmo
y53 = L

Problema 3.12.1. Realizar algoritmo de Dimino en

Sy =(s1=(12),5, =(23),53 =(34).
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Capitulo 4

Algoritmo de Dios y Grafos

Desafortunadamente, lo que es poco reconocido es que los
libros cientificos mds valiosos son aquellos en los que el
autor indica claramente lo que él no sabe, porque un
autor lastima mds a sus lectores al ocultar las
dificultades.

Evariste Galois

En este capitulo introducimos una interpretacion grafica de un grupo de permutacion, el grafo
de Cayley. Esto es aplicado en el caso especial de un grupo que surge de un puzzle de
permutacion.

4.1 En el principio...

Para empezar, ;qué es un grafo? Un grafo es un par de conjuntos (V, E), donde

e I/ esun conjunto de elementos llamados vértices,
e FE es un subconjunto del conjunto de todos los pares no ordenados {{vl, vy} V1,05 €
V,vi#v2 Los elementos de £'son llamados aristas.

En teoria de grafos, un bucle o loop es una arista que conecta un vértice consigo mismo. Un
grafo (sin “loops”) también es llamado grafo simple. Un grafo se dibuja simplemente
conectando los puntos que representan los vértices unidos por un segmento de linea si
pertenecen a la misma arista. Un grafo finito es un grafo (V, E), con V un conjunto finito.

Un digrafo, o grafo dirigido, es un par de conjuntos (V, E), donde

e I/ esun conjunto numerable de vértices,
e FE es un subconjunto de pares ordenados {(vi,v,)| vy, v, €V,v; # v,} llamados
aristas

Un digrafo se dibuja simplemente conectando los puntos que representan los vértices unidos
por una flecha si pertenecen a la misma arista (v4, v,), la flecha se origina en v; y apunta a v,.
Si e = {v1, v,} pertenece a E, entonces decimos que e es una arista dev; av, (o dev,av;) y
decimos v, y v, son vecinos o adyacentes en el grafo. Si v y w son vértices, un camino de v aw
es una secuencia finita de aristas empezando en v y terminando en w:

€y = {U, 171}, €1 = {vl' Uz}, ey bp = {Unr W}

Si hay un camino de v a w entonces decimos que v es conectado a w. Decimos que un grafo
(V,E), es conexo si cada par de vértices estan conectados. El nimero de aristas que emanan
de un vértice v es llamado el grado (o valencia) de v, denotado grado(v).

Ejemplo 4.1.1. Si
V={ab,c}, E={{ab}{ach{bc}}
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entonces podemos visualizar el grafo I' = (V, E), como en la Figura 4.1.

C

b

Figura 4.1: Cada vértice tiene valencia 2.

Definicién 4.1.1. Siv y w son vértices conectados el uno al otro en un grafo (V,E), entonces
definimos la distancia de v a w d(v, w), por

d(v,w) = min # {aristas en un camino de v a w}
v,WEV conectado

Por convencion, sivy w no estdn conectados, entonces escribimos d(v, w) = oo. El didmetro
de un grafo es la mayor distancia posible:

dlam((V, E)) = 1%%}1(/ d(v,w).

Que coincide con la definiciéon de diametro de un circulo.

4.2 Grafos de Cayley

Sea G un grupo finito con generadores prescritos g;:

G =491, 92 -rGn)-

Supongamos que el conjunto generador X = {g4, g, ..., gn} N0 contiene la identidad y es
cerrado bajo inversos (es decir, six € X, entonces x~! € X ). El grafo de Cayley de G con
respecto a X = {g4,92, ..., gn} €s el grafo (V,E) cuyos vértices V son los elementos de Gy
cuyas aristas estdn determinadas por la siguiente condicion: si x e y pertenecen aV =G,
entonces hay una arista dexay (o deyax) si y sélo siy=g;-xo0x=g;y, para algin
i=12,..,n

Grafos de Cayley en honor a Arthur Cayley. Cayley, aunque comenzé a trabajar como abogado,
con el tiempo publicé mas de 900 trabajos y notas que cubren casi todos los aspectos de las
matematicas.

Lema 4.2.1.SeaI; = (V,E) el grafo de Cayley asociado con el grupo finito G = (g4, g2, -, gn)-
SeaN = |{g1,97% 92,951, ... n» 9n *}|. Entonces, paratodo v € V, grado(v) = N.

Prueba: Supongamos que no. Entonces hay unv €V = G con alguna de las siguientes
opciones

(i) grado(v) <N, o0
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(i) grado(v) > N.

Primero, notamos que, para cada h € {g1, 97", 92,95 - Gn» gn*}, €l conjunto {v, h - v} es una
arista de I;. Esto se sigue de la definicion de grafo de Cayley.

Sir = grado(v) > N, entonces, por definicién de grafo de Cayley, hay distintos vy, ..., v, €V
con v=nh; v;, para todo 1 <i<r, donde los hy,..,h, son elementos distintos de
{91, 97% 92,951, ) Gn» gn 1} Esto contradice la definicién de N.

Si r = grado(v) < N entonces, por definicion de grafo Cayley, hay distintos h; h; en
{91,917 92,951 - g, gn 't} tal que h; - v = h;j - v. Puesto que G es un grupo yV = G (como
conjuntos), podemos cancela v en ambos lados de la ecuacion h; - v = h; - v, contradiciendo la
suposicion de que h; es distinta de h;.

Ejemplo 4.2.1.Sea G = (s1,5,) = S3,
donde s; = (1,2), y s, = (2,3). Entonces el grafo de Cayley de G con respecto a X = {sq,5;,}

puede ser visualizado como se ve abajo (notar que s; = sy s, = s; 1, de este modo X es
cerrado bajo inversos).

52 5152

1 515251
S1 5251
Figura 4.2

Ejemplo 4.2.2. Sea
G =(R,L,U,D,F,B) C Ss,

el grupo Cubo de Rubik 3 x 3. Cada posicion del cubo corresponde a un elemento del grupo G
(es decir, el movimiento que hemos tenido que hacer para obtener tal posicién). En otras
palabras, cada posicién del cubo corresponde a un vértice de ya sea que

e el grafo de Cayley asociado con la métrica de un cuarto de vuelta generando el
conjunto {R,L,U,D,F,B,R™Y, L7, U~1,D71,F~1,B~1}, 0 bien

e el grafo de Cayley asociado con la métrica de vuelta de cara generando el conjunto
{R,R?L,1?U,U%D,D?F, F?B,B2, R, L1, U1, D~} F~1,B1}.

Cada vértice del primer (métrica de un cuarto de vuelta) grafo tiene valencia 12, mientras que
cada vértice del ultimo (métrica de vuelta de cara) grafo tiene valencia 16.

Por otra parte, una soluciéon del Cubo de Rubik es simplemente un camino en el grafo de
Cayley desde el vértice asociado a la posicién actual del cubo al vértice asociado con el
elemento identidad. El nimero de movimientos en la solucion mas corta posible es
simplemente la distancia desde el vértice asociado con la posicién actual del cubo hasta el
vértice asociado al elemento identidad. El diAmetro del grafo de Cayley de G es el nimero de
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movimientos en la mejor soluciéon posible en el peor caso posible. Este diametro se puede
medir ya sea en métrica de un cuarto de vuelta o la métrica de vuelta de cara.

4.3 Algoritmo de Dios

(El siguiente resultado no se ha probado) Sea G el grupo de un puzzle de permutacién (con un
conjunto generado fijo). Encontrar el didmetro del grafo de Cayley de G.

A veces esto es llamado ‘Algoritmo de Dios’, aunque en este caso ese término esta reservado
para una version mas dificil del problema, se indica a continuacién. El problema del didmetro
no esta resuelto para la mayoria de los puzzles (incluso el Cubo de Rubik 3 X 3) y parece ser
muy dificil computacionalmente en general. Los casos en que se sabe incluyen (sin ningin
intento de exhaustividad) los puzzles siguientes:

Puzzle Diametro
Pyraminx 11 (no incluye movimientos punta)
Cubo de Rubik 2% 2 x 2 14 (giros de un cuarto)
Tabla 4.1

Los didmetros fueron encontrados con la ayuda de una computadora.

Muchas personas han trabajado sobre el Algoritmo de Dios para el Cubo de Rubik. Durante un
tiempo se conjeturo que la posicion superflip es la posicion que esta tan lejos del ‘inicio’ (la
posicion resuelta) como sea posible. La posicion superflip es de 24 cuartos de vuelta desde el
inicio en la métrica de un cuarto de vuelta (como ya se menciono, este hecho se debe a Jerry
Bryan y Michael Reid [CL]) y 20 vueltas desde el inicio en la métrica de vuelta de cara (esto se
debe a Michael Reid y Dik Winter). Sin embargo, Reid descubrié un movimiento mas largo en
la métrica de un cuarto de vuelta-26 cuartos de vuelta lejos del inicio (el superflip compuesto
con los cuatro puntos, ver (3.2)). Ningin movimiento mas largo se ha encontrado en la
métrica de vuelta de cara. Por el momento, uno podria suponer que el didmetro del grafo Cubo
de Rubik es 26 en la métrica de un cuarto de vuelta y 20 movimientos en la métrica de vuelta
de cara. Al momento de escribir esto (primavera 2008), la mejor cota superior conocida es la
siguiente:

e Tom Rokicki demostré en 2008 que 25 giros de cara son suficientes [Rok]. (Gene
Cooperman y Daniel Kunkle probaron en 2007 que 26 giros de cara son suficientes,
pero creen que su técnica puede ser llevada a la marca de 25 también.)

e En 2006, Silviu Radu demostré que cada posicion puede ser resuelta en un maximo de
35 cuartos de vuelta.

Problema 4.3.1. Sea G el grupo de un puzzle de permutacién (con un grupo generado fijo) y
sea v un vértice en el grafo de Cayley de G. Encontrar un algoritmo practico y eficaz para la
determinacién de un camino de v al vértice v, asociado a la identidad que tiene una longitud
igual a la distancia de v a v,.
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iEste problema es aun mas dificil! Este algoritmo se llama Algoritmo de Dios. En realidad se
refiere a un método 6ptimo de solucidn para el puzzle de permutacion.

Problema 4.3.2. Encuentra el grafo de Cayley del grupo cuadrado sliced (rebanada intermedia)
G = (M}, M}, MB),

donde M denota el movimiento un cuarto de vuelta en sentido horario del corte medio
paralelo al lado derecho. Encontrar el diametro de este grafo.

SeaT un grafo. Un circuito Hamiltoniano sobre I' es una secuencia de aristas que forman un
camino en I que pasa a través de cada vértice exactamente una vez. (Si pensamos en los
vértices como ciudades y las aristas como carreteras, entonces, un circuito Hamiltoniano es un
recorrido visitando cada ciudad exactamente una vez.)

El siguiente problema no resuelto fue mencionado por primera vez en este contexto por A.
Schwenk (en un documento inédito escrito mientras estaba en la Academia Naval de los
Estados Unidos.)

Problema 4.3.3. (Muy dificil) Sea G el grupo del puzzle Cubo de Rubik 3 X 3. ;Tiene el grafo de
Cayley de G un circuito Hamiltoniano? En otras palabras, ;podemos (en principio) ‘visitar’
cada posicién posible del Cubo de Rubik exactamente una vez, haciendo un movimiento a la
vez usando solo los generadores basicos R,L,U, D, F, B?

Observacion 4.3.1. Este es un caso especial de un problema sin resolver mas general: Para un
grupo de permutacién arbitrario con un conjunto generador dado, ;es su grafo de Cayley
Hamiltoniano?

Un ejemplo de un grupo (con generadores) donde se sabe que su grafo de Cayley tiene un
circuito Hamiltoniano es el grupo simétrico (con generadores el conjunto de todas las
transposiciones).

Ejemplo 4.3.1. Sea G el grupo S,, con generadores dados por el conjunto de todas las
transposiciones:
G =35, X={{NI1<i<j<n}

(Hay muchas mas transposiciones de lo necesario para generar S,, puesto que el subconjunto
de transposiciones de la forma (i,i + 1),1 < i < j < n — 1, suficientes para generar S,, [R].) El
algoritmo de Steinhaus (véase 1.4) muestra que hay un circuito Hamiltoniano en el grafo de
Cayley de S,, con respecto a X.

4.4 El grafo del Puzzle 15

Esta seccidn se discute el Puzzle 15 desde el punto de vista grafo-tedrico. El objetivo del
puzzle fue ordenar las piezas del 1 al 15 de izquierda a derecha y de arriba abajo, como se
muestra en la posicién resuelta dada en 2.1

Para resolver un puzzle “desordenado”, se podrian deslizar los cuadrados alrededor en el
puzzle. Con el fin de hacer esto debemos deslizar un cuadrado numerado al lugar vacio.

77



Podriamos representar esto matematicamente diciendo que se trata de una transposicion de
ese cuadrado numerado y el cuadrado vacio.

Si etiquetamos cada espacio en el puzzle como un vértice, y etiquetamos los vértices
numéricamente, entonces el grafo resultante esta representado por la siguiente figura.

1 2 3 4

13 14 15 16
Figura 4.3

Vamos a denotar el espacio vacio por 16 y llamemos a este grafo I'. Los tinicos movimientos
legales del puzzle son transposiciones del vértice 16 y un vértice que es adyacente al mismo.
Por lo tanto, cualquier permutacion de los vértices produce un etiquetado sobre TI.

4.4.1 Definiciones generales

Ahora sea I' un grafo simple con el conjunto de vértices V(I') de cardinalidad N. (En el ejemplo
anterior N = 16). Por un etiquetado nos referimos a la colocacion de los nimeros del 1 al N
de vértices distintos de I', donde N denota el espacio vacio. En otras palabras, un etiquetado
sobre I es un mapeo biyectivo f : V(I') - {1,2,...,N}.

Dos etiquetados f, g sobre I' son adyacentes si y s6lo si g es un resultado de una transposicion
simple sobre f del vértice N con un vértice adyacente a N de f. En otras palabras, f y g son
adyacentes si difieren por un movimiento legal del puzzle. De T, hacemos un nuevo grafo
puz(T') como sigue: el conjunto vértice V(puz(T')) contiene todos los etiquetados sobre T, y
dos vértices en puz(I') estan unidos por una arista si los etiquetados asociados son
adyacentes.

Por ejemplo, los etiquetados en la Figura 4.4 y la Figura 4.5 son adyacentes.

Figura 4.4 Figura 4.5
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Podemos considerar un camino p como una secuencia de movimientos sobre el grafo puz(T'),
p = (X9, X1, X2, ..., X, ), donde los x; son vértices de T,y (sin = 1) x; y x;_; son adyacentes en T’
paral < i < n. Tal camino p se dice que es de x, (su vértice inicial) a x,, (su vértice terminal).
El camino p es simple si xg, x4, X, ..., X, son distintos. Si x, = x,, entonces p es llamado un
camino cerrado basado en x,. Sea x, un vértice fijo de I. Si p, p’ son caminos cerrados basados
en x,, entonces la composicion pp’es el camino obtenido por la yuxtaposicion del camino de
p con el camino de p’. El inverso de un camino p, denotado p~2, es el camino que atraviesa p
en la direccion opuesta. El camino identidad es el camino desde x; a si mismo que no contiene
aristas deTl. El conjunto de caminos cerrados basados en x, forman un grupo (bajo
composicion de caminos) llamado el grupo de homotopia de I' basado en x,, denotado I'(xy).
Ahora supongamos que pintamos los bloques del Puzzle 15 en un tablero de ajedrez:

x| |X
X] X

X[ X
x| X

Figura 4.6

En este arreglo el espacio vacio empezaria con un cuadrado amarillo. Si tuviéramos que
mover el cuadrado vacio hacia arriba, entonces es ahora un cuadrado negro. Esa es una
transposicién; por lo tanto, el movimiento es impar. Si movemos el espacio vacio a la
izquierda, el espacio vacio estaria en un cuadrado amarillo. Esto es un total de dos
transposiciones, por lo tanto, el movimiento es par. Después de tres transposiciones el espacio
vacio estaria sobre cuadrado negro, por lo tanto, seria una permutacién impar. Por lo tanto, si
el espacio vacio termina en un cuadrado amarillo, una permutacién par ha ocurrido. Si el
espacio vacio termina en un cuadrado negro, una permutacién impar ha ocurrido.

Una posicion legal del Puzzle 15 es cualquier secuencia a partir de transposiciones legales
empezando desde la posicion resuelta tal que el hueco termina en la esquina inferior derecha.
Cada posicidn corresponde a una permutacién de los 15 vértices numerados y por tanto a un
elemento del grupo simétrico S;5. El conjunto de todas las permutaciones (que surgen como
una secuencia de transposiciones) en S;5 forman un grupo llamado el grupo (homotopia) del
Puzzle 15.

Note que el grupo del Puzzle 15 es isomorfo al grupo homotopia del grafo Puzzle 15 basado en
el ‘vértice vacio’.

Si asignamos el namero 16 al hueco, entonces podemos ver que podemos arreglar las piezas
del puzzle en 16! maneras diferentes. Sin embargo, si tomamos s6lo posiciones legales del
Puzzle 15, entonces estamos fijando una de las piezas. Como resultado el nimero de maneras
de permutar el resto de las piezas, con el hueco sobre el cuadrado blanco en la parte inferior
esquina derecha, es a lo sumo 15! Todas las tales permutaciones tienen que ser pares, por el
analisis de tablero de ajedrez anterior. El nimero de permutaciones pares de 15 elementos
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(hay un ndmero igual de permutaciones pares e impares) es de 15!/2. De esto vemos que el
puzzle 15 tiene a lo sumo 15!/2 posibles posiciones legales. De hecho, tiene exactamente este
ndmero:

Teorema 4.4.1. Las posiciones con el espacio vacio en la parte inferior derecha que se puede
alcanzar desde la posicion inicial del Puzzle 15 por piezas de desplazamiento se encuentran
en una correspondencia biyectiva con las 15!/2 = 1,307,674,368,000 permutaciones pares de
los niimeros del 1 al 15.

Observacion 4.4.1. El puzzle 14-15 no se puede resolver, porque es una permutacién impar.
Sélo tiene una transposicion, 14 intercambiado con 15.

Figura 4.7

Prueba: Si etiquetamos el espacio vacio por 16, entonces cada posicion posible de puzzle
puede ser considerado como un elemento del grupo simétrico S;¢ y un elemento de puz(I).
Hay 16! elementos en S;s, y 16! vértices de puz(I'). Con el argumento anterior podemos
demostrar que todas las posiciones legales del puzzle son obtenidas por un ndmero par de
transposiciones. Por lo tanto, todos los movimientos legales son permutaciones pares del
puzzle.

Ahora debemos demostrar que hay un 3-ciclo en el grupo del Puzzle 15. Por ejemplo, si
desplazamos las tres piezas que rodean el espacio vacio alrededor de un circulo, siguiendo el
orden de los movimientos sur-este-norte-oeste, entonces el tres-ciclo (11,12, 15) se produce.
Se puede demostrar que si se fijan las piezas 11 y 12, entonces cualquier otra pieza puede
tomar el lugar de la 15 siguiendo uno de los ciclos en las figuras siguientes.
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Figura 4.8 Figura 4.9

Por el Lema 6.4.4, tales 3-ciclos generan A;s. Esto demuestra el teorema (ver []]).

Demostrar que algo es imposible tiene un efecto en los alumnos, porque sin importar que nos
pasemos horas jugando e intentando resolver el 14-15, (cumpliendo las reglas) no lo
resolveremos, pero demostrar que es imposible significa que no importa como lo intentemos,
no lo lograremos, como ocurre con la demostraciéon de que la cuadratura del circulo es
imposible con regla y compas.

Observacién 4.4.2. Otra prueba es posible. Alternativamente, con algin trabajo podemos
demostrar que cualquier nimero puede sustituir el 11 en el tres-ciclo, y podemos demostrar
que cualquier otro ndmero puede sustituir el 12. De esto podemos concluir que cualquier
tres-ciclo puede ser formado. Puesto que cada permutacién par es una combinacion de tres-
ciclos (por Proposicién 6.4.1), cada permutacion par del Puzzle 15 puede ser alcanzada.

Con esta informacién, podemos hacer una generalizaciéon de los puzles rectangulares de
tamafiom Xnconm > 1lyn > 1.

Teorema 4.4.2. El grupo homotopico de un puzzle rectangular m X n es el grupo alternante
Amn—l .

La prueba de esto es similar a la prueba para el puzzle 4 X 4, sim > 3y n> 3. (Los casos
especiales, cuando1 <m <401 <n < 4deben ser tratados por separado) El tamafio del
grupo alternante esta dado por (mn — 1)!/2.
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Capitulo 5

Simetria y los Solidos Platonicos
Un poliedro regular es el analogo tridimensional a los poligonos regulares. Poligono regular es
un cuerpo geométrico cuyas caras son poligonos regulares congruentes (planos). Muchos

puzzles se realizan por corte de un poliedro regular, asi que es natural estudiarlos junto con
sus simetrias.

5.1 Descripciones

Los sdlidos platénicos son los 5 poliedros regulares:

Poliedro # Caras | # Vertices | # Aristas | Grupo | p,q

Tetraedro 4 4 6 T 3,3

Hexaedro 6 8 12 0 4,3

Octaedro 8 6 12 0 3,4

Dodecaedro 12 20 30 I 5,3

Icosaedro 20 12 30 | 3,5
Tabla 5.1

e p,llamado el grado de la cara, indica el nimero de aristas que delimitan cada cara,

e g, llamado el grado del vértice, indica el niumero de caras que se encuentran en cada
vértice.

Estos soélidos llevan el nombre del gran filésofo griego Platén (427-347 a. C.). Un vértice de
uno de estos sdlidos, por consiguiente se especifica por la g-tupla de caras que se encuentran

en cada vértice.

Estos sélidos se pueden dibujar en coordenadas rectangulares usando

Poliedro Coordenadas

Tetraedro (1,1,1,(1,-1,-1),(-1,-1,1),(-1,1, -1)

Hexaedro (1,1,1D,(1,1,-1,(1,-1,1),(-1,1,1),
(1) _1P _1)1 (_1; 1! _1)1 (_1I _1) 1): (_1I _1) _1)

Octaedro (1,0,0),(0,0,1),(0,1,0),
(_1J 0; 0)1 (OP _1r O), (0' Or _1)
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Dodecaedro (0,+¢97 1 1£¢), (xp ™1, +¢,0),
(£¢,0,£¢97%,),(£1,+1,£1)

Icosaedro (1,0,¢),(1,0,—¢),(=1,0,¢),(—1,0,—¢),
(O! ¢, 1)1 (0, ¢r _1): (01 _¢' 1)1 (01 _d)i _1);
(¢' 1! 0); (d), _1: 0): (_¢' 1! 0); (_¢r _11 0)

Tabla 5.2
1+/5 co g
= 1.61803 ... denota la proporcién durea.

donde ¢ = .

Un detalle importante es la existencia de los poliedros duales por ejemplo el dual del cubo es
el octaedro que se obtiene uniendo los puntos medios de cada cara.

Figura 5.1 Figura 5.2
Dual del cubo

Si P;, P,, P; son tres vértices de una cara del icosaedro, entonces (P; + P, + P;)/3 forma un
vértice del dodecaedro dual y cada vértice del dodecaedro dual surge de esta manera.
Los tres ‘grupos Platénicos’ (el grupo de ‘simetrias’ de estas figuras) se describen a
continuacién. Sus nombres:

e T =grupo de simetria del tetraedro = grupo tetraédrico,

e 0 =grupo de simetria del octaedro (o cubo) = grupo octaédrico,

e | = grupo de simetria del icosaedro (o dodecaedro) = grupo icosaédrico.
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5.2 Antecedentes de simetrias en el espacio tridimensional

En esta seccidon consideramos las isometrias en 3 dimensiones, esto es necesario para la
comprension de los grupos de simetria de los sélidos platénicos. Motivados por el estudio de
la estructura de los cristales, Camille Jordan fue el primero en considerar la clasificacion de las
simetrias en el espacio tridimensional. Jordan (1838-1922) fue uno de los pioneros de la
teoria de grupos, uso los grupos para entender mejor los cristales.

Establezcamos la ‘Regla de la mano derecha’ orientacién en el espacio tridimensional.
Llamamos a una transformacion que preserva distancia en el espacio tridimensional simetria
en R3la cual deja fijo el origen (Lo que otros autores llaman isometria). Decimos que tal
simetria preserva la orientacion si preserva la orientacién de la regla de la mano derecha.

Ejemplo 5.2.1. Seas: R® - R3Ila funcién que toma cada vector v perteneciente a R3y
devuelve su reflexion s(v) sobre el plano yz. Este no preserva la orientacién, ya que invierte
la direccién en sentido antihorario trayectoria circular en el plano yz. En términos de
coordenadas rectangulares, s(x,y,z) = (—x,y,2z).

Sea R3 = {(x,y, 2) | x,y, z nimeros reales} espacio tridimensional. También escribimos esto,
cuando sea conveniente, como vectores columna

x
R3 = {(y) | x,v,z reales}
z

La funcién distancia en R3 es la funcién

d(@7,73) = (1 — %)% + (31 — ¥2)2 + (21 — 22)%,

donde vy = (x1,y1,21), V3 = (X3,¥2,2Z3). Esto puede expresarse en términos del producto

interno Uy - U, = x1x, + Y1, + 212, como d(V1, V) =/ (U7 — V3) - (U1 — 1).
Reciprocamente, la identidad de polarizaciéon

vr 75 = = (177 + B2 — 97 — 551
V1V 2 V1 TV V1 — Vs

permite recuperar el valor del producto interno a partir del conocimiento de valores de la
funcién distancia.
Llamamos una funcién f : R3® - R3 una isometria si satisface

d(f @), f(v3)) = d(@;,73)

para todo v; y 7, en R3.

Queremos entender un poco mejor las isometrias, puesto que se preservan distancias (y, en
particular, preservan las formas de los sélidos) y por lo tanto nos proporciona los tipos de
simetrias del espacio tridimensional que queremos considerar. Podemos construir isometrias
usando ciertos tipos de matrices 3 X 3.
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Lema 5.2.1. Si A es una matriz 3 X 3 entonces la funcién 4 : R® - R3 es una isometria si y
solo si AtA = I3, donde A! denota la matriz transpuesta (que se obtiene al voltear las entradas
de A respecto de la diagonal).

Observacién 5.2.1. En particular, si A es una isometria entonces det(4)? = det(AY)det(A) =
det(AtA) = det(I3) = 1.

Prueba: La funcién distancia es preservada si y sélo si la funciéon producto escalar es
preservada. (Esto es una consecuencia de la ‘identidad polarizacién’ citada anteriormente).
Sea m(¥,w) = ¥ - w, donde - denota el producto punto. Puesto que

m(AvD, Bw) = ¥+ (A'B)W, tenemos

m(Av, AW) = m(V, W), vv,weR3
siy soélo si
v (AAW =D - W, Vuv,weR3

siysélosi A'A = I5.
Ejemplo 5.2.2. Una matriz rotacién en 3 dimensiones puede ser escrita en la forma

T11 T12 sin(@) sin(¥))
R(¢,0,¢) = 21 T22 sin(6) cos(¥) |,
sin(¢) sin(@) —sin(@) cos(¢p) cos(0)
donde

111 = cos(¢) cos(y) — cos(8) sin(¢) sin(y),

112 = sin(¢) cos(y) + cos(8) cos(¢) sin(y),
121 = —cos(¢) sin(y) — cos() sin(¢) cos(y),
Ty, = —sin(¢) sin(y) + cos(8) cos(¢) cos(y).

y donde los angulos ¢, 8,1 son los ‘angulos de Euler’. Esto representa la rotacién del espacio
tridimensional obtenido mediante la siguiente secuencia de rotaciones: rotar un angulo ¥
alrededor del eje z, rotar un angulo 8 alrededro el eje x (0 < 8 < m), a continuacién, rotar un
angulo ¢ sobre el eje z otra vez.

Aunque se trata de un hecho interesante debido a su caracter explicito, no vamos a utilizar
esta expresion.

Pregunta: ;Hay algunas isometrias que no provienen de las matrices como en el lema ya
mencionado? Si: la traslacién da lugar a una isometria pero la traslacién no es lineal, por lo
que no puede ser descrita como una matriz. Por otra parte, cualquier reflexiéon sobre un plano
que contiene el origen también es una isometria. Una reflexion no pertenece al grupo
generado por las traslaciones y rotaciones.

Pregunta: ;Hay algunos ejemplos de isometrias que no se deriven de una composicion de una
traslacién y una matriz ortogonal? No: el siguiente teorema clasifica todas las isometrias.

Teorema 5.2.1. Una funcién f : R® - R3 es una isometria fijando el origen si y solo si f es
una multiplicacién a izquierda por una matriz ortogonal.

Esta no sera probado aqui (ver Artin [Ar], capitulo 4, seccién 5, Proposicion 5.16).
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Como consecuencia de este lema, podemos ver que si la matriz A da lugar a una isometria
entonces det(A) es igual a 1 o bien a —1 (Puesto que det(4)? = det(AtA) = det(I3) = 1. La
matriz es invertible ya que, por definicion, A1 = AL,

Lema 5.2.2. El conjunto de todas las matrices 4 3 x 3 tal que la funcién 4 : R3® > R3 es una
isometria forma un grupo bajo la multiplicacién de matrices.

Notacién: Este grupo se denotara O;(R) y llamado el grupo ortogonal de R3. Denotamos por
S03(R), el siguiente subconjunto

S03;(R) = {4 € 03(R) | det(A) = 1}
que es llamado el grupo ortogonal especial de R3.
Lema 5.2.3. SO;(R) es un subgrupo de 03(R).
Es facil verificar los axiomas de grupo para SO3(R).
Se sabe que el nimero de clases laterales en 0;(R)/S05;(R) es 2. De hecho, se sabe que

03(R) = SO3(R) Us - S05(R) (uni6n disjunta),
(5.1)

donde s es la reflexion en el ejemplo anterior (esto sigue de [Ar], en el capitulo 4, seccion 5).
Lema 5.2.4. La isometria A en O;(R) preserva orientacion siy sélo si det(4) = 1.

No vamos a demostrar este lema aqui (véase, [Ar]).

5.3 Simetrias del tetraedro

Fijar un tetraedro centrado en el origen, con un vértice a lo largo del eje z. Cada arista tiene
una arista ‘opuesta’ sobre el tetraedro (que en realidad es perpendicular a él si lo miramos de
frente). Cada vértice tiene una cara ‘opuesta’.

Hay simetrias que preservan orientaciéon (llamadas rotaciones) del tetraedro y las simetrias
que invierten orientacidn del tetraedro. Las simetrias que preservan orientacion del tetraedro
se denotan ST. Se obtienen como sigue:

e Los 4 ejes de simetria a través de los centros de las caras opuestas obtienen 2
elementos cada uno (rotacién de 120 grados en sentido horario y una rotacién de 240
grados), para un total de 8 elementos. (Esta ‘simetria tetraédrica’ permite la
construccién de la Pyraminx).

e Los 3 pares de aristas (formado por una arista y su opuesta) obtienen un elemento de
cada uno (una rotacién de 180 grados), para un total de 3 elementos.

Estos, ademas de la identidad, dan 12 elementos en ST.

Usando la descomposicion de clases laterales (5.1), tenemos T = ST U s - ST (disjuntos), por
lo que
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IT| = |ST| + |s - ST| = 12 + 12 = 24.

Observacion 5.3.1. Resulta que ST es esencialmente el grupo alternante A, de permutaciones

paresen S, y T es esencialmente S, mismo.

Figura 5.3

5.4 Simetrias del cubo

Fijamos un cubo centrado en torno al origen en el espacio tridimensional. El conjunto de
centros de las caras de un cubo forma un conjunto de vértices de un octaedro dibujado en el
interior del cubo. Este octaedro es llamado poliedro ‘dual’. Estos dos poliedros tienen el
mismo grupo de simetria, el cual se denota por O.

Hay simetrias que preservan orientacion, o rotaciones, del cubo y las simetrias que invierten
orientacion del cubo. Las simetrias que preservan orientaciéon del cubo se denotan SO. Se
obtienen como sigue:

e Los 3 ejes de simetria a través de los centros de las caras opuestas producen 3
elementos cada uno (rotacién de 90 grados en sentido horario, una rotaciéon de 180
grados, y una rotacién de 270 grados), para un total de 9 elementos.

(Esta 'simetria hexaédrica' permite la construccién mecanica del Cubo de Rubik.)

e Los 4 ejes a través de los vértices opuestos producen 2 elementos cada uno (todos de
orden 3), para un total de 8 elementos.

e Los 6 ejes a través de los puntos medios de las aristas opuestas producen un elemento
cada uno (de orden 2), para un total de 6 elementos.

Estos elementos, ademas de la identidad, producen 24 elementos.

Lema 5.4.1. Hay 24 elementos que preservan orientacién en 0, es decir, |SO| = 24.

He aqui otra prueba de este resultado.

Prueba: Sea I/ el conjunto de vértices del cubo. El grupo SO actta sobre el conjunto V. Fijamos
un v perteneciente aV'y sea H = stabgy(v). Se puede comprobar que |H| = 3. (Puesto que

solamente la simetria fija VV es una rotacién g sobre la linea a través de V' y su vértice opuesto.
Puesto que g es de orden 3, H = (g) también es el orden 3.) Tenemos |V| = 8, asi que por la
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Proposicion 3.10.1 sobre las érbitas y los estabilizadores, tenemos que |SO/H| = |V|. Por el
teorema de Lagrange, |SO| = |SO/H||H| = 8 -3 = 24.

Ahora que conocemos SO, ;qué es 0?7 Notese que s, la reflexion en el ejemplo de la seccion
anterior, pertenece a 0. Usando la descomposicion de clases laterales de la seccién anterior,
tenemos la descomposicion de clase laterales

0 =50Us-SO0 (unidn disjunta).
Sabemos que |s - SO| = |SO| = 24, por lo que el principio aditivo una vez mas llega al rescate,
dando el siguiente resultado.

Lema 5.4.2. El orden del grupo octaédrico es |0| = 48.

Observacion 5.4.1. Resulta que SO es esencialmente el grupo simétrico S, y O es ‘isomorfo al
producto directo’ S, X Cs.

S

Figura 5.4 Figura 5.5

Figura 5.6 Figura 5.7
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Simetrias del cubo diferentes de la identidad (se numeran los vértices del cubo de
alguna manera, la Figura 5.6 muestra una opcion)

1 2 3 4 5 6 7 8
Py 2 5 6 3 7 8 1 4
P, 5 7 8 6 1 4 2 3
P3 7 1 4 8 2 3 5 6
P, 7 5 2 1 6 3 8 4
Ps 8 6 5 7 3 2 4 1
Pg 4 3 6 8 2 5 1 7
P, 2 3 4 1 6 8 6 7
Pg 3 4 1 2 8 7 6 7
Pq 4 1 2 3 7 5 8 6
Pl 1 7 5 2 8 6 4 3
Py 1 4 8 7 3 6 2 5
Piy| 5 2 1 7 3 4 6 8
P3| 3 2 5 6 1 7 4 8
Pis| 8 7 1 4 5 2 6 3
Pis| 3 6 8 4 5 7 2 1
Pis| 8 4 3 6 1 2 7 5
Py;| 5 6 3 2 8 4 7 1
Pig| 2 1 7 5 4 8 3 6
Pig| 6 5 7 8 2 3 1 4
Py | 6 8 4 3 7 1 5 2
Py | 7 5 6 8 2 3 1 4
Py | 4 8 7 1 6 5 3 2
P,z | 6 3 2 5 4 1 8 7

Tabla 5.3

5.5 Simetrias del dodecaedro

El conjunto de los centros de las caras de un dodecaedro forman un conjunto de vértices de un
icosaedro dibujado en el interior. Este icosaedro es llamado el poliedro ‘dual’. Fijamos un
dodecaedro en el espacio tridimensional para que los vértices del icosaedro dual sean como se
enumeran al comienzo de este capitulo.
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Figura 5.8: Un dodecaedro.

Sea SI el grupo de simetrias que preservan orientacién del dodecaedro. Notese que SI es un
subgrupo finito de SO3(R). Sea I el grupo de todas las simetrias del dodecaedro. Notese que [
es un subgrupo finito de O3(R)y SI es un subgrupo del. Sea F el conjunto de caras del
dodecaedro, asi que |F| = 12. SI actia sobre F.

Lema 5.5.1. SI actta sobre F transitivamente.

No vamos a probar esto. Si nos fijamos en un dodecaedro se sigue ‘por inspecciéon’. La razén
por la cual esto es util es que se nos dice que si x es cualquier cara, entonces cualquier otra
cara puede obtenerse a partir de x mediante la aplicacién de algin elemento de SI. En otras
palabras, la 6rbitade x estodo F : SI - x = F.

Si x es cualquier cara entonces las Unicas simetrias que preservan orientacién que no envian x
hacia una cara diferente son rotaciones por un multiplo entero de 72 grados alrededor de la
linea que pasa por el centro de x y el centro de su cara opuesta. Hay para cada x, exactamente
5 rotaciones distintas de este tipo. Por lo tanto,

|stabg;(x)| = 5.
Por Proposicion 3.10.1 tenemos
|S1/stabg;(x)| = |SI - x|,

asi que |SI| = |SI/stabs;(x)||SI - x] =5-12 = 60
Los elementos de SI incluyen

e rotacion por 2wk /5 (parak € {0,1, 2, 3,4}) sobre la linea que pasa a través del centro
de una cara y su opuesta;

e rotacion por 2wk/3 (para k € {0, 1,2}) sobre la linea que pasa a través de un vértice y
su opuesto;

e rotacién por m que pasa a través del centro de una arista.
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Los subgrupos incluyen los siguientes

(a) Estabilizador de un vértice. Estos son todos los ciclicos de orden 3, y todos ellos son
conjugados. Hay 10 subgrupos distintos puesto que un vértice y su opuesto comparten
el mismo estabilizador.

(b) Estabilizador de una cara. Estos son todos los ciclicos de orden 5, y todos ellos son
conjugados. Hay 6 distintos de tales subgrupos puesto que una cara y su opuesta
comparten el mismo estabilizador.

(c) Estabilizador de una arista. Estos son todos los ciclicos de orden 2, y todos ellos son
conjugados. Hay 15 distintos de tales subgrupos.

Observacion 5.5.1. Resulta que SI es esencialmente el grupo alternante A5 de permutaciones
pares en St e I es ‘isomorfo al producto directo’ Ag X C,.

5.6 Algunas reflexiones sobre el icosaedro

Esta seccion se basa en una de las columnas de Internet semanales de John Baez.
Un duada es un par de diagonales (una diagonal es un segmento de un vértice a su vértice
opuesto) del icosaedro. La parte superior del icosaedro tiene 6 vértices y cada diagonal debe
tener exactamente uno de esos 6 vértices como un punto final. Hay 12 vértices, por lo tanto 6
diagonales, por lo tanto
RE 5
(§)-

duadas diferentes. Cada duada determina un ‘rectangulo de oro’ (es decir, un rectangulo cuya
razon longitud anchura es o bien la proporcién aurea ¢ = (1 + \/g)/Z o su inversa). Podemos
identificar una duada con un par de enteros distintos {(i,j)|1 < i < j < 6}, es decir, con un 2-
ciclo en Sg.

James J. Sylvester llam6 una particion X = X; U ..U X, (disjunto)

de un conjunto X un syntheme si cada uno de los conjuntos X;, 1 < i < n, tiene el mismo
numero de elementos. Si tomamos

X = {conjunto de diagonales del icosaedro}

entonces, un syntheme es un conjunto de tres duadas, no hay dos que tienen una diagonal en

comun.
O o=

Hay

diferentes synthemes (3! puesto que hay 3! formas de permutar las duadas entre ellas). Un
syntheme puede estar representado por una coloraciéon de los vértices sobre la parte superior
del icosaedro usando tres colores, cada uno para exactamente dos vértices. Podemos
identificar un syntheme con un producto de 3 distintos 2-ciclos en S,. Particionamos el
conjunto de 15 duadas en 5 grupos de 3 como sigue. (Recuérdese cada syntheme es un triple
de duadas.) Primero, elegimos un syntheme, A;. Elegimos otro syntheme A,, de modo que 4;,
A, no tienen duada en comun. Continuando por este camino hasta que elijamos 5 synthemes
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A4, ..., As, dos de los cuales no tienen una duada en comun. Tal eleccién de 5 synthemes es
llamada una pentada. Hay 6 pentadas que etiquetamos P, ..., Pg en cualquier forma que
deseemos. (Una lista de las 6 pentadas se da en [R], capitulo 7.) Cualquier permutacion de las
6 diagonales del icosaedro da lugar a una permutacion del conjunto de 6 pentadas. De ahi que
cualquier permutacién de las 6 diagonales del icosaedro, que puede ser considerada como un
elemento de Sg, da lugar a una permutacion del conjunto de 6 pentadas, que también pueden
ser considerados como un elemento de Sg. Esto da un mapeo

f: S¢—Se

Figura 5.9: Una duada

Cada elemento del grupo de rotaciones de un icosaedro (es decir, el grupo de simetrias que
preservan orientacién simetrias del icosaedro) debe enviar una duada a una duada. Cada
duada tiene 4-veces la simetria, es decir, pueden ser enviados a si mismo en 4 formas. Hay 15
duadas, por lo que hay 4 - 15 = 60 maneras de enviar una duada a otra. Este es precisamente
el nimero de simetrias que preservan orientacion del icosaedro.

Figura 5.10: Un icosaedro.

Tenga en cuenta que los pares (0, 3) y (4, 8) forman una duada.
Algunas de estas ideas se tratardn mas adelante en 6.3.2 Véase también [R].
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Capitulo 6

El grupo cubo ilegal

Una forma de estudiar los grupos es considerar una analogia con las moléculas en quimica.
Queremos saber “como se ven”, para saber cémo describirlos, como compararlos, como hacer
mas con ellos, para saber si caen en familias con propiedades similares, y asi sucesivamente.
Dadas dos moléculas, un quimico quiere saber cémo compararlas, para entender sus
similitudes y diferencias. Por ejemplo Figura 6.1.

Figura 6.1 El metano

Dados dos grupos G4, G, una pregunta analoga es ;Qué tan similares son? (Exactamente lo
que se entiende por ‘similares’ se explicard mas adelante.) En este capitulo, vamos a
introducir nociones y técnicas utiles para la comparaciéon de dos grupos. En un capitulo
posterior, nos centraremos en el grupo Cubo de Rubik 3 X 3 comparandolo con grupos que
‘entendemos mejor’, como los grupos ciclicos y los grupos simétricos que ya hemos estudiado.
En este capitulo, nos vamos a centrar en la comprensiéon de un grupo algo més simple, pero
estrechamente relacionado, el grupo de todos los movimientos ‘legales’ e ‘ilegales’ del Cubo de
Rubik.

En un movimiento ‘ilegal’ podemos desarmar y volver a armar el cubo, pero ya no se puede
desprender e intercambiar pegatinas de las caritas. Sorprendentemente, el grupo ilegal Cubo
de Rubik es mas sencillo de entender que el grupo Cubo de Rubik en si, aunque es mucho mas
grande. Para ‘la construccion explicita’ del grupo Cubo de Rubik, necesitamos saber cémo
construir

e (Grupos cociente,
e Productos directos,
e Productos semi-directos.

Estos se estudian en este capitulo. Una vez que el grupo Cubo de Rubik se construye, es un
asunto relativamente facil de encontrar su orden, entre otras cosas.

6.1 Homomorfismos

Para comparar dos grupos, es frecuente hablar primero de las funciones entre ellos. Si
f :+ Gy = G, es una funcién de un grupo G; a un grupo G,, entonces, como podemos imaginar,
si f 'y G4 fueron bien entendidos, entonces alguna informacién sobre G, probablemente podria
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ser obtenida. Es el propédsito de este capitulo averiguar hasta qué punto esto puede ser
precisado.

Un homomorfismo entre dos grupos es, en términos generales, una funcién entre ellos, que
preserva las operaciones (respectivas) del grupo. Estos tipos especiales de funciones son las
de mayor utilidad para nuestros propdsitos.

Definicién 6.1.1. Sean G, G, grupos, donde *; denota la operaciéon del grupo enG;y *,la
operacion del grupo en G,. Una funcién f : G; = G, es un homomorfismo si y sélo si, para
todo a, b € G4, tenemos

flaxyb) = f(a) *, f(b).

Cuando no cause confusion, designaremos la operacién binaria en un grupo simplemente por -
en lugar de *.

Ejemplo 6.1.1. Sea G un grupo y h un elemento fijo de G. Definimos f : G = G por
fl9)=h7t-g-h, ge€G
Entonces el calculo
f@ab)y=h1t-(ab)-h=h"t-a-h-h™t-b-h=f(a)-f(b)

muestra que f es un homomorfismo. En este caso, im(f) = G, es decir, f es sobreyectiva.

0 1 0 1 0 0
A=<1 0 O), B=(0 0 1>.
0 0 1 01 0

Ahora, Sea G = (4, B), denota el grupo de todas las matrices que pueden ser escritas como
cualquier producto arbitrario de estas dos matrices (en cualquier orden y con el mayor
numero de términos como deseemos). Mostrar que tenemos

1 0 0 1 00 01 0 01 0 0 0 1 0 0 1
G={3=10 1 0,0 0 1),({1 O 0),0 0 1),{1r o 0J),{0 1 O
0 0 1 01 0 0 0 1 1 0 0 01 0 1 0 0

(Podemos comprobar esto en relacién con cada una de esas matrices de permutacion.)
Definimos f : G = S3 por

Problema 6.1.1. Sea

g f(9)

I3 1

A S1

B S92
A*B 51°S9
BeA S2*S51

AeBe*A | 51*59°5;
Tabla 6.1

Demostrar que esto es un homomorfismo.
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Ejemplo 6.1.2. La funcién sign : S, —» {+1},

que asigna a cada permutacion su signo, es un homomorfismo. Esto qued6 demostrado en 1.1
Sin embargo, otra razon por la cual esto es verdad es porque el signo de una permutaciéon g
es el determinante de la matriz permutacién asociada P(g). Dado que el determinante del
producto es el producto de los determinantes, tenemos

sign(gh) = det P(gh) = det(P(g)P(h)) = det P(g) det P(h) = sign(g)sign(h),
para todos g, h € S,,. De esto se deduce que el sign es un homomorfismo.
Lema 6.1.1.Si f : G; = G, es un homomorfismo entonces

(a) f(e;) = ey, donde e; denota el elemento identidad de G; y e, denota el elemento
identidad de G,

(b) f(x~1) = f(x)~?!, para todo x perteneciente a G,

(© fOy txyx%,y)=f() 1%, f(x)*, f(y), para todo x,y pertenecientes a G,

donde *; denota la operacion del grupo en G; y *, la operacién del grupo en G,.
Prueba:

(a) Tenemos que f(x) = f(x *1 e;) = f(x) *, f(eq), para cualquier x € G;. Multiplicando
ambos lados de esta ecuacién a la izquierda por f(x)™ 2.

(b) Tenemos, por la parte (a), e, = f(e;) = f(x *; x™1) = f(x) *, f(x~1). Multiplicando
ambos lados de esta ecuacién a la izquierda por f(x) 1.

Problema 6.1.2. Mostrar la parte (c). (Sugerencia: usar la definicion y la parte (b).)

Definicién 6.1.2. Sean G, G, grupos finitos. Decimos que G; es inyectivo en G, si existe un
homomorfismo inyectivo f: G; = G,. Un homomorfismo f : G; = G, es un isomorfismo si
es una biyeccion (como una funcién entre conjuntos). En este caso, llamamos a G;y G,
isomorfos y escribimos G; = G,. Un isomorfismo de un grupo G en si mismo se llama un
automorfismo.

El concepto de un isomorfismo fue introducido por C. Jordan. Ademas de la teoria de grupos,
Jordan es famoso en los circulos matematicos por demostrar rigurosamente uno de los mas
obvios resultados, pero dificil de probar rigurosamente: cualquier curva cerrada simple divide
el plano en dos regiones. (Aqui, una curva simple en el plano es un camino continuo que no es
la unién disjunta de dos o mas caminos. Una curva cerrada es un camino continuo que
comienza y termina en el mismo punto).

Un isomorfismo es la nociéon que utilizaremos cuando queremos decir dos grupos son
‘esencialmente el mismo grupo’, es decir, uno es basicamente una copia al carbén del otro con
los elementos re-etiquetados y la operacion binaria modificada. Por ejemplo, si tenemos
cualesquiera dos grupos de orden 2 entonces deben ser isomorfos. (Se puede verificar que el
mapeo que envia la identidad de un grupo a la identidad del otro y el Gnico elemento no
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identidad de un grupo al Unico elemento no-identidad del otro debe ser un isomorfismo de
grupo). En otras palabras, s6lo hay un grupo de orden 2, salvo isomorfismo.

Sea O(n) el nimero de grupos no isomorfos de ordenn, por lo que O es una funcion
0 : N — N. Esta es una funcién de comportamiento curioso, saltando los enteros que tienen
gran cantidad de factores primos, tales como 16, 24,32,48, ... .

Es facil mostrar lo siguiente:

(a) Sim = 1, entonces G = {ez”“‘/m|0 <ks<m- 1}, con la operacion de grupo dada por
la multiplicacién ordinaria de nimeros complejos, es isomorfo al grupo aditivo Z/mZ.

(b) Sim > 1, n> 1 no tiene divisores primos en comun es decir, si m, n son primos entre
si, entonces C,, X C;, = Cpypy -

(Sugerencia: (a) Seaa € C,, un generador. El mapeo f = f, , : C;, & Z/mZ que satisface
f(a) = 1 se extiende a un tinico homomorfismo entre estos grupos. Demostrar que esto es un
isomorfismo. (b) Primero, demostrar que g(x + mnZ) = (x + mZ,x + nZ), para todox € Z
define un homomorfismo Z/mnZ — Z/mZ X Z/nZ. A continuacién, suponiendo que m,n son
primos entre si, mostrar que esta funcién g es inyectiva. Concluir, puesto que el dominio y el
rango de g ambos tienen la misma cardinalidad, tal que g es también una funcién
sobreyectiva. Por ultimo, utilizando la parte (a) mostrar que C,,, X Cp, = Cippr -)

6.2 Acciones en un grupo
Necesitamos estudiar las acciones, cuya discusion se inicié en el capitulo 3, en mas detalle.
Lema 6.2.1. Sea G un grupo y X un conjunto finito. Si G actiia sobre X (sobre la izquierda,

respectivamente, sobre la derecha), entonces hay un homomorfismo G = Sy dado por
g = ¢4. Reciprocamente, si¢ : G — Sy es un homomorfismo entonces ¢(g) : X — X define

una accién (a la izquierda, respectivamente, a la derecha) de G en X.
Esto es una consecuencia inmediata de la definicién de una accién.

Ejemplo 6.2.1. Sea G el grupo Cubo de Rubik generado por los movimientos basicos
R,L,U,D,F,B.Para cada movimiento g € G, sea

e p(g) eslapermutacion correspondiente del conjunto de vértices V del cubo, y
e 0(g) sealapermutacion correspondiente del conjunto de aristas E del cubo.

Entonces es posible mostrar que

(@) p: G — Sy esun homomorfismo,
(b) o0 : G = Sg es un homomorfismo.

Para comprobar esto, el primer teorema fundamental de la teoria del cubo en 6.6.1 es qtil.

Sea G acttia sobre un conjunto X, denotado por ¢(g) : X - X para g € G. Esta accién también
da lugar a una accién enX X X : ¢, 45: X XX > X X X para g € G, dondeg, 4(x1,x,) =
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((;bg(xl), ¢g(x2)), para cada (x;,x,) € X X X. Cuando G actiia transitivamente sobre X (ver

Definicién 3.9.3 anterior), es bastante notable.

A veces, G incluso opera transitivamente sobre X X X — A (A= {(x,x) | x € X} la ‘diagonal’),
una circunstancia mucho mas especial (en este caso, la accién es llamada doblemente
transitiva). La siguiente definicion generaliza esta idea.

Definicién 6.2.1. Sea un grupo G actiia sobre un conjunto X. Llamamos a la accién k-tupla
transitiva si para cada par de orden k -tuplas (xq, X2, ..., Xx ), (¥1, V2, ..., ¥ ) de distintos
elementos que pertenecen a X (puesto que x; #x;y y; #y;), hay un g € G tal que

Vi = ¢g(x;),paracadaiconl <i < k.
Si k = 2, entonces ‘2-tupla transitiva’ es lo mismo que ‘doblemente transitiva’.

Teorema 6.2.1. Sik > 5y G es un grupo de permutacién actuando k-transitivamente en un
conjunto finito X (por lo que G es un subgrupo de Sy), entonces G es isomorfo a S,, 0 a A,
paraalginm > koalginn >k + 2 .

Reciprocamente, S, actia n -transitivamente sobre {1,2,..,n} y A, actia (n—2) -
transitivamente sobre {1, 2, ..., n}.

Esto se demuestra en [DiMo], Teorema 7.6A.

Observacién 6.2.1. Debemos, junto con nuestra determinacién teérica del grupo Cubo de
Rubik demostrado mas tarde, ser capaces de deducir del Teorema 6.2.1 el siguiente resultado.

Corolario 6.2.1.

(a) Supongamos que cy, ..., Cg Son cualesquiera 6 distintos subcubos esquina del Cubo de
Rubik. Sean c'y, ...,c'¢ cualesquiera otros 6 distintos subcubos esquina. Hay un
elemento del grupo G Cubo de Rubik que fija todos los subcubos arista y envia c; a
c¢';, para todoi = 1,...,6. En términos generales, podemos expresar esto diciendo G
actlia 6-transitivamente sobre las esquinas, fijando las aristas.

(b) Supongamos que cy, ..., cg son cualesquiera 8 distintos subcubos esquina del Cubo de
Rubik. Sean ¢y, ..., c'g cualesquiera otros 8 distintos subcubos esquina. Hay un
elemento del grupo G Cubo de Rubik que enviac; ac';, para todoi=1,...,8 (y no
puede fijar todos los subcubos arista). En términos generales, podemos expresar esto
diciendo G actda 8-transitivamente sobre las esquinas (permitiendo que las aristas se
muevan).

(¢) G actua 10-transitivamente sobre las aristas, fijando las esquinas.
(d) G actia 12-transitivamente sobre las aristas pero pueden permutar las esquinas.
6.3 Cuando dos grupos son realmente el mismo

Esta seccidn trata sobre isomorfismos de grupo.

Ejemplo 6.3.1. Sea H el subgrupo del grupo Cubo de Rubik generado por el movimiento basico
R : H = (R). Entonces H = C, (donde C, denota el grupo ciclico de orden 4).
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Ejemplo 6.3.2. Recordemos que a cada permutacion g del conjunto {1,2,...,n} podemos
asociarle una matriz permutacion P(g) de tal manera que

X1 Xg(1)

X Xg(2)
P 7=

Xn Xg(n)

(Aqui la imagen de i bajo la permutacion g se denota g(i), aunque en realidad i se conecta en
g desde la izquierda.) Sea P, el conjunto de todas las matrices n X n de permutacion. Este es
un grupo bajo la multiplicacién de matrices. La funcion

P:S,—-PB,
g - P(9)

es un isomorfismo. Esta es una biyeccién y un homomorfismo, por la discusién dada
anteriormente en el capitulo 1 sobre permutaciones (ver Lema 1.2.2 y el Teorema 1.2.1).

Ejemplo 6.3.3. En este ejemplo, consideramos que los grupos de simetria completa (en
0(3,R) de varios soélidos y figuras planas, las simetrias que se consideren como

transformaciones 3-dimensionales.

A partir de [NST], Tabla 15.7, tenemos la siguiente tabla de isomorfismos:

Nombre Notaciéon Isomorfoa
grupo de simetria del tetraedro T Sy
grupo de rotacion del tetraedro ST Ay
grupo de simetria del octaedro 0 Sy X Cy
grupo de rotacién del octaedro SO S,
grupo de simetria del icosaedro 1 As X C,
grupo de rotacién del icosaedro SI Ac

grupo de simetriadeln — agonregular Dy, n impar
D, X C,, npar
grupo de rotacion deln — agonregular D,
Tabla 6.2

Ejemplo 6.3.4. Este ejemplo se puede encontrar en [B1].
Sea Q el grupo de cuaterniones,

Q = {1: _1; il _ilj) _j! kl _k}l

donde i? = j?2 = k? = —1,ij = k, jk = i, ki = j, como en 3.1. Entonces Q es isomorfo al grupo
Q* = (a,b) c G, donde G es el grupo Cubo de Rubik y

a=F%-Mp-Ut-Mg'-U1-Mz-U-Mg*-U-F?
b=F-U?-Ft.y~t.[7*.p7*-y2-B-U-L,
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a través del mapeo f : Q* — Q definido por ¢p(a) =i, ¢(b) = k.
Una prueba de esta afirmacidn se discutira en un capitulo posterior.

Lema 6.3.1. Como anteriormente, sea (G, *) un grupo y h un elemento fijo de G.
Definimos ¢, : G — G por

cn(@)=h-g-h"', gEG
Este es un automorfismo.

Prueba: Para comprobar esto, debemos demostrar que f = ¢, es un homomorfismo inyectivo
y sobreyectivo (quitamos el subindice para simplificar la notacion).

Primero, demostremos que f es inyectiva. Supongamos que f(g;) = f(g2). Entonces
flgi-9:) =1,porloqueh-g;-g;'-h~! = 1. Multiplicamos ambos lados de esta ecuacién
ala derecha por hy a la izquierda por h~1. Obtenemos g; - g; ! = 1. Esto implica g; = g5, por
lo que f es inyectiva.

Ahora mostraremos que f es sobreyectiva. Sea x un elemento arbitrario pero fijo de G.

Seay = h™!-x - h. Entonces

fO)=f("-x-R)=h-h7"-x-h-h"'=x

Por lo tanto, f es sobreyectiva.
Se verifico previamente que f es un homomorfismo.

Definicion 6.3.1. Un automorfismo como en el Lema 6.3.1 es llamado interior. Un
automorfismo de G que no es de esta forma, para algin h € G, es llamado exterior.

Los conceptos de automorfismos interior y exterior fueron introducidos por Otto Holder
(1859-1937). Holder también clasifico todos los grupos finitos simples, hasta el isomorfismo,
de orden < 200. (La definicién de ‘simple’ se da en la Definicién 6.5.1 a continuacién.) La
clasificaciéon de todos los grupos finitos simples s6lo recientemente ha sido terminada y se
dice que requieren mas de 3000 paginas para los detalles.

Notacién: El conjunto de todos los automorfismos de un grupo G se denota Aut(G).
El subconjunto de automorfismos interiores se denota

Inn(G) :={f € Aut(G) | f = cp,algun h € G},
en la notacion del Lema 6.3.1.

6.3.1 Conjugaciénen S,

En la primera parte de la década de 1900, un brillante matematico hindd, Srinivasa
Ramanujan (1887-1920), yacia en el hospital en Inglaterra muy enfermo. El Gran matematico
britanico, G. H. Hardy (1877-1947), lo visit6 y le comentd que él tom6 el nimero de un taxi
1729, un ‘nimero aburrido’. ‘Por el contrario, Ramanujan argumentoé, ‘es un nimero muy
interesante, siendo el menor entero que es la suma de dos cubos en dos maneras diferentes.’
Uno de los mds interesantes y originales matematicos de todos los tiempos, Ramanujan
trabajé (a menudo en colaboracién con Hardy) en las funciones elipticas, fracciones continuas
y series infinitas [MT]. El sabia un asombroso nimero de curiosidades sobre niimeros enteros,
como el presente.

;Qué tiene que ver Ramanujan con la conjugacién?
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Nos encontraremos con un criterio simple para determinar cuando dos permutaciones (en
Sn) son conjugadas (en Sy).

Lema 6.3.2. Supongamos que f : S, = S,, es un automorfismo interior. Si g € S, es un
producto disjunto de ciclos de longitud k;, ..., k,- entonces f(g) es un producto disjunto de
ciclos de longitud kg, ..., k,.

En otras palabras, un automorfismo interior (es decir, conjugaciéon) ‘debe preservar la
estructura de ciclo’.

Demostracién: Puesto que f es interior, sea la conjugacion por algin elemento h € S, por
decir f(g) = h™lgh, para todog € S,. Sea (i)g € {1, ...,n}la imagen dei € {1, ..., n} bajo
g € S,. El lema es una consecuencia del siguiente calculo simple: si (i)g = j entonces, para
todoicon1 <i < n,tenemos

(h)(R"gh) = (Dh. (6.1)

En otras palabras, si g enviai — j entonces h™'gh envia (i)h = (j)h. Resulta que gy h™ gh
tienen la estructura de ciclo.

Teorema 6.3.1. Dos elementos g, g’ € S,, son conjugados si y s6lo si tienen la misma estructura
de ciclo.

Demostracién: El lema demuestra la direccion ‘sélo si’ de esta equivalencia. Supongamos que
9,9 € S, tienen la misma estructura de ciclo. Escribamos sus descomposiciones de ciclo
disjuntas utilizando el orden lexicografico (orden de diccionario) impuesto sobre las
longitudes de los ciclos que ocurren en la descomposicién: decimos

g = (ill sy inl)(ill sy inz) (il' sy ink):
g =0 )", i n2) o (' e T k),

dondel<n; < ..<mp<nyn=n;+ ..+n,. Elegir unh€S,tal queh: i; i, para
todo j con 1 < j < n.Entonces g’ = h™1gh, por (6.1).

Una particién de n es un r-tupla, (ny, ..., n,-) de enteros positivostalque 1 <n; < .. <n, <n
yn =n4 + ..+ n,. Delos resultados anteriores, se sigue que cada clase de conjugacion de S,
corresponde a una y solo una particion de n. En particular, el nimero de clases de conjugacion
de S, es igual al nimero p(n) de particiones distintas de n. Una férmula asintética para este
ndmero fue encontrado por Srinivasa Ramanujan. Su férmula es demasiado complicada para
este trabajo, pero un caso especial de esta bella férmula es la siguiente:

lim logp(n) o[
n—-oo \/ﬁ - 3’
6.3.2 ... Y una guarnicién de automorfismos, por favor

A pesar de que no lo necesitamos aqui, el siguiente hecho es interesante, ya que ilustra que el
grupo simétrico Sg desempefia un rol Unico en la familia de todos los grupos simétricos.
Teorema 6.3.2. Si n # 2,6 entonces el homomorfismo ¢ : S, - Aut(S,) definido por
$(g) = c4 (donde c es como en el Lema 6.3.1 anterior) es un isomorfismo:
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S, = Aut(S,).

Sin = 6, entonces |[Aut(Sg)| = 2 - [S¢l.
El ejemplo siguiente continda la discusion de 5.6.

Ejemplo 6.3.5. Cualquier permutacion de las 6 diagonales del icosaedro, que puede ser
considerado como un elemento de S¢ , da lugar a una permutacién del conjunto de 6 pentadas,
que también puede ser considerada como un elemento de S . Esto da un mapeo

f: Se¢ = Se

que es de hecho un homomorfismo. Este homomorfismo es inyectivo por lo que en realidad es
un automorfismo.

Sin embargo, un 2-ciclo en el conjunto de 6 diagonales (es decir, intercambiando exactamente
2 diagonales) no induce un 2-ciclo en el conjunto de estas 6 pentadas. De hecho, un 2-ciclo
en el conjunto de diagonales da lugar a un producto de tres 2-ciclos disjuntos en el conjunto
de estas 6 pentadas. Por lo tanto, por el teorema anterior (que dice que un automorfismo
interior debe preservar la estructura de ciclo), este automorfismo f no puede ser un
automorfismo interior.

6.4 Kernels son normales, algunos subgrupos no

Sea f : G; = G, un homomorfismo entre dos grupos. Sea ker(f) = {g € G, | f(g) = e,},
donde e, es el elemento identidad de G,. Este conjunto es llamado el kernel de f.

Lema 6.4.1. ker(f) es un subgrupo de G;.

Ejemplo 6.4.1. Sea sgn : S,, » {£1} el homomorfismo que se asocia con una permutacién ya
sea 1, si es par, 0 —1, si es impar. Entonces A,, = ker(sgn) c S, .

Las siguientes propiedades del kernel son utiles.
Lema 6.4.2.Sea f : G; = G, un homomorfismo entre dos grupos.
(a) El homomorfismo f es inyectivo siy sélo si ker(f) = {e;}.
(b) Si g pertenece al kernel y x es cualquier elemento de G, entonces x~

debe pertenecer al kernel.
Prueba:

1. g - x también

(a) Que f es inyectiva si y sdlo si f(g,) = f(g,) implica g; = g, (91,92 € G1). Notemos
que f(g1) = f(g,) es verdad si y sélo sif(g;-g3t) = e,. Siker(f) = {e;} entonces
f(g1-95") = e, implica g; - g5 = e, lo que implica que g; = g5, lo que implica que
f es inyectiva.

Por lo tanto, si ker(f) = {e,} entonces f es inyectiva. Reciprocamente, si f es
inyectiva entonces f(x) = f(e;) =e, implica x =e; ( x €G; ). Esto implica

ker(f) = {e1}.

101



(b) Multiplicar ambos lados de e, = f(g) a la izquierda por f(x)~ 'y a la derecha por
f(x). Obtenemos
e2=f)" e fCL=fOD flg) f)=flx""g-x),

como se deseaba.

Definicién 6.4.1. Sea H un subgrupo de G. Decimos que H es un subgrupo normal si, para cada
g€G, g 1 H-g=H (es decir,paracadag € Gycadah € H, g~1-h- g pertenece a H).

Notacion: A veces denotamos ‘H es un subgrupo normal de G’ por H < G
6.4.1 Ejemplos de subgrupos no-normales

Hemos visto anteriormente que los ejemplos de subgrupos normales son faciles de construir.
Por ejemplo, el kernel de cualquier homomorfismo f : G - H es un subgrupo normal de G.
Por ejemplo, el kernel del homomorfismo sgn es normal: 4,, < S,, (véase el Ejemplo 6.4.1).
Mas generalmente, si G es cualquier grupo entonces el subgrupo conmutador, G', es un
subgrupo normal de G. (El subgrupo conmutador de S,, es 4,,.)

;Qué pasa con los subgrupos no normales? Ejemplos de subgrupos que no son normales, son
faciles de conseguir.

Ejemplo 6.4.2.

(a) Sin > 5y H es cualquier subgrupo propio no trivial de A, (por ejemplo, cualquier
subgrupo ciclico no-trivial), entonces H no es normal en 4,, (véase el Teorema 6.4.1
mas adelante).

(b) Todo subgrupo de Si de orden 2 es no normal.

Esto nos dice los siguientes hechos.

1. Cualquier subgrupo de S5 distinto de si mismo, Asy el grupo trivial, no es normal.
2. Cualquier subgrupo de Ds distinto de si mismo, C5 = ((1,2,3,4,5)), y el grupo trivial,
no es normal.

Lema 6.4.3. Sif : Gy = G, es un homomorfismo entre dos grupos entonces ker(f) es un
subgrupo normal de G;.

6.4.2 El grupo alternante

El siguiente resultado notable sobre el grupo alternante no serd necesario para comprender la
estructura del Cubo de Rubik. Sin embargo, el teorema siguiente es interesante por su relacion
con el hecho de (debido a Ruffini y Abel), que no podemos resolver el polinomio general de
grado 5 o mayor usando radicales, es decir, que no existe el andlogo a la férmula cuadratica
para polinomios de grado 5 o mayor. Al explicar esta conexién, por desgracia, nos llevaria
demasiado lejos de nuestro tema principal.

Teorema 6.4.1. SiX tiene 5 elementos o mas, entonces Ay no tiene subgrupos normales

propios no triviales. En otras palabras, si H < Ay es un subgrupo normal, entonces H = {1} o
bien H = Ay.
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Esto no serd demostrado aqui. (Para una demostracion, véase, por ejemplo, [R] o [Ar], capitulo
14.)

Sin embargo, el siguiente hecho acerca del grupo alternante serd necesario mas adelante en
nuestra determinacién de la estructura del grupo Cubo de Rubik. Este hecho también se
planted en relaciéon con nuestra discusion de las ‘posiciones legales’ del Puzzle 15 en el
capitulo 2 (véase 2.1).

Proposicion 6.4.1. Sea H el subgrupo de S,, generado por todos los 3-ciclos en S,, entonces
H=A,.

Demostracién: Puesto que sgn : S, = {+1} es un homomorfismo, y dado que cualquier 3-
ciclo es par, cualquier producto de 3-ciclos también debe ser par. Por lo tanto, H c A4,,. Si
g € A, entonces g debe intercambiar un nimero par de las desigualdades 1 <2 < ... <n —
1 < n, por la Definicién 1.1.1. Por lo tanto (ya que cualquier permutacion puede escribirse
como un producto de 2 ciclos, Teorema 1.4.1), g debe componerse de permutaciones de la
forma (i,j)(k,1) o (i,j)(J, k). Pero (i,j))(k, ) =(,j, k)G k Dy (,j)G k)=C(,j,k). Por lo
tanto, g € H. Esto implica 4,, ¢ H, porloque A4, = H.

El siguiente resultado es muy util para los fines del analisis de puzzles de permutacion.

Lema 6.4.4. ([W]) Sea X un conjunto finito, |X| > 3y fijar u, v, como elementos en X. Entonces
los 3 ciclos (u, v, x), cuando x corre sobre todos los elementos de X — {u, v}, generan Ay.

Este lema da una afirmacién atin mas fuerte que la afirmacién anterior. Ahora, en lugar de que
sea un unico elemento fijo, hay dos elementos fijos y el grupo alternante se sigue generando.

6.5 Grupos cociente

Uno de los hechos mas utiles acerca de los subgrupos normales es el siguiente resultado/
definicion.

Lema 6.5.1. Si H es un subgrupo normal de G, entonces el espacio de clases laterales G/H con
la operacion binaria,
aH -bH = (ab)H, (aH)™'=a"'H,

para todo a, b pertenecientes a G, es un grupo. El elemento identidad de este grupo es la clase
lateral trivial H.

Este grupo G/H es llamado el grupo cociente de G por H y es a veces pronunciado ‘G mod H’.
Los textos més antiguos pueden utilizar la terminologia ‘grupo factor’ en lugar de. Esta nocién,
para un grupo abstracto, se introdujo por primera vez por Otto Hdlder. En un principio
comenzé prepardndose para llegar a ser un ingeniero. Holder hizo importantes
contribuciones no sélo a la teoria de grupos, sino también a las series de Fourier.

Recordar de 6.4.1 que el subgrupo conmutador es normal. Un ejemplo de un grupo cociente
que surge de forma natural es llamado la Abelianizacién de G: el grupo cociente G4, = G/G’,

donde G’ = [G, G] denota el subgrupo conmutador.

Ejemplo 6.5.1. Si f : G; —» G, es un homomorfismo entre dos grupos, entonces G;/ker(f) es
un grupo cociente.
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A continuacién introducimos una primera idea importante enfatizada primero por E. Galois.
Aunque Galois asistiéo a la escuela secundaria, tuvo problemas para entrar en el sistema
universitario francés. Lamentablemente, en el momento en que entr6 al Ecole Normale
Supérieure en Noviembre de 1829, él también comenz6 a quedar atrapado en las actividades
de la Revolucion Francesa de 1830 que derrocé a Carlos X. Sus actividades politicas dieron
lugar a su expulsion de la escuela en Diciembre de 1830. Aunque al parecer habia sido un
adolescente rebelde, esto solo le frustraba ain més. El murié en una pelea con otro Francés.

El primer trabajo de Galois fue empezar a iluminar los bloques basicos de construccién de la
coleccion de grupos finitos (es decir, el analogo de la idea de que los atomos son los bloques
basicos de construccién de moléculas). Galois introdujo las ideas de los grupos solubles y
subgrupos normales, en el contexto de los grupos de permutacién. En términos generales, se
puede decir que la construccion de los bloques basicos de grupos finitos son aquellos grupos
que no tienen subgrupos normales propios no triviales. Intuitivamente, esto es porque un
grupo cociente no trivial (por un subgrupo normal) estd estrechamente relacionado con el
grupo original pero mucho menor en tamafio (y por tanto tal vez sujeto a andlisis por un
argumento inductivo de algun tipo). Los bloques basicos de construccidn son llamados grupos
‘simples’.

Definicién 6.5.1. Un grupo simple es un grupo sin subgrupos normales propios ademas del
subgrupo trivial {1}.

Ejemplo 6.5.2. Si p es un primo entonces C, (el grupo ciclico de p elementos)
es simple. De hecho, si G es cualquier grupo que es tanto abeliano y simple entonces hay un
primo p tal que G = C,. Si n>4 entonces A, es simple (como se ha establecido
anteriormente en el Teorema 6.4.1). Estos hechos son demostrados en [R].

Los grupos simples no son muy abundantes. De hecho, el primer grupo simple no-abeliano es
de orden 60 (que es 4s).
El siguiente resultado basico describe el grupo cociente G, /ker(f).

Teorema 6.5.1. (Primer teorema de isomorfismos) Si f : G; = G, es un homomorfismo entre
dos grupos, entonces G, /ker(f)es isomorfo a f(G,).

Prueba: ker(f) es un subgrupo normal de G;, por lo que G;/ker(f)es un grupo. Debemos
demostrar que este grupo es isomorfo al grupo f(G;). Definimos ¢ : G;/ker(f) — f(G,) por
¢(g - ker(f)) = f(g), para g € G;. Debemos demostrar

() ¢ esta bien definida,

(b) ¢ es un homomorfismo,

(¢) ¢ es una biyeccion.

Sig-ker(f) =g ker(f), entonces g~1g’ € ker(f), ya que ker(f) es un grupo. Esto implica
que f(g~1g") € f(ker(f)) = {1}, porlo que f(g) = f(g'). Esto implica ¢ est4 bien definida.
Dado que ker(f)es normal, (g - ker(f))(g'-ker(f)) = gg'(g'™* - ker(f)g)ker(f) = gg'-

ker(£). Por lo tanto ¢ ((g - ker (1)) (g’ - ker (1)) = ¢(gg' - ker (1)) = f (9" = f(9)f (g) =

d(g - ker(f))¢(g' - ker(f)), paratodo g, g’ € G. Esto implica que ¢ es un homomorfismo.
Es claro que ¢ es sobreyectiva. Para demostrar que ¢ es una biyeccion, basta probar que ¢ es
inyectiva. Supongamos que q’)(g . ker(f)) = ¢(g' . ker(f)), para algunos g, g’ € G. Entonces
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f(g) =f(g"), por lo que f(g~tg’) =1. Por definicion del kernel, esto implica que
g~ 1g' € ker(f), porlo que g - ker(f) = g' - ker(f). Esto implica que ¢ es inyectiva.

Los otros teoremas de isomorfismo no seran necesarios pero los establecemos para ayudar a
ilustrar la utilidad de la nocién de normalidad.

Teorema 6.5.2. (Segundo Teorema de isomorfismos) Si H, N son subgrupos de un grupo G y si
N es normal, entonces

(@) HN N esnormal en H,
(b) existe un isomorfismo
H/(HNN) = NH/N.

Teorema 6.5.3. (Tercer Teorema de isomorfismos) Si N;, N, son subgrupos de un grupo G, si
N; c N,,ysiN; y N, son normales entonces

(a) N,/N; esnormal en G/Ny,
(b) existe un isomorfismo
(G/N1)/(N3/Ny) = G/N,.

No vamos a probar estos resultados aqui, ver [G] o [R]. Estos se deben a Emmy Noether
(1882-1935), una de las primeras mujeres en obtener un doctorado en matematicas en
Alemania. A pesar de su gran talento, el hecho de que fuera judia y mujer hizo su progreso en
matematicas dificil. D. Hilbert y F. Klein, dos de los matematicos mas importantes del mundo
en ese momento, la apoyaron y ella llevd a cabo la investigaciéon y la docencia en la
Universidad de Gottingen hasta que los nazis llegaron al poder en la década de 1930. Ella se
fue para el Bryn Mawr College en los E.U pero murié unos afios mas tarde. Ella hizo muchas
contribuciones muy importantes al dlgebra moderna.

6.6 Incursionando en productos directos

Dados dos enteros n, y n,, siempre podemos formar otro a partir ellos, usando multiplicacién,
denotado nyn,. Andlogamente, dados dos grupos H;y H,, siempre podemos formar otro
grupo a partir de ellos usando la construccion del producto cartesiano, que se denota H; X H,.

Definicién 6.6.1. Sean H;, H, dos subgrupos. Decimos que un grupo G es el producto directo de
H; con H,, se escribe G = H; X H,, si

(a) G = H; X H, (producto cartesiano, como conjuntos),
(b) la operacién de grupo en G estd dada ‘coordenada a coordenada’ (denotaremos ‘-’ por
simplicidad):
(x1, 1) - (x2,¥2) = (%1 - 2,91 " ¥2),

para xq,x, € Hy, y1,¥, € H, (donde - denota multiplicacién en Hy, Hy, y G).

Ejemplo 6.6.1. Sea G (como un conjunto) el producto cartesiano G = C, X C3, donde C,, denota
el grupo ciclico de ordenn (con adicién mod ncomo la operacién, n = 2,3). Definimos
adicion en G coordenada a coordenada (mod 2 en la primera coordenada, mod 3 en la
segunda coordenada):

(my,ny) + (Mz,ny) = (Mg + My, ny +ny),
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donde0<m; <1, 0<n; <2, parai=1,2,j=1,2.

Ejemplo 6.6.2. El grupo simétrico O del octaedro es isomorfo a S, X C,. El grupo simétrico I
del icosaedro es isomorfo a A5 X C,. (Este no es isomorfo a S5, a pesar del hecho de que
ambos tienen el mismo nimero de elementos y que ambos contienen a A; como un subgrupo
normal.)

6.6.1 Primer teorema fundamental de la teoria del cubo

El siguiente hecho basico se utiliza implicitamente en algunos de los ejemplos que siguen.
Con frecuencia se necesita el siguiente hecho.

Teorema 6.6.1. Comenzando con un cubo resuelto, etiquetemos las siguientes caras con
un ‘+’ invisible (es decir, marcar la posicion espacial de la cara en el cubo con un ‘+’):

e (Cara U del subcubo arista uf.

e (ara U del subcubo arista ur.

e (CaraF del subcubo arista fr.

Entonces todas las caritas pueden obtenerse a partir de estos por un movimiento del
grupo slice.

Etiquetemos las caras U y D de cada subcubo esquina con un ‘+’ invisible. Estos signos ‘+’ son
llamados las marcas de referencia estandar. Cada movimiento g del Cubo de Rubik produce
una nueva colecciéon de etiquetas ‘+’, llamadas las marcas en relacién a g. Una posiciéon de
Cubo de Rubik esta determinada por el siguiente proceso de decisién:

(a) ;Como estan permutados los subcubos arista?

(b) (Cémo estan permutados los subcubos centro?

(c) ¢(Cémo estan permutados los subcubos esquina?

(d) (Cual de las marcas relativas arista estan volteadas (relativa a las marcas de
referencia estandar)?

(e) ¢Cuadl de las marcas relativas esquina son rotadas desde las marcas de referencia
estandar y, en caso afirmativo, por cuanto son rotadas (27 /3 o 4m/3 radianes en
sentido horario, relativa a las marcas de referencia estandar)?

Esto es etiquetado como un teorema, debido a su importancia relativa para nosotros, jno
debido a su dificultad! Este es el Primer Teorema Fundamental de la teoria del Cubo de Rubik.

6.6.2 Ejemplo: giros y flips del cubo
Recordamos una notacion:

X es el conjunto de las 48 caritas del Cubo de Rubik que no son caritas centrales.

VV denota el subconjunto de las caritas que pertenecen a algiin subcubo esquina.

E es el subconjunto de las caritas que pertenecen a algin subcubo arista.

Sea G el grupo Cubo de Rubik.

Sea F el grupo generado por todos los movimientos del grupo Cubo de Rubik que no
permutan cualesquiera subcubos esquina o arista pero puede girarlos o voltearlos.
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e Sean Sy, Sy, Sg, los grupos simétricos de X, V, E, respectivamente. Podemos considerar
aF, G, como subgrupos de Sy. También podemos considerar a Sy, S como subgrupos
de Sy (por ejemplo, Sy, es el subgrupo de Sy que deja todos los elementos de E fijos).

e Sea

GV=SV0G, GE=SEﬂG, FV=SVﬂF, FE=SEﬂF

Notar que la accién de G sobre X induce una relaciéon de equivalencia como sigue: decimos
que una cara f; es equivalente a una cara f, si hay un movimiento del Cubo de Rubik que envia
una cara a la otra. Hay exactamente dos clases de equivalencia, o érbitas, de G en X: a saber, IV
y E. En particular, la accién de G en IV es transitiva y la accién de G en E es transitiva. Por otro
lado, F deja a cada vértice (respectivamente, arista) fijo, aunque puede permutar la cara
esquina (respectivamente, cara arista) asociados a un vértice (respectivamente, arista).

6.6.3 Ejemplo: el grupo slice del cubo

Vale la pena estudiar un subgrupo del grupo Cubo de Rubik que es mas facil de analizar que el
grupo Cubo de Rubik en si mismo. Parte del siguiente material también se puede encontrar en
[BH], [Si].

Sea H el grupo (Mg, My, M) generado por los movimientos de los cortes medios. Este grupo
es llamado el ‘grupo slice’. Sea E el conjunto de aristas del cubo (que identificamos con el
conjunto de subcubos arista), sea C el conjunto de caras centrales del cubo, y seaX = E U C.
Note que H actua sobre X y que H no mueve los elementos de C (es decir, los vértices esquina
del cubo).

Problema 6.6.1.

(a) ¢Eslaaccion de H sobre X transitiva?
(b) ¢Esla accién de H sobre C transitiva?
(¢) ¢Eslaaccién de H sobre E transitiva?

Solucidn: La respuesta para (a) es no, por ejemplo, un subcubo arista no se puede enviar a una
cara centro. En consecuencia, hay elementos de X que no pueden ser enviados a cada uno por
un elemento de H. La respuesta para (b) es si; cualquier cara centro puede ser enviada a
cualquier otra cara centro por un elemento de H. La respuesta para (c) es no, por ejemplo, el
subcubo arista uf no puede ser enviado al subcubo arista ur por un movimiento slice, por lo
que hay un elemento de E que no se puede enviar a cualquier otro elemento de E por un
elemento de H. Esto completa la solucion.

La respuesta de ‘no’ a (c) lleva a la siguiente pregunta.

Problema 6.6.2. ;Cudles son las érbitas de H sobre E?

Solucidn: La respuesta se puede expresar de varias maneras, supongamos que llamamos a dos
subcubos arista equivalentes si uno puede ser enviado al otro por un movimiento slice (es
decir, un elemento de H). Hay 3 clases de equivalencia disjuntas: todos los subcubos del corte
medio RL (el corte entre las caras R y L) son equivalentes, todos los subcubos del corte medio
FB (el corte entre las caras F y B) son equivalentes, y todos los subcubos del corte medio UD
(el corte entre las caras U y D) son equivalentes. Las érbitas distintas de H que actiian sobre
E son las siguientes:
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e el corte medio RL (el corte entre las caras R y L), denotado por Eg;,
e el corte medio FB(el corte entre las caras F y B), denotado por Egg,
e el corte medio UD (el corte entre las caras U y D), denotado por Eyp.

Notar que E = Ex; U Epg U Eyp, €s una particion de E en las distintas clases de equivalencia
definidas por la accién de H sobre E. Esto completa la solucién.
Cada elemento de H determina un elemento en Sy. Tenemos un homomorfismo

f+H - Sx.
Esta es otra manera de decir que H actda sobre el conjunto X, que ya sabemos.
Notar que cada movimiento slice basico M (de este modo M es Mg, Mr 0 M) es, como un
elemento de Sy, de la siguiente forma:

M = (4 — ciclo en Sg)(4 — ciclo en S;)

Reciprocamente, ;un elemento de Sy determina de forma tnica un elemento de H? En otras
palabras, jes f inyectiva?

Para responder a esto, fijemos un h € H y pensemos en lo que f(h) nos dice: f(h) nos dice
que un subcubo se mueve a otro subcubo, pero no nos dice, por ejemplo, cémo un subcubo se
voltea o gira.

El primer teorema fundamental del cubo (Teorema 6.6.1.) inspira la siguiente pregunta.
Problema 6.6.3. ;Puede un elemento de H voltear (invertir los colores de un subcubo arista),
pero no permutar, un subcubo arista (y, posiblemente, permutar o voltear otros subcubos del
cubo)?

Soluciéon: La respuesta es no. La razén es que los movimientos slice s6lo pueden rotar un
subcubo arista dado dentro del segmento slice al que pertenece. Esto completa la solucién.

De ello se deduce, por tanto, que las permutaciones de los subcubos arista y centrales
determinan un tunico elemento del grupo slice. En otras palabras, hemos demostrado lo
siguiente

Proposicién 6.6.1. El homomorfismo f : H = Sy es inyectivo.

Problema 6.6.4. iEl analogo de esto para el grupo Cubo de Rubik es falso! ;Por qué?

H actiia sobre el conjunto Eg;, asi que tenemos un homomorfismo

Trr * H = Sgp,

y de manera similar, ryp : H = Sg,, 7rp * H = Sg .
H actda sobre cada uno de los conjuntos E y C, asi que tenemos homomorfismos

T=TRLXTUD XTFB:H—)SERLX SEUDX SEFBCSE' S:H_)Sc,

que podemos poner juntos para obtener un homomorfismo inyectivo
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TX5=H—>SERLX SEFBXSEUDX Sc.

Para determinar H, determinemos la imagen de H en Sg,, X Sg.. X Sg,, X Sc. Para hacer
esto, primero miraremos la imagen de H en cada uno de Sg,,, Sg.z ¥ Sgyp-
Esto es bastante facil:

e laimagen de H en Sg,, es (Mg) = C,,
e laimagen de H en Sg,, es (Mg) = C,,
* laimagen de H en S, es (My) = C,.

Mas tarde, se quiere pensar en C, como {0,1,2,3}, con adicién mod 4, y la imagen de un
elemento h € H bajo uno de los homomorfismos anteriores, rg; : H — SEpp digamos, como un
numero entero 0 < rg; (h) < 3.

A continuacidén, debemos determinar la imagen de H en S¢. Esto es facil si se mira en el camino
correcto. En cuanto a los movimientos de las caras centro se refiere, los movimientos slice
pueden ser sustituidos por sus rotaciones correspondientes de todo el cubo alrededor de un
eje de simetria. En este caso, podemos ver que la imagen de H en S es la misma que la imagen
del grupo simétrico jque preserva la orientacién del cubo! Esto lo sabemos, por la discusion en
el Ejemplo 6.3.3, anterior, es isomorfo a S,.

Juntando todo, vemos que la imagen de H en Sg,, X Sg., X Sg,, X Sc es isomorfa a un
subgrupo de C3 X S,.

Podemos representar los elementos de H, por lo tanto, como 4-tuplas (hq, hy, hs, hy), con
hqi,hy,h; € C4 y hy € S,. Puesto que cada uno de los movimientos generadores de H (a saber,
Mg, My, y Mg) satisfacen

sgn(r(h)) = sgn(s(h)),
para todo h € H, laimagen de H no puede ser todo C3 X S,.
Proposicién 6.6.2. La imagen de H en C} X S, es isomorfa al kernel del mapeo

t: C3xSy— {1}
(hq, ha, hs, hy) = sgn(hy) - sgn(hy) - sgn(hs) - sgn(hy),

donde cada sgn es el signo de la permutacion, considerado como un elemento de Sy.
Problema 6.6.5. Demuestre que |ker(t)| = (43 - 4!)/2 = 768.

Solucién: Hemos demostrado que H es isomorfo a un subgrupo de C3 X S,. De hecho, sabemos
que los movimientos slice basicos My, My, M (que generan H) todos pertenecen al kernel de
t, por lo que H es isomorfo a un subgrupo del ker(t) c C3 X S,.
Queda por demostrar que cada elemento en el ker(t)pertenece a H. Para ello, consideramos el
homomorfismo de proyecciéon

p: H—-S,

obtenido por composicién de homomorfismos r X s : H - C3 X S, construido anteriormente
con el homomorfismo de proyeccién C3 x S, — S,. Hemos demostrado que p es sobreyectiva.
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Nuestro préximo objetivo es calcular el kernel de py utilizar el primer teorema de
isomorfismos para determinar H.
Afirmacién: El kernel de p es

ker(p) ={h € H|s(h) = 1,1z, (h) + ryp(h) + rgg(h) = 0 (mod 2)}.

Noétese que ker(p) es un subgrupo de H por lo que el signo de la permutaciéon s(h) es igual al
signo de la permutacién r(h):

sgn(s(h)) = sgn(r(h)) = sgn(rRL(h)) -sgn(rUD(h)) -sgn(rFB(h)).
Esto implica que ker(p) c {h € H|s(h) = 1,1z, (h) + ryp(h) + rgg(h) = 0 (mod 2)}.
Reciprocamente, elegimos un h€H tal que s(h) =1y rg,(h)+ryp(h) +reg(h) =
0 (mod 2). Podemos representar este elemento h como una 4-tupla (nq,n,,n3,s), con
0<nyny;ny3<3ys=1€S8,.

Por ejemplo,

e elelemento M; = Mg - M1 My, - Mg es representado por la 4-tupla (1,1,0, 1),

e celelemento M, = Mg - Mp - Mg - M51 es representado por la 4-tupla (0, 1,1, 1),

e el elemento My = Mg - My, - Mgt - Myt Mg - Mpt - Mg - Mp, es representado por la 4-
tupla (0,0, 2, 1).

Estos elementos generan todos los elementos del grupo

{(a,b,c,1) | a,b,c € C4,a+ b+ c =0 (mod 2)}
Nétese que el grupo

{(a,b,c)|a,b,c € Cyya+ b+ c=0(mod2)}
es decir, a su vez, el kernel del mapeo C3 — C, dado por (a,b,c) » a+ b + ¢ = 0 (mod 2).

Por lo tanto, el elemento h elegido anteriormente debe ser expresable como una ‘palabra’ en
estos tres elementos M, M,, M. Esto demuestra que

{h e H|s(h) =1,z () + ryp(h) + 1r5(h) = 0 (mod 2)} © ker(p),

lo que implica la afirmacion.

Para resumir lo que tenemos hasta ahora: tenemos un homomorfismo sobreyectivo
p:H — S,con el kernel {h € H|s(h) = 1,1z, (h) + ryp(h) + rzg(h) = 0 (mod 2)}. El kernel
tiene |ker(p)| = 32 elementos y la imagen tiene |im(p)| = |S4| = 4! = 24 elementos. Dado
que, por el primer teorema de isomorfismos,

H/ker(p) = S,,
tenemos que |H| = 32 - 24 = 768. Pero el kernel del homomorfismot: C3 x S, - {1}, que

sabemos que contiene H como un subgrupo, también tiene 768 elementos. Esto obliga a que
h = ker(t). Esto completa la solucién.
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6.7 Una mezcla heterogénea de productos semi-directos

Para ‘construir de forma explicita’ el grupo Cubo de Rubik, necesitamos saber cdmo construir
productos semi-directos. Estudiamos productos semi-directos en esta seccion.

Un producto semi-directo es un tipo especifico de construccidn, mas general que el producto
directo, de un nuevo grupo, G, a partir de dos grupos, H; y H,, con ciertas propiedades. Es a su
vez que H,y H, seran subgrupos de G.

Si un grupo G contiene dos subgrupos H; y H,, con H; < G normal, tal que cada elemento de
G puede ser escrito de manera unica como un producto h,h,, con h; € H,; y h, € H, entonces
decimos que G es el producto semi-directo de H, y H,. En esta situacion, H, es llamado un
complemento de H;. En esta seccién, veremos otra manera de expresar un producto semi-
directo. Mas adelante, veremos que el grupo Cubo de Rubik puede ser descrito usando
productos semi-directos.

Definicién 6.7.1. Ahora supongamos que H,, H, son ambos subgrupos de un grupo G. Decimos
que G es el producto semi-directo de H; por H,, y escribimos

G=HxH,
si
e G=H " Hy
e H; y H, so6lo tienen 1, la identidad de G, en comun,
e H;esnormaleng.
Esta es la ‘version interna’ del producto semi-directo.

Por supuesto, si definimos cualquier cosa usando dos definiciones aparentemente diferentes,
jseria mejor estar seguro de que son equivalentes! Este es el Teorema 7.23 en [R], que no
demostraremos aqui.

Nétese que la regla de multiplicacién en G no tiene que ser mencionada ya que estamos
suponiendo aqui que G esta dado.

La ‘versién externa’ esta definida por una construccién como sigue:

Definicién 6.7.2. Supongamos que tenemos un homomorfismo ¢ : H, — Aut(H;)
Definimos la multiplicacion sobre el conjunto H; X H, por

(1, y1) - (X2, ¥2) = (x1 - d(y1) (x2), Y1 ¥2)-

Esto define una operacioén de grupo. Este grupo, denotado por H; X H,, es el producto semi-
directo (externo).

Estas dos ultimas definiciones son equivalentes por los Teoremas 7.22-7.23 en [R].
Como un conjunto, H; X H, es simplemente el producto cartesiano H; X H,.

Ejemplo 6.7.1. Sea R? el producto directo del grupo aditivo de los niimeros reales con sf
mismo:

R? = {(x,y) | x,y reales}

la operacion de grupo se realiza sumando componente a componente. Sea C, el grupo ciclico
multiplicativo con 2 elementos, cuyos elementos escribimos como C, = {1,s}. (Podemos
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pensar en s como igual a —1 pero hay una razén para esta notacion la cual se aclarara pronto.)
Definamos una accién de C, sobre R? por

16y) = (xy), sky)=@x), ((y)€EeR?
Sea G el conjunto G = R? x C,.
Definamos la operacién binaria -: G X G = G por
(91,21) - (92,22) = (91 + 21(92), 71 7)),
para todo g4, g, € Gy todo z;, z, € C,. Este es un grupo-el producto semi-directo de R? con
Cs.

Para ver esto, debemos responder algunas preguntas:

e ;escerrado bajo la operacion? Si
e ;existencia de la identidad? Si, e = ((O, 0), 1)

e ;existencia del inverso? Si, ((x, ), 1)_1 = ((—x, -y), 1), y ((x, y),s)_1 = ((—y, —x),s)
e ;es asociativo? Esto es lo dificil:

((91'21) . (92:22)) (93,23) = (g1 + 21(92), 71 22) * (g3, 23)
= (g1 +21(92) + (21 22) 93, (21 - 23) * Z3)
(g1, 21) ((92'22) ' (93:23)) = (91, 21) " (g2 + 22(g3), 22" 2z3)

= (91 +z1(g2) + Z1(Zz(g3))» z1° (2, 'Z3))
Esto implica la asociatividad.
Ejemplo 6.7.2. Sea
S3 ={1,51,52,51 " 52,82 * 51,51 " S2 * S1}, Hy ={1,55,51" 52" 51}, Hy = {1,s,}.
Sea ¢ : H, —» Aut(H,) definida por

¢(1) = 1 (el automorfismo identidad)
¢(s)(h) =s7" h sy =s1"h"s;

(dado que sy = s;), h € H;.

Denota el producto semi-directo (externo) de Hy, H, por G = Hy Xy Hj.

Por supuesto, hay una estrecha relacion entre productos semi-directos definidos
internamente y los definidos externamente. El siguiente lema es probado en [R], explica esta

conexion:

Lema 6.7.1. SiG es el producto semi-directo (interno) de H; por H, (por lo que H{ es un
subgrupo normal de ), entonces hay un homomorfismo

¢ : Hy > Aut(H,)
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tal que G = H; Xy (Hy).

Ejemplo 6.7.3. Sea C; el grupo ciclico de ordend, el cual podemos considerar como un
conjunto Cy = {0, 1, ...,d — 1}, con la adicién mod d. Sea N = C}, que consideramos como el
grupo de n-vectores con ‘coeficientes en C;’. Sea H = S, el grupo simétrico de gradon, es
decir, el grupo de todas las permutaciones

p:{1,2,...,n} > {1,2,..,n}

El grupo H actua sobre N permutando los indices, es decir, las coordenadas de los vectores.
Para f € S, definimos f* : C}} - C} por

f*(v) = (xf—1(1), ...,Xf—l(n)) = P(f_l)vt, v = (xl, ...,xn) S Czil, (62)
donde P(g) es la matriz permutacién asociada a una permutacién g y v' denota la
transpuesta (un vector columna) de v. Ahora, parap,q € S, y v,w € C} definamos

(p,v) - (q,w) = (pq.w + q*(v))

Esto define un producto semi-directo C} % S,,, el grupo simétrico generalizado. Una matriz
monomio es una matriz que contiene exactamente un no-cero de entrada para cada fila y
columna. (Se sabe que C} xS, es isomorfo al grupo de todos los ‘C,-valores matrices
monomios n X n’, [R], ejercicio 7.33.)

6.8 Productos corona

Haremos una inspecciéon a los hechos basicos acerca de los productos corona. Productos
Corona son generalizaciones de productos semi-directos. Ocurren de forma natural en la
teorfa del grupo Cubo de Rubik (ver [Si], por ejemplo). Seré breve porque los productos
corona que ocurren en la teoria del Cubo de Rubik puede ser, si lo desea, reformulados en
términos de productos semi-directos. De hecho, es suficiente para considerar grupos
simétricos generalizados (véase el Teorema 6.8.1 a continuacidn), que son atiin mas faciles de
tratar y ellos mismos son tipos especiales de productos semi-directos.

Sea G; un grupo, y sea G, un grupo que actia sobre un conjunto finito X,. Fijemos un
etiquetado de X, digamos X, = {h4, h,, ..., h;,}, dondem = [X,| y sea G1X2 el producto directo
de G, consigo mismo m veces, con las coordenadas etiquetadas por los elementos de X;.

Definicion 6.8.1. El producto corona de G, G, es el grupo
X2
lerGZ=Gl >462,
donde la accion de G, sobre 61X2 es a través de su accion sobre X,,.

En particular, para cadat € G; wr G, hay un g, € G,. Denotamos esta proyeccién por
g» = pr(t). Definamos la base del producto corona por

B={teG, wrG,|pr(t) =1}

porlo que B = Glxz.
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Ejemplo 6.8.1. Sea R" el producto directo del grupo aditivo de los nimeros reales consigo
mismo n veces. La operacion de grupo en R" es adicion componente a componente. Sea S,, el
grupo simétrico. Este actia sobre R™ permutando coordenadas como en (6,2). Esta accidon
respeta la adicion:

(X + Y1, e Xn F V) =177 (%, o, %) F 17 (V1, e, Vi)

(%1, s %), V1, -, Yu) € R™. (Dicho sea de paso, sino que también preserva multiplicacion
escalar:
r*(a*x¥) =a-r*v,

parav € R"ya € R. Por lo tanto, r define una transformacion lineal invertible sobre R™. De
hecho, hay un homomorfismo S,, - Aut(R"), donde Aut(R™) denota el grupo de todas las
transformaciones lineales invertibles sobre R™. ;Reconoces este homomorfismo? Ha ocurrido
anteriormente.)
Sea G el conjunto

G=R"xXS,

y definamos una operacién binaria-: G X G = G por

(U1, 01) - (U, p2) = (U + pi(D2), 01 " P2),

para todo ¥;, ¥, € R"y todo p;,p, € S,. Este es un grupo. Para ver esto, debemos responder
algunas preguntas:

e ;Es G cerrado bajo la operacidn - ? Si.

o (Existe unaidentidad? Si, e = (0,1).

e ,Existe uninverso?Si, (,p)"t = (—(p ™ D)*?,p™ 1)
e ;Es G asociativo? Esto es lo dificil:

((171;791) - (U2, p02) - (133’173)) = (¥ + p1(¥2), 01 - p2) (3, 03)
= (U1 + p1(F2) + (p1° p2)"(¥3), (p1 * P2) * P3)
(U1, p1) - ((172;1’2) : (773'173)) = (Vy,p1) - (U, + D> (¥3), P2 p3)
= (B, + pi (@) + Pi(p3(F)), 1~ (P27 P3))
Esto implica asociatividad.
Este grupo es el producto corona de R con S,;, G = Rwr S, donde R" es la base.

Lema 6.8.1.

(a) La base B, que es isomorfa al producto directo 61|X2|, es un subgrupo normal de
G, wr G,.
(b) (G, wr G,)/B es isomorfo a G,.

Esto es una consecuencia del primer teorema de isomorfismos de la teoria de grupos. La
prueba se omite. (Consulte el capitulo 8 de [NST] o [R] para mas detalles.)
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6.8.1 El grupo Cubo de Rubik ilegal

Sea H el grupo Cubo de Rubik ilegal de todos los movimientos legales e ilegales del Cubo de
Rubik 3 X 3. En otras palabras, ademas de los movimientos bdasicos usuales (a saber,
R,L,U,D,F,B), que nos permiten desarmar y volver a armar el cubo los subcubos esquina y
arista (pero no podemos quitar las pegatinas de las caras). Sea C3 el grupo de todas las
rotaciones de un subcubo esquina en particular por un dngulo de 120 grados. (En realidad,
este grupo depende de la esquina en rotacién, pero puesto que estos grupos son todos
isomorfos, podemos quitar la dependencia de la notacién.) Sea C, el grupo de todos los flips
de un subcubo arista particular. (Una vez mas, este grupo depende de la arista que esta siendo
volteada, pero puesto que estos grupos son todos isomorfos, quitamos la dependencia de la
notacién.) Vamos a demostrar mas tarde que

H = (C3 wr Sv) X (CZ wr SE)’
donde V es el conjunto de subcubos esquina y E es el conjunto de subcubos arista.
6.8.2 Elementos de orden d en C,,, wr S,
En esta seccién, vamos a aplicar nuestro conocimiento de los productos corona para
incrementar nuestra habilidad para determinar todos los elementos de orden d en el grupo
Cubo de Rubik. (El caso d = 2 serd examinado en detalle mas adelante.) En algunos casos (por
ejemplo, en los casos con los que tratamos aqui), productos corona llegan a ser relativamente
concretos y grupos familiares.
Sea S(n,m) el grupo de todas las matrices monomios n X n con entradas en C,,. Comenzamos
con el siguiente resultado, que nos permite identificar S(n,m) con el grupo simétrico

generalizado en el Ejemplo 6.7.3.

Teorema 6.8.1. Hay un isomorfismo entre C,, wr S,, y el grupo S(n, m), que envia un elemento
@, f) €CpuwrS,, V= (v,Vy,..,0,) ECL y f €S, al vector P(f)diag(v).

Es un caso especial de un ejercicio en [R].
Ejemplo 6.8.2. Sin = 3 y m = 2, entonces

. ((—1, 1,-1), (1,2)) corresponde a
0 1 0/-1 0 O 0O 1 0
(1 0 0)(0 1 0)=<—1 0 0):
0 0 1 0 0 -1 0O 0 -1
e ((1,-1,1),(1,2)) corresponde a
0 1 0N/1 O 0 0 -1 0
1 0 0Jf0O -1 O |=(1 O O)
0 0 1/\0 0 -1 0 0 1
Sea¥ = (v1,Vq,...,0,) ECL y f €S,. Es claro de este teorema que un elemento (¥, f) €

Cy, Wr S, es de orden d solo si la matriz permutacion P(f) es de orden d. En efecto,
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@) =@+ @), ),
@)% =@+ @+ @),

@) =@+ ..+ (@), f5).
Concluimos con la siguiente clasificaciéon de los elementos de orden d en el producto corona.

Proposiciéon 6.8.1. Un elemento (¥,f) € C,, wr S, ¥V = (V1,V5,...,0,) ECR v f €S, es de
ordendsiysélosi f¢=1yv+ ..+ (f)% (%) = 0,donde f* se define en (6,2).

Este resultado puede, en principio, ser utilizado en conjuncién con la determinacién explicita
del grupo Cubo de Rubik dado mas adelante para determinar todos los elementos de un orden
dado. Ver 7.3
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Capitulo 7

El grupo Cubo de Rubik (legal)

En este capitulo, construimos sobre el material de los capitulos anteriores para describir
matematicamente el grupo de movimientos (legales) del Cubo de Rubik 3 X 3. Para los
principiantes, podria parecer que hemos terminado un camino largo a una colina. Sin
embargo, jno hemos terminado! Aunque el terreno puede aplanarse, hay todavia un poco de
una caminata hasta llegar a nuestro destino.

7.1 Descripcion matemadtica de los movimientos del cubo 3 X 3 X 3

En esta seccidn, se describen matematicamente los movimientos del Cubo de Rubik 3 x 3 x 3.
Como veremos, esto conducira finalmente a la descripcion del grupo Cubo de Rubik como un
subgrupo de indice 12 de un producto directo de dos productos corona.

7.1.1 Notacién
Primero, orientamos todas las esquinas y aristas como en el Teorema 6.6.1
Las orientaciones arista se presentan como sigue en las caras F,R y U:

3

4 U,/ +

— Al
R

5 F |+ | ]+

+ 10
9

Figura 7.1: Orientaciones arista y etiquetas para el cubo.

Para las otras caras: colocar un ‘4’ en las aristas, dl,db,lf,lu,bly bu. Esto fija las
orientaciones  arista. Para las aristas etiquetadas, ordenar las aristas
uf,ur,ub,ul,lf, fr,rb,bl,df,dr,db,dl,y etiquetarlas, en orden, del 1 al 12 (asi, por ejemplo,
la aristadb es 11).

Para las orientaciones esquina, poner un signo de ‘4’ en todas las caritas esquina superiores y
en todas las caritas esquina inferiores. Las etiquetas y orientaciones esquina se representan
en las caras F, R y D como en la siguiente figura 7.2 (El mismo etiquetado fue utilizado en el
3.6.2 anterior).

117



+ |+
7 2

Figura 7.2: Orientaciones esquina y etiquetas para el cubo.

SeaG =(R,L,U,D,F,B) el grupo del Cubo de Rubik de 3 X 3 X 3y sea H el grupo ‘ampliado’
generado por R,L,U,D, F, B y todos los movimientos ‘ilegales’ (donde se permite desarmar y
volver a armar el cubo, pero remover alguna caritas). Sea V el conjunto de vértices del cubo
(que nosotros identificamos con el conjunto de subcubos esquina del Cubo de Rubik) y sea

piH S,

el homomorfismo que asocia a cada movimiento del Cubo de Rubik la correspondiente
permutacién de los vértices (ver Ejemplo 6.2.1). Sea E el conjunto de aristas del cubo (que
nosotros identificamos con el conjunto de subcubos arista del Cubo de Rubik) y sea

o:H-Sg

el homomorfismo que asocia a cada movimiento del Cubo de Rubik con la correspondiente
permutacidn de las aristas (ver el Ejemplo 6.2.1).

Estos homomorfismos p y o seran reformulados de manera ligeramente diferente en 7.2.2 a
continuacion.

7.1.2 Orientaciones esquina

Sea v:H — C8la funciébn que asocia a cada movimiento g € H las correspondientes
orientaciones esquinas. Mas precisamente, sea g € H y decimos que g mueve la esquina i a la
esquina j. Entonces v;(g) € C3 es la orientacion a la que el i-ésimo vértice es enviado por g,
donde los vértices estan etiquetados como en el diagrama mostrado y donde la orientacién es
el nimero de giros de 120 grados en sentido horario necesarios para convertir la referencia
relativa ‘+’ obtenido por movimiento de la esquinaia lajusando el movimiento g en el
estandar de referencia ‘+’ sobre la esquina j.
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Ejemplo 7.1.1. Tenemos

v(X)
(2,0,1,0,1,0,0,2)
(0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,1,0,2,0,2,1,0)
( )
( )

1,2,2,1,0,0,0,0
0,0,0,0,1,2,1,2
Tabla 7.1

l=v I ve Il w B

El etiquetado de las esquinas que se usa en esta tabla es como en el Teorema 6.6.1.

Observacion 7.1.1. El efecto de un movimiento g € H en las orientaciones esquina puede
también ser considerado como un reetiquetado de las marcas ‘+'.

Note que un movimiento g € H tiene dos efectos en las esquinas:

(a) una permutacién p(g) € Sy de los vértices,
(b) una reorientacién de los movimientos vértice en (a).

En particular, para g,h € H, la orientacién v(gh) sélo puede diferir de v(g)en las
coordenadas correspondientes a los vértices permutados por h.

Ahora vamos a verificar que la orientacion ‘relativa’ v(gh) — ¥(g) es la misma como la
orientacién v(h), supuesto que uno toma en cuenta el efecto de g en los vértices:

v(h) = p(g)(v(gh) — v(9)).
Lema 7.1.1. 5(gh) = 3(g) + p(g9) " *(Z(h)).

Prueba: El movimiento gh orienta el subcubo esquina i-ésimo por v;(gh)y permuta los
vértices por p(gh), por definicion

Por otro lado, gh primero actuard por g luego h. El movimiento g reorientara el subcubo
esquina i-ésimo por v;(g) y envia el vértice i-ésimo al vértice p(g)(i)-ésimo.

Para estudiar el efecto posterior de hen esto, vamos a restar v(g) de v(gh), por lo que
estamos de vuelta a nuestra orientacion original (vamos a agregar ¥(g) de nuevo mas tarde).
Llamamos a esta posicion el cubo modificado por ahora.

El movimiento h primero orienta el subcubo esquina j-ésimo del cubo modificado por v;(h) y
permuta al vértice p(h)(j). El subcubo i-ésimo del cubo modificado viene de (a través de g) el
subcubo p(g)~1(i)-ésimo del cubo original. Asi, el subcubo esquina i-ésimo del cubo
modificado es, por medio de h, reorientado por v,,)-1(; (h). A esto hay que afadir en el
v;(g) para obtener el efecto total de gh sobre el vértice i-ésimo del original:

vi(gh) = vi(9) + v, g1 (M),
paracadal <i < 8,lo que implica el Lema 7.1.1.
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7.1.3 Orientaciones arista

Seaw : H - C3?1la funcién que asocia a cada movimiento g € H las correspondientes
orientaciones arista. Mas precisamente, sea g € H y decimos que g mueve la arista i a la arista
j. A continuacion, w;(g) € C, es la orientacion que la arista i-ésima envia a g, donde las aristas
estan etiquetadas como en el diagrama mostrado y donde la orientacién es el niumero de flips
de 180 grados necesarios para convertir la referencia relativa ‘+’ obtenida por el movimiento
de la arista i hasta la j usando el movimiento g en el referencia estandar ‘+’ sobre la arista j.

Ejemplo 7.1.2. Tenemos

X W (X)

F 1(1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
U |(1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
FeU |(1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0,0)
U+F|(1,1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
B (0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0)
D (0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1)
R |(0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0)
L 1(0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0)

Tabla 7.2
El etiquetado de las aristas utilizado en esta tabla es como en el Teorema 6.6.1.

Observacién 7.1.2. El efecto de un movimiento g € H en las orientaciones arista también
puede ser considerado como un reetiquetado de las marcas ‘+'.

Note que un movimiento g € H tiene dos efectos en las aristas

(a) una permutacion o(g) € Sg de las aristas,
(b) una reorientacién de las aristas que se han movido en (a).

En particular, para g,h € H, la orientaciéon w(gh) puede diferir de un w(g)sélo en las
coordenadas correspondientes a las aristas permutadas por h.
Vamos a decir que

w(gh) = w(g) +a(g)*(W(h)) (7.1)
es decir, que
wi(gh) = wi(g) + We(g)-1¢)(R),

para cada1l < i < 12. La prueba de esto es similar a la demostracién del Lema 7.1.1 para
verificar (7.1).
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7.1.4 El producto semi-directo
Considere el siguiente producto directo de dos productos semi-directos:
H’ = (C:)? bl Sv) X (C%Z X SE)

Observacion 7.1.3. Esto también puede ser escrito en la notaciéon de los productos corona
como el siguiente producto directo de dos productos corona:

H’ = (C3 wr Sv) X (Cz wr SE)

Como un conjunto, pensamos de H como que pertenece a C$ xS, X C3> X Sg. Si
representamos elementos de h,h’ de H como h = (v,7,w,s),h’ = (v',r",w',s") € C8 x S, x
C8 x S, entonces, la operacién del grupo se dara por

h-h'=@r,w,s) (W, r',\w,s) =@+ P@W),rr",w+ P(s)W),ss").

Considere la funcion
tH - (C8xSy) x (CFxSg)
g~ (v(9),p(9),w(g),0(9)).

Proposicién 7.1.1. El homomorfismo ¢ es un isomorfismo de grupo, H = H'.

Demostracién: Puesto que

(#(9),p(9),W(9),0(9)) - (F(h), p(h), W (h), 5 (h))
= (3(9) + P(p(9)) (5(0)), p()p (), W(g) + P(a(9)) (W(W)), a(g)o (),

el mapeo de ¢t es un homomorfismo. Dado que cualquier reorientaciéon y permutacion puede
ser alcanzado por un movimiento ilegal, t debe ser sobreyectiva. Por el teorema 6.6.1, el kernel
de ¢ es trivial (esto es s6lo una forma elegante de decir que si ningin subcubo es permutado o
reorientado entonces el cubo no cambia).

7.2 Estructura del grupo cubo

El resultado principal de esta seccion es el ‘segundo teorema fundamental de la teoria del
cubo.’ El resultado de esta seccion es a la vez hermoso y vale la pena conocerlo.
Algunos preliminares. Identificamos, como en 7.1, cada g € G con una 4-tupla

(7(9),p(9), W(9),0(9))
donde

e p(g) eslapermutacion correspondiente del conjunto de vértices V del cubo,
e 0(g) eslapermutacion correspondiente del conjunto de aristas E del cubo,

e v(g),w(g) son las orientaciones definidas en 7.1.

Observacion 7.2.1. Sea S, el grupo simétrico de gradone identifiquemos Sy con Sg, Sg con
S1,. Por ejemplo 6.2.1, sabemos que
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(@) p: G = Sg es un homomorfismo,
(b) 0 : G = S;, es un homomorfismo.

7.2.1 El segundo teorema fundamental de la teoria del cubo

Pregunta: Teniendo en cuenta una 4-tupla (v,7,w,s), donder,s son permutaciones de las
esquinas, respectivamente aristas, como anteriormente y

veCS, we(?

;qué condiciones de r, s, v, w aseguran que corresponde a una posicién posible del cubo de
Rubik?
El siguiente resultado responde a esta pregunta. Debido a Ann Scott.

Teorema 7.2.1. (Segundo teorema fundamental de la teoria del cubo) Una 4-tupla (¥,7, W, s)
como anteriormente (7 € Sg, s € Sy, U € €5, W € C}?) corresponde a una posible posicién
del cubo de Rubik siy sélo si

(@) sgn(r) = sgn(s), (‘paridad igual como permutaciones’)
(b) vy + ...+ vg = 0 (mod 3), (‘la conservacion de los giros totales”)
(c) wy + ...+ wy, = 0 (mod 2), (‘la conservacion de un total de flips”).

Prueba: Para simplificar, escribimos v por v.

Primero, probaremos la parte ‘sélo si’. Es decir, asumimos que (v,7,w,s) € Sy X Sg X C§ x
C3? representa una posicién (obtenida legalmente) del Cubo de Rubik.

De esto queremos demostrar (a) - (c).

Sea g € G el elemento el cual mueve el Cubo de Rubik de la posicion resuelta a la posicion
asociada con esta 4-tupla. Entoncesr = p(g)y s = a(g). Sabemos que g se puede escribir
como una palabra en los movimientos basicos R,L,U, D, F, B, digamos g = X ... Xj, donde
cada X; es igual a uno de losR,L,U, D, F,B. Observar que si X es uno de estos movimientos
bésicos, entonces sgn(p(X)) = sgn(a(X)). Ya que sgn, py o son homomorfismos, se sigue
que

k k
sgn() = sgn(p(9) = | [sgn(ptd) = | [sgn(e(x0) =sgn(o0) = sgn(s).
i=1 i=1

Esto demuestra (a).

Hemos comprobado (b) para los movimientos basicos en el ejemplo anterior 7.1.1. Nétese
que

(i) la conservacion de la condicion giros en (b) es cierto para (v, ...,vg) si y solo si es
cierto para cualquier permutacién P(p)(v) = (v, -, V(a)p )i

(ii) si (vy, ..., vg) y (v'4, ..., V'g) cada una satisfacen la conservacion de la condicién de
giros en (b) entonces, su suma también satisface.

Como anteriormente, escribir g como una palabra en los movimientos basicos R,L,U, D, F, B,

por ejemplo g = X; ... X}, donde cada X; es igual a uno de losR,L,U, D, F, B. Suponemos que
esta expresion es minima en el sentido que elijamos X; de modo que k es tan pequeno
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como sea posible. Esta k es llamada longitud de g. (Esta longitud es la misma que la distancia
de g alaidentidad en el grafo de Cayley de G.)

Ahora probaremos (b) por induccién sobre la longitud. Ya lo hemos comprobado para todas
las palabras de longitud k = 1.

Supongamos que k > 1. Por la formula, dando la orientacién del producto de dos movimientos
en términos de las dos orientaciones de los movimientos, tenemos

V(X1 oo Xim1Xi) = p(Xq o Xpem) TH(BXR)) + DXy oo Xpemr).

El término p(X; ...Xk_l)_l(ﬁ(Xk)) satisface la conservacidon de la condiciéon de giros en (b)
por (i) anterior. El término ¥(X; ... X;_, X)) satisface la conservacion de la condicién de giros
en (b) por la hipétesis de induccién. Su suma satisface la conservacién de la condicién de giros
en (b) por (ii) anterior. Esto demuestra (b).

La demostracién de (c) es muy similar a la demostracion de (b), salvo que utilizaremos el
Ejemplo 7.1.2 en lugar del Ejemplo 7.1.1.

Ahora, debemos demostrar el teorema en la direccidn ‘si’. En otras palabras, suponiendo (a),
(b), y (c) debemos mostrar que existe una posicién legal correspondiente del Cubo de Rubik.
Esta parte de la prueba es constructiva.

Primero, probamos un caso especial. Supongamos que r y s son ambas la identidad y que
(Wl, ...,le) = (O, . O).

Hay un movimiento que gira exactamente dos esquinas y conserva las orientaciones y las
posiciones de todos los otros subcubos. Por ejemplo, el movimiento g = (R"*D?RB~1U?B)?
gira la esquina ufr 120 grados en sentido horario, la esquina bdl 240 grados en sentido
horario, y conserva las orientaciones y posiciones de todos los otros subcubos. Este
movimiento se puede modificar facilmente, por una conjugacién adecuada, para obtener un
movimiento que gira cualquier par de esquinas, y conserva las orientaciones y posiciones de
todos los otros subcubos. Estos movimientos generan todas las 8-tuplas posibles satisfaciendo
la condicién de conservacion de giros en (b). Esto demuestra la parte ‘si’ del teorema en el
caso de que r y s son a la vez la identidad y que (wy, ..., w;2) = (0, ..., 0).

A continuacién, probaremos otro caso especial. Supongamos que r y s son ambas la identidad
y que (vy, ...,vg) = (0, ..., 0).

Hay un movimiento que mueve exactamente dos aristas y conserva las orientaciones y las
posiciones de todos los otros subcubos. Por ejemplo, el movimiento

g =LFR™'F~17'U2RURUIR?U?R

gira la arista uf, la arista ur, y preserva las orientaciones y las posiciones de todos los otros
subcubos. Este movimiento se puede modificar facilmente, por una conjugacién adecuada,
para obtener un movimiento que gira cualquier par de aristas, y conserva las orientaciones y
posiciones de todos los otros subcubos. Estos movimientos generan todas las posibles 12-
tuplas que satisfacen la conservacién de la condicion flip en (C). Esto demuestra la parte ‘si’
del teorema en el caso de que r y s son a la vez la identidad y que (v, ..., vg) = (0, ..., 0).

Como una consecuencia de estos dos ultimos casos especiales, se deduce que la parte ‘si’ del
teorema es cierto en el caso de que r y s son ambas la identidad.

Por tultimo, probamos nuestro tltimo caso especial. Supongamos que (v, ...,vg) = (0,...,0) y
que (W, ..., wi3) = (0, ..., 0). Considere las siguientes tres afirmaciones.
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e Dados tres subcubos arista, hay un movimiento que es un 3-ciclo en estas aristas y
preserva las orientaciones y posiciones de todos los otros subcubos.

e Dadas tres esquinas, hay un movimiento que es un 3-ciclo en estas esquinas y
preserva las orientaciones y posiciones de todos los otros subcubos.

e Dado cualquier par de aristas y cualquier par de esquinas, hay un movimiento que es
un 2-ciclo en estas aristas, un 2-ciclo en estas esquinas, y conserva las orientaciones y
posiciones de todos otros subcubos.

Por proposicién 6.4.1, sabemos que Ag es generada por la arista de 3-ciclos anterior y que Ay
es generada por la esquina de 3-ciclos anterior. En otras palabras, podemos construir una
posicion del Cubo de Rubik asociada con cualquier 4-tupla (r,s,0,0), siempre quer € A, y
s € Ag. El subgrupo Ay X Ag es el indice 4 en Sg X Sy, dado que |S,,/A,| = 2. El tercer tipo de
movimiento, la arista-esquina de 2 ciclos anterior, no se corresponde con un elemento del
subconjunto Ag X Ay del grupo Cubo de Rubik porque una arista de 2-ciclos es una
permutacion impar de las aristas. Por lo tanto, si consideramos que el subgrupo de Sz X Sy
generado por los tres tipos de movimientos que obtendra ya sea todo Sg X Sy o algin
subgrupo de indice 2 que contiene propiamente Ap X Ay. La primera posibilidad se puede
descartar, ya que contradice la condicién de paridad en (a). El tinico subgrupo de Sz X S, de
indice 2, que contiene propiamente A; X Ay es el subgrupo de los elementos que satisfacen la
condicion de paridad en (a).

De ello se desprende que la parte ‘si’ del teorema es cierto en el caso de que v y w son ambas
cero.

El teorema es una consecuencia de estos casos especiales debido a lo siguiente.

Afirmacién: No importa qué posicion del Cubo de Rubik sea, siempre hay un movimiento que
no permuta cualquier subcubo pero ‘resuelve’ la orientacion del cubo de modo que v y w son
ambas cero.
La prueba del teorema ha terminado.
Corolario 7.2.1. El grupo del Cubo de Rubik esta dado por

G ={g = @,rw,s) €H|(a),(b),(c) mantener},

donde (a), (b), (c) son como en el teorema anterior.

Ahora demostremos que el centro del grupo del Cubo de Rubik consiste en la identidad y el
superflip.

Corolario 7.2.2. El centro de G consiste de dos elementos: la identidad y el ‘superflip’
z=(#,r,w,s)dondew = (1,1,..,1) € C}2,3=0€C8 s=1€S,, yr=1€ Sg.

Prueba: La prueba dada aqui es esencialmente la misma que la de Bandelow [B1].

Escribir v en lugar de v, por simplicidad. Recuérdese que el centro de S,, n > 2, es trivial. Fijar

(v,r,w,s) € G. Tenemos

(w,r,w,s)- (W, r',w,s")=w+Pr)W),rr',w+ P(s)(w'), ss")
=@, r\w\,s) -(v,r,w,s) =@ +PT")W),rr,w + P(s)(w),s's),
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para todo (v',7',w’,s") € G, sblo sir = 1y s = 1. Esto implica que v+ v' = v' + P(r")v, para
todor’ € Sg. Esto obliga ava ser(0,0,..,0)0(1,1,..,1)0(2,2,...,2). Puesto que debe
satisfacer la conservacion de giros, no puede ser (1,1,...,1) 0 (2,2, ...,2). Del mismo modo,
w+w' =w'+ P(s")w, para todo s’ € S;, obliga aw a ser (0,0, ...,0) o (1,1, ..., 1). Cualquiera
de estas opciones es aceptable, ya que ambos satisfacen la conservacion de los lanzamientos
flips.

7.2.2 Algunas consecuencias

Vamos a reformular el hecho anterior sobre el grupo del cubo de Rubik desde un punto de
vista diferente. Esta nueva perspectiva nos ayuda a determinar el tamafio de este grupo. Sea

GO = {(a,T,W,S) | r E 58,5 € Slz,
U = (vq,vy,...,08),v; € {0,1,2},v; + ...+ vg = 0 (mod 3),
= (Wy, Wy, ...,wg),w; €{0,1},w; + ...+ wg = 0 (mod 2)}

5|

En otras palabras, G, contiene las permutaciones de las esquinas, permutaciones de las
aristas, las orientaciones de las esquinas, y las orientaciones de las aristas. Hay una
conservacion de condiciones de flips y una conservacion de la condicién giros pero no
condicién de paridad en las permutaciones. Definir una operacién binaria- : Gy X Gy = Gy
por
@,r,w,s)- @, r',w,s)=@+Pr)@),r-r',w+P(s)(W'),s-s")

donde P es la matriz permutacion (Definiciéon 1.2.2). Esto define una estructura de grupo en
G,. Este es un subgrupo del grupo ilegal Cubo de Rubik de indice 6.

Teorema 7.2.2. Hay un isomorfismo
Go = (€3 % Sg) X (C3" % S13)

donde C,, es el grupo ciclico con n elementos y X denota el producto semi-directo y donde C¥
(n = 2,3,k = 7,11) se identifica con el subgrupo de C}** definida por

(V= (v,vy .., vp) |v; €{0,1,n -1}, v; + ...+ v, =0 (mod n)},
En particular,
1Gol = ISsl1S121|C32|ICT] = 8!~ 12121137,

Prueba: Esto se deduce de la definicién de producto semi-directo y el principio multiplicativo.

Corolario 7.2.3. El grupo G del Cubo de Rubik es el kernel del homomorfismo

¢ : GO = {11 _1}
(0, r,w,s) » sgn(r)sgn(s).

En particular, G < G, es normal de indice 2y |G| = 8! - 12!- 210 .37,

Prueba: Esto se deduce del teorema y del primer teorema de isomorfismo de la teoria de
grupos (Teorema 6.5.1).

Recordemos que el subgrupo conmutador G, de G es el subgrupo formado por todos los
productos finitos de conmutadores, [g,h] =g -h- g ' h™!, donde g,h son elementos
arbitrarios de G.
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Teorema 7.2.3. G, = {g € G |sgn(p(g)) = sgn(a(g)) = 1}.

Prueba: Se sabe que el subgrupo conmutador de S,, es A, paran > 4 (Véase el capitulo 3 de
[R], de hecho, paran > 4, An es el tinico subgrupo normal propio no trivial de S},).
Considerar la proyeccién mapeo ¢ : C¥ % S, — S,. El kernel de ¢ es C¥. Ademas,

¢(lg.hD = ¢(g-h- g™t D) =d(g) - p(h) - d(g™") - p(h™") = [¢(9), o (W],

para cualquier g,h € C¥ % S,. Esto implica que los mapeos ¢ del subgrupo conmutador
(Ck % S")1 al subgrupo conmutador (S,); = 4,. De esto se deduce que (CX x Sn)1 = Ck x
Ay. Esto implica el teorema.

Corolario 7.2.4. |G| = |G|/2.

Prueba: El teorema anterior implica que |G/G,| = 2, utilizando el primer teorema de
isomorfismos.

7.3 Los movimientos de orden 2

En esta seccion se presenta, como habia prometido, un método para determinar los
movimientos de un determinado orden en el grupo del Cubo de Rubik. Nos limitaremos a
calcular el nimero de movimientos de orden 2, aunque el método debe, en principio, trabajar
de manera mas general. Sin embargo, tal vez es posible que el lector curioso y emprendedor
utilice una computadora para encontrar los movimientos de orden d, donded > 2, de una
manera similar a lo que hacemos aqui.

El conjunto de elementos de orden 2 se puede dividir en 3 subconjuntos disjuntos:

(a) los elementos moviendo so6lo las piezas esquina,
(b) los elementos moviendo soélo las piezas arista,
(c) los elementos movimiento las piezas esquina y arista.

Echemos un vistazo a un subconjunto de (a), que consta sé6lo de las permutaciones pares de
orden 2 de las 8 piezas esquina. Es evidente que estos elementos pueden solo consistir de
swaps que preservan orientaciones de piezas esquinas donde alguno de los 2 pares (4 piezas
esquinas) o 4 pares (todos las 8 piezas esquina) son afectadas. Dado un par de piezas esquina,
siempre hay 3 swaps que preservan la orientacion.

El resto de (a) y (b) (no olvidemos (b)) tiene que ser calculado andlogamente.

Recuerde que en 6.8.2 que un elemento (¥, f) € C,, wr Sy, U = (v1,V,...,0,) ECR, yf €Sy,
eselordendsiysélosi f¢=1y v+ ..+ f¥ (%) = 0.

En particular, elementos de orden 2 en C§ X Sg son los (%,7) con r de orden 2 (Por lo tanto un
producto de distintos 2 ciclos) y ¥ que satisface v; + ...+ vg = 0 (mod 3) y v; + v(;), =
0 (mod 3). No todos estos elementos corresponden a un movimiento legal del Cubo de Rubik.
Utilizando el ‘principio multiplicativo de conteo’, calculamos el nimero de elementos de orden
2 en C] X Sg a ser

)G 366 2k Q) () -zee o2
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El término ‘3%’ y el término ‘3’ no cuentan en los movimientos legales del Cubo de Rubik, si se
toman por su cuenta, ya que no son par (por lo tanto no satisfacen la ‘conservaciéon de
condicién de paridad). El nimero de elementos (%,7) de orden 2 en C4 X Sg con 7 par es

: (8) (6) (4) 34 o (8) (6) 32 = 10395 (7.3)
41\2/\2/\2 21\2/\2)7 ' '
El niimero de elementos (¥,7) de orden 2 en CJ X Sg con r impar es
! (8) (6) (4> 33+ (8> 3 =11424 (7.4)
31\2/\2/\2 2)7 ' '

Del mismo modo, a través del ‘principio multiplicativo de conteo’, calculamos el nimero de
elementos de orden 2 en C1! x S;, a ser

a(2)(2)~ ()2 +5(,) (2)~ ()2 +
a(2) Q)7 45 ()22 (l)(2)2

12 12
10 11
( 5 )2 + ( 0 )2 1 =15687871. (7.5)

Una vez mas, no todos éstos cuentan como movimientos legales del Cubo de Rubik, si se
e —_— 11
toman por su cuenta. El nimero de elementos (W, s) de orden 2 en C,* X S;, con s par es

1 (12) (10) (4) 26 4+ 1 (12) (6) 27 4 1 (12) (10) 29 — 8080447 (7.6)

6!\2/\2 2 41\ 2 2 21\2/\2 B ' '
El ndimero de elementos (W, s) de orden 2 en C3! x S;, con s impar es

- (12) (10) (4) 26 4 2 (12) (8) 28 + (12) 210 — 7607424 7.7

51\2/\2 2 31\ 2 2 2 B ' (7.7)

Los otros se puede comprobar de manera similar.

El segundo teorema fundamental de la teoria del cubo (7.2.1) implica que un elemento
(¥, 7,w,s) del grupo de Cubo de Rubik es de orden 2 si y solo si es un elemento de orden 2 en
el grupo H = (C§ x Sg) X (C31 x S;,) y sgn(r) = sgn(s). Un elemento no trivial (hy, h,) € H,
con hy = (V,1r) y h, = (W, s)es de orden 2 siy s6lo si exactamente uno de los siguientes casos
mutuamente excluyentes ocurre:

(@ h,#1, h, =1, h2 =1, sgn(r) =1,

(b)h,; =1, h, #1, h3 =1, sgn(s) =1,

() hy #1, h, #1, h? =1, sgn(r) = sgn(s) =1,

() hy #1, h, #1, h? = h% =1, sgn(r) = sgn(s) = —1,

Contamos cada caso. Caso (a) se cuenta en (7.3), caso (b) se cuenta en (7.6), caso (c) se
cuenta en (7.3) y (7.6) (los cuales se multiplican juntos para obtener el total), y el caso (d) se
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cuenta en (7.4) y (7.7) (de nuevo, se multiplican juntos para obtener el total). Sumando todo,
encontramos que el niimero de elementos de orden 2 en el grupo Cubo de Rubik es

(7.3) + (7.6) + (7.3)*(7.6) + (7.4)*(7.7) = 170911549183 = (1.7..) x 101,

Observacion 7.3.1. ;Por qué toda esta teoria para resolver este problema? ;Por qué no hacer
que una computadora lo haga? ;Cuanto tiempo le tomaria a una computadora contar el
ndmero de los movimientos de orden 2 en el grupo Cubo de Rubik? Supongamos que su
computadora puede comprobar si un elemento g en el grupo Cubo de Rubik G es de orden 2 o
no, en 0.001 segundos. Entonces la computadora comprobara todos los 4.3 x 10'° elementos,
para hallar los movimientos de orden 2 en alrededor de 4.3 x 10'°> segundos. Hay alrededor
de 3.1 x 10° segundos en un afio, por lo que esto significa que se necesitarian alrededor de
136 millones de afios jpara ello, este método!

Una gran cantidad de problemas matematicos que surgen en las aplicaciones requieren una
gran cantidad de la teoria y la potencia de calculo considerable. Este es un ejemplo.
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Capitulo 8

Algunas estrategias de solucion

Este capitulo incluye algunas estrategias para resolver el Pyraminx, el Cubo de Rubik
2Xx2x%x2,3x3x%x3,yel4x4x4.Es bueno practicar: en palabras de Aristételes, ‘Lo que
tenemos que aprender a hacer, lo aprendemos haciéndolo’. Ademas, se analizan algunas de las
ideas matematicas detrds de los algoritmos utilizados para resolver el Cubo de Rubik. El
método favorito de Joyner consiste en aplicar un poco de teoria de grupos (véase 8.3 mas
adelante).

Para la notacion utilizada en algunas de las siguientes secciones, véase el capitulo 2. Una gran
fuente en linea de soluciones de muchos puzzles de permutacion esta en el sitio web de Jaap
Scherphuis, [Sch].

8.1 Una estrategia para resolver el Cubo de Rubik 2 X 2 X 2

Figura 8.1

Mecanicamente es mas complicado que su antecesor (3 X 3 X 3) pero es mas facil de resolver
ya que el nimero de movimientos se reduce considerablemente. Podemos considerar que el
cubo 2 X 2 X 2 estd compuesto por las cuatro esquinas de un 3 X 3 X 3 por lo que su solucién
es similar a la de las esquinas de este cubo.

Muchos de los movimientos que se van a mostrar también son utilizados en el Cubo de Rubik
3 X 3 x 3, la resolucién del cubo 3 X 3 X 3 es mas facil que la del cubo 2 X 2 X 2. A partir de
cualquier configuracién, nuestro primer objetivo es conseguir una primera carita (blanca) en
la parte superior, buscaremos caritas blancas y las moveremos hacia la cara superior de tal
manera que cada arista este bien posicionada y orientada.

Elegimos el subcubo en el que se encuentra la carita blanca y la arista verde (figura 8.2),
buscamos el otro subcubo en el que se encuentren las otras caritas (blanca y verde),
enseguida posicionamos el subcubo tal que formemos una diagonal verde (figura 8.3) y
realizamos el movimiento DFD~1F~! (figura 8.4) (tomando el cubo de forma que la diagonal
se encuentre en la cara frontal)
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Figura 8.2 Figura 8.3 . Figura 8.4 DFD~1F1

El paso siguiente serd buscar el subcubo que contenga las caritas blanca y roja, y repetimos el
paso anterior, hasta completar la cara superior, como se muestra en las siguientes figuras:

Figura 8.5 Figura 8.6

Figura 8.8 Figura 8.9 Figura 8.10 'l

Ahora deseamos conseguir la cara inferior de forma que las aristas estén bien orientadas y
terminar con la resolucién del Cubo de Rubik.

Giramos el cubo y debemos conseguir una carita azul (por lo menos una) en la cara inferior,
en caso de que no tengamos una carita azul en la cara inferior realizamos lo siguiente:

Tomando el cubo de forma que la cara blanca sea la cara superior, la cara frontal puede ser
cualquier lateral de nuestro cubo, aplicamos R™'D~1R, luego giramos el cubo 90° en sentido
horario (la cara frontal cambia a la izquierda) y aplicamos LD~1L™1, giramos el cubo 90° en
sentido antihorario (volvemos al principio) y finalmente realizamos el movimiento R~1DR.
Los movimientos anteriores nos permiten ir cambiando la posicidn de las caritas en la cara
inferior sin modificar la cara superior, realizamos los movimientos anteriores tantas veces sea
necesario hasta conseguir al menos una carita azul en la cara inferior.
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En este ejemplo nuestro subcubo contiene la arista anaranjada y verde, el siguiente paso sera
fijar el subcubo en la posicion que le corresponda (ver figura 8.12), en mi caso realizo el
movimiento U.

Figura 8.11 Figura 8.12

Nuestro siguiente objetivo serd posicionar los 3 subcubos de la cara inferior en su esquina
correcta:

Caso 1: Si los 3 subcubos estdn bien posicionados pero mal orientados realizamos los
siguientes pasos:

Tomamos el cubo de forma que la cara blanca sea la cara inferior y el subcubo que esta bien
orientado se encuentre en la esquina superior izquierda y aplicamos R™1D~!RD hasta
conseguir una carita azul en la cara superior, enseguida realizamos el movimiento U y vamos
alternando los dos movimientos anteriores hasta completar el Cubo de Rubik 2 X 2 x 2.

Caso2: Al observar las siguientes figuras nos encontramos en el caso 2, es decir, dos de los
subcubos estan mal posicionados, por lo que nuestra primer tarea sera posicionarlos y luego
orientarlos, para esto tomamos el cubo de tal forma que el subcubo que esta bien orientado se
encuentre en la parte superior izquierda (ver figura 8.16), y realizamos el siguiente
movimiento:

U 'R?BZRFR™'B?RF 'R

-

Figura 8.13 Figura 8.14 Figura8.15 Figura 8.16
Mal posicionado Bien posicionado Mal posicionado

Y regresamos el subcubo bien orientado a su posicion, en nuestro ejemplo aplicamos U~2 con
esto conseguimos que nuestros tres subcubos estén mal posicionados (figura 8.17),
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Figura 8.17 Figura 8.18 ” Figura 8.19 Figura 8.20
Mal posicionado Mal posicionado Mal posicionado

en este ejemplo debemos “permutar” las 3 esquinas

Figura 8.21 Figura 8.22
y lo haremos con el siguiente movimiento, tantas veces como sea necesario hasta que
posicionemos los 3 subcubos, para esto tomamos el cubo de tal forma que el subcubo que esta
bien orientado se encuentre en la parte superior izquierda y realizamos :

R2BZ2RFR1B2RF1R

Ya tenemos todas las esquinas bien posicionadas, es decir nuestros 3 subcubos estan bien
posicionados

Figura 8.23 Figura 8.24 Figura 8.25
Bien posicionada Bien posicionada Bien posicionada

por lo que realizamos los pasos del caso 1 y terminamos.
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Figura 8.2 Figura 8.27

Figura 8.28

l“ai

Figura 8.29 Figura 8.30 Figura 8.31

8.2 Una estrategia para resolver el Cubo de Rubik 3 X 3 X 3

Se recomienda que la persona que nunca ha ‘jugado’ con el Cubo de Rubik y quiere seguir la
estrategia que se indica a continuacién primero aprenda a ‘jugar un movimiento’ sin mirar el
cubo. ;Por qué? Pensemos en el cubo como un instrumento musical tal como una guitarra.
Para tocar musica en la guitarra, debemos saber como mirar la partitura y tocar sin tener que
mantener constantemente la mirada en los dedos. El cubo es similar: en el inicio, queremos
ser capaces de hacer un movimiento como F? - [?-U? - (F?-12)3-U? L% F? sin tener que
mantener constantemente la mirada en las manos. Esto nos ayudara a ser mas rapidos y
reducir los errores frustrantes.

Una forma de resolverlo es el método esquina-arista. La idea basica es como sigue.

e Ignorando orientaciones, es decir, giros y flips, primero resolver los subcubos esquina.
Esto quiere decir, asegurarse de que los subcubos esquinas coincidan con los
subcubos centro.

e Ignorando orientaciones, es decir, giros y flips, en segundo lugar resolver los subcubos
arista. Esto significa, asegurarse de que las aristas salvo posibles giros coincidan con

los subcubos centro.

¢ Fijar las orientaciones esquina, es decir, los giros de los subcubos esquina. Ahora todas
las esquinas estan totalmente resueltas.
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e Fijar las orientaciones arista, es decir, flips de los subcubos arista. Ahora el cubo esta
resuelto.

Para completar, menciono otro método. La estrategia es la solucion método de capas que se
compone de 3 etapas.

e Resolver la cara superior y aristas superiores.
e Resolver las aristas medias (y las aristas inferiores de la mejor manera posible).

e Resolver las esquinas inferiores y las aristas inferiores (si es necesario).

No hay nada malo con este método, pero no vamos a hablar mas de este método. Es
recomendable aprender ambos métodos.

8.2.1 Estrategia para resolver el cubo

Movimiento Efecto

intercambia las esquinas (ubr,ufl) y
U-F-[R U3 F1 permutas las aristas (uf, ul, ub,ur),

M%-U1-MRl-U? -Mp-U1-M3 arista 3-ciclo (uf, ul, ur)

(Mg-U)?-U- (Mg U)3 ‘U flips las aristas superiores uf, ub
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(R?- UZ)3 permuta (uf, ub), (fr, br)

(Mg - U)* flips ub, ul, y flips df, db

(R—I_DZ,R_B—I_UZ,B)Z 'U.fT'+,bld++

[R,UP=(R-U-R! U—1)3 permuta (ufr,dfr), (ubr, ubl)

F2- 12 U2 - (F? -L2)3 .U?- L2 F2 permuta (uf, ub), (ur,ul)

R
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(M%-U-M?% - UZ)Z permuta (ufl, ubr), (ufr,ubl)

R-D-R'-U-R-D1-R1-y~1 Esquina 3-ciclo (brd, urb, ulb)

Tabla 8.1 Movimientos esquinay arista, ver [Si]

;9.3 El método de subgrupo

Un enfoque para resolver el Cubo de Rubik usando una computadora es construir una cierta
secuencia de subgrupos

G,={1}cGyp_1c ..cG,cGy=0G,

donde G =(R,L,F,B,U,D)es el grupo de Cubo de Rubik, que permite implementar la
siguiente estrategia:

Representar a una posicién dada del Cubo de Rubik por un elemento g, € G.

Determinar un conjunto completo de representantes de la clase lateral Gy, /Gy:

Tk
Gri1/Gr = U Ik+1,i Gre+1 algunosr, > 1,v0<k<n
i=1
(note my_; =1,gn,1 = 1).

(Paso 1) Sigg € g1:G; (dondei € {1,...,n;}) entonces seag; =g1;¥ 91 = 9i 9o
(note g'; € Gy).

(Paso inductivo) gy € Gy se ha definido y sig'y € gx+1,j Gk (dondej € {1, ...,n4}),

— _ -1
entonces sea gx+1 = Jk+1,j ¥ 9'k+1 = ir1 9’k (note g'ryq € Giyq).
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e Colocando todo esto junto, se obtiene 1 = g, 1gn219722 ... 91 9o , puesto que

9do = 9192 - In-19n-

La esperanza es ser capaz de elegir la secuencia de los subgrupos G; de tal manera que los
representantes de las clases laterales son movimientos cortos y relativamente simples en el
Cubo de Rubik de modo que la ‘solucién’ gg = g195 -.- gn—19n N0 sea demasiado larga.

8.3.1 Ejemplo: El método de la esquina-arista

Ahora se presenta un ejemplo-un poco sofisticado. Sea G, el subgrupo que no permuta las

esquinas, sea G, el subgrupo que no permuta las esquinas o aristas, Sea G; el subgrupo que no

permuta las esquinas o aristas y no reorienta cualesquiera esquinas, y sea G, = {1}:
G4={1}CG3CGZC61CGO=G.

Esta eleccion de los subgrupos aproximadamente corresponde con el método de la esquina

arista descrito en Singmaster (ver [Si]).

Laidea es simple.

1. Representar a una posicién dada del Cubo de Rubik por un elemento g, € G.

2. Sea g4 el movimiento el cual mueve todas las esquinas a las posiciones correctas (es
decir, las permutar hacia la posicién resuelta y posiblemente las gira), asi que

-1 — -1
91790 € G1.Sea g’y = g1 go -

3. Sea g, el movimiento el cual mueve todos las aristas hacia las posiciones correctas (es
decir, las permuta en la posicién resuelta y posiblemente reorienta esquinas y aristas)
y deja todas las otras piezas sin permutar, asi que g;1g’; € G,.Sea g', = g5'g'1.

4. Sea g; el movimiento que ‘resuelve’ todos las esquinas (es decir, gira todas ellas en
una orientacién correcta y puede voltear algunas aristas), pero no permuta

cualesquiera piezas, asi que g31g’, € Gs3.Sea g'3 = g31g',.

5. Sea g, el movimiento que ‘resuelve’ todos las aristas (es decir, voltea a todas en la
orientacion correcta) y deja todas las otras caras fijas.

6. La‘solucién’es gy = 91929394 -
8.3.2 Ejemplo: método de Thistlethwaite

Morwen Thistlethwaite (un matematico y un antiguo colega de David Singmaster) desarrolld
uno de los mejores métodos de subgrupo para resolver el cubo (ver [FS]). El toma

G]_ = (RILIFIBI UleZ)J GZ = (RILJFZIBZI U21D2>1 G3 = (RZJLZJFZJBZJ UZIDZ)J G4 = {1}

G, es isomorfo al grupo de Rubik Domino 3 X 3 x 2. Su orden es (8!)2 - 12 de acuerdo con
Frey- Singmaster [FS], G; es el grupo de los ‘cuadrados’. Su orden es 213 - 3* [FS].
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Figura 8.32 Rubik Domino

Thistlethwaite demostré (con ayuda de una computadora ) los siguientes hechos.

e Hay un conjunto completo de representantes de las clases laterales {gl,i | 1<i< nl}
de G /G, tal que cada g,; tiene a lo mas 7 movimientos largos (y n; = 2048). Este
conjunto de movimientos voltea aristas solamente.

e Hay un conjunto completo de representantes de las clases laterales {gz,i | 1<i< nz}
de G1/G, tal que cada g,; tiene a lo mas 13 movimientos largos (y n, = 1082565).
Este conjunto de movimientos gira esquinas solamente.

e Hay un conjunto completo de representantes de las clases laterales {g3,i | 1<i< n3}
de G, /G5 tal que cada g3; tiene a lo mas 15 movimientos largos (y n; = 29400). Este
conjunto de movimientos pone todos los subcubos arista y subcubos esquina en la
posicion correcta.

e Hay un conjunto completo de representantes de las clases laterales {94,i | 1<i< n4}
de G3/G, tal que cada g, ; tiene a lo mas 17 movimientos largos (y n, = 663552)."

Por lo tanto, el Cubo de Rubik puede ser resuelto a lo mas en 7+ 13+ 15+ 17 =52
movimientos. Las mejoras mas recientes sobre este método han reducido este nimero (ver la
pagina de Wikipedia [Wi] en las ‘soluciones 6ptimas para el Cubo de Rubik’ y [Lo] para
detalles y actualizaciones recientes).

8.4 Una estrategia para resolver el Cubo de Rubik 4 X 4 X 4

Es importante saber armar el cubo 3 X 3 X 3 ya que muchos de los movimientos para resolver
el cubo 4 X 4 X 4 los obtenemos del Cubo de Rubik 3 x 3 x 3.

Preparamos el cubo 4 X 4 x 4 (ver figuras 8.33 y 8.73) para después resolverlo como si fuese
el Cubo de Rubik 3 x 3 x 3.

8.4.1 Conseguir las 6 caras centrales

En el Cubo de Rubik 3 X 3 X 31a cara central indicaba el color de cada cara, ahora en él
4 X 4 X4 la “cara central” van a ser 4 caritas (lo que antes era una, ahora son 4 caritas), a
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diferencia del cubo 3 X 3 X 3 las caras de en medio si se pueden mover, debemos obtener 4
caritas blancas para conseguir una “cara central”.

Figura 8.33 Cara central Figura 8.34 Posiciones
Conseguimos lineas

Desde este momento la “cara central” elegida a completar sera la blanca, buscamos una carita
blanca en cualquiera de las caras del cubo que este en cualquiera de las posiciones 1, 2, 3 0 4
(ver figura 8.34), luego giramos el cubo de manera que la cara central blanca que deseamos
completar se encuentre en la cara superior de nuestro cubo.

Enseguida explicaré como obtener las 4 caritas blancas partiendo de cualquiera de las
configuraciones de mi cubo, es importante mencionar que dependiendo de cada configuraciéon
seran los movimientos, pero esto depende de que carita elijamos, hay varios movimientos que
podemos realizar dependiendo de en qué posicién estén nuestras caritas blancas y si te
encuentras con alguna otra posiciéon los movimientos son analogos.

Observando la figura 8.35 encuentro una carita blanca en la posicion 4 (ver figura 8.34)

Figura 8.35

Busco una carita blanca en cualquiera de las caras laterales, en este caso la carita blanca sobre
mi cara lateral se encuentra en la posicién 1 (figura 8.36), giro la cara superior en sentido
horario un cuarto de vuelta (figura 8.37), es decir realizo el movimiento U (ver [Si]), ahora
mis dos caritas blancas se encuentran en la misma rodaja (figura 8.38).
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Figura 8.36 Figura 8.37 Movimiento U Figura 8.38

Ahora realizo el movimiento H; ! (ver notacién en 2.3.3) que me permite mover la carita
blanca que se encuentra en la cara frontal a la cara superior (figura 8.39).

Ahora la carita blanca ya se encuentra en la cara superior, pero recordemos que esta sobre la
misma rodaja, debemos girar la cara superior de manera que nuestra carita blanca no esté
sobre la misma rodaja o sobre la misma linea que nuestra primera carita blanca elegida
(figura 8.35), podemos realizar cualquiera de los siguientes movimientos U o U™2 yo elegiré
U~2% (figura 8.40), luego regreso la mitad izquierda, es decir aplico el movimiento inverso H,
lo que me permite obtener una linea blanca, es decir ahora las caritas blancas se encuentran
en las posiciones 3y 4 (figura 8.41).

Figura 8.39 Movimiento H;™* Figura 8.40 Figura 8.41

Enseguida busco una tercera carita blanca en cualquiera de las caras laterales, una vez elegida
la carita giramos la cara superior de manera que las tres caritas blancas estén sobre la misma
rodaja y repito el proceso anterior, en mi caso podemos observar en la figura 8.43 que mis 3
caritas se encuentran en la mitad derecha, por lo que aplicaré el mismo proceso s6lo cambiaré
el subindice que indicara que el movimiento afectard a la mitad derecha, aplicamos
Hg UT2HRL

Figura 8.42 Figura 8.43 Figura 8.44
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Finalmente busco la cuarta carita blanca en las caras laterales, en este caso mi cuarta carita
blanca se encuentra en la cara inferior en la posiciéon 1, lo mas recomendable es mover la
carita blanca a una de las caras laterales del cubo, para lograrlo realicemos lo siguiente:

Giramos la cara superior de tal manera que dos de las caritas blancas que se encuentran en
dicha cara estén sobre la misma rodaja que la cuarta carita blanca para lograrlo aplico U?
luego aplicamos el movimiento H; !, ahora la cuarta carita blanca se encuentra en la cara
frontal en la posicion 1 (ver figura 8.45) pero recordemos que la cuarta carita sigue sobre la
misma rodaja que las otras 2 caritas blancas, por lo que el siguiente paso sera aplicar F de esta
manera la cuarta carita ya no esta sobre la misma rodaja, ahora se encuentra en la posicion 2
de la cara frontal, finalmente regresamos la mitad izquierda, es decir aplicamos H;.

Perfecto, ahora nuestra cuarta carita blanca se encuentra en la cara frontal es decir en una de
las caras laterales jcomo queriamos!

Enseguida giramos la cara superior del cubo de manera que alguna de las lineas blancas este
sobre la misma rodaja que nuestra cuarta carita blanca, en mi caso aplicamos U (ver figura
8.46), es importante elegir la linea blanca correcta, ;a qué me refiero con esto? Debemos elegir
la linea blanca de forma que ésta al estar sobre la misma rodaja que la cuarta carita blanca y
al realizar el movimiento Hy se forme una linea blanca nuevamente sobre la cara superior
(ver figura 8.49) y no una diagonal como se ve en la figura 8.47.

Por lo que si elegimos la linea blanca que se observa en la figura 8.46 fracasariamos al obtener
una diagonal, la eleccidn correcta es la linea blanca de la figura 8.48.

Pero, ;como conseguimos la linea blanca de la figura 8.48? Es muy sencillo, partiendo de la
configuracién de mi cubo en la figura 8.46 solo giro la cara superior, puedo aplicar U~ 1o U3 y
obtengo la configuracion de la figura 8.48.

[

Figura 8.45 Figura 8.46 Figura 8.47 Diagonal
El paso siguiente es aplicar H; y obtenemos la linea blanca que tanto deseabamos. Finalmente

aplicamos U~ (ver figura 8.50) y regresamos la mitad derecha, es decir aplicamos Hz! lo que
nos permite obtener la “cara central” blanca (ver figura 8.52).

141



Figura 848 ‘Figura 8.49 Linea blanca

Figura 8.51 Figura 8.52

Para completar el resto de caras centrales debemos memorizar como estan colocadas las
caras laterales.

Hay diferentes posiciones en los colores de cada cara, en el capitulo 2 proporcionamos los
colores de cada cara del cubo, en este caso como estamos empezando por completar la cara
central blanca, el paso siguiente sera completar las caras centrales en el siguiente orden de
aparicién: la cara central Roja (que en este caso serd la cara frontal), la cara central Verde
(que en este caso serd la cara izquierda), la cara central Azul (que en este caso serd la cara
derecha) la Anaranjada (que en este caso sera la cara posterior) y finalmente Amarilla (que en
este caso serd la cara inferior).

Es decir rotamos el cubo de manera que la cara central blanca este en la parte superior, en la
cara frontal debemos completar la cara central roja, en la cara izquierda debemos completar
la cara central verde, en la cara derecha completamos la cara central azul, en la cara posterior
debemos completar la cara central anaranjada y automdaticamente se completara la cara
central amarilla (ver figuras 8.53, 8.54 y 8.55), ;c6mo las completamos? Siguiendo los mismos
pasos que realizamos para completar la cara central blanca, siempre siguiendo el orden, cara
central blanca (su opuesta sera la cara central amarilla), roja-anaranjada, y verde- azul.

142



Figura 8.55

Fl|ura 8.53 F1|ura 8.54
Figura 8.56 F1|ura 8.57 Figura 8.58

Figura 8.59

8.4.2 Colocacién de las aristas (cubitos medios, es decir los 2 cubitos que se encuentran
entre los subcubos esquina)

El paso siguiente sera colocar y orientar las 12 aristas, debemos tener en cuenta que al usar
las palabras “colocar y orientar aristas” en este caso me refiero a colocar y orientar siempre
en parejas (cubitos medios, ver figura 8.73).

El primer paso sera elegir una par de aristas, por ejemplo en la figura 8.60 elegimos dos
aristas A y B (caritas roja y amarilla), notamos que las dos aristas se encuentran sobre la
misma rodaja, debemos preparar el cubo de forma que las aristas A y B se encuentren sobre
una de las diagonales (ver figuras 8.62 y 8.64) para esto apliquemos el movimiento F~*LDF?.
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Nota: F~1LDF? también nos permite mover 2 aristas a una misma rodaja en el caso de que éstas
se encuentren sobre una de las diagonales.

Figura 8.60 Figura 8.61 Diagonal

Cada que elijamos un par de aristas no debemos olvidar ubicarlas sobre alguna de las
diagonales (ver figuras 8.62 y 8.64), agrego el algoritmo a realizar en cada caso, el cual nos
permite juntar las dos aristas Ay B.

Es importante mencionar que al realizar el respectivo algoritmo (dependiendo del caso en que
nos encontremos) una par de aristas siempre se afectan, en las siguientes figuras indico con
una llave las aristas que separamos (ver figura 8.63) al realizar el algoritmo, por lo que, s6lo
debemos girar la cara izquierda o derecha, buscando posicionar en la cara inferior del cubo un
par de aristas que aun no estén juntas y de esta forma no afectemos aristas que ya hemos
completado.

Figura 8.62 Figura 8.63 Figura 8.64
HR'UR™1UH, H,ULU 1H[!

Colocacidn del Gltimo par de aristas

Usando los algoritmos de las figuras 8.62 y 8.64 completamos 10 aristas (ver figuras 8.65, 8.66,
8.67 y 8.68), al final siempre nos quedaran 2 aristas por completar, ver figuras 8.69, 8.70y 8.71
en mi caso las dos aristas que debo juntar se encuentran sobre la cara en la que se encuentra
la “cara central amarilla”, un par de aristas que debo juntar tienen las caritas de color rojo y
amarilla y el segundo par de aristas contiene las caritas de color verde y rojo, se puede
observar que ambas parejas se encuentran sobre las diagonales, el paso siguiente sera colocar
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cada par de aristas sobre la misma rodaja (recordar figura 8.60) para lograrlo apliquemos
F7LDF2
Nuestra siguiente tarea serd aplicar el siguiente algoritmo:

H,ULU 'FU'F~1UH;!

jPor fin hemos terminado! Ya tenemos las 12 aristas completas, (ver figura 8.73).

Figura 8.65 Figura 8.66 Figura 8.67

Figura 8.68 Figura 8.69 Figura 8.70

Figura 8.71 Figura 8.72 Colocacién del Figura 8.73
ultimo par de aristas. Colocacién de aristas

Como habia prometido en 8.4, ya habiendo preparado el cubo 4 X 4 X 4 (ver 8.33y 8.73) para
después resolverlo como si fuese el Cubo de Rubik 3 X 3 x 3.
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8.4.3 Resolviendo el Cubo de Rubik 4 X 4 X 4 como si fuese el Cubo de Rubik 3 x 3 x 3.

A partir de este momento el lector podra hacer uso de cualquier movimiento dado en 8.2.1
(Estrategia para resolver el cubo 3 X 3 X 3, ver la tabla de movimientos esquina y arista),
podemos empezar por completar cualquier cara, en mi caso empezaré por resolver la cara
blanca (ver figura 8.76), enseguida las aristas (ver figuras 8.78 y 8.79) y finalmente la cara
amarilla (ver figura 8.86).

Figura 8.75 ~ Figura 8.76

T _L
—— f—

Figura 8.74

Figura 8.77 Figura 8.79

Figura 8.80 Figura 8.81 Figura 8.82
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Figura 8.83 Figura 8.84

Figura 8.87

Figura 8.86 Figura 8.88

Figura 8.89

8.4.4 Paridad en el Cubo de Rubik 4 X 4 x 4.

En este apartado revisaremos las paridades que presenta el cubo 4 X 4 X 4, una de las
caracteristicas de éste cubo es que tiene un nimero par de capas, esta paridad se presenta en
los cubos de lados pares.

Caso 1: Uno de los algoritmos que podemos necesitar al resolver la dltima capa del cubo
4 X 4 X 4 es el que nos permite obtener la “cruz amarilla” (ver figura 8.80), el caso que todos
deseamos (por ser el mas facil) es que todas las caritas que forman la cruz sean amarillas, y el
paso siguiente sera aplicar algoritmos que nos posicionen las aristas y finalmente colocar las
esquinas correctamente posicionadas y orientadas para terminar de resolver el cubo, ahora
;qué pasa si no consigo que todas las caritas sobre mi cruz sean amarillas como en la figura
8.80?
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La respuesta es, que el caso al que nos enfrentariamos es el siguiente:

Al tratar de obtener la “cruz amarilla” podemos obtener 3 aristas bien orientadas y la cuarta
arista bien posicionada pero mal orientada (en mi caso debo invertir los colores anaranjado y
amarillo, ver figura 8.90), el siguiente algoritmo (ver notacion en 2.3.3):

Figura 8.90 Figura 8.91
r’B2U%IU*r 'U*rU%F?rF?1-1B?r?

nos permite resolver ésta paridad, rotemos nuestro cubo de tal forma que la cuarta arista se
encuentre en la posicion uf (ver Ejemplo 1.2.7), al aplicar el algoritmo anterior lograremos
orientar la cuarta arista (ver figura 8.92).

Figura 8.92 Figura 8.93
Caso 2: Otra paridad con la que nos podemos encontrar al resolver la dltima capa del cubo

4 X 4 X 4 es que obtengamos el cubo totalmente armado excepto dos esquinas consecutivas
de una cara, que se encuentran en posiciones invertidas (ver figuras 8.94y 8.95).
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Figura 8.94 Figura 8.95

El primer paso para resolver esta paridad es rotar el cubo tal que las dos esquinas mal
posicionadas se encuentren sobre la cara derecha y aplicamos el siguiente algoritmo:

r?U*r?Hir?u?
tomando el cubo por la cara superior, rotarlo 90° en sentido antihorario y aplique lo siguiente
RUR W 'R 'FR?U'R"'U'RUR'F L.
El algoritmo anterior nos permite obtener 3 esquinas mal posicionadas (ver figura 8.96),
dejando el resto del cubo fijo que en este caso nos conviene porque ahora podemos utilizar el

movimiento esquina 3-ciclo (brd,urb,ulb) visto en la tabla dada en 8.2.1, mimo que nos
permitira solucionar el puzzle.

Figura 8.96 l Figura 8.97

8.5 Una estrategia para resolver el Pyraminx

Supongamos que el tetraedro esta sobre una superficie plana frente a nosotros. Las esquinas
se denotan L (izquierda), R (derecha), U (superior) y B (parte posterior).

Los movimientos basicos son:
e L denota la rotacion de 120 grados en sentido horario del subtetraedro de 2 niveles
que contiene la esquina izquierda,
e R denota la rotaciéon de 120 grados en sentido horario del subtetraedro de 2 niveles
que contiene la esquina derecha,
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e U denota la rotacién de 120 grados en sentido horario del subtetraedro de 2 niveles
que contiene la esquina superior,

e B denota la rotacion de 120 grados en sentido horario del subtetraedro de 2 niveles
que contiene la esquina posterior.

En primer lugar debemos orientar esquinas (puntas) de la cara elegida a completar, en mi
caso primero completaré la cara amarilla ver figura 8.98), después orientamos la punta del
tetraedro superior ver figura 8.99 y finalmente resolvemos la parte media que desde este
momento llamaremos aristas (como acostumbran los amantes de estos puzzles) ver figura
8.100.

Figura 8.98 Figura 8.99 Figura 8.100 Aristas

Una vez que hemos resuelto la cara inferior (cara amarilla) y la punta del tetraedro superior,
lo Gnico que nos queda por hacer es resolver aristas. Recordemos que la primera cara que
completamos fue la inferior (amarilla), por lo que, los colores para las demas caras seran el
Azul (B), Rojo (R) y Verde (G). Revisemos 3 casos a los que podemos enfrentarnos:

Primer caso: En las figuras 8.101 y 8.102 podemos observar que en la parte media cada cara
contiene tres caritas del mismo color, por lo que sélo debemos girar el subtetraedro de 2
niveles que contiene la esquina superior hasta completar el Pyraminx.

Figura 8.101 Figura 8.102
BBB, RRR y GGG
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También podemos obtener los colores de las 3 caritas de cada cara como en las figuras 8.103 a
la 8.107, para resolverlas tomamos el puzzle de forma que cualquiera de las caras roja, verde o
azul se encuentren frente a nosotros y aplicamos el siguiente movimiento que nos permite
armar totalmente el Pyraminx R-1U~'RU-'R-1U~1R.

Figura 8.105 GBG Figura 8.106 BRB Figura 8.107 RGR

Segundo caso: Tenemos las 3 aristas mal posicionadas y orientadas, es importante mencionar
que en este dltimo caso tenemos 2 posibles caminos a seguir:

1: Las 3 aristas deben ser permutadas en sentido antihorario, ahora, observando el patréon que
tenemos en la parte media:

En una cara tenemos 2 caritas iguales y la tercera de diferente color (ver figura 8.108), en otra
cara 2 caritas iguales y la tercera de diferente color (ver figura 8.109), y en la tercer cara 3
caritas de diferente color (ver figura 8.110).

Rotamos el puzzle de forma que la cara que en la que se encuentren 2 caritas iguales y la
tercera de diferente color, esté frente a nosotros, y la cara derecha contenga las 3 caritas de

diferente color (ver figura 8.113), aplicando el siguiente algoritmo resolvemos el Pyraminx:

LRUR 1y—1L1
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Figur& 8.111 Figura 8.112 Figura 8.113
2: Es equivalente al caso 1, s6lo que ahora las aristas deben ser permutadas en sentido
horario, debemos rotar el puzzle de manera que la cara adyacente (la cara que contiene las 3
caritas de diferente color) se encuentre en el lado izquierdo, ver figura 8.118, finalmente
aplicando el siguiente algoritmo tenemos el puzzle totalmente armado.

R IL1U-1LUR

Figura 8.114 Figura 8.115 Figura 8.116
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Figura 8.117 Figura 8.118 Figura 8.119

Tercer caso: Una arista fija (bien posicionada y orientada, ver figura 8.120) y dos que estan
bien posicionadas pero mal orientadas (estan en su posicion pero deben invertirse los colores
ver figuras 8121y 8.122):

Rotamos el Pyraminx de forma que la cara en la que se encuentran las 2 aristas (de las cuales
los colores de sus caritas deben ser invertidos) esté frente a nosotros y aplicamos el siguiente

algoritmo que nos permite armar totalmente el Pyraminx:

R IUL YU 1LU1RU.

LaSUETVL ST AN S EEY -i‘.f"b.:s. -
Figura 8.120 Figura 8.121 Figura 8.122

8.5.1 Estrategia para el Pyraminx usando conmutadores

En primer lugar, obtener las caritas "centro” resueltas, a continuacidn, girar las puntas para
resolverlas y las caritas centrales. Por ultimo, resolver las aristas, utilice los siguientes
movimientos:

e [R,U~1] es un 3-ciclo de piezas arista sobre la cara URL,

153



e [R, U] *[R™1,L]es un giro (invertir colores de las etiquetas de cada arista) de dos aristas
(arista UR y la arista UL) en la cara URL.

Anexo:

El orden del Grupo Cubo de Rubik (A. Frey y D. Singmaster, [FS])

(Cuantas diferentes permutaciones del cubo hay, incluyendo orientaciones de arista y
esquinas giros .

En primer lugar, ;cuantas permutaciones de las ocho esquinas son posibles si ignoramos
orientaciones? Sabemos que el nimero total de posibles permutaciones de un conjunto de n
objetos en n ubicaciones es n! Hemos encontrado un proceso el cual intercambia un solo par
de esquinas, ignorando aristas, sin molestar a otras esquinas. Utilizando ya sea conjugados de
este proceso o bien con distintas orientaciones del cubo, podemos intercambiar cualquier par
de esquinas sin alterar a las otras. Puesto que toda permutaciéon se puede descomponer en
productos de transposiciones, toda permutacién esquinas es posible en el cubo. Por lo tanto
tenemos

8!=40,320
permutaciones posibles de esquinas en el cubo.

El mismo argumento muestra que hay 12! = 479 001 600 permutaciones posibles de aristas
en el cubo. Sin embargo, hemos visto que no todas las permutaciones de las esquina pueden ir
con todas las permutaciones de las aristas. Las permutaciones de las esquinas y aristas juntas
debe ser par, por lo que permutaciones esquina par deben ocurrir con permutaciones arista
par e impar con impar. ;Puede cada permutacién par esquina ocurrir con cada permutacién
par arista? ;Si! Para ver esto se aplica el método anterior para obtener cualquier permutacion
par esquina. Esto producird una permutacién par arista que luego necesitamos para
transformar a cualquier permutacion par arista que deseemos, Esta transformacion debe ser
una permutacién par arista la cual deja esquinas fijas. Cualquier permutacién par arista,
dejando esquinas fijas, se puede obtener usando ya sea 3 ciclos o parejas de 2 ciclos de aristas
las cuales dejan esquinas fijas. Estos se pueden obtener como conjugados de cualquiera de

W = LR 'F?2L71RU?

V= (F2R2)3

(Puede cada permutaciéon impar esquina ocurrir con cada permutaciéon impar arista? Si!
Podemos repetir el argumento anterior y de nuevo necesitamos obtener permutaciones pares
arista que dejan esquinas fijas. Alternativamente, simplemente aplicamos cualquier giro de
cara para transformar un caso impar-impar en un caso par-par, y utilizamos el argumento
anterior. Dado que la mitad de las permutaciones son impares y la otra mitad son pares, se
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observa que el nimero total de permutaciones del cubo sin contar orientaciones de esquinas y
aristas es de

8!-12!

=9,656,672,256,000.

Ahora considerando orientaciones de esquinas y aristas. Cualquier esquina puede ser girada
en tres orientaciones, a excepcion de la dltima, cuya orientacion esta fijada por las otras siete.
Del mismo modo cualquiera de las aristas se puede invertir en dos formas con excepcién de la
ultima, cuya orientacidn esta determinada por la primeras 11. Por lo tanto cada permutacién
de los subcubos puede tener

38

3= 2,187
orientaciones esquina y

212

T = 2,048

orientaciones arista. Asi, el nimero total de permutaciones del cubo contando orientaciones
de esquinas y aristas es
8!-12! 38 212

3 Ty T 43,252,003,274, 489,856,000

~ 4.3 x 101°
Este es el orden del Grupo Cubo.

Teorema. El numero de posibles posiciones del Pyraminx de Méfferts es
6!
?25 -3% = 75 582 720.

Prueba (Bandelow, [B1]): Cada giro de 120° de cualquier subtetraedro de segundo nivel causa
un 3-ciclo arista, por lo tanto, una permutacién par de las piezas arista. Por lo tanto, a lo sumo

6! . : . : .
- Posiciones para las 6 piezas arista son posibles. Por otra parte, cada giro de 120° de un

subtetraedro de segundo nivel causa dos 3-ciclos disjuntos, por consiguiente una permutacién
par, para el conjunto de los 12 colores sobre las 6 piezas arista. Por lo tanto, en este conjunto
también, obtenemos s6lo permutaciones pares, lo que significa reorientamos una pieza arista
como una transposicion, por lo tanto, una permutacién impar, es imposible. Por otra parte, las
siguientes maniobras muestran que cada permutacién par de piezas arista se puede realizar y
que, en este proceso, 5 de 6 aristas pueden estar orientadas en 2°. Las cuatro piezas nicleo
pueden ser giradas arbitrariamente en 3* posiciones y lo mismo se aplica para las 4 puntas
del Pyraminx 3*.
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El puzzle 14-15

La configuracion original de Samuel Loyd Puzzle 14-15.

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 15 14

puede ser cambiada en la siguiente configuracion:

1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15

usando cuarenta y cuatro movimientos: Los siguientes numeros indican qué cuadrado (en
orden) se debe colocar en el lugar vacio:
14,11,12,8,7,6,10,12,8,7,4,3,6,4,7,14,11,15,13,9,12, 8, 4, 10, 8, 4, 14, 11, 15, 13,9, 12,
4,8,5,4,8,9,13,14,10,6, 2, 1.
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Reflexion final

Durante la carrera me enfrente al curso de Teoria de Grupos, el revisar la definicién de grupo
a través de algunos ejemplos concretos me permitié entender cada una de las propiedades, no
tuve problemas al llegar la definiciéon de subgrupo, al parecer todo estaba claro para mi, pero
al llegar a definiciones como subgrupo normal, grupo cociente, los teoremas de
isomorfismos... Por mas que intentaba visualizar las definiciones no me quedaban claras,
pero aun asfi intentaba resolver los problemas, recuerdo pocos ejemplos concretos en el curso
y todo lo intentaba entender con permutaciones, sélo cambiaba el indice e intentaba
particularizar, cuando me propusieron el tema de tesis “Matemadticas del Cubo de Rubik” me
encanto la idea ya que mucho tiempo atras tenia la curiosidad por saber como resolver el
Cubo de Rubik, ahi me di cuenta que podia lograrlo y el saber que a la vez podia relacionar las
matematicas (en especial Teoria de grupos) con el cubo fue muy divertido.

Después de varios meses de trabajo jya se resolver el cubo3 X 3 X 3! Y ademas pude
relacionar cada movimiento que utilizaba en la resolucién con los conceptos vistos en el
Teoria de grupos, como conjugados y conmutadores, y aprendi algunos conceptos nuevos
para mi, pues veia su aplicacion al cubo.

Algunas personas resuelven el cubo en muy poco tiempo, pero han practicado muchas horas y
descubren algunos algoritmos de manera empirica, lo cual tiene su mérito, pero con la ayuda
de los conceptos basicos de Teoria de grupos me resulto mas facil entender por qué funcionan
los algoritmos.

Mientras realizaba el presente trabajo aprendi a trabajar de manera independiente, buscando
informacidn, investigando... Y esto me ayudard mucho en mi futuro. El trabajar en la
realizacién de la tesis es una tarea que requiere bastante compromiso y que nos ayuda a
crecer profesionalmente.

Finalmente debo mencionar que gracias a los maestros de la FCFM de la BUAP de quienes
siempre recibi guia y soporte he logrado llegar a la meta, gracias a sus observaciones, criticas
constructivas y a su gran compromiso.
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