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INTRODUCCIÓN 
 

¿Quién no ha intentado resolver juegos como el Cubo de Rubik o el Puzzle 15? Es 
sorprendente la matemática implícita que nos ofrecen varios juguetes de este tipo. En este 
trabajo hablaremos de la teoría grupos aplicada a algunos juegos, como el Cubo de Rubik, el 
Puzzle 15 y el Pyraminx, el objetivo principal es explicar cómo se resuelven ya que lejos de 
pasar de moda surgen nuevas variantes. Nos basamos en el texto de David Joyner: 
ȰAdventures in Group Theoryȱ  y consultamos varios autores entre ellos D. Singmaster, J. J. 
Rotman, I. N. Herstein, D.A.R. Wallace, y J. Durbin.      

 
¿Por qué resulta fascinante el  Cubo de Rubik? Dejemos que su autor nos explique: 
 
Ȱ0ÁÒÁ Íþ ÅÓÔÅ ÏÂÊÅÔÏ ÅÓ ÕÎ ÅÊÅÍÐÌÏ ÁÄÍÉÒÁÂÌÅ ÄÅ ÌÁ ÂÅÌÌÅÚÁ ÒÉÇÕÒÏÓÁȟ ÄÅ ÌÁ ÇÒÁÎ ÒÉÑÕÅÚÁ ÄÅ ÌÁÓ 
leyes naturales; es un ejemplo sorprendente de las posibilidades admirables del espíritu humano 
para probar su rigor científico y para dominar esas leyes... Es el ejemplo de la unidad de lo 
verdadero y de lo bello, lo que para mí significan la misma cosa. Todo esto podría parecer 
exagerado a propósito de un simple juguete, pero confío en que quienes, aprovechando sus 
posibilidades, intenten penetrar en este mundo científico y asimilarlo, harán descubrimientos y 
serían de mi opinión. Mi convicción íntima es que jugando con él, reflexionando sobre él, 
podemos alcanzar algo de la lógica pura del Universo, de su esencia sin límites, de su movimiento 
ÐÅÒÐÅÔÕÏ ÅÎ ÅÌ ÅÓÐÁÃÉÏ Ù ÅÎ ÅÌ ÔÉÅÍÐÏȢȱ  [A]  
 
La primera vez que intente resolverlo, no fue nada fácil, pero cuando entendí su construcción 
y  después de  varios meses de preparar esta tesis ya soy capaz de explicar cómo se resuelve, 
porque no existe método sencillo para resolverlo y esto alimenta la curiosidad.    
 

En el capítulo 1 revisamos algunos conceptos y notación sobre permutaciones, 
también hablaremos del volteo de campanas (pasatiempo inglés) que consiste en hacer sonar 
varias campanas permutándolas en cierto orden. El Plan Bob Minimus es un método para 
recordar las 24 permutaciones posibles de cuatro campanas en una secuencia que puede 
recodarse usando las 24 simetrías de un cubo (ver Figura  1b). Veremos cómo las secuencias 
del Plan Bob Minimus actúan como un puente entre el mundo matemático de rotaciones de un 
cubo y el mundo de la música en este caso a través del volteo de campanas. 

 

  
╕░▌◊►╪ ╪ ╕░▌◊►╪ ╫ 
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╕░▌◊►╪ ╬ ╕░▌◊►╪ ▀ 

En el capítulo 2 consideramos un tipo especial de juegos para una sola persona 
conocidos como puzzles, por ejemplo el Puzzle 15, que no corresponde a la traducción literal 
ÃÏÍÏ ȰÒÏÍÐÅÃÁÂÅÚÁÓȱ (que consiste en armar una imagen con muchas piezas). Explicamos las 
características del puzzle en su sentido original que incluye mover piezas como el juego del 15 
(ver Figura 1e) donde cada movimiento tiene un inverso, es decir existe otro movimiento que 
reestablece el puzzle a la posición de la que se había partido. Veremos cómo cada movimiento 
básico de los puzzles puede ser descrito usando notación cíclica disjunta para permutaciones.  

 
╕░▌◊►╪ ▄ 

También hablamos brevemente del juego conocido como Rainbow Masterball y el Cubo de 
Rubik ς ς ςȟσ σ σ ώ τ τ τ.  

En el capítulo 3 revisamos algunas definiciones y teoremas básicos de Teoría de 
Grupos, continuando con la introducción de terminología que nos permita analizar puzzles de 
permutación matemáticamente y los tipos de grupos que surgen al analizar el Cubo de Rubik, 
introducimos el concepto de conmutador, finalmente  volvemos al volteo de campanas visto 
en capítulo 1, en el contexto de la teoría de grupos.  

En el capítulo 4 introducimos una interpretación  de un grupo de permutación desde el 
punto de vista de la teoría de grafos. Uno de los objetivos de los aficionados de los puzzles es 
encontrar el número de movimientos en la mejor solución posible a partir del peor caso, esto 
en matemáticas se conoce como el diámetro del grafo Cubo de Rubik, revisaremos los logros 
de muchas personas que han trabajado en el Ȱalgoritmo de Diosȱ para el Cubo de Rubik 
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3 σ σ, así como los diámetros que han sido encontrados para el Cubo ς ς ς y el 
Pyraminx. 

En el capítulo 5 hablaremos acerca de las simetrías de algunos poliedros regulares, 
sabemos que el Cubo de Rubik σ σ σ está cortado por seis planos paralelos a las caras, que  
el Pyraminx es un puzzle tetraédrico, similar en algunos aspectos, pero en otros es diferente al 
Cubo de Rubik, el estudiar la simetría hexaédrica y tetraédrica nos permitirá  entender la 
construcción mecánica del Cubo de Rubik y del Pyraminx. 

En el capítulo 6 veremos brevemente homomorfismos entre grupos, acciones en un 
grupo, productos directos de grupos. Un ejemplo importante será el estudio del grupo slice 
(generado por los movimientos de los cortes medios del cubo) que es más fácil de analizar 
que el grupo Cubo de Rubik en sí mismo. 

En el capítulo 7 describiremos matemáticamente  los movimientos del cubo  σ σ σ 
como orientaciones esquina y orientaciones arista. Al tratar de resolver el Cubo de Rubik se 
presentan situaciones cómo ¡necesito mover 3 subcubos de una cara, que están en los  cortes 
medios! ¿Encontraré algún movimiento que me permita moverlos sin afectar el resto del 
cubo? En este capítulo consideraremos este tipo de cuestiones. 
 

El capítulo 8 incluye algunas estrategias para resolver el Pyraminx, el Cubo de Rubik 
ς ς ςȟσ σ σȟÙ ÅÌ τ τ τ . Además, se analizan algunas de las ideas matemáticas 
detrás de los algoritmos utilizados, cómo movimientos que nos permiten permutar esquinas y 
aristas cíclicamente dejando el resto del cubo fijo, el uso de algunos conmutadores elegidos 
cuidadosamente, movimientos torsión esquina, movimientos flip que nos permiten voltear 
aristas, es decir invertir el color de las etiquetas de una arista, para resolver el Cubo de Rubik. 
Comparamos la estructura mecánica del cubo ς ς ςȟσ σ σȟÅÌ τ τ τy 
determinamos que hay alguna relación en la solución de estos.  

La presente tesis podría usarse como auxiliar en un curso introductorio de Teoría de Grupos 
por ello se incluyen algunos problemas o como lectura adicional para los interesados en el 
tema.  Al intentar resolver el Cubo de Rubik utilizamos las definiciones básicas de teoría de 
grupos,  ȰÙÁ no caen del ÃÉÅÌÏȱ, es decir es más fácil introducirlas  en el contexto de juegos. 

Nota: las referencias bibliográficas se indican con [ ] por ejemplo [Si] se refiere a Singmaster 
D. 
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Capítulo 1 

Volteo de campanas y  permutaciones 

En este capítulo se introducen algunas definiciones sobre permutaciones y combinatoria, 
notación, símbolos y propiedades básicas deben ser recordadas para mayor claridad. Todo 
mundo conoce el Cubo de Rubik, nuestra intención es aplicar los conceptos de teoría de 
grupos a la solución del Cubo de Rubik,   por ejemplo al mover las caras del cubo las estamos 
permutando, el objetivo es no perder de vista la reorganización de los objetos, (las caras de un 
Cubo de Rubik), que cambian cada vez que hacemos un movimiento, posteriormente veremos 
los detalles (hay diferentes versiones ς ςȟσ σȟτ τȟ fáciles de conseguir). En este capítulo 
también hablaremos de un pasatiempo inglés que se remonta a más de 300 años: el volteo de 
ÃÁÍÐÁÎÁÓȟ ÑÕÅ ÔÁÍÂÉïÎ ÁÐÌÉÃÁ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÏÎÅÓ ÓÉÇÕÉÅÎÄÏ ÕÎ ȰÐÌÁÎȱȢ 

 
1.1 Permutaciones  
 
Supongamos que se mezcla un paquete de cartas. Simplemente reorganizamos las 52 cartas. 
La equivalencia matemática de barajar es una permutación.  
 
Sea ᴚ  ρȟςȟȣȟὲ el conjunto de los enteros desde 1 hasta  ὲ, donde ὲ es un entero 
positivo. Una permutación de  ᴚ es una biyección de  ᴚ sobre sí mismo.  
 
Por otro lado si  Ὕ es cualquier conjunto finito entonces una permutación de Ὕ es una 
biyección de Ὕ sobre sí mismo. En el caso de que Ὕ tenga ὲ elementos, podemos denotar los 
elementos de Ὕ por Ὕ  ὸȟȣȟὸ   consideramos una permutación como una función 
ὪȡὝᴼὝ  con   Ὢὸ  ὸ   Pero por brevedad consideramos  otra función  ,  Ḋ ᴚ ᴼ ᴚ  

donde Ὢὸ  ὸ   si y sólo si Ὥ ὮȢ 

 
En otras palabras, una vez que denotamos los elementos de Ὕ, existe una correspondencia 
inyectiva entre las permutaciones de Ὕ y las de ᴚ. Dado que los elementos de ᴚ son más 
fáciles de escribir (menos subíndices), a menudo sólo trabajamos con  ᴚ. 
 
Como un ejemplo, en el Cubo de Rubik σ σ hay  ω Ͻ φ υτ caritas. Si numeramos las caritas 
del ρȟςȟȣȟυτ  (en cualquier forma que desee), cualquier movimiento del Cubo de Rubik 
corresponde a una permutación de ᴚ .  
 
Notación: Podemos denotar una permutación ὪḊ ᴚ ᴼ ᴚ  por una matriz  ς ὲ:  
 

Ὢ P  
ρ ς ȣ
Ὢ Ὢ Ễ

    
ὲ
Ὢ

 

 
Donde ὪȟὪȟȣȟὪ es simplemente un reordenamiento (en algún  orden dependiendo de Ὢ) de  
enteros ρȟςȟȣȟὲȢ Esta notación significa que Ὢ envía 1 a Ὢ, Ὢ envía 2 a Ὢ, ..., Ὢ envía ὲ a Ὢ. En 
otras palabras,  Ὢ Ὢρȟ Ὢ ὪςȟȣȟὪ Ὢὲ, y Ὢ  Ὢ , a menos que Ὥ ὮȢ  

 
Nota: Utilizo la notación de David Joyner  
 
 

http://books.google.com/books?id=VePv84nsfWIC&pg=PA29&hl=es&source=gbs_toc_r&cad=4
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Ejemplo 1.1.1.  
 

(a)  La  permutación identidad, denotado por Ὅ, es la permutación que no hace cambios:  
 

Ὅ  
ρ ς ȣ
ρ ς ȣ

    
ὲ
ὲ

 

 
(b)  La permutación ὪḊ ᴚ ᴼ ᴚ definida por  

 

Ὢ  
ρ ς σ
σ ς ρ

 

 
 intercambia 1 y 3 y deja al 2 igual.  

 
El n-ciclo es una permutación que  permuta los valores cíclicamente: 

 
ρ ς ȣ
ς σ ȣ

    
ὲ
ρ

 

 
 
La permutación                                                    ρ ς ȣ

ὲ ρ ȣ
    
ὲ
ὲ ρ

 

también es llamada un n-ciclo. 
 
Definición 1.1.1.  Sea ὪḊ ᴚ ᴼ ᴚ   una permutación y sea  
 

Ὡ Ὥ ὧὥὶὨὮ Ὥ ȿ ὪὭ ὪὮȟ          ρ Ὥ ὲ ρȢ  

  
Sea                             ίύὥὴὪ  Ὡ ρ  ȣ Ὡ ὲ ρ 

 
Llamamos a esto el swapping number de la permutación Ὢ, ya que cuenta el número de veces 
que Ὢ intercambia la desigualdad Ὥ Ὦ a ὪὭ ὪὮȢ Diremos que Ὢ es par si ίύὥὴὪ es par y 
llamamos Ὢ impar en caso contrario, es decir, encontramos una manera muy fácil de 
determinar si una permutación Ὢ es par o impar. Dada una fila de enteros, diremos que el 
número de intercambios es igual al número de enteros que son menores que el entero que 
encabeza la fila. Así, por ejemplo, el número de intercambios en la fila 3, 1, 2 (ejemplo 1.1.2) es 
2. 
 
El número  ίὭὫὲὪ  ρ   se llama el signo (o función signum) de la permutación Ὢ.  

 
Lema 1.1.1. Sea ὪḊ ᴚ ᴼ ᴚ una permutación. Entonces 
 

ίὭὲὫὪ  
ὪὭ ὪὮ

Ὥ Ὦ
Ȣ
 

  
Observación 1.1.1. Sea ὛṒ ᴚ. Sea ὪḊ ᴚ ᴼ ᴚ  una permutación para la cual  ὪὭ Ὥ, para 
todo  Ὥɴ  ὛȢ  En otras palabras, Ὢ permuta los elementos de Ὓ  ᴚ   Ὓ pero no los 
elementos de ὛȢ Definimos una nueva permutación Ὣ de Ὓ (no de ᴚ) por ὫὭ ὪὭ  para 
todo Ὥɴ  ὛȢ El lema anterior implica que el signo de la permutación ὪḊ ᴚ ᴼ ᴚ   es el 
mismo que el signo de la permutación ὫḊ Ὓ O  ὛȢ 
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Ejemplo 1.1.2.  Definimos la permutación ὪḊ ᴚ ᴼ ᴚ como Ὢρ σȟὪς ρȟὪσ ς,  la 
escribimos en una matriz  ς σ   

ρ ς σ
σ ρ ς

 

 
Hay 3 desigualdades para ᴚ Ḋρ  ςȟς σȟώ  ρ σȢ  Tenemos Ὢρ σ Ὢς ρȟ
Ὢς ρ  Ὢσ ς, y Ὢρ σ  Ὢσ ςȢ Por lo que la primera y tercera desigualdad 
cambian, así el número de intercambios es  ίύὥὴὪ ς. Otra forma de dibujar Ὢ es por  
unͼÄÉÁÇÒÁÍÁ ÃÒÕÃÅȱȟ ÄÏÎÄÅ Ὢ envía la columna de la izquierda a la columna de la derecha: 
 

 

 
El número de cruces en este diagrama es el número de intercambios de Ὢ, de los cuales 
podemos ver que Ὢ es una permutación par y su signo ίὭὫὲὪ  ρ ρȢ 
 
Definición 1.1.2. Sea Ὢȡᴚ ᴼᴚ  y  Ὣȡᴚ ᴼᴚ  dos permutaciones. Podemos componerlas  
para obtener otra permutación, la composición,  que se denota como  ὪὫȡᴚ ᴼᴚȡ 
 

Ὧ  m   ὪὯ  m   ὫὪὯ  

ᴚ    O     ᴚ    O     ᴚ 
 

 ¡Una advertencia sobre la notación! Vamos a seguir las convenciones estándar y escribir 
nuestras composiciones de permutaciones de izquierda a derecha. (Esto contrasta con la 
composición de funciones de derecha a izquierda que puede haber en otros libros.) 
 
Cuando Ὢ Ὣ entonces escribimos ὪὪ como Ὢ . En general, escribimos ὲ-veces la 
composición ὪȣὪ (ὲ veces) como Ὢ. Cada permutación Ὢ tiene la propiedad de que existe 
algún número entero ὔ πȟ el cual depende de Ὢȟ tal que Ὢ ρȢ Es decir, si componemos 
una permutación un número suficiente de veces se llega a la permutación identidad.  
 
Lema 1.1.2.  Sean Ὢ y Ὣ  permutaciones ᴚ ᴼᴚȢ   ίὭὫὲὪὫ  ίὭὫὲὪίὭὫὲὫȢ   
 
Observe que  para Ὢ, Ὣ  como en el Lema 1.1.1, tenemos 
 

ὪὫὭ ὪὫὮ

Ὥ Ὦ
 

ὫὭ ὫὮ

Ὥ Ὦ
  

ὪὫὭ ὪὫὮ

ὫὭ ὫὮ
 
 

 
Definición 1.1.3. El menor entero ὔ π  tal que Ὢ ρ se llama el orden de ὪȢ  

 
Ejemplo 1.1.3.  Sean              Ὢ  

ρ ς σ
σ ς ρ

           Ὣ  
ρ ς σ
σ ρ ς
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permutaciones de ᴚ.  Tenemos que  
 

ὪὫ  
ρ ς σ
ς ρ σ

ȟ        Ὢ ρȟ        Ὣ = 1. 

 
Por lo que el orden de Ὢ es 2 y el orden de Ὣ es 3. 
 

1.2  Inversos  
 
Tratemos de visualizar la gráfica de una función Ὢȡᴚ ᴼᴚ . Podemos pensar en esto, ya sea 
como una colección de puntos ὭȟὪὭȟὭ  ρȟςȟȣȟὲȟ o como una gráfica de barras. En 

cualquier caso, podemos analizar la gráfica de Ὢ y determinar 
 
(a) si Ὢ es inyectiva, 
(b) si Ὢ es sobreyectiva, 
(c) la inversa Ὢ , si es que existe. 
 
¿Cómo hacer ese análisis? Bueno, a partir de la gráfica de Ὢ podemos determinar la imagen 
Ὢᴚ  y esto indica si Ὢ es sobreyectiva o no. La inversa, sólo existe si Ὢ es biyectiva. Su gráfica 
es determinada porque refleja la gráfica de Ὢ sobre la diagonal, ὼ ώȢ 
 
Lema 1.2.1. Las siguientes afirmaciones  son equivalentes: 
 
(1) Ὢȡᴚ ᴼᴚ es inyectiva. 
(2) Ὢȡᴚ ᴼᴚ es sobreyectiva. 
(3) ȿὪᴚ ȿ ȿᴚȿȢ 
 
Prueba: Sugerencia: primero demuestra (1) implica (2) usando reducción al absurdo, luego, 
demuestra (2) implica (1), utilizando de nuevo reducción al absurdo. La afirmación (2) es 
equivalente a (3) por la definición de sobreyectividad. 
 
Ejemplo 1.2.1.  La inversa de   

ρ ς σ
σ ρ ς

 

 
es  

ρ ς σ
ς σ ρ

 

 
 
Ejemplo 1.2.2: Determinar  Ὢ ȟ  Ὣ    Ù   Ὤ  
 

 Ὢ
ρ ς σ
σ ρ ς

ȟ Ὣ
ρ ς σ
ς σ τ

    
τ
ρ
ȟ Ὤ

ρ ς σ
ς ρ υ

    
τ
σ
    
υ
τ
Ȣ 

 
 
 
Solución: Intercámbiense las filas en ὪȟὫ Ù Ὤ,     
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σ ρ ς
ρ ς σ

ȟ
ς σ τ
ρ ς σ

    
ρ
τ
ȟ        

ς ρ υ
ρ ς σ

    
σ
τ
    
τ
υ
Ȣ 

 
Ordénense las columnas de manera que la fila superior esté en orden ascendente 
 

Ὢ
ρ ς σ
ς σ ρ

ȟ Ὣ
ρ ς σ
τ ρ ς

    
τ
σ
ȟ Ὤ

ρ ς σ
ς ρ τ

    
τ
υ
    
υ
σ
Ȣ 

 
Hay dos formas de uso común para expresar una permutación. La primera es la "notación 
matricial:  
 
Definición 1.2.1.  A una permutación Ὢȡᴚ ᴼᴚ, dada por 
 
 

Ὢ  
ρ ς ȣ
Ὢρ Ὢς ȣ

    
ὲ
Ὢὲ  ȟ

 

 
le  asociamos  la matriz ὖὪ de ceros y unos definida de la siguiente manera: la entrada  
ὭὮ-ésima de ὖὪ es 1 si Ὦ ὪὭ  y  es 0 en otro caso. 
 
Ejemplo 1.2.3. La matriz de la permutación Ὢ dada por  
 

Ὢ  
ρ ς σ
ρ ς σ

 

 
es                                                                  

ὖὪ  
ρ π π
π ρ π
π π ρ

 Ȣ
 

 
Definición 1.2.2. Una matriz cuadrada que tiene exactamente un 1 por fila y por columna 
(como ὖὪ  lo hace) es llamada una matriz  permutación. 
 
Lema 1.2.2. Hay ὲȦ  distintas matrices permutación ὲ ὲ y hay ὲȦ permutaciones distintas del 
conjunto ρȟςȟȣȟὲȢ 
 
Ejemplo 1.2.4. La matriz de la permutación Ὢ dada por 

 

Ὢ  
ρ ς σ
ς ρ σ

 

 
es                                                                  

ὖὪ  
π ρ π
ρ π π
π π ρ

 Ȣ
 

 
Tenga en cuenta que la multiplicación de matrices da 
 

π ρ π
ρ π π
π π ρ

 
ρ
ς
σ

 
ς
ρ
σ
 ȟ
 

 
de la que podemos obtener la  matriz ς σȢ 
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¿Cómo se relacionan la función permutación con la matriz  permutación? El siguiente teorema 
explica partes de esta relación. 
 
Teorema 1.2.1. Si Ὢȡᴚ ᴼᴚ es una permutación entonces 
 

(a)                                                     

ὖὪ 

ρ
ς
ể
ὲ

 

Ὢρ

Ὢς
ể
Ὢὲ

 ȟ  

 

 
(b)      ὖὪ    ὖὪ  (la inversa de la matriz permutación es la matriz de la inversa de 

la permutación),  
 

(c)   ὖὪὫ  ὖὪὖὫ (la matriz permutación del producto es el producto de las 
matrices permutación), 
 

(d)   ίὭὫὲὪ ὨὩὸὖὪ Ȣ  

 
Demostración: Si ὺᴆ es el vector columna con entradas ὺȟὺȟȣȟὺ (las ὺ son números reales 
arbitrarios) luego ὖὪὺᴆ es el vector columna cuya Ὥ-ésima coordenada es igual a ὺ si  Ὢ envía 

Ὥ a Ὦ. Dado que, en este caso, Ὦ ὪὭ (escribimos ὪὭ para denotar la imagen de Ὥ bajo la 
permutación Ὢ, aunque Ὥ realmente debería evaluarse en  Ὢ a la izquierda), esto implica que 
ὖὪὺᴆ   es el vector columna con  entradas ὺ ȟὺ ȟȣȟὺ  . Esto prueba  (a).  

 
Tenga en cuenta que (b) es una consecuencia de (c) por lo que sólo debemos probar (c). 
Calculamos ὖὪὫὺᴆ  y ὖὪὖὫὺᴆ. Por el mismo razonamiento que en (a),  encontramos  que 
la Ὥ-ésima coordenada de ὖὪὫὺᴆ es ὺ Ȣ Del mismo modo, la coordenada Ὥ-ésima de 

ὖὫὺᴆ  es ὺ  ὺ . Por lo tanto, la Ὥ-ésima coordenada de ὖὪ ὖὫὺᴆ es ὺ  ὺ

 ὺ Ȣ Esto implica ὖὪὫὺᴆ  ὖὪὖὫὺᴆ. Dado que las ὺ fueron números reales 

arbitrarios, esto demuestra el teorema. 
 
Ejemplo 1.2.5. Sean 
 

Ὢ  
ρ ς σ
ς ρ σ

 ȟ Ὣ  
ρ ς σ
σ ς ρ

 ȟ Ὤ  
ρ ς σ
ς σ ρ

 ȟ 

 
 
por lo que Ὢ Ὢ ȟὫ Ὣ ȟὬ ὪὫȢ    Más aun, 
 
 

ὖὫ  
π π ρ
π ρ π
ρ π π

 ȟ ὖὬ  
π ρ π
π π ρ
ρ π π

 Ȣ 
 

 
 
Con un cálculo directo de la matriz verificamos que ὖὪὖὫ  ὖὪὫ  ὖὬ y 
ὖὬ  ὖὫ Ὢ  ὖὫ ὖὪ ὖὫ ὖὪ  , según lo previsto  por el teorema 
anterior. 
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La matriz puede determinarse a partir de la gráfica de la función Ὢȡᴚ ᴼᴚ de la siguiente 
manera. Primero, tomamos la gráfica de la función Ὢ y damos la reflejamos sobre el eje de 
abscisas. En esta cuadrícula ὲ ὲ de puntos enteros ὼȟώ, la primera coordenada baja, la 
segunda coordenada cruza, y ὼ y ώ son enteros entre 1 y ὲ inclusive. (Esto no debe 
confundirse con la orientación de los "ejes" en el plano ὼώ) Ahora, rellenamos todos los 
puntos marcados con unos y todos los puntos no trazados con ceros. El resultado de la matriz 
ὲ ὲ es la matriz  ὖὪ. 
 
Ejemplo 1.2.6. Considere la  

                                   Ὢ  
ρ ς σ
τ σ ς

    
τ
ρ
 ȟ 

 
cuyo gráfico  e imagen espejo aparecen en  la Figura 1.1 
 

         
 
 
 
 
 

 

  
Figura 1.1: gráfico  e imagen  espejo de Ὢ. 

 
La matriz asociada a esta permutación es 
 

ὖὪ  

π π π
π π ρ
π
ρ
ρ
π
π
π

    

ρ
π
π
π

 ȟ

 

 
como en el gráfico imagen  espejo. 
 
El conjunto de todas las permutaciones de ᴚ se denota Ὓ  y es llamado  grupo simétrico  de 
grado ὲ.  
 
Apliquemos las permutaciones y movimientos al Cubo de Rubik: al intentar resolverlo es 
frecuente el caso de que estemos haciendo varios movimientos del siguiente tipo: hacer un 
movimiento  ά , luego otro movimiento ά , a continuación, hacer la inversa de la primera 
jugada o movimiento,  ά . Por ejemplo,  Ὑ ὈὙὄ Ὗὄ  se compone de tales 
movimientos. Este movimiento es una ȰÔÏÒÓÉĕÎȱ de dos esquinas: la esquina όὶὪ (la notación 
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Singmaster, se explica en el Ejemplo 1.2.7 más adelante) se gira una vez según las agujas del 
reloj, y la esquina ὦὰὨ  se ȰÔÕÅÒÃÅȱ  una vez en sentido antihorario , como se ilustra en la Figura 
1.2 
 

 

Figura 1.2: Ὑ ὈὙὄ Ὗὄ   permuta aristas  y  caras pero no los vértices. 
 
En general, para calcular el efecto de un movimiento como ά ά ά ȟ  necesitamos saber 
cómo se mueve cada vértice y cada arista. Está implícito el uso del  siguiente lema cuando 
resolvemos el Cubo de Rubik. 
 
Lema 1.2.3. Si ὶ ɴ  Ὓ  denota cualquier permutación e ὭȟὮ  son enteros distintos 
pertenecientes a  ρȟςȟȣȟὲ. Sea ί una permutación que envía  Ὥ a  Ὦ:  
 

ίὭ ὮȢ 
 
Entonces ί  ὶ ίὶ es una permutación que envía  ὶὭ  a  ὶὮ:  
 

ί ὶὭ  ὶὮȢ  

 
Más específicamente: Sean ὭȟὭȟȣȟὭ enteros distintos que pertenecen a ρȟςȟȣȟὲ. Sea ί la 
permutación que envía  Ὥ a Ὥ : 

 

ίὭ  Ὥ  ȟ       ρ Ὦ Ὧ ȟ     ίὭ   Ὥ ȟ     ίά ά ȟᶅά ɵ  ὭȟȣȟὭȢ 

 
Entonces ί  ὶ ίὶ   es la permutación que envía   ὶὭ  a  ὶὭ  : 

 

ί ὶὭ  ὶὭ  ȟ       ρ Ὦ Ὧȟ    ί ὶὭ  ὶὭ ȟ 

 
ί ά άȟ     ᶅά  ɵ  ὶὭȟȣȟὶὭ Ȣ 

 
Ejemplo 1.2.7. Denotamos el conjunto de movimientos básicos por ὟȟὈȟὒȟὙȟὊȟὄ, donde  
 

¶ Ὗ denota el movimiento del Cubo de Rubik donde usted gira la cara superior 
según las agujas del reloj un cuarto de vuelta, 

¶ Ὀ denota  el movimiento donde usted gira la cara inferior  según las agujas del 
reloj un cuarto de vuelta, 

¶ ὒ gira la cara  izquierda según las agujas del reloj un cuarto de vuelta, 
¶ Ὑ gira la cara  derecha según las agujas del reloj un cuarto de vuelta, 
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¶ Ὂ gira la cara frontal según las agujas del reloj un cuarto de vuelta, 
¶ ὄ gira la cara posterior según las agujas del reloj un cuarto de vuelta, 
 

%ÓÔÁ ÆÏÒÍÁ ȰÃÏÒÔÁȱ ÅÓ ÌÌÁÍÁÄÁ la notación Singmaster. [Si] 
 
Vamos a etiquetar las 12 aristas del Cubo de Rubik usando la notación Singmaster: 
 

¶ όὪ ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ ȰÁÒÉÓÔÁ ÆÒÏÎÔÁÌȟ ÓÕÐÅÒÉÏÒȱ, 
¶ όὰ  ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ ȰÁÒÉÓÔÁ ÉÚÑÕÉÅÒÄÁȟ ÓÕÐÅÒÉÏÒȱ, 
¶ όὶ ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ Ȱarista ÄÅÒÅÃÈÁȟ ÓÕÐÅÒÉÏÒȱ, 
¶ όὦ ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ ȰÁÒÉÓÔÁ  ÐÏÓÔÅÒÉÏÒȟ ÓÕÐÅÒÉÏÒȱ, 
¶ ὨὪ ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ ȰÁÒÉÓÔÁ ÆÒÏÎÔÁÌȟ ÉÎÆÅÒÉÏÒȱ, 
¶ Ὠὰ  ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ ȰÁÒÉÓÔÁ ÉÚÑÕÉÅÒÄÁȟ ÉÎÆÅÒÉÏÒȱ, 
¶ Ὠὶ ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ ȰÁÒÉÓÔÁ ÄÅÒÅÃÈÁȟ ÉÎÆÅÒÉÏÒȱ, 
¶ Ὠὦ ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ ȰÁÒÉÓÔÁ ÐÏÓÔÅÒÉÏÒȟ ÉÎÆÅÒÉÏÒȱ, 
¶ Ὢὰ  ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ Ȱarista izquierda, frÏÎÔÁÌȱ, 
¶ Ὢὶ ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ Ȱarista ÄÅÒÅÃÈÁȟ ÆÒÏÎÔÁÌȱ, 
¶ ὦὰ  ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ ȰÁÒÉÓÔÁ ÉÚÑÕÉÅÒÄÁȟ ÐÏÓÔÅÒÉÏÒȱ, 
¶ ὦὶ ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ ȰÁÒÉÓÔÁ ÄÅÒÅÃÈÁȟ ÐÏÓÔÅÒÉÏÒȱ.  
 

Finalmente las esquinas se denotan similarmente como sigue (Ὢὶό ÄÅÎÏÔÁ ÌÁ Ȱesquina 
superior derecha, frontal", etcétera) 

 
Si tenemos un Cubo de Rubik el movimiento  ί es un 3-ciclo, en 3 aristas en  particular, por 
decir 

όὪ m   όὰ  m   όὶ  m   όὪȟ 
 
y otro movimiento ὶ que envía estas aristas a algún  otro lugar, por ejemplo ὶ  Ὂ  de modo 
que ὶȡόὪ m   ὨὪ pero deja las otras aristas fijas, entonces ὶ  ίὶ es la permutación   

ὨὪ m   όὰ  m   όὶ  m   ὨὪ 
 
Una prueba de este lema se dará en el capítulo 6 (ver Teorema 6.3.1). 
 

1.3 Notación cíclica 
 
La notación más común para una permutación ÅÓ ÌÁ ȰÎÏÔÁÃÉĕÎ ÃþÃÌÉÃÁȱ, debida a Cauchy  
(mediados de 1800). Esta notación es más compacta que la notación matricial que hemos 
estado utilizando, y desde este punto vamos a cambiar a la notación cíclica.   
Si  ὥȟὥȟȣȟὥ  ɴᴚ son distintos entonces el símbolo  
 

ὥȟὥȟȣȟὥ  
 
denota la permutación Ὢ de ᴚ que envía ὥ a ὥ, envía ὥ a ὥ, ..., envía ὥ  a  ὥ , envía ὥ a 
ὥ, y deja todos los otros números en  ᴚ fijos (donde  ὶ  es un entero menor o igual a  ὲ). En 
otras palabras, 

Ὢὥ ὥȟ   Ὢὥ ὥȟȣȟὪὥ ὥȟ 
 
y ὪὭ Ὥ,  si  Ὥ no es igual a uno de los ὥȟȣȟὥ. Tal permutación es llamada cíclica. El número 
ὶ se llama la longitud del ciclo. 
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Llamamos a dos de estos ciclos ὥȟὥȟȣȟὥ  y ὦȟὦȟȣȟὦ  disjuntos si los conjuntos 
ὥȟὥȟȣȟὥ    y  ὦȟὦȟȣȟὦ  no tienen ningún entero en común. 

 
Lema 1.3.1.  Si Ὢ y Ὣ son permutaciones cíclicas disjuntas de ᴚ entonces ὪὫ ὫὪȢ  
 
Prueba: Esto es verdad  porque las permutaciones Ὢ y Ὣ de ᴚ afectan colecciones disjuntas de 
números enteros, por lo que el producto de permutaciones se puede realizar en cualquier 
orden. 
 
Lema 1.3.2. La permutación cíclica ὥȟὥȟȣȟὥ  tiene orden  ὶȢ  
 
Prueba: Nótese que Ὢὥ ὥȟὪ ὥ ὥȟȣȟὪ ὥ ὥȟ Ὢ ὥ ὥ, por definición 
de Ὢ. Asimismo, para cualquier  Ὥ ρȟȣȟὶ tenemos que  Ὢ ὥ ὥ.  
 
Definición 1.3.1. Una transposición es un ciclo ὭȟὮ de longitud 2 que intercambia Ὥ y Ὦ Ὥ Ὦ. 
 
Teorema 1.3.1. Toda permutación Ὢȡρȟςȟȣȟὲᴼ ρȟςȟȣȟὲ es el producto de permutaciones 
cíclicas disjuntas. Más precisamente, si Ὢ es una permutación de ρȟςȟȣȟὲ (con ὲ ρ) 
entonces hay subconjuntos disjuntos no vacios de distintos enteros  
 

ὃ ὥ ȟȣȟὥȟ  Ṓ  ρȟςȟȣȟὲȟ  

ὃ ὥ ȟȣȟὥȟ  Ṓ  ρȟςȟȣȟὲȟ 

ể 

ὃ ὥ ȟȣȟὥȟ ȟ 

tal que 
 

ρȟςȟȣȟὲ  ὃ᷾ȣ᷾ὃȟ        ὲ  ὶ ὶ Ễ ὶȟ 
y 

Ὢ ὥ ȟȣȟὥȟ ȣ ὥ ȟȣȟὥȟ Ȣ 

 
Este producto se llama descomposición cíclica de Ὢ. Si reorganizamos las cardinalidades ὶ de 
estos  conjuntos ὃ en orden decreciente, digamos escribimos esto como 
 

ὶ ὶ Ễ ὶȟ 
 
entonces la  Ὧ-tupla ὶȟȣȟὶ  es llamada la estructura cíclica de Ὢ y Ὢ es llamado un 
ὶȟȣȟὶ -ciclo.  Por ejemplo, ρȟς σȟτȟυ es un σȟς-ciclo  en Ὓ. 

 
Prueba: La prueba es constructiva. 
Sea Ὢȡᴚ ᴼᴚ  una permutación. Todos los distintos elementos de ᴚ se obtienen por la 
aplicación repetida de Ὢ a 1. Llamémoslos (¡por falta de una notación mejor!), 
ὥ ȟὥ ȟὥ ȟȣȟὥȟ , donde,  

 

ὕ  ὥ ρȟ ὥ Ὢρȟ  ὥ Ὢ ρȟȣȟ  ὥȟ  Ὢ ρ Ȣ 

 
(Esto es llamado la órbita de 1 respecto a █. Vamos a discutir las órbitas más tarde, en el 3.9) 
Ahora listamos ÌÏÓ ÅÌÅÍÅÎÔÏÓ ÄÅ ÌÁ ȬĕÒÂÉÔÁ ÄÅ ςȭȡ 
 

ὕ  ὥ ςȟ  ὥ Ὢςȟ  ὥ Ὢ ςȟȣȟ  ὥȟ  Ὢ ς ȟ 
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Ù ÁÓþ ÓÕÃÅÓÉÖÁÍÅÎÔÅ ÈÁÓÔÁ ÌÌÅÇÁÒ Á ÌÁ ȬĕÒÂÉÔÁ ÄÅ ὲȭȡ 
 

ὕ  ὥ ὲȟ  ὥ Ὢὲȟ ὥ Ὢ ὲȟȣȟ  ὥȟ  Ὢ ὲ Ȣ 

 
Un ejemplo: Sea Ὢȡᴚ ᴼᴚ es el σ-ciclo,  Ὢρ ςȟ   Ὢς σȟ    Ὢσ ρȢ  En este caso,  

ὕ ρȟςȟσȟὕ ςȟὪς σȟὪὪς Ὢσ ρ     y    ὕ σȟὪσ ρȟ   ὪὪσ

Ὢ1=2 , por lo que las tres órbitas son iguales unas a otras en este ejemplo. 

 
En general, si elige cualquiera dos de estas ὲ órbitas ὕȟȣȟὕ, serán la misma o bien  
disjuntas. Denotemos todas las órbitas distintas por ὕȟȣȟὕ . (Las ὕȟȣȟὕ   son una 
subsecuencia de las ὕȟȣȟὕ. No importa en qué orden escriba  las  ὕ  ni en qué orden 
escriba los elementos en cada órbita individual.) 
 
Supongamos que 

ὕ ὦ ȟȣȟὦȟ  ÐÏÒ ÌÏ ÑÕÅ ȿὕȿ ίȟ 

ὕ ὦ ȟȣȟὦȟ   ÐÏÒ ÌÏ ÑÕÅ ȿὕȿ ίȟ 

ể 

ὕ ὦ ȟȣȟὦȟ   ÐÏÒ ÌÏ ÑÕÅ ȿὕȿ ίȢ 

 
(Las ὥ   han sido reetiquetadas como ὦ  para tratar de simplificar la notación.) En este caso, 

 

ᴚ   ὕ  ὕ᷾ȣ᷾ὕ ȟ
 

 
y  ί ί Ễ ί ὲ. La restricción de Ὢ a ὕ, denotada Ὢ ȡ ὕ ᴼὕ, es igual al ί-ciclo 

ὦ ȟὦ ȟȣȟὦȟ . En general, la restricción de Ὢ a ὕ, denota  Ὢ ȡ ὕ ᴼὕ, es igual al ί-ciclo  

ὦȟὦȟȣȟὦȟ Ȣ
 Dado que las ὕ particionan ᴚ de la definición de Ὢ y nuestra construcción 

implica que  

Ὢ ὦ ȟὦ ȟȣȟὦȟ ȣ ὦ ȟὦ ȟȣȟὦȟ . 

 
Ejemplo 1.3.1 
 
¶ La notación cíclica para          ρ ς σ

ς ρ σ
 

 
es ρȟς σ o, simplemente ρȟς. En general, si cualquiera de las órbitas ὕ en la  

anterior  construcción es un producto único, a menudo se omite de la notación, con el  
entendimiento implícito que  Ὢ no permuta los números omitidos. 

 
¶ La notación cíclica para 

               ρ ς σ
ς σ ρ

 

es ρȟςȟσȢ 
 
¶ La notación cíclica para 

                                    ρ ς σ
σ τ ρ

    
τ
ς
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es ρȟσ ςȟτ  ςȟτ ρȟσȢ 
 
¶ La notación cíclica para        

ρ ς σ
σ τ ρ

    
τ
υ
    
υ
ς

 

              
              es ρȟσ ςȟτȟυ τȟυȟς ρȟσȢ 
 
Ejemplo 1.3.2. Dividimos ÕÎ ÃÕÁÄÒÁÄÏ ÅÎ τ ȰÃarasȱ y etiquetamos 1, 2, 3, 4. Por ejemplo, 
 

 

Figura 1.3 
 

Sea ὶ la rotación de 90 grados en sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces, como una 
permutación sobre las caras,  ὶ ρȟσȟτȟς. Sea Ὢ la reflexión sobre la línea horizontal que 
divide el cuadrado en dos, sea Ὢ la reflexión sobre la línea vertical que divide al cuadrado en 

dos. Utilizar la notación cíclica para determinar las permutaciones de las caras (a) ὶ, (b) ὶ, 
(c) Ὢ , (d) Ὢ , (e) ὪὶὪ , (f) ὪὪ . 

 
Solución: 
 

(a)  ὶ
ρ ς σ
σ ρ τ

    
τ
ς
ρ ς σ
σ ρ τ

    
τ
ς

ρȟτ ςȟσȢ 

 
(b)  ὶ

ρ ς σ
ς τ ρ

    
τ
σ

ρȟςȟτȟσȢ 

 
(c)  Ὢ

ρ ς σ
σ τ ρ

    
τ
ς

ρȟσ ςȟτȢ 

 

(d)  Ὢ 
ρ ς σ
ς ρ τ

    
τ
σ

ρȟς σȟτȢ 

 

(e) ὪὶὪ 
ρ ς σ
ς τ ρ

    
τ
σ

ρȟςȟτȟσȢ 

 

(f)  ὪὪ 
ρ ς σ
τ σ ς

    
τ
ρ

ρȟτ ςȟσȢ 
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Ejemplo 1.3.3. Etiquetamos las 24 caritas del  Cubo de Rubik  2 x 2 x 2 de la siguiente manera: 
 

 

Figura 1.4 
 

Sea ὢ  la rotación de 90 grados en sentido anti horario de la cara etiquetada ὼ, donde 
ὼɴ  ὶȟὰȟὪȟὦȟόȟὨ (así, por ejemplo, si ὼ Ὢ entonces: ὢ Ὂ). Use la notación cíclica para 
determinar las permutaciones de las caras dadas por (a) Ὑ, (b) ὒ, (c) Ὂ, (d) ὄȟ (e) Ὗȟ (f) Ὀ. 
 

(a)  Ὑ ρσȟρυȟρφȟρτ 
(b)  ὒ υȟχȟψȟφ  
(c)  Ὂ ωȟρρȟρςȟρπ 
(d)  ὄ ρχȟρωȟςπȟρψ 
(e) Ὗ ρȟσȟτȟς 
(f)  Ὀ ςρȟςσȟςτȟςς 

 
Lema 1.3.3. Una permutación cíclica es par si y sólo si la longitud de su ciclo es impar. Una 
permutación Ὢȡᴚ ᴼᴚ es impar si y sólo si el número de ciclos de longitud par en su 
descomposición cíclica disjunta es impar. 
 
Esto sigue de la definición de una permutación par/impar  (ver Definición 1.1.1), el hecho de 
que 

ίὭὫὲὴὴȣὴ ίὭὫὲὴ ίὭὫὲὴ ȣίὭὫὲὴ  
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para permutaciones ὴ (por el Lema 1.1.2.), y el hecho de que cualquier k-ciclo se puede 
escribir como un producto de Ὧ ρ transposiciones, 
 

ὥȟὥȟȣȟὥ ὥȟὥ ὥȟὥ ȣ ὥȟὥ Ȣ                                        ρȢρ 
 
(Ecuación ρȢρ se puede probar por inducción matemática. Para más información, consulte 
los resultados relacionados en el capítulo 1 de Rotman [R] o el Teorema 3.3 en Gaglione [G], 
3.2, por ejemplo.) 
 
Lema 1.3.4. El orden de una permutación es el mínimo común múltiplo άὧά de las 
longitudes de ὶȟὶȟȣȟὶ de los ciclos disjuntos en su descomposición cíclica. 
 
Ejemplo 1.3.4. El orden de ρȟσ ςȟτ es  2. Es par. El orden de ρȟσ ςȟτȟυ es  6. Es impar. 
 

1.4 Un algoritmo para listar todas las permutaciones 
 
Martin Gardner [Gar1] menciona un algoritmo que lista todas las permutaciones de 
ρȟςȟȣȟὲ. Este algoritmo proporciona el mejor método conocido del listado de todas las 

permutaciones de ρȟςȟȣȟὲ. Redescubierto muchas veces desde entonces, el procedimiento 
es debido originalmente al matemático polaco Hugo Steinhaus (1887-1972). Un estudiante de 
David Hilbert en Göttingen, que hizo un importante trabajo sobre series ortogonales, teoría de 
probabilidad, funciones reales y sus aplicaciones. 
Denotaremos cada permutación en la segunda fila en su notación matricial ς ὲ. Por ejemplo, 
en el caso ὲ ς 

ρ ς
ς ρ

 

son las permutaciones. 
 
Para ver el caso ὲ σ, la idea es 
 

(a)  escribir debajo de cada fila ὲ σ veces como sigue: 
 

ρ ς
ρ ς
ρ
ς
ς
ς

ς
ρ
ρ
ρ

 

(b)   'entrelazar'  un 3, como sigue 
ρ ς σ
ρ σ ς
σ
σ
ς
ς

ρ
ς
σ
ρ

ς
ρ
ρ
σ

 

En el caso ὲ τ, la idea es 
 

(a)  Escribir debajo de cada fila 4 veces como sigue 
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ρ ς σ
ρ ς σ
ρ
ρ
ρ
ρ
ρ
ρ
σ
σ
σ
σ

ς
ς
σ
σ
σ
σ
ρ
ρ
ρ
ρ

σ
σ
ς
ς
ς
ς
ς
ς
ς
ς

             σ ς ρ
σ ς ρ
σ
σ
ς
ς
ς
ς
ς
ς
ς
ς

ς
ς
σ
σ
σ
σ
ρ
ρ
ρ
ρ

ρ
ρ
ρ
ρ
ρ
ρ
σ
σ
σ
σ

 

(b)  ahora "entrelazar" un 4 en: 
 

ρ ς σ
ρ ς τ
ρ
τ
τ
ρ
ρ
ρ
σ
σ
σ
τ

τ
ρ
ρ
τ
σ
σ
ρ
ρ
τ
σ

ς
ς
σ
σ
τ
ς
ς
τ
ρ
ρ

    

τ
σ
σ
σ
ς
ς
ς
τ
τ
ς
ς
ς

           τ σ ς
σ τ ς
σ
σ
ς
ς
ς
τ
τ
ς
ς
ς

ς
ς
σ
σ
τ
ς
ς
τ
ρ
ρ

τ
ρ
ρ
τ
σ
σ
ρ
ρ
τ
σ

    

ρ
ρ
ρ
τ
τ
ρ
ρ
ρ
σ
σ
σ
τ

 

 
En la sub sección 1.4.1 describe el procedimiento general. Estas construcciones conducen al 
siguiente resultado. 
 
Teorema 1.4.1. (Steinhaus) Hay una secuencia de 2-ciclos (no necesariamente distintos), 
ὥȟὦ ȟȣȟὥȟὦ ȟ donde ὔ ὲȦ ρ, tal que cada permutación no trivial Ὢ de ρȟςȟȣȟὲ 

puede ser expresada en la forma 

Ὢ ὥȟὦ
 

 
para algún Ὧȟ   ρ Ὧ ὔ. Estas transposiciones ὥȟὦ , para Ὧ ρȟςȟȣȟὔ, son no 
necesariamente disjuntas  
 
En particular, cada permutación se puede escribir como un producto de 2-ciclos (no 
necesariamente disjuntos). Este teorema dice mucho más. Se dice que el conjunto de todas las 
permutaciones puede ser generado por la multiplicación sucesiva por una transposición 
definida. Este resultado se probará en la siguiente sección. 
Hay un resultado análogo válido, sólo para  permutaciones pares: cada permutación par 
puede ser escrita como un producto de 3-ciclos (no necesariamente disjuntos). Esto se 
indicará con mayor precisión y será probado en la siguiente sección, véase la Proposición 
6.4.1. 
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1.4.1  ¿Por qué funciona  el algoritmo de Steinhaus? 
 
El argumento es por inducción matemática. 
 

1. Primero, notar que el algoritmo de Steinhaus funciona para  ὲ ςȟὲ σ. 
 

2. Escriba todos los elementos de Ὓ  como una lista utilizando el algoritmo de 
Steinhaus (Por la hipótesis de inducción, cada elemento  difiere del  anterior por una 
transposición conveniente en esta lista). Representamos cada elemento  en la notación 
matricial ς ὲ ρ. En nuestra lista, simplemente registramos la segunda fila en la 
lista, es decir, como una ὲ ρ-tupla. Hay ὲ ρȦ  elementos en esta lista. 

 
3. Para la  primera ὲ ρ-tupla, escribir una ὲ al final, para la segunda ὲ ρ-tupla, 

escribir una ὲ al principio, para la tercer ὲ ρ-tupla, escribir una ὲ al final, para la 
cuarta ὲ ρ-tupla, escribir una ὲ al principio, y así sucesivamente. Observe que 
tenemos una secuencia de ὲ ρȦ  ὲ-tuplas. 

 
4. Supongamos que la Ὥ-ésima n-tupla ὲȟὥȟὥȟȣȟὥ . Primero, actúa en esto por la 

transposición ὲȟὥ  , luego por la transposición ὲȟὥ , luego por ὲȟὥ ȟȣȟ por 
ὲȟὥ . El resultado de la última es  ὥȟὥȟȣȟὥ . Supongamos que la Ὦ-ésima ὲ-

tupla es ὦȟὦȟȣȟὦ ȟὲ. (Note que por la hipótesis de inducción, ὥȟὥȟȣȟὥ ȟὲ 
y ὦȟὦȟȣȟὦ ȟὲ ȬÄÉÆÉÅÒÅÎȭ ÓĕÌÏ ÐÏÒ ÕÎÁ ÔÒÁÎÓÐÏÓÉÃÉĕÎ conveniente, en Ὓ ). 
Primero, actúa por la transposición ὦȟὲ,   luego por la transposición ὦȟὲ, luego 
por ὦȟὲȟȣȟ por ὦ ȟὲ. El resultado de la  última  es ὲȟὦȟὦȟȣȟὦ . 

 
5. Nótese que todos estos (para Ὥ, Ὦ corriendo sobre números enteros pares o impares del 

1 al ὲ ρ), el resultado ὲȦ ὲ-tuplas son distintas. Esto proporciona una lista de Ὓ  
como se deseaba. 

 

1.5 Permutaciones y  volteo de campanas 
 

 

Figura 1.5 
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Desde el siglo XVII, y posiblemente antes, las campanas de la catedral en Inglaterra han 
sonado permutando el orden de una "ronda" de campanas. El arte y el estudio de tal volteo de 
campanas  como se conoce como campanología. 
Fabian Stedman proporcionó importantes contribuciones al volteo de campanas. Nació en 
1640, las conexiones de Fabián Stedman con campanología echaron raíces a la temprana edad 
de 15 años cuando se trasladó a Londres para trabajar como aprendiz de un maestro 
impresor. Importantes contribuciones de Stedman a la campanología se reflejan en sus 
esfuerzos en Tintinnalogia y Campanología (ver Henry Hubbard) los primeros dos libros 
publicados sobre el tema, en 1668 y 1677, respectivamente. 
A continuación se presenta un glosario de algunos términos esenciales: 
 

 

Figura 1.6 
 
Ɇ Cambiar: el intercambio de uno o más pares de campanas adyacentes. 
Ɇ Cambio plano: el intercambio de un par de campanas adyacentes solamente. 
Ɇ Cambio cruzado: el intercambio de más de un par de campanas. 
Ɇ Ronda: un ordenamiento de las campanas (es decir, una permutación de ρȟςȟσȟȣȟὲ). 
 
En un principio, cambio de sonido  concierne a una sola fila de campanas cuyo orden puede ser 
denotado por ρȟςȟσȟȣȟὲ. Teniendo en cuenta el caso de que ὲ φ los conceptos de cambios 
cruzados y planos se pueden entender con mayor claridad. 
Si usamos solo cambios planos podemos generar permutaciones de las campanas de la 
siguiente manera: 

ρ ς σ
ς ρ σ
ς
ς
ρ
ρ
τ
τ

    

τ υ
τ υ
σ
σ
υ
φ

    

φ
φ
φ
υ

 

 
Debe ser bastante obvio en la inspección que el primer cambio plano intercambia 1 y 2, el 
segundo intercambia 3 y 4, y el tercero intercambia 5 y 6. Teniendo en cuenta el mismo 
conjunto de seis campanas actuando por cambio cruzado, el mismo resultado se obtiene en un 
cambio, como se ve a continuación: 

ρ ς σ
ς ρ τ

    
τ υ φ
σ φ υ

 

 
Patrones más útiles e interesantes pueden ser generados por la combinación cambios 
cruzados y planos. El plan nos conduce en el caso de cuatro campanas a uno de los más 
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simples patrones y fue ideado  alrededor de 1621 alternando consecutivamente cambios 
cruzados y cambios planos como se muestra a continuación: 
 

ρ ς σ
ς ρ τ
ς
τ
τ
σ
σ
ρ
ρ

τ
ς
σ
τ
ρ
σ
ς

ρ
σ
ς
ρ
τ
ς
σ

    

τ
σ
σ
ρ
ρ
ς
ς
τ
τ

 

 
El patrón que define el plan producido sobre cuatro campanas no es más que un cambio 
cruzado seguido de un cambio plano  en el centro dos campanas hasta llegar a la ronda, que es 
donde empezamos. 
Generar las permutaciones contenidas en el plan producido sobre cuatro campanas se puede  
describir fácilmente usando la notación para permutaciones que hemos desarrollado. 
Comenzaremos  representando el cambio cruzado  como ὥ ρȟς σȟτ, que intercambia las 
dos primeras y las últimas dos campanas, y representando el cambio plano como bςȟσ, 
que intercambia el par medio. Comenzamos con el primer elemento ὥ.  
Para generar la siguiente permutación multiplicamos este primer elemento por ὦ. Para 
generar el tercer elemento simplemente multiplicamos este segundo término ὥὦ, por ὥ para 
obtener ὥὦὥ. Continuando de esta manera  multiplicamos alternativamente, por ὥ luego por  ὦ 
para generar  el conjunto Ὀ ὥȟὥὦȟὥὦὥȟὥὦȟὥὦὥȟὥὦȟὥὦὥȟὥὦ Ȣ Este es el 
conjunto de permutaciones en el plan producido sobre cuatro campanas. (Se denota Ὀ aquí 
por razones que serán explicadas más adelante.) Dado que ὥὦ produce la ronda inicial, 
decimos ὥὦ ρ y Ὀ ρȟὥȟὥὦȟὥὦὥȟὥὦȟὥὦὥȟὥὦȟὥὦὥȢ 
 

 

Figura 1.7 
 
 Ahora, para un ejemplo más complejo. Nos dirigimos ahora nuestra atención a la composición 
que se conoce comúnmente como Plan Bob Minimus.  
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Figura 1.8 Figura 1.9 Figura 1.10 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.11 Figura 1.12 
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Plan Bob Minimus comienza y termina en la ronda ρȟςȟσȟτ y contiene todas las 
permutaciones posibles de estas cuatro campanas (en un orden particular, se describen a 
continuación): 
 

ρ ς σ
ς ρ τ
ς
τ
τ
σ
σ
ρ

τ
ς
σ
τ
ρ
σ

ρ
σ
ς
ρ
τ
ς

    

τ
σ
σ
ρ
ρ
ς
ς
τ

            ρ σ τ
σ ρ ς
σ
ς
ς
τ
τ
ρ

ς
σ
τ
ς
ρ
τ

ρ
τ
σ
ρ
ς
σ

    

ς
τ
τ
ρ
ρ
σ
σ
ς

          ρ τ ς
τ ρ σ
τ
σ
σ
ς
ς
ρ
ρ

σ
τ
ς
σ
ρ
ς
ς

ρ
ς
τ
ρ
σ
τ
σ

    

σ
ς
ς
ρ
ρ
τ
τ
σ
τ

 

 
Ahora podemos describir esta composición usando la notación  permutación como hicimos 
para el plan producido sobre cuatro campanas. Sea ὥ ρȟς σȟτ y ὦ ςȟσ, representan 
los posibles cambios entre  filas. Si nos fijamos en la primera columna de la composición Plan 
Bob  Minimus, vemos que no es más que el plan producido sobre cuatro campanas. Para 
generar la segunda columna, introducimos una nueva permutación ὧ σȟτ,  y simplificamos 
nuestra  notación dejando Ὧ ὥὦὥὧ. Multiplicando por Ὧ,  generamos  la segunda columna:  
 

ὯȟὯὥȟὯ ὥὦȟὯὥὦὥȟὯὥὦȟὯὥὦὥȟὯὥὦȟὯὥὦὥȢ 
 
Multiplicando por  Ὧ de nuevo, generamos  la tercera columna: 
 

ὯȟὯὥȟὯὥὦȟὯὥὦὥȟὯ ὥὦȟὯ ὥὦὥȟὯ ὥὦȟὯ ὥὦὥȢ 
 
¡Esta generación de Plan Bob Minimus demuestra que puede ser expresado como la unión 
ÄÉÓÊÕÎÔÁ ÄÅ ȰÔÒÁÓÌÁÃÉÏÎÅÓȱ  ÄÅÌ ÐÌÁÎ conducido sobre las cuatro campanas! Vamos a explicar 
este hecho usando  teoría de grupos en el próximo capítulo 3. 
Ahora, ya que elegimos ὥ ρȟς σȟτ , ὦ ςȟσ , y ὧ σȟτȟ donde ὦ y ὧ son, 
evidentemente, por definición, 2-ciclos o  transposiciones y ὥ es el producto de dos de estos  
2-ciclos o transposiciones, hemos mostrado un resultado más, que cada permutación de ᴚ se 
puede escribir como un producto de 2-ciclos. En términos más generales,  podemos afirmar el 
siguiente teorema originalmente por H. Steinhaus.  
 
Teorema 1.5.1. Sea Ὢ un elemento de Ὓ, es decir, sea Ὢ cualquier permutación de grado ὲ. 
Entonces Ὢ se puede escribir como un producto de transposiciones. 
 
Para bosquejar una prueba de este teorema (siguiendo [G]) y por lo tanto, demostrar el 
Teorema 1.4.1 como se había prometido, sólo tenemos que recordar que cada permutación de 
Ὓ se puede escribir  únicamente (hasta el fin), como un producto de ciclos disjuntos 
(Teorema 1.3.1. más arriba). 
 
Prueba: Cualquier Ὧ-ciclo puede escribirse como un producto de Ὧ ρ trasposiciones, como 
en la ecuación (1.1). Dado que cualquier permutación se puede escribir en términos de ciclos, 
y cualquier ciclo puede ser escrito como producto de transposiciones, se sigue que toda  
permutación de ᴚ se puede escribir como un producto de transposiciones.  
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Capítulo 2 
 
Puzzles de permutación 
 

Veremos varios  juegos que técnicamente pueden considerarse como puzzles de 
permutación. Veremos cuán admirablemente se adapta la combinatoria (y más tarde teoría de 
grupos)  en la descripción de estos puzzles. 
  
Un juego de una sola persona (como el juego del 15) consiste en una secuencia de 
movimientos que siguen ciertas reglas: 
 
¶ Hay un número finito de movimientos en cada etapa. 

 
¶ Hay una secuencia finita de movimientos que conducen a una solución. 

 
¶ No hay azar ni movimientos aleatorios 

 
¶ Hay  información completa acerca de cada movimiento. 

 
¶ Cada movimiento depende sólo de la posición presente, no en la existencia o la no 

existencia de un cierto movimiento anterior (tal como en el ajedrez, donde el enroque 
es movimiento ilegal si el rey ha sido trasladado con anterioridad). 

 
Un ȰÐÕÚÚÌÅ ÄÅ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉĕÎȱ es un juego de una sola persona con un conjunto finito Ὕ de piezas 
puzzle el cual satisface las cuatro propiedades que se listan a continuación: 
 

(1)  Para algún, ὲ ρ dependiendo sólo de la construcción del puzzle, cada movimiento 
del puzzle corresponde a una única permutación de los números en ᴚ. 

 
(2)  Si la permutación de ᴚ en ρ corresponde a más de un movimiento puzzle, entonces 

las dos posiciones obtenidas por los dos movimientos respectivos deben ser 
indistinguibles. 

 
(3)  Cada movimiento, digamos  ὓ, debe ser "invertible" en el sentido de que debe existir 

otro movimiento, digamos  ὓ , que restaura el puzzle a la posición en que estaba 
antes  que ὓ se efectuara. 

 
(4)  Si ὓ  es un movimiento que corresponde a una permutación Ὢ  de Ὕ  y si ὓ  es un 

movimiento que corresponde a una permutación Ὢ de Ὕ, entonces ὓ ὓz  (el 
movimiento ὓ  seguido por el movimiento ὓ ) es  

 
- No es un movimiento legal, o bien 
- Corresponde a la permutación  Ὢ Ὢz . 

 
Notación: Como  en el paso 4, siempre vamos a escribir movimientos puzzle sucesivos de 
izquierda a derecha. 
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2.1  Puzzle 15 
 
El puzzle 15 es un juego solitario, es decir un solo jugador, es asociado con el inventor de 
rompecabezas y de problemas Sam Loyd (1841 -1911). Él comenzó a publicar problemas de 
ajedrez a la edad de 14 años, tuvo su propia columna en una revista periódica sobre 
problemas de ajedrez. %Î ρωρτ ÐÕÂÌÉÃÏ ÓÕ Ȱ#ÙÃÌÏÐÅÄÉÁ ÏÆ 0ÕÚÚÌÅÓȱȢ El puzzle 15 es uno de los 
primeros y el más popular puzzle de permutación. La "posición resuelta' es la siguiente: 
 

 

Figura 2.1 
 
Cada uno de estos cuadrados numerados representan un bloque deslizante que sólo puede 
moverse  a la casilla desocupada, que se denota por un ɆȢ A veces se etiqueta al cuadrado vacío 
ÃÏÍÏ Ȭρφȭ ÐÏÒ ÃÏÎÖÅÎÉÅÎÃÉÁȢ ,ÏÓ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏÓ ÄÅÌ ÐÕÚÚÌÅ ÃÏÎÓÉÓÔÅÎ ÅÎ ÄÅÓÌÉÚÁÒ ÃÕÁÄÒÁÄÏÓ 
numerados (tal como 12, por ejemplo) en el cuadro vacío (intercambiando 12 con 16). De esta 
forma, cada movimiento de este puzzle puede ser considerado como una permutación de los 
enteros en ρȟςȟȣȟρφ.  
 
No todas las permutaciones del ρȟςȟȣȟρφ corresponden a una posible posición del puzzle. 
Por ejemplo, la posición 

 

Figura 2.2 
 
no puede ser obtenida desde la posición anterior. (La razón matemática para esto se explica 
en 4.4, más adelante.) 

 
Antes de que el Cubo de Rubik se inventara el  Puzzle 15  fue probablemente el puzzle más 
popular de todos los tiempos. 
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Los movimientos del Puzzle 15 pueden representarse de la siguiente manera. Supongamos 
que estamos en una posición tal como 
 

 

Figura 2.3 
 
Donde  los cuadrados etiquetados con un asterisco pueden ser cualquier número. Los posibles 
movimientos en el diagrama anterior son 
 

Ὑ  Ὑȟȟȟ ὶȟρφ ὭὲὸὩὶὧὥάὦὭὥὶ ὶ ώ ρφȟ 

ὒ  ὒȟȟȟ ὰȟρφ ὭὲὸὩὶὧὥάὦὭὥὶ ὰ ώ ρφȟ 

Ὗ  Ὗȟȟȟ όȟρφ ὭὲὸὩὶὧὥάὦὭὥὶ ό ώ ρφȟ 

Ὀ  Ὀȟȟȟ Ὠȟρφ ὭὲὸὩὶὧὥάὦὭὥὶ Ὠ ώ ρφ, 

 
$ÏÎÄÅ  Ȭρφȭ ÄÅÎÏÔÁ  ÅÌ ÅÓÐÁÃÉÏ ÖÁÃþÏ ɆȢ 
 
Vamos a llamar al  Puzzle 15 un puzzle plano dado que  todas sus piezas se encuentran en un 
tablero. Este puzzle se discute en 4.4 más adelante. 
 

2.2 Rainbow Masterball  
 
El puzzle Rainbow Masterball ÓÉÍÐÌÅÍÅÎÔÅ ÓÅ ÃÏÎÏÃÅÒÜ ÃÏÍÏ ÕÎÁ Ȭ-ÁÓÔÅÒÂÁÌÌȭ ÅÎ ÌÏ ÓÉÇÕÉÅÎÔÅȢ 
La Masterball es una esfera que ha sido cortada como una manzana a lo largo de su núcleo en 
8 trozos congruentes, cada uno con un color diferente. También se ha cortado tres veces en 
dirección ortogonal: visto como un globo, una vez  a lo largo del ecuador, una vez a lo largo del 
Trópico de Cáncer, y una vez a lo largo del Trópico de Capricornio. De hecho, estas líneas se 
producen en aproximadamente 23 grados  norte  y sur del ecuador, no a 45 grados como lo 
vamos a describir a continuación. 
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Figura 2.4 
 
Un camino geodésico desde el polo norte al polo sur es llamado línea longitudinal  y un camino 
geodésico cerrado paralelo al ecuador es llamado una línea latitudinal. Hay 8 líneas 
longitudinales y 3 líneas latitudinales. En coordenadas esféricas —ȟȟ y ” (— es el ángulo 
medido a partir del ▬■╪▪▫ ὼᾀ,  es el ángulo hacia abajo desde el eje ᾀȟ ʍ ÅÓ ÅÌ ÒÁÄÉÏ ÄÅ ÌÁ 
Masterball), las líneas longitudinales se encuentran en los ángulos que son múltiplos de “τϳ 
radianes (es decir, en — ὲ“τϳ radianes, ὲ ρȟȣȟψ) y las líneas latitudinales se encuentran 
en “τ ϳ ȟ“ςϳȟσ“τϳ   radianes. (Aquí “ σȢρτρυωςȣ como de costumbre.) 
Sin estos segmentos latitudinales, se parece  a una pelota de playa. Por lo tanto, una esfera 
Masterball tiene 32 piezas  de 8 colores distintos. Vamos a suponer que la Masterball está en 
una posición fija en el espacio, centrado en el origen. 
La esfera deberá estar orientada por la regla de la mano derecha: el pulgar de la mano derecha 
envolviendo a lo largo de  los puntos de eje polar hacia el polo norte. Asumimos que una de las 
líneas longitudinales se ha fijado una vez por todas. Esta línea fija deberá ser etiquetada por 
Ȭρȭȟ ÌÁ ÓÉÇÕÉÅÎÔÅ ÌþÎÅÁ ÃÏÎ ÒÅÓÐÅÃÔÏ Á ÌÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉĕÎ ÁÎÔÅÒÉÏÒ  ÃÏÍÏ Ȭςȭȟ Ù ÁÓþ ÓÕÃÅÓÉÖÁÍÅÎÔÅȢ 
 
Movimientos permitidos: Se puede girar la Masterball de este a oeste por múltiplos de “τ ϳ  a 
lo largo de cada una de las cuatro bandas latitudinales o en múltiplos de “ en cada una de las 8 
líneas longitudinales. 
Una cara  será una de las 32 subdivisiones de la Masterball creados por estos círculos. Una 
cara se considerará como una posición inmóvil sobre la esfera y etiquetada, ya sea por un 
número entero Ὥɴ ρȟȣȟσς o por una pareja ὭȟὮᶰρȟτ ρȟψ, que sea más conveniente 
en ese momento. Si una cara tiene ya sea el polo norte o el polo sur como un vértice entonces 
la llamamos una cara pequeña  (o polar). De lo contrario, llamamos una cara grande  (o media 
o ecuatorial). Una coloración de la Masterball será un etiquetado de cada cara de uno de los 8 
colores de tal manera que 
 

(a)  cada uno de los 8 colores ocurre exactamente dos veces en el conjunto de las 16 caras 
pequeñas, 
 

(b)  cada uno de los 8 colores ocurre exactamente dos veces en el conjunto de las 16 caras 
grandes. 
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Un movimiento de la Masterball será un cambio en la coloración de la Masterball asociado con 
una secuencia de maniobras como se describió anteriormente. 
 
Podemos identificar cada uno de los 8 colores con un número entero en ρȟȣȟψ  e identificar 
la colección de caras  de la Masterball con una matriz  τ ψ de enteros en este rango. 
Para resolver una matriz se debe, por una secuencia adecuada de movimientos 
correspondientes a las rotaciones descritas  anteriormente de la Masterball, poner esta matriz 
ÅÎ ÕÎ ÐÏÓÉÃÉĕÎ ȬÁÒÃÏ ÉÒÉÓȭ ÐÁÒÁ ÑÕÅ ÌÁÓ ÅÎÔÒÁÄÁÓ ÄÅ ÌÁ ÍÁÔÒÉÚ ÄÅ ÃÁÄÁ columna tengan el mismo 
número. Así la matriz 

ρ ς σ
ρ ς σ
ρ
ρ
ς
ς
σ
σ

    

τ υ φ
τ υ φ
τ
τ
υ
υ
φ
φ

    

χ ψ
χ ψ
χ
χ
ψ
ψ

   

es "resuelta". La matriz 
φ χ ψ
ρ ς σ
ρ
ρ
ς
ς
σ
σ

    

ρ ς σ
τ υ φ
τ
τ
υ
υ
φ
φ

    

τ υ
χ ψ
χ
χ
ψ
ψ

 

 
corresponde a una rotación de las caras polo norte por σ“τϳ. 
Notación. Nosotros usamos la notación de matrices para denotar a las 32 caras de la 
Masterball. Los generadores de rotaciones latitudinales se denotan ὶȟὶȟὶȟὶ. Por ejemplo, ὶ 
envía  

ρρρςρσ
ςρςςςσ
σρ
τρ

σς
τς

σσ
τσ

    

ρτρυρφ
ςτςυςφ
στ
ττ

συ
τυ

σφ
τφ

    

ρχρψ
ςχςψ
σχ
τχ

σψ
τψ

 

a 
ρςρσρτ
ςρςςςσ
σρ
τρ

σς
τς

σσ
τσ

    

ρυρφρχ
ςτςυςφ
στ
ττ

συ
τυ

σφ
τφ

    

ρψρρ
ςχςψ
σχ
τχ

σψ
τψ

 

 
Al mirar hacia abajo a la pelota desde el polo norte, este movimiento hace girar la parte 
superior de la bola hacia la derecha, según las agujas del reloj. Los otros movimientos, 
ὶȟὶȟὶ rotan la banda asociada de la pelota en la misma dirección según las agujas del reloj, 
visto desde el polo norte. Los generadores de rotaciones longitudinales se denotan 
ὪȟὪȟȣȟὪ . Por ejemplo, el movimiento  Ὢὶenvía  
 

ρρρςρσ
ςρςςςσ
σρ
τρ

σς
τς

σσ
τσ

    

ρτρυρφ
ςτςυςφ
στ
ττ

συ
τυ

σφ
τφ

    

ρχρψ
ςχςψ
σχ
τχ

σψ
τψ

 

a 
τττστς
στσσσς
ςτ
ρτ

ςσ
ρσ

ςς
ρς

    

τρρυρφ
σρςυςφ
ςρ
ρρ

συ
τυ

σφ
τφ

    

ρχρψ
ςχςψ
σχ
τχ

σψ
τψ

 

 
Con estas reglas, se puede comprobar la relación 
 

Ὢ  ὶ ὶz ὶz ὶz Ὢz zὶ ὶz ὶz ὶz. 
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Además, se puede comprobar que 

ὶ Ὢ Ὢz ὶz Ὢz Ὢz Ȣ 
 
Identificar las caras de la Masterball con las entradas de la matriz 
 

ψ χ φ
ρφρυρτ
ςτ
σς

ςσ
σρ

ςς
σπ

    

υ τ σ
ρσρςρρ
ςρ
ςω

ςπ
ςψ

ρω
ςχ

    

ς ρ
ρπ ω
ρψ
ςφ

ρχ
ςυ

 

 
Podemos expresar los generadores del grupo Masterball en la notación cíclica disjunta como 
un subgrupo de Ὓ  (el grupo simétrico de grado 32): 
 

ὶ ρȟςȟσȟτȟυȟφȟχȟψȟ 

ὶ ωȟρπȟρρȟρςȟρσȟρτȟρυȟρφȟ 

ὶ ρχȟρψȟρωȟςπȟςρȟςςȟςσȟςτȟ 

ὶ ςυȟςφȟςχȟςψȟςωȟσπȟσρȟσςȟ 
Ὢ υȟσςφȟσρχȟσπψȟςωρσȟςτρτȟςσρυȟςςρφȟςρȟ 
Ὢ τȟσρυȟσπφȟςωχȟςψρςȟςσρσȟςςρτȟςρρυȟςπȟ 
Ὢ σȟσπτȟςωυȟςψφȟςχρρȟςςρςȟςρρσȟςπρτȟρωȟ 
Ὢ ςȟςωσȟςψτȟςχυȟςφρπȟςρρρȟςςρςȟςσρσȟςτȟ 
Ὢ ρȟςψςȟςχσȟςφτȟςυωȟςπρπȟρωρρȟρψρςȟρχȟ 
Ὢ ψȟςχρȟςφςȟςυσȟσςρφȟρωωȟρψρπȟρχρρȟςτȟ 
Ὢ χȟςφψȟςυρȟσςςȟσρρυȟρψρφȟρχωȟςτρπȟςσȟ 
Ὢ φȟςυχȟσςψȟσρρȟσπρτȟρχρυȟςτρφȟςσωȟςςȢ 

 

2.3 Cubos de Rubik 
 
Vamos a considerar brevemente los Cubos de Rubik  ς ς ς  y  σ σ σ. 
 
2.3.1   Cubo de Rubik   
 
El Cubo de RubÉË ÄÅ ȬÂÏÌÓÉÌÌÏȭ ÔÉÅÎÅ ÓÅÉÓ  ȬÃÁÒÁÓȭ, cada una con  ςϽς τ ȰÃÁÒÉÔÁÓȱȟ ÐÁÒÁ ÕÎ ÔÏÔÁÌ 
de 24 caritas: 
 
Fijemos  una orientación del Cubo de Rubik en el espacio. Es posible etiquetar los 6 lados 
como ὪȟὦȟὰȟὶȟόȟὨ ȬÆÒÏÎÔÁÌȭȟ ȬÐÏÓÔÅÒÉÏÒȭȟ ȬÉÚÑÕÉÅÒÄÁȭȟ ȬÄÅÒÅÃÈÁȭȟ ȬÓÕÐÅÒÉÏÒȭȟ ȬÉÎÆÅÒÉÏÒȭȟ 
respectivamente). El cubo de bolsillo tiene 8 subcubos. Cada cara del cubo está asociada a un 
ȬÃÏÒÔÅȭ ÄÅ τ ÓÕÂÃÕÂÏÓ ÑÕÅ ÃÏÍÐÁÒÔÅÎ ÕÎÁ ÃÁÒÉÔÁ ÃÏÎ ÌÁ ÃÁÒÁȢ ,Á ÃÁÒÁȟ ÊÕÎÔÏ ÃÏÎ ÔÏÄÏÓ ÌÏÓ τ 
cubos en el 'corte', se puede girar 90 grados según las agujas del reloj. Denotamos este 
movimiento por la letra mayúscula asociada a la letra minúscula que indica la cara. Por 
ejemplo, Ὂ denota el movimiento que hace girar la cara frontal 90 grados en sentido horario. 
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Figura 2.5: Etiquetando caritas en el Cubo de Rubik  ς ς ς 
 
Llamamos las 24 caritas del Cubo de Rubik ς ς como en problema 1.3.3. Las 24 caritas se 
denotan por ὼώᾀ, donde ὼ es la cara en la cual la carita vive e ώȟᾀ (o ᾀȟώ-no importa) indican 
ÌÁÓ ÄÏÓ ÁÒÉÓÔÁÓ ÄÅ ÌÁ ÃÁÒÉÔÁȢ %ÓÃÒÉÔÏ ÅÎ ÏÒÄÅÎ ÓÅÇĭÎ ÌÁÓ ÁÇÕÊÁÓ ÄÅÌ ÒÅÌÏÊȟ ÌÁ ȬÎÏÔÁÃÉĕÎ 3ÉÎÇÍÁÓÔÅÒȭ 
es 

 

Tabla 2.1 
 
Para futuras referencias, llamamos a este sistema de notación (que también se utiliza para los 
Cubos de Rubik σ σ σ y τ τ τ) la notación Singmaster, llamado en honor al matemático 
británico y entusiasta del Cubo de Rubik David Singmaster. 
 
2.3.2 Cubo de Rubik     
 
En esta sección se dedica en su mayor parte a introducir la notación (debida a Singmaster 
[Si]) que nos permite comprobar que el puzzle es de hecho un puzzle de permutación.  
 
El Cubo de Rubik tiene 6 caras, cada una con σϽσ ω  ȬÃÁÒÉÔÁÓȭȟ ÐÁÒÁ ÕÎ ÔÏÔÁÌ ÄÅ υτ ÃÁÒÉÔÁÓȢ 
Dado que las caritas centrales son fijadas por los movimientos básicos, hay sólo υτ φ τψ 
caritas que necesitan etiquetado. Etiquetamos estas caritas ρȟςȟȣȟτψ como en la figura 2.2. 
 
Los generadores estándares,  que corresponden a las seis caras del cubo, pueden ser escritos 
en notación cíclica disjunta como: 
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Figura 2.6: Etiquetando caritas en el  Cubo de Rubik  σ σ σ 
 

Ὂ  ρχȟρωȟςτȟςςρψȟςρȟςσȟςπφȟςυȟτσȟρφχȟςψȟτςȟρσψȟσπȟτρȟρρȟ 
ὄ  σσȟσυȟτπȟσψστȟσχȟσωȟσφσȟωȟτφȟσςςȟρςȟτχȟςωρȟρτȟτψȟςχȟ 
ὒ  ωȟρρȟρφȟρτρπȟρσȟρυȟρςρȟρχȟτρȟτπτȟςπȟττȟσχφȟςςȟτφȟσυȟ 
Ὑ  ςυȟςχȟσςȟσπςφȟςωȟσρȟςψσȟσψȟτσȟρωυȟσφȟτυȟςρψȟσσȟτψȟςτȟ 
Ὗ  ρȟσȟψȟφ ςȟυȟχȟτ ωȟσσȟςυȟρχρπȟστȟςφȟρψρρȟσυȟςχȟρωȟ 
Ὀ  τρȟτσȟτψȟτφȟτςȟτυȟτχȟττρτȟςςȟσπȟσψρυȟςσȟσρȟσωρφȟςτȟσςȟτπȢ 
 
La notación de las caritas será similar a la notación utilizada para el Cubo de Rubik  ς ς ς . 
Las caritas esquina tendrán la misma notación y las caritas arista se denotarán  por ὼώ, donde 
ὼ es la cara en la cual se encuentra la carita e ώ es la cara de la carita adyacente. En orden 
según las agujas del reloj, empezando por la esquina superior derecha de cada cara, la 
ȬÎÏÔÁÃÉĕÎ 3ÉÎÇÍÁÓÔÅÒȭ ÅÓ 
 

 

Tabla 2.2 
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2.3.3 Cubo de Rubik     
 

El cubo τ τ τ  fue inventado por Péter Sebestény. Al contrario de lo que ocurre con 
el cubo original y con la versión υ υ υ, no posee piezas fijas: las caras centrales, 
divididas en cuatro piezas, pueden moverse a diferentes posiciones. 
 

 

Figura 2.7 
 
En el Cubo de Rubik σ σ σ la cara central indicaba el color de cada cara, ahora en él 
τ τ τ  la cara central van a ser 4 caritas (lo que antes era una, ahora son 4 caritas), a 
diferencia del cubo σ σ σ las caras de en medio si se pueden mover, utilizamos la misma 
notación que para el cubo σ σ σ (ver Ejemplo 1.2.7) 
Denotamos el conjunto de movimientos básicos por ὟȟὈȟὒȟὙȟὊȟὄ, agregamos la notación 
ÐÁÒÁ ÌÁÓ ȰÒÅÂÁÎÁÄÁÓ ÉÎÔÅÒÍÅÄÉÁÓȱ ÄÏÎÄÅȡ 
 

¶ ό denota el movimiento del Cubo de Rubik que gira la rebanada intermedia 
adyacente a la cara superior un cuarto de vuelta en sentido horario. 

¶ Ὠ denota el movimiento del Cubo de Rubik que gira la rebanada intermedia 
adyacente a la cara inferior un cuarto de vuelta en sentido horario. 

¶ ὰ gira la rebanada intermedia adyacente a la cara izquierda un cuarto de vuelta 
en sentido horario. 

¶ ὶ gira la rebanada intermedia adyacente a la cara derecha un cuarto de vuelta 
en sentido horario. 

¶ Ὢ gira la rebanada intermedia adyacente a la cara frontal un cuarto de vuelta 
en sentido horario. 

¶ ὦ gira la rebanada intermedia adyacente a la cara posterior un cuarto de vuelta 
en sentido horario. 

Finalmente Ὄ denota el movimiento del Cubo τ τ τ que gira la mitad izquierda en 
sentido horario, de manera similar para las demás mitades.  
 

 

Figura 2.8  Movimiento Ὄ  

 

http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=P%C3%A9ter_Sebest%C3%A9ny&action=edit&redlink=1
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2.4 Pyraminx 
 
El Pyraminx (1981) es uno de los rompecabezas inventado por Uwe Méffert (1939 -), que 
también comercializa varios de sus inventos. 
Un tetraedro es un sólido platónico regular de 4 lados, cuyas caras son triángulos equiláteros. 
En el Pyraminx, cada una de las 4 caras del puzzle se divide en 9 caritas triangulares. 
Hay un total de 4 · 9 = 36 caritas en el Pyraminx. Serán etiquetadas como en las siguientes 
figuras.  

  
Figura 2.9 Figura 2.10 

  
Figura 2.11 Figura 2.12 

 
Fijamos una orientación del tetraedro en el espacio de modo que estemos mirando en una 
cara lo que llamamos el "frente". También podemos hablar de una cara "derecha", "izquierda", 
Ù ÌÁ ÃÁÒÁ Ȱinferior ȱ. Etiquetamos las 4 caras como Ὢ (frontal ), Ὠ (derecha), Ὥ (izquierda), Ὠ 
(inferior ). Etiquetamos los vértices  Ὗ (superior), Ὑ (derecho), ὒ (izquierdo) y ὄ (posterior). 
 
El tetraedro en sí ha sido subdividido en sub-tetraedros de la siguiente manera: para cada 
vértice ὢ (tal que  ὢ ɴ  ὟȟὙȟὒȟὄ}) hay una cara opuesta Ὂ del sólido. 
Para cada cara, cortamos el sólido a lo largo de dos planos paralelos (en el vértice y en un sub-
tetraedro)  a la cara Ὂ y que están entre de la cara y el vértice igualmente espaciados. Los sub-
tetraedros en el corte de la propia cara son llamados el corte cara asociado a la cara Ὂ, 
denotado Ὂ, los sub-tetraedros en el corte medio paralelo a la cara Ὂ serán llamados el corte 
medio asociado con esa cara, denotado Ὂ, y el sub-tetraedro que contiene el vértice X=U 
asociado a ese vértice, denotado Ὂ. 
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Figura 2.13  

 
Para cada cara  Ὂ etiquetada, tenemos una rotación de 120 grados en sentido horario del 
primer  corte Ὂ de la cara. Denotamos esta rotación también por Ὂ. Esta rotación sólo mueve 
las caritas del corte Ὂ. Análogamente, tenemos una rotación de 120 grados en sentido horario 
del  segundo corte Ὂ de la cara. Denotamos esta rotación como Ὂ.  Ὂ  es la rotación de 120 
grados del sub-tetraedro opuesto que contiene al vértice ὢ. Estos movimientos permutan las 
etiquetas de las 36 caritas, y por lo tanto puede ser considerado como una permutación de los 
números del ρȟςȟȢȢȢȟσφȢ 
Por ejemplo, la rotación de 120 grados en sentido horario (mirando la cara frontal) del sub-
tetraedro opuesto a la cara frontal se denota  Ὂ. La notación cíclica disjunta para este 
movimiento, considerado como una permutación, es 
 

  Ὂ  ςσȟςςȟσφȢ 
 

Los movimientos básicos son dados de la siguiente manera: 
 

Ὂ  ςȟσςȟςχψȟσρȟςφχȟσπȟρςρωȟςωȟρρ  
ρψȟςψȟσ ρȟρχȟρσφȟρυȟτ υȟρφȟρτ 
Ὂ  ωȟσυȟςυςρȟστȟςτςπȟσσȟρπ 

Ὂ  ςσȟςςȟσφ 
Ὑ  σȟσφȟρχρρȟστȟρφρπȟσυȟφ  

ςτȟσρȟυ ςσȟσςȟρ ςȟςςȟρψωȟςπȟχ ψȟςρȟρω 
Ὑ  ρςȟσσȟρυςφȟςωȟρτςυȟσπȟτ 

Ὑ  ςχȟςψȟρσ 
ὒ  ρȟςψȟςςυȟςωȟςρτȟσσȟω  

ρτȟστȟψ ρσȟσφȟς σȟςχȟςσρρȟςφȟςτρςȟςυȟρπ 
ὒ  φȟσπȟςπρφȟσρȟρωρυȟσυȟχ 

ὒ  ρχȟσςȟρψ 
Ὀ  ρσȟρψȟςσρτȟρωȟςτρυȟςπȟςυ  

ρφȟςρȟςφρχȟςςȟςχςψȟσςȟσφςωȟσρȟστσπȟσυȟσσ 
Ὀ  τȟχȟρπυȟψȟρρφȟωȟρς 

Ὀ  ρȟςȟσ 
 

Todos los otros movimientos se obtienen mediante la combinación de estos movimientos 
secuencialmente. Queremos utilizar movimientos de forma Ὂ Ὂz, para cada cara Ὂ, pero la 
notación cíclica disjunta para estas permutaciones es un poco más complicada de escribir. 
Mas detalles acerca de este puzzle se dan en el Capítulo 8. 
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Capítulo 3 

¿Qué es conmutatividad? 

 
Una historia contada por Freeman Dyson (1923-), uno de los grandes físicos 

matemáticos de nuestro tiempo, es como sigue: En la primera parte del siglo pasado, el 
matemático Oswald Veblen y el físico James Jeans estaban discutiendo la reforma del currículo 
de matemáticas en la Universidad de Princeton. Jeans argumentó que la teoría de grupos debe 
omitirse, afirmando que la teoría de grupos es un tema que nunca va a ser de alguna utilidad a 
la física. Veblen debe haber ganado el argumento porque la teoría de grupos continuó siendo 
enseñada. Es realmente irónico que la teoría de grupos, no sólo se convirtió en uno de los temas 
centrales de la física, pero gran parte de la investigación innovadora en realidad se llevó a cabo 
en Princeton.  
A groso modo, la teoría de grupos es el estudio matemático de simetría. El Cubo de Rubik 
muestra una notable cantidad de simetrías. Este capítulo es una introducción a la teoría de 
grupos, otra herramienta útil para el Cubo de Rubik. 
 
Cuando estudiamos puzzles de permutación en el capítulo anterior, uno de los criterios fue 
que cada movimiento sea "invertible". Esto es, de hecho, una de las condiciones para el 
conjunto de todos los movimientos legales de un puzzle de permutación para formar un 
grupo.  
Un grupo puede ser definido como un conjunto que tiene un pequeño número de propiedades. 
Una de estas propiedades es que debemos ser capaces de combinar dos elementos del 
conjunto de alguna manera en particular para obtener otro elemento. En el caso del Cubo de 
Rubik, si combina dos movimientos, obtiene otro movimiento. La manera abstracta precisa 
ÐÁÒÁ ÄÅÃÌÁÒÁÒ ÅÓÔÅ ÔÉÐÏ ÄÅ ÐÒÏÐÉÅÄÁÄ ÅÓ ÕÔÉÌÉÚÁÎÄÏ ÌÁ ÎÏÃÉĕÎ ÄÅ ÕÎÁ ȰÏÐÅÒÁÃÉĕÎ ÂÉÎÁÒÉÁȱȢ  
Una operación binaria z  en un conjunto no vacío Ὃ es una función que asocia cada par de 
elementos ὫȟὫ  de Ὃ un solo elemento Ὣ, también denotado Ὣ Ὣ Ὣz, en Ὃȡ  
 

 z ḊὋ ὋᴼὋ. 
 

Un grupo Ὃ es un conjunto con una operación binaria z (llamada ȬÏÐÅÒÁÃÉĕÎ ÄÅ ÇÒÕÐÏȭ  ÑÕÅ 
satisface ciertas propiedades que se darán más adelante. Por ejemplo, una propiedad es que 
ÃÕÁÌÑÕÉÅÒ ÅÌÅÍÅÎÔÏ ÔÉÅÎÅ ÕÎ ȬÅÌÅÍÅÎÔÏ ÉÎÖÅÒÓÏȭ ÁÓÏÃÉÁÄÏ ÃÏÎ ïÌȢ %Î ÅÌ ÃÁÓÏ ÄÅÌ #ÕÂÏ ÄÅ 2ÕÂÉËȟ 
si realizamos cualquier movimiento (o secuencia de movimientos), siempre se puede 
deshacer el efecto ÓÉÍÐÌÅÍÅÎÔÅ ÉÎÖÉÒÔÉÅÎÄÏ ÃÁÄÁ ÐÁÓÏȢ %ÓÔÅ ȬÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ÉÎÖÅÒÓÏȭ ÅÓ ÅÌ 
ȬÉÎÖÅÒÓÏȭ ÄÅÌ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ÏÒÉÇÉÎÁÌȟ ÃÏÍÏ ÖÅÒÅÍÏÓ ÍÜÓ ÁÄÅÌÁÎÔÅȢ 
 
Antes de definir un grupo, debemos tomar la decisión sobre que notación utilizar para 
describir un grupo Ὃ. Si Ὃ es finito entonces una forma es listar todos los elementos de Ὃ y 
listar (o tabular) todos los valores de la función z . Otro método consiste en describir Ὃ en 
términos de algunas propiedades y luego definir una operación binaria z en Ὃ. Cada método 
tiene  sus ventajas y desventajas. Eventualmente, deberemos utilizar los dos métodos.  
Empezamos con algunos ejemplos. 
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3.1 Cuaterniones 
 
En el otoño de 1843, William R. Hamilton (1805-1865) estaba caminando a lo largo del Royal 
Canal en Irlanda con su esposa. Fue entonces que Hamilton encontró una generalización de 
los números complejos: los ÃÕÁÔÅÒÎÉÏÎÅÓȢ ,ÏÓ ÃÕÁÔÅÒÎÉÏÎÅÓ ÓÏÎ ȬÎĭÍÅÒÏÓȭ ÄÅ ÌÁ ÆÏÒÍÁ 

ὥ ὦὭὧὮὨὯ, donde ὥȟὦȟὧȟὨ ɴ ᴙ son números reales, Ὥ es el usual Ѝ ρ  Ὦ y Ὧ satisfacen  
 

Ὥ Ὦ Ὧ ὭὮὯ ρ 
 

De hecho, Hamilton no pudo resistir el impulso de tallar las reglas básicas del producto para 
los cuaterniones en la piedra del puente de Brougham, mientras él y su esposa pasaban.  
Se pueden sumar o restar fácilmente: 
  
ὥ ὦὭ ὧὮ ὨὯ ὥ ὦὭ ὧὮ ὨὯ

ὥ ὥ ὦ ὦ Ὥ ὧ ὧ Ὦ Ὠ Ὠ ὯȢ 
 
Para multiplicar dos cuaterniones, se utiliza la ley distributiva y las reglas básicas de 
multiplicación para ὭȟὮȟὯ dadas anteriormente. Una diferencia importante entre la 
multiplicación de dos cuaterniones ήȟή juntos y la multiplicación de dos números reales 
ὶȟὶ juntos es que, en general, ήή ήή (por ejemplo, ὭὮὮὭ), mientras que siempre 

tenemos ὶὶ ὶὶ (por ejemplo, ЍςϽσ σϽЍς). 
Sea ὗ el grupo de cuaterniones:  
 

ὗ ρȟρȟὭȟὭȟὮȟὮȟὯȟὯȢ 
 

Los elementos de ὗ son conocidos como cuaterniones unitarios, los elementos satisfacen las 
reglas: Ὥ Ὦ Ὧ ρȟὭὮὯȟὮὯὭȟὯὭὮ. 
La multiplicación para este grupo  se puede visualizar en la siguiente figura: 
 

 
Figura 3.1 

 
Si recorremos el triángulo en el sentido de las manecillas del reloj el producto de cualquier 
par de elementos sucesivos es el que sigue, y al recorrerse en sentido opuesto al del reloj se 
obtienen productos negativos, por ejemplo  ὮὭ ὯȢ  
 

3.2 Grupos cíclicos finitos 
 
Considere el conjunto de movimientos del Cubo de Rubik Ὃ ρȟὙȟὙȟὙ  . Hacemos varias 
observaciones más o menos evidentes: 
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Ɇ 3É ÒÅÁÌÉÚÁmos cualquier rotación de la cara derecha del cubo no conseguiremos ningún 
movimiento nuevo. En particular, si componemos cualesquiera dos movimientos en este 
conjunto obtendremos otro movimiento en este conjunto. 

 
Figura 3.2 

 
Ɇ %Ì ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ÑÕÅ ȬÄÅÓÈÁÃÅȭ el efecto de Ὑ se encuentra en este conjunto (de hecho, Ὑ 
seguido de Ὑ es el movimiento identidad 1, por lo que Ὑ ÄÅÂÅ ȬÄÅÓÈÁÃÅÒȭ Ὑ). 
 
Ɇ 3É  z ḊὋ ὋᴼὋ es simplemente el mapeo definido por el envío de un par ὙȟὙ , con 

π ὭȟὮ σ, a la composición de estos dos movimientos, Ὑ Ὑz Ὑ  , entonces z es una 
operación binaria. 
 
Resulta que este conjunto Ὃ con esta operación z es un ejemplo de un grupo. 
 
Ejemplo 3.2.1. Sea ὅ  el conjunto cuyos elementos son πȟρȟȣȟρρ  la operación z  es 
ÓÉÍÐÌÅÍÅÎÔÅ ȬÁÄÉÃÉĕÎ ÍÏÄ ρςȭ. Así es como se suman horas en un reloj, observar que '12 
horas´ o '0 horas en punto' significan lo mismo). Así υ ψ ρȟρ ρρ π, y así 
sucesivamente. 
 
Este grupo es llamado el  grupo cíclico de orden 12. 
 
Definición 3.2.1. Sea ὲ ρ un número entero y sea ὅ el grupo cuyos elementos son 
πȟρȟȣȟὲ ρ y para los cuales la operación del grupo es simplemente la ȬÁÄÉÃÉĕÎ ÍĕÄÕÌÏ ὲȭȢ 

Este grupo es llamado el grupo cíclico (aditivo) de orden ὲ. A menudo también se denota por 
ᴚȾὲᴚ . 
 
Geométricamente, esto puede ser considerado como el grupo de todas las posibles rotaciones 
de un ὲ -agono regular. Esta idea se explora con más detalle en 3.3. 
 

3.3 El grupo diedro 
 
Elegir un entero ὲ ς, y sea Ὑ un ὲ -agono regular centrado sobre el origen en el plano. Si 
ὲ σ, entonces Ὑ es un triángulo equilátero, si ὲ τ, entonces Ὑ es un cuadrado, si ὲ υ, 
entonces Ὑ es un pentágono, y así sucesivamente. Sea Ὃ el conjunto de todas las 
transformaciones lineales del plano a sí mismo que preservan la figura de Ὑ. La operación 
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binaria Ǔ ḊὋ ὋᴼὋ dada por la composición de funciones da a Ὃ la estructura de un grupo. 
Este grupo  es llamado el grupo de simetrías de Ὑ. 
Si consideramos Ὑ como una figura en el espacio tridimensional centrado sobre el origen y sea 
Ὃ el conjunto de todas las transformaciones lineales del espacio tridimensional, entonces 
obtenemos un grupo ligeramente más grande en algunos casos (véase el Ejemplo 6.3.3 a 
continuación y [NST] para más detalles). 
 
Etiquetando los vértices del ὲ-agono como ρȟςȟȣȟὲ . El grupo Ὃ permuta éstos vértices entre 
ellos mismos, por lo que, cada ὫᶰὋ puede ser considerado como una permutación del 
conjunto de vértices ὠ ρȟςȟȣȟὲ . De esta manera, podemos considerar a Ὃ como un grupo 
de permutación, ya que es el subgrupo de Ὓ generado por los elementos de Ὃ. 
 
El hecho de que este grupo tiene ςὲ elementos sigue de un argumento de conteo simple: Sea  
ὶɴ Ὃ el elemento que gira Ὑ por ς“Ⱦὲ radianes en sentido antihorario alrededor del centro. 
Sea ὒ un eje de simetría de Ὑ que divide la figura en dos mitades. Sea ί el elemento de Ὃ que es 
la reflexión sobre ὒ. Hay ὲ rotaciones por un múltiplo de ς“Ⱦὲ radianes alrededor del centro 
en ὋḊρȟὶȟὶȟȣȟὶ . Hay ὲ elementos de Ὃ que están compuestos de una reflexión sobre L y 
una rotación de un múltiplo de ς“Ⱦὲ radianes alrededor del centro: s, s Ǔ r, s Ǔ ὶȟȣ ȟ s Ǔ ὶ . 
Estos comprenden todos los elementos de Ὃ. 
El grupo simétrico de Ὑ es conocido como el grupo diedro de orden ςὲ, denotado Ὀ . (Nota: 
Algunas personas denotan este grupo, en lugar de Ὀ .) 
 
Ejemplo 3.3.1. Sea Ὃ el grupo simétrico del cuadrado, es decir, el grupo de simetrías del 
cuadrado generado por los movimientos rígidos 
 
Ὣ  es una rotación en sentido horario alrededor de ὕ, en un ángulo de 90 grados, 
Ὣ  reflexión respecto a ὰ , 
Ὣ  reflexión respecto a ὰ , 
Ὣ  reflexión respecto a  ὰ , 
Ὣ  reflexión respecto a ὰ , 
 
donde ὰȟὰȟὰ denotan los ejes de simetría en la siguiente figura: 
 

 
Figura 3.3 
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Los elementos de Ὃ son  ρȟὫȟὫȟὫȟὫȟὫ  ȟὫ  ȟὫ  Ȣ 
Sea X el conjunto de vértices del cuadrado. Entonces Ὃ actúa sobre ὢ. 
 

3.4 El grupo simétrico 
 

El arte de hacer matemáticas consiste en 
encontrar un caso especial que contenga todos los 
gérmenes de la generalidad. 

David Hilbert 
 

Antes de las definiciones, vamos a dar un poco de motivación para algunas nociones 
generales que se presentarán más adelante. Cada movimiento del Cubo de Rubik puede ser 
considerado como una permutación del conjunto de 54 caritas del cubo. Es natural desde 
nuestra perspectiva para el estudio de permutaciones, como Hilbert nos aconsejó, buscar un 
caso especial muy bueno para centrar nuestra atención en él, y el grupo Cubo de Rubik es el 
ejemplo que utilizaremos. 
Primero, algunas ideas básicas para que podamos empezar. 
 
Sea ὢ un conjunto finito y sea Ὓ el conjunto de todas las permutaciones de ὢ sobre sí mismo: 
 

Ὓ ὪḊὢᴼὢ ȿ Ὢ ÅÓ ÕÎÁ ÂÉÙÅÃÃÉĕÎ 
 

Este conjunto tiene las siguientes propiedades: 
 
1. Si ὪȟὫ pertenecen a Ὓ entonces ὪὫ (la composición de estas permutaciones) también 
pertenece a Ὓ ȬÃÅÒÒÁÄÏ ÂÁÊÏ ÃÏÍÐÏÓÉÃÉĕÎȭ Ȣ 
 
2. Si ὪȟὫȟὬ pertenecen a Ὓ entonces ὪὫὬ ὪὫὬ ȬÁÓÏÃÉÁÔÉÖÉÄÁÄȭ). 
 
3. La permutación identidad ὍḊὢᴼὢ pertenece a Ὓ ȬÅØÉÓÔÅÎÃÉÁ ÄÅ ÌÁ ÉÄÅÎÔÉÄÁÄȭ Ȣ 
 
4. Si Ὢ pertenece a Ὓ entonces la permutación inversa Ὢ  también pertenece a  Ὓ 
ȬÅØÉÓÔÅÎÃÉÁ ÄÅÌ ÉÎÖÅÒÓÏȭ Ȣ 

 
El conjunto Ὓ es llamado el grupo simétrico de ὢ. En el caso particular en que ὢ ρȟςȟȣȟὲ, 
escribimos Ὓ Ὓ .  Ὓ es el grupo simétrico de grado ὲȢ 
 
Ejemplo 3.4.1. Supongamos que ὢ ρȟςȟσ. Podemos describir Ὓ como 
 

Ὓ Ὅȟί ρȟςȟί ςȟσȟί ρȟσȟςȟί ρȟςȟσȟί ρȟσ Ȣ 
 
Podemos calcular todos los productos posibles de dos elementos del grupo y tabularlos en 
una tabla de multiplicación como 
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Tabla 3.1 Tabla de multiplicar 

 
Tomamos las cuatro propiedades anteriores del grupo simétrico como las cuatro propiedades 
que definen un grupo. La siguiente definición de grupo la formuló por primera vez  Cayley en 
1854.  
 
Definición 3.4.1. Se dice que un conjunto no vacío Ὃ es un grupo si en él hay definida una 
operación binaria z   
 

 z  Ḋ  Ὃ  Ὃ    O           Ὃ 
               ὫȟὫ    m      Ὣ Ὣz 

 
 tal que: 
 
(G1) Si  ὫȟὫ ᶰὋ, implica que  Ὣ Ὣz ᶰὋ (Ὃ es cerrado respecto a z ), 
 
(G2) Dados ὫȟὫȟὫ ᶰὋ entonces Ὣ Ὣz Ὣz ὫᶻὫ Ὣz  (Es válida la ley de 

asociatividad en Ὃ), 
 
(G3) Existe un elemento Ὡɴ Ὃ tal que Ὡz Ὣ Ὣ Ὡz Ὣ para todo ὫᶰὋ ( Ὡ se llama 

elemento identidad o unidad de Ὃ), 
 
(G4) Para todo ὫᶰὋ existe un elemento Ὣ ᶰὋ, llamado el inverso de  Ὣ tal que 
Ὣ Ὣz Ὣ Ὣz Ὡ (Existencia del inverso). 

 
Por ejemplo, si Ὑ es el movimiento Cubo de Rubik asociado con la rotación de la cara derecha 
un cuarto de vuelta, entonces Ὑ Ὑ. 
 
Observación 3.4.1. En general, cuando un conjunto Ὃ y una operación binaria z  son 
explícitamente dados y cuando Ὃȟz , se espera que sea un grupo, generalmente la condición 
más difícil de verificar es la asociatividad. En el caso especial cuando Ὃ es un conjunto de 
permutaciones de un conjunto ὢ y z  es simplemente la multiplicación usual de permutaciones,  
la asociatividad es fácil de verificar, ya que todos los elementos de Ὃ son funciones (de ὢ a ὢ) 
y la operación binaria es la función composición.  
 
Ejemplo 3.4.2. %Î ÒÅÁÌÉÄÁÄȟ ÅÓÔÅ ÅÓ ÕÎ ȬÎÏ-ÅÊÅÍÐÌÏȭȢ 3ÅÁ Ὓ el conjunto de todos los movimientos 
legales (uno puede eventualmente hacer un movimiento a partir de una posición dada 
obtenida legalmente) del Puzzle 15 (como se describe en el capítulo 2). En una posición dada, 
por ejemplo, la posición resuelta, no hay muchas posibilidades: hay sólo 2 movimientos en la 
posición resuelta y nunca hay más de 4 movimientos posibles desde cualquier posición. 
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Desde la posición resuelta podemos mover ρυȟρφ y  ρςȟρφ (donde 16 denota el cuadrado 
vacío), pero no podemos mover, por ejemplo ρȟρφ. Puesto que  ρυȟρφ, ρςȟρφɴ Ὓ  y 
puesto que  ρςȟρφ  ρυȟρφ no es un movimiento legal, se sigue que la composición de 
movimientos legales no siempre es legal. Esto demuestra que la composición no es una 
operación binaria, así la propiedad Ὃρ,  no se mantiene. 
 
Lema 3.4.1. (Ley de Cancelación) Sea Ὃ un grupo y ὥȟὦȟὧ ɴ Ὃ. Si ὥz ὧ ὦz ὧ, donde 
ὥȟὦȟὧ ɴ Ὃ, entonces a ὥ ὦ. 
 
En la definición anterior, no hemos asumido explícitamente que el elemento identidad Ὡ de Ὃ, 
sea único. (Supongamos que hay dos elementos identidad en Ὃ, denotados ὩȟὩ digamos. Por 
definición, Ὡ Ὡ Ὡz  Ὡ. Del mismo modo, si Ὃ es un grupo y Ὣ ɴ Ὃ entonces el elemento 
inverso de Ὣ es único. Hay otras propiedades de un grupo que pueden ser derivadas de  
Ὃρ  Ὃτ. Vamos a demostrarlas según sea necesario. 

 
La tabla de multiplicar ÔÁÍÂÉïÎ ÌÌÁÍÁÄÁ ȬÔÁÂÌÁÓ ÄÅ #ÁÙÌÅÙȭ ÅÎ ÈÏÎÏÒ Á Cayley, quien fue el 
primero en introducirlas) de un grupo finito Ὃ es una tabulación de los valores de la 
operación binaria ,z como en el Ejemplo 3.4.1 Sea Ὃ ὫȟȣȟὫ . La tabla multiplicación de 
Ὃ es 

 
Tabla 3.2 

 
Algunas propiedades: 
 
Lema 3.4.2. 
 

(a)  Cada elemento ὫὯɴ Ὃ ocurre exactamente una vez en cada fila de la tabla. 
 

(b)  Cada elemento ὫὯɴ Ὃ ocurre exactamente una vez en cada columna de la tabla. 
 

(c)  Si la entrada ὭȟὮ de la tabla es igual a la entrada  ὮȟὭ, entonces,  Ὣ Ὣz Ὣ Ὣz. 

 
(d)  Si la tabla es simétrica respecto a la diagonal, entonces Ὣ Ὤz Ὤz Ὣ para todo 
ὫȟὬ ɴ Ὃ. (En este caso, llamamos a Ὃ abeliano.) 

 
Los grupos abelianos llevan el nombre del matemático noruego Niels Abel (1802-1829). La 
corta vida de Abel fue trágica, marcada por la pobreza y la muerte de su padre en 1820. Sin 
embargo, él tenía un gran talento matemático y demostró antes de Galois que las raíces del 
polinomio de 5 º grado en general, 

 
ὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥ πȟ 
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no se pueden expresar en términos de únicamente radicales. (Galois demostró un resultado 
más general  unos seis años más tarde.) Por desgracia, su salud no era buena, y durante un 
viaje para visitar a su novia en la Navidad de 1828 cayó gravemente enfermo y murió. En su 
corta vida, Abel hizo importantes contribuciones a otras áreas de las matemáticas y fue 
galardonado con el Gran Premio en matemáticas por la Academia de París en 1830. 
 
Definición 3.4.2. Sean Ὣ y Ὤ dos elementos de un grupo Ὃ. Decimos que Ὣ conmuta con Ὤ (o que 
ὫȟὬ conmutan) si Ὣz Ὤ Ὤz Ὣ . Llamamos a un grupo conmutativo (o abeliano) si todo par de 
elementos ὫȟὬ pertenecientes a Ὃ conmutan. Si Ὃ es un grupo que es no necesariamente 
conmutativo, entonces llamamos a Ὃ no conmutativo (o no abeliano). 
 
Ejemplo 3.4.3. 
 
Ɇ ,ÏÓ ÅÌÅÍÅÎÔÏÓ ÅÎ  Ὃ ρȟὙȟὙȟὙ   todos conmutan entre sí, por lo que Ὃ es un grupo 
abeliano. 
 
Ɇ ,ÏÓ ÎĭÍÅÒÏÓ ÅÎÔÅÒÏÓȟ ÃÏÎ ÌÁ ÁÄÉÃÉĕÎ ÏÒÄÉÎÁÒÉÁ ÃÏÍÏ ÌÁ ÏÐÅÒÁÃÉĕÎ ÄÅÌ ÇÒÕÐÏȟ ÃÏÎÓÔÉÔÕÙÅ ÕÎ 
grupo abeliano. 
 
Ahora que sabemos la definición de grupo, surge la pregunta: ¿cómo se puede describir? La 
ÒÅÓÐÕÅÓÔÁ ÍÜÓ ÓÉÍÐÌÅ ÅÓ ÑÕÅ ÓÅ ÐÏÄÒþÁ ÈÁÃÅÒ ÕÎÁ ÌÉÓÔÁ ÃÏÎ ÔÏÄÏÓ ÓÕÓ ÅÌÅÍÅÎÔÏÓ Ù ÄÁÒ ÌÁ ȰÔÁÂÌÁ  
ÄÅ ÍÕÌÔÉÐÌÉÃÁÒȱȟ Ï ÐÏÄÒþÁÍÏÓ ÄÅÓÃÒÉÂÉÒ ÔÏÄÏÓ ÓÕÓ ÅÌÅÍÅÎÔÏÓ Ù ÓÕ ÍÕÌÔÉÐÌÉÃÁÃÉĕÎ ÅÎ ÔïÒÍÉÎÏÓ ÄÅ 
alguna propiedad de la cual podemos verificar las cuatro propiedades de grupo. Aunque la 
primera forma tiene la ventaja de ser explícita, es esta segunda alternativa que es la más 
común, ya que suele ser más concisa. 
 
Nuestro objetivo es introducir la terminología y las técnicas que nos permitan analizar los 
Ȭpuzzles de permutaciónȭ matemáticamente. Los tipos de grupos que surgen en este contexto 
se definen a continuación. 
 
Definición 3.4.3. Sea ὢ un conjunto finito. Sea Ὓ ὫȟὫȟȣȟὫ  un conjunto finito de 
permutaciones de ὢ (de modo que todos ellos pertenecen a Ὓ ). Sea Ὃ el conjunto de todos 
los productos posibles de la forma 
 

Ὣ ὼ ὼzỄ ὼz  ȟ           ά πȟ 
 

donde cada uno de los ὼȟȣȟὼ  se toma del conjunto Ὓ. El conjunto Ὃ, junto con la operación 
binaria dada por la composición de permutaciones, es llamado un grupo de permutación con 
generadores ὫȟȣȟὫ (o el grupo de permutación generado por Ὓ). A veces escribimos   
 

Ὃ ộὫȟȣȟὫỚṒ Ὓ . 
Ejemplo 3.4.4. 
 
Ɇ Si ὢ ρȟςȟȣȟυτ y Ὓ ρȟςȟσȟȣȟυτṒ Ὓ  entonces el grupo de permutación 

generado por Ὓ es un grupo cíclico Ὃ con elementos ρȟὫȟὫȟȣȟὫ  . 
Ɇ Sea ὢ el conjunto de 54 caritas del Cubo de Rubik y sean ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄᶰὛ  los 

movimientos básicos del Cubo de Rubik, en la notación introducida en el capítulo 
anterior. El grupo de permutación 

 
Ὃ ộ ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄỚṒὛ 
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es llamado el grupo Cubo de RubikȢ 6ÁÍÏÓ Á ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÒ ÌÁ ȬÅÓÔÒÕÃÔÕÒÁȭ ÄÅ ÅÓÔÅ ÇÒÕÐÏ ÅÓ ÄÅÃÉÒȟ 
su relación ÃÏÎ ȬÇÒÕÐÏÓ ÃÏÎÏÃÉÄÏÓȭ  ÍÜÓ ÁÄÅÌÁÎÔÅ ÅÎ ÅÓÔÅ ÔÒÁÂÁÊÏȢ 
 
Lema 3.4.3. Un grupo de permutación es un grupo. 
 
Prueba: Sea Ὃ un grupo de permutación como en la definición anterior. 
Nos limitaremos a demostrar que cada ὫᶰὋ tiene un inverso. El conjunto Ὣ ȿὲ ρṒ Ὓ 
es finito. Hay ὲ πȟὲ  ὲ  tal que Ὣ Ὣ . Entonces Ὣ Ὣ  puesto que  
ὫϽὫ ρ. 
 
Definición 3.4.4. Si Ὃ es un grupo, entonces el orden de Ὃ, denotado |Ὃȿ, es la cardinalidad de 
Ὃ. (En otras palabras, si Ὃ es un conjunto finito entonces su orden es el número de elementos 
de Ὃ, y si Ὃ no es finito entonces |Ὃȿ ЊȢ) Si Ὣ es un elemento del grupo Ὃ, entonces el orden 
de Ὣ, denotado έὶὨὫ, es el mínimo entero positivo ά tal que Ὣ ρ, si es que existe. Si por 
ejemplo un número ά no existe, entonces decimos que Ὣ tiene orden infinito . 
 
¶ Matemáticamente, más adelante veremos (en el anexo) por qué el grupo Cubo de 

Rubik Ὃ tiene orden ς σ υχρρȟ (aproximadamente τȢσ ρπ).  
 
¶ Hay una permutación impar de orden 42 en Ὓ , 

por ejemplo, ρȟς σȟτȟυ φȟχȟψȟωȟρπȟρρȟρς. Hay una permutación par de orden 15 
en Ὓ, por ejemplo ρȟςȟσ τȟυȟφȟχȟψ. 

 
¶ Hay un elemento en el grupo Cubo de Rubik, cuyo orden es 1260 y no hay ningún 

elemento de orden superior. J. Butler, encontró el siguiente movimiento de este orden: 
ά ὙὟὈ ὄὈ  (ver el libro de Bandelow de [B1], página 51, para otro 
movimiento simple de orden de 1260). 

 
3.4.1 Teorema de Cauchy  
 

(a)  Sea ὴ un número primo que divide al |Ὃȿ, entonces Ὃ contiene un elemento Ὣ de orden 
ὴ. 

 
(b)  Sea ὲ un entero que no divide al |Ὃȿ. No existe un ὫᶰὋ de orden ὲ. 

 
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) hizo contribuciones significativas a muchas ramas de las 
matemáticas y fue uno de los más grandes matemáticos de su tiempo. 
La parte (a) será demostrada en 3.10 a continuación (ver Corolario 3.10.2) y  la parte (b) es 
un corolario del Teorema 3.5.1  que vamos a ver a  continuación. 
 
Aplicación. Como el grupo Cubo de Rubik Ὃ tiene la propiedad de que ȿὋȿ ς σ υχρρ , se 
sigue de esto y la parte (b) del teorema anterior que no hay movimiento del Cubo de Rubik de 
orden 13 (ya que el 13 no divide a ȿὋȿ), pero hay uno de orden 11. (Dicho esto, sólo porque 
sabemos que existe un movimiento de orden de 11 no significa que ¡sepamos cómo encontrar 
uno!) Esto es equivalente a decir existe un subgrupo cíclico del grupo Cubo de Rubik de orden 
11. No hay ningún subgrupo cíclico de grupo Cubo de Rubik de orden 13. 
 
Definición 3.4.5.  Ὃ es un grupo cíclico si y sólo si ɱ  ὥᶰὋ ᶅ ὫᶰὋȟḊὫ ὥ ÐÁÒÁ ÁÌÇĭÎ Ὦɴ ᴚ 
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Lema 3.4.4. Si Ὃ ộὫỚ  es un grupo cíclico finito con generador Ὣ entonces ȿὋȿ έὶὨὫ. 
 
Demostración: Sea ά έὶὨὫ, por lo que Ὣ ρ. Podemos listar todos los elementos de Ὃ 
como sigue: 

ρȟὫȟὫȟȣȟὫ . 
 
Hay ά elementos en esta lista.  
 
3.4.2 El juego Gordon 
 
Sea Ὃȟz  un grupo finito, escrito Ὃ Ὣ ÌÁ ÉÄÅÎÔÉÄÁÄȟὫȟȣȟὫ  
 
así que Ὣ π si z  es la suma y  Ὣ ρ si z  es la multiplicación o composición. Usted y su 
oponente comparten un conjunto de fichas de M, denotadas 
 

ὓ ὫȟȣȟὫ ȟ 
 
y fichas  de P, denotadas 
 

ὖ ὫȟȣȟὫ Ȣ 
 
Reglas para el juego: 
 
¶ Los jugadores alternan turnos. Cada turno consiste en retirar una ficha de movimiento 

y una ficha de lugar de acuerdo con las condiciones listadas a continuación. La primera 
persona que no pueda hacer una jugada legal pierde. 

 
¶ Sea ά ὴ ρ (o ά ὴ π, si Ὃ está escrito aditivamente) y sea Ὥ ρ. 

 
¶ El primer jugador escoge cualquier ficha de movimiento ά ὓ y la ficha de lugar 
ὴ ά ὖ. Estas fichas ά  y ὴ son entonces retiradas de ὓ y ὖ, respectivamente. 

 
¶ El siguiente jugador escoge una ficha de movimiento ά  y una ficha de lugar  ὴ  tal 

que  ὴ ά  ὴᶰὖ. Estas fichas  ά  y ὴ  son entonces retiradas de ὓ y ὖ, 
respectivamente. 

 
¶ Incrementar Ὥ e ir al paso anterior. 

 
Ejemplo 3.4.5. Sea  Ὃ ᴚȾχᴚ πȟρȟςȟσȟτȟυȟφ, 
 
en la notación de la Definición 3.2.1. Los movimientos de un juego son determinados por el 
registro de las fichas de movimiento. Un juego posible es posible 
 

Ɇ τ ρ π π σ ς
π ρ ς σ τ υ φ

 

 

donde el Ɇ sobre el elemento identidad 0 del grupo indica que no se mueve y los números por 
encima de un elemento del grupo indican cuando fue movido: 
 



54 

▒◊▌╪▀▫►□ ▬
ρ ά ς ὴ ς

ς
ρ
ς

ά τ
ά φ
ά σ

ὴ ς τ φ
ὴ φ φ υ
ὴ σ υ ρ

    

╟ ╜
ρȟσȟτȟυȟφ ρȟσȟτȟυȟφ

ρȟσȟτȟυ
ρȟσȟτ

σȟτ

ρȟσȟυȟφ
ρȟσȟυ

ρȟυ

 

 
El segundo jugador gana. 
 
Observación 3.4.2. Si Ὃ ᴚȾὴᴚ (el grupo cíclico con ὴ elementos) hay una conjetura de que el 
2do jugador tiene una estrategia ganadora cuando ὴ υ. Para los grupos más generales, las 
estrategias no son conocidas. De hecho, ni siquiera se han conjeturado. 
 
Observación 3.4.3. Si usted y su oponente intentan alargar el juego al mayor  tiempo posible, 
¿puede agotar el conjunto de fichas de movimiento y el conjunto de fichas de lugar? La 
respuesta es conocida para los grupos abelianos, grupos diedros y los grupos de orden σς. 
La respuesta general parece ser desconocida. 
 

3.5 Subgrupos 
 
Como ya se señaló, el conjunto de movimientos del Cubo de Rubik forman un grupo Ὃ bajo la 
operación de composición. Supongamos que consideramos un subconjunto de Ὃ que también 
ÅÓ ÕÎ ÇÒÕÐÏ ÂÁÊÏ ÃÏÍÐÏÓÉÃÉĕÎȢ %ÓÔÅ ÓÕÂÃÏÎÊÕÎÔÏ ÅÓ ÌÌÁÍÁÄÏ ÕÎ ȬÓÕÂÇÒÕÐÏȭȢ 0ÏÒ ÅÊÅÍÐÌÏȟ 
ρȟὙȟὙȟὙ   es un subgrupo de Ὃ. 

 
Definición 3.5.1. Sea Ὃ un grupo. Un subgrupo de Ὃ es un subconjunto Ὄ de Ὃ tal que Ὄ, junto 
con la operación z  heredada como un subconjunto de Ὃ, satisface las operaciones del grupo 
Ὃρ Ὃτ,   (con Ὃ reemplazado por Ὄ por todas partes). 

 
Notación: Si Ὃ ÅÓ ÕÎ ÇÒÕÐÏȟ ÅÎÔÏÎÃÅÓ ÄÅÎÏÔÁÒÅÍÏÓ ÌÁ ÁÆÉÒÍÁÃÉĕÎ ȬὌ es un subgrupo de Ὃᴂ por 
ὌṒὋ. 
 
Ejemplo 3.5.1. 
 
Ɇ ςᴚ es un subgrupo de ᴚ. 
 
Ɇ ςᴚȾρπᴚ πȟςȟτȟφȟψ (con suma mod 10) es un subgrupo de ᴚȾρπᴚ. 
 
Ɇ Ὄ ρȟρȟςȟσȟρȟσȟς  es un subgrupo de Ὓ. 
 
Ɇ 5Î ÇÒÕÐÏ ÄÅ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉĕÎ Ὃ generado por elementos ὫȟȣȟὫ pertenecientes a Ὓ es un 
subgrupo de Ὓ, es decir, ὋṒὛ. 
 
Uno podría preguntarse: ¿cuáles son todos los subgrupos del grupo Cubo de Rubik? 
Desafortunadamente, resulta que esta pregunta es muy poco práctica. Hay muchos subgrupos 
por listar, por lo que una respuesta simple no es posible. De hecho, nadie sabe exactamente 
cuántos subgrupos tiene el grupo Cubo de Rubik. Nos gustaría un criterio fácil de usar para 
saber cuando un determinado subgrupo Ὄ de Ὓ  es un subgrupo del grupo Cubo de Rubik Ὃ. 
Este tipo de condición no parece existir, al menos no en una forma práctica, pero el siguiente 
criterio es muy útil. Otra versión del siguiente resultado se dará en el Teorema 3.10.1 a 
continuación. 
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Teorema 3.5.1. (Teorema de Lagrange) Si Ὃ es un grupo finito y Ὄ es un subgrupo de Ὃ, 
entonces ȿὌȿ divide a ȿὋȿ. 
 
Vale la pena señalar que, contrariamente a lo que pudiera sugerir el nombre del resultado, el 
teorema de Lagrange, en la forma establecida aquí, no se debe a Lagrange. En la forma dada, el 
teorema de Lagrange (para los grupos de permutaciones) fue probablemente conocido por 
Galois y apareció en las obras de Serret y Camile Jordan en la década de 1860. 
 
Prueba: Para ὼȟώɴ Ὃ, definimos ὼͯ ώ  si ὼὌ ώὌ, donde 
 

ὼὌ ὼz Ὤ ȿ ὬᶰὌȢ 
 

Esto es una relación de equivalencia. (Se puede comprobar fácilmente las propiedades  
reflexiva, simétrica y transitiva.) Por otra parte, la clase de equivalencia de ὼ consiste de todos 
los elementos de Ὃ de la forma ὼz Ὤ, para algún Ὤɴ Ὄ, es decir, ὼ ὼὌ. Sean ὫȟȣȟὫ ᶰὋ 
un conjunto completo de representantes de las clases de equivalencia de Ὃ. Debido a la ley de 
cancelación para grupos, ȿὼὌȿ ȿὌȿ para cada ὼɴ Ὃ. Por otro lado, sabemos que las clases de 
equivalencia particionan a Ὃ, por lo que  
 

Ὃ Ὣ ὫὌȢ 

 
Comparando cardinalidades de ambos lados, obtenemos ȿὋȿ ȿὫὌȿ Ễ ȿὫ Ὄȿ άȿὌȿ. 
Esto demuestra el teorema.  
 
J. Durbin hace un tratamiento de las relaciones de equivalencia previo al teorema de Lagrange 
y explica el hecho de que toda relación de equivalencia induce una partición en el conjunto 
dado.   
 
Definición 3.5.2. Si Ὄ y G son grupos finitos y ὌṒὋ, entonces ȿὋȿȾȿὌȿ (que es un número 
entero por el teorema de Lagrange 3.5.1, más arriba) es llamado el índice de Ὄ en Ὃ, denotado 
ὋḊὌ  ȿὋȿȾȿὌȿ. 

 
Ejemplo 3.5.2. Sea ὃ ὫᶰὛ ȿ Ὣ ÅÓ ÐÁÒȢ 
 
Este es un subgrupo de Ὓ llamado el grupo alternante de grado ὲ. Es conocido (y no es difícil 
de probar usando clases laterales) que ȿὃȿ ȿὛȿȾς. 
 
Definición 3.5.3. El centro de un grupo Ὃ es el subgrupo ὤὋ de todos los elementos que 
conmutan con todos los elementos de Ὃ: 
 

 ὤὋ ᾀɴ Ὃ ȿ ᾀz Ὣ Ὣ ᾀzȟᶅ ὫᶰὋȢ 
Observe que 
 
¶ El elemento identidad siempre pertenece a ὤὋ. (Si el elemento identidad es el único 

elemento de ὤὋ, entonces decimos que Ὃ tiene un centro trivial .) 
 
¶ Ὃ es conmutativo si y sólo si Ὃ ὤὋ.  
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Problema 3.5.1. Sea Ὃ Ὓ. Determine ὤὋ usando cálculos explícitos. 
Si ὲ σ, demostrar que  ὤὛ  tiene un centro trivial. (Sugerencia: considere los elementos 
que conmutan con todos los ὲ-ciclos.) 
 
Para el centro del grupo Cubo de Rubik, véase 3.6.1 y Corolario 7.2.2 a continuación. 
 

3.6 Ejemplos  
 
Hay muchos puzzles en el mercado que dan lugar a los grupos de interés en las matemáticas. 
Unos ejemplos simples se dan en esta sección. Ejemplos más complicados se estudiaran más 
adelante. 
 
Ejemplo 3.6.1. Considere un tablero de ajedrez infinito, el cual nos imaginamos es colocado en 
el plano cartesiano. 

 
Figura 3.4 

 
Etiquetemos un cuadrado como πȟπ  y lo llamamos el origen. Etiquetemos los demás άȟὲ , 
como si etiquetaremos los vértices en una red en el plano. Coloque sólo una pieza de ajedrez, 
un rey, en  πȟπ. Etiquetamos el movimiento un cuadrado a la derecha por ὼ, un cuadrado a la 
izquierda por ὼ , el movimiento un cuadrado hacia adelante por ώ, un cuadrado hacia atrás 
por ώ , y etiquetamos los demás movimientos por ὼώ,  ὼ ώ, ὼ ώ , y ὼώ, de la manera 
obvia. El conjunto de todos los movimientos posibles del rey pueden ser identificados con el 
conjunto  

ὼ ώ ȿ άȟὲᶰ ᴚ 
 
Este es un grupo abeliano infinito bajo multiplicación. El número de formas en que el rey 
puede llegar al cuadrado άȟὲ  en ὔ movimientos es el coeficiente ὑ άȟὲ  , de ὼ ώ en la 
expansión de  

ὼ ὼ ώ ώ ὼώ ὼ ώ ὼ ώ ὼώ . 
 
Para más detalles sobre esta construcción se pueden encontrar en el capítulo Ȭ7ÁÎÄÅÒÕÎÇÅÎ 
ÖÏÎ 3ÃÈÁÃÈÆÉÇÕÒÅÎȭ por K. Fabel. Hay exactamente 
 

ὑ ρȟρ ρωςτφωςπρȢω ρπ 
 

formas de llegar a ρȟρ desde el origen en 10 movimientos.  
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Ejemplo 3.6.2. Sea ὓ  la rotación del corte medio paralelo al lado derecho en un ángulo de 90 
grados. Definir ὓ , por la cara frontal, y ὓ  de manera similar. Considerar el subgrupo Ὄ del 
grupo Cubo de Rubik generado por los movimientos corte cuadrados, 
 

Ὄ ộὓ  ȟὓ  ȟὓ Ớ 
 
Entonces Ὄ ộὓ Ớ ộὓ Ớ ộὓ Ớḙὅ ὅ ὅ ὅ ὅ, donde ὅ denota el grupo cíclico 
de orden ὲ. 
 
3.6.1 El superflip  
 
La colección de todos los movimientos del Cubo de Rubik puede ser vista como un subgrupo Ὃ 
de Ὓ . Denotamos la multiplicación en Ὓ  (y por lo tanto en Ὃ) por (Ͻ . 
El centro de Ὃ consiste  de exactamente dos elementos, la identidad y el movimiento superflip 
que tiene el efecto de mover de un tirón cada arista, dejando todas las esquinas fijas y dejando 
todos los subcubos en su posición original ([B1], página 48): 
 

ὤὋ ρȟÓÕÐÅÒПÌÉÐȢ 
 
Más tarde, en  7.2ȟ ÖÅÒÅÍÏÓ ÑÕÅ ÅÓÔÏ ÅÓ ÕÎÁ ÃÏÎÓÅÃÕÅÎÃÉÁ ÄÅÌ ȬÓÅÇÕÎÄÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌ 
ÄÅ ÌÁ ÔÅÏÒþÁ ÄÅÌ ÃÕÂÏȭȢ 5Î ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ÐÁÒÁ ÅÌ ÓÕÐÅÒÆÌÉÐ ÅÓ 
 

ÓÕÐÅÒПÌÉÐὙϽὒϽὊϽὄϽὟϽὈϽὙϽὒϽὊϽὄϽὟϽὊ Ͻὓ ϽὊ ϽὟ Ͻὓ Ͻὄ ϽὟϽὓ ϽὈ
ὙϽὒϽὊϽὄϽὟϽὈϽὙϽὒϽὊϽὄϽὟϽὊ ϽὙ ϽὒϽὈ ϽὊ ϽὙ ϽὒϽὈ ϽὙϽ 

Ͻὒ ϽὊ ϽὈϽὙ ϽὒϽὈ  στ ÃÕÁÒÔÏÓ ÄÅ ÖÕÅÌÔÁȟ 
 
donde ὓ  es la rotación del corte medio paralelo al lado derecho en un ángulo de 90 grados. 
Otras expresiones para el superflip son el movimiento de Dik T. Winter 
 

ÓÕÐÅÒПÌÉÐὊϽὄϽὟ ϽὙϽὊ ϽὙ Ͻὄ ϽὟ ϽὈϽὊϽὟ ϽὙ Ͻὒ ϽὟϽὄ ϽὈϽ 
ϽὙ ϽὟϽὄ ϽὟ ςψ ÃÕÁÒÔÏÓ ÄÅ ÖÕÅÌÔÁ 

σȢρ 
y la expresión de Mike Reid (encontrada con una computadora) 
 

ÓÕÐÅÒПÌÉÐὙ ϽὟ ϽὄϽὒ ϽὊϽὟ ϽὄϽὈϽὊϽὟϽὈ ϽὒϽὈ ϽὊ ϽὙϽὄ Ͻ 
ϽὈϽὊ ϽὟ Ͻὄ ϽὟϽὈ  ςτ ÃÕÁÒÔÏÓ ÄÅ ÖÕÅÌÔÁ 

 
En cuanto a este último movimiento, Jerry Bryan (el 19 de febrero de 1995, anunció la lista de 
correos electrónicos de los amantes del cubo, [CL]) mostró que no hay un número menor de 
movimientos de un cuarto de vuelta tomados de 
 

ὙȟὙ ȟὒȟὒ ȟὟȟὟ ȟὈȟὈ ȟὄȟὄ ȟὊȟὊ , 
 

que también dará el superflip. En ÊÅÒÇÁȟ ÅÌ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ÄÅ -ÉËÅ 2ÅÉÄ ÅÓ ȬÍþÎÉÍÏ ÅÎ ÌÁ ÍïÔÒÉÃÁ 
ÄÅ ÕÎ ÃÕÁÒÔÏ ÄÅ ÖÕÅÌÔÁȭȢ 
 
Observación 3.6.1. Hay un ÅÌÅÍÅÎÔÏ ȬÍÜÓ ÌÁÒÇÏȭ ÄÅÌ ÇÒÕÐÏ Cubo de Rubik, medido en la métrica 
de un cuarto de vuelta. 
 



58 

 
Figura 3.5: Superflip con cuatro-puntos de Michael Reid. 

 
El superflip con cuatro puntos, es mostrado en la Figura 3.5, es dado por 26 cuartos de vuelta 
 

ÓÕÐÅÒПÌÉÐὟ ϽὈ ϽὒϽὊ ϽὟ ϽὈϽὙ ϽὄϽὟ ϽὈ ϽὙϽὒϽὊ Ͻ 
ϽὙϽὟϽὈ ϽὙ ϽὒϽὟϽὊ Ͻὄ Ȣ 

σȢς 
 
Esto fue comprobado por Mike Reid (que descubrió el movimiento y la expresión anterior con 
la ayuda de su programa de ordenador) a ser mínimo en la métrica de un cuarto de vuelta 
(ver 02 de agosto 1998, la publicación en [CL]). Es posible que no haya un movimiento más 
largo que el superflip en el grupo Cubo de Rubik en la métrica de un cuarto de vuelta. 
 
Observación 3.6.2. En el momento de escribir estas líneas (primavera 2013), no hay elemento 
más largo que el superflip del grupo Cubo de Rubik, medido en la métrica de vuelta de cara. Es 
posible que no haya movimiento más largo que el superflip en el grupo Cubo de Rubik en la 
métrica de vuelta de cara. 
 
3.6.2 Ejemplo: El grupo dos cuadrados 
 
Sea Ὄ ộὙȟὟỚ, el grupo generado por los dos movimientos cuadrados Ὑ y Ὗ  del Cubo de 
Rubik. (Agarre mágico Singmaster: el pulgar y el dedo índice de la mano derecha se colocan en 
la cara frontal y la cara posterior de la arista Ὢὶȟὦὶ; y el pulgar y el dedo índice de la mano 
izquierda se colocan en la cara frontal y la cara posterior de la arista όὪȟόὦ. Todos los 
movimientos en este grupo se pueden hacer sin tener los dedos en el cubo.) Este grupo 
contiene la utilidad un par de  movimientos intercambio de arista Ὑ ϽὟ . 
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Figura 3.6: Etiquetas de las esquinas para el cubo 

 
Podemos encontrar todos los elementos de este grupo con bastante facilidad: 
 

Ὄ ρȟὙȟὙ ϽὟȟὙ ϽὟ ϽὙȟὙ ϽὟ ȟὙ ϽὟ ϽὙȟὙ ϽὟ ȟὙ ϽὟ Ͻ
ϽὙȟὙ ϽὟ ȟὙ ϽὟ ϽὙȟὙ ϽὟ ȟὙ ϽὟ ϽὙ  

 
Por lo tanto, ȿὌȿ ρςȢ Note que ρ Ὑ ϽὟ ȟὟ Ὑ ϽὟ ϽὙȟ  y  Ὗ ϽὙ Ὑ ϽὟ  
Para descubrir más acerca de este grupo, etiquetamos los vértices del cubo como en la Figura 
3.6. 
El movimiento Ὑ actúa sobre el conjunto de vértices por la permutación ρȟτ ςȟσ y el 
movimiento de Ὗ  actúa sobre el conjunto de vértices por la permutación τȟυ σȟφ. 
Etiquetamos los vértices de un hexágono regular como en la Figura 3.6. 
 

 
Figura 3.7: Etiquetas de las esquinas para el hexágono 

 
La permutación ρȟτ ςȟσ es simplemente la reflexión sobre el eje de simetría que contiene 
tanto 5 y  6. La permutación τȟυ σȟφ es simplemente la reflexión sobre el eje de simetría 
que contiene tanto 1 y 2. Por un hecho establecido en la sección 3.3, estas dos reflexiones 
generan el grupo de simetría del hexágono. 

 
3.7 Conmutadores 
 
#ÕÁÎÄÏ ȬÊÕÇÁÍÏÓȭ ÃÏÎ ÅÌ #ÕÂÏ ÄÅ 2ÕÂÉËȟ ÃÉÅÒÔÁÓ ÏÐÅÒÁÃÉÏÎÅÓ ÐÕÅÄÅÎ ÏÃÕÒÒÉÒ ÃÏÎ ÍÜÓ 
frecuencia que otras. Además de la combinación de dos movimientos juntos, otra operación 
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ÑÕÅ ÓÅ ÌÌÅÖÁ Á ÃÁÂÏ ÃÏÎ ÆÒÅÃÕÅÎÃÉÁ ÅÓ ÌÁ ÏÐÅÒÁÃÉĕÎ ȬÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ρȟ ÌÕÅÇÏ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ςȟ ÌÕÅÇÏ 
inverso del movimiento 1, luego inverso del movimiento 2ȭȢ %ÓÔÅ ÔÉÐÏ ÄÅ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ es 
ÌÌÁÍÁÄÏ ÕÎ ȬÃÏÎÍÕÔÁÄÏÒȭȢ 
 
Definición 3.7.1. Si ὫȟὬ son dos elementos de un grupo Ὃ, entonces llamamos el elemento 
 

ὫȟὬ Ὣ Ὤzz Ὣ Ὤz  
el conmutador de ὫȟὬ. 
 
Note que ὫȟὬ ρ si y sólo si ὫȟὬ conmutan. Así el conmutador puede considerarse como 
una medida aproximada de la falta de conmutatividad.  
 
Problema 3.7.1. Sea Ὃ Ὓ, el grupo simétrico de grado 3. Calcular los conmutadores 
 

ίȟίȟ ίȟίȢ 
 
Problema 3.7.2. Sea ὙȟὟ como en la notación para los movimientos del Cubo de Rubik 
introducido en el primer capítulo. Determinar el orden del movimiento ὙȟὟȢ 
ὙὩίὴόὩίὸὥȡ φ 

 
Definición 3.7.2. (Singmaster [Si]) Sea Ὃ el grupo de permutación generado por las 
permutaciones  ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄ, consideradas como permutaciones en Ὓ .  
 
 
El conmutador  ╨ es el elemento 

 
Figura 3.8   ╕ȟ╡ ╕Ͻ╡ Ͻ╕ Ͻ╡. 
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El conmutador  ╩ es el elemento 
 

 
 

Figura 3.9   ╕ȟ╡ ╕Ͻ╡Ͻ╕ Ͻ╡ Ȣ 
 
Ejemplo 3.7.1. Si ὼȟώ son movimientos básicos del Cubo de Rubik asociados con caras que 
comparten una arista, entonces 
 

(a)  ὼȟώ  permuta exactamente tres aristas y no permuta cualesquiera esquinas; 
 

(b)  ὼȟώ  permuta exactamente dos pares de esquinas y no permuta cualesquiera aristas. 
 
Definición 3.7.3. Sea Ὃ cualquier grupo. El grupo Ὃᴂ generado por todos los conmutadores 
 

ὫȟὬ ȿ ὫȟὬ ÐÅÒÔÅÎÅÃÉÅÎÔÅÓ Á ὋȢ 
 

Es llamado el subgrupo conmutador de Ὃ. A veces esto también se denota ὋȟὋ. 
 
Este grupo puede ser considerado como una medida aproximada de la falta de 
conmutatividad del grupo Ὃ. 
 
Observación 3.7.1. Veremos más adelante que el grupo generado por los movimientos básicos 
del Cubo de Rubik-ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄ-tiene un subgrupo conmutador relativamente grande. En 
otras palabras, hablando aproximadamente la mayoría de movimientos del Cubo de Rubik 
pueden ser generados por los conmutadores tales como el conmutador ὣ o el conmutador ὤ. 
 
Definición 3.7.4. Si tomamos repetidamente subgrupos conmutadores, obtenemos una serie de 
grupos ὋȟὋᴂȟὋᴂᴂὋᴂᴂ, y así sucesivamente. La serie derivada de un grupo Ὃ es la secuencia 
de los subgrupos 

ȣ Ṓ ὋᴂᴂṒὋᴂṒὋȢ 
 
Un grupo Ὃ es llamado soluble si uno de los grupos en la serie derivada es el grupo trivial que 
consiste solamente de la identidad. 
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La idea de un grupo soluble surgió por primera vez y su importancia se destaca en el trabajo 
de Galois. Sin embargo, fue Camille Jordan (1838-1922) quien introdujo el concepto de una 
serie de composición (de la que serie derivada es un caso especial). Jordan también es 
conocido por la "forma normal de Jordan" en el álgebra lineal. Se argumenta en el artículo de 
Jordan [MT] que la teoría de grupos finitos comenzó con Jordan, su texto Traités des 
substitutions et des équations algebraique en 1870 siendo el primer libro sobre la teoría de 
grupos.  
 
Problema 3.7.3. Sea Ὃ un grupo abeliano. Demostrar que Ὃ es soluble. 
 

3.8 Conjugación 
 
Además de la composición dos movimientos juntos y utilizar el conmutador, otra operación 
ÑÕÅ ÓÅ ÐÒÏÄÕÃÅ ÃÏÎ ÆÒÅÃÕÅÎÃÉÁ ÅÎ ÅÌ #ÕÂÏ ÄÅ 2ÕÂÉË ÅÓ ȬÅÌ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ρȟ ÌÕÅÇÏ ÅÌ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ 
ςȟ ÌÕÅÇÏ ÅÌ ÉÎÖÅÒÓÏ ÄÅÌ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ρȭȢ %ÓÔÅ ÔÉÐÏ ÄÅ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ÅÓ ÌÌÁÍÁÄÏ ÕÎa Ȭconjugaciónȭ. 
 
Definición 3.8.1. Si ὫȟὬ son dos elementos de un grupo Ὃ, entonces llamamos al elemento 

 
Ὣ Ὤ Ὣz Ὤz 

el conjugado de Ὣ por Ὤ. 
 
Note que  Ὣ Ὤ si y sólo si ὫȟὬ conmutan. Así, los conjugados pueden ser considerados como 
una medida aproximada de la falta de conmutatividad. La notación exponencial se justifica por 
los siguientes hechos, que son fáciles de verificar. 
 
Problema 3.8.1. Demuestre que 
 

(a)  ὫὫ ὫὫȟ 
 

(b)  Ὣ Ὣ Ȣ 

 
Problema 3.8.2. Sea Ὃ Ὓ, el grupo simétrico de grado 3, en la notación del Ejemplo 3.4.1 
Calcular las conjugaciones 

ί ȟί . 

 
Problema 3.8.3. Sean ὙȟὟ como en la notación para los movimientos del Cubo de Rubik 
introducido en el primer capítulo. Determinar el orden del movimiento Ὑ . ὙὩίὴόὩίὸὥȡ τ 
 
Definición 3.8.2. Decimos que dos elementos ὫȟὫ de Ὃ son conjugados si existe un elemento 
ὬᶰὋ tal que Ὣ ὫȢ 
 
Es fácil ver cuando dos permutaciones ὫȟὬᶰὛ son conjugados: son conjugados si y sólo si 
los ciclos en su respectiva descomposición cíclica disjunta tiene la misma longitud cuando se 
ordenan del más corto al más largo. (Este resultado se debe a Cauchy.) Por ejemplo, los 
elementos 

Ὣ φȟω ρȟσȟτ ςȟυȟχȟψȟ Ὤ ρȟς σȟτȟυ φȟχȟψȟω 
 

son conjugados en Ὓ. Dejaremos los detalles y la prueba para más adelante (ver  6.3.1). 
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Problema 3.8.4. Mostrar que la noción de conjugado define una relación de equivalencia. Es 
decir, mostrar que 
 

(a)  cualquier elemento ὫᶰὋ es conjugado a sí mismo (reflexiva) ; 
 

(b)  si Ὣ es conjugado a Ὤ (ὫȟὬ pertenecientes a Ὃ), entonces Ὤ es conjugado a Ὃ (simetría) ; 
 

(c)  si Ὣ es conjugado a Ὣ  y Ὣ  es conjugado a Ὣ  entonces Ὣ es conjugado a Ὣ 
(transitividad) . 

 
Notación: El conjunto de clases de equivalencia de Ὃ bajo la relación de equivalencia dada por 
la conjugación será denotada por  Ὃz. 
 
Problema 3.8.5. Sea Ὃ un grupo finito. Demuestre que 
 

(a)  ȿὋzȿ ȿὋȿ, y 
 

(b)  ȿὋȿ ȿὋzȿ si y sólo si Ὃ es abeliano. 
 
El polinomio 

ὴ ὸ ὸ ȟ

ᶰᶻ

 

σȢσ 
 
es llamado el polinomio generador de la función orden sobre Ὃ. 
 
Problema 3.8.6. Mostrar que dos elementos que son conjugados deben tener el mismo orden. 
(Sugerencia: Ὤ Ὣ Ὤ Ὤ Ὣ Ὤ Ὤ Ὣ Ὤȣ Ὤ Ὣ Ὤ Ὤ ὫὬȟὴὥὶὥ ὲ ρȟςȟȣώ 
 ὫȟὬ ɴ Ὃ.) 
 
Por lo tanto, la expresión έὶὨḊὋᴼᴓ puede ser definida en Ὃz. Sea 
 

έὶὨὬ Ὣ Ὤ ȿ ὬᶰὋ έὶὨὫȢ 
 

Note que si ὫȟὫ ᶰὋ son ambos de orden Ὠ, entonces ὸ ὸ ὸȢ Esto nos dice 
que 

ὴ ὸ ὲ Ὠὸ▀ȟ 

 
Donde ὲ Ὠ denota el número de elementos en Ὃz de orden Ὠ. En otras palabras, este 
polinomio codifica, a través de sus coeficientes, información sobre los elementos de un orden 
dado en Ὃ. Sin embargo, como lo resume en clases de conjugación (no en los elementos de Ὃ a 
sí mismos), no hace distinción entre los dos elementos de Ὃ si son conjugados. 
 
Ejemplo 3.8.1. Para Ὀ (el grupo diedro de orden 12), el polinomio generador es 
 

ςὸ ςὸ χὸ ὸȠ 
 
para Ὓ, el polinomio generador es 
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ὸ τὸ ςὸ τὸ ὸ υὸ ὸ ὸ ὸ ὸ ὸ Ƞ 

y para Ὓ , es 
 
ὸ φὸ τὸ ωὸ ςὸ ρφὸ ὸ τὸ ςὸ φὸ ὸ ωὸ ςὸ ςὸ ὸ

ςὸ ὸ ὸ ὸ σὸ ὸ ὸ ὸ Ȣ 
 

Como ya se mencionó, el orden máximo (de cualquier elemento) del grupo Cubo de Rubik es 
1260. Esto y la ecuación  σȢσ nos dice que el grado del polinomio generador del grupo de 
Cubo de Rubik es de 1260. 
 
Definición 3.8.3. Fijar un elemento Ὣ en un grupo Ὃ. El conjunto  
 

ὅὰὫ ὅὰὫ Ὤ Ὣz Ὤz ȿ ὬᶰὋ 
 
es llamado la clase de conjugación de ὫᶰὋ. Es la clase de equivalencia del elemento Ὣ bajo la 
relación dada por la conjugación. 
 
Problema 3.8.7. Encontrar los elementos en Ὓ ộρȟςȟςȟσȟσȟτỚ  que son conjugados  de 
ρȟςȟσȟτ. 

 
Teorema 3.8.1. Cualquier grupo finito puede ser particionado en sus diferentes clases de 
conjugación, 
 

Ὃ ὅὰὧ
ᶰᶻ

Ȣ 

 
Si Ὄ es un subgrupo de Ὃ y si Ὣ es un elemento fijo de Ὃ, entonces el conjunto 
 

Ὄ Ὣ Ὤzz Ὣ ȿ Ὤɴ Ὄ 
 
es un subgrupo de Ὃ. Tal subgrupo de Ὃ es llamado un subgrupo conjugado a Ὄ. 
 
Problema 3.8.8. Sea Ὓ el conjunto de todos los subgrupos de Ὃ. Definimos una relación Ὑ ÓÏÂÒÅ 
Ὓ por 

Ὑ ὌȟὌ ᶰὛ Ὓ ȿ Ὄ ÅÓ ÃÏÎÊÕÇÁÄÏ Á Ὄ Ȣ 
 

Demuestre que Ὑ es una relación de equivalencia. 
 

3.9 Órbitas y acciones 
 
Las órbitas son muy importantes para nuestros propósitos. Sin ellas, la comprensión de las 
matemáticas del Cubo de Rubik es como tratar de arreglar un carro sin tener una llave. El 
concepto de órbita es una herramienta esencial en nuestra caja de herramientas, ya que nos 
ayuda tanto a nivel conceptual y computacional. Richard Feynmann (1918-1988), el famoso 
físico, al parecer dijo algo como lo siguiente: ȰMi trabajo aquí no es hacerte comprender  tal y 
tal cosa, sino de convencerte de no darte por vencido. Porque nadie, ni siquiera yo, realmente 
comprendo todo lo relacionado con este tema. Al menos, es interesante y merecedor de nuestro 
tiempoȱ. 
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Vamos a comenzar nuestro estudio de órbitas con un ejemplo. Sea Ὃ el grupo Cubo de Rubik y 
ὢ el conjunto de las caritas de Cubo de Rubik. Imaginemos que tenemos dos cubos idénticos, 
desarmamos uno y colocamos las caritas sobre una mesa. Imaginemos también que cuando 
movemos el cubo ensamblado, las caritas sobre la mesa permutan ellas mismas de acuerdo al 
movimiento, en consecuencia podemos ver entonces que cada elemento de Ὃ ȬÍÕÅÖÅȭ ÌÏÓ 
elementos de ὢ. La terminología matemática más comúnmente utilizada para describir este 
ÔÉÐÏ ÄÅ ÓÉÔÕÁÃÉÏÎÅÓȟ ÅÓ ÄÅÃÉÒ ȬὋ actúa sobre ὢȭȢ ,Á ÄÅÆÉÎÉÃÉĕÎ ÇÅÎÅÒÁÌ es la siguiente.    
 

  
Figura 3.10 Figura 3.11 

 
Definición 3.9.1. Sea ὢ un conjunto y sea Ὃ un grupo. Llamamos ὢ un Ὃ-conjunto y decimos 
que Ὃ actúa sobre ὢ a la derecha siempre que cumpla las siguientes condiciones: 
 

1. Cada Ὣ perteneciente a Ὃ da lugar a una función 
 

‰ ḊὢᴼὢȢ 

 
2. La identidad 1 del grupo Ὃ define la función  identidad en ὢ. 
3. Si ὫȟὬ pertenecen a Ὃ entonces la composición 

 
‰ Ḋὢᴼὢ 

satisface ‰ ὼ ‰ ‰ ὼ . 

 
Llamamos a esto una acción derecha. 
Uno puede, en general, definir para todo ὫᶰὋ, ‰  el mapeo identidad de ὢ a sí mismo. Puesto 

que esta acción no hace nada, es llamada la  acción trivial. 
Aquí estamos interesados sólo en las acciones no triviales. 
$ÅÆÉÎÉÍÏÓ Ȭlas acciones izquierdaȭ de manera similar. 
Definición 3.9.2. Sea ὢ un conjunto y sea Ὃ un grupo. Decimos que Ὃ actúa sobre  ὢ siempre 
que cumpla las siguientes condiciones: 
 

1. Cada Ὣ perteneciente a Ὃ da lugar a una función 
 

‰ ḊὢᴼὢȢ 

 
 

2. La identidad 1 del grupo Ὃ define la función identidad en ὢ. 
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3. Si ὫȟὬ pertenecen a Ὃ entonces la composición 
 

‰ Ḋὢᴼὢ 

 
satisface ‰ ὼ ‰ ὼ . 

 
Nosotros llamamos a esta acción una acción izquierda. 
 
Observación 3.9.1. 
 

(a)  Vamos a ver otra interpretación de estas definiciones más adelante en 6.2. 
(b)  Dada una acción izquierda ‰ , se puede crear una acción derecha por  la definición 

‰ᴂ ‰ . 

 
Después de la convención estándar, el Cubo de Rubik actuará sobre el conjunto de caritas del 
cubo a la derecha. Por ejemplo, comenzamos con un movimiento básico, digamos Ὗ, que 
mueve la cara superior en sentido horario un cuarto de vuelta. Hagamos otro movimiento 
básico, por ejemplo Ὂ. Los dos movimientos juntos se denotan Ὗ Ὂz, donde Ὂ se escribe a la 
derecha de Ὗ. 
 
Definición 3.9.3. Sea Ὃ actúa sobre un conjunto ὢ. Llamamos la acción transitiva  si para cada 
par ὼȟώ pertenecientes a ὢ  existe un ὫᶰὋ tal que ώ ‰ ὼ. 

 
En otras palabras, un grupo Ὃ actúa transitivamente sobre un conjunto ὢ si cualquier 
elemento ὼ de ὢ puede ser enviado a cualquier otro elemento ώ de ὢ por algún elemento Ὣ de 
Ὃ (dependiendo de ὼȟώ). 
Esta noción de acción transitiva no debe confundirse con la noción de transitividad de las 
relaciones de equivalencia, a pesar de que muchas órbitas son clases de equivalencia. 
La transitividad de una acción resulta ser una condición fuerte para un grupo Ὃ que actúa 
sobre un conjunto ὢ . Esto ilustra cómo el inusual Cubo de Rubik es, ya que actúa 
transitivamente en dos conjuntos diferentes. Por ejemplo, sí permuta transitivamente el 
conjunto de subcubos esquina y permuta transitivamente el conjunto de subcubos arista. 
Aquí hay varios ejemplos más. 
 
Ejemplo 3.9.1. Sea ὢ un conjunto finito y sea Ὃ Ὓ el grupo simétrico de ὢ. Entonces ὢ es un 
Ὃ-conjunto y Ὃ actúa transitivamente sobre ὢ. 
 
Ejemplo 3.9.2. Sea Ὃ el grupo de todas las matrices ς ς invertibles con entradas reales, 
Ὃ Ὃὒ ᴙ. Este grupo actúa sobre el conjunto de vectores columna  a la izquierda. 
 
Definición 3.9.4. Sea Ὃ un grupo que actúa sobre un conjunto ὢ. Para cada ὼ perteneciente 
a ὢ, el conjunto 

Ὃ ὼz ‰ ὼ ȿ ὫᶰὋ 

 
es llamado la órbita de ὼ ɴ  ὢ bajo Ὃ. 
 
Ejemplo 3.9.3. Sea ὢ el conjunto formado por las 48 caritas del Cubo de Rubik que no son 
caritas centrales, es decir, las caritas movibles. Sea ὠ el subconjunto de las caritas que 
pertenecen a algún subcubo esquina, y Ὁ el subconjunto de las caritas que pertenecen a algún 
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subcubo arista. Sea Ὃ el grupo Cubo de Rubik. Como se ha indicado anteriormente, Ὃ actúa 
sobre ὢ, ὠ, Ὁ. La acción de Ὃ sobre ὢ induce una relación de equivalencia de la siguiente 
manera: decimos que una carita Ὢ ÅÓ ȬÅÑÕÉÖÁÌÅÎÔÅȭ Á ÕÎÁ ÃÁÒÉÔÁ Ὢ si hay un elemento de Ὃ (es 
decir, un movimiento del Cubo de Rubik) que envía una carita a la otra. Hay exactamente dos 
clases de equivalencia, o órbitas, de Ὃ en ὢ: ὠ y Ὁ. En particular, la acción de Ὃ sobre ὠ es 
transitiva y la acción de Ὃ sobre Ὁ es transitiva. 
 
Sea Ὃ el grupo Cubo de Rubik, ὠ el conjunto de vértices, y sea ὶόὪɴὠel vértice frontal 
superior derecho. El movimiento de la cara izquierda ὒ claramente no afecta ὶόὪ. En este caso, 
decimos que ὒ ȬÅÓÔÁÂÉÌÉÚÁȭ Ï ȬÆÉÊÁȭ ὶόὪ. La definición general es dada a continuación. 
 
Definición 3.9.5. Sea Ὃ un grupo que actúa sobre un conjunto ὢ con la acción denotada por ‰. 
Para cada ὼ perteneciente a ὢ, el subgrupo 
 

ίὸὥὦὼ Ὃ ὫᶰὋ ȿ ‰ ὼ ὼ 

 
es llamado el estabilizador de ὼ en Ὃ. 
 
Ejemplo 3.9.4. Sea  Ὃ el grupo de simetrías del cuadrado (ver el ejemplo, en 3.3 anterior), sea 
ὢ el conjunto de vértices del cuadrado, y sea ὼ el vértice en la esquina inferior derecha. 
Entonces ίὸὥὦὼ ộὫỚ.  
 
Lema 3.9.1. Sea Ὃ cualquier grupo y sea ὢ Ὃ. Sea G actúa sobre ὢ por conjugación: 

 
‰ Ḋὢᴼὢ 

    ὼm  ‰ ὼ Ὣ ὼzz Ὣ Ȣ  
 

El estabilizador satisface  
ίὸὥὦὼ ὫᶰὋ ȿ Ὣ ὼz ὼz Ὣ 

 
 
para todo ὼ perteneciente a ὢ Ὃ. 
 
El  subgrupo "estabilizador" para la acción de conjugación, 

 
ὅ ὼ ὫᶰὋ ȿ Ὣ ὼz ὼz Ὣ 

 
es llamado el centralizador de ὼ en Ὃ. 

 
3.10 Clases laterales  
 
Clases laterales son ciertos tipos de subconjuntos de un grupo Ὃ. Como G puede ser no 
conmutativo hay clases laterales izquierdas y clases laterales derechas. En este trabajo por lo 
general se utilizan clases laterales izquierdas. 
 
Ejemplo 3.10.1. Sea Ὃ el grupo Cubo de Rubik y Ὄ ρȟὈȟὈȟὈ  el subgrupo de  
movimientos de la cara inferior. Sea ὫᶰὋ  un movimiento. El conjunto 
gὌ ὫȟὫὈȟὫὈȟὫὈ   ÅÓ ÌÌÁÍÁÄÏ ȬÃÌÁÓÅ ÌÁÔÅÒÁÌ ÉÚÑÕÉÅÒÄÁ ÄÅ ὌȭȢ %Ì ÃÏÎÊÕÎÔÏ ὌὫ
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ὫȟὈὫȟὈὫȟὈὫ  ÅÓ ÌÌÁÍÁÄÏ Ȭclase lateral derecha de Ὄȭ. Cada movimiento en  ὌὫ tiene el 
mismo efecto como Ὣ, excepto es posible que hayamos movido la cara inferior  después. 
 
Ejemplo 3.10.2.  Sea Ὄ Ὓ ρȟρȟς  y 
 

Ὃ Ὓ ρȟρȟςȟςȟσȟρȟσȟρȟςȟσȟρȟσȟς Ȣ 
 

Las clases laterales izquierdas de Ὄ en Ὃ son 
 

Ὄȟ ρȟςὌ Ὄȟ ςȟσὌ ςȟσȟρȟςȟσ ȟ 
ρȟσὌ ρȟσȟρȟσȟς ȟ ρȟςȟσὌ ρȟςȟσȟςȟσ ςȟσὌȟ   

ρȟσȟςὌ ρȟσȟςȟρȟσ ρȟσὌȢ 
 

Nótese que Ὃ Ὄ᷾ ςȟσὌ᷾ ρȟσὌ. 
 
Problema 3.10.1. Sea Ὄ un subgrupo de Ὃ y sean ὫȟὫᴂɴ Ὃ. Demostrar que ὫὌ ὫὌ  o 
ὫὌ᷊ ὫὌ .ɲ 
 
Entender clases laterales, como órbitas, no sólo ayuda en el conteo de los argumentos, 
ÔÁÍÂÉïÎ ÎÏÓ ÁÙÕÄÁ Á ÅÎÔÅÎÄÅÒ ÌÁ ȬÅÓÔÒÕÃÔÕÒÁ ÄÅ ÇÒÕÐÏȭ ÄÅ Ὃ (es decir, saber cómo es 
construido Ὃ Á ÐÁÒÔÉÒ ÄÅ ÃÉÅÒÔÏÓ ȬÓÕÂÇÒÕÐÏÓ ÂÉÅÎ ÅÎÔÅÎÄÉÄÏÓȭ Ȣ .ÏÔÅ ÑÕÅ ÓÉ ὫᶰὌ entonces, 
ὫὌ ὌὫ Ὄ. Recíprocamente, si ὫὌ ὌὫ Ὄ  entonces ὫᶰὌ. 
 
Definición 3.10.1. Sea Ὃ un grupo, escrito multiplicativamente, y Ὄ un subgrupo de Ὃ. Para Ὣ 
perteneciente a Ὃ, el subconjunto Ὣ Ὄz de Ὃ es llamado clase lateral izquierda de Ὄ en Ὃ y el 
subconjunto Ὄ Ὣz  de Ὃ es llamado clase lateral derecha de Ὄ en Ὃ. 
 
Si Ὃ es un grupo abeliano, escrito aditivamente, y Ὄ es un subgrupo, entonces las clases 
laterales izquierdas y las clases laterales derechas son las mismas:   Ὄ Ὄ. 

 
Si Ὃ es abeliano o no, a veces abusamos de la terminología y omitimos las palabras ȬÉÚÑÕÉÅÒÄÁȭ 
Ï ȬÄÅÒÅÃÈÁȭ ÆÒÅÎÔÅ Á ÃÌÁÓÅ ÌÁÔÅÒÁÌȢ 
Si Ὃ no es abeliano entonces el conjunto de clases laterales izquierdas por lo general difiere 
del conjunto de clases laterales derechas. Sin embargo, cuando Ὃ es finito, siempre hay el 
mismo número de clases laterales izquierdas como clases laterales derechas.  
 
Fue Galois, a principios de la década de 1830, quien primero observo subgrupos para los 
cuales el conjunto de clases laterales izquierdas era el mismo que el conjunto de clases 
laterales derechasȢ %ÓÔÏÓ ÓÕÂÇÒÕÐÏÓ ÓÏÎ ÁÈÏÒÁ ÌÌÁÍÁÄÏÓ ȬÎÏÒÍÁÌÅÓȭ Ù ÓÅ ÅÓÔÕÄÉÁÒÁÎ ÍÜÓ 
adelante.) El trabajo de Galois se aplicó al estudio de las raíces de los polinomios. 
 
Ejemplo 3.10.3. Sea Ὃ ᴚ, Ὄ ρςᴚ, bajo la suma ordinaria. Si ὲᶰὋ es cualquier entero 
entonces ὲ Ὄ es una clase lateral de Ὄ en Ὃ. De hecho, todas las clases laterales de Ὄ pueden 
ser tabuladas.  
 
Cada clase lateral ocurre como una columna exactamente una vez en la siguiente tabla: 
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ể ể   ể 
ρς ρρ ȣ ς ρ 

π ρ ȣ ρπ ρρ 

ρς ρσ ȣ ςς ςσ 

ể ể   ể 
 

Tabla 3.3 
 
Notación: El conjunto de todas las clases laterales izquierdas se denotan ὋȾὌ y el conjunto de 
todos las clases laterales derechas de Ὄ en Ὃ se denotan Ὄ͵ Ὃ. 
Estos dos conjuntos en general no heredan una estructura de grupo de Ὃ, pero son útiles 
(ὋȾὌ ÅÓ ÕÎ ÇÒÕÐÏ ÃÏÎ ÌÁ ȬÅÖÉÄÅÎÔÅȭ ÍÕÌÔÉÐÌÉÃÁÃÉĕÎ Ὣ Ὄz ᶻὫ Ὄz ὫὫ Ὄz si y sólo si 
Ὄ es un ÓÕÂÇÒÕÐÏ ȬÎÏÒÍÁÌȭ ÄÅ Ὃ. Se definirá ȬÎÏÒÍÁÌȭ Á continuación.) 
Como un ejemplo de su utilidad, tenemos la siguiente relación entre órbitas y clases laterales 
de los estabilizadores. 
 
Proposición 3.10.1. Sea Ὃ un grupo finito que actúa sobre un conjunto ὢ. Entonces 
 

ȿὋ ὼzȿ ȿὋȾίὸὥὦὼ 
para todo ὼ perteneciente a ὢ. 
 
Prueba: El mapeo 
 

Ὣ ίzὸὥὦὼᵐὫz ὼ 
 
define una función ὪḊὋȾίὸὥὦὼᴼὋ ὼz. Esta función es una biyección, ya que es tanto 
inyectiva y sobreyectiva.  
 
Corolario 3.10.1. Sea Ὃ un grupo finito que actúa sobre sí mismo por conjugación. Sea ὛṒὋ  
un conjunto completo de representantes de la clase de conjugación Ὃz en Ὃ y sea Ὓᴂ Ὓ
ὤὋ, es decir, el subconjunto de Ὓ de aquellos elementos que no están en el centro. Entonces 
 

Ὃ ὅὰὼḙ ὋȾίὸὥὦὼ
ᶰ

ὤὋ ᷾ ὋȾίὸὥὦὼ
ᶰ

ȟ
ᶰ

 

 
para todo ὼ perteneciente a ὢ. En particular, 
 

ȿὋȿ ȿὋȾίὸὥὦὼȿ

ᶰ

ȿὤὋȿ ȿὋȾίὸὥὦὼȿ

ᶰ

Ȣ 

 
A veces esto es llamado la ecuación de clase o la fórmula de clase para grupos. 
 
Demostración: La primera igualdad, Ὃ ẕ ὅὰὼȟᶰ  es el Teorema 3.8.1. La segunda  igualdad 
se sigue del isomorfismo ὋȾίὸὥὦὼḙὋ ὼz, establecida en la prueba de la proposición 
anterior. 
Al tomar cardinalidades, la segunda ecuación que se muestra es una consecuencia de la 
primera. 
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Corolario 3.10.2.  
 
Teorema de Cauchy (3.4.1) 
 

(a)  Sea ὴ un número primo que divide al |Ὃȿ, entonces Ὃ contiene un elemento Ὣ de orden 
ὴ. 

 
El argumento es por inducción sobre ȿὋȿ. 
El resultado es trivial si ȿὋȿ ρ (dado que entonces ningún primo divide ȿὋȿ). 
Y Ὡὰ ὸὩέὶὩάὥ ίὩ ὧόάὴὰὩ ὴέὶ ὺὥὧόὭὨὥὨ  (ver Herstein) 
Supongamos que ȿὋȿ ρ y sea ὴ un número primo que divide ȿὋȿ. Por la hipótesis de 
inducción asumimos que el resultado es cierto para todos los subgrupos Ὄ de Ὃ con ȿὌȿ ȿὋȿ. 
Supongamos que ὼɴ Ὃ no está en el centro de G. Entonces su centralizador ὅ ὼ es un 
subgrupo propio de Ὃ. Si ὴȿ ȿὅ ὼȿ entonces el resultado se sigue de la hipótesis de inducción. 
Si ὴ no divide a ȿὅ ὼȿ (para todo ὼ no está en el centro), puesto que ȿὋȿ ȿὅ ὼȿȿὋȾ
ίὸὥὦὼȿ (note que el estabilizador y centralizador son los mismos en este caso), se sigue que 
ὴ divide a ȿὋȾίὸὥὦὼȿ. Por el Corolario 3.10.1 anterior, debemos tener ὴȿὤὋȿ. Si ὤὋ es 

un subgrupo propio de Ὃ, entonces se aplica la hipótesis de inducción. 
Por lo tanto podemos asumir que Ὃ ὤὋȟ  G es abeliano. Si Ὃ es cíclico Ὃ contiene un 
elemento de orden ὴ. Vamos a suponer que Ὃ no es cíclico. Sea Ὄ un subgrupo propio de Ὃ de 
orden máximo (esto existe puesto que Ὃ no es cíclico) y sea ὥᶰὋ Ὄ. Entonces Ὃ ὌϽộὥỚ 
(Ὄ demás no lo haría ser máxima). Esto implica que ὴ divide ya sea a  Ὄ o ȿộὥỚȿ. El resultado se 
sigue de la hipótesis de inducción. Para más detalles, consultar cualquier texto sobre la teoría 
de grupos (Herstein) .  
 
Problema 3.10.2. Sea Ὃ el grupo de simetrías del cuadrado. Usando la notación del Ejemplo 
3.3.1, calcular ὋȾộὫỚ y Ὃ ὼz. 
 
Esta es otra versión del Teorema 3.5.1. 
Teorema 3.10.1. (Teorema de Lagrange) Si Ὃ es un grupo finito y Ὄ un subgrupo entonces 

 
ȿὋȾὌȿ ȿὋȿȾȿὌȿȢ 

 
Joseph Louis Lagrange (1736-1813) fue un italiano que estudió en la Universidad de Turín y 
más tarde profesor de matemáticas allí. Más tarde enseñó en la Universidad de Berlín y luego 
tomó una posición de investigación en la Academia de Ciencias de París, aunque él enseñó en 
la Escuela Politécnica. Hizo importantes contribuciones a la mecánica, aplicaciones de cálculo, 
y la teoría de funciones. Muchos historiadores de las matemáticas creen que la teoría de 
grupos finitos comenzó con Camille Jordan, que nació 25 años después de que Lagrange 
murió. Así que es justo decir que la versión original del ȬÔÅÏÒÅÍÁ ÄÅ ,ÁÇÒÁÎÇÅȭ no estaba en la 
forma que vemos más arriba. 
Como consecuencia inmediata de la segunda versión del teorema de Lagrange anterior, 
obtenemos la primera versión (Teorema 3.5.1). 
Demostración del teorema: Sea ὢ el conjunto de clases laterales izquierdas de Ὄ en Ὃ y sea  Ὃ 
actúa sobre ὢ por multiplicación izquierda. Aplicar el lema anterior con ὼ Ὄ. 
 
Definición 3.10.2. Sea Ὄ un subgrupo de Ὃ y sea ὅ una clase lateral izquierda de Ὄ en Ὃ. 
Llamamos un elemento Ὣ de Ὃ un representante de clase lateral de ὅ si ὅ Ὣ Ὄz. Un conjunto 
completo de representantes de  las clases laterales es un subconjunto de Ὃȟὼȟὼȟȣȟὼ , tal 
que 
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ὋȾὌ ὼ Ὄzȟȣȟὼ Ὄz  
 

sin repetición (es decir, todos los  ὼ Ὄz son disjuntos). 
 
Problema 3.10.3. Para Ὃ Ὓ y Ὄ Ὓ, encontrar un conjunto completo de representantes 
clases laterales de ὋȾὌ en Ὃ. 
 
Teorema 3.10.2. Si Ὓ es un conjunto completo de representantes de clase lateral de ὋȾὌ, 
entonces 

Ὃ ίz Ὄ
ᶰ

 

y ȿὋȿ В ȿίz Ὄȿᶰ . 
 
Esto se sigue de la definición anterior,  cuando Ὃ es finito.  
 

3.11 Campanología, revisión 
 
Volvemos al volteo de campanas visto en 1.5, ahora en el contexto de la teoría de grupos.  
La generación del plan  (Bob minimus) para cuatro campanas es análogo algebraicamente a la 
generación del grupo diedro de orden 8, ὈȢ Si ὥ ρȟς σȟτ, que intercambia las dos 
primeras y las dos últimas campanas, y si ὦ ςȟσ, que intercambia el par medio, entonces el 
plan producido sobre cuatro campanas corresponde a     
 

Ὀ ρȟὥȟὥὦȟὥὦὥȟὥὦȟὥὦὥȟὥὦȟὥὦὥ. 
 

Plan Bob Minimus es equivalente algebraicamente a la generación del grupo simétrico de 4 
elementos, Ὓ . Sean ὥ y ὦ como antes. Si nos fijamos en la primera columna del Plan Bob 
Minimus, vemos que no es nada más que el grupo diedro Ὀ , que es un subgrupo de Ὓ. Para 
generar la segunda columna de Ὓ  introducimos ὧ σȟτ y sea Ὧ ὥὦὥὧ. La segunda 
columna corresponde a ὯὈ y la tercera columna a ὯὈ. La generación del Plan Bob Minimus 
muestra que Ὓ se puede expresar como la unión disjunta de clases laterales del subgrupo Ὀ, 
es decir, las clases laterales de Ὀ en Ὓ particionan Ὓ. Esto da una ejemplo del hecho de que, 
para cualquier grupo Ὃ y cualquier subgrupo Ὄ, las clases laterales de Ὄ en Ὃ particionan Ὃ 
(véase también el Teorema 3.10.2).  
Fabián Stedman no estaba usando la teoría de grupos de manera explícita, sino más bien que 
las ideas teóricas del  grupo estaban implícitas en  los escritos y composiciones de Stedman. 
 

3.12 Algoritmo de Dimino  
 
Vimos en un capítulo anterior un algoritmo simple para el cálculo de los elementos de un 
grupo de permutación Ὃ. Como el tiempo es dinero y tiempo en la computadora es limitado, 
eficiencia de los sistemas es un tema importante. Vamos a hablar de un algoritmo mucho más 
eficiente en esta sección. 
Recordamos el algoritmo de Dimino de Butler [Bu], pero primero alguna notación. 
 
Notación: Sea Ὓ ὫȟὫȟȣȟὫ  un conjunto de generadores de un grupo de permutación Ὃ. 
Sea 

Ὓ ȟɲ 
Ὓ ὫȟȣȟὫȟ  
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Ὃ ρȟ 
 

Ὃ ộὛỚ  el grupo generado por los elementos en Ὓ, para ρ Ὥ ὲȢ  
 
Ejemplo 3.12.1. Sea Ὃ Ὓ ộίȟίỚ. Usamos el algoritmo de Dimino para listar todos los 
elementos de Ὃ. Tenemos 
 

Ὃ ρṒὋ ộίỚṒὋ Ὃ. 
 
Primero, listamos los elementos de Ὃ ộίỚ. Puesto que ί ρȟς, es de orden 2, de modo 
que Ὃ ρȟί . 
 
Esta es nuestra lista ὒ Á ÌÁ ÑÕÅ ÖÁÍÏÓ Á ÁÐÌÉÃÁÒ ÅÌ ȬÐÁÓÏ ÉÎÄÕÃÔÉÖÏȭ ÄÅÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ ÄÅ $ÉÍÉÎÏ 
(con Ὥ ς). Comenzamos con ὅ ρ. Ahora nos fijamos en las clases laterales izquierdas de 
Ὃ en Ὃ Ὃ. Tenemos (con Ὣ ρȟί ί) 
 

ί Ὃz Ὃȟ 
 
por lo que no aumenta el tamaño de ὅ o ὒ. Luego, tenemos (con Ὣ ρȟί ί) 
 

ί Ὃz ίȟί ίz Ὃȟ 
 
asi ρȟίȟ ίȟ ί ίz  , ὅ ρȟί . A continuación, tenemos (con Ὣ ίȟί ί) 
 

ί ίz Ὃz ί ίzȟί ίz ίz ὋȢ 
 

(Sabemos ί ίz Ὃz Ὃ  ya que ninguno de los dos elementos en ί ίz Ὃz  es la 
identidad.) Por lo tanto, aumentar ὒ, ὅ: 
 

ὒ ρȟίȟ ίȟ ί ίzȟί ίzȟί ίz ίz ȟ 
 
y ὅ ρȟίȟ ί ίz . Sabemos que podemos parar aquí ya que sabemos que ȿὛȿ φ pero el 
algoritmo aún tiene una afirmación más. A continuación, tenemos (con Ὣ ίȟί ί) 

ί ίz Ὃz Ὃȟ 
 
por lo que no aumenta el tamaño de ὅ o ὒ (como se esperaba). Este paso termina el algoritmo 
y Ὓ ὒȢ 
 
Problema 3.12.1. Realizar algoritmo de Dimino en 
 

Ὓ ộί ρ ςȟί ς σȟί σ τỚȢ 
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Capítulo 4 
 
Algoritmo de Dios  y Grafos   

 
Desafortunadamente, lo que es poco reconocido es que los 
libros científicos más valiosos son aquellos en los que el 
autor indica claramente lo que él no sabe, porque un 
autor lastima más a sus lectores al ocultar las 
dificultades. 

Evariste Galois 
 
En este capítulo introducimos una interpretación gráfica de un grupo de permutación, el grafo 
de Cayley. Esto es aplicado en el caso especial de un grupo que surge de un puzzle de 
permutación.  
 

4Ȣυ %Î ÅÌ ÐÒÉÎÃÉÐÉÏȣ 
 
Para empezar, ¿qué es un grafo? Un grafo es un par de conjuntos ὠȟὉ, donde 
 
¶ ὠ es un conjunto de elementos llamados vértices, 

¶ Ὁ es un subconjunto del conjunto de todos los pares no ordenados  ὺȟὺ ȿ ὺȟὺᶰ
ὠ,ὺ1 ὺ2. Los elementos de Ὁ son llamados aristas. 

 
En teoría de grafos, un bucle  o loop  es una arista que conecta un vértice consigo mismo. Un 
grafo (ÓÉÎ Ȱloopsȱ) también es llamado grafo simple. Un grafo se dibuja simplemente 
conectando los puntos que representan los vértices unidos por un segmento de línea si 
pertenecen a la misma arista. Un grafo finito es un grafo ὠȟὉ, con ὠ un conjunto finito. 
Un digrafo, o grafo dirigido, es un par de conjuntos ὠȟὉ, donde 
 
¶ ὠ es un conjunto numerable de vértices, 
¶ Ὁ es un subconjunto de pares ordenados ὺȟὺ ȿ ὺȟὺᶰὠȟὺ ὺ  llamados 

aristas 
 
Un digrafo se dibuja simplemente conectando los puntos que representan los vértices unidos 
por una flecha si pertenecen a la misma arista ὺȟὺ , la flecha se origina en ὺ y apunta a ὺ. 
Si Ὡ ὺȟὺ  pertenece a Ὁ, entonces decimos que Ὡ es una arista de ὺ a ὺ (o de ὺ a ὺ) y 
decimos ὺ y ὺ son vecinos o adyacentes en el grafo. Si ὺ y ύ son vértices, un camino de ὺ a ύ 
es una secuencia finita de aristas empezando en ὺ y terminando en ύ: 
 

Ὡ ὺȟὺ ȟὩ ὺȟὺ ȟȣȟὩ ὺȟύȢ 
  

Si hay un camino de ὺ a ύ entonces decimos que ὺ es conectado a ύ. Decimos que un grafo 
ὠȟὉ,  es conexo si cada par de vértices están conectados. El número de aristas que emanan 

de un vértice ὺ es llamado el grado (o  valencia) de ὺ, denotado ὫὶὥὨέὺ. 
 
Ejemplo 4.1.1. Si 

ὠ ὥȟὦȟὧȟ Ὁ ὥȟὦȟὥȟὧȟὦȟὧȟ 
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entonces podemos visualizar el grafo ɜ ὠȟὉ, como en la Figura 4.1. 
 

 
Figura 4.1: Cada vértice tiene valencia 2. 

 
Definición 4.1.1. Si ὺ y ύ son vértices conectados el uno al otro en un grafo ὠȟὉ, entonces 
definimos la distancia de ὺ a ύ Ὠὺȟύ, por 
 

Ὠὺȟύ ÍÉÎ
ȟᶰ  

ΠÁÒÉÓÔÁÓ ÅÎ ÕÎ ÃÁÍÉÎÏ ÄÅ Ö Á × 

 
Por convención, si ὺ y ύ no están conectados, entonces escribimos Ὠὺȟύ Њ. El diámetro 
de un grafo es la mayor distancia posible: 
 

ὨὭὥάὠȟὉ ÍÁØ
ȟᶰ
ὨὺȟύȢ 

 
Que coincide con la definición de diámetro de un círculo. 
 

4.2 Grafos de Cayley  
 
Sea Ὃ un grupo finito con generadores prescritos Ὣ: 
 

Ὃ ộὫȟὫȟȣȟὫỚȢ 
 
Supongamos que el conjunto generador ὢ ὫȟὫȟȣȟὫ  no contiene la identidad y es 
cerrado bajo inversos (es decir, si ὼᶰὢ , entonces ὼ ᶰὢ ). El grafo de Cayley de Ὃ con 
respecto a ὢ ὫȟὫȟȣȟὫ  es el grafo ὠȟὉ cuyos vértices ὠ son los elementos de Ὃ y 
cuyas aristas están determinadas por la siguiente condición: si ὼ e ώ pertenecen a ὠ Ὃ, 
entonces hay una arista de ὼ a ώ (o de ώ a ὼ) si y sólo si ώ ὫϽὼ Ï ὼ ὫϽώ, para algún 
Ὥ ρȟςȟȣȟὲ. 
Grafos de Cayley en honor a Arthur Cayley. Cayley, aunque comenzó a trabajar como  abogado, 
con el tiempo publicó más de 900 trabajos y notas que cubren casi todos los aspectos de las 
matemáticas. 
 
Lema 4.2.1. Sea ɜ ὠȟὉ  el grafo de Cayley asociado con el grupo finito Ὃ ộὫȟὫȟȣȟὫỚȢ 
 Sea ὔ ȿὫȟὫ ȟ ὫȟὫ ȟȣȟὫȟὫ ȿ. Entonces, para todo v ɴὠ,  ὫὶὥὨέὺ ὔ. 
 
Prueba: Supongamos que no. Entonces hay un ὺᶰὠ Ὃ con alguna de las siguientes 
opciones 
 

(i)  ὫὶὥὨέὺ ὔ, o 
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(ii)  ὫὶὥὨέὺ ὔ. 
 
Primero, notamos que, para cada Ὤɴ ὫȟὫ ȟ ὫȟὫ ȟȣȟὫȟὫ , el conjunto ὺȟὬϽὺ es una 
arista de ɜ. Esto se sigue de la definición de grafo de Cayley. 
Si ὶ ὫὶὥὨέὺ ὔ, entonces, por definición de grafo de Cayley, hay distintos ὺȟȣȟὺᶰὠ 
con ὺ ὬϽὺ, para todo ρ Ὥ ὶ, donde los ὬȟȣȟὬ son elementos distintos de 
ὫȟὫ ȟ ὫȟὫ ȟȣȟὫȟὫ . Esto contradice la definición de ὔ. 

Si ὶ ὫὶὥὨέὺ ὔ entonces, por definición de grafo Cayley, hay distintos ὬȟὬ en 

ὫȟὫ ȟ ὫȟὫ ȟȣȟὫȟὫ  tal que ὬϽὺ ὬϽὺ. Puesto que Ὃ es un grupo y ὠ Ὃ (como 

conjuntos), podemos cancela ὺ en ambos lados de la ecuación ὬϽὺ ὬϽὺ, contradiciendo la 

suposición de que Ὤ es distinta de Ὤ. 

 
Ejemplo 4.2.1. Sea Ὃ ộίȟίỚ Ὓ, 
 
donde ί ρȟς, y ί ςȟσ. Entonces el grafo de Cayley de Ὃ con respecto a ὢ ίȟί  
puede ser visualizado como se ve abajo (notar que ί ί  y ί ί , de este modo ὢ es 
cerrado bajo inversos). 

 
Figura 4.2 

 
Ejemplo 4.2.2. Sea 

Ὃ ộ ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄỚṒὛ  
 
el grupo Cubo de Rubik σ σ. Cada posición del cubo corresponde a un elemento del grupo Ὃ 
(es decir, el movimiento que hemos tenido que hacer para obtener tal posición). En otras 
palabras, cada posición del cubo corresponde a un vértice de ya sea que 
 
¶ el grafo de Cayley asociado con la métrica de un cuarto de vuelta generando el 

conjunto  ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄȟὙ ȟὒ ȟὟ ȟὈ ȟὊ ȟὄ , o bien 
¶ el grafo de Cayley asociado con la métrica de vuelta de cara  generando el conjunto 

 ὙȟὙȟὒȟὒȟὟȟὟȟὈȟὈὊȟ Ὂ ὄȟὄȟὙ ȟὒ ȟὟ ȟὈ ȟὊ ȟὄ . 
 
Cada vértice del primer (métrica de un cuarto de vuelta) grafo tiene valencia 12, mientras que 
cada vértice del último (métrica  de vuelta de cara) grafo tiene valencia 16. 
 
Por otra parte, una solución del Cubo de Rubik es simplemente un camino en el grafo de 
Cayley desde el vértice asociado a la posición actual del cubo al vértice asociado con el 
elemento identidad. El número de movimientos en la solución más corta posible es 
simplemente la distancia desde el vértice asociado con la posición actual del cubo hasta el 
vértice asociado al elemento identidad. El diámetro del grafo de Cayley de Ὃ es el número de 
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movimientos en la mejor solución posible en el peor caso posible. Este diámetro se puede 
medir  ya sea en métrica de un cuarto de vuelta o la métrica de vuelta de cara. 
 

4.3 Algoritmo de Dios 
 
(El siguiente resultado no se ha probado) Sea Ὃ el grupo de un puzzle de permutación (con un 
conjunto generado fijo). Encontrar el diámetro del grafo de Cayley de Ὃ. 
 
! ÖÅÃÅÓ ÅÓÔÏ ÅÓ ÌÌÁÍÁÄÏ ȬAÌÇÏÒÉÔÍÏ ÄÅ $ÉÏÓȭȟ ÁÕÎÑÕÅ ÅÎ ÅÓÔÅ ÃÁÓÏ ÅÓÅ ÔïÒÍÉÎÏ ÅÓÔÜ ÒÅÓÅÒÖÁÄÏ 
para una versión más difícil del problema, se indica a continuación. El problema del diámetro 
no está resuelto para la mayoría de los puzzles (incluso el Cubo de Rubik σ σ) y parece ser 
muy difícil computacionalmente en general. Los casos en que se sabe incluyen (sin ningún 
intento de exhaustividad) los puzzles siguientes:  
 

Puzzle Diámetro  

Pyraminx 11 (no incluye movimientos punta) 

 
Cubo de Rubik 2 ς ς 

 
14 (giros de un cuarto) 

 
 

Tabla 4.1 
 
Los diámetros fueron encontrados con la ayuda de una computadora. 
 
Muchas personas han trabajado sobre el Algoritmo de Dios para el Cubo de Rubik. Durante un 
tiempo se conjeturo que la posición superflip es la posición que está tan lejos deÌ ȬÉÎÉÃÉÏȭ ÌÁ 
posición resuelta) como sea posible. La posición superflip es de 24 cuartos de vuelta desde el 
inicio en la métrica de un cuarto de vuelta (como ya se mencionó, este hecho se debe a Jerry 
Bryan y Michael Reid [CL]) y 20 vueltas desde el inicio en la métrica de vuelta de cara (esto se 
debe a Michael Reid y Dik Winter ). Sin embargo, Reid descubrió un movimiento más largo en 
la métrica de un cuarto de vuelta-26 cuartos de vuelta lejos del inicio (el superflip compuesto 
con los cuatro puntos, ver (3.2)). Ningún movimiento más largo se ha encontrado en la 
métrica de vuelta de cara. Por el momento, uno podría suponer que el diámetro del grafo Cubo 
de Rubik es 26 en la métrica de un cuarto de vuelta y 20 movimientos en la métrica de vuelta 
de cara. Al momento de escribir esto (primavera 2008), la mejor cota superior conocida es la 
siguiente: 
 
¶ Tom Rokicki demostró en 2008 que 25 giros de cara son suficientes [Rok]. (Gene 

Cooperman y Daniel Kunkle probaron en 2007 que 26 giros de cara son suficientes, 
pero creen que su técnica puede ser llevada a la marca de 25 también.) 

 
¶ En 2006, Silviu Radu demostró que cada posición puede ser resuelta en un máximo de 

35 cuartos de vuelta. 
 
Problema 4.3.1. Sea Ὃ el grupo de un puzzle de permutación (con un grupo generado fijo) y 
sea ὺ un vértice en el grafo de Cayley de Ὃ. Encontrar un algoritmo práctico y eficaz para la 
determinación de un camino de ὺ al vértice ὺ asociado a la identidad que tiene una longitud 
igual a la distancia de ὺ a ὺ. 
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¡Este problema es aún más difícil! Este algoritmo se llama Algoritmo de Dios. En realidad se 
refiere a un método óptimo de solución para el puzzle de permutación. 
 
Problema 4.3.2. Encuentra el grafo de Cayley del grupo cuadrado sliced (rebanada intermedia) 
 

Ὃ ộὓ ȟὓ ȟὓ Ớȟ 
 
donde ὓ   denota el movimiento un cuarto de vuelta en sentido horario del corte medio 
paralelo al lado derecho. Encontrar el diámetro de este grafo. 
 
Sea ɜ un grafo. Un circuito Hamiltoniano sobre ɜ es una secuencia de aristas que forman un 
camino en ɜ que pasa a través de cada vértice exactamente una vez. (Si pensamos en los 
vértices como ciudades y las aristas como carreteras, entonces, un circuito Hamiltoniano es un 
recorr ido visitando cada ciudad exactamente una vez.) 
El siguiente problema no resuelto fue mencionado por primera vez en este contexto por A. 
Schwenk (en un documento inédito escrito mientras estaba en la Academia Naval de los 
Estados Unidos.) 
 
Problema 4.3.3. (Muy difícil) Sea Ὃ el grupo del puzzle Cubo de Rubik σ σ. ¿Tiene el grafo de 
Cayley de Ὃ ÕÎ ÃÉÒÃÕÉÔÏ (ÁÍÉÌÔÏÎÉÁÎÏȩ %Î ÏÔÒÁÓ ÐÁÌÁÂÒÁÓȟ ȪÐÏÄÅÍÏÓ ÅÎ ÐÒÉÎÃÉÐÉÏ  ȬÖÉÓÉÔÁÒȭ 
cada posición posible del Cubo de Rubik exactamente una vez, haciendo un movimiento a la 
vez usando sólo los generadores básicos ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄ? 
 
Observación 4.3.1. Este es un caso especial de un problema sin resolver más general: Para un 
grupo de permutación arbitrario con un conjunto generador dado, ¿es su grafo de Cayley 
Hamiltoniano?   
 
Un ejemplo de un grupo (con generadores) donde se sabe que su grafo de Cayley tiene un 
circuito Hamiltoniano es el grupo simétrico (con generadores el conjunto de todas las 
transposiciones). 
 
Ejemplo 4.3.1. Sea Ὃ el grupo Ὓ con generadores dados por el conjunto de todas las 
transposiciones: 

Ὃ Ὓȟ ὢ ὭȟὮȿ ρ Ὥ Ὦ ὲȢ 
 

(Hay muchas más transposiciones de lo necesario para generar Ὓ puesto que el subconjunto 
de transposiciones de la forma ὭȟὭ ρȟρ Ὥ Ὦ ὲ ρ, suficientes para generar Ὓ [R].) El 

algoritmo de Steinhaus (véase 1.4) muestra que hay un circuito Hamiltoniano en el grafo de 
Cayley de Ὓ con respecto a ὢ. 
 

4.4 El grafo del Puzzle 15 
 
Esta sección se discute el Puzzle 15 desde el punto de vista grafo-teórico. El objetivo del 
puzzle fue ordenar las piezas del 1 al 15 de izquierda a derecha y de arriba abajo, como se 

muestra en la posición resuelta dada en 2.1   
 
0ÁÒÁ ÒÅÓÏÌÖÅÒ ÕÎ ÐÕÚÚÌÅ ȰÄÅÓÏÒÄÅÎÁÄÏȱ, se podrían deslizar los cuadrados alrededor en el 
puzzle. Con el fin de hacer esto debemos deslizar un cuadrado numerado al lugar vacío. 
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Podríamos representar esto matemáticamente diciendo que se trata de una transposición de 
ese cuadrado numerado y el cuadrado vacío. 
Si etiquetamos cada espacio en el puzzle como un vértice, y etiquetamos los vértices 
numéricamente, entonces el grafo resultante está representado por la siguiente figura. 
 

 
Figura 4.3 

 
Vamos a denotar el espacio vacío por 16 y llamemos a este grafo ɜ. Los únicos movimientos 
legales del puzzle son transposiciones del vértice 16 y un vértice que es adyacente al mismo. 
Por lo tanto, cualquier permutación de los vértices produce un etiquetado sobre ɜ. 

 
4.4.1 Definiciones generales 
 
Ahora sea ɜ un grafo simple con el conjunto de vértices ὠɜ de cardinalidad ὔ. (En el ejemplo 
anterior  ὔ ρφ). Por un etiquetado nos referimos a la colocación de los números del 1 al ὔ 
de vértices distintos de ɜ, donde ὔ denota el espacio vacío. En otras palabras, un etiquetado 
sobre ɜ es un mapeo biyectivo ὪḊ ὠɜ O ρȟςȟȣȟὔȢ  
Dos etiquetados ὪȟὫ sobre ɜ son adyacentes si y sólo si Ὣ es un resultado de una transposición 
simple sobre Ὢ del vértice ὔ con un vértice adyacente a ὔ de Ὢ. En otras palabras, Ὢ y Ὣ son 
adyacentes si difieren por un movimiento legal del puzzle. De  ɜ, hacemos un nuevo grafo  
ὴόᾀɜ como sigue: el conjunto vértice ὠὴόᾀɜ  contiene todos los etiquetados sobre ɜ, y 

dos vértices en ὴόᾀɜ  están unidos por una arista si los etiquetados asociados son 
adyacentes. 
 
Por ejemplo, los etiquetados en la Figura 4.4 y la Figura 4.5 son adyacentes. 
 
 

  
Figura 4.4 Figura 4.5 
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Podemos considerar un camino  ὴ como una secuencia de movimientos sobre el grafo  ὴόᾀɜ, 
ὴ ὼȟὼȟὼȟȣȟὼ , donde los ὼ son vértices de ɜ, y (si ὲ ρ) ὼ y ὼ  son adyacentes en ɜ 
para ρ Ὥ ὲ. Tal camino ὴ se dice que es de ὼ (su vértice inicial) a  ὼ (su vértice terminal ). 
El camino ὴ es simple si ὼȟὼȟὼȟȣȟὼ son distintos. Si ὼ  ὼ, entonces ὴ es llamado un 
camino cerrado basado en ὼ. Sea ὼ un vértice fijo de ɜ. Si ὴȟὴᴂ son caminos cerrados basados 
en ὼ, entonces la composición  ὴὴᴂ es el camino obtenido por la yuxtaposición del camino de  
ὴ con  el camino de ὴᴂ. El inverso de un camino ὴ, denotado ὴ , es el camino que atraviesa ὴ 
en la dirección opuesta. El camino identidad es el camino desde ὼ a sí mismo que no contiene 
aristas de ɜ. El conjunto de caminos cerrados basados en ὼ forman un grupo (bajo 
composición de caminos) llamado el grupo de homotopía de ɜ basado en ὼ, denotado ɜὼ . 
Ahora supongamos que pintamos los bloques del Puzzle 15 en un tablero de ajedrez: 
 

 
Figura 4.6 

 
En este arreglo el espacio vacío empezaría con un cuadrado amarillo. Si tuviéramos que 
mover el cuadrado vacío hacia arriba, entonces es ahora un cuadrado negro. Esa es una 
transposición; por lo tanto, el movimiento es impar. Si movemos el espacio vacío a la 
izquierda, el espacio vacío estaría en un cuadrado amarillo. Esto es un total de dos 
transposiciones, por lo tanto, el movimiento es par. Después de tres transposiciones el espacio 
vacío estaría sobre cuadrado negro, por lo tanto, sería una permutación impar. Por lo tanto, si 
el espacio vacío termina en un cuadrado amarillo, una permutación par ha ocurrido. Si el 
espacio vacío termina en un cuadrado negro, una permutación impar ha ocurrido. 
 
Una posición legal del Puzzle 15 es cualquier secuencia a partir de transposiciones legales 
empezando desde la posición resuelta tal que el hueco termina en la esquina inferior derecha. 
Cada posición corresponde a una permutación de los 15 vértices numerados y por tanto a un 
elemento del grupo simétrico Ὓ . El conjunto de todas las permutaciones (que surgen como 
una secuencia de transposiciones) en Ὓ  forman un grupo llamado el grupo (homotopía) del 
Puzzle 15. 
 
Note que el grupo del Puzzle 15 es isomorfo al grupo homotopía del grafo Puzzle 15 basado en 
ÅÌ ȬÖïÒÔÉÃÅ ÖÁÃþÏȭȢ 
 
Si asignamos el número 16 al hueco, entonces podemos ver que podemos arreglar las piezas 
del puzzle en 16! maneras diferentes. Sin embargo, si tomamos sólo posiciones legales del 
Puzzle 15, entonces estamos fijando una de las piezas. Como resultado el número de maneras 
de permutar el resto de las piezas, con el hueco sobre el cuadrado blanco en la parte inferior 
esquina derecha, es a lo sumo 15! Todas las tales permutaciones tienen que ser pares, por el 
análisis de tablero de ajedrez anterior. El número de permutaciones pares de 15 elementos 
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(hay un número igual de permutaciones pares e impares) es de ρυȦȾς. De esto vemos que el 
puzzle 15 tiene a lo sumo ρυȦȾς posibles posiciones legales. De hecho, tiene exactamente este 
número: 
 
Teorema 4.4.1. Las posiciones con el espacio vacío en la parte inferior derecha que se puede 
alcanzar desde la posición inicial del Puzzle 15 por piezas de desplazamiento se encuentran 
en una correspondencia biyectiva con las ρυȦȾς ρȟσπχȟφχτȟσφψȟπππ permutaciones pares de 
los números del 1 al 15. 
 
Observación 4.4.1. El puzzle 14-15 no se puede resolver, porque es una permutación impar. 
Sólo tiene una transposición, 14 intercambiado con 15. 
 

 
Figura 4.7 

 
Prueba: Si etiquetamos el espacio vacío por 16, entonces cada posición posible de puzzle 
puede ser considerado como un elemento del grupo simétrico Ὓ  y un elemento de ὴόᾀɜ. 
Hay 16! elementos en Ὓ , y 16! vértices de  ὴόᾀɜ. Con el argumento anterior podemos 
demostrar que todas las posiciones legales del puzzle son obtenidas por un número par de 
transposiciones. Por lo tanto, todos los movimientos legales son permutaciones pares del 
puzzle. 
 
Ahora debemos demostrar que hay un 3-ciclo en el grupo del Puzzle 15. Por ejemplo, si 
desplazamos las tres piezas que rodean el espacio vacío alrededor de un círculo, siguiendo el 
orden de los movimientos sur-este-norte-oeste, entonces el  tres-ciclo ρρȟρςȟρυ se produce. 
Se puede demostrar que si se fijan las piezas 11 y 12, entonces cualquier otra pieza puede 
tomar el lugar de la 15 siguiendo uno de los ciclos en las figuras siguientes. 
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Figura 4.8 Figura 4.9 

 
Por el Lema 6.4.4, tales 3-ciclos generan ὃ . Esto demuestra el teorema (ver [J]). 
 
Demostrar que algo es imposible tiene un efecto  en los alumnos, porque sin importar que nos 
pasemos horas jugando e intentando resolver el 14-15, (cumpliendo las reglas) no lo 
resolveremos, pero demostrar que es imposible significa que no importa como lo intentemos, 
no lo lograremos, como ocurre con la demostración de que la cuadratura del círculo es 
imposible con regla y compás. 
 
Observación 4.4.2. Otra prueba es posible. Alternativamente, con algún trabajo podemos 
demostrar que cualquier número puede sustituir el 11 en el tres-ciclo, y podemos demostrar 
que cualquier otro número puede sustituir el 12. De esto podemos concluir que cualquier 
tres-ciclo puede ser formado. Puesto que cada permutación par es una combinación de tres-
ciclos (por Proposición 6.4.1) , cada permutación par del Puzzle 15 puede ser alcanzada. 
 
Con esta información, podemos hacer una generalización de los puzles rectangulares de 
tamaño ά ὲ con ά ρ y ὲ ρ. 
 
Teorema 4.4.2. El grupo homotopico de un puzzle rectangular ά ὲ es el grupo alternante 
ὃ  . 
 
La prueba de esto es similar a la prueba para el puzzle τ τ, si ά σ y n σ. (Los casos 
especiales, cuando ρ ά τ o ρ ὲ τ deben ser tratados por separado) El tamaño del 
grupo alternante está dado por άὲ ρȦȾς. 
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Capítulo 5 
 
Simetría y los Sólidos  Platónicos 
 
Un poliedro regular es el análogo tridimensional a los polígonos regulares. Polígono regular es 
un cuerpo geométrico cuyas caras son polígonos regulares congruentes (planos). Muchos 
puzzles se realizan por corte de un poliedro regular, así que es natural estudiarlos junto con 
sus simetrías. 
 

5.1 Descripciones 
 
Los sólidos platónicos son los 5 poliedros regulares: 
 

╟▫■░▄▀►▫ # ╒╪►╪▼ Π ╥▄►◄░╬▄▼ Π ═►░▼◄╪▼ ╖►◊▬▫ ▬ȟ▲ 

╣▄◄►╪▄▀►▫ τ τ φ Ὕ σȟσ 

╗▄●╪▄▀►▫ φ ψ ρς ὕ τȟσ 

╞╬◄╪▄▀►▫ ψ φ ρς ὕ σȟτ 

╓▫▀▄╬╪▄▀►▫ ρς ςπ σπ Ὅ υȟσ 

╘╬▫▼╪▄▀►▫ ςπ ρς σπ Ὅ σȟυ 
 

Tabla 5.1 
 
¶ ὴ, llamado el grado de la cara, indica el número de aristas que delimitan cada cara, 

 
¶ ή, llamado el grado del  vértice, indica el número de caras que se encuentran en cada 

vértice. 
 
Estos sólidos llevan el nombre del gran filósofo griego Platón (427-347 a. C.). Un vértice de 
uno de estos sólidos, por consiguiente se especifica por la ή-tupla de caras que se encuentran 
en cada vértice.  
 
Estos sólidos se pueden dibujar en coordenadas rectangulares usando  
 
 

╟▫■░▄▀►▫ ╒▫▫►▀▄▪╪▀╪▼ 
 

╣▄◄►╪▄▀►▫ 
 

 
ρȟρȟρȟρȟρȟρȟ ρȟρȟρȟ ρȟρȟρ 

 
╗▄●╪▄▀►▫ 

 
ρȟρȟρȟρȟρȟρȟρȟρȟρȟ ρȟρȟρȟ 

ρȟρȟρȟ ρȟρȟρȟ ρȟρȟρȟ ρȟρȟρ 
 

 
╞╬◄╪▄▀►▫ 

 

 
ρȟπȟπȟπȟπȟρȟπȟρȟπȟ 
ρȟπȟπȟπȟρȟπȟπȟπȟρ 
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╓▫▀▄╬╪▄▀►▫ 

 

 
πȟ‰ ȟ‰ȟ ‰ ȟ‰ȟπȟ 
‰ȟπȟ‰ ȟȟ ρȟρȟρ 

 

 
╘╬▫▼╪▄▀►▫ 

 
ρȟπȟ‰ȟρȟπȟ‰ȟ ρȟπȟ‰ȟ ρȟπȟ‰ȟ 
πȟ‰ȟρȟπȟ‰ȟρȟπȟ‰ȟρȟπȟ‰ȟρȟ 
‰ȟρȟπȟ‰ȟρȟπȟ ‰ȟρȟπȟ ‰ȟρȟπ 

 
 

Tabla 5.2 

donde ‰
Ѝ

ρȢφρψπσȣ  denota la proporción áurea. 

 
Un detalle importante es la existencia de los poliedros duales por ejemplo el dual del cubo es 
el octaedro que se obtiene uniendo los puntos medios de cada cara. 
 

  
Figura 5.1 Figura 5.2 

Dual del cubo 
 

Si ὖȟὖȟὖ son tres vértices de una cara del icosaedro, entonces ὖ ὖ ὖ Ⱦσ forma un 
vértice del dodecaedro dual y cada vértice del dodecaedro dual surge de esta manera.  
,ÏÓ ÔÒÅÓ ȬÇÒÕÐÏÓ 0ÌÁÔĕÎÉÃÏÓȭ ÅÌ ÇÒÕÐÏ ÄÅ ȬÓÉÍÅÔÒþÁÓȭ ÄÅ ÅÓÔÁÓ ÆÉÇÕÒÁÓ  ÓÅ ÄÅÓÃÒÉÂÅÎ Á 
continuación. Sus nombres: 
 
¶ Ὕ  grupo de simetría del tetraedro  grupo tetraédrico, 

 
¶ ὕ  grupo de simetría del octaedro (o cubo)  grupo octaédrico, 

 
¶ Ὅ   grupo de simetría del icosaedro (o dodecaedro)  grupo icosaédrico. 

 

 
 

http://www.google.com.mx/url?sa=i&rct=j&q=cube+dual&source=images&cd=&cad=rja&docid=2L552auteP5zNM&tbnid=N7r0e096n1gS4M:&ved=0CAUQjRw&url=http://itmxl.com/html/somos.html&ei=KMpHUaKcGJGA2AXK0oDwAw&bvm=bv.43828540,d.b2I&psig=AFQjCNF0NcflRfR3Ux7qIEOzgbmcjyc-2Q&ust=1363745694904500
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5.2 Antecedentes de simetrías en el espacio tridimensional 
 
En esta sección consideramos las isometrías en 3 dimensiones, esto es necesario para la 
comprensión de los grupos de simetría de los sólidos platónicos. Motivados por el estudio de 
la estructura de los cristales, Camille Jordan fue el primero en considerar la clasificación de las 
simetrías en el espacio tridimensional. Jordan (1838-1922) fue uno de los pioneros de la 
teoría de grupos, uso los grupos  para entender mejor los  cristales.  
Establezcamos ÌÁ Ȭ2ÅÇÌÁ ÄÅ ÌÁ ÍÁÎÏ ÄÅÒÅÃÈÁȭ orientación en el espacio tridimensional. 
Llamamos a una transformación que preserva distancia en el espacio tridimensional simetría 
en ᴙ la cual deja fijo el origen (Lo que otros autores llaman isometría). Decimos que tal 
simetría preserva la  orientación sí preserva la orientación de la regla de la mano derecha.  
 
Ejemplo 5.2.1. Sea ίḊ ᴙ ᴼᴙ  la función que toma cada vector ὺ perteneciente a ᴙ  y 
devuelve su reflexión ίὺ sobre el plano ώᾀ. Este no preserva  la orientación, ya que invierte 
la dirección en sentido antihorario trayectoria circular en el plano ώᾀ. En términos de 
coordenadas rectangulares,    ίὼȟώȟᾀ ὼȟώȟᾀ.  
 
Sea ᴙ ὼȟώȟᾀ ȿ ὼȟώȟᾀ ÎĭÍÅÒÏÓ ÒÅÁÌÅÓ espacio tridimensional. También escribimos esto, 
cuando sea conveniente, como vectores columna 
 

ᴙ
ὼ
ώ
ᾀ
 ȿ ὼȟώȟᾀ ÒÅÁÌÅÓ  

 
La función distancia en ᴙ  es la función  
 

Ὠὺᴆȟὺᴆ ὼ ὼ ώ ώ ᾀ ᾀ ȟ 
 
donde ὺᴆ ὼȟώȟᾀ ȟὺᴆ ὼȟώȟᾀ . Esto puede expresarse en términos del producto 

interno  ὺᴆϽὺᴆ ὼὼ ώώ ᾀᾀ  como  Ὠὺᴆȟὺᴆ ὺᴆ ὺᴆϽὺᴆ ὺᴆ.  
Recíprocamente, la identidad de polarización 

 

ὺᴆϽὺᴆ
ρ

τ
ᴁὺᴆ ὺᴆᴁ ᴁὺᴆ ὺᴆᴁ  

 
permite recuperar el valor del producto interno a partir del conocimiento de valores de la 
función distancia.  
Llamamos una función ὪḊ ᴙ ᴼᴙ  una isometría si satisface  
 

ὨὪὺᴆȟὪὺᴆ Ὠὺᴆȟὺᴆ 

 
para todo ὺᴆ  y ὺᴆ en ᴙ .  
Queremos entender un poco mejor las isometrías, puesto que se preservan distancias (y, en 
particular, preservan las formas de los sólidos) y por lo tanto nos proporciona los tipos de 
simetrías del espacio tridimensional que queremos considerar. Podemos construir isometrías 
usando ciertos tipos de matrices σ σ. 
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Lema 5.2.1. Si A es una matriz σ σ entonces la función ὃḊ ᴙ ᴼᴙ  es una isometría si y 
sólo si ὃὃ Ὅ, donde ὃ denota la matriz transpuesta (que se obtiene al voltear las entradas 
de ὃ respecto de la diagonal). 
 
Observación 5.2.1. En particular, si ὃ es una isometría entonces ὨὩὸὃ ὨὩὸὃ ὨὩὸὃ
ὨὩὸὃὃ ὨὩὸὍ ρ. 
 
Prueba: La función distancia es preservada si y sólo si la función producto escalar es 
ÐÒÅÓÅÒÖÁÄÁȢ %ÓÔÏ ÅÓ ÕÎÁ ÃÏÎÓÅÃÕÅÎÃÉÁ ÄÅ ÌÁ ȬÉÄÅÎÔÉÄÁÄ ÐÏÌÁÒÉÚÁÃÉĕÎȭ ÃÉÔÁÄÁ ÁÎÔÅÒÉÏÒÍÅÎÔÅ Ȣ 
Sea ά ὺᴆȟύᴆ ὺᴆϽύᴆ, donde Ͻ denota el producto punto. Puesto que 
 ά ὃὺᴆȟὄύᴆ ὺᴆϽὃὄύᴆ, tenemos 
 

ά ὃὺᴆȟὃύᴆ άὺᴆȟύᴆȟ  ᶅὺȟύᶰᴙ  
si y sólo si 

ὺᴆϽὃὃύᴆ ὺᴆϽύᴆȟ  ᶅὺȟύᶰᴙ  
 
si y sólo si  ὃὃ Ὅ.  
 
Ejemplo 5.2.2. Una matriz rotación en 3 dimensiones puede ser escrita en la forma 
 

Ὑ‰ȟ—ȟ‪

ὶ ὶ ÓÉÎ—ÓÉÎ‪

ὶ ὶ ÓÉÎ—ÃÏÓ‪

ÓÉÎ‰ÓÉÎ— ÓÉÎ—ÃÏÓ‰ ÃÏÓ—

ȟ 

donde 
ὶ ÃÏÓ‰ÃÏÓ‪ ÃÏÓ—ÓÉÎ‰ÓÉÎ‪ȟ 
ὶ ÓÉÎ‰ÃÏÓ‪ ÃÏÓ—ÃÏÓ‰ÓÉÎ‪ȟ 
ὶ ÃÏÓ‰ÓÉÎ‪ ÃÏÓ—ÓÉÎ‰ÃÏÓ‪ȟ 
ὶ ÓÉÎ‰ÓÉÎ‪ ÃÏÓ—ÃÏÓ‰ÃÏÓ‪Ȣ 

 
y donde los ángulos ‰ȟ—ȟ‪ ÓÏÎ ÌÏÓ ȬÜÎÇÕÌÏÓ ÄÅ %ÕÌÅÒȭȢ %ÓÔÏ ÒÅÐÒÅÓÅÎÔÁ ÌÁ ÒÏÔÁÃión del espacio 
tridimensional obtenido mediante la siguiente secuencia de rotaciones: rotar un ángulo ‪ 
alrededor del eje ᾀ, rotar un ángulo — alrededro el eje ὼ π — “, a continuación, rotar un 
ángulo ‰ sobre el eje ᾀ otra vez. 
Aunque se trata de un hecho interesante debido a su carácter explícito, no vamos a utilizar 
esta expresión. 
 
Pregunta: ¿Hay algunas isometrías que no provienen de las matrices como en el lema ya 
mencionado? Sí: la traslación  da lugar a una isometría pero la traslación no es lineal, por lo 
que no puede ser descrita como una matriz. Por otra parte, cualquier reflexión sobre un plano 
que contiene el origen también es una isometría. Una reflexión no pertenece al grupo 
generado por las traslaciones y rotaciones. 
Pregunta: ¿Hay algunos ejemplos de isometrías que no se deriven de una composición de una 
traslación y una matriz ortogonal? No: el siguiente teorema clasifica todas las isometrías. 
 
Teorema 5.2.1. Una función ὪḊ ᴙ ᴼᴙ   es una isometría fijando el origen si  y sólo si Ὢ es 
una multiplicación a izquierda por una matriz ortogonal. 
 
Esta no será probado aquí (ver Artin [Ar], capítulo 4, sección 5, Proposición 5.16). 
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Como consecuencia de este lema, podemos ver que si la matriz ὃ da lugar a una isometría 
entonces ὨὩὸὃ es igual a 1 o bien a ρ (Puesto que ὨὩὸὃ ὨὩὸὃὃ ὨὩὸὍ ρ. La 
matriz es invertible ya que, por definición,   ὃ ὃ. 
 
Lema 5.2.2. El conjunto de todas las matrices  ὃ σ σ  tal que la función ὃḊ ᴙ ᴼᴙ  es una 
isometría forma un grupo bajo la multiplicación de matrices. 
 
Notación: Este grupo se denotará ὕ ᴙ y llamado el grupo ortogonal de ᴙ . Denotamos por 
Ὓὕᴙ, el siguiente subconjunto 
 

Ὓὕᴙ  ὃᶰὕ ᴙ ȿ ὨὩὸὃ ρ  
 

que es  llamado el grupo ortogonal especial de ᴙ . 
 
Lema 5.2.3.  Ὓὕᴙ  es un subgrupo de ὕ ᴙ. 
 
Es fácil verificar  los axiomas de grupo para Ὓὕᴙ. 
 
Se sabe que el número de clases laterales en ὕ ᴙȾὛὕᴙ es 2. De hecho, se  sabe que 

 
ὕ ᴙ Ὓὕᴙ ᷾ίϽὛὕᴙ    ÕÎÉĕÎ ÄÉÓÊÕÎÔÁȟ 

  υȢρ 
 
donde ί es la reflexión en el ejemplo anterior (esto sigue de [Ar], en el capítulo 4, sección 5). 
 
Lema 5.2.4. La isometría ὃ en ὕ ᴙ preserva orientación si y sólo si ὨὩὸὃ ρ. 
 
No vamos a demostrar este lema aquí (véase, [Ar]). 
 

5.3 Simetrías del tetraedro 
 
Fijar un tetraedro centrado en el origen, con un vértice a lo largo del eje ᾀ. Cada arista tiene 
ÕÎÁ ÁÒÉÓÔÁ ȬÏÐÕÅÓÔÁȭ ÓÏÂÒÅ ÅÌ ÔÅÔÒÁÅÄÒÏ ÑÕÅ ÅÎ ÒÅÁÌÉÄÁÄ Ås perpendicular a él si lo miramos de 
ÆÒÅÎÔÅ Ȣ #ÁÄÁ ÖïÒÔÉÃÅ ÔÉÅÎÅ ÕÎÁ ÃÁÒÁ ȬÏÐÕÅÓÔÁȭȢ  
 
Hay simetrías que preservan orientación (llamadas rotaciones) del tetraedro y las simetrías 
que invierten orientación del tetraedro. Las simetrías que preservan orientación del tetraedro 
se denotan ὛὝ. Se obtienen como sigue: 
 
¶ Los 4 ejes de simetría a través de los centros de las caras opuestas obtienen 2 

elementos cada uno (rotación de 120 grados en sentido horario y una rotación de 240 
grados), para un total de 8 elementos. %ÓÔÁ ȬÓÉÍÅÔÒþÁ ÔÅÔÒÁïÄÒÉÃÁȭ ÐÅÒÍÉÔÅ ÌÁ 
construcción de la Pyraminx).  

¶ Los 3 pares de aristas (formado por una arista y su opuesta) obtienen un elemento de 
cada uno (una rotación  de 180 grados), para un total de 3 elementos. 

 
Estos, además de la identidad, dan  12 elementos en ὛὝ. 
Usando la descomposición de clases laterales υȢρ, tenemos Ὕ ὛὝ᷾ ίϽὛὝ (disjuntos), por 
lo que  
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ȿὝȿ ȿὛὝȿ ȿίϽὛὝȿ ρς ρς ςτ. 
 
Observación 5.3.1. Resulta que ὛὝ es esencialmente el grupo alternante ὃ de permutaciones 
pares en Ὓ y Ὕ es esencialmente Ὓ mismo.  
 

 
Figura 5.3 

  

 5.4 Simetrías del cubo 
 
Fijamos un cubo centrado en torno al origen en el espacio tridimensional. El conjunto de 
centros de las caras de un cubo forma un conjunto de vértices de un octaedro dibujado en el 
interior del cubo. Este octaedro es llamado poliedro ȬÄÕÁÌȭȢ %ÓÔÏÓ ÄÏÓ ÐÏÌÉedros tienen el 
mismo grupo de simetría, el cual se denota por ὕ.  
 
Hay simetrías que preservan orientación, o rotaciones, del cubo y las simetrías que invierten 
orientación del cubo. Las simetrías que preservan orientación del cubo se denotan Ὓὕ. Se 
obtienen como sigue: 
 
¶ Los 3 ejes de simetría a través de los centros de las caras opuestas producen 3 

elementos cada uno (rotación de 90 grados en sentido horario, una rotación de 180 
grados,  y una rotación de 270 grados), para un total de 9 elementos. 
(Esta 'simetría hexaédrica' permite la construcción mecánica del Cubo de Rubik.) 

 
¶ Los 4 ejes a través de los vértices opuestos producen 2 elementos cada uno (todos de 

orden 3), para un total de 8 elementos. 
 
¶ Los 6 ejes a través de los puntos medios de las aristas opuestas  producen un elemento 

cada uno (de orden 2), para un total de 6 elementos. 
 
Estos elementos, además de la identidad, producen  24 elementos.  
 
Lema 5.4.1. Hay 24 elementos que  preservan  orientación en ὕ, es decir,  ȿὛὕȿ ςτ. 
 
He aquí otra prueba de este resultado. 
Prueba: Sea ὠ el conjunto de vértices del cubo. El grupo Ὓὕ actúa sobre el conjunto ὠ.  Fijamos 
un ὺ perteneciente a ὠ y sea Ὄ ίὸὥὦὺ. Se puede comprobar que ȿὌȿ σ. (Puesto que 
solamente la simetría fija ὠ es una rotación Ὣ sobre la línea a través de ὠ y su vértice opuesto. 
Puesto que  Ὣ es de orden 3, Ὄ ộὫỚ también es el orden 3.)  Tenemos ȿὠȿ ψ, así que por la 

http://www.google.com.mx/url?sa=i&rct=j&q=symmetries+tetrahedron&source=images&cd=&cad=rja&docid=GAeBEQPtcSPq2M&tbnid=5oMa4riYmbXcTM:&ved=0CAUQjRw&url=http://en.wikipedia.org/wiki/Tetrahedron&ei=ygQ6Ub6WDKaY2AXxzYDwDQ&bvm=bv.43287494,d.b2I&psig=AFQjCNF0QwMtEWpKhr05Av74QaImswvClg&ust=1362843123816522
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Proposición 3.10.1 sobre las órbitas y los estabilizadores, tenemos que  ȿὛὕȾὌȿ ȿὠȿ. Por el 
teorema de Lagrange, ȿὛὕȿ ȿὛὕȾὌȿȿὌȿ ψϽσ ςτ. 
 
Ahora que conocemos Ὓὕ, ¿qué es ὕ? Nótese que ί, la reflexión en el ejemplo de la sección 
anterior, pertenece a ὕ. Usando la descomposición de clases laterales de la sección anterior, 
tenemos la descomposición de clase laterales 
 

ὕ Ὓὕ᷾ ίϽὛὕ      ÕÎÉĕÎ ÄÉÓÊÕÎÔÁȢ 
Sabemos que ȿίϽὛὕȿ ȿὛὕȿ ςτ, por lo que el principio aditivo una vez más llega al rescate, 
dando el siguiente resultado. 
 
Lema 5.4.2. El orden del grupo octaédrico es ȿὕȿ τψ.  
 
Observación 5.4.1. Resulta que Ὓὕ es esencialmente el grupo simétrico Ὓ  y ὕ ÅÓ ȬÉÓÏÍÏÒÆÏ ÁÌ 
ÐÒÏÄÕÃÔÏ ÄÉÒÅÃÔÏȭ  Ὓ ὅ.  
 

  
Figura 5.4 Figura 5.5 

  
Figura 5.6 Figura 5.7 

 

 

http://www.google.com.mx/url?sa=i&rct=j&q=symetries+cube&source=images&cd=&cad=rja&docid=1IGcKCLyybOi6M&tbnid=0QKvjj6F1YiUgM:&ved=0CAUQjRw&url=http://maverick.inria.fr/Publications/2006/MSHS06/&ei=S_85Ucj2EomF2AXkk4CIBw&bvm=bv.43287494,d.b2I&psig=AFQjCNHPhhjIeDa7erbvSzVILtHljkcsnA&ust=1362841631342253
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Simetrías del cubo diferentes de la identidad (se numeran los vértices del cubo de 
alguna manera, la Figura 5.6 muestra una opción) 

 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

╟  2 5 6 3 7 8 1 4 

╟  5 7 8 6 1 4 2 3 

╟  7 1 4 8 2 3 5 6 

╟  7 5 2 1 6 3 8 4 

╟  8 6 5 7 3 2 4 1 

╟  4 3 6 8 2 5 1 7 

╟  2 3 4 1 6 8 6 7 

╟  3 4 1 2 8 7 6 7 

╟  4 1 2 3 7 5 8 6 

╟  1 7 5 2 8 6 4 3 

╟  1 4 8 7 3 6 2 5 

╟  5 2 1 7 3 4 6 8 

╟  3 2 5 6 1 7 4 8 

╟  8 7 1 4 5 2 6 3 

╟  3 6 8 4 5 7 2 1 

╟  8 4 3 6 1 2 7 5 

╟  5 6 3 2 8 4 7 1 

╟  2 1 7 5 4 8 3 6 

╟  6 5 7 8 2 3 1 4 

╟  6 8 4 3 7 1 5 2 

╟  7 5 6 8 2 3 1 4 

╟  4 8 7 1 6 5 3 2 

╟  6 3 2 5 4 1 8 7 

Tabla 5.3 
 

5.5 Simetrías del dodecaedro 
 
El conjunto de los centros de las caras de un dodecaedro forman un conjunto de vértices de un 
icosaedro dibujado ÅÎ ÅÌ ÉÎÔÅÒÉÏÒȢ %ÓÔÅ ÉÃÏÓÁÅÄÒÏ ÅÓ ÌÌÁÍÁÄÏ ÅÌ ÐÏÌÉÅÄÒÏ ȬÄÕÁÌȭȢ &ÉÊÁÍÏÓ ÕÎ 
dodecaedro en el espacio tridimensional para que los vértices del icosaedro dual sean como se 
enumeran al comienzo de este capítulo. 
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Figura 5.8: Un dodecaedro. 

 
Sea ὛὍ el grupo de simetrías que preservan orientación del dodecaedro. Nótese que ὛὍ es un 
subgrupo finito de Ὓὕᴙ. Sea Ὅ el grupo de todas las simetrías del dodecaedro. Nótese que Ὅ 
es un subgrupo finito de ὕ ᴙ y ὛὍ es un subgrupo de Ὅ. Sea Ὂ el conjunto de caras del 
dodecaedro, así que ȿ╕ȿ ρς.  ὛὍ actúa sobre Ὂ. 
 
Lema 5.5.1.  ὛὍ actúa sobre Ὂ transitivamente. 
 
.Ï ÖÁÍÏÓ Á ÐÒÏÂÁÒ ÅÓÔÏȢ 3É ÎÏÓ ÆÉÊÁÍÏÓ ÅÎ ÕÎ ÄÏÄÅÃÁÅÄÒÏ ÓÅ ÓÉÇÕÅ ȬÐÏÒ ÉÎÓÐÅÃÃÉĕÎȭȢ ,Á ÒÁÚĕÎ 
por la cual esto es útil es que se nos dice que  si ὼ es cualquier cara, entonces cualquier otra 
cara puede obtenerse a partir de ὼ mediante la aplicación de algún elemento de ὛὍ. En otras 
palabras, la órbita de ὼ es todo ὊḊὛὍϽὼ Ὂ. 
Si ὼ es cualquier cara entonces las únicas simetrías que preservan orientación que no envían ὼ 
hacia una cara diferente son  rotaciones por un múltiplo entero de 72 grados alrededor de la 
línea que pasa por el centro de ὼ y el centro de su cara opuesta. Hay para cada ὼ, exactamente 
5 rotaciones distintas de este tipo. Por lo tanto, 
 

ȿίὸὥὦὼȿ υȢ 
 
Por Proposición 3.10.1 tenemos 
 

ȿὛὍȾίὸὥὦὼȿ ȿὛὍϽὼȿȟ 
 
así que ȿὛὍȿ ȿὛὍȾίὸὥὦὼȿȿὛὍϽὼȿ υϽρς φπ 
Los elementos de  ὛὍ incluyen 
 
¶ rotación por ς“ὯȾυ (para Ὧᶰ πȟρȟςȟσȟτ) sobre la línea  que pasa a través del centro 

de una cara y su opuesta; 
 

¶ rotación por ς“ὯȾσ (para Ὧᶰ πȟρȟς) sobre la línea que pasa a través de un vértice y 
su opuesto; 

 
¶ rotación por “ que pasa a través del centro de una arista. 
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Los subgrupos incluyen los siguientes  
 

(a)  Estabilizador de un vértice. Estos son todos los cíclicos de orden 3, y todos ellos son 
conjugados. Hay 10 subgrupos distintos puesto que un vértice y su opuesto comparten 
el mismo estabilizador. 

(b)  Estabilizador de una cara. Estos son todos los cíclicos de orden 5, y todos ellos son 
conjugados. Hay 6 distintos de tales subgrupos puesto que una cara y su opuesta 
comparten el mismo estabilizador. 

(c)  Estabilizador de una arista. Estos son todos los cíclicos de orden 2, y todos ellos son 
conjugados. Hay 15 distintos de tales subgrupos. 

 
Observación 5.5.1. Resulta que ὛὍ es esencialmente el grupo alternante ὃ de permutaciones 
pares en  Ὓ e Ὅ ÅÓ ȬÉÓÏÍÏÒÆÏ ÁÌ ÐÒÏÄÕÃÔÏ ÄÉÒÅÃÔÏȭ  ὃ  ὅ. 
 

5.6 Algunas reflexiones  sobre el icosaedro 
 
Esta sección se basa en una de las columnas de Internet semanales de John Baez. 
Un duada es un par de diagonales (una diagonal es un segmento de un vértice a su vértice 
opuesto) del icosaedro. La parte superior del icosaedro tiene 6 vértices y cada diagonal debe 
tener exactamente uno de esos 6 vértices como un punto final. Hay 12 vértices, por lo tanto 6 
diagonales, por lo tanto 

φ

ς
ρυ 

 
ÄÕÁÄÁÓ ÄÉÆÅÒÅÎÔÅÓȢ #ÁÄÁ ÄÕÁÄÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁ ÕÎ ȬÒÅÃÔÜÎÇÕÌÏ ÄÅ ÏÒÏȭ ÅÓ ÄÅÃÉÒȟ ÕÎ rectángulo cuya 

razón longitud anchura es o bien la proporción áurea ‰ ρ ЍυȾς o su inversa). Podemos 

identificar una duada con un par de enteros distintos ὭȟὮȿρ Ὥ Ὦ φ, es decir, con un 2-
ciclo en Ὓ. 
James J. Sylvester llamó una partición   ὢ ὢ᷾ȣ᷾ὢ        ÄÉÓÊÕÎÔÏ 

 
de un conjunto ὢ un syntheme si cada uno de los conjuntos ὢ, ρ Ὥ ὲ, tiene el mismo 
número de elementos. Si tomamos 
 

ὢ ÃÏÎÊÕÎÔÏ ÄÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÓ ÄÅÌ ÉÃÏÓÁÅÄÒÏ 
 
entonces, un syntheme es un conjunto de tres duadas, no hay dos que tienen una diagonal en 
común. 
Hay 

φ

ς

τ

ς
Ⱦ σȦ ρυ 

 
diferentes synthemes (σȦ puesto que hay σȦ formas de permutar las duadas entre ellas). Un 
syntheme puede estar representado por una coloración de los vértices sobre la parte superior 
del icosaedro usando tres colores, cada uno para exactamente dos vértices. Podemos 
identificar un syntheme con un producto de 3 distintos 2-ciclos en Ὓ. Particionamos el 
conjunto de 15 duadas en 5 grupos de 3 como sigue. (Recuérdese cada syntheme es un triple 
de duadas.) Primero, elegimos un syntheme, ὃ. Elegimos otro syntheme ὃ, de modo que ὃ, 
ὃ no tienen duada en común. Continuando por este camino hasta que elijamos 5 synthemes 
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ὃȟȣȟὃ, dos de los cuales no tienen una duada en común. Tal elección de 5 synthemes es  
llamada  una pentada. Hay 6 pentadas que etiquetamos ὖȟȣȟὖ en cualquier forma que 
deseemos. (Una lista de las 6 pentadas se da en [R], capítulo 7.) Cualquier permutación de las 
6 diagonales del icosaedro da lugar a una permutación del conjunto de 6 pentadas. De ahí que 
cualquier permutación de las 6 diagonales del icosaedro, que puede ser considerada como un 
elemento de Ὓ, da lugar a una permutación del conjunto de 6 pentadas, que también pueden 
ser considerados como un elemento de Ὓ. Esto da un mapeo 
 

ὪḊ ὛᴼὛȢ 

 
Figura 5.9: Una duada 

 
Cada elemento del grupo de rotaciones de un icosaedro (es decir, el grupo de simetrías que 
preservan orientación simetrías del icosaedro) debe enviar una duada a una duada. Cada 
duada tiene 4-veces la simetría, es decir, pueden ser enviados a sí mismo en 4 formas. Hay 15 
duadas, por lo que hay 4 · 15 = 60 maneras de enviar una duada a otra. Este es precisamente 
el número de simetrías que preservan orientación del icosaedro. 
 

 
Figura 5.10: Un icosaedro. 

 
Tenga en cuenta que los pares (0, 3) y (4, 8) forman una duada. 
Algunas de estas ideas se tratarán más adelante en 6.3.2 Véase también [R]. 
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Capítulo 6 
 
El grupo cubo ilegal 
 
Una forma de estudiar los grupos es considerar una analogía con las moléculas en química. 
Queremos saber Ȱcómo se venȱ, para saber cómo describirlos, cómo compararlos, cómo hacer 
más con ellos, para saber si caen en  familias con propiedades similares, y así sucesivamente. 
Dadas dos moléculas, un químico quiere saber cómo compararlas, para entender sus 
similitudes y diferencias. Por ejemplo Figura 6.1. 

 
Figura 6.1 El metano 

 
Dados dos grupos Ὃ, Ὃ, una pregunta análoga es ¿Qué tan similares son? (Exactamente lo 
ÑÕÅ ÓÅ ÅÎÔÉÅÎÄÅ ÐÏÒ ȬÓÉÍÉÌÁÒÅÓȭ ÓÅ ÅØÐÌÉÃÁÒÜ ÍÜÓ ÁÄÅÌÁÎÔÅȢ  %Î ÅÓÔÅ ÃÁÐþÔÕÌÏȟ vamos a 
introducir nociones y técnicas útiles para la comparación de dos grupos. En un capítulo 
posterior, nos centraremos en el grupo Cubo de Rubik σ σ comparándolo con  grupos que 
ȬÅÎÔÅÎÄÅÍÏÓ ÍÅÊÏÒȭ, como los grupos cíclicos y los grupos simétricos que ya hemos estudiado. 
En este capítulo, nos vamos a centrar en la comprensión de un grupo algo más simple, pero 
estrechamente relacionado, el grupo de todos los moviÍÉÅÎÔÏÓ ȬÌÅÇÁÌÅÓȭ Å ȬÉÌÅÇÁÌÅÓȭ del Cubo de 
Rubik. 
En un  ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ȬÉÌÅÇÁÌȭ ÐÏÄÅÍÏÓ desarmar y volver a armar el cubo, pero ya no se puede 
desprender e intercambiar pegatinas de las caritas.  Sorprendentemente, el grupo ilegal Cubo 
de Rubik es más sencillo de entender que el grupo Cubo de Rubik en sí, aunque es mucho más 
grande. 0ÁÒÁ ȬÌÁ ÃÏÎÓÔÒÕÃÃÉĕÎ ÅØÐÌþÃÉÔÁȭ ÄÅÌ ÇÒÕÐÏ #ÕÂÏ ÄÅ 2ÕÂÉËȟ ÎÅÃÅÓÉÔÁÍÏÓ ÓÁÂÅÒ ÃĕÍÏ 
construir 
 

¶ Grupos cociente, 
¶ Productos directos, 
¶ Productos semi-directos. 

 
Éstos se estudian en este capítulo. Una vez que el grupo Cubo de Rubik se construye, es un 
asunto relativamente fácil de encontrar su orden, entre otras cosas. 

6.1 Homomorfismos 
 
Para comparar dos grupos, es frecuente hablar primero de las funciones entre ellos. Si 
ὪḊ Ὃ ᴼὋ es una función de un grupo Ὃ a un grupo Ὃ, entonces, como podemos imaginar, 
si Ὢ y Ὃ fueron bien entendidos, entonces alguna información sobre Ὃ probablemente podría 

http://www.google.com.mx/url?sa=i&rct=j&q=simetria+molecular+y+teoria+de+grupos&source=images&cd=&cad=rja&docid=GWzQnq704KWGoM&tbnid=nNrSHToc37WqbM:&ved=0CAUQjRw&url=http://genesis.uag.mx/edmedia/material/quimicaII/qorg.cfm&ei=lLOoUc65A4-G9QS584HoCw&bvm=bv.47244034,d.eWU&psig=AFQjCNGguJziB3l98-Bi8-Ge45x6ICqliQ&ust=1370096884911264
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ser obtenida. Es el propósito de este capítulo averiguar hasta qué punto esto puede ser 
precisado. 
Un homomorfismo entre dos grupos es, en términos generales, una función entre ellos, que 
preserva las operaciones (respectivas) del grupo. Estos tipos especiales de funciones son las 
de mayor utilidad para nuestros propósitos. 
 
Definición 6.1.1. Sean Ὃ, Ὃ grupos, donde z  denota la operación del grupo en Ὃ y  z  la 
operación del grupo en Ὃ. Una función ὪḊ Ὃ ᴼὋ es un homomorfismo si y sólo si, para 
todo ὥȟὦɴ Ὃ, tenemos 

Ὢὥz ὦ ὪὥᶻὪὦȢ 
 

Cuando no cause confusión, designaremos la operación binaria en un grupo simplemente por Ͻ  
en lugar de z . 
 
Ejemplo 6.1.1. Sea Ὃ un grupo y  Ὤ un elemento fijo de Ὃ.  Definimos ὪḊ  ὋᴼὋ  por 
 

ὪὫ Ὤ ϽὫϽὬȟ ὫᶰὋ 
 
Entonces el calculo 
 

ὪὥϽὦ Ὤ ϽὥϽὦϽὬ Ὤ ϽὥϽὬϽὬ ϽὦϽὬ ὪὥϽὪὦ 
 

muestra que Ὢ es un homomorfismo. En este caso, ὭάὪ Ὃ, es decir, Ὢ es sobreyectiva.  
 
Problema 6.1.1. Sea 

ὃ
π ρ π
ρ π π
π π ρ

ȟ ὄ
ρ π π
π π ρ
π ρ π

Ȣ 

 
Ahora,  Sea Ὃ ộὃȟὄỚ, denota el grupo de todas las matrices que pueden ser escritas como 
cualquier producto arbitrario de estas dos matrices (en cualquier orden y con el mayor 
número de términos como deseemos). Mostrar que tenemos 
 

Ὃ Ὅ
ρ π π
π ρ π
π π ρ

ȟ
ρ π π
π π ρ
π ρ π

ȟ
π ρ π
ρ π π
π π ρ

ȟ
π ρ π
π π ρ
ρ π π

ȟ
π π ρ
ρ π π
π ρ π

ȟ
π π ρ
π ρ π
ρ π π

 

 
(Podemos comprobar esto en relación con cada una de esas matrices de permutación.) 
Definimos ὪḊὋᴼὛ por 

 
Tabla 6.1 

Demostrar que esto es un homomorfismo. 
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Ejemplo 6.1.2. La función  ίὭὫὲḊ Ὓᴼ ρȟ 
 
que asigna a cada permutación su signo, es un homomorfismo. Esto quedó demostrado en 1.1 
Sin embargo, otra razón por la cual esto es verdad  es porque el signo de una permutación  Ὣ 
es el determinante de la matriz permutación asociada  ὖὫ. Dado que el determinante del 
producto es el producto de los determinantes, tenemos 

 

ίὭὫὲὫὬ ὨὩὸὖὫὬ ὨὩὸὖὫὖὬ ὨὩὸὖὫὨὩὸὖὬ ίὭὫὲὫίὭὫὲὬȟ 
 
para todos ὫȟὬ ɴ  Ὓ. De esto se deduce que el ίὭὫὲ es un homomorfismo. 
 
Lema 6.1.1. Si  ὪḊ Ὃ ᴼὋ es un homomorfismo entonces  
 

(a)  ὪὩ Ὡ, donde Ὡ denota el elemento identidad de Ὃ y Ὡ denota el elemento 
identidad de  Ὃ, 

 
(b)  Ὢὼ Ὢὼ , para todo ὼ perteneciente a Ὃ, 

 
(c)   Ὢώ ᶻὼz ώ Ὢώ ᶻὪὼᶻὪώ, para todo ὼȟώ pertenecientes a Ὃ, 

 
donde z  denota la operación del grupo en Ὃ y z  la operación del grupo en Ὃ. 
 
Prueba: 
 

(a)  Tenemos que Ὢὼ Ὢὼz Ὡ ὪὼᶻὪὩ , para cualquier ὼɴ Ὃ. Multiplicando 
ambos lados de esta ecuación a la izquierda  por Ὢὼ . 

 
(b)  Tenemos, por la parte (a), Ὡ ὪὩ Ὢὼz ὼ ὪὼᶻὪὼ . Multiplicando 

ambos lados de esta ecuación a la izquierda por Ὢὼ . 
 
Problema 6.1.2. Mostrar la parte (c). (Sugerencia: usar la definición y la parte (b).) 
 
Definición 6.1.2. Sean Ὃ, Ὃ grupos finitos. Decimos que Ὃ es inyectivo en Ὃ si existe un 
homomorfismo inyectivo  ὪḊ Ὃ ᴼὋ. Un homomorfismo ὪḊ Ὃ ᴼὋ es un isomorfismo si 
es una biyección (como una función entre conjuntos). En este caso, llamamos a Ὃ y Ὃ 
isomorfos y escribimos Ὃ ḙὋ. Un isomorfismo de un grupo Ὃ en sí mismo se llama un 
automorfismo. 
 
 El concepto de un isomorfismo fue introducido por C. Jordan. Además de la teoría de grupos, 
Jordan es famoso en los círculos matemáticos por demostrar rigurosamente uno de los más 
obvios resultados, pero difícil de probar rigurosamente: cualquier curva cerrada simple divide 
el plano en dos regiones. (Aquí, una curva simple en el plano es un camino continuo que no es 
la unión disjunta de dos o más caminos. Una curva cerrada es un camino  continuo que 
comienza y termina en el mismo punto).  
 
Un isomorfismo es la noción que utilizaremos cuando queremos decir dos grupos son 
ȬÅÓÅÎÃÉÁÌÍÅÎÔÅ ÅÌ ÍÉÓÍÏ ÇÒÕÐÏȭȟ Ås decir, uno es básicamente una copia al carbón del otro con 
los elementos re-etiquetados y la operación binaria modificada. Por ejemplo, si tenemos 
cualesquiera dos grupos de orden 2 entonces deben ser isomorfos. (Se puede verificar que el 
mapeo que envía la identidad de un grupo a la identidad del otro y el único elemento no 
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identidad de un grupo al único elemento no-identidad del otro debe ser un isomorfismo de 
grupo). En otras palabras, sólo hay un grupo de orden 2, salvo isomorfismo. 
Sea ὕὲ el número de grupos no isomorfos de orden ὲ, por lo que ὕ es una función 
ὕḊᴓᴼᴓ. Esta es una función de comportamiento curioso, saltando los enteros que tienen 
gran cantidad de factores primos, tales como ρφȟςτȟσςȟτψȟȣ  Ȣ 
 
Es fácil mostrar lo siguiente: 
 

(a)  Si ά ρ, entonces  Ὃ Ὡ Ⱦ π Ὧ ά ρȟ con la operación de grupo dada por 

la multiplicación ordinaria de números complejos, es isomorfo al grupo aditivo ᴚȾάᴚ. 
 

(b)  Si ά ρ, n ρ no tiene divisores primos en común es decir, si άȟὲ son primos entre 
sí, entonces ὅ ὅ ḙὅ  . 

 
(Sugerencia: (a) Sea ὥᶰὅ   un generador. El mapeo Ὢ ὪȟḊὅ ᴼᴚȾάᴚ que satisface 

Ὢὥ ρ se extiende a un único homomorfismo entre estos grupos. Demostrar que esto es un 
isomorfismo. (b) Primero, demostrar que Ὣὼ άὲᴚ ὼ άᴚȟὼ ὲᴚ, para todo ὼᶰᴚ  
define un homomorfismo ᴚȾάὲᴚᴼᴚȾάᴚ ᴚȾὲᴚ. A continuación,  suponiendo que άȟὲ son 
prim os entre sí, mostrar que esta función Ὣ es inyectiva. Concluir, puesto que el dominio y el 
rango de Ὣ ambos tienen la misma cardinalidad, tal que Ὣ es también una función 
sobreyectiva. Por último, utilizando la parte (a) mostrar que ὅ ὅ ḙὅ  .) 
 

6.2 Acciones en un grupo 
 
Necesitamos estudiar las acciones, cuya discusión se inició en el capítulo 3, en más detalle. 
 
Lema 6.2.1. Sea Ὃ un grupo y ὢ un conjunto finito. Si Ὃ actúa sobre ὢ (sobre la izquierda, 
respectivamente, sobre la derecha), entonces hay un homomorfismo ὋᴼὛ dado por 
 Ὣᴼ‰. Recíprocamente, si ‰Ḋ ὋᴼὛ es un homomorfismo entonces ‰Ὣ Ḋ ὢᴼὢ define 

una acción (a la izquierda, respectivamente, a la derecha) de Ὃ en ὢ. 
 
Esto es una consecuencia inmediata de la definición de una acción. 
 
Ejemplo 6.2.1. Sea Ὃ el grupo Cubo de Rubik generado por los movimientos básicos 
ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄ. Para cada movimiento ὫᶰὋ, sea 
 
¶ ”Ὣ es la permutación correspondiente del conjunto de vértices ὠ del cubo, y 
¶ „Ὣ sea la permutación correspondiente del conjunto de aristas Ὁ del cubo. 

 
Entonces es posible mostrar que 
 

(a)   ”Ḋ ὋᴼὛ es un homomorfismo, 
(b)   „Ḋ ὋᴼὛ  es un homomorfismo. 

 
Para comprobar esto, el primer teorema fundamental de la teoría del cubo en 6.6.1 es útil. 
 
Sea Ὃ actúa sobre un conjunto ὢ, denotado por ‰Ὣ Ḋ ὢᴼὢ para ὫᶰὋ. Esta acción también 
da lugar a una acción en ὢ ὢḊ ‰ȟḊὢ ὢᴼὢ ὢ para ὫᶰὋ, donde‰ȟ ὼȟὼ
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‰ ὼ ȟ‰ ὼ , para cada ὼȟὼ ᶰὢ ὢ. Cuando Ὃ actúa transitivamente sobre ὢ (ver 

Definición 3.9.3 anterior), es bastante notable. 
A veces, Ὃ incluso opera transitivamente sobre ὢ ὢ Ў Ў ὼȟὼ ȿ ὼᶰὢ ÌÁ ȬÄÉÁÇÏÎÁÌȭ ȟ 
una circunstancia mucho más especial (en este caso, la acción es llamada doblemente 
transitiva). La siguiente definición generaliza esta idea. 
 
Definición 6.2.1. Sea un grupo Ὃ actúa sobre un conjunto ὢ. Llamamos a la acción ▓-tupla 
transitiva si para cada par de orden Ὧ -tuplas ὼȟὼȟȣȟὼ ȟώȟώȟȣȟώ  de distintos 
elementos que pertenecen a ὢ (puesto que ὼ ὼ Ù  ώ ώ), hay un ὫᶰὋ tal que 

ώ ‰ ὼ , para cada Ὥ con ρ Ὥ ὯȢ 

 
Si Ὧ ςȟ ÅÎÔÏÎÃÅÓ Ȭς-tupla ÔÒÁÎÓÉÔÉÖÁȭ ÅÓ ÌÏ ÍÉÓÍÏ ÑÕÅ ȬÄÏÂÌÅÍÅÎÔÅ ÔÒÁÎÓÉÔÉÖÁȭȢ 
 
Teorema 6.2.1. Si Ὧ υ y Ὃ es un grupo de permutación actuando k-transitivamente en un 
conjunto finito ὢ (por lo que Ὃ es un subgrupo de Ὓ), entonces Ὃ es isomorfo a  Ὓ  o  a  ὃ , 
para algún ά Ὧ o algún ὲ Ὧ ς  . 
Recíprocamente, Ὓ actúa ὲ-transitivamente sobre ρȟςȟȣȟὲ  y ὃ  actúa ὲ ς -
transitivamente sobre ρȟςȟȣȟὲȢ 
Esto se demuestra en [DiMo], Teorema 7.6A.  
 
Observación 6.2.1. Debemos, junto con nuestra determinación teórica del grupo Cubo de 
Rubik demostrado más tarde, ser capaces de deducir del Teorema 6.2.1 el siguiente resultado. 
 
Corolario 6.2.1.  
 

(a)  Supongamos que ὧȟȣȟὧ son cualesquiera 6 distintos subcubos esquina del Cubo de 
Rubik. Sean ὧᴂȟȣȟὧᴂ cualesquiera otros 6 distintos subcubos esquina. Hay un 
elemento del grupo Ὃ Cubo de Rubik  que fija  todos los subcubos arista y envía  ὧ a 
ὧᴂ, para todo Ὥ ρȟȣȟφ. En términos generales, podemos expresar esto diciendo Ὃ 
actúa 6-transitivamente sobre las esquinas, fijando las aristas. 

 
(b)  Supongamos que ὧȟȣȟὧ son cualesquiera 8 distintos subcubos esquina del Cubo de 

Rubik. Sean ὧᴂȟȣȟὧᴂ cualesquiera otros 8 distintos subcubos esquina. Hay un 
elemento del grupo Ὃ Cubo de Rubik que envía ὧ a ὧᴂ, para todo Ὥ ρȟȣȟψ (y no 
puede fijar  todos los subcubos arista). En términos generales, podemos expresar esto 
diciendo Ὃ actúa 8-transitivamente sobre las esquinas (permitiendo que las aristas se 
muevan). 

 
(c)  Ὃ actúa 10-transitivamente sobre las aristas, fijando las esquinas. 

 

(d)  Ὃ actúa 12-tr ansitivamente sobre las aristas pero pueden permutar las esquinas. 
 

6.3 Cuando dos grupos son realmente el mismo 
 
Esta sección trata sobre isomorfismos de grupo. 
 
Ejemplo 6.3.1. Sea Ὄ el subgrupo del grupo Cubo de Rubik generado por el movimiento básico 
ὙḊὌ ộὙỚ. Entonces Ὄḙὅ (donde ὅ denota el grupo cíclico de orden 4). 
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Ejemplo 6.3.2. Recordemos que a cada permutación Ὣ del conjunto ρȟςȟȣȟὲ podemos 
asociarle una matriz permutación ὖὫ de tal manera que 
 

ὖὫ

ὼ
ὼ
ể
ὼ

ὼ
ὼ

ể
ὼ

Ȣ 

 
(Aquí la imagen de Ὥ bajo la  permutación Ὣ se denota ὫὭ, aunque en realidad Ὥ se conecta en 
Ὣ desde la izquierda.) Sea  ὖ el conjunto de todas las matrices ὲ ὲ de permutación. Este es 
un grupo bajo la multiplicación de matrices. La función 

 
ὖḊ Ὓᴼὖȟ 
ὫᴼὖὫ 

 
es un isomorfismo. Esta es una biyección y un homomorfismo, por la discusión dada 
anteriormente en el capítulo 1 sobre permutaciones (ver Lema 1.2.2 y el Teorema 1.2.1). 
 
Ejemplo 6.3.3. En este ejemplo, consideramos que los grupos de simetría completa (en 
ὕσȟᴙ  de varios sólidos y figuras planas, las simetrías que se consideren como 
transformaciones 3-dimensionales. 
 
A partir de [NST], Tabla 15.7, tenemos la siguiente tabla de isomorfismos: 
 

╝▫□╫►▄ ╝▫◄╪╬░ĕ▪ ╘▼▫□▫►█▫ ╪ 
▌►◊▬▫ ▀▄ ▼░□▄◄►þ╪ ▀▄■ ◄▄◄►╪▄▀►▫ 
▌►◊▬▫ ▀▄ ►▫◄╪╬░ĕ▪ ▀▄■ ◄▄◄►╪▄▀►▫ 

Ὕ 
ὛὝ 

Ὓ 
ὃ 

▌►◊▬▫ ▀▄ ▼░□▄◄►þ╪ ▀▄■ ▫╬◄╪▄▀►▫ 
▌►◊▬▫ ▀▄ ►▫◄╪╬░ĕ▪ ▀▄■ ▫╬◄╪▄▀►▫ 

ὕ 
Ὓὕ 

Ὓ ὅ 
Ὓ 

▌►◊▬▫ ▀▄ ▼░□▄◄►þ╪ ▀▄■ ░╬▫▼╪▄▀►▫ 
▌►◊▬▫ ▀▄ ►▫◄╪╬░ĕ▪ ▀▄■ ░╬▫▼╪▄▀►▫ 

Ὅ 
ὛὍ 

ὃ ὅ 
ὃ  

▌►◊▬▫ ▀▄ ▼░□▄◄►þ╪ ▀▄■ ▪ ╪▌▫▪ ►▄▌◊■╪► 
 
▌►◊▬▫ ▀▄ ►▫◄╪╬░ĕ▪ ▀▄■ ▪ ╪▌▫▪ ►▄▌◊■╪► 

 Ὀ ȟ ὲ Ὥάὴὥὶ 
Ὀ ὅȟ ὲ ὴὥὶ 

Ὀ  
 

Tabla 6.2 
 
Ejemplo 6.3.4. Este ejemplo se puede encontrar en [B1]. 
Sea ὗ el grupo de cuaterniones,  

 
ὗ ρȟρȟὭȟὭȟὮȟὮȟὯȟὯ, 

 

donde Ὥ Ὦ Ὧ ρȟὭὮὯȟὮὯὭȟὯὭὮ, como en 3.1. Entonces ὗ es isomorfo al grupo  
ὗz ộὥȟὦỚṒὋ, donde Ὃ es el grupo Cubo de Rubik y 
 

ὥ Ὂ Ͻὓ ϽὟ Ͻὓ ϽὟ Ͻὓ ϽὟϽὓ ϽὟϽὊȟ 
ὦ ὊϽὟ ϽὊ ϽὟ Ͻὒ Ͻὄ ϽὟ ϽὄϽὟϽὒȟ 
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a través del mapeo ὪḊὗz ᴼὗ definido por ‰ὥ Ὥȟ‰ὦ Ὧ. 
Una prueba de esta afirmación se discutirá en un capítulo posterior.  
 
Lema 6.3.1. Como anteriormente, sea ὋȟϽ un grupo y Ὤ un elemento fijo de Ὃ.  
Definimos  ὧḊ ὋᴼὋ por 

ὧ Ὣ ὬϽὫϽὬ ȟ ὫᶰὋ 
Este es un automorfismo. 
 
Prueba: Para comprobar esto, debemos demostrar que Ὢ ὧ es un homomorfismo inyectivo 
y sobreyectivo (quitamos el subíndice para simplificar la notación). 
Primero, demostremos que Ὢ es inyectiva. Supongamos que ὪὫ ὪὫ . Entonces 
ὪὫϽὫ ρ, por lo que ὬϽὫϽὫ ϽὬ ρ. Multiplicamos ambos lados de esta ecuación 
a la derecha por Ὤ y a la izquierda por Ὤ . Obtenemos ὫϽὫ ρ. Esto implica Ὣ Ὣ, por 
lo que Ὢ es inyectiva. 
Ahora mostraremos que Ὢ es sobreyectiva. Sea ὼ un elemento arbitrario pero fijo de Ὃ. 
Sea ώ Ὤ ϽὼϽὬ. Entonces 

 
Ὢώ ὪὬ ϽὼϽὬ ὬϽὬ ϽὼϽὬϽὬ ὼȢ 

 
Por lo tanto, Ὢ es sobreyectiva. 
Se verificó previamente que Ὢ es un homomorfismo. 
 
Definición 6.3.1. Un automorfismo como en el Lema 6.3.1 es llamado interior . Un 
automorfismo de Ὃ que no es de esta forma, para algún  ὬᶰὋ, es llamado exterior . 
 
Los conceptos de automorfismos interior y exterior fueron introducidos por Otto Hölder 
(1859-1937). Hölder también clasifico todos los grupos finitos simples, hasta el isomorfismo, 
de orden ςππȢ ,Á ÄÅÆÉÎÉÃÉĕÎ ÄÅ ȬÓÉÍÐÌÅȭ ÓÅ ÄÁ ÅÎ ÌÁ Definición 6.5.1 a continuación.) La 
clasificación de todos los grupos finitos simples sólo recientemente ha sido terminada y se 
dice que requieren más de 3000 páginas para los detalles. 
 
Notación: El conjunto de todos los automorfismos de un grupo Ὃ se denota ὃόὸὋ. 
El subconjunto de automorfismos interiores se denota 
 

ὍὲὲὋ Ḋ ὪᶰὃόὸὋ ȿ Ὢ ὧȟÁÌÇĭÎ Ὤɴ Ὃȟ 
 
en la notación del Lema 6.3.1. 
 

6.3.1 Conjugación en  ╢▪ 
 
En la primera parte de la década de 1900, un brillante matemático hindú, Srinivasa 
Ramanujan (1887-1920), yacía en el hospital en Inglaterra muy enfermo. El Gran matemático 
británico, G. H. Hardy (1877-1947), lo visitó y le comentó que él tomó el número de un taxi 
ρχςωȟ ÕÎ ȬÎĭÍÅÒÏ ÁÂÕÒÒÉÄÏȭȢ Ȭ0ÏÒ ÅÌ ÃÏÎÔÒÁÒÉÏȟȭ 2ÁÍÁÎÕÊÁÎ ÁÒÇÕÍÅÎÔĕȟ ȬÅÓ ÕÎ ÎĭÍÅÒÏ ÍÕÙ 
interesante, siendo el menor entero que es la suma de dos cubos en ÄÏÓ ÍÁÎÅÒÁÓ ÄÉÆÅÒÅÎÔÅÓȢȭ 
Uno de los más interesantes y originales matemáticos de todos los tiempos, Ramanujan 
trabajó (a menudo en colaboración con Hardy) en las funciones elípticas, fracciones continuas 
y series infinitas [MT]. Él sabía un asombroso número de curiosidades sobre números enteros, 
como el presente. 
¿Qué tiene que ver Ramanujan con la conjugación?  
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Nos encontraremos con un criterio simple para determinar cuando dos permutaciones (en 
Ὓ) son conjugadas (en Ὓ). 
 
Lema 6.3.2. Supongamos que ὪḊ ὛᴼὛ es un automorfismo interior. Si ὫᶰὛ es un 
producto disjunto de ciclos de longitud ὯȟȣȟὯ entonces ὪὫ es un producto disjunto de 
ciclos de longitud ὯȟȣȟὯ. 
 
En otras palabras, un automorfismo interior (es decir, ÃÏÎÊÕÇÁÃÉĕÎ  ȬÄÅÂÅ ÐÒÅÓÅÒÖÁÒ ÌÁ 
ÅÓÔÒÕÃÔÕÒÁ ÄÅ ÃÉÃÌÏȭȢ 
 
Demostración: Puesto que Ὢ es interior, sea la conjugación por algún elemento ὬᶰὛ, por 
decir  ὪὫ Ὤ ὫὬ, para todo ὫᶰὛ. Sea ὭὫᶰ ρȟȣȟὲ la imagen de Ὥɴ ρȟȣȟὲ bajo 
ὫᶰὛ. El lema es una consecuencia del siguiente cálculo simple: si ὭὫ Ὦ entonces, para 
todo Ὥ con ρ Ὥ ὲ, tenemos  
 

ὭὬ Ὤ ὫὬ ὮὬȢ   φȢρ 

 
En otras palabras, si Ὣ envía Ὥm Ὦ entonces Ὤ ὫὬ envía ὭὬm ὮὬ. Resulta que Ὣ y Ὤ ὫὬ 
tienen la estructura de ciclo. 
 
Teorema 6.3.1. Dos elementos ὫȟὫᴂɴ Ὓ son conjugados si y sólo si tienen la misma estructura 
de ciclo. 
 
Demostración: %Ì ÌÅÍÁ ÄÅÍÕÅÓÔÒÁ ÌÁ ÄÉÒÅÃÃÉĕÎ ȬÓĕÌÏ ÓÉȭ ÄÅ ÅÓÔÁ ÅÑÕÉÖÁÌÅÎÃÉÁȢ 3ÕÐÏÎÇÁÍÏÓ ÑÕÅ 
ὫȟὫᴂɴ Ὓ tienen la misma estructura de ciclo. Escribamos sus descomposiciones de ciclo 
disjuntas utilizando el orden lexicográfico (orden de diccionario) impuesto sobre las 
longitudes de los ciclos que ocurren en la descomposición: decimos 
 

Ὣ ὭȟȣȟὭ ὭȟȣȟὭ ȣ ὭȟȣȟὭ ȟ 
Ὣ ὭȟȣȟὭ ὭȟȣȟὭ ȣ ὭȟȣȟὭ ȟ 

 
donde ρ ὲ  ȣ ὲ ὲ y ὲ ὲ  ȣ ὲ. Elegir un ὬᶰὛ tal que ὬḊ ὭᵐὭᴂ, para 

todo Ὦ con ρ Ὦ ὲ. Entonces Ὣᴂ Ὤ ὫὬ, por (6.1). 
Una partición de ὲ es un ὶ-tupla, ὲȟȣȟὲ  de enteros positivos tal que ρ ὲ  ȣ ὲ ὲ 
y ὲ ὲ  ȣ ὲ. De los resultados anteriores, se sigue que cada clase de conjugación de Ὓ 
corresponde a una y solo una partición de ὲ. En particular, el número de clases de conjugación 
de Ὓ es igual al número ὴὲ de particiones distintas de ὲ. Una fórmula asintótica para este 
número fue encontrado por Srinivasa Ramanujan. Su fórmula es demasiado complicada para 
este trabajo, pero un caso especial de esta bella fórmula es la siguiente: 
 

ÌÉÍ
ᴼ

ÌÏÇὴὲ

Ѝὲ
“  Ȣ 

 

6.3.2 ... Y una guarnición de automorfismos, por favor 
 
A pesar de que no lo necesitamos aquí, el siguiente hecho es interesante, ya que ilustra que el 
grupo simétrico Ὓ desempeña un rol único en la familia de todos los grupos simétricos. 
Teorema 6.3.2. Si ὲ ςȟφ entonces el homomorfismo ‰Ḋ ὛᴼὃόὸὛ definido por 
‰Ὣ ὧ (donde ὧ es como en el Lema 6.3.1 anterior) es un isomorfismo: 
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Ὓ ḙὃόὸὛ . 

 
Si ὲ φ, entonces ȿὃόὸὛ ȿ ςϽȿὛȿȢ 
El ejemplo siguiente continúa la discusión de 5.6. 
 
Ejemplo 6.3.5. Cualquier permutación de las 6 diagonales del icosaedro, que puede ser 
considerado como un elemento de Ὓ , da lugar a una permutación del conjunto de 6 pentadas, 
que también puede ser considerada como un elemento de Ὓ . Esto da un mapeo 
 

ὪḊ ὛᴼὛȟ 
 
que es de hecho un homomorfismo. Este homomorfismo es inyectivo por lo que en realidad es 
un automorfismo. 
Sin embargo, un 2-ciclo en el conjunto de 6 diagonales (es decir, intercambiando exactamente 
2 diagonales) no induce un 2-ciclo en el conjunto de estas 6 pentadas. De hecho, un 2-ciclo 
en el conjunto de diagonales da lugar a un producto de tres 2-ciclos disjuntos en el conjunto 
de estas 6 pentadas. Por lo tanto, por el teorema anterior (que dice que un automorfismo 
interior debe preservar la estructura de ciclo), este automorfismo Ὢ no puede ser un 
automorfismo interior.  
 

6.4  Kernels son normales, algunos subgrupos no  
 
Sea ὪḊ Ὃ ᴼὋ un homomorfismo entre dos grupos. Sea ὯὩὶὪ ὫᶰὋ ȿ ὪὫ Ὡ ȟ 
 
donde Ὡ es el elemento  identidad de Ὃ. Este conjunto es llamado el kernel de Ὢ. 
 
Lema 6.4.1.  ὯὩὶὪ es un subgrupo de Ὃ. 
 
Ejemplo 6.4.1. Sea  ίὫὲḊ Ὓᴼ ρ el homomorfismo que se asocia con una permutación ya 
sea 1, si es par, o ρ, si es impar. Entonces ὃ ὯὩὶίὫὲṒὛ  . 
 
Las siguientes propiedades del kernel son útiles. 
 
Lema 6.4.2. Sea ὪḊ Ὃ ᴼὋ un homomorfismo entre dos grupos. 
 

(a)  El homomorfismo Ὢ es inyectivo si y sólo si  ὯὩὶὪ Ὡ . 
(b)  Si Ὣ pertenece al kernel y ὼ es cualquier elemento de Ὃ, entonces ὼ ϽὫϽὼ también 

debe pertenecer al kernel. 
Prueba: 
 

(a)  Que Ὢ es inyectiva si y sólo si ὪὫ ὪὫ  implica  Ὣ Ὣ (ὫȟὫ ᶰὋ). Notemos 
que ὪὫ ὪὫ  es verdad si y sólo si ὪὫϽὫ Ὡ. Si ὯὩὶὪ Ὡ  entonces 
ὪὫϽὫ Ὡ implica ὫϽὫ Ὡ, lo que implica que Ὣ Ὣ, lo que implica que 
Ὢ es inyectiva. 
Por lo tanto, si ὯὩὶὪ Ὡ  entonces Ὢ es inyectiva. Recíprocamente, si Ὢ es 
inyectiva entonces Ὢὼ ὪὩ Ὡ  implica ὼ Ὡ  ( ὼɴ Ὃ ). Esto implica 
ὯὩὶὪ Ὡ . 
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(b)  Multiplicar ambos lados de Ὡ ὪὫ a la izquierda por Ὢὼ  y a la derecha por 
Ὢὼ. Obtenemos 

Ὡ Ὢὼ ϽὩϽὪὼ Ὢὼ ϽὪὫϽὪὼ Ὢὼ ϽὫϽὼȟ  
como se deseaba. 
 
Definición 6.4.1. Sea Ὄ un subgrupo de Ὃ. Decimos que Ὄ es un subgrupo normal si, para cada 
ὫᶰὋ, Ὣ ϽὌϽὫ Ὄ (es decir, para cada ὫᶰὋ y cada ὬᶰὌ, Ὣ ϽὬϽὫ pertenece a Ὄ).  
 
Notación: A veces denotamos ȬὌ es un subgrupo normal de Ὃȭ por ὌẄὋ 
 

6.4.1 Ejemplos de subgrupos no-normales 
 
Hemos visto anteriormente que los ejemplos de subgrupos normales son fáciles de construir. 
Por ejemplo, el kernel de cualquier homomorfismo ὪḊὋᴼὌ es un subgrupo normal de Ὃ. 
Por ejemplo, el kernel del homomorfismo ίὫὲ es normal: ὃ ẄὛ (véase el Ejemplo 6.4.1).  
Más generalmente, si Ὃ es cualquier grupo entonces el subgrupo conmutador, Ὃᴂ, es un 
subgrupo normal de Ὃ. (El subgrupo conmutador de Ὓ es ὃ .) 
¿Qué pasa con los subgrupos no normales?  Ejemplos de subgrupos que no son normales, son 
fáciles de conseguir. 
 
Ejemplo 6.4.2. 
 

(a)  Si ὲ υ y Ὄ es cualquier subgrupo propio no trivial de ὃ  (por ejemplo, cualquier 
subgrupo cíclico no-trivial), entonces Ὄ no es normal en ὃ  (véase el Teorema 6.4.1 
más adelante). 

(b)  Todo subgrupo de Ὓ de orden 2  es no normal. 
 
Esto nos dice  los siguientes hechos.  
 

1. Cualquier subgrupo de Ὓ  distinto de sí mismo,  ὃ y el grupo trivial, no es normal. 
2. Cualquier subgrupo de Ὀ distinto de sí mismo, ὅ ộρȟςȟσȟτȟυỚ, y el grupo trivial, 

no es normal. 
 
Lema 6.4.3. Si ὪḊ Ὃ ᴼὋ es un homomorfismo entre dos grupos entonces ὯὩὶὪ es un 
subgrupo normal de Ὃ. 

 
6.4.2 El grupo alternante 
 
El siguiente resultado notable sobre el grupo alternante no será necesario para comprender la 
estructura del Cubo de Rubik. Sin embargo, el teorema siguiente es interesante por su relación 
con el hecho de (debido a Ruffini y Abel), que no podemos resolver el polinomio general de 
grado 5 o mayor usando radicales, es decir, que no existe el análogo a la fórmula cuadrática 
para polinomios de grado 5 o mayor. Al explicar esta conexión, por desgracia, nos llevaría 
demasiado lejos de nuestro tema principal. 
 
Teorema 6.4.1. Si ὢ tiene 5 elementos o más, entonces ὃ  no tiene subgrupos normales 
propios no triviales. En otras palabras, si ὌẄὃ es un subgrupo normal, entonces Ὄ ρ o 
bien Ὄ ὃ . 
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Esto no será demostrado aquí. (Para una demostración, véase, por ejemplo, [R] o [Ar], capítulo 
14.) 
Sin embargo, el siguiente hecho acerca del grupo alternante será necesario más adelante en 
nuestra determinación de la estructura del grupo Cubo de Rubik. Este hecho también se 
ÐÌÁÎÔÅĕ ÅÎ ÒÅÌÁÃÉĕÎ ÃÏÎ ÎÕÅÓÔÒÁ ÄÉÓÃÕÓÉĕÎ ÄÅ ÌÁÓ ȬÐÏÓÉÃÉÏÎÅÓ ÌÅÇÁÌÅÓȭ ÄÅÌ 0ÕÚÚÌÅ ρυ ÅÎ ÅÌ 

capítulo 2 (véase 2.1). 
  
Proposición 6.4.1. Sea Ὄ el subgrupo de Ὓ generado por todos los 3-ciclos en Ὓ, entonces 
Ὄ ὃ. 
 
Demostración: Puesto que ίὫὲḊ Ὓᴼ ρ es un homomorfismo, y dado que cualquier 3-
ciclo es par, cualquier producto de 3-ciclos también debe ser par. Por lo tanto,  ὌṒὃ. Si 
Ὣᶰὃ  entonces Ὣ debe intercambiar un número par de las desigualdades ρ ς  ȣ ὲ
ρ ὲ, por la Definición 1.1.1. Por lo tanto (ya que cualquier permutación puede escribirse 
como un producto de 2 ciclos, Teorema 1.4.1), Ὣ debe  componerse de permutaciones de la 
forma ὭȟὮὯȟὰ Ï ὭȟὮὮȟὯ. Pero  ὭȟὮὯȟὰ ὭȟὮȟὯ ὮȟὯȟὰ y ὭȟὮὮȟὯ ὭȟὮȟὯ. Por lo 
tanto, ὫᶰὌ. Esto implica  ὃ ṒὌ, por lo que  ὃ ὌȢ  
El siguiente resultado es muy útil para los fines del análisis de puzzles de permutación. 
 
Lema 6.4.4. ([W]) Sea ὢ un conjunto finito, ȿὢȿ σ y fijar όȟὺ, como elementos en X.  Entonces 
los 3 ciclos όȟὺȟὼ, cuando ὼ corre sobre todos los elementos de ὢ όȟὺ, generan ὃ . 
 
Este lema da una afirmación aún más fuerte que la afirmación anterior. Ahora, en lugar de que 
sea un único elemento fijo, hay dos elementos fijos y el grupo alternante  se sigue generando. 
 

6.5 Grupos cociente 
 
Uno de los hechos más útiles acerca de los subgrupos normales es el siguiente resultado/ 
definición. 
 
Lema 6.5.1. Si Ὄ es un subgrupo normal de Ὃ, entonces el espacio de clases laterales ὋȾὌ con 
la operación binaria, 

ὥὌϽὦὌ ὥὦὌȟ   ὥὌ ὥ Ὄȟ 
 

para todo ὥȟὦ pertenecientes a Ὃ, es un grupo. El elemento identidad de este grupo es la clase 
lateral trivial Ὄ. 
 
Este grupo ὋȾὌ es llamado el grupo cociente de Ὃ por Ὄ Ù ÅÓ Á ÖÅÃÅÓ ÐÒÏÎÕÎÃÉÁÄÏ ȬὋ mod Ὄȭ. 
Los textos más antiguos pueden utilizar ÌÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇþÁ ȬÇÒÕÐÏ ÆÁÃÔÏÒȭ ÅÎ ÌÕÇÁÒ ÄÅȢ %ÓÔÁ ÎÏÃÉĕÎȟ 
para un grupo abstracto, se introdujo por primera vez por Otto Hölder. En un principio 
comenzó preparándose para llegar a ser un ingeniero. Hölder hizo importantes 
contribuciones no sólo a la teoría de grupos, sino también a las series de Fourier. 
  

Recordar de 6.4.1 que el subgrupo conmutador es normal. Un ejemplo de un grupo cociente 
que surge de forma natural es llamado la Abelianización de Ὃ: el grupo cociente Ὃ ὋȾὋᴂ, 
donde Ὃᴂ ὋȟὋ denota el subgrupo conmutador. 
 
Ejemplo 6.5.1. Si ὪḊ Ὃ ᴼὋ es un homomorfismo entre dos grupos, entonces ὋȾὯὩὶὪ es 
un grupo cociente. 
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A continuación introducimos una primera idea importante enfatizada primero por E. Galois. 
Aunque Galois asistió a la escuela secundaria, tuvo problemas para entrar en el sistema 
universitario francés. Lamentablemente, en el momento en que entró al École Normale 
Supérieure en Noviembre de 1829,  él también comenzó a quedar atrapado en las actividades 
de la Revolución Francesa de 1830 que derrocó a Carlos X. Sus actividades políticas dieron 
lugar a su expulsión de la escuela en Diciembre de 1830. Aunque al parecer había sido un 
adolescente rebelde, esto sólo le frustraba aún más. Él murió en una pelea con otro Francés. 
 
El primer trabajo de Galois fue empezar a iluminar los bloques básicos de construcción de la 
colección de grupos finitos (es decir, el análogo de la idea de que los átomos son los bloques 
básicos de construcción de moléculas). Galois introdujo las ideas de los grupos solubles y 
subgrupos normales, en el contexto de los grupos de permutación. En términos generales, se 
puede decir que la construcción de los bloques básicos de grupos finitos son aquellos grupos 
que no tienen subgrupos normales propios no triviales. Intuitivamente, esto es porque un 
grupo cociente no trivial (por un subgrupo normal) está estrechamente relacionado con el 
grupo original pero mucho menor en tamaño (y por tanto tal vez sujeto a análisis por un 
argumento inductivo de algún tipo). Los bloques básicos de construcción son llamados grupos 
ȬÓÉÍÐÌÅÓȭȢ 
 
Definición 6.5.1. Un grupo simple es un grupo sin subgrupos normales propios además del 
subgrupo trivial ρ. 
 
Ejemplo 6.5.2. Si ὴ es un primo entonces ὅ  (el grupo cíclico de ὴ elementos) 

es simple. De hecho, si Ὃ es cualquier grupo que es tanto abeliano y simple entonces hay un  
primo ὴ tal que Ὃḙὅ . Si ὲ τ entonces ὃ  es simple (como se ha establecido  

anteriormente en el Teorema 6.4.1). Estos hechos son demostrados en [R]. 
 
Los grupos simples no son muy abundantes. De hecho, el primer grupo simple no-abeliano es 
de orden  60 (que es ὃ). 
El siguiente resultado básico describe el grupo cociente ὋȾὯὩὶὪ. 
 
Teorema 6.5.1. (Primer teorema de isomorfismos) Si ὪḊ Ὃ ᴼὋ es un homomorfismo entre 
dos grupos, entonces ὋȾὯὩὶὪes isomorfo a ὪὋ Ȣ 
 
Prueba:  ὯὩὶὪ es un subgrupo normal de Ὃ, por lo que ὋȾὯὩὶὪes un grupo. Debemos  
demostrar que este grupo es isomorfo al grupo ὪὋ . Definimos ‰Ḋ ὋȾὯὩὶὪᴼὪὋ  por 

‰ὫϽὯὩὶὪ ὪὫ, para ὫᶰὋ. Debemos demostrar 

(a)  ‰ está bien definida, 
(b)  ‰ es un homomorfismo, 
(c)  ‰ es una biyección. 

 
Si ὫϽὯὩὶὪ ὫᴂϽὯὩὶὪ, entonces Ὣ Ὣᴂɴ ὯὩὶὪ, ya que ὯὩὶὪ es un grupo. Esto implica 

que ὪὫ ὫᴂᶰὪὯὩὶὪ ρ, por lo que ὪὫ ὪὫᴂȢ %ÓÔÏ ÉÍÐÌÉÃÁ ʒ ÅÓÔÜ ÂÉÅÎ ÄÅÆÉÎÉÄÁȢ 

Dado que ὯὩὶὪes normal, ὫϽὯὩὶὪ ὫᴂϽὯὩὶὪ ὫὫᴂὫᴂ ϽὯὩὶὪὫᴂὯὩὶὪ ὫὫᴂϽ

ὯὩὶὪ. Por lo tanto ‰ ὫϽὯὩὶὪ ὫᴂϽὯὩὶὪ ‰ὫὫᴂϽὯὩὶὪ ὪὫὫᴂ ὪὫὪὫᴂ

‰ὫϽὯὩὶὪ ‰ὫᴂϽὯὩὶὪ , para todo ὫȟὫᴂɴ Ὃ. Esto implica que ‰ es un homomorfismo. 

Es claro que  ‰ es sobreyectiva. Para demostrar que ‰ es una biyección, basta probar que ‰ es 

inyectiva. Supongamos que ‰ὫϽὯὩὶὪ ‰ὫᴂϽὯὩὶὪ , para algunos ὫȟὫᴂɴ Ὃ. Entonces 
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ὪὫ ὪὫᴂ, por lo que ὪὫ Ὣᴂ ρ. Por definición del kernel, esto implica que 
Ὣ Ὣᴂɴ ὯὩὶὪ, por lo que ὫϽὯὩὶὪ ὫᴂϽὯὩὶὪ. Esto implica que ‰ es inyectiva. 
 
Los otros teoremas de isomorfismo no serán necesarios pero los establecemos para ayudar a  
ilustrar la utilidad de la noción de normalidad. 
 
Teorema 6.5.2. (Segundo Teorema de isomorfismos) Si Ὄ, ὔ son subgrupos de un grupo Ὃ y si 
ὔ es normal, entonces 
 

(a)  Ὄ᷊ὔ es normal en Ὄ, 
(b)  existe un isomorfismo 

ὌȾὌ᷊ὔ ḙὔὌȾὔȢ 
 
Teorema 6.5.3. (Tercer Teorema de isomorfismos) Si ὔ, ὔ son subgrupos de un grupo Ὃ, si 
ὔ Ṓὔ, y si ὔ y ὔ son normales entonces 
 

(a)  ὔȾὔ es normal en ὋȾὔ, 
(b)  existe un isomorfismo 

ὋȾὔ ȾὔȾὔ ḙὋȾὔȢ 
 
No vamos a probar estos resultados aquí, ver [G] o [R]. Estos se deben a Emmy Noether 
(1882-1935), una de las primeras mujeres en obtener un doctorado en matemáticas en 
Alemania. A pesar de su gran talento, el hecho de que fuera judía y mujer hizo su progreso en 
matemáticas difícil. D. Hilbert y F. Klein, dos de los matemáticos más importantes del mundo 
en ese momento, la apoyaron y ella llevó a cabo la investigación y la docencia en la 
Universidad de Göttingen hasta que los nazis llegaron al poder en la década de 1930. Ella se 
fue para el Bryn Mawr College en los E.U pero murió unos años más tarde. Ella hizo muchas 
contribuciones muy importantes al álgebra moderna. 
 

6.6 Incursionando en productos directos 
 
Dados dos enteros ὲ y ὲ, siempre podemos formar otro a partir ellos, usando multiplicación, 
denotado ὲὲ. Análogamente, dados dos grupos Ὄ y Ὄ, siempre podemos formar otro 
grupo a partir de ellos usando la construcción del producto cartesiano, que se denota Ὄ Ὄ. 
 
Definición 6.6.1. Sean Ὄ, Ὄ dos subgrupos. Decimos que un grupo Ὃ es el producto directo de 
Ὄ con Ὄ, se escribe  Ὃ Ὄ Ὄ, si 
 

(a)  Ὃ Ὄ Ὄ  (producto cartesiano, como conjuntos), 
(b)  la operación de grupo en Ὃ ÅÓÔÜ ÄÁÄÁ ȬÃÏÏÒÄÅÎÁÄÁ Á ÃÏÏÒÄÅÎÁÄÁȭ ÄÅÎÏÔÁÒÅÍÏÓ Ȭ Ͻ ȭ por 

simplicidad): 
ὼȟώ Ͻὼȟώ ὼϽὼȟώϽώ ȟ 

 
para  ὼȟὼᶰὌȟ ώȟώᶰὌ  (donde · denota multiplicación en  Ὄ, Ὄ, y Ὃ). 
 
Ejemplo 6.6.1. Sea Ὃ (como un conjunto) el producto cartesiano Ὃ ὅ ὅ , donde ὅ denota 
el grupo cíclico de orden ὲ (con adición άέὨ ὲ como la operación, ὲ ςȟσ). Definimos 
adición en Ὃ coordenada a coordenada (άέὨ 2 en la primera coordenada, άέὨ 3 en la 
segunda coordenada):  

ά ȟὲ άȟὲ ά άȟὲ ὲ ȟ 
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donde π ά ρȟπ ὲ ςȟ  para Ὥ ρȟςȟὮ ρȟς. 

 
Ejemplo 6.6.2. El grupo simétrico ὕ del octaedro es isomorfo a  Ὓ ὅ. El grupo simétrico Ὅ 
del icosaedro es isomorfo a ὃ ὅ. (Este no es isomorfo a  Ὓ, a pesar del hecho de que 
ambos tienen el mismo número de elementos y que ambos contienen a ὃ como un subgrupo 
normal.) 
 
6.6.1 Primer teorema fundamental de la teoría del cubo 
 
El siguiente hecho básico se utiliza implícitamente en algunos de los ejemplos que siguen. 
Con frecuencia se necesita el siguiente hecho. 
 
Teorema 6.6.1. Comenzando con un cubo resuelto, etiquetemos las siguientes caras con 
ÕÎ Ȭȭ invisible ÅÓ ÄÅÃÉÒȟ ÍÁÒÃÁÒ ÌÁ ÐÏÓÉÃÉĕÎ ÅÓÐÁÃÉÁÌ ÄÅ ÌÁ ÃÁÒÁ ÅÎ ÅÌ ÃÕÂÏ ÃÏÎ ÕÎ Ȭȭ): 
 
¶ Cara Ὗ del subcubo arista όὪ. 
¶ Cara Ὗ del subcubo arista  όὶ. 
¶ Cara Ὂ del subcubo arista Ὢὶ. 
Entonces todas las caritas pueden obtenerse a partir de estos por un movimiento del 
grupo slice. 

 
Etiquetemos las caras Ὗ y Ὀ ÄÅ ÃÁÄÁ ÓÕÂÃÕÂÏ ÅÓÑÕÉÎÁ ÃÏÎ ÕÎ Ȭȭ invisibleȢ %ÓÔÏÓ ÓÉÇÎÏÓ Ȭȭ son 
llamados las marcas de referencia estándar. Cada movimiento Ὣ del Cubo de Rubik produce 
ÕÎÁ ÎÕÅÖÁ ÃÏÌÅÃÃÉĕÎ ÄÅ ÅÔÉÑÕÅÔÁÓ Ȭȭ, llamadas las marcas en relación a ▌. Una posición de 
Cubo de Rubik está determinada por el siguiente proceso de decisión: 
 

(a)  ¿Cómo están permutados los subcubos arista? 
(b)   ¿Cómo están permutados los subcubos centro? 
(c)  ¿Cómo  están permutados los subcubos esquina? 
(d)  ¿Cuál de las marcas relativas arista están volteadas (relativa a las marcas de 

referencia estándar)? 
(e)  ¿Cuál de las marcas relativas esquina  son rotadas desde las marcas de referencia 

estándar y, en caso afirmativo, por cuánto son rotadas (ς“Ⱦσ  Ï  τ“Ⱦσ radianes en 
sentido horario, relativa a las marcas de referencia estándar)? 

 
Esto es etiquetado como un teorema, debido a su importancia relativa para nosotros, ¡no 
debido a su dificultad! Este es el Primer Teorema Fundamental de la teoría del Cubo de Rubik.  
 
6.6.2 Ejemplo: giros y flips del cubo 
 
Recordamos una notación: 
 
¶ ὢ es el conjunto de las 48 caritas del Cubo de Rubik que no son caritas centrales. 
¶ ὠ denota el subconjunto de las caritas que pertenecen a algún subcubo esquina. 
¶ Ὁ es el subconjunto de las caritas que pertenecen a algún subcubo arista. 
¶ Sea Ὃ el grupo Cubo de Rubik. 
¶ Sea Ὂ el grupo generado por todos los movimientos del grupo Cubo de Rubik que no 

permutan cualesquiera subcubos esquina o arista pero puede girarlos o voltearlos. 
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¶ Sean ὛȟὛȟὛ, los grupos simétricos de ὢȟὠȟὉ, respectivamente. Podemos considerar 
a ὊȟὋ, como subgrupos de Ὓ. También podemos considerar a ὛȟὛ como subgrupos 
de Ὓ (por ejemplo, Ὓ es el subgrupo de Ὓ que deja todos los elementos de Ὁ fijos). 

¶ Sea 
Ὃ Ὓ᷊Ὃȟ Ὃ Ὓ᷊Ὃȟ Ὂ Ὓ᷊Ὂȟ Ὂ Ὓ᷊ὊȢ 

 
Notar que la acción de Ὃ sobre ὢ induce una relación de equivalencia como sigue: decimos 
que una cara Ὢ es equivalente a una cara Ὢ si hay un movimiento del Cubo de Rubik que envía 
una cara a la otra. Hay exactamente dos clases de equivalencia, o órbitas, de Ὃ en ὢ: a saber, ὠ 
y Ὁ. En particular, la acción de Ὃ en ὠ es transitiva y la acción de Ὃ en Ὁ es transitiva. Por otro 
lado, Ὂ deja a cada vértice (respectivamente, arista) fijo, aunque puede permutar la cara 
esquina  (respectivamente, cara arista) asociados a un vértice (respectivamente, arista). 
 

6.6.3 Ejemplo: el grupo slice del cubo 
 
Vale la pena estudiar un subgrupo del grupo Cubo de Rubik que es más fácil de analizar que el 
grupo Cubo de Rubik en sí mismo. Parte del siguiente material  también se puede encontrar en 
[BH], [Si]. 
 
Sea Ὄ el grupo ộὓ ȟὓ ȟὓ Ớ generado por los movimientos de los cortes medios. Este grupo 
es llamado el ȬÇÒÕÐÏ sliceȭȢ 3ÅÁ Ὁ el conjunto de aristas del cubo (que identificamos con el 
conjunto de subcubos arista), sea ὅ el conjunto de caras centrales del cubo, y sea ὢ Ὁ᷾ὅ. 
Note que  Ὄ actúa sobre ὢ y que Ὄ no mueve los elementos de ὅ (es decir, los vértices esquina 
del cubo). 
 
Problema 6.6.1. 
 

(a)  ¿Es la acción de Ὄ sobre ὢ transitiva? 
(b)  ¿Es la acción de Ὄ sobre ὅ transitiva? 
(c)  ¿Es la acción de Ὄ sobre Ὁ transitiva? 

 
Solución: La respuesta para (a) es no, por ejemplo, un subcubo arista no se puede enviar a una 
cara centro. En consecuencia, hay elementos de ὢ que no pueden ser enviados a cada uno por 
un elemento de Ὄ. La respuesta para (b) es sí; cualquier cara centro puede ser enviada a 
cualquier otra cara centro por un elemento de Ὄ. La respuesta para (c) es no, por ejemplo, el 
subcubo arista όὪ no puede ser enviado al subcubo arista όὶ por un movimiento slice, por lo 
que hay un elemento de Ὁ que no se puede enviar a cualquier otro elemento de Ὁ por un 
elemento de Ὄ. Esto completa la solución. 
,Á ÒÅÓÐÕÅÓÔÁ ÄÅ ȬÎÏȭ Á Ã  ÌÌÅÖÁ Á ÌÁ ÓÉÇÕÉÅÎÔÅ ÐÒÅÇÕÎÔÁȢ 
 
Problema 6.6.2. ¿Cuáles son las órbitas de Ὄ sobre Ὁ? 
 
Solución: La respuesta se puede expresar de varias maneras, supongamos que llamamos a dos 
subcubos arista equivalentes si uno puede ser enviado al otro por un movimiento slice (es 
decir, un elemento de Ὄ). Hay 3 clases de equivalencia disjuntas: todos los subcubos del corte 
medio Ὑὒ (el corte entre las caras Ὑ Ù ὒ) son equivalentes, todos los subcubos del corte medio 
Ὂὄ (el corte entre las caras Ὂ Ù ὄ) son equivalentes, y todos los subcubos del corte medio ὟὈ 
(el corte entre las caras Ὗ Ù Ὀ)  son equivalentes. Las órbitas distintas de Ὄ que actúan sobre 
Ὁ son las siguientes: 
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¶ el corte medio Ὑὒ (el corte entre las caras Ὑ Ù ὒ), denotado por Ὁ , 
¶ el corte medio Ὂὄ(el corte entre las caras Ὂ Ù ὄ), denotado por Ὁ , 
¶ el corte medio ὟὈ ÅÌ ÃÏÒÔÅ ÅÎÔÒÅ ÌÁÓ ÃÁÒÁÓ Ὗ Ù Ὀ , denotado por Ὁ . 

 
Notar que  Ὁ Ὁ ᷾Ὁ ᷾Ὁ , es una partición de Ὁ en las distintas clases de equivalencia 
definidas por la acción de Ὄ sobre Ὁ. Esto completa la solución. 
Cada elemento de Ὄ determina un elemento en Ὓ. Tenemos un homomorfismo 
 

ὪḊὌᴼὛȢ 
 
Esta es otra manera de decir que Ὄ actúa sobre el conjunto ὢ, que ya sabemos. 
Notar que cada movimiento slice básico ὓ (de este modo ὓ es ὓ , ὓ  o ὓ ) es, como un 
elemento de Ὓ, de la siguiente forma: 
 

ὓ τ ὧὭὧὰέ Ὡὲ Ὓ τ ὧὭὧὰέ Ὡὲ Ὓ  
 
Recíprocamente, ¿un elemento de Ὓ determina de forma única un elemento de Ὄ? En otras 
palabras, ¿es Ὢ inyectiva? 
 
Para responder a esto, fijemos un Ὤɴ Ὄ y pensemos en lo que ὪὬ nos dice: ὪὬ nos dice 
que un subcubo se mueve a otro subcubo, pero no nos dice, por ejemplo, cómo un subcubo se 
voltea o gira. 
El primer teorema fundamental del cubo (Teorema 6.6.1.)  inspira la siguiente pregunta.  
 
Problema 6.6.3. ¿Puede un elemento de Ὄ voltear (invertir los colores de un subcubo arista), 
pero no permutar, un subcubo arista (y,  posiblemente, permutar o voltear otros subcubos del 
cubo)? 
 
Solución: La respuesta es no. La razón es que los movimientos slice sólo pueden rotar un 
subcubo arista dado dentro del segmento slice al que pertenece. Esto completa la solución. 
De ello se deduce, por tanto, que las permutaciones de los subcubos arista y centrales 
determinan un único elemento del grupo slice. En otras palabras, hemos demostrado lo 
siguiente 
 
Proposición 6.6.1. El homomorfismo ὪḊὌᴼὛ es inyectivo. 
 
Problema 6.6.4. ¡El análogo de esto para el grupo Cubo de Rubik es falso! ¿Por qué? 
 
Ὄ actúa sobre el conjunto Ὁ , así que tenemos un homomorfismo 
 

ὶ ḊὌᴼὛ  

 
y de manera similar, ὶ ḊὌᴼὛ  ὶ ḊὌᴼὛ . 

Ὄ actúa sobre  cada uno de los conjuntos Ὁ y ὅ, así que tenemos homomorfismos 
 

ὶ ὶ ὶ ὶ ḊὌᴼὛ  Ὓ  Ὓ ṒὛȟίḊὌᴼὛ, 

 
que podemos poner juntos para obtener un homomorfismo inyectivo 
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ὶ ί ὌᴼὛ  Ὓ  Ὓ  Ὓ Ȣ 

 
Para determinar Ὄ, determinemos la imagen de Ὄ en Ὓ  Ὓ  Ὓ  Ὓ. Para hacer 

esto, primero miraremos la imagen de Ὄ en cada uno de Ὓ ȟὛ   Ù  Ὓ . 

Esto es bastante fácil: 
 
Ɇ ÌÁ ÉÍÁÇÅÎ ÄÅ Ὄ en Ὓ  es ộὓ Ớḙὅ, 

Ɇ ÌÁ ÉÍÁÇÅÎ ÄÅ Ὄ en Ὓ  es ộὓ Ớḙὅ, 

Ɇ ÌÁ ÉÍÁÇÅÎ ÄÅ Ὄ en Ὓ  es ộὓ Ớḙὅ. 

 
Más tarde, se quiere pensar en ὅ como πȟρȟςȟσ, con adición mod 4, y la imagen de un 
elemento ὬᶰὌ bajo uno de los homomorfismos anteriores, ὶ ḊὌᴼὛ , digamos, como un 

número entero π ὶ Ὤ σ. 
A continuación, debemos determinar la imagen de Ὄ en Ὓ. Esto es fácil si se mira en el camino 
correcto. En cuanto a los movimientos de las caras centro se refiere, los movimientos slice 
pueden ser sustituidos por sus rotaciones correspondientes de todo el cubo alrededor de un 
eje de simetría. En este caso, podemos ver que la imagen de Ὄ en Ὓ es la misma que la imagen 
del grupo simétrico ¡que preserva la orientación del cubo! Esto lo sabemos, por la discusión en 
el Ejemplo 6.3.3, anterior, es isomorfo a Ὓ. 
 
Juntando todo, vemos que la imagen de Ὄ en Ὓ  Ὓ  Ὓ  Ὓ es isomorfa a un 

subgrupo de ὅ ὛȢ 
 
Podemos representar los elementos de Ὄ, por lo tanto, como 4-tuplas ὬȟὬȟὬȟὬ , con 
ὬȟὬȟὬ ᶰὅ ώ ὬᶰὛ. Puesto que cada uno de los movimientos generadores de Ὄ (a saber, 
ὓ ȟὓ ȟÙ ὓ ) satisfacen 

ίὫὲὶὬ ίὫὲίὬ ȟ 
 
para todo Ὤɴ Ὄ, la imagen de Ὄ no puede ser todo ὅ Ὓ. 
 
Proposición 6.6.2. La imagen de Ὄ en ὅ Ὓ es isomorfa al kernel del mapeo 
 

ὸḊ ὅ Ὓᴼ ρ 
ὬȟὬȟὬȟὬ ᵐίὫὲὬ ϽίὫὲὬ ϽίὫὲὬ ϽίὫὲὬ , 

 
donde cada ίὫὲ es el signo de la permutación, considerado como un elemento de Ὓ. 
 
Problema 6.6.5. Demuestre que ȿὯὩὶὸȿ τϽτȦȾς χφψ. 
 
Solución: Hemos demostrado que Ὄ es isomorfo a un subgrupo de ὅ Ὓ. De hecho, sabemos 
que los movimientos slice básicos ὓ ȟὓ ȟὓ  (que generan Ὄ) todos pertenecen al kernel de 
ὸ, por lo que Ὄ es isomorfo a un subgrupo del ὯὩὶὸṒὅ Ὓ. 
Queda por demostrar que cada elemento en el ὯὩὶὸpertenece a Ὄ. Para ello, consideramos el 
homomorfismo de proyección 

ὴḊ ὌᴼὛ 
 

obtenido por composición de homomorfismos  ὶ ίḊ Ὄᴼὅ Ὓ construido anteriormente 
con el homomorfismo de proyección ὅ ὛᴼὛ. Hemos demostrado que ὴ es sobreyectiva. 
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Nuestro próximo objetivo es calcular el kernel de ὴ y utilizar el primer teorema de 
isomorfismos para determinar Ὄ. 
Afirmación: El kernel de ὴ es 
 

ὯὩὶὴ Ὤɴ Ὄ ȿ ίὬ ρȟὶ Ὤ ὶ Ὤ ὶ Ὤḳπ ÍÏÄ ς Ȣ 
 

Nótese que ὯὩὶὴ es un subgrupo de Ὄ por lo que el signo de la permutación ίὬ es igual al 
signo de la permutación ὶὬ: 
 

ίὫὲίὬ ίὫὲὶὬ ίὫὲὶ Ὤ ϽίὫὲὶ Ὤ ϽίὫὲὶ Ὤ Ȣ 
 
Esto implica que  ὯὩὶὴṒ Ὤɴ Ὄ ȿ ίὬ ρȟὶ Ὤ ὶ Ὤ ὶ Ὤḳπ ÍÏÄ ς Ȣ 
 
Recíprocamente, elegimos un ὬᶰὌ  tal que  ίὬ ρ  Ù  ὶ Ὤ ὶ Ὤ ὶ Ὤḳ
π ÍÏÄ ς. Podemos representar este elemento Ὤ como una 4-tupla ὲȟὲȟὲȟί, con 
π ὲȟὲȟὲ σ y ί ρɴ Ὓ. 
Por ejemplo, 
 
¶ el elemento ὓ ὓ Ͻὓ Ͻὓ Ͻὓ  es representado por la 4-tupla ρȟρȟπȟρ, 
¶ el elemento ὓ ὓ Ͻὓ Ͻὓ Ͻὓ  es representado por la 4-tupla πȟρȟρȟρ, 
¶ el elemento ὓ ὓ Ͻὓ Ͻὓ Ͻὓ Ͻὓ Ͻὓ Ͻὓ Ͻὓ  es representado por la 4-

tupla πȟπȟςȟρ. 
 
Estos elementos generan todos los elementos del grupo 
 

ὥȟὦȟὧȟρ ȿ ὥȟὦȟὧɴ ὅȟὥ ὦ ὧḳπ ÍÏÄ ς  
Nótese que el grupo 
 

ὥȟὦȟὧ ȿ ὥȟὦȟὧɴ ὅȟὥ ὦ ὧḳπ ÍÏÄ ς  
 
es decir, a su vez, el kernel del mapeo ὅ ᴼὅ dado por ὥȟὦȟὧᵐὥ ὦ ὧḳπ ÍÏÄ ς.  
 
Por lo tanto, el elemento Ὤ ÅÌÅÇÉÄÏ ÁÎÔÅÒÉÏÒÍÅÎÔÅ ÄÅÂÅ ÓÅÒ ÅØÐÒÅÓÁÂÌÅ ÃÏÍÏ ÕÎÁ ȬÐÁÌÁÂÒÁȭ ÅÎ 
estos tres elementos ὓȟὓȟὓ . Esto demuestra que 
 

ὬᶰὌ ȿ ίὬ ρȟὶ Ὤ ὶ Ὤ ὶ Ὤḳπ ÍÏÄ ς ṒὯὩὶὴ, 
 
lo que implica la afirmación. 
Para resumir lo que tenemos hasta ahora: tenemos un homomorfismo sobreyectivo 
ὴḊὌᴼὛ con el kernel Ὤɴ Ὄ ȿ ίὬ ρȟὶ Ὤ ὶ Ὤ ὶ Ὤḳπ ÍÏÄ ς . El kernel 
tiene ȿὯὩὶὴȿ σς elementos y la imagen tiene ȿὭάὴȿ ȿὛȿ τȦ ςτ elementos. Dado 
que, por el primer teorema de isomorfismos, 
 

ὌȾὯὩὶὴḙὛ , 
 
tenemos que ȿὌȿ σςϽςτ χφψ. Pero el kernel del homomorfismo ὸḊ ὅ Ὓᴼ ρ, que 
sabemos que contiene Ὄ como un subgrupo, también tiene 768 elementos. Esto obliga a que 
Ὤ ὯὩὶὸ. Esto completa la solución. 
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6.7 Una mezcla heterogénea de productos semi-directos 
 
0ÁÒÁ ȬÃÏÎÓÔÒÕÉÒ ÄÅ ÆÏÒÍÁ ÅØÐÌþÃÉÔÁȭ ÅÌ ÇÒÕÐÏ #ÕÂÏ ÄÅ 2ÕÂÉËȟ ÎÅÃÅÓÉÔÁÍÏÓ ÓÁÂÅÒ ÃĕÍÏ ÃÏÎÓÔÒÕÉÒ 
productos semi-directos. Estudiamos productos semi-directos en esta sección. 
Un producto semi-directo es un tipo específico de construcción, más general que el producto 
directo, de un nuevo grupo, Ὃ, a partir de dos grupos, Ὄ y Ὄ, con ciertas propiedades. Es a su 
vez que  Ὄ y Ὄ serán subgrupos de Ὃ. 
Si un grupo Ὃ contiene dos subgrupos Ὄ  y Ὄ, con Ὄ ẄὋ normal, tal que cada elemento de 
Ὃ puede ser escrito de manera única como un producto ὬὬ, con Ὤ ᶰὌ  y Ὤ ᶰὌ entonces 
decimos que Ὃ es el producto semi-directo de Ὄ y Ὄ. En esta situación, Ὄ es llamado un 
complemento de Ὄ. En esta sección, veremos otra manera de expresar un producto semi-
directo. Más adelante, veremos que el grupo Cubo de Rubik puede ser descrito usando 
productos semi-directos. 
 
Definición 6.7.1. Ahora supongamos que ὌȟὌ son ambos subgrupos de un grupo Ὃ. Decimos 
que Ὃ es el producto semi-directo de Ὄ por Ὄ, y escribimos 
 

Ὃ Ὄ ẞὌ 
si 
¶ Ὃ Ὄ ϽὌ, 
¶ Ὄ Ù Ὄ sólo tienen 1, la identidad de Ὃ, en común, 
¶ Ὄ es normal en Ὃ.  

%ÓÔÁ ÅÓ ÌÁ ȬÖÅÒÓÉĕÎ ÉÎÔÅÒÎÁȭ ÄÅÌ ÐÒÏÄÕÃÔÏ semi-directo. 
 
Por supuesto, si definimos cualquier cosa usando dos definiciones aparentemente diferentes,  
¡sería mejor estar seguro de que son equivalentes! Este es el Teorema 7.23 en [R], que no  
demostraremos aquí. 
Nótese que la regla de multiplicación en Ὃ no tiene que ser mencionada ya que estamos 
suponiendo aquí que Ὃ está dado. 
,Á ȬÖÅÒÓÉĕÎ ÅØÔÅÒÎÁȭ ÅÓÔÜ ÄÅÆÉÎÉÄÁ ÐÏÒ ÕÎÁ ÃÏÎÓÔÒÕÃÃÉĕÎ ÃÏÍÏ ÓÉÇÕÅȡ 
 
Definición 6.7.2. Supongamos que tenemos un homomorfismo ‰Ḋ Ὄ ᴼὃόὸὌ  
 
Definimos la multiplicación sobre el conjunto Ὄ Ὄ por 
  

ὼȟώ Ͻὼȟώ ὼϽ‰ώ ὼ ȟ ώϽώ Ȣ 
 
Esto define una operación de grupo. Este grupo, denotado por Ὄ ẞ Ὄ, es el producto semi-

directo (externo) . 
 
Estas dos últimas definiciones son equivalentes por los Teoremas 7.22-7.23 en [R]. 
Como un conjunto, Ὄ ẞὌ es simplemente el producto cartesiano Ὄ Ὄ. 
 
Ejemplo 6.7.1. Sea ᴙ  el producto directo del grupo aditivo de los números reales con sí 
mismo: 

ᴙ ὼȟώ ȿ ὼȟώ ÒÅÁÌÅÓ 
 

la operación de grupo se realiza sumando componente a componente. Sea ὅ el grupo cíclico 
multiplicativo con 2 elementos, cuyos elementos escribimos como ὅ ρȟί. (Podemos 
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pensar en ί como igual a ρ pero hay una razón para esta notación la cual se aclarará pronto.) 
Definamos una acción de ὅ sobre ᴙ  por 
 

ρὼȟώ ὼȟώȟ       ίὼȟώ ώȟὼȟ        ὼȟώᶰᴙ   
 
Sea Ὃ el conjunto Ὃ ᴙ ὅ. 
 
Definamos la operación binaria  Ͻ : Ὃ ὋᴼὋ  por 
 

Ὣȟᾀ ϽὫȟᾀ Ὣ ᾀ Ὣ ȟ ᾀϽᾀ ȟ 
 
para todo ὫȟὫ ᶰὋ y todo ᾀȟᾀᶰὅ. Este es un grupo-el producto semi-directo de ᴙ  con 
ὅ.  
Para ver esto, debemos responder algunas preguntas: 
 
¶  ¿es cerrado bajo la operación? Sí 
¶ ¿existencia de la identidad? Sí, Ὡ πȟπȟρ 

¶ ¿existencia del inverso? Sí, ὼȟώȟρ ὼȟώȟρȟÙ  ὼȟώȟί ώȟὼȟί 

¶ ¿es asociativo? Esto es lo difícil: 
 

Ὣȟᾀ ϽὫȟᾀ ϽὫȟᾀ Ὣ ᾀ Ὣ ȟ ᾀϽᾀ ϽὫȟᾀ  

Ὣ ᾀ Ὣ  ᾀϽᾀ Ὣȟ ᾀϽᾀ Ͻᾀ  

Ὣȟᾀ Ͻ Ὣȟᾀ ϽὫȟᾀ Ὣȟᾀ ϽὫ ᾀ Ὣ ȟ ᾀϽᾀ  

Ὣ ᾀ Ὣ ᾀ ᾀ Ὣ ȟ ᾀϽ ᾀϽᾀ  

 
Esto implica la asociatividad. 
 
Ejemplo  6.7.2. Sea 
 

Ὓ ρȟίȟίȟίϽίȟίϽίȟίϽίϽίȟ Ὄ ρȟίȟίϽίϽίȟ Ὄ ρȟίȢ 
 
Sea  ‰Ḋ Ὄ ᴼὃόὸὌ   definida por 
 

‰ρ ρ (el automorfismo identidad) 
‰ί Ὤ ί ϽὬϽί ίϽὬϽί 

 
 (dado que ί ί),  ὬᶰὌ. 
 
Denota el producto semi-directo (externo) de Ὄ, Ὄ por Ὃ Ὄ ẞ Ὄ. 

 
Por supuesto, hay una estrecha relación entre productos semi-directos definidos 
internamente y los definidos externamente. El siguiente lema es probado en [R], explica esta 
conexión: 
 
Lema 6.7.1. Si Ὃ es el producto semi-directo (interno) de Ὄ por Ὄ (por lo que Ὄ es un 
subgrupo normal de Ὃ), entonces hay un homomorfismo 
 

‰Ḋ Ὄ ᴼὃόὸὌ  
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tal que ὋḙὌ ẞ Ὄ . 

 
Ejemplo 6.7.3. Sea ὅ el grupo cíclico de orden Ὠ, el cual podemos considerar como un 
conjunto ὅ πȟρȟȣȟὨ ρ, con la adición mod Ὠ. Sea ὔ ὅ, que consideramos como el 
grupo de  ὲ-vectores con ȬÃÏÅÆÉÃÉÅÎÔÅÓ ÅÎ ὅȭȢ 3ÅÁ Ὄ Ὓ el grupo simétrico de grado ὲ, es 
decir, el grupo de todas las permutaciones 
 

ὴḊ ρȟςȟȣȟὲᴼ ρȟςȟȣȟὲȢ 
 
El grupo Ὄ actúa sobre ὔ permutando los índices, es decir, las coordenadas de los vectores. 
Para ὪᶰὛ, definimos Ὢz Ḋ ὅ ᴼὅ por  
 
Ὢz ὺ ὼ ȟȣȟὼ ὖὪ ὺȟ    ὺ ὼȟȣȟὼ ᶰὅȟ                               φȢς 

donde ὖὫ  es la matriz permutación asociada a una permutación Ὣ y ὺ denota la 
transpuesta (un vector columna) de ὺ. Ahora, para ὴȟήᶰὛ y ὺȟύᶰὅ definamos 
 

ὴȟὺϽήȟύ ὴήȟύ ήz ὺ  

 
Esto define un producto semi-directo ὅ ẞὛ, el grupo simétrico generalizado. Una matriz 
monomio es una matriz que contiene exactamente un no-cero de entrada para cada fila y 
columna. (Se sabe que ὅ ẞὛ es isomorfo al grupo de toÄÏÓ ÌÏÓ Ȭὅ-valores matrices 
monomios ὲ ὲȭȟ 2 ȟ ÅÊÅÒÃÉÃÉÏ χȢσσȢ 
 

6.8  Productos corona 
 
Haremos una inspección a los hechos básicos acerca de los productos corona. Productos 
Corona son generalizaciones de productos semi-directos. Ocurren de forma natural en la 
teoría del grupo Cubo de Rubik (ver [Si], por ejemplo). Seré breve porque los productos 
corona que ocurren en la teoría del Cubo de Rubik puede ser, si lo desea, reformulados en 
términos de productos semi-directos. De hecho, es suficiente para considerar grupos 
simétricos generalizados (véase el Teorema 6.8.1 a continuación), que son aún más fáciles de 
tratar y ellos mismos son tipos especiales de productos semi-directos. 
Sea Ὃ un grupo, y sea Ὃ un grupo que actúa sobre un conjunto finito ὢ. Fijemos un 

etiquetado de ὢ digamos ὢ ὬȟὬȟȣȟὬ , donde ά ȿὢȿ y sea Ὃ  el producto directo 

de Ὃ consigo mismo ά veces, con las coordenadas etiquetadas por los elementos de ὢ. 
 
Definición 6.8.1. El producto corona de Ὃȟ Ὃ, es el grupo 
 

Ὃ ×Ò Ὃ Ὃ ẞὋȟ 

 

donde la acción de Ὃ sobre Ὃ  es a través de su acción sobre ὢ. 

 
En particular, para cada ὸɴ Ὃ ×Ò Ὃ hay un Ὣ ᶰὋ. Denotamos esta proyección por 
Ὣ ὴὶὸ. Definamos la base del producto corona por 
 

ὄ ὸɴ Ὃ ×Ò Ὃ ȿ ὴὶὸ ρ 
 

por lo que ὄ Ὃ . 
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Ejemplo 6.8.1. Sea ᴙ  el producto directo del grupo aditivo de los números reales consigo 
mismo ὲ veces. La operación de grupo en ᴙ  es adición componente a componente. Sea Ὓ el 
grupo simétrico. Este actúa sobre ᴙ  permutando coordenadas como en (6,2). Esta acción 
respeta la adición: 

ὶz ὼ ώȟȣȟὼ ώ ὶz ὼȟȣȟὼ ὶz ώȟȣȟώ ȟ 
 

ὼȟȣȟὼ ȟώȟȣȟώ ᶰᴙ . (Dicho sea de paso, sino que también preserva multiplicación 
escalar: 

ὶz ὥz ὺᴆ ὥϽὶzὺᴆ, 
 
para ὺᴆɴ ᴙ  y ὥᶰᴙ. Por lo tanto, ὶ define una transformación lineal invertible sobre ᴙ . De 
hecho, hay un homomorfismo Ὓ ᴼὃόὸᴙ , donde ὃόὸᴙ  denota el grupo de todas las 
transformaciones lineales invertibles sobre ᴙ . ¿Reconoces este homomorfismo? Ha ocurrido 
anteriormente.) 
Sea Ὃ el conjunto  

Ὃ ᴙ Ὓ 
 
y definamos una operación binaria Ͻ : Ὃ ὋᴼὋ por  

 
ὺᴆȟὴ Ͻὺᴆȟὴ ὺᴆ ὴᶻὺᴆȟὴϽὴ ȟ 

 
para todo ὺᴆȟὺᴆᶰᴙ  y todo ὴȟὴᶰὛ. Este es un grupo. Para ver esto, debemos responder 
algunas preguntas: 
 
¶ ¿Es Ὃ cerrado bajo la operación Ͻ ? Sí. 

¶ ¿Existe una identidad? Sí, Ὡ πᴆȟρ. 

¶ ¿Existe un inverso? Sí,  ὺᴆȟὴ ὴ ὺzᴆȟὴ  
¶ ¿Es Ὃ asociativo? Esto es lo difícil: 

 
ὺᴆȟὴ Ͻὺᴆȟὴ Ͻὺᴆȟὴ ὺᴆ ὴᶻὺᴆȟὴϽὴ ὺᴆȟὴ   

ὺᴆ ὴᶻὺᴆ ὴϽὴ ᶻὺᴆȟὴϽὴ Ͻὴ  

ὺᴆȟὴ Ͻ ὺᴆȟὴ Ͻὺᴆȟὴ ὺᴆȟὴ Ͻὺᴆ ὴᶻὺᴆȟὴϽὴ   

ὺᴆ ὴᶻὺᴆ ὴᶻὴᶻὺᴆ ȟ ὴϽὴϽὴ  

Esto implica asociatividad. 
Este grupo es el producto corona de ᴙ con Ὓ,  Ὃ ᴙ ×Ò Ὓ donde ᴙ  es la base. 
 
Lema 6.8.1. 
 

(a)  La base ὄ, que es isomorfa al producto directo Ὃ
ȿ ȿ

, es un subgrupo normal de 

Ὃ ×Ò ὋȢ 
(b)  Ὃ ×Ò Ὃ Ⱦὄ es isomorfo a Ὃ. 

 
Esto es una consecuencia del primer teorema de isomorfismos de la teoría de grupos. La 
prueba se omite. (Consulte el capítulo 8 de [NST] o [R] para más detalles.) 
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6.8.1 El grupo Cubo de Rubik ilegal 
 
Sea Ὄ el grupo Cubo de Rubik ilegal de todos los movimientos legales e ilegales del Cubo de 
Rubik σ σ. En otras palabras, además de los movimientos básicos usuales (a saber, 
ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄ), que nos permiten desarmar y volver a armar el cubo los subcubos esquina y 
arista (pero no podemos quitar las pegatinas de las caras). Sea ὅ el grupo de todas las 
rotaciones de un subcubo esquina en particular por un ángulo de 120 grados. (En realidad, 
este grupo depende de la esquina en rotación, pero puesto que estos grupos son todos 
isomorfos, podemos quitar la dependencia de la notación.) Sea ὅ el grupo de todos los flips 
de un subcubo arista particular. (Una vez más, este grupo depende de la arista que está siendo 
volteada, pero puesto que estos grupos son todos isomorfos, quitamos la dependencia de la 
notación.) Vamos a demostrar más tarde que 

 
Ὄ ὅ ×Ò Ὓ ὅ ×Ò Ὓ , 

 
donde ὠ es el conjunto de subcubos esquina y Ὁ es el conjunto de subcubos arista. 
 
6.8.2 Elementos de orden ▀ en ╒□ ἿἺ ╢▪ 
 
En esta sección, vamos a aplicar nuestro conocimiento de los productos corona para 
incrementar nuestra habilidad para determinar todos los elementos de orden Ὠ en el grupo 
Cubo de Rubik. (El caso Ὠ ς será examinado en detalle más adelante.) En algunos casos (por 
ejemplo, en los casos con los que tratamos aquí), productos corona llegan a ser relativamente 
concretos y grupos familiares. 
Sea Ὓὲȟά  el grupo de todas las matrices monomios ὲ ὲ con entradas en ὅ . Comenzamos 
con el siguiente resultado, que nos permite identificar Ὓὲȟά  con el grupo simétrico 
generalizado en el Ejemplo 6.7.3. 
 
Teorema 6.8.1. Hay un isomorfismo entre ὅ  ×Ò Ὓ y el grupo Ὓὲȟά , que envía un elemento 
ὺᴆȟὪᶰὅ ×Ò Ὓȟὺᴆ ὺȟὺȟȣȟὺ ᶰὅ  Ù  ὪᶰὛ, al vector ὖὪdiag ὺᴆ. 

 
Es un caso especial de un ejercicio en [R]. 
 
Ejemplo 6.8.2. Si ὲ σ y ά ς, entonces 
 
¶  ρȟρȟρȟρȟς   corresponde a 

 
π ρ π
ρ π π
π π ρ

ρ π π
π ρ π
π π ρ

π ρ π
ρ π π
π π ρ

Ƞ 

 
 

¶ ρȟ ρȟρȟρȟς  corresponde a 

 
π ρ π
ρ π π
π π ρ

ρ π π
π ρ π
π π ρ

π ρ π
ρ π π
π π ρ

Ȣ 

 
Sea ὺᴆ ὺȟὺȟȣȟὺ ᶰὅ  Ù  ὪᶰὛ. Es claro de este teorema que un elemento ὺᴆȟὪᶰ
ὅ ×Ò Ὓ es de orden Ὠ solo si la matriz permutación ὖὪ es de orden Ὠ. En efecto, 
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ὺᴆȟὪ ὺᴆ Ὢz ὺᴆȟὪ ȟ 
ὺᴆȟὪ ὺᴆ Ὢz ὺᴆ Ὢz ὺᴆȟὪ ȟ 

ể 
ὺᴆȟὪ ὺᴆ  ȣ Ὢz ὺᴆȟὪ Ȣ 

 
Concluimos con la siguiente clasificación de los elementos de orden Ὠ en el producto corona. 
 
Proposición 6.8.1. Un elemento ὺᴆȟὪᶰὅ ×Ò Ὓ, ὺᴆ ὺȟὺȟȣȟὺ ᶰὅ  Ù  ὪᶰὛ, es de 
orden Ὠ si y sólo si  Ὢ ρ y ὺᴆ  ȣ Ὢz ὺᴆ π, donde Ὢz se define en (6,2). 
 
Este resultado puede, en principio, ser utilizado en conjunción con la determinación explícita 
del grupo Cubo de Rubik dado más adelante para determinar todos los elementos de un orden 
dado. Ver 7.3 
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Capítulo 7 
 
El grupo Cubo de Rubik (legal)  
 
En este capítulo, construimos sobre el material de los capítulos anteriores para describir 
matemáticamente el grupo de movimientos (legales) del Cubo de Rubik σ σ. Para los 
principiantes, podría parecer que hemos terminado un camino largo a una colina. Sin 
embargo, ¡no hemos terminado! Aunque el terreno puede aplanarse, hay todavía un poco de 
una caminata hasta llegar a nuestro destino. 
 

7.1 Descripción matemática de los movimientos del cubo  
 
En esta sección, se describen matemáticamente los movimientos del Cubo de Rubik  σ σ σ. 
Como veremos, esto conducirá finalmente a la descripción del grupo Cubo de Rubik  como un 
subgrupo de índice 12 de un producto directo de dos productos corona. 

 
7.1.1 Notación 
Primero, orientamos todas las esquinas y aristas como en el Teorema 6.6.1 
Las orientaciones arista se presentan como sigue en las caras ὊȟὙ y Ὗ: 
 

 
Figura 7.1: Orientaciones arista y etiquetas para el cubo. 

 
Para ÌÁÓ ÏÔÒÁÓ ÃÁÒÁÓȡ ÃÏÌÏÃÁÒ ÕÎ Ȭȭ en las aristas,  ὨὰȟὨὦȟὰὪȟὰόȟὦὰ ώ ὦό. Esto fija las  
orientaciones arista. Para las aristas etiquetadas, ordenar las aristas 
όὪȟόὶȟόὦȟόὰȟὰὪȟὪὶȟὶὦȟὦὰȟὨὪȟὨὶȟὨὦȟὨὰȟ y etiquetarlas, en orden, del 1 al 12 (así, por ejemplo, 
la arista Ὠὦ es 11). 
0ÁÒÁ ÌÁÓ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÏÎÅÓ ÅÓÑÕÉÎÁȟ ÐÏÎÅÒ ÕÎ ÓÉÇÎÏ ÄÅ Ȭȭ ÅÎ ÔÏÄÁÓ ÌÁÓ ÃÁÒÉÔÁÓ esquina superiores y 
en todas las caritas esquina inferiores. Las etiquetas y orientaciones esquina se representan 
en las caras ὊȟὙ  y Ὀ como en la siguiente figura 7.2 (El mismo etiquetado fue utilizado en el  
3.6.2 anterior).  
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Figura 7.2: Orientaciones esquina y  etiquetas para el cubo. 

 
Sea Ὃ ộὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄỚ el grupo del Cubo de Rubik de σ σ σ y sea Ὄ ÅÌ ÇÒÕÐÏ ȬÁÍÐÌÉÁÄÏȭ 
generado por ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄ Ù ÔÏÄÏÓ ÌÏÓ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏÓ  ȬÉÌÅÇÁÌÅÓȭ  ÄÏÎÄÅ ÓÅ ÐÅÒÍÉÔÅ ÄÅÓÁÒÍÁÒ Ù 
volver a armar el cubo, pero remover alguna caritas). Sea ὠ el conjunto de vértices del cubo 
(que nosotros identificamos con el conjunto de subcubos esquina del Cubo de Rubik) y sea 
 

”ḊὌᴼὛ 
 
el homomorfismo que  asocia  a cada movimiento del Cubo de Rubik  la correspondiente 
permutación de los vértices (ver Ejemplo 6.2.1). Sea Ὁ el conjunto de aristas del cubo (que 
nosotros identificamos con el conjunto de  subcubos arista del Cubo de Rubik) y sea 
 

„ḊὌᴼὛ 
 
el homomorfismo que asocia a cada movimiento del Cubo de Rubik con  la correspondiente 
permutación de las aristas (ver el Ejemplo 6.2.1).  
Estos homomorfismos ” y „ serán reformulados de manera ligeramente diferente en 7.2.2 a 
continuación. 
 
7.1.2 Orientaciones esquina 
 
Sea ὺḊὌᴼὅ  la función que asocia a cada movimiento ὫᶰὌ las correspondientes 
orientaciones esquinas. Más precisamente, sea ὫᶰὌ y decimos que Ὣ mueve la esquina Ὥ a la 
esquina Ὦ. Entonces ὺ Ὣ ᶰὅ es la orientación a la que el Ὥ-ésimo vértice es enviado por Ὣ, 
donde los vértices están etiquetados como en el diagrama mostrado y donde la orientación es 
el número de giros de 120 grados en sentido horario necesarios para convertir la referencia 
ÒÅÌÁÔÉÖÁ Ȭȭ ÏÂÔÅÎÉÄÏ ÐÏÒ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ÄÅ ÌÁ ÅÓÑÕÉÎÁ Ὥ a la Ὦ usando el movimiento Ὣ en el 
ÅÓÔÜÎÄÁÒ ÄÅ ÒÅÆÅÒÅÎÃÉÁ Ȭȭ sobre la esquina Ὦ. 
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Ejemplo 7.1.1. Tenemos 

 
Tabla 7.1 

 
El etiquetado de las esquinas  que se usa en esta tabla es como en el Teorema 6.6.1. 
 
Observación 7.1.1. El efecto de un movimiento ὫᶰὌ en las orientaciones esquina puede 
ÔÁÍÂÉïÎ ÓÅÒ ÃÏÎÓÉÄÅÒÁÄÏ ÃÏÍÏ ÕÎ ÒÅÅÔÉÑÕÅÔÁÄÏ ÄÅ ÌÁÓ ÍÁÒÃÁÓ ȬȭȢ 
 
Note que un movimiento ὫᶰὌ tiene dos efectos en las esquinas: 
 

(a)  una permutación ”Ὣ ᶰὛ de los vértices, 
(b)  una reorientación de los movimientos vértice en (a). 

 
En particular, para ὫȟὬᶰὌ, la orientación ὺᴆὫὬ sólo puede diferir de ὺὫ en las 
coordenadas correspondientes a los vértices permutados por Ὤ. 
!ÈÏÒÁ ÖÁÍÏÓ Á ÖÅÒÉÆÉÃÁÒ ÑÕÅ ÌÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉĕÎ ȬÒÅÌÁÔÉÖÁȭ ὺᴆὫὬ ὺᴆὫ es la misma como la 
orientación ὺᴆὬ, supuesto que uno toma en cuenta el efecto de  Ὣ en los vértices: 

ὺᴆὬ ”Ὣ ὺᴆὫὬ ὺᴆὫ . 

 

Lema 7.1.1.  ὺᴆὫὬ ὺᴆὫ ”Ὣ ὺᴆὬ . 

 
Prueba: El movimiento ὫὬ orienta el subcubo esquina Ὥ-ésimo por ὺ ὫὬ y permuta los 
vértices por ”ὫὬ, por definición 
Por otro lado, ὫὬ primero actuará por Ὣ luego Ὤ. El movimiento Ὣ reorientará el subcubo 
esquina Ὥ-ésimo por ὺ Ὣ y envía el vértice Ὥ-ésimo al vértice ”Ὣ Ὥ-ésimo. 
Para estudiar el efecto posterior de Ὤ en esto, vamos a restar ὺᴆὫ de ὺᴆὫὬ, por lo que 
estamos de vuelta a nuestra orientación original (vamos a agregar ὺᴆὫ de nuevo más tarde). 
Llamamos a esta posición el cubo modificado por ahora. 
 
El movimiento Ὤ primero orienta el subcubo esquina Ὦ-ésimo del cubo modificado por ὺ Ὤ y 

permuta al vértice ”Ὤ Ὦ. El subcubo Ὥ-ésimo del cubo modificado viene de (a través de Ὣ) el 
subcubo ”Ὣ Ὥ-ésimo del cubo original. Así, el subcubo esquina Ὥ-ésimo del cubo 
modificado es, por medio de  Ὤ, reorientado por ὺ Ὤ.  A esto hay que añadir en el 

ὺ Ὣ para obtener el efecto total de ὫὬ sobre el vértice Ὥ-ésimo del original: 
 

ὺ ὫὬ ὺὫ ὺ Ὤȟ 

para cada ρ Ὥ ψ, lo que implica el Lema 7.1.1.  
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7.1.3 Orientaciones arista 
 
Sea ύ ḊὌᴼὅ  la función que asocia a cada movimiento ὫᶰὌ las correspondientes 
orientaciones arista. Más precisamente, sea ὫᶰὌ y decimos que Ὣ mueve la arista Ὥ a la arista 
Ὦ. A continuación, ύ Ὣ ᶰὅ es la orientación que la arista Ὥ-ésima envía a Ὣ, donde las aristas 
están etiquetadas como en el diagrama mostrado y donde la orientación es el número de flips 
ÄÅ ρψπ ÇÒÁÄÏÓ ÎÅÃÅÓÁÒÉÏÓ ÐÁÒÁ ÃÏÎÖÅÒÔÉÒ ÌÁ ÒÅÆÅÒÅÎÃÉÁ ÒÅÌÁÔÉÖÁ Ȭȭ ÏÂÔÅÎÉÄÁ por el movimiento 
de la arista Ὥ hasta la Ὦ usando el movimiento Ὣ en el  ÒÅÆÅÒÅÎÃÉÁ ÅÓÔÁÎÄÁÒ Ȭȭ ÓÏÂÒÅ ÌÁ ÁÒÉÓÔÁ Ὦ. 
 
Ejemplo 7.1.2. Tenemos 

 
Tabla 7.2 

 
El etiquetado de las aristas utilizado en esta tabla es como en el Teorema 6.6.1. 
 
Observación 7.1.2. El efecto de un movimiento ὫᶰὌ en las orientaciones arista también 
ÐÕÅÄÅ ÓÅÒ ÃÏÎÓÉÄÅÒÁÄÏ ÃÏÍÏ ÕÎ ÒÅÅÔÉÑÕÅÔÁÄÏ ÄÅ ÌÁÓ ÍÁÒÃÁÓ ȬȭȢ 
 
Note  que un movimiento ὫᶰὌ tiene dos efectos en las aristas 
 

(a)  una permutación „Ὣ ᶰὛ de las aristas, 
(b)  una reorientación de las aristas que se han movido en (a). 

 
En particular, para ὫȟὬᶰὌ, la orientación ύᴆὫὬ puede diferir de un  ύᴆὫ sólo en las 
coordenadas correspondientes a las aristas permutadas por Ὤ. 
Vamos a decir que 
 

ύᴆὫὬ ύᴆὫ „Ὣ ύᴆὬ                                                χȢρ 

es decir, que 
ύ ὫὬ ύ Ὣ ύ Ὤȟ 

 
para cada ρ Ὥ ρς. La prueba de esto es similar a la demostración del Lema 7.1.1 para 
verificar (7.1). 
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7.1.4 El producto semi-directo 
 
Considere el siguiente producto directo de dos productos semi-directos: 
 

Ὄ ὅ ẞὛ ὅ ẞὛ Ȣ 
 
Observación 7.1.3. Esto también puede ser escrito en la notación de los productos corona 
como el siguiente producto directo de dos productos corona: 
 

Ὄ ὅ ×Ò  Ὓ ὅ ×Ò  Ὓ Ȣ 
 
Como un conjunto, pensamos de Ὄ como que pertenece a ὅ Ὓ ὅ Ὓ . Si 
representamos elementos de ὬȟὬᴂ de Ὄ como Ὤ ὺȟὶȟύȟίȟὬᴂ ὺᴂȟὶᴂȟύᴂȟίᴂᶰὅ Ὓ
ὅ Ὓ  entonces, la operación del grupo se dará por 
 

ὬϽὬ ὺȟὶȟύȟίϽὺᴂȟὶᴂȟύᴂȟίᴂ ὺ ὖὶ ὺᴂȟὶὶȟύ ὖί ύᴂȟίίȢ 
 
Considere la función 

ⱤȡὌᴼ ὅ ẞὛ ὅ ẞὛ  

Ὣᵐ ὺὫȟ”ὫȟύὫȟ„Ὣ Ȣ 

 
Proposición 7.1.1. El homomorfismo ― es un isomorfismo de grupo, ὌḙὌᴂ. 
 
Demostración: Puesto que 
 

ὺᴆὫȟ”ὫȟύᴆὫȟ„Ὣ ϽὺᴆὬȟ”ὬȟύᴆὬȟ„Ὤ  

ὺᴆὫ ὖ”Ὣ ὺᴆὬ ȟ”Ὣ”ὬȟύᴆὫ ὖ„Ὣ ύᴆὬ ȟ„Ὣ„Ὤ ȟ 

 
el mapeo de ― es un homomorfismo. Dado que cualquier reorientación y permutación puede 
ser alcanzado por un movimiento ilegal, ― debe ser sobreyectiva. Por el teorema 6.6.1, el kernel  
de ― es trivial (esto es sólo una forma elegante de decir que si ningún subcubo es permutado o 
reorientado entonces el cubo no cambia).  
 

7.2 Estructura del grupo cubo 
 
%Ì ÒÅÓÕÌÔÁÄÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁÌ ÄÅ ÅÓÔÁ ÓÅÃÃÉĕÎ ÅÓ ÅÌ ȬÓÅÇÕÎÄÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌ ÄÅ ÌÁ ÔÅÏÒþÁ ÄÅÌ 
ÃÕÂÏȢȭ %Ì ÒÅÓÕÌÔÁÄÏ ÄÅ ÅÓÔÁ ÓÅÃÃÉĕÎ ÅÓ Á ÌÁ ÖÅÚ ÈÅÒÍÏÓÏ y vale la pena conocerlo. 
Algunos preliminares. Identificamos, como en  7.1, cada ὫᶰὋ con una 4-tupla 
 

ὺᴆὫȟ”ὫȟύᴆὫȟ„Ὣ  

donde 
 
¶ ”Ὣ es la permutación correspondiente del conjunto de vértices ὠ del cubo, 
¶ „Ὣ es la permutación correspondiente del conjunto de aristas Ὁ del cubo, 
¶ ὺὫȟύὫ son las orientaciones definidas en 7.1. 

 
Observación 7.2.1. Sea Ὓ el grupo simétrico de grado ὲ e identifiquemos Ὓ con ὛȟὛ con 
Ὓ . Por ejemplo 6.2.1, sabemos que 
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(a)  ”ḊὋᴼὛ es un homomorfismo, 
(b)  „ḊὋᴼὛ  es un homomorfismo. 

 
7.2.1 El segundo teorema fundamental de la teoría del cubo 
 
Pregunta: Teniendo en cuenta una 4-tupla ὺȟὶȟύȟί, donde ὶȟί son permutaciones de las 
esquinas, respectivamente aristas, como anteriormente y   
 

ὺɴ ὅȟ    ύᶰὅ  
 
¿qué condiciones de ὶȟίȟὺȟύ aseguran que corresponde a una posición posible del cubo de 
Rubik? 
El siguiente resultado responde a esta pregunta. Debido a Ann Scott. 
 
Teorema 7.2.1. (Segundo teorema fundamental de la teoría del cubo) Una 4-tupla ὺᴆȟὶȟύᴆȟί 
como anteriormente (ὶɴ Ὓȟίɴ Ὓ ȟὺᴆɴ ὅȟύᴆɴ ὅ ) corresponde a una posible posición 
del cubo de Rubik si y sólo si 
 

(a)   ίὫὲὶ ίὫὲίȟ ȬÐÁÒÉÄÁÄ ÉÇÕÁÌ ÃÏÍÏ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÏÎÅÓȭ 
(b)  ὺ  ȣ ὺḳπ ÍÏÄ σȟ ȬÌÁ ÃÏÎÓÅÒÖÁÃÉĕÎ ÄÅ ÌÏÓ ÇÉÒÏÓ ÔÏÔÁÌÅÓȭ 
(c)  ύ  ȣ ύ ḳπ ÍÏÄ ςȟ ȬÌÁ ÃÏÎÓÅÒÖÁÃÉĕÎ ÄÅ ÕÎ ÔÏÔÁÌ ÄÅ ÆÌÉÐÓȭ Ȣ 

 
Prueba: Para simplificar, escribimos ὺ por ὺᴆ. 
Primero, probaremos la ÐÁÒÔÅ ȬÓĕÌÏ ÓÉȭȢ %Ó ÄÅÃÉÒȟ ÁÓÕÍÉÍÏÓ ÑÕÅ ὺȟὶȟύȟίᶰὛ Ὓ ὅ
ὅ  representa una posición (obtenida legalmente) del Cubo de Rubik. 
De esto queremos demostrar (a) - (c). 
Sea ὫᶰὋ el elemento el cual mueve el Cubo de Rubik de la posición resuelta a la posición 
asociada con esta 4-tupla. Entonces ὶ ”Ὣ Ù  ί „Ὣ. Sabemos que Ὣ se puede escribir 
como una palabra en los movimientos básicos ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄ, digamos Ὣ ὢȣὢ, donde 
cada ὢ es igual a uno de los ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄ. Observar que si ὢ es uno de estos movimientos 
básicos, entonces ίὫὲ”ὢ ίὫὲ„ὢ . Ya que ίὫὲȟ” y „ son homomorfismos, se sigue 

que 

ίὫὲὶ ίὫὲ”Ὣ ίὫὲ”ὢ ίὫὲ„ὢ ίὫὲ„ὢ ίὫὲίȢ 

Esto demuestra (a). 
 
Hemos comprobado (b) para los movimientos básicos en el ejemplo anterior 7.1.1.  Nótese 
que 
 

(i)  la conservación de la condición giros en (b) es cierto para ὺȟȣȟὺ  si y sólo si es 
cierto para cualquier permutación ὖὴ ὺ ὺ ȟȣȟὺ ; 

(ii)  si ὺȟȣȟὺ  y ὺᴂȟȣȟὺᴂ cada una satisfacen la conservación de la condición de 
giros en (b) entonces, su suma también satisface. 

 
Como anteriormente, escribir Ὣ como una palabra en los movimientos básicos ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄ, 
por ejemplo Ὣ ὢȣὢ, donde cada ὢ es igual a uno de los ὙȟὒȟὟȟὈȟὊȟὄ. Suponemos que 
esta expresión es mínima en el sentido que elijamos ὢ de modo que Ὧ es tan pequeño 
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como sea posible. Esta Ὧ es llamada longitud de Ὣ. (Esta longitud es la misma que la distancia 
de  Ὣ a la identidad en el grafo de Cayley de Ὃ.) 
Ahora probaremos (b) por inducción sobre la longitud. Ya lo hemos comprobado para todas 
las palabras de longitud Ὧ ρ. 
Supongamos que Ὧ ρ. Por la fórmula, dando la orientación del producto de dos movimientos 
en términos de las dos orientaciones de los movimientos, tenemos 
 

ὺᴆὢȣὢ ὢ ”ὢȣὢ ὺᴆὢ ὺᴆὢȣὢ Ȣ 

  

El término ”ὢȣὢ ὺᴆὢ  satisface la conservación de la condición de giros en (b) 

por (i) anterior. El término ὺᴆὢȣὢ ὢ  satisface la conservación de la condición de giros 
en (b) por la hipótesis de inducción. Su suma satisface la conservación de la condición de giros 
en (b) por (ii) anterior. Esto demuestra (b). 
La demostración de (c) es muy similar a la demostración de (b), salvo que utilizaremos el 
Ejemplo 7.1.2  en lugar del Ejemplo 7.1.1.   
 
!ÈÏÒÁȟ ÄÅÂÅÍÏÓ ÄÅÍÏÓÔÒÁÒ ÅÌ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÎ ÌÁ ÄÉÒÅÃÃÉĕÎ ȬÓÉȭȢ %Î ÏÔÒÁÓ ÐÁÌÁÂÒÁÓȟ ÓÕÐÏÎÉÅÎÄÏ Á ȟ 
(b), y (c) debemos mostrar que existe una posición legal correspondiente del Cubo de Rubik. 
Esta parte de la prueba es constructiva. 
 
Primero, probamos un caso especial. Supongamos que ὶ y ί son ambas la identidad y que 
ύȟȣȟύ πȟȣȟπ. 

 
Hay un movimiento que gira exactamente dos esquinas y conserva las orientaciones y las 
posiciones de todos los otros subcubos. Por ejemplo, el movimiento Ὣ Ὑ ὈὙὄ Ὗὄ  
gira la esquina όὪὶ 120 grados en sentido horario, la esquina ὦὨὰ 240 grados en sentido 
horario, y conserva las orientaciones y posiciones de todos los otros subcubos. Este 
movimiento se puede modificar fácilmente, por una conjugación adecuada, para obtener un 
movimiento que gira cualquier par de esquinas, y conserva las orientaciones y posiciones de 
todos los otros subcubos. Estos movimientos generan todas las 8-tuplas posibles satisfaciendo 
la condÉÃÉĕÎ ÄÅ ÃÏÎÓÅÒÖÁÃÉĕÎ ÄÅ ÇÉÒÏÓ ÅÎ Â Ȣ %ÓÔÏ ÄÅÍÕÅÓÔÒÁ ÌÁ ÐÁÒÔÅ ȬÓÉȭ ÄÅÌ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÎ ÅÌ 
caso de que ὶ y ί son a la vez la identidad y que ύȟȣȟύ πȟȣȟπ. 
 
A continuación, probaremos otro caso especial. Supongamos que r y s son ambas la identidad 
y que ὺȟȣȟὺ πȟȣȟπ.  
Hay un movimiento que mueve exactamente dos aristas y conserva las orientaciones y las 
posiciones de todos los otros subcubos. Por ejemplo, el movimiento 
 

Ὣ ὒὊὙ Ὂ ὒ ὟὙὟὙὟ ὙὟὙ  
 
gira la arista όὪ, la arista όὶ, y preserva las orientaciones y las posiciones de todos los otros 
subcubos. Este movimiento se puede modificar fácilmente, por una conjugación adecuada, 
para obtener un movimiento que gira cualquier par de aristas, y conserva las orientaciones y 
posiciones de todos los otros subcubos. Estos movimientos generan todas las posibles 12-
ÔÕÐÌÁÓ ÑÕÅ ÓÁÔÉÓÆÁÃÅÎ ÌÁ ÃÏÎÓÅÒÖÁÃÉĕÎ ÄÅ ÌÁ ÃÏÎÄÉÃÉĕÎ ÆÌÉÐ ÅÎ # Ȣ %ÓÔÏ ÄÅÍÕÅÓÔÒÁ ÌÁ ÐÁÒÔÅ ȬÓÉȭ 
del teorema en el caso de que ὶ y ί son a la vez la identidad y que ὺȟȣȟὺ πȟȣȟπ. 
#ÏÍÏ ÕÎÁ ÃÏÎÓÅÃÕÅÎÃÉÁ ÄÅ ÅÓÔÏÓ ÄÏÓ ĭÌÔÉÍÏÓ ÃÁÓÏÓ ÅÓÐÅÃÉÁÌÅÓȟ ÓÅ ÄÅÄÕÃÅ ÑÕÅ ÌÁ ÐÁÒÔÅ ȬÓÉȭ ÄÅÌ 
teorema es cierto en el caso de que ὶ y ί son ambas la identidad. 
Por último, probamos nuestro último caso especial. Supongamos que ὺȟȣȟὺ πȟȣȟπ y 
que ύȟȣȟύ πȟȣȟπ. Considere las siguientes tres afirmaciones. 
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¶ Dados tres subcubos arista, hay un movimiento que es un 3-ciclo en estas aristas y 

preserva las orientaciones y posiciones de todos los otros subcubos. 
¶ Dadas tres esquinas, hay un movimiento que es un 3-ciclo en estas esquinas y 

preserva las orientaciones y posiciones de todos los otros subcubos. 
¶ Dado cualquier par de aristas y cualquier par de esquinas, hay un movimiento que es 

un 2-ciclo en estas aristas, un 2-ciclo en estas esquinas, y conserva las orientaciones y 
posiciones de todos otros subcubos. 

 
Por proposición 6.4.1, sabemos que ὃ  es generada por la arista de 3-ciclos anterior y que ὃ  
es generada por la esquina de 3-ciclos anterior. En otras palabras, podemos construir una 
posición del Cubo de Rubik asociada con cualquier 4-tupla ὶȟίȟπȟπ, siempre que ὶɴ ὃ  y 
ίɴ ὃ . El subgrupo ὃ ὃ es el índice 4 en Ὓ Ὓ  dado que ȿὛȾὃȿ ς. El tercer tipo de 
movimiento, la arista-esquina de 2 ciclos anterior, no se corresponde con un elemento del 
subconjunto ὃ ὃ  del grupo Cubo de Rubik porque una arista de 2-ciclos es una 
permutación impar de las aristas. Por lo tanto, si consideramos que el subgrupo de Ὓ Ὓ  
generado por los tres tipos de movimientos que obtendrá ya sea todo Ὓ Ὓ  o algún 
subgrupo de índice 2 que contiene propiamente ὃ ὃ. La primera posibilidad se puede 
descartar, ya que contradice la condición de paridad en (a). El único subgrupo de Ὓ Ὓ  de 
índice 2, que contiene propiamente ὃ ὃ es el subgrupo de los elementos que satisfacen la 
condición de paridad en (a). 
$Å ÅÌÌÏ ÓÅ ÄÅÓÐÒÅÎÄÅ ÑÕÅ ÌÁ ÐÁÒÔÅ ȬÓÉȭ ÄÅÌ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÓ ÃÉÅÒÔÏ ÅÎ ÅÌ ÃÁÓÏ ÄÅ ÑÕÅ ὺ y ύ son ambas 
cero. 
El teorema es una consecuencia de estos casos especiales debido a lo siguiente. 
 
Afirmación: No importa qué posición del Cubo de Rubik sea, siempre hay un movimiento que 
ÎÏ ÐÅÒÍÕÔÁ ÃÕÁÌÑÕÉÅÒ ÓÕÂÃÕÂÏ ÐÅÒÏ ȬÒÅÓÕÅÌÖÅȭ ÌÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉĕÎ ÄÅÌ ÃÕÂÏ ÄÅ ÍÏÄÏ ÑÕÅ ὺ y ύ son 
ambas cero. 
La prueba del teorema ha terminado. 
 
Corolario 7.2.1. El grupo del Cubo de Rubik está dado por  
 

Ὃ Ὣ ὺᴆȟὶȟύᴆȟίᶰὌ ȿ ὥȟὦȟὧ ÍÁÎÔÅÎÅÒȟ 
 
donde (a), (b), (c) son como en el teorema anterior. 
 
Ahora demostremos que el centro del grupo del Cubo de Rubik consiste en la identidad y el 
superflip. 
 
Corolario 7.2.2. El centro de Ὃ ÃÏÎÓÉÓÔÅ ÄÅ ÄÏÓ ÅÌÅÍÅÎÔÏÓȡ ÌÁ ÉÄÅÎÔÉÄÁÄ Ù ÅÌ ȬÓÕÐÅÒÆÌÉÐȭ  

ᾀ ὺᴆȟὶȟύᴆȟί donde ύᴆ ρȟρȟȣȟρᶰὅ ȟὺᴆ πᴆɴ ὅȟί ρɴ Ὓ   ώ  ὶ ρɴ Ὓ. 
 
Prueba: La prueba dada aquí es esencialmente la misma que la de Bandelow [B1]. 
Escribir ὺ en lugar de ὺᴆ, por simplicidad. Recuérdese que el centro de Ὓ, ὲ ς, es trivial. Fijar 
ὺȟὶȟύȟίᶰὋ. Tenemos 

 
ὺȟὶȟύȟίϽὺᴂȟὶᴂȟύᴂȟίᴂ ὺ ὖὶ ὺᴂȟὶὶȟύ ὖί ύᴂȟίίᴂ 
ὺᴂȟὶᴂȟύᴂȟίᴂϽὺȟὶȟύȟί ὺᴂ ὖὶ ὺȟὶᴂὶȟύᴂ ὖίᴂύȟίᴂίȟ 
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para todo ὺᴂȟὶᴂȟύᴂȟίᴂᶰὋ, sólo si ὶ ρ y ί ρ. Esto implica que ὺ ὺᴂ ὺᴂ ὖὶᴂὺ, para 
todo ὶᴂɴ Ὓ. Esto obliga a ὺ a ser πȟπȟȣȟπ o ρȟρȟȣȟρ o ςȟςȟȣȟς. Puesto que debe 
satisfacer la conservación de giros, no puede ser ρȟρȟȣȟρ o ςȟςȟȣȟς. Del mismo modo, 
ύ ύᴂ ύᴂ ὖίᴂύ, para todo ίᴂɴ Ὓ  obliga a ύ a ser πȟπȟȣȟπ o ρȟρȟȣȟρ. Cualquiera 
de estas opciones es aceptable, ya que ambos satisfacen la conservación de los lanzamientos 
flips. 
 
7.2.2 Algunas consecuencias 
 
Vamos a reformular el hecho anterior sobre el grupo del cubo de Rubik desde un punto de 
vista diferente. Esta nueva perspectiva nos ayuda a determinar el tamaño de este grupo. Sea 
 

Ὃ ὺᴆȟὶȟύᴆȟί ȿ ὶɴ Ὓȟίɴ Ὓ ȟ 
ὺᴆ ὺȟὺȟȣȟὺ ȟὺᶰπȟρȟςȟὺ  ȣ ὺḳπ ÍÏÄ σȟ 
ύᴆ ύȟύȟȣȟύ ȟύ ᶰπȟρȟύ  ȣ ύ ḳπ ÍÏÄ ς  

 
En otras palabras, Ὃ contiene las permutaciones de las esquinas, permutaciones de las 
aristas, las orientaciones de las esquinas, y las orientaciones de las aristas. Hay una 
conservación de condiciones de flips y una conservación de la condición giros pero no 
condición de paridad en las permutaciones. Definir una operación binaria Ͻ  ḊὋ Ὃ ᴼὋ 
por 

ὺᴆȟὶȟύᴆȟίϽὺᴆᴂȟὶᴂȟύᴆᴂȟίᴂ ὺᴆ ὖὶ ὺᴆᴂȟὶϽὶȟύᴆ ὖί ύᴆᴂȟίϽίᴂ 
donde ὖ es la matriz permutación (Definición 1.2.2). Esto define una estructura de grupo en 
Ὃ. Este es un subgrupo del grupo ilegal Cubo de Rubik de índice 6. 
 
Teorema 7.2.2. Hay un isomorfismo 
 

Ὃ ḙ ὅ ẞὛ ὅ ẞὛ  
 
donde ὅ es el grupo cíclico con ὲ elementos y ẞ denota el producto semi-directo  y donde ὅ  
(ὲ ςȟσȟὯ χȟρρ) se identifica con el subgrupo de ὅ  definida por  
 

ὺᴆ ὺȟὺȟȣȟὺ  ȿ ὺᶰπȟρȟὲ ρȟὺ  ȣ ὺ ḳπ ÍÏÄ ὲ ȟ 
En particular, 

ȿὋȿ ȿὛȿȿὛ ȿὅ ȿὅȿ ψȦϽρςȦϽς ϽσȢ 

 
Prueba: Esto se deduce de la definición de producto semi-directo y el principio multiplicativo.  
 
Corolario 7.2.3. El grupo Ὃ del Cubo de Rubik es el kernel del homomorfismo 
 

‰Ḋ Ὃ ᴼ ρȟρ 
ὺᴆȟὶȟύᴆȟίᵐίὫὲὶίὫὲίȢ 

 
En particular, Ὃ Ὃ es normal de índice 2 y ȿὋȿ ψȦϽρςȦϽς ϽσȢ 
 
Prueba: Esto se deduce del teorema y del primer teorema de isomorfismo de la teoría de 
grupos (Teorema 6.5.1). 
Recordemos que el subgrupo conmutador Ὃ de Ὃ es el subgrupo formado por todos los 
productos finitos de conmutadores, ὫȟὬ ὫϽὬϽ Ὣ Ͻ Ὤ , donde ὫȟὬ son elementos 
arbitrarios de Ὃ. 
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Teorema 7.2.3. Ὃ ὫᶰὋ ίὫὲ”Ὣ ίὫὲ„Ὣ ρ. 

 
Prueba: Se sabe que el subgrupo conmutador de Ὓ es ὃ , para ὲ τ (Véase el capítulo 3 de 
[R], de hecho, para ὲ τ, An es el único  subgrupo normal propio no trivial de Ὓ). 
Considerar la proyección mapeo ‰Ḋ ὅ ẞὛᴼὛ. El kernel de ‰ es ὅ . Además, 
 

‰ ὫȟὬ ‰ὫϽὬϽ Ὣ Ͻ Ὤ ‰ὫϽ‰ὬϽ‰Ὣ Ͻ‰Ὤ ‰Ὣȟ‰Ὤ ȟ 
 
para cualquier ὫȟὬᶰὅ ẞὛ. Esto implica que los mapeos ‰ del subgrupo conmutador 

ὅ ẞὛ  al subgrupo conmutador Ὓ ὃ. De esto se deduce que ὅ ẞὛ ὅ ẞ

ὃ. Esto implica el teorema. 
 
Corolario 7.2.4. ȿὋȿ ȿὋȿȾς. 
 
Prueba: El teorema anterior implica que ȿὋȾὋȿ ς, utilizando el primer teorema de 
isomorfismos. 
 

7.3 Los movimientos de orden 2 
 
En esta sección se presenta, como había prometido, un método para determinar los 
movimientos de un determinado orden en el grupo del Cubo de Rubik. Nos limitaremos a 
calcular el número de movimientos de orden 2, aunque el método debe, en principio, trabajar 
de manera más general. Sin embargo, tal vez es posible que el lector curioso y emprendedor  
utilice una computadora para encontrar los movimientos de orden Ὠ, donde Ὠ ς, de una 
manera similar a lo que hacemos aquí. 
El conjunto de elementos de orden 2 se puede dividir en 3 subconjuntos disjuntos: 
 

(a)  los elementos moviendo sólo las piezas esquina, 
(b)  los elementos moviendo sólo las piezas arista, 
(c)  los elementos movimiento las piezas esquina y arista. 

 
Echemos un vistazo a un subconjunto de (a), que consta sólo de las permutaciones pares de 
orden 2 de las 8 piezas esquina. Es evidente que estos elementos pueden solo consistir de 
swaps que preservan orientaciones de piezas esquinas donde alguno de los  2 pares (4 piezas 
esquinas) o 4 pares (todos las 8 piezas esquina) son afectadas. Dado un par de piezas esquina, 
siempre hay 3 swaps que preservan la orientación.  
El resto de (a) y (b) (no olvidemos (b)) tiene que ser calculado análogamente. 
Recuerde que en 6.8.2 que un elemento ὺᴆȟὪᶰὅ ×Ò  Ὓȟὺᴆ ὺȟὺȟȣȟὺ ᶰὅȟÙ ὪᶰὛ, 
es el orden Ὠ si y sólo si  Ὢ ρ  Ù  ὺᴆ  ȣ Ὢ ὺᴆ π.  
En particular, elementos de orden 2 en ὅ ẞὛ son los ὺᴆȟὶ con ὶ de orden 2 (Por lo tanto un 
producto de distintos 2 ciclos) y ὺᴆ que satisface ὺ  ȣ ὺḙπ ÍÏÄ σ y ὺ ὺ ḙ

π ÍÏÄ σ. No todos estos elementos corresponden a un movimiento legal del Cubo de Rubik. 
5ÔÉÌÉÚÁÎÄÏ ÅÌ ȬÐÒÉÎÃÉÐÉÏ ÍÕÌÔÉÐÌicÁÔÉÖÏ ÄÅ ÃÏÎÔÅÏȭ, calculamos el número de elementos de orden 
2 en ὅ ẞὛ a ser 
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%Ì ÔïÒÍÉÎÏ Ȭσȭ Ù ÅÌ ÔïÒÍÉÎÏ Ȭσȭ ÎÏ cuentan en  los movimientos legales del Cubo de  Rubik, si se 
toman ÐÏÒ ÓÕ ÃÕÅÎÔÁȟ ÙÁ ÑÕÅ ÎÏ ÓÏÎ ÐÁÒ ÐÏÒ ÌÏ ÔÁÎÔÏ ÎÏ ÓÁÔÉÓÆÁÃÅÎ ÌÁ ȬÃÏÎÓÅÒÖÁÃÉĕÎ ÄÅ 
ÃÏÎÄÉÃÉĕÎ ÄÅ ÐÁÒÉÄÁÄȭ Ȣ %Ì ÎĭÍÅÒÏ ÄÅ ÅÌÅÍÅÎÔÏÓ ὺᴆȟὶ de orden 2 en ὅ ẞὛ con ὶ par es 
 

ρ
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σ ρπσωυȢ                                                                   χȢσ 

 
El número de elementos ὺᴆȟὶ de orden 2 en ὅ ẞὛ con ὶ impar es 
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σ ρρτςτȢ                                                                               χȢτ 

 
$ÅÌ ÍÉÓÍÏ ÍÏÄÏȟ Á ÔÒÁÖïÓ ÄÅÌ ȬÐÒÉÎÃÉÐÉÏ ÍÕÌÔÉÐÌÉÃÁÔÉÖÏ ÄÅ ÃÏÎtÅÏȭ, calculamos el número de 
elementos de orden 2 en ὅ ẞὛ  a ser 
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Una vez más, no todos éstos cuentan como movimientos legales del Cubo de Rubik, si se 
toman por su cuenta. El número de elementos ύᴆȟί de orden 2 en ὅ ẞὛ  con ί par es  
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El número de elementos ύᴆȟί de orden 2 en ὅ ẞὛ  con ί impar es 
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Los otros se puede comprobar de manera similar. 
 
El segundo teorema fundamental de la teoría del cubo (7.2.1) implica que un elemento 
ὺᴆȟὶȟύᴆȟί del grupo de Cubo de Rubik es de orden 2 si y sólo si es un elemento de orden 2 en 

el grupo Ὄ ὅ ẞὛ ὅ ẞὛ  y ίὫὲὶ ίὫὲί. Un elemento no trivial ὬȟὬ ᶰὌ, 
con Ὤ ὺᴆȟὶ y Ὤ ύᴆȟίes de orden 2 si y sólo si exactamente uno de los siguientes casos 
mutuamente excluyentes ocurre: 
 

(a)  Ὤ ρȟ Ὤ ρȟὬ ρȟίὫὲὶ ρȟ 
(b)  Ὤ ρȟ Ὤ ρȟὬ ρȟίὫὲί ρȟ 
(c)  Ὤ ρȟ Ὤ ρȟὬ ρȟίὫὲὶ ίὫὲί ρȟ 
(d)  Ὤ ρȟ Ὤ ρȟ Ὤ Ὤ ρȟίὫὲὶ ίὫὲί ρȟ 

 
Contamos cada caso. Caso (a) se cuenta en (7.3), caso (b) se cuenta en (7.6), caso (c) se 
cuenta en (7.3) y (7.6) (los cuales se multiplican juntos para obtener el total), y el caso (d) se 
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cuenta en (7.4) y (7.7) (de nuevo, se multiplican juntos para obtener el total). Sumando todo, 
encontramos que el número de elementos de orden 2 en el grupo Cubo de Rubik es  

 
χȢσ χȢφ χȢσᶻχȢφ χȢτᶻχȢχ ρχπωρρυτωρψσρȢχȢȢ ρπȢ 

 
Observación 7.3.1. ¿Por qué toda esta teoría para resolver este problema? ¿Por qué no hacer 
que una computadora lo haga? ¿Cuánto tiempo le tomaría a una computadora contar  el 
número de los movimientos de orden 2 en el grupo Cubo de Rubik? Supongamos que su 
computadora puede comprobar si un elemento Ὣ en el grupo Cubo de Rubik Ὃ es de orden 2 o 
no, en 0.001 segundos. Entonces la computadora comprobará todos los  τȢσ ρπ elementos, 
para hallar los movimientos de orden 2 en alrededor de  τȢσ ρπ segundos. Hay alrededor 
de σȢρ ρπ segundos en un año, por lo que esto significa que se necesitarían alrededor de 
136 millones de años ¡para ello, este método!  
Una gran cantidad de problemas matemáticos que surgen en las aplicaciones requieren una 
gran cantidad de la teoría y la potencia de cálculo considerable. Éste es un ejemplo.  
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Capítulo 8 
 
Algunas estrategias de solución 
 
Este capítulo incluye algunas estrategias para resolver el Pyraminx, el Cubo de Rubik 
ς ς ςȟσ σ σȟÙ ÅÌ τ τ τ . Es bueno practicar: en palabras de Aristóteles, Ȭ,Ï ÑÕÅ 
ÔÅÎÅÍÏÓ ÑÕÅ ÁÐÒÅÎÄÅÒ Á ÈÁÃÅÒȟ ÌÏ ÁÐÒÅÎÄÅÍÏÓ ÈÁÃÉïÎÄÏÌÏȭ. Además, se analizan algunas de las 
ideas matemáticas detrás de los algoritmos utilizados para resolver el Cubo de Rubik. El 
método favorito de Joyner consiste en aplicar un poco de teoría de grupos (véase 8.3 más 
adelante). 
Para la notación utilizada en algunas de las siguientes secciones, véase el capítulo 2. Una gran 
fuente en línea de soluciones de muchos puzzles de permutación esta en el sitio web de Jaap 
Scherphuis, [Sch]. 
 

8.1 Una estrategia para resolver el Cubo de Rubik   
 

 
Figura 8.1 

 
Mecánicamente es más complicado que su antecesor (σ σ σ) pero es más fácil de resolver 
ya que el número de movimientos se reduce considerablemente. Podemos considerar que el 
cubo ς ς ς está compuesto por las cuatro esquinas de un σ σ σ  por lo que su solución 
es similar a la de las esquinas de este cubo.  
 
Muchos de los movimientos que se van a mostrar también son utilizados en el Cubo de Rubik 
 σ σ σ, la resolución del cubo σ σ σ es más fácil que la del cubo ς ς ς. A partir de 
cualquier configuración, nuestro primer objetivo es conseguir una primera carita (blanca) en 
la parte superior, buscaremos caritas blancas y las moveremos hacia la cara superior de tal 
manera que cada arista este bien posicionada y orientada. 
 
Elegimos el subcubo en el que se encuentra la carita blanca y la arista verde (figura 8.2), 
buscamos el otro subcubo en el que se encuentren las otras caritas (blanca y verde), 
enseguida posicionamos el subcubo tal que formemos una diagonal verde (figura 8.3) y 
realizamos el movimiento ὈὊὈ Ὂ  (figura 8.4) (tomando el cubo de forma que la diagonal 
se encuentre en la cara frontal) 
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Figura 8.2 Figura 8.3 Figura 8.4 ὈὊὈ Ὂ  

 
El paso siguiente será buscar el subcubo que contenga las caritas blanca y roja, y repetimos el 
paso anterior, hasta completar la cara superior, como se muestra en las siguientes figuras: 

 

   
Figura 8.5 Figura 8.6 Figura 8.7 ὈὊὈ Ὂ  

 

   
Figura 8.8 Figura 8.9 Figura 8.10 

 
Ahora deseamos conseguir la cara inferior de forma que las aristas estén bien orientadas  y 
terminar con la resolución del Cubo de Rubik. 
 
Giramos el cubo y debemos conseguir una carita azul (por lo menos una) en la cara inferior, 
en caso de que no tengamos una carita azul en la cara inferior realizamos  lo siguiente: 
 
Tomando el cubo de forma que la cara blanca sea la cara superior, la cara frontal puede ser 
cualquier lateral de nuestro cubo, aplicamos Ὑ Ὀ Ὑ , luego giramos el cubo 90° en sentido 
horario (la cara frontal cambia a la izquierda) y aplicamos ὒὈ ὒ , giramos el cubo 90° en 
sentido antihorario (volvemos al principio) y finalmente realizamos el movimiento Ὑ ὈὙȢ  
Los movimientos anteriores nos permiten ir cambiando la posición de las caritas en la cara 
inferior  sin modificar la cara superior, realizamos los movimientos anteriores tantas veces sea 
necesario hasta conseguir al menos una carita azul en la cara inferior. 
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En este ejemplo nuestro subcubo contiene la arista anaranjada y verde, el siguiente paso será 
fijar el subcubo en la posición que le corresponda (ver figura 8.12), en mi caso realizo el 
movimiento Ὗ. 

 

  
Figura 8.11 Figura 8.12 

 
Nuestro siguiente objetivo será posicionar los 3 subcubos de la cara inferior en su esquina 
correcta: 
 
Caso 1: Si los 3 subcubos están bien posicionados pero mal orientados realizamos los 
siguientes pasos: 
Tomamos el cubo de forma que la cara blanca sea la cara inferior y el subcubo que está bien 
orientado se encuentre en la esquina superior izquierda y aplicamos Ὑ Ὀ ὙὈ hasta 
conseguir una carita azul en la cara superior, enseguida realizamos el movimiento Ὗ y vamos 
alternando los dos movimientos anteriores hasta completar el Cubo de Rubik ς ς ςȢ 
 
Caso2: Al observar las siguientes figuras nos encontramos en el caso 2, es decir, dos de los 
subcubos están mal posicionados, por lo que nuestra primer tarea será posicionarlos y luego 
orientarlos, para esto tomamos el cubo de tal forma que el subcubo que está bien orientado se 
encuentre en la parte superior izquierda (ver figura 8.16),  y realizamos el siguiente 
movimiento: 

╤ ╡║╡╕╡ ║╡╕ ╡ 

 

    
Figura 8.13 

Mal posicionado 
Figura 8.14 

Bien posicionado 
Figura 8.15 

Mal posicionado 
Figura 8.16 

 
Y  regresamos el subcubo bien orientado a su posición, en nuestro ejemplo aplicamos Ὗ  con 
esto conseguimos que nuestros tres subcubos estén mal posicionados  (figura  8.17), 
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Figura 8.17 Figura 8.18 

Mal posicionado 
Figura 8.19 

Mal posicionado 
Figura 8.20 

Mal posicionado 
 
 en este ejemplo debemos  Ȱpermutarȱ las 3 esquinas  

 

  
Figura 8.21 Figura 8.22 

 
y lo haremos con el siguiente movimiento, tantas veces como sea necesario hasta que 
posicionemos los 3 subcubos, para esto tomamos el cubo de tal forma que el subcubo que está 
bien orientado se encuentre en la parte superior izquierda y realizamos : 
 

╡║╡╕╡ ║╡╕ ╡ 
 
Ya tenemos todas las esquinas bien posicionadas, es decir nuestros 3 subcubos están bien 
posicionados  

 

   
Figura 8.23 

Bien posicionada 
Figura 8.24 

Bien posicionada 
Figura 8.25 

Bien posicionada 
 

por lo que realizamos los pasos del caso 1 y terminamos. 
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Figura 8.26 Figura 8.27 Figura 8.28 

   
Figura 8.29 Figura 8.30 Figura 8.31 

 

 
8.2 Una estrategia para resolver el Cubo de Rubik    
 
Se recomienda ÑÕÅ ÌÁ ÐÅÒÓÏÎÁ ÑÕÅ ÎÕÎÃÁ ÈÁ ȬÊÕÇÁÄÏȭ ÃÏÎ ÅÌ #ÕÂÏ ÄÅ 2ÕÂÉË y quiere seguir la 
estrategia que se indica a ÃÏÎÔÉÎÕÁÃÉĕÎ ÐÒÉÍÅÒÏ ÁÐÒÅÎÄÁ Á ȬÊÕÇÁÒ ÕÎ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏȭ ÓÉn mirar el 
cubo. ¿Por qué? Pensemos en el cubo como un instrumento musical tal como una guitarra. 
Para tocar música en la guitarra, debemos saber cómo mirar la partitura  y tocar sin tener que 
mantener constantemente la mirada en los dedos. El cubo es similar: en el inicio, queremos 
ser capaces de hacer un movimiento como Ὂ ϽὒϽὟ ϽὊ Ͻὒ ϽὟ ϽὒϽὊ sin tener que 
mantener constantemente la mirada en las manos. Esto nos ayudará a ser más rápidos y 
reducir los errores frustrantes.  
 
Una forma de resolverlo es el método esquina-arista. La idea básica es como sigue. 
 
¶ Ignorando orientaciones, es decir, giros y flips, primero resolver los subcubos esquina. 

Esto quiere decir, asegurarse de que los subcubos esquinas coincidan con los 
subcubos centro. 

 
¶ Ignorando orientaciones, es decir, giros y flips, en segundo lugar resolver los subcubos 

arista. Esto significa, asegurarse de que las aristas salvo posibles giros coincidan con 
los subcubos centro. 

 
¶ Fijar las orientaciones esquina, es decir, los giros de los subcubos esquina. Ahora todas 

las esquinas están totalmente resueltas. 
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¶ Fijar las orientaciones arista, es decir, flips de los subcubos arista. Ahora el cubo está 
resuelto. 

 
Para completar, menciono otro método. La estrategia es la solución  método de capas que se 
compone de 3 etapas. 
 
¶ Resolver la cara superior y aristas superiores. 
¶ Resolver las aristas medias (y las aristas inferiores de la mejor manera posible). 
¶ Resolver las esquinas inferiores y las aristas inferiores (si es necesario). 

 
No hay nada malo con este método, pero no vamos a hablar más de este método. Es 
recomendable aprender ambos métodos. 
 
8.2.1 Estrategia para resolver el cubo 
 

╜▫○░□░▄▪◄▫ ╔█▄╬◄▫ 

 
╤Ͻ╕Ͻ╡ȟ╤ Ͻ╕  

intercambia las esquinas (όὦὶȟόὪὰ) y 
permutas las aristas (όὪȟόὰȟόὦȟόὶ), 

 
    

╜╡Ͻ╤ Ͻ╜╡ Ͻ╤ Ͻ╜╡Ͻ╤ Ͻ╜╡ arista 3-ciclo (όὪȟόὰȟόὶ) 

    

╜╡Ͻ╤ Ͻ╤Ͻ╜╡ Ͻ╤ Ͻ╤ flips las aristas superiores όὪȟόὦ 
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╡ Ͻ╤  permuta (όὪȟόὦ), (Ὢὶȟὦὶ) 

  
╜╡Ͻ╤  flips όὦȟόὰ, y flips ὨὪȟὨὦ 

   

╡ Ͻ╓ Ͻ╡Ͻ║ Ͻ╤ Ͻ║  όὪὶȟὦὰὨ  

   

╡ȟ╤ ╡Ͻ╤Ͻ╡ Ͻ╤  permuta (όὪὶȟὨὪὶ), (όὦὶȟόὦὰ) 

   

╕ Ͻ╛Ͻ╤ Ͻ╕ Ͻ╛ Ͻ╤ Ͻ╛Ͻ╕ permuta (όὪȟόὦ), (όὶȟόὰ) 
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╜╡Ͻ╤Ͻ╜╡Ͻ╤  permuta (όὪὰȟόὦὶ), (όὪὶȟόὦὰ) 

  
╡Ͻ╓Ͻ╡ Ͻ╤Ͻ╡Ͻ╓ Ͻ╡ Ͻ╤  Esquina 3-ciclo (ὦὶὨȟόὶὦȟόὰὦ) 

 
 

Tabla 8.1 Movimientos esquina y arista, ver [Si] 
 

. 

8.3 El método de subgrupo 
 
Un enfoque para resolver el Cubo de Rubik usando una computadora es construir una cierta 
secuencia de subgrupos 
 

Ὃ ρṒὋ Ṓ ȣṒὋ ṒὋ Ὃȟ 
 
donde Ὃ ộὙȟὒȟὊȟὄȟὟȟὈỚ es el grupo de Cubo de Rubik, que permite implementar la 
siguiente estrategia: 
 
¶ Representar a una posición dada del Cubo de Rubik por un elemento Ὣ ᶰὋ. 

 
¶ Determinar un conjunto completo de representantes de la clase lateral Ὃ ȾὋ:  

 

Ὃ ȾὋ  Ὣ ȟ Ὃ ȟ            ÁÌÇÕÎÏÓ ὶ ρȟᶅ π Ὧ ὲ 

 
(note  ά ρȟὫȟ ρ). 

 
¶ (Paso 1) Si Ὣ ᶰὫȟὋ (donde Ὥɴ ρȟȣȟὲ ) entonces sea Ὣ Ὣȟ y Ὣᴂ Ὣ Ὣ 

(note ὫᴂᶰὋ). 
 
¶ (Paso inductivo) ὫᴂᶰὋ se ha definido y si ὫᴂᶰὫ ȟ Ὃ (donde Ὦɴ ρȟȣȟὲ ), 

entonces sea Ὣ Ὣ ȟ  y  Ὣᴂ Ὣ  Ὣᴂ (note  Ὣᴂ ᶰὋ ). 
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¶ Colocando todo esto junto, se obtiene ρ Ὣ Ὣ Ὣ ȣὫ Ὣ , puesto que 
 

Ὣ  ὫὫȣὫ Ὣ. 
 
La esperanza es ser capaz de elegir la secuencia de los subgrupos Ὃ de tal manera que los 
representantes de las clases laterales son movimientos cortos y relativamente simples en el 
#ÕÂÏ ÄÅ 2ÕÂÉË ÄÅ ÍÏÄÏ ÑÕÅ ÌÁ ȬÓÏÌÕÃÉĕÎȭ Ὣ  ὫὫȣὫ Ὣ no sea demasiado larga. 
 
8.3.1 Ejemplo: El método de la esquina-arista 
 
Ahora se presenta un ejemplo-un poco sofisticado. Sea Ὃ el subgrupo que no permuta las 
esquinas, sea Ὃ el subgrupo que no permuta las esquinas o aristas, Sea Ὃ el subgrupo que no 
permuta las esquinas o aristas y no reorienta cualesquiera esquinas, y sea Ὃ ρ: 
 

Ὃ ρṒὋ ṒὋ ṒὋ ṒὋ ὋȢ 
 
Esta elección de los subgrupos aproximadamente corresponde con el método de la esquina 
arista  descrito en Singmaster (ver [Si]). 
La idea es simple. 
 

1. Representar a una posición dada del Cubo de Rubik por un elemento Ὣ ᶰὋ. 
 

2. Sea Ὣ el movimiento el cual mueve todas las esquinas a las posiciones correctas (es 
decir, las permutar hacia la posición resuelta y posiblemente las gira), así que 
Ὣ Ὣ ᶰὋ. Sea Ὣᴂ Ὣ Ὣ . 
 

3. Sea Ὣ el movimiento el cual mueve todos las aristas hacia las posiciones correctas (es 
decir, las permuta en la posición resuelta y posiblemente reorienta esquinas y aristas) 
y deja todas las otras piezas sin permutar, así que Ὣ ὫᴂᶰὋ. Sea Ὣᴂ Ὣ Ὣᴂ. 
 

4. Sea Ὣ ÅÌ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ÑÕÅ ȬÒÅÓÕÅÌÖÅȭ ÔÏÄos las esquinas (es decir, gira todas ellas en 
una orientación correcta y puede voltear algunas aristas), pero no permuta 
cualesquiera piezas, así que Ὣ ὫᴂᶰὋ. Sea Ὣᴂ Ὣ Ὣᴂ. 
 

5. Sea Ὣ ÅÌ ÍÏÖÉÍÉÅÎÔÏ ÑÕÅ ȬÒÅÓÕÅÌÖÅȭ ÔÏÄÏÓ ÌÁÓ aristas (es decir, voltea a todas en la 
orientación correcta) y deja todas las otras caras fijas. 

 
6. ,Á ȬÓÏÌÕÃÉĕÎȭ ÅÓ Ὣ  ὫὫὫὫ . 

 
8.3.2 Ejemplo: método de Thistlethwaite 
 
Morwen Thistlethwaite (un matemático y un antiguo colega de David Singmaster) desarrolló 
uno de los mejores métodos de subgrupo para resolver el cubo (ver  [FS]). Él toma 
 
Ὃ ộὙȟὒȟὊȟὄȟὟȟὈỚȟ  Ὃ ộὙȟὒȟὊȟὄȟὟȟὈỚȟ  Ὃ ộὙȟὒȟὊȟὄȟὟȟὈỚȟ  Ὃ ρȢ 

 
  Ὃ es isomorfo al grupo de Rubik Domino σ σ ς. Su orden es ψȦ Ͻρς de acuerdo con 
Frey- Singmaster [FS],   Ὃ ÅÓ ÅÌ ÇÒÕÐÏ ÄÅ ÌÏÓ ȬÃÕÁÄÒÁÄÏÓȭȢ 3Õ ÏÒÄÅÎ ÅÓ ς Ͻσ [FS]. 
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Figura 8.32 Rubik Domino 

 
Thistlethwaite demostró (con ayuda de una computadora ) los siguientes hechos. 
 
¶ Hay un conjunto completo de representantes de las clases laterales Ὣȟ  ρ Ὥ ὲ  

de ὋȾὋ tal que cada Ὣȟ tiene a lo más 7 movimientos largos (y  ὲ ςπτψ). Este 

conjunto de movimientos voltea  aristas solamente. 
 

¶ Hay un conjunto completo de representantes de las clases laterales Ὣȟ  ρ Ὥ ὲ  

de ὋȾὋ tal que cada Ὣȟ tiene a lo más 13 movimientos largos (y  ὲ ρπψςυφυ). 

Este conjunto de movimientos gira esquinas solamente. 
 
¶ Hay un conjunto completo de representantes de las clases laterales Ὣȟ  ρ Ὥ ὲ  

de ὋȾὋ tal que cada Ὣȟ tiene a lo más 15 movimientos largos (y ὲ ςωτππ). Este 

conjunto de movimientos pone todos los subcubos arista y subcubos esquina en la 
posición correcta. 

 

¶ Hay un conjunto completo de representantes de las clases laterales Ὣȟ  ρ Ὥ ὲ  

de ὋȾὋ tal que cada Ὣȟ tiene a lo mas 17 movimientos largos (y  ὲ φφσυυς).  ́

 

Por lo tanto, el Cubo de Rubik puede ser resuelto a lo más en  χ ρσ ρυ ρχ υς 
movimientos.  Las mejoras más recientes sobre este método han reducido este número (ver la 
ÐÜÇÉÎÁ ÄÅ 7ÉËÉÐÅÄÉÁ 7É  ÅÎ ÌÁÓ ȬÓÏÌÕÃÉÏÎÅÓ ĕÐÔÉÍÁÓ ÐÁÒÁ ÅÌ #ÕÂÏ ÄÅ 2ÕÂÉËȭ y [Lo] para 
detalles y actualizaciones recientes). 
 

8.4 Una estrategia para resolver el Cubo de Rubik   
 
Es importante saber armar el cubo σ σ σ ya que muchos de los movimientos para resolver 
el cubo τ τ τ los obtenemos del Cubo de Rubik σ σ σ.   
Preparamos el cubo τ τ τ  (ver figuras 8.33 y 8.73) para después resolverlo como si fuese 
el Cubo de Rubik σ σ σ. 
 
8.4.1 Conseguir las 6 caras centrales 
 
En el Cubo de Rubik σ σ σ la cara central indicaba el color de cada cara, ahora en él 
τ τ τ  la Ȱcara centralȱ van a ser 4 caritas (lo que antes era una, ahora son 4 caritas), a 
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diferencia del cubo σ σ σ las caras de en medio si se pueden mover, debemos obtener 4 
caritas blancas para conseguir una Ȱcara centralȱ.  
 

  
Figura 8.33 Cara central Figura 8.34 Posiciones 

  
Conseguimos líneas 
 
DÅÓÄÅ ÅÓÔÅ ÍÏÍÅÎÔÏ ÌÁ Ȱcara centralȱ elegida a completar será la blanca, buscamos una carita 
blanca en cualquiera de las caras del cubo que este en cualquiera de las posiciones 1, 2, 3 o 4 
(ver figura 8.34), luego giramos el cubo de manera que la cara central blanca que deseamos 
completar se encuentre en la cara superior de nuestro cubo. 
 
Enseguida explicaré como obtener las 4 caritas blancas partiendo de cualquiera de las 
configuraciones de mi cubo, es importante mencionar que dependiendo de cada configuración 
serán los movimientos, pero esto depende de que carita elijamos, hay varios movimientos que 
podemos realizar dependiendo de en qué posición estén nuestras caritas blancas y si te 
encuentras con alguna otra posición los movimientos son análogos. 
 
Observando la figura 8.35 encuentro una carita blanca en la posición 4 (ver figura 8.34)  
 

 
Figura 8.35 

 
Busco una carita blanca en cualquiera de las caras laterales, en este caso la carita blanca sobre 
mi cara lateral se encuentra en la posición 1 ( figura 8.36), giro la cara superior en sentido 
horario un cuarto de vuelta ( figura 8.37), es decir realizo el movimiento Ὗ (ver [Si]), ahora 
mis dos caritas blancas se encuentran en la misma rodaja ( figura 8.38). 
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Figura 8.36 Figura 8.37  Movimiento Ὗ Figura 8.38 

 
Ahora realizo el movimiento Ὄ  (ver notación en 2.3.3) que me permite mover la carita 
blanca que se encuentra en la cara frontal a la cara superior ( figura  8.39).  
Ahora la carita blanca ya se encuentra en la cara superior, pero recordemos que está sobre la 
misma rodaja, debemos girar la cara superior de manera que nuestra carita blanca no esté 
sobre la misma rodaja o sobre la misma línea que nuestra primera carita blanca elegida 
( figura 8.35), podemos realizar cualquiera de los siguientes movimientos Ὗ o Ὗ  yo elegiré 
Ὗ   ( figura 8.40), luego regreso la mitad izquierda, es decir aplico el movimiento  inverso  Ὄ 
lo que me permite obtener una línea blanca, es decir ahora las caritas blancas se encuentran 
en las posiciones 3 y 4 (figura 8.41). 
 

   
Figura 8.39 Movimiento Ὄ  Figura 8.40 Figura 8.41 

 
Enseguida busco una tercera carita blanca en cualquiera de las caras laterales, una vez elegida 
la carita giramos la cara superior de manera que las tres caritas blancas estén sobre la misma 
rodaja y repito el proceso anterior , en mi caso podemos observar en la figura 8.43 que mis 3 
caritas se encuentran en la mitad derecha, por lo que aplicaré el mismo proceso sólo cambiaré 
el subíndice que indicará que el movimiento afectará a la mitad derecha, aplicamos  
Ὄ Ὗ Ὄ .  
 

   
Figura 8.42 Figura 8.43 Figura 8.44 
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Finalmente busco la cuarta carita blanca en las caras laterales, en este caso mi cuarta carita 
blanca se encuentra en la cara inferior en la posición 1, lo más recomendable es mover la 
carita blanca a una de las caras laterales del cubo, para lograrlo realicemos lo siguiente: 
 
Giramos la cara superior de tal manera que dos de las caritas blancas que se encuentran en 
dicha cara estén sobre la misma rodaja que la cuarta carita blanca para lograrlo aplico Ὗ  
luego aplicamos el movimiento Ὄ  , ahora la cuarta carita blanca se encuentra en la cara 
frontal  en la posición 1 (ver figura 8.45) pero recordemos que la cuarta carita sigue sobre la 
misma rodaja que las otras 2 caritas blancas, por lo que el siguiente paso será aplicar Ὂ de esta 
manera la cuarta carita ya no está sobre la misma rodaja, ahora se encuentra en la posición 2 
de la cara frontal, finalmente regresamos la mitad izquierda, es decir aplicamos Ὄ. 
 
Perfecto, ahora nuestra cuarta carita blanca se encuentra en la cara frontal es decir en una de 
las caras laterales ¡como queríamos! 
 
Enseguida giramos la cara superior del cubo de manera que alguna de las líneas blancas este 
sobre la misma rodaja que nuestra cuarta carita blanca, en mi caso aplicamos Ὗ (ver figura 
8.46), es importante elegir la línea blanca correcta, ¿a qué me refiero con esto? Debemos elegir 
la línea blanca de forma que ésta al estar sobre la misma rodaja que la cuarta carita blanca  y 
al realizar el movimiento  Ὄ  se forme una línea blanca nuevamente sobre la cara superior 
(ver figura  8.49)  y no una diagonal como se ve en la figura 8.47. 
 
Por lo que si elegimos la línea blanca que se observa en la figura 8.46 fracasaríamos al obtener 
una diagonal, la elección correcta es la línea blanca de la figura 8.48. 
 
Pero, ¿cómo conseguimos la línea blanca de la figura 8.48? Es muy sencillo, partiendo de la 
configuración de mi cubo en la figura 8.46 sólo giro la cara superior, puedo aplicar Ὗ Ï Ὗ  y 
obtengo la configuración de la figura 8.48. 
 

   
Figura 8.45 Figura 8.46 Figura 8.47 Diagonal  

 
El paso siguiente es aplicar Ὄ   y obtenemos la línea blanca que tanto deseábamos. Finalmente 
aplicamos  Ὗ  (ver figura 8.50) y regresamos la mitad derecha, es decir aplicamos Ὄ  lo que 
nos permite obtener la Ȱcara centralȱ  blanca (ver figura 8.52). 
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Figura 8.48 Figura 8.49 Línea blanca  Figura 8.50 

  
Figura 8.51 Figura 8.52 

 
Para completar el resto de caras centrales debemos memorizar como están colocadas las 
caras laterales. 
 
Hay diferentes posiciones en los colores de cada cara, en el capítulo 2 proporcionamos los 
colores de cada cara del cubo, en este caso como estamos empezando por completar la cara 
central blanca, el paso siguiente será completar las caras centrales en el siguiente orden de 
aparición: la cara central Roja (que en este caso será la cara frontal), la cara central Verde 
(que en este caso será la cara izquierda), la cara central Azul (que en este caso será la cara 
derecha) la Anaranjada (que en este caso será la cara posterior) y finalmente Amarilla (que en 
este caso será la cara inferior). 
 
Es decir rotamos el cubo de manera que la cara central blanca este en la parte superior, en la 
cara frontal debemos completar la cara central roja, en la cara izquierda debemos completar 
la cara central verde, en la cara derecha completamos la cara central azul, en la cara posterior 
debemos completar la cara central anaranjada y automáticamente se completará la cara 
central amarilla (ver figuras 8.53, 8.54 y 8.55), ¿cómo las completamos? Siguiendo los mismos 
pasos que realizamos para completar la cara central blanca, siempre siguiendo el orden, cara 
central blanca (su opuesta será la cara central amarilla), roja-anaranjada, y verde- azul. 
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Figura 8.53 Figura 8.54 Figura 8.55 

   
Figura 8.56 Figura 8.57 Figura 8.58 

 
Figura 8.59 

 
8.4.2 Colocación de las aristas (cubitos medios, es decir los 2 cubitos que se encuentran 

entre los subcubos esquina) 
 
El paso siguiente será colocar y orientar las 12 aristas, debemos tener en cuenta que al usar 
las palabras Ȱcolocar y orientar aristasȱ en este caso me refiero a colocar y orientar siempre 
en parejas (cubitos medios, ver figura 8.73). 
 
El primer paso será elegir una par de aristas, por ejemplo en la figura 8.60 elegimos dos 
aristas A y B (caritas roja y amarilla), notamos que las dos aristas se encuentran sobre la 
misma rodaja, debemos preparar el cubo de forma que las aristas A y B se encuentren sobre 
una de las diagonales (ver figuras 8.62 y 8.64) para esto apliquemos el movimiento Ὂ ὒὈὊȢ  
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Nota: Ὂ ὒὈὊ  también nos permite mover 2 aristas a una misma rodaja en el caso de que éstas 
se encuentren sobre  una de las  diagonales. 
 

  
Figura 8.60 Figura 8.61 Diagonal 

 
Cada que elijamos un par de aristas no debemos olvidar ubicarlas sobre alguna de las 
diagonales (ver figuras 8.62 y 8.64), agrego el algoritmo a realizar en cada caso, el cual nos 
permite juntar las dos aristas A y B. 
 
Es importante mencionar que al realizar el respectivo algoritmo (dependiendo del caso en que 
nos encontremos) una par de aristas siempre se afectan, en las siguientes figuras indico con 
una llave las aristas que separamos (ver figura 8.63) al realizar el algoritmo, por lo que, sólo 
debemos girar la cara izquierda o derecha, buscando posicionar en la cara inferior del cubo un 
par de aristas que aún no estén juntas y de esta forma no afectemos aristas que ya hemos 
completado. 
 

   
Figura 8.62 
Ὄ Ὗ Ὑ ὟὌ  

Figura 8.63 
 

Figura 8.64 
ὌὟὒὟ Ὄ  

 
Colocación del último par de aristas 
 
Usando los algoritmos de las figuras 8.62 y 8.64 completamos 10 aristas (ver figuras 8.65, 8.66, 
8.67 y 8.68), al final siempre nos quedarán 2 aristas por completar, ver figuras 8.69, 8.70 y 8.71  
en mi caso las dos aristas que debo juntar se encuentran sobre la cara en la que se encuentra 
la ȰÃÁÒÁ ÃÅÎÔÒÁÌ ÁÍÁÒÉÌÌÁȱ, un par de aristas que debo juntar tienen las caritas de color rojo y 
amarilla y el segundo par de aristas contiene las caritas de color verde y rojo, se puede 
observar que ambas parejas se encuentran sobre las diagonales, el paso siguiente será colocar 
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cada par de aristas sobre la misma rodaja (recordar figura 8.60) para lograrlo apliquemos 
Ὂ ὒὈὊȢ  
Nuestra siguiente tarea será aplicar el siguiente algoritmo: 
 

╗╛╤╛╤ ╕╤ ╕ ╤╗╛  
 

¡Por fin hemos terminado! Ya tenemos las 12 aristas completas, (ver figura 8.73) . 
 

   
Figura 8.65 Figura 8.66 Figura 8.67 

   
Figura 8.68 Figura 8.69 Figura 8.70 

   
Figura 8.71 Figura 8.72 Colocación del 

último par de aristas. 
 

Figura 8.73 
Colocación de aristas 

Como había prometido en 8.4, ya habiendo preparado el cubo τ τ τ  (ver 8.33 y 8.73) para 
después resolverlo como si fuese el Cubo de Rubik σ σ σ. 
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8.4.3 Resolviendo el Cubo de Rubik   como si fuese el Cubo de Rubik  Ȣ  
 
A partir de este momento el lector  podrá hacer uso de cualquier movimiento dado en 8.2.1 
(Estrategia para resolver el cubo σ σ σȟ  ver la tabla de movimientos esquina y arista), 
podemos empezar por completar cualquier cara, en mi caso empezaré por resolver la cara 
blanca (ver figura 8.76), enseguida las aristas (ver figuras 8.78 y 8.79) y finalmente la cara 
amarilla (ver figura 8.86). 
 

   
Figura 8.74 Figura 8.75 Figura 8.76 

   
Figura 8.77 Figura 8.78 Figura 8.79 

   
Figura 8.80 Figura 8.81 Figura 8.82 
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Figura 8.83 Figura 8.84 Figura 8.85 

   
Figura 8.86 Figura 8.87 Figura 8.88 

 
Figura 8.89 

 
8.4.4 Paridad en el Cubo de Rubik Ȣ 
 
En este apartado revisaremos las paridades que presenta el cubo τ τ τ, una de las 
características de éste cubo es que tiene un número par de capas, esta paridad se presenta en 
los cubos de lados pares. 
 
Caso 1: Uno de los algoritmos que podemos necesitar al resolver la última capa del cubo 
τ τ τ ÅÓ ÅÌ ÑÕÅ ÎÏÓ ÐÅÒÍÉÔÅ ÏÂÔÅÎÅÒ ÌÁ ȰÃÒÕÚ ÁÍÁÒÉÌÌÁȱ (ver figura 8.80), el caso que todos 
deseamos (por ser el más fácil) es que todas las caritas que forman la cruz sean amarillas, y el 
paso siguiente será aplicar algoritmos que nos posicionen las aristas y finalmente colocar las 
esquinas correctamente posicionadas y orientadas para terminar de resolver el cubo, ahora 
¿qué pasa si no consigo que todas las caritas sobre mi cruz sean amarillas como en la figura 
8.80?  
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La respuesta es, que el caso al que nos enfrentaríamos es el siguiente: 
 
!Ì ÔÒÁÔÁÒ ÄÅ ÏÂÔÅÎÅÒ ÌÁ ȰÃÒÕÚ ÁÍÁÒÉÌÌÁȱ Ðodemos obtener 3 aristas bien orientadas y la cuarta 
arista bien posicionada pero mal orientada (en mi caso debo invertir los colores anaranjado y 
amarillo,  ver figura 8.90), el siguiente algoritmo (ver notación en 2.3.3): 
 

  
Figura 8.90 Figura 8.91 

►║╤■╤► ╤►╤╕►╕■ ║► 
 
nos permite resolver ésta paridad, rotemos nuestro cubo de tal forma que la cuarta arista se 
encuentre en la posición όὪ (ver Ejemplo 1.2.7), al aplicar el algoritmo anterior lograremos 
orientar la cuarta arista (ver figura 8.92). 
 

  
Figura 8.92 Figura 8.93 

 
Caso 2: Otra paridad con la que nos podemos encontrar al resolver la última capa del cubo 
τ τ τ  es que obtengamos el cubo totalmente armado excepto dos esquinas consecutivas 
de una cara, que se encuentran en posiciones invertidas (ver figuras 8.94 y 8.95). 
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Figura 8.94 Figura 8.95 

 
El primer paso para resolver esta paridad es rotar el cubo tal que las dos esquinas mal 
posicionadas se encuentren sobre la cara derecha y aplicamos el siguiente algoritmo: 
 

►╤►╗╤►◊ 
 

ÔÏÍÁÎÄÏ ÅÌ ÃÕÂÏ ÐÏÒ ÌÁ ÃÁÒÁ ÓÕÐÅÒÉÏÒȟÒÏÔÁÒÌÏ ωπЈ ÅÎ ÓÅÎÔÉÄÏ ÁÎÔÉÈÏÒÁÒÉÏ  Ù ÁÐÌÉÑÕÅ ÌÏ ÓÉÇÕÉÅÎÔÅ  
 

╡╤ ╡ ╤ ╡ ╕╡╤ ╡ ╤ ╡╤╡ ╕ Ȣ 
 

El algoritmo anterior nos permite obtener 3 esquinas mal posicionadas (ver figura 8.96), 
dejando el resto del cubo fijo que en este caso nos conviene porque ahora podemos utilizar el 
movimiento esquina 3-ciclo (ὦὶὨȟόὶὦȟόὰὦ) visto en la tabla dada en 8.2.1, mimo que nos 
permitirá solucionar el puzzle.   
 

  
Figura 8.96 Figura 8.97 

 

8.5 Una estrategia para resolver el Pyraminx   
 

Supongamos que el tetraedro está sobre una superficie plana frente a nosotros. Las esquinas 
se denotan ὒ (izquierda), Ὑ (derecha), Ὗ (superior) y ὄ (parte posterior).  
 
Los movimientos básicos son: 
¶ ╛ denota la rotación de 120 grados en sentido horario del subtetraedro de 2 niveles  

que contiene la esquina izquierda, 
¶ ╡ denota la rotación de 120 grados en sentido horario del subtetraedro de 2 niveles 

que contiene la esquina derecha, 
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¶ ╤ denota la rotación de 120 grados en sentido horario del subtetraedro de 2 niveles 
que contiene la esquina superior, 

¶ ║ denota la rotación de 120 grados en sentido horario del subtetraedro de 2 niveles 
que contiene la esquina posterior . 

 
En primer  lugar debemos orientar esquinas (puntas) de la cara elegida a completar, en mi 
caso primero completaré la cara amarilla ver figura 8.98), después orientamos la punta del 
tetraedro superior ver figura 8.99  y finalmente resolvemos la parte media que desde este 
momento llamaremos aristas (como acostumbran los amantes de estos puzzles) ver figura 
8.100. 
 

   
Figura 8.98 Figura 8.99 Figura 8.100 Aristas 

 
Una vez que hemos resuelto la cara inferior  (cara amarilla) y la punta del tetraedro superior, 
lo único que nos queda por hacer es resolver aristas. Recordemos que la primer a cara que 
completamos fue la inferior  (amarilla), por lo que, los colores para las demás caras serán el 
Azul ὄȟ Rojo Ὑ y Verde Ὃ. Revisemos  3 casos a los que podemos enfrentarnos: 
 
Primer caso: En las figuras 8.101 y 8.102 podemos observar que en la parte media cada cara 
contiene tres caritas del mismo color, por lo que sólo debemos girar el subtetraedro de 2 
niveles que contiene la esquina superior  hasta completar el Pyraminx. 
 

  
Figura 8.101 Figura 8.102 

 ὄὄὄȟ   ὙὙὙ   ώ   ὋὋὋ 
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También podemos obtener los colores de las 3 caritas de cada cara como en las figuras 8.103 a 
la 8.107, para resolverlas tomamos el puzzle de forma que cualquiera de las caras roja, verde o 
azul se encuentren frente a nosotros y aplicamos el siguiente movimiento que nos permite 
armar totalmente el Pyraminx  ╡ ╤ ╡╤ ╡ ╤ ╡. 
 

  
Figura 8.103 ὄὋὄ ώ ὙὄὙ Figura 8.104  ὋὙὋ 

   
Figura 8.105 ὋὄὋ Figura 8.106 ὄὙὄ Figura 8.107  ὙὋὙ 

 
Segundo caso: Tenemos las 3 aristas mal posicionadas y orientadas, es importante mencionar 
que en este último caso tenemos 2 posibles caminos a seguir: 
 
1: Las 3 aristas deben ser permutadas en sentido antihorario, ahora, observando el patrón que 
tenemos en la parte media: 
 
En una cara tenemos 2 caritas iguales y la tercera de diferente color (ver figura 8.108), en otra 
cara 2 caritas iguales y la tercera de diferente color (ver figura 8.109), y en la tercer cara 3 
caritas de diferente color (ver figura 8.110).                   

 
Rotamos el puzzle de forma que la cara que en la que se encuentren 2 caritas iguales y la 
tercera de diferente color, esté frente a nosotros, y la cara derecha contenga las 3 caritas de 
diferente color (ver figura  8.113), aplicando el siguiente algoritmo resolvemos el Pyraminx: 
 

╛╡╤╡ ╤ ╛  
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Figura 8.108 Figura 8.109 Figura 8.110 

   
Figura 8.111 Figura 8.112 Figura 8.113 

 
2: Es equivalente al caso 1, sólo que ahora las aristas deben ser permutadas en sentido 
horario, debemos rotar el puzzle de manera que la cara adyacente (la cara que contiene las 3 
caritas de diferente color) se encuentre en el lado izquierdo, ver figura 8.118, finalmente 
aplicando el siguiente algoritmo tenemos el puzzle totalmente armado. 
  

╡ ╛ ╤ ╛╤╡ 
 

   
Figura 8.114 Figura 8.115 Figura 8.116 
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Figura 8.117 Figura 8.118 Figura 8.119 

 
Tercer caso: Una arista fija (bien posicionada y orientada, ver figura 8.120) y dos que están 
bien posicionadas pero mal orientadas (están en su posición pero deben invertirse los colores 
ver  figuras 8.121 y 8.122): 
 
Rotamos el Pyraminx de forma que la cara en la que se encuentran las 2 aristas (de las cuales 
los colores de sus caritas deben ser invertidos) esté frente a nosotros y aplicamos el siguiente 
algoritmo que nos permite armar totalmente el Pyraminx: 

 
╡ ╤╛ ╤ ╛╤ ╡╤. 

 

   
Figura 8.120 Figura 8.121 Figura 8.122 

 

8.5.1 Estrategia para el Pyraminx usando conmutadores 

 
En primer lugar, obtener las caritas "centro" resueltas, a continuación, girar las puntas para 
resolverlas y las caritas centrales. Por último, resolver las aristas, utilice los siguientes 
movimientos: 
Ɇ ὙȟὟ  es un 3-ciclo de piezas arista sobre la cara ὟὙὒ, 
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Ɇ  ὙȟὟ ᶻὙ ȟὒes un giro (invertir colores de las etiquetas de cada arista) de dos aristas 
(arista ὟὙ y la arista Ὗὒ) en la cara ὟὙὒ. 
 

Anexo: 
 
El orden del Grupo Cubo de Rubik  (A. Frey y D. Singmaster, [FS]) 

¿Cuántas diferentes permutaciones del cubo hay, incluyendo orientaciones de arista y 

esquinas giros . 

En primer lugar, ¿cuántas permutaciones de las ocho esquinas son posibles si ignoramos 

orientaciones? Sabemos que el número total de posibles permutaciones de un conjunto de ὲ 

objetos en n ubicaciones es ὲȦ Hemos encontrado un proceso el cual intercambia un solo par 

de esquinas, ignorando aristas, sin molestar a otras esquinas. Utilizando ya sea conjugados de 

este proceso o bien con distintas orientaciones del cubo, podemos intercambiar cualquier par 

de esquinas sin alterar a las otras. Puesto que toda permutación se puede descomponer en 

productos de transposiciones, toda permutación esquinas es posible en el cubo. Por lo tanto 

tenemos 

8!=40,320 

permutaciones posibles de esquinas en el cubo. 

El mismo argumento muestra que hay 12! = 479 001 600 permutaciones posibles de aristas 

en el cubo. Sin embargo, hemos visto que no todas las permutaciones de las esquina pueden ir 

con todas las permutaciones de las aristas. Las permutaciones de las esquinas y aristas juntas 

debe ser par, por lo que permutaciones esquina par deben ocurrir con permutaciones arista 

par e impar con impar. ¿Puede cada permutación par esquina  ocurrir con cada permutación 

par arista? ¡Sí! Para ver esto se aplica el método anterior para obtener cualquier  permutación 

par esquina. Esto producirá una permutación par arista que luego necesitamos para 

transformar a cualquier permutación par  arista que deseemos, Esta transformación debe ser 

una permutación par  arista la cual deja esquinas fijas. Cualquier permutación par arista, 

dejando esquinas  fijas, se puede obtener usando ya sea 3 ciclos o parejas de 2 ciclos de aristas 

las cuales dejan esquinas fijas. Estos se pueden obtener como conjugados de cualquiera de 

ὡ ὒὙ Ὂὒ ὙὟ 

o 

ὠ ὊὙ  

¿Puede cada permutación impar esquina ocurrir con cada permutación impar arista? ¡Sí! 

Podemos repetir el argumento anterior y de nuevo necesitamos obtener permutaciones pares  

arista que dejan esquinas fijas. Alternativamente, simplemente aplicamos cualquier giro de 

cara para transformar un caso impar-impar en un caso par-par, y utilizamos el argumento 

anterior. Dado que la mitad de las permutaciones son impares y la otra mitad son pares, se 
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observa que el número total de permutaciones del cubo sin contar orientaciones de esquinas y 

aristas es de 

ψȦϽρςȦ

ς
ωȟφυφȟφχςȟςυφȟπππȢ 

Ahora considerando orientaciones de esquinas y aristas. Cualquier esquina puede ser girada 

en tres orientaciones, a excepción de la última, cuya orientación está fijada por las otras siete. 

Del mismo modo cualquiera de las aristas se puede invertir en dos formas con excepción de la 

última, cuya orientación está determinada por la primeras 11. Por lo tanto cada permutación 

de los subcubos puede tener 

σ

σ
ςȟρψχ 

orientaciones esquina y 

ς

ς
ςȟπτψ 

 

orientaciones arista. Así, el número total de permutaciones del cubo contando orientaciones 

de esquinas y aristas es 

ψȦϽρςȦ

ς
Ͻ
σ

σ
Ͻ
ς

ς
τσȟςυςȟππσȟςχτȟτψωȟψυφȟπππ 

τȢσ ρπ 

Este es el orden del Grupo Cubo. 

Teorema. El número de posibles posiciones del Pyraminx de Mèfferts es 
 

φȦ

ς
ϽςϽσ χυ υψς χςπȢ 

 
Prueba (Bandelow, [B1]): Cada giro de 120° de cualquier subtetraedro de segundo nivel causa 
un 3-ciclo arista, por lo tanto, una permutación par de las piezas arista. Por lo tanto, a lo sumo 
Ȧ
 posiciones para las 6 piezas arista son posibles. Por otra parte, cada giro de 120° de un 

subtetraedro de segundo nivel causa dos 3-ciclos disjuntos, por consiguiente una permutación 
par, para el conjunto de los 12 colores sobre las 6 piezas arista. Por lo tanto, en este conjunto 
también, obtenemos sólo permutaciones pares, lo que significa reorientamos una pieza arista 
como una transposición, por lo tanto, una permutación impar, es imposible. Por otra parte, las 
siguientes maniobras muestran que cada permutación par de piezas arista se puede realizar y 
que, en este proceso,  5 de 6 aristas pueden estar orientadas en ς. Las cuatro piezas núcleo 
pueden ser giradas arbitrariamente  en σ posiciones y lo mismo se aplica para las 4 puntas 
del Pyraminx σ. 
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El puzzle 14-15  
 
La configuración original de Samuel Loyd Puzzle 14-15. 
 

ρ ς σ τ
υ φ χ ψ
ω
ρσ

ρπ
ρυ

ρρ
ρτ

ρς
Ȣ

 

 
puede ser cambiada en la siguiente configuración: 
 

Ȣ ρ ς σ
τ υ φ χ
ψ
ρς

ω
ρσ

ρπ
ρτ

ρρ
ρυ

 

 
usando cuarenta y cuatro movimientos: Los siguientes números indican qué cuadrado (en 
orden) se debe colocar en el lugar vacío: 
14, 11, 12, 8, 7, 6, 10, 12, 8, 7, 4, 3, 6, 4, 7, 14, 11, 15, 13, 9, 12, 8, 4, 10, 8, 4, 14, 11, 15, 13, 9, 12, 
4, 8, 5, 4, 8, 9, 13, 14, 10, 6, 2, 1. 
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Reflexión final 
 
Durante la carrera me enfrente al curso de Teoría de Grupos, el revisar la definición de grupo 

a través de algunos ejemplos concretos me permitió entender cada una de las propiedades, no 

tuve problemas al llegar la definición de subgrupo, al parecer todo estaba claro para mí, pero 

al llegar a definiciones como subgrupo normal, grupo cociente, los teoremas de 

isomorfismosȣ  0or más que intentaba visualizar las definiciones no me quedaban claras, 

pero aún  así intentaba resolver los problemas, recuerdo pocos ejemplos concretos en el curso 

y todo lo intentaba entender con permutaciones, sólo cambiaba el índice e intentaba 

particularizar, cuando me propusieron el tema de tesis Ȱ-ÁÔÅÍÜÔÉÃÁÓ ÄÅÌ #ÕÂÏ ÄÅ 2ÕÂÉËȱ me 

encanto la idea ya que mucho tiempo atrás tenía la curiosidad por saber cómo resolver el 

Cubo de Rubik, ahí me di cuenta que podía lograrlo y el saber que a la vez podía relacionar las 

matemáticas (en especial Teoría de grupos) con el cubo fue muy divertido. 

Después de varios meses de trabajo ¡ya se resolver el cubo σ σ σ! Y además pude 

relacionar cada movimiento que utilizaba en la resolución con los conceptos vistos en el 

Teoría de grupos, como conjugados y conmutadores, y aprendí algunos conceptos nuevos 

para mí, pues veía su aplicación al cubo. 

Algunas personas resuelven el cubo en muy poco tiempo, pero han practicado muchas horas y 

descubren algunos algoritmos de manera empírica, lo cual tiene su mérito, pero con la ayuda 

de los conceptos básicos de Teoría de grupos me resulto más fácil entender por qué funcionan 

los algoritmos. 

Mientras realizaba el presente trabajo aprendí  a trabajar de manera independiente, buscando 
informaciónȟ ÉÎÖÅÓÔÉÇÁÎÄÏȣȢ 9 ÅÓÔÏ ÍÅ ÁÙÕÄÁÒÜ ÍÕÃÈÏ ÅÎ ÍÉ ÆÕÔÕÒÏȢ El trabajar en la 
realización de la tesis es una tarea que requiere bastante compromiso y que nos ayuda a 
crecer profesionalmente. 

Finalmente  debo mencionar que gracias a los maestros de la FCFM de la BUAP de quienes 
siempre recibí guía y soporte he logrado llegar a la meta, gracias a sus observaciones, críticas 
constructivas y a su gran compromiso. 
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