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INTRODUCCION

¢ Quién no ha intentado resolver juegos como el Cubo de Rubikel Puzzle 1% Es
sorprendente la matematicaimplicita que nos ofrece varios juguetes de este tipa En este
trabajo hablaremos dela teoria grupos aplicada a algunos juegos, como @ibo de Rubik, el
Puzzle 15 y elPyraminx, el objetivo principal es explicar como seesuelvenya que lejos de
pasar de moda surgen nuevas variantesNos basamos en el textode David Joyner
Adventures in Group Theory y consultamos varbs autores entre ellosD. SingmasterJ. J.
Rotman,l. N. Herstein D.A.RWallace,y J.Durbin.

¢ Por qué resulta fascinante el Cubo de RubiR@jemos que su autor nos explique:

O0AOA i p AOGOA T AEAOGT AOG O1 AEAIDBPIT AAI EOAAT A A
leyes naturales; es un ejemplo sorprendente de las posibilidades admirablessgiritu humano

para probar su rigor cientifico y para dominar esas leyes... Es el ejemplo de la unidad de lo
verdadero y de lo bello, lo que para mi significan la misma cosa. Todo esto podria parecer
exagerado a propésito de un simple juguete, pero fimren que quienes, aprovechando sus
posibilidades, intenten penetrar en este mundo cientifico y asimilarlo, hardn descubrimientos y

serian de mi opiniéon. Mi conviccion intima es que jugando con él, reflexionando sobre él,

podemos alcanzar algo de la |6gigoura del Universo, de su esencia sin limites, de su movimiento
PDAOPAOOT AT Al AWAAET U AT Al OEAI bl 86

La primera vez que intente resolverlono fue nada facil, pero cuando entendi su construcciéon
y después de varios mesede preparar esta tesisya soy capaz de explicatdmo se resuelve
porque no existe método sencillo para resolverly estoalimenta la curiosidad

En el capitulo 1 revisamos alginos conceptos y notacion sobrepermutaciones,
también hablaremos delvolteo de campanagpasatiempo inglés) que consiste en hacer sonar
varias campanas permutandolas en cierto ordenEl Plan Bob Minimus es un métodgpara
recordar las 24 permutaciones posibles de cuatro campanasn una secuencia que puede
recodarse usando la®4 simetriasde un cubo(ver Figura 1b). Veremos como las secuencias
del Plan Bob Minimusactian como un puente entre el mundo matematico de rotaciones de un
cubo y el mundo de la musica en este caso a través del volteo de campanas.
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En el capitulo 2consideramos un tipo especial de juegos para una sola persona
conocidos como puzzlespor ejemplo el Puzzle 15que no corresponde a la traduccion literal
AT 11T OOI i B(Buk doAskste dn@udnar una imagen con muchas piezaBxplicamoslas
caracteristicasdel puzzle en su sentido original que incluye mover piezas como el juego del 15
(ver Figura 18 donde cada movimiento tiene un inverso, es decir existe otro movimiento que
reestableceel puzzle a la posici@ de la que se halsipartido. Veremos como cada movimiento
basico de bs puzzles puede ser descritasando notacién ciclica disjuntgara permutaciones

:|

También hablamosbrevemente del juego carocido como Rainbow Masterball yel Cubo de
Rubik¢ ¢ ¢ho o oot 1 T.

En el capitulo 3revisamos algunas definicionesy teoremas basice de Teoria de
Grupos,continuando con la introduccién de terminologia que nos permita analizar puzzlege
permutacion matematicamente ylos tipos de grypos que surgen al analizar el Cubo de Rubik
introducimos el concepto de conmutadoy finalmente volvemos al volteo de campanas visto
encapitulo 1, en el contexto de la teoria de grupos.

En el capitulo 4 introducimos unanterpretacion de un grupo de permutaciéndesdeel
punto de vistade lateoria de grafos Uno de losobjetivos de losaficionadosde los puzzleses
encontrar el nimero de movimientos en la mejor solucion posibla partir del peor casg esto
en matematicas se conoce como el diametro del grafo Cubo de Rubik, revisaremos los logros
de muchas personas que han trabajado en &lgoritmo de Dios para d Cubo de Rubik
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3 0 o, asi como los didmetros que han sido encontrams para el Cubo¢ ¢ ¢y el
Pyraminx.

En el capitulo 5hablaremos acerca de las simetrias de alguno®lgdros regulares,
sabemos queel Cubo de Rubilc o o esta cortado por seis planogaralelos a las carasque
el Pyraminx es un puzzle tetraédrico, similaen algunos aspectogero en otrosesdiferente al
Cubo de Rubik, el estudiar la simetridnexaédrica ytetraédrica nos permitira entender la
construccion mecéanicadel Cubo de Rubik ylel Pyraminx.

En el capitulo 6veremos brevemente homomorfismos entre grupos, acciones en un
grupo, productos directos de gruposln ejemploimportante sera el estudio del grupo slice
(generado por los movimientos de los cortes mediodel cubg que es masfacil de analizar
que el grupo Cubo de Rubik en si mismo.

En el capitulo 7 describiremos matematicamente los movimientos delcubm o o
como orientaciones esquinay orientaciones arista Al tratar de resolver el Cubo de Rubik se
presentan situaciones cémgnecesito mover 3 subcubos de una cara, que estan en los cortes
medios! ¢Encontraré algin movimiento que me permita moverbs sin afectar el resto del
cubo?En este capitulo onsideraremos este tipo de custiones.

El capitulo 8 incluye algunas estrategias para resolver ePyraminx, el Cubo de Rubik
¢ ¢ chv o olUAt 1 1. Ademas, se analizan algunas de las ideas matemaéticas
detras de los algoritmos utilizadosgcdmo movimientos que nogpermiten permutar esquinas y
aristas ciclicamente dejando el resto del cubo fijoel uso de algunos conmutadores elegidos
cuidadosamente, movimientos torsion esquinamovimientos flip que nos permiten voltear
aristas, es decir invertir el color de las etigetas de una aristapara resolver el Cubo de Rubik.
Comparamos la estructura mecénica del cubo¢ ¢ cho o ohAt 1 1y
determinamos que hay alguna relacion en la solucién de estos.

La presente tesis podria usarse como auxilisgn un curso introductorio de Teoriade Grupos
por ello se incluyen algunos problema® como lectura adicionalpara los interesados en el
tema. Al intentar resolver el Cubo de Rubikutilizamos las definicionesbasicas de teoria de
grupos, O UnA caen delA E A ésidécir esnasfacil introducirlas en el contexto de juegos

Nota: las referencias bibliogréafica se indican con [ ] pr ejemplo [Si] se refiere aSingmaster
D.
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Capitulo 1

Volteo de campanasy permutaciones

En este capilo se introducen algunasdefiniciones sobre permutaciones y combinatoria,

notacion, simbolos y popiedades bascas deben serrecordadas para mayor claridad. Todo

mundo conoceel Qibo de Rubik nuestra intencion es aplicar losconceptos de teoria de

grupos a la solucién del Cubo de Rubik, por ejemplo al mover las caras del cubo las estamos
permutando, d objetivo es no perder de vista la reorganizacion de los objetos, (las caras de un

Cubo de Rubik), que cambian cada vez ghacemosun movimiento, posteriormente veremos

los detalles (hay diferentes versioneg cho oft  thfaciles de conseguir). En esteapitulo

también hablaremos de un pasatiempo inglés que se remonta a mas de 300 afios: el volteo de

AAi PAT AOh NOA OAI AEiT ADPI EAA DPAOI OOAAEI T AO OECC

1.1 Permutaciones

Supongamos que senezcla unpaquete de cartas. Simplemente reorganizamokas 52 cartas.
La equivalencia matematica de barajar es una permutacion.

Seay plth8 £ el conjunto de los enteros desde 1 hasta, dondeé es un entero
positivo. Unapermutacién de ¥ es una biyeccion ded sobre si mismo.

Por otro lado si "Yes cualquier conjunto finito entonces una permutacion déves una
biyecciéon de”Ysobre si mismo. En el caso de qli#enga¢ elementos, podemos denotar los
elementos de’Ypor'Y oMM  consideramos una permutacion como una funcion
"@YC “Ycon QO 0 Pero por brevedad consideramos otra funcion , Dy © ¥
donde Qo O siysolosi Q0 @

En otras palabras, una vez que denotamos los elementos "Yeexiste una correspondencia
inyectiva entre las permutaciones deéYy las ded . Dado que los elementos d& son mas
faciles de escribir (menos subindices), a menudo solo trabajamos can .

Camo un ejemplo, en el Cubo de Rubtk ohay wO¢@ v tcaritas. Si numeramos las caritas
del plt8 fu 1 (en cualquier forma que desee), cualquier movimiento del Cubo de Rubik
corresponde a una permutacion dey

Notaci6n: Podemos denotar una permutacioniQDy © § por una matriz ¢ &:
" p ¢ 8 €
P z n
Q 00 E Q

Donde QRO HQes simplemente un reordenamiento (en algin orden dependiendo d@ de
enteros pltt8 h ¢ 8Esta notacion significa quéQenvia 1 a8Q "Qenvia 2 8Q, ...;Qenvia¢ a™Q En
otras palabras,”Q "Qp h"Q Q¢ B RQ Q¢ ,y'Q 'Q,amenos quéd @

Nota: Utilizo la notacién de David Joyner
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Ejemplo 1.1.1.
(a) La permutacionidentidad, denotado por'Qes la permutacién que no hace cambios:

p ¢ 8 ¢
p ¢ 8 ¢

(b) La permutacion’QDy © u definida por
o P GO
o ¢ p
intercambia 1y 3y deja al 2 igual.

El n-ciclo es una permutacién que permuta los valores ciclicamente:

p g 8 ¢
¢ g 8 p

La permutacion

(i @)
o N
cc o

también es llamada um-ciclo.
Definicién 1.1.1.SeaQDy © ¥ una permutacion y sea

N0 OOIM QY "QQh p Q¢ p8
Sea o Qp 8 Q¢ p

Llamamos a esto eswapping numbe de la permutacion™Q ya que cuenta el nimero de veces
que "Qntercambia la desigualdadQ "@"QQ "QQdDiremos que™Qesparsii 0 W es pary
llamamos™Qmpar en caso contrario, es decir,encontramos una manera muy facil de
determinar si una permutacion™Qes par o impar. Dada una fila de enteros, diremos que el
namero de intercambios es igual al nUmero de enteros que son menores que el entero que
encabeza la fila. Asi, por ejemplo, el nUmero de intercambios en la fila 3, 1, 2 (ejemplo 1.1.2) es
2.

El nimero | Q" 0 se llama el signo (o funciérsignum) de la permutacion™Q

Lema1l.1.1SeaQDy © u una permutacion. Entonces

{0800 Q0 "QQ
[ € e ——
Q Q

Observaciénl.1.1 SedYO ¥ . SedQDy © ¥ una permutacion para la cual’lQQ "Qpara
todo '@ "B En otras palabras;Qpermuta los elementos deéY u “Ypero no los
elementos de™BDefinimos una nueva permutacion’Qde”Y (no dey ) por "QQ "QQ para
todo @ "Y&EI lema anteror implica que el signo de la permutaciofidDy © ¥ es el
mismo que el signo de la permutacioiQD™Y © "Y8
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Ejemplo 1.1.2.Definimos la permutacion@y © ¥ como™Qp oh'Q¢  ph'Qo ¢, la
escribimosen unamatriz¢ o

p ¢ O

o p C
Hay 3 desigaldades paray Dp c¢hg ohop o8 Tenemos™Qp o Q¢ ph
Q¢ p Qo ¢ YyQp o0 Qo ¢&or lo que la primera y tercera desigualdad
cambian, asi el nimero de intercambios e$ 0 W€ ¢. Otra forma de dibujarQes por
une AEACOAT A AGbvatadcdiumiaidé 1A iAquierda a la columna de la derecha:

1 1
2 2
3 3

El nimero de cruces en este diagrama es el numero de intercambios "Qede los cuales
podemos ver que'Qes una permutacion pary su signo "Q (12 p p38

Definicion 1.1.2 Sed®@ © 3 y "@y © u dos permutaciones. Podemos componerlas
para obtener otra permutacion, lacomposicidn, que se denota coméQ@ © ¥ d,

:Q m -\Q'F'Q m “Q nQ’?’Q
4 O ¥y O ¥
iUna advertencia sobre lanotacién! Vamos a eguir las convertiones estandary escribir

nuestras composiciones de permutaciones d&quierda a derecha (Esto contrasta con la
composicion de funciones de derecha a izquierda gupuede haber en otros librog

Cuando™Q "Qentonces escribimos™Q@omo "Q . En general, escribimos -veces la
composicion™@B " & veces) como' Q. Cada permutacioriQtiene la propiedad de que existe
algun namero entero)  thel cual depende détal que'Q  p&Es decir, si componemos
una permutacién un nimero suficientede veces se llega a jgermutacién identidad.

Lema 1l.1.2 SealQy "Qpermutacionesdy © 9 8i QMWQ I Q@i Q@8
Obsene que para™Q"Qcomo en el Lema 1.1.1, tenemos
RONOORENONG ) N0 Q0 OXooRINONe o)
:Q ’?'Q "Q ’i'Q “Q"Q :‘QTQ
Definicion 1.1.3 El menor enterod  rttal que™Q  p se llama elorden de"®

Ejemplo 1.1.3.Sean g P C O g P GO
N & o p GQ
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permutaciones ded . Tenemos que

oo P ¢ 0 Q@ ph Q=1
¢ p O

Por lo que el orden deCes 2 y el orden deéQes 3.

1.2 Inversos

Tratemos de visualizarla grafica de una funcion@y © ¥ . Podemos pensar en esto, ya sea
como una coleccion de puntos@QQ HQ plth8 FEho como una gréafica de barras. En

cualquier caso, podemosnalizar la grafica déQy determinar

(a) si "Qes inyectiva,
(b) si "Ces sobreyectiva,
(c) lainversa™Q , si es que existe.

¢ Cémohacer ese analisi®8 Bueno, a partir de la grafica d&podemos determinar la imagen
"Qu y esto indicasi "(es sobreyectiva o0 no. La inversa, solo existe"&es biyectiva Su grafica
es determinada poque refleja la grafica déQsobre la diagonalw ¢8

Lema 1.2.1L as siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) '@ © u esinyectiva.

(2) '@ © u es sobreyectiva.

By s oS8

Prueba: Sugerencia: primero demuestra (1) implica (2) usando reduccién al absurdo, luego,
demuestra (2) implica (1), utilizando de nuevo reduccion al absurdo. La afirmacion (2) es
equivalente a (3) por la definiciéon de sobreyectividad.

Ejemplo 1.2.1.La inversa ce

pCoO
G p g
es
pCo
¢ o p
Ejemplo 1.2.2Determinar "Q h'Q U Q
g PG OE g PGCOTgE w5 PG OT UG
G p g S C pULUOT

Solucién: IntercAmbiense las filas efBQUQ
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c PGy GO

T (6)
P GO P GO T

PR ¢ p L Tg
T p ¢ O v
Ordénense las columnas dmanera que la fila superior estéen orden ascendente

E0 PCOTE PCOT UG

T p ¢O ¢ p T UO
Hay dos formas de us@omun para expresar una permutacion. La primera es la "notacion
matricial:

Definicién 1.2.1. A una permutacion"@4 © ¥ , dada por
. p ¢ 8 &
Q@ gp ¢ 8 Q¢ N

le asociamos la matri® "Q de ceros y unos definida de la siguiente manera: la entrada
‘O&imaded Qes1siQ "QQy es 0 en otro caso.

Ejemplo 1.23. La matriz de la pernutacion "Qdada por

q P GO

P C O

es . p T T
0 Q mp 38

™ TP

Definiciéon 1.2.2.Una matriz cuadrada que tiene exactamente un 1 por fila y por columna
(como b "Q lo hace) es llamada unanatriz permutacion.

Lema 1.2.2{-|§1y£»3Adistintas matrices permutaciong ¢ y hay¢& Apermutaciones distintas del
conjunto plghB ke 8

Ejemplo 1.24. La matriz de la permutaciériQdada por

g P GO
¢ PO
es . mp T
0 "Q p m T8
™ TP

Tenga en cuenta que la multiplicacién de matrices da

Q©nN
my

P
C
o

4° A
4370
© 44

de la que podemos obtener la matriz o8
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¢ Coémo se relacionan la funcidén permutacion con la tnia permutacion? El siguiente teorema
explica partes de esta relacion.

Teorema 1.2.1Si" © ¥ es una permutacion entonces

() o
- C 'Qc o
0 Q & a h
¢
) 0Q 0 "Q (lainversa de la matriz permutacion es la matriz de la inversa de

la permutacién),

() 0 'QQ 0 Q0 "Q(la matriz permutacion del producto es el producto de las
matrices permutacion),

diQm QQd Qa8

Demostracion: Siies el vector columna con entradas h) 8 i (las0 son ndmeros reales
arbitrarios) luego 0 "Qies el vector columna cuy&kEsima coordenada es igual & si "Qenvia
‘@’Q Dado que, en este cas® "QQ(escribimos ™ QQpara denotar la imagen dé&bajo la
permutacion "Q aunque’Qealmente deberiaevaluarseen "Ca la izquierda), esto implica que
0 "Qb es el vector columna con entradad R MR . Esto prueba (a).

Tenga en cuenta que (b) es una coesuencia de (c) por lo que sb6lo debemos probar (c).
Calculamos) "Q"Gb y 0 QQ "Qu. Por el mismo razonamiento que en (a), encontramos que
la"€Esima coordenada d&) "Q'(pesv 8el mismo modo, la coordenad&ksima de
0 Qdesd U .Porlotanto, la@sima coordenada d& "Q 0 Qb esy 0

0 8Esto implica0d "Q'Gp 0 "Q0 "Qb. Dado que lash fueron nameros reales
arbitrarios, esto demuestrael teorema.

Ejemplo 1.2.5Sea

g P GO o PGCOE .5 PG O3
¢ po o Cp ¢ op
porloque™@ "Q h"Q "Q h'Q "Q® Mas aun,
) L S B T p T
0 Q mp mh 070Q mTmnp 8
p mm p T T

Con wn célculo directo de la matriz verificanosqued Q0 'Q 0 "QQ 0 Qy
0 Q LQQ DQ LvLQ 0D'Q 0 Q |, segun lo previsto por eteorema
anterior.
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La matriz puede determinarse a partir de la grafica de la funciG@y © ¥ de la siguiente
manera. Primero, tomanos la grafica de la funciériQy damos la reflejamos sobre el eje de
abscisas. En esta cuadricula £ de puntos enteros ofw, la primera coordenada baja, la
segunda coordenada cruza, Yy wson enteros entre 1 ¥t inclusive. (Esto no debe
confundirse con la orientacion de los "ejes" en el pland ¢ Ahora, rellenamos todos los
puntos marcados con unos y todos los puntos no trazados con ceros. El resultado de la matriz
¢ ¢eslamatrizd Q.

Ejemplo 1.26. Mnsidere la

g P COT;
T 0 ¢ p
cuyografico e imagen espejo aparecen en Fégura 1.1
14
4 )
0
1 0 1 2 3 4
3 e
1 (]
2 [ ]
2 (]
1 (]
3 o
0
1 0 1 2 3 4
4 °
-1

Figura 1.1: grafico e imagen espejo d@

La matriz asociada a esta permutacion es

"0

Ca
© 34 3
4©°43 4
4 3° A
4434370

>

como en el grafico imagen espejo.

El conjunto de todas las permutaciones de se denota’y y es llamado grupo simétrico de
gradoe.

Apliguemos las permutacionesy movimientos al Cubo de Rubik al intentar resolverlo es
frecuente el caso de que estemdsaciendo varios movimientos del siguiente tip: hacer un
movimiento & , luego otro movimientod , a continuacion, hacer la inversa de la primera
jugada o movimiento, & . Por ejemplo, 'Y OY8 Y& se compone de tales
movimientos. Estemovimiento es uraO O1 O @&Eddd edquinas: la esquiné i (2 notacion
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Singmaster, se explica en el Ejemplo 1.2/mas adelantg se girauna vez segun las agujas del
reloj, y la esquinaw & &2 O O O A nA ¥ep en sentidaantihorario, como se ilusta en laFigura
1.2

Figural2: 'Y O'Y6 "YO® permutaaristas y caras pero no los vértices.

En general, para calcular el efecto de un movimiento condo & & h necesitamossaber
como semueve cada vértice y cadarista. Esta mplicito el uso del siguientelema cuando
resolvemos el Cubo de Rubik.

Lema 1.23. Sii M Y denota cualquier permutacién e "Q son enteros distintos
pertenecientes a plghB e . Sed una permutacion que envia'@ Q

iQ @
Entoncesi i | liesuna permutacion que envid Qai Q
i 10 it8

Mas especifiamente: SearfQiO HiQenteros distintos que pertenecen aplgs e . Sed la
permutacién que enviaQaQ :

i T h p Qi Qh i & aHae ABHRQS
Entoncesi i |1 1eslapermutacion que enviai 'Q ai Q
i1 iQ h p Qi iQ iQh

i a ah lda ¢ i QBHE Q 8

i "Ydenota el movimiento delCubode Rubik donde usted gira la cara superior
segun las agujas del reloj un cuarto de vuelta,
1 ‘Odenota el movimiento donde usted girala carainferior segun las agujas del

reloj un cuarto de vuelta,
0 gira la cara izquierda segun las agujas del reloj un cuarto de vuelta,
"Ygira la cara derecha segun las agujas del reloj un cuarto de vuelta,

= =4
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1 "Ogira la cara frontal segun las agujas del reloj un cuarto de vuelta,
i 0 gira la cara posterior segun las agujas del reloj un cuarto de vuelta,

%OOA A& O0i A OAlanadén Singraaster[SiA I A A A

Vamos a etiquetar las 12 aristas del Cubo de Rubik usando la notacién Singmaster:

q O @ATT OA 1T A OAOEQOA AOiI 1T O0AT h OOPAOEIT 06

1 6AATT OA T A OAOEOOA EUNOEAOAAh OOPAOEIT 06

1 6iAAT T CeAstalAA OBAEAKh, OOPAOET 06

1 6AATT OA 1T A OAOEOOA bl OOAOET Oh OOPAOET 06

q QAATT OA 1T A OAOEQOOA AOT 1 OAT h EIT £ZAOET 06

1 QAATT OA 1T A OAOEOOA EUNOEAOAALh ET ZAOEIT 06

q QIAATT OA 1T A OAOEOOA AAOAAEAR ET £ZAOET 06

1 QAAT T OA 1T A OAOEOOA bPi OOAOET Oh ET £ZAOET 06

q QA AT T Cohistaiizduier@a, fri T QAT 6

1 QIAAT T GeAstalAA OB AEAR AOT T OAl 6

1 wAATT OA 1T A OAOEOOA EUNOEAOAAR bPi OOAOQET 06

q OiIAATT OA 1T A OAOEOOA AARAOAAEALh DI OOAOQOEIT 06
Finalmente las esquinas se denotarsimilarmente como sigue ("Qi AAT T O esuindA O

superior derecha, frontal", etcétera)

Si tenemos un Cubo de Rubikl movimiento i es un 3ciclo, en 3 aristas en particular, por
decir

O™ 6am o6iMm o0
y otro movimiento i que envia estas aristas a algun otro lugar, por ejemglo "O de modo
queidp " 'QQero deja las otras aristas fijas, entoncds i ies la permutacion

Q™ 6am o6imM QQ
Una prueba de ete lema se daréa en el capitulo 6 (ver Teorema®&l).

1.3 Notacion ciclica

La notaciébn mas comin para una permutaciod O 1 A O1 1 OAdBHiad CadcpyAl EAA S
(mediados de 1800Q. Esta notacion es mas compacta que la notacién matricial que hemos

estado utilizando, y desde este punto vamos a cambiar a la notacién ciclica.

SidhRd Ry v u son distintos entonces el simbolo

denota la permutacionQey que enviaw aw, enviaw a®, ..., enviawy a ® , enviaw a
@, y deja todos los otros numeros erd fijos (donde i es un entero menoro igual a ¢). En
otras palabras,

QW @ h"Q® ® B hQ® ®h
y'QQ "Qsi‘o esigual a uno de lo& B Fd . Tal permutacion es llamadaiclica.El nimero

i se llama lalongitud del ciclo.
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Llamamos a dos de estos ciclogdfid B hd y @R R disjuntos si los conjuntos
ohoBhd y whoM hw notienen ningln entero en coman.

Lema 1.3.1.Si"Qy "Oson permutaciones ciclicas disjuntas de entonces'/QQ "Q®

Prueba:Esto es verdad porque las permutacion€€y "Qdey afectan colecciones disjuntas de
nameros enteros, por lo que el producto de permutaciones se puede realizar en cualquier
orden.

Lema 1.3.2 La permutacion ciclicac oo F8 o tiene orden i 8

Prueba: Notese queQ®d wh Q@ OMBARQ & ©OhQ o &, por definicion
de Q Asimismo, para cualquierQ ph8 h tenemos que™Q &  ®.

Definicién 1.3.1 Unatransposicion es un ciclo "fiQde longitud 2 que intercambia®@ ' Q'Q "Q
Teorema 1.3.1 Toda permutacion'@, plti8 e © plgB i es el producto de permuaciones

ciclicas disjuntas. Masprecisamente, siQes una permutacion depfth8 fE (con p)
entonces hay subconjuntos disjuntos no vacios de distintos enteros

ol O By O plMBRE
o} ® By, O pRiBFRE M
é
0 ® MRy h
tal que
plklBRE 6 8°6h ¢ 1 1 E ih
y

M OBy, 8 © By 8

Este producto se llamadescomposicién ciclicade "Q Si reorganizamos las cardinalidade$ de
estos conjuntosd en orden decreciente, digamos escribimos esto como

i i E 1ih

entonces la Qtupla i B H es llamada la estructura ciclica de " Qy "Qes llamado un
i B h -ciclo. Porejemplo,ph; ofthy es un ohg -ciclo en®Y.

Prueba:La prueba es constructiva.

Sed®@ © ¥ una permutacién. Todos los distintos elementos ded se obtienen por la
aplicacion repetida de'Ca 1. Llamémoslogjpor falta de una notacion mejor),

© o I B oy |, donde,

0 w phe Qphd NQpMBhoy, Q p 8

(Esto es llamadola érbita de 1 respecto I Vamos a discutidas érbitas mas tarde, en el 3)9

Ahoralistamosi T O Al AT AT 01T 6 AA 1T A O8OAEOA A ¢6d

6 © ched "Qchd Qchd; Q¢ h
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U AOp OOAAOCEOAI AT OA AHOOA 11 ACAO A 1T A O8OAEOA
0 W ¢h Q¢ héd MNEMhoy Q ¢ 8

Un ejemplo: Sed@y © ¥ eselo-ciclo, Qp c¢h™Qc¢ oh Qo p8En este caso,

0 phcho hO ch’Qc  oh'QQ¢ Mo p Y U och’'Qoc ph"Q Qo

=2, por lo que las tres érbitas son iguales unas a otras en este ejemplo.

En general, si elige cualquiera dos de estasrbitas0 8 h) , seran la misma obien
disjuntas. Denaemos todas las Orbitas distintas por0 M R . (Last B 5  son una
subsecuencia de la$ B R . No importa en qué orden escriba lag) ni en qué orden
escriba los elementos en cada 6rbita individual.)

Supongamogjue
0 o B, PIIONOdA s i h
0 o By, DIIONOA s i h
é

0 o By, DIIONOH s i 8

(Las® han sido reetiquetadas comao para tratar de simplificar la notacion.) En este caso,

mh

y i i i €. La restriccion deal , denotadaQ d) © U , es igual al -ciclo
o o B ROy - En general, la restriccion dé&ao , denota™Q dp © 0 , es igual al -ciclo
& F 8 Ry,  gPado que las) particionan ¥ de la definicion de’Cy nuestra construccion

implica que

M o B, 8 o b Moy
Ejemplo 1.3.1
M La notacion ciclica para p ¢ O
¢ p O
es pht o o, simplemente ph; . En general, si cualquiera de las 6rbitas en la

anterior construccion es un producto Unico, a menudo se omite de la notacion, con el
entendimiento implicito que "no permuta los numeros omitidos.

9 La notacién ciclica para

p ¢ O
. ¢ o p
es phgho 8
M La notacién ciclica para
p ¢ oT
1T p ¢
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es pho c¢hr ¢t pho 8

9 La notacién ciclica para

Q©
- N
© Q
c ~
N c

o}

es plo ¢itlv  thfig pho
A

Ejemplo1.3.2 DividimosO1 A O A A O Aoy efiduetamos® 2, 3, 4. Por ejemplo,

1| 2

3 | 4

Figural.3

Seai la rotacion de 90 grados en sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces, como una
permutacion sobre las carasj phoft i . SedQla reflexion sobre la linea horizontal que
divide el cuadrado en dos, se@la reflexién sobre la linea vertical que divide al cuadrado en
dos. Utilizar la notacion ciclica para determinar las permutaciones de las caras {(a) (b)i ,

() Q, (d)Q, (e) QA Q, (f QQ.

Solucion:
(@) ; P < tpGc ot plt ¢ho 8
OopTC OPTC
®) g s g; phcitfo 8
© g E 9T pofo ¢ 8
P C
G E E) TG ; ph; oft 8
©) g 2 g g; ohcirfo 8
® g0 f (C; g :) plt ¢ho 8
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Ejemplo 1.3.3 Etiquetamoslas 24 caritasdel Cubo de Rubik 2 x 2 x 2 de la siguiente manera:

17 18

19 20

Figural4

Seaw la_rotacion de 90 grados en sentidoanti horario de la cara etiquetaday donde
@N 1 hh®uohQ (asi, por ejemplo, sty "CGentonces: "Q. Use la notacion ciclicgpara
determinar las permutaciones de las caras dadas por (&, (b) 0, (c) "Q (d) 6h(e) "W(f) O.

(@)Y vbpgbpdno
() 0 vixufp
© 0 up fo b
(d) 6 pkpv Y
(e) Y plofrhg
() O ¢ éx ¢

Lema 13.3.Una permutacion ciclica es par si y solo si la longitud de su ciclo es impana
permutacion @4 © ¥ es impar si y s6lo si el nimero de ciclos de longitud par en su
descomposicion ciclica disjunta es impar.

Esto sigue de la definicion de una permutaciépar/impar (ver Definicion 1.1.1), el hecho de

que
i "QQen 8n i QWi QQe 8i QNE
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para permutacionesr) (por el Lema 1.1.2), y el hecho de que cualquier kiclo se puede
escribir como un producto deQ p transposiciones,

& héd B Fd Ohd Oy 8 dhd 8 o1

(Ecuacion p® se puede probar por induccion mateméticaPara masinformacion, consulte
los resultados relacionados en etapitulo 1 de Rotman [R] o el @orema 3.3 en Gaglione [G],
3.2, por ejemplo.)

Lema 1.3.4.El orden de una permutacion es el minimo comin miultiplod @ & de las
longitudes dei h B h de los ciclos disjuntos en su descomposicion ciclica.

Ejemplo 1.3.4El orden de pfo ¢ht es 2. Es par. El orden deho ¢fthu es 6. Es impar.

1.4 Un algoritmo para listar todas las permutaciones

Martin Gardner [Garl] menciona un algoritmo que lista todas las permutaciones de
plth8 Rt . Este algoritmo proporcionael mejor método conocido del listado de todas las
permutaciones de pltf8 R . Redescubierto muchas veces desde entonces, el procedimiento
es debido originalmente al matematico placo Hugo Steinhaus (18871L972). Un estudiante de
David Hilbert en Géttingen, que hizo un importante trabajo sobre series ortogonales, teoria de
probabilidad, funciones reales y sus aplicaciones.
Denotaremos cada panutacion en la segunda fila en su notacién matrici@y ¢. Por ejempilo,
enelcas& ¢
p C

. ¢ P
son las permutaciones.
Paraverelcas@ o, laideaes

(a) escribir debajo de cada fil& o veces como sigue:

N NN DO O
OO NNHN

(b) ‘entrelazar' un 3, como sigue

D aroan
QOO 1NN Q

Enelcas@ T, laideaes

(a) Escribir debajo de cada fila 4 veces como sigue
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p ¢ O g ¢ p
p ¢ O g ¢ p
p ¢ O g ¢ p
p ¢ O o ¢ p
p 0 ¢ ¢ 0 p
P 0 ¢ ¢ o p
p 0 ¢ ¢ 0 p
p 0 Q ¢ o p
o p Q ¢ p O
o p C ¢ p O
c p Q ¢ p O
o p Q ¢ p O
(b) ahora "entrelazar" un 4 en:
p ¢ oT T 6 ¢ p
p ¢ T O 1T ¢ P
p T ¢ O o ¢ T p
T p¢o o ¢ prT
T p O ( ¢ 0O p T
p T O C ¢ o1 p
p 0 T ¢ ¢ T op
p 0 ¢ T T ¢ 0p
o p QT T ¢ poO
O p T ( ¢ T p O
1T p ¢ ¢ p T O
T 0 p ¢ ¢ p oOoT

En lasub seccion 1.4.-describe el procedimiento general. Estas construcciones conducen al
siguiente resultado.

Teorema 1.4.1.(Steinhaus) Hay una secuencia de -Biclos (no necesariamente distintos),
Ohw Bhd h hdonded €A p, tal que cada permutacién no trivialCde plgh8 e
puede ser expresada en la forma

"Q GO

para alginhp "Q 0. Estas transposiciones ®hd , para™Q pRkfB8 A5, son no
necesariamente disjuntas

En particular, cada permutacion se puede escribir como un producto de-cXlos (no
necesariamente disjuntos). Este teorema dice mucho mas. Se dice que el conjunto de todas las
permutaciones puede sr generado por la multiplicacién sucesiva por una transposicion
definida. Este resultado se probara en la siguiente seccion.

Hay un resultado analogo valido, s6lo para permutacionegares cada permutacion par
puede ser escrita como un producto de -8iclos (no necesariamente disjuntos). Esto se
indicara con mayor precision y serd probadcen la siguiente seccién, véase IBroposicion
6.4.1.
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1.4.1 /Porqué funciona el algoritmo de Steinhaus?
El argumento es por induccion matematica.
1. Primero, notar que el algoritmo de Steinhaus funciona para ch¢ o.

2. Escriba todos los elementos d& como una lista utilizando el algoritmo de
Steinhaus (Por la hipétesis de induccién, cada elemento difiere del anterior por una
transposicion conveniente enesta lista). Representamosada elemento en la notacién
matricial ¢ € p . En nuestra lista, simfemente registramos la segunda fila en la
lista, es decir, como una¢ p -tupla. Hay ¢ p Aelementos en esta lista.

3. Para la primera ¢ p -tupla, escribir una¢ al final, para la segundag p -tupla,
escribir una¢ al principio, para la tercer ¢ p -tupla, escribir una¢ al final, para la
cuarta ¢ p -tupla, escribir una¢ al principio, y asi sucesivamente. Observe que
tenemos una secuencia de&¢  p A¢-tuplas.

4. Supongamos que l&Esima ntupla ¢ RO B KD . Primero, actGa en esto por la
transposicion £fdy , luego por la transposicion ¢Rd , luego por £R 8 hpor
¢hd . El resultado de la Gltima es® o M8 hid . Supongamos que [&esimag -
tuplaes who B o & . (Note que por la hipétesis de induccion,e it 8 o FE
y ofoB iy kE OAEZLZEAOAT 68 O&1 1  DtobveniénieAen™®OAT 0BT OE
Primero, aciia por la transposicion @ , luego por la transposiciéno fE , luego
por ®FE MBhpor & FE . Elresultado de la dltima est o b B Fo

5. Noétese que todos estos (pardiorriendo sobre nimeros enteros pares o impares del

1 al¢ p), el resultadot At -tuplas son distintas. Esto proporciona una lista d&
como se deseaba.

1.5 Permutacionesy volteo de campanas

Figural5
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Desde el siglo XVII, y posiblemente antetas campanas de la catedral en Inglaterra han
sonado permutando el orden de una "ronda" de campanas. El arte y el estudio de tal volteo de
campanas como se conoce concampanologia.

Fabian Stedman proporcion6 importantes contribuciones al volteo de campanas. Nacié en
1640, las conexiones d Fabian Stedman concampanologiaecharon raices a la temprana edad
de 15 afios cuando se trasladé a Londres para trabajar como aprendiz de un maestr
impresor. Importantes contribuciones de Stedman a lacampanologiase reflejan en sus
esfuerzos enTintinnalogia y Campanologia(ver Henry Hubbard) los primeros dos libros
publicados sobre el tema, en 1668 y 1677, respectivamente.

A continuacion sepresenta un glosario de algunos términos esenciales:

T 7 o

Figural.6

FCambiar:el intercambio de uno o mas paresle campanas adyacentes.

FCambio plano:el intercambio de un par de campanas adyacentes solamente.
FCambio cruzadoel intercambio de mas de un par de campanas.

ERonda:un ordenamiento de las campanas (es decir, una permutacion defg fof8 FE ).

En un principio,cambio de sonidoconcierne a una sola fila de campanas cuyo orden puede ser
denotado por pltiof8 & . Teniendo en cuenta el caso de qge @los conceptos de cambios
cruzados y planos se pueden entender con mayor claridad.

Si usamos solo cambios planos podemos generar permutaciones de las campanas de la

siguiente manera:

N ANAND
-~ AQq Q
aqg-A ~
8 cc c
ce6 6

G
p
p
p

Debe ser bastante obvio en la inspeccién que el primer cambio plano intercambia 1y 2, el
segundo intercambia 3 y 4, y el tercero intercambia 5 y 6. Teniendo en cuenta el mismo
conjunto de seis campanas actuando por cambio cruzado, el mismo resultado béeme en un
cambio, como se ve a continuacion:
p ¢ oT L O
¢ p T O OV
Patrones mas Utiles e interesantes pueden ser generados por la combinacion cambios
cruzados y planos. El plan nos conduce en el caso de cuatro campaaasno de los mas

29



simples patrones y fue ideado alrededor de 1621 alternando consecutivamente cambios
cruzados y cambios planos como se muestra a continuacion:

DT OQQ A4 NN O
Nogo~-qgnNn Ao nNn
an»n» “orNrago-~Qq

El patrén que define el plan producido sobre cuatro campanas no es mas que un cambio
cruzado seguido de un cambio plano en el centro dos campanas hasta llegar a la ronda, que es
donde empezamos.

Generar las permutaciones contenidas en el plan producido sobre cuatro campanas se puede
describir facilmente usando la notacion para permutaciones que hemos desarrollado.
Comenzaremos representando el cambio cruzado conio pf; oft , que intercambia ls
dos primeras y las dltimas dos campanas, y representando el cambio plano como lzfo ,
que intercambia el par medio. Cmenzamos con el primer elementa@a

Para generar la siguiente permutacion multiplicamos este primer elemento pad Para
generar el tecer elemento simplemente multiplicamos este segundo términd (,oporoopara
obtener & q.dontinuando de esta manera multlpllcamos alternatlvamente poﬂuego por w
para generar el conjuntdO Gy G0 B whd O hd bhdwdchd o &Este es el
conjunto de permutaciones en el plan producido sobre cuatro campanas. (Se den@aaqui

por razones que seran explicadas mas adelante.) Dado que® produce la ronda inicial,
decimos @@ pyO  phhd & e OhdOhdOhd OO 8

Figura 1

Ahora, para un ejemplo mas complejo. Nos dirigimos ahora nuestra atencién a la compaosicion
gue se conoce comunmente comBlan Bob Minimus
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Figura1.10

\ Figra 18

Figural.11 Figural.12
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Plan Bob Minimus comienza y termina en la ronda phchoft y contiene todas las
permutaciones posibles de estas cuatro campanas (en un orden particular, se describen a
continuacion):

©TaoqQ 4NN DoO
QO N 0O N
N ADODNqgO-AQ
N aValeholeNeNa
o A4ANN gqQo
A~ DN A9 ND Q
aroqgon 4
N QQOO A4AnNn
DO NN g 4470
NAN"NDODON-Ago ~
Q- Qo AnNnoagn
~Q-A-dADO NN Q

Ahora podemos describir esta composicion usando la notacion permutacion como hicimos
para el plan producido sobre cuatro campanas. Séa ph; oft yo ¢ho, representan

los posibles cambios entre filas. Si nos fijamos en la primera columna de tamposicién Plan

Bob Minimus, vemos que no es mas que el plan producido sobre cuatro campanas. Para
generar la segunda columna, introducimos una nueva permutacién ~ oft , y simplificamos
nuestra notacion dejanddQ ¢ & ¢ (Multiplicando porQ generamos la segunda columna:

HQEXD GG B O AQM & Qo G AQM & ¢ 8
Multiplicando por "Qde nuevo, generamos la tercera columna:
QAQQO B MR OO GO GORQ GO®S

iEsta generacién de Pla Bob Minimus demuestra que puede ser expresado como la union
AEOEODOI OA AA OO0 AHubidoEdbre faduatro darAplanadd Vafbs a explicar
este hecho usando teoria dergpos en el préximo capitulo3.

Ahora, ya que elegimos® phg oft , ® cho , y& oft hdonde @y o son,
evidentemente, por definicion, 2ciclos o transposiciones yoes el producto de dos de estos
2-ciclos o transposiciones, hemos mostrado un result® mas, que cada permutacioén de se
puede escribir como un producto de zZiclos.En términos mas generales, podemos afirmar el

siguiente teorema originalmente por H. Steinhaus.

Teorema 1.5.1.SeaQun elemento de”Y, es decir, se&Xxualquier permutacién de gradce.
Entonces’(se puede escribir como un producto de transposiciones.

Para bosquejar una pueba de este teorema (siguienddG]) y por lo tanto, demostrar el
Teorema 1.4.1como se habia prometido, s6lo tenemos que recordar que cada permutacion de
"Y se puede escribir Unicamente (hasta el fin), como un producto de ciclos disjuntos
(Teorema 1.3.1mas arriba).

Prueba: Cualquier'Qciclo puede escribirse como un producto d& p trasposiciones, ©mo

en la ecuacién (1.1). Dadgue cualquier permutacion se puede escribir enérminos de ciclos,

y cualquier ciclo puede ser escrito como producto de transposiciones, se sigue que toda
permutacion ded se puede escribir como un ppducto de transposiciones.
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Capitulo 2

Puzzles de permutacion

Veremos varios juegos que técnicamente pueden considerarse compuzzles de

permutacion. Veremoscuan admirablementese adaptala combinatoria (y méas tarde teoria de
grupos) en la descripcién de estos puzzles.

Un juego de una sola persongcomo el juego del 15) consiste en unasecuencia de
movimientos que siguen ciertas reglas:

1
1

Hay un numero finito de movimientos en cada etapa.

Hay una secuencia finita de movimientos que conducen a una solucién.

No hay azar ni movimientos aleatorios

Hay informacién completa acerca de cada movimiento.

Cada movimiento depende sélo de la posicién presente, no en la existencia o la no

existenciade un cierto movimiento anterior (tal como en el ajedrez, donde el enroque
es movimiento ilegal si el rey ha sido trasladado con anterioridad).

~ A o o~z

puzzle el cualsatisfacelas cuatro propiedades que se listan a continuacion:

1)

)

®3)

(4)

Para alging p dependiendo sdélo de la construccion del puzzle, cada movimiento
del puzzle corresponde a una Unica permutacion de los nUmeros &n.

Si la permutacién ded en p corresponde a mas de un movimiento puzzle, entonces
las dos posiciones obtenidas por los dos movimientos respectivos deben ser
indistinguibles.

Cada movimiento, digamosb , debe ser "invertible" en el sentido de que debe existir
otro movimiento, digamos 0 , que restaura el puzzle a la posicion en que estaba
antes qued se efectuara.

Sid es un movimiento que corresponde a una permutaciéif2 de“Yy sid es un
movimiento que corresponde a una permutaciénQde Y, entoncesd z 0 (el
movimiento 0 seguido por el movimientol ) es

No es un movimiento legal, dien
Corresponde a la permutacion'Qz "Q.

Notacién: Como en el paso 4siempre vamos a escribir movimientos puzzle sucesivos de
izquierda a derecha
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2.1 Puzzle 15

El puzzle 15es un juego solitario, es decir un solo jugadorges asociado con el inverr de
rompecabezas yde problemas Sam Loyd1841 -1911). El comenz6 a publicar problemas de

ajedrez a la edad de 14 afios, tuvo su propia columna en una revista peridédica sobre
problemas de ajedrez%i pwpt BDOAI EAT 00 Bpuidells &sAmbBdiosi £ 0 0L
primeros y el mas popular puzle de permutacion. La "posicion resueltas la siguiente:

Figura2.1

Cada uno de estos cuadradosumerados representan un bloquedeslizante que so6lo puede

moverse a la casilla desocupada, que se denota porfi® veces se etiqueta al cuadrado vacio

ATi1T Oped DI O AiTOATEATAEA8 ,1 0 11 OEIi EAT OI O A/
numerados (tal como 12, por eéémplo) en el cuadro vacioifitercambiando 12 con 16). De esta

forma, cada movimiento de este puzzlpuede ser considerado como una permutacion de los

enteros en phcfB fp ¢.

No todas las permutaciones delphcf8 Fp @corresponden a una posible posicion del puzzle.
Por ejemplo, la posicion

Figura2.2

no puede ser obtenida desde la posicién anteriofLa razén matematica para esto se explica
en4.4, mas adelante.)

Antes de que el Cubo de Rubik se inventara el Puzzle 15 fue probablemente el puzzle mas
popular de todos los tiempos.

34



Los movimientos delPuzzle 15 pueden representarse de la siguiente manera. Supongamos
gue estamos en una posicién tal como

Figura2.3

Donde los cuadrados etiquetados con un asterisco pueden ser cualquier nimero. Los posibles
movimientos en el diagrama anterior son

i Q& oQI ©dbomddni
p e ME 6 QI 0a@pQK i
Ofp @ Q& 0 QI ©®OLIOI
shn P e QE 0 Q1 O @OLEOI

¢

h

¢ ¢ O¢
¢ 5%
5¢ o

Y

5
%
0

Ol <

$1TTAAR 10pAp8 MATAOPAAET OAApPI ES8

Vamos a llamar al Puzzle 15 upuzzle planodado que todas sus piezas se encuentran en un
tablero. Este puzzle se discute ed.4 mas adelante.

2.2 Rainbow Masterball

El puzzle Rainbow MasterbalOE | B1 AT AT OA OA AT 11T AAOU AT i1 O1T A C
La Masterball es una esfera que ha sido cortada como una manzana a lo largo de su nicleo en

8 trozos congruentes, cada uno con un color diferente. También se ha cortado tres veces en
direccién ortogonal: visto como un globo, una vez a lo largo del ecuador, una vez a lo largo del

Trépico de Céancer, y una vez a lo lgo del Trépico de CapricornioDe hecho, estas lineas se

producen en aproximadamente 23 grdos norte Yy sur del ecuadarno a 45grados como lo

vamos a describir a continuacion.

35



Figura2.4

Un camino geodésico desde el polo norte al polo sur es llamdéwea longitudinal y un camino

geodésico cerrado paralelo al ecuador es llamado unbdnea latitudinal. Hay 8 lineas
longitudinales y 3 lineas latitudinales. En coordenadas esféricaé hy” (—es el angulo

medido a partir del ==l 3= € ¢ es el angulo hacia lajo desde el ejggh m A O Al  OAAEI
Masterball), las lineas longitudinales se encuéran en los angulos que son multiplos dg&j t

radianes (es decir, en— & “j 1 radianes,¢ pfB hY) y las lineas latitudinales se encuentran

en “j1 Ajcho*jt radianes. (Aqui“ o® T p vBucgmo de costumbre.)

Sin estos segmentos latitudinales, se parece a una pelota de playa. Por lo tanto, una esfera
Masterball tiene 32 piezas de 8 colores distintos. Vamos a suponer que la Masterball esta en

una posicién fija en el espacio, centrado en el origen.

La esfera dbera estar orientada por la regla de la mano derecha: el pulgar de la mano derecha
envolviendo a lo largo de los puntos de eje polar hacia el polo norte. Asumimos que una de las

lineas longitudinales se ha fijado una vez por todas. Esta linea fija debse etiquetada por

Opdh 1T A OECOEAT OA 1piAA AT OAOPAAOGT A 1T A 1 OEA

Movimientos permitidos: Se puede girar la Masterball de este a oeste por multiplos tlgt a

lo largo de cada una de las cuatro bandas latilinales o en multiplos d€‘ en cada una de las 8
lineas longitudinales.

Unacara sera una de las 32 subdivisiones de la Masterbalteados por estos circulos. Una
cara se considerara como una posicién inmévil sobre la esfera y etiquetada, ya sea por un
namero entero’® phB v ¢o por una pareja '@(QN pht php, que sea mas conveniente
en ese momento. Si una cara tiene ya sea el polarte o el polo sur como un vértice entonces

la llamamos una cargequefia (o polar). De lo contrario, llamamos una cargrande (o media

o ecuatorial). Unacoloracién de la Masterball sera un etiquetado de cada cara de uno de los 8
colores de tal manera qe

(a) cada uno de los 8 colores ocurre exactamente dos veces en el conjunto de las 16 caras
pequenas,

(b) cada uno de los 8 colores ocurre exactamente dos veces en el conjunto de las 16 caras
grandes.
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Un movimiento de la Masterball sera un cambio en la coloramn de la Masterball asociado con
una secuencia de maniobras como se describié anteriormente.

Podemos identificar cada uno de los 8 colores con un nimero entero g8 hy e identificar

la coleccion de caras de la Masterball con una matriz (de enterosen este rango.

Para resolver una matriz se debe, por una secuencia adecuada de movimientos
correspondientes a las rotaciones descritas anteriormente de la Masterball, poner esta matriz

AT 01 bi OEAE&T OAOAI EOEOGS b A cwhamnd @dganiebnsmdl OOAA /
nuamero. Asi la matriz

P ¢ OT UL @ X Y
P ¢ 0T L @ X U
P ¢ 0T L @ X Y
) P ¢ 0T L @ X U
es "resuelta”. La matriz
® X ¥ p g oT UL
P ¢ oT L O X VY
P ¢ OT ULV X Y
P ¢ 0T UL QX Y

corresponde a una rotacion de las caras polo norte pot | T.

Notacién. Nosotros usamos la notaciébnde matrices para denotar a las 32 caras d&a
Masterball. Los generadoresle rotaciones latitudinales se denotan h h h . Por ejemploj]
envia

pPpPpPpCpPpOpPTPLPOPPXPY
CPGCCCOCTQUCOCX QY
OpOgOOCOCT CLOGPOYX OY
TPTCETOTTTUTOT X T Y
a
pCpaopTpLPOEPXPYPDP
CPGCCCOCTCLUCOCX QY
OpPpOCOOCOCT OCLOPOX OVY
TPTGTOTTTULVUTOOTXTVY

Al mirar hacia abajo a la pelota desde el polo norte, este movimiento hace girar la parte
superior de la bola hacia la derecha, segun las agujas del reloj. Los otros movimientos,
i A A rotan la banda asociada de la pelota en la misma direccion segun las agujas del reloj,
visto desde el polo norte. Los generadores deotaciones longitudinales se denotan
"OROM RQ. Por ejemplo, el movimiento™Q envia

pPpPppPpCpPpOpPTPLPOPXPY
CPCCCOCTQLUCOCX QY
OpOgOO0COCT CLOPOYX OVY
TPTCETOTTTUTOT X T Y
a
TTTOTCTPPUPOPXPY
T 000COPCULCOCX QY
CTCO0CCGCpPOUVOQOYXaY
PTPOPCPPTULTOTXTY

Con estas reglas, se puede comprobar la relacion

Qi ozioziozi 2'Qzi ozi zi 2}
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Ademas, se puede comprobar que
i Qz'Q  zi z27'Qz"Q8

Identificar las caras de la Masterball con las entradas de la matriz
p
W

Podemos expresar los generadores del grupo Masterball en la notacion ciclica disjunta como
un subgrupo de”Y (el grupo simétrico de grado 32:

l pehoft ukpixhp h

| up o fpépéptpip o

L pXpdpdnnx dx i Th
L ek
Q vho ¢ oo p Xo YT wp & T ptC op g G p K ph
Q  tiopulo e wxhc Yp g op b ¢p i pp e
Qoo mth wuh Yaog X p ¢ p &g pp & TTp T ah
Q- ch wofg YTie X v @p L pp pC ¢ pér op & Th
Q p weho X o gThe vt TP 1P wp Pp WP Ep XN
QY xpcechhvoo ¢ p gp wap Yptp xp e Th
QX ey vpho ¢ clopp bp Yp dp X T p I oh
Q exuxhogquopphoTptpxpbs TP ot c8

2.3 Cubos de Rubik
Vamos a considerar brevemente los Cubosde Rubik ¢ ¢yo o o.

2.3.1 Cubo de Rubik
ElCubode RuBE AA OAIT 1 OFAA GRKOHEAL R OBEOOEOAOOh DPAOA
de 24 caritas:

Fijemos una orientacion del Cubo de Rubik en el espacio. Es posible etiquetar los 6 lados

como "B O &O0T 1T OAT 6 h  OFPACOROMBONE | AD3ARA O ACBHRNGEA OED OO &
respectivamente). El cubo de bolsillo tiene 8 subcubos. Cada cara del cubo esta asociada a un

OAl OOAG AA 1t OOAAOAT O NOA AT i PAOOAT OT A AAOEOA
cubos en el ‘corte’, se puede girar 90 grados segun las agujas del reldgnotamos este

movimiento por la letra mayuUscula asociada a la letra mindscula que indica la cara. Por

ejemplo,"Odenota el movimiento que hace girar la cara frontal 90 grados en sentido horario.
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Figura 2.5: Etiquetando caritas en el Cubo de Rubijk ¢ ¢

Llamamos las 24 caritas del Cubo de Rubik ¢ como en proplemav1.3.3. Las 24 caritas se

denotan por® & @ondewes la cara en la cual la carita vive @ (o gherno importa) indican A
I1A0 AT O AOEOOAO AA 1T A AAOEOA8 wOAOEOT Al 1 OAAI
es

Cara frontal | fru frd fld flu
Cara posterior | blu bld brd bru
Cara derecha | rbu rbd rfd rfu
Cara izquierda | lfu [fd [bd [bu

Cara superior | urb urf ulf wulb
Cara inferior | drf drb dlb dlf

Tabla2.1

Para futuras referencias, llamamos a este sistema de notacién (que también se utiliza para los
Cubosde Rubilc o oyt 71 1) lanotacién Singmasterllamado en honor al matematico
britanico y entusiasta delCubo de RubikDavid Singmaster.

2.3.2 Cubo de Rubik

En esta seccion se dedican su mayor partea introducir la notacién (debida a Singmaster
[Si]) que nos permitecomprobar que el puzzle es de hecho un puzzle de permutacion.

El Cubo de Rubik tienes caras cada unacomx wOAAOEOAO8h DHAOA Oi
Dado que las caritas centrales son fijadas por los movimientos basicos, héjoy 1 @ T U
caritas que necesitan etiquetado. Etiquetamos estas caritphch8 it ycomo en la figura 2.2.

©

Los generadores estandares, que corresponden a las seis caras del cubo, pueden ser escritos
en notacion ciclica disjunta como:
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9 10 11|17 18 19 33 34 35
12 L 15 20 F 21 36 B 37
14 15 16122 23 24 38 39 40

Figura 2.6: Etiquetando caritas en el Cubo de Rubik ¢ ©

O PR x A Cpdr i e b fp @ xik dx &p o yho Tr pp ph
6 0 bo bt fo yo oo o ¢ ofult ¢o ¢ clp & fc wplp fr § xh
U ap pp ¢p T p P p bp ¢ pfp yr ot TG X o X @I ar qo vh
S 606 Xoto e g @ oo §x op wuho gr b p Yo o g Th
Y P GRufkt o & B X pTO TG g wp po B Xp
O THoirdg ot fotoypibc oopowp i to e m8

La notacion de las carita sera similar a la notacion utilizada para el Cubo de Rubik ¢ ¢.

Las caritas esquina tendran la misma notacién y las caritas arista se denotaran pogdonde
wes la cara en la cual se encuentra la caritavees la cara de la carita adyacente.nEorden
segun las agujas del reloj, empezando por la esquina superior derecha de cada cara, la
011 OAAE&T 3EICi AGOAOS AO

Cara frontal | fru fr frd fd fld fl flu fu
Cara posterior | blu bl bld bd brd br bru bu

Cara derecha | rbu rb rbd rd rfd rf rfu ru
Cara izquierda | lfu Uf Ufd ld lbd b lbu lu

Cara superior | urb uwr urf uf wlf wul wulb ub
Cara inferior | drf dr drb db dib dl dif df

Tabla2.2
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2.3.3 Cubo de Rubik

El cubot 1 1 fue inventado porPéter SebestényAl contrario de lo que ocurre con
el cubo original y con la versibrv v v, no posee piezas jis: las caras centrales,
divididas en cuatro piezas, pueden moverse a diferentes posiciones.

En el Cubo de Rubik o ola cara central indicaba el color de cada cara, ahora en él
T 1 T lacara central van a ser 4 caritas (lo que antes era una, ahora son 4 caritas), a
diferencia del cubooc ¢ olas caras de en medio si se pden mover, utilizamos la misma
notacion que para el cuba o o (ver Ejemplo 1.2.7)

Denotamos el conjunto demovimientos basicospor “YHORRYR@® , agregamos la notacion
DPAOA 1 A0 OOAAAT AAAO ET OAOI AAEAGe AT T AAq

] 0 denota el movimiento delCubode Rubik que gira la rebanada intermedia
adyacente a la carauperior un cuarto de vueltaen sentido horario.

q ‘Qdenota el movimiento delCubode Rubik que gira la rebanada intermedia
adyacente a la cara inferior un cuarto de vuelta en sentido horario.

] agira la rebanada intermedia adyacente a la cara izquierda un cuarto de vuelta
en sentido horario.

1 i gira la rebanada intermedia adyacente a la cara derecha un cuarto de vuelta
en sentido horario.

i "Quira la rebanada intermedia adyacente a la cara frontal un cuarto de vuelta
en sentido horario.

1 wgira la rebanada intermedia adyacente a la cara posterior un cuartte vuelta

en sentido horario.
Finalmente™©O denota el movimiento del Cuba 1 Tt que gira la mitad izquierda en
sentido horario, de manera similar para las demas mitades.

Figura 2.8 Movimiento™O
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2.4 Pyraminx

El Pyraminx (1981) es uno de losrompecabezas inventado por Uwe Mtert (1939 -), que
también comercializavarios de sus inventos.

Untetraedro es un solido platénico regular de 4 lados, cuyas caras son triangulos equilateros.
En el Pyraminx, cada ua de las 4 caras del puzzle se divida 9 caritastriangulares.

Hay un total de 4 - 9 = 36 caritasen el Pyraminx. Seran etiquetadacomo en la siguientes
figuras.

36
1zquierda derecha derecha 34 rzquierda
35 33
31/ .29
32 30 28
Cara frontal Cara in ferior
Figura 2.9 Figura2.10
derecha v Jrontal frontal izquierda
3 é 25 % 2
Cara izquierda Cara derecha
Figura2.11 Figura2.12

Fijamos una orientacion del tetraedroen el espacio de modo que estemos mirando en una
cara Ip que Ilgm’amo’s el "frente”. También podemos hablar de arcara "derecha”, "izquierda",
U | A infeAoDAA Etifdetamoslas 4 caras comd()frontal), Q(derecha), dizquierda), Q

(inferior ). Etiquetamos los vértices Y (superior), 'Y (derecho), O (izquierdo) y 6 (posterior).

El tetraedro en si ha sido subdividido en sultetraedros de la siguiente nanera: para cada
vértice O (tal que & N  "WYDORG}) hay una cara opuestaOdel sélido.

Para cada cara, cortamos el sdlido a lo largo de dos planos paraldks el vértice y en un sub
tetraedro) a la caraOy que estan entrede la cara y el vérticagualmente espaciadoslLos sub
tetraedros en el cortede la propa cara sonllamados el corte cara asociado a la cardQ
denotado™O, los subtetraedros en el cortemedio paralelo a la cardOseran llamados elcorte
medio asociado con esa cara, denotad®, y el subtetraedro que contiene el vérticeX=U
asociadoa ese vértice denotado "O.
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Figura2.13

Para cadacara "Oetiquetada, tenemos una rotacion del20 grados en sentido horario del
primer corte "'Ode la cara. [Bnotamosesta rotacion también por'O. Esta rotacion s6lo mueve
las caritasdel corte "O. Andlogamente tenemos una rotacion de 120 grados en sentido horario
del segundo corte’O de la cara.Denotamos esta rotacion com&. "O esla rotacién de 120
grados de sub-tetraedro opuesto que contieneal vértice @. Estos movimientos permutan las
etiquetas de las36 caritas, y por lo tanto puede ser considerado como una permutacion de los
nameros del phchesdo @

Por ejemplo, la rotacién del20 gradosen sentido horario (mirando la cara frontal) del sub-
tetraedro opuesto a la cara frontal se denatO. La notacidén ciclicadisjunta para este
movimiento, considerado como una permutacion, es

0 ¢ & to g8

Losmovimientos basicosson dados de la siguiente manera:

O cho& X Wo s oxotp¢ptw &pp
p & #o pfp p 0 0fp Ir U i T
(@] dntbr;ucpg’rchm&Jth
.0 (&b
Y oodxpfofoepfoby
Ctof ¢bodp chg p Yo X Y pp w
Y pmdpucjx;ihprclbohr
Y ckipo
0 prEcutEmptiob
ptotp pbodc og xgop P T pégbpm
0 oo g Tp @O pp wp bo by
L0 pxotpw
e popc optp dw T pbc g v 3
P OpREXCW OO PpoTOTOUOO
0O Thxhp Tt uhitp p @hdp ¢
0 phcho

Todos los otros movimientos se obtienen mediante la combinacion de estos movimientos
secuencialmente. Queremos iizar movimientos de forma™Oz "O, para cada caréQ pero la
notacion ciclica disjunta para estas permutaciones es un poco mésmplicada de escribir.
Mas detallesacerca de este puzzle se damn el Cpitulo 8.
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Capitulo 3

¢Qué es conmutatividad?

Una historia contada por Freeman Dysoifl923-), uno de los grandes fisicos
matematicos de nuestro tiempo, es como sigue: En la primera parte del siglo pasado, el
matematico Oswald Veblen y el fisico James Jeans estaban discutiendo la reforma del curriculo
de matematicas en la Universidad deifceton. Jeans argumentd que la teoria de grupos debe
omitirse, afirmando que la teoria de grupos es un tema que nunca va a ser de alguna utilidad a
la fisica. Veblen debe haber ganado el argumento porque la teoria de grupos continud siendo
ensefiada. Es edmente irdnico que la teoria de grupos, no sélo se convirtié en uno de los temas
centrales de la fisica, pero gran parte de la investigacion innovadora en realidad se llevé a cabo
en Princeton.

A groso modp la teoria de grupos es el estudio matematice dimetria. EI Cubo de Rubik
muestra una notable cantidad de simetrias. Este capitulo es una introduccion a la teoria de
grupos, otraherramienta Gtil para elCubo de Rubik

Cuando studiamos puzzles depermutacion en el capitulo anterior, uno de los critdos fue
que cada movimiento sed'invertible". Esto es, de hecho, una de las condiciones para el
conjunto de todos los movimientos legales de un puzzle de permutacion para formar un
grupo.

Un grupo puede ser defirdo como un conjunto que tiene un pequefio nimero de propiedades.
Una de estas propiedades es que debemos ser capaaks combinar dos elementos del
conjunto de alguna manera en particular para obtener otro elemento. En el caso del Cubo de
Rubik, si combinados movimientos, obtiene otro movimiento. La manera abstracta precisa
DAOA AAAI AOAO AOOA OEDPI AA POI PEAAAA AO OOEI EUA
Una operacion binariaz en un conjunto no vacioOes una funcion que asocia cada par de
elementos "QRQ de"Oun solo elementd’Q, también denotaddQ "Qz"Q, en'Q],

z PO "0° O

Un grupo™Oes un conjunto con una operacion binaria (lamada O1T DPAOAAE&T AA COOE
satisface ciertas propiedades que se daran mas adelante. Por ejemplo, una propiedad es que

AOAT NOEAO Al Al AT 61 OEAT A &1 OA1T AT AT 01 ET OAOOI 6
si realizamos cualquier movimiento (0 secuertia de movimientos), siempre se puede

deshacer el efectoOEIl D1 AT AT OA ET OEOOEAT AT AAAA DAOT 8 %l
OET OAOOT 8 AAT 11 OEI EAT O 1T OECET AT h ATiT 1T OAOAITC

Antes de definir un grupo, debemos tomar la decisién sobreue notacién utilizar para
describir un grupo”Q Si"Ces finito entonces una forma es listar todos los elementos dey
listar (o tabular) todos los valores de la funciors. Otro método consiste en describifOen
términos de algunas propiedades y luego definir una operacion binarkaen QO Cada método
tiene sus ventajas y dgventajas. Eventualmente, deberemastilizar los dos métodos.
Empezamos con algunos ejemplos.
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3.1 Cuaterniones

En el otofio de 1843William R. Hamilton (1805-1865) estaba caminando a lo largo del Royal
Canal en Irlanda con su esposa. Fue entonces que Hamilton encontr6 una gereaeion de ) o
los nimeros complejos: losAOAOAOT ET T AOG8 , 1 06 AOAOAOTEITAOG Ol

"Q ’TQ ’F'Q "Q ’?‘Q ’F'Q p

De hecho, Hamilton no pudo resistir kimpulso de tallar las reglas basicas del productpara
los cuaterniones en la piedra del puente dBrougham, mientras él y su esposa pasaban.
Se pueden sumar o restar facilmente:

@ o0 & a0

Para multiplicar dos cuaterniones, se utiliza la ley distributiva y las reglapasicas de
multiplicacion para "fi@iQ dadas anteriormente. Una diferencia importante entre la
multiplicacion de dos cuaterniones hj juntos y la multiplicacion de dos nimeros reales
i A juntos es que, en generafl 1 A 1 (por ejemplo, Q QY Qmientras que siempre
tenemosi i i1 (por ejemplo,Vig 3o o Q).

Seal el grupo de cuaterniones

0 ph piQ @AQ @ 08

Los elementos de) son c9nocidos comocuaterniones unitarios, los elementos satisfacen las
reglas:’"Q Q Q phQQ'MQ'Q "AQ"Q 'Q
La multiplicacién para este gupo se puede visualizar etta siguiente figura

Figura 3.1
Si recorremos el triangulo en el sentido de las manecillas del rele] producto de cualquier

par de elementos sucesivos es el que sigue, y al recorrerse en sentido opuesto al del reloj se
obtienen productos negativos por ejemplo QQ '@

3.2 Grupos ciclicos finitos

Considere el conjunto de movimientos del Cubo de Rik 'O  phYRY RY . Hacemos varias
observaciones mas o menos evidentes:
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E 3 E ndAdualghier Aotacion de la cara derecha del cubo no conseguiremosningin
movimiento nuevo. En particular, si componmos cualesquiera dos movinientos en este
conjunto obtendremosotro movimiento en este conjunto.

Figura 3.2

B %l 117 OEI EAT Odl efefitd de'Y 96 Artd@hira dnledte conjunto (de hechdy
seguido de'Y es el movimiento identidad 1, porloqueYy AAAA OAROEAAAOS

E Z3[FO "0O° "Oes simplemente el mapeo definido por el envio de un paiY iY , con

T "@Q o, a la composicion de estos dos movimiento¥, z'Y Y , entonce¥ es una
operacién binaria.

Resulta que este conjuntéOcon esta operaciort es un ejemplo de un grupo.

Ejemplo 32.1 Sead el conjunto cuyos elementos sontfpf8 fp p la operaciénz es
OEil Bl Al AT OA OAAsEdsEdno sel sundan o en un reloj, observar que '12
horas o '0 horas en punto' significan lo mismg. Asiv ¢ php pp 1 y asi
sucesivamente.

Este grupo es llamado egrupo ciclico de orden 12

Definicion 3.2.1 Sea& pun nimero entero y sea el grupo cuyos elementos son

Este grupo es llamado el grupo ciclico (aditivo) de orded. A menudo también se denota por
ufEy .

Geométricamente, esto puede ser considerado como el grupo de todas las posibles rotaciones
de un¢ -agono regular. Esta ideae expbra con mas detalle en 3.

3.3 El grupo diedro

Elegir un entero¢ ¢, y seaYun ¢ -agono regular centrado sobre el origen en el plano. Si
¢ 0, entoncesYes un triangulo equilatero, s€ T, entoncesYes un cuadrado, st U,
entonces’Y es un pentagono, y asi sucesivamente. S&el conjunto de todas las
transformaciones lineales dé plano a si mismo que preservarda figura de’Y. La operacion
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binaria UDO "0° "Odada por la composicion de funciones da'@la estructura de un grupo.
Este grupo es llamado el grupo de simetrias d¢

S consideramos’Y como una figura en el espacio tridimensional centrado sobre el origen y sea
"Cel conjunto de todas las transformaciones lineales del espacio tridimensionantonces
obtenemos un grupo ligeramente mas grande en algos casos (véase eEjemplo 6.3.3a
continuacién y [NST] para mas detalles).

Etiquetando los vértices del-agono como phci8 R . El grupo’Opermuta éstos vértices entre
ellos mismos, por lo que, cadd®™ "Opuede ser considerado como una permutacion del
conjunto de vérticesw  phcHB & . De esta manera, podemos considerar@omo un grupo
de permutacion, ya que es el subgrupo d& geneado por los elementos deO

El hecho de que este grupo tienet elementos sigue de un argumento de conteo simple: Sea
i N "Oel elemento que girdY por ¢ 7¢ radianes en sentido antihorario alrededor del centro.
Seal un eje de simetria deY quedivide la figura en dos mitades. Seiael elemento de'Oque es

la reflexién sobre0. Haye rotaciones por un miltiplo dec¢” ¢ radianes alrededor del centro
en'ODph A B A . Hay¢ elementos de'Oque estan compuestosie una reflexion sobe L y
una rotacion de un maltiplo de¢” 7¢ radianes alrededor del centro:s, sUr, sUi /8 hsU

Estos comprenden todos los elementos d&®

El grupo simétrico de'Yes conocido como el grupo diedro de ordeg¢, denotadoO . (Nota:
Algunas personas denotan este grupo, en lugar @& .)

Ejemplo 33.1 SedCel grupo simétrico del cuadrado, es decir, el grupo de simetrias del
cuadrado generado por los movimientos rigidos

esuna rotacion en sentido horario alrededor daj, en un angulo de 90 grados,
reflexién respecto aa ,
reflexion respecto ad |,
reflexion respecto ad |,
reflexion respecto ad |,

donde&h & hé denotan los ejesde simetria en la siguiente figura

l3 [

Ly

ly
Figura3.3
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Los elementos déOson phQRQAQRQRQ RQ AQ 8
Sea X el conjunto de vértices del cuadrado. Entonc¢&actlia sobrec.

3.4 El grupo simétrico

El arte de hacer mateméatias consiste en
encontrar uncaso especial que casrtgatodos los
gérmenes de la generalidad.

David Hilbert

Antes de las definicionesvamos a dar un poco de motivacion para algunas nociones
generales que se presentaran mas adelante. Cada movimiento del Cubo de Rphikde ser
considerado como una permtacion del conjunto de 54 caritasdel cubo. Es natural desde
nuestra perspectiva para el estudio de permutacines, mmo Hilbert nos aconsejo, buscaun
caso especial muy bueno para centrar nuestra atencion & y el gupo Cubo de Rubik es el
ejemplo que utilizaremos.

Primero, algunas ideas béasicas para que podamos empezar.

Seawun conjunto finito y sea’Y el conjunto de todas las permutaciones dé sobre si mismo:
Y ODOO OsA OT AEUAAAEST

Esteconjunto tiene las siguientes propiedades:

1. Si"(ﬁi‘mertenec_:ep a"\f entoncesQ'Qa composicién de estas permutaciones) también
perteneceaY OAABGAAAT AT i b1l OEAEéT 6 8

2. Si'BiGiQpertenecen a'Y entonces QN QX OAOI ABAOEOEAAAS
3. La permutacion identidad@®© @perteneceaY OABEOOAT AEA AA 1T A EAAT O

4. Si'Qpertenece a’Y entonces la pgrmutac[ér] inversdQ también pertenece a Y
OAGEOOAT AEA AAI ET OAOOI 6 8

El conjunto™Y es llamado el grupo simétrico de&. En el caso particular en quéd  pfcfB FE |
escribimos™Y Y . "Y es el grupo simétrico de grad@ 8

Ejemplo 34.1.Supongamos qué&d  phcho . Podemos describifY como
Y@ phe i cho H phote Fi phcho H pho 8

Podemos calcular todos los productos posibles de dos elementos del grupo y tabularlos en
una tabla de multiplicacién como
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I S1 S92 S3 S84 S5

I| 1 sy sy s3 sS4 S5
s11s1 I s3 s9 85 sy
so| 82 84 I sy s1 s3
S3| 83 85 S1 S4 1 89
S41 84 S92 Sp I S3 51

S| S5 S3 sS4 S1 S [
Tabla 3.1 Tabla de multiplicar

Tomamos las cuatro propiedades anteriores del grupo simétrico como las cuatro propiedades
que definen un grupo. Laiguiente definicion degrupo la formuld por primera vez Cayley en
1854.

Definicién 3.4.1. Se dice que un conjunto no vaci®es ungrupo si en él hay definida una
operaciénbinaria 2

2 DO 00 O
Q. M "z

tal que:
(G1) Si"Qh"Q~ "Qimplica que "Qz"Q N "O("Oescerrado respecto az),

(G2) Dados'Qh"QHRQ N "Oentonces 'Qz2"Q z'Q "Qz "Qz"Q (Es valida laley de
asociatividaden"Q,

(G3) Existeun elementoQN "Otal que’Qz "Q "2 'Q "Qpara todo™ N "O( ‘Qse llama
elemento identidad o unidad de "0,

(G4) Paratodo' QN "Oexiste un elementoQ N "Q llamado elinverso de "(al que
"z Q "Q z27°Q 'Q(Existencia del inversg.

Por ejemplo, siYes el movimiento Cubo de Rubik asociado con la rotacion de la cara derecha
un cuarto de vuelta, entoncesy Y.

Observacion 3.4.1. En general, cuando un conjuntéOy una operacion binariaz son
explicitamente dados y cuando"z , se espera que sea un grupo, generalmente la condicion
mas dificil de verificar es la asociatividad. En el caso especial cuari®es un conjunto de
permutaciones de un conjuntaldy z es simplemente la multiplica@n usual de permutaciones,
la asociatividad es facil de verificar, ya que todos los elementos ‘@son funciones(de da @)

y la operacién biraria es la funcion composicion.

Ejemplo3.4.2%1 OAAIl EA A A A EAAG A "édbnj@id d&fotlds los movimientos
legales (uno puede eventualmente hacer un movimiento a partir de una posicion dada
obtenida legalmente) del Puzzle15 (como se describe en el capitulo)2En una posicién dada,
por ejemplo, la posicion resuelta, no hay muchgsosibilidades: hay sélo 2 movimientos en la
posicién resuelta y nunca hay mas de 4 movimientos posibles desde cualquier posicion.
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Desce la posicion resuelta podemosnover p bp ey p tp @(donde 16 denota el cuadrado
vacio), pero no podemos mover por ejenplo php @. Puesto que p p ¢, p &p oM Yy
puesto que p &p @ p bp eno es un movimiento legal, se sigue que la composicion de
movimientos legales no siempre es legal. Esto demuestra que la composicion no es una
operacién binaria, asi la projedad "@® , no se mantiene.

Lema 3.41 (Ley de Cancelacmn) Se®un grupo yofohion "Q Sioz o ®Z ¢y donde
chifto N "Q entonces & G

En la definicion anteror, no hemos asumido explicitamente que @lemento identidadQde "Q
seaunico. (Supongamos que hay dos elementos identidamh"Q denotadosQFQ digamos. Por
definicion,Q Qz'Q Q. Del mismo modo, siOes un grupo y'QnN "Oentonces el elemento
inverso de"Qes Unica Hay otras propiedades de un grupo que pueden ser derivadas de
‘@ ‘Q . Vamos a demostrarlas segin sea necesario.

La tabla de multipicar OAiT AEi T OARAAIADA A AD # A UGafay,dquichfue &1 T 1 O
primero en introducirlas) de un grupo finito "Oes una tabulacion de los valores de la

operacion binaria z, como en el Ejemplo 3.4.8ea’O "Qh8 hQ . La tabla multiplicacion de

"Oes

* 1g1r g2 ... g;j ¢ )
(731
g2
gi gi * g
g??,
Tabla3.2

Algunas propiedades:
Lema 3.42.
(a) Cada elementdQ'® "Oocurre exactamente una vez en cada fila de la tabla.
(b) Cada elementdQ'® "Oocurre exactamente una vez en cada columna de la tabla.

(c) Sila entrada "fiQde la tabla es igual a la entrada’@Q, entonces, Q2" Q "Qz Q.

(d) Si la tabla es simétricarespecto a la diagonal, entonce§z 'Q "z "Qpara todo
QN "0 (En este caso, llamamos"@abeliano.)

Los gupos abelianos llevan el nombre del matematico noruego Niels Abel (18aL829). La
corta vida de Abel fue tragia, marcada por la pobreza Ja muerte de su padre en 1820. Sin
embargo, él tenia un gran talento matematico y demostré antes de Galois que las raices del
polinomio de 5 ° grado en general,
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no se pued@ expresar en términos deunicamente radicales. (Galois demostroun resultado
mas general unos seis aflos mas tarde.) Por desgracia, su salud no era baien durante un
viaje para visitar a su novia en la Navidad d&828 cay6 gravemente enfermo y murié. En su
corta vida, Abel hizo importantescontribuciones a otras areas de las matematicay fue
galardonado con el Gran Premio en matematicas por la Academia de Paris en 1830.

Definicion 3.42.Sean'Qy "Qdos elementos de un grupdQ Decimos quéQconmutacon o que
"(QiQconmutan) si"2 Q "z "Q Llamamos a un grup@onmutativo (o abeliano) si todo par de
elementos"(iQpertenecientes aOconmutan. SiOes un grupo que es no necesariamente
conmutativo, entonces llamamos "Ono conmutativo (o0 no abeliang.

Ejemplo3.4.3.

E , 10 Al AfOATpXiYdiy Addos conmutan entre si, por lo quéOes un grupo

abeliano.

g ,10 1171 AOT O AT OAOI 6n AT1T 1 A AAEAE&T 1 OAET AOE

grupo abeliano.

Ahora que sabemos la definicion de grupo, suegla pregunta: ¢como se puede describir? La
OAOPDOAOGOA 1 U0 OEIiPIA AO NOA OA pPi AOpA EAAAO OT /
AA 1 Ol OEPI EAAO6Hh T DI AOpAITO AAOGAOEAEO O1I AT O OC
alguna propiedad de lacual podemos verificar las cuatro propiedades de grupo. Aunque la

primera forma tiene la ventaja de ser explicita, es esta segunda alternativa que es la mas

comun, ya que suele ser mas concisa.

Nuestro objetivo es introducir la terminologia y las técnicagjue nos permitan analizarlos
(Puzzles de permutacié@matematicamente Los tipos de grupos que surgen en este contexto
se definen a continuacion.

Definicion 3.4.3. Seadun conjunto finito. Sea’Y "QRQM KQ un conjunto finito de
permutaciones de® (de modo que todos ellos pertenecen & ). SeaOel conjunto de todos
los productos posibles de la forma

N wzwEzo h a Tt
donde cada uno de los) 8 fro  se toma del conjuntd’Y El conjunto’Q junto con la operacion

binaria dada por la composi@®n de permutaciones, es llamadain grupo de permutaciéncon
generadores’Q8 hQ (o el grupo de permutacion generado poty. A veces escribimos

"0 6Q Q05 Y.
Ejemplo 3.44.

E Sid plcBtyY phchotBh t &Y entonces el grupo de permutacion
generado por"Yes un grupo ciclicdOcon elementos pRQ M FQ .

E Seabel conjunto de 54 caritas dé Cubo de Rubik y sea YAORYHORG® M Y los
movimientos basicos del Cubo de Rubik, en la notacion introducida en el capitulo
anterior. El grupo de permutacion

"0 &'YRRYHOROH O Y
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es llamado elgrupo Cubo de RubiB 6 Al |

£grupo Lubo de 6 Al A AAOCAOI ET AO I
surelacionAT T OCOODBI O Al T 1 A |

o A
AEAT 06 Uod AAAIT Al
Lema 3.43. Un grupo de permutacién esin grupo.

Prueba:Sea’Oun grupo de permutaciéon como en la definicion anterior.

Nos limitaremos a demostrar que cad& "Qtiene un inverso.El conjunto 'Q € p oY
es finito. Haye¢ mhé ¢ tal que™Q "Q . EntoncesQ Q puesto que
Q0Q p.

Definicion 3.4.4. Si'Oes un grupo, entonces aebrden de"Q denotado [& es la cardinalidad de
"0 (En otras palabras, siOes un conjunto finito entoncessu ordenes el numero de elementos
de"Qy si"'Ono es finito entonces @ H3 Si"Qes un elemento del grupdQ entonces ebrden
de"Q denotado¢ i @, es el minimoentero positivo & tal que™Q  p, si es que existe. Si por
ejemplo un numerod no existe, entonces decimos qu&Xiene orden infinito .

I Matematicamente, mas adelanteveremos (en el aexo) por qué el grupo Cubo de
Rubik "Ctiene orden¢ ¢ v X p paproximadamentet® p ).

I Hay unapermutacion impar de orden 42 eriY
por ejemplo, phg oftty  @hxhphudp 1P Ppp ¢. Hay una permutacion par de orden 15
en”Y, por ejemplo phcho  thohphxhy .

1 Hay un elemento en el grupo Cubo de Rubik, cuyo orden es 1260 y no hay ningun
elemento deorden superior. J. Butler, encontré el siguiente movimiento de este orden:
& YYO 60 (ver el libro de Bandelow de [B1], pagina 51, para otro
movimiento simple de orden de 1260).

3.4.1 Teorema de Cauchy

(a) Sear)un nimero primo que divideal |"Gy entonces'Ocontiene un elemento’Qde orden
n.

(b) Sea¢ un entero que no divideal |"'G No existe uiQ¥ "Ode ordeng.

Augustin Louis Cauchy(1789-1857) hizo contribuciones significativas a muchas ramas de las
matematicas y fue uno de los mas grandes mateméticos de su tiempo.

La parte (a) sera demostra@ en 3.10 a continuacién (ver Corolario 3.10.2 y la parte (b) es
un corolario del Teorema 3.5.1que vamos a ver acontinuacion.

Aplicacién. Como el grupo Cubo de RubilCtiene la propiedad de ques& ¢ 0 L X p p se
sigue de esto y la parte (b) del teorema anterior que no hay movimiento del Cubo de Rubik de
orden 13 (ya que el 13no divide as®), pero hay uno de orden 11. (Dicho esto, sélo porque
sabemos que existe un movimiento de ordede 11 no significa que jsepamasdmo encontrar
uno!) Esto es equivalente a decir existe un subgrupo ciclico del grupo Cubo de Rubik de orden
11. No hay ningun subgrupo ciclico de grupo Cubo de Rubik de orden 13.

Definicién 3.4.5. "Oes un grupociclicosi y sélo sim N "0 "N "0DQ O PABAA CO
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Lema 3.44.Si"0 §@es un grupo ciclico finito con generadoiQentoncess@ ¢ | .
Demostracién:Sead € i @, por lo que’Q p. Podemos listar todos los elementos d©
como sigue: o

ph'M QB hQ
Hayd& elementos en esta lista.
3.4.2 El juego Gordon
Sea "z un grupo finito, escrito™0 "Q 1 BA AT GEHAROA

asi que’Q Tsizes la suma y'Q psizes la multiplicacibn o composicién. Usted y su
oponente canparten un conjunto defichasde M, denotadas

0 QB HRQ h

y fichas de P, denotadas

Reglas para el juego:

1 Los jugadoresalternan turnos. Cada turno consiste en retirar una ficha de movimiento
y una ficha de lugar de acuerdo con las condiciones listadas a continuacion. La primera
persona que no pueda hacer una jugada legal pierde.

1 Sead n pa& n T, si"Oesta escito aditivamente) y sea’Q p.

1 El primer Jugador escoge cualqwer ficha de movimienta 0 y la ficha de lugar
n a 0. Estas fichagt y 1 son entonces retiradas dé y 0, respectivamente.

1 El siguiente jugador escoge una ficha de movimiento  y una ficha de lugarn tal
gue n 4 n N 0. Estas fichasd yr son entonces retiradas dé y 0,
respectivamente.

1 Incrementar " ir al paso anterior.

Ejemplo 3.4.5Sea™© ufyxy  rmiphchohrhuhy ,

en la notacion de laDefinicién 3.2.1.Los movimientos de un juego son determinados por el
registro de las fichas de movimiento. Un juego posible es posible

E 1t p o C
TP ¢ OoT U @

donde elEsobre el elemento identidad 0 del grupo indica que no se mueve y los néras por
encima de un elemento del grupo indican cuando fue movido:
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a g n ¢ photttuhp  phott uhe
a T ¢ T @ phorh photuhyp
« on ¢ ¢ v phofr photu
& o1 o v p oft phy

El segundo jugador gana.

Observacion 3.42.Si"O  u71nu (el grupo ciclico conn elementos) hay una conjetura de que el
2do jugador tiene una estrategia ganadora cuandp v. Para los grupos mas generales, las
estrategias no son conocidas. De hecho, ni siquiera se han conjeturado.

Observacion 3.43. Si ustedy su oponente intentan alargar el juego ahayor tiempo posible,
éspuede agotar el conjunto de fichas de movimiento y el conjunto de fichas de lugar? La
respuesta es conocida @ra los grupos abelianos, grupos diedros y los gpos de orden 0 ¢

La respuesta general parece ser desconocida.

3.5 Subgrupos

Como ya se sefialg, el conjunto de movimientos del Cubo de Rubik forman un gri(dmjo la

operacion de composi®n. Supongamos queonsideramos un subconjunto de’Oque también

A6 O1 cooOpi AAET Aii bi OEAEET 8 %OOA OOAATTEOT O
pRYRY RY es un subgrupo dé0

Definicion 3.5.1. Sea’'Oun grupo. Unsubgrupo de "Oes un subconjuntcOde "Otal que 0, junto
con la operaciéonz heredada como un subconjunto de"Q satisface las operaciones del grupo
@ ‘Q , (con“Oreemplazado por'Opor todas partes).

Notacion: S’IOA O O1 CcOODPT h AT OT 1 AAO "@ek un sGolrOph dde@or | A A £E
"00"0

Ejemplo 3.51.
Fqy es un subgrupo dex.
Fcufp m  michrhphy (con suma mod 10) es un subgrupo defp =.

O phphcho hpfol;  es un subgrupo deY.
E 51 CcOODPI A fgemedddipbrCeleiditdsB HQ pertenecientes a’Y es un
subgrupo de"Y, esdecir,"00 "Y.

Uno podria preguntarse: ¢cuales son todos los subgrupos del grupo Cubo de Rubik?
Desafortunadamente, resulta que esta pregunta es muy poco practica. Hay muchos subgrupos
por listar, por lo que una respuesta simple no es posible. Decho,nadie sabe exactamente
cuantos subgrupos tiene el grupo Cubo de Rubiklos gustaria un criterio facil de usar para
sabea cuando un determinado subgrupdOde Y es un subgrupo del grupo Cubo de Rubild
Este tipo de condicidn no parece existir, ahenos no en una forma préctica, pero el siguiente
criterio es muy util. Otra versidén del siguiente resultado se dard en dleorema 3.10.1a
continuacion.
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Teorema 3.5.1. (Teorema de Lagrange)S "Oes un grupo finito y'Oes un subgrupo d€Q
entoncessQsdivide asG

Vale la pena sefialar quecontrariamente a lo que pudiera sugeriel nombre del resultado, el
teorema de Lagrange, en la forma establecida aqui, no se debe a Lagrange. En la forma dada, el
teorema de Lagrange (para los grupos de permutéones) fue probablemente conocido por
Galois y aparecio en las abs deSerret yCamileJordanen la década de 1860.

Prueba:ParachoN "Q definimos® @ si® O ¢ "Odonde
©'0 &' 08

Esto es una relacién de auivalencia. (Se puede comprobar faciimente las propiedades
reflexiva, simérica y transitiva.) Por otra parte, la clase de equivalencia deconsiste de todos
los elementos deOde la formam? "Q paraalgin @ "Q, es decir,®  ® ‘0SeariQfB8 AQ ~ "O
un conjunto completo ¢ representantes de las clases de equivalencia @@ Debido a la ley de
cancelacion para gruposgn '® sGspara cadawM "OPor otro lado, sabenos que las clases de
equivalencia particionan a'Q por lo que

0 0 08
Comparando cardinalidades de ambos lados, obtenema@3 sSQG E SO as&s
Esto demuestra el teorema.

J.Durbin hace un tratamiento de las relaciones de equivalencia preval teorema de Lagrange
y explica el hecho de que toda relacion de equivalencia inde una particién en el conjunto

dado.

Definicién 3.52. Si"'Oy G son grupos finitos YOO "Q entoncessGfsCs(que es un numero
entero por el teorema de Lagrang®.5.1, mas arriba) es llamado el indice d®en"Q denotado

"OD0  $GISCs
Ejemplo3.5.2. Se& ™YSADOAD

Este es un subgrupo déY llamado elgrupo alternante de gradct. Es conocido (y no es dificil
de probar usando clases laterales) qug s SYSIC.

Definicién 3.5.3 El centro de un grupdQOes el subgrupow "O de todos los elemetos que
conmutan con todos loslementos de'O

WO AN 0saz’Q (ZOH Qv "O8
Observe que

1 El elemento identidad siempre pertenece & "O. (Si el elemento identidad es el Unico
elemento de® "O, entonces decimos quéltiene un centro trivial .)

1 "Oes conmutativo siy sélo siO & "O.

55



Problema3.5.1 Sea’O "Y. Determine "O usando célculos explicitos.
Si¢ o, demostrar que @ Y tiene un centro trivial. (Sugerencia: considere los elementos
gue conmutan con todos los -ciclos.)

Para el centro del grupo Cubo de Rubik, véa8e5.1y Corolario 7.2.2a continuacion.

3.6 Ejemplos

Hay muchos puzzlesn el mercado que dan lugar a los grupos de interés en las matematicas.
Unos ejemplos simples se dan en esta secciéon. Ejemplos mas complicados se estudiaran mas
adelante.

Ejemplo 3.61.Considere un tablero de ajedrez infinib, el cual nos imaginamos esolocado en
el plano cartesiano.

X X X X

X X X X

X X X X

X X X X

X X X X
Figura3.4

Etiqguetemosun cuadrado como it y lo llamamosel origen. Etiquetemoslos demas a Fg |
como sietiquetaremos los vértices en una red en el plano. Cologue s6lo una pieza de ajedrez,
un rey, en T . Etiguetamosel movimiento un cuadrado a la derecha paiy un cuadrado a la
izquierda por @ , el movimiento un cuadrado hacia adelante pab un cuadrado hacia atras
por @ , Yy etiguetamoslos demas movimientos pom @wW WW W , Yo w , dela manera
obvia. El conjunto de todos los movimientos posibles del rey pueden ser identificados con el
conjunto

W W SaE N u

Este es un grupo abeliano infinito bajo multiplicacién. EI nimero de formas en que el rey
puede llegar al cuadradod FE  en & movimientos es el coeficienta) &G, dew ® enla
expansion de

Para mas detalles sobre esta construccion se pueden encontrar en el capit
O1T 1 3 AEA bhér EF®D Bak éxdctamente

d Al AAOOT CAl

O plp P WGCT @RI p TT

formas de llegar a pip desde el origen en 10 movimientos.
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Ejemplo 3.62.Sead la rotacién del corte medio paralelo al ladoderecho en un angulo d®0
grados. Definird , por la cara frontal, y0 de manera similar. Considerar el subgrup@del
grupo Cubo de Rubik generado por losovimientos corte cuadradc,

o W mmOo

EntoncesO @ O @ O @ G 6 6 & 6 6 ,donded denota el grupo ciclico
de ordenct.

3.6.1 Elsuperflip

La coleccién de todos los movimientos del Cubo de Rubik puede ser vista como un subgriapo
de”Y . Denotamos la multiplicacién erilY (y por lo tanto en"Q por (0.

El centro de"Oconsiste de exactamente dos elementos, la identidad ynebvimiento superflip
que tiene elefecto de mover de un tirén cadarista, dejando todas las esquinas fijas y dejando
todos los subcubos en su posicién original ([B1], pagina 48):

o phOOPA@GNI ED

Més tarde,en7.2h  OAOAI T O NOA AOGOI AOG O1T A Ai1 OAAOCAT AEA
AA 1T A OAT OpA AA1T AOAIT 68 51 11 OEIEAT O BPAOA Al C
OO0PAOIYDER® JYDOYH IJ0® JYJ0H J0Jy b B ITydh 0
Y 000 JYJ0 YD 0B JYJ0 Y 0 JO Oy I 30 I¥D
B J0DIY B 0 cTAOA GG ®AhOA
dondel es la rotaciondel corte medioparalelo al ladoderecho en un angulo d€0 grados.
Otras expresiones para el superffi son el movimiento de Dik T. Winter

OO0PAOromEIy OYOO Oy 3 Jy 30J0JY oY 3 JYH 00
oY Iy Ty WOAGGD @AT OA
op

y la expresion de Mike Reid (econtrada con una computadora
OOPAOIYI B J0dY D CDC)‘QC)NYC’D‘ ;J)Cp J0 C)YCo 0]
000 Jy B IYO (AOARGHDAT OA
En cuanto a este Ultimo movimiento, Jerry Bryan (el 19 de febrero de 1995, anunci6 la lista de

correos electronicos de los amantes del cubo([]) mostré que no hay un nidmero menor de
movimientos de un cuarto de vueltaomados de

'YAY hO h™iY hORO héR h'Gio
que también dara el superflip. EEEAOGCARh A1 11 OEi EAT O1T AA -EEA 2AE
AA O1T AOAOOIT AA OOAI OAGs8
@)

Observacion 3.6L.Hay unAT AT AT OfT
de un cuarto de vuelta.
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Figura 3.5: Superflip con cuatrepuntos de Michael Reid.

El superflip con cuatro puntos es mostradoen la Figura 3.5 es dado por 2&uartos de vuelta

OO0PAOMP®EHIOTY 0y BIY O IYHIOD
I¥Jy0 Iy HIYJO X 8
o8

Esto fue comprobado por Mike Reid (que descubrid el movimiento y la expresion anterior con
la ayuda de su programa de ordenador) a ser minimo en la métrica de un cuarto de vuelta
(ver 02 de gyosto 1998, la publicacion en CL]). Es posible que no haya un movimiento mas
largo que el superflip en el grupo Cubo de Rub#én la métrica de un cuarto de vuelta.

Observacion 3.62. En el momento de escribir estas lineas (primavera 23), no hay elemento
mas largo que el superflipdel grupo Cubo de Rubik, medidenla métrica de vueltade cara. Es
posible qgueno haya movimiento mas largo que el superflip en el grupo Cubo de Rubik en la
métrica de vuelta de cara.

3.6.2 Ejemplo: El grupados cuadrados

Sea® &Y RY Qel grupo generado por los dos movimientos cuadraddg y Y del Cubode
Rubik. (Agarre magico Singmasterel pulgar y el dedo indice de la mano derecha se colocan en
la cara frontal y la cara posterior de la arist&Qto i y el pulgar y el dedo indice de la mano
izquierda se colocan en la cara frontal y la cara posterior de la arista® @ Todos los
movimientos en este gupo se pueden hacer sin tener losledos en el cubo.) Este grupo
contiene la utilidad un par e movimientosintercambio de arista 'Y JY
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8 1

Figura 3.6: Etiquetas de las esquinas para el cubo
Podemos encontrar todos los elementos de este grupo con bastante facilidad:

O thhYQYhYSYOYhYC)Y h'y 3y Ovyhy 3y hy dy O
ovyhy 3y hy Jdy OvhyY Jdy hv 3y oY

Porlotanto,Cs p &otequep Y JY hY Y JY Ovhy Yoy Y JY
Para descubrir mas acerca de este grupo, etiquetamos los vérsael cubo como en la Figura
3.6.

El movimiento'Y actta sobre el conjunto de vértices por la permutaciorpft ¢ho y el
movimiento de"Y actla sobre el conjunto de vértices por la permutaciomfv ohp .
Etiguetamos los vértices de un hexagonegular como en la Figure3.6.

4 2

1 3

Figura 3.7: Etiquetas de las esquinas para el hexagono
La permutacion pft ¢ho es simplemente la reflexion sobre el eje de simetria que contiene
tanto 5y 6. La permutacionthy ohp es simplemente la reflexion sobre el eje de simetria

gue contiene tanto 1 y 2. Porun hecho es$ablecido en la seccién3.3, estas dos reflexiones
generan el grupo de simetria del hexagono.

3.7 Conmutadores

#OAT Al GEOKIAII T &1 #OAT AA 20AEEh AEAOOAO 1 DPAO/
frecuencia que otras. Ademas de la combinacién de dos movimientos juntos, otra operacion
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NOA OA 11 AOGA A AAAI Ail #AOAAOGAT AEA AO 1A 1 DPAOA

inverso del movimiento 1, luego inverso del movimiento 2 8 %OOA OEDI esAA 110

11T Al AAT O1 OAiI 11 OOAAI 088
Definicién 3.7.1.Si"®i0son dos elementos de un gruptQ entonces llamamos el elemento

HQ EEQ 20
el conmutador de "HQ

-----

una medida aproximada de la falta de conmutatividad.
Problema3.7.1.Seda’O Y, el grupo simétrico de grado 3Calcular los conmutadores
i h (A 8
Problema 3.72. SeaYh'Ycomo en la notacioén para los movimientoswde[:ubo de Rubik
introducido en el primer capitulo. Determinar el orden del movimiento 'Yh'Y 8
YQi nodpi o0 @
Definicion 3.7.2. (Singmaster [Si]) SedOel grupo de permutacion generado por las

permutaciones "YAOhYAOR®% , consideradas como permutaciones €Y .

Elconmutador L es el elemento

Figura3.8 sh 193 3 3.
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El conmutador ZLes el elemento

Figura39 s 33 3 3 8

Ejemplo 3.7.1. Sicftoson movimientos basicos del Cubo de Rubik asociados con caras que
comparten una arista, entonces

(a) oo permuta exactamente tres aistas y no permuta cualesquierasquinas;
(b) oftdo permuta exactamentedos pares de esgimas y no permuta cualesquieraristas.
Definicion 3.7.3.SeaOcualquier grupo. El grupo'@generado por todos los conmutadores
Qs AOOAT ABaBAT OAO
Es llamado elsubgrupo conmutadorde "O A veces esto también se denotidiO.

Este grupo puede ser considerado como una medida aproximada de la falta de
conmutatividad del grupo™Q

Observacion 3.71. Veremos mas adelante que el grupo generado por los movimientos basicos
del Cubo de RubikYR)RYHOR®® -tiene un subgrupo conmutador relativamente grande. En
otras palabras, hablando aproximadamente la mayoria de movimientos del Cubo de Rubik
pueden ser generados por los conmutadores tales como el conmutadoo el conmutadord.

Definicion 3.7.4.Si tomamos repetidamente subgrupos conmutades, obtenemos una serie de
grupos "OTGEQe e "Qapy asi sucesivamente. Lserie derivadade un grupo'Oes la secuencia
de los subgrupos

8 0 "Gxzd "B

Un grupo™Oes llamadosoluble si uno de los grupos en la serie derivada es el grupo trivial que
consiste solamente de la identidad.
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La idea de un grupcsoluble surgi6é por primera vez y su importancia se destaca en el trabajo
de Galois. Sin embargo, fue Camille Jordan (182822) quien introdujo el concepto de una
serie de composicion (de la que serie derivada es un caso espc Jordan también es
conocidopor la "forma normal de Jordan" erel algebra lineal. Se argumenta eal articulo de
Jordan [MT] que la teoria de grupos finitos com&6 con Jordan, su textoTraités des
substitutions et des équations algebraiquen 1870 siendo el primer libro sobre la teoria de
grupos.

Problema3.7.3 Sea’Oun grupo abeliano. Demostrar quéOessoluble.

3.8 Conjugacion

Ademas de la composicion dos movimientos juntos y utilizar el conmutador, otra operacion 3
NQA OA DPOT AOGAA AlT1T EOAAOAT AEA Ai AI # OAT AA 20
¢h 1 O6AcT Al ET OAOOT AAI 11 OEI EAT OdGonjugasiordnOOA OEB
Definicién 3.81.Si"®i0son dos elementos de un grupt) entonces llamamos al elemento

0 0 20
el conjugadode "Qpor "Q

-----

Note que "Q  "Osiy sélo si'ttiQconmutan. Asi, los conjugados pueden ser considerados como
una medida aproximada de la falta de conmutatividad. Laotacion exponencialse justifica por
los siguientes hechos, que son faciles de verificar.
Problema 3.81.Demuestre que

@ QQ "QQh

(b) Q Q 8

Problema 3.82. Sea’© Y, el grupo simétrico de grado 3en la notacién delEjemplo 3.4.1
Calcular las conjugaciones

i hi

Problema 3.83. SeanYh'Ycomo en la notacié para los movimientos del Cubode Rubik
introducido en el primer capitulo. Determinar el orden del movimiento'Y . 'Y Qi f odgRi 0 ®

Definicién 3.82.Decimos que dos elemento®RQ de "Oson conjugados si existe un elemento
‘O Otalque™@ Q8

Es facil ver cuando dos permutacione¥HQN "Y son conjugados: son conjugados si y solo si
los ciclos en su respectiva descomposicion ciclica disjunta tiene la misma longitud cuando se
ordenan del mas corto al mas largo(Este resultado se debe a CauchyBor ejemplo, los
elementos 3 . o 3 s o

Q¢ phott cluixhph  "Q phe ofthu eixhihw

son conjugados enY. Dejaremos los detalles y la prueba para mas adelargtier 6.3.1).
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Problema 3.8.4. Mostrar que la nocion de conjugado define una relacidon de equivalencia. Es
decir, mostrar que

(a) cualquier elemento™ "Oes conjugado a si mism(reflexiva) ;
(b) si"Qes conjugado &)X GiCpertenecientes aQ, entoncesQes conjugado A0(simetria) ;

(c) si"Q es conjugado dQ y "Q es conjugado aQ entonces™Q es conjugado aQ
(transitividad) .

Notacién: El conjunto de clases de equivalencia débajo la relacién de equivalencia dada por
la conjugacion sera denotada poiQ.

Problema3.8.5. Sea’Oun grupo finito. Demuestre que
(@) $Gs <@y
(b) S& <SQssiy solo si'Oes abeliano.

El polinomio

(o1)
es llamado elpolinomio generador de la funcién orden sobreQ
Problema3.8.6. Mostrar que dos elementos que son conjugados deben tener el mismo orden.
(Sugerencia: "Q "QQ M QO Q Q08 Q QQ Q QM witw phkB w
QN Q)

Por lo tanto, la expresiore i KOC = puede ser definida erfQ. Sea

€1 M g™ 'O £ 1 W3

Note que si'QAQ N "Oson ambos de order(), entoncesd o] 0 8Esto nos dice
que
n o & Qo

Donde¢ 'Q denota el nimero de elementos ef@de ordenQ En otras palabras, este
polinomio codifica, a través de sus coeficientes, informacién sobre los elementos de un orden
dado en"0 Sin embargo, como lo resume en clases de conjugacion (no en los elementd®de
si mismos), no hace distincion entre los @k elementos de€Csi son conjugados.
Ejemplo3.8.1.Para’O (el grupo diedro de orden 12), el polinomio generador es

G0 g0 xo d

para"Y, el polinomio generador es
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y para”y , es

O @ TO w ¢ pO® O TO CO W O w ¢ ¢ o
Co o] o] 0 00 0 0 0o 8

Como ya se menciono, el orden maximo (de cualquier elemento) del grupo Cubo de Rubik es
1260. Esto y laecuacion o® nos dice que el grado del polinomio generador del grupo de
Cubo de Rubik es de 1260.

Definicién 3.83.Fijar un elemento™Qen un grupo™0 El conjunto
0dQ 6aMQ Q z" ™0

es llamado laclase de conjugacién d&» "OEs la clase de equivalencia del element@bajo la
relacién dada por la conjugacion.

Problema3.8.7. Encontrar los elementos ef’Y 0 pf h cho h oft Oque son conjugadosde

phchott .

Teorema 38.1. Cualquier grupo finito puede ser particionado en sus diferentes clases de
conjugacion,

O 0 (w8
N z

Si"Oes un subgrupo deOy si"Qes un elemento fijo d€Q entonces el conjunto
O Q 270
es un subgrupo de€Q Tal subgrupo deQes llamado un subgrupo conjugado @

Problema3.8.8. SeaYel conjunto de todos los subgrupos dé@ Definimos una relacionYOl A OA

Ypor v e
'Y ORO “°Y "YSOA@T T EOKOAA |

Demuestre queY es una relacion de equivalencia.

3.9 Orbitas y acciones

Las érbitas son muy imprtantes para nuestros propésitos. Sin ellas, la comprensién de las
matematicas del Cubo de Rubik esomo tratar de arreglar un carro sin tene una llave. El
concepto dedrbita es una herramienta esencial en nués caja de herramientas, ya que nos
ayuda tanto a nivel conceptualy computacional Richard Feynmann(1918-1988), el famoso
fisico, al parecer dijoalgo comolo siguiente: Mi trabajo aqui no es hacerte comprender tal y
tal cosa sino de convencerte de darte por vencido. Porque nadiej siquiera yo, realmente
comprendotodo lo relacionado con este tem@l menos, es interesante y merecedor de nuestro
tiempoa
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Vamos acomenzar nuestro estudio dérbitas con un ejemplo. Se&el grupo Cubo de Rubik y

el conjunto de las caritas de Cubo de Rubik. Imagimes que tenemosdos culos idénticos,
desarmamos uno y colocamo#as caritas sobre una mesa. Imagimeos también que cuando
movemosel cubo ensambladg las caritas sobe la mesa permutan ellasnismas de acuerdo al
movimiento, en consecuencia pdemos ver entonces que cada elemento d&Oi OAOA T O
elementos dew. La terminologia maematica mas comunmente utilizadgpara describir este
OEDPI AA OE OO OAdEA Sokkahd 8 A OA AAA EEbéds BAigueite. CAT AOAI

Figura 3.10 Figura3.11

Definicién 3.9.1. Seat®un conjunto y seaOun grupo. Llamamosun "Gconjunto y decimos
gue "Oactla sobrew a la derechasiempre que cumpla las siguientes condiciones:

1. Cada‘Qperteneciente a’Oda lugar a una funcion
% DO 8

2. Laidentidad 1 del grupo'Odefine la funcién identidad en.
3. Si"GiOpertenecen a'Oentonces la composicion

% DO &
satisface% @ %o %o W .

Llamamos a esto unaccion derecha
Uno puede en general, definir para toddQ" "Q%. el mapeo identidad dela si mismo. Puesto
gue esta accién no hace nada, es llamadadecién trivial.
Aqui estamos interesados solo en las acciones no triviales.
$ A £E 1 IBsiatciGnesdzquierdade manera similar.
Definicién 3.9.2. Seatun conjunto y sea’Oun grupo. Decimos quéOactia sobre & siempre
que cumpla las siguientes condiciones:
1. Cada'Qperteneciente a’Oda lugar a una funcion

%0 DO (8

2. Laidentidad 1 del grupo'Odefine la funcién identidad enc.
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3. Si"Gipertenecen a'Oentonces la composicion
% DNO O
satisface%o ® %o W

Nosotros llamamas a estaaccionunaaccion izquierda
Observacion 3.91.

(a) Vamos a ver otra interpretacion de estas definiciones mas adelante 6r2.
(b) Dada una accion izquierd&o, se puede crear una accién derecha por la definicion

%2 %o

Después de la convencion estandar, el Cubo de Rubik actuara sobre el conjunto de caritas del
cubo a /a derecha Por ejemplo, comenzamoson un movimiento basico, digamosY, que
mueve la cara superior en sentido horario o cuarto de vuelta. Hagamo®tro movimiento
basico, por ejempldO Los dos movimientos juntos se denotaiYz "Q donde Ose escribea /a
derechade™Y.

Definicién 3.9.3. Sea'Oactla sobre un conjunta. Llamamos la acciértransitiva si paracada
par ahwpertenecientes a existeun "Qv "Otal que®w %o W .

En otras palabras, un grupdOactlia transitivamente sobre un conjuntaldsi cualquier
elementowde & puede ser enviado acualquier otro elemento wde & por algin elementoQde
"O(dependiendo deait).

Esta nocion de accién transitiva no debe confundirse con la nocién de transitividad de las
relaciones de equivalencia, a pesar de que muchas 6érbitas son clases de equivalencia.

La transitividad de una accién resulta ser una condicion fuerte para un grupogque actla
sobre un conjunto®. Esto ilustra como el inusual Cubo de Rubik es, ya que actla
transitivamente en dos conjuntos diferentes.Por ejemplo, si permuta transitivamente el
conjunto de subcubos esquina permuta transitivamente el conjunto de subcubosrista.

Aqui hay varios ejemplos mas.

Ejemplo 3.91. Seak un conjunto finito y sea’O Y el grupo simétrico de®. Entoncesives un
"Gconjunto y "Oactla transitivamente sobred.

Ejemplo 3.92. SeaCel grupo de todas las matriceg ¢ invertibles con entradas reales,
"O "@ sa .Este grupo actlia sobre el conjunto de vectores columreda izquierda.

Definicién 3.9.4.Sea’Oun grupo que actla sobre un conjuntd. Para cadavperteneciente
a®, el conjunto
o % ws™O
esllamado laérbita de ™ @bajo O
Ejemplo 3.93. Seaiwel conjunto formado por las 48 caritas del Cubo de Rubik que no son

caritas centrales, es decir, las caritas movibles. Se®l subconjunto de las caritas que
pertenecen a algun subcubo esquina,@el subconjunto de las caritas que pertenecen a algun
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subcubo arista. Se&el grupo Cubo de Rubik. Como se ha indicado anteriormeni@actia
sobre @, ®,O. La acciéon déOsobre induce una relacién de equivalencia de la siguiente

decir, un movimiento del Cubo de Rubik) quenvia una carita a la otra. By exactamente dos
clases de equivalencia, o 6rbitas, d&Oen: wy O. En particular, la accién déOsobre wes
transitiva y la accién de'Osobre Oes transitiva.

Sea’Cel grupo Cubo de Rubikwel conjunto de vértices, y sea 6 "Quel vértice frontal
superior derecha. El movimiento de la cara izquierd® claramente no afectd ¢."En este caso,
decimos qued O A O O A A E 11 BBU@ defiriiciorOyéteral #9dada a continuacion.

Definicién 3.95. SedOun grupo que actla sobre un conjunt@con la accién denotada poe
Para cadawperteneciente aw, el subgrupo

[ OO@ "O"QN"0s% &
es llamado elestabilizador de wen "0
Ejemplo 3.94.Sea "Oel grupo de simetrias delkcuadrado (ver el ejemplo, er3.3 anterior), sea
wel conjunto de vértices del cuadrado, y sea el vértice en la esquina inferior derecha.
Entoncesi 0 @  0QO

Lema3.9.1.Sea Ccualquier grupo y sead "Q Sea G actlia sobke por conjugacion:

%o DO &
OM % 0 Zw'Q 8

El estabilizador satisface B

i 00w "N w'Q
para todo wperteneciente aw  "Q
El subgrupo "estabilizador" para la accién de conjugacion,

0 @ "YMNOZEO wrQ

es llamado ekentralizador de wen "0
3.10 Clases laterales
Clases laterales son ciertos tipos de subconjuntos de un gruj@ Como G puede ser no
conmutativo hay clases lateraleszquierdas y clases lateraleslerechas. En este trabajo por lo

generalse utilizan clases lateraleszquierdas.

Ejemplo 3.101. Sea'Oel grupo Cubo de Rubik yO pHRORO RO el subgrupo de
movimientos de la cara inferior. Sea™Q¥ "O un movimiento. El conjunto

g0 "¢Q@® Q0 AO 11 Al AAT OA1T AGA OB AOARIAT BYE UG ENO,
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"GO0 "BO "Q A O 1 1 AlhsA Wateral @erecha dé05 Cada movimiento en'O"Giene el
mismo efecto comoQ exceptoesposible que hayamos movidda cara inferior después.

Ejemplo 3.102. SeaO Y phph vy

O Y phph hecho hpho hphgho hp

<
g
o

Las clases laterales izquierdas d®en"Oson

p ch
plo O  pho F]E)FUF‘(" h phcho "

Notese que0O 'O cho 'O pho Q

Problema 3.10.1. SedOun subgrupo de'Oy sean'(®® "Q Demostrar que’QO Q0 o
Q0 Q0 n.

Entender clases laterales como 6rbitas, no s6lo ayuda en el conteo de Ips argumentos,
OAT AEi1T 1106 AUOGAA A Al OAT AAXREs dedr, s@b&rOdrdA OO0 A
]

"Q0 "0"Q "0 Reciprocamente, sSQ'O "'0"Q "0 entonces' "Q

Definicion 3.101. Sea’Oun grupo, escrito multiplicativamente, yOun subgrupo de'O Para'Q
perteneciente a'Q el subconjunto™ "Ode "Oes llamadoclase lateral izquierdade Oen Oy el
subconjunto 0z "Qde "Oes llamadoclase lateral derechale Oen "0

Si"Oes un grupo abeliano, escrito aditivamente, ¥Des un subgrupo, entonces las clases
lateralesizquierdas y lasclases laterales derechas sondamismas: 'O O

I OAAOAAEAS ~EOAT OA A Al AGA 1 AOGAOAI 8
Si"Ono es abeliano entonces el conjunto de clases laterales izquierdas porgeneral difiere

del conjunto de clases lateraleslerechas. Sin embargo, cuanddes finito, siempre hay el
mismo numero de clases lateralekquierdas como clases laterales dereclsa

Fue Galois, a principios de la década de 1830, quien primero observo subgrupos para los

cuales el conjunto de clases laterales izquierdas era el mismo que el cotp de clases

laterales derechas8 %OO0T O OOACOOPI O OiI1T AEITOA 11 AT AATO
adelante.) El trabajo de Galois se aplico al estudio de las raices de los polinomios.

Ejemplo 3.103. SedaO0 u,’0 p @&, bajo la suma ordinaria. $ N "Oes cualquier entero

entonces¢ "Oes una clase lateral d@®en "0 De hecho, todas las clases laterales @pueden

ser tabuladas.

Cada clase lateral ocurre como una columna exactamente una vez en la siguiente tabla:
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é é é

pPC pp 8 C Y

n p 8 pm PP

OS po 8 CCq Co

é é é
Tabla 3.3

Notacién: El conjunto de todas las clases lateralezquierdas se denotan’Oy el conjunto de
todos las clases laterales derechas d@en"Ose denotanO "Q
Estos dos conjuntos en general no heredan una estructura de grupo ‘@epero son Utiles

(@oAO O1 ¢co06bpi AT 1A GAOEAAIDOAGQD ODOHEDOEAAAEST
"OesunOOACOODPT 0 Se aelfinkd0d 1 DAcdntindiacidn.)

Como un ejemplo de su utilidad, tenemok siguiente relacion entredrbitas y clases laterales

de los estabilizadores.

Proposicién 3.1Q1. SeaOun grupo finito que actda sobre un conjuntay. Entonces

s SN 0 O@
para todo wperteneciente ad.

Prueba:El mapeo
@i oh@M ZF®

define una funcion QDA 6 G © "0z ca Esta funcién es una biyeccién, ya que es tanto
inyectiva y sobreyectiva.

Corolario 3.10.1. Sea™Oun grupo finito que actiia sobre si mismo por conjugacion. S&¢0 "O
un conjunto completo de representantes de la clase de conjugaci@en Oy sea™e Y
@ "0, es decir, el subconjunto dévde aqtellos elementos que no estan en el centr&ntonces

O 0 e M OO@ OO o O d@h

N N N

para todo wperteneciente aw. En particular,

$& SO o Ods Os ST 6 HOB

N N

A veces esto es llamado kecuacion de clase laférmula de clasepara grupos.

Demostracién:La primera igualdad,”0 z . 6 ¢ hes elTeorema 3.8.1La segundaigualdad

se sigue del isomorfismoQfi O G@ e "O7 @&y establecidaen la prueba de la proposicién
anterior.

Al tomar cardinalidades, la segunda ecuacion que se muestra es una consecuencia de la

primera.
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Corolario 3.102.
Teorema de Cauchy (3.4.1)

(a) Sear)un nimero primo que divide al |G entonces'Ocontiene un elementoQde orden
n.

El argumento es por induccién sobr&G

El resultado es trivial sisG@ p (dado que entonces ningun primo divides®).
YQO Q¢ N@D & MEED O w6 "qeeerRrstein)

Supongamos quesG py searjun numero primo que divides@& Por la hip6tesis de
induccién asumimos que el resultado es cierto para todos los subgrupd®de "OconsGs sG
Supongamos quevM "Ono esta en el centro de G Entonces su centralizadod @ es un
subgrupo propio de"0 SinsY @ sentonces el resultado se sigue de la hip6tesis de induccion.
Sinno divide ag®d ws(para todowno esta en el centro), puesto quesG DV WX

i & @as(note que el estabilizador y centralizador son los mismos en este caso), se sigue que
n divide asfi 6 G@s Por elCorolario 3.10.1anterior, debemos tenem ) "0Os Sit "0 es
un subgrupo propio de"Q entornces se aplicda hip6tesis de induccion.

Por lo tanto podemos asumir quéO ¢ "OhG es abeliano. SiOes ciclico™Ocontiene un
elemento de ordenr). Vamos a suponer quéOno es ciclico. Se@®un subgrupo propio de"Ode
orden maximo (esto existe puesto quéOno es ciclico) y sea™ "O "Q EntoncesO O30
("Odemas no lo harisser maxima). Esto implica que) divide ya sea a'0Oo 9653 El resultado se
sigue de la hip6tesis de induccién. Para mas detalles, sattar cualquier texto sobre la teoria
de grupos(Herstein).

Problema 3.10.2. Sea’Oel grupo de simetrias del cuadradoUsando la notacion del Ejemplo
3.3.1, calculargfdQ0y "O* w .

Esta es otra version deTeorema 3.5.1.
Teorema 3.101.(Teorema de Lagrange)Si“Oes un grupo finito y'Oun subgrupoentonces

N|OLO-JRNE 8 2

Joseph Louis Lagrange (1738813) fue un italiano que estudié en la Universidad de Turin y
mas tarde profesor de matematicas alli. Mas tarde ensefi6 en la Universidad de Berlin y luego
tomo una posicion de investigacion ema Acacemia deCiencias de Paris, aunque él ensefié en
la Escuela Politécnica. Hizo importantes edribuciones a la mecénicaaplicaciones de élculo,

y la teoria de funciones Muchos historiadores de las matematicas creen que la teoria de
grupos finitos comenzd con Canlié Jordan, que nacid 25 afios después de que Lagrange
muri6. Asi que es justo decir que la version original & OAT OAT A Adb estaBba@Olal CA S
forma que vemosmas arriba.

Como consecuencia inmediata de la segunda version del teorema de Lagrange aoter
obtenemos h primera version (Teorema 3.5.1

Demostracion del teorema:Seawel conjunto de clases lateraleizquierdas de 'Oen"Oy sea "O
actia sobrew por multiplicacién izquierda. Aplicar el lema anterior conm O

Definicién 3.10.2. SeaOun subgrupo de'Oy sead una clase lateral izquierda déOen"O
Llamamos un elementdQde "Oun representantede clase lateralded si6 "2 'O Unconjunto
completo de representantes de las clases laterales es un subconjunto deOw hw 8 hw |, tal
que
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DO w2’ AB o 20
sin repeticion (es decir, todos losw z "Oson disjuntos).

Problema 3.10.3. Para™O “Yy'O °Y, encontrar un conjunto completo de representantes
clases laterales déQrOen "0

Teorema 3.102. Si"Yes un conjunto completo de representantes de clase lateral d&@Q
entonces
O iz0

N

ys® B. d2'Ce

Esto sesiguede la definidon anterior, cuando™Oes finito.
3.11 Campanologia, revision

Volvemos d volteo de campanassisto en 1.5, ahoraen el contexto de la teoria € grupos.

La generacion déplan (Bob minimus) para cuatro campanas es analogo algebraicamente a la
generacion del grupo diedro de orden 80 8Si¢ phg ofr , que intercambia las dos
primeras y las dos Gltimas campans, y sio  ¢ho , que mtercambla el par medio, entonces el
plan producido sobre cuatro campanas corresponde a

O phfud & A Oh OO O DR DD

Plan Bob Minimus es equivalente algebraicamente a la generacion del grupo simétrico de 4
elementos,”Y . Seardy ccomo antes. Si nos fijam® en la primera columna del Pla Bob
Minimus, vemos que no es nada mas que el grupo died®o, que es un subgrupo déY. Para
generar la segunda columna d& introducimos @ oft y seaQ & oo wla segunda
columna corresponde dQOy la tercera columna aQ 'O . La generacion del PiaBob Minimus
muestra que”Y se puede expresar como la unién disjunta de clases laterales del subgri@g
es decir, las clases laterales d@ en"Y particionan "Y. Esto da una ejemplo del hecho de que,
para cualquier grupo™Oy cualquier subgrupoQ las clases laterales d®en "Oparticionan "O
(véase también elTeorema 3.10.2.

Fabian Stedmamo estaba usando la teoria de grupos de manera explicita, sino mas bien que
las ideas tedricas del grupo estaban implicitas elos escritos y composiciones de Stedman

3.12 Algoritmo de Dimino

Vimos en un capitulo anterior un algoritmo simple para el célculo de los elementos de un
grupo de permutacion”O Como el tiempo es dinero y tiempo en la computadora es limitado,
eficiencia de los sistemas es un tema importante. Vama hablar de un algoritmo mucho mas
eficiente en esta seccion.

Recordamos el algoritmo de Dimino deéButler [Bu], pero primero alguna notacion.

Notacion: Sea’yY "QRQM HQ un conjunto de generadores de un grupo de permutacié®
Sea

~ 7

Y Q8

Sx D¢

i'Q h



O ph
"O G6YO el grupo generado por los elementosnY, parap 'Q £¢8

Ejemplo 3.12.1 Sea©O Y & A @ Usamos el algoritmo de Dimino para listar todos los
elementos de’O Tenemos

0 pO6O OO O

Primero, Iistvamos los elementos d&0 & O Puesto qud phc , es de orden 2, de modo
que™O  ph

Esta es nuestra list A 1 A NOA OAI T O A Abpi EAAO Ai O6DPAOI

(con"Q ¢). Comenzamosond _p . Ahora nos fijamos en laslases laterales izquierda de
‘Oen'O "OTenemos (conQ phi i)

i 2z°0 "Oh
por lo que no aumenta el tamafio dé o 0. Luegg tenemos (conQ phi i )
i z0 iR zi "Oh
asi ph hi hi zi ,6 ph .A continuacion, tenemos (cofQ i hi i)
i zi 2’0 i zih zi zi 08

(Sabemosi zi z°'0O "Oya que ninguno de los dos elementos enzi z2°0O es la
identidad.) Por lo tanto, aumentar), 4:

O ph hihi zifA zi A zi zi h

y6 ph hi zi . Sabemos que podemos parar aqui ya que sabemos de  @pero el
algoritmo aun tieneuna afirmacién mas A continuacién, tenemos (cofiQ i hi i)
i zi z°0 "Oh

por lo gue no aumenta el tamafio dé o 0 (como se esperaba). Este paso termina el algoritmo
y'Y 08

Problema3.12.1.Realizar algoritmo de Dimino en

Y 4 pc h cohi o1 &
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Capitulo 4

Algoritmo de Dios y Grafos

Desafortunadamentglo que es poco reconocido es que los
libros cientificos mas valiosos son aquellos en los que el
autor indica claramente lo que él no sabe, porque un
autor lastima mas a sus lectores al ocultar las
dificultades

Evariste Galois

En este capitulo introducimos una interpretacion grafica de un grupo deermutacion, el grafo
de Cayley. Esto es aplicaden el caso especial de un grupo que surge de un puzzle de
permutacion.

48v %l Al DPOET AEDEI 8
Para empezar, ¢qué es un grafo? grafo es un par de conjuntos O , donde

1 wes un conjunto de elementodamadosvértices,
1 'Oes un subconjunto del conjunto de todos los pareso ordenados 0 hb su hb N
awul 02 Los elementos deOson llamadosaristas.

En teoria de grafos, urbucle o loop es una arista que conecta un veértice consigo mismon
grafo (O E Tloopgd) también es llamado grafo simple. Un grafo se dibuja simplemente
conectando los puntos que representan los vértices unidos por un segmento de linea si
pertenecen a la misma arista. Ugrafo finito es un grafo whO , con wun conjunto finito.
Undigrafo, o grafo dirigido, es un par de conjuntos «O , donde

1 wes un conjunto numerable de vértices,
1 Oes un subconjunto de paresordenados 0 h) sO D N wb 0 llamados
aristas

Un digrafo se dibuja simplemente conectando los puntos que representan los vértices unidos
por una flecha si pertenecen & misma arista 0 h , la flechase origina end y apunta av .
SiQ 0 pertenece d0, entonces decimos ques unaarista ded ab (o ded av )y
decimosu y U sonvecinoso adyacentesen el grafa Sivy U son vértices, uncaminode 0 a0

es una secuencia finita de aristas empezando ery terminando enuv :

Q o R o B 08
Si hay un camino d& au entonces decimos que es conectado au . Decimos que un grafo

whO, esconexo si cada par de vérticeestan conectadosEl nimero de aristas que emanan
de un vérticev es llamado elgrado (o valencia) de U, denotado Qi Q & .

Ejemplo 41.1.Si

o duhoh O dhdhdhohdhd h
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entonces podemos visualizar egrafos  @hO , como en la Figura 4.

C

b

Figura 4.1: Cada vértice tiene valencia 2.

Definicién 4.1.1.Siv y 0 son vértices conectados el uno al otro en un grafoiO , entonces
definimos ladistancia deb abv ‘Q vhy , por

Q Oh) - i ET NAOCEA@ADAIT EIKAxX
Por convencion sivy 0 no estan conectados, entonces escribim 0h) Ho. El didametro
de un grafo es la mayor distancia posible:

QQOE0o I A®OR 8

Que coincide con la definicién de diametro de un circulo.

4.2 Grafos de Cayley
Sea’Oun grupo finito con generadores prescritosQ:
"0 0QRQM Q@

Supongamos que el conjunto generad@d "QRQM AQ no contiene la identidad y es
cerrado bajo inversos (es decir, SioN @, entoncesw N ®). El grafo de Cayleyde "Ocon
respecto a® "QRQM HQ es el grafo whO cuyos vérticeswson los elementos déOy
cuyas aristas estan determinadas por la siguiente condicion: &e wpertenecen aw "Q
entonces hay una arista devaw(o dewac) si y sélo sio Q2 @ "Qay para algin
Q phefB .

Grafosde Cayey en honor a Arthur Cayley Cayley, aunqueomenzéda trabajar como abogado,
con el tiempo public6 mas é 900 trabajos y notas que cubrerasi todos los aspectos de las
matematicas.

Lema 42.1.Seas 6O el grafo de Cayley asociado con el grupo finit® §QRQM FQ@
Seall s$'QHQ h'QRQ B AQRQ s Entonces, paratodoV o, Qi 0Q& 0.

Prueba: Supongamos que no. Entonceday un0ON w "Ocon alguna de las siguientes
opciones

() Qi ©0Q¢ §,o0
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(i) Qi ©aE 0.

Primero, notamos que, para cad® "QRQ h'QAQ M FQRQ , el conjunto DAQD es una
arista de3 . Esto se sigue de la definicion de grafo de Cayley.

Sii Qi ®0¢ 0, entonces, por definicion degrafo de Cayley, hay distinto$ B b ~ @
conyd QI , para todop 'Q i, donde losQM8 AQ son elementos distintos de
"QhQ h'QRQ M AQRQ . Esto contradice la definicion de .

Sii Qi ®@'Q¢ U entonces, por definicion de grafo Cayley, hay distintos’QiQ en
"ORQ h"QAQ M FQRQ tal que QA Q. Puesto queOes un grupo yo "O(como
conjuntos), podemoscancelab en ambos lados de la ecuacioi2 0 "Q D, contradiciendo la
suposicion de queQ es distinta deQ.

Ejemplo 421.Sed0 G H O v,

dondef phe , yi ¢ho . Entonces el grafo de Cayley décon respecto & i h
puede ser visualizado comase veabajo (notar quei i yi i , de este modabes
cerrado bajo inversos).
52 5152
1 515251
51 5251
Figura4.2

Ejemplo 422. Sea )
"0 O'YRORYHORTH OO Y

el grupo Cubo de Rubilo . Cada posicion del cubo corresponde a un elemento del gruja
(es decir, elmovimiento que hemos tenido que hacer para obtener tal posicion). En otras
palabras, cada posicion del cubo corresponde a un vértice ga seaque

1 el grafo de Cayley asociado con Imétrica de un cuarto de vueltagenerando el
conjunto "YAWORYAOR@BHRY ) RY HO HO R |, obien

1 el grafo de Cayley asociado con imétrica de vuelta decara generando el conjunto
YAY ) AYRY RORO "o 6M RY h) AY HO HO 1S

Cada vértice del primer (métrica de un cuarto de vuelta) grafo tiene valencia 12, mientras que
cada vértice del ultimo (métrica de vueltade cara) grafo tiene valencia 16.

Por otra parte, una solucién del Cubo de Rubik es simplemente un camino en el grde
Cayley desde el vértice asociado a la posicion actuddl cubo al vértice asociado con el
elemento identidad. ElI nimero de movimientos en lasolucibn mas corta posible es
simplemente la distancia desde el vértice asociado con la posicion actual del cubo hasta el
vértice asociado al elemento identidad. El diametro del grafo de Cayley ‘@es el nimero de
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movimientos en la mejor solucién posible en el peor caso pible. Este diametro se puede
medir ya sea en métrica de un cuarto de vuelta o maétrica de vueltade cara

4.3 Algoritmo de Dios

(El siguiente resultado no se ha probagbSeaOel grupo de un puzzle de permutacién (con un
conjunto generado fijo). Encontrar el diametro del grafo de Cayley d@

I OAAAO AOOA CAOEDI Ai ART $&1 66h AOT NOA AT AOOA A
para una versién mas dificil del problemase indica a continuacién. Eproblema del diametro

no esta resuelto para la mayoria de los puzzles (incluso el Cubo de Rubik o) y parece ser

muy dificil computacionalmente en general Los casos en que se sabe lagen (sin ningun

intento de exhaudividad) los puzzles siguientes:

Puzzle Didmetro
Pyraminx 11 (no incluye movimientos punta)
Cubode Rubik2 ¢ ¢ 14 (giros de un cuarto)
Tabla4.1

Los diametros fueron encontrados con la ayuda de una computadora.

Muchas personas han trabajadsobre el Algoritmo de Dios para el Cubo de Rubik. Durante un
tiempo se conjeturo que la posicién superflip es la posicion que esta tan lejoside OET EAET 8
posicion resueltd) como sea posible. La posicion superflip es de 24 cuartos de vuelta desde el
inicio en la métrica de un cuarto de vuelta (como ya se menciond, este hecho se dahkerry
Bryan y Michael Reid [C]) y 20 vueltas desde el inicio en la métricale vuelta decara(esto se
debe a Michael Reid Yik Winter). Sin embargo, Reid descubrié un movimientmas largo en

la métrica de un cuarto de vuelte26 cuartos devuelta lejos del inicio (el superflip compuesto
con los cuatro puntos ver (3.2)). Ningin movimiento mas largo se ha encontrado en la
métrica de vueltade cara. Por el momento, uno podria supongue el dianetro del grafoCubo

de Rubik es 26 en la métrica de un cuarto de vuelta y 20 movimientos en la métram vuelta

de cara. Al momento de escribir esto (primavera 2008), la mejorota superior conocidaes la
siguiente;

 Tom Rokicki demostré en 208 que 25 girosde carason suficientes[Rok]. (Gene
Cooperman yDaniel Kunkle probaron en 2007 que 26 girosde cara son suficientes
pero creen que su técnica puede ser llevada a la marca de 25 también.)

1 En 2006, Silviu Radwdemostr6 que cada posicion puede ser resuelta en utmaximo de
35 cuartos de vuelta.

Problema 4.3.1. Sea’Cel grupo de un puzzle de permutacién (con un grupo generado fijo) y
seau un vértice en el grafo de Cayley d® Encontrar un algoritmo préacticoy eficaz para la

determinacion de un camino de al vértice0 asociado a la identidad que tiene una longitud
igual a la distancia de) av .
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iEste problema es aun mas dificil! Este algoritmo se llarn#dgoritmo de Dios.En realidad se
refiere a un método éptimo de solucién para el puzzle de permutacion.

Problema4.3.2 Encuentra el grafo de Cayley dgrupo cuadradosliced (rebanada intermedia)
o @ mm G

dondel denota el movimiento un cuarto devuelta en sentido horario del corte medio
paralelo al lado derecho Encontrar el didmetro de este grafo.

Seas un grafo. Uncircuito Hamiltoniano sobre 3 es una secuencia de aristas que forman un
camino en3 que pasa a través de cada vértice exarhente wa vez. (Si pensamo®n los
vértices como ciudades y las aristas como carreteras, entonces, un circuito Hamiltoniano es un
recorrido visitando cada ciudad exactamente una vez.)

El siguiente problema no resuelto fue mencionado por primera vez en este contexto por A.
Schwenk (en un documento inédito escrito mientras estab en la Academia Naval de los
Estados Unidog

Problema4.3.3 (Muy dificil) Sea"Cel grupo del puzzle Cubo d®ubikc 0. ¢ Tiene el grafo de

Cayley de0O1 AEOAOEOI (AT EIOITEATTe %l 1T O0OAO DAI AA<
cada posicion posible del Cubo de Rubik exactamente una vez, haciendo un movimiento a la

vez usando s6lo los generadores basicodh M YHORD ?

Observacion 43.1.Este es un caso especial de yroblema sin resolvermés general: Para un
grupo de permutacion arbitrario con un conjunto geneador dado, ¢es su grafo de Cayley
Hamiltoniano?

Un ejemplo de un grupo (con generadores) donde se sabe que su grafo de Cayley tiene un
circuito Hamiltoniano es el grupo simétrico (congeneradores el conjunto de todas las
transposiciones).

Ejemplo 43.1. Sea'Oel grupo”Y con generadores dade por el conjunto de todas las
transposiciones: 5 _
'O "Yh & Asp Q Q&8

(Hay muchas mas transposiciones de o necesario para genefdrpuesto que el subconjunto
de transposiciones de laforma™@Q php "Q 'Q & p,suficientes para generaryY [R].) El

algoritmo de Steinhaus (véasel.4) muestra que hay un circuito Hamiltoniano en el grafo de
Cayley d€’Y con respecto ab.

4.4 El grafo del Puzzle 15

Esta seccionse discute el Puzzle15 desde el punto de vista grafgedrico. El objetivo del
puzzle fue ordenar las piezas del 1 al 15 de izquierda a derecha y de arriba abajo, como se
muestra en laposicién resueltadada en2.1

0AOA OAOGI 1 OAO O1 Bs& podriadk deslidy Ao tuédbados Alkdedor en el
puzzle. Con el fin ddacer esto debemosleslizar un cuadado numerado al lugar vacio

77



Podriamos representar esto matematicamente diciendo que se trata de una transposicion de
ese cuadrado numerado y el cuadrado vacio

Si etiguetamos cada espacio en el puzzle como un vértice,etiquetamos los vértices
numéricamente, entonces el grafoesultante esté representado por la siguiente figura.

1 2 3 4

13 14 15 16
Figura4.3

Vamos a denotarel espacio vacio porl6 y llamemos a este grafe. Los Unicos movimientos
legales del puzzle son transposiciones del vértick6 y unvértice que es adyacente al mismo
Por lo tanto, cualquier permutacion de los vértices produce un etiguetado sobsge

4.4.1 Definiciones generales

Ahora seas un grafo simple con el conjunto de vérticeso 3 de cardinalidad( . (En el ejemplo
anterior 0 p ¢ Porun etiquetado nos referimos a la colocacién de los nimeros del 1 al
de vértices distintos de3, dondel denota el espaciovacio. En otras palabras, un etiquetado
sobre 3 es un mapeo biyectivdQDw 3 © phcf8 i) 8

Dos etiquetados MQsobre 3 son adyacentessi y s6lo siQes un resultado de una transposicion
simple sobre™Qel vértice ) con un vértice adyacente & de"Q En otras palabras;Qy "Qson
adyacentes si difieren por un movimiento legal del puzzle. De, hacemos un nuevo grafo

N 6 @ como sigue el conjunto vérticew ] 6 @ contiene todos los etiquetados sobre, y
dos vértices en 6 @ estan unidos por una arista si los etiquetados asociados son
adyacentes.

Por ejemplo, los etiquetados etta Figura 4.4 y la Figura 4.5on adyacentes.

Figura4.4 Figura 4.5
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Podemos considerar urcamino r) comouna secuencia de movimientos sobre el grafg 6 & ,
N ohohofB o |, donde bs son vértices des, y (si¢  p) @y® son adyacentes e
parap "Q ¢. Talcaminon sedice que es deo (su vértice inicial) a @ (su vértice terminal).
El caminon es simple si & o hio M8 o son distintos. Sico @, entonces)es llamado un
camino cerrado basaden ¢ . Sean un vértice fijo des. Sifjffjason caminos cerrados basados
enw, entonces lacomposicién ) ges el camino obtenido por la yuxtaposicién detamino de
rcon el camino dd)&Elinverso de un caminor), denotadory , es el camino que atraviesg
en la direccion opuesta. El camino identidad es el camino desaea § mismo que no contiene
aristas de3. El conjunto de caminos cerrados basados emforman un grupo (bajo
composicion de caminos) llamado efjrupo de homotopiade 3 basado enw , denotado3 w
Ahora supongamos que pintamos los blogues delizzle 15 en un tablero de ajedrez:

Figura 4.6

En este arreglo el espacio vaciempezaria con un cuadrado amarillo Si tuviéramos que
mover el cuadrado vaciohacia arriba, entonces es ahoraun cuadrado negro. Esa es una
transposicion; por lo tanto, el movimienb es impar. Simovemos el espacio vacio a la
izquierda, el espacio vacioestaria en un cuadrado amarillo Esto es un total de dos
transposiciones, por lo tanto, el movimiento es par. Después de tres transposicioneggpacio
vacioestaria sobre cuadrado rgro, por lo tanto, seria una permutaciéimpar. Por lo tanto, si
el espacio vaciotermina en un cuadrado amarillg una permutacion par ha ocurrido. Si el
espacio vacidermina en un cuadrado negro, una permutacion impar ha ocurrido.

Una posicion legal del Puzzle 15 es cualquier secuencia a partir de transposiciones legales
empezando desde la posicion resuelta tal que el hueco termina en la esquina inferior derecha.
Cada posicién corresponde a una permutacion de los 15 vértices numerados y por tantora u
elemento del grupo simétrico™Y . El conjunto de todas las permutaciones (que surgen como
una secuencia de transposiciones) efY forman un grupo llamado elgrupo (homotopia) del
Puzzle 15.

Note que el grupo de~I Puzzle 15 @somorfo al grupo homotopia del grafoPuzzle 15 basdo en
Al  OGIAGGQE B/

Siasignamos el nimero 16 al huegeentonces podemaos ver que podemos arreglar las piezas
del puzzle en 16! maneras diferentes. Sin embargo, si tomamsoélo posiciones legales del
Puzzle 15, entonces estmos fijando una de las piezas. Como resultado el nimero de maneras
de permutar el resto de las piezas, con el hueco sobre el cuadrado blanco en la parte inferior
egquina derecha, es a lo sumo 15odas las tales permutaciones tienen que ser pares, por el
analisis de tablero de ajedrez anterior. El nUmero de permutaciones pares de 15 elementos
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(hay un numero igual de permutaciones pares e impares) es @ed¥c. De esto vemos que el
puzzle 15 tiene a lo sum@ ¥¥¢ posibles posiciones legales. De hecho, tieegactamente este
namero:

Teorema 44.1.Las posiciones con el espacio vacio en la parte irite@ derecha que se puede
alcanzardesde la posicion inicial del Puzzle 15 por piezas de desplazamiento se encuentran
en una correspondencia biyectiva con lag éWfc  plo mthg x fw @fp T permutaciones pares de
los numeros del 1 al 15.

Observacion 44.1.El puzzle 1415 no se puede resolver, porque es una permutacion impar.
Solo tiene unaransposicion, 14 intercambiadocon 15.

Figura4.7

Prueba: Si etiquetamos el espacio vacipor 16, entonces cada posicion posible de puzzle
puede ser considerado como un elemento del grupo simé&o"Y y un elemento de 6 & .
Hay 16! elementosen™Y , y 16! vértices den 6 @ . Con el argumento anterior podmos
demostrar que todas las posiciones legales del puzzle son obtenidas por un nimero par de
transposiciones. Por lo tanto, todos los movimientos legales son permutaciones pares del
puzzle.

Ahora debemos demostrar que hay m 3-ciclo en el grupo del PuzZe 15. Por ejemplo, si
desplazamoslas tres piezas que rodean el espacio vacio alrededor de un circulo, siguiendo el
orden de los movimientos sureste-norte-oeste, entonces el tresiclo p pp &p v se produce.

Se puede demostrar que si se fijan las piezas 11 y 12, entonces cualquier otra pieza puede
tomar el lugar de la 15 siguiendo uno de los ciclos en las figuras siguientes.
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Figura4.8 Figura4.9

Por elLema 64.4, tales 3ciclos generano . Esto demuestra el teorema (vefJ]).

Demostrar que algo es imposibleéiene un efecto erlos alumnos, porque sin importar que nos
pasemos horas jugando e intentando resolver el 1#5, (cumpliendo las reglas) no lo
resolveremos, pero demostrar que esmposiblesignifica que no importa como lo intentems,
no lo lograremos como ocurre con la demostracion de que la cuadratura del circulo es
imposible con regla y compas

Observacion 44.2 Otra prueba es posible. Alternativamente, con algun trabajo podemos
demostrar que cualquier nimero puede sustituir el 11 en el tresiclo, y podemos demostrar
que cualquier otro niumero puede sustituir el 12. De esto podemos concluir que cualquier
tres-ciclo puede ser formado. Puesto que cada permutacion par es una combinaciontres-
ciclos (por Proposicion 64.1), cada permutacion par del Puzzle 15 puede ser alcanzada.

Con esta informacién, podemos hacer una generalizacion de los puzles rectangulares de
tamafiod ¢€cond pyE p.

Teorema 44.2.El grupo homotopico de un puzzle rectangulatt € es el grupo alternante
5

La prueba de esto es similar a la prueba para el puzale 1, sid oy n o. (Los casos

especiales, cuandp & Tt1o0p & Tdeben ser tratados por separado) El tamafio del
grupo alternante esta dado pord € p AC.
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Capitulo 5

Simetriay los Sélidos Platénicos
Un poliedro regular es el analogortidimensional a lospoligonosregulares.Poligonoregular es
un cuerpo geométrico cuyas carason poligonos regulares congruetes (planos). Muchos

puzzlesse realizan por corte de un poliedro regular, asi ques natural estudiarlosjunto con
Sus simetrias

5.1 Descripciones

Lossélidos platénicosson los 5 poliedros regulares:

ANTm> <[N=» v[7 »0 o wbia

T (0] Y |oho

Wy s 0 |[tho

) s 0 |[o

CT oT ‘0 |vufo

pC 0T 0 | of
Tabla5.1

1 1, llamado elgrado de la caraindica el numero de aristas que delimitan cada cara,

1 1, llamado elgrado del vértice indica el nimero de caras que se encuentran en cada
vértice.

Estos sélidos llevan el nombre del grafilosofo griego Platén (42#347 a. C). Un vértice de
uno de estos solidos, por consiguiente se especifica ponjdupla de caras que se encuentran
en cada veértice.

Estos sdlidos se pueden dibujar en coordenadas rectangulares usando

[- g™ N TR LT

1m<«>+m| e Aph ph ph ph pfp A pfph p

Tme+m™ o hpph p hph pip A pfplp R
ph ph ph pfph p A ph pfp A ph ph p
i+ <tm™ phrtT h réwdp h miphit b
ofrfTt AT pht A T p
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ro Wgdtd Th % h % h % h % h
%6 % hh ph ph p

T

Tabla5.2
p® p Y & denota la proporcion aurea.

donde %o

Un detalle importante es la existencia de los poliedrodualespor ejemplo el dualdel cubo es
el octaedro que sebtiene uniendo los puntos medios de cada cara.

Figura5.1 Figura5.2
Dual del cubo

Si0 I M) son tres vértices de um cara delicosaedro, entoncesd 0 0 ZFoforma un
vértice deIAdodecaedro dualy gada vértice del dogecaAedrONduaI surge de esta manera.
, 10 OO0OAO O6cCcOO6PI O 01 AOeT EAT OB Al codpi  AA
continuacion. Sus nombres:

1 “Y grupo de simetria del tetraedro grupo tetraédrico,

1 O grupo de simetria del octaedro (o cubo) grupo octaédrico,

1 "O grupo de simetria del icosaedro (o dodecaedro) grupo icosaédrico.
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5.2 Antecedentes de simetrias en el espacio tridimensional

En estaseccidn consideramos lasisometrias en 3 dimensiones esto es necesarigara la
comprension de los gruposde simetriade los sélidos platdicos. Motivados por el estudiale

la estructura de los cristales, Camille Jordan fue el primero en considerar la clasificacion de las
simetrias en el espacio tridimensional Jordan (18381922) fue uno de los foneros de la
teoria de gruposuso los grupos para entender mejor los cristales.

Establezcamos1 A 02 ACI1 A  AA 1oAentdcidnl dn el AeBpddioAtiinénsional
Llamamos a una transformacion que preserva distancia exl espaciotridimensional simetria
ensa la cual deja fijo el origen(Lo que otros autores llaman isometria) Decimos que tal
simetria preserva la orientaciénsi preserva la orientacion de la reglde la mano derecha.

Ejemplo 52.1. Seai Da © a la funcién que toma cada vectob perteneciente as y
devuelve su reflexioni 0 sobre el planow GEste no preserva la orientaciénya que invierte
la direcciéon en sentido antihorario trayectoria circular en el planow & En términos de

coordenadas rectangulares, i afuh ahuft .
Seas oo sahuhal 7 1 A OR @ leshadio tridimensional. También escribimos esto,
cuando sea conveniente, como vectores columna

W

a ® sciuhrOA AT AO

a

Lafuncién distanciaens es la funcién
Q ue P 0w 0 0 G a h

dondeUp whohy hop @hoht . Esto puede expresarse en términos deproducto
interno VPP WK W & & como QU Op UP JOUP UPB.
Reciprocamente, ladentidad de polarizacién

V[>}8)]>) TEAEL‘)D UpE Ap UDPE

permite recuperar el valor del producto interno a partir del conocimiento devalores de la
funcién distancia.
Llamamos una funciériQDsa © g unaisometria si satisface

‘Q "QUP AQUP Q LE P

para todoUp y Upen A

Queremos entender un poco mjor las isometrias, puesto que sgreservan distancias (y, en
particular, preservan las formas de los sélidos) y por lo tanto nos proporciona los tipos de
simetrias del espacio tridimensionalque queremos considerar Podemos construir isometrias
usando ciertos tipos de matriceo ©.
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Lema 52.1.Si A es una matrio oentonces la funciond Da © s es una isometria si y
sblosio 0 'O donded denota la matriz transpuesta (qie se obtiene al volteatas entradas
de 0 respecto de la diagonal).

Observacién 52.1. En particular, sid es una isometria entonce2 Qo QQo QQo
QQo o0 QQ® p.

Prueba: La funcion distancia es presrvada si y soélo si la funciébnproducto escalar es
DOAOAOOGAAASB %001 A0 OT A AT 1 OAAOGAT AEA AA 1A
Sead B @3k dondedenota elproducto punto. Puesto que
G oo ®OO0 O Up tenemos

G 6@Mw® & dieh | O N g

siy solo si

®00 6 (e @ABN | OO N A
siysblosio 0 O

Ejemplo5.2.2.Una matriz rotacién en 3 dimensiones puede ser escrita en la forma

i i OE+OFETI
Y %R i i OEF+ATO h
OE% OE+ OE+AT % Al ©

donde

i ATBATIO AT ©O0E%ROET h

i OE%WATO AT SAT®OET I

i ATBOET AT S0E%ATOR

i OE%R OET AT SAT®RATO8
y donde los angulosh-i OT 1T 11T O OUT COI 1 0 AA %OdnAlé 8spacienO Ol
tridimensional obtenido mediante la siguientesecuencia de rotaciones: rotar urdngulof
alrededor del ejeq, rotar un angulo—alrededro el ejew T — “ , a continuacioén, rotarun

angulo %oesobre el ejed otra vez.
Aunque se trata de un hecho interesante debido a su caracter explicito, no vamos a utilizar
esta expresion.

Pregunta: ¢ Hay algunas isometrias que no provienen de las matrices como en el lema ya
mencionado? Si: la traslaén da lugar a una isometria pero la traslacion no es lineal, por lo
gue no puede ser descrita como una matriz. Por otra parte, cualquier reflexion sobre un plano
que contiene el origen también es una isometria. Una reflexion no pertenece al grupo
generadopor las traslaciones y rotaciones.

Pregunta: ; Hay algunos ejemplos de isometrias que no se deriven de una composicion de una
traslacion y una matriz ortogonal? No: el siguiente teorema clasifica todas las isometrias.

Teorema 52.1.Una funcion"QDsa © s es una isometria fijando el origen si y so6lo &ks
una multiplicacién a izquierda por una matriz ortogonal.

Esta no sera probado aqui (ver ArtifAr], capitulo 4, seccion 5Proposicion 5.16).
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Como consecuencia de este lema, podemos ver que si la malrida lugar a una isometria
entoncesQ'Q0 es igual a 1 o hien a p(Puesto queQ Qo QQ006 QQ® p. La
matriz es invertible ya que, por definicion, 0 0.

Lema 52.2.El conjunto de todas las matricesd o o tal que la funciénd Da © a es una
isometria forma un grupo bajo la multiplicacién de matrices.

Notacién: Este grupo se denotard s y llamado el grupo ortogonaldess . Denotamos por
"YO s , el siguientesubconjunto

"YU 5 oOND g sQQo p
gue es llamado ejrupo ortogonal especiade s .
Lema52.3."YU A esun subgrupoda) 4 .
Es facil verificar los axiomas de grupo pardY0 s .
Se sabe que el nimero de clases laterales&ns YO A es 2. De hecho, se sabe que

0 s Yos “iOYOa Ol EEEOEDI OA
L

dondei es la reflexion en el ejemplo anterior (esto sigue de [Ar], en el capitulo 4, seccion 5).
Lema 52.4.La isometriad en0 s preserva orientaciéon siy sélo sQ'Qo  p.

No vamos a demostrar e lema aqui (véase[Ar]).

5.3 Simetrias del tetraedro

Fijar un tetraedro centrado en el origen, con urvértice a lo largo del eje. Cada aristaiene

OT A AOEOOA Oi POAOOAG Ol A @PerpAnticuldr @lGidoAnkambsde NOA ATl
AOAT OA 8 #AAA Oi OOEAA OEAT A O1T A AAOA OI pOAOOASGS

Hay simetrias que preservan orientacion (llamadasotaciones) del tetraedro y las simetrias
gue invierten orientacion del tetraedro. Las simetrias que preservaarientacion del tetraedro
se denotan "Y"YSe obtienen como sigue:

1 Los 4 ejes de simetria a través de los centros de las camguestas obtienen 2
elementos cada unofptacién de 120 grados en sentido horarioy una rotacién de 240
grados), para un total e 8 elementos. %OOA OOEiI AOOpA OAOOAT A
construccion de la Pyraminx).
1 Los 3 pares de aristas (formado por una arista y su opuesta) obtienen un elemento de
cada uno (una rotaciéon de 180 grados), para un total de 3 elementos.

Estos, ademasle la identidad, dan 12 elementos eiY"Y

Usando la descomposicion de clases laterales® , tenemos’Y “Y"Y i JY {disjuntos), por
lo que
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e¢ SYY d0YY pc pg cr

Observacién 53.1. Resulta que'Y"¥s esencialmente el grupo alternanté de permutaciones

pares en"Y y "Yes esencialmenteY mismo.

Figura5.3

5.4 Simetrias del cubo

Fijamos un cubo centrado en torno al origen en el espacio tridimensional. El conjunto de
centros de las caras de un cubo forma un conjunto dertices de un octaedro dibujado en el
interior del cubo. Este octaedro es llamado poliedrd A OAT 6 8 % édiok tened &l O
mismo grupo de simetria, el cuade denota por0.

Hay simetrias que preservan orientacion, o rotaciones, del cubo y las sitrias que invierten
orientacion del cubo. Las simetrias que preservan orientacién del cubo se denotan. Se
obtienen como sigue:

T Los 3 ejes de simetria a travésle los centros de las cara®puestas producen 3
elementos cada uno (rotacion de 90 grados en sentidworario, una rotacién de 180
grados, Yy una rotacion de 270 grados), para un total de 9 elementos.

(Esta 'simetria hexaédrica' permitela construccion mecanica deCubo de Rubik.)

1 Los 4 ejes a través déos vértices opuestos producen 2 elementos cada uno (todos de
orden 3), para un total de 8 elementos.

1 Los 6 ejesa través de los puntos medios de las aristas opuestgproducen un elemento
cada uno (de orden 2), para un total de 6lementos.

Estos elementos, ademas de la identidad, producen 24 elementos.

Lema 54.1.Hay 24 elementos que preservan orientacién dn, es decir,SY$ ¢ 1

He aqui otra prueba de este resultado.

Prueba: Seawel conjunto de vértices del cubo. El grupd) actda sobre el conjuntan. Fijamos
un U perteneciente awy seaO i 0 W . Se puede comprobar queCs o. (Puesto que

solamente la simetria fijawes una rotaciéon'Qsobre la linea a través devy su vértice opuesto.
Puesto que "Qes de orden 30 G@Xambién es el orden 3.) TenemoSuS U, asi que por la
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Proposiciéon 3.10.1sobre las 6rbitas y los estabilizadores, tenemos queéYOFGs s Por el
teorema de LagrangesY§ SYOFosGs Yy ¢t

Ahora que conocemosY( ¢quéesl? Notese qué, la reflexion en el ejemplo de la seccién
anterior, pertenece al. Usando la descomposicion de clases laterales de la seccién anterior,
tenemos la descomposicién de clase laterales

6 YO i OYs O EBEOE®SIT OA
Sabemos qued JYE SY®& ¢ 1 porlo que el principio aditivo una vez mas llega al rescate,
dando el siguiente resultado.

Lema 54.2.El orden del grupo octaédricoesiS 1 Y

Observacion 54.1.Resulta que’YUes esencialmente el grupo simétricdY y0 AO OEOT i T O A&l
POl AOAOT'YA&EOAAOT 6

Figura5.5

Figura 5.6 Figura5.7
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Simetrias del cubo diferentes de la identidad (se numeran los vértices detibo de
alguna manera, laFigura 5.6muestra una opcion)

1| 2 3 4 5 6 7|8

F 1215 6 3 7 8 1 | 4
F 15| 7 8 6 1 4 2 | 3
1 7] 1 4 8 2 3 5 6
1 7| 5 2 1 6 3 8 4
F | 8] 6 5 7 3 2 4 1
F1 4] 3 6 8 2 5 1 7
F 1213 4 1 6 8 6 | 7
13| 4 1 2 8 7 6 | 7
F 1471 2 3 7 5 8 6
3 11 7 5 2 8 6 4 3
I 1] 4 8 7 3 6 2 5
F | 5| 2 1 7 3 4 6 | 8
F | 3| 2 5 6 1 7 4 | 8
I 8 | 7 1 4 5 2 6 3
F | 3| 6 8 4 5 7 2 1
F | 8| 4 3 6 1 2 7 5
F [ 5] 6 3 2 8 4 7 1
I 2 | 1 7 5 4 8 3 6
I 6 | 5 7 8 2 3 1 | 4
I 6 | 8 4 3 7 1 5 [ 2
F 715 6 8 2 3 1 4
3 4 | 8 7 1 6 5 3 2
I 6 | 3 2 5 4 1 8 7

Tabla5.3

5.5 Simetrias del dodecaedro

El conjunto de los centros de las caras de un dodecaedro forman un conjunto de vérticesdeun
icosaedrodibujado AT Al ET OAOET 08 %OOA EAT OAAAOIT AO 11A
dodecaedro en el espacio tridimensional para que los vértices del icosaedro dual sean como se
enumeran al comienzo de este capitulo.
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Figura 5.8: Un dodecaedro.

Sed’Y'@ grupo de simetrias que preservan orientacion del dodecaedro. Nétese GiYeées un
subgrupo finito de™Y0 s . SedQl grupo de todas las simetrias del dodecaedro. Nétese Ge
es un subgrupo finito del s y"Y'& un subgrupo deéO SedCel conjunto de caras del
dodecaedro, asi qug&js p ¢ "Y'&tia sobre’O

Lema 55.1. "YCactlla sobre"Otransitivamente.

I OAiITO A POI AAO AOOi8 3E 110 AEEEAITO Al Ol
por la cual esto es Util es que se nos dice que csts cualquier cara, entonces cualquier otra
cara puede obtenerse a partir deomediante la aplicacién de alga elemento de'Y@En otras
palabras, la 6rbita dewes todo™OD'Y Qb O
Siwes cualquier cara entonces las Unicas simetrias que preservan orientacion que no enwian
hacia una cara diferente son rotaciones por un multiplo entero de 72 grados ettedor de la
linea que pasa por el centro devy el centro de su cara opuesta. Hagara cadawy exactamente
5 rotaciones distintas de este tipo. Por lo tanto,

§ 0Ows u8
Por Proposicion 3.10.ltenemos
SYD 0 O®s SYOsh

asi queSYO SYD 0 OOSYDs VP ¢ @
Los elementos de"Y@cluyen

' rotacién por ¢* Qv (para v miphghoft ) sobre la linea que pasa a través del centro
de una cara y su puesta

 rotacion por ¢* Yo (para Qv Tifpht ) sobre la linea que pasa a travéde un vértice y
Su opuesto;

1 rotacién por“ que pasa a través del centro de una arista.
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Los subgrupos incluyen los siguientes

(a) Estabilizador de un vértice. Estos son todos los ciclicos de orden 3, y todos ellos son
conjugados. Hay 10 subgrupos distint® puesto que un vértice y su opuesto comparten
el mismo estabilizador.

(b) Estabilizador de una cara. Estos son todos los ciclicos de orden 5, ya®allos son
conjugados. Hay 6 distintos de tales subgrupos puesto quma cara y su opuesta
comparten el mismoestabilizador.

(c) Estabilizador de una arista. Estos son todos los ciclicos de orden 2, y todos ellos son
conjugados. Hay 15 distintos de tales subgrupos.

Observacion 55.1. Resulta que'Y'€s esencialmente el grupoNaINternanté de pernjutaciones
paresen'Ye RO OEOI I 1 O&l Al b®dI AOAOT AEOAAOQDI 6

5.6 Algunas reflexiones sobre el icosaedro

Esta seccion se basa en una de las columnas de Internet aeales de John Baez.
Un duada es un par de diagonales (una diagonal es un segmento de un vértice a su vértice
opuesto) del icosaedro. La parte superior del icosaedro tiene 6 vértices y cada diagonal debe
tener exactamente uno de esos 6 vértices como un punto final. Hay 12 vértices, jmotanto 6
diagonales, por lo tanto

¢

v
C Y

AOAAAO AEEAOAT OAO8 #AAA AOAAA ARAOAoénguiokuydl OOAIZ
razon longitud anchura es o bien la proporciéraurea%. p v T¢ o su inversa). Podemos

identificar una duada con un par de enteros distintos ‘@Qp Q Q ¢, es decir, con un 2

cicloen™Y.

James J. Sylvester llaména particion @ & 8° @ AEOEOT OI

de un conjunto®un syntheme si cada uno de los conjuntoé,p "Q &, tiene el mismo
namero de elementos. Si tomamos

& AT EAREACT AKAAD®AAAOI

entonces, un syntheme es un conjunto de tres duadas, no hay dos que tienen una diagonal en
comun.
Hay

T :
¢ c}’(JA pu

diferentes synthemes(oApuesto que hay oAformas de permutar las duadas entre ellas). Un
syntheme puede estar representado por una coloracion de los vértices sobre la parte superior
del icosaedro usando tres colores, cada uno para exactamente dos vértices. Podemos
identificar un syntheme con un producto de 3 distintos zZiclos enY. Particionamos el
conjunto de 15 duadas en 5 grupos de 3 como sigue. (Recuérdese cada syntheme esipie tr
de duadas.) Primero, elegimosin syntheme,0 . Elegimosotro synthemeo , de modo qued

0 no tienen duada en comudn. Continuandpor este camino hasta que elgmos5 synthemes
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0 MBI , dos de los cuales ndienen una duada en comudn. Tatleccion de 5 synthemes es
llamada unapentada Hay 6 pentadas que etiquetamad 8 ) en cualquier forma que
deseemos (Una lista de las 6 pentadase da en [R], capitulo 7.) Cualquier permutacion de las

6 diagonales del icosaedro da lugar a una permutacion del conjunto de 6 pentadas. De ahi que
cualquier permutacién de las 6 diagonales del icagdro, que puede ser consideradeomo un
elemento de"Y, da lugar a una permutacién del conjunto de 6 pentadas, que también pueden
ser considerados como un elemento d&. Esto da un mapeo

"ED uY o uY8

Figura 5.9: Una duada

Cada elemento del grupo de rotaciones de un icosaedro (es deat grupo desimetrias que
preservan orientacion simetrias del icosaedro) debe enviar una duada a una duada. Cada
duada tiene 4veces la simetria, es decir, pueden ser enviados a si mismo en 4 formas. Hay 15
duadas, por lo que hay 4 - 15 = 60 maneras de enviar una dume otra. Este es precisamente

el nimero desimetrias que preservanorientacion del icosaedro.

Figura 5.10: Un icosaedro.

Tenga en cuenta que los pares (0, 3) y (4, 8) forman una duada.
Algunas de estas ideas se tratanamas adelante er6.3.2Véasetambién [R].
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Capitulo 6

El grupo cubo ilegal

Una forma de estudiar los gupos es considerar wa analogiacon las moléculas en quimica.
Queremos sabexZomo se verd, para saber como describirlos, como compararlos, cémo hacer
mas conellos, para saber si caen efamilias con propiedades similares, y asi sucesivamente.
Dadas dos moléculasun quimico quiere saber cdmo compararlas, para entender sus
similitudes y diferencias.Por ejemplo Figura 6.1.

Figura 6.1 El metano

Dados dos gruposO, O, una pregunta analoga es ¢Qué tan similares son? (Exactamente lo

NOA OA AT OEATAA DPi O OOEI EI AOAOGS OA védw@da EAAOU
introducir nociones y técnicas Utiles para la comparacion de dos grupos. En umapitulo

posterior, nos centraremos en el grupo Cubo de Rubik o comparandolo con grupos que

OAT OAT AAT, tobro lbshyftipoOdiclicos y los grupos simétricos que ya hemos estudiado.

En este capitulo, nos vamos a centrar en la comprension de un gruglgo mas simple, pero
estrechamente relacionado, el grupo de todos los mdviE AT 01 © O1 A CdelChtdde A OEI /
Rubik.

Enuni T OET EAT O O Edesh@arly Solvéd b dddr él ubo, perga no se puede

desprender e intercambiarpegatinas de las caritas Sorprendentemente, el grupo ilegal Cubo

de Rubik es més sencillo de entender que el grufgubode Rubik en si, aunque es mucho mas

grande.0 AOA O1 A Rigipd pAELOABE TAAT CcOObPT #0AT AA 20AE
construir

1 Grupos cociente,
9 Productos directos,
I Productos semidirectos.

Estos se estudian en este capitulo. Una vez que el grupo Cubo de Rubik se construye, es un
asunto relativamente facil de encontrar su orden, entre otras cosas.

6.1 Homomorfismos

Para comparar dos grupos, es frecuente hablar primero de las funciones entre ellos. Si
"QD"0 © "0 es una funcién de un grupdO a un grupo™O, entonces, como podemosnaginar,
si"Qy "O fueron bien entendidos, entonces alguna informacion sobf® probablemente podria
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ser obtenida. Es el propdso de este capitulo averiguarhasta qué punto esto puede ser
precisado.

Un homomorfismo entre dos grupos es, en términos generales, una funcién entre ellos, que
preserva las operacionegrespectivas) del grupo. Estos tip@ especiales de funciones sonda
de mayor utilidad para nuestros propoésitos.

Definicion 6.1.1. SeanO, "O grupos, dondez denota la operacion del grupo efiOy 2 la
operacion del grupo erO. Una funcion'QD"0 © "O es un homomorfismo si y sélo si, para
todo ¢ftoy "0, tenemos

N2 O QO QO 8

Cuandono cause confusion, designaremos la operacién binaria en un grupo simplemente [@r
en lugar dez.

Ejemplo 6.1.1.Sea’Oun grupo y "Qun elemento fijo de'O Definimos™QD "0° "Opor
MQ Q IO v O
Entoncesel calculo
QO Q2O TJQ Q. AWTIQTQ AIQ QG QG
muestra que"Qes tn homomorfismo. En este cas&Qd™Q  "Q es decir; Qes sobreyectiva.

Problema6.1.1 Sea

o
47° A
4370
© 44

=y

o
4370
© 44
47° A

o}

Ahora, Sed0 ®MQ denota el grupo de todas las matrices que pueden ser escritas como
cualquier producto arbitrario de estas dos matrices (en cualquier orden y con el mayor
namero de términos como desemos). Mostrar que tenemos

p MM pTMM TP T TPT TP TP

O O mpnhnnphp nmnhnnphpnmnhnpnn
mTTpP TP TN TMTMP PO TP T P T

(Podemos comprobar esto en relacion con cada una de esas matrices de permutacion.)

Definimos "QD'OC Y por

g f(9)

I3 1

A S1

B S9
A*B 51°S9
BeA S2*S51

AeBe*A | 51*59°5;
Tabla 6.1

Demostrar que esto es un homomorfismo.
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Ejemplo 61.2.La funciéni QQEY O ph

gue asigna a cada permutacion su signo, es un homomorfisnisto quedd demostrado en 1.1
Sin embargo, otra razén por la cual esto es verdad es porque el signo de una permutacidn
es el determinante de la matrizpermutaciéon asociadad "Q. Dado que el determinante del
producto es el producto ddos determinantes, tenemos

[ QW QOB QQd QO 'Q QAP QQADQ | QR "Q@h
para todos Q' Y. De esto se deduce que &l "Q'&sun homomorfismo.
Lema6.1.1.Si "QD"0 © "O es un homomorfismo entonces

(@) QQ Q, dondeQ denota el elemento identidad de'OyQ denota el elemento
identidad de "O,

(b) Qw "Qw , para todowperteneciente a0,

() Qw z w2 ® QO 2z Qwz "Qw, paratododfopertenecientes a0,
dondez denota la operaciéndel grupo en'Oy z la operaciondel grupo en™O.
Prueba:

(@) Tenemos qUEQ®W MQw? Q "Qw z "QQ , para cualquieroN "O. Multiplicando
ambos lados de esta ecuacion a la izquierda péXw

(b) Tenemos, por la parte (2)Q QQ "Qw? w "Qw z "Qw . Multiplicando
ambos lados de esta ecuacion a la izquierda p&w

Problema6.1.2 Mostrar la parte (c). (Sugerencia. usar la definicion y la parte (b).)

Definicion 6.1.2 Sea "O,"O grupos finitos. Decimos queO es inyectivo enO si existe un
homomorfismo inyectivo "OD"0 © "0O. Un homomorfismo’QD"0 © "0 es unisomorfismo si

es una biyeccion (como una funcién rdre conjuntos). En este caso,ldmamos a’Oy O

isomorfos y escribimos "O ¢ "O. Un isomorfismo de un grupdOen si mismo se llama un
automorfismo.

El concepto de un isomorfismdfue introducido por C. JordanAdemas de la teoria de grupos,
Jordanes famoso en los circulos matematicos por demostrar rigurosamente uno de los mas
obvios resultados, pero dificil de probar rigurosamente: cualquier curva cerrada simple divide
el plano en dos regiones. (Aqui, uneurva simpleen el plano es un camino coimiuo que no es

la union disjunta de dos o méas caminos. Uneurva cerradaes un camino continuo que
comienza y termina en el mismo punto).

Un isomorfismo es la nocion que utilizaremos cuando queremos decir dos grupos son
OAOAT AEAT | AT OA sAdcir, inE €ibdsicaténtmia&dpia & carbon del otro con
los elementos reetiquetados y la operacion binaria modicada. Por ejemplo, si tenemos
cualesquiera dos grupos de orden 2 entonces deben ser isomorfoSepuede verificar que el
mapeo que enviala identidad de un grupo a laidentidad del otro y el Gnico elemento no
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identidad de un grupo al unio elementono-identidad del otro debe ser un isomorfismo de
grupo). En otras palabras, s6lo hay un grupo de orden 2, salvo isomorfismo.

Seal ¢ el nimero de grupos no isomorfos de ordem, por lo quel es una funcién

U D= © =. Esta es una funcion de comportamiento curioso, saltando los enteros que tienen
gran cantidad de factores primos, tales comp ¢ to ¢t 8 8

Es fécil mostrar lo siguiente:

(@) Sia  p,entonces’O Q T m Q & p hcon la operacién de grupo dadpor
la multiplicacion ordinaria de nimeros complejos, es isomorfo al grupo aditivefa u.

(b) Sid  p, n pno tiene divisores primos en comun es decir, §i f& son primos entre
si, entonces) 0 eod

(Sugerencia: (a) Sea™ ¢ un generador. El mapedQ "Qp D6 © u¥&uque satisface
"Qw  pse extiende a un Gnico homomorfismo entre estos grupos. Demostrar que esto es un
isomorfismo. (b) Primero, demostrar que'Qw « &d ® Guf &y, para todown ¥
define un homomorfismou¥a &4 © yfay u7Few. A continuacion, suponiendo qué FE son
primos entre si, mostrar que esta funciéiQQes inyectiva. Concluir puesto que el dominio y el
rango de"Qambos tienen la misma cardinalidad, tal quéQes también una funcion
sobreyectiva. Por ultimo, utilizando la parte (a) mostrarqued 6 e 0 )

6.2 Acciones en un grupo
Necesitamos estudiar las acciones, cuya dision se inicio en el capitulo 3en mas detalle.
Lema 62.1. SeaOun grupo ydun conjunto finito. Si"Oactla sobre (sobre la izauierda,

respectivamente, sobre la derecha), entonces hay un homomorfismd° "Y dado por
"O %o . Reciprocamente, sPoD"O° "Y es un homomorfismo entonce$6"Q DO G define

una accioén(a la izquierda, respectivamente, a la derechale "Oen .
Esto es una consecuencia inmediatie la definicién de una accion.

Ejemplo 62.1. SeaOel grupo Cubo de Rubik generado por los movimientos basicos
YIOh'YWORO1 . Para cada movimientdQ¥ "Q sea

1 " "Qes la permutacion correspondiente del conjunto de vérticemdel cubo, y
1 . "Qsealapermutacion correspondiente del conjunto de aristé®del cubo.

Entonces es posible mostrar que

@ ” DOO “Y es un homomorfismo,
(b) , D'OP Y es un homomorfismo.

Para comprobar esto, el primer teorema fundamentale la teoria del cubo en 6.6.&s (Util.

Sed'Oactlia sobre un conjunta®, denotado por¥%e'Q DO Gpara™ "O Esta accia también
da lugar a una accibnen® @WD%p DO G° @ @para™ X 'Q dondek%o, ®hw
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% o o @ , para cadacwhw M @ & CuanddOactla transitivamente sobred(ver

Definicion 3.9.3anterior), es bastante notable. )

A veces,Oincluso opera transitivamente sobred @& Y Y ccwsov®1 A OAEACIT T Al
una circunstancia mucho mas especial (en este caso, la accion es llamadhlemente

transitiva). La siguiente definicion generaliza esta idea.

Definicién 6.2.1. Sea un grupdOactia sobre un conjuntad. Llamamos a la acci6f tupla
transitiva si para cada par de ordefQ-tuplas whofB ho hoho Ko de distintos
elementos que pertenecen a® (puesto que ®w wU® «), hay un"Qy "Otal que
® % & ,paracadd®onp QO @

siQ ¢ch AT Ol-tipaABOADOEOEOAS AO 11 1T EOIT NOA OAT Al Al ,

Teorema 62.1.Si'Q vy "Oes un grupo depermutacién actuando ktransitivamente en un
conjunto finito w(por lo que "Oes un subgrupo deY), entoncesOes isomorfo a”Y 0 a0 ,
paraalgind Qoalgingé Q ¢ .

Reciprocamente, Y actla & -transitvamente sobre phcl8BR y & actia ¢ ¢ -
transitivamente sobre phch8 Rt 8

Esto se demuestra en [DiM], Teorema 7.6\

Observacion 62.1. Debemos, jumo con nuestra determinacion tedrica del grupoCubo de
Rubik demostrado mas tarde, ser capaces de deducieldreorema 6.2.1el siguiente resultado.

Corolario 6.2.1.

(a) Supongamos quenfB hi son cualesquiga 6 distintos subcubos esquinadel Qubo de
Rubik. SearcadB fizecualesquiera otros 6 distintos subcubos esquina. Hay un
elemento del grupo'OCubo de Rubik que fija todos los subcubos arista y enviaa
cee para todoQ pfB kp. En términos generales, podemos expresar esto dicém’O
actua 6transitivamente sobre las esquinas, fijando las aristas.

(b) Supongamos quenf8 R son cualesquiera 8distintos subcubos esquina del Gbo de
Rubik. SeancadB foeecualesquiera otros 8 distintos subcubos esquina. Hay un
elemento del grupo'OCubo de Rubik que enviéacee para todoQ pf8 fp(y no
puede fijar todos los subcubos arista). En términos generales, podemos expresar esto
diciendo "Oactua 8transitivamente sobre las esquinas (permitiendo que las aristas se
muevan).

(c) "Cactlia 10transitivamente sobre las aristas, fijando las esquinas.
(d) "Cactlia 12tr ansitivamente sobre las aristapero pueden permutar las esquinas.
6.3 Cuando dos grupos son realmente el mismo

Esta seccion trata sobre isomorfismos de grupo.

Ejemplo 6.3.1 SeaOel subgrupo del grupo Cubo de Rubik generado por el movimiento basico
'YDO &YOEntoncesOe 6 (donde d denota el grupo ciclico de orden 4).
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Ejemplo 63.2 Recordemos que a cadgermutacion "Qdel conjunto phc8 £ podemos
asociatle una matriz permutacionv "Q de tal manera que

(Aqui la imagen debajo la permutacion’Qse denota’Q’Q aunque en realidad(®e conecta en
"Qdesde la izquierda.) Sea) el conjunto de todas las matrices € de permutacion. Este es
un grupo bajo la multiplicacion de matrices. La funcién

es un isomorfismo. Esta es una biyecciébn y un homomorfismo, por la discusion dad
anteriormente en el capitulo 1sobre permutaciones (verLema 1.2.2y el Teorema 1.2.).

Ejemplo 6.3.3 En este ejemplo, consideramos que los grupos de simetria completa (en
O ofm de varios sélidos y figuras planas, las simetrias que se consideren como
transformaciones 3dimensionales.

A partir de [NST], Tabla 15.7 tenemos la siguiente tabla de isomorfismos:

T. <% Cv-0- 31
~ ~
ey 5
0 Y 0O
"YO Y
() 0o O
YO 0
| »o Bygr Df{:lv.- =|=|n>.|<>l O h &£Qdangd
O 6h &nod
| ro - «3Eom {]-pg] 01 0

Tabla6.2

Ejemplo 6.3.4. Este ejemplo se puede encontrar en [B1].
Seau el grupo de cuaterniones,

0 ph phR AQ &

T,

dondeQ Q Q pHQQHQQ "HQQ Qcomo en3.1. Entonces) es isomorfo al grupo

07  &IoOd "Q donde™Oes el grupo Cubo de Rubik y

® '0H Jy B Iy D IJyd IJyooh
o 'ody o0 Jy » B Ty B Iydh
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a través del mapedQDO” © 0 definido por % 0% ® Q
Una prueba de esta afirmacion se discutird en un capitulo posterior.

Lema 63.1.Como anteriormente, sea"( D un grupo y Qun elemento fijo de’0
Definimos @ D"0° "Opor

®Q WQIQ h "0
Este es un automorfismo.

Prueba: Para comprobar esto, debemos demostrar qu€& @ es un homomorfismo inyectivo
y sobreyectivo (quitamos el subindice para simplificar la notacion).

Primero, demostremos que'Qes inyectiva. Supongamos qué’Q  "Q'Q . Entonces
"Q'Q IQ p, por lo que’ Q0Q JQ JTQ p. Multiplicamos ambos lados de esta ecuacion
a la derecha porQy a la izquierdapor Q . ObtenemosQ JQ p. Esto implicaQ "Q, por
lo queCes inyectiva.

Ahora mostraremos que'Qes sobreyectiva. Seebun elemento arbitrario pero fijo de"O

Seaw Q 3Jp3JQEntonces

Nw QQ JpIQ Q0Q JIwIQ0Q o8B

Por lo tanto, "Qes sobreyectiva.
Se verificé previamente quéQes un homomorfismo.

Definicibn 63.1. Un automorfismo como en ellLema 6.3.1 es llamado interior. Un
automorfismo de"Oque no es de esta forma, para algui@ "Q es llamadcexterior.

Los conceptos de automorfismos interior y exterior fueron introdeidos por Otto Hdolder
(1859-1937). Hdlder también clasifico todos los grupos finitos simples, hasta el isomorfismo,

de orden ¢ T8t , A AAEET EAE&T BdiniciorO&si18 cohthuaddA) LAA AT 1
clasificacion de todos los grupos finitos simples sélo recientemente ha sido terminada y se

dice que requieren mas de 3000 paginas para los detalles.

Notacién: El conjunto de todos los automorfismos de un grup@se denotad 6 .
El subconjunto de automorfismos interioresse denota

"0t OD "WOO6OWSQ AT CiIOh
en la notacion delLema 6.3.1.
6.3.1 Conjugacién en|.

En la primera parte dela década del1900, un brillante matematico hindl, Srinivasa

Ramanujan (1887-1920), yacia en el hospital en Inglaterra muy enfermo. EI Gran matematico

britanico, G H. Hardy (1877-1947), lo visitd y le coment6 aqie €l tomd el nimero de o taxi

pxcwh O1 O1T7i A0l AAOOOEAI 68 O601 O Al AT 1 OOAOET h
interesante, siendo el menor enten que es la suma de dos cubos énil O | AT AOAO AEAZAAO
Uno de los més interesantes y originales mateméticos de todos los tipas, Ramanujan

trabajé (a menudo en colaboracién con Hardy) en las funciones elipticas, fracciones continuas

y series infinitas [MT]. El sabia un asombroso niimero de curiosidades sobre nimeros enteros,

como el presente.

¢, Qué tiene que veRamanujan con laconjugacion?
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Nos encontraremos con un criterio simple para determinar cuando dos permutaciones (en
"Y) son conjugada (en"Y).

Lema 63.2. Supongamos quéQD"Y O "Y es_un automorfismo interior. SI'Q¥ Y es un
producto disjunto dse ciclos de longitud’ QM8 hQ entonces™Q"Q es un producto disjunto de
ciclos de longitud Q8 Q.

En otras palabras, un autmorfismo interior (es decir, AT T EOCAAE&I OAAAA D«

AOOOOAOOOA AA AEAI T 68

Demostracién: Puesto que'Ces interior, sea la conjugauon poralgin elemento@" Y, por
decir \QQ Q (N para todo QN Y. Sea' O™ phB & la imagen de'® pfB ¢ bajo
"Ov Y. El lema es una consecuencia del siguiente calculo simple:"'§iQ “Gentonces, para
todo "@®onp "Q ¢, tenemos

0 WM OB (0]

En otras palabras, siQenvia @ "&ntonces’Q "(envia QO™ "GQ Resulta queQy'Q 0O
tienen la estructura de ciclo.

Teorema 63.1.Dos elementos@¢ "Y son conjugados si y sélo si tienen la misma estructura
de ciclo.

Qu

Demostracion:%1 1 AT A AATI OAOOOA 1 A AEOAAAEsT O06eéil 1 OE
"G Y tienen la misma estructura de ciclo. Escribaos sus descomposiciones de ciclo
disjuntas utilizando el orden lexicografico (orden de diccionario) impuesto sobre las
longitudes de los ciclos que ocurren en la descomposicion: decimos

Q. OBRQ OBHQ 8 ‘OB HQ h
"Q QBHAQ MMAQ 8 QMBHRQ h

dondep ¢ 8 ¢ Eye ¢ 8 & . Elegir un'Q Y tal que™QD'Q™ ‘@& para
todo@onp "Q ¢.Entonces@e Q "CQ por (6.1).

Unaparticion de¢ es uni-tupla, ¢ 8 [ de enteros positivos tal quep ¢ 8 ¢ €
ye ¢ 8 ¢ . De los resultados anteriores, se sigue que cada clase de conjugacioiYde
corresponde a una y solo una particion de. En particular, el nimero de clases de conjugacion
de"Y es igual al numera) ¢ de particiones distintas de¢. Una férmulaasintética para ese
namero fue encontrado porSrinivasa Ramanujan. Su formula es dermsiado complicada para
este trabajo pero un caso especial de esta bella formula es la siguiente:

. |
IEI n .

o I/Is

-8

6.3.2 ... Yana guarnicién de automorfismospor favor

A pesar de que no lo necesitamos aqui, el siguiente hecho es interesante, ya que ilustra que el
grupo simétricoY desempefia un rol Unico en la familia de todos los grupos simétricos.

Teorema 63.2. Si¢ ¢hp entonces el homomorfismo %D"Y © & 6 dY definido por
% Q  (donde wes como en eLema 6.3.1anterior) es un isomorfismo:
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"Ye OO O.

Si¢ @ entoncesP 6 O¥ S XYV
El ejemplo siguéente continla la discusion dée.6.

Ejemplo 6.3.5 Cualquier permutacion de las 6 diagonales del icosaedro, que puede ser
considerado como un elemento déY , da lugar a una permutacion del conjunto de 6 pentadas,
que también puede ser considerada como un elemento &¢. Esto da un mapeo

Oy © "Yh

gque es de hecho un homomorfismo. Este homomorfismo es inyectivo por lo que en realidad es
un automorfismo.

Sin embargo, un Ziclo en el conjunto de 6 diagonales (es decir, intercambiando exactamente
2 diagonales) no induce un Ziclo en el conjunto de stas 6 pentadas. De hecho, undclo

en el conjunto de diagonales da lugar a un producto de trescklos disjuntos en el conjunto
de estas 6 pentadas. Por lo tanto, por el teorema anterior (que dice que un automorfismo
interior debe preservar la estructra de ciclo), este automorfisméno puede ser un
automorfismo interior.

6.4 Kernels son normales, algunos subgrupos no

Sed’OD"0 © "O un homomorfismo entre dos grupos. SERQIQ "™ "0sQQ Q h
dondeQ es el elementoidentidad de"O. Este conjunto es llamado d&ernel de™Q

Lema 64.1. 'QQ1IQ es un subgrupo deO.

Ejemplo 64.1.Seai 'QB'YO p el homomorfismo que seasociacon una permutacion ya
sea 1, si es par, op, si es impar. Entonce® QA1 QoY .

Las siguientes propiedades del kernel son Uutiles.
Lema 64.2.S5ea’QD"0 © "O un homomorfismo entre dos grupos.

(@) ElI homomorfismo™Qes inyectivo siy s6lo sfQQIQ  Q .
(b) Si"Qpertenece al kernel ywes cualquier elemento d€O, entoncesw JQ0wntambién
debe pertenecer al kernel.
Prueba:

(@) Que'es inyectiva si y sélo SIRQ  "QQ implica "Q "Q ("QAQ N "0). Notemos
que™QQ  "QQ es verdadsi y so6lo siQQ JQ Q. SIQQIQ  Q entonces
"Q°Q 0Q ‘Q implica "Q JQ Q, loque implicaque™@Q "Q, lo que implica que
"(es inyectiva.

Por lo tanto, siQQIQ 'Q entonces'Qes inyectiva. Reciprocamente, siQes
inyectiva entonces Qw "QQ Q implica @ Q (wN O ). Esto implica
Qi Q.
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(b) Multiplicar ambos lados deQ "Q"Q a la izquierda por'Qw vy a la derecha por
"Qw . Obtenemos
Q0 QO NI Qo 00w Qo Iwh
como se deseaba.

Definicion 6.4.1.SeaOun subgrupo de"Q Decimos quéOes un subgruponormal si, para cada
‘™ "QQ JOJQ "O(es decir, para cada "Oy cada Q¥ "0 "Q JIQI0pertenece d0).

Notacion: A veces denotamo€Des un subgrupo normal dé@por OWO

6.4.1 Ejemplos de subgrupos nraormales

Hemos visto anteriormente que los ejemplos de subgrupos normales son féciles de construir.
Por ejemplo, el kernel de cualquier homomorfisméQD'0° "Oes un subgrupo normal déO
Por ejemplo, el kernel del homomorfismd "Qés normal:0 W'Y (véase elEjemplo 6.4.).

Mas generalmente, siOes cualquier grupo entonces el subgrupo conmutadoi@ees un
subgrupo normal de"O (El subgrupo conmutador d€Y eso .)

¢, Qué pasa con los subgrupos no normales? Ejemplos de subgrupos gusamonormales, son
faciles de conseguir

Ejemplo 64.2.

(@) Si¢ vyOes cualquier subgrupo propio no trivial ded (por ejemplo, cualquier
subgrupo ciclico netrivial), entonces "'Ono es normal end (véase el Teorema 6.4.1
mas adelante).

(b) Todo subgrupo d€e’Y de orden 2 es no normal.

Esto nos dice los siguientes hechos.

1. Cualquier subgrupo deY distinto de si mismo, 0 y el grupo trivial, no es normal.
2. Cualquier subgrupo deO distinto de si mismo,0 0 phcholthu Qy el grupo trivial,
no es normal.

Lema 64.3. Si'OD"0 © "O es un homomorfismo entre dos grupos entonce®QQiQes un
subgrupo normal de™O.

6.4.2 El grupo alternante

El siguiente resultado notable sobre el grupo alternante no sera necesario paromprender la
estructura del Qubo de Rubik. Sin embargo, el teorema siguiente es interesante por su relacion
con el hecho de (deldo a Ruffini y Abel), que no podemosesolver el polinomio general de
grado 5 o mayorusando radcales, es decir, que no existel analogo ala férmula cuadratica
para polinomios de grado 5 o mayor. Al explicar esta conexion, por desgracia, nos llevaria
demasiado lejos de nuestro tema principal.

Teorema 64.1. Sitkotiene 5 elementos o mas, entonces no tiene subgrupos normales

propios no triviales. En otras palabras, SOW0 es un subgrupo normal, entonce®® p o
bienO 0o .
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Esto no sera demostrado aqui. (Para una demostracién, véase, por ejemplo, [R] o [Ar], capitulo

14)

Sin embargo, el sigw@inte hecho acerca del grupo alternante serd necesario mas adelante en
nuestra determinacion de la estructura del grupo Cubo de Rubik. Este hecho también se
bl AT OAe A1 OAlI AAEe&lT AIT 1 OAOOOA AEOAOOEel AA
capitulo 2 (véase?2.1).

Proposicién 64.1. SeaOel subgrupo de"Y generado por todos los Ziclos en®Y, entonces
O 0.

Demostracion: Puesto quei "QD"Y ©  p es un homomorfismo, y dado que cualquier -3
ciclo es par, cualquier producto de iclos también debe ser par. Por lo tantdQ0 0 . Si
"N 0 entonces’Qdebe intercambiar un nimero par de las desigualdadgs ¢ 8 ¢

p &, por laDefinicion 1.1.1 Porlo tanto (ya que cualquier permutacion puede escribirse
como un producto de 2 ciclos,Teorema 1.4.), "debe componerse de permutaciones de la
forma "GQ M | GAQAQ. Pero "GO AAQ A y AQAQ  GHQ. Por lo
tanto, ¥ 'O Esto implicad O™Qporloqued 08

El siguiente resultadoes muy Util para los fires del analisis dgpuzzlesde permutacion

Lema 64.4.([W]) Sea®un conjunto finito, ¥ oy fijar 6, como elementos en X. Entonces
los 3 ciclos 6hbhw , cuandowcorre sobre todos los elementos dé&  6h) , generand .

Este lema da una afirmaciéon aun mas fuerte que la afirmacién anterior. Ahora, en lugar de que
sea un unico elemento fijo, hay as elementos fijos y el grupo alternante se sigue generando.

6.5 Grupos cociente

Uno de los hechos mas Uutiles acerca de los subgrupos normales es el siguiente resultado/
definicion.

Lema 65.1.Si"Oes un subgrupo normal deQ entonces el espacio de clases lateral€¥"Ocon
la operacion binaria, . N

para todo ¢fiopertenecientes aQ es un grupo. El elemento identidad de este grupo es la clase
lateral trivial 'O

Este grupo'QrOes llamado elgrupo cocientede'Opor OU A O A OAAAGOm&@s 1 O1 AEA
Los textos mas antiguos pueden utilizar A OAOI ET 11 1 Qp AATOCIOO®A O AARDT %C
para un grupo abstracto, se introdujo r primera vez por Otto Hdélder En un principio

comenz6 prepardndose para llegar a ser un ingeniero. HOolder hizo importantes
contribuciones no sélo a la teoria de grupos, sino también a las series de Fourier.

Recordar de6.4.1que el sulgrupo conmutador es normal. Urejemplo de un grupo cociente
que surge de forma natural es llamado IAbelianizaciénde"O el grupo cocientéO  "OF'Ge
donde"@2 "0 denota el subgrupo conmutador.

Ejemplo 65.1 Si"OD"0 © "O es un homomorfsmo entre dos grupos, entonce¥ DT QQIQ es
un grupo cociente.
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A continuacion introducimos una primeraidea importante enfatizada primeropor E. Galois
Aunque Galois asistid a la escuela secundaria, tuvo problemas para entrar en el sistema
universitario francés. Lamentablemente en el momento en que entré al Ecole Normale
Supérieure en Nviembre de 1829, él también comenzo a quedar atrapado en las actividades
de la Revolucién Francesa de 1830 que derrocd a Carlos X. Sus actividades politicas dieron
lugar a su expulsién de la escuela eDiciembre de 1830. Aunque al parecer habia sido un
adolescente rebelde, esto sélo le frustraba atin mas. El muri6 en una pelea con otro Francés.

El primer trabajo de Galois fue empezar a iluminar los bloques béasicos de construccion de la
coleccion de grums finitos (es decir, el analogo de la idea de que los atomos son los bloques
basicos de construcciébn de moléculas). Galois introdujo las ideas de los grupos solubles y
subgrupos normales, en el contexto de los grupate permutacion. En términos generalesse
puede decir que la construccién de los bloques basicos de grupos finitos son aquellos grupos
que no tienen subgrupos normales propios no triviales. Intuitivamente, esto es porque un
grupo cociente no trivial (por un subgrupo normal) esta estrechamenteelacionado con el
grupo original pero mucho menor en tamafio (y por tanto tal vez sujeto a analisis por un
argumento inductivo de algun tipo). Los bloques basicos de construccién son llamados grupos
OOEI Pl AOd 8

Definicion 6.5.1.Un grupo simple es un gruposin subgrupos normales propiosademas cl
subgrupo trivial p .

Ejemplo 65.2 Sif es un primo entonces 6 (el grupo ciclico der elementos)
es simple. De hecho, SDes cualquier grupo que es tanto abeliano y simple entonces hay un
primo ) tal que Oge 6 . Si¢ 1 entoncesd es simple (como se ha estableca
anteriormente en el Teorema 64.1). Estos hechos son demostrados en [R].

Los grupos simples no son muy abundantes. De hecho, el primer grupo simpleateliano es
de orden 60 (queeso ).
El siguiente resultado basico describe el grupo cocient®@7QQ Q.

Teorema 65.1. (Primer teorema de isomorfismos) Si"OD"0 © "O es un homomorfismo entre
dos grupos, entonceSOTQQ iQes isomorfo Q0 8

Prueba: 'QQ1Q es un subgrupo normal d€O, por lo que’O¥QQiQes un grupo. Debemos
demostrar que este grupo es isomorfo al grup®"O . Definimos%D"0FQQIQ ° "Q0 por
% QTQQIQ  "Q'Q, para™Q* "0. Debemos demostrar

(a) %oesta bien definida,

(b) %ees un homomorfismo,

(c) %oes una biyeccion.

SINOJ00I0  "BEOQIQ, entoncesQ "¢ QQIQ, ya queQQIQ es un grupo. Esto implica

que™QQ "QeN "QNQIQ p,porloqueQQ QB %OOI EI Pl EAA 3 AOOU
Dado queQQiQes normal, ' QJQQIQ "AFQOQIQ "Q&Qe JOQIQAQQIN "0

"QQIQ. Por lo tanto%e "QJQQIQ "GTFQQIQ %0 "Q&IQQIQ QR QQUQRe

%0 "QTQQTQ %0 " BTFQQIQ |, para todo" AR "0 Esto implica quek%ees un homomorfismo.

Es claro que%.es sobreyectiva. Para demostrar qu#.es una biyeccion, basta probar quo.es
inyectiva. Supongamos quée ' QJQQIQ % "RFQQIQ , para algunos®i@e "0 Entonces
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"QQ Q@ por lo que™QQ "@e p. Por definicion del kernel, esto implica que
Q" "QQIQ, por lo que'QTQQIQ  "RFTQQIQ. Esto implica quedkees inyectiva.

Los otros teoremas de isomorfismono seran necesaris pero los establecemos para ayudar a

ilustrar la utilidad de la nocién de normalidad.

Teorema 65.2.(SegundoTeorema de isomorfismos)Si"Q U son subgrupos de un grupdOy si
0 es normal, entonces

(@ 'O U es normal enQ
(b) existe un isomorfismo
‘O 6 e A8

Teorema 65.3.(Tercer Teorema de isomorfismos)Si0 ,0 son subgrupos de un grupdQ si
0 OO0 ,ysi0 y0 sonnormales entonces

(@ 0 U es normal en'Q ,
(b) existe un isomorfismo
O TOT e QU 8

No vamos a probar estos resultados aquier [G] o [R]. Estos se deben Emmy Noether
(1882-1935), una de las primeras mujeres en obtener un doctorado en matematsaen
Alemania. A pesar de su gran talento, el hecho de que fuera judia y mujer hizo su progreso
matemaéticas dificil. D. Hilbert y FKlein, dos de los mateméticos méas importaes del mundo
en ese momento, la apoyaron y ella llevd a cabo la investigacion y la docencia en

en

la

Universidad de Goéttingen hasta que los nazis llegaron al poder en la década de 1930. Ella se

fue para elBryn Mawr College en los El pero murié unos afos ras tarde. Ella hizo muchas
contribuciones muy importantes al 4lgebra moderna.

6.6 Incursionando en productos directos

Dados dos enterog y ¢ , siempre podemodormar otro a partir ellos, usando multiplicacion,
denotado¢ ¢ . Analogamente, dados dos grupo® y O, siempre podemosformar otro
grupo a partir de ellos usando la consticcién del producto cartesiang que se denotdO 0.

Definicion 6.6.1.SeanO, O dos subgrupos. Decimos que un grup®es elproducto directo de
O conO, se escribe’ O O 'O,si

(@ "0 'O 'O (producto cartesiano, como conjuntos),
(b) la operacion de grupoerOA OOU AAAA OAT T OAAT AAA ATk
simplicidad):
whd D6 ho w o o h

para @hw ¥ 'Ohohd N 'O (donde - denota multiplicacion en'0, 0, y"Q.

Ejemplo 66.1.Sea’'O(como un conjunto) el producto cartesiandO 6 0 , donded denota
el grupo ciclico de ordert (con adiciond ¢ '@ como la operaciéng  ¢ho). Definimos
adicion en"Ocoordenada a coordenada € ‘2 en la primera coordenada¢ ¢ Q en la
segunda coordenada):

a ke a ke a af & h
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dondem & phm & chparaQ phchQ phc.

Ejemplo 6.6.2.El grupo simétrico0 del octaedro es isomorfo a”Y & . El gruposimétrico O
del icosaedro es isomorfo @ O . (Este no es isomorfo a"Y, a pesar del hecho de que
ambos tienen el mismo nimero de elementos y que ambos contiene® acomo un subgrupo

normal.)

6.6.1Primer teorema fundamental de la teoria del cubo

El siguiente hecho Bsico se utiliza implicitamenteen algunos de los ejemplos que siguen.
Con frecuencia se necesita el siguiente hecho.

Teorema 66.1. Comenzandocon un cubo resuelto, etiquetemodas sigiientes caras con

O1 &Avisble AO AAAEOh |1 AOAAO 1T A PiI OEAEETFAOPAAEAT A
§ Cara"Ydel subcubo aristad "Q
1 Cara"Ydel subcubo aristao i
1 Cara™Odel subcubo arista Qi

Entonces bdas las carita pueden obtenerse a partir de estos por un madmiento del
grupo slice

Etiqguetemoslas carasYYOAA AAAA OOAAOAIT dnkisHe®E WA ORDBEMETLT 60
llamados lasmarcas de referencia estandar Cada movimientdQdel Cubo de Rubik produce

OT A 1 OAOA Al 1 AAA&EIaradad lAsmakcagen! @Blacdm ). Uda posicion de

Cubo de Rubik est4 determinada por el siguiente proceso de decision:

(a) ¢ Como estapermutados los subcubos arista?

(b) ¢Cbmo estapermutados los subcubos centro?

(c) ¢Como estapermutados los subcubos esquina?

(d) ¢Cuéal de lasmarcas relativas arista estanvolteadas (relativa a las marcas de
referencia estandar)?

(e) ¢Cual de las marcaslativas esquina son rotadas desde las marcas de refencia
estandar y,en caso afirmativo, por cuanto son rotadaéc“ 7o | 1* Yo radianes en
sentido horario, relativa a las marcas de referencia estandar)?

Esto es etiquetado como un teorema, debido a su importancia relativa para nosotros, jno
debido a su dificultad! Este es dPrimer Teorema Rundamental de la teoria delCubo de Rubik.

6.6.2 Ejemplo: giros y flips del cubo
Recordamos una notacion:

wes el conjunto de las 48 caritadel Cubo de Rubik que no son caritaentrales.
wdenotael subconjunto de las caritagjue pertenecen a algin subcubo esquina.

‘Oes el subconjunto de las caritague pertenecen a algun subcubo arista.

Sed'Cel grupo Cubo de Rubik.

SeaCel grupo generado por todos los movimientos del grupo Cubo de Rubik que no
permutan cualesquiera subcubos esquina o arista pero pued@aylos o voltearlos.

E R I
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f Sean'YRYRY, los grupos simétricos deéuiO, respectivamente. Podemos considerar
a’@'Q comosubgrupos de'Y. También podemos considerar & RY como subgrupos
de”Y (por ejemplo,”Y es el subgrupo deY que deja todos los elementos d&fijos).

1 Sea

“O nY ) “OT] no nY ) nd’_] no nY ) nd’] no nY ) ,\@

Notar que la accién déOsobre @winduce una relacién de equivalencia como sigue: decimos
que una caraQesequivalentea una cardaQsi hay un movimiento del Cubo de Rubik que envia
una cara a la otra. Hay exactamente dos clases de equivalencia, atash de"Oen ¢ a saberw

y ‘O. En particular, la accién déOen wes transitiva y la accion déOen'Oes transitiva. Por otro
lado,"Odeja a cada vértice (respectivamente, arista) fijo, aunque puede permutar la cara
esquina (respectivamente,cara arista) asociados a un vértice (respectivamente, arista).

6.6.3 Ejemplo: el grupo slice del cubo

Vale la pena estudiar un subgrupo del grupo Cubo de Rubik que es mas facil de analizar que el
grupo Cubo de Rubik en si mismdPartedel siguientematerial también se puede encontrar en
[BH], [SI].

SedOel grupo @ W M Qyenerado mr los movimientos de los cortes medios Este grupo
es llamado elO C O Blibed 8 '‘OlAcdnjunto de aristas del cubo (que identificamos con el
conjunto de subcubos arista), sea el conjunto de caras centrales del cubo, y séa O 6.
Note que "Oactla sobret®wy queOno mueve los elementos dé (es decir, los vértices esquina
del aubo).

Problema6.6.1

(a) ¢Es la accién dé@sobre transitiva?
(b) ¢Es la accién désobre 6 transitiva?
(c) ¢Es la accion d@®sobre Otransitiva?

Solucién:La respuestapara (a) es no, por ejemplo, un subcubarista no se puede enviar a una

cara centro. En consecuencia, hay elementos @&ue no pueden ser enviados a cada uno por

un elemento de'0. La respuesta para (b) es si; cualquier cara centro puede ser enviada a

cualquier otra cara centro por un elemem de"Q La respuesta para (c) es no, por ejemplo, el

subcubo aristad "Qo puede ser enviado al subcubo arista ipor un movimiento slice, por lo

que hay un elemento deOque no se puede enviar a cualquier otro elemento depor un

elemento de’O Ego completa la solucion.

, A OAODOAOGOA AA O1186 A A 1T AOA A 1T A OECOEAT OA

Problema6.6.2 ¢ Cuales son las orbitas d®sobre 0O?

Solucién: La respuesta se mde expresar de varias manerasupongamos que llamamos a dos
subcubos aristaequivalentes si uno puede ser enviado al otro por un movimiento slice (es
decir, un elemento dé0). Hay 3 clases de equivalenciaigjuntas: todos los subcubos €l corte
medio Y (el corte entre las carasY UD) son equivalentes, todos los subcubosel corte medio
"Od(el corte entre las carasOU®) son equivalentes, y todosds subcubos @l corte medio™Y'O
(el corte entre las carasYUO) son equivalentes. Las orbitas distintagle ‘Oque act(ian sobre
‘Oson las siguientes:
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1 el corte medio'Y (el corte entre las carasY UO), denotado porO
1 el cortemedio "Oel corte entre las carasOU®), denotado porO
1 elcorte medioYOART A4 AG OAGA GYUO |, denotado porO

Notar que’'O O ° O ° 'O ,es una particién deOen las distintas clases de equivalencia
definidas por la accion déOsobre'O. Esto completa la solucion.
Cada elemento déOdetermina un elemento en’Y. Tenemos un homomorfismo

"DOO Y8

Esta es otra manera de decir qu®actua sobre el conjunta, que ya sabemos.
Notar que cada movimiento slice basico (de este modod esO ,0 o0 ) es, como un
elemento deY, de la siguiente forma:

0 T OQEXEY 1T QXY

Reciprocamente, ¢un elemento d& determina de forma Unica un elemento déO? En otras
palabras, ¢e&inyectiva?

Para responder a esto, fijemosin" Q¥ 'Oy pensemosen lo que’Q"Q nos dice:"Q"Q nos dice
gue un subcubose mueve a otro subctbo, pero no nos dice, por ejemplo, como un subcubo se
voltea o gira.

El primer teorema fundamentaldel cubo(Teorema 6.6.1.) inspira la siguiente pregunta.

Problema6.6.3 ¢ Puede un elemento d®voltear (invertir los colores de un subcubo arista)
pero no permutar, un subcubo arista (y, posiblemente, permutar o voltear otros subcubos del
cubo)?

Solucién: La respuesta es no. La razén es que los movimientos slice s6lo pueden rotar un
subcubo arista dado dentro delsegmentoslice al que perteneceEsto completa la solucién.

De ello se deduce, por tanto, que lagermutaciones de los subcubosarista y centrales
determinan un Unico elemento del grupo slice. En otras palabras, hemos demostrado lo
siguiente

Proposicién 66.1.El homomorfismo™QD'O° Y esinyectivo.

Problema6.6.4. jEl andlogo de esto para el grupo Cubo de Rubik es falso! ¢ Por qué?

"Oactla sobre el conjuntdO , asi que tenemos un homomorfismo

i DOOo Y

y de manera similari DOO° Y { DOO° Y
"Oactua sobre cada uno de los conjuntdy 0, asi que tenemos homomorfismos

(I i i DOo° Y Y Y O"Yhi DOO° Y,

que podemos poner juntos para obtener un homomorfismo inyectivo
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i o0 Y Y Y v

Para determinar'Q, determinemos la imagen dé0en"Y Y Y “Y. Para hacer
esto, primero miraremosla imagen deOen cada uno déY hY U"Y
Esto es bastante facil:

E 1 A EiORCRTesd e 6,
E I A EIORCYI1esth e 6,
E I A EIORCRTes®Ale 6 .

Mas tarde, se quiere pensar et como Tiphcho , con adicion mod 4, y la imagen de un
elemento”@" "Obajo uno de los homomorfismos anteriores DO©° "Y ,digamos como un
ndmero enteromm I Q o©.

A continuacion, debemos determinar la imagen d®en"Y. Esto es facil si se mira en el camino
correcto. En cuanto a los movimientos de las caras centro se refiere, los movimientos slice
pueden ser sustituidos por sus rotaciones correspondientes de todo el cubo alrededor de un
eje de simetria. En este caso, podemos ver que la imageri@en Y es la misma que la imagen
del grupo simétrico jque preserva la orientaciéon del cubo! Esto Eabemos, por la discugin en

el Ejemplo 6.3.3 anterior, es isomorfo a'Y.

Juntando todqg vemos que la imagen d®en"Y Y Y "Y es isomorfa a un
subgrupo ded Y8

Podemos representar los elementos d®, por lo tanto, como 4tuplas "QRQRQKRQ , con
‘QRQKQ N 0 wQN Y. Puesto que cada uno de los movimientos generadores @¢a saber,
0 R hUD ) satisfacen

i "QEQ i Q¢ Qh
para todo@ "Q la imagen déOno puede ser todod Y.
Proposicion 66.2.La imagen déOend Y es isomorfa al kernel del mapeo

oD6 YO p
QAQAQRQ m i Q& J QN J QAN J QN ,

donde cada "Qes el signo de la permutacion, considerado como un elemento‘de
Problema6.6.5 Demuestre queSQQbds 1 XATC X @.@

Solucién: Hemos demostrado quées isomorfo a un subgrupo d& Y. De hecho, sabemos
que los movimientos slice basicod I R (que generanQ todos pertenecen al kernel de
0, por lo que'Oes isomorfo a un subgrupo deRQd O 6 .
Queda por demostrar que cada elemento en €'Q b pertenece aQ. Para ello, consideramos el
homomorfismo de proyeccion

i D00 Y

obtenido por camposicion de homomorfismosi i D'O° § Y construido anteriormente
con el homomorfismo de proyecciéro  "Y © "Y. Hemos demostrado qué es sobreyectiva.
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Nuestro proximo objetivo es calcular el kernel de&y utilizar el primer teorema de
isomorfismos para determinarQ
Afirmacion: El kernel denes

foYoly ™WosiQ ph Q1 Q1 Qkmnil A 8

Notese queQQT) es un subgrupo déOpor lo que el signo de la permutaciom "Q es igual al
signo de la permutacién "Q:

iMEQ M (i QJdQ QJd M MO8
Estoimplicaque™@Qf O "™ 0si Q@ phi " i " i Qknii A 8
Reciprocamente elegimos un Qv 'O tal que i Q pUl 1Q i Q1 Qk
ml | A . Podemos representar este element@como una 4tupla € re e h , con
m € oyi pnNY.

Por ejemplo,

1 elelementod 0O B D A esrepresentado por la 4upla phphtp ,
f elelementod 0O 2 B A esrepresentado por la 4upla Tiphphp |
1 el elementod 0D D DB D D D D B es representado por la 4

tupla Tt hp .

Estos elementos generan todos los elementos del grupo

N

GGG SEfCRn 6 Fo & Dk i T &
Notese que el grupo

G scfofoon 6 fy & ok i T A
es decir, a su vez, el kernel del map&o © 6 dadopor ¢fohido ™ & @ ok mi | A& .

Por lo tanto, el elementQA1T ACEAT AT OAOET Of AT OA AAAA OAO
estos tres elementod) R A) . Esto demuestra que

osi0 ph Q1 Q1 Qkmnii A O6QQy,

lo que implica la afirmacién.

Para resumir lo que tenemos hasta ahora: tenemos un homomorfismo sobreyectivo
nDO° “Ycon el kernel ™ 0si Q@ ph M i Q i Qkmni i A .El kernel
tiene SQQT) s o elementos y la imagen tieng€Qar s SYs TA ¢ telementos. Dado
que, por el primer teorema de isomorfismos,

‘orQQn e "y,
tenemos quesCs o ¢ T X ¢.Pero el kernel del homomorfismadDé YO  p, que

sabemos que contienéOcomo un subgrupo, también tiene 768 elementos. Esto obliga a que
"Q 'QQ0 . Esto completa la solucion.
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6.7 Una mezcla heterogénea de productos semi-directos

0AOA OAIT T OOOOEO AA &I Oi A AgbPl pAEOAS Al COODPT #(
productos semidirectos. Estudiamos productos semdirectos en estaseccion.

Un producto semidirecto es un tipo especifico de construccién, mas general que el producto
directo, de un nuevo grupo;Q a partir de dos gruposO y ‘O, con ciertas propiedades. Es a su
vez que 'O y 'O seran subgrupos deO

Si un grupo’Ocontiene dos subgruposO y O, con'O W"Onormal, tal que cada elemento de
“Opuede ser escrito de manera Unica como un product®™Q, con'Q ¥ 'O y"Q N "O entonces
decimos que'Oes el producto semidirecto deO y'O. En esta situacionO es llamado un
complemento deO. En esta seccion, veremostra manera de expresar un producto semi-
directo. Mas adelante, veremos que el grupo Bo de Rubik puede serdescrito usando
productos semidirectos.

Definicién 6.7.1.Ahora supongamos quéO HO son ambos subgrupos de un grup@ Decimos
gue "Oes elproducto semidirecto de O por 'O, y escribimos

O 0RO
Si
T 'O 0200,
1 O U sélo tienen 1, la identidad déQ en comun,
T O esnormal en'O
%OOA AO 1 A OOAOOE &emiditett® AOT A8 AAT DBOT AOAOI

Por supuesto, si definimos cualquier cosa usando dos definiciones aparentemente diferentes,

jseria mejor estarseguro de que son equivalentes! Este es el Teorema 7.23 en [Rle no
demostraremos aqui.

Notese que la regla de multiplicacionen”Ono tiene que ser mencionada ya que estamos
suponiendo aqui queOesta dado.

, A OOAOOGEET AQOAOT A6 AOOU AAEET EAA PI O OT A AlITC

Definicién 6.7.2.Supongamos que tenemos un homomorfismD™O © & 6
Definimos la multiplicacion sobre el conjuntdO O por
whd J6ho W o) @ hw I 8

Esto define una operacion de grupo. Este grupo, denotado g@r 3 O, es elproducto semi
directo (externo).

Estas dos Ultimas definiciones soequivalentes por los Teoremas 7.27.23 en [R].
Como un conjunto,O ;30 es simplemente el producto cartesianédO 0.

Ejemplo 6.7.1. Seaa el producto directo del grupo aditivo de los numeros reales con si
mismo:
s o sawOA AT AO

la operacion de grupo se realiza sumando componente a componente. $e&l grupo ciclico
multiplicativo con 2 elementos, cuyos elemetos escribimos como0 ph . (Podemos
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pensar eni como igual a p pero hay una razén para esta notaon la cualseaclararapronto.)
Definamosuna accién ded sobresi por

pay dwoh i dw  dwh W s
SeaCel conjunto™O a 0.
Definamosla operacién binaria Q"0 "0° "Opor
Qe 0"Qh M & Qhad X h

para todo"QRQ ¥ "Oy todod fix N 6 . Este es un grupeel producto semidirecto des con
0.
Para ver esto, debemos responder algunas preguntas:

¢escerrado bajo la operacion? Si
¢existenciade la identidad? SiQ it fp

¢existenciadel inverso? Si, o p ¢h O hU ook «h wh
cesasociativa? Esto es lo dificil:

= =4 —a A

Qe 0"l OTQh Q & 'Qhd B OQh
Q¢ ¢ Qhad X
Qe O QM O"Qh " 0°Q a "Q ha
Q¢ 4 & haOad
Esto implica la asociatividad.
Ejemplo 67.2.Sea
"W phiHhH dHF dA 33 h O pih 33 h O ph 8
Sea%D™0 © & 0 ® definida por

% p  p (el automorfismo identidad)
%i Q i 0Q4 i Jd

(dado quei i), ™ "0.
Denota el producto semidirecto (externo) de 0,0 por' O 03 O.

Por supuesto, hay unaestrecha relacion entre productos semiirectos definidos
internamente y los definidos externamente El siguiente lema eprobado en [R], explica esta
conexion:

Lema 67.1. Si'Ces el producto semidirecto (interno) de O por O (por lo que™© es un
subgrupo normal de"Q, entonces hay un homomorfismo

%D™0 © 6 6 ©

112



talque™Oe O3 O .

Ejemplo 6.7.3. Sead el grupo ciclico de orderQ el cual podemos considerar como un
conjunto & pMB KQ  p , con la adicionmod Q Sed) & , que consideramos como el
grupo de &-vectores conOAT A £E A & B B OB BYAeh drupo simétrico degrado¢, es
decir, el grupo de todas las permutaciones

nD phciB e © pheB R 8

El grupo™Oactia sobrel permutando los indices, es decir, las coordenadas de los vectores.
Para™Q' Y, definimos™@ D6 © 6 por

o0 o B 0Q VhU @B Y6 h ey
donde 0 "Q es la matriz permutacién asociada a una permutaciéiQy 0 denota la
transpuesta (un vector columna) deb. Ahora, paranm ™ "Y yohd ¥ 6 definamos

Al oA A Ao

Esto define un producto semidirecto 6 3"Y, el grupo simétrico generalizado Unamatriz
monomio es una matriz que contiene exactamente un reero de entrada para cada fila y
columna. (Se sabe qué (Y es isomorfo al grupo de td1 O & WvalbresGmatrices
monomios¢ &8 h 2 h AEAOAEAEI x80c08

6.8 Productos corona

Haremos una inspecciéna los hechos basicos acerca de los productos corona. Productos
Corona son generalizaciones d@roductos semidirectos. Ocurren de formanatural en la
teoria del grupo Cubo de Rubik (ver [Si], por ejemplo). Seré breve porque los productos
corona que ocurren en la teoria del Cubo de Rubik puede ser, si lo desea, reformutaein
términos de productos semidirectos. De hecho, es suficiente par considerar grupos
simétricos generalizados (véase efeorema 68.1a continuacion), que son aun mas faciles de
tratar y ellos mismos son tipos especiales de productos sefdirectos.

Sea’Oun grupo, y sedOun grupo que actla sobre un conjunto finit@d . Fijemos un
etiquetado de® digamos®  QRQM HQ , donded g sy sea’O el producto directo

de "O consigo mismod veces, con las coordenadas etiquetadas por los elementoscole

Definicién 6.8.1.El producto coronade "Oh™0, es elgrupo
"Ox 00 O R"Oh
donde la accion deO sobre™O es a través de su accion sobi® .

En particular, para cadad™ "Ox OO hay un"Qn~ "O. Denotamos estaproyeccién por
"Q n i0.Definamosa basedel producto corona por

6 ovOxO00sHio p

porloqueé O .
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Ejemplo 68.1.Sean el producto directo del grupo aditivo de los numeros reales consigo
mismo € veces. La operacion de grupo em es adicion componente a componente. Sé4 el
grupo simétrico. Este actia sobr@ permutando coordenadas como en (&). Esta accion
respeta la adicion:

i o o oM 1 oo h

wBh hoMBho Na . (Dicho sea de paso, sino que también preservaultiplicacion
escalar:

(ALY SN A" )
parabN 9 y QN a. Por lo tanto,i define una transformacion lineal invertible sobrea . De
hecho, hay un homomorfisméY © 6 6 @ , donded 6 @ denota el grupo de todas las
transformaciones lineales invertibles sobrea . ¢ Reconoces este homomorfismo? Ha ocurrido
anteriormente.)
Sea’Oel conjunto

O 4 Y

y definamosuna operacion binariaQ ‘O "0° "Opor
M Db ® n°® M 3 h

para todod hié N a8 ytodor) i} N "Y. Este es un grupo. Para ver esto, debemos responder
algunas preguntas:

¢EsOcerrado bajo la operaciono? Si.

¢Existe una identidad? SQ  #p .

¢ Existe un inverso? Si,afm N e
¢ Es‘Oasociativo? Esto es lo dificil:

= = —a -

M JbM JbM ® N b M
UL UL
b O dhMm ObMm dhm O® n°
b Wb A e Ap O 3
Esto implica asociatividad. .
Este grupo es el producto corona dg con”Y, 'O 4 x QY dondes es la base.

Lema 68.1.

(@) La based, que es isomorfa al producto directéG ¥ es un subgrupo normal de
“OX (‘x\)8
(b) "Ox OO 706 es isomorfo @0.

Esto es una consecuencia dglrimer teorema de isomorfismos de la teoria de grupos. La
prueba se omite. (Consulte el capitulo 8 de [NST] o [R] para més detalles.)
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6.8.1 El grupo Cubo de Rubik ilegal

SedaOel grupo Cubo de Rubik ilegatie todos los movimientos legales e ilegaleseti Cubo de
Rubiko o. En otras palabras, ademas de los movimientos basicos usuales (a saber,
"YWRYHORDY), que nospermiten desarmar y volver a armar el cubo los subcubos esquina y
arista (pero no podemos quitar las pegatinas de las caras). Séa el grupo de todas las
rotaciones de un subcubo esquina en particular por un angulo de 120 grados. (En realidad,
este grupo depende de la esquina en rotacidn, pero puesto que estos grupos son todos
isomorfos, podemos quitar la dependencia de la notacidnSead el grupo de todos los flips

de un subcubaarista particular. (Una vez mas, este grupo depende de la arigiae estasiendo
volteada, pero puesto que estos grupos son todos isomorfos, quitamos la dependencia de la
notacién.) Vamos a demostrar masarde que

O 6 x0Y 6 xOvY,
donde wes el conjunto de subcubos esquina@es el conjunto de subcubos arista.
6.8.2 Elementos de ordeMen "1 "H.

En esta seccion, vamos a aplicar nuestro conocimiento de los productos corona para
incrementar nuestra habilidad para determinar todos los elementos de orde@en el grupo
Cubo de Rubik. (El cas@ ¢ serd examinado en detalle més adelante.) En algunossoa (por
ejemplo, en los casos con los que tratamos aqui), productos corona llegan a ser relativamente
concretos y grupos familiares.

Sed'Y¢hi el grupo de todas las matrices monomios & con entradas end . Comenzamos
con el siguiente resultado, que nos permite identifica’Y¢hd con el grupo simético
generalizado en el Ejemplo 6.7.3.

Teorema 68.1.Hay un isomorfismo entred X OYyel grupo“j(éﬁi , que envia un elemento
QN 0 x OYhe OB ~0 U TY,alvectord "Qdiag o .

Es un caso especial de un ejercicio en [R].
Ejemplo 68.2.Si¢ oyd ¢, entonces

1 pfph p hpfg  corresponde a

T p T p T T mT p T
p T T P T p m 1 N
mmTp T T P n m p
ph php hph corresponde a
mpT T P T T m p T
p M T M p T p 1T T8
T TP T T p m m P

Seab UMMM v UQ Y. Es claro de este teorema que un elementdfiQ v
0 x OY es de ordenQsolo si la matriz permutaciond "Q es de ordenQ En efecto,
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®hiQ ® Qb
®hiQ ® Qb Q
é

"nQ F]
:u) ~

RQ h
®hiQ @ 8 O o AQ 8
Concluimos con la siguiente clasificacion de los elementos de ord@en el producto corona.

Proposicién 68.1. Un elemento ®iQN ¢ x OY, 8 O MM ~§ UQ Y, es de
ordenQsiysélosiQ pyd 8 Q ® 1, donde’Q se define en (62).

Este resultado puede, en principio, ser utilizado en conjuncién con la determinaciéon explicita

del grupo Cubo de Rubik dado mas adelante para determinar todos Idementos de un orden
dado.Ver7.3
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Capitulo 7

El grupo Cubo de Rubik (legal)

En este capitulo, construimos sobre el material de los capitulos anteriores para describir
matematicamente el grupo de movimientos (legales) del Cubo de Rulwk o. Para los
principiantes, podria parecer que hemos terminado un camino largo a una colina. Sin
embargo, jno hemos terminado! Aunque el terreno puede aplanarse, hay todavia un poco de
una caminata hasta llegar a nuestro destino.

7.1 Descripcion matematica de los movimientos del cubo

En esta seccion, se describen matematicamente los movimientos del Cubo de Rubiko o.
Como veremos, esto conducira finalmente a la descripcién del grupo Cubo de Rubik como un
subgrupo de indice 12 de un producto directo de dgsroductos corona.

7.1.1 Notacion
Primero, orientamos todas las esquinas y aristas como enleorema 6.6.1
Las orientaciones arista se presentan como sigue en las cai@sr'y Y.

3

VA e
— Al
R
5 F |+ | ]+

+ 10
9

Figura 7.1: Orientaciones arista y etiquetas para el cubo.

Parai AO 1T OOAO AAOAMAeY lasAdristas, KA i B wdo Esto fija las
orientaciones  arista. Para las aristas etiquetadas, ordenar las aristas

6 ' v d b ADh &0 D FQ dO By etiquetarlas, en orden, del 1 al 12 (asi, por ejemplo,

la arista’Q des 11).

OAOA 1 A0 1T OEAT OAAET T AO 6A &N O KT AAhA &linAd0pe @by ERAQ |
en todas las caritgd esquina inferiores. Las etiquias y orientaciones esquina se representan

en las caras@Y y Ocomo en la siguiente figura 2 (El mismo etiquetado fue utilizado en el
3.6.2anterior).
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+ |+
7 2

Figura 7.2: Orientaciones esquina y etiquetas para el cubo.

SeaO OYROAYRORD® Cel grupo del Cubo de Rubik de o oy seaOA1T CcOODPT OAIl Pi E
generado porYWORYoOR@® U OT AT O 11 0 11 OETl EAT O1 O OEl ACAIl AQE
volver a armar elcubo, pero remover alguna caritas Seawel conjunto de vértices delcubo

(que nosotros identificamos con el cojunto de subcubos esquina del ibo de Rubik) y sea

" BOo Y

el homomorfismo que asocia a cada movimiento del Cubo de Rubik la correspondiente
permutacion de los vértices (verEjemplo 6.2.). SeaOel conjunto de aristas del cubo (que
nosotros identificamos con el conjunto de subcubos arista del Cubo de Rubik) y sea

, DOO Y

el homomorfismo que asocia a cada movimiento del Cubo de Rubik con la correspondiente
permutacién de las aristas (ver €Ejemplo 6.2.)).

Estos homomorfismos’ y,, seran reformulados de maera ligeramente diferente en7.2.2a
continuacion.

7.1.2 Orientaciones esquina

Seal DO©C § la funciébn que asocia a cada movimient&™ "Olas correspondientes
orientaciones esquinas. Mas precisamente, sé@ Oy decimos que'Qmueve la esquind la
esquina’QEntoncesh) "Q N & es la orientacion a la que éREsimo vértice es enviado pofQ

donde los vértices estan etiguetados como en dlagrama mostrado y donde la orientacion es

el nimero de girosde 120 grados en sentido horario necesarios para convertir la referencia

OA1 AGE OAA®AT EAT BT O 11 OEA BE@sadb el MdvimiendoQeh @INOET A
AOOUT AAO A Absabrk EAsQUnEQAEA O
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Ejemplo 7.1.1.Tenemos

7(X)
(2,0,1,0,1,0,0,2
(0,0,0,0,0,0,0,0
(0,0,0,0,0,0,0,0
(
(
(

0,1,0,2,0,2,1,0

1,2,2,1,0,0,0,0

0,0,0,0,1,2,1,2
Tabla7.1

l=v I ve Il w B

)
)
)
)
)
)

El etiquetado de las esquinas que se usa eriaetabla es como en efeorema 6.6.1.

Observacion 71.1. El efectg de un movimientoQN "O~en las orie~ntacionesesquina~ p~uede
OAI AEi1T OAO AT 1 OEAAOAAT AT 116801 OAARAOENOAOGAAT AA

Note que un movimiento™@¥ "Otiene dos efectos en las esquinas:

(a) una permutacion” "Q N "Y de los vértices,
(b) una reorientacion de los movimientos vértice en (a).

En particular, para"Qv "O, la orientaciéon & "0Q soélo puede diferir deb "Qen las

coordenadas correspondientes a los vértices permutados p&2

Il ET OA OAI T O A OAOEZEAAO wROAb® D ds lal niisd lcamd mE& T  OC
orientacion ® "'Q, supuesto que uno toma en cuenta el efecto d@en los vértices:

BQ "QOHNQ ®Q.

Lema711l.®Q ®»Q " "Q Q.

Prueba: EI movimiento "(Xorienta el subcubo esquind€Esimo por 0 (X2 y permuta los
vértices por” (X2, por definicion

Por otro lado,"CXprimero actuara por "Quego™Q ElI movimiento'Qreorientara el subcubo
esquina@simopor U "Qy envia el vértice’@®simo d vértice” "Q "Qésimo.

Para estudiar el efecto posterior déQen esto, vamos a restab "Q de® (X2, por lo que
estamos de vuelta a nuestra orientacion original (vamos a agregar’Q de nuevo mas tarde).
Llamamosa esta posicionel cubo modificadopor ahora.

El movimiento "Qprimero orienta el subcubo esquind@simo del cubo modificado pod Q'y

permuta al vértice” "Q "Q Elsubcubo’@simodel cubo modificado viene de (a través d) el
subcubo” "Q "Qésimo del cubo original. Asi, el subcubo esquin&@simo del cubo
modificado es, por medio de’Q reorientado porv Q. A esto hay que afiadir en el

0 "Q para obtener el efecto total déCXsobre el vértice @simo del original:

M 0 Q U "Qh
paracadap "Q U, loque implicael Lema Z.1.
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7.1.3 Orientaciones arista

Seal DOO ¢ la funcion que asocia a cada movimient® "Olas correspondientes
orientaciones arista. Mas precisamente, seé@" "Oy decimos queQmueve la arista’@ la arista

"OA continuaciénd "Q N & es la orientacion que la aristé&@sima envia &Q donde hs aristas

estan etiquetadas como en el diagrama mostrado y donde la orientacion es el nimero de flips

AA pynm COAAT O T AAARAOAOET O bAGA 1AA Qpibdrmivmientol A OA £/
de la arista'astala ‘Qisando el movimientoQen el OA EA OAT AE A0 AT OO AMOA QA A OE ¢

Ejemplo 7.1.2.Tenemos

X W (X)

F 1(1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
U |(1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
FeU |(1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0,0)
U+F|(1,1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
B |(0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0)
D 1(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1)
R (0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0)
L 1(0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0)

Tabla7.2
El etiquetado de las aristas utilizado en esta tabla es como enTelorema 6.6.1.

Observacion 71.2. El efecto de un movimientoQ¥ "Oen las orientaciones arista también
DOAAA OAO AT 1 OEAAOAAT AT 11T 88 OAAOENOAOAAT AA |

Note que un movimiento'Q¥ "Otiene dos efectos en las aristas

(a) una permutacién, "Q N Y de las aristas,
(b) una reorientacion de las aristas que se han movidm (a).

En particular, para @iy 'Q la orientacionie "CQ puede diferir de un ®"Qsélo en las
coordenadas correspondientes a las aristas permutadas p2
Vamos a decir que

P ®Q ,Q »wQ X®
esdecir, que

0 "M 0 Q 0 "Qh

para cadap "Q p ¢ La prueba de esto es simal a la demostracion del Lema 1.1 para
verificar (7.1).
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7.1.4 El producto semidirecto
Considere el siguiente producto directo de dos productos serdirectos:
O 0 BYY 0 B7Y 8

Observacion 71.3. Esto también puede ser escrito en la notaciéon de los productos corona
como el siguiente producto directo de dos productos corona:

O 6 x0Y 6 x0VY38
Como un conjunto, pensamos dé& como que pertenece a Y 0 Y. Si

representamos elementos dédiQae Ocomo™Q OH A AQae Vd@ddeeN 6 Y
0 Y entonces, la operacién del grupo se dara por

QOQ OAMA Ovdddde O 01 vadiil 00 vadii 8
Considere la funcién
RIO° 6 BY 0 B"Y
om0 QR QR Qh, Q 8
Proposicién 7.1.1.El homomorfismo —es un isomorfismo de grupo0Oe G

Demostracién:Puesto que

® "QF "Qhp "Qh "Q Db QR Qi Qh Q
BQ 0”"Q QR Q" Qh™Q 0, Q W®QhH Q, Qh

el mapeo de-es un homomorfismo. Dado que cualquier reorientacion y permutacién puede
ser alcanzado por un movimiento ilegaldebe se sobreyectiva. Por el teorema 6.1, el kernel
de-es trivial (esto es sélo una forma elegante de decir que si ningln subcubo es permutado o
reorientado entonces el cubo no cambia).

7.2 Estructura del grupo cubo

%l  OAOOI OAAT DPOEI AEPAI AA AOOA OAAAE&T AO Al
AOAT 86 %l OAOOI OAAT AA ABApetshohdedls.T AO A 1 A OAU
Algunos preliminares. Identificamos, como erv/.1, cada’ Q¥ "Ocon una 4tupla

® QR "Qhp "Qh, "Q
donde

1 " "Qes la permutacion correspondiente del conjunto de vérticemdel cubo,
1 . "Qeslapermutacion correspondiente del conjunto de arista®del cubo,
T 0 "Qh) "Q son lasorientaciones definidas en 71.

Observacion 72.1. Sea’Y el grupo simétrico de grado¢ e identifiquemos™Y con"Yh"Y con
"Y . Porejemplo 6.2.1, sabemos que
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(a) " DO° "Y es un homomorfismo,
(b) , DO° Y es un homomorfismo.

7.2.1 El segundo teorema fundamental de la teoria del cubo

Pregunta: Teniendo en cuenta una 4upla OAFOH , dondei i son permutaciones de las
esquinas, respectivamente aristas, como anteriormente y

0N B R oM G

¢qué condiciones déh OA) aseguran que corresponde a una posicion posible del cubo de
Rubik?
El siguiente resultado responde a esta preguntdebido a Ann Scott.

Teorema 7.2.1.(Segundo teorema fundamental de la teoria del cubdyna 4-tupla @h hoeh
como anteriormente ( N "Yhi N Y hé~ 6 hieny & ) corresponde a una posible posicion
del cubo de Rubik siy sélo si

@it (0h OPAOEAAA ECOAI Aiii PAOI OOAAEITAO
o 8 vkmiiah OlA AilOAOOAARESET AA 110 GEOI O
@6 8 0 kmiikh O A AiTOAOOAAE&T AA O OF OAI

Prueba:Para simplificar, escribimoso por &.

Primero, probaremos laDAOOA O0&i 1 OE&8 OMMAAEON 6AO0OI Ei T O
0 representa una posicion (obtenida legalmente) del Cubo de Rubik.

De esto queremos demostrar (a} (c).

Sea’ "Cel elemento el cual mueve el Cubo de Rubik de la posicion resuelta a la posicion
asociada con esta 4upla. Entonces " "QUi , "Q. Sabemos qué&se puede escribir

como una palabra en los movimientos basico¥ORNOR®O, digamosQ @& 8 &, donde

cada® es igual a uno de lo&NYHOR@Y. Observar que sides uno de estos movimientos

basicos, entonces "Q¢ ® [ Q¢ & .Yaqud "% y, son homomorfismos, se sigue

que

i Q¢ i Q¢ Q i Q¢ ®© i Qg © [ Q¢ © i Qt 8
Esto demuestra (a).

Hemos comprobado (b) para los movimientos &sicos en el ejemplo anterior 7.1.1.N6tese
que

() la conservacion de la condicion giros en (b) es cierto par® B ) siy solo si es
cierto para cualquier permutaciond 1) 0 o B

(i) si VB y LadB e cada una satisfacenla conservacion de la condicion de
giros en (b) entonces, su suma también satisface.

Como anteriormente, escribirQcomo una palabra en los movimientos basico¥h YAOR®0

por ejemplo’Q & 8 & , donde caday es igual a uno de lo¥DAYHOR®S. Suponemos que
esta expresion es minima en el sentido que elijamos de modo queQes tan pequefio
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como sea posible. Est#es llamadalongitud de"Q (Esta longitud es la misma que la distancia
de "Qa la identidad en elgrafo de Cayley deQ)
Ahora probaremos (b) por induccion sobre la longitud. Ya lo hemos comprobado para todas
las palabras de longitudQ p.
Supongamos quéQ p. Por la férmula dando la orientacion del producto de dos movimientos
en términos de las dos orientaciones de los mowientos, tenemos

BO8L © "O8® B QO bBO8wW 8
El término” ® 8 ® b & satisface la conservacion de la condicion de giros en (b)
por (i) anterior. El término ® ® 8 @ & satisface la conservacion de la condicién dgiros
en (b) por la hipétesis de induccién. Su suma satisface la conservacién de la condicion de giros
en (b) por (ii) anterior. Esto demuestra (b).
La demostracion de (c) es muy similar a la demostracién de (b), sahgque utilizaremos el
Ejemplo 7.1.2 erugar del Ejemplo 7.1.1.

' ET OAh AAAAI T O AAiT OOOAO Al OAT OAT A AT 1T A AEOA,
(b), y (c) debemos mostrar que existe una posicion legal correspondiente del Cubo de Rubik.
Esta parte de la prueba es constructiva.

Primero, probamos un caso especial. Supongamos gueg/ i son ambas la identidad y que

0 B h T8 ht .

Hay un movimiento que gira exactamente dos esquinas y conserva las orientaciones y las
posiciones de todos los otros subcubosPor ejemplo, el movimientdQ Y O Y6 Y6

gira la esquinad "Q120 grados en sentido horario, la esquiné Q@40 grados en sentido

horario, y conserva las orientaciones y posiciones de todos los otros subcubos. Este
movimiento se puede modifcar facilmente, por una conjugacién adecuada, para obtener un
movimiento que gira cualquier par de esquinas, y conserva las orientaciones y posiciones de

todos los otros subcubos. Estos movimientos generan todas lasuplas posibles satisfaciendo
laconEAE&T AA Ai 1T OAOOAAEel AA CEOI O Al A 8 %0OOI
caso de qué yi son ala vez la identidad y qued 8 f T8 ft .

A continuacioén, probaremos otro caso especial. Supongamos que r y s son ambas la identidad
yque 0 B R T8 frt .

Hay un movimiento que mueve exactamente dos aristas y conserva las orientaciones y las
posiciones de todos los otros subcubos. Por ejemplo, el movimiento

QO® 00 YYYY YVYVY

gira la aristad "Qa aristad i y preserva las orientaciones y las posiciones de todos los otros
subcubos. Este movimiento se puede modificar facilmente, por una conjugacion adecuada,
para obtener un movimiento que gira cualquier par de aristas, y conserva las orientaciones y
posiciones de todos los otros subcubos. Estos movimientos generan todas las posibles 12

O06pi AG NOA OAOGEOAEAAAAT 1 A Ai 1 OAOOGAAEs&T AA 1 A AT
del teorema en el caso de quey i son a la vez la identidad y qued M8 f T8 Frt .

#1117 O A Ai1 OAAOAT AEA AA AOGOI O AT O 11 OEIiT O AAO
teorema es cierto en el caso de quey i son ambas la identidad.

Por ultimo, probamos nuestro Gltimo caso especial. Supongamos que 8 ) s fit y

que 0 B T8 . Considere las siguientes tres afirmaciones.
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i Dados tres subcubos arista, hay un movimiento que es uncilo en estas aristas y
preserva las orientaciones y posiciones de todos los otros subcubos.

i Dadas tres esquinas, hay un avimiento que es un 3ciclo en estas esquinas y
preserva las orientaciones y posiciones de todos los otros subcubos.

1 Dado cualquier par de aristas y cualquier par de esquinas, hay un movimiento que es
un 2-ciclo en estas aristas, un-2iclo en estas esquias, y conserva las orientaciones y
posiciones de todos otros subcubos.

Por proposicién 6.4.1, sabemos que& es generada por la arista de-8iclos anterior y qued
es generada por la esquina de-8iclos anterior. En otras palabras, podemos construinna
posicion del Cubo de Rubik asociada con cualquiertdpla i H frfrt, siempre quel ¥ & y
i NO .Elsubgrupod 0 es elindice 4 enY Y dado queSYZ0 s . El tercer tipo de
movimiento, la aristaesquina de 2 ciclos anterior, no seorresponde con un elemento del
subconjuntod 0 del grupo Cubo de Rubik porque una arista de -@clos es una
permutacién impar de las aristas. Por lo tanto, si consideramos que el subgrupo®e Y
generado por los tres tipos de movimientos que obtendra ya sea tod Y o algun
subgrupo de indice 2 que contiene propiamenté 0 . La primera posibilidad se puede
descartar, ya que contradice la condicion de paridad en (a). El anico subgruge™ Y de
indice 2, que contiene propiament® 0 es el subgrupo de los elementos que satisfae la
condicion de paridad en (&

$A Al1T OA AAOPOAT AA NOA 1T A DPAOOALYDG@d&EMbAAT OAT «
cero.

El teorema & una consecuencia de estos casos especiales debido a lo siguiente.

Afirmacién: No importa qué posicién del Cubo de Rubik sea, siempre hay un movimiento que

TT DPAOI OOA AOAI NOEAO OOAAOAT DAOIT OO0&®GHI OABE 1 ¢
ambascero.
La prueba del teorema ha terminado.

Corolario 7.2.1.El grupo del Cubo de Rubik est4 dado por

donde (a), (b), (c) son como en el teorema anterior.

Ahora demostremos que el centro del grupo del Cubo de Rubik consiste en la identidad y el
superflip.

Corolario 7.2.2 El centro deOAT T OEOOA AA AT O Al Ai AT 61 06g 1 A E
G ®ihed donde® pfpBH Y6 A BY 6 hi pN Y wi pNoY.
Prueba:La prueba dada aqui es esencialmenta misma que la de Bndelow [B1].

Escribir 0 en lugar dew, por simplicidad. Recuérdese que el centro d¥,&¢ ¢, es trivial. Fijar
vhhbh N "Q Tenemos

OAFOA Ovdddee 0 01 Oadiil ) 00 Oodi &

Odd da) dd 2D UA h hi Ve 01 OUHde 0iey Hdeh
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para todo Uddd®)ddeeN "Q sblo si pyi p. Esto implica qued Ve L 0 iad), para
todoia Y. Esto obliga a)a ser mvfB hit o pfpf8 fpp o ¢hfB iy . Puesto que debe
satisfacer la conservacion de giros, no puede septpfB Fp o ch;kB f; . Del mismo modo,

0 U Ve 0 iad, para todoia® "Y obliga a0 a ser 8 At o phpfB fp . Cualquiera

de estas opciones es aceptable, ya que ambos satisfacen la conservacién de los lanzamientos
flips.

7.2.2 Algunas consecuencias

Vamos a reformular el hecho anterior sobre el grupo del cubo de Rubik desde un punto de
vista diferente. Esta nue® perspectiva nos ayuda a determinar el tamafio de este grupo. Sea

'O @Ahei sivCYANCYh }
® OB W~ mpkkh 8 0 kil &h
® OFR MR W~ Mpid 8 0 kniliéd

En otras palabras;O contiene las permutaciones de las esquinas, permutaciones de las
aristas, las orientaciones de las esquinas, y las orientaciones de las aristas. Hay una
conservacion de condiciones de flips y una conservacion de la condicion giros pero no
condicion de pardad en las permutaciones. Definir una operacion binar@D'O "0 © O
por

@ihei Owdddapddee ® 01 Wedi AP 01 O(pedi dee
dondeD es la matiz permutacion (Definicion 1.2.9. Esto define una estructura de grupo en
"O. Este esun subgrupo del grupo ilegal Cubo de Rubik de indice 6.

Teorema 7.2.2.Hay un isomorfismo
e 6 BY 0 B"Y

donded es el grupo ciclico corg elementos yf3 denota el producto semidirecto y dondeo
(¢ chohQ xfp pse identifica con el subgrupo dé  definida por
® OB so~ mpre ph 8 0 kmiT A h
En particular, _ _
O0s SYEY SO Vs YAp&x I8
Prueba:Esto se deduce de la definicion de producto serdirecto y el principio multiplicativo.

Corolario 7.2.3.El grupo“Odel Cubo de Rubik es el kernel del homomorfismo

_ %D00° ph p
whhen mi Q¢ i Q& 8

En particular,"O "O es normal de indice 2 G (AP &, 0 8

Prueba: Esto se deduce del teorema y del primer teorema de isomorfismo de teoria de
grupos (Teorema 6.5.).

Recordemos que el subgrupo conmutadd© de"Oes el subgrupo formado por todos los
productos finitos de conmutadores, "BQ "Q0Q0Q 2Q , donde"®iQson elementos
arbitrarios de "O
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Teorema 7230 "M "0Oi Q¢ Q i "Q Q »p.

Prueba; Se sabe que el subgrupo conmutador d¥ eso , para¢ 1 (Véase el capitulo 3 de
[R], de hecho, par& 1, Anesel tnico subgrupo normal propio no trivial déy).
Considerar la proyeccion mape@oD06 B"Y © Y. El kernel de%eesd . Ademas,

%o "HQ %" QTIQLQ IQ %0"Q Jbo'Q Tbo'Q  Ibo'Q %0 Q6" Q h

para cualquier'(iQ¥ 6 3°Y. Esto implica que los mapeo%.del subgrupo conmutador
0 B"Y al subgrupo conmutador Y 0 . De esto se deduce qua&d RB"Y 0 3

0 . Esto implica el teorema.
Corolario 7.2.4.50s sGic.

Prueba: El teorema anterior implica queSOOs ¢, utilizando el primer teorema de
isomorfismos.

7.3 Los movimientos de orden 2

En esta secciébn se presenta, como habia prometido, un método para determinar los
movimientos de un determinado orden en el grupo del Cubo de Rubik. Nos limitaremos a
calcular d numero de movimientos de orden 2, aunque el método debe, en principio, trabajar
de manera mas general. Sin embargo, tal vez es posible que el lector curioso y emprendedor
utilice una computadora para encontrar los movimientos de ordei®, dondeQ ¢, deuna
manera similar alo que hacemos aqui.

El conjunto de elementos de orden 2 se puede dividir en 3 subconjuntos disjuntos:

(a) los elementos moviendo sélo las piezas esquina,
(b) los elementos moviendo sélo las piezas arista,
(c) los elementos movimiento las piezagsquina y arista.

Echemos un vistazo a un subconjunto de (a), que consta sélo de las permutaciones pares de
orden 2 de las 8 piezas esquina. Es evidente que estos elementos pueden solo consistir de
swaps que preservan orientaciones de piezas esquinas dimalguno de los 2 pares (4 piezas
esquinas) o 4 pares (todos las 8 piezas esquina) son afectadas. Dado un par de piezas esquina,
siempre hay 3 swaps que preservan la orientacion.

El resto de (a) y (b) (no olvidemos(b)) tiene que ser calculado analogamente.

Recuerde que er6.8.2que un elemento ®iQ~ 6 x OYh®d O MR M6 hUQ Y,
eselordenQsiysolosiQ pUd 8 Q & T

En particular, elementos de orden 2 e 3 "Y son los & coni de orden 2 (Por lo tanto un
producto de distintos 2 ciclos) ybque satisfaceb 8 O emi T Ayd 0 e

T [ I \,ér,. No todos estos elementos corresponden a un movimiento legal del Cubo de Rubik.
50ElI EUAT AT Al icOOBOEIN ALk AakAldnmbd®Ahid@ dde elementos de orden
2end BYaser

0' —
TA

0 —_—
A

p'llJ(pT P_UJ(PT p_llJ (PG UJG Coudw  X&
¢ ¢ ¢ OAC ¢ C CAC ¢ C
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%l Oi @8 EUT AD Oicehtds bl los Maviinientds legales del Cubo de Rubik, si se
toman BT 0 00 AOAT 6Ah UA NOA 11 OI1T BDAO plro 11
A

AT TAEAE&T A DAOEAAAG @B deerdeni2ierd ABOY cod pardsl ATl AT O1 O
P Y o T P Y o
— — o mTo&du &
A ¢ ¢ % chg ¢ P X

El nimero de elementosfi  de orden 2 end 3 "Y coni impar es

PY o T W
— o

A o T& T 8
GAc ¢ « C pPPpTR X
$A1 T EOIT TTATR A O0AOI O AARI deakdsehmbdidde | O OED
elementos de orden2em B3°Y a ser

gpcmec pPPCpTLT
GA ¢ ¢ C VAG ¢ C
g_pcécpc g_pcﬁwc PpCpm
TA ¢ G oA ¢ G GA g ¢
Pgq

¢ S o puouEuXPe X®

Una vez mas, no todos éstos cuentazomo movimientos legales del Cubo de Rubik, si se
toman por su cuenta. El nimero de elementosei de orden2end 3"Y coni par es

BPCPHET BPCE(P P pcpm

, . . TYynd 1
0A ¢ ¢ C TA ¢ C CA ¢ Cc vy X x®

El nimero de elementosefi de orden2end (3°Y coni impar es

ppC pPpm. T P PG~ W P C
— E — E TYXB CT
VA ¢ C cc oA ¢ cc cc XQTX8C X&

Los otros se puede comprobar de manera similar.

El segundo teorema fundmental de la teoria del cubo 7.2.1) implica que un elemento

bh Aefi del grupo de Cubo de Rubik es derden 2 siy sélo si es un elemento de orden 2 en
el grupo O 6 B"Y 6 B°Y yi "0t [ "Q& .Un elemento no trivial 'QRQ ~ "Q
conQ ®i y'Q B es de orden 2 siy s6lo si exactamente uno de los siguientes casos
mutuamente excluyentesocurre:

(@Q phQ ph'Q phi Q& ph
(b)'Q phQ ph'Q phi Q& ph
(©0Q ph'Q ph'Q phi Q¢ i QF ph

(dQ phQ phQ Q phi Q& i Qg ph

Contamos cadacaso. Caso (a) se cuenta en (7.3), caso (b) se cuenta en (7.6), casoséc)
cuenta en (7.3) y (7.6) (los cuales semultiplican juntos para obtener el total), y el caso (d) se
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cuenta en (7.4) y (77) (de nuevo, se multiplican juntos para obtener el total). Sumando todo,
encontramos que el nimero de elements de orden 2 en efjrupo Cubo de Rubik es

X& X & X® X8 XE pPXTTWpPpLT pEHBop T8

Observacion 73.1.¢ Por qué toda esta teoria para resolver este problema? ¢Por qué no hacer
que una computadora lo haga? ¢Cuanto tiempo le tomaria aaunomputadora contar el
numero de los movimientos de orden 2 en el grupoCubo de Rubik? Supongamos qusu
computadora puede comprobar si un elementéen el grupoCubo de RubiKOes de orden 2 0
no, en 0.00L segundos Entonces la computadora comprobara todos los& p 1T elementos,
para hallar los movimientos deorden 2 en alrededor det® p T segundos. Hay alrededor
deo® p 1mtsegundos en un afo, por lo que esto significa que se necesitarian déréor de
136 millones de afios jpra ello, este método!

Una gran cantidadde problemas matematicos que surgen en las aplicaciones requieren una
gran cantidad de la teoria y la pancia de célculo considerable.dfe es un ejemplo.

128



Capitulo 8

Algunas estrategias de solucion

Este capitulo incluye algunas estrategiaspara resolver el Pyraminx, el Cubo de Rubik

¢ ¢ ¢chv o oUAt 1 1. B bueno practicar: en palabras de AristotelesD, I NOA
OAT AT T O NOA APOAT AAO A EAAJAnGaB, sd ahalizArbaydnbsAdA lad O
ideas matematica detras de los algoritmos utilizados para resolver el Cubo de RubikEl
método favorito de Joynerconsiste en aplicar unpoco deteoria de grupos (véase 8 mas
adelante).

Para la notacionutilizada en algunas de las siguientes secciones, véase el capiful®na gran

fuente en linea de soluciones de muchos puzzles de permutacién esta en el sitio web de Jaap
Scherphuis[Sch].

EAZ

8.1 Una estrategia para resolver el Cubo de Rubik

Figura 8.1

Mecanicamente es mas complicado que su antecesor (o 0) pero es masfacil de resolver
ya que el nimero de movimients se reduce considerablemente. Podemos considerar que el
cubog¢ ¢ ¢ esta compuesto por las cuatro esquinas de un ¢ o por lo que su solucion
es similar a la de las esquinas de este cubo.

Muchos de los movimentos que se van anostrar también son utilizados en el @bo de Rubik
0 O o,laresolucion del cuboo o oesmas facil que la del cub@ ¢ ¢. A partir de
cualquier configuracién, nuestro primer objetivo es conseguir una primera carita(blanca) en
la parte superior, buscaremos caritas blancas y las moveremos hacia la cara superiw tal
manera que cada arista este bien posicionada y orientada

Elegimos el subcuboen el que se encuentra la carita blanca y la arista verdégura 8.2),
buscamos el otro subcubo en el que se encuentren las otras caritas (blanca y verde),
enseguida posicionamos el subcubo tal que formemos una diagonal ver{fgura 8.3 y
realizamos elmovimiento O@ "O (figura 8.4) (tomando el cubo de forma que la diagonal
se encuentre en la cara frontal)
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Figuré 8.2 Figura 8.3 " Figura84 0@ O

El paso siguiente sera buscar el subcubo que contenga las caritas blanca y, soj@petimos el
paso anterior, hasta completar la cara superiorcomo semuestra en la siguientesfiguras:

Figura 8.6

Figura 8.8 Figura 8.9 Figura 8.10

Ahora deseamos conseguir la cara inferior dforma que las aristas estén bien orientadasy
terminar conla resolucion del @bo de Rubik

Giramosel cubo ydebemosconseguir una carita azul(por lo menos una) en la cara inferior,
en caso de que no tengamos una carita azul en la cara inferioalizamos lo siguiente

Tomando el cubo de forma que la cara blanca sea la cara superior, la cara frontal puede ser
cualquier lateral de nuestro cubo, aplicamo¥% O 'Y, luego giramos el cubo 90° en sentido
horario (la cara frontal cambia a laizquierda) y aplicamosdO 0 , giramos el cubo 90° en
sentido antihorario (volvemos al principio) y finalmente realizamos eimovimiento 'Y '0"8

Los movimientos anterioresnos permiten ir cambiando la posicion de las caritagn la cara
inferior sin modificar la cara superior, realizamos los movimientos anteriores tantas vecesea
necesariohasta conseguir al menos una carita azul en la cara inferior.
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En este ejemplonuestro subcubocontiene la arista anaranjada y verde, el siguiente paso sera
fijar el subcubo en la posicibn que le correspondéver figura 8.12), en mi caso realizo el
movimiento Y.

Figura8.11 Figura8.12

Nuestro siguiente objetivo seraposicionar los 3subcubosde la cara inferioren su esquina
correcta:

Caso 1:Si los 3 subcubos estarbien posicionados pero mal orientados realizamos los
siguientes pasos:

Tomamos el cubo de forma que la cara blanca sea la cara inferjoel subcubo queesta bien
orientado se encuentre en la esquina superior izquierda y aplicam®é O ‘Y Chasta
conseguir una carita azul en la cara superior, enseguida realizamos el movimiefYy vamos
alternando los dos movimientos anteriores hasta completar el Cubo dailbBik ¢ ¢ ¢8

Caso2:Al obseavar las siguientes figurasnos encontramos en el caso 2, es decir, dos de los
subcubos estan mal posicionadqspor lo que nuestra primer tarea seré posicionarlos y luego
orientarlos, para esto tomamos el cubo de tal forma que el subcubo que esta bien orientado se
encuentre en la parte superior izquierda (ver figura 8.1§, y realizamos el siguiente
movimiento:

TAl4A 147 1

o

' l
Figura 8.13 Figura 8.14 Figura 8.15 Figura 8.16
Mal posicionado Bien posicionado Mal posicionado

Y regresamos el subcubo bien orientado a su posicién, en nuestro ejemplo aplicamos con
esto conseguimos que nuestros tres subcubos estén mal posicionaddigura 8.17),
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Figura8.17 Figura 8.18 " Figura 8.19 Figura 8.20
Mal posicionado Mal posicionado Mal posicionado

en este ejemplo debemogpermutardlas 3 esquinas

’4”»_

Figurag2l Figura 8.22

y lo haremos con el siguiente movimientptantas vecescomo sea necesariohasta que
posicionemos los 3 subcubos, para esto tomamos el cubo de tal forma que el subcubo que esta
bien orientado se encuentre en la parte superior izquierda y realizamos :

1044 143 4

Ya tenemos odas las esquinas bien posicionadas, es decir nuestros 3 subcubos estan bien
posicionados

Figura 8.23 Figura8.24 Figura 8.25
Bien posicionada Bien posicionada Bien posicionada

por lo que realizamos los pasos del caso 1y terminamos.
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6

Figura 8.27 8

Figura 8.2 Figura 8.2

Figura 8.29 Figura 8.30 Figura 8.31

8.2 Una estrategia para resolver el Cubo de Rubik

Se recomiendaN OA 1T A DPAOOT T AARDA RBROT AAI1 ByiyddEséydirAa 2 OA
estrategiaquese indicaaA 1 T OET OAAEéT DOEI AOT APOAimk&elA OE
cubo. ¢Por qué? Pensem@n el cubo como un instrumento musical tal como una guitarra.

Para tocar musica en la guitaa, debemos saber cémanirar la partitura y tocar sin tener que
mantener constantemente la mirada en logledos. El cubo & similar: en el inicio, queremos

ser capacesde hacer un movimiento coméO 2 JY 00 JY I IO sin tener que
mantener constantemente la mirada en lasnanos. Esto nosayudara a ser mas rapids y

reducir los errores frustrantes.

OC.

Una forma de resolverlo es anétodo esquinaarista. La idea basica es como sigue.

91 Ignorando orientaciones, es decir, giros y flips, primero resolver los subcubos esquina.
Esto quiere decir, asegurarse de que losubcubos esquinas coincidan con los
subcubos centro

9 Ignorando orientaciones, es decir, giros y flips, en segundo lugar resolver los subcubos
arista. Esto significa, asegurarséle que las arisas salvo posibles giros coincida con
los subcubos centro.

9 Fijar las orientacionesesquina, es decir, los giros de los subcubos esquina. Ahora todas
las esquinas estan totalmete resueltas.
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1 Fijar las orientaciones arista, es decir, flips de los subcubos arista. Ahora el cubo esta
resuelto.

Para completar, mencioo otro método. La estrategia es la solucionmétodo de capasque se
compone de 3 etapas.

1 Resolver la cara superior y aristas superiores.
1 Resolver las aristas medias (y las aristas inferiores de la mejor manera posible).
1 Resolver las esquinas inferiorey las aristas inferiores (si es necesario).

No hay nada malo con este método, pero no vamos a hablmés de este métodoEs
recomendable aprender ambos métodas

8.2.1 Estrategia para resolver el cubo

Wi.%%‘i

intercambia las esquinas ¢ wd "R
permutas las aristas ¢ ' © & ),

Do 4y o Dy Oy arista 3-ciclo (6 6 1o )

e 3F3J14 3 O flips las aristas superioresd '@ w
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permuta (6 '8 § (Qtw)

flips 6 € py flipsQ B

{ or 99 o9

1 Fr= 133 o permuta (6 "®Q"Qj (6 ctd @) &

53 5073 3o o permuta (0 8 & (6 T M

R
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JJ4 31=3”={ Or permuta (6 "Qd w)i (0 "AD ) &

403 33 Oor 3 GF Esquina 3ciclo (01 i i &) o

Tabla 8.1 Movimientos esquina y arist, ver[Si]

8.3 El método de subgrupo

Un enfoque para resolver el Cubo de Rubiksando una computadora egonstruir una cierta
secuencia de subgrupos

O pOO 6800VOO G

donde’O BSYMHRABAWIOCEs el grupo de Cubo de Rubik, que permite implementar la
siguiente estrategia:

1 Representar a una posicion dada del Cubo de Rubik por un elemeff@oy "O

91 Determinar un conjunto completo de representantes de la clase later® 710O:

"0 TO Q 0O h Alchiig@n Q ¢
(note & pRQr  p).

f (Paso 1) SiQN "Q;'0O (donde @ pfBFE ) entonces sedQ "Qpy @ Q Q
(note "@eN "0).

f (Paso inductivo)"@eN "O se ha definido y siGeN "Q j 'O (donde™@ pf8 fE ),
entonces sedQ Q py @ "Q "@(note "2 N O ).
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1 Colocando todo esto junto, se obtiene "Q "Q "Q 8"Q "Q, puesto que
N Q8 "Q.
La esperanza es ser capaz de elegir la secuencia de los subgriPate tal manera que los
representantes de las clases laterales son movimientos cortos y relativamente simples en el
#OAT AA 20AEE AA "3 AQQR @A 'O nd seddiéniasiaddldgal 6
8.3.1 Ejemplo: El método de la esquinarista
Ahora se presentaun ejemplo-un poco sofisticado.Sea’O el subgrupo que no permuta las
esquinas, sedO el subgrupo que no permuta las esquinas o aristas, S€ael subgrupo que no
permuta las esquinas o aristas y no reorientaualesquieraesquinas, y sedd  p :
O pOOVOODOOVOO B
Esta eleccion de los subgrupos aproximadamente corresponde cehmétodo de la esquina
arista descrito en Singmastel(ver [Si]).
La idea es simple.

1. Representar a una posicién dada del Cubo de Rubik por un elemeiffo~y "O

2. SedQ el movimiento el cualmueve todas las esquinas &s posiciones correctas (es
decir, las permutar hacia la posicion resueltay posiblemente las gira), asi que
Q QN 0.Sed®@x Q Q.

3. SeaQ el movimiento el cual mueve todos las aristas haci@s posiciones correctas (es

decir, las permutaen la posicion resuelta y posiblemente reorientaesquinas y aristas)
y deja todas las otras piezas sin permutar, asi qi@ "@enN "O. Sed®@ Q "@e

4. SeaQA1l 11 OEI EAT O ROds eguinds(EsAdecid Aidtoddd EllAs en
una orientacion correcta y puede voltear algunas astas), pero no permuta
cualesquierapiezas, asi quEQ "@enN "O. Sed®@ Q Qe

5 SeaQAl 11 OEi EAT O1 NOA ariiasXed Ockit, (ofed a Ddaki 1©& 1 AO
orientacion correcta) y deja todas las otras caras fijas

6. , A 00T 1"OAEBI®BQ.AO
8.3.2 Ejemplo: método de Thistlethwaite

Morwen Thistlethwaite (un matematico y un anfguo colega de David Singmastgdesarrollo
uno de los mejores métodos de subgrupo para resolver el cubeer [FS]). El toma

"0 OYROBRY Fo Gi'o  ovibfoR RYFo Gi'o oY fb flom AYfo Gio  p 8

"0 es isomorfo al grupode Rubik Dominoo o ¢. Su orden esyA p e acuerdo con
Frey- Singmaster[FS, OAO Al CcOObPiI AA 11 OcOBGFSpAOAAT 068 30 |
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Figura 8.32 Rubik Domino
Thistlethwaite demostrd (con ayuda de una computadorg los siguientes hechos.

1 Hay un conjunto completo de representantes de $eclases laterales "Q; p "Q ¢
de" OO tal que cadaQytiene alo mas 7 movimientos largos (y € ¢ ). Ede
conjunto de movimientos voltea aristas solamente.

1 Hay un conjunto completo de representantes de $aclases laterales Qp p Q €
de"OT0O tal que cadaQj tiene a lo mas 13 movimientos largosy( € prtych ou
Este conjunto de movimientos gira esquinas solamente.

1 Hay un conjunto completo de representantes de $aclases laterales "Q; p "Q ¢
de"O¥O tal que cadaQy tiene a lo mas 15 movimientos largos (g ¢ w1 )kste
conjunto de movimientos pone todos los subcubos arista y subcubos esquina en la
posicién correcta.

1 Hay un conjunto completo de representantes de $aclases laterales "Q; p "Q ¢
de"O¥ 0 tal que cadaQy tiene a lo mas 17 movimientos largos (¥ @ ® o U.0 ¢

Por lo tanto, el Cubo de Ruki puede ser resuelto a lo mads eny po pu PpX ULC
movimientos. Las mejoras mas recientes sobre este método han reducido este numero (ver la
DPUCET A AA 7EEEDAAEA 7E AT 1T A0 OO [Loppgaial T AO
detalles y actualizaciones recientes).

8.4Una estrategia para resolver el Cubo de Rubik

Es importante saber armar el cub@ o o©ya que muchos de los movimientos para resolver
elcubot 1 T los obtenemos del Cubo de Rubid ¢ o©.

Preparamos el cuba 1t 1 (verfiguras 8.33 y §3) para después resolverlo como si fusme
el Cubo de Rubilo o o.

8.4.1 Conseguir las 6 caras centrales

En el @bo de Rubika o aola cara centralindicaba el color de cada cara,hara en él
T T 71 laQ@aracentradovan a ser 4 caritas (lo que antes era unahora son 4 caritas) a
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diferencia del cubooc ¢ olas carasde en medio si se pugen mover, debemosobtener 4
caritas blancas para conseguir un&@ara central

Figura 8.33 Cara central Figura 8.34 Posiciones
Conseguimos lineas

DAOAA AOOA tatakehttabdlegidad copletar seré lablanca,buscamosuna carita
blancaen cualquiera de las caragel cuboque este en cualquiea de las posiciones 1,2, 30 4
(ver figura 8.34), luego giramosel cubo de manera que la caraentral blanca que deseamos
completar se encuentre en la carauperior de nuestro cubo

Enseguida explicaré como obtener las 4 caritas blancas partiendte cualquiera de las
configuraciones de mi cubo, es imptante mencionar que dependiendo de cada configuraciéon
seran los movimientos pero esto depende de que carita elijamos, hay varios movimientos que
podemos realizar dependiendo de emué posicion estén nuetras caritas blancas ysi te
encuentras con algunatra posicion los movimientos son analogas

Observandola figura 8.35 encuentro una caita blancaen la posicion 4(ver figura 8.34)

Figura 8.35

Busco una carita blanca en cualquiera de las caras lateralesn este caso la carita blanca sobre
mi cara lateral se encuentra en la posiciéon {figura 8.36), giro la cara superior en sentido
horario un cuarto de vuelta(figura 8.37), es decirrealizo el movimiento“Y(ver [Si]), ahora
mis dos caritas blancas se encuentran en la misma roddjegura 8.39).
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Figura 8.36 Figura 8.37 Movimiento™Y Figura 8.38

Ahora realizo el movimiento O (ver notaciéon en 2.3.3) que me permite mover la carita
blanca quese encuentra en la cara frontah la cara superior(figura 8.39).

Ahora la carita blanca ya se encuentra en la cara superigpero recordemos que estéobre la
misma rodaja, debemoggirar la cara superior de manera que nuestra carita blanca nesté
sobre la misma rodaja o sobre la misma linea que nuestra primera carita blanca elegida
(figura 8.35), podemos realizar cualquiera de los siguientes movimienté¥0~Y yo elegiré

Y (figura 8.40), luego regresola mitad izquierda, es decir aplico einovimiento inverso O

lo que me permite obteneruna lineablanca, es decir ahora las caritas blancas se eeratran
enlas posiciones 3y 4fjgura 8.41).

Figura 8.39 Movimiento'O Figura 8.40 Figura 8.41

Enseguida busco una tercera caritblanca en cualquiera de las caras lateralggna vez elegida
la carita giramos la cara superior de manera que las tres caritas blancas estén sobre lamma

rodaja y repito el procesoanterior, en mi caso podemos observar en figura 8.43que mis3

caritas se encuentran en la mitad derecha, por lgue aplicaré el mismagprocesosélo cambiae

el subindice que indicard que el movimiento afectarda la mitad derecha, aplicamos
nO ’i’Y "O

Figura 8.42 'i:igura 8.43 o Figura 8.44
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Finalmente busco la cuarta carita blanca en las caras laterales, en este caso mi cuarta carita
blanca se encuentra en la cara inferior en la posicion 1, lo mas recomendablensaver la
carita blanca a una de las caras lateles del cubo, para lograrlo reatemos lo siguiente

Giramos la cara superiorde tal manera que dos de lasaritas blancas que se encuentraen
dicha caraestén sobre la misma rod@m que la cuarta carita blancgpara lograrlo aplico™Y
luego aplicamos el movimiento© , ahora la cuarta carita blanca se encuentra en la cara
frontal en la posicion 1(ver figura 8.45) pero recordemos que la cuarta carita sigusobre la
misma rodaja que las otra® caritas blancaspor lo que el siguiente paso seréa aplicaiOde esta
manera la cuartacarita ya no esta sobre la misma rodajahora se encuentra en la posicién 2
de la cara frontal finalmente regresamosla mitad izquierda, es decir aplicamse™O.

Perfecto, ahora nuestra cuarta carita blanca se encuentran la cara frontal es decir en una de
las caras lateralescomo queriamos!

Enseguida giramoda cara superior el cubo de manera que alguna de las lineas blancas este
sobre la misma rodaja que nuestra cuarta carita blancan mi casoaplicamos™Y(ver figura
8.46), es importante elegirla linea blanca correcta, ¢a quaée refiero con esto? Debemos elegir
la linea blanca de forma quéeéstaal estar sobre la misma rodajajue la cuarta carita blancay

al realizar el movimiento "O se forme una lineablanca nuevamente sobre la cara superior
(ver figura 8.49) y no una diagonal como se ve da figura 8.47.

Por lo que si elegimos la linea blanca que se observa effigara 8.46fracasariamos al obtener
una diagonal la eleccion correcta es la linea blanca defigura 8.48

Pero, ¢como conseguimos la linea blanca defigura 8.48? Es muy sencillppartiendo de la
configuracion de mi cubo en ldigura 8.46s6lo giro la cara superior, puedo aplicaty 1 7Y y
obtengola configuracién de lafigura 8.48

Figura 8.45 Figura 8.46 Figura 8.47 Diagonal
El paso siguiente egplicar 'O y obtenemos la linea blanca que tanto deseéaias. Finalmente

aplicamos "Y  (ver figura8.50) y regresamosla mitad derecha esdecir aplicamos O lo que
nos permite obtenerla @ara centrald blanca(ver figura 8.52).
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Figura 851 Figura 8.52

Para completar el resto de carascentrales debemos memorizar comoestan colocadas las
caraslaterales.

Hay diferentes posiciones erlos coloresde cada caraen el capitulo 2 proporcionamos los
colores de cada cara del cubo, en este caso como estamos empezando @opketar la cara
central blanca el paso siguiente ser&ompletar las caras centrales en el siguiente orden de
aparicion: la caracentral Roja (que en este caso sera la cara frontalp cara central Verde
(que en este caso sera la cara izquierddp cara centralAzul (que en este caso sera la cara
derecha)la Anaranjada (que en este caso serd la cara posterior) y finalmente Amarilla (que en
este caso serd la cara inferigr

Es decir rotamosel cubo de manera que la cara central blanca este en la parte superior, en la
carafrontal debemos competar la cara central roja,en la cara izquierda debemos completar
la cara central verde, en la cara derecha completamos la cara central azaunl la cara posterior
debemos completar la cara central anaranjada wutomaticamente se completarala cara
central amarilla (ver figuras 8.53, 8.54 y 8.55¢,cémo las completamos? Siguiendo los mismos
pasos que realizamos para completar la car@entral blanca,siempre siguiendo elorden, cara
central blanca(su opuesta sera laara centralamarilla), roja-anaranjada, yerde- azul.

142



Figura 8.53

Figura 8.54

Figura 8.57

Figura 8.55

Figura 8.56 Figura 8.58

Figura 8.59

8.4.2 Colocacién de las aristagcubitos medios, es decir los 2 culbos que se encuentran
entre los subcubos esquinpa

El paso siguiente ser&olocary orientar las 12 aristas, debemos tener en cuenta que al usar
las palabras@olocary orientar aristasden este caso me refiero aolocary orientar siempre
en parejas(cubitos medios, ver figura 8.73.

El primer paso sera elegir una par de aristas, por ejemplo en fagura 8.60 elegimos dos
aristas A yB (caritas rojay amarilla), notamos que las dos aristas se encuentran sobre la
misma rodaja, debemos preparar el cubo de forma quedaristas A y B sermcuentren sobre
una de lasdiagonales (ver figuras 8.62y 8.64) para esto apliguemos el movimientéO 0 ‘GD8
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Nota:"O 0 ‘0D tambiénnos permite mover 2 aristaa una misma rodaja erl casode que éstas
se encuentren sobreina delas diagonales.

Figura 8.60 Figura 8.61 Diagonal

Cada que elijamos un par de aristamo debemos olvidar ubicarlas sobre alguna de las
diagonales (ver figuras 8.62 y 8.6¥ agrego el algoritmo a realizar en cada cascel cual nos
permite juntar las dos aristas A \B.

Es importante mencionar que al realizar el respectivo algoritmédependiendo del caso en que
nos encontremos)una par de aristas g&mpre seafectan, en las siguientes figuramdico con
una llave las aristas que separamoger figura 8.63 al realizar el algoritmo, por lo que sélo
debemos girar la cardzquierda o derechabuscando posicionaren la cara inferior del cubaun

par de aristas que @n no estén juntas y de esta forma no afectemos aristas que ya hemos
completado.

Figura 8.62 Figura 8.63 Figura 8.64
O Y 'Y YO "07Y0Y O

Colocacién del ultimo par de aristas

Usando los algoritmos de lagiguras 8.62 y 8.64ompletamos 10aristas (ver figuras 8.65, 8.66,
8.67 y 8.68, al final siempre nos quedaran 2 aristas poicompletar, ver figuras 8.698.70y 871

en mi casolas dos aristas que debo juntar se encuentran sobre la cara en la que se encuentra
laOAAOA AAT O Oipar dé drigtad Fue bebd juntar tiena las caritas de color rojo y
amarilla y el segundopar de aristas contiene las caritas de color verde y rojose puede
observar que ambas parejas se encuentran sobre las diagonalebpaso siguiente seréolocar
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cada par de aristas sobre la misma rodajardcordar figura 8.60) para lograrlo apliquemos
"O 0 '8
Nuestra siguiente tarea sera aplicar el siguiente algoritmo:

FHFE 3T 3 T4

iPor fin hemos terminado! Ya tenemos las 12 aristas compldtzey, figura 8.73).

Figura 8.65

Figura 8.66 Figura 8.67

Figura 8.68 Figura 8.69 Figura 8.70

Figura8.71 Figura 8.72 Colocacion del Figura 8.73
ltimo par dearistas. Colocacion de aristas

Como habia prometidcen 8.4,ya habiendopreparadoel cubot 1 1 (ver 8.33y 8.73) para
después resolverlo como si fuese el Cubo de Rulmk ¢ o©.
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8.4.3 Resolviendo el Cubo de Rubik como si fuese el Cubo de Rubik 8

A partir de este momento el lector podra hacer uso de cualquier movimiento dado en 8.2.1
(Estrategia para resolver el cubas o ohver la tabla de movimientos esquina y aristg
podemos empezar por completar cualquier cara, en mi caso empezaré por resolver la cara
blanca (ver figura 8.76), enseguida las aristagver figuras 8.78y 879) y finalmente la cara
amarilla (ver figura 8.86).

Figura8.74 Figura 8.75

Figura8.77 Figura 8.78

Figura 8.80 Figura 8.81 Figura 8.82
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Figura 8.83 Figura 8.84

Figura 8.86 Figura 8.87 Figura 8.88
Figura 8.89
8.4.4 Paridad en el Cubo de Rubik 8

En este apartado revisaremos las paridades que presenta el cubo 1 T, una de las
caracteristicas & éste cubo es que tiene un nimero par de capa&sta paridad se presenta en
los cubos de lados pares.

Casol: Uno de los algoritmos que podemos necesitar al resolver la Ultima capa del cubo
1t 1 TtAO Al NOA 110 DPAOI EOA(ver figdalsisd, @ cdsdquedtddosd U
deseamos(por ser el méas facil)es que todas lagaritas que forman la cruz sean amarillas, y el
paso siguiente sera aplicar algoritmos que nos posicionen las aristg finalmente colocarlas
esquinascorrectamente posicionadas y orientadagpara terminar de resolver el cubo, ahora
¢Aqué pasa si no consigaue todas las caritas sobre mi cruz sean amarillas como enfigura
8.80?
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La respuesta esgue el caso al que nos enfrentariamos es el siguiente:

'l OOAOAO A I A O A bdkros bbiner@ A3t bierolieAtadi&sly llafkdartad
arista bien posicionada pero mal orientada én mi caso debo invertir los colores anaranjado y
amarillo, ver figura 8.90, el siguiente algoritmo(ver notacion en2.3.3):

Figura 8.90 Figura8.91
> s> =g mm || >

nos permite resolver ésta paridad,rotemos nuestro cubo de tal forma que la cuarta arista se
encuentre en la posicioro "Qver Ejemplo 1.2.7, al aplicar el algoritmo anterior lograremos

orientar la cuarta arista(ver figura 8.99.

Figura 8.92 Figura 8.93
Caso2: Otra paridad con la que nos podemos encontrar al resolver la Ultima capa del cubo

T T T esque obtengamos el cubo totalmente armado excepto dos esquinesnsecutivas
de una caraque se encuentran en posiciones invertida@zer figuras8.94y 8.95.
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Figura 8.94 Figura 8.95

El primer paso para resolver esta paridad es rotar el cubo tal que las dos esquinas mal
posicionadas se encuentren sobre la cara dereclaplicamos el siguiente algoritmo:

Ol i ARAD I

v v e x

IOAAOCAPADED@@RATOAT G AOEETUAADOENOEAC OEAT OA
14 4 ads4 44 3 8

El algoritmo anterior nos permite obtener 3 esquinas mal posicionadagver figura 8.969,
dejando elresto del cubo fijoque en este caso nos conviene porquehora podemos utilizarel
movimiento esquina 3ciclo (G @1 b &) disto en la tabla dada er8.2.1, mimo que nos
permitira solucionar el puzzle

Figura 8.96 ' Figura 8.97
8.5 Una estrategia para resolver el Pyraminx

Supongamos que el tetraedro esta sobre una superficie plana frente a nosotros. Las esquinas
se denotand (izquierda), 'Y (derecha), "Y(superior) y 0 (parte posterior).

Los movimientos basicos son:
§ < denota la rotacién de120 gradosen sentido horario del subtetraedrode 2 niveles
que contiene la esquina izquierda,
1 4 denotala rotacion de 120 grados e sentido horario del subtetraedrode 2 niveles
que contiene la esquina derecha,
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1 s denotala rotacion de 120 grados @ sentido horario del subtetraedro de 2 niveles
que contiene la esquina superior,

1 || denota la rotacion de120 gradosen sentido horario del subtetraedro de 2 niveles
que contiene la esquina porior .

En primer lugar debemos orientar esquinas (puntas) de la cara elegida a completar, en mi
caso primero completaré la cara amarillaver figura 8.98), despuésorientamos la punta del
tetraedro superior ver figura 8.99 y finalmente resolvemos la parte mediaque desde este
momento llamaremos aristas(como acostumbran los amantes de estos puzzles)er figura
8.100.

Figura 8.98 Figura 8.99 Figura 8.100 Aristas

Una vez que hemos resueltta carainferior (cara amarilla) y la puntadel tetraedro superior,

lo Unico que nos queda por heer es resolveraristas. Recordemos que lgorimera cara que
completamos fue lainferior (amarilla), por lo que los colores para las demas caras seran el
Azul 6 hRojo 'Y y Verde "O.Revisemos3 casos a los que podemos enfrentarnos

Primer caso:En lasfiguras 8.101y 8102 podemos observar que en la parte media cada cara
contiene tres caritas del mismo color, por lo que s6lo debemos girar el subtetraedro de 2
niveles que contiene la esquina swgrior hasta completar el Pyraminx.

Figura8.101 Figura 8.102
66BYYYD 000
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También podemos obtener los colores de las 3 caritas de cada cara comdasfiguras 8.103a

la 8.107, para resolverlas tomamos el puzzle de forma que cualquiera de las caras roja, verde o
azul se encuentren frente a nosotros y aplicamos el siguiente movimiento que nos permite
armar totalmente el Pyraminxd = 4 4 =

Figura 8.105"08 "0 Figura8.1066 Y8 Figura8.107 Y'Y
Segundocaso: Tenemos &s 3aristas mal posicionadas yorientadas, es importante mencionar

que en este Ultimo castenemos 2 posiblescaminosa seguir:

1: Las3 aristas deben ser permutada®n sentido antihorario, ahora observandoel patron que
tenemos en la parte media

En una caratenemos 2 caritasiguales y la tercera de diferente colo(ver figura8.108), en otra
cara 2 caritas iguales y la tercera de diferente colo ver figura 8.109, y en la tercer cara 3
caritas de diferente color(ver figura 8.110.

Rotamos elpuzzle de forma que la cara que en la que se encueeir2 caritas iguales y la

tercera de diferente color, esté frente a nosotrosy la cara derecha contenga las 3 caritade
diferente color (ver figura 8.113), aplicandoel siguiente algoritmoresolvemos el Pyraminx

144 7
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Figura 8.108M

Figura8.111 Figura 8.112 Figura 8.113
2: Es equivalente al caso ,1s6lo que ahora las aristas deben ser permutadas en sentido
horario, debemos rotarel puzzle de manera que la cara adyacenf&a cara que contiene las 3
caritas de diferente color) se encuentreen el lado izquierdo, ver figura 8.118, finalmente

aplicando el siguiente algoritmo tenemos el puzzl®talmente armado.

1 4 5 454

Figura8.114 Figura8.115 Figura8.116
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Figura 8.117 Figura8.118 Figura 8.119

Tercer caso:Una arista fija (bien posicionada y orientadaver figura 8.120) y dos que estan
bien posicionadas pero mal orientadas (estan en su posicion pero deben invertirse los colores
ver figuras8.121y 8122):

Rotamos el Pyraminx de forma que la ¢a en la que se encuentran las 2 aristas (de las cuales
los colores de sus caritas deben ser invedos) estéfrente a nosotros y aplicamos el siguiente
algoritmo que nos permite armar totalmente el Pyraminx:

1 ¥ 7 45 4=

”‘.Ts!
1

Figura8.120 Figura8.121 Figura 8.122

8.5.1 Estrategia para el Pyraminx usando conmutadores

En primer lugar, obtener las caritas "centro" resueltas, a continuacion, girar las puntas para
resolverlas y las caritas centrales. Por Ultimo, resolver las aristastilice los siguientes
movimientos:

E 'YAY es un 3ciclo de piezas arista sobréa cara”Y'Y
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Z 'YAY z Y R es un giro(invertir colores de las etiquetas de cada aris)ade dos aristas
(arista Y'Yy la arista'Y() en la cara’Y'Y D

Anexo:

El orden del Grupo Cubo de RubikA. Frey y D. SingmastefFS])

¢Cuantas diferentes permutaciones del cubo hay, incluyendo orientaciones de arista y
esquinas giros .

En primer lugar, ¢cuantas permutaciones de las ocho esquinas son posibles si ignoramos
orientaciones? Sabemos que el niumero total de posibles permutaciones de un conjuntcede
objetos en n ubicaciones esAHemos encontrado un proceso el cual intercambian solo par

de esquinas, ignorando aristas, sin molestar a otras esquinas. Utilizando ya sea conjugados de
este proceso o bien con distintas orientaciones del cubo, podemos intercambiar cualquier par
de esquinas sin alterar a las otras. Puesto que todarpautacion se puede descomponer en
productos de transposiciones, toda permutacion esquinas es posible en el cubo. Por lo tanto
tenemos

8!=40,320
permutaciones posibles de esquinas en el cubo.

El mismo argumento muestra que hay 12! = 479 001 600 permutaciorseposibles de aristas

en el cubo. Sin embargo, hemos visto que no todas las permutaciones de las esquina pueden ir
con todas las permutaciones de las aristas. Las permutaciones de las esquinas y aristas juntas
debe ser par, por lo que permutaciones esquinpar deben ocurrir con permutaciones arista
par e impar con impar. ¢Puede cada permutacién par esquina ocurrir con cada permutacion
par arista? jSi! Para ver esto se aplica el método anterior para obtener cualquier permutacion
par esquina. Esto producirdauna permutacién par arista que luego necesitamos para
transformar a cualquier permutacion par arista que deseemos, Esta transformacion debe ser
una permutacién par arista la cual deja esquinas fijas. Cualquier permutacion par arista,
dejando esquinas ifas, se puede obtener usando ya sea 3 ciclos o parejas de 2 ciclos de aristas
las cuales dejan esquinas fijas. Estos se pueden obtener como conjugados de cualquiera de

@ 0Y 00 YY

w OY

¢Puede cada permutacion impar esquina ocurrir con da permutacion impar arista? Si!
Podemos repetir el argumento anterior y de nuevo necesitamos obtener permutaciones pares
arista que dejan esquinas fijas. Alternativamente, simplemente aplicamos cualquier giro de
cara para transformar un caso impaimpar en un caso paipar, y utilizamos el argumento
anterior. Dado que la mitad de las permutaciones son impares y la otra mitad son pares, se
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observa que el niumero total de permutaciones del cubo sin contar orientaciones de esquinas y
aristas es de
JAD A
q

ulpo §p X T v fip 8T

Ahora considerando orientaciones de esquinas y aristas. Cualquier esquina puede ser girada
en tres orientaciones, a excepcion de la Ultima, cuya orientacion esta fijada por las otras siete.
Del mismo modo cualquiera de las aristas se puedwvertir en dos formas con excepcién de la
altima, cuya orientacion esta determinada por la primeras 11. Por lo tanto cada permutaciéon
de los subcubos puede tener

orientaciones esquina y

orientaciones arista. Asi, el nimero total dpermutaciones del cubo contando orientaciones
de esquinas y aristas es

w?%%Scc— T & vig g Xt Yhp vip m

& pT
Este es el orden del Grupo Cubo.

Teorema.El nUmero de posibles posiciones del Pyraminx de Méfferts es
QA
X T xw g

Prueba(Bandelow,[B1]): Cada giro de 120° deualquier subtetraedro de segundo nivetausa
un 3-ciclo arista, por lo tanto, una permutaciorpar de las piezasarista. Por lo tanto, a lo sumo

—Aposiciones para las 6 piezas arista son posibles. Por otra prte, cadagiro de 120° de un

subtetraedro de segundo nivel causdos 3-ciclosdisjuntos, por consiguienteuna permutacion
par, para el conjunto de Ig 12 colores sobre last piezasarista. Por lo tanto, en este conjunto
también, obtenemos sélopermutacionespares, lo que significa reorientamoauna piezaarista
como unatransposicion, por lo tanto, una permutacién impar, es imposible. Por otra parte, las
siguientes maniobras muestran que cada permutacion par de piezadsta se puede ralizar y
gue, en este proceso, 5 de 6 arist@mieden estar orientada en¢ . Las cuatro piezasiicleo
pueden sergiradas arbitrariamente enc posicionesy lo mismo se aplicapara las 4 puntas
del Pyraminxo .
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El puzzle 1415

La configuracion original de SamuelLoyd Puzzlel4-15.

p C o T
v @ X U
W pmmpPpppPCg
popupt
puede ser cambiad en la siguiente configuracion:
P ¢ O
T U @ X
g w pmpp
pecpopTpPpuU

usando cuarenta y cuatro movimientos: Los siguientes numeros indicagué cuadrado (en

orden) se debe colocar en el lugar vacio:

14,11,12,8,7, 6, 10, 12,8,7,4, 3,6, 4, 7, 14, 11, 15, 13, 9, 12, 8, 4, 10, 8, 4, 14, 11, 15, 13, 9, 12,
4,8,5,4,8,9, 13, 14, 10, 6, 2, 1.
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Reflexion final

Durante la carrera me enfrente alcurso deTeoria de Grupos, etevisar la definicion de grupo

a través dealgunos ejemplosconcretosme permitié entender cada una de las propiedades, no
tuve problemas al llegar la definicion de subgrupo, al parecer todo estaba claro para mi, pero
al llegar a definiciones como subgruponormal, grupo cociente, los teoremas de
isomorfismos8 or tnas que intentaba visualizar las definiciones no me quedaban claras
pero aun asi intentaba resolver los problemasecuerdo pocos ejemplos concretos en el curso
y todo lo intentaba entender con permutaciones, so6lo cambiaba el indice e intentaba
particularizar, cuando me propusieron el tema de tesi©®- AOAT UOEAAO Ak # OAI
encanto la idea ya que mucho tiempatras teniala curiosidad por saber comoresolver el
Cubo de Rulk, ahi medi cuenta que podia lograrloy el saber quea la vezpodia relacionar las
matematicas (en especial Teoria de grupos) con el cubo fue muy divertido.

Después de varios meses de trabmjjya se resolver el cub@ o o' Y ademas pude
relacionar cada movimiento que utilizaba en la resolucion con los conceptos vistos en el
Teoria de grupos como conjugados y conmutadoresy aprendi algunos conceptos nuevos
para mi, pues veia su aplicacion atubo.

Algunas personas resuelven el cubo en muy poco tiempo, pero han practicado muchas horas y
descubren algunos algoritmos de manera empirica, lo cual tiene su mérito, pero con la ayuda
de los conceptos basicos de Teoria de grupos me resulto méas faoteader por qué funcionan

los algoritmos.

Mientras realizaba el presente trabaj@aprendi a trabajar de manera independiente, buscando
informacionh  ET OAOOECAT AT 88 9 AOOT | AEl Adbdjeh &rOlEl | OAE]
realizacion de la tesis es una taregue requiere bastante compromiso y que nos ayuda a

crecer profesionalmente.

Finalmente debo mencionarque gracias alos maestros de la FCFM de la BUAIR quienes
siempre recibi guia y soportehe logrado llegar a la metagraciasa sus observacionescriticas
constructivas y a su gran compromiso
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