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Introduccion

El trabajo de esta tesis esta basado principalmente en la traduccién
al espanol de algunos capitulos del texto en inglés titulado Mappings
[4], escrito por el Dr. Janusz Jerzy Charatonik, mientras trabajaba en
el Instituto de Matemaéticas de la UNAM.

Nuestro trabajo en esta tesis es estudiar algunas clases de funciones
entre espacios métricos compactos y, en algunos casos, entre continuos
(que son espacios, que ademds de ser métricos compactos, son conexos).
Nos ocuparemos en las funciones monétonas, abiertas, confluentes y
débilmente confluentes.

Este trabajo se divide en siete capitulos, en el primero de éstos se
presentan los conceptos y resultados basicos de la topologia general y
de la teoria de los continuos.

En el Capitulo 2 estudiamos funciones continuas, homeomorfismos y
propiedades que se preservan bajo ellos, también demostramos un re-
sultado muy importante de la topologia general, el Teorema de metri-
zacion de Urysohn. Por ultimo damos una definicién del conjunto de
Cantor, probamos algunas de sus propiedades y demostramos que todo
espacio métrico compacto es imagen continua de este conjunto.

El Capitulo 3 esta dedicado a los espacios localmente conexos, da-
mos la definicién de conexidad en pequeno y estudiamos céomo estan
relacionados estos conceptos. Veremos bajo qué condiciones la imagen
continua de un espacio localmente conexo es localmente conexo.

Iniciamos el Capitulo 4 con la definiciéon de funcién monoétona y de-
mostramos algunas equivalencias de este concepto. Enunciamos y de-
mostramos el teorema de reduccién de Brouwer, el cual nos ayuda
a demostrar resultados sobre continuos irreducibles respecto a algu-
na propiedad. También en este capitulo demostramos que la imagen



monotona de una curva cerrada simple es una curva cerrada simple.
Caracterizamos a los continuos hereditariamente unicoherentes por me-
dio de funciones hereditariamente monoétonas. Damos los conceptos de
espacios totalmente disconexos y 0-dimensionales, demostrando que en
los espacios métricos compactos estos conceptos son equivalentes.

En el Capitulo 5 demostramos que toda imagen abierta del interva-
lo cerrado [0,1] es un arco. Definimos el concepto de funciones casi-
interiores, OM y MO y la relacién que existe entre ellas. Veremos que
la clase de las funciones MO estéa contenida en la clase de las funciones
OM y que esta contencién es propia.

En el Capitulo 6 caracterizamos a los continuos hereditaramente in-
descomponibles via funciones confluentes.

El Capitulo 7 lo dedicamos a demostrar que toda funcién continua
de un continuo sobre un arco es débilmente confluente, y generaliza-
mos este hecho hacia todos los continuos tipo arco.

Debemos notar la importancia del estudio de algunas clases de fun-
ciones entre continuos, una referencia en este tema es la tesis doctoral
de T. Mackowiak, Funciones continuas entre continuos [10]. Nadler nos
muestra en el Capitulo XIII de su libro [11] un excelente estudio de va-
rias clases de funciones; el Capitulo 5 del libro de Topologia y sistemas
dindmicos III, atiende también este tema de Funciones especiales en-
tre continuos [2], de igual manera en el Capituo 4 de Topologia y sus
aplicaciones 4 [1] se atiende este tema. En el Capituo 8, El intervalo ce-
rrado, la circunferencia y sus funciones continuas, del libro Topologia
y sistemas dindmicos IV [7] se hace un extenso estudio sobre continuos
que son homeomorfos a sus imagenes bajo ciertos tipos de funciones,
mas recientemente el Capitulo 1 del libro Topologia y sus aplicacio-
nes 5 [3]también nos muestra un estudio de funciones especiales entre
continuos.
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Capitulo 1

Conceptos y resultados
basicos

En este capitulo exponemos algunas nociones y resultados basicos
de la topologia general, los cuales utilizaremos para el desarrollo de
esta tesis.

En todo el escrito utilizaremos la siguiente notacién: R denota al
conjunto de los nimeros reales, Q al conjunto de ntimeros racionales,
Z al conjunto de todos los nimeros enteros, N al conjunto de enteros
positivos (numeros naturales), C al conjunto de numeros complejos e I
al conjunto de niimeros reales en el intervalo unitario [0, 1]. Todos ellos
considerados con sus respectivas topologias generadas por su métrica
Euclideana.

Dado un conjunto A, |A| denotara a la cardinalidad de A, en particular

El espacio topoldgico I, dotado con la topologia producto, es lla-
mado Cubo de Hilbert.

1.1 Definicién. Una topologia sobre un conjunto no vacio, X es una
coleccién, 7, de subconjuntos de X, llamados abiertos, que satisface
las siguientes tres condiciones:

1. La unién arbitraria de elementos de 7 pertenece a T;
2. La interseccion finita de elementos de 7 pertenece a 7;
3. {0, X} Cr.

El par (X, 7) es llamado espacio topolégico.
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En ocasiones y para simplificar la escritura escribiremos simplemen-
te X, para denotar a un espacio topoldgico, en caso de que esté enten-
dida la topologia con la que se considera.

Por ejemplo, para un conjunto no vacio X, la topologia indiscreta
para X, 7; es aquella definida por 7; = {0, X'}. Observese que cualquier
topologia 7 para el conjunto X, satisface que 7; C 7. De la misma
manera, consideramos la topologia discreta, 75, para X, como la
topologia dada por el conjunto potencia de X, es decir, la topologia en
que cada subconjunto de X es abierto. Es facil notar que:

1. Si 7 es cualquier topologia para X, entonces 7 C 7.

2. Si 7 es una topologia para X, se tiene que 7 = 7,4 si y sélo si para
cada z € X, se cumple que {z} € 7.

1.2 Definiciéon. Una base para X se define como una familia 8 de
conjuntos abiertos en X tal que cada conjunto abierto no vacio de X
es la union de elementos en 8. En otras palabras, para cada U € 7 con
U+#(y para cadap e U, existe V€ B talquepe V C U.

1.3 Definicién. Dado un espacio topolégico (X, 7) diremos que un
subconjunto F' de X es cerrado en X si X \ F' es abierto en X.

1.4 Teorema. Si (X, 7) es un espacio topolégico, entonces:

i) X, 0 son cerrados en X.

ii) Si{F,}acr es una familia de cerrados en X, entonces ﬂ F, esun

acl
conjunto cerrado en X.

iii) Si {Fy, Fy, ..., F,} es una coleccién finita de cerrados en X, enton-
n

ces U F}. es un conjunto cerrado en X.
k=1

Demostracion. 1) Notemos que X \ X = ) que es abierto en X, por
lo que X es un conjunto cerrado en X.
De igual manera X \ ) = X que también es un conjunto abierto
en X, por lo que () es un conjunto cerrado en X.



i)

iii)

Supongamos que {F,}aer es una familia de cerrados en X,
Por demostrar que ﬂ F, es un conjunto cerrado en X. Basta

acl
demostrar que X \ ﬂ F,, es un conjunto abierto en X.
acl
Note que X'\ ﬂ F, = U X \ F,, como F, es un conjunto cerrado
acl acl

en X para cada o € I, entonces X \ F,, es un conjunto abierto en

X para cada o € I. Asi U X \ F, es un conjunto abierto en X.
acl
Por lo tanto X\ ﬂ F,, es un conjunto abierto en X.
acl

Supongamos que {Fi, Fy, ..., F,,} es una coleccién finita de cerra-
n

dos en X. Por demostrar que U F}. es un conjunto cerrado en X.
k=1

n
Basta demostrar que X \ U F}, es un conjunto abierto en X.
k=1
n n
Tenemos que X \ U F, = ﬂ X \ F, como Fj es un conjunto ce-

k=1 k=1
rrado en X para k € {1,2,...,n}, entonces X \ F}, es un conjunto
n

abierto en X para k € {1,2,...,n}. Asi ﬂ X \ Fj, es un conjunto
k=1

abierto en X. .

Por lo tanto X\ U F} es un conjunto abierto en X.

k=1
U

1.5 Definicion. Una métrica para un conjunto no vacio X es una
funcién p : X x X — [0, 00) tal que para cualesquiera z,y,z € X se
cumplen las siguientes condiciones:

(M1) p(z,y) =0siysélosixz=uy;

(MO) p(z,y) < p(z,2) + p(z,9y).

La pareja (X, p) es llamada espacio métrico.

Sean (X, p) un espacio métrico y z,y, z € X. Si sustituimos a z por
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y en la ecuacién (MO) obtenemos que
p(z,y) < p(y, ) + p(y, y), asi que por la condicién (M1),

(a) p(z,y) < ply, z),

de la misma manera, si se intercambia x con y, también se obtiene

(b) ply,z) < p(z,y),

asi, por (a) y (b) tenemos que
(M2) p(z,y) = p(y,z) (Propiedad de simetria).
Usando la propiedad de simetria en (MO0), se obtiene que
(M3) p(z,y) < p(x,2) + p(z,y) (Desigualdad del tridngulo).
De la desigualdad del triangulo también se deduce que
(M4) plz, ) > 0.
Usualmente las ecuaciones (M2), (M3) y (M4), se suelen poner
como condiciones en la definicién de métrica.

1.6 Definicién. Dado un espacio métrico (X, p), definimos 7,, la to-
pologia generada por p como sigue. Para cada punto p € X y cada
niumero real € > 0 definimos el conjunto

Be(p) ={z € X : p(p,z) <¢}
llamado la bola en X con centro p y radio .

De esta manera A € 7, si y sélo si para todo p € A, existe ¢ > 0 tal
que B:(p) C A.

Con el tnico fin de simplificar la escritura escribiremos tinicamen-
te X para refererirnos a un espacio métrico, entendiendo que en X
estd definida alguna métrica.

1.7 Definicién. Dados un espacio topoldgico (X,7) vy A C X, defini-
mos la cerradura de A en X como el conjunto

Z:m{FCX:X\FGTyACF}.

Nétese que, si L es cerrado en X y A C L, entonces A C L, ya que
al ser L un cerrado en X que contiene a A se cumple que A C L.
La funcién que a cada subconjunto A de X le asigna el conjunto cerrado
A, cumple las siguientes propiedades, llamadas aziomas de Kuratowski
o axiomas de cerradura:



1.8 Teorema. Sean X un espacio topoldgico y A, B C X, entonces

Demostracion. a) Sea {F,}aer la familia de subconjuntos de X tales
que X \ F, € 7y A C F, para todo « € I, entonces A C ({F,}, ya
que sia € Ay A C F, para todo a € I, entonces a € F, para todo
a € I, luego a € () F,.

Por lo que AC N{F.} =A

b) Supongamos que A C B, por a) tenemos que B C B, entonces
A C By B es cerrado, entonces A C B.

c¢) Tenemos que A C AUBy B C AUB entonces A C AUB y
B C AU B entonces AUB C AU B.

Por otro lado, como A y B son cerrados en X entonces AU B es cerra-
do, ademés AU B C AU B entonces AUB C AU B.

Asi AUB = AUB.

d) Por a) O c 0. Ademés () es cerrado en X y @ C @ por lo que

SIS

hc
Asi ) = 0.

e) Por a), A C (A); por otro lado A es cerrado en X y A C A,

entonces (A) C A.
Ast () = 4. 0

1.9 Corolario. Sea X un espacio topolégico y F C X, entonces:

1) F es cerrado siy sélosi F'= F.

2) F es abiertosiy sélosi X \ F'= X \ F
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Demostracion.

1) =] Supongamos que F' es cerrado en X, por el Teorema 1.8 F' C
F, ademds por hipétesis F es cerrado en X y F C F, por lo que
FCF.

Asi, F = F.

<] Supongamos ahora que F' = F, sabemos que F es cerrado pues
es la interseccién arbitraria de conjuntos cerrados, pero F = F.
Asi, F' es cerrado.

2) =] Supongamos que I es abierto entonces X \ F' es cerrado,
entonces, por 1) X \ FF'= X \ F.
<] Ahora supongamos que X \ F' = X \ F entonces, por 1) X\ F'
es cerrado, luego X \ (X \ F') es abierto. Por lo que F' es abierto.

]

Similarmente a la cerradura, uno puede definir el interior de un
conjunto A C X como

int(A) = | {Gc X:GeryGcCA}

es decir, el interior de A es el abierto mas grande de X contenido en

A.

1.10 Lema. Sean X un espacio topoldgico y A C X, entonces A es
abierto en X siy soélo si int(A4) = A.

Demostracion.

=] Supongamos que A es abierto en X, notemos que A C A, se tiene
que ACUH{GCX:GeryGC A}, porlo que A C int(A).

Por otro lado sea p € int(A) entonces existe G C X tal que G € 7y
p € G C A, de esta manera, p € A. Asi, int(A) C A.

<] Ahora supongamos que int(A) = A, notemos que int(A) es un
conjunto abierto en X pues es la unién arbitraria de conjuntos abiertos
en X. Asi, int(A) es abierto en X, pero int(A4) = A. Por lo que A es
abierto en X. O

1.11 Lema. Sea X un espacio topolédgico y A C X, entonces int(A) =
X\ X\ A




Demostracion. Se tiene que X \ X \A=X\[{FCX : X\Fery
ACF}=UX\{FCX: X\FeryACF}=U{FCX:Fe¢
Ty F C A} =int(A). O

El concepto de interior puede generalizarse al siguiente concepto.
Dado un punto z € X, una vecindad de x € X la entenderemos
como cualquier subconjunto U C X para el cual existe V € 7, tal que
reV CU.

Note que si U C X, U es una vecindad de x en X siy sélosi x € int(U),
asi que cualquier conjunto abierto y no vacio en X es una vecindad de
cada uno de sus puntos.

Definiremos otros conceptos relacionados con conjuntos abiertos y
conjuntos cerrados de un espacio topolégico (X, 7).

1.12 Definicién. Sea X un espacio topoldgico y A C X, se define la
frontera de A como el conjunto

Fr(Ad)=AnX\ A.

De la definicién se puede observar que = € F'r(A) siy sélo si para
todo U € 7 tal que x € U se cumple que UNA# 0 # (X \A)NU.

Nuestra experiencia con conjuntos abiertos y cerrados en R y R?,
pueden llevarnos a cometer un error cuando consideramos espacios mas
generales. Por ejemplo, en los espacios R y R? con su topologia usual,
es facil demostrar que los conjuntos unipuntulales son cerrados. Sin em-
bargo, este hecho no es cierto cuando se consideran espacios topologicos
arbitrarios. Por ejemplo, si A = {a,b,c} y consideramos la topologia
para A definida por

TA = {®> {b} ) {bv C} ) {av b} ) {CL, b, C}} )

el conjunto unipuntual {b} no es cerrado, pues {a, ¢} no es abierto. Las
topologias en las que los conjuntos unipuntuales no son cerrados, son
consideradas por muchos matematicos como algo extrano. Por lo tanto,
con frecuencia se imponen condiciones adicionales que eviten ejemplos
como este, llevando a la clase de espacios bajo consideracion mas cer-
ca de aquellos en donde se aplica nuestra intuiciéon geométrica, dichas
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condiciones son conocidas como axiomas de separacion y fueron su-
geridas en un principio por el matematico Félix Hausdorff.

Los axiomas de separacién que se usaran en el presente trabajo son
los siguientes.

Sea (X, 7) un espacio topolégico, se dice que X es un espacio to-
pologico:

1.

T,

T} si para cualesquiera par de puntos distintos x y y de X, existe
un conjunto abierto U C X, que contiene a uno de ellos pero no
al otro;

. T} si para cualesquiera par de puntos distintos z y y de X, exiten

abiertos Uy V de X talesquez € Uyy eV yademdsy ¢ Uy
x ¢V,

. Ty (también llamado de Hausdorff) si para cualesquiera par de

puntos distintos x y y de X existen abiertos U y V de X tales
querelU,yeVyUNV =10

T; (también llamado regular) si X es T} y para todo z € X y
cada cerrado F' C X \ {x} existen U y V abiertos de X tales que
relU, FCcVyUNnV =0

1 (también llamado espacio de Tychonoff) si X es T} y para
todo x € X y para cualquier cerrado C' contenido en X \ {z},
existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) =0y

F(C) {1}

. Ty (también llamado normal) si X es T7 y para cualesquiera dos

cerrados ajenos A, B C X existen dos abiertos ajenos U,V en X
talesque AC Uy B CV,

Ty si X es T y para cualesquiera A, B subconjuntos de X con
(AN B)U (AN B) = (), existen conjuntos abiertos ajenos U y V,
en X tales que A C Uy B C V. A este espacio también se le
conoce como espacio hereditariamente normal.

. T (también llamado espacio perfectamente normal) si X es

T, y para todo cerrado F' de X, se cumple que F' es un conjunto
Gs de X; es decir, para cada n € N existe G,, € 7 de tal manera
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que F'={G, :n € N}.

Los siguientes conceptos seran utilizados en esta tesis, propieda-
des acerca de ellos pueden consultarse en textos clasicos de la
topologia.

Un subconjunto A de X se dice que es:

» densosi A = X, equivalentemente, si para cada U € 7 con U # 0,
se tiene que U N A # ;

» frontera si X \ A es denso;

= denso en si mismo si para todo p € A y para cualquier U € 7
tal que p € U se cumple que U \ {p} N A # 0.

Un punto p € A es llamado un punto aislado de A si {p} € 7.

De esta manera, un conjunto es denso en si mismo, si y sélo si no
tiene puntos aislados.

El espacio X se dice que es separable si existe un conjunto nume-
rable A C X que es denso en X.

Se dice que X es conexo si no se puede descomponer como la uniéon
de dos subconjuntos cerrados no vacios y disjuntos. En caso contrario
se dice que el espacio es disconexo.

Si x € X, se define la componente de x en X como la unién de
todos los subconjuntos conexos de X que contienen a x.

Una coleccion A de subconjuntos de X es una cubierta de X, si

X = U A. Si ademas A C 7, decimos que A es una cubierta abierta

de X. Si A es una cubierta de X, diremos que una familia A; C A,
es una subcubierta de A, si A; es una cubierta de X. Diremos que
X es compacto si dada cualquier cubierta abierta C de X, existe una
subcubierta C; de C de tal manera que C; es un conjunto finito.

1.13 Definicion. Sean X un espacio topoldgico y 7 una familia de
subconjuntos de X. Se dice que .7 tiene la propiedad de intersec-
cidn finita (p.i.f.) si para cada subconjunto finito % C & se tiene que

() A#0.

AeF



1.14 Teorema. Un espacio X es compacto si y so6lo si para cualquier
familia &7 de subconjuntos cerrados en X tal que &7 tiene la p.i.f.,

entonces (< # ().

Demostracion.

=] Supongamos que X es compacto. Sea ./ una familia de subconjun-
tos cerrados en X tal que & tiene la p.i.f. Supongamos que () &7 = ().
Noétese que X = X \ ﬂ A= U X\ A, porloque {X\A:Aec &}

Aed Acd
es una cubierta abierta para X. Como X es compacto, se tiene que

existen Ay, Ag,--- , A, € of tales que X = UX \ A;.

i=1

Notemos que X = U X\A4, =X\ ﬂ A; esto implica que ﬂ A; =10,
i=1 i=1 i=1

lo que contradice el hecho de que .&7 tiene la p.i.f.

<] Supongamos que X no es compacto, por lo que cualquier cubierta

abierta para X no tiene ninguna subcubierta abierta finita para X.

Sea {C, : o € I} una cubierta abierta para X, se tiene entonces que

¢ ={X \ C,:«a¢€ I} esuna familia de subconjuntos cerrados en X.

Sea {X \ C;:i€ {l,---,n}} una subcoleccién finita de la familia €.

Nétese que ﬂX \C; = X\ U C; # 0 ya que X no es compacto, es

i=1 i=1

n
decir, ﬂX \ C; # 0, por lo que € tiene la p.i.f., asi, por hipétesis,

N% £0
Por otra parte, (% = ﬂX\Ca:X\UCa:X\UCg:Q ya

ael ael
que € es una cubierta abierta para X, asi, (|4 = (), lo cual es una

contradiccion.
Por lo tanto, X es compacto. 0]

Dada una sucesiéon de subconjuntos {A,}22, de X, definimos el
limite superior, limite inferior y limite, respectivamente, de la
sucesion {A,}22 , denotados por limsup A4,, liminf 4,, y lim A,,, res-
pectivamente, de la siguiente forma:

1. limsup A,, = {z € X : para todo abierto U en X, tal que z € U,
existe un conjunto infinito J C N tal que para cada n € J,
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UNA, #0}.

2. liminf A, = {x € X : para todo abierto U en X, tal que x € U,
existe N € N tal que para todon > N,U N A, # 0}

3. Decimos que un subconjunto A de X es el limite de la sucesion
{A,}5°, y escribimos lim A,, = A si se cumple que

liminf A, = A =limsup A,,.

De las definiciones anteriores se deducen las siguientes proposicio-
nes.

1.15 Proposicién. Sea {4, }>°, una sucesién de conjuntos en un es-
pacio métrico, X, y x € X. Entonces:

a) x € liminf A, siy sélo si existe una sucesion {z, }°°, tal que para
todo n € N se cumple que x,, € A, y limzx,, = x.

b) = € limsup A, si y sélo si existen {ng}3>, v {z,, }72, sucesiones
tales que para todo k € N y para todo z,, € A,, se cumple que
limz,, = .

Demostracion.

a) =] Seaz € liminf A, . Para cadan € N, definimos o, = inf{p(z, a) :
a€ A}
Veamos que lim o, = 0.
Para hacer esto supongamos que lim «ay,, # 0, es decir, supongamos
que existe € > 0 tal que para cada k € N existe ny € N tal que
ng >k y a,, > c. Entonces se determina una sucesion {ny}32,
en N tal que o, > ¢, para todo k£ € N.
Notemos que B.(z)NA,, =0, para todo k € N. En otro caso exis-
tej € Ny un puntoy € B.(z)NA,,, se tiene que a,; < p(x,y) < €
lo cual es una contradiccion.
Se sigue que = ¢ liminf A,, esto también es una contradiccion.
Esto prueba que lim «,, = 0.
Ahora, por la definicién de «,,, podemos fijar un punto z, € A,
tal que p(z, x,) < a, + +.
Por lo que {z,}%2, es una sucesién tal que z, € A,, para cada
n € N. Veamos que lim x,, = x.

11



Sea € > 0. Fijemos N € N tal que % < 5 y para todo n > N,
a, < 5.

Se sigue que p(z,x,) < ap ++ <5+ 5 =e.

Por lo tanto, limz, = x.

<] Por hipétesis existe una sucesién {z,}>°; tal que para todo
n € N se cumple que x,, € A, y limz, = x. Entonces, para cada
U vecindad de z existe N € N tal que para todon € N, sin > N,
entonces x,, € U, entonces existe N € N tal que UN A,, # 0, para
cadan > N.

Esto implica que z € liminf A,,.

b) =] Por hipdtesis, para cada k € N, el conjunto J; definido por
Jy ={n € N: Bi(z) N A, # (0} es infinito. Para cada k € N
fijemos un elemento ny € Ji y fijemos un punto z,, € Bi ()N
A,,. Se tiene que las sucesiones {n;}p>, v {zn, }72, satisfacen la
conclusién, ya que p(x, z,,) < % y limz,, = =.
<] Sea U una vencidad de x. Sea € > 0 tal que B.(z) C U.
Como limz,, = z, existe K € N tal que para todo k > K,
p(x,x,,) < e, es decir, z,, € B.(x). Se sigue que, para todo
k> K,z, € UNA,,, luego el conjunto J = {n € N: UNA, # 0}
es infinito.

Esto implica que x € limsup A,,.

1.16 Observacion.

1) liminf A,, C limsup A,;

2) Si X es un espacio métrico y compacto, entonces limsup A4, # 0,
si A, # 0, para todo n € N;

3) Si A, C B,, entonces limsup A,, C limsup B,,, para cada n € N;

4) Si {A,, }2, es subsucesion de {A,}7°,, entonces limsup A,, C
limsup A,

1.17 Proposicién. Para cada sucesiéon de conjuntos {A,}>°, en un
espacio X, se tiene que limsup A,, y liminf A,, son conjuntos cerrados
en X.
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Demostracion. Por el Teorema 1.8 inciso a) tenemos que lim sup A,, C
limsup A,,. Resta probar que limsup A,, C limsup A4,,.

Sean x € limsup A, y U un abierto en X tales que z € U, entonces
UNlimsup A, # (). Sea z € UNlim sup A,,, entonces existe un conjunto
infinito J C N tal que para cadan € J, UNA, # 0. Asi, x € limsup A,.
Por lo que, limsup A,, = limsup A,

Por otro lado, por el Teorema 1.8 inciso a) se tiene que liminf A,, C
liminf A,. Resta porobar la otra inclusién.

Sea z € liminf A, y U un abierto en X tal que z € U, entonces
U Nliminf A, # (0. Sea y € U Nliminf A, se tiene que existe N € N
tal que para cada n > N,U N A, # 0. Se sigue que x € liminf A,,.
Asi liminf A,, C liminf A,,.

Por lo tanto, lim sup A,, = limsup A,,. O
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Capitulo 2

Funciones continuas

En el presente capitulo estudiaremos el concepto de funcion conti-
nua, posteriormente introducimos los conceptos de funciones abiertas,
cerradas y homeomorfismos, veremos coémo estan relacionados estos
conceptos. Para terminar, daremos la definiciéon del conjunto de Can-
tor y demostraremos que todo espacio métrico compacto es imagen
continua de este conjunto.

En lo siguiente y cuando no exista confusién escribiremos sélo X,
en lugar de (X, 7) 6 (X, p), para referirnos a un espacio topoldgico o
espacio métrico, respectivamente.

2.1 Definicién. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion f :
X — Y es continua en un punto z, € X si para cada vecindad V'
de f(zp) en Y existe una vecindad U de xy en X tal que f(U) C V.
Una funcién f : X — Y es continua si es continua en cada punto
To € X.

De la definicion se sigue que f es continua en xg si para cada V' € 1y
existe U € 7x tal que zp € U, f(xo) € V' y f(U) C V.

Una o varias maneras para verificar la continuidad de una funcién
puede encontrarse en el siguiente teorema.

2.2 Teorema. Sean X y Y espacios topolégicos y f: X — Y una
funcién, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) f es continua;
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b) para cada subconjunto abierto H de Y, f~(H) es abierto en X;

¢) para cada subconjunto cerrado K de Y, f~1(K) es cerrado en X;

d) para cada subconjunto A C X se cumple que f(A4) C f(A).

Demostracion. a) = b) Sea H un subconjunto abierto de Y, entonces
para cada punto x € f~1(H) el conjunto H es una vecindad de f(z),
por la continuidad de f existe V' un vecindad abierta de x tal que
f(V) C H; estoes, V C f~Y(H), lo cual implica que f~}(H) es un
conjunto abierto.

b) = ¢) Si K es cerrado en Y, entonces Y \ K es abierto en Y, asi que
7YY \ K) es abierto en X por hipétesis. Dado que f~1(K) = X \
fYY \ K), obtenemos que f~'(K) es cerrado en X.

¢) = d) Sea K cualquier conjunto cerrado de Y tal que f(A) C K.
Por hipétesis f~!(K) es un conjunto cerrado de X que contiene a A.
Entonces A C f~'(K), de aqui que f(A) C K. Como esto es cierto
para cualquier conjunto cerrado K que contenga a f(A), concluimos
que f(A) < F(A).

d) = a) Sean x € X y V un abierto que contiene a f(x). Consideremos
A=X\fYV)y U= X\ A Notemos que U es un abierto en X.
Afirmamos que z € U. Supongamos por el contrario que z € A, es
decir f(z) € f(A). Dado que

] (4) € F(A),
f(x) € f(A). Observemos que
A = X\ fH(V) Y\ 'V,

como Y \ V es cerrado, entonces Y\ V =Y \ V. Lo cual es una con-
tradiccion al hecho que f(z) € V. Por lo tanto f(U) C V. O

2.3 Teorema. Sean X un conjunto y 71, 7o dos topologias para X.
71 C Ty siy sblosi Idyx : (X, 75) — (X, 71) es una funcién continua.

Demostracion.

=] Sea Idx : (X, ) — (X, 7). Veamos que Idx es continua.

Sea U € 71, entonces [d;'(U) =U € 13, ya que 11 C To.

Por lo que Idy'(U) € 75. Por lo tanto, Idx es continua.

<] Supongamos que Idx : (X, 7)) — (X, 71) es continua, entonces
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para cada V € 7 se tiene que Idy (V) € 7, pero Idy' (V) =V, es
decir, para cada V' € 7y se tiene que V € 7.
Por lo tanto, 7 C 7. O

2.4 Teorema. Sean X y Y espacios topoldgicos, f : X — Y una
funcién y ¢ una cubierta abierta (finita cerrada) de X. Si la funcién

f |A A —Y
es continua para cada A € (, entonces f es continua.

Demostracion. Supongamos que ( es una cubierta abierta de X. To-
memos a V' un conjunto abierto de Y. Notemos que

f7HV) = Xnfi(v)
= (Utacx:aeq)nsim)
= U{Anr'vycx:Ae)
= U0 (v)aeds

Dado que (f|4)"" (V) es abierto en X para cada A € ¢, el conjunto
f7H(V) es abierto, pues es unién de abiertos. De aqui que, por el Teo-
rema 2.2, f es continua.

Si consideramos a ( una cubierta finita de cerrados de X, entonces la
demostracion es analoga, ya que la unién finita de cerrados es cerrada,
asi que la imagen inversa de cerrados en Y es un cerrado en X, por el
Teorema 2.2, f seria continua. m

2.5 Definicién. Una propiedad P definida para espacios topologicos
es un invariante continuo si se tiene que f : X — Y es una fun-
cion continua y suprayectiva y X cumple la propiedad P, entonces Y
satisface P.

2.6 Teorema. Las siguientes propiedades son invariantes continuos:
a) separabilidad;
b) compacidad;

¢) conexidad.
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Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva
entre espacios X y Y.

a) Si X es separable, existe A C A = X con la condicién que |A| =
No. Entonces B= f(A) C Yy

Y=f(X)=f(A)cCfA)=8

C
es decir B = Y. Més atin |B| = |f(A)| < |A] < Ry. Con lo cual
concluimos que Y es separable.

b) Supongamos que X es compacto. Sea C = {A4; : i € I} una
cubierta abierta de Y, por el Teorema 2.2 la familia { f~1(A;) : 7 €
I} es una cubierta abierta de X. Por la compacidad de X existe

una subcubierta finita de X, digamos {f~'(A;,), ..., f1(4;,)}; es
decir X = J{f*(4;,) : 7 €{0,...,k}}, por lo tanto

5

Y = f(X) = f(U{F(A) 5 €10, ... k}})

=0 (A 1 €40, k1)
— U{Alﬂ 1] € {0, ,k}}
Asi que Y es compacto.

¢) Supongamos que X es conexo y que Y no lo es, entonces existen
dos cerrados, ajenos y no vacios Ay B de Y tales que Y = AUB.
Notemos que

X=[Y)= [ HAUB) = (AU (B).

Por el Teorema 2.2, f~1(A) y f~Y(B) son cerrados, no vacios y
disjuntos, lo cual contradice la conexidad de X. Por lo tanto, si
X es conexo entonces Y lo es.

]

Uno de los més importantes tipos de funciones continuas es la cla-
se de los homeomorfismos. Una funcién f : X — Y entre espacios
topoldgicos, es llamada un homeomorfismo si:

1. f es continua;
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2. f es biyectiva;
3. f~! es continua.

Una funciéon continua f : X — Y es llamada encaje, si considerando
a la funcién f sobre su imagen, f : X — f(X) C Y es un homeomor-
fismo.

Otros dos tipos de funciones especiales son las llamadas abiertas y
cerradas. Una funcién f : X — Y se dice que es abierta (cerrada)
si para cada conjunto abierto (cerrado) A C X, el conjunto f(A) es
abierto (cerrado) en Y.

Nétese que las funciones abiertas (cerradas) no necesariamente son con-
tinuas. Para esto, veamos el siguiente ejemplo.

2.7 Ejemplo. Consideremos Idg : (R,7;) — (R, 74), donde 7; y 74
son las topologias indiscreta y discreta, respectivamente, sobre R.

Sea A € 7;, entonces A =00 A=R.

Si A= (), entonces Idr(A) =0 € 74.

Si A =R, entonces Idg(A) =R € 7.

Por lo que Idr es una funcion abierta, pero no es continua, ya que si
p € R, entonces {p} € 4. Luego Idgy' ({p}) = {p}, pero 0 # {p} # R,
por lo que {p} ¢ ;.

Asi Idr no es continua.

También hay funciones que son abiertas, pero no cerradas, cerradas,
pero no abiertas y funciones que no son ni abiertas ni cerradas. Veamos
algunos ejemplos de ellas.

2.8 Ejemplo. Cualquier funciéon biyectiva f : N — Q no es abierta
ni cerrada. Sea f : N — Q cualquier biyeccién, entonces:

» f es continua pues (N, 7y) es un espacio discreto.

» fnoesabiertapues {1} € ny,seax = f(1) € Q,asi f({1}) = {z}.
Observemos que {z} no es abierto en Q. Por lo que f no es abierta.

s Ademads f no es cerrada, en otro caso f seria un homeomorfismo
y por tanto abierta.

2.9 Ejemplo. La proyeccién p : R* — R definida por p((z,y)) = x es
abierta, pero no cerrada. Sabemos por ejemplo que la hipérbola

H={(z,y) e R*: 2y =1}
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es un conjunto cerrado en R? mientras que p(H) = R\ {0} no es
cerrado en R.

2.10 Ejemplo. Sea f : I — I la funcién definida por:

( 3x .
> ,SIZEG[O,%};
1 2
flz) = 3 sia € [3,3];
3z —1
\ 5 s1a:€[ 1}

es cerrada, pero no abierta.
Notemos que f no es abierta. Sea A = (3, 3) abierto en I. Se tiene que
f(A) = f((3,2)) = {3} que no es abierto en L.

373

Para ver que f es cerrada, usaremos el siguiente teorema.

2.11 Teorema. Sea f: X — Y una funcién continua entre espacios
topoldgicos. Si existe una familia finita de conjuntos cerrados en X,

C ={C,Cs,...,C,} tal que X = UCi y st fig, : Ci — Y es cerrada
i=1
para cada i € {1,2,...,n}, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea C = {C4,Cy, ...,C,} una familia de conjuntos ce-

rrados en X tal que X = UC" y f‘cl_ : C; — Y cerrada para cada
i=1

ie{1,2,...,n}.

Sea U un conJunto cerrado en X, notese que f(U) = f(XNU) =

UC Nv) = U (V) Uf G =U e,

=1
Dado que fj.. es cerrada para cada i E {1 2,...,n} entonces fi, (U) es

cerrado en Y para cadai € {1,2,...,n}. Asi f (U ) es cerrado en Y pues
es la unién finita de conjuntos cerrado en Y.
Por lo tanto f es cerrada. ]

Usando el Teorema 2.11 es facil ver que f, definida como en el
Ejemplo 2.10, es cerrada.
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2.12 Teorema. Sea f : X — Y funcién biyectiva, entonces las si-
guientes proposiciones son equivalentes:

1) f es un homeomorfismo;
2) f es continua y abierta;
3) f es continua y cerrada.

Demostracion. f es homeomorfismo si y sélo si f es continua, biyectiva
y f~! es continua, si y sélo si para todo U C X abierto en X, f(U) =
(f71)71(U) es abierto en Y, si y sélo si f es abierta.

Por lo tanto 1) es equivalente a 2).

2) = 3) Sea F cerrado en X, Y \ f(F) = f(X)\ f(F) = f(X\F).
Como F es cerrado en X, entonces X \ F' es abierto en X.

Como f es abierta, entonces f(X \ F) es abierto en Y. Por lo tanto
Y\ f(F) es abierto en Y, por lo que f(F) es cerrado en Y. Asi, f es
cerrada.

3) = 2) Sea G abierto en X, Y\ f(G) = f(X)\ f(G) = f(X \ G).
Como G es abierto en X, entonces X \ G es cerrado en X.

Como f es cerrada, entonces f(X \ G) es cerrado en Y. Por lo tanto
Y\ f(G) es cerrado en Y, luego f(G) es abierto en Y. Por lo tanto, f
es abierta. O

2.13 Proposicion. Sea X un espacio topoldgico compacto y A C X
cerrado, entonces A también es compacto.

Demostracion. Sea {U;}ie; una cubierta abierta de A, notemos que
X =AU(X\A4) = U U;) U X'\ A4). Como X \ A es abierto, entonces

i€l
U;}icr unido con X \ A es una cubierta abierta de X, pero X es
c y P

compacto, entonces existen iy, iy, ..., 4, tales que X = AU (X \ A) =
n
UupUe\4).
j=1
n
Asi A = U Ui,, por lo tanto es compacto. n
j=1

2.14 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico To y A C X compac-
to, entonces A es cerrado.
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Demostracion. Sea A C X compacto. Probaremos que X \ A es abier-
to, luego A sera cerrado.

Sea xy un punto de X \ A. Vamos a demostrar que existe una vecin-
dad de zy que no intersecta a A. Para cada punto a de A, elijamos
vecindades disjuntas U, y V, de los puntos xq y a, respectivamente. La
coleccion {V,|a € A} es una cubierta de A por abiertos de X; como A

n
es compacto, entonces existen V,,,V,,,..., V. tales que A = U Va,. El
i=1
conjunto abierto

V:VmU"'UVan

contiene a A, y es disjunto del abierto

U:Ualﬂ"'ﬂUan

que se forma al tomar la interseccién de las correspondientes vecindades
de xy. Por lo tanto, U es una vecindad de zy que no intersecta a A. O
9

2.15 Teorema. Si f : X — Y es una funcién continua de un espacio
compacto X sobre un espacio de Hausdorff Y, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea F' un cerrado en X, por la Proposicién 2.13 F es
compacto, luego, como f es continua, por el Teorema 2.6 f(F') es un
subconjunto compacto de Y y dado que Y es Hausdorff, por la Pro-
posicién 2.14 f(F') es un subconjunto cerrado en Y. Por lo tanto, f es
una funcién cerrada. ]

2.16 Corolario. Si f: X — Y es una funcién continua y biyectiva,
donde X es un espacio compacto y Y es un espacio de Hausdorff,
entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Por el Teorema 2.15, f es cerrada y por hipdtesis f es
continua, asi, por el Teorema 2.12 f es un homeomorfismo. ]

2.17 Proposicién. Sean X un espacio topoldgico, {z,}5°; una su-

cesion en X y z € X. Entonces lim z, = z si y sélo si para cada
n—oo

subsucesion {zy, }32, de {2z,};2, existe una subsucesion {z,, }52, tal
J
que lim z,, = z.
j—o0 J
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Demostracion. =] Sea {z,, }72; una subsucesién de la sucesion {z, }>
y sea U un abierto en X tal que z € U. Por hipétesis existe N € N tal
que Yn > N, z, € U. Fijemos K € N tal que ng > N. Se tiene que
Vk > K, ni > ng y més ain, n, > N, por lo cual z,, € U, es decir,
Vk > K, z,, €U.
Esto prueba que lim z,, =z

k—o00

Similarmente, para cada subsucesion {an]. 1321 de la sucesion {2, }72,,
se tiene que lim z,, = z.
j—00 7

<|Supongamos, por el contrario, que {z,}°°, no converge a z, entonces
existe U abierto en X que contiene a z tal que para todo k € N existe
np € Ntal que ng, > ky z, ¢U.

Tomando a los z,, anteriores, tenemos que {z,, }72; es una subsucesién
de la sucesién {z,} y esta subsucesién no tiene alguna subsucesién
que converja a z, ya que en caso contrario, si existe {anj 152, tal que
Jlgglo Iy, = % entonces para U abierto en X, existe N € N tal que
para todo 7 € N si j > N entonces Zn, € U, pero los Zny,, SON algin
Zy, de la sucesién construida para la cual z, ¢ U, esto nos da una
contradiccién, por lo que la subsucesion {z,, }32; no tiene subsucesién
convergente a z, contradiciendo la hipdtesis inicial.

Por lo tanto lim z, = z. O
n—o0

2.18 Teorema. Si f : X — Y es una funcién continua entre espacios
topoldgicos, entonces para todo z € X y para toda sucesion {z,}5°,

en X tal que lim z, = x se tiene que lim f(z,) = f(x). Ademads, si
n—oo n—oo

X y Y son espacios métricos, entonces el reciproco también es cierto.

Demostracion. Sea z € X y una sucesion {z,}>2; en X que converge
ax.

Mostraremos que la sucesion { f(z,)}>, converge a f(z).

Sea U un abierto en Y que contiene a f(z). Como f es una funcién
continua y U es abierto Y, se tiene que f~!(U) es abierto en X y es
tal que x € f~H(U), pues f(z) € U.

Dado que {z,}5°, converge a z, entonces existe N € N tal que si
n > N, entonces z, € f~1(U). De donde se implica que si n > N,
entonces f(z,) € U. Con lo cual se concluye que {f(z,)}>, converge
a f(x).

Ahora supongamos que X y Y son espacios métricos.
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Sea un subconjunto A de X. Probaremos que f(A) C f(A) (véase el
Teorema 2.2).

Fijemos un punto y € f(A). Seax € A tal que f(z) = y. Como X es un
espacio métrico, se tiene que existe {z,,}°°; en A tal que {f(z,)}>2 es
una sucesién en f(A). Por hipétesis, lim f(z,) = f(x), se sigue que,

f(z) € f(A), es decir, y € f(A). Asf f(A) C f(A).

Por lo tanto, f es una funcién continua. ]

2.19 Teorema. Si f : X — Y es una funcién suprayectiva entre
espacios métricos compactos, entonces f es continua si y solo si para
cada punto y € Y y para cada sucesion {y,}>°; de puntos en Y se
cumple que ll;m Y, = y implica que limsup f~(y,) C f~'(y).

n—oo

Demostracion. =| Supongamos que f es continua y que lim y, = y.
n—oo
Fijemos un punto x € limsup f~!(y,), por la Proposicién 1.15 existe
una sucesion {ny}y>, en N y una sucesiéon de puntos en X, {z,, }3,
tales que para cada k € N, z,,, € [ (yn,) ¥ kh’m Ty, = T.
— 00
Observemos que f(x,,) = y,, para cada k € Ny ademaés klim f(@n,) =
— 00
f(x), ésto dltimo se tiene porque f es continua, se sigue que ka Yn, =
— 00
f(z). Por otra parte, como lim y, = y se tiene que lim y,, = y. En
n—00 k—o0

consecuencia, f(z) =y, luego x € f~1(y).

Esto prueba que lim sup f~1(y,) C f~1(y).

<] Supongamos que f no es continua, entonces existe x € X y existe

una sucesiéon {z,}°2; en X tales que lim x, =z y lim f(z,) # f(z).
n—oo n—oo

Luego existe una subsucesion { f(z,, ) }32, de la sucesion { f(z,)}22, tal

que ninguna de sus subsucesiones converge al punto f(x) (véase la Pro-

posicién 2.17). Por otra parte, como Y es métrico y compacto, sabemos

que {f(xn, )}, tiene una subsucesién convergente, es decir, existe un

punto y € Y y una subsucesion {f(xnkj)}j‘;l tal que jlirgo f(acnk]) =y.

Notemos que y # f(z).

Denotemos y; = f(xnkj) para cada j € N. Asf {y;}32, es una sucesién

en Y y limy; # f(x). Nétese que Tp,, € /7 '(y;) para cada j € N
j—00

y lim Ty, = &, por ésto x € lim supf~!(y;). Por hipétesis, lim sup
j—00

Yy € fH(y). Asi, x € f~(y), es decir, f(x) = y, lo cual es una

contradiccion.
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Esta contradiccion implica que f es continua. O

2.20 Proposicion. Si X es un espacio topolégico compacto y de Haus-
dorff entonces X es normal.

Demostracion. Sean Ay B cerrados y disjuntos en X, como X es com-
pacto entonces A y B son compactos.
Dado a € A elijamos conjuntos abiertos y disjuntos U, y V, que con-

tengan a {a} y B respectivamente, entonces A C U U,, es decir,

acA
{U,]a € A} es una cubierta abierta de A. Como A es compacto en-

n
tonces existen ai,as,...,a, € X tales que A C UUam luego, basta
i=1

considerar U = U U,,, ademas definamos V = ﬂ Va,-
i=1 i=1
Se tiene que B C V y A C U, ademas
n n n

n

vnv = (JUa) 0 (a) = J a0 (Y Va)) =0

— = i=1 i=1
Por lo tanto X es normal. O

2.21 Proposicion. Si X es un espacio métrico compacto entonces es
separable.

Demostracion. Para cada n € N, {B1(z)}.cx es una cubierta abier-
ta para X, por tanto existen x1",zo",...,x,,," € X tales que X C

Uz
=1

Sea A, = {x1", 22", ..., Ty, "} v definamos D = U A,,. Nétese que D

n=1
es numerable.
Mostraremos que D = X . Basta mostrar que X C D
Sean x € X y U un conjunto abierto tal que x € U. Sea ¢ > 0 tal
que B.(z) C U. Para ¢ > 0 existe n € N tal que % < e. Asi, existe
i €{1,2,....,my,} tal que x € B%(a:i”). Por lo que x;" € B.(x) C U,

entonces U N D # (). O

2.22 Proposicion. Si X es un espacio métrico separable entonces X
es segundo numerable.
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Demostracion. Sea D C X un conjunto denso y numerable. Para cada
n € Nsea B, = {B1i(z) : « € D}. De esta manera B, es una familia

numerable. Consideremos 3 = U B,.

neN
Afirmamos que [ es base para X.

Sea x € X y U abierto tal que x € U. Sean € N tal que Bi(x) C U.
Tomemos d € D ﬂBﬁ(x) '
Por demostrar que z € Bﬁ(d) cU.

Sea y € Bﬁ(d), entonces p(y, z) < p(y,d) + p(d, ) < 3= + 5= =
Por lo que y € Bi(z). Asi Ba (d) C Bi(z) C U.

Por lo tanto = € nBﬁ(d) cu.” ' O

S|

2.23 Lema. Si X es un espacio T} y para cada subconjunto F C X
y cada abierto W C X con F' C W existe una sucesién de abiertos
oo

Wi, Wa, ... tales que F' C UWZ y W, C W, Vi € N, entonces X es
i=1
normal.

Demostracion. Sean A y B conjuntos cerrados y ajenos en X. Por
hipétesis, tomando a F' = A y W = X \ B existen conjuntos abiertos

Wi, W, ... tales queACUW yW;NB=10,ViecN.

De forma similar, ex1sten conJuntos abiertos Vi, Vs, ... tales que B C

UmyEmAzw
=1

Para cada i € N, sean G; = W; \ UVJZ ﬂ(Wz \Vj) vy
e _

H; = V\UW’[WV\W

7=1
Notemos que G}, H son conjuntos abiertos para cada ¢ € N. Ademés
(o]

AC UGi = U, pues si a € A, entonces existe i € N tal que a € W; y

VjﬂA:(Z)sijgi; deestemodo,aEWi\UVj:Gi.

j=1
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También B C | JH; =V.
i=1
Para terminar, basta mostrar que U NV = (). Sean 7,5 € N. Si j < ¢,

7 J

entonces G; = W\UVZ CW\V;yH; = VJ\U W, C V;, asi GiNH,; =
=1 k=1

0.

j i
Sii<j, entoncesHj:X/}\UWZC%\WGyG,-:W/i\UVkCWi,
=1 k=1
asit H; N G; = 0.
Por lo tanto, para cada i,j € N, H; N G; = (). Con lo cual se concluye
que UNV = (. O

2.24 Corolario. Si X es un espacio topoldgico regular y segundo nu-
merable, entonces X es normal.

Demostracion. Sea F'un conjunto cerrado en X y W un conjunto abier-
to en X tal que F' C W. Sea 8 = {B,, : n € N} una base numerable
para X.

Para cada x € F, existe n, € Ntal que x € B,,, C W, mas atn, se pue-

de pedir que z € B,, C W, pues X es regular. Con esto, F' C U B,,

zeF
y B,, CW.
Observemos que {B,,, : © € F} C {B,, : n € N}. Con esto, X cumple
las hipotesis del Lema 2.23. Por lo tanto, X es normal. O]

2.25 Definicién. Sea { X, }qer una familia de conjuntos. El producto

cartesiano H X, es el conjunto de todas las funciones C' : I — H Xa,

acl ael
donde para cada o € I, C(a) € X,,.

Un elemento C € H X, lo escribimos {4 }aer, paracada a € I, x, €

ael
Xo. Al elemento xg le llamamos la S-ésima coordenada de {z4 }aer-

Al conjunto Xz le llamamos el 3-ésimo factor de HXQ.
acl
Para cada 8 € I, definimos Ilg : H Xo — Xp,dadapor lg({xs}aer) =

acl
xg y le llamamos la $-ésima funcién proyeccién.
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Al espacio H X, le asignamos la topologia producto, la cual no se

acl
menciona aqui, pues su estudio se escapa al objetivo de esta tesis, pero

puede ser consultado en el capitulo 4 de [5].

2.26 Teorema. Sean {X,},c; una familia de espacios topoldgicos,
f: X — HX“ y para cada 3 € I,1l3 : HX“ — Xp. La funcién f

a€el a€el
es continua si y sélo si, para todo 8 € I,1Izo f : X — X3 es continua.

Demostracion. =| Supongamos que f es una funcién continua. Como
para todo 8 € I,1l5 es una funcién continua, se sigue que para todo
p e l,1lgo f es continua.

n

<] Sea V = ﬂ I, (U;) un bésico canénico de H X,, donde U; es un
1=1 acl
conjunto abierto en X, parai € {1,2,...,n} C I, entonces

n n n

Luego, como para cada 8 € I,IIg o f es continua, en particular, para
cada i € {1,2,...,n},Il,, o f es una funcién continua, se tiene que
(Ila, o f)~"(U;) es un conjunto abierto en X . Como la interseccién finita
de conjuntos abiertos en X es un conjunto abierto en X, se sigue que,
S7Y(V) es un conjunto abierto en X.

Por lo tanto, f es una funcién continua. ]

La demostracion del siguiente teorema se puede encontrar en [5,
Teorema 4.1].

2.27 Teorema. (Lema de Urysohn) Sea X un espacio topoldgico. X
es normal si y sélo si, para cualesquiera dos conjuntos cerrados A y B
ajenos en X existe f : X — [0, 1] funcién continua tal que f(x) =0
size Ay f(x)=1siz € B.
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2.28 Teorema. Si {f, : a € J} es una familia de funciones continuas
real valuadas en un espacio de Hausdorff X tal que para cada zy € X
y para cada conjunto abierto U en X con zy € U, existe ag € J tal
que fo,(20) > 0y fao (X \U) C {0}, entonces la funcién F : X — R’
definida por F(x) = (fa(x))aes para cada x € X, es un encaje.

Demostracion. Dadas las hipdtesis, consideremos la funcion F' definida
como se describe en el enunciado del teorema. Notemos que esta funcién
F es continua, ya que para cada 8 € J, (Ilgo F')(z) = Hz((foa(2))acs) =
fs(x), es decir, (Ilg o F)(x) = fs(x), la cual es continua por hipétesis.
Asi, por el Teorema 2.26, F' es continua.

Por otra parte, es claro que F' es inyectiva, porque si x1,22 € X con
xr1 # o entonces existe ag € J tal que fo (1) > 0y fo,(z1) = 0,
ast fao(x1> 7& fa()(xl)a por lo cual (foz(xl))ozGJ 7& (fa(wQ))a€J7 €s deCira
Denotemos Y = F(X) C R’. Tenemos que F : X — Y es una funcién
biyectiva y continua. Veamos que F' de X en Y es una funcién abierta.
Fijemos un conjunto abierto U en X. Debemos demostrar que F(U)
es un conjunto abierto en Y, es decir, para cada z € F(U) debemos
encontrar un conjunto abierto V, en R” tal que z € VNY C F(U).
Fijemos un punto zg € F(U) y tomemos un punto zo € U tal que
F(zy) = zo. Por hipdtesis existe ag € J tal que fo,(x0) > 05 fo, (X \
U) C {0}. Denotemos V = II_}((0, 00)). Es claro que V' es un conjunto
abierto en R”7.

Ademads, como F(zq) = (fo(%0))acs := 20, se tiene que

Mo, (20) = Moy ((fa(20))acs) = fao(®o) € (0,00), por lo cual 2 € V.
Asi V' NY es un conjunto abierto en Y y 2z € V NY. Resta ver que
VNY C F(U). Para esto tltimo, fijemos un punto z € V. NY. Como
Y = F(X) existe x € X tal que F(z) = z. Se tiene que, (fo(2))acs =
Z, por esto, Hao(z) = Hao((fa(x))aej) = foao(x) y como z € V =
I, ((0,00)), se tiene que, II,,(2) € (0,00). Se sigue que, fo,(z) > 0.
Luego, ¢ X \ U pues f,,(X \ U) C {0}, es decir, z € U. Como
F(z) = z, esto prueba que z € F(U). Por lo tanto, V. NY C F(U).
Esto demuestra que F'(U) es un conjunto abierto en Y.

Con todo se tiene que, F': X — Y es un homeomorfismo, es decir F’
es un encaje de X en R”. O]

2.29 Teorema. El cubo de Hilbert I¥ es metrizable.

Demostracion. Consideremos la funcién D : T8 x I8 — R definida
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Yn 00 00
L0 =00 | para todo par ()2, (9)2)

por D((zn)521, (Yn)pl1) = Z | xn2

n=1
en IR0 x Mo,

m
Jr Tn — Yn
Veamos que D es una métrica en I"°. Sea S, = g |2—n‘, para
n=1

oo
’ Tn — Yn | ,
cada m € N y recordemos que g = I8 — Iim S,,.
< Y 4 — on m—o00 m

(1) Veamos que D((,)3%1, (4n)21) > 0, para cada. (2)32 1, (4)35) €
Yo x o,
Como | z, — yn |> 0, se tiene que

Ixn_ynl
n

2

> 0, luego S,, > 0 para

cada m € N. Por lo tanto, 0 < lim 5, = Z W
n=1

m—ro0

Ast D((2n)5Z15 (Yn)nZr) 2 0.

(2) Supongamos que D((x,)5 4, (¥,)52;) = 0 y supongamos que
(20)°21 # (yn)S2,, entonces para algin ng € N, | 2,y — Yn, |[> 0y
por tal, S,, > 0. Notemos que {S,,}>°_, es creciente, por lo que

lim S, > 0, lo cual es una contradiccion, pues lim S5,, = 0. Por
m—o00 m—0o0

lo tanto (2, )52 = (yn)nls-

Por otro lado, supongamos que (x,)%, = (y,)5>,, entonces Sy, =

0, de ahi que lim S,, = 0. Por lo tanto D((x,)%%, (y»)32;) =0
m—r0o0

3) Sean (2,)2%,, ()2, € I x T% 5m=§j—|
(3) Sean (zn)pZy, (Yn)nty X y sean 2 on y

Sy/n:i’yn;nxn"

n=1
Como S,, = S/, para cada m € N, se tiene que lim S,, =
m—ro0
lim S’ .
m—0o0 m

Ast D((zn )51, (Yn)nr) = D((Un)nZrs (wn)52y)-

(4) Sean (z)521, (Yn)i2y € I x T
Notemos que
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Z|xn yn| Z|xn 2n+zn yn| Zl|xn Zn

Tomando el hmlte cuando m t1ende a mﬁnlto se tiene que
D(()321, (9)321) < D)3, (za)0) + D)2 (9)30)-

De (1), (2),(3) y (4) se deduce que D es una métrica en I*.

Ahora veamos que 7p = 7 donde T es la topologia producto en I®0,
Veamos que 7p C 7.
Sea U = B/((x,)22 ;) un elemento basico de 7p que contlene a (x,)2 .

— 1
Tomemos N € N tal que Z o < 5 Afirmamos que ﬂ H]-_I(BQLN (x;))
n=N-+1 j=1
cU.
Para ver esto, sea (y,)%2, € ﬂ H z;)).

Queremos probar que D((mn)nzl, (yn>n:1) < €.
Observemos que

D((xn)n 15 y”nl Z|xn yn| Z|xn yn|+z yn|

n=N-+1

€ € 1.1 €
< - )=+ fc
;2n2N+2 (I-gx)gwet g =

Ahora probemos que 7 C TD

+ - =€

N

Sean ()%, € M y U = ﬂ H B, (z;)) un elemento basico canéni-
7=1

co de T que contiene a (z,)5° . Sea ¢ = min{

Mostremos que B((z,)%2,) C U.

Sea (Yn)22, € Be((2,)5%,), entonces D((2,)5% 1, (Yn)o2,) < €, es decir

€1 €2 k.
2992y 9ok S

ZW"Q;”%‘ < €. Por lo que, para cada j € {1,2,---714},%;”‘1/” <

n=1

e < 5, lo que implica que si j € {1,2,...,k} entonces | z, — y, |< ¢;
y por lo tanto, B((z,)22,) C U.

Asi D =T.
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Por lo tanto, I es metrizable. O

El siguiente es un resultado bien conocido en la Topologia General
y es conocido como el Teorema de Metrizacion de Urysohn.

2.30 Teorema. Para X un espacio 77, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. X es regular y segundo numerable;
2. X es separable y metrizable;
3. X es homeomorfo a algtin subespacio del cubo de Hilbert I™.

Demostracion. Veamos que (1) = (3) = (2) = (1)

1) = (3)

Sea {B, : n € N} una base numerable para X. Observemos que si
n € Ny x € B,, podemos tomar un conjunto abierto U en X tal que
r € UyUC B,, ya que X es regular. Luego existe m € N tal que
x € B,, C U. Notemos que B,, C B,.

Denotemos J = {(n,m) € Nx N : B,, C B,}. Por el parrafo previo,
observamos que J es un conjunto no vacio. Ademas .J es numerable.
Por el Corolario 2.24 se tiene que X es un espacio normal, ahora por
el Teorema 2.27, para cada (n,m) € J existe una funcién continua,
fam : X —[0,1] tal que fom(Bn) C {1}y fum(X \ B,) C {0}
Denotemos .# = {f,m : (n,m) € J}. Se tiene que .% es una familia nu-
merable de funciones continuas realvaluadas definidas en X. Ademas,
sizx € X y W es un conjunto abierto en X tal que x € W, entonces
existe ng € N tal que z € B,,, C W y existe mgp € Ntal que v € B,,,, y
B,,, C B,,.

Ast (ng, mg) € J, también se tiene que f,, m, €s un elemento de .# tal
que

Snomo(Bimg) C {1} Y fgmo (X \ Byy) C {0}; en particular fogmq () > 0
Y fromo(X \ W) C {0}. Es decir, la familia .# satisface la condicién
del Teorema 2.28. En consecuencia, la funcién F' : X — R’ defini-
da por F(z) = (fam(x))mmyes es un encaje de X en R’. Denotemos
Y = F(X) y notemos que para cada x € X, f,, »(x) € [0, 1], por lo cual
F(x) €[0,1]7. Asi Y C [0,1]7.

En conclusién, tenemos que Y es un subespacio de [0,1]7 y F es un
homeomorfismo entre X y Y. Como J es numerable, se tiene que
[0, 1]7 a2 T,
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Esto prueba que (1) implica (3).

Veamos que (3) = (2)

Por el Teorema 2.29 se tiene que I es metrizable, y es compacto por
el Teorema de Tychonoff; se sigue que IM es separable, por la Propo-
sicién 2.21. Asi I™ tiene una base numerable (véase Proposicién 2.22).
Sea Y C I™ tal que X sea homeomorfo a Y, se tiene que Y tiene una
base numerable, ademds Y es metrizable, pues Y es subespacio de I™.
Se verifica que X es metrizable y tiene una base numerable (pues X y
Y son homeomorfos). Como segundo numerable implica separable, se
concluye que X es separable y metrizable. Esto prueba que (3) implica
(2).

Por tltimo veamos que (2) = (1)

Si X es separable y metrizable, entonces X tiene una base numerable,
por la Proposicion 2.22. Como metrizabilidad implica regularidad, se
tiene que X es regular.

Asi hemos probado que (2) implica (1). Con lo cual queda probado el
teorema. O

Utilizando el Teorema 2.30 probaremos en el siguiente resultado.

2.31 Teorema. La imagen continua de un espacio métrico compacto
en un espacio de Hausdorff es metrizable.

Demostracion. Sean X compacto, Y espacio de Hausdorffy f: X —
Y una funcién continua y suprayectiva. Por el Teorema 2.6 tenemos
que Y es compacto. Luego, por la Proposicién 2.20 Y es normal, eso
implica que Y es regular. Por el Teorema 2.30, es suficiente probar que
Y es segundo numerable para concluir la metrizabilidad de Y.

Sea B una base numerable para X (notemos que X es compacto, se-
parable, por lo que tiene una base numerable). Sea € la familia que
consta de todas las uniones de un ntmero finito de conjuntos de B.
Entonces € es una coleccion numerable de conjuntos abiertos. Notese
que, para cada C' € € tenemos que C' es abierto, asi X \ C' es cerrado.
Notemos que, por el Teorema 2.15 f es cerrada, por lo que f(X \ C)
es cerrado, entonces Y\ f(X \ C) es abierto.

Sea ® = {Y \ f(X\C):C € €} Como € es numerable, D es
una coleccién numerable de subconjuntos de Y. Mostraremos que ©
es una base para Y. Sean U un abierto no vacio en Y y p € U. Asi,
f~Yp) C f7HU). Nétese que f~1(U) es abierto por el Teorema 2.2.
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Nuevamente por el Teorema 2.2 f~!(p) es un subconjunto cerrado de

X, luego por la Proposicién 2.13 f~!(p) es compacto. Para cada x €
f~(p) € f71(U) tomemos a B(z) € B tal que z € B(z) C f~1(U).
Sea B’ = {B(x):xz € f~(p)}.

Dado que B8 es una cubierta abierta de f~'(p), existe una subcubierta
finita

{B(z1),..., B(z,)} € B de f~(p), es decir

f'(p) C B(x)U...U B(z,) C f1(U).

Consideremos a C'= B(z;) U ...U B(x,). Asi{, C C f~}(U), por lo que
X\ fHU)c X\ C,es decir f(X\ f7YU)) C f(X\C). Dado que

FENFHO) =N =FfY\U) =Y \U

entonces Y \ f(X\C) C U. Asip € Y\ f(X \ C), de lo contrario
p € f(X\C), porloque X\ CnN f~p) # 0, lo cual contradice que
f~Y(p) C C. En resumen, para todo abierto U en Y, para todo p € U,
existe D =Y \ f(X\C) €D tal que pe D C U. Asi D es una base
para Y. O]

Ahora, mostraremos que cada espacio métrico y compacto, es la
imagen continua del Conjunto de Cantor. Para esto recordemos la de-
finicién del Conjunto de Cantor.

Dado un intervalo cerrado A = [a,b] en R, donde a < b se tiene que
[a, %‘1 + g} , [%‘1 + %, 3+ %b] y [% + %b, b} son tres intervalos de la misma
5%, cuya unién es el intervalo A.
Denotemos por M(A) el intervalo abierto (242, ¢ + 2)  Observemos
que A\ M (A) es la unién de dos intervalos cerrados [a, 22 +2] y [4+2,b]
y estos son las componentes conexas de A\ M(A). En este caso, el in-
tervalo abierto M(A) es llamado el tercio medio del intervalo cerrado
A.

Sea Ay = [0,1] y para cada n > 1 denotemos A, = A,_1 \ U{M(E) :
E € %(A,-1)}, donde €(A,) = {E C A, : E es componente conexa de
A,}, para cada n € N. Notemos que A, C A, 1, en particular A, C
Ay = [0, 1] para cada n € N.

También A, se puede expresar de la siguente manera.

n—1
1438 24 3F
ParacadanEN,An:An,l\U( —; , —; )
k=0

b—a

longitud, a saber
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Ademés denotemos C' = ({A, : n € N}. C es llamado El Conjunto de
Cantor en el intervalo [0, 1].

2.32 Proposicion. El nimero de componentes conexas de A,, es igual
a 2", para cada n € N.

Demostracion. Haremos induccion sobre n.
Sin =1, entonces

A=A\ U S c o G = p UL

3n 3

Dado que [O, %} y [%, 1} son conjuntos compactos, se tiene que A, tiene
2 = 21 = 2" componentes conexas. Asf, el resultado se cumple cuando
n=1.

Supongamos ahora que el nimero de componentes conexas de A,, es 2".
Tenemos que A, .1 se obtiene de A,, a partir de restarle a A, la unién
de los tercios medios de cada componente conexa de A, es decir, cada
componente conexa de A, se divide en tres intervalos iguales y se le
retira el intervalo abierto de en medio, entonces de cada componente
conexa de A,, se obtienen dos componentes conexas de A, 1. De modo
que A1 tiene el doble de componentes conexas que A,. Dado que A,
tiene 2" componentes conexas, se tiene que A, ; tiene 2(2") = 2!
componentes conexas.

Por lo tanto, para cada n € N, el nimero de componentes de A, es
2", O

2.33 Proposiciéon. Para cada n € N, A,, es un conjunto cerrado.

Demostracion. Tenemos que para cada n € N, A, es la uniéon de 2"
componentes conexas. Como cada componente conexa es un conjunto
cerrado, se tiene que A, es la unién de 2" conjuntos cerrados. Ademas,
la union finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, se sigue
que A, es un conjunto cerrado. ]

2.34 Observacién. Notemos que C' = ({4, : n € N} es un conjunto
cerrado, ya que cada A, es un conjunto cerrado. Ademsds la interseccién
arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. Por lo tanto,
C' es un conjunto cerrado.

Ademas C' C [0, 1]. También se sigue que C' es la intersecciéon de con-
juntos cerrados en el intervalo [0, 1] a saber {A,, : n € N}, la cual tiene
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la p.i.f. Como [0, 1] es compacto y C' = ({4, : n € N} se sigue que C
es no vacio.

Maés aun, por la definicion de cada A,, podemos notar que todo nimero
de la forma %, donde k € {0,1,...,3 — 1} y j € N pertenece a 4,
para todo n € N.

Es decir, el conjunto {£ : j € Ny k € {0,1,...,3'—1}} est4 contenido
en el conjunto de Cantor, por esto C' es un conjunto infinito.

2.35 Teorema. Tenemos lo siguiente:
(a) C es compacto.
(b) Para cada n € N el conjunto C' es homeomorfo a C" y a C™0.

(c) Sea P* = A N C para cadan € Ny m € {1,...,2"}, donde m
denota la m-ésima componente conexa de A,,. El conjunto {P" :
ne€Nyme {1,...,2"}} es una base para C'y ademés P es
un conjunto abierto y cerrado en C' para cadan € Ny m €
{1,...,2"} y nh_>ngo diamP" = 0.

Demostracion.

(a) Tenemos que C' es un conjunto cerrado y ademés C' C [0, 1] donde
[0,1] es un conjunto compacto, lo cual implica que C' es un conjunto
compacto.

(b) Para esta demostracion, ver [13, Corolario 30.6].

(¢) Primero veamos que {P)" : n € Ny m € {1,...,2"}} es una base
para C.

Sean x € C'y U un abierto en C' tal que x € U. Sea V un abierto en
[0,1] tal que U = C' NV, como z € V, se tiene que existe € > 0 tal que
(x—e,x+€)N[0,1] C V.

Sea n € N tal que 3% < €. Como = € C, se tiene que existe m €
{1,...,2"} tal que x € A}". Con esto x € P

Resta ver que P C U.

Sea y € P". Como y € A7 se sigue que y € ( — 37,2 + 37) C
(x—e,x+e€) CV,esdeciry e V. Asiy € CNV = U. Con lo cual,
P"CU.

Por lo tanto, {P* :n € Ny m € {1,...,2"}} es una base para C.
Ahora, como A" es cerrado en [0, 1] paracadan € Nym € {1,...,2"},
se tiene que A N C' = P es cerrado en C, para cada n € N y
me{l,...,2"}.
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Por otro lado, notemos que para cadan € Ny m € {1,...,2"} P"
es la interseccién de un intervalo abierto en [0, 1] con C, pues si A" =
[%, "“5;1], entonces P" = A" NC = (ag_nl, “3%2) NC. Con esto P es un
conjunto abierto en C. O

2.36 Teorema. Existe una funcién continua y suprayectiva f : C' —
[0, 1].

Demostracion. Definimos F,, : C' — 2% para cada n € N, como si-
gue:

0,2] si z e A

[11] si ze A2
([0,3] si ze A}
[i, %] si we A3

2.3] si ze A}

L [2,1] si 2 € A}

Fo(z) =22 2] siz € AT conm € {1,...,2"}.

Veamos que para cada n € N, F),, es semicontinua superiormente.
Sean € Nysean x € C' y U un conjunto abierto en [0, 1] tal que
F,(x) Cc U.Como z € C entonces existe m € {1,...,2"} tal que x € A"
Sea W un conjunto abierto en [0,1] tal que z € A C Wy WNAI =0
sijedl,..,2"}\ {m}.

Sea V =W N, nétese que V' es un conjunto abierto en C, ademas si
y € V, entonces y € AT, asf F,(y) = [%:2, 2] = F,(z) C U.

Por lo que F,,(y) C U para todoy € V.

Por lo tanto, F;, es semicontinua superiormente.

Veamos ahora que para cada n € N, F, () C F,(z) para cada
xeC
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Sean n € Ny z € C, entonces existe k € {1,..,.2"*'} tal que z € A%,
luegO Fn+1(x) = [2131;4—117 gn%]
Como k es natural, entonces es par o impar.

Supongamos que k es par, entonces k = 2m, para algin m € N, (m <

2"), entonces AF = A2m C A™.

Asiz e Ay F,(z) = [mz;l, 7]

Ahora

Fn-i-l(m) = [227:;117 Q%Tl] = [2272:117 2ﬂn] - [%7 Qﬂn] = [Tr;;l’ Qﬂn] = Fn(x)

Por lo que F,,41(z) C F,(x).

Por otro lado, si k£ es impar, entonces £k = 2m — 1 para algin m €
N, (m < 2"), entonces A% | = AZ"1 C A" asiz € AM y Fo(z) =

n?

("5t 5]
Entonces
Fn+1(l’) = [2271}4:12a227’7?;11] = [7752172272}:11] - [mQ;laQaTl] = [77;;172%] =

Por lo que F,,41(z) C F,(x).
Asi, para todon € N, F,,11(z) C F,(x), para todo = € C.

Ahora veamos que [0, 1] = U F,(z) para cada n € N.
zeC

Notemos que para cada n € Ny cada z € C, F,(x) C [0,1], enton-
ces U F,(z) C[0,1].

xeC
Luego, si a € [0,1], entonces existe x € C tal que a € F,(x) (Por la

definicién de F,,), entonces a € U F,(z). Por lo que [0,1] C U F.(z).
zeC zeC
Por lo tanto, [0,1] = U F,(x) para cada n € N.

zeC
Por tltimo veamos que lim diam(F,(z)) = 0. Para cada = € C.
n—oo
Recordemos que diam(F,(x)) = sup{d(a,b) : a,b € F,(z)}.
Sea x € C. Notemos que por la definicién de F,,, se tiene que d(a, b) <
2%, para cada a,b € F,(x). Luego, dado que 0 < d(a,b), para cada
a,b € F,(z) y cada n € N, entonces 0 < diam(F,(z)) < 55. To-

1
mando limites se tiene que 0 < lim diam(F,(z)) < lim —, entonces
n—00 n—oo 2N
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0 < lim diam(F,(x)) <0.
n—oo
Por lo tanto lim diam(F,(z)) = 0 para cada x € C.

n—oo
Asi por [11, 7.4] existe f : C — [0,1] funcién continua y supra-
yectiva. []

2.37 Corolario. Existe una funcién continua y suprayectiva ¢ : C' —
[0, 1]%.

2.38 Definicién. Una funcién continua r : X — Y es llamada re-
traccion siempre que Y C X y la funcién continua 7|, es la identidad
enY.

El espacio Y es llamado un retracto de X.

Es facil verificar que r es una retraccion si y sélo si ror =r.

2.39 Teorema. Todo subconjunto cerrado y no vacio de C' es un re-
tracto de C.

Demostracion. Vamos a mostrar que para cada () # F = F C C existe
una retraccién r : C — F.

Dado que {P™ :n € Nym € {1,...,2"}} es una base para C'y C'\ F
es un conjunto abierto en C', entonces existe un subconjunto J C N
y para cada n € J, existe un subconjunto E, C {1,...,2"} tal que
C\F=U{P":neJmeE,}.

Observemos que sin > n'(m € E, y m' € E,/), entonces PN P =
o P C Pg’}/. Por esto podemos suponer que P’ N Pﬁﬁ/ = () para cual-
quier n,n' € Jm € E, ym' € E,.

Ahora, para cada n € J y cada m € FE,, denotemos por 2" al punto de
F tal que d(2]", P7") = inf{d(z, P") : z € F'}. Notemos que 2" existe
porque F' es cerrado.

Definimos r : C' — F por

A1) reF

r(z) =

Z2m st xePPneJymeE, (P CC\F).

Nétese que r esta bien definida pues P N P,:CL/ = () para cualquier
n,n €JmekE,ym €E,.
Como 7|, es la identidad, se tiene que r es suprayectiva. Falta ver que
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7 es continua.

Sea x € C'y {z;}32, un sucesién en C tal que lim z; = z.
1—00

Por demostrar que, lim r(z;) = r(z).
71— 00
Analicemos dos casos:
(1) Siz € C'\ F, entonces existen n € J y m € E, tal que x € P

Como P es un conjunto abierto en C'y lim z; = x, se tiene que existe
1— 00

L € N tal que z; € P para todo 7 > L.

Se tiene que r(x) = 2" y r(x;) = 2" para todo i > L.

Asi, en este caso, se concluye que lim r(x;) = r(z).
1—00

(2) Si z € F, entonces tenemos dos subcasos:

(2.1) Existe L € N tal que para todo i > L,z; € F, en este subcaso
r(z;) = x; y r(z) = x. Como lim x; = z, se tiene que lim r(z;) = r(z).

1—00 1— 00

(2.2) No existe L € N tal que para todo ¢ > L,x; € F, en este subcaso
se encuentra una subsucesion {z;;}52; de la sucesién {z;}2, tal que
para todo j € N, z;, € C'\ F. Entonces existe n(j) € J y m € Ey; tal
que z;; € Pty Luego {zi;}52, CUD, donde D = {P;) : j € N}
Notese que D no es un conjunto finito, pues de lo contario existiria

Pn(jo) C Dy r e Ntal que si j > r entonces z;; € P"E‘ . Y dado que

P% ) €s cerrado y lim z;, = x, se tiene que v € P}y o) 10 cual es una
Jj—00

contradiccion pues z € F. Asi D no es finito.

Luego como lim diamFP;" = 0, se tiene que lim didmP;) = 0.

n—00 Jj—o0
Ahora, sea g € P el punto del conjunto cerrado P el cual estd més

cerca del punto 2. Se tiene entonces7 por la definicién de los puntos

n?qn7que|z _qn ’_ ( )<d(‘er>

Por lo tanto | 2, ) 1< d(x Piy) <lo—ay, |

Asi, tenemos lo 81gu1ente

| zny — 2 IS 20y — oy [+ T2 — o |<| 250 — an) |+ | ang) — 24, |

2y, —2 <2 ] xzj — x| +didmPyy;,.

Ahora sea ¢ > 0, luego existen Ny, Ny € N tales que para todo j >
Ni,| @ —x; |< § vy para todo j > Ny, | didmP,) — 0 [< 5. Sea
N = méax{N;, N2}, entonces

|2ty — @[S 2| 2y — o | +didmP)y,) < 27 4 § = € para cada j > N.
Como x;, S Py, se tiene que r(z;;) = 21, es decir | r(z;;) —r(z) [<€
para cada j > N.

Se concluye que lim r(x;,) = x = r(z). Luego, por la Proposicién
j—o00
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1.15 se tiene que lim r(x;) = r(z). Con lo cual queda demostrado el
1—00

teorema. O

2.40 Teorema. Para cada espacio métrico y compacto X existe una

funcion continua y suprayectiva f : C' — X.

Demostracion. Sea X espacio métrico compacto. Por la Proposicion
2.21 se sabe que X es separable, y por el Teorema 2.30 existe un ho-

meomorfismo
h:X — h(X) C[0,1]%.

Asi, h(X) es compacto, entonces es cerrado en [0, 1]%0. Recordemos que
por el Corolario 2.37, existe una funcién continua y suprayectiva

¢: C — [0,1]%.

Entonces pongamos F = ¢~ }(h(X)) C C. El Teorema 2.39, nos garan-
tiza que existe r : ¢ — F una retraccién. Sea f = h™' o (¢|r) o 7.
(Véase el siguiente Diagrama).

-
c — F Cc C
I 1 dlr A0
X — K(X) c [0,1]%
h

]

2.41 Problema. ;Séra cierto el reciproco del Teorema 2.407 Es decir,
s un espacio topoldgico es imagen continua del conjunto de Cantor,
entonces es métrico compacto?

Como la compacidad se preserva bajo la continuidad, entonces image-
nes continuas del conjunto de Cantor son espacios compactos, sin em-
bargo la propiedad de metrizacién no es una propiedad invariante bajo
funciones continuas, asi que no se puede asegurar que, en general, el
reciproco del Teorema 2.40 sea cierto.

El Teorema 2.31 nos permite dar solucién al Problema 2.41, y esto lo
enunciamos en el siguiente corolario.

2.42 Corolario. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces X es ima-
gen continua del conjunto de Cantor si y sélo si X es métrico compacto.
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Demostracion.

=] Si X es imagen continua del conjunto de Cantor, entonces existe
f:C — X, funcién continua y suprayectiva. Como X es de Hausdorff,
por el Teorema 2.31, X es metrizable. El Teorema 2.35, nos dice que
C' es compacto, entonces por el Teorema 2.6, f(C') = X, es compacto.
Por lo tanto, X es métrico compacto.

<] Si X es métrico compacto, entonces por el Teorema 2.40, se tiene
que X es imagen continua del conjunto de Cantor. ]
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Capitulo 3

Espacios localmente conexos

En este capitulo enunciamos las definiciones de conexidad local y
conexidad en pequeno, daremos algunos resultados que relacionan es-
tos conceptos. Ademads veremos que la imagen continua de un espacio
localmente conexo, en general, no es un espacio localmente conexo y
mostraremos bajo qué condiciones si lo es. Finalmente demostramos
que todo espacio de Hasudorff es imagen continua del intervalo [0, 1] si
y so6lo si es un continuo localmente conexo.

Dado un espacio topoldgico X, recordemos que una base local 5(z) en
x es una coleccion de vecindades del punto z que tienen la propiedad
de que para cada vecindad U de x, existe un elemento V' € §(z) tal
que V C U.

3.1 Definicién. Un espacio X es localmente conexo en un punto
x € X, si existe una base local 5(z) compuesta de conjuntos abiertos y
conexos. El espacio X es localmente conexo si es localmente conexo
en cada uno de sus puntos.

3.2 Definicion. Un espacio X es conexo en pequeno en un punto
p de X (c.i.k. en p), si para cada conjunto abierto, U de X, con p € U,
existe un conjunto conexo, V de X, tal que p € int(V)y V C U. El
espacio X es conexo en pequeno (c.i.k.) si X es c.i.k. en x para todo
punto x de X.

3.3 Observacion. Un espacio X es localmente conexo en p implica que
X es c.i.k. en p. Pero el reciproco no es cierto, esto se puede consultar
en [13, Ejemplo 27.15].

43



3.4 Teorema. Sea X un espacio topoldgico, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. X es localmente conexo;
2. X es c.i.k.;

3. Para cada abierto U de X y para cada componente, C, de U, se
tiene que C es abierto en X.

Demostracion.

1 = 2 8Sean p € X y U un abierto en X tal que p € U. Como X es
localmente conexo en p, entonces existe un conjunto abierto y conexo,
Vde X, talquepeVCU.

Dado que V es abierto, se tiene que V' = int(V'). Asi existe V' conexo
tal que p € int(V)y V C U.

Por lo tanto X es c.i.k. en p. Como p lo elegimos arbitrario, se tiene
que X es c.i.k.

2 = 3 Supongamos que X c.i.k. Sean U un abierto de X y C una
componente de U. Si x es un punto de C' podemos elegir un conjunto
conexo, V', de X tal que x € int(V)y V C U. Como V es conexo,
entonces V estd contenido en la componente C' de U. Por lo que p €
int(V) C C. Asi C es abierto en X.

3 = 1 Supongamos que las componentes de los conjuntos abiertos de
X son abiertos. Dado un punto x de X y un abierto U de X tal que
x € U, sea C' la componente de U que contiene a x. Ahora, C' es conexo
y es abierto en X por hipodtesis, entonces X es localmente conexo en .
Por lo tanto X es localmente conexo. [

3.5 Definicién. Sean X,Y espacios topoldgicos y sea p : X — Y
una funcién suprayectiva. La funcién p se dice que es una funcion de
identificacién siempre que un subconjunto U de Y es abierto en Y si
y sélo si p71(U) es abierto en X.

3.6 Proposiciéon. Sip: X — Y es una funcién continua, suprayecti-
va que es abierta o cerrada, entonces p es una funcién de identificacion.

Demostracion. Como p es una funcién continua, se tiene que para cada
abierto U de Y, p~}(U) es un conjunto abierto en X.

Ahora, como p es suprayectiva, se tiene que p(p~!(U)) = U para cada
subconjunto U de Y. Si p es abierta y para cada subconjunto U de Y
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p~1(U) es abierto en X, entonces p(p~1(U) es abierto en Y, es decir, U
es abierto en Y.

Por otro lado, si p es cerrada y para cada subconjunto U de Y, p~1(U) es
abierto en X, tomemos al conjunto cerrado X \ p~!(U) y consideremos
su imagen bajo p, asf se tiene que p(X \ p~1(U)) = p(X) \ p(p~1(V)) =
Y \ U es un conjunto cerrado en Y, por lo que U es abierto en Y.

Se concluye entonces que, p es una funcién de identificacién. n

3.7 Definiciéon. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo
y no vacio.

3.8 Proposicién. Si {4, }7°, es una sucesién decreciente de subcon-
juntos cerrados de un espacio de Haudorff y compacto, X y U es un

o
conjunto abierto en X tal que ﬂ A, C U, entonces existe m € N tal
n=1

que A, C U para cada n > m.

Demostracion. Supongamos que tal m no existe, entonces A4, ¢ U
para todo n € N. Notemos que &/ = {A4,, \ U : n € N} es una familia
de subconjuntos cerrados de X, la cual tiene la p.i.f. Ya que si {4; \
U A\ U, -+, A \ U} es una familia finita de la familia <7, entonces
k

ﬂ(AZ- \U) C A;\ U para cada i € {1,--- ,k}. Dado que A; € U para

=1
cada i € {1,--- ,k}, se tiene que A; \ U # () para cada i € {1,--- , k}.
k

Ast (YA \U) # 0.

=1
Por lo que 7 tiene la p.i.f.

o0

Como X es compacto, entonces ﬂ (A, \U) # 0.

n=1

Dado que ﬂ(An \U) C (A, \U) para cada n € N, se tiene que
n=1
A, \ U # 0 para cada n € N, por lo que 4, € U para cada n € N, de

ahi que ﬂ A, € U, lo cual es una contadiccion. m

n=1
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3.9 Corolario. Si {A4,}22, es una sucesién decreciente de subconjun-
o0

tos cerrados, no vacios de un espacio compacto X, entonces ﬂ A, # 0.
n=1
o0
Demostracion. Supongamos que ﬂ A, = (0. Sea U = (), entonces se

n=1

oo
tiene que ﬂ A, CU.
n=1
Notemos que U es un conjunto abierto en X, por la Proposicion 3.8

existe m € N tal que A,, C U, pero A,, # (), lo cual contradice el hecho
de que U = (.

Por lo que ﬂ A, # 0. O
n=1

3.10 Corolario. Si {A,,}22, es una sucesién decreciente de subconjun-
tos cerrados, conexos, no vacios de un espacio de Hausdorff y compacto,
oo

X, entonces ﬂ A, es un subconjunto cerrado, no vacio y conexo de

n=1

X.

o0

Demostracion. Denotemos por &7 al conjunto ﬂ A,

n=1

Notemos que &7 es una interseccién numerable de subconjuntos cerra-
dos en X, por lo que 7 es un conjunto cerrado en X. Por el Corolario
3.9 se tiene que &7 es un conjunto no vacio. Resta probar que &/ es un
conjunto conexo.

Supongamos que &/ no es conexo, entonces &/ = By U By, donde By y
By son conjuntos cerrados, no vacios y ajenos. Como A; es un espacio
normal, existen abiertos y ajenos en Ay, V y W tales que By C V' y
By, C W.Sea U = VUW. Entonces por la Proposicion 3.8 tenemos que
A,, C U, para algin m € N. Por lo tanto A,, = (A, NV)U (4,,NW).
Como BiUBy = & C A, ydadoque BiN.a #0y BoNa # 0,
tenemos que A, NV # 0y A,, "W # (). Por lo que el continuo A,, no
es un conjunto conexo, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, o/
es Conexo. O]

Del Corolario 3.10 se puede concluir que la interseccion arbitraria
de una sucesion decreciente de continuos es un continuo.
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3.11 Teorema. Si X y Y son continuos y f : X — Y es una funciéon
continua, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcién
continua. Como X y Y son continuos, se tiene que X es un espacio
compacto y Y es un espacio de Hausdorff. Luego, por el Teorema 2.15,
se sigue que f es cerrada. O

En general, la imagen continua de un espacio localmente conexo no
tiene porque ser un espacio localmente conexo.

3.12 Ejemplo. Consideremos f : N — Q cualquier funcién continua
y biyectiva. Como N es un espacio discreto, N es localmente conexo
y f es continua. Sin embargo Q no es un espacio localmente conexo
pues las componentes de cada abierto en Q es cada punto y ese no es
un conjunto abierto en Q, asi, por el Teorema 3.4 Q no es localmente
conexo.

Asi que, para lograr una conclusién satisfactoria, es necesario agre-
gar condiciones adicionales para una funcién continua.

3.13 Teorema. Si X es un espacio localmente conexoy f: X — Y
es una funcion de identificacion, entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Por el Teorema 3.4 bastara probar que las componentes
de los conjuntos abiertos de Y también son conjuntos abiertos en Y.
Sean U un abierto en Y y C' una componente de U. Supongamos que
r e [7HCO) y sea C, la componente de f~!(U) que contiene a x. Dado
que f~1(U) es abierto en X y X es localmente conexo, se tiene que C,
es un conjunto abierto en X. Como f es continua y C, es conexo,
se tiene que f(C,) es conexo y f(z) € f(C,) N C. Ademds, como
C, C f7YU), f(C,) C U, se sigue que f(C,) C C por la definicién
de componente. Por lo tanto, x € C, C f~1(C). De ahi que f~'(C)
es abierto en X. Luego C es abierto en Y, pues f es una funcién de
identificacion.

Por lo tanto, Y es localmente conexo. O

3.14 Corolario. Si X es un continuo localmente conexo y f : X —
Y es una funcién continua y suprayectiva entonces Y es un continuo
localmente conexo.
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Demostracion. Dado que X es compacto, conexo y de Hausdorff y f
es continua y suprayectiva entonces Y es compacto, conexo y de Haus-
dorff; es decir, un continuo, luego por el Teorema 3.11 se tiene que f
es cerrada y por la Proposicién 3.6 f es una funcién de identificacion.
Como X es localmente conexo, se sigue del Teorema 3.13 que Y es
localmente conexo. O]

3.15 Definicién. Un arco es cualquier continuo homeomorfo a I. Si
Aesun arcoy h: I — A es un homeomorfismo, definimos los puntos
finales de A como el par de puntos en A, h(0) y h(1).

3.16 Definicion. Un espacio topoldgico X es arco-conexo si para
cada par de puntos p,q € X existe un arco A tal que {p,q} C A C X,

3.17 Definicion. Un espacio topolégico X es uniformemente local-
mente arco-conexo si para cada ¢ > 0 existe > 0 tal que para cada
par de puntos z,y € X, con la condicién que p(z,y) < § existe un arco
A contenido en X de manera que x y y son los puntos finales de A y
diam(A) < e.

3.18 Definicién. Una funciéon f : X — Y entre espacios métricos
(X, px) v (Y,py) es uniformemente continua si para todo ¢ > 0
existe d > 0 tal que para cada z,y € X tales que p(x,y) < 0 se cumple

que py (f(p), f(q)) <e.

3.19 Lema. Si X es un espacio métrico y compacto, entonces para
cada cubierta abierta %, de X, existe un nimero 6 > 0 tal que para
cada subconjunto A de X con didam(A) < 4, existe un elemento U de
 tal que A C U.

A 9 se le llama un numero de Lebesgue para la cubierta % .

Demostracion. Sea X un espacio métrico y compacto y supongamos
que existe una cubierta abierta % = {U;};,c; de X que no tiene un
nimero de Lebesgue. Por lo que para cada n € N, existe algin x,, € X
tal que la bola Bi(x,) no esta contenida en ningin abierto de % .
Como X es métrico compacto, se tiene que la sucesion {x, },en tiene un
subsucesion convergente {z,, }ren. Sea x € X el limite de esta sucesion
y sea j € I tal que x € U;. Como U; es abierto, se tiene que existe
r > 0 tal que B,(z) C U;. Tomemos un kg € N suficientemente grande
tal que % < 5y d(zn,,7) <3

Por la desigualdad del tridngulo, si z € Bz (zy, ), entonces d(z,z) <
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d(z,2p,) + d(zn, ,7) < 5+ 5 = 7. Es decir, Br(z,, ) C B,().
Asf, se tiene que B_1 (zy, ) C Br(w,, ) C B.(x) C Uj, lo cual es una

contradicciéon por como definimos los x,,. O

La reciproca del lema anterior no es cierta, es decir, existen espacios
métricos no compactos con la propiedad del nimero de Lebesgue.

3.20 Ejemplo. Sea X = Z con la métrica usual. Entonces, sin impor-
tar cual sea la cubierta abierta %7, § = 1 es un nimero de Lebesgue para
% , pues para cada © € X, By(x) = {z} y en particular estd contenido
en algun elemento de la cubierta 7% .

3.21 Lema. Sean (X, px), (Y, py) espacios métricosy f : X — Y una
funcion continua. Si (X, px) es compacto entonces f es uniformemente
continua.

Demostracion. Sea ¢ > (0. Como f es continua para cada x € X

existe d, > 0 tal que, si px(z,y) < J, entonces py(f(z), f(y)) < §.

Asi B = {Bs,(x)}sex es una cubierta abierta para X. Como X es un
2

espacio métrico compacto, por el Lema 3.19, se tiene que existe § > 0 un
numero de Lebesgue para £ tal que para cada z,y € X de tal manera

que px(z,y) < J, entonces existe o € X tal que px(z,zq) < 69”70 < Oy

Oz €
Y py (Y, @) < 3t < 0a- Luego py (f (@), f(x0)) < 5y py(f(y), f(w0)) <
5, porque f es continua.
De esta manera, si px(z,y) < d se cumple que py(f(x), f(y)) <

py(f(:li'),f(xo)) =+ pY(f(xO)a f(y)) < % + % = £.

Por lo tanto, f es uniformemente continua. m
3.22 Teorema. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces:

1. X es arco-conexo;

2. cada subcojunto conexo y abierto de X es arco-conexo;

3. X es uniformemente localmente arco-conexo.

Para la prueba ver [13, 31.2].

3.23 Teorema. Un espacio de Hausdorff, X, es una imagen continua
del intervalo cerrado [0,1] si y s6lo si X es un continuo localmente
CONEXO.
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Demostracion. =| Supongamos que X es un espacio de Hausdorff y
que existe una funcién continua y suprayectiva, f : [0,1] — X.
Es claro que X debe ser un espacio compacto y conexo, pues estas
propiedades se preservan bajo funciones continuas, véase Teorema 2.6.
Ademas por el Teorema 2.31 sabemos que X es un espacio metrizable.
Asi, X es un continuo, luego f es una funcion cerrada véase Teorema
3.11. Luego por la Proposicion 3.6 f es de identificacion. Asi se obtiene
por Teorema 3.13 que X es un espacio localmente conexo.
Esto prueba la necesidad.

<] Supongamos que X es un continuo, métrico y localmente conexo.
Consideremos una funcién continua y suprayectiva, f, definida en el
conjunto de Cantor, C' C [0, 1], sobre X, véase Teorema 2.40.
Denotemos por {I,, : n € N} a la coleccién de las componentes conexas
de [0,1]\ C, las cuales estdn enumeradas por su tamano y para los que
son de igual tamano numeradas de izquierda a derecha. Es decir,
L= (53),L=1(535),5=0G3) I=(mz)h= (5
o= () en - (28), o
Extenderemos la definiciéon de f a cada uno de los conjuntos I,,,n € N.
Denotemos I,, = (pn, qn), para cada n € N.
Como X es uniformemente localmente arco-conexo, por el Teorema
3.22, existe una sucesién de nimeros positivos {d,}22; tal que:

1. Vz,y € X con x # y y p(z,y) < 6, existe un arco A(z,y) C X
con puntos extremos z y y tal que diam(A(z,y)) < 5.
Como f : ' — X es uniformemente continua, existe una su-
cesién de ntiimeros positivos {n,}52; tal que 7,41 < 7, < Fr
y

2. Vx,y € C con |x —y| <n, se tiene que p(f(z), f(y)) < dy,

Afirmacién:
Existe una subsucesion {n,, }32,; de la sucesién {7, }>°; y una sucesién
de enteros positivos {my}72; tales que para cada k € N

(i) Mpyy < diam(Iy,) < nyp,, para todo m € {my +1,...,mp1 }; y
(ii) diam(1y,) < nn,,,, para todo m > my4q

Para probar esta afirmacion procederemos por induccién.
Caso k=1
Denotemos n; = 1y my = max{m € N : n,, <diam(l,)}.
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Notemos que 1 < my ya que 7, =m < }1 < % = diam/(I,).

Ademads, para cada m € {1,....,mq}, n,, < diam(l,); y para cada
m > my diam(Ly,) < My, .

En particular, tenemos que diam(I,,4+1) < 1, -

Denotemos ny = min{n € N : n, < diam(l,,+1)} y me = max{m €
N, < diam(I,)}.

Observamos que ng esté determinado ya que limn, = 0y 0 < diam(1,,, 1)
También ms estd determinado ya que m;+1 pertenece al conjunto {m €

N : 1, < diam(l,)} y este conjunto es finito pues lim diam(1,,) = 0.
Por otra parte, es claro que:

(I) My, < diam(1,,) < my,, para cadam € {my +1,....,ma}; y
(IT) diam(I,,) < Mpm,, para cada m > may.

Esto completa la prueba para el caso k = 1.

Paso inductivo.
Supongamos que se han determinado conjuntos de enteros positivos
{n1,...,ng}y {m,...,my} de modo que:

1) Ny, < diam(ly,) < Mn,_,, para todom € {my_1 + 1,....mi}; y
ii) diam(1,,) < nn,, para todo m > my,.

Por la condicién (4i) de la afirmacion se tiene que diam (I, +1) < M.
Denotemos ngy1 = min{n € N : n, < diam(Ly,+1)} y mes1 =
méax{m € N:n,, ., < diam(ly)}.

Observemos que 1y esta determinado pues limn, = 0y 0 < diam/(l,, +1)-
También myy; estd determinado ya que my + 1 pertenece al con-
junto {m € N : 7, < diam(l,)} y este conjunto es finito pues
lim diam(1,,) = 0.

Por otra parte obsérvese que:

Ny < diam(ly,) para cada m € {my + 1,...,mu11}, ya que my; es
el nimero natural méas grande para el cual esta desigualdad es cierta.
También diam(1l,,) < 1, para todo m > my, esta desigualdad se da
por la hipétesis de induccién, o sea en la condicién ii).

Asi se tiene que:

(a) Mnpyy < diam(Iy,) < 0y, , para cada m € {my +1,...,mpy41}.
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(b) diam(I,,) < nn,,,, para todo m > M.

En resumen, los enteros positivos ny,1 y mgi1, definidos como arri-
ba, cumplen con las condiciones (I) y (II), lo cual completa la prueba
de la afirmacion.

A continuaciéon, para cada n € N definimos una funcion, f,, con do-
minio el intervalo cerrado I,, = [p,, ¢,] analizando dos casos:

= f(pn) = f(gn); en este caso denotamos A, = {f(p,)} y definimos

fn Iy — Ay, como f,(z) = f(p,) para todo x € I, es decir, en
este caso f, es la funcién constante definida en I,, de valor f(p,).

» f(pn) # f(gn); en este caso existe un unico k € N tal que n €
{my + 1,...,mps1}, por la condicién (i) de la afirmacién se tie-
ne que |p, — qn| < Mn,; luego por la condicién 2 se obtiene que
p(f(pn), f(qn)) < dn, luego por la condicién 1 tomamos un arco A,
en X con puntos extremos f(p,) v f(g.) y tal que diam(A,) < +

2_Tl‘
En este caso consideramos un homeomorfismo f, : I, — A,, tal

que fn(pn) = f(Pn) ¥ fuldn) = f(qn)-

Ahora definimos ¢ : [0,1] — X como

g(w):{ flx) si reC

falz) st z € I,, conn e N.

Notemos que ¢ es una funcién suprayectiva pues f lo es, sélo resta
probar que g es una funcién continua.

Para esto sea x € [0, 1] y {x;}°, una sucesién en [0, 1] tal que zlggo x =
x.

Analicemos dos casos:

1) Sixz €]0,1] \ C, entonces existe n € N tal que z € I,,. Como I,
es un conjunto abierto en [0,1] y limxz; = x se tiene que existe
L € N tal que z; € I,,, para todo [ > L.
Se tiene que g(z;) = fn(z;) para todo !l > Ly g(z) = fu(x).
Dado que f,, es una funcién continua, se tiene que lim f,(x;) =
ful).

Asi, en este caso, se concluye que sz g(x;) = g(x).
—00

2) Si z € C, en este caso usaremos la Proposicién 2.17 para probar
que lim g(z;) = g(z).
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Sea {g(z1;)}32, una subsucesion de la sucesion {g(z;)}i2;.
Analicemos dos subcasos:

2.1)

2.2)

La sucesion {z;,}32; tiene una subsucesién {z;; 172, tal que

zy;, € C para todo k € N.

En este sub.c/aso gz, ) = flay,)y g(x) = f(z) asi, tomamos

la subsucesion {g(z;, )}72; de la sucesion {g(zi;)}72;.

Notemos que lim g(z;; ) = lim f(2y;, ) = lim f(z;) = f(z) =

g9(z), ya que f es continua, asf se tiene que lim g(z;, ) = g(z),

luego, por la Proposiciéon 2.17 se concluye que lh’rn g(x;) =
—00

9(@).

La sucesién {x;, }52, no tiene subsucesiones en C'. Es decir, el

conjunto {z;; : j € N} N C es finito, luego podemos suponer

que x;, € [0,1] \ C para todo j € N,

Notemos que Vj € N, existe [; € N tal que x;; € I;.

Como x;;, — =z, se tiene que z € E, entonces g(r) =

A continuacién dividimos el andlisis en dos subcasos:

2.2.1) La sucesién {/;;}32; tiene una subsucesién {I;; }72, tal

que [, = I, para algin m € Ny para todo k € N.
Notemos que Vk € N, z;, € Ij; = I,,, entonces g(xl].k) =
fm(xljk)'
Tomamos la subsucesion formada por las imagenes de los
x;jk s bajo g, es decir, tomamos la subsucesién {g(z;; )}72;.
Notemos que lim g(xy;, ) = Um fy, (21, ) = fin(z) = g(2),
esto ultimo por la continuidad de f,, y por (x), luego,
por la Proposicién 2.17 se tiene que lh'm g(x) = g(z).
—00

2.2.2) La sucesién {[;;}32, no tiene subsucesion constante, en

=1
este subcaso podémos suponer que I;; 7 I, si ji # Ja.
Probaremos que zliglo g(x;) = g(z). Para hacer esto, pri-
mero notemos que:

p(pyy, ) < plp, o) +p(ay, x) < diam(1y,)+p(ag;, ). (xx).
Por esto y tomando en cuenta que lim diam(l;) = 0,
lim p(z;;, ) = 0, se obtiene que lim p;; = x.

Luego como la funcion f : C — X es continua y puesto
que py,;,z € C, se sigue que lim f(p;;) = f(z).
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Sea e > 0. Fijemos N € N tal que 55 < § y

p(f(pi,), f(z)) < 5, para todo j > N, esto tltimo es po-
sible por ().

Notemos que Vj > N, diam(A;,) < <Lt<lb<
Por otra parte notemos que:

plg(x,), 9(x)) < plg(z,), 9(pi,)) + p(9(py,): 9(2))
p(flj (‘rlj)7 flj (plj)) + p(f(plj)7 f(l’)) < diam(Alj
p(f(piy), ().

Se sigue que, para todo 7 > N
p(g(zy,), 9(x)) < diam(Ay,)+p(f(py,), (@) < 5+5 =€
Esto demuestra que zlg?o g(:vl) g(

~—

Asi, por todo lo anterior, se tiene que la funcién ¢ es continua. O

Dado un espacio topolégico X, consideramos los siguientes conjun-
tos:

LX)={peX:Xescikenp} yNX)=X\L(X).
Las siguientes tres afirmaciones son tomadas de [6].

3.24 Lema. Sean X y Y espacios de Hausdorff y compactos, V C X
yy €Y.Sif: X — Y es una funcién continua y suprayectiva y
f~Hy) C int(V), entonces y € int(f(V)).

Demostracién. Observemos que f~*(y) C int(V) implica que f~1(y)N
(X\V)=0,luegoy ¢ f(X\V), es decir,y e Y\ f(X\V).

Notemos que f es una funcion cerrada, ver Teorema 2.15. Asi, f(X \ V)

es un conjunto cerrado en Y. En consecuencia, Y \ f(X \ V) es un
conjunto abierto en Y.

Por otra parte, veamos que Y\ f(V) C f(X \ V). Para hacer esto, sea
ze Y\ f(V). Como f es suprayectiva, existe z € X tal que f(z) = z.
Notemos que x ¢ V. Asi, x € X \ V. Como X \ V C X \ V, se tiene
que f(z) € f(X\V) C f(X\V), esto implica que z € f(X \ V).
Esto prueba que Y \ f(V) C f(X \ V). Se sigue que Y \ f(X\V) C
fV).

En resumen, Y \ f(X \ V) es un conjunto abierto en Y tal que y €
Y\ f(X\V)C f(V). Esto prueba que y € int(f(V)). O
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3.25 Teorema. Sean f : X — Y una funcién continua y suprayectiva
entre espacios métricos compactos, y € Y. Si X es c.i.k. en x, para todo
r € f~(y), entonces Y es c.ik. en y, es decir,

f(y) € L(X) implica que y € L(Y).

Demostracién. Sea U un abierto en Y tal quey € U. Entonces f~!(y) C
f71(U). Asi, para cada x € f~'(y), f~1(U) es un conjunto abierto en
X tal que z € f~1(U). Luego, por hipétesis, para cada = € f~1(y),
existe un conjunto conexo U, en X tal que z € int(U,) y U, C f~1(U).
Denotemos V = |J{U, : x € f~'(y)}, notemos que f~'(y) C int(V),
asi por el Lema 3.24 deducimos que y € znt(f(V))

Observemos que f(V) = J{f(U.) : © € f~(y)} y para cada = €
f~Xy), f(U,) es un conjunto conexo en Y, tal que y € f(U,); por ésto
f(V') es un conjunto conexo en Y.

Por otro lado, como U, C f~1(U) para cada xz € f~!(y), se tiene que
f(U,) C U para cada z € f~'(y). Esto implica que f(V) C U.

En resumen, f(V') es un conjunto conexo en Y tal que y € int(f(V))
y f(V) C U. Por lo tanto Y es c.i.k. en y. O

3.26 Teorema. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva
entre espacios compactos X y Y. Entonces para cada y € Y tal que Y
no es c.i.k. en y, existe un punto x € X tal que X no es c.ik. en = y
f(z) =y, es decir,

N(Y) C f(N(X)).

Demostracion. Dado que Y\ N(Y) = L(Y), la inclusién es equivalente
a

Y\f(N(X)) C LY

)-

Tomemos y € Y\ f(NX)). Asf f7(y) C fTI(Y\ f(N(X))) =
SN STHAINX))) € X\ N(X ) L(X).

Es decir, f~!(y) C L(X). Aplicando el Teorema 3.25 tenemos que

y € L(Y). Por lo tanto Y \ f(N(X)) C L(Y). O

3.27 Lema. Si A y B son subconjuntos abiertos (cerrados) de un
espacio X tales que X = AUBy f: A—Yyg:B —Y
son funciones continuas tales que f(x) = g(z) para cada x € AN B,
entonces F': X — Y definida por
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f(x) si x€A
F(z) =

g(x) si zr€B
es una funcién continua.

Demostracion. Sea U abierto (cerrado) en Y.

Notemos que F~'(U) ={zr € X : F(z) e U} ={zr € AUB : F(z) €
Ut={recA: Flx)eU}J{reB:Flx)eU}={x e A: f(z) €
UYUlz € B : glx) € U} = (1) Ug (V).

Como f~H(U) y g7*(U) son conjuntos abiertos (cerrados) en A y B res-
pectivamente y estos son abiertos (cerrados) en X, se tiene que F~(U)
es abierto (cerrado) en X. O

Observacioén:
En los Teoremas 3.25 y 3.26 no se puede sustituir la condiciéon de cone-
xidad en pequeno por la de conexidad local, como lo muestra el ejemplo
que sigue.

Mostraremos un ejemplo en el cual tenemos dos espacios métricos
y compactos X y Y, y € Y, y una funciéon continua y suprayecti-
va f: X — Y, tales que X es localmente conexo en z, para todo
x € f~(y), pero Y no es localmente conexo en y.

Para esto, definamos a X y Y como sigue:

Para cada n € N, sean a, = (55=1) ¥ bp = (5:57), puntos en R?.

Sean n,m € N, con n < m. Definimos L, ,, el segmento de recta que
tiene como extremos a los puntos (327, 5o51) ¥ (31, 0).

Sea X, = U,>_, LnmJ Ly, donde L, es el segmento de recta con pun-
tos extremos a, y Gn41-

Para cada n € N, sea A,, el segmento de recta que tiene como extremos
los puntos a1 y by.

Asi definimos a X como X = J, .y X

Por otro lado, sean n,m € N, con n < m. Definimos M,, ,, como el
segmento de recta que tiene como extremos los puntos (2%, 2%”) Y Q.
Sea Y, = U, _, My»UM,, donde M, es el segmento de recta con
puntos extremos a,, y by,.
Asi se define a Y como Y = |, .y Ya-
Véase la figura 3.1.

Ahora, sea p = (0,0) y para cada n € N definimos el homeomor-

fismo h,, : X,, — Y, tal que h,(Lym) = Mym, para cada m € Ny
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P =(0.0) Az A‘ te=aq,

f‘l," ”';3
x&

P=o0) % %

042(1,0)

Figura 3.1: Espacios X y Y

hn(an) = ay,.

Luego para cada n € N sea Z,, = X,, U A, y definamos g, : Z, — Y,
ho(z) si x€ X,

como sigue: g,(x) =
ani1 St x €A,

Finalmente, sea f : X — Y definida por
gn(z) si x € Z,

fz) =
P st T =7p
k

Observemos que para cada k € N, f . Z, : U Z, — Y es una
’ U n=1
n=1

funcién continua (por el Lema 3.27).

Ahora probaremos que f es una funcién continua. Sean z € X y
{z,}2° | una sucesién en X tales que limx, = z. Por demostrar que

lm f () = f(x)
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Analicemos dos casos:

(1)

x # p; en este caso existe £k € N tal que ¢ € 7, = X U

Ay. Notemos que x ¢ U Z, vy notemos también que U Ly =

n#2 k+2
U 2.
n=k+2
00 k+1
Astze X\ | Z. c | 2.
k+2 n=1

Se puede suponer que x, € X \ U Z, para toda n € N.

k+2
k+1 k+1
Asi, z € U Zn v {x,}22, es una sucesion en U Zn.
n=1 n=1

Como f 4, es una funcién continua, se tiene que lim f(z,) =
n=1

f(z). Por lo que, para éste caso, se tiene que f es una funcién

continua.

x = p; notar que X C Y. Asi {z,}°°, se puede ver como una

sucesion de Y. Ademds diam(Y,,) = \2/—3, el cual converge a 0.

Sea € > 0. Como limz, = p, se tiene que existe N € N tal que
1>

|z, —p|| < 5, si n > N. Observemos que zy € Yjy, asi pode-
(o)
mos suponer que para todon > N, z, € U Yy v ademas f(z,)

k=M
esta en el mismo segmento de recta que x,,.

Como lim diam(Y,) = 0, se tiene que existe N’ € N tal que
diam(Y,) < §,sin > N'.

Sea N* = mdx{N,N',N*}. Notemos que ||f(z,) — z,|| < § si
n > N* (pues f(x,),z, estan en el mismo segmento).

Asi, sin > N* entonces ||f(x,) —p|| < ||f(2n) —zul|+ |20 —p]| <
tti=e

Por lo tanto, lim f(x,) = f(p) = p.

Asi, se tiene que f es una funcién continua.

Notemos que f~!(p) = {p} y X es localmente conexo en p, pero Y no
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es localmente conexo en p.
Asi, hemos mostrado que X es localmente conexo en x, para todo
x € f~(p), pero Y no es localmente conexo en p.

3.28 Problema. Dado un espacio topoldgico X y una clase .# de fun-
ciones, caracterizar el conjunto de todos los espacios que son imagenes
del espacio X bajo las funciones de la clase .%, es decir, caracterizar al
conjunto #(X) ={f(X): f € F}.

Por ejemplo, si C' denota el conjunto de Cantor y .% denota la clase
de todas las funciones continuas, entonces .# (C) es la familia de todos
los espacios métricos compactos (ver Teorema 2.40); ademas % ([0, 1])
es la familia de todos los continuos localmente conexos, ver Teorema
3.23.

3.29 Observacién. Si un continuo no degenerado, X, localmente co-
nexo es tomado en lugar de [0,1], entonces la siguiente igualdad es
cierta.

Z(X) = 7([0,1]).

Demostracion. C] Si Y € Z(X), entonces existe f € % tal que
f(X) =Y. Como X es localmente conexo, sabemos que X € .Z([0,1]),
es decir, existe g € Z tal que ¢([0,1]) = X. Se tiene que fog € F y
Fog(10.1]) = Fla(l0.1])) = F(X) = Y. AS( Y € F([0,1]).

Por lo tanto, .#(X) C .Z([0,1]).

2| Si Z € #([0,1]), entonces existe h € F tal que h([0,1]) = Z.

Por otra parte, sean p,q € X tales que p # ¢. Por el Lema de Ury-
sohn (caracterizacién de la normalidad), existe una funcién continua
[: X — [0,1] tal que I(p) = 0y l(q) = 1. Como I(X) es conexo, se
tiene que [(X) = [0, 1]. Se sigue que, hol € F y hol(X) = h(l(X)) =
h([0,1]) = Z.

Por lo tanto Z € .#(X).

Ast F(X) = Z([0,1]). O
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Capitulo 4

Funciones Monotonas

A lo largo de este capitulo estudiamos algunas propiedades de las
funciones mondétonas y usando el concepto de funcion hereditariamente
mondétona caracterizamos a los espacios hereditariamente unicoheren-
tes. Por ultimo demostramos el Teorema de factorizaciéon de Whyburn,
el cual es un resultado relacionado con las funciones monétonas.

4.1 Definicion. Una funcién continua y suprayectiva entre espacios
topoldgicos, f: X — Y es mondtona si, para cada punto y € Y, se
tiene que f~!(y) es conexo.

El primer resultado a demostrar establece que para funciones conti-
nuas cerradas, la monotonia equivale a la condicién de que la preimagen
de cada conjunto conexo en el rango es un conjunto conexo en el do-
minio.

4.2 Definicién. Dos subconjuntos A y B de un espacio X estan sepa-
rados si ANB=0y AnB = 0.

4.3 Observacion. Claramente dos conjuntos cerrados y ajenos estan
separados. También dos conjuntos abiertos ajenos estan separados, ya
que si U y V son conjuntos abiertos y ajenos, entonces x € V' implica
que z ¢ U, pues V es un abierto que tiene a z y es ajeno de U; se sigue
que U NV = (), similarmente se prueba que U NV = 0.

4.4 Proposicion. Sea Y un subespacio de un espacio X. Si Ay B son
conjuntos separados en Y, entonces también lo son en X.

Demostracion. Notemos que Ay =Yn A, donde Ay denota la cerra-
durade Aen Y, yaquey € YNASsiysolosi,y €Y y para todo
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abierto, U, en X tal que y € U, UN A # () si y sélo si, y € Y y para
todo abierto, U, en X tal quey € U, UN(YNA) #Dsiysblosi,y €Y
y para todo abierto, U, en X tal quey € U, (UNY)N A # ) si y s6lo
si, y € Ay.

Porlo que ANB=AN(YNB)=(ANY)NB = Ay N B, pero por
hipétesis A y B estdn separados en Y, asi Ay N B = 0.

Por lo tanto, AN B = {).

De igual manera se prueba que AN B = (). O

4.5 Proposicion. Un espacio X es conexo si y sélo si X no es la unién
de dos de sus subconjuntos separados y no vacios.

Demostracion. =] Supongamos que X = AU B, donde A y B estn
separados en X. Se tiene que A C AUB y AﬂB =(;asi A C A.
Luego A = A, es decir A es cerrado. De igual manera se prueba que B
es cerrado.

En resumen, A y B son subconjuntos de X, cerrados, ajenos tales que
X = AU B. Como X es conexo se concluye que A = () o B = (). Esto
demuestra la implicacion.

<] Supongamos que X no es conexo, entonces X = U UV, donde U y
V' son conjuntos abiertos, ajenos y no vacios, luego, por la Observacion
4.3, se tiene que U y V estan separados. Se sigue X se puede escribir
como la uniéon de dos de sus subconjuntos separados y no vacios. Esto
demuestra la implicacion. O

4.6 Lema. Sea f : X — Y una funcién continua, suprayectiva y
cerrada entre espacios topoldgicos, entonces:

i) Si C CY, entonces C C f(f~1(0O));

ii) Si C;UCy C Y,y los conjuntos f~1(C}) y f1(Cy) estdn separa-
dos, entonces C y (5 estan separados.

Demostracion. i) Sea C' un subconjunto de Y, dado que f es suprayecti-

va, se tiene que C' = f(f~ ( ) € F(fH(C)), es decir, C C f(f~1(C)),
(

luego se sigue que C' C f(f~1(C)), pero como f es cerrada, se tiene
que f(f~HC)) = f(fHC)).

Asi se concluye que, C' C f(f~1(C)).

it) Notemos que para cualesquiera subconjuntos A C X y B C Y se
cumple que B = f(f~*(B)), ya que f es suprayectiva.
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Por otro lado f(A) N f(f~%(B)) = f(AN f~4(B)). Asi f(A)N B =
(AN F(B)). B

Sea C; U Cy C Y. Por i) se tiene que C; C f(f~1(C})), entonces
CiNGy C f(f~H(C))NCy = f(fHC)NfH(C2)) = D yaque f1(Ch)
y f(Cy) estan separados.

ASf 01 N CQ == @ o

De manera similar se prueba que C; N Cy = ().

Por lo tanto, C y Cs estan separados. ]

4.7 Proposicidon. Si F es un subconjunto conexo de un espacio X y
E C AU B, donde A y B estan separados, entonces E C A6 E C B.

Demostracion. Dado que E C AUB, se tiene que E = (ENA)U(ENB).
Luego, como A y B estan separados, se sigue que EFNAy FNB también
estan separados.

Por otro lado, como E es conexo, se tiene que ENA=06 ENB = 0.
Si ENA =0, entonces £ = E N B, lo cual implica que F C B.

Si EN B = (), entonces E = EN A, lo cual implica que F C A.
AsiECAO6FECB. O

4.8 Teorema. Sea f: X — Y una funcién continua, suprayectiva y
cerrada entre espacios topoldgicos. Entonces f es mondtona si y solo
si para cada subconjunto conexo, C' de Y, la imagen inversa f~1(C) es
un conjunto conexo.

Demostracion. <] Notemos que {y} es un conjunto conexo, para cada
y € Y, luego por hipétesis f~'({y}) es un conjunto conexo, es decir,
f~X(y) es conexo, para cada y € Y. Por lo que f es mondtona.

=] Sea C' un subconjunto de Y conexo. Vamos a mostrar que f~!(C')
es conexo, para esto usaremos la Proposicion 4.5.

Sea f~1(C) = AU B, donde A y B estdn separados. Mostraremos que
A=06B=1.

Siye Cy f~Hy)NA#0D, entonces f~!(y) C A.

Sea M = {y € C : f~Y(y) C A}, entonces f~'(M) C A, ya que
si z € f71(M), entonces f(z) € M, entonces f~(f(z)) C A. Como
z € f71(f(2)), se tiene que z € A.

Ahora, si # € A, entonces x € f~1(C), luego f(x) € C. Notemos que
r e ff(x)) N A Ast f7H(f(x)) N A # 0. Como f~'(f(z)) es un
subconjunto conexo de f~1(C), se obtiene que f~(f(z)) C A (véase
Proposicién 4.7). En consecuencia f(x) € M. Asi f~(f(z)) C f~1(M).
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Luego, = € f~'(M). Esto prueba que A C f~1(M).

Con lo anterior se obtiene que A = f~1(M).

Similarmente, denotamos N = {y € C': f~!(y) C B} y obtenemos que
B = f7}N).

Como A y B estan separados, se tiene que f~1(M) y f~1(N) estén
separados. Por el Lema 4.6 se obtiene que M y N estan separados.
Por otra parte, notemos que C' = M U N, pues y € C implica que
Y y) c A6 f~(y) C B, porque f~'(y) es conexo por hipdtesis;
asiye M 6y e N.

Ahora, como C es conexo, se tiene que M =06 N = 0. Asi f~1(M) = ()
6 f7HN)=10. Luego A=06 B=10.

Esto prueba el teorema. [

4.9 Corolario. Para una funciéon continua y suprayectiva entre conti-
nuos, f: X — Y, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es mondétona;
(2) Para cada subconjunto conexo, C' de Y, f~}(C) es conexo; y
(3) Para cada subcontinuo, C' de Y, f~!(C) es un subcontinuo de X.

Demostracion.

(1) = (2) Sea C' un subconjunto de Y conexo, por el Teorema 4.8,
se tiene que f~!(C) es un conjunto conexo, ya que f es una funcién
mondétona y cerrada.

(2) = (3) Sea C un subcontinuo de Y. Como C es conexo, se tie-
ne que f~1(C) es conexo en X, por hipdtesis.

Por otro lado, como C' es compacto, entonces C es cerrado, luego
f7H(C) es cerrado, ya que f es continua. Se tiene que f~!(C') es com-
pacto por ser un subconjunto cerrado de un espacio compacto.

Por lo tanto, f~!(C') es un subcontinuo de X.

(8) = (1) Notemos que para cada y € Y, {y} es un subcontinuo de Y,
por lo que f~'({y}) = f~'(y) es un subcontinuo de X, en particular
f~Y(y) es conexo, para cada y € Y. As{ f es monétona. ]

4.10 Definicién. Un continuo X es irreducible si X contiene dos
puntos distintos p y ¢ tales que ningiin subcontinuo propio de X con-
tiene a {p, q}. En este caso se dice que X es irreducible entre p y g.
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Por ejemplo, en la figura 4.1 los continuos (1), (2), (3) y (4) son
irreducibles entre los puntos p y ¢. Mientras que los continuos (5) y
(6) no lo son, ya que podemos encontrar subcontinuos propios que
contienen a dichos puntos.

4.11 Definicién. Un espacio X se dice irreducible respecto a una
propiedad P dada, siempre que el espacio X tenga la propiedad P,
pero ninguno de sus subconjuntos propios cerrados y no vacios tiene la
propiedad P.

4.12 Definicion. Una propiedad P se dice inducible siempre que para
cada sucesién {4, }°°, mondtona decreciente de conjuntos compactos

(e}
que tengan la propiedad P, entonces ﬂ A,, también tiene la propiedad

n=1

P.
Por ejemplo, la propiedad de ser conexo es una propiedad inducible.

4.13 Teorema. De Reduccion de Brouwer. Si P es una propiedad
inducible, entonces cualquier espacio X segundo numerable, compacto,
no vacio que tenga la propiedad P contiene un subconjunto cerrado,
no vacio el cual es irreducible con respecto a la propiedad P.

Demostracion. Supongamos que X no contiene un subconjunto ce-
rrado, no vacio el cual es irreducible con respecto a la propiedad P.
Sea {U, : n € N} una base numerable para X. Como X es irre-
ducible con respecto a la propiedad P, existe un subconjunto cerra-
do propio, € de X tal que C] tiene la propiedad P. Notemos que
existe m; € N tal que Cy N U, = (. Denotemos M; = {n € N :
existe C' cerrado y no vacio en X tal que C' tiene la propiedad P y
CNUpy, -

Observemos que M es un subconjunto no vacio de N (pues my € Mj).
Denotemos n; = min M;. Tomemos un subconjunto cerrado (propio),
Aj, no vacio de X con la propiedad P tal que A; NU,, = 0. Por el
supuesto inicial de esta demostracion tenemos que A; no es irreducible
con respecto a la propiedad P. Luego existe un subconjunto cerrado,
propio, Cs, de A; tal que C tiene la propiedad P.

Notemos que existe my € N tal que Co N U,,, =0y Ay NU,,, # 0.
Por la definicién de ny, tenemos que ny < mg, pues my € My y ny # meo.
Denotemos My = {n € N:n; < ny existe C' cerrado y no vacio en X
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Figura 4.1: Ejemplos de continuos irreducibles y no irreducibles

tal que C' tiene la propiedad Py C' N Up,,}. Notemos que mq € Ms.
Denotemos ny = min My; y tomemos un subconjunto cerrado, propio,
A,, no vacio de X con la propiedad P tal que A, N U, = 0.
Inductivamente se determina una sucesion decreciente de subconjuntos
cerrados, no vacios de X, {A;}2, tal que A; tiene la propiedad P, para
todoi e Ny A, NU,, =0, para todo i € N.

o0

Denotemos A = ﬂ A;. Tenemos que A es un subconjuto cerrado y no
i=1

vacio de X.

Por hipétesis la propiedad P es inducible. Por esto A tiene la propie-

dad P. Por el supuesto inicial de esta demostracion, A no es irreducible
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respecto a la propiedad P, asi existe un subconjunto cerrado propio y
no vacio B, de A tal que B tiene la propiedad P. Notemos que existe
ke Ntal que BNU, =0y ANU # (). Como ANU,, =0, para todo
i € N| se tiene que k # n;, para todo i € N.

Por otro lado, notemos que k € M; asi n; < k. Se sigue que k € My;
luego no < k. Inductivamente se obtiene que n; < k, para todo ¢ € N.
Esto es una contradiccién, pues {n;}°, es una sucesién creciente de
enteros positivos. O

4.14 Teorema. Si K es cualquier subconjunto cerrado de un continuo,
X, entonces X contiene un subcontinuo irreducible alrededor de K.

Demostracion. Veamos que la propiedad P de ser un subcontinuo de
X que contenga a K es una propiedad inducible.
Sea {A,,}22, una sucesién mondtona decreciente de subcontinuos de X

tal que cada A,, contiene a K, para cada n € N.
o

Sabemos que ﬂ A, es un subcontinuo de X, ya que cada A, es un
n=1
subcontinuo y ademés A,,.1 C A,, para cada n € N.

o0
Dado que K C A, para cada n € N, se tiene que K C ﬂ A,
n=1
Asi, ser un subcontinuo de X que contenga a K es una propiedad

inducible. Esto prueba que la propiedad P es una propiedad inducible.
Por el Teorema de reduccién de Brouwer, X contiene un subconjunto
cerrado y no vacio, digamos Y, el cual es irreducible con respecto a la
propiedad P. Es decir, Y es un subcontinuo de X que contiene a K
y ninguno de sus subconjuntos propios, cerrados y no vacios tiene la
propiedad P. Esto significa que si A es un subcontinuo propio de Y,
entonces A no contiene a K.

Asi, Y es un subcontinuo de X irreducible alrededor de K. O]

4.15 Corolario. Para un continuo X las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) X es un arco;
2) X es irreducible y localmente conexo;

3) X es irreducible y arco-conexo.
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Demostracion.

1) = 2) Como X es un arco, se tiene que es un continuo irreducible
entre los puntos 0 y 1, es decir, es un continuo irreducible y también
por ser un arco es un continuo localmente conexo.

2) = 3) Como X es localmente conexo, se tiene por el Teorema 3.22,
que X es arco-conexo.

Por lo que X es irreducible y arco-conexo.

3) = 1) Sean p,q € X con p # q tales que X es irreducible entre
py q. Como X es arco-conexo, se tiene que existe un arco A C X
tal que {p,q} C A. Dado que X es irreducible entre py ¢ y A es un
subcontinuo de X, se sigue que A = X. Por lo que X es un arco. [

4.16 Teorema. Si un continuo X es irreducible entre p y ¢ y si
f X — Y es una funcién mondntona y suprayectiva, entonces el
continuo Y es irreducible entre f(p) y f(q)-

Demostracion. Sea C' un subcontinuo de Y tal que f(p), f(¢q) € C. Se
tiene que f~1(C') es un subcontinuo de X, por el Corolario 4.9. Notemos
que p,q € f~1(C). Dado que X es irreducible entre p y ¢, se tiene que
F(C) = X,

Por otro lado, como f es suprayectiva, se sigue que C = f(f~(C)),
pero f71(C) = X, porloque C' = f(X) =Y, es decir C =Y.

Por lo tanto, Y es irreducible entre f(p) v f(q) ]

Veremos que la imagen de una curva cerrada simple, bajo una fun-
cion mondtona es una cruva cerrada simple. Para esto, primero proba-
remos algunos lemas.

4.17 Definicion. Una curva cerrada simple es un espacio el cual es
homeomorfo al espacio S* = {(z,y) € R* : 2* + y* = 1}.

4.18 Lema. Un continuo no degenerado, X, es una curva cerrada
simple si y sélo si X \ C es conexo, para todo subconjunto conexo, C
de X.

Demostracion.

=] Sea C' un subconjunto conexo deX. Notemos que si | X \ C| < 1,
entonces X \ C' =0 o X \ C es un conjunto con un tnico punto; asf,
en este caso, X \ C es conexo. Luego, en lo que sigue suponemos que
|X \ C| > 2. Probaremos que X \ C' es arco-conexo, luego, es conexo.
Para esto, sean p,q € X \ C, con p # q. Notemos que X es la unién de
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dos arcos, digamos A y B, con puntos extremos p y ¢, de tal forma que
AN B = {p,q}. También notemos que C' C X \ {p,q} = (A\ {p,q}) U
(B\{p,q}) v que A\{p,q} y B\ {p,q} son conjuntos separados en X
Como C' es conexo, se sigue que C C A\ {p,q} o C C B\ {p,q}.

Sin perder generalidad, podemos suponer que C' C A\ {p,q}. Asi,
CNB=10,luego B C X \C.Como B es un arco con puntos extremos
py g, se concluye que X \ C' es arco-conexo.

<] Supongamos que X \ C' es conexo, para todo subconjunto conexo,
C, de X. Demostraremos que X es una curva cerrada simple, para esto
usaremos [11, 9.31].

Sean p,q € X tales que p # ¢. Por demostrar que X \ {p,q} no es
conexo.

Supongamos que X \ {p, ¢} es conexo, entonces por hipdtesis se tiene
que {p, q} es conexo. Notemos que {p, ¢} = {p}U{q¢}, por lo que {p, ¢}
no es conexo, lo cual es una contradiccion.

Lo cual demuestra la implicacién. O]

4.19 Teorema. Sea f: X — Y una funcién mondtona. Si X es una
curva cerrada simple, entonces Y es una curva cerrada simple.

Demostracion. Sean yp,1y, € Y tales que y; # ys.

Supongamos que Y \ {y1,v2} es conexo, entonces f~H(Y \ {y1,v2}) es
conexo. Notemos que f~'(Y \ {y1,12}) = f7'(Y)\ F'({y1,32}) =
X\ {mu{ye}) = X\(f 1y U (y2))- Por lo que X\ (f~(y1)U
f Hy2)) es conexo.

Como X es una curva cerrada simple, por el Lema 4.18, se tiene que
FHy1) U f~ () es conexo, pero esto es una contradiccién, ya que
fYy1) v f (y2) son conjuntos cerrados, ajenos y no vacios.

Ast Y\ {y1, 2} no es conexo. Nuevamente, por el Lema 4.18 se tiene
que Y es una curva cerrada simple. O]

Las funciones monotonas estan relacionadas con un tipo especial de
continuos, a saber, los hereditariamente unicoherentes.

4.20 Definiciéon. Un continuo X es unicoherente si siempre que X
se escriba como la union de dos de sus subcontinuos, la interseccion de
éstos es un conjunto conexo.

En la figura 4.2 se muestran ejemplos de continuos unichoerentes y
continuos que no lo son.
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(b)

)

(c) (d)

ANB=1p a3 1o es conexe

Figura 4.2: Los continuos (a), (b) y (d) son ejemplos de continuos unicohe-
rentes, mientras que el continuo (c) no lo es.

4.21 Definicién. Un continuo X es hereditariamente unicoheren-
te si cada subcontinuo de X es unicoherente.

4.22 Proposicién. Un continuo X es hereditariamente unicoherente
si y solo si, la intereseccion de cada dos subcontinuos de X es conexo.

Demostracion.

=] Sean Y y Z subcontinuos de X y supongamos que Y N Z # (), de
lo contrario no hay nada que probar.

Notemos que Y U Z es un subcontinuo de X, luego como X es heredi-
tariamente unicoherente, se tiene que Y N Z es conexo.

<]Sea Y un subcontinuo de X, y sean A y B subcontinuos de Y tales
que Y = AU B.

Notemos que A y B también son subcontinuos de X, por lo que AN B
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es conexo, por hipétesis.
Asi Y es unicoherente. Lo cual demuestra la implicacion. O

4.23 Definicién. Una funciéon continua y suprayectiva, f : X — Y
entre continuos X y Y es hereditariamente mondétona si para cada
subcontinuo, A, de X, la funcién restringida a A, f|, : A — f(A) es
mondtona.

4.24 Teorema. Un continuo X es hereditariamente unicoherente si
y sOlo si, cada funcién mondtona f : X — Y es hereditariamente
monotona.

Demostracion.

= Sea X un continuo hereditariamente unicoherente y sea f : X —
Y una funcién monoétona.

Tomemos un subcontinuo A de X y consideremos la funcién f|, : A —
f(A). Sea y € f(A). Notemos que f‘gl(y) = AN f(y).

Dado que f es mondtona, se tiene que f~'(y) es conexo, ademéds es
cerrado en X por la continuidad de f, por lo que f~!(y) es un continuo.
Luego, por la Proposicién 4.22, AN f~!(y) es conexo. As f|;1(y) es
conexo. Por lo tanto f es hereditariamente mondtona.

<] Supongamos que X no es hereditariamente unicoherente, entonces
existen subcontinuos de X, Ay B, tales que AN B no es conexo.
Definamos una relacién, ~ sobre X, de la siguiente forma: x ~ y si y
solosiz=youx,yebB.

Veamos que ~~ es una relacién de equivalencia.

Notemos que =~ es reflexiva, pues para cada x € X,z = x, asi v ~
x.

Sean x,y € X tales que x ~ y, entonces r = y o z,y € B, es
decir, y =z o y,x € B, asi y ~ x. Por lo que ~ es simétrica.

Sean x,y,z € X tales que x >~ y y y ~ z, entonces r = y 0
r,y € Byyy=z2zo0y,z € B, se tiene que r = z o x,z € B, por
lo que x ~ z. Asi ~ es transitiva.

Por lo tanto, ~ es una relaciéon de equivalencia.
Notemos que las clases de equivalencia de ~ son los conjuntos singulares

o el continuo B, el cual es la tnica clase de equivalencia no degenerada
para =, es decir, X/ ~= {{z} : 2 € X \ B} U{B}.
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Sea la funcién cociente ¢ : X — X/ ~ dada por ¢(z) = la clase de equi-
valencia de x, es decir,

| {2z}, si € X\B
Q(m)_{ B, si z€B
Notese que ¢ es una funcién mondtona, pues
qi({x}) ={ze X q(x) ={z}} ={z}y
¢ ({B}) ={z e X:q(x)={B}} =B.
Es decir, la preimagen de cada subconjunto conexo del codominio es
un conjunto conexo en el dominio.
Pero la funcién ¢, : A — ¢(A) dada por

{z}, si € A\ B

014(2) = { B, si z€B
no es una funcion mondétona, pues
q‘_Al({B}) ={recA:q,(r)={B}} = AN DB, el cual no es un conjunto
conexo.
Lo cual demuestra la implicacién. ]

Un resultado importante relacionado con las funciones monétonas es
el Teorema de factorizaciéon de Whyburn. Para formularlo, recordemos
otra clase de funciones opuestas a las mondtonas. Empezamos con las
definiciones necesarias.

4.25 Definiciéon. Un espacio X es totalmente disconexo, si cada
subconjunto no vacio y conexo de X consta de sélo un punto.

De la definicién se sigue que un espacio X es totalmente disconexo
si y sdlo si todas las componentes de X son conjuntos singulares.

4.26 Definicién. Un espacio X es O-dimensional si tiene una base
formada por conjuntos abiertos y cerrados.

A continuacién demostraremos que en los espacios métricos com-
pactos estos dos conceptos coinciden.

Veamos los siguientes lemas que ayudaran a la demostracion de este
hecho.

4.27 Lema. Si K es una componente de un espacio de Hausdorff y
compacto, X, entonces K = (J{E C X : E es abierto y cerrado en X y
K C E}.

Demostracion. Sea # = {E C X : E es abierto y cerrado en X y K
C E} ysea H=nN.%. Notemos que K C H.
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Afirmamos que H es conexo. Para esto supongamos lo contrario, en-

tonces H = AU B, donde A y B son conjuntos no vacios, cerrados y

disjuntos en H.

Como A y B son cerrados en H y este ultimo es cerrado en X, se tiene

que Ay B son cerrados y ajenos en X.

Sean U y W abiertos y ajenos en X tales que A C Uy B C W, esto

por la normalidad de X.

Notemos que H C UU W, luego X \ (UUW) C X\ H = [J{X\

E : E es abierto y cerrado en X y K C E}. Se tiene que {X \ E :

E es abierto y cerrado en X y K C E} es una cubierta abierta para

X\ (UUW) que es compacto por ser cerrado en X, entonces existen

E\, E,, -, E, subconjuntos abiertos y cerrados en X que contienen a
n n

K, tales que X \ (UUW) C U(X \ E;), se sigue que ﬂEl cCUUW.
i=1 =1

Por otra parte, K C H = AU B y dado que K es conexo, se tiene que

KCcAoKCcCB.

Sin pérdida de generalidad supongamos que K C A.

Denotemos F':= ﬂ E;NU. Notemos que F' es abiertoen X y K C F.
i=1

Por otro lado notemos que F' = ﬂ E;N(X\W), pues ﬂ E,CcUUW.

i=1 i=1

Asi F también es cerrado en X, por lo que H C F', es decir, AUB C
F C U, lo cual implica que B C U, de ahi que B C UU W, por lo que
UUW # 0 pues B # 0.

Esto contradice el hecho de que U y W sean ajenos.

Por lo que H es conexo, y asi K = H. O

4.28 Lema. Supongamos que K C V C X, donde X es un espacio de
Hausdorff compacto, V' es abierto en X y K es una componente de X.
Entonces existe un conjunto abierto y cerrado, A, tal que K C A C V.

Demostracion. Sea # = {FE C X : E es abierto y cerrado en X y K
C E}. Por el lema anterior, tenemos que K = N.%.

Debemos probar que existe A € .# tal que A C V. Para esto supon-
gamos lo contrario. Esto implica que £ C X \ V para todo E € 7, es
decir, E\ V' # () para todo F € .Z.

Denotemos ¢ = {E C V : E € Z}. Se tiene que ¢ es una coleccién
de subconjuntos cerrados y no vacios, de X, ademas ¥ tiene la p.i.f.,
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porque si{Ey, -+, E,} C %, entonces
ﬂ(E \'V) ﬂ E;)\'V y notemos que ﬂ E; es un conjunto abier-

i=1 1=1 i=1

to y cerrado en X, ademas K C ﬂE’i, pues K C F;, para cada
i=1

i € {1,--- ,n}, asf ﬂE € 7, luego ﬂEl \'V # 0 (por nuestra
i=1

suposicién), por esto % tiene la p.i.f.

Como X es compacto obtenemos que (¥4 # ). (Véase Teorema 1.14)
Ahora notemos que
NY=({E\V:EcF}=({E - EFEcF}\V=NF\V=K\V.
Concluimos que K'\'V # 0, es decir, K ¢ V. Esto contradice la hip6te-
sis. Con lo cual se demuestra el lema. O

4.29 Teorema. Un espacio X métrico y compacto es 0 — dimensional
si y solo si, X es totalmente disconexo.

Demostracion.

=] Sea C subconjunto de X con més de un punto. Veamos que C' no
es conexo.

Sean z,y € C tales que x # y. Como X es T}, por hipotesis, se tie-
ne que {y} es un conjunto cerrado en X, asi X \ {y} es abierto en
X yx e X\ {y} Luego existe D C X abierto y cerrado tal que
x €D cC X\ {y}. Notemos que DNC' y (X \ D) NC son conjuntos
abiertos, disjuntos y no vacios en C, ademés (DNC)U[(X\D)NC)] = C.
Por lo que C' no es un conjunto conexo.

<] Sea f = {A C X : A es abierto y cerrado}. Veamos que 3 es una
base para X.

Sean x € X y U un abierto en X tales que x € U. Nétese que {z} es
una componente conexa de X, por hipétesis y ademds {x} C U, luego
por el Lema 4.28 existe un conjunto V' abierto y cerrado en X tal que
{z} C V C U, es decir, existe V € [ tal que z € V C U. Por lo tanto
[ es una base para X. [

4.30 Definicién. Una funcién continua y suprayectiva f : X — Y
es ligera si para cada punto y € Y, f~!(y) es totalmente disconexo.
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Si f: X — Y es una funcién continua y suprayectiva, entonces
la representacion de f en la forma f = fyo f;, donde f; : X — Z ¥
fo: Z — Y son funciones continuas, es llamada una factorizacién de
f. En otras palabras, tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

f
X — Y
Ji\ L
Z

A continuacion anotamos tres resultados importantes, cuyas demos-
traciones se escapan a los objetivos de esta tesis, pero citamos donde
se pueden revisar.

4.31 Teorema. Sean X,Y espacios métricos compactos.

Si f: X — Y es una funcién continua y suprayectiva, entonces el
conjunto 2y = {f '(y) : y € Y} es una descomposicién semicontinua
superiormente (usc) de X, el cual es homeomorfico a Y.
Reciprocamente, cualquier descomposicién usc de X es un espacio métri-
co compacto, el cual es una imagen continua de X.

Ver demostracién en [11, 3.21].

4.32 Lema. Sea X un espacio métrico y compacto y sea & una descom-
posicién usc de X, sea € = {C C X : C' es una componente de algin
D € }. Entonces € es una descomposicion usc de X.

Ver demostracién en [11, 13.2].

4.33 Proposiciéon. Sean X y Y espacios topoldgicos, M espacio co-
ciente de X, f : X — M y g : M — Yfunciones. Entonces g es
continua, si y sélo si g o f es continua.

Ver demostracién en [11, 3.23].

4.34 Teorema. Sean X y Y espacios métricos compactos, f : X —
Y una funciéon continua y suprayectiva. Entonces existe un espacio
métrico y compacto, M, y una funciéon m : X — M mondétona y una
funcion [ : M — Y ligera tal que f =1 om.

Demostracion.
Sea 2y ={f*(y) :yeY}ysea? ={C C X : C es una componente
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de algtin f~(y) € Z;}. Por el Teorema 4.31 9, es usc y por el Lema
4.32, € es usc.

Por lo tanto, si denotamos por M a %, con la topologia descomposi-
cién, entonces por la segunda parte del Teorema 4.31, M es un espacio
métrico compacto.

Ahora sea m : X — M la funcién natural dada por m(x) = el ni-
co C, € € tal que C, es la componente de f~!(f(x)) que contiene a
x. Noétese que m es una funcion continua y suprayectiva y ademas m
es monotona, pues si z € M entonces existe x € X tal que z = C,
donde C, es la componente de f~'(f(x)) que contiene al punto z y
m(z)={we X mw)=z}={weX:m(x)=C,} =C,, por lo
que m~1(z) es conexo, para cada z € M.

Sea [ : M — Y definida para cada t € M como [(t) = el inico punto
en f(m™1(t)). Notemos que si x € X, entonces z € m(x) y m(z) es una
componente de f~!(y) para un tnico punto y € Y. Asi [(m(z)) = y.
Por otra parte, notamos que z € f~'(f(z)). Luego; si E es la com-
ponente de f~'(f(x)) que contiene al punto x, entonces E = m(x).
Se sigue que f(x) = y. En resumen, para cada z € X, se tiene que
f(z) =1l(m(zx)), es decir, f =1 om.

Por la definicion de la topologia cociente, tenemos que m es una funcién
continua; asi mismo, como [ o m coincide con f, la cual es una funcién
continua, se tiene que [ es una funcién continua, véase la Proposicion
4.33.

Resta probar que [ es ligera. Para esto fijamos un punto y € Y y un
subconjunto conexo, no vacio, K, de {~!(y). Como m es mondtona,
m~!(K) es un subconjunto conexo de X. Ademds f = [ o m, se tiene
que [(m(m™1(K))) = I(K) = {y}, es decir, para todo z € m~(K),
flx) =y Astm™(K) C f~H(y).

Sea C' la componente de f~!(y) tal que m™'(K) C C, se sigue que
m(m~H(K)) C m(C), asi K C {C}, se concluye que K = {C'}.

Esto prueba que K es un conjunto que consta de un tinico elemento de
M, esto significa que [7!(y) es un conjunto totalmente disconexo. [
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Capitulo 5

Funciones abiertas

En este capitulo estudiaremos las clases de funciones del tipo abier-
ta: casi-interiores, funciones MO y funciones OM. También se estudia
detalladamente las inclusiones que existen entre estas clases de fun-
ciones. Ademas, se muestran ejemplos de funciones para verificar que
algunas inclusiones son propias. Empezaremos este capitulo recordando
la definicién de una funcién abierta.

5.1 Definicion. Una funciéon f : X — Y entre espacios topoldgicos
es abierta, si para cada subconjunto abierto, A de X, f(A) es abierto
enY.

5.2 Definicion. Dada una funcién f : X — Y entre espacios to-

polégicos, entonces un subconjunto, A de X, es llamado un conjunto
inverso (bajo f) si A= f~1(f(A)).

5.3 Proposicion. Sea f: X — Y una funcién continua entre espa-
cios topoldgicos. Si B C Y, entonces f~'(B) es un conjunto inverso.

Demostracién. Dado que f(f~'(B)) C B, se tiene que f~!(f(f~*(B)))
C f7(B).

Por otro lado, si # € f~'(B), entonces f(x) € f(f~'(B)), luego = €
FHASTHB)))- Ast fH(B) = fH(f(f7H(B))) 0

5.4 Proposiciéon. Un subconjunto, A de X es un conjunto inverso
bajo f : X — Y si y sdlo si, para cada conjunto S C X, se tiene que

F(ANS) = f(A) N f(S).
Demostracion.
=] Sea S C X, dado que f es funcidn, se tiene que f(ANS) C
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f(A) N f(S). Veamos ahora la otra inclusién.

Sea y € f(A)N f(S). Como y € f(A), entonces f~1(y) C f7Hf(A)) =
A. Notemos que f~H(y) NS # 0, ya que y € f(5).

Sea v € fl(y)N S, se tiene que z € (f~(y) N A) NS, por lo que
y=[f(z) e f(ANS).

Por lo tanto, f(ANS) = f(A) N f(S).

<] Notemos que A C f~1(f(A)). Veamos que f~(f(A)) C A.
Supongamos que existe x € f~1(f(A))\ A. Tomemos S = {z}, se tiene
que ANS =10, asi f(ANS)=10.

Dado que = € f'(f(A)), se tiene que f(r) € f(A) y es claro que
f(x) € f(S), asi f(A)N f(S) # 0, lo cual es una contradiccion. O

5.5 Proposicién. Si f : X — Y es una funcién abierta, entonces
para cada conjunto inverso A C X, la funcién fls4 : A — f(A) es
abierta.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto en A, entonces existe un
conjuntos abierto V en X tal que U = AN V. Como V es abierto en
X, se tiene que f(V') es abierto en Y. Notemos que f|a(U) = f(U)
y f(U) = f(ANV) = f(A) N f(V), por la Proposicién 5.4, es decir,
flaU) = f(A) N f(V) con f(A) N f(V) es abierto en f(A).

Por lo tanto, f|4(U) es abierto en f(A). O

5.6 Proposicion. Sean X un espacio compacto, Y un espacio de Haus-
dorffy f : X — Y una funcién continua. Entonces, para cada A C X,
se tiene que:

i) f(A) = f(A);

i) f(A)\ f(4) C f(A\ A)y

Si A es abierto y f es abierta, entonces

i) fr(f(A)) C f(fr(A)).

Demostracion. i) Como f es una funcién continua, entonces por el
Teorema 2.2 d), se tiene que f(A) C f(A). Veamos la otra inclu-
sion.

Notemos que f es una funcién cerrada, por el Teorema 2.15.
Y dado que A es cerrado, entonces f(A) es cerrado, ademads

f(A) C f(A).
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Dado que f(A) ﬂ {F : Fescerradoen Yy f(A) C F}, se

tiene que f( ) )
Por lo tanto, f(A) ) f(A).

ii) Notemos que como f es funcién, entonces para cada A, B C X,
se tiene que f(B)\ f(A4) C f(B \ A). Asfi, aplicando lo anterior a
los conjuntos f( )y f(A), se sigue que f(A) \ f(A) C f(A\ A),

pero por i), f(A) = f(A), luego F(A)\ f(A) C f(A\A).

iii) Supongamos que A es un conjunto abierto y f un funcién abierta.
fr(A):Zﬂ(X\A):Zﬁ(X_\A):Z\A. L
De igual forma, fr(f(A)) = f(A)\ f(A), y porii) f(A)\ f(A) C
f(A\ A), entonces fr(f(A)) C f(fr(A)).

]

Recordemos la siguiente caracterizacion de las funciones abiertas
entre espacios métricos compactos, que puede ser consultada en [8] y

[9].

5.7 Teorema. Sean X,Y espacios métricos compactosy f: X — Y
una funcion continua. Entonces f es abierta si y sélo si para cada punto
y € Y y cada sucesion {y,}°°, C Y, se tiene que limy, = y implica
que limsup f_l(yn) = f_l(y)-

Demostracion.

=] Sea {y,}22, una sucesién en Y tal que limy, = y. Por la continui-
dad de f se tiene que limsup f~*(y,) C f~!(y), véase Teorema 2.19.
Resta probar la otra inclusién. Para esto fijemos un punto z € f~1(y)
y un conjunto abierto, U en X, tales que z € U. Por hipdtesis f es una
funcién abierta, asi f(U) es abierto en Y.
Como f(z) =y, se tiene que y € f(U), luego, puesto que limy, = v,
existe N € N tal que para cada n > N,y, € f(U). Asi, para ca-
da n > N podemos tomar un punto z, € U tal que f(z,) = yn.
Se tiene que para cada n > N, x, € f *(y,) N U. Esto prueba que
z € liminf f~1(y,). Se sigue que z € limsup f~!(y,). Lo cual demues-
tra la implicacion.
<] Supongamos que f no es abierta, entonces existe un subconjunto
abierto, U de X tal que f(U) no es abierto en Y, por lo que f(U) #
int(f(U)), asi podemos tomar un punto y € f(U) \ int(f(U)). Note-

mos que y € fr(f(U)) = f(U)NY \ f(U). En particular y € Y\ f(U),
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luego podemos tomar una sucesion {y,, }°°, de puntos en Y\ f(U) tal
que lim y,, = y. Por hipdtesis se tiene que limsup f~!(y,) = f(y).

Por otra parte, notemos que para cada n € N, f~1(y,) C f~1(Y \
f(U)) c X\U. Como X \U es cerrado, se sigue que limsup f~*(y,) C
X\U. Asf f~'(y) € X\U. Ademés como y € f(U) podemos tomar un
punto x € U tal que f(z) =y. Asi x € f~!(y), se sigue que x € X \ U,
lo cual es una contradiccion porque z € U.

Esta contradiccion demuestra que f es una funcién abierta. ]

La nocién de frontera es una herramienta muy 1util para definir
varios conceptos en Topologia. En particular, la nociéon de orden de un
punto en un espacio (en el sentido de Menger-Urysohn).

5.8 Definicion. Dado un punto p en un continuo X y un ntimero
cardinal 5, decimos que el orden de X en p es menor o igual que [,
escribimos ord(p, X) < f3, si para cada abierto U en X, con p € U,
existe un abierto V en X, tal que p € V C U y la cardinalidad de la
frontera de V' es menor o igual que (. Escribimos ord(p, X) = [ para
indicar que ord(p, X) < f y es falso que ord(p, X) < a, para todo
nimero cardinal a < .

Por una curva entenderemos a un continuo 1-dimensional. Una cur-
va X es llamada regular si ord(p, X) < w y racional si ord(p, X) < Vo,
para cada p € X.

5.9 Ejemplo.

(1) Se tiene que si x € (0, 1), entonces ord(z,[0,1]) = 2, porque un
abierto basico en [0, 1] para x es de la forma (x — €,z + ¢), cuya
frontera es el conjunto de dos puntos {x —e, z+¢}. Por otra parte,
notemos que ord(0,[0,1]) = 1y ord(1,[0,1]) = 1.

(2) Para todo x € S, se tiene que ord(z, S') = 2.

(3) Si T = ([-1,1] x {0}) U ({0} x [0,1]), denotemos p = (0,0),
er = (1,0,0), e = (0,1,0) y e3 = (0,0,1), entonces para x €
T\ {p,e1,e2,e3} se tiene que ord(z,T) = 2, ord(p,T) = 3y
ord(e;,T) = 1 paracada i € {1,2,3}. Ademas si X es un continuo
tal que contiene un subcontinuo homeomorfo a 7', entonces existe
x € X tal que ord(z, X) > 3.

Al continuo T se le conoce como Triodo Simple
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5.10 Corolario. Sean X un espacio compacto, Y un espacio de Haus-
dorft, p € X y f : X — Y una funcién continua, suprayectiva y
abierta. Entonces ord(f(p),Y) < ord(p, X).

Demostracion. Sean p € X y 5 un nimero cardinal tal que ord(p, X) =
. Sea U un abierto en Y tal que f(p) € U. Note que f~1(U) es un abier-
to en X, pues f es continua, ademés p € f~(U). Luego, por hipStesis
existe un abierto V en X tal que p € V. C f~1(U) con |fr(V)] < B.
Dado que f es abierta, se tiene que f(V') es abierto en Y. Nétese que
f(p) € (V) CU.

Ahora, por la Proposicién 5.6, se tiene que fr(f(V)) C f(fr(V)). Se
sigue que |fr(f(V)| < [f(fr(V)] < |fr(V)| < 8.

Por lo tanto, ord(f(p),Y) < ord(p, X). O

5.11 Lema. Si X es un continuo, no degenerado, localmente conexo
que no contiene un triodo simple, entonces X es un arco o una curva
cerrada simple.

Demostracion. Supongamos que X no es un arco. Probaremos que X
es una curva cerrada simple.

Sabemos que todo continuo no degenerado contiene al menos dos pun-
tos que no son de corte y el inico continuo con exactamente dos puntos
que no son de corte es el arco, véase [11, 6.6] y [11, 6.17].

Asi existen tres puntos distintos, p,q y r en X que no son de corte,
es decir, X \ {p}, X \ {¢}, X \ {r} son subconjuntos conexos de X.
Note que estos tres conjuntos son abiertos en X. Sabemos que todo
conjunto abierto y conexo en un continuo localmente conexo, es arco-
conexo, véase [11, 8.26], asi los conjuntos X \ {p}, X \ {¢}, X \ {r} son
arco-conexos. Ahora consideremos un arco A en X \ {p} con puntos
extremos ¢ y r; un arco B en X \ {¢} con puntos extremos p y r; y un
arco C' en X \ {r} con puntos extremos p y q.

Comop ¢ A, q¢ B, r ¢ C ydado que X no contiene triodos simples,
entonces AU B U C' es una curva cerrada simple.

Ahora si tomamos un punto z € X \ (AUBUC), sin pérdida de genera-
lidad tomamos un arco D con puntos extremos p y x, se tiene entonces
que BUC U D es un triodo simple, pero esto contradice la hipotesis.
Por lo tanto X es una curva cerrada simple. O

5.12 Corolario. Toda imagen abierta, no degenerada, del intervalo
cerrado [0, 1], es un arco, y ademds los puntos finales del dominio son
mandados a los puntos finales del rango.
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Demostracion. Sea’Y un continuo no degeneradoy f : [0,1] — Y una
funcién continua, suprayectiva y abierta. Sabemos, por el Ejemplo 5.9,
que ord(z,[0,1]) < 2, para cada x € [0, 1].

Sea y € Y, entonces existe x € [0, 1] tal que f(x) =y, por el Corolario
5.10, se tiene que ord(y,Y) < ord(x, |0, 1]), luego, ord(y,Y) < 2, para
cada y € Y. De esto se sigue que Y no contiene un triodo simple, véase
Ejemplo 5.9.

Por el Teorema 2.15 se tiene que f es una funcién cerrada, luego por la
Proposicién 3.6 f es una funcién de identificacion, asi, por el Teorema
3.13, Y es localmente conexo. Por el Lema 5.11 se obtiene que Y es un
arco o una curva cerrada simple.

Supongamos que Y es una curva cerrada simple. Se sabe que ord(p, S') =
2, para cada p € S'. Se sigue que 2 = ord(f(0), S?) < ord(0,[0,1]) =1,
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto Y es un arco.

Sean a,b € Y con a # b, los puntos extremos del arco Y. Por demostrar
que f(0) € {a,b}.

Supongamos que f(0) ¢ {a,b}, entonces existe y € Y \ {a, b} tal que
f(0) = y. Notemos que ord(y,Y) = 2, pues y no es un punto extremo,
y ademas ord(y,Y) < ord(0,[0,1]) =1, asi 2 < 1, lo cual es falso.

Por lo tanto, f(0) € {a,b}.

De la misma manera se demuestra que f(1) € {a,b}.

Con lo cual queda demostrado el corolario. ]

5.13 Definicion. Sea X un esapcio y p € X. Se define la casi-
componente, (), del punto p en X, como la intesecciéon de todos los
subconjuntos de X abiertos y cerrados que contienen a p, es decir,

Q=(NHAC X :Aesabiertoy cerradoen X y p € A}

5.14 Proposicion. Si () es la casi-componente de un punto p en un
espacio compacto X y U es un conjunto abierto en X tal que Q) C U,
entonces existe un conjunto abierto y cerrado, F' en X, tal que p € F

y FcCU.

Demostracion. Sea % = {A : A es abierto y cerrado en X y p € A}.
Se tiene que Q = (.%. Asi (| F C U. Se sigue que, X\U C X \(.%).
Notemos que X \ (%) = U{X \ A : A € F}. Se obtiene que la
coleccion {X \ A : A € F} es una cubierta abierta para el conjunto
X \U, ademads, como este conjunto es cerrado en X, X \U es compacto,
luego existe una subcoleccién finita {4y, ..., A,} C .Z tal que X \ U C
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UX \ A;. Asi X\ (UX \ 4;) C U, es decir, ﬂAi C U. Denotemos
i=1

i=1 i=1

F=()A.
i=1
Es claro que F' es un conjunto abierto y cerradoen X ype F C U. [

5.15 Teorema. Sea X un espacio topoldgico, entonces:

a) La componente C' de un punto p en X estd contenida en la casi-
componente () del punto p.

b) Si X es compacto y de Hausdorff, entonces las componentes y
casi-componentes coinciden.

Demostracion.

a) Sea F' un subconjunto abierto y cerrado de X que contiene a p.
Noétese que los conjuntos C' N F'y C'\ F estan separados, cuya
unién es C'. Como C' N F # (), se sigue que C'\ F = (), es decir
CCF,asiC CQ.

b) Sean p € X, C'y @ la componente y casi-componente de p res-
pectivamente. Por a) se tiene que C' C @, s6lo resta probar que
@ C C, para esto veamos que () es un conjunto conexo.
Supongamos que existen A y B subconjuntos de ) cerrados y
ajenos tales que Q = AU B y supongamos que p € A.
Noétese que A y B son cerrados y ajenos en X, por la normalidad
de X, se tiene que existen U y V abiertos y ajenos en X tales que

ACUyYBCV-- ().

Dado que @ C U UV, y por la Proposiciéon 5.14, se tiene que
existe un conjunto abierto y cerrado F' tal que FF C UUV.
Dadoque UNF CUNF =UnN(UUV)NF =UNF, se tiene que
UNF es abierto y cerrado. Como p € UNF, entonces Q C UNF
y

BCQCUNFCU---(xx).

De (%) y (**) se concluye que B = (). Asi @ es conexo.
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5.16 Proposicion. Sea X un espacio topoldogico. Entonces X es co-
nexo si y sélo si para cada A C X tal que A # () y A # X, se tiene que

fr(A) # 0.

Demostracion.

=] Sea A un subconjunto propio y no vacio de X. Notemos que X =
AUX\A Como A # 0, X\ A # 0y X es conexo, se sigue que
AN X\ A# 0. Esto significa que fr(A) # 0.

<]Supongamos que X no es conexo, asi, existen conjuntos abiertos,
ajenos y no vacios, U y V en X, tales que X =U UV.

Notemos que U NV = () y X \ U = V; también observemos que
fr(U) = Un X \ U. Se sigue que fr(U) = 0. Se concluye que U
es un subconjunto propio y no vacio de X, pues X \ U = V, cuya
frontera es el conjunto vacio.

Esto prueba la implicacion. O

5.17 Teorema. Sea X un espacio compacto y de Hausdorff, ¥ un
espacio de Hausdorff y f : X — Y una funcién abierta. Entonces para

cada conjunto abierto y conexo, B C Y y para cada casi-componente,
C de f~(B) se tiene que f(C) = B.

Demostracién. Dado que C' C f~(B), se tiene que f(C) C B. Resta
probar que B C f(C), para esto supongamos que existe p € B\ f(C),
entonces f~1(p) N C =0, es decir, C C f~(B)\ f~1(p).

Como f~!(p) es cerrado en X, entonces es cerrado en f~!(B), por lo
que f~1(B)\ f~'(p) es abierto en f~!(B), por la Proposicién 5.14 existe
U abierto y cerrado en f~!(B) tal que C C U C f~Y(B)\ f~(p), se
sigue que f(C) C f(U) € B\{p}. Porloque f(U) # 0y B\ f(U) # 0.
Como B es conexo, por la Proposiciéon 5.16 se tiene que frg(f(U)) # 0.
Note que f|s-1(p) : f~'(B) — B es abierta, por lo que

fre(f(U)) € f(frgp)(U)). Dado que U es abierto y cerrado en
f~YB), se tiene que fry-1m(U) =0, lo cual es una contradiccién. [

5.18 Corolario. Sean X un espacio compacto y de Hausdorff, ¥ un
espacio de Hausdorff y f : X — Y una funcién continua y abierta.
Entonces para cada continuo () C Y y para cada componente, C' de

FHQ) se tiene que f(C) = Q.

Demostracion. Consideremos la funcién f|-1q) : f71(Q) — Q. No-
te que f es una funcién abierta, por la Proposicion 5.5, luego por la
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Proposicién 5.3 f~1(Q) es un conjunto inverso. Ademdas @ es abierto
y conexo en (). Como () es compacto y Y es de Hausdorff, entonces @)
es cerrado, luego como f es continua, se tiene que f~1(Q) es cerrado
en X, y como X es compacto, f~(Q) es compacto, asf sus componen-
tes y casi-componentes coinciden, por lo que C' es casi- componente de
F7H@), luego por el Teorema 5.17 se concluye que f(C) = Q. ]

5.19 Definiciéon. Una funciéon f : X — Y continua y suprayectiva
entre espacios topoldgicos es confluente si para cada continuo () C Y
y para cada componente C' de f~1(Q) se tiene que f(C) = Q.

Observemos que de la definiciéon anterior se deduce que el Corolario
5.18 puede ser reformulado como el siguiente teorema.

5.20 Teorema. Cada funcién abierta de un espacio compacto a un
espacio de Hausdorff es una funcion confluente.

5.21 Teorema. Cada funcién monétona es confluente

Demostracion. Sean f : X — Y una funcién monétona, ) un sub-
continuo de Y y C una componente de f~1(Q).
Nétese que f~1(Q) es conexo, véase el Corolario 4.9. Se sigue que

C=fQ). Ast f(C)=Q O

Whyburn en [12] introduce una nueva clase de funciones continuas
llamadas casi-interiores.

5.22 Definicion. Una funcién f : X — Y continua y suprayectiva es
casi-interior si para cada y € Y y cada subconjunto abierto, U de X
tal que contiene a la componente de f~1(y), se tiene que y € int(f(U)).

5.23 Proposicién. Si f : X — Y es una funcién continua, suprayec-
tiva y abierta, entonces es casi-interior.

Demostracién. Sean y € Y y C' una componente de f~1(y). Tomemos
U abierto en X tal que C' C U.

Sixz € C, entonces y = f(x) € f(U). Como f es abierta, entonces f(U)
es abierto, por lo que f(U) = int(f(U)). Asi y € int(f(U)). O

5.24 Corolario. Sean X y Y espacios métricos compactos, f : X —
Y una funcién mondtona, entonces f es casi-interior.

85



Demostracién. Seay € Y, C una componente de f~1(y) y U abierto en
X tal que C' C U. Nétese que f~*(y) es conexo, asi C' = f~1(y), por lo
que f~1(y) C U, luego por el Lema 3.24 se tiene que y € int(f(U)). O

5.25 Teorema. Sean X y Y espacios métricos compactosy f: X —
Y una funcién continua y suprayectiva. Entonces f es casi-interior si
y s6lo si, para cada punto y € Y y para cada sucesién {y,} C Y
se cumple que limy, = y implica que para cada componente, C, de

fHy), O Nlimsup f~'(ya) # 0.

Demostracion.
=] Sea C' una componente de f~!(y)

Para cada m € N, denotemos U,, = | [{Bi(z):z € C}.

Notemos que para cadam € N, y € int(f(U,,)). Como limy, = y, para
cada m € N podemos tomar un punto y,,, € int(f(U,,)). Ahora, para
cada m € N, tomemos un punto x,, € U, tal que f(z,,) = yn,,-

Como X es métrico y compacto, existe un punto x € X y una subsu-
cesion {x,, }72, de la sucesion {x,,}>°_; tal que limz,,, = x.
Notemos que para cada k € N, z,,,, € f‘l(ynmk), con lo cual se tiene
que z € limsup f~(y,).

Por otra parte, notemos que para cada k € N, existe z, € C tal que
(T, s 21) < mik Observemos que

p(Zk,.I‘) < ,O(Zk, Imk) + p(xmkv CL’) < mLk + p(xmk7x)

por lo cual lim z; = . Como C es un conjunto cerrado en X, se sigue
que x € C.

Se concluye que, C' N limsup f~1(y,) # 0.

<] Sea U un abierto en X que contiene a una componente C' de f~(y).
Siy ¢ int(f(U)), entonces y € fr(f(U)) C Y \ f(U), por lo que existe
una sucesiéon {y,} de puntos en Y\ f(U) tal que limy, = v.

Dado que f~*(y,) C X\U y X\U es cerrado, se tiene que lim sup f~*(y,)
C X\U C X\, es decir, limsup f~!(y,) NC = 0, lo cual contradice
la hipotesis.

Esto demuestra la implicacion. O

5.26 Teorema. Sean f: X — Y, g : Y — Z funciones continuas
y suprayectivas, con X compacto. Si g es ligeray go f : X — Z es
casi-interior, entonces g es abierta.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto en Y, para demostrar que
g(U) es abierto en Z, probaremos que g(U) C intz(g(U)). Para esto
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fijemos un punto z € g(U), tomemos un punto y € Y tal que g(y) = z.
Sea C' una componente de f~'(y). Notemos que C' es un subconjunto
conexo de (g o f)7!(z). Sea C’ la componente de f~!(g7!(z)) tal que
ccc.

Tenemos que (g o f)(C") = {z}, asi que f(C') C g~'({z}), como g es
ligera y f(C') es conexo, se tiene que f(C’) es un conjunto degenerado,
por lo que f(C") = {y}, luego C" C f~!(y), entonces C’ estd contenido
en una componente de f~1(y), es decir ¢’ C C C f~1(y) C f~1(U),
donde f~1(U) es abierto y go f es casi-interior, se tiene que z € intz(go
HfFHU)). Como f es suprayectiva se tiene que (g o f)(f~1(U)) =
g(U). Se sigue que z € intz(g(U)).

Esto demuestra que g(U) C intz(g(U). O

5.27 Corolario. Sean X, Y espacios métricos compactos, f: X — Y
una funcién casi-interior. Entonces existe un espacio métrico compacto
Z y funciones f; : X — Zy fo: Z — Y tales que f = fy0 fi, con
f1 monotona y fo ligera y abierta.

Demostracion. Por el Teorema 4.34 existen Z un espacio métrico y
compacto y funciones f; y fo tales que f = fy o f1, con f; funcién
mondtona y fy ligera, luego por el Teorema 5.26 se tiene que fo es
abierta. O

5.28 Proposicion. Sean X,Y y Z espacios métricos compactos. Si
f: X —Yyg:Y — Zson funciones confluentes, entonces go f es
una funcién confluente.

Demostracion. Sea ) un subcontinuo de Z y K una componente de
(g0 f)~1(Q). Veamos que (go f)(K) = Q.

Sea C' la componente de ¢g~'(Q) tal que f(K) C C. Notemos que
K C f71(C). Sea E la componente de f~(C) tal que K C E.
Obsérvese aue (g0 /)(E) = g(f(E)) = (C) = Q. At E C (g0 £)(Q).
Como E es conexo existe una componente K’ de (go f)~1(Q) tal que
E C K'. Se tiene que K C E C K’ y ademés K y K’ son componentes
de (g0 f)1(Q).

Asi K = K’ se sigue que K = E. Luego f(K) = f(F) = C, la iltima
igualdad se tiene porque f es confluente.

En consecuencia g(f(K)) = g(C') = Q. Se concluye que (gof)(K) = Q,
por lo cual g o f es confluente. [
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5.29 Corolario. Sean X y Y espacios métricos compactosy f : X —
Y una funcién continua y suprayectiva. Si f es casi-interior, entonces
f es confluente.

Demostracion. Por el Corolario 5.27 f puede ser factorizada como f =
fao f1, donde f; es mondtona y fs es abierta, luego por el Teorema 5.21
se sigue que f; es confluente, y por el Teorema 5.18 fy es confluente.
Por la Proposicién 5.28 la composicion fs o f; es confluente, es decir f
es confluente. ]

5.30 Teorema. Sean X, Y y Z espacios métricos compactos, f : X —
Y vy g:Y — Z funciones continuas y suprayectivas. Si f y g son casi-
interiores, entonces g o f también lo es.

Demostracion. Sean z € Z y U un abierto en X tal que contiene a
una componente, C, de (go f)~!(z). Tenemos que (go f)(C) C {z}, de
modo que f(C) C g~!(z). Notemos que f(C') es un subconjunto conexo
de g7!(z). Sea C' la componente de g~!(z) tal que f(C) C C".

Note que C” es cerrado en g'(z2) y éste tiltimo es cerrado en Y, por lo
que C' es compacto y asi un continuo.

Por otra parte tenemos que C' C f~1(f(C)) C f~4C") C f~(g7*(2)).
Sea K la componente de f~1(C) tal que C' C K. Notemos que K es
un subconjunto conexo contenido en (g o f)~!(2) y que contiene a C.
Como C' es componente de (go f)~1(z), se tiene que C' = K. Se sigue
que C' es una componente de f~1(C).

Por el Corolario 5.29 se tiene que f es confluente, luego se sigue que
f(c)=-c.

Ahora, sean y € (" y z € C tal que f(z) =y, y sea C, la componente
de f~'(y) que contiene a z. Asi C' N C, # (. Notemos que C, es un
subconjunto conexo de f~(C), pues como y € C' entonces f~(y) C
f7HC") y ademés C, C f~(y), por lo cual C, C C. De modo que
c, CU.

Como f es casi-interior, entonces y € inty(f(U)). Dado que y fue un
punto arbitrario de C’ tenemos que C" C inty (f(U)).

Ahora como g es casi-interior, se sigue que z € intz(g(inty (f(U)))).
Noétese que inty (f(U)) C f(U), entonces g(inty (f(U))) C g(f(U)), de
aqui que intz(g(inty (f(U)))) C int(go f)(U). Por lo que z € int(g o
).

Asi g o f es casi-interior. [
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5.31 Definicion. Una funcion continua y suprayectiva, f, entre espa-
cios métricos compactos es una funcion OM si existen funciones, g y
h, entre espacios métricos compactos, tales que f = h o g, donde g es
mondétona y h es abierta. Y es MO, si existen funciones, g y h, entre
espacios métricos compactos, tales que f = h o g, donde g es abierta y
h es mondétona.

Una consecuencia inmediata de la definicién es el siguiene corolario.

5.32 Corolario. Sean X y Y espacios métricos compactosy f : X —
Y una funcién continua y suprayectiva. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

(i) f es casi-interior;
(ii) f es una funcién OM;

(iii) f se puede escribir como la composicién hog, donde g es monétona
y h es ligera y abierta.

Demostracion.

(i) = (dii) Como f es casi-interior, por el Corolario 5.27 existen fun-
ciones g y h, tales que f = h o g, donde g es mondtona y h es ligera y
abierta.

(7i1) = (1i) Si f puede escribirse como la composicién h o g, con g
mondétona y h ligera y abierta, entonces f es una funcion OM.

(17) = (i) Por hipdtesis existen funciones, g y h tales que f = hog,
donde g es mondtona y h es abierta. Por el Corolario 5.24 se tiene que
g es casi-interior y por la Proposicion 5.23, h es casi-interior, luego por
el Teorema 5.30, f es casi-interior. O]

5.33 Corolario. Sea f una funcién continua y suprayectiva entre es-
pacios métricos compactos, si f es una funcion MO, entonces es una
funcion OM.

Demostracion. Como f es MO, entonces existen funciones g y h tales
que f = ho g, con g abierta y h mondtona.

Por la Proposiciéon 5.23, g es casi-interior y por el Corolario 5.24, h
es casi-interior, luego por el Teorema 5.30, f = h o g es casi-interior.
Finalmente, por el Corolario 5.32, f es una funcién OM. O
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5.34 Corolario. Sean k € Ny (ny,...,n;) una k—upla ordenada tal
quen; € {0,1} paracadai € {1, ..., k} y si denotamos € ((ny,...,ng)) =
{fiofs0---ofy : f; es una funcién continua entre continuos, f; es abierta
sin; =0y f; esmondtona sin; =1,i € {1,...,k}}.

Entonces € ((ny,...,n;)) = A#;06((n1,...,n,)) = C;0€((n1,...,n%))
=O0OM;0%((ny,...,n,)) = M O,donde A es la clase de las funciones
monotonas; @ es la clase de las funciones abiertas; 0. es la clase de
las funciones OM y .# O es la clase de las funciones MO.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre k.

Si k = 1. Es claro, por la definicién de €((ny)), que A#((ny)) = € o
€ ((n)) = A, seginsing =00mn; =1.

Dado k € N, para cualquier k—upla ordenada (n; ..., nx), supongamos
que

% ((ny,...,ng)) coincide con A, 0, MO o OM .

Analizamos 4 casos:

(1) €((n,...,ng)) = A, en este caso, si ng; = 0, entonces
C((ny,...,ng11)) = A O ysing, =1, entonces € ((ny,...,Ngs1))
=M.

(2) €((n1,...,ng)) = O, en este caso, si ngy1 = 0, entonces
C((n1y...,ngr1)) = Oy singy = 1, entonces € ((ny, ..., Nks1))
=0M.

(3) €((n1,...,ng)) = MO, en este caso, si ng 1 = 0, entonces
C((n1y...,ng1)) = OM ysing, = 1, entonces € ((ny, ..., Nk4+1))

=0M.

(4) €((n1,...,ng)) = OM, en este caso, si ng1 = 0, entonces
C((n1y...,ng1)) = OM ysing, = 1, entonces €((ny,...,nk11))
=0M.

En cualesquiera de los cuatro casos se tiene que €((ny, ..., ngy1)) coin-

cide con A, 0, #C o O.# . Con lo cual se completa la prueba. ]

Para los espacios métricos compactos se tiene la siguiente inclusién
MO C OM. La otra inclusién no siempre es cierta como veremos en el
siguiente ejemplo.

5.35 Ejemplo. Existe una funcién h : [0,1] — [0,1] tal que h €
OM \ MO.
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Demostracion. Consideremos la funcion h : [0, 1] — [0, 1] definida por

3z, si x € |0, é],
h(xz) = 2—3x, si x€ [%, HE
0, si x € [3,1].

Sean las funciones f : [0,1] — [0,1] y ¢ : [0,1] — [0, 1] definidas
por

respectivamente.

Figura 5.1: La figura muestra la grafica de las funciones f, g y h.

Notemos que para cada y € [0,1), f~'(y) = {2}, el cual es un
conjunto conexo en [0, 1].
Por otra parte, f~'(1) = [2,1], el cual es un conjunto conexo en [0, 1].
Por lo que f es una funciéon monotona.
Veamos que ¢g es una funcion abierta, para esto mostraremos que la
imagen bajo g de cada bésico de [0, 1] es un conjunto abierto en [0, 1].
Notemos que los bésicos en [0, 1] son de la forma [0, «), (o, B), (5, 1],

con<a<p<l.

91



Tomaremos uno de los 3 casos, los otros casos seran similares.
Sea A = («, 3), entonces

2, 20], si. B<i
9(A) =4 [2a,1], si a<i<p
2-28,2—-2a], si 3<p

Asi g(A) es un conjunto abierto en [0, 1]. Luego para cada abierto U
en [0, 1] existen A; bésicos en [0,1], con ¢ € I tal que U = UAZ" por

iel
lo que g(U) = g(U A;) = Ug(AZ-). Como g(A;) es un conjunto abierto
iel el
en [0, 1], para cada i € I, se tiene que Ug(AZ-) es un conjunto abierto
el
en [0, 1].
Asi g es una funcién abierta.
Ahora veamos que h = go f.
Sea x € [0, 1]
Si z € [0, 5], entonces g(f(z)) = g(3x) = 2(3x) = 3a;
Siz €[5, 3], entonces g(f(x)) = g(32) =2 —2(3x) = 2 — 3u;
Si z € [2,1], entonces g(f(x)) = g(1) = 0.
Por lo que para todo x € [0,1], (go f)(z) = h(z). Asi h=go f.

Por lo tanto h € OM.

Afirmamos que h no es MO, para demostrar esto supongamos que h
si es MO; sean fy : [0, 1] — fo([0,1]), g0 : fo([0, 1]) — [0, 1] funciones
continuas y suprayectivas tales que fy es abierta, gy es mondtona y
h = go o fo. Notemos que fy no es una funcion constante, pues h no lo
es.

Denotemos A = fy([0,1]), sabemos que A es un arco, no degenerado y
que a := fo(0) y b:= fo(1) son puntos extremos de A, véase Corolario
5.12.

Notemos que go(a) = go(fo(0)) = h(0) = A(1) = go(fo(1)) = go(b), es
decir, go(a) = go(b). Denotemos to := go(a) = go(b). Sea B = g; *(go(a))
y obsérvese que B = g5 (go(D)).

Asia € By b€ B, ademés B es conexo en A porque go es mondétona,
y también es un conjunto cerrado en A porque gy es continua, asi B es
un subcontinuo de A.

Como A es irreducible entre a y b, se sigue que B = A. Esto implica
que go es la funcién constante definida en A, de valor tg.

Asi gg o fo : [0,1] — [0, 1] es constante, de valor ¢y, lo cual es una
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contradiccién, pues h no es constante.
Por lo tanto h ¢ MO. O

De los Corolarios 5.29 y 5.32 se deduce que las funciones OM son
confluentes. En el siguiente ejemplo mostraremos que existen funciones
confluentes que no son OM.

5.36 Ejemplo. Existe una funcién que es confluente, pero no es OM.

Demostracion. Sea A = {(x,1) € R?: |z| < 1}. Se define X := AUY,
donde Y = {(1,y) e R? : |[y| < 1} U {(z,sen(-1)) e R? : 1 <z < 2}
Sea f: X — Y definida por

1,z), si (x,y) €A
sy ={ o u ved

Veamos que f es confluente. Para esto notemos que los tnicos sub-
continuos de Y son arcos en la grafica de la funcién sen(-15), arcos en
la barra limite, la barra limite o continuos parecidos al total, ademas las
preimagenes de estos subcontinuos tienen 1 o 2 componentes conexas,
las cuales bajo la funcién f van a dar a los respectivos subcontinuos.
Por lo que f es confluente.

Sea y = (0,1), obsérvese que f~(y) = {y, p}, donde p = (0, 1), asi {p}
y {y} son las componentes de f~'(y).

Sea U = (—1,1) x {1}, nétese que U = U'N X donde U' = (—1,1) xR
y U’ es un abierto en R?, por lo que U es un abierto en X.

Nétese que {p} C U, ademés f(U) = {1} x (—1,1), se tiene que
int(f(U)) = 0, pues claramente Y \ f(U) es un conjunto denso en
Y. Asiy ¢ int(f(U)).

Esto prueba que la funciéon f no es casi-interior y por el Corolario 5.32,
f¢OM. O
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Capitulo 6

Funciones confluentes

En el Teorema 4.24 caracterizamos los continuos hereditariamente
unicoherentes usando un tipo especial de funciones, llamadas heredita-
riamente mondtonas. Ahora usaremos otra clase de funciones, llamadas
funciones confluentes, para caracterizar a los continuos hereditariamen-
te indescomponibles. Para esto, recordaremos algunas definiciones y
lemas.

6.1 Definicion. Un continuo es descomponible si es la unién de dos
de sus subcontinuos propios, no degenerados. En otro caso se dice que
es indescomponible.

De la definicion se sigue que un continuo degenerado es indescom-
ponible.

6.2 Lema. Si C' es un subcontinuo conexo, no vacio, de un espacio
conexo X, y si X \ C = M U N, donde los conjuntos M y N son
no vacios y estan separados, entonces los conjuntos C' U M y C'U N
son conexos. Mas aun, si C' es cerrado, entonces C UM y C'U N son
cerrados.

Demostracion. Si C' = () se sigue la conclusion.

Supongamos que C # 0 y que C UM = AU B, donde A y B estén
separados. Mostraremos que A =) o B = ().

Dado que C' C AU B y como C es conexo, se tiene que C' C A o
C C B. Sin pérdida de generalidad supongamos que C' C B. Como Ay
B estan separados, se tiene que A y C estan separados, y en particular
ANC =10,y dado que A C CU M, se sigue que A C M.

Por otro lado, como M y N estan separados, entonces A y N estan
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separados, asi A esta separado de B y de N, en consecuencia, A y
B U N estan separados.

Notemos que X = CUMUN = AUBUN. Es decir, X se escribe como
la unién de dos de sus subconjuntos propios separados, y dado que X
es conexo, se sigue que A =0 o BUN = (). Como N # (), entonces
A=1.

Ahora, si C = C, entonces CUM = CUM = CU(MN(CUMUN)) =
CU(MNCO)UMNM)UMNON)=CUMNC)UM =CUM.
Por lo que CUM es cerrado. De la misma manera se prueba que C'UN
es cerrado. ]

6.3 Lema. Un continuo indescomponible no puede ser separado por
ninguno de sus subcontinuos.

Demostracion. Sea X un continuo indescomponible y sea C' un sub-
continuo de X, no vacio. Supongamos que C' separa a X, es decir,
X\C=MUN, con My N subconjuntos de X, abiertos, no vacios y
ajenos.

Por el Lema 6.2, CUM y C'UN son conjuntos conexos y son cerrados,
ya que C' es cerrado, es decir, estos conjuntos son subcontinuos de X.
Note que X = (MUC)U(NUC), donde MUC # () y NUC # 0, por
lo que X es descomponible, lo cual contradice la hipétesis. ]

6.4 Teorema. Un continuo X es indescomponible si y sélo si cada
subcontinuo propio de X tiene interior vacio.

Demostracion.

=] Supongamos que existe un subcontinuo propio, C' de X, no vacio,
tal que int(C) # . Tenemos que int(C) = X \ X\ C, por lo que
X\C#X.

Por el Lema 6.3, X \ C es conexo, por lo que X \ C' es conexo, y dado
que este conjunto es cerrado, entonces es un subcontinuo de X. Asi X =
C'U X\ C, es decir, X esta separado por dos de sus subcontinuos, se
sigue que X es descomponible, lo cual contradice la hipdtesis.
Astint(C) = 0.

<] Supongamos que X es descomponible, por lo que existen A y B
subcontinuos propios de X, no degenerados, tales que X = AU B. Por
hipétesis int(A) = ), pero sabemos que int(A) = X\ X \ A, por lo que
X = X \ A. Dado que X \ A C B, tenemos que X \ A C B, y como
int(B) = (), entonces B es cerrado, por lo que B = B, de lo anterior se
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concluye que X C B, asi X = B, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, X es indescomponible. O

6.5 Definicién. Un continuo es hereditariamente indescomponi-
ble si cada uno de sus subcontinuos es indescomponible.

Para probar una caracterizacion de los continuos hereditariamente
indescomponibles via funciones confluentes, veremos algunos lemas.

6.6 Lema. Sean X y Y espacios topoldgicos, {A;};c; una familia de
subconjuntos de X y f: X — Y una funcion suprayectiva. Entonces

F()A) ) f(A

el il

Demostracion. Sea y € f(ﬂ A;), entonces existe un punto x € ﬂAi
il icl
tal que f(x) =y, esto es, paracadai € I, x € A;, entonces f(x) € f(4A;)
para cada ¢ € I, por lo que y € ﬂf(Az
iel
Por lo tanto, f(ﬂ A;) C mf(Ai). O

el el

6.7 Lema. Sean X y Y espacios métricos, con X compacto, sea { A},
una sucesion decreciente de subconJuntos cerrados de Xyseaf: X —

Y una funcién continua. Entonces f( ﬂ Ap) ﬂ f(A

n=1

Demostracion. Por el Lema 6.6, se tiene que f(ﬂ A,) C ﬂ f(A
n=1

resta ver la otra inclusion.
o

Sea y € ﬂ f(A,), entonces y € f(A,) para cada n € N, es decir, para
n=1

cada n € N existe z,, € A4, tal que f(x,) =y.

Dado que X es compacto, la sucesién {x,}°°, tiene una subsucesion
{zn, }32, convergente. Sea zy € X tal que limz,, = zo.

Sea {A,, }72, una subsucesién de la sucesién {A,}>° ;. Como la suce-
sion {4, }°°, es decreciente, entonces {A,, }7°, también es decreciente,
asi cada conjunto A,, contiene casi todos los elementos de la sucesion
{4y, }32, (salvo los términos anteriores a ny).

Nétese que g € A, para todo k € N, pues dado k¥ € N, z,,, € Ay,
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para todo j > k porque z,,, € A, C A,

Afirmamos que o € A,, para todo n € N. En efecto, sea n € N, fijemos

k € N tal que ny > n. Se tiene que zg € A,, C A,, asi zy € A,.

Ahora, la continuidad de f implica que f(zo) = f(limz,, ) = lim f(z,,) =

y. por Io que y = f(ay). Ademis f(a0) € £(7) 4,). ssi y € F(() A
n=1 n=1
O]

6.8 Teorema. Un continuo Y es hereditariamente indescomponible si
y sblo si, cada funcion f : X — Y continua y suprayectiva de un
continuo X a Y es confluente.

Demostracion.

=] Supongamos que Y es hereditariamente indescomponible y sea
f X — Y una funcién continua y suprayectiva. Por demostrar
que f es una funcion confluente. Sea () un subcontinuo de Y y C' una
componente de f~1(Q).

Para cada n € N, denotamos por C,, a la cerradura de la componente
de N(3,0) = | J{B1(z) : x € C}.

Como N(-15,0) C N(3,0), entonces Cpqy C Cy. Notemos que para
cada n € N, N(%, (') es un subconjunto abierto en X, no vacio, enton-
ces C, N X\ N(2,C) # 0 [11, 5.7), y dado que C C N(2,C), entonces
C # C,.

Por otro lado, tenemos que C' C ﬂC’n C mN(%, ).

n=1 n=1

o
Afirmamos que ﬂN (%,C’ ) C C, lo demostraremos usando comple-
n=1

mentos, es decir, demostraremos que X \ C' C X \ ﬂN(%, C).

n=1
Sea x € X \ C, por la normalidad de X existen abiertos y ajenos, U y
V,en X tales que C' C U y x € V. Nétese que para cada z € C existe
e, > 0 tal que B. (2) C U, por lo que {Bs;: : z € C'} es una cubierta

. . Ex Ez Ez
abierta pall;a C. Dado que C' es compacto existen —t, =2, -+, =F tales
que C' C U B%(zz)

i=1
Noétese que e,, > 0 para cada i € {1,--- ,k}, por lo que existe m € N
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tal que % < % para cada i € {1,--- ,k}. Se tiene que N(
k
UBEZi(zZ-): pues si w € N(%,C), entonces existe x € C' tal que
i=1
w € Bi(x)y existe z; € C tal que © € Bz, (%).
m 2
Por lo que p(w, z;) < p(w,z) + p(z, ;) < L+ Z < 2 4
k
Asix € U B.. (%)
i=1
Dado que C C f~1(Q) se tiene que f(C) C Q y como C' C C,,, entonces
f(C) C f(Cy), por lo que QN f(Cy) # 0.
Como C' # C,, entonces

1) f(C)\NQ#0.

Pues de lo contrario si f(C,)\ @ = (), entonces f(C,) C @, por lo que
C, C f7HQ), asi C = C,, lo cual es falso.

Consideremos la uniéon B = f(C,,) U@ el cual es un subcontinuo de Y,
entonces por hipdtesis, B es indescomponible, por lo que f(C,) C Q o

Q C f(C,). Por 1) la primera inclusién no puede ser cierta, asi @ C
f(Cy), para cada n € N.

Se tiene que Q C ﬁ f(Cn) = f(ﬁ Cn) = f(C), es decir Q C f(C).
n=1 n=1

Se concluye que f(C) = @, por lo tanto, f es confluente.

<] Supongamos que Y no es hereditariamente indescomponible, enton-
ces existen A y B subcontinuos de Y tales que ANB # 0y A\ B # (),
B\ A #£.

Seaa € A\Bysea X = (Y x{0}H)U({a}x[0,1])U(Ax{1}). Tenemos
que X C Y x[0,1], asi definimos f : X — Y como f((y,t)) = y, para
cada t € [0,1].

Nétese que f =g, : X — Y donde g : Y x [0,1] — Y es la funcién
proyeccion a la primera coordenada. Por lo que f es una funcién con-
tinua, también f es suprayectiva pues f(Y x {0}) =Y.

Sea Q = B, f1(B) = ((ANB) x {1}) U (B x {0}), asi f~}(B) tiene
dos componentes.

Note que f((ANB)x{1}) C ANB, pero ANB # B, ya que B\ A # ().
Por lo que f no es confluente. n

C) C

1
m?

€

o A
5 = €z

6.9 Teorema. Si f es una funciéon continua de un continuo X, enton-
ces existe un subcontinuo C' de X el cual es irreducible respecto a la
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propiedad de ser un continuo tal que f(C) = f(X).

Demostracion. El continuo X, al ser un espacio métrico compacto es
separable, véase la Proposicién 2.21 y por la Proposicién 2.22 X es
segundo numerable, es decir, tiene una base numerable.

Veamos que la propiedad P de ser un continuo, B, tal que f(B) = f(X)
es una propiedad inducible.

Sea {B,}>°, una sucesién mondtona decreciente de continuos tal que

f(Bn) = f(X), para cada n € N. Por demostrar que B = ﬂ B, es un
n=1

continuo tal que f(B) = f(X).

Por el Corolario 3.10 sabemos que B es un continuo. Aplicando el Lema

6.7 tenemos que f(B) = f(ﬂ B,) = ﬂ f(Bn) = ﬂ f(X) = f(X).

n=1 =

Por lo que la propiedad P es inducible.

Por el teorema de reduccion de Brouwer, X contiene un subconjunto
cerrado, no vacio, digamos C', el cual es irreducible con respecto a la
propiedad P. Es decir, C' es un subcontinuo de X tal que f(C) =
f(X) y ninguno de sus subcontinuos propios tiene la propiedad P.
Esto significa que si A es un subcontinuo propio de C, entonces f(A) #
f(X). ]

6.10 Teorema. Si X es un continuo y f : X — Y es una funcién
continua y suprayectiva, donde Y es un continuo indescomponible. En-
tonces X contiene un continuo indescomponible.

Demostracion. Por el Teorema 6.9 existe un subcontinuo C' de X, el
cual es irreducible con respecto a la propiedad de que f(C) = f(X).

Sean A y B dos subcontinuos propios y no vacios de C, tales que
C = AU B, por la irreductibilidad de C' con respecto a la propiedad

considerada, f(A) # f(X)y f(B) # f(X), es decir, f(A) # YV y
f(B)#Y.

Por otro lado, f(C) = f(A) U f(B), por lo que Y = f(A) U f(B),
donde f(A) y f(B) son subcontinuos propios y no vacios de Y, asi YV’
es descomponible, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, C' es indescomponible. O
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Capitulo 7

Funciones débilmente
confluentes

7.1 Definicién. Una funcién continua y suprayectiva f : X — Y es
débilmente confluente si para cada subcontinuo () de Y existe una
componente C' de f~1(Q) tal que f(C) = Q.

7.2 Proposicién. Una funcion f : X — Y entre continuos es débil-
mente confluente si y sélo si para cada subcontinuo () de Y existe un
subcontinuo L de X tal que f(L) = Q

Demostracion.

=] Supongamos que f es débilmente confluente. Sea ) un subcontinuo
de Y, entonces existe una componente C' de f~1(Q) tal que f(C) = Q.
Notemos que C es un conjunto conexo y cerrado en X, por lo que es
un subcontinuo de X. Sea L = C, asi f(L) = Q.

<] Sea @ un subcontinuo de Y, entonces existe un subcontinuo L de
X tal que f(L) = Q, por lo que L C f~4Q).

Sea C' la componente de f~1(Q) que contiene a L. Se tiene que L C C,
asi f(L) C f(C) C Q.

En resumen, @ C f(C) C @, de ahi que f(C) = Q.

Esto prueba que f es débilmente confluente. O

7.3 Proposicién. Sea X un continuo. Si M es un subcontinuo de X
talque MNH 4Dy MNK # (), donde H y K son dos subconjuntos
cerrados de X, ajenos, entonces M contiene un subcontinuo L, el cual
es irreducible con respecto a la propiedad de ser un subcontinuo de M
talque LNH #£0y LNK # 0.
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Demostracion. Veamos que la propiedad P de ser un subcontinuo B,
de M tal que BN H #(y BN K # (), es una propiedad inducible.
Sea {B,,}2° | una sucesién mondtona decreciente de subcontinuos de M

tal que B,NH # (0 y B, N K # (), para cada n € N. SeaB:ﬂBn,

n=1
mostraremos que B es un subcontinuo de M tal que BN H # () y
BNK #10.
Por el Corolario 3.10, B es un subcontinuo de M. Por otra parte

BNH = (ﬂ B,)NH = ﬂ(BnﬂH). Notemos que {B,, NH}2° , es una

n=1 n=1
sucesion decreciente de subconjuntos cerrados de X, no vacios, luego

por el Corolario 3.9 ﬂ (B, H) #, por lo que BN H # ().
n=1

Anslogamente se prueba que BN K # (). Por lo tanto, P es una pro-
piedad inducible.

Por el Teorema de Reduccién de Brouwer, X contiene un subconjunto
cerrado, no vacio, digamos L, el cual es irreducible con respecto a la
propiedad P, es decir L es un subcontinuo de M tal que LN H # 0y
LN K # () y ninguno de sus subcontinuos propios tiene la propiedad
P. ]

7.4 Proposicion. Si X es un espacio de Hausdorff y compactoy Ay B
son subconjuntos cerrados de X tales que para cada componente C', de
X, se tiene que CNA =0 o CNB =0, entonces existen subconjuntos
cerrados F1 y F5 de X, ajenos, tales que X = FiUF,, AC F1y B C F5.

Demostracion. Para cada z € A sea (), la casicomponente de = en
X. Tenemos que (), coincide con la componente del punto =z en X,
véase Teorema 5.15. Por hipdétesis se tiene que Q, N B = (), es decir,
Q. C X \ B. Por la Proposicién 5.14 existe un conjunto abierto y ce-
rrado F, talquex € F, y F, C X \ B.

Tenemos que la coleccion % = {F, : © € A} es una cubierta abier-
ta para el conjunto A. Como A es compacto, existe una subcoleccién
finita de % que cubre a A, es decir, existe un subconjunto finito

{z1,29,--+ ,2,} de A tal que A C UFI Denotemos F; = UFx
i=1 i=1

y Fy = X \ Fi. Se tiene que F; y Fy satisfacen la conclusién de la

proposicion. O
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7.5 Lema. Sean X un continuo y a y b nimeros reales tales que 0 <
a < b < 1. Si K es un subcontinuo del producto X x [0,1] tal que
KnN(X x{a}) # 0y KN (X x {b}) # 0, entonces K contiene un
subcontinuo A tal que A C X x[a, b], AN(X x{a}) # 0y AN(X x{b}) #
0.

Demostracion. Dadas las hipotesis, supongamos que K no contiene un
subcontinuo con las propiedades indicadas. En particular tenemos que
para cada componente C' de K N (X X [a, b]) se tiene que C'N (K N (X X
{a})) =00 CN(KN(Xx{b})) = 0. Asi, podemos aplicar la Proposicién
7.4 para obtener dos subconjuntos cerrados Fy y Fp de KN (X X [a, b))
ajenos, tales que K N (X x [a,b]) = LU, KN(X x{a}) C Fiy
Kn(X x{b}) C F.

Denotemos K1 = KN (X x[0,a]) y Ka = KN (X X [b,1]), se sigue que
K=(KyzUF)U(KyUF).

Es facil verificar que K7 U F} y K U F; son conjuntos cerrados, ajenos
y no vacios, lo cual contradice la conexidad de K. Esta contradiccion
demuestra el Lema. [

7.6 Proposicién. Cada funcién continua de un continuo sobre un arco
es débilmente confluente.

Demostracion. Sean X un continuo y f : X — [0,1] una funcién
continua y suprayectiva.

Sea @ := [a, b] un subcontinuo de [0, 1], con 0 < a < b < 1.
Consideremos la funcién g : X — X X [0,1] definida por g(x) =
(z, f(x)), para cada x € X. Claramente ¢ es una funcién continua.
Denotemos G(f) := ¢(X), se tiene que G(f) es un subcontinuo de
X x [0, 1], pues es la imagen continua de un continuo.

Notemos que G(f) = {(z, f(z)) : « € X}. Como f es suprayectiva,
se tiene que para cada t € [0,1], G(f) N (X x {t}) # 0. En particular
G(f)N(X x{a}) # 0Dy G(f)N (X x {b}) # 0. Por la Proposicién 7.3
podemos encontrar un subcontinuo K de G(f) tal que

(1) KN(X x{a}) 0y KN (X x {b}) #0.
Y para todo subcontinuo propio M de K se tiene que
(2) MN(X x{a})=00o M N (X x {b}) =0.

Se sigue que K C (X X [a, b]) pues de lo contrario por el Lema 7.5 existe
un subcontinuo A de K tal que AN (X x {a}) # 0o AN(X x {b}) # 0,
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lo cual contradice (2).

Denotemos L = p;(K), donde p; : X x [0,1] — X es la funcién
proyeccion en la primera coordenada, es decir, py((z,t)) = x para todo
(xz,t) € X x [0,1]. Es claro que L es un subcontinuo de X, pues es la
imagen continua de un continuo.

Por (1) se tiene que existen puntos x,, z, € X tales que (x,, a), (zp,b) €
K y puesto que K C G(f) se tiene que f(z,) =ay f(zp) = 0.
Notemos que {z,,x,} C L, luego tenemos que {a,b} C f(L).

Como f(L) es un subcontinuo del intervalo [a,b] se sigue que [a,b] C
7(L).

En lo que sigue probaremos que f(L) C [a, b].

Sea t € f(L) entonces existe x € L tal que f(z) = t. Se sigue que
x € p1(K), luego existe ¢’ € [0, 1] tal que (z,t') € K. Como K C G(f),
se tiene que f(x) = t'. Asi t = t/. Entonces (z,t) € K. Esto implica
que (z,t) € X X [a,b], por lo que t € [a,b], asi f(L) C [a,b].

Por lo tanto f(L) = [a, b], es decir, f(L) = Q. O

7.7 Definicién. Sean X y Y espacios métricos y € > 0. Una funcién
continua f. : X — Y es una e—funcién si para todo y € Y se tiene
que diam(f~(y)) <e.

7.8 Definicién. Un continuo X es tipo arco si para cada € > 0, existe
una ¢—funcién suprayectiva f. : X — [0, 1].

7.9 Ejemplo. Sea X = Cl{(z,y) € R? : y = sen(1),0 <z < 1}, es
decir, X es la grafica de la funcién f : (0,1] — R dada por f(z) =
sen(1). Afirmamos que X es un continuo tipo arco.

Para justificar esto sea ¢ > 0. Elijase 2 € (0, ¢) tal que sen(m—lo) =1
Sea h : [-1,1] — [0,2] un homeomorfismo tal que h(—1) = 0 y
Notese que X = AU B donde A = {(z,y) € X 120 <z < 1}y
B={(z,y) € X:0 <z <}

Definamos f. : X — [0, 1] de la siguiente manera
x si x €A
fs((xay)) - h(y) si re B

Por la Proposicién 3.27 se tiene que f. es una funcién continua.
Sea t € [0,1], si 29 < t, entonces fZ'(t) = {(t, sen(7)}, por lo que
diam(f=1(t)) =0 < e.
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Sit < xg, entonces f1(t) = {(0,sen(7)) : —1 < sen(3) < 1}, por lo
que diam(f71(t)) < xg < e. Asl f. es una e—funcién.

7.10 Teorema. Sean X un continuo y Y un continuo tipo arco. Si
f X — Y es una funcién continua y suprayectiva, entonces f es
débilmente confluente.

Demostracion. Sea () un subcontinuo de Y. Dado que Y es un conti-
nuo tipo arco, entonces para cada n € N existe una funcién continua y
suprayectiva g, : Y — [0, 1] tal que para cada t € [0, 1] se tiene que
diam(g,*(t)) < =.

Para cada n € N consideremos la composicién g, o f : X — [0,1], la
cual es una funcién débilmente confluente por la Proposicién 7.6.
Noétese que para cada n € N, ¢,,(Q) es un subcontinuo de [0, 1], ya que
es la imagen continua de un continuo, entonces existe un subcontinuo
C,, de X tal que (g, o f)(Ch) = g.(Q) ... (1).

Por la compacidad de C'(X) existe un subconjunto C' de X y existe una
subsucesion {Cy, }32, de la sucesion {C, }72, tales que lim C,, = C.
En lo que sigue vamos a demostrar que f(C) = Q.

Sea x € C. Tomemos una sucesién {z;}32, en X tal que limz; = x y
x; € Oy, para cada n € N [11, 4.11].

Dado que diam(g, ' ((gn, © f)(z;))) < 5 ¥ como gy, (f(x;)) € gn,(Q)
por (1), se tiene que para cada j € N existe un punto y; € @) tal que
In; (f(2;)) = gn,(y;). Denotemos t; = g, (y;) para cada j € N. Se tiene
que f(x;),y; € g;jl(tj), se sigue que py (f(z;),y;) < % para cada j € N.
Se obtienc que py (f(z). ;) < py (f(x), £(;)+py (£(x),5,)=0, ya que
lm f(z;) = 2z; ¥ py(f(z)),y;) < nij, lo cual implica que limy; = f(x).
Luego como @ es cerrado, se concluye que f(z) € Q. Esto prueba que
f(0)cr.

Sea y € @, por (1) para cada n € N existe un punto z, € C, tal que
gn(f(2n)) = gn(y)-

Para cada n € N denotemos t,, = g, (y). Se sigue que f(z,),vy € g, (t.)

por lo cual py (f(zn),y) < = ...(%).

Por la compacidad de X existe un punto z € X y existe una subsuce-
sion {2, }32, de la sucesién {z,};2, tales que lim 2, = z.

Como hm C m; = C se tiene que z € C. Por la continuidad de f se sigue
que lim f(2,,) = f(2)...(**).

Por otra parte noemos e pr(1(2).) < pr(£(), (o) v (1 e, )0
De () y (x) se concluye que py (f(z),y) = 0, asi f(z) = y. Esto prueba
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que Q C f(C). Por lo tanto, f(C) = Q. Asi f es débilmente confluen-
te. [
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