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No te des por vencido, ni ain vencido,
no te sientas esclavo, ni atin esclavo;
trémulo de pavor, piénsate bravo,

y acomete feroz, ya mal herido.
Ten el teson del clavo enmohecido
que ya viejo y ruin, vuelve a ser clavo;
no la cobarde estupidez del pavo
que amaina su plumaje al primer ruido.
Procede como Dios que nunca llora;
o como Lucifer, que nunca reza;

o como el robledal, cuya grandeza
necesita del agua, y no la implora...
Que muerda y vocifere vengadora,
ya rodando en el polvo, tu cabeza.
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Introduccion

Hoy en dia, uno de los campos més importantes de la teoria de operadores
es el andlisis espectral, en el cual muchos matematicos trabajan activamente.

Durante las tltimas décadas, este campo de estudio, y en general la teoria
de operadores, ha dirigido su interés al estudio de diversas clases de operadores
especiales, y particularmente, generalizaciones de operadores normales; entre
estas podemos mencionar la investigacion sobre los operadores no normales,
donde destacan las clases quasinormal, subnormal, hyponormal, quasihypo-
normal, p-hyponormal y normaloide.

Sin embargo, no existe una teoria completa que abarque estas generaliza-
ciones en espacios de Hilbert, ain cuando los operadores normales llevan un
papel fundamental en diversas areas del conocimiento como lo son las inge-
nierfas y la mecanica cuantica, lo cual muestra su importancia en la solucién
de problemas tedricos y practicos.

Esta situacién nos plantea la necesidad de realizar una investigacion sis-
tematica y concentrada de los problemas de las generalizaciones de los ope-
radores normales, lo cual aportaria claridad y proveeria al tema de una aproxi-
macién unificada para su estudio.

Uno de los objetivos de esta tesis es trabajar en dicha investigacion medi-
ante un estudio comparativo entre las diferentes generalizaciones de operadores
normales, y la aplicacién de estos conocimientos a la teoria espectral.

Para ello, usaremos los métodos contemporaneos del andlisis funcional,
analisis complejo, teoria de aproximaciones, teoria de la medida e integracién
y obviamente, de la teoria de operadores y sus espectros.

Otro de los objetivos es facilitar los estudios sobre generalizaciones de
operadores normales. Esto debido a la poca y extremadamente complicada
literatura existente. Es por ello que la gran mayoria de las demostraciones de
los resultados del capitulo 2 se deben a nuestro equipo de trabajo.
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Notacion

Adoptaremos la siguiente notacion:

» Usaremos N* para denotar al conjunto NU {0} = {0,1,2,3,---}

= Si U,V son espacios vectoriales subyacentes en el mismo campo y T :
U — V es una transformacion lineal, denotaremos el niicleo y la ima-
gen de T como N (T) y R(T) respectivamente.

» Si X,Y son espacios normados, denotaremos como B(X,Y) al espacio de
transformaciones lineales acotadas de X a Y y si X = Y escribiremos
B(X) para B(X, X). También, siempre que hablemos de transformaciones
lineales acotadas, nos referiremos a ellas simplemente como operadores.
Los operadores identidad y nulo se denotaran como I y © respectiva-
mente.

= Siempre que hablemos de subespacio de un espacio normado X, estare-
mos refiriéndonos a un subespacio vectorial que es cerrado en la topologia
de la norma de X.

= Si X es un espacio con producto interno, a su producto se le denotara co-
mo (-, -)x y si no hay peligro de confusién para el espacio con producto
interno del cual se trate, simplemente se escribir (-, -) para tal producto.
H K representaran siempre espacios de Hilbert a menos que se indique
lo contrario.

= Todas las proyecciones mencionadas serdn proyecciones ortogonales, y
las isometrias seran lineales.

» Si A C C, denotaremos con LP(A) al espacio de funciones mddulo p-
integrables segiin Lebesgue con dominio A y valores en C. Es decir,

LP(A) = { funciones f: A —s C | /A f(2)]Pdm(z) < oo}.
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Maés atn, £P(A) significard el subespacio vectorial de £(A) que consiste
en las funciones analiticas. Esto es:

LP(A)={ f € LP(A)] f es analiticaen A }.

Si (X, 7) es un espacio topoldgico, denotaremos con Xx a la o-dlgebra
de Borel asociada a (X, 7). En particular, cuando X C K, siendo K =R
o K = C, se tomara 7 como la topologia relativa a la topologia usual de
K a menos que se indique otra topologia.

Si (X,d) es un espacio métrico, para x € X y r > 0 denotaremos con
B(z,r) y Blz,r] ala bola abierta con centro en x y radio r y a la cerra-
dura de dicha bola respectivamente. En particular, en C con la métrica
usual, escribiremos simplemente con D para B(0,1). Si A C X, deno-
taremos la frontera de A con A y con d(z, A) a la distancia de = a A.

Si (X, 7) es un espacio topolégico y A C X, la 7-cerradura de A serd de-
notada por clo,[A], y si no hay peligro de confusién sobre la topologia
de la que se trate, simplemente escribiremos clo[A].
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Capitulo 1

Operadores normales

Los operadores normales constituyen una de las clases méas importantes de
operadores dentro de los espacios de Hilbert. En este capitulo describiremos
algunas de sus propiedades.

En la seccién 1.1 haremos una breve introduccion a la Teoria de algebras
normadas, especificamente las C*-algebras. Estas nos serdn de gran ayuda para
estudiar los espacios de operadores y algunos teoremas espectrales de repre-
sentacion.

En la seccién 1.2 estudiaremos algunas propiedades del espacio de opera-
dores acotados en un espacio de Hilbert y pondremos particular interés en los
operadores normales para finalmente presentar un par de ejemplos en los que
usaremos conceptos de la secciéon 1.2 y de la Teoria de la Integracion.

En la seccién 1.3 analizaremos algunos tipos de operadores normales: auto-
adjuntos y unitarios. Ademas, entre los autoadjuntos tendremos un particular
interés en las proyecciones y los operadores positivos.

Finalmente en la seccién 1.4 examinaremos uno de los teoremas de repre-
sentaciéon espectral para operadores normales.

La mayoria de los resultados presentados en toda la seccién no seran de-
mostrados en la misma, debido a que pueden encontrarse en cualquier libro de
nivel medio de andlisis funcional, tal como [Kub], exceptuando de esta ausen-
cia de argumentacién al teorema de descomposicién polar y a los teoremas
de representacion espectral dada la importancia de éstos ultimos dentro de la
teoria de operadores. Ademéas haremos uso de muchos de estos resultados sin
hacer cita explicita.



1.1. Algebras y C*-dlgebras

Definicién 1.1. Un dlgebra es un espacio vectorial A junto con un mapeo
bilineal, llamado producto o multiplicaciéon en A,

AxA— A, (a,b)— ab,

tal que a(bc) = (ab)c para cualesquiera a, b, c € A. Un algebra abeliana es
un algebra tal que ab = ba para cualesquiera a,b € A.

Una subdlgebra de A es un subespacio vectorial B de A tal que si by, b, € B
entonces b1by € B.

Definicién 1.2. Una norma || - || en un algebra A se dice submultiplicativa
si |labl| < |la]|||b|| para todos a,b € A. Un &lgebra A con una norma sub-
multiplicativa es llamada dlgebra normada. Si A tiene una unidad e, es decir,
ea = ae = a siendo a € A cualquiera, y ||e]| = 1, se dice que A es una dlgebra
normada con unidad.

Notemos que en la definicién de unidad no unicamente hemos pedido que
e cumpla un papel de neutro multiplicativo, sino también que sea de norma
1. Esto es debido a que si solamente pedimos la propiedad de neutralidad,
tenemos |la|| = ||lae|| =< ||a||||e]| para cualquier a € A. Si a # 6, entonces
|la]| # 0, y por lo tanto 1 < ||e||. Luego, no podemos asegurar que ||e|| = 1.

Si A es un algebra normada, entonces de la desigualdad
laay = bby[| < [lal[[[b = b1l + lla — ax[[[[ba]]

se desprende que la operacién multiplicacién es continua.

Un algebra normada cuya métrica, inducida por la norma, es completa se
llama dlgebra de Banach. Si A es un algebra de Banach y tiene unidad, en-
tonces se conoce como dlgebra de Banach con unidad.

Definicién 1.3. Un homomorfismo de un algebra A a un algebra B es un
mapeo lineal ¢ : A — B tal que ¢(ab) = ¢(a)p(b) para cualesquiera a,b € A.
Un homomorfmismo ¢ : A — B es unitario si A y B tienen unidad, e y €
respectivamente, tal que ¢(e) = €'.



Definicién 1.4. Sea A un algebra con unidad e. Diremos que a € A es inver-
tible si existe un elemento b € A tal que ab = ba = e.

En este caso, b es tinico y se denota por a~!. El conjunto
Inv(A) = {a € A | a es invertible}

es entonces un grupo.

Definicién 1.5. Sea A un algebra con unidad e. Se define el espectro de a € A
como el conjunto

ogla) =04(a) ={A€C|a— e ¢ Inv(A)}.

Al conjunto p(a) = C\o(a) ={A € C | a— Xe € Inv(A)} se le conoce como
resolvente de a.

Teorema 1.6 (de Gelfand). Sia es un elemento de un dlgebra de Banach con
unidad, entonces o(a) es no vacio y compacto.

Maés ain, bajo las condiciones anteriores, al ser o(a) compacto, es acotado,

y por tanto tiene sentido el nimero sup |A|, el cual es llamado radio espectral
A€o (a)
de a, y se denota como r(a). Es posible demostrar que r(a) < ||a]|.

Definicién 1.7. Una involucion en un algebra A es un mapeo conjugado-lineal
a+ a* en A tal que a™ = a y (ab)* = b*a* para todos a,b € A. El binomio
(A, %) es llamado dlgebra involutiva, o x-dlgebra (“dlgebra estrella”).

Si A es un algebra involutiva con unidad e, entonces claramente e* = e.

Usando el concepto de dlgebra involutiva, podemos definir a un elemento a
de tal algebra como normal si conmuta con su imagen bajo la involucién. Es
decir, si a*a = aa*.

Definicién 1.8. Una C*-dlgebra es un x-dlgebra de Banach A tal que ||a*a| =
|a||?* para cualquier a € A



Un ejemplo de C*-algebra con unidad es C'(2), donde 2 C C es compacto,
con la norma || - || v definiendo f* = f para cada f € C(Q). Nétese que toda
f € C(Q) esnormal, ya que f-f* =|f]* = f*- f. Aqui, la unidad es la funcién
constante 1. Luego, Inv(C(Q)) = {f : 2 — C | f(z) # 0 para toda z € Q}.

De esta manera, si f € C(€2), entonces es sencillo probar que o(f) = f(£2).

Ya hemos visto que el concepto de homomorfismo entre algebras sirve para
identificar algebras con subalgebras de algebras mas grandes. Ello motiva a
hacer lo mismo para C*-algebras:

Definicién 1.9. Si A; y A; son dos C*-dlgebras, un mapeo o : Ay — Ay
es un x-homomorfismo (homomorfismo estrella) si ¢ es un homomorfismo de
algebras y preserva involuciones. Es decir, si o(a*) = o(a)* para toda a € A;.
o se dice x-isomorfismo (isomorfismo estrella) si es un *-homomorfismo biyec-
tivo. En este caso, decimos que A; y As son *-isomorfos.

Notemos que si A; de la definicién anterior tiene unidad e, y Ay es x-
isomorfo a A;, entonces A, tiene unidad. En efecto, sea o : A — Ay un
x-isomorfismo. Entonces g(e) es la unidad de As.

También, si A; y Ay son C*-dlgebras con unidad isomorfas, bajo el x-
isomorfismo o : Ay — As, y a € Inv(A;), entonces p(a) € Inv(A4y) y
[o(a)]™' = o(a™1). Luego, Inv(Ay) = o(Inv(Ay)).

Con estas condiciones de isomorfia entre A; y As bajo p, siendo las dos
C*-élgebras con unidad, tenemos que si a € A;, entonces o4, (0(a)) = oa,(a).

Por tanto, podemos decir que si A; y Ay son C*-dlgebras con unidad -
isomorfas, entonces el *-isomorfimo conserva espectros.

Otro concepto importante relacionado con las C*-algebras es el de C*-
algebra generada. Dados una C*-algebra A con unidad y S C A, el conjunto

Ci(S) = ﬂ{B C A | B es una C*-subdlgebra de Ay S C B}

es una C*-subdlgebra de A, llamada C*-dlgebra generada por S, la cual es la
menor C*-subdlgebra de A que contiene a S. Si S = {a}, entonces escribimos
C¢(a) en lugar de CJ(95).



Aunque es posible que C§(S) no tenga a la unidad e, llamemos C*-dlgebra
generada por S y la unidad al conjunto C*(S) = CF(S U {e}). Si S = {a},
escribimos C*(a) en lugar de C*(S). En éste caso, C*(a) es la cerradura de
todos los polinomios con indeterminadas en a, a* y e. Es decir,

C*(a) = cloj.,{p(a,a”) | p es un polinomio en a y a*}.

Sabemos que si 2 C C es compacto, entonces C'(£2) es una C*-algebra.
En particular, si A es una C*-algebra y a € A, entonces por el teorema de
Gelfand sabemos que o(a) es compacto y no vacio, de modo que C(co(a)) es
una C*-algebra. Tenemos:

Teorema 1.10. Si A es una C*-dlgebra con unidad tal que A = C*(a) para
alguna a € A, entonces existe un unico x-isomorfismo o : A — C(o(a)) tal
que o(a) = Id.

El siguiente resultado, aunque corolario, es el méas importante de toda esta
seccion:

Corolario 1.11. Si A es una C*-dlgebra y a € A es normal, entonces existe
un *-homomorfismo inyectivo ®, : C(o(a)) — A, con ®,(f) = f(a), tal que:

(@) 1®a(f)lla = [[flloc para toda f € o(a).

(b) El rango de @, es C*(a).

Por lo tanto, ®, de este corolario es un x-isomorfismo de C'(o(a)) sobre
C*(a). A este *-homomorfismo se le conoce como cdlculo funcional para el ele-
mento normal a. Este x-homomorfismo es tinico en el sentido de que si o es otro
x-isomorfismo de C'(c(a)) sobre C*(a) tal que o(la funcién constante 1) = ey
o(Id) = a, entonces g = P,.

Sea 2 C C compacto y g € C(2). Recordemos que g es normal. Més aun,
tenemos que oc()(g) = 9(£2). Notemos que en este caso, ®, viene dada como
Q,(f) = f(g) = fog paracada f € C(c(g)) = g(£2). Denotemos por Cy(£2) al
conjunto {fog | f es continua en g(£2)}. Hemos mostrado que el rango de @,
es Cy(12), y como este rango es C*(g), entonces C*(g) = C,(9).



Ahora bien, si A es una C*-algebra con unidad, a € A normal, y f €
C(o(a)), entonces oc(s(a))(f) = f(o(a)) por lo dicho en los parrafos anteriores.
Pero también, como @, es un *-isomorfismo de C'(o(a)) sobre C*(a), conserva
espectros. Es decir,

flo(a)) = oc@@)(f) = cal@u(f)) = oca(f(a)).

Hemos mostrado el fundamental:

Teorema 1.12 (Teorema del Mapeo Espectral (TME)). Sea A una C*-dlgebra
con unidad y a € A normal. Si f € C(o(a)), entonces

oa(f(a)) = f(o(a)).

1.2. Introduccién a los Operadores Normales

Recordemos que dados (X, | - |lx) e (Y| - |lv) espacios normados y T :
X — Y lineal, se dice que T es acotado si la imagen de cualquier conjunto
acotado en la topologia de la norma de X bajo T" es acotada en la topologia de
la norma de Y. Equivalentemente, se dice que 7" es acotado si existe un ¢ > 0
tal que ||Tz||y < c||z||x para cualquier z € X.

Para cada T : X — Y acotada, se define la norma de T' como el nimero

T
sup | xHY, que también puede ser calculado como sup || Tz||y.
rex\(oy [[2llx Jallx=1

Por tanto, si T es acotado, tenemos que ||Tx|y < ||T]|x||x para toda
x € X. El conjunto de transformaciones lineales acotadas de X a Y se denota
por B(X,Y). Facilmente se demuestra que éste es un espacio vectorial, y el
binomio (B(X,Y),||-]|) es un espacio normado, donde ||-|| es la norma definida
arriba. Mds atin, es sencillo observar que B(X) es un dlgebra de Banach con
unidad cuando tomamos como producto al producto usual de transformaciones

lineales, y a X como espacio de Banach.

Teorema 1.13 (Férmula de Gelfand-Beurling). SiT € B(H), entoncesr(T) =

lm || 77|
n—oo

Dado T € B(H, K), una de las principales consecuencias de que H y K
sean de Hilbert es la existencia de un tnico operador, denotado por 1™, tal
que T* € B(K, H) y el cual cumple con la relacion (Tx,y)x = (x, T*y)y para
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todos los © € H e y € K.El operador T es llamado operador adjunto de T'.

Entre las propiedades basicas del adjunto de un operador, tenemos, para
cualesquiera S,T € B(H, K) y a € K, el campo subyacente:

e (S+T) =8+ T

» (@S)" =as*.
. (T%) =T.

= [T =T

= 7T = T

Ademas, si H = K:
» (T7)* =T™ =T*" = (T*)" para cualquier n € N.
Y si T es invertible,
. (7Y = (T%) V.

Obsérvese que entonces si H es de Hilbert, tendremos que B(H) es una
C*-algebra donde la involucién de un operador es su adjunto.

También es importante el siguiente resultado, que relaciona los nucleos y
las imagenes de un operador con su adjunto.

Proposicién 1.14. Si T € B(H, K), entonces:

(a) M(T) = [R(T")]> = N(T*T).
(b) clo[R(T)] = N(T*)}* = clo[R(TT")].
(") N(T*) = [R(T)]* = N(TT").
(b*) clo[R(T™)] = [N(T)}* = clo[R(T*T)].

Un concepto que nos va a ser fundamental es el de reductibilidad.
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Definicién 1.15. Sea X un espacio vectorial, y T': X — X una transforma-
cion lineal. Si M es un subespacio vectorial de X, se dice que M es invariante
para T, o T-invariante, o invariante bajo T, si T(M) C M.

Definicién 1.16. Sea X un espacio con producto interno, y 7' € B(X). Si M
es un subespacio de X tal que M y M+ son T-invariantes, entonces se dice
que M reduce a T', o M es un subespacio reductor de T

Es claro que si X y T son como la definicién anterior, entonces {0} y X
reducen a 7. Por tanto, siempre que digamos que M es un subespacio reductor
de T, entenderemos que {6} # M # X.

Si X = H es de Hilbert, podemos decir més:

Teorema 1.17. Sean H de Hilbert, M un subespacio de H yT € B(H). En-
tonces son equivalentes:

(a) M reduce aT.

(B) T =T|u@® Ty, lo cual significa que T tiene una representacion ma-
tricial de la forma

| Tlm © o 1 B 1
T_{ o TW}.H—M@M —>H_M@M.

(c) PT' =TP, donde P es la proyeccion de H sobre M.

(d) M es invariante para T y para T*, en cuyo caso (T|n)" = T*|ur-

Observemos que si M reduce a T € B(X), donde X no es necesariamente
de Hilbert, entonces M+ también lo hace.

Por otra parte, si M reduce a T, la investigacion de T se reduce a la
investigacion de operadores més pequenos, T'|y v T|yre, lo cual justifica la
terminologia ”subespacio reductor”.

Definicién 1.18. Si H y K son espacios de Hilbert, un isomorfismo de H sobre
L es una isometria suprayectiva U : H — K.Si A € Hy B € B(K), entonces
Ay B son unitariamente equivalentes si existe un isomorfismo U : H — K

tal que UAU! = B.



Definicién 1.19. Dado N € B(H), se dice normal si
N*N = NN"*.

Es claro que esta definicién coincide con la dada para elementos normales
de una C*-algebra. De la definicién de operador normal obtenemos inmediata-
mente estas consecuencias:

Teorema 1.20. Sea N € B(H). Son equivalentes:
(a) N es normal.
(b) ||N*z| = || Nx|| para toda x € H.

Teorema 1.21. Si N € B(H) es normal, entonces ||[N*Nz| = |N%z|| para
cualquier x € H.

Veamos algunos ejemplos clasicos de operadores normales. Para ello, una
definiciéon y un lema previo.

Definicién 1.22. Sea A € B(H). El espectro puntual aprozimativo de A se
define como el conjunto o,,(A) formado por los A € C tales que inf{||(A —

Azl = flefl =1} =0

Lema 1.23. Si N € B(H) es normal, entonces o(N) = 04,(N).

Ejemplo 1.24. Si i es una medida regular de Borel con soporte compacto en
C,y N, : L*(u) — L*(u) se define como N, f = Id - f para toda f € L2(p),
entonces NV, es un operador normal tal que N f = Id- f para toda f € L?(u),
y 0(N,) = K, donde K = supp(u)]T]

Notemos que bajo estas condiciones, Id : C — R es acotada en K, en el
sentido usual del calculo infinitesimal por alguna M > 0. Ademaés u(K) < oo
por ser K compacto.

Lsupp(p) es el soporte de la medida u. Recordemos que éste se define como el complemento
del conjunto | J{U : U es abierto y u(U) = 0}.
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El hecho de que N, sea lineal es sencillo de demostrar. Ademas,

INSIP = l1d- f]?

= [ s

< /KMQIf *dp
= 2 2)12d

M /K|f( ) 2dp
= M?|If?

de donde ||N,,f|| < M| f| para toda f € L*(u). Esto es, N, es acotada.

También,
(Nu.frg) = {d-f,q9)
- / 2 f(2)9()du(2)

- / F(2) 9)du(z)
- / F(2)79(2)du(2)

= (f,Id-g).

Hemos mostrado que N;i(g) = Id- g para toda g € £2(u). De esta manera,
si f € L*(u), entonces NN, f = N¥(Id- f) =1Id-1d- f = |Id]*- f, y de la
misma forma, N, N f = |Id|* - f, de modo que N,, es normal.

Sea A € C tal que A ¢ K.

Entonces N (A\[-N,) = {0} (Aqul' 0 : C — C es la funcién idénticamente
nula). En efecto. Si f € N(AI—N,), tenemos 0 = (A\L—N,)(f) =Af—1d- f.
Esto es, 0 = Af(z) — zf(z) p-c.s., o equivalentemente, (A — z)f(z) = 0 para
p~casi toda z € C. Queremos probar que f(z) = 0 para p-casi toda z € C.

Tomemos § = {z | f(2) # 0} y € = {2 | (A — 2)f(2) # 0}. Entonces
1(€) = 0. Como toda la medida esta concentrada en supp(p) = K, se sigue
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que u(F) = p(FNK). Sea Fo = F N K. Si Fo = 0 tendremos que su medida es
nula y de esta manera f(z) = 0 para p-casi toda z € C. En caso contrario, si
z € §o, significa que z # Ay f(z) # 0. Luego, (A — 2)f(z) # 0, y por lo tanto
z € €. Esto es, §o C €. De ahi determinamos 0 = u(Fo) = u(S)-

Con eso, tenemos f(z) = 0 p-c.s. Hemos demostrado que si A ¢ K, en-
tonces A\l — N, : L2(u) — R(AI — N,,) es inyectiva.

Veamos que es sobreyectiva. Sea g € L*(i1). Estoes, [ [g]*dp = [, [g]*dp <
c00. Como A\ ¢ K, se sigue que la funcién (A — Id)™! es continua en K, y
al ser éste conjunto compacto, dicha funcion es esencialmente acotada, diga-
mos por A, lo cual significa que ||(A — Id)™|x|leo < A. Luego, es claro que
g-(A\—1d)~' € L*(n), ya que nuevamente, la integral estard concentrada en K.

Llamemos G : C — C a la funcién dada por

0 si z¢ K
G(Z)_{ g2)AN—=2)"! s ze K

Por el andlisis precedente, G € £2(u). Pero ademds (\I — N,)(G) = \G —
Id - G es la funcién dada por AG(z) — 2G(z) = (A — 2)G(z), que se reescribe

CO1mao:

peser={ 2 e

Como p(C\K) = 0, entonces g = (Al — N,)(G) p-c.s., y al ser G € L*(p),
se sigue que Al — N, es sobreyectiva siempre que A ¢ K

Luego, AI — N, es biyectiva para cada A € C\supp(p), y por el Teorema
del Mapeo Inverso, (Al — N,)~' € B(L?(u)). Esto es, C\supp(u) C p(N,), de
donde o(N,,) C supp(p).

Supongamos ahora que A € K. Sea B,, = B(\, %) Como B,, es abierto y i
es una medida de Borel, entonces B,, es p-medible, por lo que si u(B,) = 0,
entonces A estd en un abierto con medida 0, asi que, por definicién, A ¢ K.
Luego, p(B,,) > 0 para toda n € N. Por la regularidad de p, también se cumple
que p(B,) < oco.
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Sea f,, = [u(Byn)] " /*x5,. Es claro que f, € L3 (), y

12 = / fuPdp
- / (Bo) s, di
C
- / (B di

B ,u(an) 'M(Bn)

= 1,

de modo que {f,} es una sucesién en £2(u) de vectores unitarios. Ademés:

AL = N ()l = B (A = Id)xs, |
1
= 1(B,) — 2|*xB, (2)dp
)
= A — z|%dp
1(By) Bn| ’
1 1
< —d
~ w(By) Jp, n? .
_ L u(By)
w(Bn)  n?
1
— ﬁ’

de modo que [[(AI = N,)(f,)]] < =.
Luego, inf{||[(A\I = N,)(f)]| | || f]| = 1} =0, por lo que, por definicién, A €
0ap(N,). Como N, es normal, del lema anterior concluimos o,,(N,) = o(N,),

de modo que A € O'(NH).
En suma, K C o(N,), y concluimos que o(N,,) = supp(u).

Nuestro segundo ejemplo aplica la teoria ya revisada de algebras:
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Ejemplo 1.25. Si (X, 1) es un espacio de medida o-finita, para cada ¢ :
X — C en L£%(u), se define M, en £%(u) como la transformacién multi-
plicaciéon por ¢. Esto es, Myf = ¢ - f. Es decir, Myf : X — C esta dada
por
[My f1(2) = 6(2) f(2)-
M, es un operador, o en simbolos, M, € B(L?(u)), ya que My es claramente
lineal y

1Moy = 6+ Flag
- /X 16(2) (=) Pdu(2)

< /X 1612 1£(2) Pd(=)

2 2d
o2 /X F)Pdu(z)
= ORI

Observar que no unicamente hemos probado la continuidad de My, sino
también hemos demostrado que ||[My|| < ||¢]|o. De hecho, es posible mostrar

que [[My|| = {|¢]|oo-

A

También, si f,g € L*(n):

Lo anterior, junto con el hecho de que ¢ también sea un elemento de £ (1),
nos muestra que M: = Mg.

Por otra parte, si f € £%(u), entonces
Mo f11* =l fII* = /X |01/ du = /X 0P Pdu = 1o~ fII* = MG fII*.
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Por (b) del Teorema [1.20} tenemos que My es normal para cada ¢ € L£(pu).

La funcién 7 : L*(u) — B(L*(n)) dada por 7(¢) = My es un x-homo-
morfismo de £°(u) a B(L?(u)).

Para ver la conservacién de productos, sean ¢, ¢ € L°(u). Como 7(¢), 7(1))
v 7(¢ - ¢) son elementos de B(L2(u)), debemos probar que 7(¢ - ¥)(f)
7(¢)7(¥)(f) para toda f € L*(u) (Recordemos que la multiplicacién en B(H)

es la composicién de operadores). Pero

(- Y)f) = Mpyf
= ¢ f
= ¢-(¥-f)
= ¢ (Myf)
= MyMyf
= 7(9)T(W¥)(f)-

Hemos probado que 7 es un homomorfismo. Veamos que es un *x-homomor-
fismo.

Debemos mostrar que 7(¢*) = 7(¢)* para cada ¢ € L>(u), y esto se obtiene
observando

(6") = 7(8) = Mz = M; = (6"
Hemos probado nuestra afirmacién. Analogamente a como se hizo el anali-
sis sobre el espectro del operador normal del ejemplo anterior, se demuestra
que o(My) = ess — ran(p).

1.3. Clases especiales de operadores normales

1.3.1. Operadores autoadjuntos y unitarios

Definicién 1.26. Un operador T' € B(H), siendo H espacio de Hilbert, es
autoadjunto si T* = T, lo cual significa, por definicién de adjunto de un opera-
dor, que para todos x,y € H:

(Tx,y) = (z,Ty).

Una buena caracterizacion de los operadores autoadjuntos se sigue del he-

cho de que en un espacio X con producto interno (-, -) se cumple (z,y) = (y, )
para z,y € X arbitrarios:
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Teorema 1.27. Sea T' € B(H), donde H es un espacio de Hilbert. Si T es
autoadjunto, entonces (Tx,x) € R para cualquier x € X. Si ademds H es
complejo y (Tx,x) € R para cualquier x € X, se tiene que T es autoadjunto.

Es importante notar que el hecho de que H sea complejo es fundamental
para que se verifique el teorema anterior. Es por ello que conviene tomar a
lo largo de todo este documento, tal como se hace en la gran mayoria de los
textos, espacios vectoriales sobre el campo de los complejos, a menos que se
indique lo contrarioﬂ

El Teorema [1.27| nos permite definir un orden parcial en el conjunto de
operadores autoadjuntos de un espacio H. Diremos que el operador autoad-
junto @ € B(H) es positimﬂ si 0 < (Qx, x) para cualquier z € H. Esta relacién
se denota como © < @ 6 () > O. El conjunto de operadores positivos en un
espacio de Hilbert H serd denotado por Bt (H). En simbolos:

B"(H) = {T e€B(H) : (Tx,z) > 0 para cualquier z € H}

C  Operadores autoadjuntos.

Obsérvese que si T € B(H, K), entonces (TT*)* = (T*)*(T)* = T™T* =
TT* y de la misma forma (T*7T)* = T*T. Esto es, TT* y T*T son autoadjun-
tos y elementos de B(H). De hecho, 0 < ||Txz||? = (Tz,Tx) = (T*Tz,x) para
x € H arbitrario, por lo que T*T es positivo. Andlogamente, TT* € BT (H).

Presentamos a continuacién una importante proposiciéon que, aunque de
naturaleza simple, resulta ser de gran utilidad para demostrar densidad de
imagenes de operadores en términos de su nucleo.

Proposicién 1.28. Sea T € B(H) autoadjunto. Si N(T) = {0}, entonces la
imagen de T es densa en H.

Corolario 1.29. Sea N € B(H) normal. Si N(N) = {0}, entonces la imagen
de N es densa en K.

2La razén anterior, junto con el hecho de que la teorfa espectral encuentra mayor riqueza
en el caso complejo nos lleva a tomar ese convencionalismo.

3 Algunos textos utilizan la expresién no negativo para referirse a lo que hemos llamado
positividad, dejando esta ultima para operadores T € B(H) tales que (T'xz,x) > 0 siempre
que x #£ 0.
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Demostracion.
Como N(N) = {6}, por (a) de la Proposicién [1.14, N (N*N) = {6}. Por
la proposicién anterior, R(N*N) es denso en H. Es decir, clo[R(N*N)] = H.
Al ser N normal, tenemos clo[R(N*N)| = clo[R(NN*)], pero ahora por (b)
de la misma Proposicién [1.14] clo[R(NN*)] = clo[R(N)].
O
Por otra parte, tomemos S,T € B(H). Notemos que si Ty S son autoad-
juntos, entonces (T'—S)* =T*—S* =T — S, por lo que T'— S es autoadjunto.
Si T'— S es autoadjunto (en particular, si Ty S loson) y © < T — S, en-
tonces escribimos S < T 6 T > S. Se muestra facilmente que ésta relacion
es reflexiva, transitiva y antisimétrica en el conjunto de operadores con di-
ferencia autoadjunta en H, y por lo tanto obtenemos un orden parcial ahi. De
este modo, siempre que hablemos de operadores S,T € B(H) que cumplan la
relacién anterior, entenderemos a S — 1" como autoadjunto. En particular, si

S es autoadjunto, S < © si y sélo si © < —5.

Existen muchas propiedades sobre la relaciéon anterior. Algunas de las mas
importantes son:

Lema 1.30. Sean 11,75, T € B(H) y a > 0.
(a) SiTy > Ty y Ty > Ty, entonces Ty = Ts.

(b) SiTy > Ty, entonces Ty +T > To+ T.
(c) SiTy > Ty, entonces Ty > oTs.
Maés aun, con invertibilidad podemos agregar que:
Teorema 1.31. Sea Q) € B(H) invertible..
(a) SiQ es positivo, entonces Q=" € BY(H).

(b) SiQ € B(H) es tal que Q > 1, entonces © < U < 1.
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Podemos ahora definir los operadores proyeccion:

Definicién 1.32. Sea P € B(H). P se dice proyeccion ortogonal si es auto-
adjunto y P2 = P. Como hemos dicho en la seccién de notaciones, nosotros
simplemente llamaremos proyecciones a las proyecciones ortogonales. ﬁ

Luego, si P es una proyeccion, es facil demostrar que es un operador posi-
tivo. La interpretacion geométrica de las proyecciones permite demostrar que
si M = R(P) y N = N(P), entonces M+ = Ny H = M@ N; este hecho
las hace tan importantes, y ademaés las caracteriza: Si M C H es un subes-
pacio, entonces exite una unica proyeccién P € B(H) tal que M = R(P) y
M+ = N(P). También, se puede definir a las proyecciones ortogonales como
aquellas P € B(H) que son idempotentes y normales. Es sencillo ver que am-
bas definiciones son equivalentes.

Una importante caracterizacién de las proyecciones es la siguiente:

Proposicién 1.33. Sea P € B(H) un operador idempotente diferente del nu-
lo. Son equivalentes:

(a) P es una proyeccion.
(b) P es autoadjunto.
(c) P es positivo.

(d) |1P]=1.

Los teoremas con mayor influencia en este trabajo y otros textos referentes
a proyecciones estan relacionados con la interpretacion geométrica de las mis-
mas, de la cual ya hemos dado una idea. Estos resultados son:

4En la mayoria de los textos, el término proyeccion es utilizado para nombrar a los oper-
adores idempotentes, mientras que proyeccion ortogonal para los operadores idempotentes
que son autoadjuntos.
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Teorema 1.34 (De la proyeccién-la. Versién). Todo espacio de Hilbert H
tiene una descomposicion en suma directa

H:MG}ML

donde M es cualquier subespacio de H.

Teorema 1.35 (De la proyeccién-2a. Version). Para cualquier M subespa-
cio de un espacio de Hilbert H existe una unica proyeccion P € B(H) con
R(P) =M.

Para las demostraciones de ambos teoremas remitimos al lector a [Kub],
en donde se da una version mas del Teorema de la Proyeccién, la cual hemos
preferido no incluir debido a que inicamente usaremos las interpretaciones que
hemos citado.

Como primera aplicacién de estos resultados tenemos:

Teorema 1.36. S5i T € B(H), entonces H = clo[R(T)] P N (T™).

Demostracién. Como clo[R(7)] es un subespacio de H, entonces H =
clo[R(T)] @ [clo[R(T)]]" por el Teorema [1.34]

Por otra parte, usando (b) de la Proposicién tenemos clo[R(T)] =
IN(T*)]E. Al ser N(T*) cerrado, se sigue que [[./\f(T*)]ﬂL = N(T™).

Por tanto N (T*) = [[./\/(T*)]ﬂl — [clo[R(T)]]". Con lo anterior es fAcil

concluir.

Corolario 1.37. SiT € B(H) es autoadjunto, entonces H = N (T) @ clo[R(T)].

Si M es T-invariante, con T' € B(H ), entonces T'(M) C M, y por lo tanto
T|y € B(M), pero T*(M) no necesariamente es subconjunto de M. Para ver
esto, basta con tomar a M distinto de cualquier subespacio reductor de T'. En-

tonces si queremos devolver a M en si mismo mediante 7™ debemos proyectar
T*(M) en M.
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Lema 1.38. 57 S,T € X, donde X es un espacio con producto interno, y
(Sx,x) = (Tx,x) para todo x € X, entonces S =T.

Proposicién 1.39. Sea M un subespacio de H y T € B(H). Si M es T-
invariante, entonces (T'|y)" = PT*| s, donde P € B(H) es la proyeccion sobre
M, y ademds (T|n)" € B(M). En general (T|y)*™ = PT*"|y para todon € N
y por tanto ||(Ta)™| < |7

Demostracién. Es claro que tanto (T'|y)" como PT*|y; estdn en B(M),
debido a la T-invarianza de M. Al ser M un subespacio, es un conjunto cerrado
contenido en un espacio de Hilbert. Luego, M es en si mismo de Hilbert. Esto
nos asegura la existencia de los adjuntos de ciertos operadores que vamos a
utilizar a continuacion.

Sean u,v € M. Entonces
()" w,0) (u, T yv)

(u, Tv)

(u, T Pv)

(TP)"u,v)

(P*T*u v)

(PT"u,v).

Ahora es facil concluir on el lema anterior y procediendo por induccién.

Continuemos ahora con el estudio de los operadores unitarios.

Definicién 1.40. Sea U € B(H). U se dice unitario si es invertible y U~! =
U-.

Estos operadores nos resultaran de vital importancia para este trabajo, y
a continuacién enlistamos sus siguientes propiedades basicas. La ultima es la
mas relevante.

Proposicion 1.41. Sea U € B(H). Son equivalentes:
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(a) U es unitario.

(b) |[Uz|| = |Ux| = ||z|| para cualquier x € H. Por lo tanto, || U*|| = ||U|| =
1

(c) U es una isometria normal.

1.3.2. Raices positivas y descomposicion polar

Sea T € B(H). Si existe un operador S € B(H) tal que S? = T, entonces S
es llamada una raiz cuadrada de T'. Como sucede con los niimeros reales posi-
tivos, los operadores positivos tienen una tnica raiz positiva. Formalizando la
idea:

Teorema 1.42. Todo operador positivo Q € B(H) tiene una tinica raiz cuadra-
da positiva S € B(H), denotada por Q%, la cual conmuta con todo operador
en B(H) que conmute con Q. Esto es, si Q € BT (H), entonces existe un inico

Q> € BH(H) tal que (Q2) = Q.

Entre las propiedades de las raices cuadradas positivas, tenemos:
Teorema 1.43. Si Q) € B(H) es positivo, entonces
(a) Q™ es positivo para toda n € N.
(b) Q%[ = QI = |Q2[I>-
(c) N(Q2) = N(Q) = N (@) y clo[R(Q?)] = clo[R(Q)] = clo[R(Q?)].

Ya hemos visto que, dado T € B(H, K), el operador T*T € B(H) es po-
sitivo. Por tanto, tiene sentido hablar de su rafz cuadrada positiva: (T*T)z.

Definimos el operador valor absoluto de T' como la raiz positiva anterior y se
denotaré por |T|. Es decir, |T| = (T*T)z, por lo cual |T|> = T*T vy, por el
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andlisis hecho en general para raices positivas, se cumple |T'| € B(H).

Para completar las definiciones de esta subseccién, introducimos el concep-
to de isometria parcial:

Definicién 1.44. Una isometria parcial es un operador que actia isométri-
camente en el complemento ortogonal de su nicleo. Esto es, U € B(H, K) es
una isometria parcial si Ulj(): es una isometria.

Podemos caracterizar las isometrias parciales mediante el siguiente:

Teorema 1.45. Si U € B(H, K) es una isometria parcial, entonces U =V P,
donde V : IN(U)|* — K es una isometria y P : H — H la proyeccion de
H sobre [N'(U)]*.

De manera inversa, sea M un subespacio de H. StV : M — H es una
wsometria y P : H — H es la proyeccion de H sobre M, entonces el operador
U=VP:H — H es una isometria parcial.

Usando la notacién del teorema anterior, como U = VP y V = Ulpyae,
tenemos que ||V < |[U]| = [VP| < [V|IP|l = V[ vy R(U) € R(V) =
R(Ulnwys) € R(U), por lo que [W][ = [V = 1y R(U) = R(V). Luego,
al ser la imagen de una isometria un subespacio, se observa que R(U) =
clo[R(U)]. Hemos demostrado asi que la imagen de una isometria parcial es un
subespacio. [N (U)]* y R(U) son llamados espacio inicial y final de la isometria
parcial U, respectivamente.

Una nueva analogia entre los operadores de un espacio de Hilbert y los
nimeros complejos es recordar que cada complejo puede ser escrito como el
producto de un complejo de médulo 1 y un real no negativo. Esta analogia se
ve claramente en el siguiente:

Teorema 1.46 (Descomposicién polar). SiT € B(H, K), existe una isometria
parcial U € B(H, K) con espacio inicial [N (T)|* y espacio final clo[R(T)] tal
que

T =U|T|
y N(U) = N(|T]). Mds ain, si T = ZQ, donde Q € B(H) es un operador
positivo y Z € B(H, K) es una isometria parcial con N(Z) = N(Q), entonces
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=|T|yZ=U.

Antes de exponer la demostracion de este resultado, veamos un lema previo:

Lema 1.47. Sean M y N subespacios vectoriales densos de los espacios de
Banach X yY. St A: M — N es una isomorfismo isométrico de M sobre
N, entonces existe un unico isomorfismo isométrico B : X — 'Y de X sobre
Y que extiende a A.

Con este lema, procedamos a la demostracién del Teorema [1.46}

Demostracion.
Unicamente probaremos la existencia, pues es la parte que utilizaremos mas
adelante.

Escribamos la definicién de |T|: |T| = (T*T)z. Recordemos que T*T &
B(H) y, por (c) del Teorema @, clo[R((T*T)z)] = clo[R(T*T)], y como T*T
es autoadjunto, entonces por la Proposicién clo[R(T*T)] = IN(T*T)|*-.
Nuevamente, por (¢) del Teoremal[L.43, [N (T*T)]* = [N ((T*T)2)]* = [N(T)]*.
En conclusién: clo[R((T*T)2)] = [N(T)]*.

Consideremos el mapeo Vy : R((T*T)2) — K dado por Vy(T*T)2z = Tz
para cualquier x € H. Veamos que este mapeo estd bien definido. Es decir,
veamos que si z € R((T*T)%) es tal que z = (T*T)%l‘ yz= (T*T)%y para algu-
nas z,y € H, entonces Tz = Ty. Para ello, notemos que (T*T)2z = (T*T)zy
implica que T*T'z = T*Ty, lo cual equivale a T'(x —y) € N (T*). Pero por (a*)
de la Proposicién [1.14] eso significa que T(z —y) € [R(T)]*. De ahf se deduce
T(z—y) € R(T) N [R(T)]*, de donde T'(x — y) = 0, lo cual muestra que Vj
estd bien definida.

Es facil notar que Vj es hneal y R(VO) C R(T). M4s atin, como ||Tz|]* =
(Tz,Tx) = (T*Tx,z) = (T*T)2z, (T*T)zx) = |(T*T)zz|?, entonces

* l * =
Vo(T*T)2al| = | Tl = [(T*T)2e|

para todo = € H, de donde ||Voy|| = ||y|| para todo y € R((T*T)2), asf que V;
es una isometria lineal sobre su rango. Extendamosla a todo clo[R((T*T)z)],
que recordemos que es lo mismo que clo[R(T*T)], y sea V : clo[R((T*T)2)] —
clo[R(Vp)] dicha extensién. V' es una isometria lineal con R(V') C clo[R(Vy)] C
clo[R(T)].

22



En realidad, como el mapeo Vy : R((T*T)2) — R(Vy) es un isomorfismo
isométrico, se sigue del lema anterior que el mapeo V : clo[R((T*T)z)] —s
clo[R (V)] es de nuevo un isomormismo isométrico. Como

V(T*T)2z = Vo(T*T) 2z = Ta

para todo z € H, entonces T = V(T*T)z, y por lo tanto R(T) C R(V),
y por lo dicho en el primer parrafo de la demostracion, tenemos que V :
N(T)+ — K es una isometrfa lineal (recordemos que N(T)* es un espacio
de Hilbert, asi que R(V) = clo[R(V)]). Sea P : H — H la proyeccién de H
sobre N(T)*. Entonces R(P) N(T)*+, y por tanto VPy = Vy para todo
y € IN(T)]* = R((T*T)2), lo cual implica que VP(T*T)zx = V(T*T)2z para
todo = € H. Esto es, VP(I*T)z = V(T*T)z. Haciendo U = VP : H — K
obtenemos T = U(T*T)z.

Como V = Ulg(p)

entonces N (U) = N(V
R(U) = R(V) = clo[R(T)].

U

W(r)L €8 una isometria y P una proyecc1on

N(P) = [R(P)]* = N(T) = N((T"T)?) y

||
"U I
|

)

~—
—

Por tanto U : H — K es una isometria parcial con espacio inicial [N (T)]*,

espacio final clo[R(T)] y N'(U) = N((T*T)z).
(Il
Con lo anterior, hemos visto que podemos escribir una transformacién lineal
acotada como el producto de una isometria parcial con un operador positivo
de manera tnica. Esta descomposicion es conocida como descomposicion polar.
SiT = UQ es la descomposiciéon polar de T, siendo U el factor isometria

parcial, entonces U*U es la proyeccién sobre [N (U)]* = [N (Q)]*+ = clo[R(Q)].
Por lo tanto T' = UQ implica U*T = . Una consecuencia del Teorema[1.46|es:

Corolario 1.48. Sea T' = UQ la descomposicion polar de un operador T &
B(H, K), siendo U el factor isometria parcial.

(a) U e B(H, K) es una isometria si y solo si N(T) = {6}.

(b) U € B(H, K) es una coisometrid’| si y sdlo si clo[R(T)] = K.

5 Es decir, U* es una isometria
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Por lo tanto, si T = UQ es la descomposicién polar de T, entonces U es
unitario si y so6lo si T" es inyectiva y tiene imagen densa. En particular, si 7" es
1
invertible, entonces T' = U(T*T)z, donde U es unitario.

1.3.3. Medidas espectrales

Una de las grandes aplicaciones de la Teoria de la Medida, y en particular,
de las medidas vectoriales, es el concepto de medida espectral. La importancia
de esta nocién se deriva de uno de los dos teoremas més importantes acerca
de operadores normales: la representacién integral de un operador normal.

En esta seccion estudiaremos este tipo de medidas vectoriales. En el aparta-
do [2.3.2] generalizaremos dicho concepto para estudiar una generalizacién del
Teorema de representacion integral, el cual analizaremos en la siguiente seccién.

Comenzamos introduciendo la definicion mas importante de esta parte.
Aunque casi todos los ejemplos y aplicaciones que se encuentran en la litera-
tura envuelven unicamente medidas de Borel definidas en espacios localmente
compactos, las propiedades que definen una medida espectral serdn estableci-
das en general para cualquier espacio medible.

Definicién 1.49. Si X es un conjunto, €2 una o-algebra de subconjuntos de X,
y H un espacio de Hilbert, una medida espectral en (X, €, H) es una funcién
E : Q) — B(H) con las siguientes propiedades:

(a) E(A) es una proyeccién para cada A € €.
(b) EM0) =0y E(X)=L
(c) Si Ay, Ay € Q, entonces E(A; NAy) = E(A)E(Ay).

(d) Si{A,} € es una sucesién de medibles disjuntos dos a dos, entonces
E (U An> => E(A,).
n=1 n=1

Por la condicién (c) de la definicién anterior, las proyecciones F(A,) en
(d) son ortogonales dos a dos, ya que los conjuntos A,, son disjuntos entre si.
Es decir, E(A,)E(A,,) =0 sin #m, yaque E(A,)E(Ay) = E(A,NA,) =

E(0) = © si n # m. La convergencia en la parte (d) es en la topologia fuerte.
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Esto significa que, si hacemos F,, = Z E(A) € B(H), entonces para cada
k=1

(#(G2) )

Notemos también que para mencionar una medida espectral es necesario
hacer referencia a su tripleta subyacente (X, €, H), donde cada elemento es
como en la definiciéon de arriba.

r € H se tiene que

— 0.

Antes de pasar a las primeras aplicaciones de las medidas espectrales,
veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.50. Sea (X,€), 1) un espacio de medida o-finita, y £ : Q —
B(L%*(X)) dada por E(A)f = xa-f. Esto significa que E(A) : L*(n) — L2(p)
es tal que la imagen, bajo esta funcién, de cualquier funciéon de cuadrado in-
tegrable en el espacio de medida dado, es la multiplicacién por una funcion
caracteristica. Bajo la notacion del Ejemplo , se puede reescribir a F(A)
como E(A) = M,,. Entonces F define una medida espectral en (X, Q, £2(u)).

En efecto. Como el rango de la funcién ya, en el sentido del célculo
usual, es {0, 1}, entonces Ya = xa, asi que del Ejemplo tenemos que
E(A)* = Mzx = M,, = E(A). Por tanto, E(A) es autoadjunto. También,
E(A)?f = E(A)E(A)f) = E(A)(xa- f) = xa-xa-f=xa-f=EQ)f.
Por tanto, F(A) es idempotente, asi que por definicién, se concluye que F(A)
es una proyeccién para cada A € .

Por otra parte, E(0) = My, = My =0y E(X)=M,, = M; =1L

Ademds, si Ay, Ay € Q, entonces E(A; NAy) = My, ., = My, My, =
E(A1)E(As), ya que ¢ — My es un *-homomorfismo.

Finalmente, si {A,} € Q,y f € L£*(u), tenemos que E (o, Ay) f =

XU o f =1 ) xar
k=1

Ahora bien, ZE(Ak)f = ZXAk f=1r ZXAk-
=1 =1 k=1
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Por lo tanto:

(U)o

=1

3

fH = ||E (U An> f- ZE(AMH
k=1 k=1
= [f ) xa =D xa,
k=1 k=1
= |\f [ZXM - ZXAk]
k=1 k=1

= fZXAk

k=n+1

= f ’ XUE°:7L+1 Ag

1

= (/ |f‘XU2‘>_n+1Ak’2dﬂ)
X
< /|f!2dﬂ/ XU 4y AL
X X
= ||f||2M< U Ak)«
k=n-+1

Usando las propiedades de continuidad de una medida, haciendo n — oo

tenemos que

k=n+1

Por tanto, ||[E (Upe; An) — D ory E(Ay)] f]] < € para cualquier € > 0y n
grande.

Hemos demostrado que E cumple los axiomas de medida espectral en la

terna (X, Q, L2(u)).

La propiedad madre que poseen las medidas espectrales es que casi cualquier
cuestiéon sobre ellas puede ser reducida a su estudio puntual, en el sentido de
analizar su naturaleza no como funciones de conjuntos medibles, sino como el
efecto que tienen como proyecciones en el espacio de Hilbert subyacente. Esto
lo hacemos mediante el siguiente lema:
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Lema 1.51. Si E es una medida espectral en (X,Q, H) y z,y € H, definamos
E.,:Q — C dada por E, ,(A) = (E(A)z,y). Entonces E,, es una medida
compleja en ) con variacion total no mayor a ||z||||y||.

Demostracién.

Sean x,y € H. Entonces E,,(0) = (E(0)z,y) = (Ox,y) = (0,y) = 0.
Ademéds, si {A,} C Q es una sucesién de medibles disjuntos dos a dos, entonces

(54) - (0
= <§: E(An)z, y>
= S (EA)

n=1

= ) E.y(A).
n=1

Por lo tanto, E, , es una medida compleja. Por otra parte, sean Ay, --- | A, €
Q2 disjuntos dos a dos tales que X = U2, A,,. Si tomamos «; € C con |a;]| =1
y tales que [(E(A;)x,y)| = ai(E(A;)z,y), entonces

n

S B8] = Y HE@)a.y)

= ) ai(E(A),y)

i=1

= <2”: aiE(Ai)x,y>

i=1

IN

lyll-

=1

Pero los vectores {a; E(A;)x} son ortogonales dos a dos asi que, por el
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teorema de Pitagoras,

= ) |l B(A)z|?
i=1

= > IE@)af?

2

_ gmgx
)
{00)

il
= 1z

2

U
i=1
U
i=1

De ahi se concluye que la variacién total de E, , es a lo mas ||z||||y]|.

Con base en lo anterior, dada una medida espectral en la terna (X, 2, H)
y ¢ : X — C acotada y medible, al ser £, , una medida en €2, tiene sentido
hablar de la integral, finita por el acotamiento, de ¢ respecto a E, ,. De hecho,
si definimos Fj : H x H — C por Fy(z,y) = fX ¢dE, ,, tenemos entonces
que |F(z,y)| < ||4]lsollz]|[ly]l, donde hemos usado el Lema [1.51] Ademds, si ¢
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es simple y positiva con representacién estdndar ¢ =Y " | a;xa,, entonces

Fyz+y,2) = /X G,y
_ f;aiEm,z(Ai)
- ilai(E(Ai)(Hy)@
_ Z cl(B(A)z, 2) + (E(Ay, 2)
- Zj; ai(B(A)z, z) + ém(E(Ai)y, z)

— Z O-/zEJ:,z(Az) + Z aiEva(Ai)
i=1 i=1

— [ vig..+ [ oas,
X X

= Fy(z,2) + Fy(y, 2).

Lo anterior muestra que Fy(-,-) es aditiva en su primer variable para toda
¢ medible, positiva y simple, de donde es aditiva en su primer variable para
cualquier ¢ medible y acotada (lo cual, obviamente incluye el caso en que ¢ es
compleja).

De la misma manera se prueba que es semilineal en la segunda variable, de
modo que Fy(-,-) es, siempre que ¢ sea medible y acotada, una forma sesqui-
lineal.

Este fue es el primer paso para demostrar la mitad del llamado Teorema
de Representacion integral para operadores normales, el cual, como ya hemos
dicho, sera estudiado en la siguiente seccion.

Proposicién 1.52. Si E es una medida espectral en (X,Q, H) y¢: X — C
es acotada y Q-medible, entonces existe un unico operador T, € B(H) tal que
sie >0y {A--, A} es una Q-particion de X con sup{|é(x) — ¢(y)|

r,y € Ay} < € para k € {1,--- ,n}, entonces para cualquier eleccion de xy,

con xp € Ay,
n

Ts— ) o(xr)E(Ag)

k=1

< €.
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Demostracion.

Sabemos, por la discusion de los parrafos precedentes, que Fyy : HxH — C
es una forma sesquilineal acotada, de modo que por el teorema de Riesz, existe
un operador T € B(H) tal que Fy(x,y) = (T'x,y) para cualesquiera z,y € H,
y ademés, [[T| < [¢]|-

Sean € > 0, {Ay, -+ ,An} y 1, ,x, como en el enunciado de la proposi-
cion. Para cualequiera x,y € H tenemos:

k)] dEr y(2)

< Z/ 16() — o) ld| By (2)

[ dEu)e

< ellz[lflyll

(Tx,y) — sz Y)

IA

A

Denotando a T' como T} y tomando el supremo sobre todos los vectores
unitarios x, y, se obtiene lo pedido.

O

El operador T}, obtenido es llamado la integral de ¢ con respecto a E,y es

denotado por / odE.

Luego, para cualesquiera x,y € H, se tiene

(o)) i

Examinemos el operador T;, obtenido. Calculemos T7:

(Thr,y) = (v, Tyy)
= (Tuy,x)

_ / 6dE,

- | @i,

- [ war.,
()



Como la igualdad anterior se cumple para cualesquiera x,y € H, entonces

T =T Esto es,
T; = / GdE.

Ahora bien, sea 1) : X — C otra funcién medible y acotada. Entonces, por
la Proposicion existe Ty, € B(H) con las propiedades que dicho enunciado

describe. Si e > 0y {A,---,A,} es una Q-particién de X son tales que, si
hacemos w = ¢, 9 6 ¢ - 1, entonces sup{|w(z) —w(y)| : =,y € Ay} < € para
ke {1,---,n}, obtenemos por la mencionada proposicién que para cualquier

eleccién x;, € Ay,

< €.

— ) w(x)E(A

Asi, para cualquier eleccién xp € Ay,

H/ww—n%

z¢ 2 () E(Ax) — (Z ¢<xi>E<Ai>) (waj)E(Aj)) H

i=1

ERRTED

Pero E(A;)E(A;) = E(AiNA)) y {Ay,---,A,} es una particion de X,

por lo que
(Z as(a:i)E(Ai)) (Z U E(A,) - Tw) ‘
|-

< (U4 fI19lloe + [14]lo0)-

Hemos demostrado asi que Ty.,, = T,,Ty, para cualesquiera ¢, Q-medibles
y acotadas.

< e+

IN

H/ww—n%

En particular, T,T5 = TyTy = T, 5 = Tjg2, de donde es claro que Ty es
normal.

Lo que el teorema de representacion integral para operadores normales es
el inverso de esta propiedad.
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De hecho, podemos decir més. Escribamos B(X,€2) para el conjunto de
funciones f : X — C que son (2-medibles y acotadas, considerado como el
espacio normado cuya norma es la norma del supremo. Entonces B(X,(2) es
una espacio de Banach y una C*-algebra, donde la involucién de un elemento
es su conjugado complejo.

Pasamos ahora a definir un concepto fundamental en la teoria de algebras.

Definicién 1.53. Sea A una C*-algebra con unidad e. Una representacion
de A es un *-homomorfismo o : A — B(H), donde H es algun espacio de
Hilbert, tal que o(e) = L.

Como vemos, la idea de las representaciones es identificar C*-algebras ar-
bitrarias con C*-subdlgebras de espacios de operadores.

Proposicién 1.54. Si E es una medida espectral para (X, H) yo: B(X,Q) —
B(H) es definida por o(¢) = Ty, entonces p es una representacion de B(X, Q).

Demostracion.

Como p(¢) € B(H), entonces basta probar que g es un x-homomorfismo y
que o(/d) = 1. Esto tltimo es claro de la definicién de T}, asi que nos enfo-
caremos en la parte del morfismo.

Sin embargo, por la discusién precedente hemos demostrado que (¢ 1)) =
0(¢)p() para todos ¢, € B(X, Q). Entonces, basta con ver que o es aditiva

y preserva involuciones.

Pero esto se verifica facilmente:

op+1v) = T¢+w
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Esto concluye la prueba.
O

En particular, si X es compacto, entonces cualquier medida espectral te-
niendo como espacio medible a (X, x) define una representacién de C'(X),
ya que C(X) C B(X,Xx). Importante es observar que el reciproco de esta
afirmacién es cierta.

Teorema 1.55. Si X es compacto y o : C(X) — B(H) es una repre-
sentacion, entonces existe una unica medida espectral E definida en YXx tal
que para cualesquiera v,y € H, E,, es una medida reqular compleja de Borel

Y

ol) = [ fdE.

La prueba de este teorema es puramente técnica, de modo que es preferible
analizar lo que el resultado nos dice.

Sea N un operador normal en un espacio de Hilbert H. Podemos encajar
a C(o(N)) isométricamente en C*(N) C B(H) mediante un tnico célculo fun-
cional @y y tal que ®x(Id) = N debido al Corolario Por tanto, @y es,
por definicién, una representacion de la C*-dlgebra C(o(N)), y por el Teore-
mal.55] existe una medida espectral E en (o(N), Sy vy, H) tal que f(N) = T}
para cualquier f € C(o(N)). Pero ®x(f) = f(IN) para cada f € C(o(N)),
por lo que ®x(f) = Ty.

1.3.4. Representacion espectral de operadores normales

Finalizamos nuestro estudio de los operadores normales con uno de sus re-
sultados fundamentales.

Teorema 1.56 (Teorema Espectral de representacion integral para operadores
normales (TERI)). Si N es un operador normal, entonces existe una unica
medida espectral I definida en Yoy tal que

(a) f(N) =Ty para cualquier f € C(a(N)).
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(b) Si A es un relativamente abierto no vacio y subconjunto de o(N), en-
tonces E(A) # ©.

Demostracion.
Bésicamente hemos hecho la demostracion al final de la subseccién anterior.

O

Sabemos que ®,,(f) = Ty para toda f € C(c(N)), y g(z) = Z es continua,

asf que por el andlisis hecho antes acerca de T, tenemos que / ZdE(z) =

) o(N)
N* = g(N)

Como aplicaciéon basica del TERI podemos caracterizar completamente las
clases de operadores normales estudiadas mediante el espectro:

Proposicién 1.57. Sea I' = 0D. Si N € B(H) es normal, entonces

(a) N es unitario si y sdlo si o(N) CT.

(b) N es autoadjunto si y sélo si o(N) C R.

(c) N es positivo si y solo si a(N) C [0,00).

(d) N es una proyeccion si y sélo si o(N) C {0,1}.

Demostracion. Sea N = / zdE' la representacién integral de N. El
o(N)

punto principal en que se basa la demostracion es que @y (f) = T para toda
f e C(a(N)), y &y es una representacion.

(a) Como o(N) C T, entonces 0 € p(N). Es decir, N es invertible. Sea g :
o(N) — C dada por g(z) = 27! —Z. Es claro que g € C(a(N)), asi que
por el TERI,

L2
N—I—N*:g(zv):/ 1—sz:/ Ll 1 070
o(N) ? o(N) <
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Como o(N) C T, sabemos que |z| = 1 para cada z € o(N). Luego, en la
ecuacion anterior tenemos:

Nt - N*= / 0dE = o/ dE = 0E(s(N)) = 0l = O,
(N) a(N)

lo cual significa que N~ = N*.

(b) Utilizando la misma técnica, tenemos: N — N* = / z—ZdE. Pero como
o(N)
o(N) C R, entonces Z = z para cada z € o(N). Asi, la ecuacién anterior
se reescribe como

N—N*:/ z—EdE:/ 0dE = O,
a(N) a(N)

o equivalentemente, N = N*.

(c) Por (b), N es autoadjunto. Sea x € H. Sea A € ¥;(). Como cada E(A
es una proyeccion, y las proyecciones son posmvas entonces E..(A) =
(E(A)z,x) > 0. Por tanto, FE, , define una medida positiva en ¥,y (ya
que E,, define una medida compleja). Tomemos f : o(N) — [0, 00),
siendo f una funcién simple, (T'z, z)-medible y tal que f(z) < z para

toda z € o(N), con representacién estandar f = ZakXAk' Recordar
k=1
que bajo estas condiciones, tenemos ay > 0. Entonces

/ degHr ZOzkme Ak Z()ék Ak LE 27)
(N

Como (E(A)x,z) > 0, deducimos que ax(E(A)z, x) > 0. Luego, fo‘(N) fdE, >
0.

Asi,
(Nz,z) = / 2dE, , = Sup{ fdE,, : fessimpley 0 < f(z) < z} > 0.
(N) a(N)

Por el Corolario [1.27, N es positivo.
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(d) Se sigue, andlogamente a los incisos anteriores, de que

T° -T = / 2(1 — 2)dE.
o(N)
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Capitulo 2

Generalizaciones de los
operadores normales

En este capitulo estudiaremos algunas de las generalizaciones del concepto
de operadores normales. Para motivar ideas, tomemos un operador normal
N € B(H). Es decir, N*N = NN*. De entre las formas que se ocurren para
generalizar la ecuacién anterior, nos hemos enfocado particularmente en tres.

El concepto de subnormalidad fue introducido por Halmos en |[Hall], donde
llama a esta clase de operadores “completamente subnormales”.El término sub-
normal como se usa hoy en dia aparece por primera vez en [Hal2].

Al tiempo que Halmos introdujo dicho concepto, define la hyponormalidad.
Ambas nociones fueron inspiradas por el desplazamiento unilateral, quizas el
operador no normal mejor entendido. Este fue el ejemplo dominante de oper-
ador subnormal durante veinticinco anos. Su influencia hoy atn se siente, pero
ya no es el ejemplo tipico.

Otro ejemplo, o clase de ejemplos, que ha sido de gran influencia es la mul-
tiplicacion por z en el espacio de funciones analiticas de cuadrado integrable
en una region, conocido como operador de Bergman.

En 1955, Joseph Bram e I. M. Singer, independientemente, caracterizaron
los operadores subnormales ciclicos como la multiplicacién por z en P?(u), la
cerradura de los polinomios en £2(u) para alguna medida x4 con soporte com-
pacto en el plano. Sin embargo, recientemente estos operadores no han sido
examinados lo suficiente. Una razoén para esto puede ser nuestra ignorancia
sobre ejemplos de medidas.
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2.1. Los operadores de desplazamiento

Uno de los tipos de operadores mas estudiados dentro del andlisis es el
de los desplazamientos. En nuestro proyecto de investigacion estos operadores
han tenido gran importancia, por lo que consideramos oportuno hacer un breve
recorrido por su estructura.

Definicién 2.1. Sea S € B(H). Se dice que S es un desplazamiento unilateral
si existe una sucesion {H, },en+ de subespacios de H, ortogonales dos a dos,
tales que:

(a) H=H D H D H D H:D--- vy

(b) S(H,) = Hps1 y Slu, es una isometria para toda n € N*. Esto es, S
mapea isométricamente a H, sobre H, .

De la definicién anterior, es claro que S|y, : H, — H,.1 es unitario, y por
lo tanto las dimensiones de todos los H,, son iguales, en el sentido de Hilbert,
a la dimension del espacio de Hilbert Hy. Por otra parte, si x € Hy, entonces
x L y cualquiera que sea y € H, .1, donde n es arbitrario en N*. Luego, un
simple argumento muestra que Hy = [R(S)]*, y de paso, que R(S) es cerrado.
Se define la multiplicidad del desplazmiento unilateral S como la dimensién
de Hilbert de este espacio. Es decir, la multiplicidad de S es, por definicién,

dim(Ho) = dim ([R(S5)]*).

Referente a esto, tenemos la siguiente:

Proposicion 2.2. Dos desplazamientos unilaterales son unitariamente equi-
valentes si y solo si tienen la misma multiplicidad.

La demostracién puede verse en [Kubl], pp 421-422. Mds aun, una conse-
cuencia importante de lo anterior es:

Corolario 2.3. 5@ S € H es un desplazamiento unilateral y T se define en

Ho@ H P H P+ como
T(xo®r1Bae® ) =0Qx1Dr2BH -+,

entonces S y T son unitariamente equivalentes.
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Esto nos dice que si S € B(H) es un desplazamiento unilateral, con H =
Ho@ H, @ - - -, simplemente podemos suponer a H como

H=H@PHPHP- -

y a S como el operador tal que si x € H, entonces Sz es la descomposicion
en suma directa de x desplazada un lugar a la derecha. Luego, es claro que los
desplazamientos unilaterales son isometrias.

Enunciamos el importante resultado de descomposicién:

Teorema 2.4 (La descomposicién de Von Newmann-Wold ). Si S es una

wsometria en H y Hy, se define como Hy, = ﬂ S™(H), entonces:
n=1

(a) Hy reduce a S.

(b) S|u.. es unitario.

(c) S|uy es un desplazamiento unilateral.

La demostracién de este interesante teorema puede consultarse en [Conl].

2.2. Operadores hyponormales

Sean S,T € B(H) dos operadores. Definimos al operador [S,7T] como
[S,T) := ST —TS. Se sigue de inmediato que [S,T] € B(H) para cualesquiera
S, T € B(H).

Si hacemos S = T*, tendremos [T, T] = T*T — TT*. Es claro entonces que
N € B(H) es normal si y sélo si [N*, N] = ©.

Por otra parte, recordemos que la relaciéon de orden parcial positividad se
define para operadores cuya diferencia es autoadjunta. En particular, para
cualquier T' € B(H) se cumple que T*T y TT* son ambos operadores positivos
y T*T —TT* es autoadjunto. Esto es: [T*,T] es un operador autoadjunto para
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toda T € B(H). Luego, podemos examinar su positividad.

De esta manera, hemos mostrado que la siguiente definicién tiene sentido.
Y ademas da pie a una importante generalizacion del concepto de normalidad.

A saber:
Definicién 2.5. Sea T' € B(H). T se dice hyponormal si
7%, T = T°T — TT* > O.
Equivalentemente 7" € B(H) es hyponormal si y sélo si T*T > TT*. Uti-

lizando la definicién de la desigualdad anterior, encontramos el primer

Lema 2.6. Un operador T € B(H) es hyponormal si y solo si |[T* x| < ||Tx||
para toda v € H.

Por el contrario, si se cumple la desigualdad T7T™ > T*T para alguna
T € B(H), se dice que T es cohyponormal. Los operadores que son hyponor-
males o cohyponormales son llamados seminormales. Y de hecho, es claro que
un operador es normal si y sélo si es hyponormal y cohyponormal.

Ejemplo 2.7. Sea H = (* y tomemos U : H — H la transformacién lineal
dada como

Ulzn} = Uy, 02, 03, T4, -+ ) = (T2, T3 + 221, 24 + 279, 05 + 223, - - )
para cualquier {x,} = (z1,%9, -+ ) € £*. Es claro que U € B(H).
Por otra parte, un sencillo calculo muestra que U* viene dada como

Udz,} = U (21,29, 23,24, -+ ) = (2209, 11 + 223, T2 + 214, X3 + 225, - - ).
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Finalmente, tenemos

[U{za b I* = 10z} I = U (21, 22,25, )|F = U (21, 22,25, )|
= x5+ Z(mnﬂ + 22,1)% — (4;15% + Z(xn_l - 2xn+1)2>

n=2 n=2

= 32+ Z [(l‘n_H +22,-1)% — (Tpo1 + 2xn+1)2}

n=2

= 32+ Z [—Bxiﬂ + 3xi_1}
n=2

= 32}
> 0
Asi, por el Lema [2.6] concluimos la hyponormalidad de U. Sin embargo, si

hacemos (1, T2, T3, T4, 5, - -+ ) = (1,0, -2,0,0,---):

U(1,0,-2,0,0,---) = (0,0,0,—4,0,0,0,---)
U?*(1,0,-2,0,0,---) (0,0,—4,0,-8,0,0,--)

U*(1,0,-2,0,0,---) = (0,-3,0,-2,0,0,0,---)
U**(1,0,-2,0,0,---) = (—6,2,—11,0,—2,0,0,---).

De ahi obtenemos
1U**(1,0,-2,0,0,---)|| =v165 >v80 = |U*(1,0,—-2,0,0,--- )|,

lo cual demuestra por el mismo Lema que U? no es hyponormal.

Es importante resaltar del ejemplo anterior la naturaleza escondida del
operador U. Obsérvese que U = S + 2S5, donde S es el operador de des-
plazamiento derecho en ¢?. En general se puede demostrar que si S, es un
operador desplazamiento de multiplicidad 1, entonces S} + 25, es un oper-
ador hyponormal. Sin embargo, también es importante notar que (S% + 25 )?
no lo es.

La hyponormalidad es cerrada bajo producto con escalares no negativos y
traslaciones con la identidad:
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Lema 2.8. Sea T' € B(H) hyponormal.

(a) Sia e C, entonces aT' es hyponormal.

(b) I =T es hyponormal.

Demostracién.
(a) Basta con observar que |o|*> = aa. Como T*T > TT*, y |a]* > 0, en-
tonces por el Lema [1.30], |«|*T*T > |a|*TT*. Pero el lado izquierdo de

esta desigualdad es |a*T*T = aT* - oT = (aT)*aT, y andlogamente, el
lado derecho es aT'(aT)*.

(b) Porel Lema|l.30y I =T —T*+T*T > 1—T —T* + TT*. Pero el lado
izquierdo de esta desigualdad es (I —T*)I—-T7)=(1-T7)*(1—-T), y el
derecho es (I—T)(I—T*) = (I —T)(I—T)*. Por tanto

(I—T)(1-T)> (1—T)I-T)"

Corolario 2.9. Sea T hyponormal. Entonces \XI — T es hyponormal para
cualquier A € C.

Continuando con algunas de las propiedades de los operadores hyponor-
males, tenemos la siguiente:

Proposicién 2.10. Sea T € B(H) un operador hyponormal.

(a) Si T es invertible, entonces T~ es hyponormal.

(b) Si A € 0,(T) y x € H es un vector propio asociado a A, entonces
THx = \x.

(c) SiTx=Ax yTy= Ny, entonces v L y.

42



Demostracion.

(a) Recordemos que en general si U es positivo e invertible, entonces, por (b)
del Teorema [1.31) U > 1= U~! < I Por el (a) del mismo, U~ > ©.
Con esto, como en nuestro caso es 7" hyponormal, tenemos

™ >TT*
= T HT*T)(T*)~ =T Y (TT*)(T")™
= T-YT*T)(T*)'>1
= 1> (1(TT)(1) )~ =TT (1) T
= T—l(T*) ( ) (T*T—lT*—lT)T—l S (T*)—IT—l

y esto significa que 7! es hyponormal.

(b) Utilizando el Corolario 2.9y el Lema [2.6]

(T = Az)|| = (T = A || < [(T" = ADz|[ = 0.

(c) Ma,y) = Az, y) = (Tx,y) = (v, T*y) = (z, 1y) = p{z,y)

O

Veamos ahora que la restriccion de un operador hyponormal a cualquier
subespacio invariante sigue siendo hyponormal. Este hecho contrasta con la
normalidad, ya que ésta no cumple con dicha propiedad.

Proposicion 2.11. Sea M un subespacio invariante para T € B(H).
(a) SiT es hyponormal, entonces T'|y; es hyponormall.
(b) Si T es hyponormal y T'|p; es normal, entonces M reduce a T

Demostracién.

(a) Bastara con mostrar que ||T|az|| > [[(Tar)" z|| para todo z € M, segin
el Lema[2.6] Por la Proposicién [1.39] |y € B(M). Sea P la proyeccién
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de H sobre M. La misma proposicién afirma que (T|y)" = PT*|5. Sea
x € M. Entonces

(7o) 2l = [1PT" ]
P [are]
[APYES|
17|
17|

= T lal];

IA

IA

en donde para obtener la tltima desigualdad hemos utilizado la hyponor-
malidad de Ty el Lema [2.6]

(b) Utilizando matrices de operadores tenemos que

r=|6 5]

es la representacion de T respecto a H = M @ M+.

Hagamos N = T'|;. Entonces N € B(M) es normal. Ademads
. | N* ©
r=% )

es la representacién matricial de T* relativa a H = M @ M*.

Por lo tanto

T N* © N A| | N*N N*A
| A* B* © B| | A*N A*A+ B*B
y analogamente

— [NN + AA* AB }

BA* BB*
son las representaciones de T*T y TT* relativas a H = M @ M+.

Usando la normalidad de N, se sigue de lo anterior que

—AA* N*A — AB* }

O[Tl = {A*N—BA* A*A+ B*B — BB*
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Seanue M yzr=u®d0ec H=ME@ M. Entonces

T Tle =1 4N~ BA* A*A+BB—BB* || 0 A*N — BA")u

—AA* N*A — AB* } [ u ] B [ —AA*u
(

Esto significa que [T*, Tz = [T*, T|(u®0) = —AA*uB(A*N — BA*)u €

H = M @ M+*. Utilizando la hyponormalidad de T" obtenemos:

[T*,T)x,x)

AAu @ (A*N — BA™) u,u @ 0)
AAu,u) + ((A*N — BA™) u, 0)
—(AAu, )

—(A*u, A"u)

—[[A"u]®

0.

{
{
{

IN

Hemos demostrado que A*u = 6 para toda u € M, de modo que es
A* = O, o equivalentemente, A = ©. Entonces T se reescribe como

N e
r-[6 5

lo cual equivale a que M reduzca a T

O

En vista de este resultado, obtenemos una consecuencia cuya importancia
es mayor a la de dicha proposicién. Obtendremos las condiciones para que la
restriccion de un operador normal a algiin subespacio invariante siga siendo
normal.

Corolario 2.12. Sea M un subespacio invariante para un operador normal
N € B(H). N|a es normal si y sélo si M reduce a N.

Demostracién.

(=) Supongamos que N|j; es normal. Como N es normal, es hyponormal, y
por (b) de la proposicién anterior tenemos que M reduce a N.
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(<) Supongamos que M reduce a N. Entonces N puede descomponerse como

_ | Nlu ©
N_|: @ N|MJ_:|’

definido en H = M @ M+*. Notemos que Ny € B(M). Queremos ver
que dicho operador es normal, y para ello, habra que calcular (N|)", lo
cual no es complicado debido a la condicion de M como espacio reductor,
y obtenemos asi (N|y)" = N*|pr. Andlogamente, es (N|y1)" = N*|p/e.

Por lo anterior,

N*:[N*lM © }

@ N*|MJ_

Finalmente, utilizando la normalidad de /N y las representaciones matri-
ciales anteriores es sencillo concluir.

Proposicién 2.13. Si T € B(H) es hyponormal, entonces ||T"|| = ||T||", y
por lo tanto ||T|| = T.

Demostracion.
Notemos que si z € H y n € N entonces

1772 = (", T) = (7T, ") < T Tl |77 ] < |7 77
Por lo tanto ||7™[]* < || 7™ || T™ .

Utilizando la desigualdad anterior y procediendo por induccion se tiene lo
desesado.

De inmediato obtenemos los siguientes corolarios:

Corolario 2.14. Si T' es hyponormal, entonces r(T) = ||T||. Esto es, el radio
espectral de T es igual a su norma.
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Demostracién.
1
Se desprende del hecho de que 7(T") = lim (||T"]])~.
n—oo

Corolario 2.15. Si T es hyponormal y A ¢ o(T), entonces ||(T — XI)7Y|| =
d\, o(T))™1.

Proposicién 2.16. Si T es hyponormal y A es un punto aislado de o(T), en-
tonces A € 0,(T).

2.3. Operadores subnormales

Como hemos mencionado al principio del capitulo anterior, la nocién de
subnormalidad fue introducida por Halmos. A lo largo de esta seccién tratare-
mos con los operadores subnormales y revisaremos con frecuencia sus propie-
dades utilizando los operadores de Bergman asi como el operador de desplaza-
miento. Definiremos el concepto de medidas en operadores positivos, el cual es
un analogo a la nocién de medidas espectrales para operadores subnormales
y finalizaremos con un analisis topologico del conjunto de operadores subnor-
males.

2.3.1. Nociones basicas

Antes de introducir la definicion de operadores subnormales, analizaremos
brevemente un par de operadores.

Ejemplo 2.17. Tomemos G un subconjunto abierto acotado de C y £L2(G).
Tenemos entonces la siguiente:

Definicién 2.18. El operador de Bergman para G es la transformacion lineal
S definida en £2(G) por Sf = Id- f. Es decir, Sf : G — C viene dado como

[S£1(2) = 2f(2).
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Notar que S asi definida es acotada. Por tanto podemos hablar del oper-
ador de Bergman de acuerdo a nuestras notaciones iniciales. Veamos algunas
propiedades basicas de la definicién anterior.

Teorema 2.19. Para 1 < p < 0o, LP(G) es un espacio de Banach.

En particular £2(G) es un espacio de Hilbert.

Luego, sabemos que para el operador de Bergman S definido en £2(G) ex-
iste su operador adjunto S* € B(L2(Q)).

Notemos ahora que S es normal en su dominio, el cual es £2(G).

Dada la importancia que tiene el operador de Bergman en el igualmente
importante espacio L£2(G), es deseable poder extenderlo a todo L£2(G) de
manera continua y conservando la normalidad. Consideremos £2(G) como
un subespacio de £2(G). En éste ltimo definamos una transformacién lineal
N : L*(G) — L*(G) dada por Nf = Id- f. Estoes Nf : G — C viene dado
como N f(z) = zf(z).

Por el Ejemplo [1.25, sabemos que N es normal, ya que N = My v G es
abierto y acotado, por lo que Id : G — G pertenece a L>(G). Por tanto
hemos encontrado una “extension” normal acotada del operador de Bergman.
Por si solo lo anterior ya es un éxito, debido a que el problema de extension de
transformaciones lineales, el cual es tratado por el teorema de Hahn-Banach,
no es tan sencillo en el caso de querer conservar propiedades como la normali-

dad.

Para nuestro siguiente ejemplo, o familia de ejemplos, recurrimos nueva-
mente al operador de desplazamiento.

Ejemplo 2.20. Sea S € B(H) una isometria. Si S es un desplazamiento
unilateral, por el Corolario , podemos suponer H = M P M - -- para un
cierto M subespacio de H, y definido como

S(wg @, @) =0Dxg Dy .

Sea K = -+ @M PM 1 PMPMPMEP:--, donde M,, = M para
todo n € Z. Definamos U en K como

Ul ®r 2Br 1 PToDT, PP+ )= BT 3BT 2PT_ 1 DToBT,D- -,
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donde el simbolo ~ es usado para denotar la localizacién de la coordenada cero.

Es claro que U es unitario. Si H se identifica con el subespacio de K formado
por los vectores con coordenadas negativas nulas, entonces H es un subespacio
de K, es U-invariante y Uly = S. Hemos logrado extender unitariamente a S
para actuar sobre un superespacio de H.

Por otra parte, si S no es un desplazamiento, entonces la descomposicion
de Von Newmann-Wold nos dice que S = Sy @ S; en H = Hy P Hy, donde S
es un desplazamiento unilateral y S; es unitario. Entonces existe un espacio
de Hilbert Ky que contiene a Hy y un unitario Uy en K tal que Hy es Up-
invariante y Up|p, = So. Sean K = Ko H, y U = So P S;. Es claro que U
es unitario, H es un subespacio de K y este subespacio es U-invariante.

Hemos podido extender unitariamente cualquier isometria a todo un su-
perespacio.

El estudio anterior motiva a la tan esperada:

Definicién 2.21. Un operador S en un espacio de Hilbert H es subnormal si
existe un espacio de Hilbert K que contiene a H y un operador normal N en
K tal que N deja invariante a H y S = N|g. O equivalentemente, si existe un
espacio de Hilbert K que contiene a H y un operador normal N en K tal que

S X
vl ]

para algin T € B(Ht) y X € B(H*, H).

La notacién introducida en la definicién anterior sera la que adoptaremos
a partir de ahora. También diremos que N € B(K) es una extensién normal
de S € B(H) desde H hasta K. Por tanto los operadores de Bergman y las

isometrias son operadores subnormales.

Es importante resaltar el siguiente resultado, que relaciona los conceptos
de subnormalidad e hyponormalidad.

Proposicion 2.22. Sea S € B(H) subnormal. Entonces S es hyponormal.
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Demostracién.

Sean N € B(K) una extension normal de S a un cierto K y P € B(K) la
proyeccién de K sobre H. Por la Proposicién[1.39] sabemos que S*"z = PN*"z
y ||S*z|| < |[[N"z|| para cualquier € H. Entonces (SS*z,z) = ||S*z||* <
|Nx|]? = (S*Sx, ).

Por definicién, lo anterior significa que S*S — SS* > 0, que es lo que se
queria demostrar.

Lema 2.23. Sea S € B(H) subnormal. Si N € B(K) es una extension normal
de S, y H reduce a N, entonces S es normal.

Demostracion. Supongamos que H reduce a N. Por la normalidad de N
y la N-invarianza de H, se sigue que N|g es normal por el Corolario m Pero
este ultimo es S.

O

Es claro que todo operador normal es subnormal. Luego, diremos que
S € B(H) es subnormal no trivial si es subnormal pero no es normal. En
éstos términos, el Lema nos dice que si S € B(H) es un operador subnor-
mal no trivial, entonces H no reduce a ninguna extension normal de S.

Proposicion 2.24. Todo operador normal es extension de un operador sub-
normal.

Demostracién.

En efecto. Si N € B(K) es normal, entonces tiene un subespacio no trivial
N-invariante, digamos H. Sea S = N|g. Entonces S es subnormal con exten-
sién normal N[

!Este es el famoso Problema de Von Newmann: ;Toda transformacién lineal 7 en un
espacio de dimensién infinita tiene un subespacio invariante no trivial? Se sabe que los
operadores normales responden afirmativamente a esta cuestion, asi como los subnormales.
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Los tipos de normalidad que hemos analizado son la autoadjunta y la uni-
taria. Investiguemos un poco las extensiones normales de este tipo.

Proposicién 2.25 (S. Djordjevic-H. Garduno). Si S € B(H) es subnormal y
tiene una extension autoadjunta, entonces S es normal.

Demostracion. Sea N una extensién autoadjunta de S al superespacio K

de H. Luego, es
S X
N_{@ T*]

Como la representaciéon anterior de N es relativa a K = H @ H*, entonces
N* tiene como representacién relativa a K = H@ H a

. [s5 e
)

Al ser N autoadjunto, tendremos N = N*, de modo que S = S*, lo cual sig-
nifica que S es autoadjunto.

O

Sabemos que si S € B(H) es una isometria, entonces es subnormal y tiene
una extension unitaria. Vale ahora preguntarse si el reciproco es cierto, lo cual
nos lleva la siguiente proposicion:

Proposicién 2.26 (S. Djordjevic-H. Garduno). Si S € B(H) es subnormal y
tiene una extension unitaria, entonces S es una isometria.

Demostracion. Sea N una extension unitaria de S al superespacio K de

H. Luego, es
S X
=[5 5]

Como la representaciéon anterior de N es relativa a K = H @ H', entonces
tiene como representacién relativa a K = H- @ H a

" O
[T 0]
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Por tanto, la representacién de N* relativa a K = H+ @ H viene dada por:

w5

e S5

Al ser N unitario, tendremos N*N = I, y haciendo tal cdlculo en términos
de las matrices de operadores anteriores obtenemos:

v [T X [T @] _[TT+X'X XS
“le s || x s |7 S*X 5

Pero esto no es otra cosa mas que la matriz de operadores

I o IHL @
K=l e 1y |
Concluimos que S*S = Ig. Por tanto es facil determinar que .S es una isometria.

O

2.3.2. Medidas con valores en los operadores positivos:
POM

Conviene en este momento hacer una analogia entre los operadores sub-
normales y los normales. Al ser los primeros “tan cercanos” a los ultimos, es
de esperar que hayan propiedades que ambas clases compartan. Entre ellas es
deseable obtener representaciones por medio de integrales para los operadores
subnormales. Para ello, supongamos que tenemos H subespacio de un espacio
K. Tomemos E una medida espectral en (X, Xy, K). Al ser H subespacio de
K, podemos hablar de la proyeccion P de K sobre H.

Definamos Q(A) := PE(A)|g para cada A € Yx. Es claro que Q(A) €
B(H) con ||Q(A)|| < 1. Observemos las siguientes propiedades:

1. @ “transforma’” proyecciones en operadores positives. En efecto, sea x €
H. Entonces:

(QA)z,z) = (PE(A)|nz, )

AV

o~
&
o
8
o
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2. @ preserva la imagen de X bajo F:

QX) = PEX)|x
= PI|y ya que E es medida espectral subyacente enX
= P‘H
= I|H
3. (Q(-)x,z) es una medida regular de Borel para toda = € H, lo cual se

verifica por definicion. Esto es anédlogo al hecho de que (E(+)y, z) sea una
medida regular de Boral para todos y, z € K.

Pues bien, dadas estas propiedades tan cercanas a los axiomas que definen
a las medidas espectrales, conviene definir las funciones ) que las verifiquen.
Esto lo hacemos en la siguiente:

Definicién 2.27. Sea X un espacio localmente compacto y H espacio de
Hilbert. Una medida de valores en los operadores positivos (POM por sus
siglas en inglés) en (X, Yy, H) es una funcién @ la cual cumple:

= Q(A) es un operador positivo elemento de B(H) para toda A € Y.
» Q(X) =1

» (Q(-)x,z) es una medida regular de Borel para toda x € H.

Es claro que toda medida espectral es una POM. Sin embargo, el inver-
so de esta afirmacién es falso, no obstante hemos encontrado una forma para
obtener una POM a partir de una medida espectral cualquiera. De hecho, es
un resultado de Naimark que toda POM proviene de una medida espectral de
esta manera, como puede verse en [Ber] y [Fill.

En base a la definicién anterior, si ) es una POM en (X, Xx,H) y ¢ es
una funcién Borel medible y acotada en X con valores en C, entonces [ ¢dQ)

denotara al inico operador Sy, € B(H ) definido por la forma cuadrética acotada

(Sof, f) = / o(2)AQ) ], )

para toda f € H.
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Como ya hemos tenido la oportunidad de conocer el operador de Bergman
para un G C C abierto y acotado, presentamos entonces un ejemplo de POM
relacionado con este tipo de operadores.

Ejemplo 2.28. Tomemos D C C. Para cada A € Xp, definamos E(A) :
L3(D) — L£*(D) dada por

E(A)f=xa-f;

es decir, E(A)f € £*(D) tiene como regla de asignacion a

[E(A)f](2) = xa(2)f(2).

E es una medida espectral para la terna (D, Yp, £*(D)). Si en el Teore-
ma hacemos G' = D, entonces obtenemos que H = £2(ID) es un subespacio
de Hilbert de £*(D).

Llamemos pues P a la proyeccién de £*(D) sobre £2(D). Es decir, Pf €
L2(D) para toda f € £*(D). En [Hed] se muestra que Pf viene dada por:

PAG) = [ (f(—w>2dA,

1 — 2w)
donde A es la medida de area normalizada.
De esta forma, para A € ¢ tenemos que Q(A) := PE(A)|g es una POM.

Entre otras cosas, esto significa que Q(A)f = PE(A)|gf € H para cada
f € L*(D), y asi, de las ecuaciones anteriores se obtiene:

QA fI(z) = [PEA)|uf](2)
= [P(xa-f)l(2)
xa(w) f(w)

/D (1 — zw)? dA
_ _fw)

B /JD)mA (1_Zw)2dA

2.3.3. Caracterizaciones integrales y algebraicas de la
subnormalidad

Pasamos ahora a presentar el primer teorema importante de esta seccién,
con el cual caracterizaremos a los operadores subnormales.
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Teorema 2.29. 5i S € B(H), entonces son equivalentes:

(a) S es subnormal.

(b) Para cualesquiera xg, x4, ...,x, € H se cumple

> (Fag, SFay) > 0.

j?k

(c) Para cualesquiera xg, x1,...,x, € H se cumple

Z(Sj+k:ck, SItEx) > 0.

Jk

(d) Si By, By, ..., B, € C*(S) entonces

> B;S*SB; > 0.

j?k

(e) FEziste una POM @ con soporte compacto subconjunto de C tal que

S = /anmdQ(Z) para todos los m,n > 0.

(f) Existe una POM @Q en un intervalo [0,a] C R tal que

SSt = /tQ”dQ(t) para todo n > 0.

Demostracién.
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(a)=(b): Sean zy,...,x, € H. Tomemos una extension normal N € B(K)
de S desde H hasta K. Luego:

Z(Sj$k, Shx) = Z(Nj:vk, N*z;)

Jik g,k
= Z(N*kle'k,ﬂfj>
jik
= Z(NjN*kxk,xj>
jik
= Z(N*k$k,N*j$j>
jik
- [ x
k
(b)=(c): Tomemos zy,...,r, € H y sea y, = S*x, € H. Como estamos

suponiendo (b), entonces

0< > (S, SFyy) = (g, Sy,
7.k

j?k

(c)=(a): Ver [Conl].

=(d): Sean By,...,B, € C*(S), r € Hy z, = Byxr € H. Se sigue que:
b d): S B B, e C*(S H B H.S
0 < Z<Sj$k,5kxj>
g,k
= ) (8B, S*Bjx)
g,k
g,k
= Y (B;S*$' By, )
g,k

= <Z B;fS*ijka,x>
gk

Que es lo que se queria demostrar.
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(d)=(b): Por el lema de Zorn,

cualquier operador = @ operadores x-ciclcicos.

Asi que podemos suponer que S tiene un vector *-ciclico eg; es decir,
asumamos que H = clo[C*(S)eo]. Si By, ..., B, € C*(S) entonces

Z(ijk,skxj) >0

gk

se cumple para x; = Breg. Como la desigualdad anterior es cierta en un
conjunto denso de H, entonces es cierta en todo H.

(a)=(e): Sea N € B(K) una extensién normal de S desde H hasta K con
representacién espectral N = [ zdE(z). Tomemos P la proyeccién de K
sobre H. Definamos

Q(A) :=PE(A)|n
para todo A € Y.

Entonces @ es una POM con soporte compacto o(N). Si h € H tenemos:
(S*S™h,hy = (N*N™h, h)
Z"2"d(E(z)h, h)

Z"2"d(FE(z)h, Ph)
Z"2"d(PE(z)h, h)

Z"2"d(Q(z)h, h)

( / znzmdQ(z)) h, h> ,

I
N — — S —

de donde S**S™ = /E"zmdQ(z).

(e)=(f): Sea @ la POM dada por hipdtesis en la condicién (e) y K = supp@.
Definamos @4 tal que para cada A € X ) se tenga

Q+(A) =Q{z € C: |z € A}
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De hecho Q,(A) = Q(77(A)) donde 7(z) = |z|. Entonces Q4 es una
POM con soporte contenido en [0, a] siendo a = méx,¢ |2|. Para cualquier
h € H se da:

/ Q- (1)h, b = / =d(Q(2), b, )

donde hemos usado el teorema de integracion para transformaciones que
conservan la medida.

(f)=(c): Fijemos fo, f1,...,fn € H y definamos las medidas de valor scalar
Hj,e POT
1k (A) = (Q(A) fj, fr)-

Sea p una medida positiva en [0,a] tal que p;, < p para cualesquiera

d .
5 /Jf (la derivada de Radon-Nikodym).

J, k. Tomemos h;; =

Para cada F' € C[0,a], p(F) = [ FdQ es un operador y p € B(C|0, a], B(H))
es un mapeo lineal positivo. Notar que para cualquier F' € C0, al,

(p(F) fi: fr) = / Fdp;y = / Fhy pdp.

Maés atun si Ag, ..., A\, € Cy F > 0 entonces

> ( / th,kdu) Nk =

gk

2
> 0.

> PE)A

Se sigue que (h;x(t));r es una matriz positiva de (n + 1) x (n + 1) para
(1] casi toda t, lo cual implica

> ikt >0 [u] — c.s.
3k

Por lo tanto

= > (SFf ST,

j?k
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y se tiene lo pedido.

O

Por supuesto existen otras versiones del teorema anterior, una de las cuales
puede ser consultada en [Con2|.

Hagamos ahora algunos comentarios respecto de este resultado. Primero,
notar que la condicién (d) del Teorema nos dice como definir a los ele-
mentos subnormales de una C*-algebra A, lo cual es importante debido a que
los elementos normales de tales algebras estan bien definidos atn sin usar el
lenguaje de la teoria de operadores. Lo anterior se resume en la siguiente:

Definicién 2.30. Si A es una C*-algebra, un elemento s € A es subnormal si
Z a;s*ksjak >0
j7k

para cualesquiera ay, ..., a, € C*(s) y n,m € NU{0}.

Hemos obtenido asi una caracterizacion puramente algebréica de los opera-
dores subnormales.

También, la condicién (e) del Teorema puede ser interpretada como un
analogo al teorema de representacién espectral para operadores subnormales
que dimos en el primer capitulo.

2.3.4. Extensiones normales minimas y pureza de un
operador

Si S es subnormal, existen muchas extensiones normales para .S, dado que
si N es una extension normal para tal operador, entonces N @& M es también
una extension normal para S, siendo M cualquier otro operador.

Continuando con esta exploracion sobre las extensiones normales de un
operador subnormal, definamos

ﬁ::\/{N*kQ;;er, k:O,1,2,~'-},
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donde N € B(K) una extensién normal de S € B(H) subnormal.

Entonces K O Ly L es un subespacio que reduce a N y contiene a H. Asi,
N| es también una extensién normal para S. Ademads, si W es un subespacio
reductor para N que contiene a H, entonces N**2 € W para cualquier x € H
yn > 0. Estoes, W D L.

Lo anterior motiva a la siguiente:

Definicién 2.31. Si S € B(H) es subnormal y N € B(K) es una extensién
normal de S a K, entonces N es llamada una minima extension normal de S
si

K:\/{N*kx:xGH, k:0,1,2,---}.

Es claro entonces por la discusion precedente a la definicion anterior que
para cualquier operador subnormal existe al menos una minima extension nor-
mal relacionada con él.

Un primer uso de las extensiones minimas viene directamente relacionado
con el ya comentado hecho de que si S es subnormal y NV es una extension nor-
mal para dicho operador, entonces N @ M es también una extensién normal
para S, siendo M cualquier otro operador, en el sentido de que para estudiar
a las extensiones normales de S podemos “deshacernos” de M.

Esto queda plasmado en la siguiente:

Proposicién 2.32. Si S € B(H) es subnormal y N € B(K) es una extension
normal de S en K, entonces N es una minima extension normal de S si y
solo si K no tiene subespacios propios que contengan a H y reduzcan a N.

En otras palabras, si S € B(H) es subnormal y N € B(K) es una minima
extension normal de S al superespacio K de H, entonces en cualquier subes-
pacio propio de K N —invariante que contenga a H se pierde la normalidad.
Esto es, si quitamos vectores linealmente independientes a K entonces N deja
de ser normal.

El resultado que estamos por enunciar nos permite adoptar una notacién
para extensiones minimas normales y hablar de unicidad.
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Proposicion 2.33. 5i S es un operador subnormal, entonces cualesquiera dos
minimas extensiones normales son unitariamente equivalentes.

Luego, usaremos la notacién N = mne(S) para indicar que si S es sub-
normal, entonces N es su minima extensién normal (minimal normal exten-
sion).Mas atin, un resultado ttil para verificar si un operador normal es minima
extension normal de un subnormal cuando ya se conoce una de éste tltimo y
sencillo de demostrar es el siguiente:

Proposicién 2.34. Sean S € B(H) subnormal, N = mne(S), con N € K, y
M € B(L) una extension normal de S a todo L tal que N y M son unitaria-
mente equivalentes. Entonces M también es una minima extension normal.

Por otra parte, un resultado clasico sobre normalidad nos dice que si
A € B(H) para algin H, entonces existe un minimo subespacio Hy de H en el
cual Aly, es normal, donde la minimalidad es en el sentido de que A; := A|p:
no tiene subespacios reductores en los cuales sea normal?]

Eso nos lleva a recordar la

Definicién 2.35. Un operador A es puro si no tiene subespacios reductores
propios en los que sea normal.

Es decir, A € B(H) es puro si Hy = {0} siendo Hy como en el parrafo
precedente.

Ahora bien, como lo que nos interesa es obtener informacién acerca de la
minima extensiéon normal de un operador subnormal, finalizamos esta seccién
presentando la siguiente:

Proposicién 2.36. Sea S es subnormal no trivial, con

S X
NZ{@ T*}

Son equivalentes:

2Ver [Con3d], pp127.

61



(a) S es puro.
(b) N* =mne(T).
(c) El menor subespacio de H que reduce a S y contiene a X (H*) es H.

(d) No hay ninguna proyeccion no nula definida en H que conmute con S y
cuyo nucleo contenga a la imagen de X.

Demostracién.

(a)=(b) Sea L = \/{N"y : y€ H* ,n=0,1,2,--- }. Sabemos que N* =
mne(T) si y solo si K = L (Proposicién . Como H+ C L, ortogo-
nalizando ambos lados de esta inclusién, obtenemos L+ C H. Por tanto
L+ = HN L*, y entonces este espacio reduce a N ya que L lo reduce,
y N|ro = N|garr = S|gnre pues S es la restriccion de N a H, y en
consecuencia la restriccion de N a cualquier subespacio de H es S res-
tringido a dicho subespacio. Al ser N normal, su restricciéon a cualquier
subespacio reductor es normal. En particular N|;. es normal. Si S es
puro, entonces al ser L un subespacio de H tendremos que L+ = {6},
y por tanto es L = K, que es lo que se queria demostrar.

(b)=-(c) Sea V el menor subespacio de H que reduce a Sy contiene a X (H
Queremos ver que V = H. Es claro que H reduce a Sy X(H*') C
por lo que V C H. Supongamos que V # H.

L)‘
H,

Si de alguna manera tenemos V = {f}, entonces X (H*) = {6}, de
donde X = O. Por tanto en la representacion como matriz de operadores

de N tenemos
S ©
v-lo 2]
de modo que H reduce a N. Entonces S es normal, lo cual contradice la
subnormalidad no trivial del mismo operador.

Por tanto no puede ser {#} = V. Luego, como hemos supuesto V' # H,
concluimos que V' es un subespacio propio de H. Por otra parte, al ser
V C H, tomando ortogonales respecto a K a ambos lados de tal con-
tencién, se da H+ C V+. A partir de ahora y hasta el final de esta parte
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de la prueba, V+ representars el ortogonal de V en el espacio K.

Si V+ = K, entonces V = K+ = {6}, por lo que V es un subespacio
trivial de H, lo cual contradice la definicién de V. Ademéds si V+ = {6},
entonces V = K, y al ser V C H, tendremos H = K, por lo que S
es normal, contradiciendo la subnormalidad no trivial nuevamente. Al
haber pinchado en hueso en ambas situaciones, hemos demostrado que
V1 es un subespacio propio de K y contiene a H*.

Afirmamos que V+ reduce a N*. En efecto. Como V reduce a S, es Sy
S* invariante. Sea # € V1. Si z € V es arbitrario, entonces (N*z,z2) =
(x,Nz), y al ser V un espacio S-invariante y N|y = S|y, se sigue que
(x,Nz) = (2,82) = 0, ya que z € V1 y Sz € V. Esto significa que
N*z € V+; es decir, que V* es N*-invariante. Andlogamente, utilizando
la S*-invarianza de V, concluimos que V+ es N-invariante. Estos hechos
nos indican que V+ reduce a N*. En suma, V* es un subespacio propio
de K que reduce a N* y contiene a H*, lo cual contradice la minimalidad
de la extension N*. Por tanto es V = H.

(c)=-(d) Supongamos que el menor subespacio de H que reduce a S y con-
tiene a X (H L) es H. Queremos ver que no existen proyecciones no nulas
que conmuten con S y cuyo nucleo contenga a la imagen de X.

Para ello, supongamos lo contrario. Es decir, pensemos que existe una
proyeccién P € B(H) tal que P # ©, PS = SP y X(H*) C N(P).
Sea M = R(P). Como X(H') C N(P) y N(P) = M*, entonces
X(H+) C M+,

Observemos a M+, donde el ortogonal se toma respecto a H. Si M+ = H,
entonces M = {6}, lo cual significa que P = O, contradiciendo la defini-
cién de P. Por tanto M~ es un subespacio de H que no es H.

Por otra parte, como PS = SP, un sencillo cdlculo muestra que (I —
P)S = S(I— P). Pero I — P es la proyeccién de H sobre M*. Esto nos
dice que la proyeccién de H sobre M+ conmuta con S, lo cual equivale
a decir que M~ reduce a S.

En resumen, M~ es un subespacio menor que H que reduce a S y con-
tiene a X (H L), lo cual contradice la hipotesis.
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(d)=-(a) Supongamos que S no es puro y veamos que existe una proyeccion
no nula que conmuta con S y cuyo nucleo contiene a la imagen de X.

Un simple célculo muestra que Xy = PNy para todo y € H+, donde P
es la proyeccion de K sobre H. Por otra parte, como .S no es puro, existe
un subespacio propio M de H que reduce a S y para el cual S|y, es nor-
mal. Sea () la proyeccién de H sobre M. Como M es no trivial, entonces
@ # ©. Pero también, al ser M reductor de S, tendremos QS = SQ.

Basta ahora que demostremos que X (H*) C N(Q). Como N'(Q) = M+,
donde el ortogonal se toma respecto a H, entonces queremos ver que
(z,2)g = 0 para todo x € M y 2z € X(H'). Para ello, tomemos
z € X(H'). Entonces existe un y € H* tal que z = X7y.

Luego, si z € M es arbitrario, (z,2)y = (Xy,x)y = (PNy,z)g =
(Ny, Px)k = (Ny,z)k = (y, N*x)x donde hemos hecho uso de que
xre€ M C Hy P esla proyeccion de K sobre H.

Finalmente, observemos que como M reduce a .S, entonces es S-invariante.
Por tanto M es N-invariante, ya que S = N|p, y ademés N |y, es normal,
pues Ny = S|y Asi, por el Corolario[2.12] M reduce a N. Esto implica
que M es N*-invariante. De esta manera N*x € M, de donde N*z € H.
Concluimos que (y, N*x)x = 0, que es lo que querfamos probar.

2.3.5. Factores que miden la subnormalidad de un opera-
dor

En esta seccién nos hemos propuesto medir la subnormalidad de un oper-
ador. Para ello hemos tomado en consideracién dos vertientes: Dado S € B(H)
subnormal, por una parte, al ser acotado, sabemos que existe un subespacio
de H, digamos M, el cual reduce a S, y tal que S|y es normal y S|;;1 no
tiene subespacios reductores en los que sea normal. Es decir, M es el maximo
subespacio S-invariante de H en el que S es normal. Por otra parte, la subnor-
malidad asegura la existencia de un superespacio K de H en el cual podemos
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extender a S de tal manera que el operador extensién es normal, pero mini-
mamente, en el sentido de que si V' es un espacio reductor de K, entonces H
no estd contenido propiamente en V. Es decir, si V' es un subespacio de K que
contiene propiamente a H, entonces el operador extension de S restringido a
V no es normal.

Luego, si S € B(H) es subnormal con N € B(K) siendo su minima exten-
sion normal y M el mayor subespacio de H en que S es normal, ;Cuéntos
vectores linealmente independientes hemos sumado a H para obtener K7
. Cuantos vectores linealmente independientes hemos quitado a H para obtener
M? Las respuestas a estas interrogantes son los factores que hemos considera-
do para el nombre de este apartado.

Recordemos que si X e Y son espacios normados, y 1" € B(X,Y), entonces
T se dice compacto si para cada M C X acotado tenemos T'(M) relativamente
compacto.

Proposicién 2.37. Si T € B(H) es hyponormal y compacto, entonces es nor-
mal.

La demostracién de este resultado puede consultarse en [Kub], pp. 504 y
en [Con3|, pp 142.

Investiguemos sobre la primera cuestién. Sea S € B(H ) subnormal y mne(S)
N € B(K). Entonces

K:\/{N*kx:meﬂ, k:0,1,2,---}.

Por tanto, si H es separable, también K, de modo que H y K son isomor-
fos como espacios de Hilbert. Esto nos dice que para obtener K a partir de H
debemos sumar un conjunto numerable de vectores linealmente independientes
a H. Por tanto sabemos ahora que H y K no son tan diferentes.

Cabe entonces ver si la suma de este conjunto de vectores linealmente in-

dependientes es finita. Es decir, si H+ es finito dimensional. Para ello, veamos
la siguiente:

Proposicién 2.38 (S. Djordjevic-H. Garduno). Sean S € B(H) subnormal y
mne(S) = N € B(K). Si H es finito dimensional, entonces S es normal.
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Demostracion.
Sea

S X
v le ]

la representacion matricial de operadores de la minima extensién normal de S
relativa a K = H @ H*. Entonces

. [T Xx
v=lo 5

es la representacién de N* relativa a K = H- @ H. Como T es subnormal, es
de paso hyponormal, y al ser R(T') subespacio de H*, y éste es finito dimen-
sional, concluimos que 7" es compacto. Luego, T" es normal por la proposicién
anterior.

Pero también sabemos que H* es N*-invariante, ya que N* es una exten-
sién normal de 7. Como T = N*|;. es normal, entonces H+ reduce a N*.
Luego, H* es N y N*-invariante.

La N-invarianza de H* permite escribir a N en notacién de matriz de
operadores respectiva a K = H @ H* como

S ©
v-132)
por lo que es
. | ST 6
w8 7]

relativo a K = H@ H+.
Lo anterior nos dice que H es N*-invariante, y por la subnormalidad de S,
también es N-invariante. Esto equivale a que H reduzca a N, por lo que Ny

es normal. Pero este operador es precisamente S.

O

Notemos que en la prueba anterior tinicamente hicimos uso de la finito di-
mensionalidad de H+ para mostrar que 7' es compacto. Por tanto, podemos
simplemente debilitar las hipdtesis y considerar:
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Corolario 2.39 (S. Djordjevic-H. Garduno). Sean S € B(H) subnormal y
S X
v le ]

una extension normal de S. Si T es compacto, o equivalentemente, si T™ lo es,
entonces S es normal.

2.4. Operadores quasinormales

Otra clase de operadores no necesariamente normales es la de los quasinor-
males. Estos se definen de la siguiente manera:

Definicién 2.40. Un operador S € B(H) se dice quasinormal si Sy S*S
conmutan.

Es claro como la quasinormalidad generaliza a la normalidad de un opera-
dor. Formalizando lo anterior obtenemos el siguiente

Proposicién 2.41. Sea N € B(H). Si N es normal, entonces es quasinormal.

Demostracion.
Al ser N normal, tenemos N*N = NN*. Basta ahora con multiplicar la
igualdad anterior por N a izquierda y derecha.

O

En esta secciéon presentamos algunos resultados clasicos sobre operadores
quasinormales y una caracterizacién mas de operadores subnormales. Estos
son:

Proposicién 2.42. Sea S € B(H). S1.S = UA es la descomposicion polar de
S, entonces
S es quasinormal <= UA = AU.

Demostracion.
Notemos que al ser S = UA, por definicién de descomposicién polar se
cumple que A = (S*S)/2 y asi A% = §*S. Luego:

67



(<) Como S =UA = AU obtenemos:

SA? = UAA*
= UA?
= AUA
= A%S

de donde se deduce la quasinormalidad de S.

(=) Si S es quasinormal entonces SA? = A%S por lo dicho al principio.
Por tanto SA = AS debido al Teorema asi que (UA — AU)A =
(S—AU)A=SA—-AUA =SA—-AS = 0. Esto es: UA — AU = Olg(a).
Pero si # € (R(A))t = N(A), por definicién de U, Uz = 6. Asi,
UA— AU = ©.

Proposicion 2.43. Todo operador quasinormal es subnormal.

Demostracion.

Supongamos que S € B(H) es quasinormal. Veamos que podemos pretender
que NV(S) = {#}. En efecto, en caso contrario escribamos £ = N(S). Por la
proposicién anterior, S* = AU* = U*A y por tanto £ C S§*. Sea S := S| ..
Asf que S =S, ® O] en L+ @ L = H. Ahora, S*S = S;S; @ ©. Por lo tanto
SS*S = 515181 @0y S*55 = 575151 @O, y al ser S5*S = S*SS por ser S
quasinormal, tenemos que 51575190 = S75151B0O; esto es, S es quasinormal.

Pero también de la igualdad S = S; @ © en L+ & £ = H se concluye que
si S; es subnormal, entonces S también lo es.

Por otra parte, si z € L+ y € N(S;) entonces § = Syz = Sz, por lo que
z € N(S). De esta manera z € L~ N L = {#}, de donde N(S1) = {6}.

Hemos probado que si la proposicién es cierta cuando N(S) = {0}, en-
tonces debe ser cierta en caso de que N(S) # {0}. Luego, sea S € B(H)
quasinormal con NV(S) = {6}. Si S = UA es su descomposicién polar entonces
U es una isometria. Tomemos F = UU*. Es decir, E es la proyeccion sobre
R(U). Asique (I - E)U=U*(1-F) =0.
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Definamos V, B € B(H & H) por

U 1-E A6
vele ot [8 8]

ysea N =VB.
Como UA = AU y U*A = AU” se sigue que N es normal.

Pero

S B

que es la notacion matricial introducida en la definiciéon de operador sub-
normal. Esto concluye la prueba.

O

Notese que para el desplazamiento unilateral de multiplicidad 1, la descom-
posicién polar correspondiente es S I. Es decir, S, = S,I ya que S75, =L
De paso obtenemos que S, es quasinormal por la Proposicion Ademsés
sabfamos que es subnormal. Por otra parte, N'(S;) = {#}. Luego, usando la
construcciéon para demostrar la Proposicién [2.43|se obtiene una extensién nor-
mal N para S,. En realidad, como hemos dicho, tomando S =S, =U, A=1
y B = 5,57 en la demostracion de la proposicion tenemos que al ser
S*S; =1, secumple B> =FE,(I1-E)?*=1-E, ES, =S5,, StE=5%y

[S, 1-E . [ st e
A A E

Por lo tanto

I ©

NN:{@ I

1 = N*N.
Pasamos ahora a exponer una caracterizacién de los operadores subnor-
males, pero en términos de operadores quasinormales.
Teorema 2.44. Sea S € B(H). Entonces:
S es subnormal <= S tiene una extension quasinormal.
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Demostracion.

(=) Si S es subnormal, existe N € B(K), para algin K, que es una extension
normal de S. Pero al ser N normal, por la Proposicién [2.41] N es quasi-
normal y extiende a S.

(<) Supongamos que S tiene una extensién quasinormal. Es decir, existen H;
de Hilbert y S; € B(H;) quasinormal tales que H es un subespacio S;-
invariante de Hy; y S = Si|g. Al ser S; quasinormal, por la proposicién
anterior, es subnormal. Luego, existen K de Hilbert y N € B(K) quasi-
normal tales que H; es un subespacio N-invariante de K y S1 = N|g,.
Es claro que N es una extensién normal de S.

Como aplicacién de los resultados anteriores podemos dar el siguiente:

Ejemplo 2.45. Sea A un operador positivo en un espacio de Hilbert L. Defi-
namos S en H = @ L,, donde L, = L para toda n, dado como

neN

[ N e i G o)
O oo
O OO

Donde por comodidad hemos escrito 0 = ©. Por supuesto, con un abuso de
o)
Ny . . . . 2
notacién, estamos suponiendo al espacio H = {z1 @ zo® - - : E |lzk||” < oo}
k=1
con el producto interno

(21 @ T ® By @) = Y (T Yk
k=1

Que S sea acotado es sencillo de probar. Por otro lado, si @z, € H entonces:
S(@rg) =S(r1 P ®---) =0 Axy P Axg B - - - .

También, obsérvese que S* viene dada como:

S (®xp) =S (41 Qo ® -+ ) = Az D Az D Axy @ - - - .
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Luego,
S*S(@xy) = S (0D Ax; ® Axg ® -+ )
= Az, @ Ay ®--- .
Por lo tanto

= 0 A, Ay ® - -

S*SS(®xy) = S*S(0® Ary @ Axa @ ---)
= 0 AP Ay

Esto es, S es, por definicién, quasinormal.

Si seguimos con la idea de la demostracién del Teorema [I.46] debemos
tomar inicialmente Uy : R(T) — R(S) dada por Uy (Tz) = Axy @ Axe ® - - -.

Para hallar Uy: Sea y; @ y2@ - - - € clo(R(T)). Entonces existe una sucesién

de elementos en H, digamos {z\” & z{” @ 2V @ .-}, tal que

Y1 BYys - -- lim T(xgn)@xg")@xg”)@...).

De esta manera, por continuidad,

Us(h @ e Bys @ ---) == 1im (TP @2 @zl @)

n—oo
= lim SEM @V eV e
= lim0d® A:chn) & A:L‘én) CEEE
n—oo

= 00 DDy ©---

Ahora debemos extender U, a todo H tomando la extensién U tal que
U{®r,} =0®0® - para toda {®z,} en [R(T)]*.
Luego, se concluye que W : H = clo(R(T)) @(R(T))* — H dada por
([ S+ ©
v=(%6)
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es el factor isometria parcial de la descomposiciéon polar de S.

De hecho, es posible demostrar que casi todos los operadores quasinormales
son de la forma del operador S dado en el ejemplo anterior, para lo cual nece-
sitaremos los conceptos de opeador puro y minimas extensiones normales, por
lo que posponemos este resultado.

2.5. Relaciones entre las clases de operadores
no normales

En esta seccién estudiaremos cémo se relacionan las clases de operadores
no normales estudiadas.

Hemos demostrado la siguiente cadena de contenciones:

Normales C Quasinormales C Subnormales C Hyponormales ,

y de hecho, jugando con el operador de desplazamiento unilateral de mul-
tiplicidad 1, es posible demostrar que las contenciones anteriores son propias.

Teorema 2.46. Sea T' € B(H) un operador quasinormal. Si T es invertible,
entonces es normal.

Teorema 2.47. Sea S € B(H) subnormal. Si N = mne(S), entonces S es
quasinormal si y solo si H es invariante para N*N.

Antes de pasar a su demostracion, un resultado auxiliar:

Lema 2.48. Sean S,T € B(K), y H un subespacio de K. Si H es ST-
invariante, entonces S(R(T'|y)) C H.

Demostracion.

Llamemos R a R(T| ). Por hipétesis, tenemos que ST(H) C H. Seay € R.
Entonces existe x € H tal que y = Tx. Luego, Sy = STx € H, que es lo que
se queria probar.
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Ahora si. Demostremos el Teorema
Demostracién.

(=) Supongamos que H es invariante para N*N. Como N*N € B(K), por el
Lema [2.48 tenemos que N*(R(N|g)) € H. Pero R(N|y) = R(S). Sea
R este ultimo conjunto. Hemos demostrado que N*(R) C H.

Como S* : H — H, entonces tiene sentido hablar de S*|z. Por (b)
del mismo lema, S* = PN*|g. Por lo tanto, si y € R, entonces S*y =
PN*|gy = N*|gy. Luego, si x € H, entonces S*Sx = N*Sx = N*Nuz.
Es decir, N*N|g = S*S. De esta manera, es claro que S*S € B(H) es
subnormal.

Por otra parte, al ser H N* N-invariante, tenemos que NN*Nx = SN*Nx
para toda x € H. Como N es normal, entonces es quasinormal, y por lo
tanto NN*Nx = N*NNz = N*NSz para toda z € H. Pero Sx € H,
de modo que N*N Sz = S*SSx para toda x € H.

Luego, S5*Sx = S*SSx para cualquier z € H.

(<) Supongamos que S es quasinormal. Por el Teorema [1.21] si x € H, en-
tonces ||[N*Nz||* = ||[N2z||%. Pero como S = N|g, y R(S) C H, obten-
emos S? = N?|y, de donde:

[Nz || = [[S%z]®
= (S%r,S%7)
= (Sx,S*SSz)
= (Sz,55%Sx)
= (S*Sxz,S*Sx)
= ||5"Sz|l*

Esto es, ||S*Sz||*> = || N*Nz||* para toda x € H.

Por otra parte, sean X € HY, K y T € B(H') tales que
S X
(8]
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Entonces

N*N:{SS S*X }

XS XX +T1T*

Como K = HE H*, si x € H, se sigue que x = 2 @ 0, de donde
. S X r\ S5z
NN(“"@Q)_[@ T*]<9)_(X*Sx>'

Luego, |[N*N(z & 0)|> = ||[N*Nz|? = ||S*Sz|]* + || X*Sz||?, por lo cual

X*Sz = 0 para cualquier z € H. Como X*S € B(H, K), se concluye que
X*S =0. Asi,

| S7S S*X

NN_{ S} X*X—l—TT*}’

lo cual significa que H es N*N-invariante.

O
Podemos observar de (a), con la notacién del resultado anterior, que si S es
subnormal y H es N*N-invariante, entonces S*S es subnormal, con extensién
normal N*N. Por (b) del mismo resultado, vemos que si S es quasinormal,
entonces H es N*N-invariante, y como N*N es autoadjunto, entonces H re-
duce a N*N. Por lo tanto, por el Corolario [2.48] N*N|y es normal. Pero

N*N|;5; = N*N|g, asi que N*N |y es autoadjunto.
Para el siguiente criterio, el cual nos indica como pasar de un operador
hyponormal a un operador subnormal, utilizaremos el proximo teorema, del

cual omitimos su demostracion para evitar desviarnos de los fines de esta sec-
cion.

Teorema 2.49 (de Morrel). Sea S € B(H) tal que:
(a) T es hyponormal.
(b) [T, T] tiene rango 1.

(c) N([T*,T)) es T invariante.
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Entonces T — Bl es quasinormal para alguna B € C.

Demostracion.
Recordemos que T*T — TT* es autoadjunto. Es decir [T*, T es autoadjun-
to. Por el Corolario [1.37, sabemos que H = N[T*, T| @ clo [R[T*, T1).

Por otra parte dim (R[T*,T]) = 1, de modo que existe un y € H con
y # 0 tal que R[T*,T] = span{y}. Ademas clo [R[T*, T]] = [N[T*, T]]" por
(b) de la Proposicién [1.14] y al ser R[T™*,T] de dimensién finita, se da la
igualdad R[T*,T| = clo [R[T*,T]]. En suma tenemos span{y} = R[T*,T| =
V[T, T

Usando R[T™,T] = span{y}, concluimos la existencia de un p € C tal que
[T*, Ty = py. Anédlogamente, es [T*, T|Ty = ay para algin « € C.

Si p = 0, entonces y € N[T*, T, por lo cual y € N[T*, T|I[T* T]" v
por tanto y = 6. Luego pu # 0. Tomemos § = e
]

Sea r € H. Entonces z = u+\y para algunos v € N[T*,T] y A € C. De ahi:

[, TIT = Pz = [T%,TIT = BI)(u + Ay)
= ([T%,TUT = phw) + A ({17, TI(T = B1)y)
(17, T)(Tu = u) + AT, T|(Ty — By)
= [T, T)Tu— B[T*,Tlu+ AT*,T|Ty — \B[T*, Ty
[, T]
[T, T]

—~

Tu— 60+ Ay — \puy

- (o )y
= [T, TTu+ Mo —a)y

= [T*,T|Tu+0
[T, T|Tu.

Como u € N[T*,T1], y este espacio es T-invariante, entonces Tu € N [T*,T).
Esto significa que [T*, T|Tu = 0, y sustituyendo en la cadena de igualdades an-
terior, se tiene [T*, T|(T — f1)x = 0 para todo = € H. Esto es [T, T|(T — 1) =
O.

Finalmente, un simple célculo muestra que lo anterior es equivalente a (7" —
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BT — gD)*(T — pl) = (T — p1)*(T — BI)(T — BI), lo cual implica, por defini-
cién, la quasinormalidad de T — S,

Corolario 2.50. Si T satisface las condiciones del Teorema de Morrel (Teo-
rema , entonces T' es subnormal.

Tenemos pues condiciones para que un operador hyponormal sea subnor-
mal, un subnormal sea quasinormal, y un quasinormal sea normal. Ademas ya
sabfamos, de la Proposicion [2.37] que si T' es hyponormal y compacto, entonces
es normal.

Ademas, con invertibilidad y contractibilidad, tenemos:

Proposicién 2.51. Sea T € B(H) hyponormal e invertible. Si T y T son
contracciones, entonces T' es normal.

Demostracion.
Como T es invertible, entonces T* lo es. También, |T*7 | = [T~ =
|7!|] < 1. Notar que

| T|| = (|TT* " T"|| < |TT* YT || < | TIITHNT 2] < T2
Luego, por el lema [2.6] 7™ es hyponormal. Por definicién, tenemos que 1" es
cohyponormal, y como un operador es normal si y sélo si es hyponormal y
cohyponormal, se tiene lo pedido.

O

Maés atn, existe una serie de resultados que relacionan la hyponormalidad
con las clases especiales de operadores normales. A saber:

Teorema 2.52. Sea I' = 0D y T € B(H) hyponormal.

(a) Sio(T)CT, entonces T es unitario.

(b) Sio(T) CR, entonces T es autoadjunto.
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(c) Sio(T) C[0,00), entonces T es positivo.

(d) Sio(T)C{0,1}, entonces T es una proyeccion.

iBasta! Alguien me espera, y tengo que llegar. Nos vemos pronto.
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Conclusiones

Con el presente trabajo hemos mostrado algunas de las técnicas mas habi-
tuales para explorar las propiedades de las principales generalizaciones de los
operadores normales, y particularmente, de los operadores subnormales.

Como se ha dicho antes, existe muy poca bibliografia sobre estos temas, y
esperamos haber cumplido con uno de nuestros principales objetivos: brindar
claridad a su estudio, para que, como alguna vez dije, ningin otro estudiante
interesado en los operadores no normales deba enfrentarse a las mismas com-
plicaciones.

La Subseccion2.3.5| es una idea original de los autores con el objetivo de
medir la subnormalidad de un operador. En base a eso, hemos conjeturado lo
siguiente:

Conjetura 1 (de G). Dado S € B(H) subnormal, con mne(S) = N € B(K)

dado por
S X
8]

existen una medida vectorial p en K tal que n(K\H) = u(H*+\A), donde
A C H* es el conjunto donde T alcanza su pureza.

Finalmente, los operadores subnormales muestran una de las analogias mas
importantes que existen entre la variable compleja y la teoria de operadores.
Lo que nosotros conseguimos forma parte de un proyecto mas ambicioso con-
sistente en la aplicacion de varias técnicas de la teoria de operadores para el
estudio de funciones analiticas en conjuntos abiertos.
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