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I N T R O D U C C I Ó N

La Teoría de Códigos y la Criptografía inmersas en las Matemáticas y en otras disciplinas tales como las
Ciencias de la Computación e Ingenieria Eléctrica, están enfocadas en la optimización de la fiabilidad
y seguridad de las comunicaciones dígitales. A grandes rasgos, la fiabilidad significa corrección de
errores mientras que la seguridad significa prevenir el acceso no autorizado de intrusos.

La Teoría de Códigos Algebraicos es vista como una rama de las matemáticas puras, sus fundamen-
tos pueden encontrarse en el Álgebra, la Teoría de Números, la Geometría Finita y la Combinatoria.
Los códigos detectores-correctores de errores son estudiados para dar solución al problema central de
la teoría de la información, cuyo objetivo es lograr construir un sistema de codificación y de decodifica-
ción que haga posible la comunicación confiable, eficaz y segura; y además, que sea aceptable para las
aplicaciones prácticas, es decir, requerimos buenos códigos detectores-correctores de errores capaces
de ser implementados para recuperar el mensaje original produciendo así, una buena transmisión de
la información.

Por lo anterior, el estudio de este tipo de problemas es interesante no sólo desde el punto de vista
teórico dado que tiene aplicaciones prácticas, i.e., el estudio de la Teoría de Códigos Algebraicos es un
tema de investigación actual que es de utilidad para la sociedad en general.

En los años 90 del siglo pasado, se inició el estudio de la caracterización de la estructura algebraica
de los códigos cíclicos lineales sobre anillos finitos, en particular sobre anillos de Galois (cf. [JKC+

94],
[PQ96], [KLP97] [LB02], [DLP04], [LATR11]). La representación p-ádica de los elementos de un anillo
de Galois es imprescindible en la definición de la función de Gray en esta clase de anillos, así como
la correspondiente representación π-ádica en la clase de los anillos finitos de cadena (cf. [GS99]), de
las cuales, los primeros son una subclase. Hammons et. al en [JKC+

94] demostraron que el código de
Kerdock es la imagen de Gray de un código cíclico lineal extendido sobre el anillo de Galois Z4. Ellos
usan este hecho para resolver un problema “viejo”, explicar la dualidad formal entre dos códigos no
lineales binarios, los famosos códigos de Kerdock y Preparata. Este trabajo abrió la puerta al estudio
de la Teoría de Códigos Algebraicos sobre anillos finitos, y en particular, sobre los anillos de Galois.

Este trabajo tiene como base el artículo de Pless y Qian [PQ96], del cual se ha estudiado a detalle la
primera sección, donde se habla de las principales propiedades de un código cíclico sobre Z4, nuestro
objetivo será comprender la estructura de dichos códigos y sus claras diferencias con los códigos cíclicos
sobre campos finitos, además de poder dar un pequeño vistazo a los códigos de residuos cuadráticos
sobre campos finitos que son una familia muy particular de códigos cíclicos con propiedades muy
interesantes, las cuales nos llevan a revisar algunos conceptos de la Teoría de Números y algunas
propiedades importantes de los campos finitos (cf.[MA78]).

Esta tesis consta de cuatro capítulos, en el primer capítulo se abordan algunas definiciones importan-
tes que serán de gran utilidad en los caṕitulos 2 y 3, además se encuentran resultados muy interesantes
como lo es el Teorema chino del residuo y algunos resultados que se derivan del mismo; el tema central
del capítulo 2 es dar algunas propiedades importantes sobre los códigos cíclicos sobre campos finitos,
comenzando por definir lo que es un código y un código lineal, así como los características mas im-
portantes que definen a un código lineal, como lo son la longitud, el peso y sus matrices generadoras
y de chequeo de paridad y finalmente abordar un par de ejemplos. El tercer capítulo es el que merece
de una singular atención, se comienza dando algunas definiciones importantes del anillo de polino-
mios Z4[x], y discutimos la estructura que tiene el anillo cociente Z4[x]

〈f(x)〉 donde f(x) es un polinomio
básico irreducible, enseguida, se discute la estructura de un Z4−código cíclico, se muestra como son
sus polinomios generadores y cual es la cardinalidad del mismo, hablamos del código dual y de los
generadores idempotentes. Por útlimo, el capítulo 4 da una pequeña introducción a la estructura de
códigos de residuos cuadráticos sobre campos finitos, para ello, se comienza definiendo un residuo
cuadrático módulo p y se recuerdan algunos resultados de teoría de números, finalmente, se definen a
los códigos de residuos cuadráticos y se prueban algunas propiedades importantes de los mismos.

vii





Í N D I C E G E N E R A L

1 preliminares 1

2 códigos cíclicos sobre campos finitos 7

2.1 Códigos lineales 7

2.2 Códigos cíclicos lineales 9

2.2.1 El Polinomio Generador de un Código Cíclico 12

2.2.2 El Polinomio de Chequeo de un Código Cíclico 16

2.3 Idempotentes 19

3 códigos cíclicos sobre anillos de galois 21

3.1 Generadores 21

3.2 Código dual 31

3.3 Generadores Idempotentes 35

4 códigos de residuos cuadráticos sobre campos finitos 39

Conclusiones 47

Bibliografía 48

Índice Alfabético 51

ix





1 P R E L I M I N A R E S

En este capítulo se presentan algunos conceptos básicos y resultados importantes que serán de gran
utilidad en los capítulos posteriores. Cabe señalar que en este manuscrito todos los anillos son conmu-
tativos.

Definición 1.1. Sea R un anillo arbitrario y sea D un ideal en R. Entonces D es llamado primario si las
condiciones a, b ∈ R, ab ∈ D y a /∈ D implican que existe un entero m tal que bm ∈ D.

En Z, el ideal 〈ps〉 donde p es un primo y s > 2, es un ideal primario.

Sean p− primo, s ∈ N, Zps =
Zps

psZ
, el anillo de enteros módulo ps, es un anillo local cuyo único

ideal máximal es M = 〈p̄〉 y con campo residual
Zps

〈p̄〉 ' Fp (Fp es el campo primo con p elementos).
Haciendo abuso de la notación, a los elementos de Zps los denotaremos sin hacer uso de la barra de
clase.

µ : Zps −→ Zps

〈p〉
a 7−→ a+ 〈p〉

(1)

Sabemos que µ es un homomorfismo sobreyectivo natural

µ̄ : Zps [x] −→ Zps

〈p〉 [x]

f(x) =
n∑

i=0

aix
i 7−→

n∑
i=0

µ(ai)x
i = f̄(x)

(2)

donde dicha función es un homomorfismo sobreyectivo de anillos (cf.[Ram17]), esto se prueba a detalle
en la Observación 3.1, para p = 2 y s = 2.

Definición 1.2. Sean f1, f2 ∈ Zps [x]. Diremos que f1 y f2 son coprimos en Zps [x] si existen q1, q2 ∈ Zps [x]

tales que
q1f1 + q2f2 = 1

Lema 1.1. Sean f1, f2 ∈ Zps [x]. Entonces f1 y f2 son coprimos en Zps [x] si y sólo si f̄1, f̄2 son coprimos en
Fp[x].

Demostración. ⇒] Sean f1 y f2 polinomios coprimos en Zps [x], entonces por la Definición 1.2 existen
q1, q2 ∈ Zps [x] tales que q1f1 + q2f2 = 1 y aplicando (2) tenemos que q1f1 + q2f2 = 1̄, luego, q̄1f̄1 +

q̄2f̄2 = 1̄, de ahí que f̄1 y f̄2 son coprimos en Fp[x].

⇐] Ahora, sean f̄1, f̄2 coprimos en Fq[x] entonces existen g ′1, g
′
2 ∈ Fq[x] tales que g ′1f̄1 + g ′2f̄2 = 1 ′

pero como µ̄ es sobreyectiva entonces existen q1, q2 ∈ Zps [x] tales que q̄1 = g1 y q̄2 = g ′2 y 1̄ = 1 ′ así,
q̄1f̄1+ q̄2f̄2 = 1̄, luego q1f1 + q2f2 − 1 = 0 y de ahí que q1f1 + q2f2− 1̄ = 0̄, es decir, q1f1+q2f2− 1 ∈
〈p〉, por lo que existe k ∈ Zps [x] tal que q1f1 + q2f2 − 1 = kp, luego q1f1 + q2f2 = 1+ kp.

Definimos h =
s−1∑
i=0

(−kp)i, tenemos que h(q1f1 + q2f2) = h(1+ kp), entonces

hq1f1 + hq2f2 = h+ h(kp)

= h+ (

s−1∑
i=0

(−kp)i)kp

= h+ ((−kp)0 + (−kp) + (−kp)2 + · · ·+ (−kp)s−1)kp

= h+ (1− kp+ k2p2 + · · ·+ (−1)s−1ks−1ps−1)kp

= h+ kp− k2p2 + k3p3 + · · ·+ (−1)s−2ks−1ps−1 + (−1)s−1ksps

= 1− kp+ k2p2 + · · ·+ (−1)s−1ks−1ps−1 +

+kp− k2p2 + k3p3 + · · ·+ (−1)s−2ks−1ps−1 + (−1)s−1ksps

= 1 (ya que ps = 0)

1



2 preliminares

Así (hq1)f1 + (hq2)f2 = 1, por lo que f1 y f2 son coprimos en Zps [x].

Sean A, B ideales en un anillo R, entonces

AB = {c ∈ R : c =
n∑

j=1

ajbj para algún n ∈N y con aj ∈ A y bj ∈ B}

Teorema 1.1 (Teorema Chino del Residuo). Sean A1, A2, . . . , An ideales en un anillo conmutativo R tales
que R2 +Ai = R para toda i y Ai +Aj = R para toda i 6= j. Si b1, . . . , bn ∈ R entonces existe b ∈ R tal que

b ≡ bi (mód Ai)

con i ∈ {1, 2, . . . , n}. Además b es determinado de manera única por la congruencia módulo el ideal
n⋂

i=1

Ai.

Observación 1.1. Si R tiene identidad, entonces R2 = R, de ahí R2 +A = R para cada ideal A de R. (c.f.
[Hun74])

Demostración. Probemos que para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}, R = Ak +
⋂
i 6=k

Ai.

Tomemos k = 1 y veamos que R = A1 +
⋂
i 6=1

Ai inductivamente.

Para n = 3, sean A1, A2, A3 ideales de R tales que A1 + A2 = R, A1 + A3 = R y A2 + A3 = R.
Entonces R2 = (A1 +A2)(A1 +A3) = A

2
1 +A1A3 +A2A1 +A2A3. Notemos que

• A2
1 ⊆ A1. Sea c ∈ A2

1 = A1A1 entonces existe un n ∈ N tal que c =
n∑

j=1

ajbj donde aj, bj ∈ A1

pero A1 es ideal por lo que ajbj ∈ A1 para cada j = 1, 2, . . . n y así
n∑

j=1

ajbj ∈ A1, por lo que

c ∈ A1.

• A1A3 y A2A1 están contenidos en A1. Sean c ∈ A1A3 y d ∈ A2A1 entonces, existen n,m ∈ N

tales que c =
n∑

j=1

ajbj y d =
m∑
i=1

hifi donde aj, fi ∈ A1, bj ∈ A3 y hi ∈ A2 para cada i = 1, . . . ,m

y j = 1, . . . , n, y como A1 es un ideal y A2, A3 ⊆ R entonces para cada i y j se tiene que hifi ∈ A1

y ajbj ∈ A1 y ya que A1 es cerrado bajo la suma entonces c =
n∑

j=1

ajbj ∈ A1 y d =
m∑
i=1

hifi ∈ A1.

• A2A3 ⊆ A2 ∩A3. Sea c ∈ A2A3, entonces c =
n∑

j=1

ajbj para algún n ∈ N y para cada j, aj ∈ A2

y bj ∈ A3, luego por ser A2 y A3 ideales entonces ajbj ∈ A2 y ajbj ∈ A3, así que c ∈ A2 y
c ∈ A3 por lo que c ∈ A2 ∩A3.

Así, R2 = A2
1 +A1A3 +A2A1 +A2A3 ⊆ A1 +A1 +A1 + (A2 ∩A3) = A1 + (A2 ∩A3) ya que A1 es un

ideal. Entonces R2 ⊆ A1 + (A2 ∩A3). Como R = A1 + R2 entonces R = A1 + R2 ⊆ A1 +A1 + (A2 ∩
A3) = A1 + (A2 ∩A3), por lo que R ⊆ A1 + (A2 ∩A3), pero A1 + (A2 ∩A3) ⊆ R pues son ideales de R,
así,

R = A1 + (A2 ∩A3)

Asumimos inductivamente que R = A1 + (A2 ∩A3 ∩ . . .∩Ak−1) y ya que R = A1 +Ak. Entonces

R2 = (A1 + (A2 ∩A3 ∩ . . .∩Ak−1))(A1 +Ak)

= A2
1 + (A2 ∩A3 ∩ . . .∩Ak−1)A1 +A1AK + (A2 ∩A3 ∩ . . .∩Ak−1)AK

Y como ya vimos A2
1 ⊆ A1, además B1 = A2 ∩A3 ∩ . . .∩Ak−1 es un ideal en R, por lo que B1A1 ⊆

A1 y también A1Ak ⊆ A1 y la justificación de esto es análoga a la que hizo en el segundo punto
cuando n=3, por otro lado tenemos que B1Ak ⊆ B1 ∩Ak = (A2 ∩A3 ∩ . . . ∩Ak−1) ∩Ak ya que B1 es
un ideal en R y la prueba de ello se remite al tercer punto, cuando n = 3. Así

R2 ⊆ A1 +A1 +A1 + (A2 ∩A3 ∩ . . .∩Ak) = A1 + (A2 ∩A3 ∩ . . .∩Ak)
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luego
R = R2 +A1 ⊆ A1 + (A2 ∩A3 ∩ . . .∩Ak) +A1 = A1 + (A2 ∩A3 ∩ . . .∩Ak) ⊆ R

Por tanto, R = A1 + (A2 ∩A3 ∩ . . .∩Ak). Consecuentemente

R = A1 +
⋂
i 6=1

Ai

con i ∈ {1, 2, . . . , n}.

De manera similar se prueba que para cada k = 1, 2 . . . , n R = Ak+
⋂
i 6=k

Ai. Luego, existen ak ∈ Ak y

rk ∈
⋂
i 6=k

Ai, tales que bk = ak+ rk. Más aún, bk− rk = ak ∈ Ak, por lo que bk ≡ rk (mód Ak) y como

rk ∈
⋂
i 6=k

Ai, entonces rk ∈ Ai con i 6= k, así rk ≡ 0 (mód Ai), para cada i 6= k. Sea b = r1+ r2+ · · ·+ rn.

Ya que ri ≡ bi (mód Ai) y rj ≡ 0 (mód Ai) para cada j 6= i, entonces r1 + r2 + · · ·+ ri + · · ·+ rn ≡ bi
(mód Ai) para cada i, de ahí que

b ≡ bi (mód Ai)

Si c ∈ R es tal que c ≡ bi (mód Ai) para cada i, entonces c ≡ b (mód Ai), por lo que c− b ∈ Ai

para cada i, luego c− b ∈
n⋂

i=1

Ai y por lo tanto c ≡ b (mód
n⋂

i=1

Ai).

Corolario 1.1. Si A1, . . . , An son ideales en un anillo R, entonces existe un monomorfismo de anillos

θ :
R

A1 ∩ . . .∩An
−→ R

A1
× · · · × R

An

Si R2 +Ai = R, para cada i y Ai +Aj = R para cada i 6= j, entonces θ es un isomorfismo de anillos.

Demostración. Sabemos que para cada k = 1, 2, . . . , n, la función

πk : R −→ R

Ak
r 7−→ r+Ak

es un homomorfismo sobreyectivo de anillos. Sea

θ1 : R −→ R

A1
× · · · × R

An

r 7−→ θ1(r) = (r+A1, r+A2, . . . , r+An)

Notemos que θ1(r) = (π1(r), π2(r), . . . , πn(r)), por lo que, sean r, s ∈ R si r = s, como cada πk está
bien definida entonces πk(r) = πk(s), por lo que (π1(r), π2(r), . . . , πn(r)) = (π1(s), π2(s), . . . , πn(s)),
de ahí que θ1(r) = θ1(s), así θ1 está bien definida. Además se tiene que

θ1(r+ s) = (π1(r+ s), π2(r+ s), . . . , πn(r+ s))

= (π1(r) + π1(s), π2(r) + π2(s), . . . , πn(r) + πn(s))

(ya que para cada k, πk es un homomorfismo)

= (π1(r), π2(r), . . . , πn(r)) + (π1(s), π2(s), . . . , πn(s))

= θ1(r) + θ1(s)

y

θ1(rs) = (π1(rs), π2(rs), . . . , πn(rs))

= (π1(r)π1(s), π2(r)π2(s), . . . , πn(r)πn(s)) (ya que para cada k, πk es un homomorfismo)

= (π1(r), π2(r), . . . , πn(r))(π1(s), π2(s), . . . , πn(s))

= θ1(r)θ1(s)
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por lo que θ1 también es un homomorfismo de anillos. Veamos que Ker(θ1) = A1 ∩ . . . ∩ An. Sea
r ∈ Ker(θ1)

⇒ θ1(r) = (0+A1, 0+A2, . . . , 0+An)

⇒ (r+A1, r+A2, . . . , r+An) = (0+A1, 0+A2, . . . , 0+An)

⇒ r+Ai = 0+Ai para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}

⇒ r ∈ Ai, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}

⇒ r ∈ A1 ∩A2 ∩ . . .∩An

por lo que Ker(θ1) ⊆ A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An. Ahora, sea s ∈ A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An, entonces s ∈ Ai para
cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, luego πi(s) = s+Ai = 0+Ai, de ahí que θ1(s) = (π1(s), π2(s), . . . , πn(s)) =

(0+A1, 0+A2, . . . , 0+An), y así s ∈ Ker(θ1). Por lo tanto

A1 ∩A2 ∩ . . .∩An ⊆ Ker(θ1)

Sea

θ :
R

A1 ∩ . . .∩An
−→ R

A1
× · · · × R

An

r+A1 ∩ . . .∩An 7−→ θ1(r)

Veamos que θ está bien definida. Sean r+A1 ∩ . . . ∩An, s+A1 ∩ . . . ∩An ∈
R

A1 ∩ . . .∩An
con r+

A1 ∩ . . .∩An = s+A1 ∩ . . .∩An

⇒ r− s ∈ A1 ∩ . . .∩An = Ker(θ1)

⇒ r− s ∈ Ai (para cada i = 1, 2 . . . , n)

⇒ r+Ai = s+Ai

⇒ (r+A1, r+A2, . . . , r+An) = (s+A1, s+A2, . . . , s+An)

⇒ θ1(r) = θ1(s)

⇒ θ(r+A1 ∩ . . .∩An) = θ(s+A1 ∩ . . .∩An)

por lo que θ está bien definido. Además, es un homomorfismo de anillos ya que

θ((r+A1 ∩ . . .∩An) + (s+A1 ∩ . . .∩An)) = θ((r+ s) +A1 ∩ . . .∩An)

= θ1(r+ s)

= θ1(r) + θ1(s) (ya que θ1 es un morfimos de anillos)

= θ(r+A1 ∩ . . .∩An) + θ(s+A1 ∩ . . .∩An)

y

θ((r+A1 ∩ . . .∩An)(s+A1 ∩ . . .∩An)) = θ(rs+A1 ∩ . . .∩An)

= θ1(rs)

= θ1(r)θ1(s) (ya que θ1 es un morfimos de anillos)

= θ(r+A1 ∩ . . .∩An)θ(s+A1 ∩ . . .∩An)

Ahora probemos que Ker(θ) = {0+A1 ∩ . . .∩An}. Sea r+A1 ∩ . . .∩An ∈ Ker(θ),

⇒ θ(r+A1 ∩ . . .∩An) = (0+A1, . . . , 0+An)

⇒ (r+A1, . . . , r+An) = (0+A1, . . . , 0+An)

⇒ r ∈ Ai (para cada i = 1, 2 . . . , n)

⇒ r ∈ A1 ∩ . . .∩An

⇒ r+A1 ∩ . . .∩An = 0+A1 ∩ . . .∩An

por lo que Ker(θ) ⊆ {0+A1 ∩ . . .∩An}, ahora si tomamos un r ∈ A1 ∩ . . .∩An, tenemos que r+A1 ∩
. . .∩An = 0+A1 ∩ . . .∩An, así

θ(0+A1 ∩ . . .∩An) = θ(r+A1 ∩ . . .∩An) = (r+A1, . . . , r+An) = (0+A1, . . . , 0+An)
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pues r ∈ Ai, para cada i y de ahí que 0+A1 ∩ . . .∩An ∈ Ker(θ). Por lo tanto Ker(θ) = {0+A1 ∩ . . .∩
An}, luego θ es un homomorfismo inyectivo pero no necesariamente es sobreyectivo.

Si R2 + Ai = R, para cada i, y Ai + Aj = R con i 6= j, sea (b1 + A1, b2 + A2, . . . , bn + An) ∈
R
A1
× R

A2
× · · · × R

An
, por el Teorema 1.1 existe un b ∈ R tal que para cada i, se cumple que b ≡ bi

(mód Ai), es decir, b+Ai = bi +Ai, y así

θ(b+A1 ∩ . . .∩An) = (b+A1, b+A2, . . . , b+An) = (b1 +A1, b2 +A2, . . . , bn +An)

Por lo que bajo estas condiciones θ es sobreyectiva y así, es un isomorfismo de anillos.

Teorema 1.2. Si R1, R2, . . ., Rn son anillos con identidad y A es un ideal en R1 × R2 × · · · × Rn entonces
A = A1 ×A2 × · · · ×An donde cada Ai es un ideal en Ri.

Demostración. Se tiene que

ϕk : R1 × · · · × Rk × · · · × Rn −→ Rk

(r1, . . . , rk, . . . , rn) 7−→ rk

es un homomorfismo sobreyectivo canónico. Así, sea A un ideal en R1 × R2 × · · · × Rn para cada
i ∈ {1, 2 . . . , n}, definimos

Ai = {ai ∈ Ri : (a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , an) ∈ A} = ϕk(A)

Luego, tenemos que

• Para cada i ∈ {1, 2 . . . , n}, Ai es un ideal de Ri, puesto que ϕi(A) = Ai y ϕi es un homomorfismo
sobreyectivo de anillos.

• Como cada Ai es un ideal de Ri, entonces, A1 × · · · ×An es un ideal de R1 × · · · × Rn.

• Veamos que A = A1 × · · · ×An

Sea a ∈ A1 × · · · × An, entonces a = (a1, . . . , an), donde cada ai ∈ Ai. Como ϕi es un ho-
momorfismo sobreyectivo, entonces existe αi ∈ A tal que ϕi(αi) = ai, luego, sea ei ∈ R tal
que ei = (0, . . . , 0, 1i, 0, . . .) donde 1i es el elemento identidad de Ri, para cada i = 1, 2, . . . , n,
entonces

a = α1e1 +α2e2 + · · ·+αnen

por lo que a ∈ A puesto que A es un ideal en R, así A1 × · · · ×An ⊆ A. Por otro lado, A ⊆
A1 × · · · ×An debido a la definición de cada Ai. Por lo tanto

A = A1 × · · · ×An

De ahí que, si A es un ideal de R entonces A = A1 ×A2 × · · · ×An donde cada Ai es un ideal en
Ri.

Definición 1.3. Si R es un anillo, un R−módulo izquierdo es un grupo abeliano M junto con una función
(a, x)→ ax de R×M en M que satisface, para cada a, b ∈ R y x, y ∈M

i) a(x+ y) = ax+ ay

ii) (a+ b)x = ax+ bx

iii) (ab)x = a(bx)

Si R tiene identidad, 1R y

iv) 1rx = x entonces M es un R−módulo izquierdo unitario.

A partir de este momento R siempre denotará un anillo conmutativo con identidad. Un ideal I de R
es un R-módulo izquierdo unitario, más aún, R es un R-módulo izquierdo unitario.

Definición 1.4. Sean M y N R-módulos, una función f : M → N es un homomorfismo de R-módulos (o es
R-lineal) si:
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• f(x+ y) = f(x) + f(y),

• f(ax) = af(x),

para cada a ∈ R y x, y ∈M.

Sea f :M → N un homomorfismo de R- módulos. Si f es biyectiva entonces f es un isomorfismo de
R−módulos (cf. [Rot03], [DF04], [Kas82]).

Definición 1.5. Un submóduloM′ deM es un subgrupo deM que es cerrado bajo multiplicación por elementos
de R.

El grupo abeliano M/M′ hereda de M una estructura de R-módulo definida por:

• (x+M′) + (y+M′) = (x+ y) +M′

• a(x+M′) = ax+M′.

Definición 1.6. Si M es un R-módulo y L,N son submódulos de M, entonces

L+N = {x+ y|x ∈ L, y ∈ N}

es el submódulo más pequeño de M que contiene a L y N (c.f. [AM69]), mientras que L∩N es el submódulo más
grande de M que está contenido en L y N (c.f. [Wis91]), bajo la inclusión.

Si M es un R-módulo y L,N son submódulos de M tales que M = L+N y L ∩N = {0} entonces M
es la suma directa de L y N, lo cual se denota por M = L⊕N.



2 C Ó D I G O S C Í C L I C O S S O B R E C A M P O S
F I N I TO S

Los códigos cíclicos fueron estudiados por primera vez por Prange en 1957. Desde entonces, los teóricos
de la codificación algebraica han hecho grandes progresos en el estudio de estos códigos. Los códigos
cíclicos incluyen la importante familia de códigos BCH y muchas clases importantes de códigos, entre
éstas se encuentran los códigos de Hamming y códigos de Golay.

La idea en los códigos correctores de errores consiste en añadir información redundante de tal
manera que es posible detectar o incluso corregir errores después de la transmisión.

Imaginemos a dos individuos, el remitente (emisor) y el receptor. El remitente debe tratar de trans-
mitir al receptor con la mayor precisión posible la salida de la fuente, esto es, el mensaje, y el único
vínculo de comunicación permitido entre los dos es un canal simétrico q-ario (cf. [McE04]). Para tal
efecto, se codifica el mensaje para darle alguna protección contra errores en el canal.

Supóngase que el mensaje u es codificado en la palabra-código x la cual es enviada por el canal,
debido al ruido del canal, el vector recibido y, quizá sea diferente de x, esto es, y = x + e donde e es
un vector error, la decodificación debe decidir a partir de y que mensaje u o (usualmente más simple)
que palabra-código x fué transmitida. En la Figura 1 se muestra un sistema general de transmisión de
información como el que se acaba de describir.

u = u1 . . . uk // C // x = x1 . . . xn // Canal // y = x + e // D // ū

e = e1 . . . en (ruido)
OO

Figura 1: Sistema general de transmisión de información

Definiciones y conceptos básicos relacionados con los códigos lineales sobre campos finitos son dados
en la sección 1, la estructura de los códigos cíclicos lineales se describe en la sección 2 y 3 (cf. [MA78],
[Rom92], [McE04]).

2.1 códigos lineales
Sea Fq un campo finito con q elementos, donde q = pm, p-primo, m ∈ N y sea Fn

q el conjunto de
n-adas de elementos de Fq.

Definición 2.1. Se dice que C es un código de longitud n sobre Fq ó que C es un Fq- código de longitud n
si C es un subconjunto de Fn

q . Un (n,M)-código C sobre Fq es un código de longitud n y tamaño M. A los
elementos de un código C se les llama palabras-código.

Definición 2.2. Sea H ∈ M(n−k)×n(Fq) arbitraria. Llamamos a C código lineal de longitud n sobre Fq con
matriz de chequeo de paridad H al conjunto que consiste de todos los vectores x ∈ Fn

q tales que Hxt = 0, i.e.,

C = {x ∈ Fn
q : Hxt = 0}.

Definición 2.3. Sea C un código lineal sobre Fq. Una matriz G cuyo espacio fila es igual a C es llamada una
matriz generadora para C. Recíprocamente, si G es una matriz con entradas en Fq, su espacio fila es llamado el
código lineal generado por G.

7
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Teorema 2.1. Si C es un código lineal sobre Fq con matriz de chequeo de paridad H = [A|In−k] ∈M(n−k)×n
(Fq), entonces su matriz generadora está dada por G = [Ik|−A

t] y viceversa.

Demostración. Si el mensaje es u = (u1, . . . , uk), entonces x = (x1, . . . , xn) ∈ C es tal que x1 = u1, ...,
xk = uk, de ahí que,  x1

...
xk

 = Ik

 u1
...
uk


Partiendo de que Hxt = 0 y que H = [A|In−k], tenemos que

[A|In−k]

 x1
...
xn

 = 0

entonces

0 = A

 x1
...
xk

+ In−k

 xk+1
...
xn


esto implica que,  xk+1

...
xn

 = −A

 x1
...
xk

 = −A

 u1
...
uk


por consiguiente,

x1
...
xk
xk+1

...
xn


=


Ik

 u1
...
uk


−A

 u1
...
uk




=

(
Ik
−A

) u1
...
uk

 , i.e.,

 x1
...
xn

 =

(
Ik
−A

) u1
...
uk

 ,

transponiendo, la última ecuación, obtenemos x = [x1x2...xn] = [u1u2...uk][Ik| − At] = uG, donde
G = [Ik|−A

t].

A las matrices H y G que se enuncian en el Teorema 2.1 se les llaman matriz de chequeo de paridad
estándar y matriz generadora estándar, respectivamente.

Teorema 2.2. Si C es un código lineal con matriz de chequeo de paridad H = [A|In−k] ∈ M(n−k)×n(Fq),
entonces dimC = k y |C| = qk.

Demostración. Como rango(H) = n − k entonces nulidad(H) = n − (n − k) = k, por consiguiente, dimC =

k y toda palabra-código se puede escribir como combinación lineal de k vectores en C, i.e., x =∑n
i=1 αixi donde αi ∈ Fq y xi ∈ C, i = 1, ..., k. Hay qk de tales combinaciones lineales, por lo tan-

to, |C| = qk.

Definición 2.4. Un [n, k]-código lineal sobre Fq es un subespacio k-dimensional del espacio vectorial Fn
q ; n es

llamado la longitud del código y k la dimensión .

Usualmente la matriz de chequeo de paridad H de un [n, k]-código lineal C es una matriz de tamaño
(n− k)×n de la forma H = [A|In−k], sin embargo, H no necesariamente debe tener esta forma ya que
si H es equivalente a una matriz escalonada reducida por filas H ′, entonces el espacio nulo de H ′ es
igual al espacio nulo de H.
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Definición 2.5. Se dice que dos códigos lineales C1 y C2 son equivalentes por permutación si existe una permu-
tación de sus coordenadas, la cual envía C1 a C2, ver Ejemplo 2.2. Esta permutación puede ser descrita usando
una matriz de permutación, la cual es una matriz cuadrada con exactamente un 1 en cada fila y columna y 0 ′s en
todo lo demás. Sean G1 la matriz generadora de C1 y G2 la matriz generadora de C2, C1 y C2 son equivalentes
por permutación si y sólo si existe una matriz de permutación P tal que G1P = G2 (c.f. [HP03]).

Teorema 2.3. Si C es un [n, k]-código lineal sobre Fq con matriz de chequeo de paridad H y matriz generadora
G entonces HGt = 0 o GHt = 0.

Demostración. Como x = uG para cada x ∈ C y u ∈ Fn
q entonces xt = Gtut, pero Hxt = 0, de ahí que,

0 = Hxt = HGtut, i.e., 0 = HGtut para cada u ∈ Fn
q , por consiguiente, HGt = 0 o bien, GHt = 0.

Definición 2.6. Sean n ∈N y x ∈ Fn
q

(i) El peso de Hamming de x, denotado por wH(x), se define como wH(x) := |{1 6 j 6 n | xj 6= 0}|.

(ii) La distancia de Hamming entre x, y ∈ Fn
q , denotada por dH(x, y), se define como:

dH(x, y) = wH(x − y)

(iii) Si C es un código sobre Fq, la distancia mínima de Hamming

dC = mín{dH(x, y) | x, y ∈ C y x 6= y}

= mín{wH(x − y) | x, y ∈ C y x 6= y}

La distancia mínima de un [n, k]-código lineal es de suma importancia en la teoría de códigos
detectores-correctores de errores, uno de los resultados más relevantes respecto a este parámetro se
enuncia a continuación, cuya demostración se puede encontrar en cualquier libro de Teoría de Códi-
gos.

Teorema 2.4 ([LA14] Teorema 3.9, pág. 16). Un [n, k, d]-código lineal C sobre Fq, puede corregir
[
1
2 (d− 1)

]
o menos errores.

Definición 2.7. Sean u = (u1, u2, . . . , un) y v = (v1, v2, . . . , vn) vectores en Fn
q . El producto escalar de u y

v está definido por u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn y se denota por u · v. Dos vectores u y v en Fn
q son ortogonales

si u · v = 0.

Definición 2.8. Si C es un Fq-código lineal su código dual u ortogonal C⊥ puede ser definido como el conjunto
de vectores que son ortogonales a todas las palabras-código de C, es decir,

C⊥ =
{

u ∈ Fn
q : u · v = 0 para todo v ∈ C

}
,

un Fq-código lineal C es auto-dual si C = C⊥.

2.2 códigos cíclicos lineales
Un corrimiento cíclico es una función:

σ : Fn
q → Fn

q

a = (a0, . . . , an−1) 7→ σ(a) = (an−1, a0, . . . , an−2)

Definition 2.1. Un código C ⊆ Fn
q es cíclico si es lineal y si un corrimiento cíclico de una palabra-código es

también una palabra-código, i.e., σ(C) = C.

Sea Rn =
Fq[x]

〈xn − 1〉
.

Recordemos lo siguiente sobre el anillo Rn,
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• Cada polinomio con coeficientes en Fq de grado menor o igual que n− 1 pertenece a una clase
diferente, estos polinomios serán los representantes de las clases residuales.

• La suma y el producto en Rn son las usuales, i.e., en la suma se suman los polinomios representan-
tes y en el producto se multiplican los polinomios representantes, recordando que en este último
caso el producto obtenido se reduce módulo xn − 1. Obsérvese que xn + 〈xn − 1〉 = 1+ 〈xn − 1〉
en Rn ya que xn − 1 ∈ 〈xn − 1〉, lo cual se denota por xn ≡ 1 (mód xn − 1), en este contexto,
abusando de la notación, se suele reemplazar a xn ≡ 1 (mód xn − 1) por xn = 1 en Rn.

Definimos la siguiente función

ψ : Fn
q → Rn

c = (c0, c1, . . . , cn−1) 7→ c(x) + I = (c0 + c1x+ ... + cn−1x
n−1) + I

(3)

donde I = 〈xn − 1〉 y ψ es un isomorfismo que va del Fq espacio vectorial Fn
q al Fq espacio vectorial

Rn. Para probar que es un isomofismo de espacios vectoriales primero veamos que ψ es transformación
lineal, sean a,b ∈ Fn

q con a = (a0, a1, . . . , an−1) y b = (b0, b1, . . . , bn−1) y λ ∈ Fq tenemos que

ψ(a + λb) = ψ((a0 + λb0, a1 + λb1, . . . , an−1 + λbn−1))

= ((a0 + λb0) + (a1 + λb1)x+ . . .+ (an−1 + λbn−1)x
n−1) + I

= ((a0 + a1x+ ... + an−1x
n−1) + I) + (λ(b0 + b1x+ ... + bn−1x

n−1) + I)

= ψ(a) + λψ(b)

Por lo que ψ es tranformación lineal, ahora bien , por el recordatorio que hicimos previamente
sobre el anillo Rn entonces cada elemento f(x) + I ∈ Rn es de la forma f(x) + I = (f0 + f1x+ · · ·+
fn−1x

n−1) + I, luego, existe f = (f0, f1, . . . , fn−1) ∈ Fn
q tal que ψ(f) = f(x) + I, por lo que ψ es

sobreyectiva. Para ver que ψ es inyectiva tomemos dos elementos, a,b ∈ Fn
q con a = (a0, a1, . . . , an−1)

y b = (b0, b1, . . . , bn−1), y supongamos que ψ(a) = ψ(b)

⇒ a(x) + I = b(x) + I

⇒ a(x) − b(x) ∈ I = 〈xn − 1〉
⇒ a(x) − b(x) = 0 en Fq[x] (ya que grad(a(x) − b(x)) < n)

⇒ a(x) = b(x)

⇒ ai = bi para cada i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

⇒ a = b

por lo que ψ es un isomorfismo de espacios vectoriales. Así que a cada elemento a ∈ C lo podemos ver
como a(x) + I donde I = 〈xn − 1〉 y vicecersa.

Teorema 2.5. Sea ψ como la definimos en (3) y C un subconjunto no vacío de Fn
q . C es un código cíclico si y

sólo si, ψ(C) es un ideal del anillo Rn.

Demostración. ⇐] Supongamos que ψ(C) es un ideal de Rn, entonces para cualesquiera α+ I, β+ I ∈
Rn, con α,β ∈ Fq y a,b ∈ C se cumple que αψ(a) + I, βψ(b) + I ∈ ψ(C), así (αψ(a) + βψ(b)) + I está
en ψ(C) y como ψ es tranformación Fq-lineal, tenemos que (αψ(a) + βψ(b)) + I = ψ(αa + βb) es un
elemento de ψ(C), por lo que αa+βb está en C, de ahí que C es subespacio vectorial, y por tanto es un
código lineal. Resta ver que C es cíclico, para ello consideremos la palabra código c = (c0, c1, . . . , cn−1)

en C, tenemos que

ψ(c) = c(x) + I = co + c1x+ . . .+ cn−1x
n−1 + I

y ya que ψ(C) es un ideal de Rn y x+ I está en Rn entonces

(c(x) + I)(x+ I) = (c0 + c1x+ ... + cn−1x
n−1 + I)(x+ I)

= (c0 + c1x+ ... + cn−1x
n−1)x+ I

= (c0x+ c1x
2 + ... + cn−2x

n−1 + cn−1x
n) + I

= (c0x+ c1x
2 + ... + cn−2x

n−1 + cn−1) + I (ya que xn = 1 en Rn)

= (cn−1 + c0x+ c1x
2 + ... + cn−2x

n−1) + I
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está en ψ(C), y mas aún, ya que éste es el polinomio asociado con el vector c ′ = (cn−1, c0, c1, . . . , cn−2),
entonces c ′ está en C. Por tanto, C es un código cíclico.

⇒] Supongamos que C es un código cíclico. Sean a(x) + I, b(x) + I elementos de ψ(C), existen a, b
en C tales que ψ(a) = a(x) + I y ψ(b) = b(x) + I, así

(a(x) − b(x)) + I = ψ(a) −ψ(b)

= ψ(a − b) (ya que ψ es Fq − lineal)

y como a−b está en C entonces ψ(a−b) está en ψ(C), así (a(x)+ I)− (b(x)+ I) es un elemento de ψ(C),
de ahí que (ψ(C),+) 6 (Rn,+). Por otro lado, sea f(x) + I = f0 + f1x+ . . .+ fn−1x

n−1 + I elemento
de ψ(C), entonces f(x) + I = ψ((f0, f1, . . . , fn−1)), donde (f0, f1, . . . , fn−1) es una palabra código de C,
tenemos que el polinomio

(x+ I)(f(x) + I) = fn−1 + f0x+ f1x
2 + · · ·+ fn−2x

n−1 + I

es también un elemento de ψ(C) puesto que el vector (fn−1, f0, f1, . . . , fn−2) es un elemento de C ya
que este es cíclico. De manera análoga

(x2 + I)(f(x) + I) = (x+ I)(xf(x) + I) = fn−2 + fn−1x+ f0x
2 + f1x

3 + · · ·+ fn−3x
n−1 + I

es un elemento de ψ(C), ya que el vector (fn−2, fn−1, f0, f1, . . . , fn−3) está en C. Supongamos que
(xk+ I)(f(x)+ I) está en ψ(C) con k un entero positivo, veamos que (xk+1+ I)(f(x)+ I) también lo está.
Tenemos que

(xk+1 + I)(f(x) + I) = (x+ I)(xkf(x) + I)

y como (xkf(x) + I) está en ψ(C) entonces existe un vector fk = (fn−k, fn−(k−1), . . . , fn−1, f0, f1, . . .

. . . , fn−(k+1)) en C tal que ψ(fk) = (xkf(x) + I), luego

(x+ I)(xkf(x) + I) = (x+ I)(fn−k + fn−(k−1)x+ · · ·+ f0xk + f1x
k+1 + · · · fn−(k+1)x

n−1 + I)

= (fn−(k+1) + fn−kx+ fn−(k−1)x
2 + · · ·+ f0xk+1 + f1x

k+2 + · · ·

· · ·+ fn−(k+2)x
n−1) + I

pero fk+1 = (fn−(k+1), fn−k, fn−(k−1), . . . , fn−1, f0, f1, . . . , fn−(k+2)) ∈ C ya que fk ∈ C y C es cíclico,
entonces xk+1f(x) + I está en C. Por lo que, para toda k > 0 se cumple que (xk + I)(f(x) + I) pertenece
a ψ(C). Sea g(x) + I = g0 + g1x+ · · ·+ gn−1x

n−1 + I un elemento de Rn entonces

g(x)f(x) + I = (g0 + g1x+ · · ·+ gn−1x
n−1 + I)(f(x) + I)

=

n−1∑
i=0

gi(x
if(x) + I)

y como xif(x) + I está en ψ(C) para cada 0 6 i 6 n− 1, existe fi para cada i, tal que ψ(fi) = xif(x) + I,
y ya que ψ es isomorfismo de espacios vectoriales y cada gi está en Fq se sigue que

g(x)f(x) + I =

n−1∑
i=0

giψ(fi)

=

n−1∑
i=0

ψ(gifi)

= ψ(

n−1∑
i=0

gifi)

y como C es un código lineal entonces
n−1∑
i=0

gifi está en C, por lo que f(x)g(x) + I es un elemento de

ψ(C). Por tanto, ψ(C) es un ideal de Rn
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A partir de ahora, cuando hablemos de un código cíclico C lo veremos como un ideal del anillo Rn

y viceversa, según nos convenga.

Notar que, de acuerdo a la definición de código cíclico, un código lineal C es cíclico si es cerrado
bajo todo corrimiento cíclico, es decir,

(c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C⇒ (ck, . . . , cn−1, c0, c1, . . . , ck−1) ∈ C

Si p(x) + I ∈ Rn, entonces el ideal generado por p(x) + I, denotado por 〈p(x) + I〉 (donde I es el ideal
I = 〈xn − 1〉), es, abusando del lenguaje, el ideal generado por p(x) en Rn

2.2.1 El Polinomio Generador de un Código Cíclico

En el siguiente teorema exhibiremos que Rn es un anillo de ideales principales y por ende que cada
código cíclico tiene un polinomio generador.

Teorema 2.6. Sea C un ideal en Rn distinto de cero, esto es, un código cíclico de longitud n.

i) Hay un único polinomio mónico g(x) de grado mínimo tal que C = 〈g(x) + I〉 y g(x) es llamado el
polinomio generador de C.

ii) El polinomio generador g(x) divide a xn − 1.

iii) Si el grad(g(x)) = r, entonces C tiene dimensión n− r. De hecho,

C = 〈g(x) + I〉 = {(r(x) + I)(g(x) + I) : grad(r(x)) < n− r}.

iv) Si g(x) = g0 + g1x+ · · ·+ grxr entonces g0 6= 0 y C tiene matriz 1 generadora

G =


g0 g1 . . . gr

g0 g1 . . . gr
. . . . . .

g0 g1 . . . gr


donde cada fila de G es un corrimiento cíclico de la fila previa.

Demostración. i) Sean los polinomios g1(x), g2(x) ∈ Fq[x] mónicos y de grado mínimo r distintos,
tales que g1(x) + I, g2(x) + I ∈ C y g1(x) + I 6= g2(x) + I, entonces (g1(x) + I) − (g2(x) + I) 6= 0

y (g1(x) + I) − (g2(x) + I) ∈ C pero grad(g1(x) − g2(x)) < r lo cual no puede ser posible, así,
g1(x) + I = g2(x) + I. Por lo tanto, hay un único polinomio mónico g(x) de grado mínimo r tal
que g(x) + I ∈ C.

Veamos que C = 〈g(x) + I〉.

⊇]Sea g(x) ∈ Fq[x] mónico y de grado mínimo r tal que g(x) + I ∈ C, como C es un ideal de Rn,
entonces 〈g(x) + I〉 ⊆ C.

⊆] Supongamos que p(x) + I ∈ C para algún p(x) ∈ Fq[x], por el algoritmo de la división existen
q(x), r(x) ∈ Fq[x] tales que p(x) = q(x)g(x) + r(x) donde r(x) = 0 ó grad(r(x)) < grad(g(x))

entonces p(x) + I = (q(x) + I)(g(x) + I) + (r(x) + I) para algún q(x) + I, r(x) + I ∈ Rn. Como C

es un ideal que contiene a g(x) + I, tenemos, p(x) + I, (q(x) + I)(g(x) + I) ∈ C, por consiguiente,
r(x) + I = p(x) + I− (q(x) + I)(g(x) + I) ∈ C, i.e., r(x) + I ∈ C pero grad(r(x)) < grad(g(x)) ésto
sólo es posible si r(x) = 0, de ahí que p(x) = q(x)g(x) entonces p(x) + I = q(x)g(x) + I = (q(x) +

I)(g(x) + I) ∈ 〈g(x) + I〉, por consiguiente, p(x) + I ∈ 〈g(x) + I〉, en consecuencia, C ⊆ 〈g(x) + I〉.

Por lo tanto, C = 〈g(x) + I〉.

1 Los espacios en blanco en la matriz representan los ceros omitidos
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ii) Dividiendo xn − 1 por g(x) obtenemos xn − 1 = q(x)g(x) + r(x) para algunos q(x), r(x) ∈ Fq[x]

donde r(x) = 0 ó grad(r(x)) < r. Como en Rn (xn − 1) + I = 0+ I. Entonces

(xn − 1) + I = (q(x)g(x) + r(x)) + I en Rn

= (q(x) + I)(g(x) + I) + (r(x) + I)

si f(x) + I = (q(x) + I)(g(x) + I) ∈ C para f(x) = q(x)g(x) ∈ Fq[x]

⇒ 0+ I = (f(x) + I) + (r(x) + I)

⇒ r(x) + I ∈ C donde grad(r(x)) < r

⇒ r(x) = 0

⇒ xn − 1 = q(x)g(x)

Por lo tanto, g(x)|xn − 1.

iii) El ideal generado por g(x) + I es 〈g(x) + I〉 = {(f(x) + I)(g(x) + I) : f(x) + I ∈ Rn} con la reducción
usual módulo xn − 1 y debemos mostrar que es suficiente restringir f(x) a polinomios de grado
menor que n− r. Como g(x)|xn − 1 entonces xn − 1 = h(x)g(x) para algún h(x) ∈ Fq[x] de grado
n− r. Dividamos f(x) por h(x) luego f(x) = q(x)h(x) + r(x) donde grad(r(x)) < grad(h(x)) =

n− r

⇒ f(x)g(x) = q(x)h(x)g(x) + r(x)g(x)

⇒ f(x)g(x) = q(x)(xn − 1) + r(x)g(x)

⇒ f(x)g(x) − r(x)g(x) = q(x)(xn − 1) ∈ (xn − 1) = I

⇒ f(x)g(x) − r(x)g(x) ∈ I
⇒ f(x)g(x) ≡ r(x)g(x) (mód I)

lo que queríamos demostrar. Sólo resta probar que el conjunto

{g(x) + I, xg(x) + I, . . . , xn−r−1g(x) + I}

genera a C y es linealmente independiente, formando así una base para C. Veamos que dicho
conjunto genera a C. Sea u(x) + I ∈ C, u(x) + I = (f(x) + I)(g(x) + I) donde grad(f(x)) < n− r y
f(x) = a0 + a1x+ . . .+ an−r−1x

n−r−1

⇒ u(x) + I = ((a0 + a1x+ . . .+ an−r−1x
n−r−1) + I)(g(x) + I)

= ((a0 + a1x+ . . .+ an−r−1x
n−r−1)g(x)) + I

= (a0g(x) + a1xg(x) + . . .+ an−r−1x
n−r−1g(x)) + I

= (a0g(x) + I) + (a1xg(x) + I) + . . .+ (an−r−1x
n−r−1g(x) + I)

= (a0 + I)(g(x) + I) + (a1 + I)(xg(x) + I) + . . .+

(an−r−1 + I)(xn−r−1g(x) + I)

así {g(x) + I, xg(x) + I, . . . , xn−r−1g(x) + I} genera a C, donde como sabemos los ai + I están en
una copia isomofa de Fq en Rn.
Ahora probemos que {g(x)+ I, xg(x)+ I, . . . , xn−r−1g(x)+ I} es un conjunto linealmente indepen-
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diente.
Supongamos que

0+ I = (b0 + I)(g(x) + I) + (b1 + I)(xg(x) + I) + . . .+ (bn−r−1 + I)(xn−r−1g(x) + I)

⇒ (b0g(x) + b1xg(x) + . . .+ bn−r−1x
n−r−1g(x)) + I = 0+ I

⇒ (b0g(x) + b1xg(x) + . . .+ bn−r−1x
n−r−1g(x)) ∈ I = 〈xn − 1〉

⇒ (b0 + b1x+ . . .+ bn−r−1x
n−r−1)g(x) ∈ 〈xn − 1〉

⇒ (b0 + b1x+ . . .+ bn−r−1x
n−r−1)g(x) = 0

( ya que este polinomio tiene grado menor que n)

⇒ b0 + b1x+ . . .+ bn−r−1x
n−r−1 = 0

⇒ bi = 0, i = 0, . . . , n− r− 1

⇒ bi + I = 0+ I, i = 0, . . . , n− r− 1

así {g(x) + I, xg(x) + I, . . . , xn−r−1g(x) + I} es linealmente independiente. De ahí que {g(x) +

I, xg(x) + I, . . . , xn−r−1g(x) + I} es una base para C. Por lo tanto, dimC = n− r.

iv) Supongamos que g0 = 0, entonces g(x) = xh(x) donde h(x) ∈ Fq[x] y grad(h(x)) < r pero
h(x) = 1 · h(x), y en Rn se tiene que:

h(x)+ I = 1 ·h(x)+ I = xn ·h(x)+ I = xn−1(xh(x))+ I = (xn−1+ I)(g(x)+ I) ∈ C⇒ h(x)+ I ∈ C,

lo cual no puede ser posible. Por lo tanto, g0 6= 0. Finalmente, recordando que {g(x) + I, xg(x) +

I, . . . , xn−r−1g(x) + I} es una base de C y que a una clase polinomial la podemos ver como una
palabra-código luego tenemos las siguientes relaciones:

g(x) + I ↔ (g0, g1, . . . , gr, 0, 0, . . . , 0)

xg(x) + I ↔ (0, g0, g1, . . . , gr, 0, . . . , 0)

...
...

xn−r−1g(x) + I ↔ (0, 0, . . . , 0, g0, g1, . . . , gr)

así el conjunto de palabras-código

{(g0, g1, . . . , gr, 0, 0, . . . , 0), (0, g0, g1, . . . , gr, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 0, g0, g1, . . . , gr)}

genera a C y por la Definición 2.3 tenemos que si G es la matriz
g0 g1 . . . gr

g0 g1 . . . gr
. . . . . .

g0 g1 . . . gr


entonces el espacio fila de G debe generar a C.

A partir de ahora haremos uso de la notación C = 〈〈p(x) + I〉〉 para denotar el hecho de que C es el
ideal generado por p(x) + I y que p(x) es el polinomio generador para C.

Teorema 2.7. Un polinomio mónico p(x) en Rn es el polinomio generador para un código cíclio si y sólo si
p(x)|xn − 1.

Demostración. Debemos establecer dos implicaciones.
⇒] Ya probamos en el teorema anterior que si p(x) + I ∈ Rn es el polinomio generador de un código
cíclico C entonces p(x)|xn − 1.
⇐] Supongamos que p(x)|xn − 1 y sea g(x) + I el polinomio generador para C = 〈p(x) + I〉 con p(x) 6=
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g(x), entonces tenemos que grad(g(x)) < grad(p(x)).
Por hipótesis

xn − 1 = p(x)f(x), para algún f(x) ∈ Fq[x]

Además como g(x) + I ∈ C⇒ g(x) + I ∈ 〈p(x) + I〉 ⇒ g(x) + I = (h(x) + I)(p(x) + I) para algún h(x) ∈
Fq[x] ⇒ (g(x) + I)(f(x) + I) = (h(x) + I)(p(x) + I)(f(x) + I) = (h(x) + I)((xn − 1) + I) = 0 + I. Pero
grad(g(x)f(x)) < grad(p(x)f(x)) = n y además g(x)f(x) + I = 0+ I lo cual no puede ser posible, así
p(x) + I = g(x) + I. Por lo tanto, si p(x)|xn − 1 entonces p(x) es el polinomio generador de un código
cíclico.

Sean Dn = {m(x) ∈ Fq[x] : m(x)|xn − 1 y m(x) es mónico} y Gn el conjunto de todos los códigos
cíclicos en Rn, es decir, Gn = {C ⊆ Rn : C es un ideal}. Tenemos que la función

γ : Dn → Gn

g(x) → 〈〈g(x)〉〉

es una correspondecia uno-a-uno entre el conjunto de todos los divisores mónicos, Dn, y el conjunto
de todos los códigos cíclicos, Gn , en Rn, donde envía a cada divisor mónico g(x) de xn − 1 al código
〈〈g(x)〉〉. De los Teoremas 2.6 y 2.7 tenemos que γ es sobreyectiva, por lo que resta ver que γ es
inyectiva. Sean C1,C2 ∈ Gn, supongamos que C1 = C2 donde C1 = 〈〈m1(x)〉〉 y C2 = 〈〈m2(x)〉〉. Sea
c1 = m1(x) ∈ C1, entonces m1(x) = c1 ∈ C2, por lo que m1(x) = f1(x)m2(x), luego m2(x)|m1(x) y
como m1(x) y m2(x) son mónicos del mismo grado entonces m1(x) = m2(x)

La función γ tiene algunas propiedades adicionales relacionadas con un orden parcial natural en Dn

y Gn. Notemos que si C1 y C2 son códigos cíclicos en Rn, entonces la suma

C1 + C2 = {c1 + c2|c1 ∈ C1, c2 ∈ C2}

es el código cíclico más pequeño en Rn que contiene a C1 y C2. Probemos esto último, sea C un ideal en
Rn que contiene a C1 y C2, veamos que C1 + C2 ⊆ C. Tomemos c1 + c2 ∈ C1 + C2, entonces c1 ∈ C1 ⊆ C

y c2 ∈ C2 ⊆ C, de ahí que c1 + c2 ∈ C, lo que queríamos demostrar, en consecuencia C1 + C2 es el ideal
más pequeño en Rn que contiene a C1 y C2.

Teorema 2.8. Sea C1 = 〈〈g1(x) + I〉〉 y C2 = 〈〈g2(x) + I〉〉 códigos cíclicos en Rn. Entonces

i) C1 ⊆ C2 ⇔ g2(x)|g1(x),

ii) C1 ∩ C2 = 〈〈mcm(g1(x), g2(x))〉〉,

iii) C1 + C2 = 〈〈mcd(g1(x), g2(x))〉〉.

Demostración. i) Es fácil ver que se sigue el resultado. C1 ⊆ C2 ⇔ 〈〈g1(x)〉〉 ⊆ C2 ⇔ g1(x) ∈ C2 y ya
que C2 = 〈〈g2(x)〉〉 ⇔ g1(x) = m(x)g2(x) para algún m(x) ∈ Fq[x]⇔ g2(x)|g1(x).

∴ C1 ⊆ C2 ⇔ g2(x)|g1(x)

ii) Dado que C1 ∩C2 es un ideal en Rn entonces es un código cíclico lineal sobre Fq, luego C1 ∩C2 =

〈〈m(x)〉〉 y solo resta porbar que m(x) = mcm(g1(x), g2(x)) para ello veamos que i) m(x) es
múltiplo de g1(x) y g2(x) y que ii) si g1(x)|u(x) y g2(x)|u(x) entonces m(x)|u(x).
i) m(x) ∈ C1 ∩ C2 ⇒ m(x) ∈ C1 y m(x) ∈ C2 ⇒ m(x) = v1(x)g1(x) y m(x) = v2(x)g2(x) para
algunos v1, v2 ∈ Rn ⇒ m(x) es un múltiplo de g1(x) y de g2(x)
ii) Supongamos que g1(x)|u(x) y g2(x)|u(x) ⇒ u(x) = z1(x)g1(x) y u(x) = z2(x)g2(x) ⇒ u(x) ∈
C1 y u(x) ∈ C2 ⇒ u(x) ∈ C1 ∩ C2 = 〈〈m(x)〉〉 ⇒ u(x) = h(x)m(x) para algún h(x) ∈ Rn

⇒ m(x)|u(x).
Así,m(x) = mcm(g1(x), g2(x)). Por lo tanto, C1 ∩ C2 = 〈〈mcm(g1(x), g2(x))〉〉.
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iii) Dado que C1+C2 es un ideal en Rn, entonces es un código cíclico lineal sobre Fq, luego C1+C2 =

〈〈d(x)〉〉 y sólo resta probar que d(x) = mcd(g1(x), g2(x)), para ello veamos que

a) d(x)|g1(x) y d(x)|g2(x),

b) Si v(x)|g1(x) y v(x)|g2(x), entonces v(x)|d(x).

a) Sean g1(x) ∈ C1 ⊆ C1 + C2 = 〈〈d(x)〉〉 y g2(x) ∈ C2 ⊆ C1 + C2 = 〈〈d(x)〉〉

⇒ g1(x) = t1(x)d(x) y g2(x) = t2(x)d(x)

para algunos t1(x), t2(x) ∈ Rn

⇒ d(x)|g1(x) y d(x)|g2(x).

b) Si v(x)|g1(x) y v(x)|g2(x) entonces g1(x) = u1(x)v(x) y g2(x) = u2(x)v(x) para algunos
u1(x), u2(x) ∈ Rn. Sea d(x) = c ∈ C1 + C2 entonces c = c1 + c2 con c1 ∈ C1 y c2 ∈ C2, por
lo que existen s1(x), s2(x) ∈ Rn tales que c1 = s1(x)g1(x) y c2 = s2(x)g2(x)

⇒ d(x) = s1(x)u1(x)v(x) + s2(x)u2(x)v(x) = (m1(x)u1(x) +m2(x)u2(x))v(x)

⇒ v(x)|d(x)

Así, d(x) = mcd(g1(x), g2(x)). Por lo tanto, C1 + C2 = 〈〈mcd(g1(x), g2(x))〉〉.

2.2.2 El Polinomio de Chequeo de un Código Cíclico

Como el polinomio generador g(x) de un [n,n− r]-código cíclico en Rn divide a xn − 1, tenemos que

xn − 1 = g(x)h(x)

donde h(x) es un polinomio de grado n− r, llamado el polinomio de chequeo de C.

Teorema 2.9. Sea h(x) el polinomio de chequeo de un código cíclico C en Rn.

i) El código C puede ser descrito de la siguente forma

C = {p(x) + I ∈ Rn|(p(x) + I)(h(x) + I) = 0+ I},

ii) Si h(x) = h0 + h1x+ . . .+ hn−rx
n−r, entonces una matriz de chequeo de paridad para C esta dada por

H =


hn−r hn−r−1 . . . h0

hn−r hn−r−1 . . . h0
. . . . . .

hn−r hn−r−1 . . . h0

 ,
iii) El código dual C⊥ es el código cíclico de dimensión r con polinomio generador

h⊥(x) = h0
−1xn−rh(x−1) = h0

−1(h0x
n−r + h1xn− r− 1+ · · ·+ hn−r),

donde el último polinomio en paréntesis es el polinomio reverso, ó contrario u opuesto del polinomio de
chequeo h(x). (Notar que C⊥ no es generado por h(x)).

Demostración. i) Sea g(x) + I el polinomio generador de C, si p(x) + I ∈ C, entonces p(x) + I =

(f(x) + I)(g(x) + I) para algún f(x) + I ∈ Rn. Así

(p(x) + I)(h(x) + I) = (f(x) + I)(g(x) + I)(h(x) + I)

= (f(x) + I)(g(x)h(x) + I)

= (f(x)(xn − 1) + I)

= 0+ I
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por lo que C ⊆ {p(x) + I ∈ Rn|(p(x) + I)(h(x) + I) = 0+ I}.

Por otro lado, sea p(x)+ I ∈ Rn tal que (p(x)+ I)(h(x)+ I) = 0+ I. Por el algoritmo de la división
existen, q(x), r(x) ∈ Fq[x] tales que

p(x) = q(x)g(x) + r(x)

donde r(x) = 0 ó grad(r(x)) < grad(g(x)) = r. Supongamos que grad(r(x)) < r, multiplicando
por h(x), tenemos

p(x)h(x) = q(x)g(x)h(x) + r(x)h(x)

entonces, p(x)h(x)− r(x)h(x) ∈ I, así que p(x)h(x)+ I = r(x)h(x)+ I, de ahí que r(x)h(x)+ I = 0+
I, es decir, r(x)h(x) ∈ 〈xn − 1〉 pero grad(r(x)h(x)) < r+ (n− r) = n, lo cual es una contradicción
por lo que r(x) = 0 y así p(x) = q(x)g(x), lo que nos lleva a que p(x) + I = (q(x) + I)(g(x) + I),
por tanto p(x) + I ∈ C.

ii) Sea c(x)+ I ∈ C, con c(x)+ I = c0+ c1x+ c2x2+ · · ·+ ctxt+ I donde t = grad(c(x)) < n, tenemos
por el inciso i) que c(x)h(x) + I = 0+ I, es decir, c(x)h(x) ∈ I por lo que existe a(x) ∈ Fq[x], con
a(x) = a0+a1x+a2x

2 · · ·+amxm tal que c(x)h(x) = a(x)(xn− 1) y como grad(c(x)h(x)) < n+

(n− r) = 2n− r, entonces m = grad(a(x)) < n− r, por lo que existe k ∈N tal que m+ k = n− r.
Notemos que

a(x)(xn − 1) = a0x
n + a1x

n+1 + a2x
n+2 + · · ·+ amxn+m − a0 − a1x− a2x

2 · · ·− amxm

= −a0 − a1x− a2x
2 − · · ·− amxm + am+1x

m+1 + · · ·+ am+k−1x
m+k−1

+am+kx
m+k + am+k+1x

m+k+1 + · · ·+ an−1x
n−1 +

+a0x
n + a1x

n+1 + a2x
n+2 · · ·+ amxn+m

= −a0 − a1x− a2x
2 − · · ·− amxm + am+1x

m+1 + · · ·+ an−r−1x
n−r−1

+an−rx
n−r + a(n−r)+1x

(n−r)+1 + · · ·+ a(n−r)+(r−1)x
n−r+(r−1) +

+a0x
n + a1x

n+1 + a2x
n+2 · · ·+ amxn+m

donde a(n−r)+i = 0 para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , r− 1}, por lo que en el producto de c(x)h(x), los
coeficientes de xn−r, xn−r+1, . . . , xn−1 son iguales a 0, es decir, para toda j ∈ {n − r, n − r +

1, . . . , n− 1} se cumple
j∑

i=0

cihj−i = 0, desarrollando la suma para cada j podemos ver que

0 = c0hn−r + c1hn−r−1 + · · ·+ cn−rh0

0 = c0hn−r+1 + c1hn−r + c2hn−r−1 + · · ·+ cn−r+1h0
...

0 = c0hn−1 + c1hn−2 + · · ·+ cr−1hn−r + crhn−1−r + · · · cn−1h0

y ya que grad(h(x)) = n− r, entonces hn−1 = hn−2 = · · · = hn−r+1 = 0 por lo que, tenemos lo
siguiente

0 = c0hn−r + c1hn−r−1 + · · ·+ cn−rh0

0 = c1hn−r + c2hn−r−1 + · · ·+ cn−r+1h0
...

0 = cr−1hn−r + crhn−1−r + · · · cn−1h0

de aqui, podemos ver que


hn−r hn−r−1 . . . h0

hn−r hn−r−1 . . . h0
. . . . . .

hn−r hn−r−1 . . . h0




c0
c1
...

cn−1

 =


0

0
...
0


Por tanto, por la Definición 2.2 tenemos que H es una matriz de chequeo de paridad del código
C.



18 códigos cíclicos sobre campos finitos

iii) Primero probemos que h⊥(x) divide a xn − 1. Tenemos que h(x)g(x) = xn − 1

⇒ h(x−1)g(x−1) = x−n − 1

⇒ xnh(x−1)g(x−1) = xn(x−n − 1)

⇒ (xn−rh(x−1))(xrg(x−1)) = 1− xn

⇒ h⊥(x)(−f(x)) = xn − 1 donde f(x) = xrg(x−1)

⇒ h⊥(x)|xn − 1

Así, por el Teorema 2.7, 〈h⊥(x) + I〉 = C ′ es un código cíclico y por el Teorema 2.6 su matriz
generadora es H (como en el inciso ii)) y dim(C) = n− (n− r) = r, ahora como Hct = 0 entonces
para cada vector h generado por el espacio fila de la matriz H, es h · c = 0, por lo que C ′ ⊆ C⊥ y
como dim(C⊥) = r entonces C ′ = C⊥

Ejemplo 2.1. Sean R = F2[x] e I = x9 − 1, tenemos que

R9 =
F2[x]

〈x9 − 1〉
= {f(x) + (x9 − 1) : f(x) ∈ F2[x]}

Se tiene que x9 − 1 = (1+ x)(1+ x+ x2)(1+ x3 + x6) es producto de factores irreducibles sobre F2. De ahí
que hay 23 = 8 códigos cíclicos en R9. Uno de ellos es el código cíclico C1 = 〈〈(1+ x3 + x6) + (x9 − 1)〉〉 que
tiene dimensión dimC1 = 9− 6 = 3 y matriz generadora

G =

 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1



Existen códigos lineales muy famosos, uno de ellos es el [7, 4, 3]−código lineal de Hamming y en
este ejemplo, abordaremos las principales características de dicho código.

Ejemplo 2.2. Veamos que el [7, 4, 3]-código lineal de Hamming es un código cíclico lineal. Considérese el polino-
mio x7 − 1 = (1+ x)(1+ x2 + x3)(1+ x+ x3) como producto de irreducibles sobre F2 y construyamos el anillo

cociente R7 =
F2[x]

〈x7 − 1〉
. Sea g(x) = 1+ x+ x3 tenemos que 〈〈g(x) + (x7 − 1)〉〉 es un ideal principal en R7 por

lo que 〈〈g(x) + (x7 − 1)〉〉 = C donde C es un código cíclico. Así g(x) genera un [7, 4]-código lineal cíclico con
matriz generadora

G =


1 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

0 0 1 1 0 1 0

0 0 0 1 1 0 1

 .

Sea x ∈ C y u ∈ F4
2 con u = (u1, u2, u3, u4) tenemos que x = u1(1, 1, 0, 1, 0, 0, 0) +u2(0, 1, 1, 0, 1, 0, 0) +

u3(0, 0, 1, 1, 0, 1, 0) + u4(0, 0, 0, 1, 1, 0, 1). Luego, todas las palabras códigos de C son

0000000 0001101

0011010 0010111

0110100 0111001

0101110 0100011

1101000 1100101

1110010 1111111

1011100 1010001

1000110 1001011

Por otro lado, construyamos una matriz de chequeo de paridad del código de Hamming. Ésta se construye
tomando los coficientes que resultan al expresar los números 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7 a través de una expansión en base
2, como se muestra
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1 = 1 · 20 + 0 · 21 + 0 · 22

2 = 0 · 20 + 1 · 21 + 0 · 22

3 = 1 · 20 + 1 · 21 + 0 · 22

4 = 0 · 20 + 0 · 21 + 1 · 22

5 = 1 · 20 + 0 · 21 + 1 · 22

6 = 0 · 20 + 1 · 21 + 1 · 22

7 = 1 · 20 + 1 · 21 + 1 · 22

Posteriormente formamos la matriz H

HH =

 0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1


y de aquí podemos obtener la matriz generadora que es

GH =


1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 1


Así, todas las palabras código del código de Hamming, H son:

0000000 1110000

1101001 0011001

0101010 1011010

1000011 0110011

1001100 0111100

0100101 1010101

1100110 0010110

0001111 1111111

Podemos ver que mediante la permutación

π =

(
1 2 3 4 5 6 7

1 6 3 7 5 4 2

)
Los códigos C y H son equivalentes. Por lo tanto el [7,4,3]-código de Hamming es un código cíclico.

2.3 idempotentes
En esta sección daremos la definición y un resultado principal de idempotentes de un código cíclico
sobre F2, por lo que Rn =

F2[x]
〈xn−1〉 con n impar.

Definición 2.9. Un polinomio e(x) en Rn es un idempotente si

e(x) = e2(x) = e(x2)

Teorema 2.10. Un código cíclico C = 〈g(x) + I〉 contiene un único idempotente e(x) tal que C = 〈e(x) + I〉

Demostración. Sea xn − 1 = g(x)h(x), donde g(x) y h(x) son primos relativos. Por el Algoritmo de
Euclides existen polinomios p(x) y q(x) únicos en F2[x] tales que

p(x)g(x) + q(x)h(x) = 1

Sea e(x) = p(x)g(x) entonces sustituyendo y multiplicando por e(x) en la igualdad de arriba tenemos
que

e(x)e(x) − q(x)h(x)e(x) = e(x)
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pero q(x)h(x)e(x) = q(x)p(x)h(x)g(x) = q(x)p(x)(xn − 1), por lo que

e2(x) − e(x) ∈ 〈xn − 1〉

y así, en Rn se cumple que
e2(x) = e(x)

Por otro lado, podemos ver que e(x)+ I = p(x)g(x)+ I ∈ 〈g(x)+ I〉 donde I = 〈xn − 1〉, por lo que resta
probar que g(x) + I ∈ 〈e(x) + I〉. Como p(x)g(x) + q(x)h(x) = 1, multiplicando por g(x) y sustituyendo
e(x) tenemos que

e(x)g(x) + q(x)h(x)g(x) = g(x)

pero q(x)h(x)g(x) ∈ 〈xn − 1〉, por lo que

e(x)g(x) − g(x) ∈ 〈xn − 1〉

por lo que en Rn tenemos que e(x)g(x) = g(x) y así g(x) + I ∈ 〈e(x) + I〉. Por lo tanto

C = 〈e(x) + I〉.



3 C Ó D I G O S C Í C L I C O S S O B R E A N I L LO S D E
G A LO I S

A lo largo de este capítulo estudiaremos las principales propiedades de los códigos cíclicos sobre anillos
de Galois, en particular sobre el anillo Z4.

Recordemos que Z4 = Z
4Z

denota a los enteros módulo 4 y es un anillo local cuyo único ideal maxi-
mal es M = 〈2〉. Un conjunto de n-adas sobre Z4 es llamado un código sobre Z4 y es un Z4−código
lineal si es un Z4-submódulo de Zn

4 .
En este capítulo probaremos que cualquier código cíclico sobre Z4, C, tiene generadores de la forma

(fh, 2fg) donde fgh = xn − 1 sobre Z4[x] y |C| = 4grad(g)2grad(h). Además probaremos que C⊥ tiene
generadores de la forma (g∗h∗, 2f∗g∗).

3.1 generadores

Sea
µ : Z4 −→ Z4

〈2〉
a 7−→ a+ 〈2〉

(4)

Sabemos que µ es un homomorfismo sobreyectivo natural, además cabe recordar que Z4
〈2〉 es isomorfo

a Z2, y este a su vez es isomorfo a F2 por lo que en adelante haremos uso de esto de manera indistinta.

La siguiente función, µ̄ manda a cada coeficiente de un polinomio f(x) =
n∑

i=0

aix
i en Z4[x] a su imagen

bajo la función µ, es decir

µ̄ : Z4[x] −→ Z4
〈2〉 [x]

n∑
i=0

aix
i 7−→

n∑
i=0

µ(ai)x
i (5)

Observación 3.1. La función µ̄ es un homomorfismo sobreyectivo de anillos.

Demostración. Sean f(x) =
n∑

i=0

aix
i y g(x) =

m∑
j=0

bjx
j polinomios en Z4[x], con n > m

µ̄(f(x) + g(x)) = µ̄(

n∑
i=0

(ai + bi)x
i), donde bm+1 = bm+2 = . . . = bn = 0

=

n∑
i=0

µ(ai + bi)x
i

=

n∑
i=0

(µ(ai) + µ(bi))x
i ya que µ es homorfismo.

=

n∑
i=0

µ(ai)x
i +

m∑
i=0

µ(bi))x
i

= µ̄(f(x)) + µ̄(g(x))

Así, µ̄(f(x) + g(x)) = µ̄(f(x)) + µ̄(g(x)).

Por otro lado,

21
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µ̄(f(x)g(x)) = µ̄(

m+n∑
j=0

cjx
j), donde cj =

j∑
i=0

aibj−i

=

m+n∑
j=0

µ(cj)x
j

=

m+n∑
j=0

µ(

j∑
i=0

aibj−i)x
j

=

m+n∑
j=0

j∑
i=0

µ(aibj−i)x
j

=

m+n∑
j=0

j∑
i=0

µ(ai)µ(bj−i)x
j

= (

n∑
i=0

µ(ai)x
i)(

m∑
j=0

µ(bj)x
j)

= µ̄(f(x))µ̄(g(x))

De ahí, µ̄(f(x)g(x)) = µ̄(f(x))µ̄(g(x)).

Sea f̄(x) ∈ Z4
〈2〉 [x], ya que µ es sobreyectivo para cada coeficiente de f̄(x) =

n∑
i=0

a ′ix
i existe un elemento

en Z4 tal que µ(ai) = a ′i, por lo que existe un polinomio en Z4[x], f(x) =
n∑

i=0

aix
i, tal que µ̄(f(x)) =

f̄(x). Así, µ̄ es un homomorfismo sobreyectivo.

Es importante mencionar que a partir de ahora denotaremos a µ̄(f(x)) por f̄(x).

Definición 3.1. Un poloniomio f(x) en Z4[x] es básico irreducible si µ(f(x)) es irreducible en F2[x]; f(x) es
primario si 〈f(x)〉 es un ideal primario.

Lema 3.1. Si f(x) es un polinomio básico irreducible, entonces f(x) es primario.

Demostración. Supongamos que g(x)h(x) ∈ 〈f(x)〉 para algunos g(x), h(x) ∈ Z4[x], entonces f(x) divide
a g(x)h(x), por lo que exite k(x) ∈ Z4[x] tal que g(x)h(x) = f(x)k(x), ya que µ̄ es homomorfismo de
anillos, tenemos que µ̄(g(x))µ̄(h(x)) = µ̄(f(x))µ̄(k(x)), es decir µ̄(f(x)) divide a µ̄(g(x))µ̄(h(x)) y ya
que f(x) es básico irreducible entonces µ̄(f(x)) es irreducible en F2[x], de ahí que sucede uno de los
siguientes casos,

i) mcd(µ̄(g(x)), µ̄(f(x))) = 1

ii) mcd(µ̄(g(x)), µ̄(f(x))) = µ̄(f(x))

Si ocurre i), es decir, si µ̄(g(x)) y µ̄(f(x)) son coprimos, por el Lema 1.1 tenemos que g(x) y f(x)
tambien son coprimos, luego, f(x) divide a h(x), de ahí que h(x) ∈ 〈f(x)〉 y así, 〈f(x)〉 es ideal primario.
Por otro lado, si ocurre ii) tenemos que, µ̄(f(x)) divide a µ̄(g(x)), de ahí que existe u(x)+ 〈2〉 ∈ Z4

〈2〉 [x] tal
que g(x)+ 〈2〉 = (f(x)+ 〈2〉)(u(x)+ 〈2〉), entonces g(x)− f(x)u(x) ∈ 〈2〉, es decir, g(x)− f(x)u(x) = 2v(x)
para algún v(x) ∈ Z4[x], despejando g(x), vemos que g(x) = f(x)u(x) − 2v(x), elevando al cuadrado
ambos lados tenemos g2(x) = f2(x)u2(x) + 4f(x)u(x)v(x) + 4v2(x) = f2(x)u2(x) en Z4[x], de esto se
sigue el hecho de que 〈f(x)〉 es un ideal primario, pues g2(x) ∈ 〈f(x)〉. Por tanto, f(x) es un polinomio
primario.

Un anillo local es un anillo que tiene un único ideal maximal. Si R es un anillo local, el anillo po-
linomial puede no ser un dominio de factorización única. Un ejemplo de tales polinomios son los
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polinomios regulares. Un polinomio regular es un polinomio que no es divisor de cero en R[x]. En nues-
tro caso el anillo local es Z4 y cualquier polinomio que tenga algún coeficiente distinto de cero y de
2 es regular. En particular, xn − 1 es regular. Por el lema de Hensel (cf [Ram17][Wan03]) xn − 1 es
producto de polinomios básicos irreducibles y tales polinomios son primarios por el Lema 3.1. Por lo
tanto por el teorema de factorización (cf [Ram17][Wan03], para un resultado más general cf [McD74]),
tenemos lo siguiente.

Lema 3.2. Si xn−1 = f1f2 . . . fr donde los fi son polinomios básicos irreducibles y coprimos por pares, entonces
esta factorización es única.

Demostración. Supongamos que xn− 1 = f1f2 . . . fr con los fi básicos irreducibles y coprimos por pares
y además xn − 1 = g1g2 . . . gr donde los gi son básicos irreducibles y coprimos por pares, entonces
por el teorema de factorización tenemos que 〈fi〉 = 〈gi〉, luego fi divide a gi y tambien gi divide a fi,
de ahí que gi = afi con a una unidad en Z4[x] pero las únicas unidades en Z4[x] son 1 y 3, así que
a = 1 ó a = 3. Por tanto la factorización es única salvo asociados.

El siguiente lema muestra la estructura del anillo Z4[x]
〈f(x)〉 para un polinomio básico irreducible f(x).

Lema 3.3. Si f(x) está en Z4[x] y es un polinomio básico irreducible, entonces los únicos ideales de Z4[x]
〈f(x)〉 son

〈0+ I〉, 〈1+ I〉 y 〈2+ I〉, donde I es el ideal generado por f(x), es decir, I = 〈f(x)〉.

Demostración. Supongamos que J es un ideal del anillo Z4[x]
〈f(x)〉 , distinto de 〈0+ I〉 y g(x) + 〈f(x)〉 está en

J, para algún g(x) que no está en I = 〈f(x)〉. Como f(x) es un polinomio básico irreducible, entonces
por la Definición 3.1, f̄(x) es irreducible en F2[x], así que tenemos los siguientes casos, i) ḡ(x) y f̄(x)
son coprimos ó ii) ḡ(x) es divisible por f̄(x). Analicemos cada uno de ellos:

i) Si f̄(x) y ḡ(x) son coprimos en F2[x], por el Lema 1.1 tenemos que f(x) y g(x) también lo son
pero en Z4[x], por lo que existen t(x) y s(x) en Z4[x] tales que t(x)g(x) + s(x)f(x) = 1 luego,
t(x)g(x) − 1 = −s(x)f(x) y como −s(x)f(x) está en 〈f(x)〉 entonces t(x)g(x) − 1 ∈ 〈f(x)〉, esto
significa que t(x)g(x) + 〈f(x)〉 = 1+ 〈f(x)〉, y así [t(x) + 〈f(x)〉][g(x) + 〈f(x)〉] = 1+ 〈f(x)〉, de esto
último se sigue que g(x) + 〈f(x)〉 es invertible en Z4[x]

〈f(x)〉 y como a g(x) + 〈f(x)〉 lo tomamos en J
entonces 1+ 〈f(x)〉 está en J , así J = 〈1+ I〉

ii) Si f̄(x) divide a ḡ(x) entonces ḡ(x) = f̄(x)q ′(x) para algún q ′(x) en F2[x] y ya que µ̄ es sobreyec-
tiva, entonces existe q(x) en Z4[x] tal que µ̄(q(x)) = q̄(x) = q ′(x). Así ḡ(x) = f̄(x)q̄(x)

⇒ ḡ(x) − f̄(x)q̄(x) = 0 ′

⇒ g(x) − f(x)q(x) = 0 ′

⇒ g(x) − f(x)q(x) ∈ Ker(µ̄) = 〈2〉
⇒ g(x) − f(x)q(x) = 2v(x) para algún v(x) en Z4[x]

⇒ g(x) − 2v(x) = f(x)q(x) donde f(x)q(x) está en 〈f(x)〉
⇒ g(x) − 2v(x) ∈ 〈f(x)〉
⇒ g(x) + 〈f(x)〉 = 2v(x) + 〈f(x)〉
⇒ g(x) + 〈f(x)〉 = [2+ 〈f(x)〉][v(x) + 〈f(x)〉], este último se encuentra en 〈2+ I〉
⇒ g(x) + 〈f(x)〉 ∈ 〈2+ I〉

Por lo que el ideal J está contenido en el ideal 〈2 + I〉, debido a esto tenemos que existe un
elemento de la forma 2r(x) + 〈f(x)〉 distinto de la clase del cero en J (ya que J no es el ideal
〈0+ I〉) para algún r(x) en Z4[x]. Podemos suponer que r̄(x) no está en 〈f̄(x)〉, de lo contrario,
si r̄(x) estuviera en 〈f̄(x)〉 existiría un polinomio u ′(x) en Z4[x] tal que r̄(x) = u ′(x)f̄(x) y como
µ̄ es sobreyectiva, entonces u ′(x) = ū(x) para algún u(x) en Z4[x], luego, restando f̄(x)u ′(x)
y sustituyendo u ′(x) tendríamos que 0 ′ = r̄(x) − f̄(x)ū(x) = r(x) − f(x)u(x) lo que nos dice
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que r(x) − f(x)u(x) = 2v(x) para algún v(x) en Z4[x] y despejando r(x) se sigue que r(x) =

f(x)u(x) + 2v(x), al multiplicar por 2 tenemos 2r(x) = 2f(x)u(x) + 4v(x) y como estamos en
Z4[x] entonces 2r(x) = 2f(x)u(x), esto implica que 2r(x) está en 〈f(x)〉 y así, tendríamos que
2r(x) + 〈f(x)〉 = 0 + 〈f(x)〉, lo cual no es posible pues 2r(x) + 〈f(x)〉 lo tomamos distinto de la
clase del 0. Como r̄(x) no está en 〈f̄(x)〉 y f̄(x) es irreducible en F2[x] entonces r̄(x) y f̄(x) son
coprimos, por lo que existen s ′(x) y t ′(x) en F2[x] tales que s ′(x)r̄(x) + t ′(x)f̄(x) = 1 ′ pero como
µ̄ es sobreyectivo tenemos que existen s(x) y t(x) en Z4[x] tales que s ′(x) = s̄(x) y t ′(x) = t̄(x) y
además 1 ′ = 1̄, sustituyendo s ′(x), t ′(x) y 1 ′,

⇒ s̄(x)r̄(x) + t̄(x)f̄(x) = 1̄

⇒ s(x)r(x) + t(x)f(x) − 1 = 0 ′

⇒ s(x)r(x) + t(x)f(x) − 1 ∈ ker(µ̄) = 〈2〉
⇒ s(x)r(x) + t(x)f(x) − 1 = 2w(x) para algún w(x) en Z4[x]

⇒ 2s(x)r(x) + 2t(x)f(x) − 2 = 4w(x) pero 4 = 0 en Z4

⇒ 2s(x)r(x) + 2t(x)f(x) − 2 = 0

⇒ 2s(x)r(x) − 2 = −2t(x)f(x) este último se encuentra en 〈f(x)〉
⇒ 2s(x)r(x) − 2 ∈ 〈f(x)〉
⇒ 2s(x)r(x) + 〈f(x)〉 = 2+ 〈f(x)〉

Y dado que 2r(x) + 〈f(x)〉 es un elemento del ideal J, entonces 2+ 〈f(x)〉 también está en J y así,
〈2+ I〉 está contenido en J.

Por tanto J = 〈2+ I〉.

Sea Rn =
Z4[x]
〈xn−1〉 .

De manera similar a cuando hablamos de códigos cíclicos sobre campos finitos en el Capítulo 2,
tenemos que C es un Z4-código cíclico de longitud n, si y sólo si, es un ideal del anillo Rn. Para esto
primero definimos la función

φ : Zn
4 → Rn

c = (c0, c1, . . . , cn−1) 7→ c(x) + I = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1 + I

(6)

donde I = 〈xn − 1〉 el cual es un isomorfismo de Z4−módulos y cuya prueba resulta ser igual a la
que se realizó cuando definimos la función ψ, de esta misma forma tenemos que la prueba de la
caracterización de códigos cíclicos sobre Z4 es similar a la que se da en el Teorema 2.5 puesto que una
vez más, al estudiar dicha demostración podemos darnos cuenta que ésta no depende del hecho de
que trabajamos sobre un campo finito.

El siguiente teorema nos muestra como son los ideales del anillo Rn partiendo de una factorización
del polinomio xn− 1, pero antes de enunciarlo probaré el siguiente resultado, el cual me será de mucha
utilidad en la demostración del teorema.

Proposición 3.1. Sean f1, f2, . . . , fr polinomios coprimos por pares en Z4[x], se cumple que

i) Para todo i, j ∈ {1, 2, . . . , r} con i 6= j, 〈fi〉+ 〈fj〉 = 〈1〉,

ii) 〈f1f2 · · · fr〉 = 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fr〉.

Demostración. i) Como para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , r} se tiene que fi, fj son coprimos siempre que i 6= j,
entonces existen α, β en Z4[x] tales que αfi +βfj = 1. Sea h en Z4[x] = 〈1〉, tenemos

h = h(αfi +βfj)

= h(αfi) + h(βfj)

= (hα)fi + (hβ)fj
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y ya que (hα)fi ∈ 〈fi〉 y (hβ)fj ∈ 〈fj〉 se sigue que h es elemento de 〈fi〉+ 〈fj〉, por lo que 〈1〉 ⊆
〈fi〉+ 〈fj〉. Por otro lado, como 〈fi〉 y 〈fj〉 son ideales de Z4[x] entonces 〈fi〉+ 〈fj〉 ⊆ 〈1〉 = Z4[x].

ii) Podemos ver que f1f2 · · · fr es un elemento de cada ideal generado por fi por lo que f1f2 · · · fr
está en 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fr〉 y así 〈f1f2 · · · fr〉 ⊆ 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fr〉. Para probar la otra
contención haremos inducción sobre r, que es el número de polinomios involucrados. Para r = 2,
sea g en 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 entonces f1 y f2 dividen a g y como f1 y f2 son coprimos tenemos que el
producto de ambos divide a g, por lo que g se encuentra en 〈f1f2〉. Supongamos que el resultado
se cumple para r, es decir, 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fr〉 ⊆ 〈f1f2 · · · fr〉, veamos que el resultado también
se sigue para r+ 1 Sea g en 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fr〉 ∩ 〈fr+1〉 = (〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fr〉)∩ 〈fr+1〉 por
lo que, g está en 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fr〉 y también es elemento de 〈fr+1〉, por nuestra hipótesis
inductiva tenemos que g se encuentra en 〈f1f2 · · · fr〉, y como todos los fi son coprimos por

pares, se sigue que
r∏

i=1

fi es coprimo con fr+1, y ya que f1f2 · · · fr y fr+1 dividen a g, entonces

existen s, q ∈ Z4[x] tales que g = sf1f2 · · · fr y g = qfr+1, luego fr+1|sf1f2 · · · fr por lo que
s = kfr+1 para algún k ∈ Z4[x], así f1f2 · · · frfr+1 divide a g, por lo que 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fr〉 ⊆
〈f1f2 · · · fr〉〈fr+1〉 ⊆ 〈f1f2 · · · frfr+1〉. Por lo tanto, se cumple que 〈f1f2 · · · fr〉 = 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩
〈fr〉

Teorema 3.1. Sea xn − 1 = f1f2 · · · fr un producto de polinomios básicos irreducibles y coprimos por pares en
Z4[x] para n impar, y sea f̂i el producto de todos los fj excepto fi. Entonces cualquier ideal del anillo Rn es
suma de algunos 〈f̂i + 〈xn − 1〉〉 y 〈2f̂j + 〈xn − 1〉〉

Demostración. Por el Lema de Hensel tal factorización de xn − 1 existe y además es única por el Lema
3.2. Como los fi son coprimos por pares tenemos que 〈f1f2 · · · fr〉 = 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fr〉 y para
cada i 6= j, 〈fi〉+ 〈fj〉 = 〈1〉 Además ya que Z4[x] tiene unidad se cumple que (Z4[x])

2 = Z4[x] y así
(Z4[x])

2 + 〈fi〉 = Z4[x] para cada i ∈ 1, 2, . . . , r, luego por el Teorema 1.1 y el Corolario 1.1 se sigue
que

Rn =
Z4[x]

〈xn − 1〉
=

Z4[x]

〈f1f2 · · · fr〉
=

Z4[x]

〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fr〉
' Z4[x]

〈f1〉
⊕ Z4[x]

〈f2〉
⊕ · · · ⊕ Z4[x]

〈fr〉

es decir,

Rn '
Z4[x]

〈f1〉
⊕ Z4[x]

〈f2〉
⊕ · · · ⊕ Z4[x]

〈fr〉
.

Si I es un ideal de Rn, por el Teorema 1.2 entonces,

I ' I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ Ir

donde, para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}, Ii es un ideal de Z4[x]
〈fi〉

. Como cada fi es un básico irreducible en

Z4[x], entonces por el Lema 3.3 los únicos ideales de Z4[x]
〈fi〉

son 〈0+ 〈fi〉〉, 〈1+ 〈fi〉〉 y 〈2+ 〈fi〉〉.
A continuación se definen tres funciones que establecen un isomorfismo entre los ideales Ii y los

ideales de Rn, donde cada función es un isomorfismo de anillos.
Para ello, primero consideremos lo siguiente, como f̂i y fi son coprimos entonces existen ai, bi ∈

Z4[x] tales que aif̂i+bifi = 1, consideremos ei = aif̂i, entonces ei = 1−bifi luego e2i = ei−bifiei =

ei −bifif̂iai = ei −biai(x
n − 1), luego e2i − ei ∈ 〈x

n − 1〉), así e2i ≡ ei (mód xn − 1) y además eif̂i =
f̂i − bifif̂i = f̂i − bi(x

n − 1) de ahí que eif̂i − f̂i ∈ 〈xn − 1〉, entonces eif̂i + 〈xn − 1〉 = f̂i + 〈xn − 1〉
por lo que 〈f̂i + 〈xn − 1〉〉 ⊆ 〈ei + 〈xn − 1〉〉 y como ei = aif̂i, entonces 〈ei + 〈xn − 1〉〉 ⊆ 〈f̂i + 〈xn − 1〉〉,
así 〈ei + 〈xn − 1〉〉 = 〈f̂i + 〈xn − 1〉〉, luego se tiene que:

i) Si Ij = 〈1+ 〈fj〉〉 =
Z4[x]
〈fj〉

, definimos

ϕ1 : Ij → 〈ej + 〈xn − 1〉〉
h+ 〈fj〉 7→ hej + 〈xn − 1〉
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Sean h+ 〈fj〉, g+ 〈fj〉 en Ij, tenemos las siguientes equivalencias

h+ 〈fj〉 = g+ 〈fj〉 ⇔ h− g ∈ 〈fj〉
⇔ h− g = fjk para algún k ∈ Z4[x]

⇔ (h− g)ej = ejfjk

⇔ (h− g)ej = ajf̂jfjk

⇔ hej − gej = aj(x
n − 1)k para algún k ∈ Z4[x]

⇔ hej − gej ∈ 〈xn − 1〉
⇔ hej + 〈xn − 1〉 = gej + 〈xn − 1〉
⇔ ϕ1(h+ 〈fj〉) = ϕ1(g+ 〈fj〉)

De esto se tiene que ϕ1 está bien definida y es inyectiva.

Por otro lado,

ϕ1((h+ 〈fj〉) + (g+ 〈fj〉)) = ϕ1((h+ g) + 〈fj〉)
= (h+ g)f̂j + 〈xn − 1〉
= (hf̂j + 〈xn − 1〉) + (gf̂j + 〈xn − 1〉)
= ϕ1(h+ 〈fj〉) +ϕ1(g+ 〈fj〉),

y

ϕ1((h+ 〈fj〉)(g+ 〈fj〉)) = ϕ1((hg) + 〈fj〉)
= (hg)ej + 〈xn − 1〉
= (hg)e2j + 〈xn − 1〉
= (hej + 〈xn − 1〉)(gej + 〈xn − 1〉)
= ϕ1(h+ 〈fj〉)ϕ1(g+ 〈fj〉).

Por lo que ϕ1 es un homomorfismo de anillos, ahora sea g+ 〈xn − 1〉 un elemento de 〈ej + 〈xn −

1〉〉 entonces g+ 〈xn− 1〉 = ejk+ 〈xn− 1〉 para algún k+ 〈xn− 1〉 en Rn donde k es un polinomio
con coeficientes en Z4, luego, k+ 〈fj〉 es un elemento de Ij tal que

ϕ1(k+ 〈fj〉) = ejk+ 〈xn − 1〉 = g+ 〈xn − 1〉

de ahí que ϕ1 es sobreyectiva.

Por tanto cuando Ij = 〈1+ 〈fj〉〉 es isomorfo a 〈f̂j + 〈xn − 1〉〉 el cual es un ideal de Rn.

ii) Cuando Ij = 〈2 + 〈fj〉〉, tenemos que cualquier elemento de Ij es de la forma 2k + 〈fj〉 donde
k+ 〈fj〉 es un elemento de Z4[x]

〈fj〉
, por lo que definimos, de manera muy similar a como lo hicimos

en i), la siguiente función

ϕ2 : Ij → 〈2ej + 〈xn − 1〉〉
2h+ 〈fj〉 7→ 2hej + 〈xn − 1〉

la cual está bien definida y es inyectiva puesto que, si 2h+ 〈fj〉, 2g+ 〈fj〉 en Ij se tiene lo siguiente

2h+ 〈fj〉 = 2g+ 〈fj〉 ⇔ 2(h− g) = fjk para algún k ∈ Z4[x]

⇔ 2(h− g)ej = ejfjk

⇔ 2(h− g)ej = ajf̂jfjk

⇔ 2hej − 2gej = aj(x
n − 1)k para algún k ∈ Z4[x]

⇔ 2hej + 〈xn − 1〉 = 2gej + 〈xn − 1〉
⇔ ϕ2(2h+ 〈fj〉) = ϕ2(2g+ 〈fj〉)
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Además se tiene que ϕ2 es un homomorfismo de anillos y la prueba de esto es como en el inciso
i), para ver la sobreyectividad tomamos un elemento g+ 〈xn − 1〉 en 〈2f̂j + 〈xn − 1〉〉, por lo que
existe k+ 〈xn − 1〉 ∈ Rn tal que g+ 〈xn − 1〉 = 2ejk+ 〈xn − 1〉 luego, como k es un elemento de
Z4[x] entonces 2k+ 〈fj〉 está en Ij y se sigue que

ϕ2(2k+ 〈fj〉) = g+ 〈xn − 1〉

Por lo que, siempre que Ij = 〈2+ 〈fj〉〉, Ij es isomorfo al ideal de Rn, 〈2f̂j + 〈xn − 1〉〉

iii) Por último consideramos el caso cuando Ij = 〈0+ 〈fj〉〉 = 〈fj〉, notemos que para todo elemento
h + 〈fj〉 en 〈0 + 〈fj〉〉 se cumple que h = kfj para algún k ∈ Z[x] por lo que hej = hajf̂j =

kajfjf̂j ∈ 〈xn − 1〉. Definimos la función

ϕ3 : Ij → 〈0+ 〈xn − 1〉〉
hfj + 〈fj〉 7→ hfjej + 〈xn − 1〉

Podemos ver que ϕ3 está bien definida y es inyectiva, pues dados hfj + 〈fj〉, gfj + 〈fj〉 ∈ Ij se
tiene que

hfj + 〈fj〉 = gfj + 〈fj〉 ⇔ hfj − gfj = kfj para algún k ∈ Z4[x]

⇔ hfjej − gfjej = kfjej

⇔ hfjej − gfjej = kfjf̂jaj

⇔ hfjej − gfjej = kaj(x
n − 1) para algún k ∈ Z4[x]

⇔ hfjej + 〈xn − 1〉 = gfjej + 〈xn − 1〉
⇔ ϕ3(hfj + 〈fj〉) = ϕ3(gfj + 〈fj〉)

además es homomorfismo de anillos y sobreyectiva ya que 0 + 〈xn − 1〉 = ajfjf̂j + 〈xn − 1〉 y
ϕ3(fj + 〈fj〉) = ajf̂jfj + 〈xn − 1〉.
Así, si Ij = 〈0+ 〈fj〉〉 = 〈fj〉 entonces Ij es isomorfo a 〈0+ 〈xn − 1〉〉

Por lo tanto, como a cada ideal Ij se le puede identificar con un ideal de Rn, entonces cada ideal I
de Rn es la suma de ideales de la forma 〈f̂i + 〈xn − 1〉〉 y 〈2f̂j + 〈xn − 1〉〉.

Corolario 3.1. El número de códigos cíclicos sobre Z4 de longitud n es, 3r, donde r es el número de factores
polinomiales básicos irreducibles de xn − 1

Demostración. Tenemos que C es un código cíclico de Rn, si C es un ideal de Rn y por el teorema previo
tenemos que

C ' I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ Ir
donde cada Ij es un ideal del anillo Z4[x]

〈fj〉
, y como cada ideal Ij puede ser 〈0+ 〈fj〉〉, 〈1+ 〈fj〉〉 ó 〈2+ 〈fj〉〉

entonces por el principio multiplicativo, existen 3r ideales distintos en Rn.

A partir de ahora denotaremos a el ideal 〈xn − 1〉 por I, es decir, I = 〈xn − 1〉.

Teorema 3.2. Supongamos que C es un Z4−código cíclio de longitud n, donde n no es par. Entonces existen F0,
F1 y F2 polinomios únicos, mónicos y coprimos por parejas (posiblemente alguno igual a 1) tales que F0F1F2 =

xn − 1 y C es generado por {F̂1 + I, 2F̂2 + I}, es decir, C = 〈F̂1 + I, 2F̂2 + I〉.

Demostración. Sabemos que xn − 1 tiene una única factorización en Z4[x], digamos, xn − 1 = f1f2 · · · fr
donde los fi son polinomios básicos irreducibles y coprimos por pares, además como xn − 1 es mónico
los fi también pueden escogerse mónicos.

Para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , r} definimos f̂i =
∏
j 6=i

fj.

Es importante mencionar que a partir de este momento estaremos trabajando sobre el anillo Rn a
menos que se indique lo contrario, por lo que, para fines prácticos, en la demostración, a las clases
residuales de Rn las denotaremos únicamente por el representante, es decir, g+ 〈xn + 1〉= g.
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Como C es ideal de Rn entonces por el Teorema 3.1, C es suma de ideales del tipo 〈2jf̂i〉 donde
j = 0, 1, 2.

Reordenando, si fuese necesario, podemos suponer que C es la suma de

〈f̂k1+1〉, 〈f̂k1+2〉, . . . , 〈f̂k1+k2
〉, 〈2f̂k1+k2+1〉, . . . , 〈2f̂k1+k2+k3

〉

donde k1 + k2 + k3 = r

Sea k0 = 0, para i ∈ 0, 1, 2, definimos en Z4[x]

Fi =

{
1 si ki+1 = 0

fk0+···+ki+1fk0+···+ki+2 · · · fk0+···+ki+1
si ki+1 6= 0

y F̂i =
∏
j6=i

Fj con j ∈ {0, 1, 2}.

Así,

F0 =

{
1 si k1 = 0

f1f2 · · · fk1
si k1 6= 0

F1 =

{
1 si k2 = 0

fk1+1fk1+2 · · · fk1+k2
si k2 6= 0

F2 =

{
1 si k3 = 0

fk1+k2+1fk1+k2+2 · · · fk1+k2+k3
si k3 6= 0

Sean

C = 〈f̂k1+1〉+ 〈f̂k1+2〉+ · · ·+ 〈f̂k1+k2
〉+ 〈2f̂k1+k2+1〉+ · · ·+ 〈2f̂r〉 y C1 = 〈F̂1, 2F̂2〉

Veamos que C = C1

⊆] Probemos

i) Para cada l1, con 1 6 l1 6 k2: 〈f̂k1+l1〉 ⊆ 〈F̂1〉,

ii) Para cada l2, con 1 6 l2 6 k3: 〈2f̂k1+k2+l2〉 ⊆ 〈2F̂2〉.

Para el caso i), sean l1 ∈ {1, 2, . . . , k2} y u ∈ 〈f̂k1+l1〉, entonces existe h ∈ Rn tal que u = hf̂k1+l1 =

hf1f2 · · · fk1+l1−1fk1+l1+1 · · · fr

⇒ u = h(f1f2 · · · fk1
)(fk1+1 · · · fk1+l1−1fk1+l1+1 · · · fk1+k2

)(fk1+k2+1 · · · fr)
⇒ u = (F0F2)(h(fk1+1 · · · fk1+l1−1fk1+l1+1 · · · fk1+k2

))

⇒ u ∈ 〈F̂1〉

de ahí que i) se cumple y como 〈F̂1〉 es un ideal de Rn se sigue que

〈f̂k1+1〉+ 〈f̂k1+2〉+ · · ·+ 〈f̂k1+k2
〉 ⊆ 〈F̂1〉.

Para ii), de manera similar al caso previo tomamos l2 ∈ {1, 2, . . . , k3} y v ∈ 〈2f̂k1+k2+l2〉, entonces
existe g ∈ Rn tal que v = 2gf̂k1+k2+l2 = 2gf1f2 · · · fk1

fk1+1 · · · fk1+k2
· · · fk1+k2+l2−1fk1+k2+l2+1 · · ·

· · · fr

⇒ v = 2g(f1f2 · · · fk1
)(fk1+1 · · · fk1+k2

)(fk1+k2+1 · · · fk1+k2+l2−1fk1+k2+l2+1 · · · fr)
⇒ v = 2(F0F1)(h(fk1+k2+1 · · · fk1+k2+l2−1fk1+k2+l2+1 · · · fr))
⇒ v ∈ 〈2F̂2〉

de ahí que ii) se cumple y como 〈2F̂2〉 es un ideal de Rn se sigue que

〈2f̂k1+k2+1〉+ · · ·+ 〈2f̂r〉 ⊆ 〈2F̂2〉.

Por lo tanto,

C = 〈f̂k1+1〉+ 〈f̂k1+2〉+ · · ·+ 〈f̂k1+k2
〉+ 〈2f̂k1+k2+1〉+ · · ·+ 〈2f̂r〉 ⊆ 〈F̂1, 2F̂2〉 = C1.

⊇] Ahora probemos que C1 ⊆ C, para ello probaremos lo siguiente
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i) 〈F̂1〉 ⊆
k2∑

l1=1

〈f̂k1+l1〉,

ii) 〈2F̂2〉 ⊆
k3∑

l2=1

〈2f̂k1+k2+l2〉.

En el caso i) notemos que

k2∑
l1=1

f̂k1+l1 = f̂k1+1 + f̂k1+2 + · · ·+ f̂k1+k2

= (f1 · · · fk1
fk1+2 · · · fr) + (f1 · · · fk1+1fk1+3 · · · fr) + · · ·+

+(f1 · · · fk1+k2−1fk1+k2+1 · · · fr)
= (f1 · · · fk1

)(fk1+k2+1 · · · fr)[(fk1+2 · · · fk1+k2
) + (fk1+1fk1+3 · · · fk1+k2

) + · · ·+
+(fk1+1 · · · fk1+k2−1)]

Definimos f̌k1+l1 = fk1+1fk1+2 · · · fk1+l1−1fk1+l1+1 · · · fk1+k2
para cada l1 ∈ {1, 2, . . . , k2}, enton-

ces, de la última igualdad se obtinen lo siguiente

k2∑
l1=1

f̂k1+l1 = (f1 · · · fk1
)(f̌k1+1 + f̌k1+2 + · · ·+ f̌k1+k2

)(fk1+k2+1 · · · fr).

Afirmación. mcd(f̌k1+1, f̌k1+2, . . . , f̌k1+k2
) = 1 en Z4[x].

Sea g ∈ Z4[x] tal que para cada l1 ∈ {1, 2, . . . , k2}, g divide a f̌k1+l1 y sea q ∈ {1, 2, . . . , k2} entonces
g divide a f̌k1+q por lo que existe al menos un elemento, i, en {1, 2, . . . , k2} distinto de q tal que fk1+i

es divisible por g, esto ya que los fk1+l1 son coprimos por pares, pero g|f̌k1+i por lo que para algún
j ∈ {1, 2, . . . , k2} con j 6= i se cumple que g|fk1+j y como fk1+i y fk1+j) son coprimos entonces g|1, de
ahí que g = 1, lo que queríamos probar.

De la afirmación se sigue que, para cada l1 ∈ {1, 2, . . . , k2} existe uk1+l1 en Z4[x] tal que

k2∑
l1=1

uk1+l1 f̌k1+l1 = 1

Entonces

k2∑
l1=1

uk1+l1 f̂k1+l1 = (f1 · · · fk1
)(

k2∑
l1=1

uk1+l1 f̌k1+l1)(fk1+k2+1 · · · fr)

= (f1 · · · fk1
)(fk1+k2+1 · · · fr)

= F0F2

y como para cada l1 ∈ {1, 2, . . . , k2} se cumple que uk1+l1 f̂k1+l1 ∈ 〈f̂k1+l1〉 entonces F̂1 ∈
k2∑

l1=1

〈f̂k1+l1〉,

así 〈F̂1〉 ⊆
k2∑

l1=1

〈f̂k1+l1〉.

Por otro lado, para ii) tenemos que

k3∑
l2=1

2f̂k1+k2+l2 = 2f̂k1+k2+1 + 2f̂k1+k2+2 + · · ·+ 2f̂k1+k2+k3

= 2(f1 · · · fk1+k2
fk1+k2+2 · · · fr) + 2(f1 · · · fk1+k2+1fk1+k2+3 · · · fr) + · · ·+

+2(f1 · · · fk1+k2+k3−1)

= 2(f1 · · · fk1
)(fk1+1 · · · fk1+k2

)[(fk1+k2+2 · · · fr) + (fk1+k2+1fk1+k2+3 · · · fr) +
+ · · ·+ (fk1+k2+1 · · · fr−1)]



30 códigos cíclicos sobre anillos de galois

Para cada l2 ∈ {1, 2, . . . , k3} definimos f̌k1+k2+l2 = fk1+k2+1fk1+k2+2 · · · fk1+k2+l2−1fk1+k2+l2+1

· · · fk1+k2+k3
así,

k3∑
l2=1

2f̂k1+k2+l2 = 2(f1 · · · fk1
)(fk1+1 · · · fk1+k2

)(f̌k1+k2+1 + f̌k1+k2+2 + · · ·+ f̌k1+k2+k3
)

De manera análoga a como se afirmó en i), tenemos que mcd(f̌k1+k2+1, f̌k1+k2+2, . . . , f̌k1+k2+k3
) =

1 en Z4[x] y la prueba de esto se remite al mismo argumento usado en i), por lo que para cada
l2 ∈ {1, 2, . . . , k3} existe vk1+k2+l2 en Z4[x] tal que

k3∑
l2=1

vk1+k2+l2 f̌k1+k2+l2 = 1

luego

k3∑
l2=1

2vk1+k2+l2 f̂k1+k2+l2 = 2(f1 · · · fk1
)(fk1+1 · · · fk1+k2

)(

k3∑
l2=1

vk1+k2+l2 f̌k1+k2+l2)

= 2F0F1

y ya que para cada l2 ∈ {1, 2, . . . , k3} se cumple que 2vk1+k2+l2 f̂k1+k2+l2 ∈ 〈2f̂k1+k2+l2〉, entonces

〈2F̂2〉 ⊆
k3∑

l2=1

〈2f̂k1+k2+l2〉.

Por lo tanto,

C1 = 〈F̂1, 2F̂2〉 ⊆ 〈f̂k1+1〉+ 〈f̂k1+2〉+ · · ·+ 〈f̂k1+k2
〉+ 〈2f̂k1+k2+1〉+ · · ·+ 〈2f̂r〉 = C.

Como mencionamos al principio de este capítulo, C es un código cíclico sobre Z4 si es un Z4−

submódulo cerrado bajo corrimiento cíclico. En la siguiente proposición veremos cual es la cardinalidad
de C.

Proposición 3.2. Sea C como en el teorema previo, entonces |C| = 4grad(F1)2grad(F2) y si

i) F2 = 1, C = 〈F0 + I〉 y |C| = 4n−grad(F0)

ii) F1 = 1, C = 〈2F0 + I〉 y |C| = 2n−grad(F0)

Demostración. Sean F0, F1 y F2 polinomios únicos, mónicos y coprimos por parejas tales que F0F1F2 =

xn− 1 donde grad(F0) = t, grad(F1) = r, grad(F2) = s y C = 〈F̂1+ I, 2F̂2+ I〉. Recordemos que 〈F̂1+ I〉
y 〈2F̂2 + I〉 son Z4−submódulos y con esto en mente probemos los siguiente

a) |〈F̂1 + I〉| = 4grad(F1)

b) |〈2F̂2 + I〉| = 2grad(F2)

a) Notemos que grad(F̂1) = grad(F0F2) = grad(F0)+grad(F2) = t+ s = n− r esto ya que t+ r+ s =
n, por lo que, n− grad(F̂1) = r

Como 〈F̂1 + I〉 = {(g+ I)(F̂1 + I) : g+ I ∈ Rn}, mostremos que es suficiente restringir al polinomio g
a polinomios de grado menor que n− (n− r) = r. Sea g+ I ∈ 〈F̂1 + I〉 entonces g+ I = (h+ I)(F̂1 + I)

para algún h+ I ∈ Rn con h = h0 + h1x+ · · ·+ hdxd. Supongamos que d = grad(h) > r, por lo que
existe k > 0 tal que d = r+ k. Definimos el polinomio

q1 = h− hdx
d−rF1

como F1 es mónico entonces el polinomio q1 tiene grado menor que d, multiplicando por F̂1 tenemos
lo siguiente

q1F̂1 = hF̂1 − hdx
d−rF1F̂1

⇒ q1F̂1 = hF̂1 − hdx
d−r(xn − 1)

⇒ q1F̂1 − hF̂1 ∈ 〈xn − 1〉 = I
⇒ q1F̂1 + I = hF̂1 + I

⇒ g+ I = q1F̂1 + I
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Si j = grad(q1) > r volvemos a aplicar el procedimiento de arriba y definimos q2 = q1 − q1j
xj−rF1,

donde grad(q2) < grad(q1) y después de multiplicar por F̂1 tenemos que g + I = q2F̂1 + I y si
nuevamente se tiene que grad(q2) > r entonces procedemos de manera análoga a como lo hicimos
antes, en general, será necesario realizar esto a lo más k+ 1 veces para poder obtener un polinomio q
tal que grad(q) < r y g+ I = qF̂1 + I, por lo que g+ I se puede ver como el producto de F̂1 + I con
q+ I donde q es un polinomio de grado menor que r, lo que queríamos probar. Ahora en bien, sea
q(x) = q0 + q1x+ · · ·+ qr−1x

r−1 un polinomio en Z4[x], tenemos que cada qi ∈ Z4[x], por lo que,
por el principio multiplicativo q(x) se puede escribir de 4r formas distintas, de ahí que el conjunto
〈F̂1 + I〉 = {(g+ I)(F̂1 + I) : g+ I ∈ Rn}, tiene 4r elementos distintos. Así |〈F̂1 + I〉| = 4r = 4grad(F1)

b) Ya que 〈2F̂2+ I〉 = {(g+ I)(2F̂2+ I) : g+ I ∈ Rn}, podemos ver que se puede restringir al polinomio
g a polinomios de grado menor que s y la prueba de esto es igual a la que se realizó en el inciso b)
cuando restringimos g a polinomios de grado menor que r, solo se debe tener presente que ahora
trabajamos con los polinomios F̂2 y F2 cuyos grados son n− s y s respectivamente. sea g ∈ Z4[x] un
polinomio de grado menor que s, tenemos que los coeficientes del polinomio 2g serán 0 ó 2, ya que en
Z4 2 · 1 = 2 = 2 · · · 3 y 2 · 0 = 0 = 2 · 2 luego, el número de polinomios de la forma 2g, donde grad(g) <
s, en Z4[x] es de 2s, esto por el principio multiplicativo, por lo que |〈2F̂2 + I〉| = 2s = 2grad(F2).

Afirmación. 〈F̂1 + I〉 ∩ 〈2F̂2 + I〉 = 〈0+ I〉.

Sabemos que 0 + I ∈ 〈F̂1 + I〉 y 0 + I ∈ 〈2F̂2 + I〉 por lo que 〈0 + I〉 ⊆ 〈F̂1 + I〉 ∩ 〈2F̂2 + I〉. Sea
a+ I ∈ 〈F̂1 + I〉 ∩ 〈2F̂2 + I〉 entonces existen h1 + I, h2 + I ∈ Rn con grad(h1) < r y grad(h2) < s tales
que a+ I = (h1 + I)(F̂1 + I) y a+ I = (h2 + I)(2f̂2 + I), igualando ambos lados tenemos, h1F̂1 + I =

2h2F̂2 + I lo cual nos dice que h1F0F2 − 2h2F0F1 ∈ I = 〈xn − 1〉 pero como grad(h1F0F2) < n y
grad(2h2F0F1) < n entonces grad(h1F0F2 − 2h2F0F1) < n por lo que h1F0F2 − 2h2F0F1 = 0, luego:

h1F0F2 = 2h2F0F1 (7)

así que F2|2h2F0F1, y ya que F0, F1 y F2 son coprimos por pares, entonces F0F1 y F2 son coprimos y
como además F2 no divide a 2 pues F2 6= 1, así tenemos que F2|h2, es decir, exite k ∈ Z4[x] tal que
h2 = kF2, sustituyendo esto en (7) tenemos que h1F0F2 = 2kF2F0F1 = 2k(xn − 1), así que h1F0F2 ∈ I,
luego h1F̂1 + I = 0+ I, es decir a+ I = 0+ I. Por lo que 〈F̂1 + I〉 ∩ 〈2F̂2 + I〉 = 〈0+ I〉.

De la afirmación se sigue que
C = 〈F̂1 + I〉 ⊕ 〈2F̂2 + I〉.

Por lo tanto
|C| = |〈F̂1 + I〉||〈2F̂2 + I〉| = 4grad(F1)2grad(F2).

i) Si F2 = 1, entonces xn−1 = F0F1 de ahí que C = 〈F̂1+ I, 2F̂2+ I〉 = 〈F0+ I〉+ 〈2F0F1+ I〉 = 〈F0+ I〉
y |C| = 4n−grad(F̂1) = 4n−grad(F0),

ii) Si F1 = 1, entonces xn − 1 = F0F2 por lo que C = 〈F̂1 + I, 2F̂2 + I〉 = 〈F0F2 + I〉+ 〈2F0 + I〉 =
〈2F0 + I〉 y así |C| = 2n−grad(F̂2) = 2n−grad(F0).

3.2 código dual

Ahora hablaremos del código dual de un Z4-código cíclico, para ello necesitamos definir el producto
interno en Zn

4 . Sean a = (a0, a1, . . . , an−1) y b = (b0, b1, . . . , bn−1) en Zn
4 , definimos

a · b = a0b0 + a1b1 + · · ·+ an−1bn−1 (mód 4)

En la Definición 2.8 se habló del código dual de un código sobre un campo finito, para un Z4-código
cíclico la definición es la misma con la observación de que ahora estamos sobre Z4, es decir,

C⊥ = {u ∈ Zn
4 : u · v = 0 para todo v ∈ C} (8)

Nuestro mayor interés es poder conocer la forma del polinomio generador del código dual.
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Definition 3.1. Sea f(x) = f0 + f1x+ · · ·+ fdxd un polinomio en Z4[x] con fd 6= 0, definimos el polinomio
recíproco de f(x) como

f∗(x) = ±xdf(x−1) = ±(a0xd + a1x
d−1 + · · ·+ ad−1x+ ad)

El siguiente lema enuncia dos propiedades importantes del polinomio recíproco que nos serán de
gran utilidad en la prueba del Teorema 3.4.

Lema 3.4. Sean f(x) = a0 +a1x+ · · ·+asxs y g(x) = b0 +b1x+ · · ·+btxt polinomios en Z4[x] con s > t,
entonces

i) (f∗)∗(x) = f(x),

ii) (f(x)g(x))∗ = f∗(x)g∗(x),

iii) (f(x) + g(x))∗ = f∗(x) + g∗(x)xr para algún r > 0.

Demostración. i) Tenemos que f∗(x) = ±xsf(x−1) = ±(a0xs + a1xs−1 + · · ·+ as−1x+ as) luego

(f∗)∗(x) = ±xsf∗(x−1)

= ±xs(±(a0x−s + a1x
−(s−1) + · · ·+ as−1x

−1 + as))

= a0 + a1x+ · · ·+ as−1x
s−1 + asx

s

= f(x).

ii) Tenemos que

(f(x)g(x))∗ = ±xs+tf(x−1)g(x−1) = (±xsf(x−1))(±xtg(x−1)) = f∗(x)g∗(x).

iii) Como s > t entonces existe un r > 0 tal que t+ r = s y como grad(f(x) + g(x)) = s = t+ r,
entonces

(f(x) + g(x))∗ = ±xs(f(x−1) + g(x−1))

= ±xsf(x−1) + (±xt+rg(x−1))

= f∗(x) + (±xtg(x−1))xr

= f∗(x) + xrg∗(x)

lo que queríamos probar.

Obsérvese que grad(f(x)) = grad(f∗(x)).

Teorema 3.3. Sean a = (a0, a1, . . . , an−1) y b = (b0, b1, . . . , bn−1) vectores en Zn
4 con polinomios asociados

a(x) y b(x). Entonces a es ortogonal a b y a todos sus corrimientos cíclicos si y sólo si, a(x)b∗(x) = 0 en Rn.

Demostración. Tenemos que a(x) = a0+a1x+ · · ·+an−1x
n−1 y b∗(x) = bn−1+bn−2x+ · · ·+b1xn−2+

b0x
n−1. Realizemos el producto de a(x)b∗(x) en Rn, recordando que aquí xn = 1. Así



3.2 código dual 33

0 = a(x)b∗(x)

= (a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1)b∗(x)

= a0b
∗(x) + a1xb

∗(x) + · · ·+ an−1x
n−1b∗(x)

= a0bn−1 + a0bn−2x+ · · ·+ a0b1xn−2 + a0b0x
n−1 +

+a1bn−1x+ a1bn−2x
2 + · · ·+ a1b1xn−1 + a1b0x

n +

+ · · ·+
+an−1bn−1x

n−1 + an−1bn−2x
n + · · ·+ an−1b1x

2n−3 + an−1b0x
2n−2

= a0bn−1 + a0bn−2x+ · · ·+ a0b0xn−1 +

a1b0 + a1bn−1x+ a1bn−2x
2 + · · ·+ a1b1xn−1 +

+ · · ·+
+an−1bn−2 + an−1bn−3x+ · · ·+ an−1bn−1x

n−1

= (a0bn−1 + a1b0 + · · ·+ an−1bn−2) +

(a0bn−2 + a1bn−1 + · · ·+ an−1bn−3)x+

+ · · ·+
(a0b0 + a1b1 + · · ·+ an−1bn−1)x

n−1

⇐⇒ 0 = a0bn−1 + a1b0 + · · ·+ an−1bn−2

0 = a0bn−2 + a1bn−1 + · · ·+ an−1bn−3

...

0 = a0b0 + a1b1 + · · ·+ an−1bn−1

⇐⇒ 0 = (a0, a1, . . . , an−1) · (bn−1, b0, . . . , bn−2)

0 = (a0, a1, . . . , an−1) · (bn−2, bn−1, . . . , bn−3)

...

0 = (a0, a1, . . . , an−1) · (b0, b1, . . . , bn−1)

⇐⇒ a es ortogonal a b y a todos sus corrimientos cíclicos.

Observación 3.2. Del teorema anterior y de (8), se tiene que

C⊥ = {b(x) + I ∈ Rn|a(x)b
∗(x) + I = 0+ I para cada a(x) + I ∈ C}. (9)

El siguiente teorema nos muestra como es el dual de un código cíclico C sobre Z4.

Teorema 3.4. Sea C = 〈F̂1 + I, 2F̂2 + I〉 un Z4-código cíclico de longitud impar n, donde F0, F1 y F2 son
polinomios mónicos y coprimos por pares tales que F0F1F2 = xn − 1 y |C| = 4grad(F1)2grad(F2). Entonces

C⊥ = 〈F∗1F
∗
2 + I, 2F∗0F

∗
1 + I〉 y |C⊥| = 4grad(F0)2grad(F2)

Si F2 = 1, entonces C = 〈F0 + I〉 y C⊥ = 〈F∗1 + I〉.
Si F1 = 1, entonces C = 〈2F0 + I〉 y C⊥ = 〈F∗2 + I, 2F∗0 + I〉.

Demostración. Sea g = F∗1F
∗
2, entonces, por el Lema 3.4 g∗ = (F∗1F

∗
2)
∗ = (F∗1)

∗(F∗2)
∗ = F1F2. Luego

F̂1g
∗ = (F0F2)(F1F2) = (F0F1F2)F2 = (xn − 1)F2 = 0 en Rn (10)

y
2F̂2g

∗ = (2F0F1)(F1F2) = (F0F1F2)2F1 = (xn − 1)2F1 = 0 en Rn (11)

Sean a+ I ∈ C, entonces a+ I = (k1F̂1 + I) + (2k2F̂2 + I) para algunos k1 + I, k2 + I ∈ Rn y q+ I ∈
〈F∗1F

∗
2 + I〉 se tiene que existe k3 + I ∈ Rn tal que q+ I = k3F

∗
1F
∗
2 + I, luego q− k3F∗1F

∗
2 ∈ I = 〈x

n − 1〉,
es decir, existe k4 ∈ Z4[x] tal que q− k3F

∗
1F
∗
2 = k4(x

n − 1), luego pasamos sumando a q ó −k3F
∗
1F
∗
2,
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dependiendo de cual tenga grado mayor o igual al grado de k4(xn − 1), sin pérdida de generalidad
supongamos que −k3F

∗
1F
∗
2 es de grado mayor o igual a k4(xn − 1), entonces q = k3F

∗
1F
∗
2 + k4(x

n − 1),
luego por iii) del Lema 3.4, existe un r > 0 tal que q∗ = k∗3F1F2 + x

rk∗4(x
n − 1)∗ = k∗3g

∗− xrk∗4(x
n − 1)

puesto que (xn − 1)∗ = −(xn − 1), así q∗ − k∗3g
∗ = −xrk∗4(x

n − 1), por tanto q∗ + I = k∗3g
∗ + I. Luego

(a+ I)(q∗ + I) = ((k1F̂1 + I) + (2k2F̂2 + I))(k∗3g
∗ + I)

= (k1F̂1 + I)(k∗3g
∗ + I) + (2k2F̂2 + I)(k∗3g

∗ + I)

= (k1k
∗
3F̂1g

∗ + I) + (k2k
∗
32F̂2g

∗ + I)

= 0+ I

esto último por (10) y (11). Luego, por la Observación 3.2 se sigue que q+ I ∈ C⊥, de ahí que

〈F∗1F
∗
2 + I〉 ⊆ C⊥.

Por otro lado, sea h = 2F∗0F
∗
1, entonces h∗ = 2F0F1 y tenemos lo siguiente

F̂1h
∗ = (F0F2)(2F0F1) = 2F0(x

n − 1) = 0 en Rn (12)

y
2F̂2h

∗ = 2(F0F1)(2F0F1) = 4(F0F1)(F0F1) = 0 en Rn (13)

Sean b+ I ∈ C y p+ I ∈ 〈2F∗0F
∗
1 + I〉 entonces existen k1 + I, k2 + I, k3 + I ∈ Rn tales que a+ I =

(k1F̂1 + I) + (2k2F̂2 + I) y p+ I = 2k3F
∗
0F
∗
1 + I. Notemos que, haciendo el mismo procedimiento que

hicimos antes, p∗ + I = 2k∗3F0F1 + I = 2k∗3h
∗ + I. Entonces

(b+ I)(p∗ + I) = ((k1F̂1 + I) + (2k2F̂2 + I))(2k∗3h
∗ + I)

= (k1F̂1 + I)(2k∗3h
∗ + I) + (2k2F̂2 + I)(2k∗3h

∗ + I)

= (2k1k
∗
3F̂1h

∗ + I) + (4k2k
∗
3F̂2h

∗ + I)

= 0+ I

esto último por (12) y (13). Así, por la Observación 3.2 se tiene que p+ I ∈ C⊥, por lo tanto

〈2F∗0F
∗
1 + I〉 ⊆ C⊥.

Veamos que 〈F∗1F
∗
2 + I, 2F∗0F

∗
1 + I〉 ⊆ C⊥.

Sean t+ I ∈ 〈F∗1F
∗
2 + I, 2F∗0F

∗
1 + I〉 y c+ I ∈ C entonces existen q+ I ∈ 〈F∗1F

∗
2 + I〉 y p+ I ∈ 〈2F∗0F

∗
1 + I〉

tales que t+ I = (q+ I)+ (p+ I) = (q+p)+ I y sin pérdida de generalidad supongamos que grad(q) >
grad(p), así, por el inciso iii) del Lema 3.4 tenemos que (q+ p)∗ = q∗ + xrp∗ para algún r > 0, luego

((q+ p)∗ + I)(c+ I) = (q∗ + xrp∗ + I)(c+ I)

= ((q∗ + I) + (xrp∗ + I))(c+ I)

= (q∗c+ I) + (xrp∗c+ I)

= 0+ I

donde la última igualdad se da ya que 〈F∗1F
∗
2 + I〉 ⊆ C⊥ y 〈2F∗0F

∗
1 + I〉 ⊆ C⊥. Así t+ I ∈ C, por lo que

〈F∗1F
∗
2 + I, 2F∗0F

∗
1 + I〉 ⊆ C⊥. (14)

Ya que F∗0F
∗
1F
∗
2 = 1− xn = −(xn − 1) entonces de manera análoga a como se hizo en la Proposición

3.2, se puede ver que

• |〈F∗1F
∗
2 + I〉| = 4grad(F0)

• |〈2F∗0F
∗
1 + I〉| = 2grad(F2)
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De ahí que
|〈F∗1F

∗
2 + I, 2F∗0F

∗
1 + I〉| = 4grad(F0)2grad(F2). (15)

Como todo códico cíclico de longitud n sobre un anillo Zpa tiene una matriz generadora “estándar”
y de manera análoga su código dual, luego por las propiedades de dichas matrices, se cumple que
|C||C⊥| = pan (cf [CS95]) en este caso, nosotros tenemos que p = 2 y a = 2, y por Proposición 3.2
|C| = 4grad(F1)2grad(F2) = 22grad(F1)+grad(F2) por lo que |C⊥| = 22n

|C|
= 22n2−2grad(F1)−grad(F2),

pero n = grad(F0) + grad(F1) + grad(F2), así 22n−2grad(F1)−grad(F2) pero 2grad(F0) + 2grad(F1) +
2grad(F2) − 2grad(F1) − grad(F2) = 2grad(F0) + grad(F2), así

|C⊥| = 22grad(F0)+grad(F2) = 4grad(F0)2grad(F2)

pero por (15) tenemos que
|C⊥| = |〈F∗1F

∗
2 + I, 2F∗0F

∗
1 + I〉|. (16)

Por lo tanto, por (14) y (16), se sigue que

C⊥ = 〈F∗1F
∗
2 + I, 2F∗0F

∗
1 + I〉.

Si F2 = 1, entonces F∗2 = 1, y así 〈2F∗0F
∗
1 + I〉 ⊆ 〈F∗1 + I〉 por lo que 〈F∗1F

∗
2 + I, 2F∗0F

∗
1 + I〉 = 〈F∗1 + I〉,

es decir, C⊥ = 〈F∗1 + I〉.

Si F1 = 1, entonces F∗1 = 1, luego, C⊥ = 〈F∗2 + I, 2F∗0 + I〉.

3.3 generadores idempotentes
Definición 3.2. Un idempotente en Z4[x] es un polinomio e(x) tal que

e2(x) ≡ e(x) (mód xn − 1)

Observación 3.3. Cada polinomio en F2[x] se puede ver como un polinomio en Z4[x].

Teorema 3.5. Sea C un Z4−código cíclico de longitud impar n.

i) Si C = 〈f+ I〉, donde fg = xn − 1 para algún g ∈ Z4[x], entonces C tiene un idempotente generador en
Z4[x].

ii) Si C = 〈2f+ I〉 y f divide a xn − 1 entonces C = 〈2e+ I〉 donde e es un generador binario idempotente de
〈µ(f) + I〉.

iii) Si C = 〈fh+ I, 2fg+ I〉 donde fgh = xn − 1, entonces C = 〈e+ I, 2v+ I〉 donde e es un idempotente en
Z4[x]; v es un idempotente en F2[x].

Demostración. i) Como f y g son coprimos entonces existen u, v ∈ Z4[x] tales que 1 = fu+ gv. Sea
e = fu, entonces e = 1− gv y e2 = e− gve, sustituyendo e tenemos que e2 = e− gv(fu) y así
e2 = e− uv(xn − 1), por lo que e2 − e ∈ 〈xn − 1〉, y por tanto e2 ≡ e (mód xn − 1), por lo que e
es idempotente en Z4[x].

Ahora, tenemos que en Rn, e = fu, por lo que e+ I ∈ 〈f+ I〉. Veamos que f+ I ∈ 〈e+ I〉.
Como e = 1− gv entonces fe = f− fgv y como fg = xn − 1 se sigue que f− fgv− f = (xn − 1)v,
así f− fgv ≡ f (mód xn − 1)

⇒ fe ≡ f (mód xn − 1)

⇒ fe− f ∈ 〈xn − 1〉 = I
⇒ fe+ I = f+ I

⇒ (f+ I)(e+ I) = f+ I

⇒ f+ I ∈ 〈e+ I〉.

Por lo tanto 〈f+ I〉 = 〈e+ I〉.
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ii) Probemos que 2f(x) = 2µ̄(f(x)) = f̄(x) donde µ̄ es como se definió en (5). Sea f(x) = a0 + a1x+

a2x
2 + · · ·+ asxs ∈ Z4[x], tenemos que los ai ∈ Z4, luego 2f(x) = 2a0 + 2a1x+ 2a2x

2 + · · ·+
2asx

s y observemos lo siguiente

ai = 0 ⇒ 2ai = 0 y µ(ai) = 0 ⇒ 2µ(ai) = 0 = 2ai
ai = 1 ⇒ 2ai = 2 y µ(ai) = 1 ⇒ 2µ(ai) = 2 = 2ai
ai = 2 ⇒ 2ai = 0 y µ(ai) = 0 ⇒ 2µ(ai) = 0 = 2ai
ai = 3 ⇒ 2ai = 2 y µ(ai) = 1 ⇒ 2µ(ai) = 2 = 2ai

donde µ es como se defininió en (4). Así

2a0 + 2a1x+ 2a2x
2 + · · ·+ 2asxs = 2µ(a0) + 2µ(a1)x+ 2µ(a2)x

2 + · · ·+ 2µ(as)xs.

Por lo que 2f(x) = 2f̄(x) y como f̄(x) ∈ F2[x] tenemos que por Teorema 2.10 〈f̄(x)+ I〉 contiene un

único idempotente e(x), tal que 〈f̄(x) + I〉 = 〈e(x) + I〉, luego 〈2f̄(x) + I〉 = 〈2e(x) + I〉 en
Z4[x]

〈xn − 1〉
y así 〈2f(x) + I〉 = 〈2e(x) + I〉.

iii) De i) tenemos que 〈fh + I〉 = 〈e + I〉 con e un idempotente en Z4[x] y por ii) tenemos que
〈2fg+ I〉 = 〈2v+ I〉 donde v es un idempotente en F2[x]. Por lo tanto

〈fh+ I, 2fg+ I〉 = 〈e+ I, 2v+ I〉.

El siguiente teorema nos permite conocer el generador idempontente del código dual C⊥, cuando
conocemos el generador idempotente del código cíclico C.

Observación 3.4. Tenemos que x y xn − 1 son coprimos en Z4[x], por lo que existen a(x), b(x) ∈ Z4[x] tales
que

a(x)x+ b(x)(xn − 1) = 1

pero entonces
a(x)x− 1 = −b(x)(xn − 1)

por lo que
a(x)x ≡ 1 (mód xn − 1)

De ahí que a(x) es el inverso de x en Rn y denotamos a a(x) por x−1.

Teorema 3.6. Si un código cíclico sobre Z4, C, tiene el generador idempotente e(x), entonces C⊥ tiene el
generador idempotente 1− e(x−1).

Demostración. Sabemos que C tiene un polinomio generador en Rn, dígamos que C = 〈g(x) + I〉, donde
g(x) divide a xn−1 y además como ya vimos en el Teorema 3.2 g(x) es producto de básicos irreducibles
y coprimos por pares, además, existe h(x) ∈ Z4[x] tal que g(x)h(x) = xn − 1 g(x), h(x) son coprimos,
es decir 〈g(x)〉+ 〈h(x)〉 = 〈1〉, por lo que existen s(x), t(x) ∈ Z4[x] tales que

1 = s(x)g(x) + t(x)h(x) (17)

Sean e1(x) = s(x)g(x) y e2(x) = t(x)h(x), podemos ver que e1(x) y e2(x) son idempotentes de manera
análoga a como lo hicimos en el inciso i) del Teorema 3.5 y por este mismo teorema se tiene que
〈g(x) + I〉 = 〈e1(x) + I〉 y 〈h(x) + I〉 = 〈e2(x) + I〉. Como e(x) es el generador idempotente de C en Rn

entonces e1(x) = e(x), luego, sustituyendo en (17) tenemos que

1 = e(x) + e2(x)

por lo que e2(x) = 1− e(x). Por otro lado como 〈h(x) + I〉 = 〈e2(x) + I〉 entonces e2(x) = t(x)h(x) y
h(x) = k(x)e2(x), esto en Rn, luego e2(x−1) = t(x−1)h(x−1) y h(x−1) = k(x−1)e2(x

−1), por lo que
〈h(x−1) + I〉 = 〈e2(x−1) + I〉
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Por el Teorema 3.4 tenemos que C⊥ = 〈h∗(x) + I〉 donde h∗(x) = ±xgrad(h)h(x−1), además por
la observación anterior tenemos que x−1 = xn−1 puesto que xn−1x ≡ 1 (mód xn − 1). Sea h(x) =

h0 + h1x+ h2x
2 + · · ·+ hrxr entonces

h(x−1) = h0 + h1x
−1 + h2x

−2 + · · ·+ hrx−r

y

h(xn−1) = h0 + h1x
n−1 + h2(x

n−1)2 + · · ·+ hr(xn−1)r

= h0 + h1x
n−1 + h2x

2(n−1) + · · ·+ hrxr(n−1)

= h0 + h1x
−1 + h2x

−2 + · · ·+ hrx−r

esto último haciendo reducción módulo xn − 1, por lo que efectivamente h(x−1) = h(xn−1), luego

h∗(x) = ±xrh(x−1)

= ±xrh(xn−1)

y además

±xn−rh∗(x) = ±xn−r(±xrh(x−1)

= xn−r+rh(xn−1)

= xnh(xn−1)

= h(xn−1) (en Rn)

por lo que 〈h∗(x) + I〉 = 〈h(x−1) + I〉 y así C⊥ = 〈h(x−1) + I〉 = 〈e2(x−1) + I〉 y como e2(x−1) =

1− e(x−1) entonces
C⊥ = 〈(1− e(x−1)) + I〉.

Teorema 3.7. Sean C1 y C2 códigos cíclicos sobre Z4, con generadores idempotentes e1 y e2 en Rn, entonces
C1 ∩ C2 tiene el generador idempotente e1e2 y C1 + C2 tiene el generador idempotente e1 + e2 − e1e2.

Demostración. Primero probemos que e1e2 y e1 + e2 − e1e2 son idempontentes es Rn. Tenemos que

(e1e2)
2 = e21e

2
2 ≡ e1e2 (mód xn − 1)

puesto que e1 y e2 son idempotentes, por lo que e1e2 es idempotente. Por otro lado

(e1 + e2 − e1e2)
2 = e21 + e1e2 − e21e2 + e1e2 + e22 − e1e

2
2 − e21e2 − e1e

2
2 + e21e

2
2

= e21 + e22 + 2e1e2 − 2e21e2 − 2e1e
2
2 + e21e

2
2

≡ e1 + e2 + 2e1e2 − 2e1e2 − 2e1e2 + e1e2 (mód xn − 1)

≡ e1 + e2 − e1e2 (mód xn − 1)

por lo que e1 + e2 − e1e2 es idempotente en Rn

i) Veamos que C1 ∩ C2 = 〈e1e2 + I〉 donde I = 〈xn − 1〉.
⊇] Como e1 + I ∈ C1 entonces e1e2 + I ∈ C1, y de manera análoga tenemos que e1e2 + I ∈ C2

por lo que 〈e1e2 + I〉 ⊆ C1 ∩ C2.

⊆] Sea c+ I ∈ C1 ∩ C2, como 〈e1 + I〉 = C1 y 〈e2 + I〉 = C2 entonces c+ I = e1k1 + I y c+ I =
e2k2 + I para algunos k1 + I, k2 + I ∈ Rn, luego e1k1 + I = e2k2 + I, por lo que e2e1k1 + I =

e2e2k2 + I = e2k2 + I puesto que e22 + I = e2 + I, así e1e2k1 + I = c+ I, por lo tanto c+ I ∈
〈e1e2 + I〉.
Así C1 ∩ C2 = 〈e1e2 + I〉 .

ii) Probemos que C1 + C2 = 〈(e1 + e2 − e1e2) + I〉
Tenemos que (e1+ e2− e1e2)+ I = (e1+ I)+ ((1− e1)+ I)(e2+ I), donde e1+ I ∈ C1 y ((1− e1)+

I)(e2 + I) ∈ 〈e2 + I〉 = C2 por lo que (e1 + e2 − e1e2) + I ∈ C1 + C2 y así, 〈(e1 + e2 − e1e2) + I〉 ⊆
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C1 + C2. Por otro lado, sea c+ I ∈ C1 + C2, como 〈e1 + I〉 = C1 y 〈e2 + I〉 = C2 entonces existen
h1 + I, h2 + I ∈ Rn tales que c+ I = (e1h1 + I) + (e2h2 + I) = (e1h1 + e2h2) + I, luego

(c+ I)((e1 + e2 − e1e2) + I) = (e1h1 + e2h2 + I)((e1 + e2 − e1e2) + I)

= (e1h1 + e2h2)(e1 + e2 − e1e2) + I

= (e21h1 + e1e2h1 − e21e2h1 + e1e2h1 + e22h2 − e1e
2
2h2) + I

= (e1h1 + e1e2h1 − e1e2h1 + e1e2h2 + e2h2 − e1e2h2) + I

(ya que e1 y e2 son idempotentes)

= ((e1 + e1e2 − e1e2)h1 + I) + ((e1e2 + e2 − e1e2)h2 + I)

= (e1h1 + I) + (e2h2 + I)

= c+ I

de ahí que c+ I ∈ 〈(e1 + e2 − e1e2) + I〉. Por lo tanto

C1 + C2 = 〈(e1 + e2 − e1e2) + I〉.



4 C Ó D I G O S D E R E S I D U O S C U A D R ÁT I C O S
S O B R E C A M P O S F I N I TO S

En este capítulo se mostrarán algunas propiedades importantes de los códigos de residuos cuadráticos
de longitud prima p sobre un campo Fl, donde l es otro primo, el cual es un residuo cudrático módulo
p.

Definición 4.1. Si m es un entero positivo, decimos que el entero a es un residuo cuadrático de m si (a,m) = 1

y la congruencia x2 ≡ a (mód m) tiene solución. Si la congruencia x2 ≡ a (mód m) no tiene solución,
decimos que a es un residuo no cuadrático de m.

Ejemplo 4.1. Sea m = 7, tenemos que

12 ≡ 1 (mód 7)
22 ≡ 4 (mód 7)
32 ≡ 2 (mód 7)
42 ≡ 2 (mód 7)
52 ≡ 4 (mód 7)
62 ≡ 1 (mód 7)
72 ≡ 0 (mód 7)

Por lo que los residuos cuadráticos de 7 son 1, 2 y 4, y los no residuos cuadráticos son 3, 5 y 6.

Ejemplo 4.2. Sea m = 11, tenemos que

12 ≡ 1 (mód 11)
22 ≡ 4 (mód 11)
32 ≡ 9 (mód 11)
42 ≡ 5 (mód 11)
52 ≡ 3 (mód 11)
62 ≡ 3 (mód 11)
72 ≡ 5 (mód 11)
82 ≡ 9 (mód 11)
92 ≡ 4 (mód 11)
102 ≡ 1 (mód 11)
112 ≡ 0 (mód 11)

Por lo que los residuos cuadráticos de 11 son 1, 3 4, 5 y 9 y los no residuos cuadráticos son 2, 6, 7, 8 y 10.

Teorema 4.1. Si p es un primo impar entonces hay exactamente p−1
2 residuos cuadráticos de p, y p−1

2 residuos
no cuadráticos de p, de entre los enteros 1, 2, . . . , p− 1.

Demostración. Podemos escribir los p elementos de Zp como sigue:

−
p− 1

2
,−
p− 3

2
, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,

p− 3

2
,
p− 1

2

estamos haciendo uso del hecho de que Zp ↔ Fp = {0, 1, . . . , p− 1}.
Ahora bien, en un campo la relación a2 − b2 = (a+ b)(a− b) = 0 implica que a = ±b. Así en un

campo si dos cuadrados, a2 y b2 coinciden entonces a = ±b. Esto nos dice que los cuadrados de los
elementos

1, . . . ,
p− 3

2
,
p− 1

2
∈ Z∗p

son distintos y hay p−1
2 de ellos distintos, luego también hay p−1

2 residuos no cuadráticos.

Definición 4.2. Cualquier elemento de Fp que genere el grupo multiplicativo F∗q es llamado un elemento
primitivo de Fp.

39
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Ejemplo 4.3. Tenemos que cuando p = 7, los elementos primitivos de F7 son 3 y 5, y cuando p = 11, los
elementos primitivos de F11 son 2, 6, 7 y 8.

Proposición 4.1. Sea g ∈ Fp un elemento primitivo, a es un residuo cuadrático de p si y sólo si a = g2i para
algún entero i.

Demostración. Sea g un elemento primitivo de Fp, es decir, F∗p = 〈g〉.
⇒] Sea a un residuo cuadrático de p, entonces (a, p) = 1 y existe un x tal que x2 ≡ a (mód p),

podemos tomar x en {0, 1, 2 . . . , p− 1}, pero como a 6= 0 y x 6= p, entonces para que x sea solución de la
congruencia x debe ser distinto de 0, por lo que x ∈ {1, 2 . . . , p− 1}, luego, podemos ver a x como un
elemento de F∗p y así, existe un entero i tal que gi = x, luego x2 = (gi)2 = g2i, así, g2i ≡ a (mód p),
por lo que, en F∗p, a = g2i.
⇐] Supongamos que en F∗p, a = g2i para algún i en los enteros, luego, sea x = gi, tenemos que

x2 ≡ a (mód p), y además como a ∈ F∗p, entonces (a, p) = 1, por lo que a es un residuo cuadrático de
p.

Corolario 4.1. a es un no residuo cuadrático de q si y sólo si a = g2i−1 para algún entero i, donde g es un
elemento primitivo de Fp.

Demostración. Por la proposición anterior tenemos que si a es un no residuo cuadrático de p entonces
para todo entero j tenemos que a 6= g2j en Fp pero como 〈g〉 = F∗p entonces existe un entero k tal que
a ≡ gk (mód p), y como k no es par, entonces k = 2i− 1 para algún entero i, es decir a = g2i−1.

Por otro lado si a = g2i−1 en Fp, con i un entero, tenemos que a no es un residuo cuadrático, pero
(a, p) = 1 puesto que a ∈ F∗p, por lo que a es un residuo no cuadrático de p.

Observación 4.1. Si r y s son residuos no cuadráticos de p, entonces existen i, j enteros tales que para g
un elemento primitivo de Fp, r = g2i−1 y s = g2j−1 y así rs es un residuo cuadrático puesto que rs =

g2i−1g2j−1 = g(2i−1)+(2j−1) = g2(i−j−1).

A partir de ahora denotaremos con Q al conjunto de todos los residuos cuadráticos módulo p y con
N al conjunto de todos los no residuos cuadráticos módulo p. Así, si g es un elemento primitivo de Fp,
tenemos por la Proposición 4.1 y el Corolario 4.1 que

• Q = {g2i : i es un entero},

• N = {g2j−1 : j es un entero},

además podemos ver que Q es un grupo cíclico generado por g2 que tiene p−1
2 elementos.

Ahora, sea g un elemento primitivo de Fp, tomemos un l ∈ Q es decir l = g2i entonces tenemos lo
siguiente:

i) para todo q ∈ Q, lq ∈ Q puesto que q = g2j y así lq = g2ig2j = g2(i+j),

ii) para cada n ∈ N, ln ∈ N, esto ya que n = g2k−1, luego ln = g2ig2k−1 = g2(i+k)−1.

Notemos que Q y N son disjuntos y además ambos son cerrados bajo la multiplicación por l.
A partir de ahora, l será un elemento en Q y además un primo.

Definición 4.3. Las raíces de xn − 1 en el campo de descomposición Fqs son llamadas n−ésimas raíces de la
unidad sobre Fq.

Definición 4.4. Una n−ésima raíz de la unidad sobre Fq que genera el grupo cíclico formado por todas las
n−ésimas raíces de la unidad es una n−ésima raíz de la unidad de orden n y es llamada una n−ésima raź
primitiva de la unidad sobre Fq

Sea α una raíz p−ésima primitiva de la unidad en algún campo que contenga a Fl. Definimos

q(x) =
∏
r∈Q

(x−αr) y n(x) =
∏
n∈N

(x−αn)
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Proposición 4.2. Los polinomios q(x) y n(x) tienen coeficientes en Fl.

Demostración. Notemos que grad(q(x)) = |Q| y grad(n(x)) = |N|. Sea q(x) = a0 + a1x+ · · ·+ asxs
donde s = |Q| y los ai ∈ E, con E un campo que contiene a Fl. Elevamos cada coeficiente ai a la
potencia l, donde los ai son sumas de productos de los αr con r ∈ Q, y además como en un campo de
característica l un primo, (a+ b)l = al + bl, entonces

al0 + al1x+ · · ·+ a
l
sx

s =
∏
j∈Q

(x−αlj)

por otro lado, recordemos que para cada q ∈ Q, lq ∈ Q, así∏
j∈Q

(x−αlj) =
∏
r∈Q

(x−αr) = q(x)

y así, tenemos que
al0 + al1x+ · · ·+ a

l
sx

s = a0 + a1x+ · · ·+ asxs

lo cual implica que para cada i = 0, 1, · · · , s ali = ai y como para cualquier c ∈ E tal que cl = c, se
sigue que c ∈ Fl (cf [Wan03]) entonces para cada i se cumple que ai ∈ Fl, por lo que q(x) ∈ Fl.

Por otro lado, sea n(x) = b0 + b1 + · · ·+ btxt donde t = |N| y cada bi ∈ E, con E un campo que
contiene a Fl, una vez mas elevando cada coeficiente de n(x) a la potencia l, tenemos que

bl0 + bl1x+ · · ·+ b
l
tx

t =
∏
i∈N

(x−αli)

esto ya que E es un campo de característica l por lo que (a+ b)l = al + bl, como vimos antes para
cada m ∈ N, lm ∈ N por lo que ∏

i∈N
(x−αli) =

∏
n∈Q

(x−αn) = n(x)

luego
bl0 + bl1x+ · · ·+ b

l
tx

t = b0 + b1x+ · · ·+ btxt

por lo que para cada j = 0, 1 . . . , t, blj = bj y como para cualquier c ∈ E tal que cl = c, se sigue que
c ∈ Fl (cf [Wan03]) entonces para cada j se cumple que bj ∈ Fl, por lo que n(x) ∈ Fl.

Además notemos que para cada r ∈ Q, q(αr) = 0 y para cada n ∈ N, n(αn) = 0 y ya que α es
una p−ésima raíz primitiva de la unidad sobre Fl entonces para cada r ∈ Q y n ∈ N, tenemos que
(αr)p − 1 = 0 y (αn)p − 1 = 0 por lo que q(x) y n(x) dividen a xp − 1 y además, q(x) y n(x) son
coprimos pues tienen raíces distintas. Por otro lado tenemos que 1P − 1 = 0 y 1 no es raíz de q(x)
y n(x), por lo que x− 1 también divide a xp − 1, y como q(x), n(x) y x− 1 tienen en total p raíces
distintas de la unidad, entonces se sigue que

xp − 1 = (x− 1)q(x)n(x).

Sea Rp el anillo
Fl[x]

〈xp − 1〉
.

Definición 4.5. Los códigos de residuos cuadráticos Q, Q̄, N y N̄ son códigos cíclicos de F
p
l , es decir, son ideales

del anillo Rp y sus polinomios generadores son

q(x), (x− 1)q(x), n(x), (x− 1)n(x)

respectivamente. Algunas veces Q y N son llamados códigos de residuos cuadráticos aumentados y, Q̄ y N̄ códigos
de residuos cuadráticos reducidos.

Observación 4.2. Sea J = 〈xp − 1〉. Como (x− 1)q(x) + J ∈ 〈q(x) + J〉 entonces Q̄ ⊆ Q y de la misma forma,
ya que (x− 1)n(x) + J ∈ 〈n(x) + J〉 entonces N̄ ⊆ N.

Proposición 4.3. Q y N tienen dimensión p+1
2 y Q̄ y N̄ tienen dimensión p−1

2
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Demostración. Como Q y N son códigos cíclicos, entonces por el inciso iii) del Teorema 2.6 tenemos que
las dimensiones de Q y N son p− grad(q(x)) y p− grad(n(x)) respectivamente, pero el grad(q(x)) =
|Q| y grad(n(x)) = |N| y por el Teorema 4.1 sabemos que |Q| = p−1

2 = |N|, por lo que p − p−1
2 =

2p−p+1
2 = p+1

2 y así la dimensión de Q y N es p+1
2 .

Por otro lado, como grad(q(x)) = p−1
2 = grad(n(x)) entonces el grado que (x− 1)q(x) y (x− 1)n(x)

es p−1
2 + 1 = p+1

2 , luego, la dimensión de los códigos Q̄ y N̄ es p− p+1
2 = p−1

2 .

A continuación se enunciarán algunos resultados que serán de gran utilidad más adelante para
exhibir que los códigos Q y N son equivalentes.

Definición 4.6. Un sistema completo de residuos módulo n es un conjunto de enteros tales que todo entero es
congruentes módulo n a exactamente un entero del conjunto.

El conjunto de enteros {0, 1, 2, . . . , n− 1} es un sistema completo de residuos módulo n.

Lema 4.1. Si r1, r2, . . . , rn es un sistema completo de residuos módulo n y si a es un entero positivo tal que
(a, n) = 1, entonces

A = {ar1 + b, ar2 + b, . . . , arn + b}

es un sistema completo de residuos módulo n.

Demostración. Sean ari + b, arj + b ∈ A, supongamos que i 6= j. Si ari + b ≡ arj + b (mód n)

⇒ ari ≡ arj (mód n)

⇒ ri ≡ rj (mód n) (ya que (a, n) = 1)

luego, sea c ∈ Z tal que c ≡ ri (mód n), entonces c ≡ rj (mód n), lo cual no puede ser posible puesto
que r1, r2 . . . rn son un sistema completo de residuos módulo n, por lo que i = j, así, para cuales
quiera dos elementos distinto en A, estos no son congruentes módulo n. Como el conjunto de enteros
A consiste de n enteros incongruentes módulo n y tenemos que para cada i = 1, 2, . . . , n, ari + b ≡ rj
(mód n) para algún j = 1, 2, . . . , n entonces, sea c un entero, tal que c ≡ rk (mód n) para un único
k ∈ {1, 2, . . . , n} y como rk ≡ arj+b (mód n) para algún j, se sigue que c ≡ arj+b (mód n) y además
c es incongruente módulo n a cualquier otro elemento de A, por lo que A es un sistema completo de
residuos módulo n.

Lema 4.2. Sean m y n dos enteros mayores que 1 y mcd(m,n) = 1. Entonces la función

χm :
Fq[x]

〈xn − 1〉
−→

Fq[x]

〈xn − 1〉
a(x) + I 7−→ a(xm) + I

donde I = 〈xn − 1〉, es una permutación de Fn
q cuando identificamos a Fn

q con
Fq[x]

〈xn − 1〉
a través de la función

(3).

Demostración. Sea f(x) =
n−1∑
i=0

fix
i, tenemos que

χm(f(x) + I) = f(xm) + I

= f(xm) (mód xn − 1)

=

n−1∑
i=0

fix
(mi (mód n)).

Como (m,n) = 1 y {0, 1, 2, . . . , n− 1} es un sistema completo de residuos módulo n, entonces, por el
Lema 4.1 tenemos que para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}, el conjunto

Ab = {im+ b : i = 0, 1, . . . , n− 1}

es un sistema completo de residuos módulo n donde b es un entero, de ahí que si b = 0, entonces el
conjunto

A0 = {0 (mód n), 1m (mód n), 2m (mód n), . . . , (p− 1)m (mód n)}
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es un sistema completo de residuos, además, tenemos que para cada a ∈ A0, a ≡ i (mód n) para
algún i ∈ {1, 2, . . . , n} que además es único.

Luego tenemos una permutación, pues a cada i ∈ {1, 2, . . . , n} lo manda a mi (mód n) el cual es
congruente módulo n con un único j ∈ {1, 2, . . . , n}, es decir i 7→ j con i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, así, cuando
tenemos el coeficiente fi que acompaña a xmi, tenemos que después de hacer la reducción módulo n,
fi será el coeficiente de xj, para algún j ∈ {1, 2, . . . , n}. Por lo tanto, χm es una permutación.

Teorema 4.2. Los códigos de residuos cuadráticos Q y N son equivalentes.

Demostración. Por definición, Q = 〈q(x) + J〉 y N = 〈n(x) + J〉, donde J = 〈xp − 1〉. Escogemos un
residuo no cuadrático, m, módulo p y consideramos la función

χm :
Fl[x]

〈xp − 1〉
−→ Fl[x]

〈xp − 1〉
a(x) + J 7−→ a(xm) + J

Como (m,p) = 1 entonces por el lema anterior tenemos que χm es una permutación, por lo que χm(Q)

es un código equivalente de Q, esto por la Definición 2.5. Veamos que χm(Q) = N. Probemos que
χm(Q) ⊆ N, para ello mostraremos que χm(q(x) + J) ∈ N, es decir, que n(x) =

∏
t∈N

(x − αt) es un

divisor de χm(q(x) + J) =
∏
r∈Q

(xm −αr) en Rp.

Sea t un no residuo cuadrático, tenemos que por la Observación 4.1, tm es un no residuo cuadrático
módulo p, por lo que αtm es un raíz del polinomio q(x) y así

0 = q(αtm) = q((αt)m) = χm(q(αt))

pero esto se cumple para cualquier t ∈ N, por lo que n(x) es un divisor de χm(q(x)) pues para cada
t ∈ N, n(αt) = 0 y n(x) no tiene raíces multiples, luego χm(q(x)+ J) ∈ 〈n(x)+ J〉 = N y así χm(Q) ⊆ N.

Por otro lado, como |Q| = |χm(Q)|, donde |Q| = l
p+1
2 y además |N| = l

p+1
2 entonces |χm(Q)| = |N|, por

lo que χm(Q) = N y por lo tanto Q y N son equivalentes.

Ejemplo 4.4. Tomemos p = 7, del Ejemplo 4.1, se tiene que Q = {1, 2, 4} y N = {3, 5, 6} , luego, tomamos
l ∈ Q, y como l debe ser un primo, consideremos l = 2. Sea α ∈ F23 , con α una raíz primitiva 7−ésima de la
unidad, tal que α3 + α+ 1 = 0, es decir α satisface al polinomio primitivo de grado 3, x3 + x+ 1, tenemos que
α3 = α+ 1 y así teniendo presente que estamos trabajando sobre F2:

α4 = α(1+α) = α+α2

α5 = α(α+α2) = α2 +α3 = α2 +α+ 1

α6 = α(α2 +α+ 1) = α+α2 +α3 = α2 + 1

α7 = α(α2 + 1) = α3 +α = 1

ahora bien, hallemos los polinomios generadores de Q y N. Tenemos que

q(x) =
∏
r∈Q

(x−αr) y n(x) =
∏
n∈N

(x−αn)

así,
q(x) = (x−α)(x−α2)(x−α4) y n(x) = (x−α3)(x−α5)(x−α6)

luego, desarrollando los productos y haciendo uso de las relaciones previas se sigue que

q(x) = x3 + x+ 1 y n(x) = x3 + x2 + 1

luego, por el Ejemplo 2.2, podemos ver que el [7, 4, 3]-código lineal de Hamming es un código de residuos cua-
dráticos, y es equivalente al código Q. Nótese que si tomamos una raíz primitiva 7−ésima de la unidad distinta,
q(x) y n(x) se intercambian, para ver esto, consideremos β ∈ F23 , tal que β es una raíz primitiva 7−ésima de
la unidad, y β3 +β2 + 1 = 0, luego β3 = β2 + 1 sobre F2, así

β4 = β(β2 + 1) = β3 +β = β2 +β+ 1

β5 = β(β2 +β+ 1) = β3 +β2 +β = β+ 1

β6 = β(β+ 1) = β2 +β

β7 = β(β2 +β) = β3 +β2 = 1
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por lo que
q(x) =

∏
r∈Q

(x−βr) = (x−β)(x−β2)(x−β4) = x3 + x2 + 1

y
n(x) =

∏
n∈N

(x−βn) = (x−β3)(x−β5)(x−β6) = x3 + x+ 1

en efecto, se puede ver que cuando escogemos una raíz primitiva distinta los códigos se intercambian, pero por el
Teorema 4.2 sabemos que Q y N son equivalentes.

En el siguiente ejemplo se habla sobre los dos códigos de Golay, dos códigos muy importantes, con
propiedades muy interesantes, estos códigos son el [23, 12, 7]−código binario G23 y el [11, 6, 5]−código
ternario G11

Ejemplo 4.5. Los códigos G23 y G11 son códigos de residuos cuadráticos. Para G23 tenemos p = 23 y l = 2,
donde, en efecto l es un residuo cuadrático módulo 23, puesto que 52 ≡ 2 (mód 23), ahora, si nosotros tomamos
una raíz primitiva 23−ésima de la unidad en alguna extensión de F2 podemos obtener alguno de los código de
residuos cuadráticos, Q ó N, y haciendo los cálculos pertinentes se llega a que

q(x) = x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1 y n(x) = x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x+ 1

y estos son divisores de x23 − 1, pues

x23 − 1 = (x− 1)(x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1)(x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x+ 1).

Ahora bien, cuando consideramos al código G11, tenemos que p = 11 y por el Ejemplo 4.2 se sigue que, 3 es un
residuo cuadrático módulo 11, así que tomando una raíz primitiva 11−ésima de la unidad en alguna extensión
de F3, se obtienen los códigos de residuos cuadráticos Q y N, con generadores

q(x) = x5 + x4 − x3 + x2 − 1 y n(x) = x5 − x3 + x2 − x− 1

en efecto,
x11 − 1 = (x− 1)(x5 + x4 − x3 + x2 − 1)(x5 − x3 + x2 − x− 1).

Teorema 4.3. Si d es la distancia mínima de C o N, entonces d2 > p. Más aún si p = 4k− 1, entonces

d2 − d+ 1 > p

Demostración. Sea a(x) + J una palabra código de peso mínimo distinto de cero, d, en C. Si n es un
residuo no cuadrático, entonces χn(a(x) + J) = a(xn) + J es una palabra código de peso mínimo en n,
esto ya que los coeficientes distintos de cero de a(x) seguirán siendo distintos de cero en a(xn), luego
(a(x) + J)(a(xn) + J) ∈ C∩N, es decir, es múltiplo de

∏
r∈Q

(x−αr)
∏
n∈N

(x−αn) =

p−1∏
i=1

(x−αi)

puesto que Q y N son disjuntos y Q ∪N son todos los enteros distintos de cero en Fp, luego como
xp − 1 = (x− 1)q(x)n(x), entonces x− 1 divide a xp − 1 y al hacer esta división nosotros tenemos que

xp − 1 = (x− 1)(
p−1∑
i=0

xi), por lo que n(x)q(x) =
p−1∑
i=0

xi y así

p−1∏
i=1

(x−αi) =

p−1∑
j=0

xj

por lo que cualquier elemento de C∩N tiene p coeficientes distintos de cero, y así, (a(x)+ J)(a(xn)+ J)
tiene peso p. Como a(x) + J tiene peso d, es decir, el polinomio a(x) tiene d coeficientes distintos de
cero, entonces (a(x) + J)(a(xn) + J) tiene a lo más, d2 coeficientes distintos de cero, por lo que d2 > p.
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Si p = 4k− 1, podemos ver a p como p = 4(k− 1) + 4− 1 = 4k1 + 3, y tenemos una propiedad que
nos dice que si p = 4m+ 3 entonces −1 es un residuo no cuadrático módulo p (cf [MA78, Cap. 2]),
luego tomemos n = −1, y sea a(x) = a0+a1x+ · · ·+asxs donde d coeficientes de a(x) son distintos de
cero, entonces a(x−1) = a0 +a1x

−1 + · · ·+asx−s, donde d coeficientes son distintos de cero, notemos
que al realizar el producto a(x)a(x−1), tenemos lo siguiente aixiaix−i = a2i x

0 = a2i , esto para cada
i ∈ {0, 1, 2, . . . , s} tal que ai 6= 0 y como d coeficientes son distintos de cero entonces tendremos al
menos d productos de la forma a2i distintos de cero, que sumarlos, serán un elemento en Fl, por lo
que tendremos a lo más d2 − d+ 1 coeficientes distintos de cero en el producto a(x)a(x−1), y como
a(x)a(x−1) + J ∈ C∩N entonces d2 − d+ 1 > p.

Con esto se termina una breve exposición de los códigos de residuos cuadráticos sobre campos
finitos.





C O N C L U S I O N E S

Se han estudiado los códigos cíclicos sobre campos finitos y sobre el anillo de Galois Z4, y a simple
vista se puede ver que las diferencias son muchas y el trato que se le da a cada uno difiere por
las propiedades que tienen los campos finitos y el anillo Z4, una de las diferencias más relevante
es la forma en como son generados, pues bien, mientras que en los códigos cíclicos sobre campos
finitos el polinomio generador es un divisor de xn − 1, en los códigos cíclicos sobre Z4 el código no
necesarimante es generado por un único polinomio, de manera general, el código es una suma directa
de dos Z4−submódulos; otra gran diferencia es la estructura del código dual el cuál, cuando hablamos
de códigos cíclicos sobre Z4, goza de unas propiedades muy peculiares, desde la forma en que este
es generado hasta el generador idempotente que este puede poseer. En fin, ambos tipos de códigos
son interesantes por su estructura, pero los códigos cíclicos sobre Z4 requieren de un cuidado mayor
al ser estudiados. Y finalmente se abordaron las principales características de los códigos de residuos
cuadráticos, notamos que dichos códigos se vuelven especiales por su construcción, la cual requiere de
conocimiento sobre la teoría de números y sobre propiedades importantes de campos finitos.
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