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Introduccion

La teoria de superficies minimas forma parte de la Geometria Diferencial,
en la cual se estudian inicialmente, las curvas y superficies en el espacio tridi-
mensional usando técnicas del calculo diferencial e integral. La existencia de
superficies minimas surge como una generalizacion del problema de encon-
trar las trayectorias mas cortas entre dos puntos en una superficie llamadas
geodésicas. El problema de encontrar geodésicas forma parte del estudio in-
trinseco de la geometria de una superficie, es decir, de las propiedades que
dependen de la primera forma fundamental, mientras que la existencia de
superficies minimas es parte del estudio de sus propiedades extrinsecas, es
decir, se agregan las propiedades que dependen de la segunda forma funda-
mental, pero también interacttia con la topologia algebraica y diferencial asi
como con andlisis complejo y el anélisis funcional.

Posteriormente, la teoria de superficies minimas se generalizd6 a dimen-
siones mayores que tres y por supuesto a variedades diferenciables reales y
complejas.

Las superficies minimas son, quizd, las superficies mas estudiadas en Geo-
metria Diferencial, siendo atin uno de los campos mas atractivos de la investi-
gacion actual en Geometria. La belleza de los problemas que aqui se plantean,
normalmente de enunciados sencillos, contrasta con la enorme dificultad que,
en muchos casos, extrana su resolucion.

El objetivo principal de este trabajo, desde luego, por razones de tiempo
y espacio es la exposicion y demostracion de algunos resultados importantes
que ha tenido esta teoria desde sus inicios en el siglo XVIII, emprendida por
L. Euler y L. Lagrange (aunque ello suponga dejar de lado otras muchas
no menos interesantes). Para la eleccién que haremos, nos hemos basado en
primar resultados que estén basados en una de las herramientas mas podero-
sas de la matematica, el analisis complejo, principalemnte exprondremos las
publicaciones de las formulas de representacion generales de superficies mini-
mas, dadas por Alfred Enneper (1864) y Karl Weierstrass (1866), en dichas
formulas se hace la conexion de superficies minimas con el analisis complejo.
Estas representaciones se les conoce hoy en dia como La Representacion
de Weierstrass-Enneper para superficies minimas, y dice que cualquier



superficie minima podra ser representada por funciones holomorfas. En su
respectivo capitulo veremos su construccion y aplicacion de ésta representa-
cion.

También tocaremos aunque no con mucho detalle los dos temas centrales
en la teoria de superficies minimas tales como el Teorema de Bernstein
(afirma que cualquier solucion a la ecuacion de superficie minima sobre todo
el plano es una funcion lineal) y El problema de Plateau (probar que para
cada curva cerrada C' C R? existe una superficie S con area minima y cuya
frontera es C'), por supuesto cada demostracion hara uso de los conocimientos
previos y herramientas de la rama matematica en la que se encuadra.
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Capitulo 1

Conceptos previos

1.1. Preliminares

En este capitulo de conceptos previos damos las definiciones, proposicio-
nes y propiedades necesarias para una correcta lectura de este trabajo. Las
nociones que aqui se incluyen son las minimas necesarias en un curso de
introduccion a la geometria diferencial. Todos estos conceptos que aqui se
exponen, se pueden ver de forma més detallada y con demostraciones en [7],
[12] y [14], principalmente. La historia de la Geometria Diferencial puede ser
estudiada en |[5], pag. 318.|.

1.2. Definicién de superficie

En este trabajo hablamos de superficies, en especial superficies regulares,
por lo tanto debemos comenzar definiendo lo que es una superficie regular y
viendo sus propiedades.

Sea a un punto de R™ y sea ¢ un nimero entero positivo. El conjunto de
todos los puntos x de R” tales que

|z —all <€

se denomina n-bola abierta de radio € y centro a y la denotamos por B(a, €).
Un subconjunto U de R™ se dice que es abierto si, para cada a € U, existe
una n-bola B(a, €) abierta con centro en a, completamente contenida en U.
Si Ay B son subconjuntos de R" y R™, respectivamente , f : A — B se
dice que es continua en a € A si los puntos en A cercanos a a son transfor-
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mados mediante f a puntos en B cercamos a f(a).

Mas precisamente, f se dice que es continua en un punto a € A si para
todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

| f(u) — f(a)]| < € siempre que ||ju —al|| < J con u € A.

Entonces f se dice que es continua si es continua en cada punto de A.
Composicion de funciones continuas es continua.
En vista de nuestra definicion de conjunto abierto, podemos dar una

equivalencia de continuidad: f es continua si y solo si, para cualquier abierto
U de R™ existe un conjunto abierto V' de R™ tal que f~'(U) = {z € A|f(z) €
U} =VnA.

Definicion 1.1. Sea f: A — B, f se dice que es un homeomorﬁsm de
A en B si f es biyectiva, es continua y f~': B — A es continua, y se dice
que A es homeomorfo a B si existe una homeomorfismo de A en B.

1.3. Transformaciones diferenciables

Demos un repaso breve del calculo vectorial, revisando algunos conceptos
bésicos que mas adelante extenderemos a otras areas.

Definicion 1.2. Una transformacion f : R — R™ es diferenciable en
a € R™ si existe una transformacion lineal X : R™ — R™ tal que

o at ) = fl@) = A

h—0 | L] =0

La norma es esencial, ya f(a+h)— f(a) —A(h) estd en R™ y h esta en R™.
La transformacion lineal A se designa por D f(a) y se denomina la diferencial
de f en a. La justificacion de la existencia de la transformacion lineal puede
verse en [I§].

Definicion 1.3. Una transformacion f : R™ — R™ es diferenciable en A C
R™ si f es diferenciable para todo a € A. Por otra parte , si f : R" — R™,
A C R"™ entonces f se llama diferenciable si f se puede exrtender a una
transformacion diferenciable en algunos conjuntos abiertos que contiene A.

! La palabra homeomorfismo viene del griego éuotos (homoios) — misma y poppr (morp-
he) = forma.
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Sea U una abierto de R™ una transformacion f : U — R™ es suave o
de clase C*(U), si admite derivadas parciales de todos los ordenes y son
continuas en U.

Definicion 1.4. Sean A C R" , y B C R™ se dice que f : A — B es
difeomorfismo, si es diferenciable, biyectiva, y su inversa f~': B — A es
también diferenciable.

Resulta inmediato que la composicion de transformaciones diferenciables
entre subconjuntos es también diferenciable, y la composicion de difeomor-
fismos, es difeomorfismo.

Muchas veces es conveniente considerar la matriz de D f(a).

Definicién 1.5. La diferencial de f, D f(x) asigna a cada punto v € U C R™
una transformacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base candnica

de R" es Df : R" — R™, dada por

1 1

%(m) %(m)
Dfx: : : :

Ur(w) ... Fr()

esta matriz m X n se denomina la matriz Jacobiana de f en x, y se indica
/
por f'(x).

Definicion 1.6. (Superficie regular).Un subconjunto S C R® es una su-
perficie reqular si, para cada p € S, existe una vecindad V en R® y una trans-
formacion x: U — VNS de un conjunto abierto U C R? sobre V NS C R3

tal que:
1. x es diferenciable, i.e., de clase C*.
2. x es un homeomorfismo.

3. Para cada q € U, la diferencial dx, : R* — R® es uno a uno.

Llamamos a la transformacion x una parametrizacion o un sistema de
coordenadas (locales) de S en py ax(U) C S una vecindad coordenada de p,

la coleccion de todas estas parametrizaciones es llamado el atlas de S. Nos
referiremos a las derivadas parciales de x , g—z,% , POr Xy, X, respectivamente.

Hay otro tipo de superficies, las superficies parametrizadas, que definiremos
a continuacion.
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Nota 1.7. La transformacion x: U — V NS se llama una carta, parche o
parametrizacion local de S en p.

Definiciéon 1.8. (Superficie parametrizada). Una superficie parametri-
zada x : R?2 — R3 es una transformacion diferenciable x de un conjunto
abierto U C R? en R3. El conjunto x(U) C R? se llama la traza de x.

La superficie parametrizada x es regular si la diferencial dx, : R*? — R3

es uno a uno para todo g € U (i.e., los vectores %,% son linealmente inde-

pendientes para todo ¢ € U). Un punto p € U donde dx, no es uno a uno se
llama punto singular de x.

Ejemplos de parametrizaciones

Ejemplo 1.9. 1. Parametrizacion de Monge

La grifica de una transformacion real de dos variables z = f(x,y) es
una superficie en R3. Se define una parametrizacion

x(u,v) = (u, v, f(u,v))
donde u y v son el rango sobre el dominio de f.

2. Coordenadas esféricas

Cuya parametrizacion estd definida por
x(u,v) = (Rcosucosv, Rsinucosv, Rsinv)

El siguiente lema muestra una razon del porqué la suavidad de superficies
es importante para nosotros, antes recordemos que:

Definicién 1.10. Una curva diferenciable es una transformacion diferen-
ciable o : I — R3 donde I es un intervalo abierto de R .

Diremos que la curva o es plana cuando exista un plano II de R? tal que
Im(a) C II. A Im(«) le llamaremos la traza de «. Las componentes de «
seran representadas por
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y a t le llamaremos el parametro de la curva. A o/(t) = (2/(t),y'(t), 2/'(t)) le
llamamos el vector tangente o velocidad de « en t. La recta tangente a v en
t es la recta de R3 que pasa por a(t) en la direccion de o/ (t), esto es

{a(t) + /(1) | a € R}.

Definicion 1.11. Una curva o : I — R? donde I es un intervalo abierto de
R se llama curva regular si o (t) # 0,Vt € I.

Lema 1.12. Sea S una superficie. Si a: I — x(D) C S es una curva suave
en R? la cual estd contenida en la imagen de una parametrizacion x de S,
entonces para funciones suaves unicas u(t),v(t) : I — R

Demostracién. Como « es suave, la composicion x oo : I — D es
suave por definicion. Ahora, D C R?, asf x 'a(t) = (u(t),v(t)). Por lo tanto

a(t) = x(x"'a(t)) = x(u(t), v(t)).

Para probar que u(t) y v(t) son tinicas, supongamos que «(t) = x(u(t),v(t))
para cualesquiera dos funciones w y v. Note que, podemos asumir que w y v
estan definidas en I esto es verdad via una reparametrizacion. Entonces

(u(t), v(t)) = x""a(t) = x " (x(@(t), v(t)) = (@(t),v(t)).

La equivalencia natural asociada a la diferenciabilidad es el concepto de
difeomorfismo.

Definicion 1.13. Dos superficies requlares S y S son difeomorfas si existe
una transformacion diferenciable ¢ : S — S con inversa diferenciable =1 :

S—S.
A tal ¢ se le llama un difeormorfismo de S a S.

Nota 1.14. La nocion de difeomorfismo desempena el mismo papel en el
estudio de superficies requlares que el concepto de isomorfismo en el estu-
dio de espacios vectoriales. En otras palabras, desde el punto de vista de la
diferenciabilidad, dos superficies difeomorfas son indistinguibles.
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Definicion 1.15. Una transformacion ¢ : U C S — S es un difeomorfis-
mo local en p € U si existe una vecindad V C U de p tal que @ restringida
a V' es un difeomorfismo sobre un conjunto abierto p(V) C S.

Definicién 1.16. Una reparametrizacion de una superficie S es una com-
posicion xo f : V — R3 donde f : V — U es un difeomorfismo.

1.4. Plano tangente

Deseamos definir, para cualquier punto de una superficie dada, la mejor
aproximacion lineal a la superficie en la vecindad del punto. Esta definicion
juega un papel fundamental en el estudio de planos y curvas en el espacio.
Construiremos éste objeto de la nocion de vector tangente a una curva como
se vio anteriormente, lo que vamos a definir es el concepto de vector tangente
a una superficie en la vecindad del punto. Esto nos permitird hablar de dife-
rencial de una transformacion diferenciable y de poder estudiar la geometria
de una superficie haciendo uso de este célculo diferencial.

Antes veamos la siguiente

Definiciéon 1.17. Una curva diferenciable en una superficie reqular S es una
transformacion diferenciable o : I — S donde I es un intervalo abierto de

R.

Definicion 1.18. Sea S una superficie y p € S un punto. Decimos que
el vector v € R® es tangente a S en p, si podemos encontrar una curva
a: (—e€) = S, con e > 0 tal que a(0) = p y o/(0) = v. El conjunto
que consiste de todos los vectores tangentes de S en el punto p suele ser
representado por T,S llamado plano tangente.

T,S = {v € R®*v es un vector tangente a S en p}.

Es decir los vectores tangentes a una superficie son los vectores tangentes
a curvas en R3 que estén contenidas en la superficie. Cinematicamente, son
todas las posibles velocidades con las que pueden ser recorridas las curvas en
la superficie en el punto en cuestion.

Lema 1.19. Sea S una superficie, p € S, y X : U — S una parametrizacion
de S enp e X(U). Entonces

1,8 = (dX)x-1(p)(R?)
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Demostracion.

Sea w € R?. Consideremos el segmento de linea 8 : (—¢,¢) — U, con
e > 0, dada por 8(t) = q + tw, donde ¢ = X~!(p). La curva verifica que
B(0) = qy B'(0) = w. Asi, tomando a : (—e, e) — S para la composicion
a = X o 3, tenemos que a(0) =py (0 ) = (X0 3)'(0) = (dX),(w). Por lo
tanto, (dX),(R?) C T,,S, ya que « toma estos Valores en S.

Ahora tomemos un vector v tangente a S en p. Por definicion, existe
a: (—e€) — S tal que a(0) = py (0) = v. Tomando € > 0 suficientemente
pequeno , podemos asumir, por continuidad de « que su traza esta contenida
en X(U). Definamos una curva en U por 3 = X! o«a. Entonces tenemos que
B0) =qya=Xof. Asi, v = a'(0) = (X0 §)(0) = (dX),(5(0)), esto es,
cualquier vector tangente a S en p esta en la imagen de (dX),.
|

En particular 7,5 es un espacio vectorial de dimensiéon 2 de R? al que
llamamos el plano tangente a S en p.

Observacion 1.20. 51 X : U — S es una parametrizacion de S que cubre
apyq=X"'(p) entonces por el Lema anterior, tenemos que (dX),(R?) no
depende de X y que {X,(q),X,(¢q)} es una base de T,S

Conviene notar que si S; C S es un abierto de S y p € Sy, entonces
TpSl - TpS

Consideremos una superficie regular S C R® y un punto p € S, tenemos
que el plano tangente de S en p, T,(5), es un plano vectorial por [LI9 que esta
contenido en R3, luego podemos tomar wy,wy € T),(S) y calcular producto
interno usual en R? éste induce en cada plano tangente T,(S) un producto
interno, que denotaremos por (, ), , es decir, si wy, wy € T,(S) C R3, entonces
(w1, wq), es igual al producto interno de wy y wy como vectores en R3. A este
producto interno, que es una forma bilineal simétrica, corresponde una forma

cuadratica [, : T,(S) — R dada por:
Iy(w) = (wy, wa)p =[| w [[*> 0

Definicion 1.21. (Primera forma fundamental).La forma cuadrdtica
I, : T,(S) — R que hemos definido en el pdrrafo anterior es la primera

forma fundamental de la superficie reqular S en p € S.

Basicamente, la primera forma fundamental, nos permite encontrar la
longitud de un vector tangente (en un plano tangente). Si w es un vector
tangente,
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|w|?> = w-w. {porqué es interesante? Se hace interesante si estas pensando

w no s6lo como coordenadas en R?, sino como combinacién lineal de los dos

ox Ox _ ., 0x ox.

vectores de la base, 3% y 5. w = ag: + bg;
entonces

lw|? = <a§ + b%) : <a§ + b%)
ou ov ou ov
:a2%-%+2ab%-%+b2%-%. (1.1)
ou Ou ou Qv ov v
Existen algunas diferencias de notacion entre Do Carmo y Osserman que
serd util verlas aqui para evitar confusiones en algunas partes de la tesis.
Do Carmo escribe [[.I como Ea? + 2Fab + GU?, y se refiere a todo esto
como en la definicion anterior I, : T,,(S) — R. En realidad , él esta usando u
y v en lugar de a y b en este punto, ya que estas coordenadas vienen de un
vector tangente lo que quiere decir que son la u/(¢) y v'(¢g). Osserman dice
gm=E gu=9ga=Fygn=0_G.
Con base a lo anterior, denotemos la matriz Jacobiana la transformacion

x(U) por

Ox; 4
M = (mij);mij = %,Z: 1,2,...,71;] = 1,2
J

Note que las columnas de M son los vectores

Ox _ (% 0%
8Uj N 8Uj’.”7 8Uj

Para vectores V = (vq,...,v,), W = (wy,...,w,) se define el producto
interior por

VW:ivkwk

k=1
y el producto exterior, denotado por A como

VAW WAV e RYD/2

donde, los componentes de V' A W son los determinantes

det( Vi Y ),z'<j,
w; w
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Finalmente introduzcamos la matriz

Ox, OXp, ox 0Ox

N T _ - 1.2
G =(9ij) = M"M ; gij = Z Ou; 8“3 Oy 8%7 "

Note que G es una matriz 2 x 2. Para calcular det(G) recordemos la
identidad de Lagrange:

(3e) (35) - (Sn) = 3 o

1<i<j<n
Usando la identidad de Lagrange uno puede dedudcir:
Ix (xi, %)\
det = | 25 X2 _ (73) : 1.3
|8’U1 8’&2 | 1<Z]:<n 0(u1, Ug) ( )

Note que los coeficientes de la primera forma fundamental son:

E = (xy,%4);
F = (xy,%y);
G = (X, Xy)-

La primera forma fundamental es la expresion de como la superficie S
hereda el producto interno natural de R3. Geométricamente, nos permite
hacer mediciones en la superficie (longitudes de curvas, angulos entre vectores
tangentes, areas de regiones) sin necesidad de referirnos al espacio ambiente
R3 que contiene a la superficie.

= LONGITUD

Sabemos que la longitud de una curva o : I C R — R3 entre ¢y y t;
(to,t; € I) viene dada por la integral L(«) = tzl |/ (t)|dt.

Sea x : U C R? — R3 una una parametrizacion de S, supongamos que
la curva a : I C R — R3 esta definida en S. Entonces a(t) = x(8(t)) =
x(u(t),v(t)), donde B : I — U C R? es una curva diferenciable en U. Espe-
cificamente, 3 se define como 3(t) = x~(a(t)).

Tomemos a o/(t) = x(u(t),v(t)) = xu(u(t),v(t)) - u'(t) + x,(u(t), v(t)) -
v'(t). Abreviado, tenemos o = x,u" + x,0’
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Luego o/ - = (x,u' +x,0") - (x 0 +%,0") = (x4 X)) (0)? 4+ 2(x - X ) UV +
(%, + %,)(v")?. Es decir,
o/ (t)-a/(t) = E(u(t), v(t)) (u'(£)*+2F (u(t), v(t))u' (t)v' () +G(u(t), v()) (' (t))*,

con a(t) = p.
Entonces

/| = VEu? 4+ 2Fuv' + Gv? = /[ L(a).

Como py = ate) = x(B(to)) = x(u(to),v(to)) v p1 = a(t1) = x(B(t1)) =
x(u(t1),v(t1)). Podemos expresar la longitud de arco como

Lg — /ttl VIt

» ANGULOS

Tenemos que
Ip(u,v) = E(u,v)u® 4 2F (u, v)uv + G(u, v)v?.

Esta transformacion define una manera diferente de expresar el producto
escalar entre vectores de T,(S). A saber, sean «,w € T,(S). Como {x,,x,}
es una base de T,,(.5), tenemos @ = voX, + VoX, ¥ W = WaX, + WaX,. Luego

U W = (V9Xy+02Xy ) (WaXy +WaXy ) = VW1 Xy Xy + (VoW1 +01 Wa )Xy Xy Vo WoXy Xy

Si p = x(ug, vp) entonces tenemos

U-W= E(UQ, UQ)’Ul'lUl + F(Uo, UQ)(UQ'lUl + Ul’LUQ) + G(UQ, UQ)UQ’LUQ.

3
g

Si 6 es el angulo entre 4@ y w. Como cos() = , tenemos

£
g

cos(9) = Eviw; + F(vywy + viws) + Guaws
I, (0) 1, ()

= AREAS
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Otra cuestion que podemos tratar con la primera forma fundamental es, el
calculo o definicion de del area de una region acotada de una superficie regular
S. Recordemos que un dominio regular de S, es un subconjunto abierto y
conexo de S tal que su frontera es la imagen de un circulo mediante un
homeomorfismo diferenciable que es regular excepto en un ntimero finito de
puntos. Una region de S no es mas que la unién de un dominio con su frontera
y una region de S C R? esta acotada si esta contenida en alguna bola de R3.

Consideraremos regiones acotadas R que estén contenidas en un entorno
x(U) de una parametrizacion x(u, v) de S. En otras palabras , R es la imagen
mediante x de una region acotada Q) C R.

La funcion |x, X x,|, definida en U, mide el area del paralelogramo gene-
rado por los vectores x, y X,. Una manera de calcular el area de x(U) puede
ser dividiendo el sector x(U) en pequenos paralelogramos infinitesimales. Asi
tenemos la siguiente definicion

Definicion 1.22. Sea R C S una region acotada de una superficie reqular
contenida en el entorno coordenado de una parametrizacionx : U C R? — S.
El nidmero positivo

// %y A Xy|dud, = A(R) donde Q = x '(R),
Q

se denomina el drea de R.

Ademas se puede demostrar que ésta integral, no depende de la parame-
trizacion x que tomemos.

Con respecto a la tesis supondremos que la superficie es por lo menos
de clase C!. Si por algiin » > 1 tenemos una superficie S definida por
x(u) € C"(D) donde u = (uy,us), y u(ii) € C"(D) es un difeomorfismo de un
dominio D en D, entonces la superficie S definida por x(u(@)) se dice que es
obtenida a partir de .S por un cambio de los parametros. Si una propiedad
de S también es valido para los puntos correspondientes de todas las super-
ficies S obtenidas por cambio de parametros. Decimos que es independiente
de pardametros. Que algunas propiedades de una superficie no se modifique
por reparametrizaciones es muy util, ya que podremos elegir parametros con
buenas propiedades como veremos més adelante.

Sea U = (222} 15 matriz jacobiana para un cambio de pardmetros
A(a1,u2)

como anteriormente vimos, y sean M y M las matrices jacobianas para x(u)
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y X(u(@)) respectivamente. Entonces la determinante de U es claramente no
cero en el dominio D, y por la regla de la cadena

ox; 2 8Xi%

Ouy, 4= 0i; Oy,

También obtenemos una expresion para la nueva métrica G' en términos
de la anterior G como

G=M"M=MN'(MU)=U"M"MU = UTGU. (1.4)

Como detG = detG(detU)? y (detU)? > 0 tenemos que detG > 0 si y solo
si detG > 0. Esto significa que la regularidad de una superficie no depende
del cambio de pardmetros. En consecuencia, si una superficie es regular para
algunos parametros sera regular para los parametros que elijamos para repre-
sentar la superficie, siempre y cuando halla una transformacion difeomorfa
entre los parametros.

1.5. Diferencial de una transformacion diferen-
ciable

La nocion de la diferencial de una transformacion diferenciable definido en
una subconjunto abierto R™ extendido, es en forma natural, transformaciones
diferenciables definidas en superficies. Ademaés, las propiedades cléasicas del
calculo diferencial también son ciertas en esta situacion.

Definicion 1.23. Sea S una superficie y f : .S — R™ una transformacion
diferenciable. Para cada punto p € S se define la diferencial de S en p y se
representa por df,

df, : T,S — R™
definida de la siguiente manera: Dado v € T,S, elegimos una curva « :

—€,€) — tal que o = o = v y entonces tenemos que
(—€,€) = S, tal que a(0) = p y a'(0) y q

d

dfp(v) = dt|t:0

(f e a)(t) = (f °)(0).

A continuacién mostramos resultados importantes del anéalisis de varias
variables cuyas demostraciones se omiten. El primero de ellos es la regla de
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la cadena, tan usada en el cilculo de derivadas, y el segundo es el teorema
de la funcién inversa.

Teorema 1.24. (Regla de la cadena.) Si Sy, Ss, S3 son superficies regu-
lares, V. C S7 abierto en S1, W C Sy abierto en Sy, f :V — Sy continua,
g : W — Sz continua, f(V) C W, p eV, f es diferenciable en p y g es
diferenciable en f(p), entonces go f : V' — Sy es diferenciable en p, es decir

d(go f) = dgyp) o dfy.

El teorema de la funcion inversa para superficies se expresa como sigue.

Teorema 1.25. (Teorema de la funcién inversa.) Si S; y Se son su-
perficies requlares, V. C Sy abierto en Sy, f 'V — Sy es diferenciable en V
y st p €V ydf, es isomorfismo, entonces f es difeomorfismo local en p, es
decir; existen abiertos Uy de Sy y Uy de Sy tales que p € Uy CV, f(p) € Uy
y f |g§ Uy — Uy es difeomorfismo.

1.6. La transformacion de Gauss y la segunda
forma fundamental

La transformacion de Gauss es una funciéon que se define sélo para super-
ficies orientables. Antes de definirlo propiamente, vamos a revisar el concepto
de orientabilidad si se desea ampliar més sobre el tema y ver las demostra-
ciones de los siguientes dos lemas, véase [[12] capitulo 3.

1.7. Orientabilidad

Sea S C R? una superficie. En general un campo diferenciable de vec-
tores serd, por definicién, una transformacion diferenciable V : S — R3. Si
los valores que toma V' en cada punto de la superficie pertenecen al plano
tangente de S en ese punto, esto es, si V(p) € T,,S para todo p € S, decimos
que V es un campo tangente a la superficie. En cambio, si éstos valores
son ortogonales a la superficie en cada punto, esto es, si V(p) L 71,5 para
todo p € S, decimos que V' es una campo normal a la superficie; Si por otra
parte, | V(p) |= 1 en cada punto p de S, V' se dice que es un campo normal
unitario en la superficie S y lo representamos por N.
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Es claro que para todo p € S, existen exactamente dos vectores unitarios
de R3 perpendiculares al plano tangente T,,S. El siguiente resultado nos dice
que se puede determinar de forma continua, incluso sin problemas un vector
normal unitario en cada punto , siempre y cuando nos limitemos a una parte
de la superficie.

Lema 1.26. Sea S una superficie reqular y sea x : U — R3 una parametriza-
cion de S. Entonces existe un campo normal unitario en el conjunto abierto

V = X(U).

Parece intuitivo que un campo normal unitario a una superficie determina
un lado de ella. Ahora afirmamos que una superficie conexa tiene a lo mas
dos lados.

Lema 1.27. Si S es una superficie reqular conexa y N1 y No son dos campos
normales unitarios en S, entonces o bien Ny = Ny 0 N = —Ns.

1.7.1. Superficies orientables

Precisemos las ideas anteriores. Fijemos una parametrizacion x(u, v) en el
entorno de una punto p de una superficie regular S, determinemos una orien-
tacion del plano tangente 7,,(S) a saber, la orientacion de la base {x,,x,}. Si
p pertenece al entorno coordenado de otra parametrizacion X(u,v), la nueva
base {Xz, Xz} se expresa en términos de la primera, mediante

B ou n ov
Xag = Xupmz Xva=s
ou ou
B ou N ov
Xog = Xuaz T Xvas,
ov 0v

donde u = u(u,v) y v = v(u, v) son las expresiones del cambio de coorde-
nadas. Las bases {x,,X,} v {Xa, X5} determinan, en consecuencia , la misma

gg;;; del cambio de coor-

orientacion de T,(S) si y solamente si el jacobiano
denadas, es positivo, de aqui tenemos:

Definicién 1.28. Dar una orientacion en una superficie es dar un conjunto
de cartas locales que recubran toda la superficie y tal que las transformaciones
de coordenadas, alli donde estén definidas, tengan Jacobiano positivo. Si no
es posible tal eleccion la superficie se dice no orientable.
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Por[[.26] dado un sistema de coordenadas x(u, v) en p disponemos de una
eleccion bien definida de un vector normal unitario N en p mediante

Xy N\ Xy

N = ——)

N X A Xy

Tomando otro sistema de coordenadas locales X(u, v) en p vemos que

O(u,v)

d(u,v)

donde ya sabemos 0(u,v)/0(u,v) es el jacobiano de cambio de coordenadas
de aqui N mantendra o cambiara su signo, dependiendo si 0(u, v)/d(u,v) es
positivo o negativo respectivamente.

Entenderemos por un campo diferenciable de vectores normales unitarios
sobre un conjunto abierto U C S, a una transformacion diferenciable N :
S — R3 que asocia a cada ¢ € U un vector normal unitario N(q) € R3 a S
en q.

Xa AN Xp = (Xy A Xy)

Proposicién 1.29. Una superficie S es orientable si y solo si existe un
campo diferenciable de vectores normales unitarios definido en toda la super-

ficie.

La demostracion de la proposicién anterior puede verse de forma detalla-
da en [7], pag 105.

Cada campo normal unitario en una superficie orientable S se llamara
una orientacion de S.

Entonces por el lema se tiene que cualquier superficie es localmente
orientable, y, cuando es conexa y orientable, el lema [[.27 nos afirma que
existe exactamente dos orientaciones en ella. La superficie orientable S se
dice que esta orientada cuando se escoge una orientacion precisa en ella. Por
ejemplo, si nuestra superficie es una esfera unitaria centrada en el origen, su
normal en p es £p, si tomamos el normal hacia fuera sera con signo positivo,
mientras que con signo negativo apuntaria hacia el interior de la esfera.

Sea S una superficie y N un campo normal unitario sobre S (o sobre
un abierto V de S si S no es orientable). Como |N(p)|> = 1 para todo
p € S, si S*(1) o S? representa, la esfera unitaria centrada en el origen,
entonces tenemos N(S) C S?(1) y, como consecuencia, cada campo normal
unitario N en S puede ser considerado como una transformacién diferenciable
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N : S — $?(1) de la superficie a la esfera S*(1). La transformacion que toma
en cada punto de la superficie un vector unitario ortogonal a la superficie en
este punto es llamado la transformacién de Gauss de S.

Siguiendo la misma idea de curvatura de una curva plana, variando la
transformacion de Gauss debemos de encontrar informacion sobre la forma
de la superficie, por esto resulta interesante calcular su diferencial. Seap € S,
v € 1,5 y a una curva diferenciable con a(0) = p y o/ (0) = v entonces

dN, : T,S — Tn)S*(1),

dN,(v) (N o a)(t).

 dt|i=o
Pero nosotros sabemos que si p € S?, N(p) = 4p por lo tanto podemos
identificar al Tiy(,)S* con 7,5, ya que

TnpS* (1) = {v € R : (N(p),v) = 0} = T,,5,

luego podemos ver la diferencial de la transformacion de Gauss como
un endomorfismo del T'pS. Utilizando esta diferencial definimos el siguiente
operador.

Definiciéon 1.30. Sea S una superficie reqular orientada por la transforma-
cion de Gauss, N. Se llama operador forma o endomorfismo de Weingar-
ten en p € S a la transformacion A, = —dN, : T,S — T,S definida por
A,v = —dN,(v).

Proposicién 1.31. El operador forma A, posee una propiedad muy impor-
tante y es que es un operador autoadjunto, es decir para todo v,w € T,S
se tiene que (Apv,w) = (v, A,w)

Demostracién. Para demostrar este resultado es suficiente probarlo para
vectores de la base del plano tangente, pues se puede extender a los demas
vectores simplemente por linealidad. Sea X(u,v) una parametrizacion y un
punto p = X(q) = X(ug, vp). Tomamos como base del TpS a {X,(q), X,(q)}
y calculamos la diferencial del normal aplicada a cada uno de los vectores
de la base. Para ello, sea a(u) = X(u + ug, vo) que cumple que «(0) = py
a/(0) = x,(q), de forma similar tomamos §(v) = X(u,v +vg) con 3(0) =py
£'(0) = X, (q). Luego tenemos

d

du|,_,

dN,(Xu(q)) (Vo X)(u + 1o, vo) = (N 0 X)y(uo, vo) = Nu(uo, v0),
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d
dNy(Xo(q)) = do (N o X)(ug, v + vo) = (N 0 X))y (ug, vo) = No(ug, vo)-
v=0
Obsérvese que { X, (q), X,(q), N(¢q)} forman una base de R? con (X, (q), N(q))
0 = (X,(q), N(q)). Por tanto, derivando al lado izquierdo con respecto de v
y en la derecha con respecto a u tenemos que

(Xun(q), N(q)) + (Xulq), N(q)v) =0,

(Xoulq), N(q)) + (Xu(q), N(q)u) = 0.

Como las segundas derivadas coinciden, esto es X, (q) = X, (q) se tiene que
(Xu(q),N(q)v) = (Xu(q), N(q)u) lo cual termina la demostracion ya que

(ApXu(q), Xo(q)) = —(Nulq), Xu(q)) = (Xulq), —Nou(q)) = (Xu(q), ApXu(q))-

|
El hecho de que —dN,, : T, — 71,5 sea una transformacion autoad-
junta nos permite asociar dN, una forma cuadratica ) en 7,5 dada por
(—dN,(v),v).
De la misma forma que anteriormente dimos la definicion de la primera
forma fundamental ahora definimos la segunda pero haciendo uso del opera-
dor forma.

Definicion 1.32. (Segunda forma fundamental).La forma cuadrdtica
I1, : T,(S) = R, definida por I1,(v) = —(dN,(v),v), es la sequnda forma
fundamental de S en p.

Y tenemos que los coeficientes de la sequnda forma fundamental, que
denotaremos por e, f, g, pueden calcularse en términos de x y de N, y sus
expresiones son:

e =—(Ny,xu) = (IV, Xyu);
f = _<Nvaxu> - <N7Xuv>§
g = —(Ny, %) = (N, Xpy).

Los coeficientes de la primera y segunda formas fundamentales nos per-
mitiran expresar, en términos de la parametrizacion de una superficie, varios
conceptos geométricos como el area y la curvatura.
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1.8. Curvatura de una superficie.

Consideremos una superficie en R3, suave y de dos dimensiones, que de-
notaremos por S. Sean p un punto en S y N(p) uno de los dos vectores
normales unitarios a S en p. El vector N(p) es ortogonal al plano tangente
a S en el punto p, que denotaremos por T,(S). Notemos que T,(S) C R3.
Fijemos ahora nuestra atenciéon en un plano Il que pasa por p y que contiene
a N(p). El plano II intersecta a S en una curva v, a la que llamaremos seccidon
normal. Sea v € T,(S) el vector unitario tangente a v en p; decimos que v es
una direccion de esta seccion normal.

Cuando se recorre una curva con velocidad constante, la segunda derivada
mide el cambio de direccion de la curva, esto es, su curvatura. Entonces el
vector de curvatura en la direccion de v, que denotaremos por ?(v), esta
dado por

® (v) =" (to)

donde v(ty) = p y 7/ (to) = v. Notemos que ® (v) corresponde al vector
de aceleracion en p al moverse a lo largo de -y con velocidad unitaria. Sea (, )
el producto interno usual en R3. Entonces (7/(ty),7(to)) = 1 y tenemos que

(7 (t0), 7 (t0))" = 2(¥"(t0), 7' (to)) = 0.

Esto implica que el vector de curvatura ?(v) es perpendicular a la direc-
cion v. No es dificil ver que # (v) es paralelo al vector normal N (p).

Definimos la curvatura x(v) de una seccién normal 7 en la direccion v, con
respecto al normal N(p), como la cantidad: (v) = (% (v), N(p)). Podemos
interpretar /@(v) como qué tanto se curva la superficie en el punto p, en la
direccion de v.Observemos que:

k:S'CT,(S) =R
v (R (0), N(p))

donde S' = {v € T,(S) :|| v ||= 1}, es una funcién continua. Luego, como
S es compacto toma sus valores maximo y minimo. Estos valores k v kg
son las curvaturas principales de la superficie S en el punto p. Las secciones
normales en las que se alcanzan ki1, y ko se llaman secciones principales. Las
direcciones vy, vy de estas secciones nos indican qué direccion la superficie
tiene curvatura maxima y minima. Llamamos a vy y vy direcciones principa-
les. Es posible demostrar que los valores —k;, —ks son los valores propios del
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mapeo lineal A, : 7,5 — T,,S (la diferencial del mapeo de Gauss) y que los
vectores propios correspondientes a —k;, —ko son las direcciones principales
vy, V9. Se sigue que, si las curvaturas principales no son iguales, v y vy for-
man una base ortonormal del plano tangente 7,,S. En este caso, las secciones
principales son ortogonales. De esto tenemos la siguiente definicion.

Definiciéon 1.33. Sea S una superficie reqular orientada por la transforma-
cionde Gauss, N, y p un punto de la superficie. A los valores propios de
A, ki(p) y ka(p), los llamamos las curvaturas principales de S en p. A los
vectores propios asociados a estos valores se le llama direcciones principales.

Ejemplo 1.34. Sea S = {(z,y,2) € R : ax+by+cz = d} un plano en el que
a, b, c no se anula al mismo tiempo; se tiene que el vector normal a la superfi-
cie es constante y vale N(p) = (a,b,c) y por tanto A, = —dN, = 0. Entonces
se tiene que las curvaturas principales del plano son ki(p) = ka(p) = 0 para
todos los puntos p € S. Luego todos los vectores son direcciones principales.

Una vez definidas las curvaturas principales, tiene sentido pensar en la
curvatura promedio, que podemos interpretar como qué tanto se curva S en
el punto p.

Como vimos, el operador forma y curvaturas principales nos dan una
gran informacion a cerca de la geometria de la superficie. En esta parte
introduciremos dos inwvariantes de una superficie las cuales son asociados
a el operador forma via &lgebra lineal. Los dos invariantes mas bésicos del
algebra lineal asociado a una transformacion lineal son la determinante y su
traza. Dado que el operador forma en una punto p es una transformacion
lineal y autoadjunta. Por tanto si tomamos una base ortonormal, la matriz
de la transformacion es diagonalizable, asi podemos definir dos cantidades
geométricas en términos de operadores forma, determinante y traza.

Definiciéon 1.35. Sea S una superficie reqular orientada por N. Se denomina
curvatura de Gauss de S en p € S al valor

K(p) := detA, = det(dN,)

0 lo que es equivalente , K(p) = ky(p)ka(p)
Se denomina curvatura media H de S en p € S al valor con respecto
al vector normal N(p)

o equivalentemente
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H(p) = k1(P)-5k2(p)_
Observacion 1.36. La curvatura de Gauss no depende de la orientacion
escogida para la superficie ya que al cambiar la orientacion estamos cam-
biando N por —N, por lo que el signo de las curvaturas principales cambia.
Este cambio de signo en ambas curvaturas no le afecta al producto, mientras
que la curvatura media cambia de signo pues afecta a la suma al cambiar la
orientacion.

Utilizando los coeficientes de la primera forma fundamental, y los coefi-
cientes de la segunda forma fundamental, podemos dar una expresion distinta
tanto para la curvatura de Gauss como para la curvatura media.

_r2

K(p) = 752 _1;2 (1.5)
1Eg—2Ff+G

H(p) =3 gEg_th ‘ (1.6)

Introduzcamos algunas formulas, las cuales nos ayudaran mas adelante
a probar algunos resultados sobre la conexion que existe entre superficies
minimas y la teoria de variable compleja.

Ya sabemos por que {Xy,X,} es una base para el plano tangente.
Ademas como N es normal al plano tangente, {x,,x,, N} es una base para
R3. Vamos a calcular las conocidas formulas de aceleracion, que son las que
expresan las aceleraciones fundamentales x,,,, X, Xy» €n términos de la base
{Xu, Xy, N} (en cada punto de una superficie.) Para ello, sea una superficie
parametrizada x(u,v) € R® con ' = 0 (por simplicidad) y notemos que
esto hace a {xy,,x,, N} una base ortogonal. Asi, los coeficientes pueden ser
encontrados tomando el producto punto.

Dado que e =%y, - N, f =Xuo - N ¥ g = Xy - N, 10 que necesitamos son
expresiones para Xyu, Xup, Xy €0 términos de la base {x,, x,, IV }. Escribamos

Xuy = Uiy Xu + Xy + €N,
Xup = UhpXu + 1o yXe + [N,

Xpp = UypXu + Ihyx0 + gIV.

Nuestro objetivo es encontrar los I'*. Estos coeficientes son los conocidos
simbolos de Cristoffel. Usando los que conocemos del producto punto
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tenemos que,

Xy Xy = DpyXu Xy +0+0
= I, F por definiciéon de E .

Lo que sabemos hacer es calcular x,,, - x,, por regla del producto punto y asi
vamos a obtener I'? :

E=x,-x,, asi B, = Xy * Xy + Xy * Xpu = 2Xun * Xu-
De tal forma que

E
u u u
Xuu - Xy = — y entonces [, = —.
2 e 2F
Por otro lado, x, - x, = 0, tomando la parcial respecto a u, tenemos x,,,
3 Y 3
Xy + Xy Xgo = 0 0 Xy - Xy = —Xy - Xyp. lambién, como F = x, - X, tomando
la parcial respecto a v, tenemos F, = 2x, - X, y, consecuentemente, % =

Xy Xuo = —Xuu * Xo. Ademaés

v
Xyu - Xp = LuXo Xy

= I ,G por definiciéon de G.

Entonces
wu X Ey _ wo'Xu) _ By
FZu:(XGX):_ﬁyFZU_(XEX)_ﬁ‘
De igual forma, como G = x,-x,, entonces % = Xuu - Xp. Como x,-x, = 0,
tenemos
—X - X = X - X COHFU :XU,’U'X’U:ﬂ
0] uv VY u uv G 2G7
e — Xov * Xu _ _@
o FE 2F°
Finalmente, como x, - x, = G, tenemos X,, - X, = % y [, = == = g—é
Por lo tanto obtenemos las formulas de aceleracion.
E E
Xy = ﬁxv — ﬁxv + eN, (1.7)
E G
Xuv = ﬁxu_l_ﬁxv_‘_f]va (18)
G G
Xov = __uXu+_uXv+gN7 (19)

2F 2G
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e /
Nu = —EXu — axv, (].].0)
_ g
N, = ¥ va. (1.11)

La curvatura de Gauss, asi como la curvatura media, se pueden calcular
en términos de los coeficientes de la primera y segunda formas fundamenta-
les, pero salvo la curvatura media, la curvatura de Gauss la podemos obtener
en términos de los coeficientes de la primera forma, es decir, en términos de
la métrica solamente. Asi, la curvatura de Gauss es intrinseca a la superficie.
Ahora damos la formula para K, evitando el uso de N y mostrando que K
solo depende de F, F'y G. Aunque existe una forma més general, nos res-
tringiremos en el caso donde F' = x, - x, = 0.

Teorema 1.37. La curvatura de Gauss solo depende de la métrica E, F =0

yG:
Ko L (2 (B 2 (L)
2VEG \Ov \NWEG/) Ou\VEG
Donde, E, = %E = %(Xu Xy) y Gy = a%G = a%(xv “Xy).

Definicién 1.38. Sea S una superficie reqular orientada y sea p € S. Se
tiene la siquiente clasificacion:

1. se dice que p € S es eliptico si K(p) > 0.
2. se dice que p € S es hiperbdlico si K(p) < 0.
3. se dice que p € S es parabdlico si K(p) =0, pero A, # 0.

4. se dice que p € S es plano si Ap = 0. Decimos que una superficie es
plana si todos sus puntos son planos.

Se dice que un punto p € S es umbilico si coinciden sus curvaturas principa-
les, es decir, si ki(p) = ka(p)

En particular, una superficie S se dice totalmente umbilical si todos sus
puntos son umbilicales. A continuacion tenemos la siguiente caracterizacion
de las superficies totalmente umbilicales en R3.
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Teorema 1.39. Una superficie S totalmente umbilical estd contenida ya sea
en un plano o una esfera.

El teorema anterior estd demostrado de manera detallada en [14] pag.
109, y [7] pag 147.
Otro resultado 1til para nosotros serd el siguiente

Teorema 1.40. En cualquier superficie compacta S C R? existe un punto p
de curvatura Gaussiana positiva K(p) > 0.

Este resultado se encuentra demostrado también en [[14] pag. 110].

1.8.1. Isometrias

Definiciéon 1.41. Sean S y S superficies requlares en R3.
Un difeomorfismo ¢ : S — S es una tsometria si para todo punto p € S
y cualesquiera vectores tangentes wy, wy € TpS tenemos que

(wi, wa)p = (dy, (1), dg, (W2))y, -
Si se cumple lo anterior, se dice que Sy S son isométricas.

Definicién 1.42. Una transformacion ¢ : 'V — S de una vecindad V C S
es una isometria local en p si existe una vecindad V' de o(p) € S tal que
¢V =V es una isometria.

Proposicion 1.43. Consideremos dos parametrizaciones x : U — S y
x:U — 5’, que determinen los mismos coeficientes de la primera forma
fundamental. Es decir E = E, F = F y G = G. Definamos f : x(U) — S
como f =Xox 1, entonces f asi definida es una isometria local.

La demostracion de dicha proposicion la podemos encontrar en [[7], pag.
220.|

Veamos unas superficies especiales, que nos seran indispensables para
mencionar algunos resultados de estas, en el siguiente capitulo.
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1.9. Superficies regladas y superficies de revo-
lucion.

En geometria diferencial uno se encuentra con un nimero de casos parti-
culares de superficies, y entre estas se encuentran las superficies regladas y
superficies de revolucion, dos clases de superficies consideradas aqui; que se
originan de construcciones puramente geométricas y que las necesitaremos
posteriormente.

Definicién 1.44. Una superficie reglada S en R? es una superficie reqular
que admite una parametrizacion X : D — S de la forma

xX(u, v) = 7(u) +vf(u),

donde v y B son curvas en R®, con ~' siempre distinto de cero. Diremos
que x es una parametrizacion local reglada. La curva v se denomina la cur-
va directriz o curva base de la superficie reglada, y  se denomina curva
generatriz. Las rectas generatrices de la superficie reglada son las rectas

v = y(u) +vb(u).

Ejemplo 1.45. Tomemos una hélice a(u) = (acosu, asinu, bu) y dibujemos
una linea que pase por (0,0,bu) y (acoswu,asinu,bu). La superficie barrida
por este levantamiento, la linea de rotacion es un Helicoide.

La linea requerida estd dada por (0,0, bu) + v(acosu,asinu, bu), asi una
parametrizacion para el Helicoide estd dada por

x(u,v) = (av cosu, avsinu, bu),a € RT, (u,v) € R%
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Figura 1.1: Helicoide.

Un caso especial imporante es cuando las curvas generadoras son todas
paralelas entre si, la superficie reglada S generada asi es llamada un cilindro
generalizado.

Ejemplo 1.46. Cilindro generalizado. x(u,v) = ~y(u) + vq, donde q es el
vector direccion fijo.

Observacion 1.47. Por el ejemplo anterior tenemos que el cilindro puede
ser parametrizado por x(u,v) = y(u) + vq, donde v es de velocidad unitaria,
| ¢ ||= 1y~ estd contenido en un plano Il perpendicular a q. De ahi, tenemos
quex, = =t,x,=q, asi E=1, F=0,G=1; N =t X q, Xy =t = kn,
Xgw = Xpo = 0, ast, L = kn - (t xn), M = N = 0. Ahora t X q es un
vector unitario paralelo a II y perpendicular a t, por lo tanto paralelo a n; asi
L=+4rxyH==kr/2. Asi, H=0 <= k =0 <= 7 es parte de una linea
recta <= el cilindro es un subconjunto abierto de un plano.

Una superficie de revolucién es la superficie que se obtiene al rotar
una curva llamada curva generatriz, alrededor de una curva en el plano.

Definicién 1.48. Sea II un plano, ¢ una recta contenida en II, y C' un
conjunto de puntos en II. Cuando C gira en el espacio R en torno a ¢,
el conjunto de puntos resultante S se denomina superficie de revolucion ge-
nerada por C, y C se llama curva generatriz de S. La recta € es el eje de
revolucion de S.
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Tomemos el plano x, z como el plano de la curva y el eje z como el eje de
rotacion. Sea

x=f(),z=gw),a<v<b, f(v) >0,

una parametrizaciéon de C'y denotemos por u el angulo de rotacion al rededor
del eje z. Obtenemos asi una aplicacion

x(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)),

del conjunto abierto U = {(u,v) € R% 0 < u < 2m,a < v < b} en S.

No es dificil ver que x satisface las condiciones de parametrizaciéon en
la definicion de superficie regular. Como S puede recubrirse totalmente por
parametrizaciones similares, se deduce que S es una superficie regular.

Ejemplo 1.49. Consideremos la catenaria o : R — R3 dada por a(v) =
(0, cosh v, v).

Entonces S = {(coshvcosu,coshvsinu,v)/v,u € R} = {(z,y,2) €
R3 /2% + 12 = cosh® 2} es una superficie en R® a la que llamamos catenoide.

Figura 1.2: Catenoide.



Capitulo 2

Superficies Minimas

2.1. Origenes de las superficies minimas

En general se admite que los investigaciones acerca de superficies minimas
dio inicio en el siglo XVIII, desde el mismo nacimiento del calculo de varia-
ciones emprendido por L. Euler, aunque méas precisamente se inicié con L.
Lagrange, quien en su trabajo que apareci6 en 1762, desarroll6 un algoritmo
para el cdlculo de variaciones, un algoritmo que también es aplicable para
dimensiones altas. Este trabajo desperto el interés de Euler, dando lugar a
un desarrollo por parte de ambos autores, que culminé en la sistematizacion
de las condiciones hoy llamadas de Euler-Lagrange. Es este trabajo trato
entre otras cuestiones del estudio del problema nada trivial de las superficies
minimas. La pregunta clave en este trabajo es: de todas las superficies S C R3
con una frontera dada ;cuél es la condicién necesaria para que la superficie
S tenga la menor area entre todas las superficies con la misma frontera?.

Lo que haremos en los siguientes parrafos sera deducir de manera directa
la ecuacion diferencial que debe satisfacer cualquier superficie minima y, lo
vamos a hacer poniendo solamente el énfasis en las ideas relevantes desde el
punto de vista del calculo variacional, evitando discutir detalles adicionales.
En [[I3] pag 1-4] se puede encontrar mas detalles de los que aqui se ofrecen.

Antes de empezar con la discusion, recordemos algunos resultados conve-
nientes.

Localmente cualquier superficie puede describirse en la forma denomi-
nada parametrizacion de Monge, como la grafica de una funcion (z,y) —

27
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(x,y, f(z,y)), tales superficies son llamadas no paramétricas. Pero posible-
mente tal representacion no pueda cubrir la superficie “completa” . Por ejem-
plo un plano puede representarse de manera completa en forma de Monge:
(z,y) = ((z,y, f(x,y)) = 20), pero una esfera como sabemos no es posible
cubrirla con una sola parametrizacion de esta forma.

Por simplicidad, nos limitaremos a estudiar porciones de superficie que
sean representables de dicha forma, lo que no constituye ninguna limitacion
importante, ya que como veremos la condiciéon de superficie minima se tra-
duce en una ecuacion diferencial que determina f localmente.

El 4drea de una superficie que corresponde a un dominio D (abierto, no
vacio y conexo) del plano de parametros z, y es:

A= [ [ 1@ i,

con la integral doble extendida al dominio D el cual tienen frontera 0D suave.
Notese la analogia de esta expresion con la que da la longitud de una cur-

va plana descrita en la forma x — (z, f(z)), dada por £ = [ \/1+ (f)2d,.

Consideremos una curva I' dada en espacio R3. Esta curva se supondra
cerrada, sin autointersecciones y suficientemente regular. La proyeccion de
I' sobre el plano x, y es una curva plana, que llamaremos 7, que también
supondremos cerrada, sin autointersecciones y suficientemente regular. La
propia curva I' puede describirse como el conjunto de puntos (z,y, zy(z,y))
en donde se supone que (x,y) € vy donde z(x,y) es la funcion fija, definida
solamente en 7 y que describe la altura de la curva I'. Denotemos D el dominio
del plano cuyo borde es v es decir 7 es la frontera de D, 0D: este dominio es
homeomorfo a un disco ya que la curva v no tiene autointersecciones.

La forma general de la descripcion de Monge de una superficie que tenga
a v como borde esta dada por una funcion de dos variables, suficientemente
regular, en la forma:

(z,y) € D — (z,y,2(x,y)), donde z(z,y)=z(z,y) para (x,y)€ 7.

Minimizacién del problema Supongamos que la funcion f(z,y) (aun
desconocida) corresponde a una superficie 3 f con frontera I' y de &rea mini-
ma entre todas las que satisfagan las condiciones anteriores. Sea g(x,y) una
funcion fija, suficientemente regular, definida en el dominio D, y a la que
exigimos satisfacer la condicion
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g(z,y) =0 para (z,y) €.

En estas condiciones, tenemos una familia de superficies, que podemos
denotar mediante ¥ f(h,t) cuya descripcion de Monge es:

(z,y) € D — (z,y, f(z,y) + tg(z,y)),

que se construyen a partir de la superficie X f (aun desconocida), tomando
como dato de deformacion la funcion h(zx,y); aqui ¢t juega el papel de un
parametro, de manera que esta familia es una familia uniparamétrica de
superficies, todas las cuales tienen a la curva I' como frontera, ya que para
cualquier valor del parametro ¢ € R se verifica la condicion

(z,y, f(z,y) + tg(x,y)) = 2'(x,y) donde (z,y) €.
El area de la superficie de X f(h,t) esta dado por :

At) = / /D U G2 (2ded,,

De ahi que

AW = [ [ i B 2t fa) + P+ g,

Si la superficie X f (descrita por f(x,y)) tiene realmente drea minima en-
tre todas las superficies con el mismo borde, también debe tener 4rea minima
entre las de la familia uniparamétrica anterior X f(h,t). Esto significa que la
funcion A(t) debe tener un minimo en ¢ = 0, es decir

dA(t)

== =0
dt

t=0

Tomando la derivada bajo la integral respecto a t, que luego pasa al
interior de la integral tenemos

29 + Jugy + t(g; + 9
A/(t):// foe + fygy + (g, +9;)
D \/1 + f24 f2+ 2t(fog0 + f,9,) + 2(92 + g2)

dyd,.
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Evaluando en ¢ = 0 la condicién anterior se transforma en:

p/1+ [Z+[;
Integrando por partes y recodando que g(x,y) se anula en la frontera de
D, tenemos

o) = — o0k 9 b -

Asi pues, si la superficie X f es minima, la condicién anterior debe sa-
tisfacerse para cualquier eleccion de la funciéon auxiliar g que satisfaga la
condicion de anulacion sobre 7.

Puesto que g(z,y) puede ser elegida arbitrariamente en D, se sigue que
la expresion en las llaves debe desaparecer en todo D.

Obteniendo la siguiente ecuacion diferencial parcial como una condicion
necesaria para nuestra superficie dé la solucién supuesta inicialmente.

9 fr 9 S )
(99:( ﬁ+f§+fy2> +8y< ﬁ+f3+fy2> 0. (2.1)

Derivando la ecuaciéon anterior, tenemos

8 fx 8 fy —

\/ﬁ?){fm(l_l_f;)'l'fyy(l‘l’fg)_Qfxfyf:cy}zo. (2.2)
x y

Esto conduce a lo que hoy se llama ecuacion de la superficie minima.
Foo(L+ f3) + fuy (L4 f2) = 2fafy foy = 0. (2.3)

Por lo tanto, hemos demostrado la condici6on necesaria para que una su-
perficie tenga la menor area entre todas las superficies con la misma forntera
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frontera, entonces Lagrang encontré que la condicion para que la funciéon
f fuese una minimo del funcional area consistia en que f debia satisfacer la
ecuacion 2.3l A pesar de su aspecto superficialmente inocente, como ecuacion
diferencial es bastante complicada: es no lineal y se conocen muy pocas solu-
ciones explicitas. LLa busqueda efectiva de superficies minimas requiere el uso
de técnicas mucho mas avanzadas y elaboradas. Un dominio cualquiera de
un plano es evidentemente una superficie minima, cuyo borde es una curva
plana. Escogiendo adecuadamente las coordenadas, esta parte de superficie
esta descrita por f(x,y) = 2, que satisface trivialmente la ecuacion de La-
grange. Es decir, si la curva I' es una curva plana, la superficie minima con
frontera I' es una parte de plano. Este ejemplo es absolutamente trivial.

Pero Lagrange se interes6 mas en cuestiones tedricas, ya que no se preo-
cup6 en encontrar soluciones concretas no triviales de la ecuacion 2.3l Fue
L. Euler quien lo logré por el procedimiento de rotar la curvatura llama-
da catenaria, para asi obtener una superficie minima que llamo alysseide.
Posteriormente J. Plateau bautiz6 a esta superficie con el nombre actual de
Catenoide.

2.1.1. La ecuacién de superficie minima y curvatura me-
dia

Que una solucién de la ecuacion de superficie minima deba ser una su-
perficie cuya curvatura media se anula en todo punto, fue descubierto por
J.B.M.C. Meusnier en 1776, un oficial del ejército Francés y quien tam-
bién fue discipulo de Monge, a la edad de tan s6lo 21 anos presenta ante
la academia de Paris, su obra Mémoire sur la courbe des surface (Memoria
sobre la curvatura de la superficie) en dicho trabajo dio una interpretacion
geométrica para y 23] donde senala que H = , es necesario para que el
area de una superficie sea minima, pero este echo no es suficiente |véase [13]
pag, 8.]; sin embargo, es comin llamar a cualquier superficie con H = 0, una
superficie minima.

!La ecuacién 23] no fue explicitamente escrita por Lagrange, la derivé cinco afios mas
tarde Borda [2]

2Fl término “curvatura media” fue introducido por Sophie Germain, en el sentido que
H = kl—;r’” donde k; y ko son las curvaturas principales introducidas anteriormente por
Euler, tres anos después fue introducida la curvatura de Gauss K.
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El trabajo en discusion, es el inico dedicado por Meusnier a la Geometria
Diferencial. Este articulo contiene el bien conocido Teorema de Meusnier y
en este trabajo también aparte de dar la interpretacion geométrica para 2.3
descubrié que la catenoide(un resultado temprano de Euler) y el helicoide,
satisfacian 2.3] esto fue un logro sustancial ya que tom6 60 anos para que
otra superficie minima fuera descubierta (por Scherk).

Generalmente, en la segunda mitad del siglo XVIII fue un periodo de
muchos trabajos y grandiosos progresos en la teoria de superficies. Encontra-
mos nombres por decir algunos, tales como Tinseau (superficies tangentes,
1774), Euler (geodesicas, 1732; Teorema de Euler, 1760; representaciones pa-
ramétricas de superficies especiales, 1771; aplicaciones esféricas, 1782)- cuyos
resultados muestran su importancia basica mucho mas tarde con Gauss, quien
establecio varios conceptos como las propiedades intrinsecas de superficies,
Lagrage, Lambert (cartografia, 1772) y Monge.

De lo anterior damos la siguiente definicion.

Definiciéon 2.1. (Superficie minima). Una superficie parametrizada regu-
lar es minima si su curvatura promedio se anula en todas partes. Una su-
perficie reqular S C R® es minima si cada una de sus parametrizaciones es
minima.

Ejemplo 2.2. Los ejemplos de superficies minimas que podemos dar por
ahora son

1. FEl plano.
2. El catenoide.
3. El helicoide.

Que no es dificil convencerse que en realidad lo son.

2.1.2. Superficie de Scherk

Para analizar el descubrimiento de la tercera superficie minima veamos
una definicion y algunos resultados.

Definicién 2.3. Sea D un abierto conexo de R?, y sea f : D — R una
transformacion diferenciable sobre D. Llamamos la grdfica de f al conjunto

Gr={(z,y, f(z,y)) : (x,y) € D} € R,
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dicha grdfica se dice entera si D = R?.

Las graficas las podemos ver como un ejemplo de superficie, pues basta
considerar el conjunto U = D, V = Gy y la transformacion X : U — V dada
por

X(z,y) = (z,y, (z,y)),

que es una parametrizacion global de la grafica visto como una superficie
regular.

Proposicién 2.4. Sea f una transformacion diferenciable y su grdfica Gy.
La curvatura media del grifica de f viene dada por

. Df
2H = Div [ —2— |, 2.4
<\/1+|Df|2> >4

donde Div denota la divergencia en R? y Df es el gradiente euclidiano de f.

Corolario 2.5. Sea S una superficie minima que viene dada como la grdfica
de una transformacion diferenciable f. Entonces se tiene que

Df B
v (7*1 — |Df\2> =0. (2.5)

Las demostraciones de los resultados anteriores pueden verse en [9).

La grafica mas sencilla es el plano, cuya transformacion diferenciable es
del tipo f(z,y) = ax + by + ¢, resulta que el plano es una superficie entera.
Como veremos posteriormente el teorema de Bernstein enuncia que es la
tnica superficie entera que se puede expresar como la grafica de una funcion.
En este apartado vamos a construir o ver algunas graficas minimas que no
son enteras.

Para ello vamos a buscar soluciones a la ecuacion 2.3 1a solucion que ob-
tendremos es la grafica minima no entera, la superficie de Scherk, deter-
minada por una funcion del tipo f(z,y) = ¢(z) + ¥ (y), donde, ¢,1 € C*(R).

Obsérvese que una soluciéon de ese tipo, satisface

folz,y) = @' () fy(z,y) =4 (y)
foe(,y) = ¢"(2)  fyy(z,y) =¢"(x) v fay(z,y) =0.
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Si es minima cumple la ecuacion 23] es decir

(1+¢'(@)")0"(y) + L+ (y)*)¢" (x) = 0.

La ecuacion anterior es una ecuacion diferencial ordinaria de variables sepa-
radas que podemos resolver. Para ello separamos variables y obtenemos la

siguiente expresion:
vy)  _ 9"(x)

L+9/(y)? T+ ¢(@)
Como x e y son variables independientes entre si, cada lado de la igualdad
es constante respecto a la variable del otro lado. Por lo tanto se tiene que

P"(y) ¢"(x)

—_— =g =

1+4'(y)? 1 (a)?

para un a € R. Luego tomando w = ¢'(z); y w = ¢'(y), se tiene que
¢ (x) = % y ' (y) = fl—?. Sustituyendo en la ecuacion de arriba tenemos

dw dw

de = ————— dy = ————
S e N

Estas ecuaciones diferenciales se pueden integrar y se obtiene que
ar = —arctan(w) y ay = arctan(w),
despejando llegamos a

w = —tan(ax) y w = tan(ay).

Como hemos utilizado un cambio de variable, integrando de nuevo las
ecuaciones anteriores recuperamos ¢ y 1,

6(r) = Tn(cos(ar)) ¥ ¥ly) = — nfcos(ay).

Por lo tanto, juntando ambos términos tenemos la solucién que buscéba-
mos.

() = 9la) + ¥(y) = - Icos(ar)) — - Infeos(ay)

Fay) =2 (“’S(‘““)) ,

a cos(ay)
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La representacion anterior de f es la primera superficie de Scherk,
pero ;por qué no es entera esta superficie? Esta superficie no es entera pues

esta funcion f(z,y) solo esta definida para los puntos (x,y) que cumplen que
cos(azx)
cos(ay)

> (. Por ejemplo, para los puntos (x,y) que cumplen que

T 2k w 2km
re|\——+——+ —
2a a ' 2a a

T 2kr 3 2kw
yel—+ — —+ —
2a a ' 2a a

la funcion f(z,y) no esta definida ya que cos(az) > 0y cos(ay) < 0.

Una explicacion para graficar una parte de la superficie de Scherk, es: Para

a =1, tomemos |z| < F, |y| < 7, entonces tenemos —7, 7 sobre x y —%, 7

272 272
en y que forma un cuadrado. Cuando cos(y) — 7, es decir; cos(y) — 0y
cos(x)
cos(y)

cos(z)
cos()

cos(z)
cos()

como > (), entonces ( ) — oo y asi In ( ) — 00. Similarmente

cuando cos(y) — —7, In ZZZEZ; — 00. Ahora cuando cos(z) — I, es decir;
cos(z) — 0y como % > (), entonces <%> — 0, asi In <2228) — —00y

cos(x)
cos(y)

de forma anéloga cuando cos(y) — —3, In < ) — —00.

Esto nos d& una explicacion del porqué la superficie de Scherk esta defi-
nida sobre el tablero de ajedrez de la figura 2.2|(excepto en los vértices de los
cuadros, donde en realidad la superficie es una recta vertical.) De acuerdo a
[[14], teorema 4.4].

El descubrimiento de esta superficie fue muy peculiar, pues el catenoide
y el helicoide eran las tinicas superficies minimas no triviales conocidas en
1700, y no fue sino hasta 1835 que se encontr6 el ejemplo anterior, que fue
precisamente la superficie de Scherk, (véase 2] ).

3Esta y las demas gréficas de este trabajo fueron realizadas en Mathematica 7.0.
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Figura 2.2: Tablero de
Figura 2.1: Superficie ajedrez.
de Scherk una parte.

Figura 2.3: Superficie de Scherk dos partes.

Siguiendo una idea similar a la utilizada para encontrar la superficie de
Scherk, podemos construir al menos otro ejemplo de graficas minimas no
enteras. Consideremos una solucion del tipo f(z,y) = ¢(x)(y) con ¢, €
C*(R) y ¢"(x) = 0. Luego se tiene que ¢'(x) = cte y que ¢(r) = ax + b,
a,b € R?. Para esta superficie vamos a suponer que a = 1 y b = 0, por tanto
¢(z) = x, ahora solo nos queda encontrar ¢(y). Tenemos que

fol,y) =) fylz,y) = 2¢'(y)
foe(x,y) =0 fy(z,y) =0"(W)x vy fay(z,y) = ¢'(y).
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y la ecuacion diferencial 2.3 nos queda como:

V" (y) + D2 (y)Y" (y) — 24" (y)¢(y) =0

que es una ecuacion de segundo orden no lineal. Haciendo algunos calculo
obtenemos que la solucion es

arctan ()

? =y +ky = Y(y) = tan(cy + d) donde ¢, d € R.
1

En nuestro caso tomamos las constantes ¢ = 1y d = 0. Luego la solucién de
la ecuacion diferencial nos produce la funcion diferenciable la cual tiene una
grafica minima:

f(x,y) = xtan(y),

esta grafica no es entera pues solo estd definida en Q = {(z,y) : y #
(2n+1)%,n € Z}.

Figura 2.4: Superficie f(z,y) = xtan(y).
Veamos los siguientes teoremas que se tienen sobre minimalidad en su
relacion con superficies de revolucion y superficies regladas.

Teorema 2.6. Si una superficies de revolucion S es minima, entonces S
estd contenida en un subconjunto abierto de un plano o un catenoide.

Para ver la demostracion del teorema anterior véase [[14], pag. 114.]

Teorema 2.7. Cualquier superficie minima reglada S es subconjunto abierto
de un plano o un helicoide.

Demostracién. Tomemos la parametrizacion usual

x(u,v) = y(u) +vb(u),
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y simplifiquemos la parametrizacion. Supongamos que || S(u) ||= 1 para
todos los valores de u. Supongamos también que §'(u) es distinto de cero
(Después consideraremos el caso si 5'(u) = 0 para algin valor de u). Entonces
tenemos que existe inico punto I'(u) en la el cual 5'(u) es perpendicular a la
superficie, ademéas I''- 8’ = 0. En efecto, tenemos que x, = v +vf3’, x, = 3, asi
f'(u) es perpendicular a la superficie x(u,v) <= - (v +v8") =0, 5/- = 0.

La segunda ecuacion se sigue del echo de que || 8 ||= 1, asi, las dos ecuaciones
se han de satisfacer <= v = —%. Por lo tanto, I'(u) = v — ('ﬁ;”%g.

Usando el echo de que /- =0, 1"-5 =+ -5 — GUBIBE — (). Sea

e e
v =v+ W y sea d(u,v) la correspondiente reparametrizacion de o .
Entonces, o(u,v) = I'(u) + v8(u). Esto significa que, cuando consideramos
una superficie reglada con las oposiciones anteriores, siempre podemos asumir

que 7' (u) - B'(u) = 0. De ahi, tenemos
Xu = 7/ + Uﬁluxv = ,B,

Por lo tanto E =|| v +v8 |), F = (/ +vB) -8 =+"-8, G = 1. Sea
A = (EG — F*)Y2 Entonces, N = A7'(y/ + vB’) x B. Por consiguiente,
tenemos Xy, = ¥ + v, Xu = ', X4 = 0, Por lo tanto e = A7 (y" +v3") -
(Y +0B) % B), f=AT((v +vB) x B) = A8 - ((v/ x B), g = 0. Por
lo tanto, por la condicién de superficie minima
eG —2fF +gE
242 -

H = 0

lo que nos da

(V" +vB") - (Y +0B) x B) =2(B-7)B - (Y x B)).

Esta condicion debe mantenerse para todos los valores (u, v). Igualando coe-
ficientes de las potencias de v tenemos

V(0 % B) = 28-7)(8 - (7 x B)). (2:6)

fy// . (ﬁ/ % ﬁ) +/B// . (/7/ < 5) — 07 (27)

8" (8 x B) =0. (2.8)
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La ecuacion 2.8 muestra que 3, 5’y 5" son linealmente dependientes. Como
[y [ son vectores unitarios perpendiculares, existen funciones suaves a(u)
y 0(u) tal que
B" = ap + 68
Pero, como S es de velocidad unitaria, 5’- 5” = 0. También, derivando §-5" =
0 tenemos (- 3" = —p"- 8/ = —1. Por lo tanto,a = —1 y § = 0, asi
B" = —3. (2.9)

La ecuacion 2.9 muestra que la curvatura de la curva 5 es 1, y que su
normal principal es —f. Por lo tanto, su binormal es 5’ x (—f), y como

(g )= X B4 X = x =0
U

se sigue que la torsion de (3 es cero. Por tanto, § parametriza a un circulo de
radio 1. Por aplicacion de una isometria en R?, podemos asumir que /3 es el
circulo de radio 1 y el centro en el origen en el plano zy, asi que

B(u) = (cos(u), sin(u), 0).
Por ecuacion 2.9 tenemos 8" - (7' x 8) = =F - (7 x B) =0, asi por .71
7" (8% B) =0.
De ahi se sigue que 7" es paralelo al el plano xy, y por tanto que

v(u) = (f(u), g(u), au+1b),
donde f y g son funciones suaves y a y b constantes. Si a = 0, la superficie
es un subconjunto abierto del plano z = b. Por otro lado la ecuaciéon nos
da

g"cosu— f"sinu = 2(f cosu — ¢'sinu). (2.10)

Finalmente haciendo el uso de la condicion de que 7/ - 8/ = 0, de la cual
obtenemos

f'sinu = ¢ cosu (2.11)

Derivando esto, obtenemos
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f"sinu+ f'cosu = ¢g" cosu — ¢’ sinu. (2.12)

De las ecuaciones 2,12 y 2.10] obtenemos

flecosu+ ¢'sinu=0

y usando 2.I7] tenemos f' = ¢’ = 0. Asi, f y g son constantes. Por una
traslacion de la superficie podemos asumir que f, g y b son cero, asi que
~y(u) = (0,0,au) y x(u,v) = (vecosu,vsinu, au), la cual es la parametrizacion
del helicoide. Ahora si 3’ es siempre cero entonces 3 es un vector constante y
la superficie es un cilindro generalizado. Pero en efecto, por un cilindro
generalizado es superficie minima si y sélo si, el cilindo es un subconjunto
abierto del plano. n

2.2. Relacién entre Helicoide y el Catenoide

Como se ha comentado en este capitulo, tras el plano y le catenoide las
siguientes superficies minimas que se encontraron fueron el helicoide y las
superficies de Scherk, veamos que el catenoide es localmente isometrico al
helicoide.

2.2.1. Isometria local entre el catenoide y el helicoide

En este apartado vamos a demostrar que el Catenoide es localmente iso-
métrico al Helicoide Sea

X (u,v) = (cosh(v) cos(u), cosh(v) sin(u), v)

Y (s,t) = (tcos(s), tsin(s), s),

parametrizaciones del catenoide C y del helicoide H respectivamente. Su-
pongamos que existe una isometria local ¢ : H — C. Denotemos por ¢ =
XtopoY(s,t) = (u(s,t),v(s,t)). Por lo visto anteriormente la curvatura
de Gauss del helicoide es K (s,t) = ﬁ y del catenoide K (u,v) = ——4-.
Dado que la curvatura de Gauss se conserva por isometrias locales ha de

verificarse:
-1 -1 -1

(t2 +1)2 " coshv (1 + sinh?(v))’
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Esta igualdad sugiere (pero no demuestra) que una posible isometria local
esté dada por

s(u,v) = u
t(u,v) = sinhwv

Consideremos ¢ (u,v) = ¢ '(u,v) = (u,sinhv). Demostremos que dicha
transformacion es una isometria local. La transformacion diferencial de
tiene por matriz

0 coshwv

DO = (5 oo )

que es regular en todo punto. Por lo tanto 1) = Y ' o1) o X es localmente un
difeomorfismo. Por lo tanto,

(DY)(Xo) =Y, (DY)(Xy) = cosh(v)Y;
Tenemos entonces que

(DY) (X, (DY) (X)) = (Ys, Vo) = 12 4+ 1 = cosh®(v) = (X, X,,),

(DY) (Xu), (DY) (Xy)) = (Y, cosh(v)Yy) = 0 = (Xu, Xo),

(DY)(X.), (DY)(X,)) = cosh?(v)(Yy, Ys) = cosh®(v) = (X,, Xo, ).
Esto demuestra por [L43] que v es una isometria local.

[lustramos dicha isometria con el siguiente dibujo:
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—

Moo Ul Ul o

N

Figura 2.5: Isometria local Catenoide-Helicoide.

Observacion 2.8. La figura [2.3, ilustra dos regiones particulares del Heli-
coide y Catenoide que corresponden bajo la deformacion. Las fronteras de
estas regiones incluyen una hélice y un circulo, con respecto a las parametri-
zaciones

a(u) = (sinh 1sinu, —sinh 1 cosu,u), 0 <wu <27
v(u) = (cosh 1 cosu, cosh 1sinu, 1), 0 <wu <27

La longitud de la hélice es

2
/ o/ (w)|du = 27V/sinh? 1 4 1
0

y del circulo es
2w
/ |7 (u)|du = 27 cosh 1
0

El hecho de que estas dos longitudes sean iguales es por el hecho de que la
hélice se transforma isométricamente en el circulo.
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2.3. Representacion de Weierstrass-Enneper

La representacion de Weierstrass-Enneper para superficies minimas, dice
que cualquier superficie minima podra ser representada por funciones holo-
morfas. La posibilidad de estudiar un problema desde varios angulos diferen-
tes puede ser una herramienta muy util en las matematicas, lo que hace que
la representacion de Weierstras-Enneper sea un descubrimiento muy impor-
tante, antes de dar la construccién de ésta representacion veamos algunos
conceptos.

2.4. Funciones armoénicas y coordenadas isoter-
mas

Sea U un subconjunto abierto de R2. El laplaciano, Af de una trans-
formacion diferenciable f: U C R? — R esta definido por

2 2
Af — S+ %L (u,v) €U.
Definicion 2.9. Decimos que f es armonica en U si Af = 0.

Definicién 2.10. Dos transformaciones diferenciables f,g : R? — R que
verifican las ecuactones de Cauchy- Riemann, es decir, f, = g, y fo =
—Ggu, Son stempre armonicas, y reciben el nombre de armonicas conjuga-
das. Se dice que dos superficies requlares minimas son minimas conjugadas
st existe una parametrizacion isoterma de las mismas, de forma que sus fun-
ciones coordenadas son armonicas conjugadas dos a dos.

Al estudiar las propiedades de una superficie que son independientes de
eleccion de los parametros, es conveniente elegir parametros de tal manera
que las propiedades geométricas de la superficie se reflejen en el plano u,v.
Por ejemplo podemos pedir que la transformacion del plano w, v sobre la su-
perficie sea conforme, de modo que los dngulos entre las curvas en la superficie
sea iguales a los angulos entre las curvas correspondientes en el plano u,v.
Analiticamente, esta condicién se expresa en términos de la primera forma
fundamental.

Definicién 2.11. Sea S una superficie reqular en R®, con parametrizacion
X(u,v), las coordenadas (u,v) sobre la superficie S son llamadas isotermas
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(o conformes) si la métrica ds® en S inducida de R3, descrita en las coor-
denadas (u,v), son como sigue: ds* = A u,v)(du® + dv?), donde \(u,v) es
una funcion suave positiva definida en todo el plano R%u’v), llamado el factor
conforme.

Lo anterior significa que cada punto de la grafica S los vectores velocidad
de la curva de coordenadas u = cte y v = cte son ortogonales y tienen la
misma longitud.

En términos de la representacion matricial de la primera forma funda-
mental, tenemos X(u,v) es isoterma si g11 = gao = M, v) y g12 = 0.

Las coordenadas isotermas existen en cualquier superficie regular; sin em-
bargo, la prueba de este hecho es mucho mas complicada que el caso en que
la superficie sea minima.

Teorema 2.12. Podemos tomar una parametrizacion isoterma alrededor de
cualquier punto de una superficie minima S C R3.

Demostracion. Como el resultado es local, fijemos un punto p € S
y escojamos un sistema de coordenadas cartesianas x,y, z tal que p es el
origen, asi que el plano-z,y coincide con plano tangente 7,5 de S en p. En
este sistema de coordenadas, la superficie S en una vecindad de p se puede
ver como la grafica x =z, y =y y 2 = f(x,y). Usando la expresion de la
curvatura media para una grafica y como la superficie es minima tenemos:

23
H=0= fo(14+ f2)+ fo(L+ [2) = 2fofyfuoy = 0. (2.13)

Por conveniencia denotemos

fﬂU:p fy:q7
foa =1 fow=1t v faoy=s.
De ahi que 2.3] toma la forma

(1+ qz)r —2pgs + (1 +p2)t =0.

Denotemos por W = /1 + p? + ¢?, haciendo algunos célculos tenemos

que
2
5 () 55 (59 =
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_P
W

De forma similar se prueba que

O (L) _ 0 GE
oy W ox \W/)
Definamos dos campos vectoriales en el plano xy por
yo (1P m pg 1+
N w W W’ w ’

aplicando el teorema de Green a cualquier curva cerrada C' contenida en una

((1+¢*)r +2pgs + (1 4 p*)t) = 0.

region simplemente conexa R, obtenemos

/CVZ/A(%)m— <1;Vp2)ydxdyzo,
I L5 e

Puesto que la integrales de linea son cero para todo curva cerrada en R, V' y
W deben tener funciones potenciales (ver [L1] pag 518.). Esto es existen F'y
G con grad(F) =V y grad(G) = W, con respecto a las coordenadas, estas
ecuaciones implican

OF  1+p° OF pqg 090G  pq oG  1+¢

(2.14)

or . W oy W oor w' Y oy W
Es decir implican la existencia de dos funciones de clase Ct, F'y G en el

mismo dominio que la ecuaciéon de superficie minima.
Definamos una transformacion 7' : R — R? por

T(x,y) = (x+ F(x,y),y + G(x,y)). (2.15)

La matriz Jacobiana de esta transformacion es:

sy (LHE B\ _ [ 1+5EF By
() = G, 1+G, ) Pq 14 e |

w
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. 2, 2 . .

cuyo determinante es 2—|—2+”T+q > 0. El teorema de la funcién inversa dice
que, cerca de p = (0,0), existe una funcion inversa suave 771 (u,v) = (z,y)
con

_ _ 2W 14 L _rg
1\ 1 _
JIT) = J(T) _2+2W+p2—|—q2< —%W 1+¥V;;’2
_ 2 W+ 1+ ¢ —pq
2+ 2W + p? + ¢ —pq W+ 1+ p?

Por supuesto, la matriz anterior por definicion del jacobiano es

Ty Ty
Yu Yo
Usaremos los calculos anteriores para mostrar que la siguiente parametri-
zacion (en las coordenadas u, v descritas arriba)

xX(u,v) = (2(u, ), y(u,v), f(x(u,v), y(u,v)))

es isoterma. Primero calculamos

2

Xy = W+ 1+4¢% —pg, p(W + 1+ ¢*) + q(—

2+2W+p2+q2( q", —pq, p( q°) + q(—pq))
Y Xy - Xy = % De forma anéloga se puede mostrar que

2
X, = —pq, W + 1+ p°, p(—pq) + ¢(W + 1+ p*
2+2w+pg+q2( Pq P, p(=pg) + g )

V Xyt Xy = % Ademés también que x, - x, = 0. Asi uno tiene que
Xp Xy = Xy - Xy ¥V Xy - X, = 0. Por lo tanto, la parametrizacion x(u,v) es
isoterma. [

Observacion 2.13. Si S tiene una parametrizacion isoterma, sustituyendo
E=G y F =0 en la definicion de curvatura media,

_Eg-2Ff+Ge e+yg
- 2(EG-F%)  2E°

Lema 2.14. No existen superficies minimas compactas.
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Demostracion. Por observacion anterior si S es una superficie minima
entonces H = 0 implica que e + g = 0 luego K < 0. Utilizando el contra-
reciproco del teorema [1.40L si K < 0 para todo p € S entonces S no es
compacta. |

Como consecuencia de esto, una propiedad de superficies minimas es que
e = —g. Ahora podemos hacer algunas observaciones acerca de nuestra pa-
rametrizacion isoterma X(u, v) en relacion con el operador de Laplace.

Proposicion 2.15. Sea S una superficie reqular, si la parametrizacion X(u, v)
de S es isoterma, entonces Xy, + Xy = (2EH)N.

Demostracion. Como X es isoterma, (X,, X,) = (X, X,) y (X4, X,) =
0. Derivando respecto de u la primera igualdad y respecto de v la segunda,
obtenemos:

<qu7 Xu> = <Xvu7 Xv)

<Xuvv XU) = _<Xu7 XUU>7

de donde deducimos que (X, + Xy, Xy) = 0. Andlogamente se demuestra
que (Xyy + Xy, Xy) = 0. Lo que estamos diciendo es, que el vector X, + Xy,
es ortogonal a la base {X,,X,} = 0, lo que nos asegura que se encuentra en
la direccion del normal N a la superficie. Luego X, + X,, = AN. Hallemos
el valor de A, un sencillo célculo nos permite probar que

A= AN, N) = (AN, N) = (Xyu + Xpn, N) = €+ g.

Por otro lado, como £ = G y F = 0, la curvatura media se reduce a una
expresion mucho mas sencilla

e+g
H=——
2F
en consecuencia, A = e + g = 2EH que es lo que desedbamos. |

A partir de esta proposicion, podemos deducir una caracterizacion para
una superficie minima utilizando la armonicidad de las funciones componente
de su parametrizacion isoterma, el cual también serd importante para la
construccion de la representacion de Weierstrass- Enneper.
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Corolario 2.16. Una superficie M : x(u,v) = (z'(u,v), 22(u,v), 23(u, v)),
con coordenadas isotermas es minima si y solo si x*, 2% y 2% son funciones
armonicas.

Demostracion. Si M es minima, entonces H = 0, entonces Ax =
(2EH)N = 0, entonces z!, 22 y 23 son armoénicas. Ahora si 2!, 22, 23 son
armonicas , entonces Ax = 0, entonces (2EH)]\7 = 0. Ahora bien, como N
es el vector unitario, entonces N # 0y ademés E = x, - X, = [xu|> # 0. Asi,
H =0, entonces M es minima. n

Por lo tanto, una superficie S es minima si, y solo si, X, + X,, = 0, para

una parametrizacion isoterma X(u,v) de S que, sabemos, siempre existe.

2.5. Teoremas de analisis complejo

La representacion de Weierstras-Enneper no sélo depende de conceptos
de geometrias diferencial, sino que también tenemos que entender algunos
conceptos del analisis complejo, las definiciones y proposiciones aqui dadas
pueden verse de forma mas detallada en [I].

Definicion 2.17. Sea Q2 C C un conjunto abierto y zo € Q. Una transfor-

flz0+h) = f(=0)
h

macion f: Q) — C es diferenciable en zg si lim existe.
h

—0

Si f es diferenciable en cada punto de €2, decimos que f es analitica (o
equivalentemente holomorfa) en €.

Definicién 2.18. Una transformacion que es holomorfa en todo el plano
complejo es llamada entera.

Proposicion 2.19. Si una funcién con valores complejos f(x,y) = u(x,y)+
v(x,y) es holomorfa entonces satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann

0u_01) 0u_ ov

5= By 5 = o (2.16)

Inversamente, si u(x,y),v(z,y) € C* satisfacen 218 en un abierto, entonces
f =u+ v es holomorfa.
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La ecuacion [2.16] la podemos escribir en una forma més resumida

o .0

la cual usaremos mas tarde para la demostracion de algunos resultados.

Teorema 2.20. (Liouvilleﬂ Cualquier funcion entera y acotada debe redu-
cirse a una constante.

Observacion 2.21. Sea f : C — C; f = u+1iv una funcion entera con parte
imaginaria negativa en todo C, es decir; v < 0, entonces —if = —iu+ v, por
tanto —if tiene parte real negativa. Afirmacion f es constante. En efecto, se
considera la funcion g(z) = e~ ademds

lg(2)] =e" <€’ <1,

por lo tanto g(z) es entera y acotada. Aplicando el teorema de Llioville se
tiene que g(z) es constante, es decir; g(z) = ¢ para todo z (log(g(2)) = —if =
log(c) = cte). Ademds 0 = ¢'(z) = —if'(z) —ie” ) = —f'(2)e ), lo cual
implica que f'(z2) = 0 para todo z, por lo tanto f es constante en C. Asi,
el Teorema de Liouville nos dice de este modo que, cualquier funcion entera
con parte imaginaria negativa es constante.

Definicion 2.22. (Funciones holomorfas en el cdlculo de Wirtinger)

Introduciendo variables complejas z = u + 1v donde u,v € R y su conju-
gado zZ = u — iv, podemos escribir u = % yuv= Z;f.

Existe una definicion alternativa para funciones holomorfas, basada en
el llamado Cdlculo de Wairtinger. Este cdlculo considera dos operadores
diferenciales % y % para funciones diferenciables f : C — C, z — f(z) =
f(u,v), estas derivadas de Wirtinger son definidas como:

of, . 1 .0f Of
5: ) = 3Gy ~ i, (),
of , . 1,.0f Of
57 = 5y () + i, (W)

4Joseph Liouville matematico Francés, que anuncié 220 en una Nota en la Comptes
Rendus de 1' Académie des Scienses (Paris, el 9 de Diciembre, 1844) [4] pag. 63.
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Lo anterior es introducido ya que cuando se trata de una funcién compleja
digamos f(u,v) al pensar en un cambio de variables de (u,v) a (z, Z), donde
2z = u + 1. Uno necesita saber como se transforman sus derivadas con el
cambio de variable y uno encuentra que:

0 _0:0 020
ou Ooudz Ouoz
)
0z 0z
0 _ 020 050
ov ov0dz Ovoz

_ (2 _9
N 0z 0z)°

Resolviendo para (0/0z,0/0Z), encontramos las expresiones usuales para
las derivadas de Wirtinger. Observe que:
0z 0z 0z 0z
-1y Z=Zo
0z 0z 0z 0z
En consecuencia es facil calcular 9/0z y 0/0z, para todo polinomio, toda
funcion racional, es decir; de la forma f(z) = P(2)/Q(z) donde P(2) y Q(2)
son polinomios no nulos y varias funciones mas de z y Zz, por los que las
derivadas de Wirtinger satisfacen las mismas reglas de suma, producto y
regla de la cadena como las derivadas 0/0u y 9/0v:

ﬁ(z‘r’ +32%2) =521 + 622 y 3_(25 +32%2) = 322,
0z 0z
0

D exp(2) = exp(z) v (exp()) =0

La derivada de 9/0z, tiene la importante propiedad que si

0
£f(2, 2) = Oa

entonces f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y asi f es holomorfa(y
asi analitica). Esto es sencillo para verificar pero los calculos los haremos
después ya que estos conceptos nos seran de gran utilidad en la contrucciéon
de la representacion de Weierstrass-Enneper. Note que lo anterior nos da
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una buena intuiciéon, a grandes rasgos, si f no es funcién de z, entonces f es
holomorfa.

En analogia funciones f : C — C con % = (0 para z € C se llaman
funciones no holomorfas o (antiholomorfas).

En base a lo anterior veamos un resultado de Scherk: el cual dice que es
posible encontrar una familia uniparamétrica de deformaciones isométricas,
mediante superficies minimas, del helicoide al catenoide que revisaremos a
continuacion.

Proposicién 2.23. Sea S, S superficies minimas conjugadas y X, X sus pa-
rametrizaciones isotermas respectivamente. Entonces, la superficie parame-
trizada por Zy(u,v) = cos(t)x(u, v)+sin(t)xX(u, v) es minima para todo t € R.
Ademds, todas las superficies de esta familia tienen la misma primera forma
fundamental.

Demostracién. Como S, S son superficies minimas conjugadas, tenemos
que, para las parametrizaciones x, X, se cumple que X, =X, y X, = —X,, ade-
maés, las derivadas parciales de la parametrizacion Z;(u,v) = cos(t)x(u,v) +
sin(¢)X(u, v) son

(Z4)w = cos(t)x, + sin(t)X, = cos(t)x, — sin(t)x,,

(Zy)y = cos(t)x, + sin(t)X, = cos(t)x, + sin(t)xy;

entonces, utilizando que x y X son isotermas, se obtiene que los coeficientes
de su primera forma fundamental son:

E; = cos’(t)E +sin®*(t)G = E,
Gy = cos*(1)G +sin’(t)E = E,

F; = cos(t) sin(t)(E — G) = 0.

Luego todas las superficies Z;(u,v) tienen la misma primera forma funda-
mental por lo tanto por [[.43], todas son localmente isométricas, siendo para-
metrizaciones isotermas. Ademas, (Z;)u, = co8(t)Xuy — sin(t)Xyy ¥ (Zi)po =
cos(t)Xyy + sin(t)x,,. Entonces,

(Zt)uu + (Zt)m; - COS(t) (qu + va) = 07
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pues S es una superficie minima y x es isoterma. Asi, hemos demostrado
que Z; es una parametrizacion que verifica (Z;)uu + (Z;)ww = 0; por lo tanto
podemos concluir que la superficie parametrizada por Z;(u,v) es minima. l

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de la proposicién ante-
rior.

Corolario 2.24. Dos superficies minimas conjugadas pueden (unirse) siem-
pre, mediante una familia uniparamétrica de superficies minimas todas ellas
localmente isométricas entre si.

El no es dificil ver que el helicoide y catenoide son superficies minimas
conjugadas. Por lo tanto, la familia Z;(u,v) = cos(t)x(u, v) +sin(¢)X(u, v) nos
da la familia uniparamétrica buscada de deformaciones isométricas, mediante
superficies minimas, entre ambas superficies. En este caso

Zi(u,v) = cost(sinh v sin u, — sinh v cos u, u)+sin ¢t(cosh v cos u, cosh v sin u, v)

para 0 <t < /2

Veamos una ilustraciéon de tal deformacion:
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Figura 2.6: Deformacion isométrica del Helicoide en el Ca-
tenoide.

2.5.1. Ceros, polos y singularidades aisladas

Definicién 2.25. Un numero complejo a es un cero de una funcion holo-
morfa si f(a) =0,

En base a esta definicion se tienen los siguientes resultados cuyas demos-
traciones se omiten.

Teorema 2.26. Sea f una funcion holomorfa en una regz'o’nﬁ Q, sia €
es una cero de f no es identicamente nula en €2 entonces existe un entorno
U CQdeayuna funcion g holomorfa en U y no nula en ningin punto de
U y un numero natural n tal que

f(z) = (z=a)"y(2), 2 € U.

5A los subconjuntos £ C C que sean abiertos y conexos se les conoce como region.




54 Superficies Minimas

n estda determinado de manera unica y se llama el orden del cero a.

También decimos que n es la multiplicidad del cero. Los ceros de orden 1
se dicen simples.

Una pregunta peculiar seria jel orden del cero puede ser infinito?, pues
resulta que no.

Teorema 2.27. 57 una funcion holomorfa tiene un cero de orden infinito,
entonces se anula en toda una vecindad del cero.

Este resultado se sigue del teorema de Taylor para funciones holomorfas.

Proposicion 2.28. Si f es un a funcion holomorfa en una region Q) y es no
nula en ), entonces los ceros de f son aislados.

Definiciéon 2.29. Una puntos a € C se dice que es una singularidad de f
st f o bien no estd definida en zo = a, o bien estd definida y no es analitica
en ningin entorno U de a(por ejemplo si es discontinua en a).

Sea f holomorfa en el abierto ), decimos que a es una singularidad
aislada de f si existe un entorno U de a tal que U\{a} C Q.

En consecuencia si los ceros de una funcién holomorfa son aislados, los
polos también.

En la situacion anterior decimos que U\{a} es un entorno reducido de
a. Llamamos a a una singularidad removible si podemos definir f(a)
adecuadamente de modo que f(z) sea analitica en todo el disco |z — a| < 0,
para abundar mas sobre esto, véase [I| pag. 124.

Definicion 2.30. Decimos que una singularidad aislada a de f es un polo
de f si existe un entorno U de a tal que la funcion g definida en U por
g(z) = ﬁ sizeUconz#aygla) =0 es analitica en U. El orden del
cero a de g se denomina entonces orden del polo a de f.

Teorema 2.31. Si f tiene un polo en a € €0, entonces existe un entorno U
de a, una funcion holomorfa h no nula en U y un unico nimero natural n
tal que

f(z) = (2 = a)™"h(2).

El nimero natural n se denomina el orden del polo. Si n = 1 decimos que
el polo es simple.
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Definicion 2.32. Una funcion compleja g(z) es meromorfa en una region
digamos ) si es holomorfa en cualquier parte de la region excepto en singu-
laridades aisladas y todas estas singularidades son polos.

Equivalentemente, para cualquier a € € o bien existe una vecindad |z —
al < 0 donde la funcion es analitica, o f(z) es analitica en 0 < |z —a| < 0
y a es un polo. Lo que significa que los polos de una funcién meromorfa son
aislados por definicion.

Ejemplo 2.33. ¢ Fl cociente f(2)/g(z) de dos funciones holomorfas no
nulas es una funcion meromorfa en ). Los posibles polos aqui son los
ceros de g, pero un cero comin de f y g podria ser una singularidad

evitable (por ejemplo f(z) = % .

Del mismo modo, la suma, producto y cociente de funciones meromorfas
son nuevamente meromdrfica.

o En particular una funcion racional es meromorfa en el plano comple-
jo. Ademds para una funcion racional, oo es o bien una singularidad
evitable, o bien un polo.

2.6. Transformaciones conformes

Durante mucho anos, uno de los problemas mas atractivos para los geo-
metras estaba relacionado directamente con la Cartografia, es decir, la re-
presentacion de una region R del globo terraqueo (pensado como la esfera
unitaria ) en una superficie plana (un mapa). En principio se buscaba una
transformacion ¢ : R C S? — R? que preservara distancias, es decir una
isometria lo cual es crucial para la navegacion maritima.

Aunque algunos historiadores de las matematicas sostienen que Tolomeo
fue el primero en concebir una representaciéon conforme de la superficie te-
rrestre sobre un plano, todo esto inicia més precisamente con Hipparchus
(Hiparco) fundador de la Geografia y de la Astronomia, quien vivio en el
siglo IT a.c., tres siglos antes que Tolomeo, seguramente Tolomeo fue inspira-
do ampliamente con los trabajos de Hiparco y en algunos casos no se logran
distinguir las aportaciones de ambos.

Del principio de los tiempos modernos alrededor de 1500. Sin pretender
mencionar a todos los que han contribuido significativamente al asunto, es
posible afirmar que las ideas de Nunez, Mercator, Lambert, Euler y Lagrange



56 Superficies Minimas

sobre navegacion y, més concretamente, sobre la elaboracion de mapas planos
de la superficie del globo terrestre se hallan en el niicleo de nuestros conoci-
mientos modernos acerca de las transformaciones conformes. La importancia
de estas transformaciones es de preservar dngulos entre curvas y orientacion,
que nos sera until més adelante.

Recordemos que la transformacion de Gauss de una superficie S con pa-
rametrizacion x(u,v) es una transformacion de la superficie S a S* € R?,
la cual denotaremos por G : S — S? el cual envia cada p € S, al vector
normal unitario /V,. En términos de la parametrizaciéon, podemos escribir
G(x(u,v)) = N(u,v) y, para una vecindad de S, pensar en N(u,v) como
una parametrizaciéon de una parte de la esfera S?. También hay una trans-
formacion lineal inducida de planos tangentes dado, por la base {x,,x,}, por
G.(xy) = Ny y G.(x,) = N,. Para entender esto, tenga en cuenta lo siguien-
te, Un vector tangente en S es el vector de velocidad de alguna curva en S,
asi que tomando N s6lo a lo largo de la curva, se crea una nueva curva en
la esfera S?. El vector tangente de la nueva curva esférica es entonces, por
definicion, la imagen bajo G, ver |[14] pag. 77.] de vector tangente de la curva
original. Aplicando este razonamiento a las curvas paramétricas, vemos que
Gi(xy) = Ny y Gi(xy) = N,.

Pero hay algo atin més especial en la transformaciéon de Gauss de una
superficie minima. Con el fin de exponer el resultado, tenemos que recordar
que una transformacion lineal, en el caso en que las superficies en cuestion
sean el plano euclidiano tenemos T : R? — R? es conforme si, para p > 0
fijo se tiene que

T(x)-T(y) = p’z -y,

para todos los vectores z,y € R2. Si tenemos que 7' transforma el plano
complejo en si mismo, para la conformidad de 7" en un punto p del plano,
basta con que la derivada de T en ese punto sea diferente de cero. Veamos la
siguiente

Proposicion 2.34. T es conforme si y solo si, para cada base {vi,vo} de
R, |T(v1)| = ploil, [T(v2)| = plva| y T(v1) - T(v2) = p*v1 - vy para p > 0.

Demostracion. La transformacion (=) se sigue de manera inmediata de
la definicion de que T" es conforme. Para la transformacion (<), escribamos
T =avy +bvg y y = cv; + dvg con x -y = aclvy|? + (be + ad)vy - vy + bd|vy|*.
La linealidad de 7" nos da T'(z) = aT'(v1) + b1 (v2) y T'(y) = T'(v1) + dT(vq)
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con

T(z)-T(y) = ac|T(v1)]* + (be+ad)T(v1) - T(vz) + bd|T(v)|?
acp?|vi* + (be + ad) p®vy - vy + bdp*|vy|?
= p2l’ . y.

[

A las isometrias locales por definicion preservan la longitud de curvas, y en

analogia las transformaciones conformes se definiran aquellas que preservan
los 4ngulos y orintacion entre curvas.

Definicion 2.35. Un difeomorfismo ¢ : S — S es una transformacion
conforme si para todo p € S,v,w € T,,S se tiene que

(dy, (v1), dy, (v2)) = p*(P) (v, w),,

donde p* es una transformacion diferenciable no nula sobre S; se dice enton-
ces que las superficies S y S son conformes.

Cuando ¢ es una transformaciéon de una superficie a otra, ¢ se dice con-
forme cuando la transformacién inducida sobre vectores tangentes ¢, es con-
forme para cada punto de S. En tal caso, el factor p varia de un punto a otro
y es, por lo tanto, una transformacion de los parametros de superficie u y v.
Luego, escribimos p(u,v) y se llama el factor escalar . Sin embargo, en cada
plano tangente, p es constante.

Ejemplo 2.36. (La transformacion de Gauss para el Helicoide) Considere-
mos el Helicoide x(u,v) = (ucosv,usinv,v). Vamos a calcular G.(x,) = N,
y Gi(x,) = N,.

En efecto, tenemos que
x, = (cosv,sinv,0),x, = (—usinv,ucosv, 1)

conx, X, =0, |x| =1 y |x,| = V1 +u2. Asi, el vector normal unitario estd
dado por

(sinv, — cosv, u)

Vit @

Tomando las derivadas parciales de N respecto de u y v, tenemos

N =

N — (—usinwv,ucosv, 1) N — (cosv,sinwv,0)
v T e
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Ademds

1 1
1+u2 1+ u?

1 1
VIita? 1+u2‘X”"

Y, por supuesto Gy(x,) - Gx(x,) = Ny - N, = 0. Lo que necesitabamos

para que la transformacion de Gauss sea conforme, cuyo factor escalar es

p(u,v) = (1_,_1u_2)-

|Nv‘ :Nv'Nv:

El ejemplo anterir no es solamente un caso aislado, como muestra el si-
guiente resultado.

Proposicion 2.37. Sea S una superficie minima con parametrizacion isoter-
ma x(u,v). Entonces la transformacion de Gauss de S es una transformacion
conforme

Demostracion. Por 237 lo que necesitamos probar es que |G.(x,)| =
plu, v)[xul, [Gix0)| = plu,v)xe] ¥y Gilx) - Gu(xy) = p*(u,v)x, - X, En
efecto, como la parametrizacion es isoterma tenemos que £ = Gy F = 0,

obteniendo que H = %, por otro lado
G.(x) = N, ¢ / 10
«(xy) =N, = ——=x, — =X,, por
gy P
G.(xy) = N, = —ixu — iXU. por [LIT]
E E
Usando coordenadas isotermas y tomando el producto punto tenemos:
NP =2+ P NP = £+ )
E E
E
Pero como S es minima, H = 0, esto es, e + g = 0 entonces e = —g.

Obteniendo asf,

1
‘Nu|2 = E[ez +f2] = |Nv‘2 y Nu 'Nv = 0.
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Como |x,| = VE = |x,| ¥ x4 %, = 0, entonces la transformacionde Gauss
es conforme de acuerdo a la proposicion [Z34] con factor escalar \/e? + f2/E
n

Ahora, veamos que el siguiente resultado muestra que la conformidad de
la transformacion de Gauss hace una caracterizacion en superficies minimas.

Proposiciéon 2.38. Sea S una superficie con parametrizacion x(u,v) cuya
transformacion de Gauss N : S — S? es conforme. Entonces una y sélo una
de las siquientes afirmaciones es cierta: S es parte de la esfera S* o bien S
es una superficie minima.

Demostraciéon. Como en los apartados anteriores desarrollamos formu-
las para superficies con F' = 0, asumimos que x(u,v) también cumple esta
propiedad. Como tenemos que la transformacion de Gauss es conforme y
F =x,-x, = 0, por conformidad de N tenemos que N, - N, = 0. usando
las formulas y [L11] obtenemos que f(Ge 4+ Eg) = 0. Por lo tanto cada
f =0 (en cada punto) 6 Ge + Eg = 0 (igualmente en todas partes). Como
F =0, si pasa la ultima igualdad, lo que nos estaria diciendo es que H =0
y se trataria, como ya sabemos, de una superficie minima. Supongamos que
no se cumple la segunda condicion, es decir, que la superficie no es minima
y f debe ser cero. Usando éste hecho que f = 0 de nuevo por las féormulas
de aceleracion y [L1Ty conformidad tenemos

N Nu= B, L N,-N, = G
E_ u u_p b G_'U U_p .

Despejando p?, tenemos que

e? 2 e
=G>5 =%

Supongamos que £ = —%. Entonces Ge = —FEg = Ge + Eg = 0, lo
cual muestra de nuevo que H = 0 y asi S es una superficie minima. Ahora
supongamos que ¢ = Z en todo punto de S y denotemos éste valor comin
por k. Como f = 0, otra ves por [LI0 y [[L.T1] nos dice que N, = —kx, y
N, = —kx,. Esto muestra que, en cada punto de S, los vectores tangentes
X, Y X, son vectores propios del operador forma. Los valores propios aso-
ciados con los vectores propios del operador de forma son conocidos como

las curvaturas principales maximas y minimas en un punto. Por la situacion
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de arriba ambos valores propios son igual a k, por [[33] todas las curvaturas
principales en un punto son constantes . Por lo tanto cualquier punto en S
es un punto umbilical. Pero como sabemos por la tnica superficie no
planar que cumple esto, es la esfera. n

Como se tiene la existencia de coordenadas isotermas para cualquier su-
perficie minima regular S, es claro que S es localmente conforme a un plano,
ademéas por resultado de variable compleja toda transformacién conforme
preserva angulos por ende las coordenadas isotermas también preservan an-
gulos, ésta es nuestra primera conexion entre geometria diferencial y ana-
lisis complejo. Ahora, si una superficie minima puede ser representada por
coordenadas isotermas, ;podria también ser representada por una funcion
holomorfa?

2.7. Construccion de la representacion W.E.

Con la informacion que tenemos sobre superficies minimas, coordenadas
isotermas, funciones armonicas y funciones holomorfas asi como también me-
romorfas, podemos construir la representacion de Weiertrass- Enneper para
superficies minimas. En primer lugar seria bueno realizar un ejemplo.

Ejemplo 2.39. Superficie de Enneper@

La parametrizacion mas comin para la superficie de Enneper es

1 1
x(u,v) = (u — gu?’ + uv?, —v — v + gv?’, u? — v?)

6La superficie de Enneper fue descubierta en 1864 por Alfred Enneper. Ocho afios
después de su Doctorado, bajo la supervisiéon de Dirichlet en Gottingen, donde Enneper
vivio toda su vida, de estudiante a profesor extraordinario.
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Figura 2.7: Superficie de Enneper.

Primero veamos que es una parametrizacion isoterma.

Xy = (1 —u® + 0%, —2uv, 2u)
x, = (2uv, —1 — u® +v*, —2v)
E=x, %, = (14 2u® 4 20* + 2u*0* + u' + v*)
G =%, Xy = (1 + 2u® + 20% + 200 + u* +v?)
F =x, %, =2uv(l —u?® +v?) — 2uv(—1 — u? + v*) — 4uv = 0
Como E =G y F =0, x(u,v) es isoterma.
Sea z =u+ 1w y ¢ =x, —1X,. Entonces

= (1 —u?+0v* —i2uv, —2uv — i(—1 — u? + v?), 2u + i20)

= (1 — (u+iv)%i(1+ (u+iv)?),2(u+ ) = (1 — 22,i(1 + 2%),22).

Note que ¢*(z) = 1—22,¢%(2) = i(1+2?) y ¢3(2) = 2z son todas holomorfas,
asi la superficie de Enneper puede ser representada por funciones holomorfas.

Como vimos, la superficie de Enneper ofrece un ejemplo de como una su-
perficie minima puede ser representada por funciones holomorfas. Pero ahora
nuestro objetivo es generalizar a todas las superficies minimas.
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2.7.1. De parametrizaciones isotermas a funciones ho-
lomorfas

Sea S una superficie minima descrita por una parametrizacion isoterma

x(u,v).
Y o _ 100 _.
Sea z = u-+iv, tenemos que 5~ = 5(5-—i

Note que, z+ 2z =2uy z — Z = 120, asi

a%), Z=u—ivy % = %(%—l—i%).

24z
u:

2

zZ—Z
v =

21

Esto significa que x(u,v) : R? — R3, puede escribirse como

x(z, 2) = (2'(z, 2), 2%(z, 2), 2°(z, 2)).

Consideraremos z'(z,z) : C* — C? como una funcién con valores com-
plejos la cual puede llegar a tomar valores reales y la derivada de la j-ésima
componente es

o)1
v = o = ool —ial)
Definamos
ox
O = 5= (:Bi,xg,:zi), (2.17)

De ahora en adelante usaremos la siguiente notacion

617 = |l + |2 + |2

donde |z| = vu? + v? es el modulo de z.
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Entonces (¢/)? = (21)* = (5(a], — ia]))* = 3((21)* — (21)* — 2iz}z]), asi

©F = (O - (@) — 2iviad)
1 2 2 :
= Z(|xu| — |xu |7 — 2ix, - xy)
1
= J(E—G—2F)

Observacion 2.40. Como x es isoterma, (¢)? = 2(E — E) = 0. Inversa-
mente, si (¢)? = 0 sus componentes real e imaginario deben ser cero, por lo
tanto E = G y F = 0. Entonces, si (¢)> = 0, entonces la parametrizacion
debe ser isoterma.

Con un analisis practicamente analogo también podemos ver que

6] = % # 0. (2.18)

Ahora veremos algunos resultados que nos llevaran a la relacion de su-
perficies minimas con funciones holomorfas.

Lema 2.41. £(Z) = 1Ax.

Demostracion.

0 0Ox 0 1 0x 0x
229~ 220% a)
1 0 0Ox 0x .0 0Ox .0x
260 e ) T )
_ 1(&_%%4_%%4_%)
4 0u? Z@u@v Z@u@v ov?
1

_ _(& + %)
4 0u T 2
= iAX.

Lema 2.42. La funcion f es analitica si y solo si % = 0.
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Demostracién. Sea z = u + iv, y denotemos a f(u,v) como la funcion
compleja f(z) = a(z) + ib(z). Calculando las derivadas parciales complejas,
tenemos

o1

1 .
9; — gdutif)

_ ;m+mmmm+wm

1 .
= 5 (law—b] +ifay +bu)).

De aqui que % =0siysolosia, —b, =0y a, —b, =0, esto es, cuando se

cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. |

Con estos resultados podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.43. Supongamos que S es una superficie con una parametriza-
A _ aX 2 _ . .

cion X. Seq o= 72 Y suponga que (¢)” =0 (es decir x es isoterma). Entonces

M es minima si y solo si cada ¢’ es holomorfa.

Demostracién. Si S es minima, entonces, por corolario .16, 27 es armo-
nica para j € {1,2,3}. 27 armonica implica que Ax = 0 entonces iAX =0de
0 (8x

ahi que = () = 0 por lema2.42] entonces % = 0. Por el teorema de analisis

9z \ 0z . .
complejo , como %(%) =0, (¢’) es holomorfa. Por otro lado si (¢?) es ho-
lomorfa, entonces % = 0 entonces Z(%) = LAx = 0 entonces Ax = 0 esto

implica que x7 es armonica, pero x’/ es armoénica implica que M es minima.

Observacion 2.44. El resultado anterior dice que cualquier superficie mini-
ma puede ser descrito en cada uno de sus puntos por una tripleta de funciones
holomorfas ¢ = (¢, ¢*, &) con (¢)* = 0. Ahora, dada () , scomo es la para-
metrizacion isoterma x para construir S ?. El siguiente corolario del teorema
(273 muestra que las componentes de (¢) se pueden integrar para obtener las
componentes de X.

Corolario 2.45. 27(z, z) = ¢; + 2Re( [ ¢'dz).

Demostracion. z = u + v entonces dz = du + idv
Pdz = §(x) — 2])(du + idv) = L((a]du + izdv) + i(2x]dv — z]du))
¢dz = L(xd + ) (du — idv) = $((2ddu + z)dv) — i(xddv — zidu))
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Entonces tenemos que do? = 92dz + 22dz = ¢/dz + ¢/dz = (addu +
widv) + F(xidu + xidv) = (2idu + zidv) = 2Re(¢’dz) entonces zi =
2Re([ ¢/dz) + ¢;. |

Ahora sabemos construir x si tenemos (@), pero

,como es (¢) para superficies minimas generales?
Lo que necesitamos es que cada componente de ¢’ sea holomorfa y (¢)? =

Una bonita manera de construir (¢) es como sigue.

Supongamos que ¢! # i¢?. Sea f = ¢! —ip? y g = ((b%ng)
Como x es isoterma tenemos que

(0')* +(¢°)° + (¢)* = 0,
entonces

(0" +1i0?)(¢" —i?) = —(¢°)%. (2.19)

Factorizando y simplificando tenemos que

(0" +i¢*) (9" —ig?) = —(¢°)*

oy —(0°)
(¢! +i¢%) = G =)
o' +ig® = —fg"
Asi, usando
Y NG5
f—¢1—1¢279—m y ff—ma (2.20)

resolvemos para ¢!, ¢? y ¢3.

6 = 351~ 6" = i1+, 6 = fg

Note que f definida asi, es analitica y ¢ meromorfa. A demas, fg¢? es
analitica ya que fg? = — (¢! +i¢?).
Entonces ¢!, ¢* y ¢* son holomorfas y
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(07 = 10 =P = P+ + P =0, (221)

En el caso cuando ¢! = i¢? es decir, ¢ — i¢p?> = 0, note que 0 =
(¢! +ip?) (' — ig?) = —(¢®)?, ya sea f o g deben ser cero (o ambas).

Ahora, tenemos todo lo que necesitamos para entender las Representacion
de Weierstrass-Enneper para superficies minimas.

La Representacion de Weierstrass-Enneper para superficies minimas

Teorema 2.46. La Representacion de Weierstrass-Enneper 1. Si f es
holomorfa en un dominio D, g es meromorfa en D, y fg* es holomorfa en D,
entonces una superficie minima es definida por x(z, z) = (21(2, 2), 2(2, 2), 23(2, 2)),
donde

P(202) = Re( [ £(1- ¢)d2)
7%(z,2) = Re(/ if(1+ ¢*)d?)
23(2,2) = Re(/ 2fgdz).

En el ejemplo de las superficie de Enneper, necesitamos que f = 1y
g = z. Entonces ¢ = (1 — 22,i(1 4 22),22) = (f(1 — ¢%),if (1 + ¢*),2f9).

Otra, manera de escribir 2.46] es usando solo una funcién holomorfa que es
una composicion de funciones. Si g es holomorfa con g~! holomorfa, entonces
sea 7 = ¢, lo cual significa que fl—; = %, asi dr = dg. Definamos F(7) =
f/% = fg—;. Entonces F(7)dr = f(g—;)(dg) = fdz, sustituyendo 7 por gy

F(7)dr por fdz en 246] obtenemos la siguiente version de 2461

Teorema 2.47. La Representacion de Weierstrass-Enneper II. Para
cualquier funcion holomorfa F(7), una superficie minima es definida por
x(2,2) = (2'(2,2),2°(2, 2),2°(2, 2)), donde

2t (2, 2) = Re(/(l — ) F(1)dz)

(2, %) = Re( / i1+ 72) F(r)d2)
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3 (2,2) = Re(/ 27F(1)dz).

Note que

Un buen ejemplo del uso del teorema [2.47 es el helicoide.
El helicoide

Un helicoide puede ser obtenido de F(7) = 54 donde 7 = ¢*. Note que
T =¢*, 7' = Log(z), y F(e*) = 35 son todas holomorfas en el dominio

de Log(z). Tenemos que usar Log(z) en lugar de log(z) porque Log(z) es la
rama principal de log y ramas de log son holomorfas, pero log no lo es. Ahora
calculemos x(u,v) como sigue:

2! = Re(/(1—72)2L72d7)
_ Re(;(e_z%—ez))
_ Re(%i(e—(u+iv)+eu+m))
_ Re(;(e—u(cos(—v) + isin(—v)) + e*(cos(v) + i sin(v))))
= Re(Ge" cos(—0) + 5o~ sin(—v) — Le* cos(v) + ze sinfu)

1 1
= 56_“ sin(—v) + 56“ sin(v)
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= Re(/z’(1+r2)idr)

272
1 1
= Re(§—§7‘)
= Re(3(c" —¢))

— Re(%(e_(“m) . 6u+iv))
= Re(%(e_“(cos(—v) +isin(—v)) — e*(cos(v) + isin(v))))
= Re(%e_“ cos(—v) + %e‘“ sin(—v) — %e“ cos(v) + %e“ sin(v))

1
= 56_“ cos(—v) — 56“ cos(v)

Asf x(u,v) = (3e7"sin(—v) + ze"sin(v), 3(e ™" cos(—v) — " cos(v)), —v)

es una paremetrizacion isoterma para el helicoide.

2.7.2. Puntos de ramificacion

El teorema de Representacion de Weierstrass-Enneper es importante, por-
que nos permite producir un ejemplo de una superficie minima de cualquier
par de funciones analiticas f y ¢, y por otra parte hacer graficas de ellos
siempre y cuando podamos calcular las integrales involucradas.

Definicién 2.48. La superficie minima x tiene un punto de ramificado en z
i Xy (2) =%x,(2) =0 en z.
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Es decir, los puntos de ramificaciéon son los puntos de no-regularidad
en x. Pero ahora, ;qué hacen los puntos de ramificacion sobre f y g en la
representacion de Weierstrass-Enneper?.

Primero, notemos que f es siempre analitica, pero g puede ser meromorfa.
Como fg? es también analitica, si g tiene polos, éstos se corresponden con los
ceros de f de al menos la mitad del orden de ceros de g, para que las funciones
componente ¢’ sean analiticas. Para que la tercera componente de x(z) sea
cero, necesitamos que f y g sea cero, y para que la primera componente sea
cero, fg? también debe ser cero.

Por lo tanto, los puntos de ramificaciéon de x son ceros simultdneamente
de fy fg*.

Note que podemos definir f(z) = 2z para algtin entero m y g(z) = z en
la representacion de Weierstrass-Enneper y producir ejemplos de superficies
minimas con puntos de ramificacion.

Los puntos de ramificacion han sido importantes en casi todos los tra-
bajos sobre superficies minimas desde la solucién del problema de Plateau.
Para ver mas sobre este tema véase [[8], pag. 56.] y [19].

El mapeo de Gauss de una superficie minima tiene una descripcion directa
en términos de la representacion Weierstrass-Enneper. Para ver esto veamos
lo siguiente:

2.8. La proyecciéon estereografica

La proyeccion central desde el polo norte descrita en la siguiente figura
sugiere que el plano complejo C podemos pensarlo como S?, la esfera unitaria
en R3 excluyendo el polo norte. De ahi que, de alguna forma, resulta natural
pensar que el polo norte corresponde a un punto ideal que representa al
infinito.
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proyeccion estereografica.

Definicién 2.49. Los puntos del plano complejo junto con oo forman el
plano extendido, denotado por C = C U oo.

Un modelo requerido muy comin para incluir el punto al infinito, es la
esfera unitaria S?, también conocida, como esfera de Riemann.

Para asociar cada punto en el plano con un punto en S? usaremos ideas
geométricas: Centremos a S? en el espacio tridimensional R? y consideremos
el plano z = 0 como C, ahora la linea que va de un punto P = (xy, 19, 73) € S?
al polo norte N = (0,0,1) € S? cruza C en un tnico punto, para encontrar
dicho punto vamos a parametrizar y vamos a tener que

Sit € Res tal que [N +¢(P — N)] € C entonces

[N + (P —N)]- N =0,

1+t(P—N)-N=0,
1:t(1—$3),

=t =

1—!13'3‘

De donde, el punto asociado a P es

1

_ N—I— Al ’ i) ’1’3—1
1—.]73 1-2[‘3 1-2[‘3

T ) .
= ,—,0 ] . ver figura anteriror .
1-— T3 1-— T3

N +

(P—N)

Asi, para w € C obtenemos que

_ 1 T2 _ T Ty __ x1+iTs
w= <l—:c3’ 1—:(;370) = Ta; T 123 = i—us

No es dificil ver que la proyeccion de P debe tener la direccion de (21, x9),
ademas, por semejanza de triangulos obtenemos que

w| _ ai+ a3

1 1—!13'3
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Con base a esto, definamos la funcion

¥ :S*\N — C como

\11(1’1,1’2, 1'3) — l;%;ié
Afirmacién
U definida asi es una biyeccion entre S\ N y C.
Demostracion.

» U es inyectiva.

Para demostrarlo, observemos que, si w = V(zy, o, 73)

|x1+im2 o @+ 1-2x3 _ 1tz
1—z3 (1-z3)2 =~ (1—=z3)?2 = 1—=z3’

jw]? =

(ya que (21,72, 23) € S* = a2 4+ 23 + 23 = 1). De ahi que

(1 —as)|w|® =1+ a3,
lw|* = z3|w|* =1+ w3,
lw|* =14 x5 + z3]w|?,

w = 1= (1+ |w]*)as,

es decir: w21
wl? —
=71 - 2.22
A (2.22)
9 — _ 2z
También, w +w = =2 bor lo que,
(w+w)(1 — x3) w+w lw|? — 1
“ 2 pot 2 1+ [w]?
 w+w 2  wHw
B 2 wl2+1)  |Jw]2+1"
De ahi que
AL (2.23)
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219

De forma analoga, w —w = -, entonces
wW—w
Ty = ——7——. (2.24)
ilz]* = 1)

Por lo tanto W es inyectiva, ya que w determina al punto P = (1, 2, 23).
Observe que

&(w) w+w w—w |w?-1
w) = y . ) )
lwl2+1" i(Jw|2—1)" w2+ 1

es inversa a la izquierda de W.

= U es sobreyectiva.

Dado w € C, haciendo unos calculos, se puede ver que ®(w) € S?. Si

O(w) = p=(y1,92,y3) y ¥(p) = w' usando las ecuaciones 2.22] 223y
[2.24] tenemos

/_1+y3_
— Y3
2 Rew’ ~_ 2Rew
wP+1 - T wp
2Tmw’ ~ 2Imw
(wE+ D) - T iwp )

Por lo tanto,
Rew' = Rew, Imw' = Imw, es decir

w =w

Por lo tanto ¥ es sobreyectiva y ® es su inversa.

|

Asi, haciendo corresponder oo con (0,0, 1) se obtuvo una biyeccion entre
S?y C. A tal biyeccion se le conoce como la proyeccién estereografica.

Aprovechando de que ya hemos introducido la proyeccion estereografi-

ca, veremos en seguida que la transformacion de Gauss de una superficie

minima tiene una descripcion directa en términos de la representacion de
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Weierestrass-Enneper I, ademés esto serd importante mas adelante cuando
tratamos de entender si superficies minimas siempre minimizan area.
Definamos una transformacion

St : 82\N — R2,
y elijamos un punto
P = (cosu cosv,sinu cosv,sinv) € S*\N.

Siguiendo la idea de la proyeccion estereografica, la linea que une Py N esta
dada por

v(t) = (0,0,1) + t(cos u cos v, sinu cos v, sinv — 1).

La linea v intersecta a R? cuando la tercera coordenada es cero. Esto ocurre
cuando 1+ t(sinv — 1) =0 0 t = —~—. Por lo tanto

sinv—1"

COSUCOSV SInu CosSv
—, —,0
1 —sinv 1-—sinv

Si(cos u cos v, sinu cos v, sinv) = (

Claramente, S; es biyectiva, y en particular un mapeo uno a uno de
S?\N — R2. Recordemos ademés que la transformacion lineal inducida de
vectores tangentes Sy, la podemos calcular simplemente tomando las deriva-
das parciales apropiadas de la imagen de las curvas u y v tenemos el siguiente.

Ejemplo 2.50. Fijando v y diferenciando, obtenemos

5.0 =

S, (x,) = ( COS U sin u 0) .

1 —sinv’ 1 —sinv’

—sinwcosv €osucosv
1—sinv ~ 1—sinv’ )’

Tomando el producto punto en R3, tenemos

cos? v 1
S, u) S w) = s - . u T Ay
() - S5 () (1 —sinv)?  (1-— smv)2X *
1 1
St* (Xv) . St* (XU) = = Xy Xo)

(1 —sinv)2 (1 —sinv)2™"’
St* (Xu) : St* (Xv) = 0.

El factor 1/(1 — sinwv) muestra que la proyeccion estereogrifica es una
transformacion conforme con factor escalar 1/(1 — sinv)
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En particular la proyeccion estereogréafica preserva los angulos. En coor-
denadas cartesianas, proyeccion estereografica esta dada por

x Yy
St(:)s,y,z) = (:7 1 270)'

Como vimos, cuando introdujimos la proyeccion estereogréfica, podemos iden-
tificar el plano real R? con el plano complejo C y extender S, a una trans-
formacion biyectiva S, : S? — C U co. Con estas identificaciones tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 2.51. Sea S una superficie minima con parametrizacion isoterma
x(u,v) y representacion de Weierstrass-Enneper (f,g). Entonces la transfor-
macion de Gauss de S, G : S — CUoo puede ser identificado con la funcion
meromorfa g.

Demostracién. Recordemos que ¢ = % y o= % y

6 = 351~ )6 = Li1 46,6 = fg

Describiremos la transformacion de Gauss en términos de ¢!, ¢ v ¢3. Note
que

Xy XXy = ((x, X Xv)l, (x4 X XU)2, (xy X XU)?’
= (wha) —ajal, whwy — myay, wyah — xhay).

Considerando la primera componente (x, X x,)'. Tenemos

= Im((z} —ix})(x, + i),
ot o

= 4Im(¢'9).

De forma similar, con la segunda componente tenemos

= Im[2(

—1 —2
Toty — 2,00 = 41m(¢%0 )y @yl — aiwy) = 41Im(¢'e)
Por lo tanto, obtenemos que

Xy X Xy = 4Im(¢'", 6%, 6'6) = 2($ x B), (2.25)
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esto se sigue del echo de que, z—Z = 2Im z. Ahora, como x(u, v) es isoterma,

[Xu X Xo| = [%ul - |%0] = [%u]? = E = 2|¢|* por ZI8 Por lo tanto, tenemos
XXXy 2(0X9)  ¢x¢
xu X x| 2|¢? o>

Veamos ahora que, la transformacion de Gauss G : S — C U oo lo podemos
dar en términos de la ¢ :

G(x(u,v)) = SiN(u,v)),

X
— St ( Xu XU

),

[xu x x|

¢ x &,

o2

2Im(¢%9", 00, 6'3")
]2

B < 21m (¢ ) 21m (475 ) )

~ \loP - 2metd") |of — 2Imetg’) )

Esto se sigue del echo de que

Si(

= S ) por 223

v 2Im(¢Pe) 1
11—z |2 1 _ 2m'8")’
R
= 921 273 . ‘¢‘2 ’
) R 2ot
2Im(¢%3)

62 — 2Tm ¢19")

Y similarmente para y/(1 — z). Identificando los punto (z,y) € R? con
x + 1y € C podemos escribir

_ 21m(¢*) + 2i(6°5)
62 —2Im$1d)

Ahora, denotemos por 91 al numerador de la fraccion anterior

G (x(u,v))
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N = 2Im(¢?F) + 2i(6°F),
= ST - ¢+ 16T - 6T,
= 68 - %8+ i’ — 6D,
= $F +id) — 8 (&' +id?).

Ademis, 0 = (¢)% = (¢')? + (¢7)? + (¢°)? = (¢" + i¢?)(¢" — i¢?) + (¢°)?
por 2.19] asi

: —(¢*)?
¢1 +Z¢2 = ¢1 _i¢2'
Entonces tenemos
-1 =2 =3 —(¢%)?
N = $°@ +i) -0 5

P*[(¢" +i0%) (¢! —i¢?) + |4°°]
o =i |
¢* 12 212 312 | 721 271
¢3 2 172
= WW\ —2Im(¢ ¢")].

Como se observa el segundo factor de 91 cancela el denominador de G(x(u, v))
y terminamos con que

¢3
G(x(u,v)) = i

Y por 2.201 sabemos que g = # n

2.9. La representacion W-E siempre da una su-
perficie minima

En el ejemplo [2.39 se analiz6 que la superficie de Enneper ofrece un ejem-
plo de como una superficie minima puede ser representada por funciones
holomorfas. Podriamos preguntarnos si el inverso es valido, es decir, dada ¢,
ise puede derivar la superficie de Enneper?
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Weierstrass descubrio que si es posible obtener la superficie de Enneper
dada la funcion ¢.

Sabemos que ¢ = x, —ix, y ¢'(2) = 122, ¢*(2) = i(1+2%) y ¢*(2) = 22,
nosotros queremos x(u, v) en valores reales.

Sea  x! = 7 = z* = Re(/[ 2zdz
Re([(1 — 2%)dz) Re([i(1+2?)dz) = Re(2?)
= Re(z — 32%) = Re(i(z +32°)) = Re((u + iv)?)
= Re(u + iv — = Re(i(u + = u? — v?
fu + i) w — +(u+iv)?))
=u — tud + uv? = —v—uv+ i3

3 3

Entonces, obtenemos que x(u, v) = (u—zu®+uv?, —v—u?v+ 303, u* —v?),

3
la cual es, la superficie de Enneper!

Ahora nuestra pregunta seria més general ;El inverso del teorema de La
representacion de Weierstrass Enneper es valido? La respuesta es que si es
valido, es decir, La representacion de Weierestrass Enneper siempre da una
superficie minima.

El siguiente lema da la propiedad clave de la Representacion Weierstrass-
Enneper.

Lema 2.52. Para ¢ = [%f(l - g%, %f(l +g2),fg], las siguientes afirma-
ciones son ciertas.

(1) (Re)? - (Im ) = 0
(2) (Re@)? - (Im 6)2 = 0.

Demostracién. Primero notemos que por 2211 > = 0. Por lo tanto,
obtenemos

0 =Re¢’ = (Red)” — (Im¢),
pues Re(a + ib)? = a® — b?. Similarmente
0 =Im¢* = 2(Reg) - (Im ¢),

yva que Im(a + ib)? = 2ab. |
Ahora damos el resultado principal.
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Teorema 2.53. Para funciones complejas f(z) y g(z) como en[246, la su-
perficie x(z, 2) = (21(2, 2), 2%(2, 2), 23(2, 2)), es minima, donde

P(202) = Re( [ £(1 - ¢)d2)
232, 2) = Re(/ if(1+ g%)d?)
13(2,2) = Re(/ 2fgdz).

Demostracién. Para una superficie x(z) en R?, la curvatura media H

esta dada por
2 2
XoXuu — 2(Xu : XU>XMJ + X Xow

(2.26)

Y

X12LX’L2) - (Xu : Xv)2
donde P, denota la proyeccion sobre la linea normal a la superficie y los sub-
indices u, v como ya sabemos denotan la diferenciacion parcial con respecto
a las partes real e imaginaria de z.

Denotemos por ¢ cada integral de ¢ entonces, haciendo calculos tenemos
que

= d,| = — | = 2.2
x, = Re[®,] Re[dz 8u] Re ¢, (2.27)
como z = u + v asi % = 1. Similarmente
d® 0z
X, = Re[D,] Re[dz 82;] Re(i¢) me, (2.28)

ya que Re[i(a +ib)] = —b. Por (2), tenemos

Xy - Xy = 0, (2.29)
como
x;, = Re(¢)?, (2.30)
y
x; = Im(¢)?, (2.31)
por 2.52] (1), tenemos que
X2 = x2. (2.32)
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Ademés, como

dx,  dx, 0z ,
= ot = DB (g (2.33)
y
dx, dx,0z ,
Xov = dv = dz % = — Re(¢ ), (234)
por lo tanto,
Xyp + Xuu = 0. (2.35)

Sustituyendo las ecuaciones (2292321 y 2.35]) en la formula 2.26] obtenemos
que H =0, por tanto, por definicion la superficie minima x(z, Z) es minima.

Observacion 2.54. En realidad se puede admitir que g(z) tenga polos, siem-
pre y cuando fg? sea analitica.

2.10. Superficie minima no minimiza area

El valor real de la representacion Weierstrass-Enneper es que uno puede
analizar muchos aspectos de superficies minimas directamente de las funcio-
nes (f,g) y F(7). Esto aplicado inclusive a superficies cuyas integrales de
la representacion Weierstrass-Enneper no puedan ser explicitamente calcula-
bles. Como por ejemplo, podremos calcular la curvatura de Gauss K de una
superficie minima en términos de F(7). Notemos que por el teorema [[L40
dada en pardmetros isotermos

- i (3 ()& ()
(3 (E)2(%)

1 0? 0?

1
= —ﬁA(lnE),

donde, recordemos que A es el operador de Laplace. Ademas, por 2.I8| tene-
mos que E = 2|¢|?, también

1 2 i 2
¢ = 5(1 —79)F(7), 5(1 + 7°)F (1), TF(T).
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Ahora tenemos
1 1
E = ||50=m)F@) P +[50+7)F@) P+ 7F() [
= |FPu + 2u*0? + v* + 1+ 2u* 4 207
1
= SIEPI = 1P+ L4 7 + 4]
Ahora, 72 = u? —v* 4+ 2iuw, asi |72 — 1| = [u? —v? +2iuv — 1| = (u* —v?—1)*+
4u*v?. Similarmente |1 + 72| = (u? — v? + 1)2 + du0? y 4|72 = 4(u? + v?).
De ahi que
1
E = 5\F|2[2(u4 —2u”0? + v + 1+ 8u*v?) + 4u® + 407
= |FPu’ 4 200 + 0' + 1+ 20 + 207
= |F)*[u® +v* + 1%
Ahora In E = In |F|? 4+ 2In(u? + v? 4+ 1) derivando es facil ver que

8
ARIn(w? +v* +1)) = ———
(2In(u” +v° + 1)) RS

Calculemos ahora A(In |F|?)
A(In|F|?) = A(log FF) = A(logF +log F)).

Previamente por 2.42] vimos que A = . Ademés, como F' es holomorfa,

- a a
F no lo es, asf %—f = 0 y, consecuentemente, alng = 0. Nos quedamos
con A(log F') = a(i?)ng) = 48(F//F = 0, ya que F, F’ y, por tanto Fl son

holomorfas. En consecuencia, (ln\F| ) =0y A(lnE) = m Con

todo lo anterior damos la demostracion del siguiente teorema.
Teorema 2.55. La curvatura de Gauss de la superficie minima determinada
por la representacion Weierstrass-Enneper I es

—4

K —
[FR(u? + 0% + 1)t

Demostracion.
K = —%A(lnE)
—8
2|F|?(u? 4+ v 4+ 1)*
—4
IF2(u? + 02 + 1)&
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[

En esta parte se dan ideas generales de lo ya conocido, de que una su-
perficie minima no siempre minimiza el area, y damos unos ejemplos de este
hecho. Con el fin de entender lo que realmente esti sucediendo, daremos un

método general para analizar esto. Nuestra version fue tomada de [[14], pag.
242

Empecemos con una superficie minima S : x(u, v) en la cual se considera
una curva de Jordan (es decir; curva cerrada simple) y tomemos una familia
de superficies y* = x(u,v) + tV (u,v), donde V (u,v) = pN(u,v) es un campo
vectorial normal en S de longitud variante p(u,v) que es una funcion de clase
C? con p(C) = 0. Calculando y, = x,+t(pu N +pN,), y' = x,+t(pu N +pN,).
y v x vl =x, xx, +tx, X Vi, + 0, X @] + 12V, X V.

Usando los conocimientos a cerca de superficies minimas que tenemos
hasta ahora los calculos hechos en [14] se simplifican. En particular, podemos
tomar una parametrizacion isoterma x(u,v). Por lo tanto, £ = G, F = 0,
e = —g por ZI3 K = —(¢® + f?/E?), [N,| = [N,| = \Je*+ f2/VE y
N,-N, = (e*+ f*)/E = N, - N, esto es por[L10 y [ 11 de esto tenemos que.
Los coeficientes de la primera forma fundamental de y' es

E' = <ytuaytu> = (Xu, Xu) +2t(pu (N, Xu)‘i‘/)(mev»"‘tz(pi(Nv N))+p(Nu, Nu))

(2.36)
E' = E + 2t(—pe) + t*(p2 — pEK), (2.37)
va que N, - N, = (e’ + f?)/Ey K = —(e* + f*/E?).
De forma similar
G' = E + 2t(pe) + t*(p> — pEK) (2.38)
F'=t(=2pf) + t*(pupv) (2.39)

Asi, el determinante de la primera forma fundamental de y' es
B'G' — (F"? = E*4+t3(E(p> + p?) — 4p*e* — 4p° > — 2E°K) + O(t?)
E? + (E(p2 + p2)) + 2p°E°K) + O(t%).

Donde O(t?) denota los términos que involucran potencias de ¢ mayores o
iguales que tres.
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El area de y' es

A(t) = / / VE2+12(E(p2 + p2)) + 202 E2K) + O(13)dudv.

Supongamos ahora que el integrando tiene el desarrollo en serie de Taylor
ap + art + ast® + ... alrededor del cero. Tomando la raiz e igualando los
coeficientes, tenemos

1
ao = B a1 = 0,05 = S (py + py + 29 FK)

Por lo tanto, obtenemos
A(0) = area(x(R)). (2.40)
Donde R es una region del plano — (u,v).

A'(0) =0, (2.41)

ya que estamos suponiendo que S es minima.

A"(0 // P2+ p? 4+ 2p* EK ) dudv (2.42)

Ademas, supongamos que las coordenadas isotérmicas provienen de una
representacion de Weierstrass-Enneper II. Previamente calculamos que
—4

_ —IFI202 a2 1 112
K = |F|2(u2+v2+1)4yE_|F| [u® +v” + 1)7

Sustituyendo esto en A”(0), obtenemos

A// 2dd
// (w2402 +1)2 5+ Pt pydud.

Note que la expresion de A”(0) no depende de la representacion de Weierstrass-
Enneper. Solamente depende de la region R y la eleccion de la funcion p en
la region. Por lo tanto, si encontramos una funcioén p con p(C) = 0 definida
en R tal que A”(0) < 0, entonces la superficie minima S no puede tener area
minima entre las superficies delimitadas por C. Esto no lleva al siguiente
teorema.
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Teorema 2.56. (Schwarz)Sea S una superficie minima delimitada por una
curva C. Si el disco cerrado D = {(u,v) : u* + v? < 1} estd contenido en
el interior de R, entonces eziste la funcion p para la cual A”(0) < 0. Por lo
tanto, S no tiene drea minima entre las superficies delimitadas por C.

Una vez mas, el punto clave aqui es que la representacion de Weierstrass-
Enneper no es s6lo un montén de férmulas, sino una representacion de la
superficie minima que nos ofrece informacion geométrica de la superficie di-
rectamente. Describiendo S en términos de la representacion de Weierstrass-
Enneper 11, identificamos los parametros u y v con la parte real e imaginaria
de la variable compleja 7. Por supuesto, 7 se identifica con la funcién g de
la representacion de Weierstrass-Enneper I la cual, a su vez vimos en 2.51] es
la transformacion de Gauss seguido por la proyeccion estereografica. Por lo
tanto, como la proyeccion del polo norte proyecta el hemisferio inferior de S?
en el disco D, R contiene D en su interior precisamente cuando la imagen de
la transformacion de Gauss de S contiene el hemisferio inferior de S? en su
interior. Por supuesto no hay nada especial a cerca de la proyeccion estereo-
grafica de el polo norte, ya que se puede hacer desde cualquier punto de la
esfera, asi, tenemos la siguiente version geométrica del teorema de Schwarz.

Teorema 2.57. Sea S una superficie minima delimitada por una curva C.
Si la imagen de la transformacion de Gauss de S contiene un hemisferio
de S? en su interior, entonces S no tiene drea minima entre las superficies
delimitadas por C'.

Para ver la demostracion del teorema 2.56 véase [[14], pag. 246.]
Pasemos a dar al menos un ejemplo de lo discutido anteriormente.

Ejemplo 2.58. La superficie de Enneper x(u,v) = (u — %u?’ +uv?, —v —
uzv—i-%v‘g, u2—1)2), no tiene auto-intersecciones para u*+v3 < 3 y su mapeo de
Gauss restringido a u* +v3 < 3 cubre mds que un hemisferio de S* [ver [1])]
pag. 248], por el teorema anterior, inferimos que la superficie de Enneper no
minimiza drea entre todas las superficies delimitadas por C' dadas mediante la
aplicacion de la parametrizacionx al circulo u>+v? = R2, donde 1 < R < /3.
Por supuesto por el teorema de Douglas-Rado que se vérd en el iltimo capitulo
existe una superficie con menor drea(por lo tanto minima) delimitada por C'.
Por lo tanto existen dos superficies minimas delimitadas por C. De ahi que

la cuestion de unicidad al problema de Plateau es delicado.
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Capitulo 3

Teorema de Bernstein

3.1. Introduccién

Durante el transcurso del siglo XX, dos grandes ejes han desempenado
un papel fundamental en la evolucion de la teoria de superficies minimas. El
primero, el trabajo que se hizo en el problema de Plateau, que culminé en
1936 cuando Jesse Duglas da la soluciéon a dicho problema.

El segundo fue que entre 1910 y 1916 aparecio la obra de S. Bernstein
(1880-1968), como parte de un enfoque totalmente novedoso utilizando ecua-
ciones diferenciales parciales, que di6 lugar al famoso Teorema de Bernstein.

Se plantea la siguinte pregunta natural :jexiste una funcion z = f(x,y)
que satisfaga la ecuacion de superficie minima 2.3 y esté definida en todo
el plano R?? Obviamente, cualquier funcion lineal (especificamente le plano)
es solucion a esta ecuacion. jExisten otras soluciones no triviales? Este es
llamado el Problema de Bernstein. Resulta que en R3 no existen otras
graficas completas, es decir, definidas en todo el plano que sean superficies
minimas, de ahi que la tnica solucién a la ecuaciéon de superficie minima
sobre todo el plano es la solucion trivial: una funcién lineal, esto dio a toda
la teoria una nueva direccion.

La historia posterior a estos dos problemas nos proveen de una gran vision
de tal forma que, un solo resultado puede tener una poderosa influencia sobre
el curso futuro de las matematicas.

En el caso de teorema de Bernstein que se discutira en éste capitulo las dos
direcciones obvias para la generalizacion era hacia una clase més amplia de
ecuaciones, y para dimensiones superiores. Ambas tardaron tiempo ya que la
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prueba original de Bernstein no se prestaba facilmente para generalizaciones
de cualquier tipo.

3.2. Preliminares

Definicién 3.1. Sea x1 = uq, 9 = us y D un dominio en el plano xq, o,
entonces la superficies S definida por

xp = fe(z1,22) , 3<k<n

para (x1,x9) € D y fi transformacion diferenciable f : D — R, se dice que
es una forma no-paramétrica.

Notemos que si el dominio cambia, si es por ejemplo el plano (z;, z;)
donde i # j y 1,7 # 1,2 siempre podemos cambiar el nombre de ellos para
obtener de cualquier modos i =1y 7 = 2.

Proposicion 3.2. Sea S una superficie definida por x(u) € C" y sea S reqular
en un punto a. Entonces existe una vecindad ) con a € ) tal que la superficie
Y obtenida mediante la restriccion x(u) a Q tiene una reparametrizacion 3
en forma no-paramétrica.

Demostracion. Como S es regular existen indices i, j tal que

det <%> # 0, utilizando el teorema de la funcién inversa obtenemos

que, existe una vecindad € con a € 2, donde le mapeo (uy, us) — (x;,x;) es
un difeomorfismo.

Como x(u) € C", tenemos que el mapeo inverso (z;,z;) — (u1,us) es
C", y por lo tanto lo mismo vale para la composicion (z;, ;) — (ug, uz) —
(21, ..., ;). Cambiando el nombre de los indices si es necesario, esto define
nuestra superficie en forma no-paramétrica [

Lema 3.3. Sea S una superficie definida por una parametrizacion isoterma
x(u), y sea S una reparametrizacion de S definida por un difeomorfismo
w(w) con matriz U. Entonces @y, s son pardmetros isotermos si y solo si la
transformacion U es conforme o anticonforme.

La demostracion del lema anterior puede encontrarse en [[I5] pag 33].
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Lema 3.4. Sea £ : D — R una funcion de clase C' en un dominio con-

. . 2
vexo D, y supongamos que la Matriz hessiana (ag_{i) evaluada en cual-
g J

quier punto es definida positiva. Defina una transformacion ¢ : D — R? con
o(1,19) = g—:i(atl,xg), g—i(zl,xg)>. Sean a y b dos puntos distinto de D;
entonces
(b—a)- (o(b) — ¢(a)) > 0.
Demostracion. Sea G(t) = E(tb+ (1 — t)a) = E(thy + (1 — t)aq), thy +
(1 —t)ag) para t € [0,1]. Entonces

60 =3 (Gt +1-100) (6~ e

2

6= Y (g (0 (1= 00) ) (0 )by~ ),

i,j=1

o%E
axiaxj) evaluado en el punto

Pero esto es justamente la forma cuadratica de <

tb + (1 — t)a, aplicado al vector no cero b — a. Como la matriz hessiana es
definida positiva, G”(t) > 0 para ¢ € [0, 1]. Asi G'(1) > G'(0), pero

i (3% ) —a;) = i p(a)i(bi — a;),

i=1

2. (OE
¢ =3 (520) 0~ Zcb b~ an),
i=1 !
lo que implica que Y2 ¢(b);(bi — a;) > 3.7, ¢p(a)i(b; — a;), con lo cual

tenemos que
(¢(b) — p(a)) - (b —a) > 0.
|

Lema 3.5. Bajo las mismas hipdtesis del lema[3.4 Definamos una transfor-
macion £ 1 D — R? por &(x1,23) = x; + ¢i(x1, x2). Entonces para puntos
distintos a,b € D, tenemos

() &) -(b—a) > |(b—a)*, y [£() —&(a)] > |b—al.
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Demostracion. Como £(b) —&(a) = (b—a) + (¢(b) — ¢(a)), tenemos que
(£(b) —5( )+ (b—a)) = |(b—a)* + (¢(b) — ¢(a)) - (b —a) > |(b— a)|*. Por
lema L | (bh—a)|? < |E(5) —€(a) - (b—a)| < [€(2) — E(@)|(b—a)], ésta tltima
d681gualdad es debida a Cauchy-Schwarz; asi |£(b) — &(a)| > |b— al. [

Lema 3.6. Bajo las mismas hipdtesis del lemal38. Si D es el disco x3+x3 <
R?, entonces la transformacion & es un difeomorfismo de D en el dominio A
el cual incluye un disco de radio R alrededor de £(0).

Demostracién. Tenemos que la transformacion £ es continuamente di-
ferenciable ya que F € C2. Ademéas como el Hessiano H de E es definido
positivo, asi E es convexo y

6 14 2E 0
det( Z) et Lo 0nidr2 | =14 AE + det(H) > 0.
axj Ox10z2 1+ )

Por lo tanto la transformacion es inyectiva en todo D que esta en el
mismo dominio A, y la inversa también es continuamente diferenciable, por
lo tanto es difeomorfismo. Ahora, necesitamos mostrar que todo & tal que
|€ —£(0)] < R esta en A. Supongamos que A no es todo el plano R? ya que
si lo fuera seria trivialmente cierto lo que queremos probar.

Sea 1 = mingeac{d(&,£(0))}, es decir; el punto fuera de A el cual minimiza
la distancia a £(0).

También sea {pr} € A una sucesion de puntos tal que pur — g cuando
k — oo, sea yi sus correspondientes puntos en D, asi &(yx) = pg- Si {yx}
tiene un punto limite en D, entonces la imagen del punto limite seria p ya
que & es continua. Pero u & A lo cual es una contradiccion, asi que debemos
tener que y € D¢, es decir; que |yx| > R. Pero entonces

n = &(0)] = lm [py, = £(0)] > lim |y, — 0] = |y > R.
—00 k—o00

Esto significa que no existen puntos fuera de A a una distancia méas cerca de
£(0) que de R, lo que se queria probar. [ |

Lema 3.7. Sea f(x1,22) una solucion a la ecuacion no paramétrica a la
ecuacion de superficie minima en el disco de radio R alrededor del origen.
Entonces la transformacion & definido anteriormente es un difeomorfismo en
un dominio A el cual incluye un disco de radio R alrededor de £(0).
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Demostracion. Se sigue de 2.14] que existe una funcion E que satisface

g—fl = Fy g—f; = (G, por la misma razon que existen F' y (. Entonces
2 2E _ 14p? 92E  _ O(FG)
EecCy o = W 0,y detaxiaxj = %u95, > 0. Podemos ver que la

transformacion £ es el mismo definido en B3l asi que por lema B.6], tenemos
que £ es un difeomorfismo en un dominio A el cual incluye un disco de radio

R alrededor de £(0). [

3.3. Teorema de Bernstein

Este primer lema asumira que estamos en R?, mientras que el segundo no
hace ninguna restricciéon en la dimension.

Lema 3.8. Sea f : D — R una funcion de clase Ct. Entonces la superficie
S C R? definida en forma no paramétrica por x3 = f(xy,x2) se encuentra en
un plano si y solo si existe una transformacion lineal no singular x : U — D
del mismo dominio U tal que uy, us son pardametros isotermos en S.

Demostraciéon. Supongamos que tenemos tal transformacion, es decir
tales parametros uq, us existen. Sea ¢p(() = g—z’: — z'g%’;, para 1 < k < 3,
notemos que ¢; y ¢o son constantes ya que x; y xo son lineales en uq, us.
Como estamos suponiendo que uq, us Son isotermas si y solo si Zizl P3(C) =
0 para todo (, asi ¢3 también es constante (ya que lo anterior nos diria
que @2 es constante, lo que obliga a un maximo de dos valores, y como ¢3
debe ser continua, también debe ser constante). Esto significa que x3 tiene
gradiente constante con respecto a u; y us y de nuevo por la linealidad de la
transformacion, también es constante con respecto a x; y xo. Esto significa
que debemos tener f(zq,x2) = Ax; + Bxs + C; pero esta es la ecuacion de
un plano.

Por otro lado, si f(x1, z2) es un plano, entonces f(x,xs) = Ax;+ Bxo+C
para algunas constantes A, B y C. Entonces la transformacion x(uy, us) =

(Muy + Bug, A\Buy — Aug) con \? = m, es isoterma. Para ello, veamos
que:

G = MA — iB, ¢o = AB +iA, ¢? = \2A2 — B2 — 2\ABi, ¢% = \*B% —
A%+ 2)\ABi. 23 = Azy + Bro + C = A(MNAuy + Buy) + B(ABuy — Auy) + C,
ast o3 = A\(A% + B?) y ¢* = \2(A% + B?)2.

Entonces ¢? + ¢3 + ¢3 = N(A% + B?) — (A% + B?) + \?(A? + B?)? =
(A2 + BH(N2 — 1+ N2(A%2 + B?)) = (A2 + B)(N(1+ A2+ BY) - 1) =
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(A% + B?)(1 —1) = 0, asf la transformacion x(uy,uy) es isoterma. [ |

Teorema 3.9. Sea f(x1,x2) una solucion a la ecuacion de superficie minima
en todo el plano xq,x9. Entonces, existe una transformacion lineal no singular

Ty =uy, x9=au;+buy con b>0, (3.1)
tal que uq,us son pardmetros isotermos en todo el u-plano para la super-

ficie minima definida por xp = fr(x1,72), (3 <k <mn).

Demostraciéon. Por lema 3.7, la transformacion £ es un difeomorfismo
de todo el plano x1, x5 en todo el plano &1, &. Sabemos ademas de acuerdo a

2,14 y .15 que definiendo

51 = —+ F(:L’flfg) y 52 = T2 + G(Sl?l,l’g) (32)
Encontramos que el Jacobiano
91, &) 2+4p°+¢°
J=—2> _9 >2>0.
0(1'1,1'2) + W -

Asi que la transformacion tiene una inversa local (&1,&) — (21, x2),
y estableciendo zy, = fir(z1,x9) para k = 3,...,n parametros &, €. Tenemos
que:

83:1_W+1+q2 drs  pq
o, JIW T 8g W
v,  WH+14¢° pq
851 = JW Pr — quwk - 37 w1
ory  pq Ory  WH+1+p°
oy JW & W

Ox, W +14p? Pq B
- dk — 7Pk, ]{?—3,...,71.

0&s JW w
Se sigue que con respecto a los parametros &1, &, tenemos
or , 0, W w2
gu=gn=|"1=l51"=—5= 2 2
851 852 J 2+2W+p +q

_ Oz Oz _
2 o0& 06
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Por lo tanto &1, &, son coordenadas isotermas en S. Lo que queremos es
mostrar que u; + ius es una transformacion conforme a & + i€, y entonces
por 3.3 tendriamos que uq, us son coordenadas isotermas.

Como &, & son isotermas tenemos por los resultados y que ¢y,
son analiticas y como ¢; # 0 tenemos que %, es analitica. Por lo tanto

@ o 1 - _ 1 8(:171,5(72))
Im(¢l) - |¢2|2 Im(¢17¢2) - |¢2|2d6t (8(€1a§2) <0

Asi, % es una funcion analitica con parte imaginaria negativa, por 2211
dicha funcion es constante. Entonces ¢, = c¢; para algin niimero complejo
c=a—1bcon b > 0, es decir;

d(2) .8(x2)_a z1)  O0(x1)\ , (O(x1) 2,8(:51)
o0& &) - (8@1) a(@)) b( " )

después de ver la parte real e imaginaria tenemos

Transformando esto por 3.1l tendremos

INu)  O(ug)  O(uz)  O(w)

0&) &) a&) A&)

las cuales son las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Sabemos que le mapeo
es de clase C!, lo cual implica que u; + ius es una funcién compleja de &; +i&,
y como cualquier funcion analitica es conforme, por B.3] tenemos que uy, usy
son parametros isotermos [

3.4. Consecuencias del teorema de Bernstein

La prueba alternativa del teorema de Bernstein se realiza mediante el
uso del teorema de Jorgen, que establece que las tinicas soluciones a algunas
ecuaciones diferenciales especiales son polinomios de segundo grado. Podemos
encontrar dicha prueba en [4] Cap 2.

Ahora que hemos demostrado el teorema de Bernstein nos gustaria saber
en qué puede ser usado. Probaremos algunos corolarios que en realidad se
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siguen de 3.9 los primeros dos son validos para cualquier n y el tercero,
que describe todas las soluciones posibles a la ecuacion de superficie minima,
definida en todo el plano, para el caso n = 4. Todos ellos se pueden encontrar
en [15] pag 38.

Corolario 3.10. Una solucion acotada a la ecuacion de la superficie minima
2.3 en todo el plano debe ser constante.

Demostracién. Lo que sabemos es que ¢, es analitica < x; es armoénica
en uy, us. Asi que, xp es una funcion armonica acotada definida en todo el
plano y por teorema de Liouville debe ser constante. n

Corolario 3.11. Suponga que f es una solucion a la ecuacion de superficie
minima 23 en todo el plano x1,x9 y S la superficie x, = fi.(uq1,uz) obtenido
haciendo referencia a S en las coordenadas isotermas[Z1. Entonces
- Ofc  Ofu
=————mparak=3,...,n 3.3

son analiticas en todo el plano complejo de uy + tus y
ZQE’“ =-1-¢* donde c=a—ib. (3.4)
k=3

Inversamente, suponga que ¢ = a — ib es cualquier nimero complejo con
b > 0, y que tenemos funciones enteras ¢s, ..., ¢, de uy + iuy que satisfacen
(2.3 Entonces podemos definir funciones armdnicas fk(ul, ug) de[34] y usando
la sustitucion [, dard una solucion a la ecuacion de la superficie minima
definida en todo el plano.

Demostraciéon. = Lo que tenemos es que las funciones ¢, son analiticas
en todo el plano y que >_)_, ¢7 = 0. La transformacion B.1], nos da

~ Oory .01 ~ Oxy 019 ,
o1 Ouy 28U2 92 ouy 28u2 a— b, (3:5)
§ pr=0—-1>—(a—ib)> = -1 —¢ (3.6)
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« Si definimos qbk g—z’; —zamk para k = 1,2, donde x1 = uy y xo = au; +bus,
entonces

Sd=1+(@—i)?-1-c*=0 (3.7)
k=1

y . .
S a1+ Y1l =1 0. (3.8)
k=1 k=2

Pero definiendo zj, = Re( [ ¢x(¢)d¢) para k = 3,...,n y usando la ecuacion
[B1] tenemos que esta x;, define una superficie minima para todo el plano. l

Corolario 3.12. Cualquier solucion f = (fs, f1) a la ecuacion de superficie
minima para todo el plano-r1, xo cuando n = 4 puede ser descrito en una de
las dos formas siguientes.

i) Una funcion entera g(z) = f3 £+ f1, donde z = x1 + ix,.

i1) Funciones fp = Refqbk Ydw donde k = 3,4, obtenido a partir de
una transformacion arbitraria de la forma 3D, y d =1+ (a —ib)? tal que
~ 1

Gy = 5 (70— deT) Gy = (00— de ) (3

donde H(w) es una funcidn entera arbitraria.

Demostracion. Para cada solucion global f3, fy de la ecuacion de super-
ficie minima 2.3 por 3.9 existe una transformacion x; = uy, r2 = auy + buy
con b > 0 en pardmetros isotermas, y por B.ITlexisten funciones enteras ¢3, ¢4
tal que q§3 + <]§4 —d donde d = 1 + ¢?. Esto da dos casos correspondientes
a las dos posibles descripciones de la solucion.

Caso 1: ¢ = +1.

Entonces q~5§ + Qgi = 0, asi ¢4 = +igs. Lo cual nos dice que fs+ifs es una
funcion analitica de z o Z donde z = z1 + 2.

Caso 2: ¢ # +i.

Factorizando esto, nos dara (g3 + igy)(ds — i¢y) = —d, donde d # 0.
Dado que ninguno de los factores puede ser cero y cualesquiera son enteras,
tenemos que ¢z — ¢4 = ellw) y gbg + Z¢4 = —de ") para alguna funcion

entera H(w) la nos garantlza las formulas deseadas.
n
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Nota: La parte i) del corolario anterior nos dice que la gréfica de cualquier
curva analitica compleja vista como superficie en el espacio real euclidiano
es siempre una superficie minima.



Capitulo 4

El problema de Plateau

4.1. Nota Historica

La edad de oro clasica de las superficies minimas fue aproximadamente
la segunda mitad del siglo XIX, donde sucedieron nuevos descubrimientos
y publicaciones. Entre 1842 y 1843 E. Catalan probo que el helicoide es
la tnica superficie minima reglada, aparte del plano. Alrededor de 1850, el
fisico belga Joseph Antoine Ferdinand Platea quien en su tratado Statique
experimentale et théorétique des liquides soumis auzseules forces moléculaires,
Plateau describe una multitud de experimentos relacionados con el fenémeno
de capilaridad (que es una propiedad de los liquidos que depende de su tension
superﬁcialﬁ la cual, a su vez, depende de la cohesion del liquido y que le
confiere la capacidad de subir o bajar por un tubo capilar). Entre otras cosas
Plateau senald que al introducir un marco de alambre delgado, cualquiera que
sea su forma geométrica en una disolucién jabonosa y luego con habilidad
de sacarlo, se forma siempre al menos una pelicula de jabon. Por otra parte
los objetos mateméaticos que modelan las peliculas de jabon son superficies
bidimensionales en R3. Para cada superficies, la teorfa fenomenologica de
capilaridad concede una energia potencial que es proporcional al area de la
superficie. Por lo tanto las peliculas de jabéon en equilibrio corresponden a
las superficies de drea minima.

La cuestion mateméatica que anteriormente hemos discutido, de una su-

!Plateau, nacié en Brussels Bélgica el 14 de octubre de 1801, para més informacién
véase [17] en tal referencia se hace una tributo a J. Douglas y T. Rado.
2La tension superficial de los liquidos es la tendencia que tienen sus moléculas a juntarse.
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perficie de menor area con frontera prefijada fue denominado, el “problema
de Plateau ” por el gran matematico Lebesgue en su conocido trabajo Inté-
grale, longueur, aire (Intregral, longitud, drea, 1902). En términos generales,
podemos plantear el Problema de Plateau como sigue: probar que para cada
curva cerrada C C R? existe una superficie S con drea minima y cuya fron-
tera es C'. Este planteamiento de Plateau ha sido una de las semillas con mas
frutos en el desarrollo de esta teoria.

Pensando sobre los experimentos de Plateau, suena légico la existencia
de una superficie S con area minima y cuya frontera es C'. Sin embargo,
como R. Courant ha remarcado [Véase [3||, la evidencia empirica nunca pue-
de establecer la existencia matemdtica, tampoco la demanda de la existencia
matemadtica puede ser destituida por el fisico como un rigor initil. Solo una
prueba de existencia matemadtica puede asequrar que la descripcion matemd-
tica de un fenomeno fisico es significativo.

El problema de Plateau fue un gran desafio para los mateméticos, y su
solucion resulto ser una tarea nada facil. Durante el siglo XIX, dicho proble-
ma fue resuelto para muchos contornos especiales, curiosamente contornos
similares a los considerados por Plateau en sus experimentos, a saber contor-
nos poligonales, lineas o rayos que se extienden hasta el infinito y circulos.
Estas soluciones se obtuvieron mediante la busqueda de la pareja de funcio-
nes holomorfas (que, nos referiremos como el factor conforme f y el mapeo
de Gauss g) requerida en la llamada representacion Weierstrass-Enneper de
una superficie minima. La primera prueba de existencia general para el pro-
blema de Plateau no paramétrico fue dada por Haar en 1927 con importantes
aportaciones de Tibor Radé acerca de la regularidad y minimalidad de la
solucion. La contribucion de Haar y Rad6 supuso un gran avance; por pri-
mera vez el programa elaborado por Hilbert en sus problemas 19 y 20 fue
llevado a cabo usando técnicas de céalculo de variaciones aplicadas a ecuacio-
nes de Euler no lineales. Garnier public6 una primera soluciéon al problema
de Plateau con un contorno general. Aunque no fue hasta 1928 cuando el
joven matematico norteamericano Jesse Douglas dio soluciéon al Problema
de Plateau en el caso en que C' es una curva simple rectificable de Jordan(es
decir; una curva sin intersecciones, cerrada y con longitud finita) y la super-
ficie S tiene el tipo topologico del disco D?. Sin embargo, su demostraciéon
resultod estar incompleta, y hasta 1931 su articulo atin no habia sido publica-
do. En 1930, de manera independiente, el matematico hungaro Tibor Rado
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public6 una solucién al Problema de Plateau. En las décadas siguientes Jesse
Douglas también resuelve una serie de otros problemas que surgieron en la
teoria de las superficies minimas. En particular, la poderosa técnica mate-
matica que desarrollo le permitié probar la existencia de superficies minimas
de altos género que abarcan uno o un nimero finito de curvas de nivel. Su
trabajo fue reconocido en 1936 con la Medalla Fields la més alta distincion
en Matematicas |ver [10]].

4.2. Ideas sobre la prueba del problema de Pla-
teau

Como ya hemos introducido la teoria necesaria de superficies minimas,
podremos al menos bosquejar la idea de cémo se solucioné el problema de
Plateau.

Problema 4.1. (de Plateau) Dada una una curva de Jordan T', encontrar
una superficie minima cuya frontera sea I', preferentemente un minimo de
drea absoluto entre las superficies cuya frontera también es I', y preferible
que no tenga puntos ramificados.

Como se comentd antes la soluciéon a dicho problema general fue obtenida
por J. Douglas [6] y simultaneamente por T. Radé [16]. Una simplificacion
considerable de sus métodos fue encontrada por R.Courant e independiente-
mente por L. Tonelli.

La idea basica de la solucion al problema de Plateau, es en encontrar una
superficie que minimice la integral de Dirichlet en la clase S de superficies
armonicas cuya frontera es la curva de Jordan I" dada. Sin embargo hay
muchos detalles, lo que haremos sera dar una idea de como empezar abordarlo
para desentranar su solucion.

La integral de Dirichlet esta definida como sigue

Definicién 4.2. Para una funcién f : D* — R, la integral de Dirichlet es

B = [ [ 2+ fidun

Donde D? no es mas que el disco unitario, ademas, la integral de Dirichlet
puede ser considerado para una superficie, asi como para una funcién escalar.
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Definicién 4.3. La integral de Dirichlet estd dada por

E(x) = // X2 + x2dudv.
D2
El plan es:

Sea d el infimo de los valores de F(x) para x en S, y entonces , sea x,, una
sucesion de superficies en S con E(x,,) monotona decreciente a d. Si podemos
hacer que S sea un espacio compacto, entonces podemos pasar a un subsu-
cesion convergente, que converge a una superficie x. Si podemos mostrar que
E es continua, o inclusive semicontinua, se puede concluir que F(x) = d, asi
x es un minimo absoluto de la integral de Dirichlet . Entonces, en particular,
es un punto critico de F, esto es en los parametros isotermos. Y recordemos
que ser armonica e isoterma, implica minimalidad.

Con respecto al plan se tienen algunas dificultades que se logran resolver
con los siguientes ingredientes

1. Restringe a curvas rectificables, y se demostrar que en ese caso, exis-
te una superficie armoénica con integral de Dirichlet finita, ya que no
era obvio que existiera una superficie cuya frontera fuera I' y tuviera
integral de Dirichlet finita.

2. La clave de compacidad es el lema de Courant-Lebesgue, que basica-
mente dice que los valores frontera de las funciones S con integral de
Dirichlet acotados por M con equicontinuos.

La discusion de todo esto la podemos encontrar en [[3], pag, 95-122]



Conclusiones

Con esta breve incursion en la historia de las superficies minimas quere-
mos poner de manifiesto que estamos ante un tema de investigaciéon con una
larga tradicion, en el que han efectuado aportaciones significativas algunos
de los mas grandes matematicos de los tltimos tres siglos. A pesar de esto,
las superficies minimas siguen siendo una fuente continua de nuevos desafios
y resultados que las mantienen en la primera linea dentro de la investigacion
actual en Geometria Diferencial.

Finalmente, la teoria de las superficies minimas como hemos visto se ha
desarrollado intensamente, y cabe senalar que este tema no son soélo es intere-
sante desde un punto de vista mateméatico; también juegan un papel impor-
tante en Fisica, Quimica, Biologia e Ingenieria. Por poner algunos ejemplos,
las superficies minimas han sido usadas para modelar las interfases en ciertas
microemulsiones de copolimeros, membranas en células vivas, han servido de
modelo en la construccion de diversos tipos de cubiertas de grandes espacios
(estadio olimpico de Munich) y han permitido resolver afirmativamente la
conjetura de la masa positiva en la teoria de la relatividad general.
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