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IntroduiónLa teoría de super�ies mínimas forma parte de la Geometría Diferenial,en la ual se estudian iniialmente, las urvas y super�ies en el espaio tridi-mensional usando ténias del álulo diferenial e integral. La existenia desuper�ies mínimas surge omo una generalizaión del problema de enon-trar las trayetorias más ortas entre dos puntos en una super�ie llamadasgeodésias. El problema de enontrar geodésias forma parte del estudio in-trínseo de la geometría de una super�ie, es deir, de las propiedades quedependen de la primera forma fundamental, mientras que la existenia desuper�ies mínimas es parte del estudio de sus propiedades extrínseas, esdeir, se agregan las propiedades que dependen de la segunda forma funda-mental, pero también interatúa on la topología algebráia y diferenial asíomo on análisis omplejo y el análisis funional.Posteriormente, la teoría de super�ies mínimas se generalizó a dimen-siones mayores que tres y por supuesto a variedades difereniables reales yomplejas.Las super�ies mínimas son, quizá, las super�ies más estudiadas en Geo-metría Diferenial, siendo aún uno de los ampos más atrativos de la investi-gaión atual en Geometría. La belleza de los problemas que aquí se plantean,normalmente de enuniados senillos, ontrasta on la enorme di�ultad que,en muhos asos, extraña su resoluión.El objetivo prinipal de este trabajo, desde luego, por razones de tiempoy espaio es la exposiión y demostraión de algunos resultados importantesque ha tenido esta teoría desde sus iniios en el siglo XVIII, emprendida porL. Euler y L. Lagrange (aunque ello suponga dejar de lado otras muhasno menos interesantes). Para la eleión que haremos, nos hemos basado enprimar resultados que estén basados en una de las herramientas más podero-sas de la matemátia, el análisis omplejo, prinipalemnte exprondremos laspubliaiones de las fórmulas de representaión generales de super�ies míni-mas, dadas por Alfred Enneper (1864) y Karl Weierstrass (1866), en dihasfórmulas se hae la onexión de super�ies mínimas on el análisis omplejo.Estas representaiones se les onoe hoy en día omo La Representaiónde Weierstrass-Enneper para super�ies mínimas, y die que ualquier



super�ie mínima podrá ser representada por funiones holomorfas. En surespetivo apítulo veremos su onstruión y apliaión de ésta representa-ión.También toaremos aunque no on muho detalle los dos temas entralesen la teoría de super�ies mínimas tales omo el Teorema de Bernstein(a�rma que ualquier soluión a la euaión de super�ie mínima sobre todoel plano es una funión lineal) y El problema de Plateau (probar que paraada urva errada C ⊆ R3 existe una super�ie S on área mínima y uyafrontera es C), por supuesto ada demostraión hará uso de los onoimientosprevios y herramientas de la rama matemátia en la que se enuadra.
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Capítulo 1Coneptos previos
1.1. PreliminaresEn este apítulo de oneptos previos damos las de�niiones, proposiio-nes y propiedades neesarias para una orreta letura de este trabajo. Lasnoiones que aquí se inluyen son las mínimas neesarias en un urso deintroduión a la geometría diferenial. Todos estos oneptos que aquí seexponen, se pueden ver de forma más detallada y on demostraiones en [7℄,[12℄ y [14℄, prinipalmente. La historia de la Geometría Diferenial puede serestudiada en [[5℄, pág. 318.℄.1.2. De�niión de super�ieEn este trabajo hablamos de super�ies, en espeial super�ies regulares,por lo tanto debemos omenzar de�niendo lo que es una super�ie regular yviendo sus propiedades.Sea a un punto de Rn y sea ǫ un número entero positivo. El onjunto detodos los puntos x de Rn tales que

‖x− a‖ < ǫse denomina n-bola abierta de radio ǫ y entro a y la denotamos por B(a, ǫ).Un subonjunto U de Rn se die que es abierto si, para ada a ∈ U , existeuna n-bola B(a, ǫ) abierta on entro en a, ompletamente ontenida en U .Si A y B son subonjuntos de Rn y Rm, respetivamente , f : A → B sedie que es ontinua en a ∈ A si los puntos en A eranos a a son transfor-1



2 Coneptos previosmados mediante f a puntos en B eramos a f(a).Más preisamente, f se die que es ontinua en un punto a ∈ A si paratodo ǫ > 0 existe δ > 0 tal que
‖f(u)− f(a)‖ < ǫ siempre que ‖u− a‖ < δ on u ∈ A.Entones f se die que es ontinua si es ontinua en ada punto de A.Composiión de funiones ontinuas es ontinua.En vista de nuestra de�niión de onjunto abierto, podemos dar unaequivalenia de ontinuidad: f es ontinua si y solo si, para ualquier abierto

U de Rm existe un onjunto abierto V de Rn tal que f−1(U) = {x ∈ A|f(x) ∈
U} = V ∩ A.De�niión 1.1. Sea f : A → B, f se die que es un homeomor�smo1 de
A en B si f es biyetiva, es ontinua y f−1 : B → A es ontinua, y se dieque A es homeomorfo a B si existe una homeomor�smo de A en B.1.3. Transformaiones difereniablesDemos un repaso breve del álulo vetorial, revisando algunos oneptosbásios que más adelante extenderemos a otras áreas.De�niión 1.2. Una transformaión f : Rn → R

m es difereniable en
a ∈ Rn si existe una transformaión lineal λ : Rn → Rm tal que

ĺım
h→0

|f(a+ h)− f(a)− λ(h)|
|h| = 0.La norma es esenial, ya f(a+h)−f(a)−λ(h) está en Rm y h está en Rn.La transformaión lineal λ se designa por Df(a) y se denomina la diferenialde f en a. La justi�aión de la existenia de la transformaión lineal puedeverse en [18℄.De�niión 1.3. Una transformaión f : Rn → Rm es difereniable en A ⊆

Rn si f es difereniable para todo a ∈ A. Por otra parte , si f : Rn → Rm,
A ⊆ Rn entones f se llama difereniable si f se puede extender a unatransformaión difereniable en algunos onjuntos abiertos que ontiene A.1La palabra homeomor�smo viene del griego öµoιoς (homoios) = misma y µoρϕή (morp-he) = forma.



1.3 Transformaiones difereniables 3Sea U una abierto de Rn una transformaión f : U → Rm es suave ode lase C∞(U), si admite derivadas pariales de todos los ordenes y sonontinuas en U .De�niión 1.4. Sean A ⊆ R
n , y B ⊆ R

m se die que f : A → B esdifeomor�smo, si es difereniable, biyetiva, y su inversa f−1 : B → A estambién difereniable.Resulta inmediato que la omposiión de transformaiónes difereniablesentre subonjuntos es también difereniable, y la omposiión de difeomor-�smos, es difeomor�smo.Muhas vees es onveniente onsiderar la matriz de Df(a).De�niión 1.5. La diferenial de f , Df(x) asigna a ada punto x ∈ U ⊆ Rnuna transformaión lineal uya matriz asoiada respeto a la base anóniade Rn es Df : Rn → Rm, dada por
Dfx =




∂f1

∂x1 (x) . . . ∂f1

∂xn (x)... ... ...
∂fm

∂x1 (x) . . . ∂fm

∂xn (x)


esta matriz m×n se denomina la matriz Jaobiana de f en x, y se indiapor f ′(x).De�niión 1.6. (Super�ie regular).Un subonjunto S ⊆ R3 es una su-per�ie regular si, para ada p ∈ S, existe una veindad V en R3 y una trans-formaión x: U → V ∩ S de un onjunto abierto U ⊆ R2 sobre V ∩ S ⊆ R3tal que:1. x es difereniable, i.e., de lase C∞.2. x es un homeomor�smo.3. Para ada q ∈ U , la diferenial dxq : R2 → R

3 es uno a uno.Llamamos a la transformaión x una parametrizaión o un sistema deoordenadas (loales) de S en p y a x(U) ⊆ S una veindad oordenada de p,la oleión de todas estas parametrizaiones es llamado el atlas de S. Nosreferiremos a las derivadas pariales de x , ∂x
∂u
,∂x
∂v

, por xu, xv, respetivamente.Hay otro tipo de super�ies, las super�ies parametrizadas, que de�niremosa ontinuaión.



4 Coneptos previosNota 1.7. La transformaión x: U → V ∩ S se llama una arta, parhe oparametrizaión loal de S en p.De�niión 1.8. (Super�ie parametrizada). Una super�ie parametri-zada x : R2 → R3 es una transformaión difereniable x de un onjuntoabierto U ⊆ R
2 en R

3. El onjunto x(U) ⊆ R
3 se llama la traza de x.La super�ie parametrizada x es regular si la diferenial dxq : R2 → R3es uno a uno para todo q ∈ U (i.e., los vetores ∂x

∂u
,∂x
∂v

son linealmente inde-pendientes para todo q ∈ U). Un punto p ∈ U donde dxq no es uno a uno sellama punto singular de x.Ejemplos de parametrizaionesEjemplo 1.9. 1. Parametrizaión de MongeLa grá�a de una transformaión real de dos variables z = f(x, y) esuna super�ie en R3. Se de�ne una parametrizaión
x(u, v) = (u, v, f(u, v))donde u y v son el rango sobre el dominio de f .2. Coordenadas esfériasCuya parametrizaión está de�nida por

x(u, v) = (R cosu cos v, R sin u cos v, R sin v)El siguiente lema muestra una razón del porqué la suavidad de super�ieses importante para nosotros, antes reordemos que:De�niión 1.10. Una urva difereniable es una transformaión diferen-iable α : I → R3 donde I es un intervalo abierto de R .Diremos que la urva α es plana uando exista un plano Π de R3 tal que
Im(α) ⊆ Π. A Im(α) le llamaremos la traza de α. Las omponentes de αserán representadas por

α(t) = (x(t), y(t), z(t)),



1.3 Transformaiones difereniables 5y a t le llamaremos el parámetro de la urva. A α′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)) lellamamos el vetor tangente o veloidad de α en t. La reta tangente a α en
t es la reta de R3 que pasa por α(t) en la direión de α′(t), esto es

{α(t) + λα′(t) | α ∈ R}.De�niión 1.11. Una urva α : I → R3 donde I es un intervalo abierto de
R se llama urva regular si α′(t) 6= 0, ∀t ∈ I.Lema 1.12. Sea S una super�ie. Si α : I → x(D) ⊆ S es una urva suaveen R3 la ual está ontenida en la imagen de una parametrizaión x de S,entones para funiones suaves únias u(t), v(t) : I → R

α(t) = x(u(t), v(t)).Demostraión. Como α es suave, la omposiión x−1 ◦ α : I → D essuave por de�niión. Ahora, D ⊆ R
2, así x−1α(t) = (u(t), v(t)). Por lo tanto

α(t) = x(x−1α(t)) = x(u(t), v(t)).Para probar que u(t) y v(t) son únias, supongamos que α(t) = x(u(t), v(t))para ualesquiera dos funiones u y v. Note que, podemos asumir que u y vestán de�nidas en I esto es verdad vía una reparametrizaión. Entones
(u(t), v(t)) = x−1α(t) = x−1(x(u(t), v(t)) = (u(t), v(t)).

�La equivalenia natural asoiada a la difereniabilidad es el onepto dedifeomor�smo.De�niión 1.13. Dos super�ies regulares S y Ŝ son difeomorfas si existeuna transformaión difereniable ϕ : S → Ŝ on inversa difereniable ϕ−1 :
Ŝ → S.A tal ϕ se le llama un difeomor�smo de S a Ŝ.Nota 1.14. La noión de difeomor�smo desempeña el mismo papel en elestudio de super�ies regulares que el onepto de isomor�smo en el estu-dio de espaios vetoriales. En otras palabras, desde el punto de vista de ladifereniabilidad, dos super�ies difeomorfas son indistinguibles.



6 Coneptos previosDe�niión 1.15. Una transformaión ϕ : U ⊆ S → Ŝ es un difeomor�s-mo loal en p ∈ U si existe una veindad V ⊆ U de p tal que ϕ restringidaa V es un difeomor�smo sobre un onjunto abierto ϕ(V ) ⊆ Ŝ.De�niión 1.16. Una reparametrizaión de una super�ie S es una om-posiión x ◦ f : V → R3 donde f : V → U es un difeomor�smo.1.4. Plano tangenteDeseamos de�nir, para ualquier punto de una super�ie dada, la mejoraproximaión lineal a la super�ie en la veindad del punto. Esta de�niiónjuega un papel fundamental en el estudio de planos y urvas en el espaio.Construiremos éste objeto de la noión de vetor tangente a una urva omose vio anteriormente, lo que vamos a de�nir es el onepto de vetor tangentea una super�ie en la veindad del punto. Esto nos permitirá hablar de dife-renial de una transformaión difereniable y de poder estudiar la geometríade una super�ie haiendo uso de este álulo diferenial.Antes veamos la siguienteDe�niión 1.17. Una urva difereniable en una super�ie regular S es unatransformaión difereniable α : I → S donde I es un intervalo abierto de
R.De�niión 1.18. Sea S una super�ie y p ∈ S un punto. Deimos queel vetor v ∈ R3 es tangente a S en p, si podemos enontrar una urva
α : (−ǫ, ǫ) → S, on ǫ > 0 tal que α(0) = p y α′(0) = v. El onjuntoque onsiste de todos los vetores tangentes de S en el punto p suele serrepresentado por TpS llamado plano tangente.

TpS = {v ∈ R
3|v es un vetor tangente a S en p}.Es deir los vetores tangentes a una super�ie son los vetores tangentesa urvas en R3 que estén ontenidas en la super�ie. Cinemátiamente, sontodas las posibles veloidades on las que pueden ser reorridas las urvas enla super�ie en el punto en uestión.Lema 1.19. Sea S una super�ie, p ∈ S, y X : U → S una parametrizaiónde S en p ∈ X(U). Entones
TpS = (dX)X−1(p)(R2)



1.4 Plano tangente 7Demostraión.Sea w ∈ R2. Consideremos el segmento de línea β : (−ǫ, ǫ) → U , on
ǫ > 0, dada por β(t) = q + tw, donde q = X−1(p). La urva veri�a que
β(0) = q y β ′(0) = w. Así, tomando α : (−ǫ, ǫ) → S para la omposiión
α = X ◦ β, tenemos que α(0) = p y α′(0) = (X ◦ β)′(0) = (dX)q(w). Por lotanto, (dX)q(R2) ⊆ TpS, ya que α toma estos valores en S.Ahora tomemos un vetor v tangente a S en p. Por de�niión, existe
α : (−ǫ, ǫ) → S tal que α(0) = p y α′(0) = v. Tomando ǫ > 0 su�ientementepequeño , podemos asumir, por ontinuidad de α que su traza está ontenidaen X(U). De�namos una urva en U por β = X−1 ◦α. Entones tenemos que
β(0) = q y α = X ◦ β. Así, v = α′(0) = (X ◦ β)′(0) = (dX)q(β

′(0)), esto es,ualquier vetor tangente a S en p está en la imagen de (dX)q.
� En partiular TpS es un espaio vetorial de dimensión 2 de R3 al quellamamos el plano tangente a S en p.Observaión 1.20. Si X : U → S es una parametrizaión de S que ubrea p y q = X−1(p) entones por el Lema anterior, tenemos que (dX)q(R

2) nodepende de X y que {Xu(q),Xv(q)} es una base de TpSConviene notar que si S1 ⊆ S es un abierto de S y p ∈ S1, entones
TpS1 = TpS.Consideremos una super�ie regular S ⊆ R3 y un punto p ∈ S, tenemosque el plano tangente de S en p, Tp(S), es un plano vetorial por 1.19 que estáontenido en R3, luego podemos tomar w1, w2 ∈ Tp(S) y alular produtointerno usual en R3 éste indue en ada plano tangente Tp(S) un produtointerno, que denotaremos por 〈, 〉p , es deir, si w1, w2 ∈ Tp(S) ⊆ R3, entones
〈w1, w2〉p es igual al produto interno de w1 y w2 omo vetores en R3. A esteproduto interno, que es una forma bilineal simétria, orresponde una formauadrátia Ip : Tp(S) → R dada por:

Ip(w) = 〈w1, w2〉p =‖ w ‖2> 0De�niión 1.21. (Primera forma fundamental).La forma uadrátia
Ip : Tp(S) → R que hemos de�nido en el párrafo anterior es la primeraforma fundamental de la super�ie regular S en p ∈ S.Básiamente, la primera forma fundamental, nos permite enontrar lalongitud de un vetor tangente (en un plano tangente). Si w es un vetortangente,



8 Coneptos previos
|w|2 = w ·w. ¾porqué es interesante? Se hae interesante si estas pensando

w no sólo omo oordenadas en R3, sino omo ombinaión lineal de los dosvetores de la base, ∂x
∂u

y ∂x
∂v
. w = a ∂x

∂u
+ b∂x

∂v
;entones

|w|2 =
(
a
∂x

∂u
+ b

∂x

∂v

)
·
(
a
∂x

∂u
+ b

∂x

∂v

)

= a2
∂x

∂u
· ∂x
∂u

+ 2ab
∂x

∂u
· ∂x
∂v

+ b2
∂x

∂v
· ∂x
∂v
. (1.1)Existen algunas diferenias de notaión entre Do Carmo y Osserman queserá útil verlas aquí para evitar onfusiones en algunas partes de la tesis.Do Carmo esribe 1.1 omo Ea2 + 2Fab + Gb2, y se re�ere a todo estoomo en la de�niión anterior Ip : Tp(S) → R. En realidad , él está usando uy v en lugar de a y b en este punto, ya que estas oordenadas vienen de unvetor tangente lo que quiere deir que son la u′(q) y v′(q). Osserman die

g11 = E, g12 = g21 = F y g22 = G.Con base a lo anterior, denotemos la matriz Jaobiana la transformaión
x(U) por

M = (mij);mij =
∂xi
∂uj

, i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2.Note que las olumnas de M son los vetores
∂x

∂uj
=

(
∂x1
∂uj

, ...,
∂xn
∂uj

)Para vetores V = (v1, ..., vn), W = (w1, ..., wn) se de�ne el produtointerior por
V ·W =

n∑

k=1

vkwky el produto exterior, denotado por ∧ omo
V ∧W ; W ∧ V ∈ R

n(n−1)/2donde, los omponentes de V ∧W son los determinantes
det

(
vi vj
wi wj

)
, i < j,



1.4 Plano tangente 9Finalmente introduzamos la matriz
G = (gij) =MTM ; gij = n∑

k=1

∂xk
∂ui

∂xk
∂uj

=
∂x

∂ui
· ∂x
∂uj

, (1.2)Note que G es una matriz 2 × 2. Para alular det(G) reordemos laidentidad de Lagrange:
(

n∑

k=1

a2k

)(
n∑

k=1

b2k

)
−
(

n∑

k=1

akbk

)2

=
∑

1≤i<j≤n

(aibj − ajbi)
2Usando la identidad de Lagrange uno puede dedudir:

detG = | ∂x
∂u1

∧ ∂x

∂u2
|2 =

∑

1≤i<j≤n

(
∂(xi, xj)

∂(u1, u2)

)2

. (1.3)Note que los oe�ientes de la primera forma fundamental son:
E = 〈xu, xu〉;

F = 〈xu, xv〉;
G = 〈xv, xv〉.La primera forma fundamental es la expresión de ómo la super�ie Shereda el produto interno natural de R

3. Geométriamente, nos permitehaer mediiones en la super�ie (longitudes de urvas, ángulos entre vetorestangentes, áreas de regiones) sin neesidad de referirnos al espaio ambiente
R3 que ontiene a la super�ie.LONGITUDSabemos que la longitud de una urva α : I ⊆ R → R3 entre t0 y t1(t0, t1 ∈ I) viene dada por la integral L(α) = ∫ t1

t0
|α′(t)|dt.Sea x : U ⊆ R2 → R3 una una parametrizaión de S, supongamos quela urva α : I ⊆ R → R3 está de�nida en S. Entones α(t) = x(β(t)) =

x(u(t), v(t)), donde β : I → U ⊆ R
2 es una urva difereniable en U . Espe-í�amente, β se de�ne omo β(t) = x−1(α(t)).Tomemos a α′(t) = x(u(t), v(t))′ = xu(u(t), v(t)) · u′(t) + xv(u(t), v(t)) ·

v′(t). Abreviado, tenemos α′ = xuu
′ + xvv

′.



10 Coneptos previosLuego α′ ·α′ = (xuu
′+xvv

′) · (xuu′+xvv
′) = (xu ·xu)(u′)2+2(xu ·xv)u′v′+

(xv · xv)(v′)2. Es deir,
α′(t)·α′(t) = E(u(t), v(t))(u′(t))2+2F (u(t), v(t))u′(t)v′(t)+G(u(t), v(t))(v′(t))2,on α(t) = p.Entones

|α′| =
√
Eu′2 + 2Fu′v′ +Gv′2 =

√
Ip(α).Como p0 = α(t0) = x(β(t0)) = x(u(t0), v(t0)) y p1 = α(t1) = x(β(t1)) =

x(u(t1), v(t1)). Podemos expresar la longitud de aro omo
LS =

∫ t1

t0

√
Ip(α)dt.ÁNGULOSTenemos que

IP (u, v) = E(u, v)u2 + 2F (u, v)uv +G(u, v)v2.Esta transformaión de�ne una manera diferente de expresar el produtoesalar entre vetores de Tp(S). A saber, sean ~u, ~w ∈ Tp(S). Como {xu, xv}es una base de Tp(S), tenemos ~u = v2xu + v2xv y ~w = w2xu + w2xv. Luego
~u·~w = (v2xu+v2xv)·(w2xu+w2xv) = v1w1xu·xu+(v2w1+v1w2)xu·xv+v2w2xv·xv.Si p = x(u0, v0) entones tenemos

~u · ~w = E(u0, v0)v1w1 + F (u0, v0)(v2w1 + v1w2) +G(u0, v0)v2w2.Si θ es el ángulo entre ~u y ~w. Como cos(θ) = ~u·~w
|~u||~w|

, tenemos
cos(θ) =

Ev1w1 + F (v2w1 + v1w2) +Gv2w2√
Ip(~u)Ip(~w)

.ÁREAS



1.4 Plano tangente 11Otra uestión que podemos tratar on la primera forma fundamental es, elálulo o de�niión de del área de una región aotada de una super�ie regular
S. Reordemos que un dominio regular de S, es un subonjunto abierto yonexo de S tal que su frontera es la imagen de un írulo mediante unhomeomor�smo difereniable que es regular exepto en un número �nito depuntos. Una región de S no es más que la unión de un dominio on su fronteray una región de S ⊆ R3 está aotada si está ontenida en alguna bola de R3.Consideraremos regiones aotadas R que estén ontenidas en un entorno
x(U) de una parametrizaión x(u, v) de S. En otras palabras , R es la imagenmediante x de una región aotada Q ⊆ R.La funión |xu × xv|, de�nida en U , mide el área del paralelogramo gene-rado por los vetores xu y xv. Una manera de alular el área de x(U) puedeser dividiendo el setor x(U) en pequeños paralelogramos in�nitesimales. Asítenemos la siguiente de�niiónDe�niión 1.22. Sea R ⊆ S una región aotada de una super�ie regularontenida en el entorno oordenado de una parametrizaión x : U ⊆ R2 → S.El número positivo

∫ ∫

Q

|xu ∧ xv|dudv = A(R) donde Q = x−1(R),se denomina el área de R.Además se puede demostrar que ésta integral, no depende de la parame-trizaión x que tomemos.Con respeto a la tesis supondremos que la super�ie es por lo menosde lase C1. Si por algún r ≥ 1 tenemos una super�ie S de�nida por
x(u) ∈ Cr(D) donde u = (u1, u2), y u(ũ) ∈ Cr(D̃) es un difeomor�smo de undominio D̃ en D, entones la super�ie S̃ de�nida por x(u(ũ)) se die que esobtenida a partir de S por un ambio de los parámetros. Si una propiedadde S también es válido para los puntos orrespondientes de todas las super-�ies S̃ obtenidas por ambio de parámetros. Deimos que es independientede parámetros. Que algunas propiedades de una super�ie no se modi�quepor reparametrizaiones es muy útil, ya que podremos elegir parámetros onbuenas propiedades omo veremos más adelante.Sea U =

(
∂(u1,u2)
∂(ũ1,ũ2)

) la matriz jaobiana para un ambio de parámetrosomo anteriormente vimos, y sean M y M̃ las matries jaobianas para x(u)



12 Coneptos previosy x(u(ũ)) respetivamente. Entones la determinante de U es laramente noero en el dominio D̃, y por la regla de la adena
∂xi
∂ũk

=
2∑

j=1

∂xi
∂ũj

∂uj
∂ũk

.También obtenemos una expresión para la nueva métria G̃ en términosde la anterior G omo
G̃ = M̃TM̃ = (MU)T (MU) = UTMTMU = UTGU. (1.4)Como detG̃ = detG(detU)2 y (detU)2 > 0 tenemos que detG > 0 si y solosi detG̃ > 0. Esto signi�a que la regularidad de una super�ie no dependedel ambio de parámetros. En onseuenia, si una super�ie es regular paraalgunos parámetros será regular para los parámetros que elijamos para repre-sentar la super�ie, siempre y uando halla una transformaión difeomorfaentre los parámetros.1.5. Diferenial de una transformaión diferen-iableLa noión de la diferenial de una transformaión difereniable de�nido enuna subonjunto abierto Rn extendido, es en forma natural, transformaiónesdifereniables de�nidas en super�ies. Además, las propiedades lásias delálulo diferenial también son iertas en esta situaión.De�niión 1.23. Sea S una super�ie y f : S → R

m una transformaióndifereniable. Para ada punto p ∈ S se de�ne la diferenial de S en p y serepresenta por dfp
dfp : TpS → R

mde�nida de la siguiente manera: Dado v ∈ TpS, elegimos una urva α :
(−ǫ, ǫ) → S, tal que α(0) = p y α′(0) = v y entones tenemos que

dfp(v) =
d

dt|t=0
(f ◦ α)(t) = (f ◦ α)′(0).A ontinuaión mostramos resultados importantes del análisis de variasvariables uyas demostraiones se omiten. El primero de ellos es la regla de



1.6 La transformaión de Gauss y la segunda forma fundamental13la adena, tan usada en el álulo de derivadas, y el segundo es el teoremade la funión inversa.Teorema 1.24. (Regla de la adena.) Si S1, S2, S3 son super�ies regu-lares, V ⊆ S1 abierto en S1, W ⊆ S2 abierto en S2, f : V → S2 ontinua,
g : W → S3 ontinua, f(V ) ⊆ W , p ∈ V , f es difereniable en p y g esdifereniable en f(p), entones g ◦ f : V → S3 es difereniable en p, es deir
d(g ◦ f) = dgf(p) ◦ dfp.El teorema de la funión inversa para super�ies se expresa omo sigue.Teorema 1.25. (Teorema de la funión inversa.) Si S1 y S2 son su-per�ies regulares, V ⊆ S1 abierto en S1, f : V → S2 es difereniable en Vy si p ∈ V y dfp es isomor�smo, entones f es difeomor�smo loal en p, esdeir; existen abiertos U1 de S1 y U2 de S2 tales que p ∈ U1 ⊆ V , f(p) ∈ U2y f |U2

U1
: U1 → U2 es difeomor�smo.1.6. La transformaión de Gauss y la segundaforma fundamentalLa transformaión de Gauss es una funión que se de�ne sólo para super-�ies orientables. Antes de de�nirlo propiamente, vamos a revisar el oneptode orientabilidad si se desea ampliar más sobre el tema y ver las demostra-iones de los siguientes dos lemas, véase [[12℄ apítulo 3℄.1.7. OrientabilidadSea S ⊆ R3 una super�ie. En general un ampo difereniable de ve-tores será, por de�niión, una transformaión difereniable V : S → R3. Silos valores que toma V en ada punto de la super�ie perteneen al planotangente de S en ese punto, esto es, si V (p) ∈ TpS para todo p ∈ S, deimosque V es un ampo tangente a la super�ie. En ambio, si éstos valoresson ortogonales a la super�ie en ada punto, esto es, si V (p) ⊥ TpS paratodo p ∈ S, deimos que V es una ampo normal a la super�ie; Si por otraparte, | V (p) |= 1 en ada punto p de S, V se die que es un ampo normalunitario en la super�ie S y lo representamos por N .



14 Coneptos previosEs laro que para todo p ∈ S, existen exatamente dos vetores unitariosde R3 perpendiulares al plano tangente TpS. El siguiente resultado nos dieque se puede determinar de forma ontinua, inluso sin problemas un vetornormal unitario en ada punto , siempre y uando nos limitemos a una partede la super�ie.Lema 1.26. Sea S una super�ie regular y sea x : U → R3 una parametriza-ión de S. Entones existe un ampo normal unitario en el onjunto abierto
V = X(U).Paree intuitivo que un ampo normal unitario a una super�ie determinaun lado de ella. Ahora a�rmamos que una super�ie onexa tiene a lo másdos lados.Lema 1.27. Si S es una super�ie regular onexa y N1 y N2 son dos amposnormales unitarios en S, entones o bien N1 = N2 o N1 = −N2.1.7.1. Super�ies orientablesPreisemos las ideas anteriores. Fijemos una parametrizaión x(u, v) en elentorno de una punto p de una super�ie regular S, determinemos una orien-taión del plano tangente Tp(S) a saber, la orientaión de la base {xu, xv}. Si
p pertenee al entorno oordenado de otra parametrizaión x̄(ū, v̄), la nuevabase {x̄ū, x̄v̄} se expresa en términos de la primera, mediante

x̄ū = xu
∂u

∂ū
+ xv

∂v

∂ū
,

x̄v̄ = xu
∂u

∂v̄
+ xv

∂v

∂v̄
,donde u = u(ū, v̄) y v = v(ū, v̄) son las expresiones del ambio de oorde-nadas. Las bases {xu, xv} y {x̄ū, x̄v̄} determinan, en onseuenia , la mismaorientaión de Tp(S) si y solamente si el jaobiano ∂(u,v)

∂(ū,v̄)
del ambio de oor-denadas, es positivo, de aquí tenemos:De�niión 1.28. Dar una orientaión en una super�ie es dar un onjuntode artas loales que reubran toda la super�ie y tal que las transformaionesde oordenadas, allí donde estén de�nidas, tengan Jaobiano positivo. Si noes posible tal eleión la super�ie se die no orientable.



1.7 Orientabilidad 15Por 1.26, dado un sistema de oordenadas x(u, v) en p disponemos de unaeleión bien de�nida de un vetor normal unitario N en p mediante
N =

xu ∧ xv
|xu ∧ xv|

(p).Tomando otro sistema de oordenadas loales x̄(ū, v̄) en p vemos que
x̄ū ∧ x̄v̄ = (xu ∧ xv)

∂(u, v)

∂(ū, v̄)donde ya sabemos ∂(u, v)/∂(ū, v̄) es el jaobiano de ambio de oordenadasde aquí N mantendrá o ambiará su signo, dependiendo si ∂(u, v)/∂(ū, v̄) espositivo o negativo respetivamente.Entenderemos por un ampo difereniable de vetores normales unitariossobre un onjunto abierto U ⊆ S, a una transformaión difereniable N :
S → R3 que asoia a ada q ∈ U un vetor normal unitario N(q) ∈ R3 a Sen q.Proposiión 1.29. Una super�ie S es orientable si y sólo si existe unampo difereniable de vetores normales unitarios de�nido en toda la super-�ie.La demostraión de la proposiión anterior puede verse de forma detalla-da en [7℄, pág 105.Cada ampo normal unitario en una super�ie orientable S se llamaráuna orientaión de S.Entones por el lema 1.26 se tiene que ualquier super�ie es loalmenteorientable, y, uando es onexa y orientable, el lema 1.27 nos a�rma queexiste exatamente dos orientaiones en ella. La super�ie orientable S sedie que está orientada uando se esoge una orientaión preisa en ella. Porejemplo, si nuestra super�ie es una esfera unitaria entrada en el origen, sunormal en p es ±p, si tomamos el normal haia fuera será on signo positivo,mientras que on signo negativo apuntaría haia el interior de la esfera.Sea S una super�ie y N un ampo normal unitario sobre S (o sobreun abierto V de S si S no es orientable). Como |N(p)|2 = 1 para todo
p ∈ S, si S2(1) o S2 representa, la esfera unitaria entrada en el origen,entones tenemos N(S) ⊆ S2(1) y, omo onseuenia, ada ampo normalunitarioN en S puede ser onsiderado omo una transformaión difereniable



16 Coneptos previos
N : S → S2(1) de la super�ie a la esfera S2(1). La transformaión que tomaen ada punto de la super�ie un vetor unitario ortogonal a la super�ie eneste punto es llamado la transformaión de Gauss de S.Siguiendo la misma idea de urvatura de una urva plana, variando latransformaión de Gauss debemos de enontrar informaión sobre la formade la super�ie, por esto resulta interesante alular su diferenial. Sea p ∈ S,
v ∈ TpS y α una urva difereniable on α(0) = p y α′(0) = v entones

dNp : TpS → TN(p)S
2(1),

dNp(v) =
d

dt|t=0
(N ◦ α)(t).Pero nosotros sabemos que si p ∈ S

2, N(p) = ±p por lo tanto podemosidenti�ar al TN(p)S
2 on TpS, ya que

TN(p)S
2(1) = {v ∈ R

3 : 〈N(p), v〉 = 0} = TpS,luego podemos ver la diferenial de la transformaión de Gauss omoun endomor�smo del TpS. Utilizando esta diferenial de�nimos el siguienteoperador.De�niión 1.30. Sea S una super�ie regular orientada por la transforma-ión de Gauss, N . Se llama operador forma o endomor�smo de Weingar-ten en p ∈ S a la transformaión Ap = −dNp : TpS → TpS de�nida por
Apv = −dNp(v).Proposiión 1.31. El operador forma Ap posee una propiedad muy impor-tante y es que es un operador autoadjunto, es deir para todo v, w ∈ TpSse tiene que 〈Apv, w〉 = 〈v, Apw〉Demostraión. Para demostrar este resultado es su�iente probarlo paravetores de la base del plano tangente, pues se puede extender a los demásvetores simplemente por linealidad. Sea X(u, v) una parametrizaión y unpunto p = X(q) = X(u0, v0). Tomamos omo base del TpS a {Xu(q), Xv(q)}y alulamos la diferenial del normal apliada a ada uno de los vetoresde la base. Para ello, sea α(u) = X(u + u0, v0) que umple que α(0) = p y
α′(0) = xu(q), de forma similar tomamos β(v) = X(u, v+ v0) on β(0) = p y
β ′(0) = Xv(q). Luego tenemos
dNp(Xu(q)) =

d

du

∣∣∣∣
u=0

(N ◦ X)(u+ u0, v0) = (N ◦ X)u(u0, v0) = Nu(u0, v0),
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dNp(Xv(q)) =

d

dv

∣∣∣∣
v=0

(N ◦ X)(u0, v + v0) = (N ◦ X)v(u0, v0) = Nv(u0, v0).Obsérvese que {Xu(q), Xv(q), N(q)} forman una base de R3 on 〈Xu(q), N(q)〉 =
0 = 〈Xv(q), N(q)〉. Por tanto, derivando al lado izquierdo on respeto de vy en la dereha on respeto a u tenemos que

〈Xuv(q), N(q)〉+ 〈Xu(q), N(q)v〉 = 0,

〈Xvu(q), N(q)〉+ 〈Xv(q), N(q)u〉 = 0.Como las segundas derivadas oiniden, esto es Xuv(q) = Xvu(q) se tiene que
〈Xu(q), N(q)v〉 = 〈Xv(q), N(q)u〉 lo ual termina la demostraión ya que
〈ApXu(q), Xv(q)〉 = −〈Nu(q), Xv(q)〉 = 〈Xu(q),−Nv(q)〉 = 〈Xu(q), ApXv(q)〉.

�El heho de que −dNp : TpS → TpS sea una transformaión autoad-junta nos permite asoiar dNp una forma uadrátia Q en TpS dada por
〈−dNp(v), v〉.De la misma forma que anteriormente dimos la de�niión de la primeraforma fundamental ahora de�nimos la segunda pero haiendo uso del opera-dor forma.De�niión 1.32. (Segunda forma fundamental).La forma uadrátia
IIp : Tp(S) → R, de�nida por IIp(v) = −〈dNp(v), v〉, es la segunda formafundamental de S en p.Y tenemos que los oe�ientes de la segunda forma fundamental, quedenotaremos por e, f , g, pueden alularse en términos de x y de N , y susexpresiones son:

e = −〈Nu, xu〉 = 〈N, xuu〉;

f = −〈Nv, xu〉 = 〈N, xuv〉;

g = −〈Nv, xv〉 = 〈N, xvv〉.Los oe�ientes de la primera y segunda formas fundamentales nos per-mitirán expresar, en términos de la parametrizaión de una super�ie, variosoneptos geométrios omo el área y la urvatura.



18 Coneptos previos1.8. Curvatura de una super�ie.Consideremos una super�ie en R3, suave y de dos dimensiones, que de-notaremos por S. Sean p un punto en S y N(p) uno de los dos vetoresnormales unitarios a S en p. El vetor N(p) es ortogonal al plano tangentea S en el punto p, que denotaremos por Tp(S). Notemos que Tp(S) ⊆ R3.Fijemos ahora nuestra atenión en un plano Π que pasa por p y que ontienea N(p). El plano Π interseta a S en una urva γ, a la que llamaremos seiónnormal. Sea v ∈ Tp(S) el vetor unitario tangente a γ en p; deimos que v esuna direión de esta seión normal.Cuando se reorre una urva on veloidad onstante, la segunda derivadamide el ambio de direión de la urva, esto es, su urvatura. Entones elvetor de urvatura en la direión de v, que denotaremos por −→κ (v), estádado por
−→κ (v) = γ′′(t0)donde γ(t0) = p y γ′(t0) = v. Notemos que −→κ (v) orresponde al vetorde aeleraión en p al moverse a lo largo de γ on veloidad unitaria. Sea 〈, 〉el produto interno usual en R3. Entones 〈γ′(t0), γ′(t0)〉 = 1 y tenemos que

〈γ′(t0), γ′(t0)〉′ = 2〈γ′′(t0), γ′(t0)〉 = 0.Esto implia que el vetor de urvatura −→κ (v) es perpendiular a la dire-ión v. No es difíil ver que −→κ (v) es paralelo al vetor normal N(p).De�nimos la urvatura κ(v) de una seión normal γ en la direión v, onrespeto al normal N(p), omo la antidad: κ(v) = 〈−→κ (v), N(p)〉. Podemosinterpretar κ(v) omo qué tanto se urva la super�ie en el punto p, en ladireión de v.Observemos que:
κ : S1 ⊆ Tp(S) → R

v 7→ 〈−→κ (v), N(p)〉donde S1 = {v ∈ Tp(S) :‖ v ‖= 1}, es una funión ontinua. Luego, omo
S1 es ompato toma sus valores máximo y mínimo. Estos valores κ1 y κ2son las urvaturas prinipales de la super�ie S en el punto p. Las seionesnormales en las que se alanzan κ1, y κ2 se llaman seiones prinipales. Lasdireiones v1, v2 de estas seiones nos indian qué direión la super�ietiene urvatura máxima y mínima. Llamamos a v1 y v2 direiones prinipa-les. Es posible demostrar que los valores −k1, −k2 son los valores propios del



1.8 Curvatura de una super�ie. 19mapeo lineal Ap : TpS → TpS (la diferenial del mapeo de Gauss) y que losvetores propios orrespondientes a −k1, −k2 son las direiones prinipales
v1, v2. Se sigue que, si las urvaturas prinipales no son iguales, v1 y v2 for-man una base ortonormal del plano tangente TpS. En este aso, las seionesprinipales son ortogonales. De esto tenemos la siguiente de�niión.De�niión 1.33. Sea S una super�ie regular orientada por la transforma-iónde Gauss, N , y p un punto de la super�ie. A los valores propios de
Ap,k1(p) y k2(p), los llamamos las urvaturas prinipales de S en p. A losvetores propios asoiados a estos valores se le llama direiones prinipales.Ejemplo 1.34. Sea S = {(x, y, z) ∈ R3 : ax+by+cz = d} un plano en el que
a, b, c no se anula al mismo tiempo; se tiene que el vetor normal a la super�-ie es onstante y vale N(p) = (a, b, c) y por tanto Ap = −dNp = 0. Entonesse tiene que las urvaturas prinipales del plano son k1(p) = k2(p) = 0 paratodos los puntos p ∈ S. Luego todos los vetores son direiones prinipales.Una vez de�nidas las urvaturas prinipales, tiene sentido pensar en laurvatura promedio, que podemos interpretar omo qué tanto se urva S enel punto p.Como vimos, el operador forma y urvaturas prinipales nos dan unagran informaión a era de la geometría de la super�ie. En esta parteintroduiremos dos invariantes de una super�ie las uales son asoiadosa el operador forma vía álgebra lineal. Los dos invariantes más básios delálgebra lineal asoiado a una transformaión lineal son la determinante y sutraza. Dado que el operador forma en una punto p es una transformaiónlineal y autoadjunta. Por tanto si tomamos una base ortonormal, la matrizde la transformaión es diagonalizable, así podemos de�nir dos antidadesgeométrias en términos de operadores forma, determinante y traza.De�niión 1.35. Sea S una super�ie regular orientada por N . Se denominaurvatura de Gauss de S en p ∈ S al valor

K(p) := detAp = det(dNp)o lo que es equivalente , K(p) = k1(p)k2(p)Se denomina urvatura media H de S en p ∈ S al valor on respetoal vetor normal N(p)

H(p) := trAp =
1

2
tr(−dNp),o equivalentemente
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H(p) = k1(p)+k2(p)

2
.Observaión 1.36. La urvatura de Gauss no depende de la orientaiónesogida para la super�ie ya que al ambiar la orientaión estamos am-biando N por −N , por lo que el signo de las urvaturas prinipales ambia.Este ambio de signo en ambas urvaturas no le afeta al produto, mientrasque la urvatura media ambia de signo pues afeta a la suma al ambiar laorientaión.Utilizando los oe�ientes de la primera forma fundamental, y los oe�-ientes de la segunda forma fundamental, podemos dar una expresión distintatanto para la urvatura de Gauss omo para la urvatura media.

K(p) =
eg − f 2

EG− F 2
(1.5)

H(p) =
1

2

Eg − 2Ff +Ge

EG− F 2
(1.6)Introduzamos algunas fórmulas, las uales nos ayudarán más adelantea probar algunos resultados sobre la onexión que existe entre super�iesmínimas y la teoría de variable ompleja.Ya sabemos por 1.19 que {xu, xv} es una base para el plano tangente.Además omo N es normal al plano tangente, {xu, xv, N} es una base para

R3. Vamos a alular las onoidas fórmulas de aeleraión, que son las queexpresan las aeleraiones fundamentales xuu, xuv, xvv en términos de la base
{xu, xv, N} (en ada punto de una super�ie.) Para ello, sea una super�ieparametrizada x(u, v) ∈ R

3 on F = 0 (por simpliidad) y notemos queesto hae a {xu, xv, N} una base ortogonal. Así, los oe�ientes pueden serenontrados tomando el produto punto.Dado que e = xuu ·N , f = xuv ·N y g = xvv ·N , lo que neesitamos sonexpresiones para xuu, xuv, xvv en términos de la base {xu, xv, N}. Esribamos
xuu = Γu

uuxu + Γv
uuxv + eN,

xuv = Γu
uvxu + Γv

uvxv + fN,

xvv = Γu
vvxu + Γv

vvxv + gN.Nuestro objetivo es enontrar los Γ
′s. Estos oe�ientes son los onoidossímbolos de Cristo�el. Usando los que onoemos del produto punto



1.8 Curvatura de una super�ie. 21tenemos que,
xuu · xu = Γu

uuxu · xu + 0 + 0

= Γu
uuE por de�niión de E .Lo que sabemos haer es alular xuu · xu por regla del produto punto y asívamos a obtener Γu

uu :

E = xu · xu, así Eu = xuu · xu + xu · xuu = 2xuu · xu.De tal forma que
xuu · xu =

Eu

2
y entones Γu

uu =
Eu

2E
.Por otro lado, xu · xv = 0, tomando la parial respeto a u, tenemos xuu ·

xv + xu · xuv = 0 o xuu · xv = −xu · xuv. También, omo E = xu · xu, tomandola parial respeto a v, tenemos Ev = 2xu · xuv y, onseuentemente, Ev

2
=

xu · xuv = −xuu · xv. Además
xuu · xv = Γv

uuxv · xv
= Γv

uuG por de�niión de G.Entones
Γv
uu = (xuu·xv)

G
= −Ev

2E
y Γu

uv =
(xuv·xu)

E
= Ev

2E
.De igual forma, omo G = xv ·xv, entones Gu

2
= xuv ·xv. Como xu ·xv = 0,tenemos

−xv · xuv = xvv · xu on Γv
uv =

xuv · xv
G

=
Gu

2G
,

Γu
vv =

xvv · xu
E

= −Gu

2E
.Finalmente, omo xv · xv = G, tenemos xvv · xv = Gv

2
y Γv

vv =
xvv·xv

G
= Gv

2G
.Por lo tanto obtenemos las fórmulas de aeleraión.

xuu =
Eu

2E
xv −

Ev

2G
xv + eN, (1.7)

xuv =
Ev

2E
xu +

Gu

2G
xv + fN, (1.8)

xvv = −Gu

2E
xu +

Gu

2G
xv + gN, (1.9)
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Nu = − e

E
xu −

f

G
xv, (1.10)

Nv = − f

E
xu −

g

G
xv. (1.11)La urvatura de Gauss, así omo la urvatura media, se pueden alularen términos de los oe�ientes de la primera y segunda formas fundamenta-les, pero salvo la urvatura media, la urvatura de Gauss la podemos obteneren términos de los oe�ientes de la primera forma, es deir, en términos dela métria solamente. Así, la urvatura de Gauss es intrínsea a la super�ie.Ahora damos la fórmula para K, evitando el uso de N y mostrando que Ksólo depende de E, F y G. Aunque existe una forma más general, nos res-tringiremos en el aso donde F = xu · xv = 0.Teorema 1.37. La urvatura de Gauss sólo depende de la métria E, F = 0y G :

K = − 1

2
√
EG

(
∂

∂v

(
Ev√
EG

)
+

∂

∂u

(
Gu√
EG

))Donde, Ev =
∂
∂v
E = ∂

∂v
(xu · xu) y Gu = ∂

∂u
G = ∂

∂u
(xv · xv).De�niión 1.38. Sea S una super�ie regular orientada y sea p ∈ S. Setiene la siguiente lasi�aión:1. se die que p ∈ S es elíptio si K(p) > 0.2. se die que p ∈ S es hiperbólio si K(p) < 0.3. se die que p ∈ S es parabólio si K(p) = 0, pero Ap 6= 0.4. se die que p ∈ S es plano si Ap ≡ 0. Deimos que una super�ie esplana si todos sus puntos son planos.Se die que un punto p ∈ S es umbílio si oiniden sus urvaturas prinipa-les, es deir, si k1(p) = k2(p)En partiular, una super�ie S se die totalmente umbilial si todos suspuntos son umbiliales. A ontinuaión tenemos la siguiente araterizaiónde las super�ies totalmente umbiliales en R3.



1.8 Curvatura de una super�ie. 23Teorema 1.39. Una super�ie S totalmente umbilial está ontenida ya seaen un plano o una esfera.El teorema anterior está demostrado de manera detallada en [14℄ pág.109, y [7℄ pág 147.Otro resultado útil para nosotros será el siguienteTeorema 1.40. En ualquier super�ie ompata S ⊆ R3 existe un punto pde urvatura Gaussiana positiva K(p) > 0.Este resultado se enuentra demostrado también en [[14℄ pág. 110℄.1.8.1. IsometríasDe�niión 1.41. Sean S y Ŝ super�ies regulares en R3.Un difeomor�smo ϕ : S → Ŝ es una isometría si para todo punto p ∈ Sy ualesquiera vetores tangentes w1, w2 ∈ TPS tenemos que
〈w1, w2〉p = 〈dϕp

(w1), dϕp
(w2)〉ϕp

.Si se umple lo anterior, se die que S y Ŝ son isométrias.De�niión 1.42. Una transformaión ϕ : V → Ŝ de una veindad V ⊆ Ses una isometría loal en p si existe una veindad V̂ de ϕ(p) ∈ Ŝ tal que
ϕ : V → V̂ es una isometría.Proposiión 1.43. Consideremos dos parametrizaiones x : U → S y
x̂ : U → Ŝ, que determinen los mismos oe�ientes de la primera formafundamental. Es deir E = Ê, F = F̂ y G = Ĝ. De�namos f : x(U) → Ŝomo f = x̂ ◦ x−1, entones f así de�nida es una isometría loal.La demostraión de diha proposiión la podemos enontrar en [[7℄, pág.220.℄Veamos unas super�ies espeiales, que nos serán indispensables paramenionar algunos resultados de estas, en el siguiente apítulo.



24 Coneptos previos1.9. Super�ies regladas y super�ies de revo-luión.En geometría diferenial uno se enuentra on un número de asos parti-ulares de super�ies, y entre estas se enuentran las super�ies regladas ysuper�ies de revoluión, dos lases de super�ies onsideradas aquí; que seoriginan de onstruiones puramente geométrias y que las neesitaremosposteriormente.
De�niión 1.44. Una super�ie reglada S en R3 es una super�ie regularque admite una parametrizaión x : D → S de la forma

x(u, v) = γ(u) + vβ(u),donde γ y β son urvas en R3, on γ′ siempre distinto de ero. Diremosque x es una parametrizaión loal reglada. La urva γ se denomina la ur-va diretriz o urva base de la super�ie reglada, y β se denomina urvageneratriz. Las retas generatries de la super�ie reglada son las retas
v 7→ γ(u) + vβ(u).

Ejemplo 1.45. Tomemos una hélie α(u) = (a cosu, a sin u, bu) y dibujemosuna línea que pase por (0, 0, bu) y (a cosu, a sin u, bu). La super�ie barridapor este levantamiento, la línea de rotaión es un Helioide.La línea requerida está dada por (0, 0, bu) + v(a cosu, a sin u, bu), así unaparametrizaión para el Helioide está dada por
x(u, v) = (av cosu, av sin u, bu), a ∈ R

+, (u, v) ∈ R
2.
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Figura 1.1: Helioide.Un aso espeial imporante es uando las urvas generadoras son todasparalelas entre sí, la super�ie reglada S generada así es llamada un ilindrogeneralizado.Ejemplo 1.46. Cilindro generalizado. x(u, v) = γ(u) + vq, donde q es elvetor direión �jo.Observaión 1.47. Por el ejemplo anterior tenemos que el ilindro puedeser parametrizado por x(u, v) = γ(u) + vq, donde γ es de veloidad unitaria,
‖ q ‖= 1 y γ está ontenido en un plano Π perpendiular a q. De ahí, tenemosque xu = γ′ = t, xv = q, así E = 1, F = 0, G = 1; N = t× q, xuu = t′ = κn,
xuv = xvv = 0, así, L = κn · (t × n), M = N = 0. Ahora t × q es unvetor unitario paralelo a Π y perpendiular a t, por lo tanto paralelo a n; así
L = ±κ y H = ±κ/2. Así, H = 0 ⇐⇒ κ = 0 ⇐⇒ γ es parte de una líneareta ⇐⇒ el ilindro es un subonjunto abierto de un plano.Una super�ie de revoluión es la super�ie que se obtiene al rotaruna urva llamada urva generatriz, alrededor de una urva en el plano.De�niión 1.48. Sea Π un plano, ℓ una reta ontenida en Π, y C unonjunto de puntos en Π. Cuando C gira en el espaio R3 en torno a ℓ,el onjunto de puntos resultante S se denomina super�ie de revoluión ge-nerada por C, y C se llama urva generatriz de S. La reta ℓ es el eje derevoluión de S.



26 Coneptos previosTomemos el plano x, z omo el plano de la urva y el eje z omo el eje derotaión. Sea
x = f(v), z = g(v), a < v < b, f(v) > 0,una parametrizaión de C y denotemos por u el ángulo de rotaión al rededordel eje z. Obtenemos así una apliaión
x(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)),del onjunto abierto U = {(u, v) ∈ R2; 0 < u < 2π, a < v < b} en S.No es difíil ver que x satisfae las ondiiones de parametrizaión enla de�niión de super�ie regular. Como S puede reubrirse totalmente porparametrizaiones similares, se dedue que S es una super�ie regular.Ejemplo 1.49. Consideremos la atenaria α : R → R3 dada por α(v) =

(0, cosh v, v).Entones S = {(cosh v cosu, cosh v sin u, v)/v, u ∈ R} = {(x, y, z) ∈
R

3/x2+y2 = cosh2 z} es una super�ie en R
3 a la que llamamos atenoide.
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Figura 1.2: Catenoide.



Capítulo 2Super�ies Mínimas
2.1. Orígenes de las super�ies mínimasEn general se admite que los investigaiones aera de super�ies mínimasdio iniio en el siglo XVIII, desde el mismo naimiento del álulo de varia-iones emprendido por L. Euler, aunque más preisamente se iniió on L.Lagrange, quien en su trabajo que apareió en 1762, desarrolló un algoritmopara el álulo de variaiones, un algoritmo que también es apliable paradimensiones altas. Este trabajo despertó el interés de Euler, dando lugar aun desarrollo por parte de ambos autores, que ulminó en la sistematizaiónde las ondiiones hoy llamadas de Euler-Lagrange. Es este trabajo tratóentre otras uestiones del estudio del problema nada trivial de las super�iesmínimas. La pregunta lave en este trabajo es: de todas las super�ies S ⊆ R3on una frontera dada ¾uál es la ondiión neesaria para que la super�ie
S tenga la menor área entre todas las super�ies on la misma frontera?.Lo que haremos en los siguientes párrafos será deduir de manera diretala euaión diferenial que debe satisfaer ualquier super�ie mínima y, lovamos a haer poniendo solamente el énfasis en las ideas relevantes desde elpunto de vista del álulo variaional, evitando disutir detalles adiionales.En [[13℄ pág 1-4℄ se puede enontrar más detalles de los que aquí se ofreen.Antes de empezar on la disusión, reordemos algunos resultados onve-nientes.Loalmente ualquier super�ie puede desribirse en la forma denomi-nada parametrizaión de Monge, omo la grá�a de una funión (x, y) →27
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(x, y, f(x, y)), tales super�ies son llamadas no paramétrias. Pero posible-mente tal representaión no pueda ubrir la super�ie �ompleta � . Por ejem-plo un plano puede representarse de manera ompleta en forma de Monge:
(x, y) → ((x, y, f(x, y)) = z0), pero una esfera omo sabemos no es posibleubrirla on una sola parametrizaión de esta forma.Por simpliidad, nos limitaremos a estudiar poriones de super�ie quesean representables de diha forma, lo que no onstituye ninguna limitaiónimportante, ya que omo veremos la ondiión de super�ie mínima se tra-due en una euaión diferenial que determina f loalmente.El área de una super�ie que orresponde a un dominio D (abierto, novaío y onexo) del plano de parámetros x, y es:

A =

∫ ∫

D

√
1 + (f)2x + (f)2ydxdy,on la integral doble extendida al dominioD el ual tienen frontera ∂D suave.Notese la analogía de esta expresión on la que da la longitud de una ur-va plana desrita en la forma x→ (x, f(x)), dada por L =

∫ √
1 + (f)2xdx.Consideremos una urva Γ dada en espaio R3. Esta urva se supondráerrada, sin autointerseiones y su�ientemente regular. La proyeión de

Γ sobre el plano x, y es una urva plana, que llamaremos γ, que tambiénsupondremos errada, sin autointerseiones y su�ientemente regular. Lapropia urva Γ puede desribirse omo el onjunto de puntos (x, y, zγ(x, y))en donde se supone que (x, y) ∈ γ y donde z(x, y) es la funión �ja, de�nidasolamente en γ y que desribe la altura de la urva Γ. DenotemosD el dominiodel plano uyo borde es γ es deir γ es la frontera de D, ∂D: este dominio eshomeomorfo a un diso ya que la urva γ no tiene autointerseiones.La forma general de la desripión de Monge de una super�ie que tengaa γ omo borde esta dada por una funión de dos variables, su�ientementeregular, en la forma:
(x, y) ∈ D → (x, y, z(x, y)), donde z(x, y) = zγ(x, y) para (x, y) ∈ γ.Minimizaión del problema Supongamos que la funión f(x, y) (aundesonoida) orresponde a una super�ie Σf on frontera Γ y de área míni-ma entre todas las que satisfagan las ondiiones anteriores. Sea g(x, y) unafunión �ja, su�ientemente regular, de�nida en el dominio D, y a la queexigimos satisfaer la ondiión
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g(x, y) = 0 para (x, y) ∈ γ.En estas ondiiones, tenemos una familia de super�ies, que podemosdenotar mediante Σf(h, t) uya desripión de Monge es:

(x, y) ∈ D → (x, y, f(x, y) + tg(x, y)),que se onstruyen a partir de la super�ie Σf (aun desonoida), tomandoomo dato de deformaión la funión h(x, y); aquí t juega el papel de unparámetro, de manera que esta familia es una familia uniparamétria desuper�ies, todas las uales tienen a la urva Γ omo frontera, ya que paraualquier valor del parámetro t ∈ R se veri�a la ondiión
(x, y, f(x, y) + tg(x, y)) = zt(x, y) donde (x, y) ∈ γ.El área de la super�ie de Σf(h, t) está dado por :

A(t) =

∫ ∫

D

√
1 + (zt)2x + (zt)2ydxdy.De ahí que

A(t) =

∫ ∫

D

√
1 + f 2

x + f 2
y + 2t(fxgx + fygy) + t2(g2x + g2y)dxdy.Si la super�ie Σf (desrita por f(x, y)) tiene realmente área mínima en-tre todas las super�ies on el mismo borde, también debe tener área mínimaentre las de la familia uniparamétria anterior Σf(h, t). Esto signi�a que lafunión A(t) debe tener un mínimo en t = 0, es deir
dA(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0.Tomando la derivada bajo la integral respeto a t, que luego pasa alinterior de la integral tenemos
A′(t) =

∫ ∫

D

fxgx + fygy + t(g2y + g2y)√
1 + f 2

x + f 2
y + 2t(fxgx + fygy) + t2(g2x + g2y)

dxdy.



30 Super�ies MínimasEvaluando en t = 0 la ondiión anterior se transforma en:
∫ ∫

D

fxgx + fygy√
1 + f 2

x + f 2
y

dxdy = 0.Integrando por partes y reodando que g(x, y) se anula en la frontera de
D, tenemos
A′(0) = −

∫ ∫

D

{
∂

∂x
(

fx√
1 + f 2

x + f 2
y

) +
∂

∂y
(

fy√
1 + f 2

x + f 2
y

)

}
g(x, y)dxdy = 0.Así pues, si la super�ie Σf es mínima, la ondiión anterior debe sa-tisfaerse para ualquier eleión de la funión auxiliar g que satisfaga laondiión de anulaión sobre γ.Puesto que g(x, y) puede ser elegida arbitrariamente en D, se sigue quela expresión en las llaves debe desapareer en todo D.Obteniendo la siguiente euaión diferenial parial omo una ondiiónneesaria para nuestra super�ie dé la soluión supuesta iniialmente.

∂

∂x

(
fx√

1 + f 2
x + f 2

y

)
+

∂

∂y

(
fy√

1 + f 2
x + f 2

y

)
= 0. (2.1)Derivando la euaión anterior, tenemos

∂

∂x

(
fx√

1 + f 2
x + f 2

y

)
+

∂

∂y

(
fy√

1 + f 2
x + f 2

y

)
=

1
√

1 + f 2
x + f 2

y

3{fxx(1 + f 2
y ) + fyy(1 + f 2

x)− 2fxfyfxy} = 0. (2.2)Esto ondue a lo que hoy se llama euaión de la super�ie mínima.
fxx(1 + f 2

y ) + fyy(1 + f 2
x)− 2fxfyfxy = 0. (2.3)Por lo tanto, hemos demostrado la ondiión neesaria para que una su-per�ie tenga la menor área entre todas las super�ies on la misma forntera



2.1 Orígenes de las super�ies mínimas 31frontera, entones Lagrange1 enontró que la ondiión para que la funión
f fuese una mínimo del funional área onsistía en que f debía satisfaer laeuaión 2.3. A pesar de su aspeto super�ialmente inoente, omo euaiondiferenial es bastante ompliada: es no lineal y se onoen muy poas solu-iones expliitas. La busqueda efetiva de super�ies minimas requiere el usode ténias muho mas avanzadas y elaboradas. Un dominio ualquiera deun plano es evidentemente una super�ie minima, uyo borde es una urvaplana. Esogiendo adeuadamente las oordenadas, esta parte de super�ieesta desrita por f(x, y) = z0, que satisfae trivialmente la euaion de La-grange. Es deir, si la urva Γ es una urva plana, la super�ie minima onfrontera Γ es una parte de plano. Este ejemplo es absolutamente trivial.Pero Lagrange se interesó más en uestiones teórias, ya que no se preo-upó en enontrar soluiones onretas no triviales de la euaión 2.3. FueL. Euler quien lo logró por el proedimiento de rotar la urvatura llama-da atenaria, para así obtener una super�ie mínima que llamó alysseide.Posteriormente J. Plateau bautizó a esta super�ie on el nombre atual deCatenoide.2.1.1. La euaión de super�ie mínima y urvatura me-diaQue una soluión de la euaión de super�ie mínima deba ser una su-per�ie uya urvatura media se anula en todo punto, fue desubierto porJ.B.M.C. Meusnier en 1776, un o�ial del ejérito Franés y quien tam-bién fue disípulo de Monge, a la edad de tan sólo 21 años presenta antela aademia de París, su obra Mémoire sur la ourbe des surfae (Memoriasobre la urvatura de la super�ie) en diho trabajo dio una interpretaióngeométria para 2.2 y 2.3 donde señala que H = 02, es neesario para que elárea de una super�ie sea mínima, pero este eho no es su�iente [véase [13℄pág, 8.℄; sin embargo, es omún llamar a ualquier super�ie on H = 0, unasuper�ie mínima.1La euaión 2.3 no fue explíitamente esrita por Lagrange, la derivó ino años mástarde Borda [2℄2El término �urvatura media� fue introduido por Sophie Germain, en el sentido que
H = k1+k2

2
donde k1 y k2 son las urvaturas prinipales introduidas anteriormente porEuler, tres años después fue introduida la urvatura de Gauss K.



32 Super�ies MínimasEl trabajo en disusión, es el únio dediado por Meusnier a la GeometríaDiferenial. Este artíulo ontiene el bien onoido Teorema de Meusnier yen este trabajo también aparte de dar la interpretaión geométria para 2.3desubrió que la atenoide(un resultado temprano de Euler) y el helioide,satisfaían 2.3, esto fue un logro sustanial ya que tomó 60 años para queotra super�ie mínima fuera desubierta (por Sherk).Generalmente, en la segunda mitad del siglo XVIII fue un periodo demuhos trabajos y grandiosos progresos en la teoría de super�ies. Enontra-mos nombres por deir algunos, tales omo Tinseau (super�ies tangentes,1774), Euler (geodesias, 1732; Teorema de Euler, 1760; representaiones pa-ramétrias de super�ies espeiales, 1771; apliaiones esférias, 1782)- uyosresultados muestran su importania básia muho más tarde on Gauss, quienestableió varios oneptos omo las propiedades intrínseas de super�ies,Lagrage, Lambert (artografía, 1772) y Monge.De lo anterior damos la siguiente de�niión.De�niión 2.1. (Super�ie mínima).Una super�ie parametrizada regu-lar es mínima si su urvatura promedio se anula en todas partes. Una su-per�ie regular S ⊆ R
3 es mínima si ada una de sus parametrizaiones esmínima.Ejemplo 2.2. Los ejemplos de super�ies mínimas que podemos dar porahora son1. El plano.2. El atenoide.3. El helioide.Que no es difíil onvenerse que en realidad lo son.2.1.2. Super�ie de SherkPara analizar el desubrimiento de la terera super�ie mínima veamosuna de�niión y algunos resultados.De�niión 2.3. Sea D un abierto onexo de R

2, y sea f : D → R unatransformaión difereniable sobre D. Llamamos la grá�a de f al onjunto
Gf := {(x, y, f(x, y)) : (x, y) ∈ D} ∈ R

3,



2.1 Orígenes de las super�ies mínimas 33diha grá�a se die entera si D = R2.Las grá�as las podemos ver omo un ejemplo de super�ie, pues bastaonsiderar el onjunto U = D, V = Gf y la transformaión X : U → V dadapor
X(x, y) = (x, y, (x, y)),que es una parametrizaión global de la grá�a visto omo una super�ieregular.Proposiión 2.4. Sea f una transformaión difereniable y su grá�a Gf .La urvatura media del grá�a de f viene dada por

2H = Div

(
Df√

1 + |Df |2

)
, (2.4)donde Div denota la divergenia en R2 y Df es el gradiente eulidiano de f .Corolario 2.5. Sea S una super�ie mínima que viene dada omo la grá�ade una transformaión difereniable f . Entones se tiene que

Div

(
Df√

1 + |Df |2

)
= 0. (2.5)Las demostraiones de los resultados anteriores pueden verse en [9℄.La grá�a más senilla es el plano, uya transformaión difereniable esdel tipo f(x, y) = ax + by + c, resulta que el plano es una super�ie entera.Como veremos posteriormente el teorema de Bernstein enunia que es laúnia super�ie entera que se puede expresar omo la grá�a de una funión.En este apartado vamos a onstruir o ver algunas grá�as mínimas que noson enteras.Para ello vamos a busar soluiones a la euaión 2.3 la soluión que ob-tendremos es la grá�a mínima no entera, la super�ie de Sherk, deter-minada por una funión del tipo f(x, y) = φ(x)+ψ(y), donde, φ, ψ ∈ C2(R).Obsérvese que una soluión de ese tipo, satisfae

fx(x, y) = φ′(x) fy(x, y) = ψ′(y)

fxx(x, y) = φ′′(x) fyy(x, y) = ψ′′(x) y fxy(x, y) = 0.



34 Super�ies MínimasSi es mínima umple la euaión 2.3, es deir
(1 + φ′(x)2)ψ′′(y) + (1 + ψ′(y)2)φ′′(x) = 0.La euaión anterior es una euaión diferenial ordinaria de variables sepa-radas que podemos resolver. Para ello separamos variables y obtenemos lasiguiente expresión:

ψ′′(y)

1 + ψ′(y)2
= − φ′′(x)

1 + φ′(x)2Como x e y son variables independientes entre sí, ada lado de la igualdades onstante respeto a la variable del otro lado. Por lo tanto se tiene que
ψ′′(y)

1 + ψ′(y)2
= a = − φ′′(x)

1 + φ′(x)2para un a ∈ R. Luego tomando w = φ′(x); y w = ψ′(y), se tiene que
φ′′(x) = dw

dx
y ψ′′(y) = dw

dy
. Sustituyendo en la euaión de arriba tenemos

adx = − dw

1 + w2
y ady = − dw

1 + w2Estas euaiones difereniales se pueden integrar y se obtiene que
ax = − arctan(w) y ay = arctan(w),despejando llegamos a

w = − tan(ax) y w = tan(ay).Como hemos utilizado un ambio de variable, integrando de nuevo laseuaiones anteriores reuperamos φ y ψ,
φ(x) =

1

a
ln(cos(ax)) y ψ(y) = −1

a
ln(cos(ay)).Por lo tanto, juntando ambos términos tenemos la soluión que busába-mos.

f(x, y) = φ(x) + ψ(y) =
1

a
ln(cos(ax))− 1

a
ln(cos(ay))

f(x, y) =
1

a
ln

(
cos(ax)

cos(ay)

)
,



2.1 Orígenes de las super�ies mínimas 35La representaión anterior de f es la primera super�ie de Sherk,pero ¾por qué no es entera esta super�ie? Esta super�ie no es entera puesesta funión f(x, y) solo está de�nida para los puntos (x, y) que umplen que
cos(ax)
cos(ay)

> 0. Por ejemplo, para los puntos (x, y) que umplen que
x ∈

(
− π

2a
+

2kπ

a
,
π

2a
+

2kπ

a

)y
y ∈

(
π

2a
+

2kπ

a
,
3π

2a
+

2kπ

a

)la funión f(x, y) no está de�nida ya que cos(ax) > 0 y cos(ay) < 0.Una expliaión para gra�ar una parte de la super�ie de Sherk, es: Para
a = 1, tomemos |x| < π

2
, |y| < π

2
, entones tenemos −π

2
, π
2
sobre x y −π

2
, π
2en y que forma un uadrado. Cuando cos(y) → π

2
, es deir; cos(y) → 0 yomo cos(x)

cos(y)
> 0, entones ( cos(x)

cos(y)

)
→ ∞ y así ln( cos(x)

cos(y)

)
→ ∞. Similarmenteuando cos(y) → −π

2
, ln( cos(x)

cos(y)

)
→ ∞. Ahora uando cos(x) → π

2
, es deir;

cos(x) → 0 y omo cos(x)
cos(y)

> 0, entones ( cos(x)
cos(y)

)
→ 0, así ln( cos(x)

cos(y)

)
→ −∞ yde forma análoga uando cos(y) → −π

2
, ln( cos(x)

cos(y)

)
→ −∞.Esto nos dá una expliaión del porqué la super�ie de Sherk está de�-nida sobre el tablero de ajedrez de la �gura 2.2(exepto en los vérties de losuadros, donde en realidad la super�ie es una reta vertial.) De auerdo a[[14℄, teorema 4.4℄.El desubrimiento de esta super�ie fue muy peuliar, pues el atenoidey el helioide eran las únias super�ies mínimas no triviales onoidas en1700, y no fue sino hasta 1835 que se enontró el ejemplo anterior, que fuepreisamente la super�ie de Sherk, (véase 2.1,2.33).3Esta y las demás grá�as de este trabajo fueron realizadas en Mathematia 7.0.
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Figura 2.1: Super�iede Sherk una parte. Figura 2.2: Tablero deajedrez.
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Figura 2.3: Super�ie de Sherk dos partes.Siguiendo una idea similar a la utilizada para enontrar la super�ie deSherk, podemos onstruir al menos otro ejemplo de grá�as mínimas noenteras. Consideremos una soluión del tipo f(x, y) = φ(x)ψ(y) on φ, ψ ∈
C2(R) y φ′′(x) = 0. Luego se tiene que φ′(x) = cte y que φ(x) = ax + b,
a, b ∈ R2. Para esta super�ie vamos a suponer que a = 1 y b = 0, por tanto
φ(x) = x, ahora solo nos queda enontrar ψ(y). Tenemos que

fx(x, y) = ψ(y) fy(x, y) = xψ′(y)

fxx(x, y) = 0 fyy(x, y) = ψ′′(y)x y fxy(x, y) = ψ′(y).



2.1 Orígenes de las super�ies mínimas 37y la euaión diferenial 2.3, nos queda omo:
ψ′′(y) + ψ2(y)ψ′′(y)− 2ψ′2(y)ψ(y) = 0que es una euaión de segundo orden no lineal. Haiendo algunos áluloobtenemos que la soluión es

arctan(ψ)

k1
= y + k2 =⇒ ψ(y) = tan(cy + d) donde c, d ∈ R.En nuestro aso tomamos las onstantes c = 1y d = 0. Luego la soluión dela euaión diferenial nos produe la funión difereniable la ual tiene unagrá�a mínima:

f(x, y) = x tan(y),esta grá�a no es entera pues solo está de�nida en Ω = {(x, y) : y 6=
(2n+ 1)π

2
, n ∈ Z}.
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Figura 2.4: Super�ie f(x, y) = x tan(y).Veamos los siguientes teoremas que se tienen sobre minimalidad en surelaión on super�ies de revoluión y super�ies regladas.Teorema 2.6. Si una super�ies de revoluión S es mínima, entones Sestá ontenida en un subonjunto abierto de un plano o un atenoide.Para ver la demostraión del teorema anterior véase [[14℄, pág. 114.℄Teorema 2.7. Cualquier super�ie mínima reglada S es subonjunto abiertode un plano o un helioide.Demostraión. Tomemos la parametrizaión usual
x(u, v) = γ(u) + vβ(u),



38 Super�ies Mínimasy simpli�quemos la parametrizaión. Supongamos que ‖ β(u) ‖= 1 paratodos los valores de u. Supongamos también que β ′(u) es distinto de ero(Después onsideraremos el aso si β ′(u) = 0 para algún valor de u). Entonestenemos que existe únio punto Γ(u) en la el ual β ′(u) es perpendiular a lasuper�ie, además Γ′ ·β ′ = 0. En efeto, tenemos que xu = γ′+vβ ′, xv = β, así
β ′(u) es perpendiular a la super�ie x(u, v) ⇐⇒ β ′ · (γ′+vβ ′) = 0, β ′ ·β = 0.La segunda euaión se sigue del eho de que ‖ β ‖= 1, así, las dos euaionesse han de satisfaer ⇐⇒ v = − (γ′·β′)

‖β′‖2
. Por lo tanto, Γ(u) = γ − (γ′·β′)β

‖β′‖2
.Usando el eho de que β ′ · β = 0, Γ′ · β ′ = γ′ · β ′ − (γ′·β′)β′·β′

‖β′‖2
= 0. Sea

ṽ = v + (γ′·β′)β
‖β′‖2

y sea σ̃(u, ṽ) la orrespondiente reparametrizaión de σ .Entones, σ̃(u, ṽ) = Γ(u) + ṽβ(u). Esto signi�a que, uando onsideramosuna super�ie reglada on las oposiiones anteriores, siempre podemos asumirque γ′(u) · β ′(u) = 0. De ahí, tenemos
xu = γ′ + vβ ′, xv = β,Por lo tanto E =‖ γ′ + vβ ′ ‖2, F = (γ′ + vβ ′) · β = γ′ · β, G = 1. Sea

A = (EG − F 2)1/2. Entones, N = A−1(γ′ + vβ ′) × β. Por onsiguiente,tenemos xuu = γ′′ + vβ ′′, xuv = β ′, xvv = 0, Por lo tanto e = A−1(γ′′ + vβ ′′) ·
((γ′ + vβ ′)× β), f = A−1β ′ · ((γ′ + vβ ′)× β) = A−1β ′ · ((γ′ × β), g = 0. Porlo tanto, por la ondiión de super�ie mínima

H =
eG− 2fF + gE

2A2
= 0lo que nos da

(γ′′ + vβ ′′) · (γ′ + vβ ′)× β) = 2(β · γ′)(β ′ · (γ′ × β)).Esta ondiión debe mantenerse para todos los valores (u, v). Igualando oe-�ientes de las potenias de v tenemos
γ′′ · (γ′ × β) = 2(β · γ′)(β ′ · (γ′ × β)), (2.6)
γ′′ · (β ′ × β) + β ′′ · (γ′ × β) = 0, (2.7)

β ′′ · (β ′ × β) = 0. (2.8)



2.1 Orígenes de las super�ies mínimas 39La euaión 2.8 muestra que β, β ′ y β ′′ son linealmente dependientes. Como
β y β ′ son vetores unitarios perpendiulares, existen funiones suaves α(u)y δ(u) tal que

β ′′ = αβ + δβ ′Pero, omo β es de veloidad unitaria, β ′ ·β ′′ = 0. También, derivando β ·β ′ =
0 tenemos β · β ′′ = −β ′ · β ′ = −1. Por lo tanto,α = −1 y δ = 0, así

β ′′ = −β. (2.9)La euaión 2.9 muestra que la urvatura de la urva β es 1, y que sunormal prinipal es −β. Por lo tanto, su binormal es β ′ × (−β), y omo
d

du
(β ′ × β) = β ′′ × β + β ′ × β ′ = −β × β = 0se sigue que la torsión de β es ero. Por tanto, β parametriza a un írulo deradio 1. Por apliaión de una isometría en R3, podemos asumir que β es elírulo de radio 1 y el entro en el origen en el plano xy, así que

β(u) = (cos(u), sin(u), 0).Por euaión 2.9, tenemos β ′′ · (γ′ × β) = −β · (γ′ × β) = 0, así por 2.7,
γ′′ · (β ′ × β) = 0.De ahí se sigue que γ′′ es paralelo al el plano xy, y por tanto que

γ(u) = (f(u), g(u), au+ b),donde f y g son funiones suaves y a y b onstantes. Si a = 0, la super�iees un subonjunto abierto del plano z = b. Por otro lado la euaión 2.6 nosda
g′′ cosu− f ′′ sin u = 2(f ′ cosu− g′ sin u). (2.10)Finalmente haiendo el uso de la ondiión de que γ′ · β ′ = 0, de la ualobtenemos

f ′ sin u = g′ cosu (2.11)Derivando esto, obtenemos



40 Super�ies Mínimas
f ′′ sin u+ f ′ cos u = g′′ cosu− g′ sin u. (2.12)De las euaiones 2.12 y 2.10 obtenemos

f ′ cos u+ g′ sin u = 0y usando 2.11 tenemos f ′ = g′ = 0. Así, f y g son onstantes. Por unatraslaión de la super�ie podemos asumir que f , g y b son ero, así que
γ(u) = (0, 0, au) y x(u, v) = (v cos u, v sin u, au), la ual es la parametrizaióndel helioide. Ahora si β ′ es siempre ero entones β es un vetor onstante yla super�ie es un ilindro generalizado. Pero en efeto, por 1.47 un ilindrogeneralizado es super�ie mínima si y sólo si, el ilindo es un subonjuntoabierto del plano. �2.2. Relaión entre Helioide y el CatenoideComo se ha omentado en este apítulo, tras el plano y le atenoide lassiguientes super�ies mínimas que se enontraron fueron el helioide y lassuper�ies de Sherk, veámos que el atenoide es loalmente isometrio alhelioide.2.2.1. Isometría loal entre el atenoide y el helioideEn este apartado vamos a demostrar que el Catenoide es loalmente iso-métrio al Helioide Sea

X(u, v) = (cosh(v) cos(u), cosh(v) sin(u), v)y
Y (s, t) = (t cos(s), t sin(s), s),parametrizaiones del atenoide C y del helioide H respetivamente. Su-pongamos que existe una isometría loal ϕ : H → C. Denotemos por ϕ̃ =

X−1 ◦ ϕ ◦ Y (s, t) = (u(s, t), v(s, t)). Por lo visto anteriormente la urvaturade Gauss del helioide es K(s, t) = −1
(t2+1)2

y del atenoide K(u, v) = −1
cosh4v

.Dado que la urvatura de Gauss se onserva por isometrías loales ha deveri�arse: −1

(t2 + 1)2
=

−1

cosh4v
=

−1

(1 + sinh2(v))
.



2.2 Relaión entre Helioide y el Catenoide 41Esta igualdad sugiere (pero no demuestra) que una posible isometría loalesté dada por
s(u, v) = u

t(u, v) = sinh vConsideremos ψ̃(u, v) = ϕ̃−1(u, v) = (u, sinh v). Demostremos que dihatransformaión es una isometría loal. La transformaión diferenial de ψ̃tiene por matriz
D(ψ̃)(u, v) =

(
1 0
0 cosh v

)

que es regular en todo punto. Por lo tanto ψ = Y −1 ◦ψ ◦X es loalmente undifeomor�smo. Por lo tanto,
(Dψ)(Xu) = Ys, (Dψ)(Xv) = cosh(v)YtTenemos entones que

〈(Dψ)(Xu), (Dψ)(Xu)〉 = 〈Ys, Ys〉 = t2 + 1 = cosh2(v) = 〈Xu, Xu〉,

〈(Dψ)(Xu), (Dψ)(Xv)〉 = 〈Ys, cosh(v)Yt〉 = 0 = 〈Xu, Xv〉,

〈(Dψ)(Xv), (Dψ)(Xv)〉 = cosh2(v)〈Yt, Yt〉 = cosh2(v) = 〈Xv, Xv, 〉.Esto demuestra por 1.43 que ψ es una isometría loal.Ilustramos diha isometría on el siguiente dibujo:
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Figura 2.5: Isometría loal Catenoide-Helioide.Observaión 2.8. La �gura 2.5, ilustra dos regiones partiulares del Heli-oide y Catenoide que orresponden bajo la deformaión. Las fronteras deestas regiones inluyen una hélie y un írulo, on respeto a las parametri-zaiones
α(u) = (sinh 1 sinu,− sinh 1 cosu, u), 0 ≤ u < 2π

γ(u) = (cosh 1 cosu, cosh 1 sin u, 1), 0 ≤ u < 2πLa longitud de la hélie es
∫ 2π

0

|α′(u)|du = 2π
√
sinh2 1 + 1y del írulo es ∫ 2π

0

|γ′(u)|du = 2π cosh 1El heho de que estas dos longitudes sean iguales es por el heho de que lahélie se transforma isométriamente en el írulo.



2.3 Representaión de Weierstrass-Enneper 432.3. Representaión de Weierstrass-EnneperLa representaión de Weierstrass-Enneper para super�ies mínimas, dieque ualquier super�ie mínima podrá ser representada por funiones holo-morfas. La posibilidad de estudiar un problema desde varios ángulos diferen-tes puede ser una herramienta muy útil en las matemátias, lo que hae quela representaión de Weierstras-Enneper sea un desubrimiento muy impor-tante, antes de dar la onstruión de ésta representaión veamos algunosoneptos.2.4. Funiones armónias y oordenadas isoter-masSea U un subonjunto abierto de R2. El laplaiano, ∆f de una trans-formaión difereniable f : U ⊆ R
2 → R está de�nido por

∆f = ∂2f
∂u2 + ∂2f

∂v2
, (u, v) ∈ U.De�niión 2.9. Deimos que f es armónia en U si ∆f = 0.De�niión 2.10. Dos transformaiónes difereniables f, g : R2 → R queveri�an las euaiones de Cauhy- Riemann, es deir, fu = gv y fv =

−gu, son siempre armónias, y reiben el nombre de armónias onjuga-das. Se die que dos super�ies regulares mínimas son mínimas onjugadassi existe una parametrizaión isoterma de las mismas, de forma que sus fun-iones oordenadas son armónias onjugadas dos a dos.Al estudiar las propiedades de una super�ie que son independientes deeleión de los parámetros, es onveniente elegir parámetros de tal maneraque las propiedades geométrias de la super�ie se re�ejen en el plano u, v.Por ejemplo podemos pedir que la transformaión del plano u, v sobre la su-per�ie sea onforme, de modo que los ángulos entre las urvas en la super�iesea iguales a los ángulos entre las urvas orrespondientes en el plano u, v.Analítiamente, esta ondiión se expresa en términos de la primera formafundamental.De�niión 2.11. Sea S una super�ie regular en R3, on parametrizaión
X(u, v), las oordenadas (u, v) sobre la super�ie S son llamadas isotermas



44 Super�ies Mínimas(o onformes) si la métria ds2 en S induida de R3, desrita en las oor-denadas (u, v), son omo sigue: ds2 = λ(u, v)(du2 + dv2), donde λ(u, v) esuna funión suave positiva de�nida en todo el plano R2
(u,v), llamado el fatoronforme.Lo anterior signi�a que ada punto de la grá�a S los vetores veloidadde la urva de oordenadas u = cte y v = cte son ortogonales y tienen lamisma longitud.En términos de la representaión matriial de la primera forma funda-mental, tenemos X(u, v) es isoterma si g11 = g22 = λ(u, v) y g12 = 0.Las oordenadas isotermas existen en ualquier super�ie regular; sin em-bargo, la prueba de este heho es muho más ompliada que el aso en quela super�ie sea mínima.Teorema 2.12. Podemos tomar una parametrizaión isoterma alrededor deualquier punto de una super�ie mínima S ⊆ R3.Demostraión. Como el resultado es loal, �jemos un punto p ∈ Sy esojamos un sistema de oordenadas artesianas x, y, z tal que p es elorigen, así que el plano-x, y oinide on plano tangente TpS de S en p. Eneste sistema de oordenadas, la super�ie S en una veindad de p se puedever omo la grá�a x = x, y = y y z = f(x, y). Usando la expresión de laurvatura media para una grá�a y omo la super�ie es mínima tenemos:2.3.

H = 0 ⇒ fxx(1 + f 2
y ) + fyy(1 + f 2

x)− 2fxfyfxy = 0. (2.13)Por onvenienia denotemos
fx = p fy = q,

fxx = r fyy = t y fxy = s.De ahí que 2.3 toma la forma
(1 + q2)r − 2pqs+ (1 + p2)t = 0.Denotemos por W =

√
1 + p2 + q2, haiendo algunos álulos tenemosque

∂

∂x

(
1 + q2

W

)
− ∂

∂y

( pq
W

)
=
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−p
W

((1 + q2)r + 2pqs+ (1 + p2)t) = 0.De forma similar se prueba que
∂

∂y

(
1 + p2

W

)
− ∂

∂x

(pq
W

)
= 0.De�namos dos ampos vetoriales en el plano xy por

V =

(
1 + p2

W
,
pq

W

) y (
pq

W
,
1 + q2

W

)
,apliando el teorema de Green a ualquier urva errada C ontenida en unaregión simplemente onexa R, obtenemos

∫

C

V =

∫ ∫

R

( pq
W

)

x
−
(
1 + p2

W

)

y

dxdy = 0,y ∫

C

W =

∫ ∫

R

(
1 + q2

W

)

x

−
( pq
W

)

y
dxdy = 0,Puesto que la integrales de línea son ero para todo urva errada en R, V y

W deben tener funiones poteniales (ver [11℄ pág 518.). Esto es existen F y
G on grad(F ) = V y grad(G) = W , on respeto a las oordenadas, estaseuaiones implian

∂F

∂x
=

1 + p2

W
,

∂F

∂y
=
pq

W
,

∂G

∂x
=
pq

W
, y ∂G

∂y
=

1 + q2

W
. (2.14)Es deir implian la existenia de dos funiones de lase C1, F y G en elmismo dominio que la euaión de super�ie mínima.De�namos una transformaión T : R → R2 por

T (x, y) = (x+ F (x, y), y +G(x, y)). (2.15)La matriz Jaobiana de esta transformaión es:
J(T ) =

(
1 + Fx Fy

Gx 1 +Gy

)
=

(
1 + 1+p2

W
pq
W

pq
W

1 + 1+q2

W

)
,



46 Super�ies Mínimasuyo determinante es 2+ 2+p2+q2

W
> 0. El teorema de la funión inversa dieque, era de p = (0, 0), existe una funión inversa suave T−1(u, v) = (x, y)on

J(T−1) = J(T )−1 =
2W

2 + 2W + p2 + q2

(
1 + 1+q2

W
− pq

W

− pq
W

1 + 1+p2

W

)

=
2

2 + 2W + p2 + q2

(
W + 1 + q2 −pq

−pq W + 1 + p2

)Por supuesto, la matriz anterior por de�niión del jaobiano es
[
xu xv
yu yv

]Usaremos los álulos anteriores para mostrar que la siguiente parametri-zaión (en las oordenadas u, v desritas arriba)
x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), f(x(u, v), y(u, v)))es isoterma. Primero alulamos

xu =
2

2 + 2W + p2 + q2
(W + 1 + q2,−pq, p(W + 1 + q2) + q(−pq))y xu · xu = W 2

(1+W )2
. De forma análoga se puede mostrar que

xv =
2

2 + 2W + p2 + q2
(−pq,W + 1 + p2, p(−pq) + q(W + 1 + p2))y xv · xv = W 2

(1+W )2
Además también que xu · xv = 0. Así uno tiene que

xv · xv = xu · xu y xu · xv = 0. Por lo tanto, la parametrizaión x(u, v) esisoterma. �Observaión 2.13. Si S tiene una parametrizaión isoterma, sustituyendo
E = G y F = 0 en la de�niión de urvatura media,

H =
Eg − 2Ff +Ge

2(EG− F 2)
=
e+ g

2E
.Lema 2.14. No existen super�ies mínimas ompatas.



2.4 Funiones armónias y oordenadas isotermas 47Demostraión. Por observaión anterior si S es una super�ie mínimaentones H = 0 implia que e + g = 0 luego K ≤ 0. Utilizando el ontra-reíproo del teorema 1.40, si K ≤ 0 para todo p ∈ S entones S no esompata. �Como onseuenia de esto, una propiedad de super�ies mínimas es que
e = −g. Ahora podemos haer algunas observaiones aera de nuestra pa-rametrizaión isoterma X(u, v) en relaión on el operador de Laplae.Proposiión 2.15. Sea S una super�ie regular, si la parametrizaión X(u, v)de S es isoterma, entones Xuu +Xvv = (2EH)N .Demostraión. Como X es isoterma, 〈Xu,Xu〉 = 〈Xv,Xv〉 y 〈Xu,Xv〉 =
0. Derivando respeto de u la primera igualdad y respeto de v la segunda,obtenemos:

〈Xuu,Xu〉 = 〈Xvu,Xv〉y
〈Xuv,Xv〉 = −〈Xu,Xvv〉,de donde deduimos que 〈Xuu + Xvv,Xu〉 = 0. Análogamente se demuestraque 〈Xuu+Xvv,Xv〉 = 0. Lo que estamos diiendo es, que el vetor Xuu+Xvves ortogonal a la base {Xu,Xv} = 0, lo que nos asegura que se enuentra enla direión del normal N a la super�ie. Luego Xuu + Xvv = λN . Hallemosel valor de λ, un senillo álulo nos permite probar que

λ = λ〈N,N〉 = 〈λN,N〉 = 〈Xuu +Xvv, N〉 = e+ g.Por otro lado, omo E = G y F = 0, la urvatura media se redue a unaexpresión muho más senilla
H =

e+ g

2E
,en onseuenia, λ = e + g = 2EH que es lo que deseábamos. �A partir de esta proposiión, podemos deduir una araterizaión parauna super�ie mínima utilizando la armoniidad de las funiones omponentede su parametrizaión isoterma, el ual también será importante para laonstruión de la representaión de Weierstrass- Enneper.



48 Super�ies MínimasCorolario 2.16. Una super�ie M : x(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)),on oordenadas isotermas es mínima si y solo si x1, x2 y x3 son funionesarmónias.Demostraión. Si M es mínima, entones H = 0, entones ∆x =
(2EH) ~N = 0, entones x1, x2 y x3 son armónias. Ahora si x1, x2, x3 sonarmónias , entones ∆x = 0, entones (2EH) ~N = 0. Ahora bien, omo ~Nes el vetor unitario, entones ~N 6= 0 y además E = xu · xu = |xu|2 6= 0. Así,
H = 0, entones M es mínima. �Por lo tanto, una super�ie S es mínima si, y solo si, Xuu+Xvv = 0, parauna parametrizaión isoterma X(u, v) de S que, sabemos, siempre existe.2.5. Teoremas de análisis omplejoLa representaión de Weierstras-Enneper no sólo depende de oneptosde geometrías diferenial, sino que también tenemos que entender algunosoneptos del análisis omplejo, las de�niiones y proposiiones aquí dadaspueden verse de forma más detallada en [1℄.De�niión 2.17. Sea Ω ⊆ C un onjunto abierto y z0 ∈ Ω. Una transfor-maión f : Ω → C es difereniable en z0 si ĺım

h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
existe.Si f es difereniable en ada punto de Ω, deimos que f es analítia (oequivalentemente holomorfa) en Ω.De�niión 2.18. Una transformaión que es holomorfa en todo el planoomplejo es llamada entera.Proposiión 2.19. Si una funión on valores omplejos f(x, y) = u(x, y)+

v(x, y) es holomorfa entones satisfae las euaiones de Cauhy-Riemann
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
(2.16)Inversamente, si u(x, y), v(x, y) ∈ C1 satisfaen 2.16 en un abierto, entones

f = u+ iv es holomorfa.



2.5 Teoremas de análisis omplejo 49La euaión 2.16 la podemos esribir en una forma más resumida
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
f = 0.la ual usaremos más tarde para la demostraión de algunos resultados.Teorema 2.20. (Liouville)4 Cualquier funión entera y aotada debe redu-irse a una onstante.Observaión 2.21. Sea f : C → C; f = u+ iv una funión entera on parteimaginaria negativa en todo C, es deir; v < 0, entones −if = −iu+ v, portanto −if tiene parte real negativa. A�rmaión f es onstante. En efeto, seonsidera la funión g(z) = e−if además

|g(z)| = ev ≤ e0 < 1,por lo tanto g(z) es entera y aotada. Apliando el teorema de Llioville setiene que g(z) es onstante, es deir; g(z) = c para todo z (log(g(z)) = −if =
log(c) = cte). Además 0 = g′(z) = −if ′(z)− ie−if(z) = −f ′(z)e−if(z), lo ualimplia que f ′(z) = 0 para todo z, por lo tanto f es onstante en C. Así,el Teorema de Liouville nos die de este modo que, ualquier funión enteraon parte imaginaria negativa es onstante.De�niión 2.22. (Funiones holomorfas en el álulo de Wirtinger)Introduiendo variables omplejas z = u + iv donde u, v ∈ R y su onju-gado z̄ = u− iv, podemos esribir u = z+z̄

2
y v = z−z̄

2i
.Existe una de�niión alternativa para funiones holomorfas, basada enel llamado Cálulo de Wirtinger. Este álulo onsidera dos operadoresdifereniales ∂

∂z
y ∂

∂z̄
para funiones difereniables f : C → C, z 7→ f(z) =

f(u, v), estas derivadas de Wirtinger son de�nidas omo:
∂f

∂z
(z) :=

1

2
(
∂f

∂u
(u, v)− i

∂f

∂v
(u, v)),

∂f

∂z̄
(z) :=

1

2
(
∂f

∂u
(u, v) + i

∂f

∂v
(u, v)).4Joseph Liouville matemátio Franés, que anunió 2.20 en una Nota en la ComptesRendus de 1, Aadémie des Sienses (París, el 9 de Diiembre, 1844) [4℄ pág. 63.



50 Super�ies MínimasLo anterior es introduido ya que uando se trata de una funión omplejadigamos f(u, v) al pensar en un ambio de variables de (u, v) a (z, z̄), donde
z = u + iv. Uno neesita saber ómo se transforman sus derivadas on elambio de variable y uno enuentra que:

∂

∂u
=

∂z

∂u

∂

∂z
+
∂z̄

∂u

∂

∂z̄

=
∂

∂z
+

∂

∂z̄
∂

∂v
=

∂z

∂v

∂

∂z
+
∂z̄

∂v

∂

∂z̄

= i

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
.Resolviendo para (∂/∂z, ∂/∂z̄), enontramos las expresiones usuales paralas derivadas de Wirtinger. Observe que:

∂z

∂z
=
∂z̄

∂z̄
= 1 y ∂z̄

∂z
=
∂z̄

∂z̄
= 0.En onseuenia es fáil alular ∂/∂z y ∂/∂z̄, para todo polinomio, todafunión raional, es deir; de la forma f(z) = P(z)/Q(z) donde P(z) y Q(z)son polinomios no nulos y varias funiones más de z y z̄, por los que lasderivadas de Wirtinger satisfaen las mismas reglas de suma, produto yregla de la adena omo las derivadas ∂/∂u y ∂/∂v:

∂

∂z
(z5 + 3z2z̄) = 5z4 + 6zz̄ y ∂

∂z̄
(z5 + 3z2z̄) = 3z2,

∂

∂z
(exp(z)) = exp(z) y ∂

∂z̄
(exp(z)) = 0.La derivada de ∂/∂z̄, tiene la importante propiedad que si

∂

∂z̄
f(z, z̄) = 0,entones f satisfae las euaiones de Cauhy-Riemann y así f es holomorfa(yasí analítia). Esto es senillo para veri�ar pero los álulos los haremosdespués ya que estos oneptos nos serán de grán utilidad en la ontruiónde la representaión de Weierstrass-Enneper. Note que lo anterior nos dá



2.5 Teoremas de análisis omplejo 51una buena intuiión, a grandes rasgos, si f no es funión de z̄, entones f esholomorfa.En analogía funiones f : C → C on ∂f
∂z

= 0 para z ∈ C se llamanfuniones no holomorfas o (antiholomorfas).En base a lo anterior veámos un resultado de Sherk: el ual die que esposible enontrar una familia uniparamétria de deformaiones isométrias,mediante super�ies mínimas, del helioide al atenoide que revisaremos aontinuaión.Proposiión 2.23. Sea S, S super�ies mínimas onjugadas y x, x sus pa-rametrizaiones isotermas respetivamente. Entones, la super�ie parame-trizada por Zt(u, v) = cos(t)x(u, v)+sin(t)x(u, v) es mínima para todo t ∈ R.Además, todas las super�ies de esta familia tienen la misma primera formafundamental.Demostraión. Como S, S son super�ies mínimas onjugadas, tenemosque, para las parametrizaiones x, x, se umple que xu = xv y xv = −xu, ade-más, las derivadas pariales de la parametrizaión Zt(u, v) = cos(t)x(u, v) +
sin(t)x(u, v) son

(Zt)u = cos(t)xu + sin(t)xu = cos(t)xu − sin(t)xv,y
(Zt)v = cos(t)xv + sin(t)xv = cos(t)xv + sin(t)xu;entones, utilizando que x y x son isotermas, se obtiene que los oe�ientesde su primera forma fundamental son:

Et = cos2(t)E + sin2(t)G = E,

Gt = cos2(t)G+ sin2(t)E = E,y
Ft = cos(t) sin(t)(E −G) = 0.Luego todas las super�ies Zt(u, v) tienen la misma primera forma funda-mental por lo tanto por 1.43, todas son loalmente isométrias, siendo para-metrizaiones isotermas. Además, (Zt)uu = cos(t)xuu − sin(t)xuv y (Zt)vv =

cos(t)xvv + sin(t)xuv. Entones,
(Zt)uu + (Zt)vv = cos(t)(xuu + xvv) = 0,



52 Super�ies Mínimaspues S es una super�ie mínima y x es isoterma. Así, hemos demostradoque Zt es una parametrizaión que veri�a (Zt)uu + (Zt)vv = 0; por lo tantopodemos onluir que la super�ie parametrizada por Zt(u, v) es mínima. �El siguiente orolario es onseuenia inmediata de la proposiión ante-rior.Corolario 2.24. Dos super�ies mínimas onjugadas pueden (unirse) siem-pre, mediante una familia uniparamétria de super�ies mínimas todas ellasloalmente isométrias entre sí.El no es difíil ver que el helioide y atenoide son super�ies mínimasonjugadas. Por lo tanto, la familia Zt(u, v) = cos(t)x(u, v)+sin(t)x(u, v) nosda la familia uniparamétria busada de deformaiones isométrias, mediantesuper�ies mínimas, entre ambas super�ies. En este aso
Zt(u, v) = cos t(sinh v sin u,− sinh v cosu, u)+sin t(cosh v cosu, cosh v sin u, v)para 0 ≤ t ≤ π/2Veamos una ilustraión de tal deformaión:
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Figura 2.6: Deformaión isométria del Helioide en el Ca-tenoide.2.5.1. Ceros, polos y singularidades aisladasDe�niión 2.25. Un número omplejo a es un ero de una funión holo-morfa si f(a) = 0.En base a esta de�niión se tienen los siguientes resultados uyas demos-traiones se omiten.Teorema 2.26. Sea f una funión holomorfa en una región 5 Ω, si a ∈ Ωes una ero de f no es identiamente nula en Ω entones existe un entorno
U ⊆ Ω de a y una funión g holomorfa en U y no nula en ningún punto de
U y un número natural n tal que

f(z) = (z − a)ng(z), z ∈ U.5A los subonjuntos Ω ⊆ C que sean abiertos y onexos se les onoe omo región.



54 Super�ies Mínimas
n está determinado de manera únia y se llama el orden del ero a.También deimos que n es la multipliidad del ero. Los eros de orden 1se dien simples.Una pregunta peuliar sería ¾el orden del ero puede ser in�nito?, puesresulta que no.Teorema 2.27. Si una funión holomorfa tiene un ero de orden in�nito,entones se anula en toda una veindad del ero.Este resultado se sigue del teorema de Taylor para funiones holomorfas.Proposiión 2.28. Si f es un a funión holomorfa en una región Ω y es nonula en Ω, entones los eros de f son aislados.De�niión 2.29. Una puntos a ∈ C se die que es una singularidad de fsi f o bien no está de�nida en z0 = a, o bien está de�nida y no es analítiaen ningún entorno U de a(por ejemplo si es disontinua en a).Sea f holomorfa en el abierto Ω, deimos que a es una singularidadaislada de f si existe un entorno U de a tal que U\{a} ⊆ Ω.En onseuenia si los eros de una funión holomorfa son aislados, lospolos también.En la situaión anterior deimos que U\{a} es un entorno reduido de
a. Llamamos a a una singularidad removible si podemos de�nir f(a)adeuadamente de modo que f(z) sea analítia en todo el diso |z − a| < δ,para abundar más sobre esto, véase [1℄ pág. 124.De�niión 2.30. Deimos que una singularidad aislada a de f es un polode f si existe un entorno U de a tal que la funión g de�nida en U por
g(z) = 1

f(z)
si z ∈ U on z 6= a y g(a) = 0 es analítia en U . El orden delero a de g se denomina entones orden del polo a de f .Teorema 2.31. Si f tiene un polo en a ∈ Ω, entones existe un entorno Ude a, una funión holomorfa h no nula en U y un únio número natural ntal que

f(z) = (z − a)−nh(z).El número natural n se denomina el orden del polo. Si n = 1 deimos queel polo es simple.



2.6 Transformaiones onformes 55De�niión 2.32. Una funión ompleja g(z) es meromorfa en una regióndigamos Ω si es holomorfa en ualquier parte de la región exepto en singu-laridades aisladas y todas estas singularidades son polos.Equivalentemente, para ualquier a ∈ Ω o bien existe una veindad |z −
a| < δ donde la funión es analítia, o f(z) es analítia en 0 < |z − a| < δy a es un polo. Lo que signi�a que los polos de una funión meromorfa sonaislados por de�niión.Ejemplo 2.33. ⋄ El oiente f(z)/g(z) de dos funiones holomorfas nonulas es una funión meromorfa en Ω. Los posibles polos aquí son loseros de g, pero un ero omún de f y g podría ser una singularidadevitable (por ejemplo f(z) = z2−1

z+1
).Del mismo modo, la suma, produto y oiente de funiones meromorfasson nuevamente meromór�a.

⋄ En partiular una funión raional es meromorfa en el plano omple-jo. Además para una funión raional, ∞ es o bien una singularidadevitable, o bien un polo.2.6. Transformaiones onformesDurante muho años, uno de los problemas más atrativos para los geó-metras estaba relaionado diretamente on la Cartografía, es deir, la re-presentaión de una región R del globo terráqueo (pensado omo la esferaunitaria ) en una super�ie plana (un mapa). En prinipio se busaba unatransformaión φ : R ⊆ S2 → R2 que preservara distanias, es deir unaisometría lo ual es ruial para la navegaión marítima.Aunque algunos historiadores de las matemátias sostienen que Tolomeofue el primero en onebir una representaión onforme de la super�ie te-rrestre sobre un plano, todo esto iniia más preisamente on Hipparhus(Hiparo) fundador de la Geografía y de la Astronomía, quien vivió en elsiglo II a.., tres siglos antes que Tolomeo, seguramente Tolomeo fue inspira-do ampliamente on los trabajos de Hiparo y en algunos asos no se lograndistinguir las aportaiones de ambos.Del prinipio de los tiempos modernos alrededor de 1500. Sin pretendermenionar a todos los que han ontribuido signi�ativamente al asunto, esposible a�rmar que las ideas de Nuñez, Merator, Lambert, Euler y Lagrange



56 Super�ies Mínimassobre navegaión y, más onretamente, sobre la elaboraión de mapas planosde la super�ie del globo terrestre se hallan en el núleo de nuestros onoi-mientos modernos aera de las transformaiones onformes. La importaniade estas transformaiones es de preservar ángulos entre urvas y orientaión,que nos será until más adelante.Reordemos que la transformaión de Gauss de una super�ie S on pa-rametrizaión x(u, v) es una transformaión de la super�ie S a S2 ∈ R3,la ual denotaremos por G : S → S2 el ual envía ada p ∈ S, al vetornormal unitario Np. En términos de la parametrizaión, podemos esribir
G(x(u, v)) = N(u, v) y, para una veindad de S, pensar en N(u, v) omouna parametrizaión de una parte de la esfera S2. También hay una trans-formaión lineal induida de planos tangentes dado, por la base {xu, xv}, por
G∗(xu) = Nu y G∗(xv) = Nv. Para entender esto, tenga en uenta lo siguien-te, Un vetor tangente en S es el vetor de veloidad de alguna urva en S,así que tomando N sólo a lo largo de la urva, se rea una nueva urva enla esfera S2. El vetor tangente de la nueva urva esféria es entones, porde�niión, la imagen bajo G∗ ver [[14℄ pág. 77.℄ de vetor tangente de la urvaoriginal. Apliando este razonamiento a las urvas paramétrias, vemos que
G∗(xu) = Nu y G∗(xv) = Nv.Pero hay algo aún más espeial en la transformaión de Gauss de unasuper�ie mínima. Con el �n de exponer el resultado, tenemos que reordarque una transformaión lineal, en el aso en que las super�ies en uestiónsean el plano eulidiano tenemos T : R2 → R

2 es onforme si, para ρ > 0�jo se tiene que
T (x) · T (y) = ρ2x · y,para todos los vetores x, y ∈ R2. Si tenemos que T transforma el planoomplejo en si mismo, para la onformidad de T en un punto p del plano,basta on que la derivada de T en ese punto sea diferente de ero. Veamos lasiguienteProposiión 2.34. T es onforme si y solo si, para ada base {v1, v2} de

R2, |T (v1)| = ρ|v1|, |T (v2)| = ρ|v2| y T (v1) · T (v2) = ρ2v1 · v2 para ρ > 0.Demostraión. La transformaión (⇒) se sigue de manera inmediata dela de�niión de que T es onforme. Para la transformaión (⇐), esribamos
x = av1 + bv2 y y = cv1 + dv2 on x · y = ac|v1|2 + (bc + ad)v1 · v2 + bd|v2|2.La linealidad de T nos da T (x) = aT (v1) + bT (v2) y T (y) = cT (v1) + dT (v2)



2.6 Transformaiones onformes 57on
T (x) · T (y) = ac|T (v1)|2 + (bc+ ad)T (v1) · T (v2) + bd|T (v2)|2

= acρ2|v1|2 + (bc+ ad)ρ2v1 · v2 + bdρ2|v2|2

= ρ2x · y.

�A las isometrías loales por de�niión preservan la longitud de urvas, y enanalogía las transformaiónes onformes se de�niran aquellas que preservanlos ángulos y orintaión entre urvas.De�niión 2.35. Un difeomor�smo ϕ : S → Ŝ es una transformaiónonforme si para todo p ∈ S, v, w ∈ TpS se tiene que
〈dϕp

(v1), dϕp
(v2)〉 = ρ2(p)〈v, w〉p,donde ρ2 es una transformaión difereniable no nula sobre S; se die enton-es que las super�ies S y Ŝ son onformes.Cuando ϕ es una transformaión de una super�ie a otra, ϕ se die on-forme uando la transformaión induida sobre vetores tangentes ϕ∗ es on-forme para ada punto de S. En tal aso, el fator ρ varía de un punto a otroy es, por lo tanto, una transformaión de los parámetros de super�ie u y v.Luego, esribimos ρ(u, v) y se llama el fator esalar . Sin embargo, en adaplano tangente, ρ es onstante.Ejemplo 2.36. (La transformaión de Gauss para el Helioide) Considere-mos el Helioide x(u, v) = (u cos v, u sin v, v). Vamos a alular G∗(xu) = Nuy G∗(xv) = Nv.En efeto, tenemos que

xu = (cos v, sin v, 0), xv = (−u sin v, u cos v, 1)on xu ·xv = 0, |xu| = 1 y |xv| =
√
1 + u2. Así, el vetor normal unitario estádado por

N =
(sin v,− cos v, u)√

1 + u2
.Tomando las derivadas pariales de N respeto de u y v, tenemos

Nu =
(−u sin v, u cos v, 1)

(1 + u2)3/2
, Nv =

(cos v, sin v, 0)√
1 + u2

.
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|Nu| = Nu ·Nu =

1

1 + u2
=

1

1 + u2
|xu|,y

|Nv| = Nv ·Nv =
1√

1 + u2
=

1

1 + u2
|xv|.Y, por supuesto G∗(xu) · G∗(xv) = Nu · Nv = 0. Lo que neesitábamospara que la transformaión de Gauss sea onforme, uyo fator esalar es

ρ(u, v) = 1
(1+u2)

.El ejemplo anterir no es solamente un aso aislado, omo muestra el si-guiente resultado.Proposiión 2.37. Sea S una super�ie mínima on parametrizaión isoter-ma x(u, v). Entones la transformaión de Gauss de S es una transformaiónonformeDemostraión. Por 2.34 lo que neesitamos probar es que |G∗(xu)| =
ρ(u, v)|xu|, |G∗(xv)| = ρ(u, v)|xv| y G∗(xu) · G∗(xv) = ρ2(u, v)xu · xv. Enefeto, omo la parametrizaión es isoterma tenemos que E = G y F = 0,obteniendo que H = (e+g)

2E
, por otro lado

G∗(xu) = Nu = − e

E
xu −

f

E
xv, por 1.10

G∗(xv) = Nv = − f

E
xu −

g

E
xv. por 1.11Usando oordenadas isotermas y tomando el produto punto tenemos:

|Nu|2 =
1

E
[e2 + f 2], |Nv|2 =

1

E
[f 2 + g2]

Nu ·Nv =
f

E
[e + g]Pero omo S es mínima, H = 0, esto es, e + g = 0 entones e = −g.Obteniendo así,

|Nu|2 =
1

E
[e2 + f 2] = |Nv|2 y Nu ·Nv = 0.



2.6 Transformaiones onformes 59Como |xu| =
√
E = |xv| y xu ·xv = 0, entones la transformaiónde Gausses onforme de auerdo a la proposiión 2.34, on fator esalar√e2 + f 2/E

� Ahora, veamos que el siguiente resultado muestra que la onformidad dela transformaión de Gauss hae una araterizaión en super�ies mínimas.Proposiión 2.38. Sea S una super�ie on parametrizaión x(u, v) uyatransformaión de Gauss N : S → S2 es onforme. Entones una y sólo unade las siguientes a�rmaiones es ierta: S es parte de la esfera S2 o bien Ses una super�ie mínima.Demostraión. Como en los apartados anteriores desarrollamos fórmu-las para super�ies on F = 0, asumimos que x(u, v) también umple estapropiedad. Como tenemos que la transformaión de Gauss es onforme y
F = xv · xv = 0, por onformidad de N tenemos que Nu · Nv = 0. usandolas fórmulas 1.10 y 1.11 obtenemos que f(Ge + Eg) = 0. Por lo tanto ada
f = 0 (en ada punto) ó Ge + Eg = 0 (igualmente en todas partes). Como
F = 0, si pasa la última igualdad, lo que nos estaría diiendo es que H = 0y se trataría, omo ya sabemos, de una super�ie mínima. Supongamos queno se umple la segunda ondiión, es deir, que la super�ie no es mínimay f debe ser ero. Usando éste heho que f = 0 de nuevo por las fórmulasde aeleraión 1.10 y 1.11 y onformidad tenemos

e2

E
= Nu ·Nu = ρ2E,

g2

G
= Nv ·Nv = ρ2G.Despejando ρ2, tenemos que

e2

E2
= ρ2 =

g2

G2
⇒ e

E
= ± g

G
.Supongamos que e

E
= − g

G
. Entones Ge = −Eg ⇒ Ge + Eg = 0, loual muestra de nuevo que H = 0 y así S es una super�ie mínima. Ahorasupongamos que e

E
= g

G
en todo punto de S y denotemos éste valor omúnpor k. Como f = 0, otra ves por 1.10 y 1.11 nos die que Nu = −kxu y

Nv = −kxv. Esto muestra que, en ada punto de S, los vetores tangentes
xu y xv son vetores propios del operador forma. Los valores propios aso-iados on los vetores propios del operador de forma son onoidos omolas urvaturas prinipales máximas y mínimas en un punto. Por la situaión



60 Super�ies Mínimasde arriba ambos valores propios son igual a k, por 1.33 todas las urvaturasprinipales en un punto son onstantes . Por lo tanto ualquier punto en Ses un punto umbilial. Pero omo sabemos por 1.39 la únia super�ie noplanar que umple esto, es la esfera. �Como se tiene la existenia de oordenadas isotermas para ualquier su-per�ie mínima regular S, es laro que S es loalmente onforme a un plano,además por resultado de variable ompleja toda transformaión onformepreserva ángulos por ende las oordenadas isotermas también preservan án-gulos, ésta es nuestra primera onexión entre geometría diferenial y aná-lisis omplejo. Ahora, si una super�ie mínima puede ser representada poroordenadas isotermas, ¾podría también ser representada por una funiónholomorfa?
2.7. Construión de la representaión W.E.Con la informaión que tenemos sobre super�ies mínimas, oordenadasisotermas, funiones armónias y funiones holomorfas así omo también me-romorfas, podemos onstruir la representaión de Weiertrass- Enneper parasuper�ies mínimas. En primer lugar sería bueno realizar un ejemplo.
Ejemplo 2.39. Super�ie de Enneper 6La parametrizaión más omún para la super�ie de Enneper es

x(u, v) = (u− 1

3
u3 + uv2,−v − u2v +

1

3
v3, u2 − v2)6La super�ie de Enneper fue desubierta en 1864 por Alfred Enneper. Oho añosdespués de su Dotorado, bajo la supervisión de Dirihlet en Göttingen, donde Ennepervivió toda su vida, de estudiante a profesor extraordinario.
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-5

0

5

-505

-4

-2

0

2

4Figura 2.7: Super�ie de Enneper.Primero veamos que es una parametrizaión isoterma.
xu = (1− u2 + v2,−2uv, 2u)

xv = (2uv,−1− u2 + v2,−2v)

E = xu · xu = (1 + 2u2 + 2v2 + 2u2v2 + u4 + v4)

G = xv · xv = (1 + 2u2 + 2v2 + 2u2v2 + u4 + v4)

F = xu · xv = 2uv(1− u2 + v2)− 2uv(−1− u2 + v2)− 4uv = 0Como E = G y F = 0, x(u, v) es isoterma.Sea z = u+ iv y φ = xu − ixv. Entones
φ = (1− u2 + v2 − i2uv,−2uv − i(−1− u2 + v2), 2u+ i2v)

= (1− (u+ iv)2, i(1 + (u+ iv)2), 2(u+ iv)) = (1− z2, i(1 + z2), 2z).Note que φ1(z) = 1−z2,φ2(z) = i(1+z2) y φ3(z) = 2z son todas holomorfas,así la super�ie de Enneper puede ser representada por funiones holomorfas.Como vimos, la super�ie de Enneper ofree un ejemplo de omo una su-per�ie mínima puede ser representada por funiones holomorfas. Pero ahoranuestro objetivo es generalizar a todas las super�ies mínimas.



62 Super�ies Mínimas2.7.1. De parametrizaiones isotermas a funiones ho-lomorfasSea S una super�ie mínima desrita por una parametrizaión isoterma
x(u, v).Sea z = u+iv, tenemos que ∂

∂z
= 1

2
( ∂
∂u
−i ∂

∂v
), z̄ = u−iv y ∂

∂z̄
= 1

2
( ∂
∂u
+i ∂

∂v
).Note que, z + z̄ = 2u y z − z̄ = i2v, así

u =
z + z̄

2

v =
z − z̄

2iEsto signi�a que x(u, v) : R2 → R
3, puede esribirse omo

x(z, z̄) = (x1(z, z̄), x2(z, z̄), x3(z, z̄)).

Consideraremos xi(z, z̄) : C2 → C3 omo una funión on valores om-plejos la ual puede llegar a tomar valores reales y la derivada de la j-ésimaomponente es
xjz =

∂xj

∂z
=

1

2
(xju − ixjv).De�namos

φ =
∂x

∂z
= (x1z, x

2
z, x

3
z), (2.17)De ahora en adelante usaremos la siguiente notaión

(φ)2 = (x1z)
2 + (x2z)

2 + (x3z)
2,y

|φ|2 = |x1z|2 + |x2z|2 + |x3z|2;donde |z| =
√
u2 + v2 es el módulo de z.



2.7 Construión de la representaión W.E. 63Entones (φj)2 = (xjz)
2 = (1

2
(xju − ixjv))

2 = 1
4
((xju)

2 − (xjv)
2 − 2ixjux

j
v), así

(φ)2 =
1

4
(

3∑

j=1

((xju)
2 − (xjv)

2 − 2ixjux
j
v))

=
1

4
(|xu|2 − |xv|2 − 2ixu · xv)

=
1

4
(E −G− 2iF ).Observaión 2.40. Como x es isoterma, (φ)2 = 1

4
(E − E) = 0. Inversa-mente, si (φ)2 = 0 sus omponentes real e imaginario deben ser ero, por lotanto E = G y F = 0. Entones, si (φ)2 = 0, entones la parametrizaióndebe ser isoterma.Con un análisis prátiamente análogo también podemos ver que

|φ|2 = E

2
6= 0. (2.18)Ahora veremos algunos resultados que nos llevarán a la relaión de su-per�ies mínimas on funiones holomorfas.Lema 2.41. ∂

∂z̄
(∂x
∂z
) = 1

4
∆x.Demostraión.

∂

∂z̄
(
∂x

∂z
) =

∂

∂z̄
(
1

2
(
∂x

∂u
− i

∂x

∂v
))

=
1

2
(
1

2
(
∂

∂u
(
∂x

∂u
− i

∂x

∂v
) + i

∂

∂v
(
∂x

∂u
− i

∂x

∂v
)))

=
1

4
(
∂2x

∂u2
− i

∂x

∂u

∂x

∂v
+ i

∂x

∂u

∂x

∂v
+
∂2x

∂v2
)

=
1

4
(
∂2x

∂u2
+
∂2x

∂v2
)

=
1

4
∆x.

�Lema 2.42. La funión f es analítia si y solo si ∂f
∂z̄

= 0.



64 Super�ies MínimasDemostraión. Sea z = u + iv, y denotemos a f(u, v) omo la funiónompleja f(z) = a(z) + ib(z). Calulando las derivadas pariales omplejas,tenemos
∂f

∂z̄
=

1

2
(fu + ifv)

=
1

2
([au + ibu] + i[av + ibv])

=
1

2
([au − bv] + i[av + bu]).De aquí que ∂f

∂z̄
= 0 si y sólo si au − bv = 0 y av − bu = 0, esto es, uando seumplen las euaiones de Cauhy-Riemann. �Con estos resultados podemos demostrar el siguiente teorema.Teorema 2.43. Supongamos que S es una super�ie on una parametriza-ión x. Sea φ = ∂x
∂z

y suponga que (φ)2 = 0 (es deir x es isoterma). Entones
M es mínima si y solo si ada φj es holomorfa.Demostraión. Si S es mínima, entones, por orolario 2.16, xj es armó-nia para j ∈ {1, 2, 3}. xj armónia implia que ∆x = 0 entones 1

4
∆x = 0 deahí que ∂

∂z̄
(∂x
∂z
) = 0 por lema 2.42, entones ∂φ

∂z̄
= 0. Por el teorema de análisisomplejo , omo ∂

∂z̄
(∂x
∂z
) = 0, (φj) es holomorfa. Por otro lado si (φj) es ho-lomorfa, entones ∂φ

∂z̄
= 0 entones ∂

∂z̄
(∂x
∂z
) = 1

4
∆x = 0 entones ∆x = 0 estoimplia que xj es armónia, pero xj es armónia implia que M es mínima.

�Observaión 2.44. El resultado anterior die que ualquier super�ie míni-ma puede ser desrito en ada uno de sus puntos por una tripleta de funionesholomorfas φ = (φ1, φ2, φ3) on (φ)2 = 0. Ahora, dada (φ) , ¾ómo es la para-metrizaión isoterma x para onstruir S?. El siguiente orolario del teorema2.43 muestra que las omponentes de (φ) se pueden integrar para obtener lasomponentes de x.Corolario 2.45. xj(z, z̄) = cj + 2Re(
∫
φjdz).Demostraión. z = u+ iv entones dz = du+ idv

φjdz = 1
2
(xju − xjv)(du+ idv) = 1

2
((xjudu+ ixjvdv) + i(xjudv − xjvdu))

φ̄jdz̄ = 1
2
(xju + xjv)(du− idv) = 1

2
((xjudu+ xjvdv)− i(xjudv − xjvdu))



2.7 Construión de la representaión W.E. 65Entones tenemos que dxj = ∂xj

∂z
dz + ∂xj

∂z̄
dz̄ = φjdz + φ̄jdz̄ = 1

2
(xjudu +

xjvdv) +
1
2
(xjudu + xjvdv) = (xjudu + xjvdv) = 2Re(φjdz) entones xj =

2Re(
∫
φjdz) + cj . �Ahora sabemos onstruir x si tenemos (φ), pero¾ómo es (φ) para super�ies mínimas generales?Lo que neesitamos es que ada omponente de φj sea holomorfa y (φ)2 =

0. Una bonita manera de onstruir (φ) es omo sigue.Supongamos que φ1 6= iφ2. Sea f = φ1 − iφ2 y g = φ3

(φ1−iφ2)Como x es isoterma tenemos que
(φ1)2 + (φ2)2 + (φ3)2 = 0,entones

(φ1 + iφ2)(φ1 − iφ2) = −(φ3)2. (2.19)Fatorizando y simpli�ando tenemos que
(φ1 + iφ2)(φ1 − iφ2) = −(φ3)2

(φ1 + iφ2) =
−(φ3)2

(φ1 − iφ2)

φ1 + iφ2 = −fg2.Así, usando
f = φ1 − iφ2, g =

φ3

(φ1 − iφ2)
y fg2 =

(φ3)2

(φ1 − iφ2)
, (2.20)resolvemos para φ1, φ2 y φ3.

φ1 =
1

2
f(1− g2), φ2 =

i

2
f(1 + g2), φ3 = fg.Note que f de�nida así, es analítia y g meromorfa. A demás, fg2 esanalítia ya que fg2 = −(φ1 + iφ2).Entones φ1, φ2 y φ3 son holomorfas y
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(φ)2 =

1

4
f 2(1− g2)2 − 1

4
f 2(1 + g2)2 + f 2g2 = 0. (2.21)En el aso uando φ1 = iφ2, es deir, φ1 − iφ2 = 0, note que 0 =

(φ1 + iφ2)(φ1 − iφ2) = −(φ3)2, ya sea f o g deben ser ero (o ambas).Ahora, tenemos todo lo que neesitamos para entender las Representaiónde Weierstrass-Enneper para super�ies mínimas.La Representaión de Weierstrass-Enneper para super�ies mínimasTeorema 2.46. La Representaión de Weierstrass-Enneper I. Si f esholomorfa en un dominio D, g es meromorfa en D, y fg2 es holomorfa en D,entones una super�ie mínima es de�nida por x(z, z̄) = (x1(z, z̄), x2(z, z̄), x3(z, z̄)),donde
x1(z, z̄) = Re(

∫
f(1− g2)dz)

x2(z, z̄) = Re(

∫
if(1 + g2)dz)

x3(z, z̄) = Re(

∫
2fgdz).En el ejemplo de las super�ie de Enneper, neesitamos que f = 1 y

g = z. Entones φ = (1− z2, i(1 + z2), 2z) = (f(1− g2), if(1 + g2), 2fg).Otra, manera de esribir 2.46 es usando sólo una funión holomorfa que esuna omposiión de funiones. Si g es holomorfa on g−1 holomorfa, entonessea τ = g, lo ual signi�a que dτ
dz

= dg
dz
, así dτ = dg. De�namos F (τ) =

f/dg
dz

= f dz
dg
. Entones F (τ)dτ = f(dz

dg
)(dg) = fdz, sustituyendo τ por g y

F (τ)dτ por fdz en 2.46, obtenemos la siguiente versión de 2.46.Teorema 2.47. La Representaión de Weierstrass-Enneper II. Paraualquier funión holomorfa F (τ), una super�ie mínima es de�nida por
x(z, z̄) = (x1(z, z̄), x2(z, z̄), x3(z, z̄)), donde

x1(z, z̄) = Re(

∫
(1− τ 2)F (τ)dz)

x2(z, z̄) = Re(

∫
i(1 + τ 2)F (τ)dz)
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x3(z, z̄) = Re(

∫
2τF (τ)dz).Note que

φ =

(
1

2
(1− τ 2)F (τ),

i

2
(1 + τ 2)F (τ), τF (τ)

)
.Un buen ejemplo del uso del teorema 2.47 es el helioide.El helioideUn helioide puede ser obtenido de F (τ) = i

2τ2
donde τ = ez. Note que

τ = ez, τ−1 = Log(z), y F (ez) = i
2e2z

son todas holomorfas en el dominiode Log(z). Tenemos que usar Log(z) en lugar de log(z) porque Log(z) es larama prinipal de log y ramas de log son holomorfas, pero log no lo es. Ahoraalulemos x(u, v) omo sigue:
x1 = Re(

∫
(1− τ 2)

i

2τ 2
dτ)

= Re(
−i
2τ

− i

2
τ)

= Re(
−i
2
(e−z + ez))

= Re(
−i
2
(e−(u+iv) + eu+iv))

= Re(
−i
2
(e−u(cos(−v) + i sin(−v)) + eu(cos(v) + i sin(v))))

= Re(
−i
2
e−u cos(−v) + 1

2
e−u sin(−v)− i

2
eu cos(v) +

1

2
eu sin(v))

=
1

2
e−u sin(−v) + 1

2
eu sin(v)
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x2 = Re(

∫
i(1 + τ 2)

i

2τ 2
dτ)

= Re(
1

2τ
− 1

2
τ)

= Re(
1

2
(e−z − ez))

= Re(
1

2
(e−(u+iv) − eu+iv))

= Re(
1

2
(e−u(cos(−v) + i sin(−v))− eu(cos(v) + i sin(v))))

= Re(
1

2
e−u cos(−v) + i

2
e−u sin(−v)− 1

2
eu cos(v) +

i

2
eu sin(v))

=
1

2
e−u cos(−v)− 1

2
eu cos(v)

x3 = Re(

∫
2τ(

i

2τ 2
)dτ)

= Re(iLog |τ |)
= Re(iLog |ez|)
= Re(iz)

= Re(i(u+ iv))

= Re(iu− v)

= −vAsí x(u, v) = (1
2
e−u sin(−v) + 1

2
eu sin(v), 1

2
(e−u cos(−v) − eu cos(v)),−v)es una paremetrizaión isoterma para el helioide.2.7.2. Puntos de rami�aiónEl teorema de Representaión de Weierstrass-Enneper es importante, por-que nos permite produir un ejemplo de una super�ie mínima de ualquierpar de funiones analítias f y g, y por otra parte haer grá�as de ellossiempre y uando podamos alular las integrales involuradas.De�niión 2.48. La super�ie mínima x tiene un punto de rami�ado en zsi xu(z) = xv(z) = 0 en z.



2.8 La proyeión estereográ�a 69Es deir, los puntos de rami�aión son los puntos de no-regularidaden x. Pero ahora, ¾qué haen los puntos de rami�aión sobre f y g en larepresentaión de Weierstrass-Enneper?.Primero, notemos que f es siempre analítia, pero g puede ser meromorfa.Como fg2 es también analítia, si g tiene polos, éstos se orresponden on loseros de f de al menos la mitad del orden de eros de g, para que las funionesomponente φi sean analítias. Para que la terera omponente de x(z) seaero, neesitamos que f y g sea ero, y para que la primera omponente seaero, fg2 también debe ser ero.Por lo tanto, los puntos de rami�aión de x son eros simultáneamentede f y fg2.Note que podemos de�nir f(z) = zm para algún entero m y g(z) = z enla representaión de Weierstrass-Enneper y produir ejemplos de super�iesmínimas on puntos de rami�aión.Los puntos de rami�aión han sido importantes en asi todos los tra-bajos sobre super�ies mínimas desde la soluión del problema de Plateau.Para ver más sobre este tema véase [[8℄, pág. 56.℄ y [19℄.El mapeo de Gauss de una super�ie mínima tiene una desripión diretaen términos de la representaión Weierstrass-Enneper. Para ver esto veámoslo siguiente:2.8. La proyeión estereográ�aLa proyeión entral desde el polo norte desrita en la siguiente �gurasugiere que el plano omplejo C podemos pensarlo omo S2, la esfera unitariaen R3 exluyendo el polo norte. De ahí que, de alguna forma, resulta naturalpensar que el polo norte orresponde a un punto ideal que representa alin�nito.
N

W

P



70 Super�ies Mínimasproyeión estereográ�a.De�niión 2.49. Los puntos del plano omplejo junto on ∞ forman elplano extendido, denotado por Ĉ = C ∪∞.Un modelo requerido muy omún para inluir el punto al in�nito, es laesfera unitaria S2, también onoida, omo esfera de Riemann.Para asoiar ada punto en el plano on un punto en S
2 usaremos ideasgeométrias: Centremos a S2 en el espaio tridimensional R3 y onsideremosel plano z = 0 omo C, ahora la línea que va de un punto P = (x1, x2, x3) ∈ S2al polo norte N = (0, 0, 1) ∈ S2 ruza C en un únio punto, para enontrardiho punto vamos a parametrizar y vamos a tener queSi t ∈ R es tal que [N + t(P −N)] ∈ C entones

[N + t(P −N)] ·N = 0,

1 + t(P −N) ·N = 0,

1 = t(1− x3),

⇒ t =
1

1− x3
.De donde, el punto asoiado a P es

N +
1

1− x3
(P −N)

= N +

(
x1

1− x3
,

x2
1− x3

,
x3 − 1

1− x3

)

=

(
x1

1− x3
,

x2
1− x3

, 0

)
. ver �gura anteriror .Así, para w ∈ C obtenemos que

w =
(

x1

1−x3
, x2

1−x3
, 0
)
= x1

1−x3
+ ix2

1−x3
= x1+ix2

1−x3No es difíil ver que la proyeión de P debe tener la direión de (x1, x2),además, por semejanza de triángulos obtenemos que
|w|
1

=

√
x21 + x22
1− x3



2.8 La proyeión estereográ�a 71Con base a esto, de�namos la funión
Ψ : S2\N → C omo
Ψ(x1, x2, x3) 7→

x1 + ix2
1− x3

.A�rmaión
Ψ de�nida así es una biyeión entre S2\N y C.Demostraión.
Ψ es inyetiva.Para demostrarlo, observemos que, si w = Ψ(x1, x2, x3)

|w|2 = |x1+ix2

1−x3
|2 = x2

1
+x2

2

(1−x3)2
= 1−x3

(1−x3)2
= 1+x3

1−x3
,(ya que (x1, x2, x3) ∈ S2 ⇒ x21 + x22 + x23 = 1). De ahí que

(1− x3)|w|2 = 1 + x3,

|w|2 − x3|w|2 = 1 + x3,

|w|2 = 1 + x3 + x3|w|2,
|w|2 − 1 = (1 + |w|2)x3,es deir:

x3 =
|w|2 − 1

1 + |w|2 . (2.22)También, w + w = 2x1

1−x3
, por lo que,

x1 =
(w + w)(1− x3)

2
por 2.22 =

w + w

2

(
1− |w|2 − 1

1 + |w|2
)

=
w + w

2

(
2

|w|2 + 1

)
=

w + w

|w|2 + 1
.De ahí que

x1 =
w + w

|w|2 + 1
. (2.23)



72 Super�ies MínimasDe forma análoga, w − w = 2ix2

1−x3
, entones

x2 =
w − w

i(|z|2 − 1)
. (2.24)Por lo tantoΨ es inyetiva, ya que w determina al punto P = (x1, x2, x3).Observe que

Φ(w) =

(
w + w

|w|2 + 1
,

w − w

i(|w|2 − 1)
,
|w|2 − 1

|w|2 + 1

)
,es inversa a la izquierda de Ψ.

Ψ es sobreyetiva.Dado w ∈ C, haiendo unos álulos, se puede ver que Φ(w) ∈ S2. Si
Φ(w) = ρ = (y1, y2, y3) y Ψ(ρ) = w′ usando las euaiones 2.22, 2.23 y2.24 tenemos

|w′| = 1 + y3
1− y3

= |w|,

2Rew′

|w′|2 + 1
= y1 =

2Rew

|w|2 + 1
,

2 Imw′

i(|w′|2 + 1)
= y1 =

2 Imw

i(|w|2 + 1)
.Por lo tanto,

Rew′ = Rew, Imw′ = Imw, es deir
w′ = wPor lo tanto Ψ es sobreyetiva y Φ es su inversa.

�Así, haiendo orresponder ∞ on (0, 0, 1) se obtuvo una biyeión entre
S2 y Ĉ. A tal biyeión se le onoe omo la proyeión estereográ�a.Aprovehando de que ya hemos introduido la proyeión estereográ�-a, veremos en seguida que la transformaión de Gauss de una super�iemínima tiene una desripión direta en términos de la representaión de



2.8 La proyeión estereográ�a 73Weierestrass-Enneper I, además esto será importante más adelante uandotratamos de entender si super�ies mínimas siempre minimizan área.De�namos una transformaión
St : S

2\N → R
2,y elijamos un punto

P = (cosu cos v, sin u cos v, sin v) ∈ S
2\N.Siguiendo la idea de la proyeión estereográ�a, la línea que une P y N estádada por

γ(t) = (0, 0, 1) + t(cosu cos v, sin u cos v, sin v − 1).La línea γ interseta a R2 uando la terera oordenada es ero. Esto ourreuando 1 + t(sin v − 1) = 0 o t = 1
sin v−1

. Por lo tanto
St(cosu cos v, sinu cos v, sin v) =

(
cosu cos v

1− sin v
,
sin u cos v

1− sin v
, 0

)
.Claramente, St es biyetiva, y en partiular un mapeo uno a uno de

S2\N → R2. Reordemos además que la transformaión lineal induida devetores tangentes St∗ la podemos alular simplemente tomando las deriva-das pariales apropiadas de la imagen de las urvas u y v tenemos el siguiente.Ejemplo 2.50. Fijando v y difereniando, obtenemos
St∗(xu) =

(− sin u cos v

1− sin v
,
cosu cos v

1− sin v
, 0

)
,

St∗(xv) =

(
cosu

1− sin v
,

sin u

1− sin v
, 0

)
.Tomando el produto punto en R3, tenemos

St∗(xu) · St∗(xu) =
cos2 v

(1− sin v)2
=

1

(1− sin v)2
xu · xu,

St∗(xv) · St∗(xv) =
1

(1− sin v)2
=

1

(1− sin v)2
xv · xv,

St∗(xu) · St∗(xv) = 0.El fator 1/(1 − sin v) muestra que la proyeión estereográ�a es unatransformaión onforme on fator esalar 1/(1− sin v)



74 Super�ies MínimasEn partiular la proyeión estereográ�a preserva los ángulos. En oor-denadas artesianas, proyeión estereográ�a está dada por
St(x, y, z) = (

x

1− z
,

y

1− z
, 0).Como vimos, uando introdujimos la proyeión estereográ�a, podemos iden-ti�ar el plano real R2 on el plano omplejo C y extender St a una trans-formaión biyetiva St : S

2 → C ∪∞. Con estas identi�aiones tenemos elsiguiente teorema.Teorema 2.51. Sea S una super�ie mínima on parametrizaión isoterma
x(u, v) y representaión de Weierstrass-Enneper (f, g). Entones la transfor-maión de Gauss de S, G : S → C∪∞ puede ser identi�ado on la funiónmeromorfa g.Demostraión. Reordemos que φ = ∂x

∂z
y φ = ∂x

∂z
y

φ1 =
1

2
f(1− g2), φ2 =

i

2
f(1 + g2), φ3 = fg.Desribiremos la transformaión de Gauss en términos de φ1, φ2 y φ3. Noteque

xu × xv = ((xu × xv)
1, (xu × xv)

2, (xu × xv)
3

= (x2ux
3
v − x3ux

2
v, x

3
ux

1
v − x1ux

3
v, x

1
ux

2
v − x2ux

1
v).Considerando la primera omponente (xu × xv)

1. Tenemos
x2ux

3
v − x3ux

2
v = Im[(x2u − ix2v)(x

3
u + ix3v)],

= Im[2(
∂x2

∂z
) · 2∂x

3

∂z
)],

= 4 Im(φ1φ
3
).De forma similar, on la segunda omponente tenemos

x3ux
1
v − x1ux

3
v = 4 Im(φ3φ

1
) y x1ux

2
v − x2ux

1
v) = 4 Im(φ1φ

2
)Por lo tanto, obtenemos que

xu × xv = 4 Im(φ1φ
3
, φ3φ

1
, φ1φ

2
) = 2(φ× φ), (2.25)



2.8 La proyeión estereográ�a 75esto se sigue del eho de que, z−z = 2 Im z. Ahora, omo x(u, v) es isoterma,
|xu × xv| = |xu| · |xv| = |xu|2 = E = 2|φ|2 por 2.18. Por lo tanto, tenemos

N =
xu × xv
|xu × xv|

=
2(φ× φ)

2|φ|2 =
φ× φ

|φ|2 .Veamos ahora que, la transformaión de Gauss G : S → C ∪∞ lo podemosdar en términos de la φi :

G(x(u, v)) = St(N(u, v)),

= St(
xu × xv
|xu × xv|

),

= St(
φ× φ

|φ|2 ),

= St(
2 Im(φ2φ

3
, φ3φ

1
, φ1φ

2
)

|φ|2 ) por 2.25,
=

(
2 Im(φ2φ

3
)

|φ|2 − 2 Imφ1φ
2
)
,

2 Im(φ3φ
1
)

|φ|2 − 2 Imφ1φ
2
)
, 0

)
.Esto se sigue del eho de que

x

1− z
=

2 Im(φ2φφ
3
)

|φ|2 · 1

1− 2 Im(φ1φ
2
)

|φ|2

,

= 2 Im(φ2φ
3
) · |φ|2

|φ|2 − 2 Imφ1φ
2
)
,

=
2 Im(φ2φ

3
)

|φ|2 − 2 Imφ1φ
2
)
.Y similarmente para y/(1 − z). Identi�ando los punto (x, y) ∈ R2 on

x+ iy ∈ C podemos esribir
G(x(u, v)) =

2 Im(φ2φ
3
) + 2i(φ3φ

1
)

|φ|2 − 2 Imφ1φ
2
)

.Ahora, denotemos por N al numerador de la fraión anterior
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N = 2 Im(φ2φ

3
) + 2i(φ3φ

1
),

=
1

i
[φ2φ

3 − φ2φ
3
] +

1

i
[i(φ3φ

1 − φ3φ
1
)],

=
1

i
[φ2φ

3 − φ2φ
3
+ iφ3φ

1 − iφ3φ
1
],

= φ3(φ
1
+ iφ

2
)− φ

3
(φ1 + iφ2).Además, 0 = (φ)2 = (φ1)2 + (φ2)2 + (φ3)2 = (φ1 + iφ2)(φ1 − iφ2) + (φ3)2por 2.19, así

φ1 + iφ2 =
−(φ3)2

φ1 − iφ2
.Entones tenemos

N = φ3(φ
1
+ iφ

2
)− φ

3 −(φ3)2

φ1 − iφ2
,

=
φ3[(φ1 + iφ2)(φ1 − iφ2) + |φ3|2]

φ1 − iφ2
,

=
φ3

φ1 − iφ2
[|φ1|2 + |φ2|2 + |φ3|2 + i(φ

2
φ1 − φ2φ

1
)],

=
φ3

φ1 − iφ2
[|φ|2 − 2 Im(φ1φ

2
)].Como se observa el segundo fator de N anela el denominador de G(x(u, v))y terminamos on que

G(x(u, v)) =
φ3

φ1 − iφ2
.Y por 2.20 sabemos que g = φ3

φ1−iφ2 . �2.9. La representaión W-E siempre da una su-per�ie mínimaEn el ejemplo 2.39 se analizó que la super�ie de Enneper ofree un ejem-plo de omo una super�ie mínima puede ser representada por funionesholomorfas. Podríamos preguntarnos si el inverso es válido, es deir, dada φ,¾se puede derivar la super�ie de Enneper?



2.9 La representaión W-E siempre da una super�ie mínima 77Weierstrass desubrió que si es posible obtener la super�ie de Enneperdada la funión φ.Sabemos que φ = xu−ixv y φ1(z) = 1−z2, φ2(z) = i(1+z2) y φ3(z) = 2z,nosotros queremos x(u, v) en valores reales.Sea x1 =
Re(
∫
(1 − z2)dz)

= Re(z − 1
3
z3)

= Re(u + iv −
1
3
(u + iv)3)

= u− 1
3
u3 + uv2

x2 =
Re(
∫
i(1+z2)dz)

= Re(i(z+ 1
3
z3))

= Re(i(u +
iv − 1

3
(u+ iv)3))

= −v−u2v+ 1
3
v3

x3 = Re(
∫
2zdz

= Re(z2)
= Re((u + iv)2)
= u2 − v2

Entones, obtenemos que x(u, v) = (u− 1
3
u3+uv2,−v−u2v+ 1

3
v3, u2−v2),la ual es, la super�ie de Enneper!Ahora nuestra pregunta sería más general ¾El inverso del teorema de Larepresentaión de Weierstrass Enneper es válido? La respuesta es que si esválido, es deir, La representaión de Weierestrass Enneper siempre da unasuper�ie mínima.El siguiente lema da la propiedad lave de la Representaión Weierstrass-Enneper.Lema 2.52. Para φ =

[
1
2
f(1− g2), i

2
f(1 + g2), fg

], las siguientes a�rma-iones son iertas.(1) (Reφ)2 − (Imφ)2 = 0(2) (Reφ)2 · (Imφ)2 = 0.Demostraión. Primero notemos que por 2.21 φ2 = 0. Por lo tanto,obtenemos
0 = Reφ2 = (Reφ)2 − (Imφ)2,pues Re(a+ ib)2 = a2 − b2. Similarmente
0 = Imφ2 = 2(Reφ) · (Imφ),ya que Im(a+ ib)2 = 2ab. �Ahora damos el resultado prinipal.



78 Super�ies MínimasTeorema 2.53. Para funiones omplejas f(z) y g(z) omo en 2.46, la su-per�ie x(z, z̄) = (x1(z, z̄), x2(z, z̄), x3(z, z̄)), es mínima, donde
x1(z, z̄) = Re(

∫
f(1− g2)dz)

x2(z, z̄) = Re(

∫
if(1 + g2)dz)

x3(z, z̄) = Re(

∫
2fgdz).Demostraión. Para una super�ie x(z) en R3, la urvatura media Hestá dada por

H = P⊥
x2vxuu − 2(xu · xv)xvv + x2uxvv

x2ux
2
v − (xu · xv)2

, (2.26)donde P⊥ denota la proyeión sobre la línea normal a la super�ie y los sub-índies u, v omo ya sabemos denotan la difereniaión parial on respetoa las partes real e imaginaria de z.Denotemos por Φ ada integral de φ entones, haiendo álulos tenemosque
xu = Re[Φu] = Re[

dΦ

dz

∂z

∂u
] = Reφ, (2.27)omo z = u+ iv así ∂z

∂u
= 1. Similarmente

xv = Re[Φv] = Re[
dΦ

dz

∂z

∂v
] = Re(iφ) = −Imφ, (2.28)ya que Re[i(a + ib)] = −b. Por 2.52 (2), tenemos

xu · xv = 0, (2.29)omo
x2u = Re(φ)2, (2.30)y
x2v = Im(φ)2, (2.31)por 2.52 (1), tenemos que
x2u = x2v. (2.32)



2.10 Super�ie mínima no minimiza área 79Además, omo
xuu =

dxu
du

=
dxu
dz

∂z

∂u
= Re(φ′) (2.33)y

xvv =
dxv
dv

=
dxv
dz

∂z

∂v
= −Re(φ′), (2.34)por lo tanto,

xvv + xuu = 0. (2.35)Sustituyendo las euaiones (2.29,2.32 y 2.35) en la formula 2.26 obtenemosque H = 0, por tanto, por de�niión la super�ie mínima x(z, z̄) es mínima.
�Observaión 2.54. En realidad se puede admitir que g(z) tenga polos, siem-pre y uando fg2 sea analítia.2.10. Super�ie mínima no minimiza áreaEl valor real de la representaión Weierstrass-Enneper es que uno puedeanalizar muhos aspetos de super�ies mínimas diretamente de las funio-nes (f, g) y F (τ). Esto apliado inlusive a super�ies uyas integrales dela representaión Weierstrass-Enneper no puedan ser explíitamente alula-bles. Como por ejemplo, podremos alular la urvatura de Gauss K de unasuper�ie mínima en términos de F (τ). Notemos que por el teorema 1.40,dada en parámetros isotermos

K = − 1

2
√
EG

(
∂

∂v

(
Ev√
EG

)
+

∂

∂u

(
Gu√
EG

))

= − 1

2E

(
∂

∂v

(
Ev

E

)
+

∂

∂u

(
Gu

E

))

= − 1

2E

(
∂2

∂v2
lnE +

∂2

∂u2
lnE

)

= − 1

2E
∆(lnE),donde, reordemos que ∆ es el operador de Laplae. Además, por 2.18 tene-mos que E = 2|φ|2, también

φ =
1

2
(1− τ 2)F (τ),

i

2
(1 + τ 2)F (τ), τF (τ).



80 Super�ies MínimasAhora tenemos
E =

[
| 1
2
(1− τ 2)F (τ) |2 + | i

2
(1 + τ 2)F (τ) |2 + | τF (τ) |2

]

= |F |2[u4 + 2u2v2 + v4 + 1 + 2u2 + 2v2]

=
1

2
|F |2[|τ 2 − 1|2 + |1 + τ 2|2 + 4|τ |2.Ahora, τ 2 = u2−v2+2iuv, así |τ 2−1| = |u2−v2+2iuv−1| = (u2−v2−1)2+

4u2v2. Similarmente |1 + τ 2| = (u2 − v2 + 1)2 + 4u2v2 y 4|τ 2| = 4(u2 + v2).De ahí que
E =

1

2
|F |2[2(u4 − 2u2v2 + v4 + 1 + 8u2v2) + 4u2 + 4v2]

= |F |2[u4 + 2u2v2 + v4 + 1 + 2u2 + 2v2]

= |F |2[u2 + v2 + 1]2.Ahora lnE = ln |F |2 + 2 ln(u2 + v2 + 1) derivando es fáil ver que
∆(2 ln(u2 + v2 + 1)) =

8

(u2 + v2 + 1)2Calulemos ahora ∆(ln |F |2)
∆(In|F |2) = ∆(logFF ) = ∆(logF + logF ).Previamente por 2.42, vimos que ∆ = 4∂2

∂z∂z
. Además, omo F es holomorfa,

F no lo es, así ∂F
∂z

= 0 y, onseuentemente, ∂ logF
∂z

= 0. Nos quedamoson ∆(logF ) = 4∂2(logF )
∂z∂z

= 4∂(F ′/F )
∂z

= 0, ya que F, F ′ y, por tanto F ′

F
sonholomorfas. En onseuenia, ∆(ln |F |2) = 0 y ∆(lnE) = 8

(u2+v2+1)2
. Contodo lo anterior damos la demostraión del siguiente teorema.Teorema 2.55. La urvatura de Gauss de la super�ie mínima determinadapor la representaión Weierstrass-Enneper II es

K =
−4

|F |2(u2 + v2 + 1)4Demostraión.
K = − 1

2E
∆(lnE)

=
−8

2|F |2(u2 + v2 + 1)4

=
−4

|F |2(u2 + v2 + 1)4
.



2.10 Super�ie mínima no minimiza área 81
�En esta parte se dan ideas generales de lo ya onoido, de que una su-per�ie mínima no siempre minimiza el área, y damos unos ejemplos de esteheho. Con el �n de entender lo que realmente está suediendo, daremos unmétodo general para analizar esto. Nuestra versión fue tomada de [[14℄, pág.242.℄Empeemos on una super�ie mínima S : x(u, v) en la ual se onsiderauna urva de Jordan (es deir; urva errada simple) y tomemos una familiade super�ies yt = x(u, v)+ tV (u, v), donde V (u, v) = ρN(u, v) es un ampovetorial normal en S de longitud variante ρ(u, v) que es una funión de lase

C2 on ρ(C) = 0. Calulando ytu = xu+t(ρuN+ρNu), ytv = xv+t(ρvN+ρNv).y ytu × ytv = xu × xv + t[xu × Vv + vu × xv] + t2Vu × Vv.Usando los onoimientos a era de super�ies mínimas que tenemoshasta ahora los álulos hehos en [14℄ se simpli�an. En partiular, podemostomar una parametrizaión isoterma x(u, v). Por lo tanto, E = G, F = 0,
e = −g por 2.13, K = −(e2 + f 2/E2), |Nu| = |Nv| =

√
e2 + f 2/

√
E y

Nu ·Nu = (e2+ f 2)/E = Nv ·Nv esto es por 1.10 y 1.11 de esto tenemos que.Los oe�ientes de la primera forma fundamental de yt es
Et = 〈ytu, ytu〉 = 〈xu, xu〉+2t(ρu〈N, xu〉+ρ〈Nu, xv〉)+t2(ρ2u〈N,N〉)+ρ〈Nu, Nu〉)(2.36)

Et = E + 2t(−ρe) + t2(ρ2u − ρEK), (2.37)ya que Nu ·Nu = (e2 + f 2)/E y K = −(e2 + f 2/E2).De forma similar
Gt = E + 2t(ρe) + t2(ρ2v − ρEK) (2.38)

F t = t(−2ρf) + t2(ρuρv) (2.39)Así, el determinante de la primera forma fundamental de yt es
EtGt − (F t)2 = E2 + t2(E(ρ2u + ρ2v)− 4ρ2e2 − 4ρ2f 2 − 2E2K) +O(t3)

= E2 + t2(E(ρ2u + ρ2v)) + 2ρ2E2K) +O(t3).Donde O(t3) denota los términos que involuran potenias de t mayores oiguales que tres.



82 Super�ies MínimasEl área de yt es
A(t) =

∫ ∫ √
E2 + t2(E(ρ2u + ρ2v)) + 2ρ2E2K) +O(t3)dudv.Supongamos ahora que el integrando tiene el desarrollo en serie de Taylor

a0 + a1t + a2t
2 + ... alrededor del ero. Tomando la raíz e igualando losoe�ientes, tenemos
a0 = E, a1 = 0, a2 =

1

2
(ρ2u + ρ2v + 2ρ2EK)Por lo tanto, obtenemos

A(0) = area(x(R)). (2.40)Donde R es una región del plano− (u, v).
A′(0) = 0, (2.41)ya que estamos suponiendo que S es mínima.

A′′(0) =

∫ ∫

R

(ρ2u + ρ2v + 2ρ2EK)dudv (2.42)Además, supongamos que las oordenadas isotérmias provienen de unarepresentaión de Weierstrass-Enneper II. Previamente alulamos que
K =

−4

|F |2(u2 + v2 + 1)4
y E = |F |2[u2 + v2 + 1]2.Sustituyendo esto en A′′(0), obtenemos

A′′(0) =

∫ ∫

R

−8ρ2

(u2 + v2 + 1)2
+ ρ2u + ρ2vdudv.Note que la expresión de A′′(0) no depende de la representaión deWeierstrass-Enneper. Solamente depende de la región R y la eleión de la funión ρ enla región. Por lo tanto, si enontramos una funión ρ on ρ(C) = 0 de�nidaen R tal que A′′(0) < 0, entones la super�ie mínima S no puede tener áreamínima entre las super�ies delimitadas por C. Esto no lleva al siguienteteorema.



2.10 Super�ie mínima no minimiza área 83Teorema 2.56. (Shwarz)Sea S una super�ie mínima delimitada por unaurva C. Si el diso errado D = {(u, v) : u2 + v2 ≤ 1} está ontenido enel interior de R, entones existe la funión ρ para la ual A′′(0) < 0. Por lotanto, S no tiene área mínima entre las super�ies delimitadas por C.Una vez más, el punto lave aquí es que la representaión de Weierstrass-Enneper no es sólo un montón de fórmulas, sino una representaión de lasuper�ie mínima que nos ofree informaión geométria de la super�ie di-retamente. Desribiendo S en términos de la representaión de Weierstrass-Enneper II, identi�amos los parámetros u y v on la parte real e imaginariade la variable ompleja τ . Por supuesto, τ se identi�a on la funión g dela representaión de Weierstrass-Enneper I la ual, a su vez vimos en 2.51 esla transformaión de Gauss seguido por la proyeión estereográ�a. Por lotanto, omo la proyeión del polo norte proyeta el hemisferio inferior de S2en el diso D, R ontiene D en su interior preisamente uando la imagen dela transformaión de Gauss de S ontiene el hemisferio inferior de S2 en suinterior. Por supuesto no hay nada espeial a era de la proyeión estereo-grá�a de el polo norte, ya que se puede haer desde ualquier punto de laesfera, así, tenemos la siguiente versión geométria del teorema de Shwarz.Teorema 2.57. Sea S una super�ie mínima delimitada por una urva C.Si la imagen de la transformaión de Gauss de S ontiene un hemisferiode S2 en su interior, entones S no tiene área mínima entre las super�iesdelimitadas por C.Para ver la demostraión del teorema 2.56 véase [[14℄, pág. 246.℄Pasemos a dar al menos un ejemplo de lo disutido anteriormente.Ejemplo 2.58. La super�ie de Enneper x(u, v) = (u− 1
3
u3 + uv2,−v −

u2v+ 1
3
v3, u2−v2), no tiene auto-interseiones para u2+v3 < 3 y su mapeo deGauss restringido a u2 + v3 < 3 ubre más que un hemisferio de S2 [ver [14℄pág. 248℄, por el teorema anterior, inferimos que la super�ie de Enneper nominimiza área entre todas las super�ies delimitadas por C dadas mediante laapliaión de la parametrizaión x al írulo u2+v2 = R2, donde 1 < R <

√
3.Por supuesto por el teorema de Douglas-Radó que se vérá en el último apítuloexiste una super�ie on menor área(por lo tanto mínima) delimitada por C.Por lo tanto existen dos super�ies mínimas delimitadas por C. De ahí quela uestión de uniidad al problema de Plateau es deliado.
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Capítulo 3Teorema de Bernstein
3.1. IntroduiónDurante el transurso del siglo XX, dos grandes ejes han desempeñadoun papel fundamental en la evoluión de la teoría de super�ies mínimas. Elprimero, el trabajo que se hizo en el problema de Plateau, que ulminó en1936 uando Jesse Duglas dá la soluión a diho problema.El segundo fue que entre 1910 y 1916 apareió la obra de S. Bernstein(1880-1968), omo parte de un enfoque totalmente novedoso utilizando eua-iones difereniales pariales, que dió lugar al famoso Teorema de Bernstein.Se plantea la siguinte pregunta natural :¾existe una funión z = f(x, y)que satisfaga la euaión de super�ie mínima 2.3 y esté de�nida en todoel plano R

2? Obviamente, ualquier funión lineal (espeí�amente le plano)es soluión a esta euaión. ¾Existen otras soluiones no triviales? Este esllamado el Problema de Bernstein . Resulta que en R3 no existen otrasgrá�as ompletas, es deir, de�nidas en todo el plano que sean super�iesmínimas, de ahí que la únia soluión a la euaión de super�ie mínimasobre todo el plano es la soluión trivial: una funión lineal, esto dio a todala teoría una nueva direión.La historia posterior a estos dos problemas nos proveen de una gran visiónde tal forma que, un solo resultado puede tener una poderosa in�uenia sobreel urso futuro de las matemátias.En el aso de teorema de Bernstein que se disutirá en éste apítulo las dosdireiones obvias para la generalizaión era haia una lase más amplia deeuaiones, y para dimensiones superiores. Ambas tardaron tiempo ya que la85



86 Teorema de Bernsteinprueba original de Bernstein no se prestaba fáilmente para generalizaionesde ualquier tipo.3.2. PreliminaresDe�niión 3.1. Sea x1 = u1, x2 = u2 y D un dominio en el plano x1, x2,entones la super�ies S de�nida por
xk = fk(x1, x2) , 3 ≤ k ≤ npara (x1, x2) ∈ D y fk transformaión difereniable f : D → R, se die quees una forma no-paramétria.Notemos que si el dominio ambia, si es por ejemplo el plano (xi, xj)donde i 6= j y i, j 6= 1, 2 siempre podemos ambiar el nombre de ellos paraobtener de ualquier modos i = 1 y j = 2.Proposiión 3.2. Sea S una super�ie de�nida por x(u) ∈ Cr y sea S regularen un punto a. Entones existe una veindad Ω on a ∈ Ω tal que la super�ie

Σ obtenida mediante la restriión x(u) a Ω tiene una reparametrizaión Σ̃en forma no-paramétria.Demostraión. Como S es regular existen índies i, j tal que
det
(

∂(xi,xj)

∂(u1,u2)

)
6= 0, utilizando el teorema de la funión inversa obtenemosque, existe una veindad Ω on a ∈ Ω, donde le mapeo (u1, u2) 7→ (xi, xj) esun difeomor�smo.Como x(u) ∈ Cr, tenemos que el mapeo inverso (xi, xj) 7→ (u1, u2) es

Cr, y por lo tanto lo mismo vale para la omposiión (xi, xj) 7→ (u1, u2) 7→
(x1, ..., xn). Cambiando el nombre de los índies si es neesario, esto de�nenuestra super�ie en forma no-paramétria �Lema 3.3. Sea S una super�ie de�nida por una parametrizaión isoterma
x(u), y sea S̃ una reparametrizaión de S de�nida por un difeomor�smo
u(ũ) on matriz U . Entones ũ1, ũ2 son parámetros isotermos si y solo si latransformaión U es onforme o antionforme.La demostraión del lema anterior puede enontrarse en [[15℄ pág 33℄.



3.2 Preliminares 87Lema 3.4. Sea E : D → R una funión de lase C1 en un dominio on-vexo D, y supongamos que la Matriz hessiana ( ∂2E
∂xi∂xj

) evaluada en ual-quier punto es de�nida positiva. De�na una transformaión φ : D → R2 on
φ(x1, x2) =

(
∂E
∂x1

(x1, x2),
∂E
∂x2

(x1, x2)
). Sean a y b dos puntos distinto de D;entones

(b− a) · (φ(b)− φ(a)) > 0.Demostraión. Sea G(t) = E(tb + (1 − t)a) = E(tb1 + (1 − t)a1), tb2 +
(1− t)a2) para t ∈ [0, 1]. Entones

G′(t) =
2∑

i=1

(
∂E

∂xi
(tb+ (1− t)a)

)
(bi − ai),y

G′′(t) =

2∑

i,j=1

(
∂E

∂xi∂xj
(tb+ (1− t)a)

)
(bi − ai)(bj − aj).Pero esto es justamente la forma uadrátia de ( ∂2E
∂xi∂xj

) evaluado en el punto
tb + (1 − t)a, apliado al vetor no ero b − a. Como la matriz hessiana esde�nida positiva, G′′(t) > 0 para t ∈ [0, 1]. Así G′(1) > G′(0), pero

G′(0) =
2∑

i=1

(
∂E

∂xi
(a)

)
(bi − ai) =

2∑

i=1

φ(a)i(bi − ai),

G′(1) =

2∑

i=1

(
∂E

∂xi
(b)

)
(bi − ai) =

2∑

i=1

φ(b)i(bi − ai),lo que implia que ∑2
i=1 φ(b)i(bi − ai) >

∑2
i=1 φ(a)i(bi − ai), on lo ualtenemos que

(φ(b)− φ(a)) · (b− a) > 0.

�Lema 3.5. Bajo las mismas hipótesis del lema 3.4. De�namos una transfor-maión ξ : D → R2 por ξi(x1, x2) = xi + φi(x1, x2). Entones para puntosdistintos a, b ∈ D, tenemos
(ξ(b)− ξ(a)) · (b− a) > |(b− a)|2, y |ξ(b)− ξ(a)| > |b− a|.



88 Teorema de BernsteinDemostraión. Como ξ(b)− ξ(a) = (b−a)+(φ(b)−φ(a)), tenemos que
(ξ(b)− ξ(a) · (b − a)) = |(b − a)|2 + (φ(b) − φ(a)) · (b − a) > |(b − a)|2. Porlema 3.4, |(b−a)|2 < |ξ(b)− ξ(a) · (b−a)| ≤ |ξ(b)− ξ(a)||(b−a)|, ésta últimadesigualdad es debida a Cauhy-Shwarz; así |ξ(b)− ξ(a)| > |b− a|. �Lema 3.6. Bajo las mismas hipótesis del lema 3.5. Si D es el diso x22+x22 <
R2, entones la transformaión ξ es un difeomor�smo de D en el dominio ∆el ual inluye un diso de radio R alrededor de ξ(0).Demostraión. Tenemos que la transformaión ξ es ontinuamente di-fereniable ya que E ∈ C2. Además omo el Hessiano H de E es de�nidopositivo, así E es onvexo y

det

(
∂ξi
∂xj

)
= det

(
1 + ∂2E

∂x1

∂2E
∂x1∂x2

∂2E
∂x1∂x2

1 + ∂2E
∂x2

)
= 1 +∆E + det(H) > 0.Por lo tanto la transformaión es inyetiva en todo D que está en elmismo dominio ∆, y la inversa también es ontinuamente difereniable, porlo tanto es difeomor�smo. Ahora, neesitamos mostrar que todo ξ tal que

|ξ − ξ(0)| < R está en ∆. Supongamos que ∆ no es todo el plano R2 ya quesi lo fuera sería trivialmente ierto lo que queremos probar.Sea µ = mı́nξ∈∆c{d(ξ, ξ(0))}, es deir; el punto fuera de∆ el ual minimizala distania a ξ(0).También sea {µk} ⊆ ∆ una suesión de puntos tal que µk → µ uando
k → ∞, sea yk sus orrespondientes puntos en D, así ξ(yk) = µk. Si {yk}tiene un punto límite en D, entones la imagen del punto límite sería µ yaque ξ es ontinua. Pero µ 6∈ ∆ lo ual es una ontradiión, así que debemostener que y ∈ Dc, es deir; que |yk| ≥ R. Pero entones

|µ− ξ(0)| = ĺım
k→∞

|µk − ξ(0)| > ĺım
k→∞

|yk − 0| = |y| ≥ R.Esto signi�a que no existen puntos fuera de ∆ a una distania más era de
ξ(0) que de R, lo que se quería probar. �Lema 3.7. Sea f(x1, x2) una soluión a la euaión no paramétria a laeuaión de super�ie mínima en el diso de radio R alrededor del origen.Entones la transformaión ξ de�nido anteriormente es un difeomor�smo enun dominio ∆ el ual inluye un diso de radio R alrededor de ξ(0).



3.3 Teorema de Bernstein 89Demostraión. Se sigue de 2.14 que existe una funión E que satisfae
∂E
∂x1

= F y ∂E
∂x2

= G, por la misma razón que existen F y G. Entones
E ∈ C2, y ∂2E

∂x2

1

= 1+p2

W
> 0, y det ∂2E

∂xi∂xj
= ∂(F,G)

∂x1∂x2
> 0. Podemos ver que latransformaión ξ es el mismo de�nido en 3.5, así que por lema 3.6, tenemosque ξ es un difeomor�smo en un dominio ∆ el ual inluye un diso de radio

R alrededor de ξ(0). �3.3. Teorema de BernsteinEste primer lema asumirá que estamos en R3, mientras que el segundo nohae ninguna restriión en la dimensión.Lema 3.8. Sea f : D → R una funión de lase C1. Entones la super�ie
S ⊆ R3 de�nida en forma no paramétria por x3 = f(x1, x2) se enuentra enun plano si y sólo si existe una transformaión lineal no singular x : U → Ddel mismo dominio U tal que u1, u2 son parámetros isotermos en S.Demostraión. Supongamos que tenemos tal transformaión, es deirtales parámetros u1, u2 existen. Sea φk(ζ) = ∂xk

∂u1
− i∂xk

∂u2
, para 1 ≤ k ≤ 3,notemos que φ1 y φ2 son onstantes ya que x1 y x2 son lineales en u1, u2.Como estamos suponiendo que u1, u2 son isotermas si y solo si∑3

k=1 φ
2
k(ζ) =

0 para todo ζ , así φ3 también es onstante (ya que lo anterior nos diríaque φ2
3 es onstante, lo que obliga a un máximo de dos valores, y omo φ3debe ser ontinua, también debe ser onstante). Esto signi�a que x3 tienegradiente onstante on respeto a u1 y u2 y de nuevo por la linealidad de latransformaión, también es onstante on respeto a x1 y x2. Esto signi�aque debemos tener f(x1, x2) = Ax1 + Bx2 + C; pero esta es la euaión deun plano.Por otro lado, si f(x1, x2) es un plano, entones f(x1, x2) = Ax1+Bx2+Cpara algunas onstantes A,B y C. Entones la transformaión x(u1, u2) =

(λAu1+Bu2, λBu1−Au2) on λ2 = 1
1+A2+B2 , es isoterma. Para ello, veamosque:

φ1 = λA − iB, φ2 = λB + iA, φ2
1 = λ2A2 − B2 − 2λABi, φ2

2 = λ2B2 −
A2 + 2λABi. x3 = Ax1 +Bx2 +C = A(λAu1 +Bu2) +B(λBu1 −Au2) +C,así φ3 = λ(A2 +B2) y φ2 = λ2(A2 +B2)2.Entones φ2

1 + φ2
2 + φ2

3 = λ2(A2 + B2) − (A2 + B2) + λ2(A2 + B2)2 =
(A2 + B2)(λ2 − 1 + λ2(A2 + B2)) = (A2 + B2)(λ2(1 + A2 + B2) − 1) =



90 Teorema de Bernstein
(A2 +B2)(1− 1) = 0, así la transformaión x(u1, u2) es isoterma. �Teorema 3.9. Sea f(x1, x2) una soluión a la euaión de super�ie mínimaen todo el plano x1,x2. Entones, existe una transformaión lineal no singular

x1 = u1, x2 = au1 + bu2 on b > 0, (3.1)tal que u1, u2 son parámetros isotermos en todo el u-plano para la super-�ie mínima de�nida por xk = fk(x1, x2), (3 ≤ k ≤ n).Demostraión. Por lema 3.7, la transformaión ξ es un difeomor�smode todo el plano x1, x2 en todo el plano ξ1, ξ2. Sabemos además de auerdo a2.14 y 2.15, que de�niendo
ξ1 = x1 + F (x,x2) y ξ2 = x2 +G(x1, x2) (3.2)Enontramos que el Jaobiano
J =

∂(ξ1, ξ2)

∂(x1, x2)
= 2 +

2 + p2 + q2

W
≥ 2 > 0.Así que la transformaión 3.2 tiene una inversa loal (ξ1, ξ2) 7→ (x1, x2),y estableiendo xk = fk(x1, x2) para k = 3, ..., n parámetros ξ1, ξ2. Tenemosque:

∂x1
∂ξ1

=
W + 1 + q2

JW
,

∂x2
∂ξ1

= − pq

JW
,

∂xk
∂ξ1

=
W + 1 + q2

JW
pk −

pq

W
qk, k = 3, ..., n;

∂x1
∂ξ2

= − pq

JW
,

∂x2
∂ξ2

=
W + 1 + p2

JW
,

∂xk
∂ξ2

=
W + 1 + p2

JW
qk −

pq

W
pk, k = 3, ..., n.Se sigue que on respeto a los parámetros ξ1, ξ2, tenemos

g11 = g22 = | ∂x
∂ξ1

|2 = | ∂x
∂ξ2

|2 = W

J
=

W 2

2 + 2W + p2 + q2y
g12 =

∂x

∂ξ1
· ∂x
∂ξ2

= 0.



3.4 Conseuenias del teorema de Bernstein 91Por lo tanto ξ1, ξ2 son oordenadas isotermas en S. Lo que queremos esmostrar que u1 + iu2 es una transformaión onforme a ξ1 + iξ2 y entonespor 3.3 tendríamos que u1, u2 son oordenadas isotermas.Como ξ1, ξ2 son isotermas tenemos por los resultados 2.16 y 2.46 que φkson analítias y omo φ1 6= 0 tenemos que φ2

φ1
, es analítia. Por lo tanto

Im(
φ2

φ1
) =

1

|φ2|2
Im(φ̄1, φ2) = − 1

|φ2|2
det

(
∂(x1, x2)

∂(ξ1, ξ2)

)
< 0Así, φ2

φ1
es una funión analítia on parte imaginaria negativa, por 2.21diha funión es onstante. Entones φ2 = cφ1 para algún número omplejo

c = a− ib on b > 0, es deir;
∂(x2)

∂(ξ1)
+ i

∂(x2)

∂(ξ2)
= a

(
∂(x1)

∂(ξ1)
− i

∂(x1)

∂(ξ2)

)
− b

(
∂(x1)

∂(ξ2)
+ i

∂(x1)

∂(ξ1)

)
,después de ver la parte real e imaginaria tenemos

∂(x2)

∂(ξ1)
= a

∂(x1)

∂(ξ1)
− b

∂(x1)

∂(ξ2)
,

∂(x2)

∂(ξ2)
= b

∂(x1)

∂(ξ1)
+ a

∂(x1)

∂(ξ2)
.Transformando esto por 3.1, tendremos

∂(u1)

∂(ξ1)
=
∂(u2)

∂(ξ2)
,

∂(u2)

∂(ξ1)
= −∂(u1)

∂(ξ2)
,las uales son las euaiones de Cauhy-Riemann. Sabemos que le mapeoes de lase C1, lo ual implia que u1+ iu2 es una funión ompleja de ξ1+ iξ2y omo ualquier funión analítia es onforme, por 3.3 tenemos que u1, u2son parámetros isotermos �3.4. Conseuenias del teorema de BernsteinLa prueba alternativa del teorema de Bernstein se realiza mediante eluso del teorema de Jörgen, que establee que las únias soluiones a algunaseuaiones difereniales espeiales son polinomios de segundo grado. Podemosenontrar diha prueba en [4℄ Cap 2.Ahora que hemos demostrado el teorema de Bernstein nos gustaría saberen qué puede ser usado. Probaremos algunos orolarios que en realidad se



92 Teorema de Bernsteinsiguen de 3.9, los primeros dos son válidos para ualquier n y el terero,que desribe todas las soluiones posibles a la euaión de super�ie mínimade�nida en todo el plano, para el aso n = 4. Todos ellos se pueden enontraren [15℄ pág 38.Corolario 3.10. Una soluión aotada a la euaión de la super�ie mínima2.3 en todo el plano debe ser onstante.Demostraión. Lo que sabemos es que φk es analítia⇔ xk es armóniaen u1, u2. Así que, xk es una funión armónia aotada de�nida en todo elplano y por teorema de Liouville debe ser onstante. �Corolario 3.11. Suponga que f es una soluión a la euaión de super�iemínima 2.3 en todo el plano x1, x2 y S̃ la super�ie xk = f̃k(u1, u2) obtenidohaiendo referenia a S en las oordenadas isotermas 3.1. Entones
φ̃k =

∂f̃k
∂u1

− ∂f̃k
∂u2

para k = 3, ..., n (3.3)son analítias en todo el plano omplejo de u1 + iu2 y
n∑

k=3

φ̃k ≡ −1− c2, donde c = a− ib. (3.4)Inversamente, suponga que c = a − ib es ualquier número omplejo on
b > 0, y que tenemos funiones enteras φ3, ..., φn de u1 + iu2 que satisfaen3.3. Entones podemos de�nir funiones armónias f̃k(u1, u2) de 3.4 y usandola sustituión 3.1, dará una soluión a la euaión de la super�ie mínimade�nida en todo el plano.Demostraión.⇒ Lo que tenemos es que las funiones φk son analítiasen todo el plano y que ∑n

k=1 φ
2
k = 0. La transformaión 3.1, nos da

φ̃1 =
∂x1
∂u1

− i
∂x1
∂u2

= 1, φ̃2 =
∂x2
∂u1

− i
∂x2
∂u2

= a− ib, (3.5)
n∑

k=1

φ2
k = 0− 12 − (a− ib)2 = −1− c2 (3.6)
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⇐ Si de�nimos φ̃k =

∂xk

∂u1
−i∂xk

∂u2
para k = 1, 2, donde x1 = u1 y x2 = au1+bu2,entones

n∑

k=1

φ̃2
k = 1 + (a− ib)2 − 1− c2 = 0 (3.7)y

n∑

k=1

|φ̃k|2 ≥ 1 +

n∑

k=2

|φ̃k|2 ≥ 1 > 0. (3.8)Pero de�niendo xk = Re(
∫
φk(ζ)dζ) para k = 3, ..., n y usando la euaión3.1 tenemos que esta xk de�ne una super�ie mínima para todo el plano. �Corolario 3.12. Cualquier soluión f = (f3, f4) a la euaión de super�iemínima para todo el plano-x1, x2 uando n = 4 puede ser desrito en una delas dos formas siguientes.

i) Una funión entera g(z) = f3 ± f4, donde z = x1 + ix2.
ii) Funiones fk = Re

∫
φ̃k(w)dw donde k = 3, 4, obtenido a partir deuna transformaión arbitraria de la forma 3.1, y d = 1 + (a− ib)2 tal que

φ̃3 =
1

2

(
eH(w) − de−H(w)

)
, φ̃4 =

i

2

(
eH(w) − de−H(w)

)
, (3.9)donde H(w) es una funión entera arbitraria.Demostraión. Para ada soluión global f3, f4 de la euaión de super-�ie mínima 2.3 por 3.9 existe una transformaión x1 = u1, x2 = au1 + bu2on b > 0 en parámetros isotermas, y por 3.11 existen funiones enteras φ̃3, φ̃4tal que φ̃2

3 + φ̃2
4 = −d donde d = 1 + c2. Esto da dos asos orrespondientesa las dos posibles desripiones de la soluión.Caso 1: c = ±i.Entones φ̃2
3+ φ̃2

4 = 0, así φ̃4 = ±iφ̃3. Lo ual nos die que f3+ if4 es unafunión analítia de z o z̄ donde z = x1 + ix2.Caso 2: c 6= ±i.Fatorizando esto, nos dará (φ̃3 + iφ̃4)(φ̃3 − iφ̃4) = −d, donde d 6= 0.Dado que ninguno de los fatores puede ser ero y ualesquiera son enteras,tenemos que φ̃3 − φ̃4 = eH(w) y φ̃3 + iφ̃4 = −de−H(w) para alguna funiónentera H(w) la nos garantiza las fórmulas deseadas.
�



94 Teorema de BernsteinNota: La parte i) del orolario anterior nos die que la grá�a de ualquierurva analítia ompleja vista omo super�ie en el espaio real eulidianoes siempre una super�ie mínima.



Capítulo 4El problema de Plateau
4.1. Nota HistóriaLa edad de oro lásia de las super�ies mínimas fue aproximadamentela segunda mitad del siglo XIX, donde suedieron nuevos desubrimientosy publiaiones. Entre 1842 y 1843 E. Catalan probó que el helioide esla únia super�ie mínima reglada, aparte del plano. Alrededor de 1850, elfísio belga Joseph Antoine Ferdinand Plateau1 quien en su tratado Statiqueexperimentale et théorétique des liquides soumis auxseules fores moléulaires,Plateau desribe una multitud de experimentos relaionados on el fenómenode apilaridad (que es una propiedad de los líquidos que depende de su tensiónsuper�ial2 la ual, a su vez, depende de la ohesión del líquido y que leon�ere la apaidad de subir o bajar por un tubo apilar). Entre otras osasPlateau señaló que al introduir un maro de alambre delgado, ualquiera quesea su forma geométria en una disoluión jabonosa y luego on habilidadde saarlo, se forma siempre al menos una pelíula de jabón. Por otra partelos objetos matemátios que modelan las pelíulas de jabón son super�iesbidimensionales en R3. Para ada super�ies, la teoría fenomenológia deapilaridad onede una energía potenial que es proporional al área de lasuper�ie. Por lo tanto las pelíulas de jabón en equilibrio orresponden alas super�ies de área mínima.La uestión matemátia que anteriormente hemos disutido, de una su-1Plateau, naió en Brussels Bélgia el 14 de otubre de 1801, para más informaiónvéase [17℄ en tal referenia se hae una tributo a J. Douglas y T. Radó.2La tensión super�ial de los líquidos es la tendenia que tienen sus moléulas a juntarse.95



96 El problema de Plateauper�ie de menor área on frontera pre�jada fue denominado, el �problemade Plateau � por el gran matemátio Lebesgue en su onoido trabajo Inté-grale, longueur, aire (Intregral, longitud, área, 1902). En términos generales,podemos plantear el Problema de Plateau omo sigue: probar que para adaurva errada C ⊆ R
3 existe una super�ie S on área mínima y uya fron-tera es C. Este planteamiento de Plateau ha sido una de las semillas on másfrutos en el desarrollo de esta teoría.Pensando sobre los experimentos de Plateau, suena lógio la existeniade una super�ie S on área mínima y uya frontera es C. Sin embargo,omo R. Courant ha remarado [Véase [3℄℄, la evidenia empíria nuna pue-de estableer la existenia matemátia, tampoo la demanda de la existeniamatemátia puede ser destituida por el físio omo un rigor inútil. Solo unaprueba de existenia matemátia puede asegurar que la desripión matemá-tia de un fenómeno físio es signi�ativo.El problema de Plateau fue un gran desafío para los matemátios, y susoluión resultó ser una tarea nada fáil. Durante el siglo XIX, diho proble-ma fue resuelto para muhos ontornos espeiales, uriosamente ontornossimilares a los onsiderados por Plateau en sus experimentos, a saber ontor-nos poligonales, líneas o rayos que se extienden hasta el in�nito y írulos.Estas soluiones se obtuvieron mediante la búsqueda de la pareja de funio-nes holomorfas (que, nos referiremos omo el fator onforme f y el mapeode Gauss g) requerida en la llamada representaión Weierstrass-Enneper deuna super�ie mínima. La primera prueba de existenia general para el pro-blema de Plateau no paramétrio fue dada por Haar en 1927 on importantesaportaiones de Tibor Radó aera de la regularidad y minimalidad de lasoluión. La ontribuión de Haar y Radó supuso un gran avane; por pri-mera vez el programa elaborado por Hilbert en sus problemas 19 y 20 fuellevado a abo usando ténias de álulo de variaiones apliadas a euaio-nes de Euler no lineales. Garnier publió una primera soluión al problemade Plateau on un ontorno general. Aunque no fue hasta 1928 uando eljoven matemátio norteameriano Jesse Douglas dio soluión al Problemade Plateau en el aso en que C es una urva simple reti�able de Jordan(esdeir; una urva sin interseiones, errada y on longitud �nita) y la super-�ie S tiene el tipo topológio del diso D2. Sin embargo, su demostraiónresultó estar inompleta, y hasta 1931 su artíulo aún no había sido publia-do. En 1930, de manera independiente, el matemátio húngaro Tibor Radó



4.2 Ideas sobre la prueba del problema de Plateau 97publió una soluión al Problema de Plateau. En las déadas siguientes JesseDouglas también resuelve una serie de otros problemas que surgieron en lateoría de las super�ies mínimas. En partiular, la poderosa ténia mate-mátia que desarrolló le permitió probar la existenia de super�ies mínimasde altos género que abaran uno o un número �nito de urvas de nivel. Sutrabajo fue reonoido en 1936 on la Medalla Fields la más alta distiniónen Matemátias [ver [10℄℄.4.2. Ideas sobre la prueba del problema de Pla-teauComo ya hemos introduido la teoría neesaria de super�ies mínimas,podremos al menos bosquejar la idea de ómo se soluionó el problema dePlateau.Problema 4.1. (de Plateau) Dada una una urva de Jordan Γ, enontraruna super�ie mínima uya frontera sea Γ, preferentemente un mínimo deárea absoluto entre las super�ies uya frontera también es Γ, y preferibleque no tenga puntos rami�ados.Como se omentó antes la soluión a diho problema general fue obtenidapor J. Douglas [6℄ y simultáneamente por T. Radó [16℄. Una simpli�aiónonsiderable de sus métodos fue enontrada por R.Courant e independiente-mente por L. Tonelli.La idea básia de la soluión al problema de Plateau, es en enontrar unasuper�ie que minimie la integral de Dirihlet en la lase S de super�iesarmónias uya frontera es la urva de Jordan Γ dada. Sin embargo haymuhos detalles, lo que haremos será dar una idea de omo empezar abordarlopara desentrañar su soluión.La integral de Dirihlet está de�nida omo sigueDe�niión 4.2. Para una funión f : D2 → R, la integral de Dirihlet es
E(f) =

∫ ∫

D2

f 2
u + f 2

v dudv.Donde D2 no es más que el diso unitario, además, la integral de Dirihletpuede ser onsiderado para una super�ie, así omo para una funión esalar.



98 El problema de PlateauDe�niión 4.3. La integral de Dirihlet está dada por
E(x) =

∫ ∫

D2

x2u + x2vdudv.El plan es:Sea d el ín�mo de los valores de E(x) para x en S, y entones , sea xn unasuesión de super�ies en S on E(xn) monótona dereiente a d. Si podemoshaer que S sea un espaio ompato, entones podemos pasar a un subsu-esión onvergente, que onverge a una super�ie x. Si podemos mostrar que
E es ontinua, o inlusive semiontinua, se puede onluir que E(x) = d, así
x es un mínimo absoluto de la integral de Dirihlet . Entones, en partiular,es un punto ritio de E, esto es en los parámetros isotermos. Y reordemosque ser armónia e isoterma, implia minimalidad.Con respeto al plan se tienen algunas di�ultades que se logran resolveron los siguientes ingredientes1. Restringe a urvas reti�ables, y se demostrar que en ese aso, exis-te una super�ie armónia on integral de Dirihlet �nita, ya que noera obvio que existiera una super�ie uya frontera fuera Γ y tuvieraintegral de Dirihlet �nita.2. La lave de ompaidad es el lema de Courant-Lebesgue, que básia-mente die que los valores frontera de las funiones S on integral deDirihlet aotados por M on equiontinuos.La disusión de todo esto la podemos enontrar en [[3℄, pág, 95-122℄



ConlusionesCon esta breve inursión en la historia de las super�ies mínimas quere-mos poner de mani�esto que estamos ante un tema de investigaión on unalarga tradiión, en el que han efetuado aportaiones signi�ativas algunosde los más grandes matemátios de los últimos tres siglos. A pesar de esto,las super�ies mínimas siguen siendo una fuente ontinua de nuevos desafíosy resultados que las mantienen en la primera línea dentro de la investigaiónatual en Geometría Diferenial.Finalmente, la teoría de las super�ies mínimas omo hemos visto se hadesarrollado intensamente, y abe señalar que este tema no son sólo es intere-sante desde un punto de vista matemátio; también juegan un papel impor-tante en Físia, Químia, Biología e Ingeniería. Por poner algunos ejemplos,las super�ies mínimas han sido usadas para modelar las interfases en iertasmiroemulsiones de opolímeros, membranas en élulas vivas, han servido demodelo en la onstruión de diversos tipos de ubiertas de grandes espaios(estadio olímpio de Munih) y han permitido resolver a�rmativamente laonjetura de la masa positiva en la teoría de la relatividad general.
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