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Introduccion

En la primera mitad del siglo XIX, el intento de George Boole por formalizar
la l6gica proposicional dio lugar al concepto de algebras booleanas.
Mientras investigaban las axiomaticas para las algebras booleanas al final del
siglo XIX, Charles S. Pierce y Ernst Schorder, encontraron 1til introducir el
concepto de reticula.

Independientemente, la investigacion de Richard Dedekind sobre ideales de
nimeros algebraicos dio lugar al mismo concepto. De hecho, Dedekind tam-
bién introdujo el concepto de modularidad, una forma debilitada de la dis-
tributividad.

A pesar de que algunos de los primeros resultados de estos matematicos y de
Edward V. Huntington son muy elegantes y lejos de ser triviales, no atraje-
ron la atencién de la comunidad matematica.

Fue el trabajo de Garrett Birkhoff a mediados de los 30’s que empezé el desa-
rrollo general de la teoria de reticulas. En una brillante serie de articulos €l
demostré la importancia de la teoria de reticulas y también que ésta provee
un marco unificador para los hasta entonces no relacionados desarrollos en
muchas disciplinas matematicas. El mismo Birkhoff, Valere Glivenko, Karl
Menger, John von Neumann, Oystein Ore y otros habian desarrollado lo su-
ficiente de este nuevo campo para que Birkhoff intentara presentarlo a la
comunidad matematica en general, lo que hizo con mucho éxito en la prime-
ra edicion de su Lattice Theory. Muchas condiciones sobre reticulas y sobre
elementos de ideales de reticulas son formas “debilitadas” de distributividad.
Por lo tanto, un conocimiento minucioso de las reticulas distributivas es in-

dispensable para el trabajo de teoria de reticulas. En muchas aplicaciones la
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condicién de distributividad se impone sobre reticulas que surgen en varias
areas de las matemadticas, especialmente el algebra. Como hemos menciona-
do, la modularidad es una forma débil de distributividad que cumplen, por
ejemplo, los submoddulos de un médulo.

Las reticulas modulares son una herramienta fundamental en la teoria ge-
neral de anillos y particularmente ttiles en la teoria de anillos de cocientes.
Ayuda a tratar con los aspectos abstractos de la relacién de inclusién entre
los submddulos de un moédulo. En el contexto de los anillos de cocientes, esta
teoria es indispensable cuando se debe dilucidar la conexién entre submodu-
los de un moédulo dado M y los submoédulos de un modulo de cocientes de
M.

El objetivo principal de ésta tesis es proporcionar un libro de texto intro-
ductorio para estudiantes de ciencias y que se tenga un mejor acceso a los
cursos de algebra, como teoria de grupos, teoria de anillos y campos y teoria
de modulos.

Las reticulas, aunque pueden ser estudiadas por si solas, tienen una aplicacién
fundamental en el estudio de las estructuras algebraicas, ya que proporcionan
informacion de su estructura interna y ademads brindan otro enfoque en el
estudio de la mismas.

Muchos resultados de la teoria de reticulas ayudan a demostrar resultados en
cada una de las teorias de estructuras algebraicas especificas, como algebra
lineal, teoria de grupos y teoria de modulos. Otros resultados que aparecen
en dichas teorias, son en realidad resultados de la teoria de reticulas.
Ademas, al abstraer las propiedades esenciales del orden en las estructuras,
las reticulas son ideales para hablar de subestructuras comunes a los obje-
tos algebraicos los cuales proporcionan una manera natural de analizar y

clasificar la reticula de algiin médulo, grupo, etc.

En el capitulo 1 de preliminares se habla de conjuntos parcialmente orde-
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nados, morfismos de orden y algunas propiedades de éstos. Se introudce la
definicién de reticula y reticula completa, se dan ejemplos y se demuestran
algunas porposiciones que seran auxiliares para el siguiente capitulo.

En el capitulo 2 de reticulas modulares se da la definicién correspondiente
tomando en cuenta porpiedades que se dieron en los preliminares y, entre
otras cosas se demuestra que la modularidad es una forma debilitada de la
distributividad. Se definen reticulas distributivas y algebras booleanas y tam-
tOP

CABool. Para no perder la fluidez de la lectura, los conceptos necesarios

bién, como ejemplo, se demuestra la equivalencia de las categorias Se

para leer el ejemplo aparecen en el apéndice Categorias. Mas adelante se de-
finen conceptos con ejemplos en la teoria de médulos. Por tltimo se estudian
berevemente los operadores de cerradura y las conexiones de Galois, y como

una aplicacién se menciona el teorema fundamental de la teoria de Galois.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Definicién 1.1.1

Un sistema (A1, As, ..., A,; R) con A;, tal que 1 < ¢ < n, conjuntos arbitrarios
y RC Ay x Ay X ... x A, es llamado una relaciéon n-aria entre los elementos
de dichos conjuntos. Si A; = Ay = ... = A, = A la relacién (A,...A; R) es

llamada homogénea y si n = 2 la relacién es llamada binaria.

Definicién 1.1.2

Una relacién binaria (A, A; R) es llamada:
(R) Reflexiva: Va € A: (a,a) € R.
(T) Transitiva: Va,b,c € A : (a,b),(b,c) € R= (a,c) € R.
(A) Antisimétrica: Va,b € A : (a,b),(b,a) € R=a=0b.

Es llamada relacién de orden parcial si cumple con (R), (7)) y (A). A una

relacion de orden parcial la denotaremos por “<”.

3



4 Preliminares

Si X es un conjunto en el que esta definida una relacién de orden parcial “<”,

se dice que (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado (COPO).

Observacion 1

Si (A, A; R) es una relacién binaria, la relacién inversa es (A4, A; R™!) donde
R~ = {(b,a)|(a,b) € R}. Esta relacién también es una relacién de orden
parcial pues es claro que cumple con (R),(T) y (A).

Demostracién:

En efecto, es claro que Va € A : (a,a) € R™.

Si (a,b), (b,c) € R~ entonces (b, a), (c,b) € R, como R es relacién de orden
parcial entonces (¢,a) € Ry por tanto (a,c) € R™1.

Si (a,b),(b,a) € R™! entonces (b,a),(a,b) € Ry ya que R es relacién de

orden parcial, tenemos que a = b. |

A la relacion inversa de “<” la denotamos por “>”.

Para un COPO podemos escribir las propiedades (R), (T') y (A) de la si-

guiente forma:
Sea (A, <) un COPO, entonces se cumple que:
(R) Vae A:a<a.
(T) Va,b,ce A:a<bb<c=a<c
(A) Va,be A:a<bb<a=a=h.
Si a < b decimos que a es menor que b o que b es mayor que a.
Ejemplo 1

1.- (N, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

2.- (N,]) es un conjunto parcialmente ordenado donde “|” es la relacién

“divide a”.
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3.- Si X es un conjunto entonces (P(X),C) es un conjunto parcialmente

ordenado.

4.- Los subespacios de un espacio vectorial son un conjunto parcialmente

ordenado con la relacion de orden parcial dada por la inclusion.

5.- (Z,]) no es un COPO ya que la relacién

“|” no es de orden parcial en
Z pues no cumple con la propiedad antisimétrica ya que 3| — 3y —3|3

pero 3 # —3.

Definicién 1.1.3
Un subconjunto B de un COPO (A, <) es llamado subCOPO si es parcial-

mente ordenado por restriccién de la relaciéon, es decir,

Va,be BCA:a<pb&sa<yb.

Definicién 1.1.4
En un COPO decimos que dos propiedades son duales si una se obtiene de

la otra mediante la permutacion de la relacion de orden parcial dada.

Notacion 1
En un COPO (A, <)y a,b€ Asia<by a+#b escribimos a < b.

Definicién 1.1.5
1.- Dos elementos a,b en un COPO (A, <) son llamados comparables si
a < bob<a. En caso contrario son llamados incomparables y esto

se denota por al|b.

2.- Si(A,<)esun COPOy C C A entonces C' es un conjunto totalmen-
te ordenado, cadena o COTO si cualesquiera dos de sus elementos

son comparables.
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Definicién 1.1.6
Sea (A, <) un COPO :

1.- El elemento mayor (menor) de un subconjunto X de A es un elemento

m € X tal que Vo € X : © < m (respectivamente m < ).

2.- Un elemento m € X es llamado maximo (minimo) en X si no existe

elemento en X mayor (menor) que m, es decir, Vo € X : m < z (respectiva-

mente z < m) entonces m = x.

Observacién 2

1.-

Si el elemento mayor (menor) existe, es tnico.

Demostracién:

En efecto, supongamos que my y ms son elementos mayores de X C A,
donde (A4, <) es un COPO. Como m; es elemento mayor entonces my <
my, pero también ms es elemento mayor, asi que m; < msy. Como ambos
elementos pertenecen a un COPO, se cumple la propiedad antisimétrica
y por tanto m; = ms. Dualmente se demuestra el caso para elemento

menor. |

Si el elemento mayor (menor) existe, es siempre maximo (minimo) pe-
ro los elementos maximos (minimos) pueden existir sin que exista un
elemento mayor (menor).

Ya que, por ejemplo, si A = {{n} : n € N} entonces para cada n € N:
{n} es méximo pues si existe {m} tal que {n} C {m} entonces m =n
y por tanto {n} = {m}.

Otro ejemplo: Tomemos el conjunto de ideales propios de Z. Si p es
primo entonces pZ es maximo pues solo lo contienen Z y ¢l mismo.
Pero es claro que no hay un elemento mayor, pues no existe ideal no

trivial que contenga a todos los ideales propios de Z.
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Proposicion 1.1.1
Cualquier cadena tiene a lo mas un elemento méximo (minimo). Notar que
puede no tener elemento maximo (minimo), pero en caso de tenerlo, es tinico.

Demostracién:

Si una cadena C' no tiene elemento méaximo, se cumple la proposicion. Su-
pongamos que existen en C' elementos maximos m; y mo. Como C' es cadena,
todos sus elementos son comparables, asi m; < my 0 moy < my. Sin pérdida de
generalidad supongamos que se cumple m; < mgy, pero como m; es maximo

esto implica que m; = ms. Dualmente para el caso de elemento minimo.

Definicién 1.1.7
Sean (A, <) un COPOy X C A:

1.- Un elemento a € A es una cota superior (inferior) de X si

Vax € X : x < a (respectivamente a < ).

Denotamos como X' = {a € A : a es cota superior de X} y a

X, ={a € A: a es cota inferior de X}.

2.- Un elemento a € A es llamado supremo o yunta de X si es el elemento
menor de XT. Es decir, a es la menor de las cotas superiores (si ¢ € A

es cota superior entonces a < ¢). Al supremo lo denotamos por supX
oVX.

Dualmente definimos al infimo o cuna como el elemento mayor de
X,. Lo denotamos por infX o A X.

Como caso particular sup{a,b} =a VvV by inf{a,b} =a Ab.

Observacién 3

El supremo y el infimo en caso de existir son tinicos.
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Para lo siguiente asumiremos el axioma de eleccién y por tanto sus equiva-

lencias, en particular el Lema de Zorn.

Lema de Zorn (LZ): Si toda cadena no vacia C' de un COPO (A4, <) tiene

una cota superior en C, entonces A tiene al menos un elemento maximo.

Definicién 1.1.8
Un COPO con la propiedad de que cada subconjunto no vacio contiene al

menos un elemento maximo (minimo) es llamado noetheriano (artiniano).

Definicién 1.1.9

Un COPO (A, <) satisface la condicién de la cadena ascendente (des-
cendente) (CCA y respectivamente CCD) si para cada sucesién infinita
a; < ag < ... <a, < .. (respectivamente a; > ay > ... > a, > ...) existe un

elemento k£ € N tal que ay = ax11 = ..., es decir la sucesion es estacionaria.

Teorema 1.1.1
Un COPO (A, <) es noetheriano (artiniano) si y sélo si cumple cumple con
la CCA (respectivamente CCD).

Demostracién:

[=] Supongamos que A es noetheriano. El conjunto de elementos de una
sucesion no decreciente debe de tener un elemento méaximo y es claro que la
sucesion se estaciona en ese elemento.

[«<] Sea T C Atal que T # (). Haciendo uso del axioma de eleccién, escogemos
x1 € T. Si x1 es maximo, terminamos. En otro caso escogemos x5 € T tal
que x1 < 9, Si 9 es maximo, terminamos. Siguiendo este proceso podemos
construir una sucesion estrictamente creciente de elementos de T, lo que

contradice la CCA, a menos que encontremos un elemento maximo. [ |

Definicién 1.1.10
Si a < ben un COPO (A, <) y no existe elemento ¢ € A tal que a < ¢ < b,
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decimos que a es cubierto por b y lo denotamos por a < b.

Muchos conjuntos parcialmente ordenados, especialmente los finitos, pueden
ser representados mediante un diagrama. A continuacién definiremos un grafo
dirigido asociado a un COPO.

Definicién 1.1.11

El Diagrama de Hasse de un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es un
grafo dirigido cuyos vértices son los elementos de A, y si x < y y no existe z
tal que xr < z < y entonces existe una arista de = a y.

Para construir el Diagrama de Hasse de un COPO (A, <) dibujamos un punto
(o escribimos el elemento) por cada elemento de A de tal manera que sia <b
entonces el punto asociado con el elemento b esté arriba del punto relacionado
con el elemento a. Por otra parte si a < b conectamos a los puntos asociados

con una linea vertical (de ser posible).

Ejemplo 2
Este ejemplo representa dos érdenes distintos sobre conjuntos iguales de tres
elementos.
c b c
b a
a
Ejemplo 3

Si A = {a,b,c,d,e, f,g,h,i}, el orden lo podemos definir con el siguiente
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g/l\h
d/ \e/ \f
NSNS

N

Donde podemos observar que, por ejemplo, se tiene que a < b, b <e,e < h

y h <u.

Para precisar el concepto de cuando dos 6rdenes son iguales comenzaremos

por la siguiente definicion:

Definicién 1.1.12
1.- Una funcién f : (A, <) — (B, <) entre dos COPO’s es llamado mor-
fismo de orden si Va,b € A:a <b= f(a) < f(b).

2.- Un morfismo de orden inyectivo sera llamado morfismo de orden

estricto.

3.- Un isomorfismo de orden es un morfismo de orden biyectivo tal que

su inversa también es un morfismo de orden.

Observacion 4

La inversa de un morfismo de orden biyectivo no necesariamente es un mor-
fismo de orden, es decir, un morfismo de orden biyectivo no siempre es iso-
morfismo de orden.

Demostracién:

Sean A = {ay,as,a3} vy X = {x1, 29, 23} dos conjuntos parcialmente ordena-
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dos donde su orden esta dado por:

a3
ai Q2

€3

T

Definimos o : A — X tal que para toda ¢ con 1 < i < 3 : a(a;) = ;.
Es claro que a es una biyeccién pues A y X tienen la misma cantidad de

elementos.
Para ver que a es morfismo de orden notemos que:
ar < azy ala) =1 < 23 = afaz)
as < azy alay) =z < x3 = afaz)
Por tanto « preserva orden.

Observamos que o~ : X — A estd dada por a~!(z;) = a; y ademés z; < 1y
y notamos que o '(z1) = a; y a~!(x3) = ay. Pero a; y ay son incomparables

por lo que no ocurre que o~ (z1) = a1 < ag = a~(x9). [ |

Observacién 5
Dos conjuntos parcialmente ordenados finitos son isomorfos si y solo si son

representados por el mismo diagrama.

Proposicion 1.1.2
En un COPO si inf{inf{a, b}, ¢} existe, entonces existe inf{a, b, ¢} y son igua-
les.

Demostraciéon:

Sea i = inf{inf{a, b}, c}, entonces ¢ < inf{a, b} e i < ¢. Asi tenemos que i < a,
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i <bei < ¢ es decir i es cota inferior de {a,b,c}. Sea = cota inferior de
{a,b,c}, entonces x < inf{a,b} y = < ¢, de aqui que = < inf{inf{a, b}, c}.
Por lo tanto i es la mayor de las cotas inferiores, lo que implica que i =
inf{a, b, c}.

Observacién 6
El reciproco de la proposiciéon anterior es falso ya que si nos fijamos en el

COPO con seis elementos dado por el siguiente diagrama:

a b c

inf{a, b, ¢} = e pero inf{inf{a, b}, ¢ } no existe.

1.2. Reticulas

Definicién 1.2.1
Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado en el cual, cada par de
elementos tienen supremo e infimo. Es decir, (£, <) es una reticula si para

cualesquiera a,b € £ existe sup {a,b} = aV by existe inf {a,b} = a Ab.

Ejemplo 4
Sea V un F-espacio vectorial. El conjunto de subespacios vectoriales de V
forman una reticula con el orden dado por la inclusién. Donde, si V; y V,

son subespacios de V tenemos que:
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Vl\/VQ:Vl—l—VQ:(VlUVg) y Vl/\VgZVlmVQ.

Ejemplo 5
Los ntimeros naturales N junto con la relacién de orden |, “divide a”, es una
reticula.

Donde para n,m € N: nVm = mcm(n,m) y n A m = mecd(n, m).

Ejemplo 6
Si X es un conjunto entonces (P(X), C) es una reticula donde para cuales-

quiera A,B € P(X):AvVB=AUByAAB=ANB.

Ejemplo 7

El conjunto {a,b,c,d,e, f, g, h,i} con la relacién dada por:

l

9/ \h
d/ \e/ \f
NSNS

NS

a

es una reticula. Donde, por ejemplo, bAc=a,dANe=0b,dNf =a,bVc=ce,
gVh=iydV f=1i.
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Ejemplo 8

El conjunto {1,a,b,c,d, e, f,0} es una reticula con la relaciéon dada por:

XA

Ejemplo 9
Un conjunto totalmente ordenado (X, <) es una reticula donde, para cuales-

quiera z,y € X: x Vy =max{x,y} y * Ay =min{z, y}.

Ejemplo 10

Si M es un R-modulo izquierdo entonces la clase de submédulos de M, de-
notada por (Sg(M), C), es una reticula donde, para A, B € Sg(M) se tiene
que A VB=A+ByAANB=ANB.

Ejemplo 11

Para G = Z,, = Z/nZ, la reticula de subgrupos de G es la reticula de divi-
siores de n (es decir, los divisores de n son escritos en una linea con n en la
parte inferior, 1 en la parte superior y las aristas hacia arriba desde a a b si

bla). Algunos ejemplos de esto para algunos valores de n son:
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vz

Ejemplo 12

Ly

El conjunto representado por el diagrama

a

9

/

no es una reticula puesto que no existe a V e.

Zg

Z]p"Z
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Definicién 1.2.2
Si .Z es una reticula e invertimos el orden, es decir, se cambia “<” por “>"
y “V” por “A”, obtenemos una reticula a la que llamamos reticula dual y

la denotamos por Z°F.

Proposicion 1.2.1
En cualquier reticula (£, <), las operaciones binarias “V” y “A” son asocia-

tivas, conmutativas y satisfacen la propiedad de absorcién:
Va,be L :(aVb)Na=(aNb)Va=a.

Demostraciéon:

La conmutatividad es inmediata, asi que demostraremos solamente la aso-
ciatividad y la absorcién. Sean a, b, ¢ € .Z. Para demostrar la asociatividad

tenemos que verificar que se cumplen:
aV(bVve)=(aVb)Ve
aN(bAc)=(aNnb)ANec.

Es claroque a <aV(bVve)ybVe<aV(bVe)yademasb<bVcyc<bVe,
asi, por transitividad, tenemos que b < aV (bVe)yc<aV (bVec).

Asi a Vv (bV c¢) es una cota superior de a y b, de modo que por la definicién

de supremo tenemos
avVb<aV(bVec).
Como a V (b V ¢) es cota superior de a V b y ¢ entonces tenemos que
(avb)Ve<aV(bVec).
Anéalogamente

aV (Ve <(aVb)Ve.
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Y por antisimetria tenemos que a V (b V ¢) = (a V b) V ¢ por lo que queda

demostrado la asociatividad de la yunta.
De forma dual se demuestra que a A (bAc¢) = (a Ab) Ac.

Para demostrar la propiedad de absorcién, i.e., aV (a Ab) =a =a A (aV b)
demostremos que aV (a Ab) = a, ya que la otra igualdad se puede demostrar

de forma analoga.

Como a Ab < aya< a, entonces a es una cota superior de {a,a A b}, asi
tenemos que a V (a A b) < a.

Por otra parte, es claro que a < aV (a Ab). Por lo tanto aV (aAb) =a. N

Lema 1.2.1
Sea (£, <) una reticula, entonces para cualesquiera a,b € £ son equivalen-
tes:
(1) a<b
(2) aANb=ua
(3) aVb=0b.
Demostracion:

[(1) = (2)] Como a < by a < a entonces a es una cota inferior de {a,b} y
como a Ab es la mayor de las cotas inferiores tenemos que a < a A by ademés
aAb < a. Porlo tanto a A b= a.

[(2) < (1)] SiaAb=a entonces a =inf{a, b} y por lo tanto a < b.

[(1) < (3)] Similarmente se demuestra que a < b<aVb=Vb. [

Lema 1.2.2
Sea (£, <) una reticula, entonces se cumplen las siguientes proposiciones

para a,b,c € .Z:
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(1) Sib<centoncesaAb<aAcyaVb<aVec.

(17) Sta<bya<centoncesa<bVcya<bAc.

(i7i) aV (bAc) < (aVb)A(aVec).

() (aAb)V(anc)<aA(bVec).

(v) Sia <centoncesaV (bAc)<(aVb)Aec.

(vi) Sic<aentonces (aANb)Ve<aA(bVec).

Demostracién:

(4)

(i7)

(iid)

(iv)

Supongamos que b < c¢. Lo que queremos demostrar es equivalente, por
el Lema 1.2.1, a (a Ab) A (a A ¢c) = a Ab. Haciendo uso de las leyes
conmutativas y asociativas tenemos que (aAb)A(aAc) = (aha)A\(bAc) =
aAb.

Similarmente se demuestra que a Vb < a V c.

Como a < by a < c, tenemos que ¢ < bV ¢, entonces por transitividad
a < bV c. También, como a < by a < ¢, entonces a es cota inferior de

by ¢, por definicién de infimo tenemos que a < b A c.
Sabemos que a < aVbya<aVe, por (it) tenemos:
a<(aVb)A(aVc) (1)

Ademas tenemos que bAc<b<aVbybAc<c<aVc usando una

vez mas (ii) tenemos:
bAc<(aVDb)A(aVc) (2)

De (1) y (2) tenemos que (aVb) A (aV ¢) es cota superior de {a,bAc},
de aqui que aV (bAc¢) < (aVb)A(aVec).

La demostracién es dual a (4i7).
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(v) De (iii) tenemos que aV (bAc) < (aVb)A(aVec). Como a < ¢ entonces
aVc=cy porlotanto (aVb)A(aVe) = (aVb)Ac, que es equivalente

a lo que se queria demostrar.

(vi) Como b < bV c entonces a Ab < aA (bVc)y ademds, como ¢ < a,
tenemos que (a Ab)Ve=cV(aAb) <cVaA(bVe)=aA(bVc).

Definicién 1.2.3

1.- Si (%, <)y (&', <) son reticulas, un morfismo de reticulas
a:l —
es una funcion que satisface:
Va, b€ L :afaVb) =ala)Valb)y alaAb) =ala) A ab).

2.- Un isomorfismo de reticulas es un morfismo de reticulas biyectivo,
es decir, es inyectivo y suprayectivo o equivalentemente:
Un morfismo de reticulas o : . — £’ es un isomorfismo de reticu-

las si existe un morfismo de reticulas g : &' — £ tal que aoff = 1 o

yBoa=1lg.
3.- Un morfismo Z°F — ¥’ es llamado antimorfismo de .Z a .Z’.

Ejemplo 13

Para cualquier nimero natural n consideramos el conjunto
D(n) ={m € N:mn}.

Las reticula (P({1,2,3}),C) y (D(30),]) son isomorfas.
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{1,2,3}

JIN I\
VAN \ /\
NN

{1y {2 {3}
Proposicion 1.2.2

La inversa de un isomorfismo de reticulas también es un isomorfismo de
reticulas.

Demostracién:

Sean a : . — £’ un isomorfismo de reticulas y a,b € £’'. Como «
es suprayectivo, existen x,y € % tal que a = a(z) y b = «(y) entonces
atand)=aa(z)Naly)) =a(a(zAy) =z Ay =a(a) ANa"t(b).
Dualmente se demuestra que a™(a V b) = a~*(a) V a (D). |

Proposicion 1.2.3
Si(Z, <)y (£, <) son reticulas entonces cada funcién entre .Z y £’ es
isomorfismo de orden si y sélo si es un isomorfismo de reticulas.

Demostraciéon:

[=] Sea a : £ — £’ un isomorfismo de orden y sean x,y € Z. Tenemos
que z Ay < z,y, entonces, como « preserva orden, tenemos que a(x A y) <
alz) y alz Ay) < a(y). Ast a(x Ay) es una cota inferior de a(z) y de a(y).
Supongamos que b es una cota inferior de a(z) y de a(y), i.e. b < a(z) y
b < afy).

Como « es suprayectivo entonces existe a € .Z : b = a(a) y asi lo anterior

lo podemos reescribir como a(a) < a(z) y a(a) < a(y). Por hipétesis o™
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también preserva orden tenemos que a < x y a < y (a es cota inferior),
entonces a < x Ay y por lo tanto b = a(a) < a(zx Ay).

Por lo tanto a(x A y) es la mayor de las cotas inferiores de a(z) y de a(y), y
as{ hemos demostrado que a(x A y) = a(z) A a(y).

Se demuestra dualmente que a(z V y) = a(z) V a(y).

[<] Sia < by a esisomorfismo de reticulas entonces a(a) = a(a Ab) =
a(a) A a(b) siy sélo si a(a) < a(b). Como la inversa de un isomorfismo de
reticulas también es isomorfismo de reticulas, y como ya demostramos, cada
morfismo de reticulas es un morfismo de orden entonces la inversa también

es un isomorfismo de orden. |

Definicién 1.2.4
Sea .Z una reticula y a,b € £ tales que a < b. Entonces definimos el

intervalo [a,b] = {x € £ : a < x < b}.

Ejemplo 14

Sea a: A — L un morfismo de médulos.

Entonces & : [Kera, A] — [0,Ima], tal que para U € [Kera, A] se tiene que
&(U) = a(U), es un isomorfismo de reticulas.

Demostracion:

(7) Veamos que & estd bien definido. Sean Uy = U, € [Kera, A]. Si z € a(U)

entonces existe u € U; tal que 2 = a(u), pero u € Us entonces a(u) € a(Us).
Ast a(U;) € «a(Us,). Simétricamente se tiene que a(U;) € «(U;) y por lo
tanto a(U;) = a(Us).

(71) Veamos que & es inyectivo. Supongamos que &(U;) = &(Us,) enton-
ces a(U;) = a(Us). Luego a H(a(U)) = a (a(Us)) lo que implica que
Ui+Kera = Us+Kera y asi tenemos que Uy = U, y por lo tanto & es inyec-
tivo.

(7i1) Veamos que & es suprayectivo. Sea V' € [0, Ima] entonces 0 < V' <Ima

lo que implica que Kera = a™'(0) < o }(V) < o !(Ima) = A de aqui que
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a (V) € [Kera, A] y entonces &(a (V) = a(a™(V)) = VNIma = V. Por
lo tanto & es suprayectivo.

(1v) Veamos que & es morfismo de reticulas. Sean Uy, Uy € [Kera, A] entonces
a(Up + Us) = a(Up + Us) = a(Uy) + a(Usz) = &(Uy) + a(Us).

Ademds, como Kera < Uy, U, &(Uy NUs) = a(Uy NUs) = a(Uy) Na(Usy) =
a(Uy) Na(Usy).

Por lo tanto [Kera, A] = [0,Ima]. [ |

Como consecuencia de lo anterior tenemos:

Teorema 1.2.1 (4to Teorema de isomorfismos para médulos)
Sea A un R-méduloy C < A. Siv: A — A/C es el epimorfismo candnico,

entonces v : [C, A] — [0, A/C] es un isomorfismo de reticulas.

Lema 1.2.3

Sea C' < A, entonces C' es maximo si y sélo si A/C' es simple.

Proposicion 1.2.4
Si € es una cadena, .Z una reticula y f : ¥ — £ un morfismo de orden,
entonces f es un morfismo de reticulas.

Demostracién:

Para cualesquiera a,b € % demostremos que f(a Ab) = f(a) A f(b) ¥
flavd) = f(a)V f(b).

Como % es una cadena, sus elementos son comparables. Sin pérdida de ge-
neralidad supongamos que a < b. Entonces por Lema 1.2.1 y por hipdtesis
a=aAbyasi f(a) < f(b), esto implica que f(a Ab) = f(a) = f(a) A f(b),
ya por por el inciso (i) del Lema 1.2.2; se tiene que f(a) < f(b) implica que
fla) = fla) A fla) < fla) A f(D).

Dualmente se tiene que f(aVb) = f(a)V f(b). Por lo tanto f es un morfismo

de reticulas. [}
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Definicién 1.2.5
Si .Z es una reticula entonces una subreticula de £ es un subconjunto
L C L tal que: a,b € £ implica que aVb e L yanbe L. Y por tanto

£' es una reticula por si misma.

Proposicion 1.2.5
Un COPO es una cadena si y sélo si cada uno de sus subconjuntos es una
subreticula.

Demostraciéon:

[=] Sea X un subconjunto de una cadena ¢ y x,y € X. Como los elemen-
tos de una cadena son comparables entonces © Ay = min{z,y} y zVy =
max{z,y} existen y pertenecen a {z,y} C X. Por lo tanto X es una su-
breticula de €.

[«<] Supongamos que todo subconjunto de % es una subreticula. Tomemos
un subconjunto cualquiera con dos elementos {x,y}.

Siz Ay =z entonces z <y, ysiz Ay =y entonces y < x. En ambos casos

los elementos son comparables. Por lo tanto % es una cadena. |

Ejemplo 15

Consideremos la reticula D(30), de divisores de 30:

SN
X
ANV

Son subreticulas de D(30):
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pero no lo son:

Ls

30

VAVZRN

- W

Ly

Ya que por ejemplo, en Lg se tiene que 2V3 =6 ¢ Ly yen Ly, 6A10 =2 ¢ Ly.
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1.3. Reticulas completas

Definicién 1.3.1
Una reticula .Z es completa si cada subconjunto S C % tiene supremo e

infimo en S denotados por \/ S y A S respectivamente.

Observacién 7

Notar que a diferencia de la definicién equivalente de reticula, donde un
conjunto parcialmente ordenado .Z es una reticula si cada subconjunto finito
tiene yunta y cuna; en una reticula completa los subconjuntos pueden ser
infinitos y no necesariamente finitos.

En una reticula completa .Z existe un elemento mayor denotado por 1 y un
elemento menor denotado por 0. Ya que .Z es subconjunto de si mismo y

éste tiene supremo e infimo.

Ejemplo 16
Si X es un conjunto, entonces la reticula (P(X), C), con VV{A;}ier = U 4,
i€l
vy N{Ai}icr = [ Ai es completa.
i€l
Ejemplo 17
La reticula de subgrupos de un grupo G, ([0, G], C), con \/{S;}ier = (U Si)
i€l
y N{Si}tier = [ S; es completa.
icl
Ejemplo 18

La reticula de submddulos de un R-médulo M, (Sg(M), C), con
VA{Sitier = > Si y A{Si}ier = () Si es completa.

el iel
Ejemplo 19

(N, <) no es una reticula completa pues \/ N no existe.
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Teorema 1.3.1
Un COPO .Z es una reticula completa si cada subconjunto de .Z tiene yunta.
Demostracion:
Para cada subconjunto S C . definamos: B = {b € Z|Vs € S : b < s}
el conjunto de las cotas inferiores de S en .Z. Notar que B # () ya que

supl) € Z.

Sea = la menor de las cotas superiores de B en .Z, i.e. x = supB € Z.

Si s € S entonces para cada b € B tenemos que b < s entonces x = supB < s.
Si y es cualquier elemento tal que Vs € S : y < s entonces y € B y por lo
tanto y < supB = x. De aqui tenemos que x =inf S.

Por lo tanto S tiene infimo y asi .Z es una reticula completa. |

Observacion 8
Dualizando del teorema anterior se tiene que un COPO .Z es una reticula

completa si cada subconjunto de .Z tiene cuna.

Definicién 1.3.2
Si .Z es una reticula completa entonces una subreticula completa ¢’ de
Z es una subreticula tal que S C ¢’ implica que \/ S € ¥ y \S € L.

Ejemplo 20
Sean .Z una reticula y a,b € %, el intervalo [a,b] = {x € £ :a < x < b} es

una subreticula completa de .Z.

Ejemplo 21

Si .Z una reticula, un subconjunto I C .Z es llamado ideal si éste satisface:
(1) Siaelyxe Z tal que z < a entonces z € I.
(7i) Sia,b e I entonces aVbe .

(7i1) Si & tiene 0 entonces 0€ .
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Dualmente definimos un filtro como un subconjunto F' C .Z tal que satis-

face:

(i) Siae Fyze Z tal que a <z entonces z € F.
(7i) Sia,b € F entonces a A b € F.

(7i1) Si & tiene 1 entonces 1€ F.

Los ideales y los filtros son subreticulas completas.



28

Preliminares




Capitulo 2

Reticulas modulares

Dedekind observé que los grupos aditivos de un anillo y los subgrupos nor-
males de un grupo forman reticulas de una forma natural y que esas reticulas
tienen una propiedad especial, a la cual nos referiremos como ley modular.
La modularidad es una consecuencia de la distributividad, y la observacién
de Dedekind dio como resultado ejemplos de reticulas que son modulares
pero no necesariamente distributivas, por ejemplo la reticula de submodulos
de un médulo. La modularidad es la generalizacién mas conocida de distri-
butividad.

En el Lema 1.2.2 inciso (vi) vimos que para cualquier reticula . se cumple
que a,b € £ ya < centonces aV (bAc) < (aVb)Ac. Pero no necesariamente
se tiene que a V (b A c¢) > (aV b) A c. Para precisar mas esto definamos lo

siguiente.

Definicién 2.0.1
La reticula del pentdgono (V5) es una reticula de cinco elementos 0, a, b, ¢, 1
talesque 0 <a<ec<1,0<b<1yalb, d|c Esdecir, la podemos repre-

sentar con el siguiente diagrama:

29
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/1\b
/

N

&
a
0

Proposicion 2.0.1
La reticula del pentagono no cumple la propiedad de que si a,b € N5y a < ¢
entonces a V (bAc) > (aVb)Ac.

Demostraciéon:

Supongamos que se cumple la desigualdad. Basados en el diagrama anterior
tenemos que a < ¢ pero ¢ = (aVb) Ac < aV (bAc) = a entonces tenemos

que ¢ < a y esto implicaria que a = ¢ pero claramente esto no es cierto. W

La proposicién anterior demuestra que existen reticulas en las que no se da
la propiedad de que para elementos a, b, ¢ en dichas reticulas a < ¢ implique
que aV (bAc) = (aVb) Ac. Esto nos hace preguntarnos qué reticulas cumplen

esta igualdad, para ello definamos lo siguiente.

Definicién 2.0.2
Una reticula £ es llamada modular si para a, b, c € .Z, con a < ¢, se cumple

que:

aV(bAc)=(aVb)Ac.
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Observacién 9

Una subreticula de una reticula modular también es una reticula modular.

Ejemplo 22
Si G es un grupo, entonces la reticula de subgrupos normales de G, N(G),

es una reticula modular.

Ejemplo 23

La reticula de ideales de Z es una reticula modular.

Ejemplo 24

La reticula Sg(M) de submédulos de un R-mdédulo es una reticula modular.
Demostracion:

Sean K, L, N € Sg(M) tales que N < L.

Queremos demostrar que N + (K N L) = (N + K) N L, pero ya hemos

demostrado una desigualdad para cualquier reticula, es decir, ya sabemos

que se cumple:

(KNL)+ N <(K+N)nL.

Asi que basta demostrar que se cumple la desigualdad reciproca.
Seax € (K+N)NLentoncesx =y—+zcony € K, z€ Nyax € L. Entonces
y=x—z€ KNLC(KNL)+ N. Porlo tanto (K +N)NL=(KNL)+N.
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Ejemplo 25

Las siguiente reticula es modular:

A continuacién daremos una equivalencia a la propiedad que tienen las reticu-

las modulares.

Teorema 2.0.1
Una reticula £ es modular si y sélo si para a,b,c € £ tales que a < c,
aNb=cANbyaVb=cVDbimplica que a = c.

Demostracién:

[=] Sea .Z una reticula modular y a,b,c € £ tales que a < c,aANb=cAb
y a Vb= cVb. Entonces tenemos que aV (bAc) =aV (a Ab) = a por la
propiedad de absorcién, y por otro lado (a V b) Ac= (cVb) A c=c. Como
Z es modular entonces tenemos que a =aV (bAc¢) = (aVb)Ac.

[«<] Supongamos que a < ¢y denotemos por a = aV (bAc) ya = (aVb)Ac.
Veamos que o = f3.

Sabemos que para toda reticula se cumple la desigualdad a < 3, asi que

tenemos lo siguiente, a < a < 8 < ¢. Demostraremos que a Ab = A by que

aVb=pBVbh
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Notemos que f = (aVb) Ac<aVb<aVb< Vb Comob<aVby
b < aVbtenemos que bV 3 < aVby por lo tanto tenemos que bV 3 = aVb.
Dualmente o A b= 5 A b.

Asi se cumplen las condiciones de la hipétesis y concluimos que a = 3, y por

tanto ¥ es modular. [ |

Teorema 2.0.2
Una reticula .Z es modular si y solo si no contiene subreticulas isomorfas a
Ns.

Demostraciéon:

[=] Es claro que si .2 es una reticula modular no puede tener subreticulas
no modulares.
[«<] Supongamos que .Z no es modular, usando el teorema anterior, existen
tres elementos distintos en a, b, ¢ € £ tal que a < ¢, aAb=cAby aVb=cVb
pero entonces el subconjunto {a,b,c,a A b,a V b} es una reticula isomorfa a
Ns.

aVb

e \
N /

alb

Lo que es una contradicciéon, por lo tanto £ es modular. |

Ejemplo 26

Toda cadena es una reticula modular, ya que todos los elementos de una ca-
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dena son comparables y por tanto, ésta no puede tener subreticulas isomorfas

al pentagono.

Teorema 2.0.3 (2° Teorema de isomorfismos para ret. modulares)

Para cualesquiera elementos a,b € £, de una reticula modular, se tiene que
[aAb,a] = [b,a Vbl

Demostracién:

Sea a : [b,a Vb — [a A b,a] donde Vx € [b,a V b| : a(x) = a A x. Para

demostrar que « es isomorfismo de reticulas demostremos que es morfismo
con inversa f3.

Sea B :[aAbya] — [b,a Vb tal que Yy € [a Ab,a] : B(y) =y Vb

Sea x € [b,a V b] entonces a Ab < a(z) = a ANz < ay por absorcién a =
a A (aVb). Como entre dos reticulas una funcién es isomorfismo de reticulas
si y sélo si es isomorfismo de orden (por Proposicién 1.2.3), demostraremos
que « es isomorfismo de orden.

Veamos que o~ = f.

Como b <z < a Vb tenemos que
fa(z) = (aNz)VDb
= xA(aVDb)
= .
Pero también como a A b < y < a tenemos que
af(y) = an(yVvo)
= yV(aAD)
=Y
va que .Z es modular.

Ademads « preserva orden ya que si z,y € [b,a Vb y < y, entonces a(x) =

zAa<yAa=a(y). Dualmente  es morfismo de orden. [ |



35

Observacién 10
El resultado anterior aplicado a la reticulas de submodulos de un médulo M

es el segundo teorema de isomorfismos para médulos:
Si A, B € Sg(M) entonces:

A+B,_ A
B  ANB

El 2do teorema de isomorfismos para reticulas nos lleva a definir una clase

particular de isomorfismos entre intervalos de una reticula modular.

Definicién 2.0.3
1.- Dos intervalos de una reticula modular son llamados similares si pue-
den expresarse de la forma [a A b, al, [b,a V b] para algunos elementos

a, b en la reticula.

2.- Dos intervalos I, J de una reticula modular son proyectivos si existe
una sucesion de intervalos I = Iy, I1, ..., 1,1, 1, = J tal que I, y I

sean similares para 1 < k < n.

Ejemplo 27

El segundo teorema de isomorfismos para médulos nos asegura que si [A, B] y

[C, D] son intervalos proyectivos en Sg(M), entonces % = %; pues podemos
escribir dos intervalos similares como [W, X] y [V, Z], donde W = X NY y

Z = X +Y de tal manera que % i %

Para lo siguiente ya no se supone que todas las reticulas sean modulares,
pero muchos de los resultados que vienen a continuacion estan relacionados

con las reticulas modulares, que es el objetivo principal de este trabajo.
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2.1. Reticulas complementadas

Definicién 2.1.1
1.- Sea .Z una reticula con 0 y 1. Si a € .Z entonces un complemento

de a en .Z es un elemento ¢ € £ tal que:

aNc=0 y aVce=1.

Denotamos este hecho por a @ c = 1.

2.- La reticula .Z es complementada si cada elemento de £ tiene com-

plemento en .Z.

Ejemplo 28

Sea Sp(V) la reticula de subespacios de un F-espacio vectorial V. Si W <V
y v es una base de W, entonces la podemos extender a una base § de V.
Sea (8 —~) = W'. Veamos que W’ es un complemento de W.

Primero notamos que V.=W +W' pues § C W+W'. Si x € WNW’ tal que
x # 0 entonces x = a17;, +... +an%i,, =015, +... +b,,5;,, con a;,b; € F, a; # 0,
Vi, €Y B, € B — 7. Si despejamos 7;, observamos que se encuentra en
((B=7)U{Yigs -, Vin 1), lo que contradice que § es linealmente independiente.
Por lo que tenemos que WNW’' =0y W+W’' =V y por lo tanto WeW’' = V.
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Ejemplo 29
La reticula
1
a b c
X AN
/ AN
d e /

es una reticula complementada.

Ejemplo 30

En la reticula N5, b tiene dos complementos.
1
C / \
b
a /
\ 0

Sea N < M es un complemento en Sg(M) siy sélo si N es sumando directo

de M.

Observacién 11

Proposicion 2.1.1
Si .Z es una reticula modular complementada, entonces cada intervalo de .Z

es complementado.
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Demostracién:

Sean a,b € £ tal que a < by d € [a,b]. Sea ¢ € £ un complemento
de d, 1.e., dNc =0y dVc =1, entonces, por modularidad, se tiene que
aV(cAb)=(aVc)Nb.

Veamos que aV (¢cAb) = bA(aVc) es un complemento de d en [a, b]. Sabemos
que .Z es modular, entonces, como a < d tenemos que (a V (¢ Ab)) Ad =
aV((eANb)ANd)=aV0=a.

Por otra parte, como d < b tenemos que ((aVe)Ab)Vd = ((aVec)Vd)ANb=
IAb=0.

Por lo tanto d tiene complemento en [a,b] y asi cada intervalo de £ es

complementado. |

Proposicion 2.1.2
La reticula .Z es modular si y sélo si cada intervalo I de .Z tiene la siguiente
propiedad:

Si ¢ € I tiene dos complementos a,b € I con a < b entonces a = b.

Demostracién:

[=] Supongamos que £ es modular. Sean I = [z,y] un intervalo de .Z y
a,b € I, tales que a < b, complementos de ¢ en I. Entonces, como a < by
por modularidad, tenemos:

b=bAy=bA(aVc)=aV(bAc)=aVzx=a.
[«<] Si a,b € Z tales que a < b entonces, por Lema 1.2.2, tenemos que

a=aV(bAc)<(aVec)ANb=p

Demostremos que « y f son complementos de ¢ en el intervalo [b A ¢,a V ¢].
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Como b A ¢ < ¢, tenemos
aNc=((cANb)Va)Ac

> (cNa)V(cAD)
=cAb por Lema 1.2.2, (7).

AsiaANec>cANb.

Pero también observamos que a < b y esto implica que a Ac < ¢ A by por
lo tanto tenemos que a Ac = cAb. Y también a Ve = ((cAb)Va)Ac=
(cANa)V(cAb)=aVec.

Por otra parte tenemos también que S Ac = (cVa) ANbAc=0bAcy ademss
Ve = ((eVa)Ab)Ve

< (bVe)A(eVa)

aVc

y como a < [ tenemos que SV c=aVc.
En resumen tenemos que:
aNc=cNb=FANcyademiasaVc=aVc=pVec

Asi a y 8 son complementos de ¢ en [b A c,aV ¢], y, como a < f3, por la
hipétesis concluimos que a = (e Ab) Va = (cVa) ANb= [, i.e., se cumple la
modularidad. [ |

2.2. Reticulas con condiciones de cadena

Definicién 2.2.1

1.- Sea .Z una reticula modular y completa. Dos cadenas
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a=a<a; <..<aq,=>
a=by<b <..<b,=b

entre el mismo par de elementos a,b € .Z son llamadas equivalentes
si m = n y existe una permutacién 7 de {1, ...,n} tal que los intervalos

[ai—1, a;] ¥ [br(i)—1, bx(i)) son proyectivos.

2.- Un refinamiento de una cadena a = a9 < a; < ... < a,, = b se obtiene

por la insercion de nuevos elementos en la cadena.

Teorema 2.2.1 (Del refinamiento de Schreier)
Cualesquiera dos cadenas finitas entre el mismo par de elementos de una
reticula modular tienen refinamientos equivalentes.

Demostracién:

Sean .Z una reticula modular, dos elementos a,b € .Z y dos cadenas finitas

a=a<a; <..<a,=> (1)

Paracadat=1,...my j=1,...,n sean:

Q5 = (ai N bj) V bj—l = (CLZ‘ \% bj—l) AN bj

bz‘j = (bj N @i) Va1 = (bj V ai_l) N a;

Observe que ai_lvj/\(ai/\bj) = (ai_l \/bj_l)/\bj/\ai/\bj = (ai_l \/bj_l)/\ai/\bj.
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Mientras que, como a;—; A b; < a;, y por modularidad, tenemos:
ai—1; V(@i Nbj) = (ai_1 ANbj)Vbj_1V (a; A\by)
((aimy Abj) V (ai A bj)) V bjy
= (((ai—1 A bj) Vbj) Nag) V bj
(@; Nbj) Vbj_q
= a;.
De lo anterior tenemos que:
ai—1; A (a; ANbj) = (ai—1 V bj_1) Aa; Ab; y también
ai—15 V (a; ANb;) = (((ai—1 Ab;) Vb)) ANa;) Vbj—y = (a; ANb;) Vb1 = ajj.
Por lo tanto los intervalos
[(ai—1 V bj_1) N a; Nbj,a; A\ bj] (3)
y
[(ai—1 V bj—1) Abj, (@i Nbj) V bja] = [aioj, aij]

son similares.
Simétricamente el intervalo (3) es similar a [b;_1, bj;]. Por lo tanto [b;_y ;, b;i]

es proyectivo a [a;_1 ;, @ijl.

As{ obtenemos:

donde b,; = a; = agit1 Y am; = bj = agj41 son equivalentes y son refina-

mientos de (1) y (2) respectivamente. |

Definicién 2.2.2

Una cadena de composicién, entre dos elementos a y b de una reticula,
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es una cadena a = a9 < a; < ... < a,, = b que no tiene refinamientos
excepto repeticiones de elementos dados a;. El entero m es la longitud de

la cadena.

Una implicacién inmediata del Teorema del refinamiento de Schreier es la

siguiente:

Corolario 2.2.1 (Teorema de Jordan-Hoélder para reticulas)
Cualesquiera dos cadenas de composicién entre el mismo par de elementos

de una reticula modular son equivalentes.

La version del Teorema de Jordan-Holder para moédulos es la siguiente:

Teorema 2.2.2 (de Jordan-Hé6lder para médulos)
Cualesquiera dos cadenas finitas de un médulo tienen refinamientos isomor-

fos.

Definicién 2.2.3
Una reticula modular y completa .Z es de longitud finita si existe una
cadena de composicion entre 0 y 1. La longitud de .Z es la longitud de la

cadena de composicién entre 0 y 1.

Definicién 2.2.4
1.- Una reticula .Z es noetheriana (o satisface la CCA) si no existe una

cadena estrictamente ascendente ag < a; < ... en .Z.

2.- Una reticula £ es artiniana (o satisface la CCD) si no existe una

cadena estrictamente descendente ag > a; > ... en .Z.

Proposicion 2.2.1
Una reticula £ es noetheriana (artiniana) si y sélo si cada subconjunto no

vacio de .Z tiene un elemento maximo (minimo).
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Demostracién:
Ver Teorema 1.1.1. |

Proposicion 2.2.2
Toda reticula noetheriana tiene elemento mayor. Dualmente, toda reticula
artiniana tiene elemento menor.

Demostracion:

Sea .Z una reticula noetheriana y m un elemento maximo en .Z. Entonces
para cada elemento a € £ se tiene que m < m V a. Como m es maximo en
% tenemos que m = m V a por lo que a < m. Por lo tanto m es elemento

mayor en en .Z. |

Proposicion 2.2.3
Sea .Z una reticula modular complementada. Si a < b entonces no existe
elemento tal que sea complemento de a y b.

Demostraciéon:

Demostremos esta proposicion por reduccién al absurdo. Supongamos que
existe ¢ € .Z tal que ¢ es complemento de a y de b en .Z tales que a < b, es
decir,aVe=1=bVcyaAc=0=0>bAc. Porel Lema 1.2.2 obtenemos
de lo anterior que a = b, lo que contradice que a < b. Por lo tanto no hay

elemento en .Z que sea complemento de a y b en .Z. |

Proposicion 2.2.4
Sea (Z,<) un COPO tal que cada subconjunto no vacio tiene supremo

(infimo). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(1) £ es una reticula noetheriana (artiniana).

(it) Para cada subconjunto ) # A C & existe un subconjunto finito £/ C A

talque VA=V F (NA=AF).

Demostraciéon:
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[(i) = (di)] Sean .Z una reticula noetheriana y # = {\/ F|FF C Ay F es
finito}. Como .2 es noetheriana existe un elemento méaximo \/ Fy € .#. Es
claro que \/ Fy <'\/ A.

Ademas si a € A, por maximalidad, \/ Fy = (\/ Fo) V a lo que implica que
a <\/ Fy. Entonces \/ A </ Fy y por tanto \/ A =\/ Fq.

[(it) = (i)] Sea a; < as < ... < a, < ... una sucesién no decreciente en

Z. Sea A = {ay,as, ...,a,, ...}, por la hipdtesis existe F' C A finito, tal que
no

VA =\V\F, ie. existe un elemento nyg € N tal que \/ a, = V a, = ap,.

neN n=1
Entonces ¥Vn € N tal que ng < n se tiene que \/ a, < a,, 0 a, = ay,, lo que
no<n
demuestra que £ es noetheriana. Dualmente para el caso artinitano. |

Proposicién 2.2.5
Una reticula modular y completa es de longitud finita si y sélo si es noethe-
riana y artiniana.

Demostracién:

[=] Sea £ una reticula modular tal que su longitud es m, entonces cada
cadena estrictamente ascendente (o estrictamente descendente) en £ tiene
a lo més m + 1 elementos, entonces .Z es noetheriana y artiniana.

[«<] Supongamos que .Z es noetheriana y artiniana. Entonces para cada a # 0
en .Z existe, por la Proposicion 2.2.1, un elemento méximo b tal que a < b. Si
repetimos este proceso, generamos una cadena descendente 1 > a; > as > ...
Como £ también es artiniana, esta cadena se estaciona después de un niime-
ro finito de pasos. Es decir, obtenemos una cadena 1 > a; > as > ... > 0, la

cual es una cadena de composiciéon. Por tanto £ es de longitud finita. W

Proposicién 2.2.6
Sea a un elemento de una reticula modular y completa .Z. Entonces £ es
noetheriana (artiniana) si y sélo si los intervalos [0, a] y [a, 1] son noetherianos

(artinianos).
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Demostracién:

[=] Si .Z es noetheriana o artiniana, cada intervalo de .Z es noetheriano o
artiniano.

[«<] Supongamos que [0, a] y [a, 1] son noetherianos y sea b; < by < ... una
cadena estrictamente ascendente en .Z.

Entonces existe un entero n tal que

bpNa=bpyNa=cel0,a] =0<c<a

byVa=b,,1Va=de[a,1]]=a<d<1

entonces ¢ < a < d y por tanto a € [¢, d].
Notar que b, y b,11 son complementos de a en [c,d]. Como £ es modular y
b, < b,+1 podemos hacer uso de la Proposicién 2.1.2 y asi b, = b,,11.

Por lo tanto .Z debe ser noetheriana. Dualmente para el caso artiniano. W

Ejemplo 31
Si M es un médulo. Una cadena de composicién entre {0} y M en Sg(M)
es una cadena de submddulos {0} = My C M; C ... C M,, = M tal que cada

modulo cociente M;/M;_; es simple.

Como caso particular: tomemos la cadena de composicion
0<Zy<7Zy<Zg<..<Zon Notar que Zon/Zon-1 = Zs, pero 2 es primo y

entonces Zsy es campo, por lo tanto Zs es simple.

Ejemplo 32
Un espacio vectorial V' es de longitud finita si y sélo si es de dimension finita

y su longitud es la dimensién de V.
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2.3. Reticulas distributivas

La Teoria de Reticulas evolucion6 en el siglo XIX a través de los trabajos
de George Boole, Charles Saunders Pierce y Ernst Schroder , y después con
los trabajos de Richard Dedekind, Garret Birkhoff, Oystein Ore, John von
Neumann, y otros durante la primera mitad del siglo XX. Boole estableci6

los fundamentos para las algebras que llevan su nombre.

Recordemos que en cualquier reticula £, si a,b,c € £ siempre se cumple

que
(anb)V(aNnc)<aAN(bVc)

Pero la otra desigualdad no siempre se tiene por lo que surge otro concepto

que definiremos a continuacion.

Definicién 2.3.1
Una reticula . es distributiva si para cualesquiera a, b, c € £ se cumple

que
aN(bVec)=(aNb)V(aAc).
Proposicion 2.3.1

Toda reticula distributiva es modular.

Demostracién:

Sea .Z es una reticula distributiva y a,b,c € £ tal que a < ¢, entonces
(aVb)ANc=(aNc)V(bAc)=aV (bAc). [ |
También se puede definir una reticula distributiva de la siguiente manera.

Lema 2.3.1

Una reticula £ es distributiva si y sélo si para cualesquiera a,b,c € £ se
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cumple que a V (bA¢c) < (aVb) A (aVc)y por tanto se cumple la igualdad
aV(bAc)=(aVb)A(aVc).

Demostracién:

[=] Supongamos que £ es una reticula distributiva, entonces

(aVb)AN(aVe)=aV ((aVb)Ac)) Proposiciéon 2.3.1ya<aVb
=aV((anc)V(bAc) por distributividad
=(aV(anc)V(bAc) por asociatividad
=aV(bAc) por absorcién.

<]

(@anb)V(aAc)=((anb)Va)A((anb)Vec)
=aA((aVe)A(bVe))
=aAN(bVec).

Proposicién 2.3.2
Toda cadena es una reticula distributiva.

Demostracién:

Sean a, b, ¢ elementos de una cadena, entonces tenenemos seis posibilidades:
a<b<c,a<c<bhb<a<cb<c<ac<a<byc<b<a En

cualquiera de los casos se tiene que (a Vb) Ac= (aAc)V (bAc). [

Observacion 12
La clase de reticulas distributivas es cerrada bajo subreticulas, es decir, una

subreticula de una reticula distributiva también es una reticula distributiva.

Veamos una caracterizacion para las reticulas distributivas que nos ayudara

para demostrar algunas propiedades.
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Teorema 2.3.1
Z es una reticula distributiva si y solo si para cualesquiera a,b,c € £ :
aNc=bAc,aVc=bVec=a=h.

Demostracién:

[=] Supongamos que .Z es una reticula distributiva y sean a,b,c € £ tales

queaNc=bAcyaVc=0bVec.

Entonces:

a=aA (aVc) por absorcién
=aAN(bVe) por hipétesis
=(aAb)V(aAc) por distributividad
=(anb)V(bAc) por hipétesis
=bA(aVec) por distributividad
=bA(bVc) por absorcién

[«<] Supongamos que Ya,b,c € £ :aANc=bAc,aVec=bVc=a=h.
Por el Teorema 2.0.1 tenemos que Va,b,c € £ :a < ¢, aNb = bAc,
aVb=0bVc= a= ces equivalente a que .£ sea modular. Por lo tanto
Z, con la hipétesis, es modular. De aqui que a A b < a V b implica que
(aANb)V(cA(aVDd) = ((aNb)Vec)A(aVDb)ybAc<bVcimplica que
(bAc)V(aN(DVe)=((bAc)Va)A(bVc).

Sean a = (aAb)V (cA(aVD)yB=(bAc)V(an(bVc)).

Demostremos que a Ab= 3 A b.
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Como a Ab <D,

=({(aAb)V(cA(aVb)))A

=(aAb)V((cA(aVb)ADb) por modularidad

=(aNb)V(cA((aVDb)ADb)) por asociatividad

= (aAb)V (cADb). por absorcién
Similarmente, como b A ¢ < b,

BAb=((bAc)V(aN(bVe))AD
=BAc)V((aNn(bVe)AD) por modularidad
=(bAc)V(an((bVe)AD)) por asociatividad
=(bAc)V(aAc). por absorcién

Por lo tanto o A b = 5 A b. Dualmente se demuestra o Vb= 5V b.

Ahora, por hipdtesis concluimos que o« = 3 y entonces aAa = S Aa. Ademés

aNa=((aANb)Ve)A(aVD)Ac
=((anNb)Ve)Aa
=(aNb)V(cAa)

y también

BAa=aN((bANc)Va)A(DbVec)
=aAN(bVe).
Finalmente a A (bV ¢) = (a Ab) V (a Ac) y por lo tanto .Z es distributiva.
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Definicién 2.3.2
La reticula del diamante, denotada por Ms, donde My = {0,a,b,¢, 1}, es

la reticula representada por el siguiente diagrama:

1

RN
AN

Proposicién 2.3.3
M5 no es una reticula distributiva.

Demostracién:

Demostremos esto por reduccién al absurdo. Supongamos que M;5 es distri-
butiva.

Siguiendo el diagrama observamos que aAc =0 = bAcy queaVec=1=0bVc,
como estamos suponiendo que Mj5 es distributiva y por el Teorema 2.3.1, te-
nemos que a = b. Lo que claramente no ocurre y por tanto genera una

contradiccién. Por lo tanto M5 no es distributiva. [ |

Veamos otra equivalencia de reticulas distributivas.

Teorema 2.3.2
Z es una reticula distributiva si y sélo si es modular y no contiene subreticu-
las isomorfas a M5.

Demostraciéon:

[=] Por la proposicién anterior . no puede contener subreticulas isomorfas
al diamante. Ademas,por la Proposicién 2.3.1, toda reticula distributiva es

modular.
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[«<=] Demostremos esta parte por contrapositiva, es decir, vamos a demostrar
que si .Z no es distributiva, entonces .Z no es modular o £ contiene una
subreticula isomomorfa a Ms.

Supongamos que que £ es modular y que no es distributiva y veamos que
asi .Z tiene una subreticula isomorfa al diamante.

Como Z no es distributiva, existen a,b,c € .Z tales que a # b, bAc=aAc,
aVc=bVc, entonces allb, ya que si a < b, por Teorema 2.0.1, se tendria
que a = b, lo cual es una contradiccién.

Veamos que allc. Supongamos que a < ¢, entonces ¢ = a V¢ = bV ¢, por
lo tanto b < ¢, con lo que a = a Ac = bAc = b, entonces a = b, lo que
contradice la hipdtesis. Si ¢ < a entonces c =aAc=0bAc, también ¢ < by
a=aVc=>bVc=D, que también es una contradicciéon. Por lo tanto al|c.
Si intercambiamos a “a” por “b” en las desigualdades anteriores, también se
cumplen, y por lo tanto tenemos que se cumple b||c.

En resumen tenemos: al|c, b||c y al|b, entonces podemos construir la reticula
D={aNc=bAc,a,b,c,aV c=0>V c} tal que

aVc=bVc
a b C
aNc=bAc
que claramente es una subreticua isomorfa al diamante. |

Ejemplo 33
La reticula de ideales de Z es distributiva.

Demostraciéon:

Sabemos que los ideales de Z son de la forma aZ con a € N donde aZ C bZ
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si y sélo si bla.

La cuna y la yunta estan dados por:

aZ NVZ = aZ N bZ = [a,b]Z, donde [a, b] es el minimo comin multiplo y
aZ N VZ = aZ + bZ = (a,b)Z, donde (a,b) es el maximo comun divisor.
Notemos que ([0, Z], C) es una reticula modular pues la reticula de submédu-
los de un médulo es modular. Supongamos que ([0, Z], C) no es distributiva,
entonces contendria una reticula isomorfa al diamante, es decir, una reticula

con diagrama:

1

aZ/bZ\cZ
NI

0

Donde 1 = (a,b)Z = (a,¢)Z = (b,c)Z y 0 = [a,b]Z = [a,c]Z = [b,c]Z.
Entonces (a,b) = (a,c¢) = (b,c) y [a,b] = [b,¢] = [a,c]. Como (a,b)[a,b] = ab
y (a,c)la,c] = ac, se tiene que ab = ac, lo que implica que b = ¢ y por lo
tanto bZ = c¢Z, lo que es una contradiccién. Por lo tanto ([0,Z],C) es una

reticula distributiva. [ |

Proposicion 2.3.4
Un elemento de una reticula distributiva .Z con 0 y 1 puede tener a lo sumo
un complemento.

Demostraciéon:

Sean .Z una reticula distributiva con 0 y 1 y a € Z. Si a no tiene comple-
mento la proposicion que deseamos demostrar es verdadera.

Supongamos entonces que a tiene complementos b y ¢ entonces:
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c=cANl=cA(aVvb)=(cAa)V(cAb)=0V(cAb)=cAb.

Entonces tenemos ¢ = ¢ A b lo que implica que ¢ < b. Pero también se tiene

que:
b=bAl=bA(aVec)=((bANa)V(bAc)=0V(bAc)=DbAc.
Lo que implica que b < ¢ y por tanto b = c. |

Proposicion 2.3.5
En una reticula distributiva £, con 0 y 1, los elementos que tienen comple-
mento forman una subreticula.

Demostraciéon:

Sea C' el subconjunto de .Z de elementos que tienen complemento. Si a,b € C
ya®a* = 1= bdb* entonces, usando la distributividad, (a Ab) A (a*V b*) =
(aNbANa*)V(aANDAD") =0V 0 =0.Por otro lado, (a Ab) V (a* V b*) =
(aVa* V)N (bVa*Vb*)=1A1=1.Por lo tanto (a* V b*) es complemento
de (a AD).

Dualmente el complemento de aVVb es a* Ab*. Por lo tanto, hemos demostrado

que a Aby aV b pertenecen a C. Por lo tanto C' es una subreticula de .Z.

2.3.1. Algebras booleanas

Definicién 2.3.3
Un algebra booleana es una reticula con 0 y 1, distributiva y complemen-
tada.

Como toda algebra booleana es distributiva cada elemento tiene complemento

y es unico.
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Notacién 2
Para cada elemento a de un algebra booleana . denotamos como a* al tinico

complemento de a en .Z.

Observacién 13

Una definicién equivalente de algebra booleana es la siguiente:

Sea .Z un conjunto, definimos en él dos operaciones binarias “V” y “A” tales

que para a,b,c € £ se cumplen:
l-aVv(bVve)=(avVbVecyaNn(bAc)=(aNnb)Aec.
2-aVb=bVayaNnb=DbAa.
3-aV(aANb)=ayaA(aVb)=a.
4-aV (bAhc)=(aVb)A(aVe)yan(bVe)=(anb)V(aAec).

5.- Existen 0,1 € Z tales que para todo a € £ se cumplen a V 0 = a,
aN)=0,aV]i=1yaAl=a.

6.- Para cada a € £ existe a* € L talqueaVa*=1yaAa* =0.
Ejemplo 34
El algebra booleana mas simple, a excepcién de un algebra de boole con un

elemento, es Z,. Es facil observar que Zy con a Ab=aby aVb=a+b+ ab

y ax = 1 — a es un algebra booleana.

Proposicién 2.3.6

Sean .Z un algebra booleana y a,b € £, entonces se cumple que:
(i) (@) =a.
(i1) (Leyes de De Morgan) (a Ab)* =a*Vb*y (aVb)* =a* Ab*.

(731) bAa=0siysélosib<a*.



2.3 Reticulas distributivas 55

Demostracién:

(7) Observemos que (a*)* y a son complementos de a*. Como % es distribi-
tiva, entonces los complementos son tnicos. Por lo tanto a = (a*)*.

(17) Sabemos que (a A b)* es complemento de a A b, asi que basta demostrar
que a* V b* es complemento de a A b.

Primero tenemos que (a Ab) A (a* Vb*) = (aANbAa*)V(aANbAD) =
(bAO)V(an0)=0V0=0.

También se tiene que (a A b) V (a* V b*) = (a* Vb* Va) A (a* VD" Vb) =
(b*V1)A(a*Vv1)=1A1=1. Porlo tanto a* V b* es complemento de a A b
y por unicidad se obtiene que (a A b)* = a* V b*.

El otro caso se demuestra de forma dual.

(17i) [=] Tenemos que b = bDA1 = bA(a*Va) = (bAa*)V(bAa) = (bAa*)V0 =
b A a*, lo que implica que b < a*.

[<] Si b < a* entonces b A a < a* Aay esto implica que b A a < 0. Por lo
tanto b A a =0 u

Proposicién 2.3.7
Si .Z es un algebra booleana completa, entonces
(Va)ANe=\(a; Nc)
I I
y, dualmente,
(ANa;))Ve=Na; Ve
I I

se cumplen para cualquier conjunto de indices I y ¢ € Z.

Demostraciéon:

Primero observemos que Vi € I : (/\ a;) V ¢ es una cota superior de a; A c. De
I

aqui que \/(OLZ Ne) < (\/ ) A e
Para probar la de&gualdad reciproca es suficiente demostrar que para toda

cota superior u de ¢ A a; se cumple que (\/ a;) A ¢ < u.
I
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Sea u una cota superior de ¢ A a;, para toda ¢ € I, es decir se tiene que
Vi € I :cANa; < uy estoimplica que para todo ¢+ € [ se cumple que
a;=a;N1=a;N(cVc)=(cNa)V(c"Na;) <uVc
Entonces cAVa; <cAuVe)=(cAu)V(cAc)=chu<u.
I

Como \/(c A a;) es cota superior de ¢ A a; entonces ¢ A (\/ a;) < V(e A a;).
I I I
Por lo tanto ¢ A (\/ a;) = V(c A a;). [ |
I I

Definicién 2.3.4
1.- Una subdlgebra de un édlgebra booleana .Z es una subreticula .Z’ de

L tal que 0 € £y a € £ implica que a* € .Z".

2.- Un morfismo entre dos algebras booleanas A y B es un morfismo

de reticulas o : A — B, tal que a(a*) = a(a)* para toda a € A.

Ejemplo 35
Si S es un conjunto, entonces el conjunto P(.S) de todos los subconjuntos de
S es un dlgebra booleana. Cada subconjunto de P(.S) que contenga a @) y sea

cerrado bajo complementos y uniones finitas es una subalgebra de P(.S).

Las definiciones basicas para tratar el siguiente ejemplo pueden ser consul-

tadas en el Apéndice A.

Ejemplo de Equivalencia de Categorias: SETY” y CABool

En teoria de categorias, una equivalencia de categorias es una relacion entre
dos categorias que establece que estas categorias son “esencialmente la mis-
ma”. Hay numerosos ejemplos de equivalencias entre categorias de muchas
areas de las matematicas. El establecimiento de una equivalencia implica de-

mostrar fuertes similitudes entre las estructuras matematicas en cuestién. La
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equivalencia entre dos categorias preserva objetos terminales, objetos inicia-
les, epimorfismos, monomorfismos, entre otras propiedades categéricas muy
importantes. En algunos casos, estas estructuras pueden parecer no estar re-
lacionadas a un nivel superficial o intuitivo, por lo que la nocién es bastante
util y poderosa, se “traducen” teoremas entre diferentes tipos de estructuras
matematicas, sabiendo que el significado esencial de estos teoremas se con-
serva bajo la traduccion.

Si una categoria es equivalente a la opuesta (o dual) de otra categoria, enton-
ces se habla de una dualidad de categorias, y se dice que las dos categorias

son dualmente equivalentes.

La categoria CABool esta definida como sigue:
* Los objetos son dlgebras booleanas atémicas completas.

* Los morfismos son morfimos completos, esto es:
f : B — C es un morfismo completo si para cada A C B se tiene

que

fVA)=V{f(a):aec A} y FINA) = N{f(a): a € A}

Observe que 1 = A0y 0 =\/0, entonces

f) = f(AD) = N{f(a) :acB}=1
y
F0)=f(VO0) =V{f(a):acl} =0

por lo que un morfismo completo preserva 0 y 1.

* La composicién de morfismos en CABool es como en Lo=.

Teorema 2.3.3

La categorfa CABool es equivalente a Set©F.
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Demostracién:

Para cada conjunto X, P(X) es un algebra booleana atémica y completa. Si
f:Y — X es una funcién, entonces f~! : P(X) — P(Y), la cual toma,
para cada subconjunto de X, su preimagen bajo f, es un morfismo completo,

ya que:

7 UA) =U{f"(a) :a € A}
y
fHNA) =N{f(a) s a € A}

se cumplen. Esto define un funtor F : Set®? — CABool, pues si

f:Y — X es un morfismo en Set®F entonces Fi(f) : Fo(Y) — Fy(X)
nos da un morfismo f~!: P(X) — P(Y) en CABool tal que A — f~1(A)
ya que f~! es un morfismo de dlgebras booleanas completo.

Ahora bien, dada un algebra booleana atéomica y completa B. Definimos
G(B) el conjunto de dtomos de B. Dado un morfismo g : B — C' tenemos
una funcion G(g) : G(C) — G(B) definida por G(g)(c) es el tinico b € G(B)
tal que ¢ < g(b).

Veamos que esto esta bien definido:

(1) Existe un atomo b con ¢ < ¢g(b) porque 15 = \V G(B), ya que B es
atémica, entonces 1¢ = g(1g) = V{g(b) : b es un dtomo}. Para justifi-

car esta parte demostremos lo siguiente:

Si c es un atomo y ¢ < \/ A, donde A es un algebra booleana completa,
entonces existe a € A con ¢ < a.

En efecto, por la Proposicion 2.3.7 sabemos que en un dlgebra booleana
completa A se tiene que (\/ a;) Ac = \/(a; Ac), para cualquier conjunto
de indices [ y ¢ € A. Supolngamos qué ¢ < \/ Ay que para todo ¢ £ a.
Como ¢ es un atomo se tiene que Va € A: cANa =c 6 cAc =0, pero

¢ £ a, entonces ¢ A a = 0. Por lo que tenemos que ¢ = ¢ A (\/ A) =
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cAN(V a)=V (¢cAa)=0. Lo que contradice el hecho de que ¢ es un
acA acA
atomo. Por lo tanto concluimos que existe a € A tal que ¢ < a.

(77) Ahora veamos que G(g)(c) es el tnico b € G(B) tal que ¢ < g(b).
Supongamos que ¢ < g(b) y ¢ < g(b'), esto implica que:
c<g(b)Agt)=gbAb)=g(0)=0
que claramente es una contradiccién, por lo tanto b es tnico.
Asi, hemos definido un funtor G : CABool — Set®PF.

Observemos ahora que los atomos del dlgebra booleana P(X) son precisa-
mente los conjuntos unitarios de X.

Notemos que GF(X) = {{z} : € X} que claramente es isomorfo a X. Por
otro lado tenemos que F'G(B) = P({b € B : b es dtomo}).

Resta demostrar que existe un isomorfismo de dlgebras booleanas completo
entre FG(B) y B.

Sean X el conjunto de dtomos de By a: B — FG(B) = P(X) definida
por a(z) ={a:a < z}.

Notemos que a(x) = {z} si y sélo si x es dtomo de By a(z) y a(z*) son
complementos uno del otro, pues a < 1 =2z V z*, entoncesa < x 6 a < z* lo
que implica que a € a(x) 6 a(xz*). Entonces a € a(z) U a(z*). Por lo tanto
X = a(x) Ua(z").

Por otro lado si a € a(x) N a(xz*) entonces a < z y a < z*, lo que implica

que a <z Ax* = 0. Por lo tanto a(z) Na(z*) = 0.

Ahora veamos que « es morfismo de algebras booleanas.

(1) a(z*) = X \ a(x) por la observacién anterior.

1) alxVy)={a:a<zVyt={a:a<xdba<y}, pues a es atomo, y
) < < S a < it
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éste ultimo conjunto esigual a {a:a <z}U{a:a <y} = a(r)Ualy).
(1i) a(zAy)={a:a<zAy}={a:a<zya<y}=alx)naly).
(iv) a(0)={a:a <0} =0.
(v) a(l)=4{a:a <1} =X.
Por lo tanto « es un morfismo de algebras booleanas.

Veamos que « es inyectivo.
Supongamos que «(z) = (). Si z # 0 entonces debe existir un dtomo a tal que

a < z, pero esto implica que a(z) # (). Por lo tanto x = 0 y « es inyectivo.

Por 1ultimo veamos que « es suprayectivo.

Sean Y € P(X) yy = VY, esto se puede hacer porque B es completa.
Entonces a(y) = a(VY) = Ha(z) :z e Y} =U{{z} :z €Y} =Y, ya
que cada x € Y es un atomo.

Por lo tanto a es un isomorfismo de algebras booleanas y por tanto FG(B)

y B son isomorfos.

Finalmente Set®F y CABool son equivalentes. |

2.4. Reticulas continuas

Para esta seccion las reticulas a las que nos referiremos seran completas.

Definiciéon 2.4.1
1.- Un subconjunto D de una reticula . es llamado dirigido superior-
mente (inferiormente) si cada subconjunto finito de D tiene una

cota superior (inferior) en D.

2.- Una reticula completa .Z es llamada superiormente continua si para
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cada a € £y cada subconjunto dirigido superiormente D C . se tiene

que

(VD)ANa=V(dAa)

D

3.- Si la reticula dual Z°" es superiormente continua entonces decimos

que .Z es inferiormente continua.

4.- £ es continua si es superior e inferiormente continua.

Teorema 2.4.1
Si .Z es una reticula modular y complementada, entonces .Z es superiormente

continua si y sélo si D C £ es un subconjunto dirigido superiormente y existe

ce Z\ {0} tal que
VdeD:cNhd=0=\/D<1

Demostraciéon:

[=] Supongamos que .Z es reticula superiormente continua y ¢ € £ \ {0}
tal que Vd € D : ¢ A d = 0, entonces:

(VD) Ae=V(dAc)=0

D
Si VD =1 entonces (\/d) Ac=1Ac=c=0 pero por hipétesis ¢ # 0. Por
D
lo tanto \/ D # 1.
[«<] Sean a € .Z y D C £ un subconjunto dirigido superiormente.
Como para cada d € D tenemos que d A a < \/ D A a tenemos que:
V(dAa) < (VD)Na
D
Por la proposicién 2.1.1 sabemos que en toda reticula modular y complemen-
tada todo intervalo es complementado por tanto existe ¢ € [0, (\/ D) A a] tal

que ¢ es complemento de \/(d A a) en dicho intervalo. Es decir:
D
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V(dANa)Ve=(VD)ANa (1)

D

y también (\/(d Aa)) Ac=0.
D

Por otro lado, sea b € £ un complemento de \/ D en %, entonces:
(VD)vVb=1y (VD)Ab=0.

Asi, para cada d € D tenemos, por modularidad y por el hecho de que
d <\/ D, que:

(dVb)ANND=dVv(bA (VD)) =dVvO0=d, pues bes complemento de \/ D.

Entonces (dVb) A\ DAc=dAc. Como ce|[0,(\/D)A a] entonces

c<(VD)ANa<a.

Por lo tanto dAc=dANcNha= (dNa)ANec < \(dAa)Ac=D0, entonces
D

(dVb)Aec=0, pues ¢ es complemento de \/(d A a).
D

Hemos llegado a que (dV b) A\/ D Ac=dAc=0.Usando la hipétesis, si
¢ # 0 entonces 1 = (\/ D) Vb=\(dVb) <1 loque es una contradiccion.

D
Por lo tanto ¢ = 0 y de (1) tenemos que \/(d A a) = (\/ D) A a. [ |
D

Definicién 2.4.2
1.- Un elemento ¢ de una reticula completa .Z es llamado compacto si

para cada subconjunto D C .Z tal que ¢ < '\/ D existe un subconjunto
finito F* C D tal que ¢ < \/ F.

2.- Un elemento ¢ € .Z es fuertemente compacto si para cada subcon-
junto dirigido superiormente D C % y ¢ < \/ D existe un elemento
dy € D tal que ¢ < d.

Observacién 14

Un elemento en una reticula completa es compacto si y solo si es fuertemente
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compacto.

Demostraciéon:

[=] Sea ¢ € Z un elemento compacto. Entonces para cada subconjunto
dirigido superiormente D C . tal que ¢ < \/ D existe un subconjunto finito
F C D tal que ¢ <\/ F. Ya que en un conjunto dirigido superiormente cada
subconjunto finito tiene cota superior tenemos que existe un elemento dy € D
tal que \/ ' =dy y ¢ < d,.

[«<] Si ¢ es un elemento fuertemente compacto y X C .2 tal que ¢ < \/ X,

consideremos
F ={\/ F|F C X tal que F es finito}

Podemos observar que (%, C) es superiormente dirigido y \/.# = \/ X lo
que implica que ¢ < \/.Z. El hecho de que c es fuertemente compacto implica

que existe un elemento \/ F' € .# tal que ¢ < \/ F. [

Ejemplo 36

Para un conjunto M y (P(M), C), la reticula completa de los subconjuntos
de M. Un subconjunto finito X C M es compacto en (P(M), Q).
Demostracion:

Sean X = {x1,29, ..., 0} CMy P CP(M) tal que X C |JD, esto implica
que Vz; € X : 3D; € Z tal que z; € D;. Entonces sea F' = {D;|i € {1,...,n}}
y es claro que X C |JF y que F es finito. Por tanto X es compacto en
(P(M), C). n

Ejemplo 37

Recordemos que un R-médulo M es finitamente generado si

M = RX = ﬂ{N<M|XCN}_{an1]nERyxZEX}talqueXes
finito. Sea M un R-modulo. Entonces N < M es compacto si y sélo si N es

finitamente generado.



64 Reticulas modulares

Demostracién:

[=] Sea N < M, como N = >  Rxy N es compacto entonces existe /' C N
zeEN
finito tal que N < >° Rx y por lo tanto N = > Rz, asi N es finitamente
zeF zeF

generado.

[«<] Supongamos que N es finitamente generado, es decir, existe un conjunto

X = {x1,29,...,2,} tal que N = RX y como N < > N; tal que para todo

1 € I se tiene que N; < M, existe una familia de siﬁojmédulos N;, con k =

1,...,n tal que z, € NN;,. Entonces N = Rx; + ... + Rx,, = kzn: Rz, < kf: N;, .
=1 =1

Por lo tanto N es compacto. |

Definicién 2.4.3

1.- Una reticula .Z es compacta si 1 es compacto.

2.- Z es compactamente generada si cada elemento de la reticula es

una yunta de elementos compactos.

Ejemplo 38
La reticula de submédulos Sg(M) de un R—médulo M, es compactamente
generada.

Demostraciéon:

Sea N € Sgr(M). Notemos que se puede escribir a N = > Rz y por el
reN
Ejemplo 37 sabemos que Vo € X : Rx es compacto, puesto que es finitamente

generado. [

En la Definicién 2.4.3 hay que observar que la yunta de dos elementos com-

pactos se puede tomar en un conjunto dirigido por el siguiente lema.

Lema 2.4.1

Si a y b son compactos en una reticula . entonces a V b es compacto.
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Demostracién:

Si D es dirigido superiormente y a V b < \/d entonces, como a y b son
D
compactos, existen dy,d; € D tales que a < dy y b < dy. Asi tenemos que

aVb<dyVd. Ademas D es dirigido y por esto existe dy € D tal que
CL\/bSdQ\/dl Sdg

Por tanto a VvV b también es compacto. |

Observacién 15
La cuna de dos elementos compactos no necesariamente es un elemento com-
pacto.

Demostraciéon:

Sea £ la semireticula superior (un COPO en el que cualquier subconjunto
no vacio tiene supremo) que consiste de todos los nimeros naturales N con
la adjuncién de la cotas superiores a, b, c de tal modo que a Vb = ¢ y allb,

como se muestra en el siguiente diagrama de Hasse.

C
4

a/
Y

™~/
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Todas las cotas inferiores de a y las cotas inferiores de b, denotadas por [0, a]
y [0,b] respectivamente, son ideales en . = N U {a,b,c}. Es més, [0,a] y
[0, 0] son ideales principales.

Es claro que a y b son elementos compactos, entonces [0, a] y [0, b] son compac-
tos. Ahora bien, fijémonos en la cuna de [0, a] y [0, b], es decir, [0, a]N[0, ] = N,

y es claro que N no es compacto. |

Observacion 16

Las desigualdades en una reticula compactamente generada pueden ser ve-
rificadas de una forma especial. Para demostrar que x < y sélo es necesario
demostrar que para cada elemento compacto ¢ en .Z, ¢ < x implica que

c<y.

Proposicion 2.4.1
Toda reticula compactamente generada es superiormente continua.

Demostracién:

Supongamos que .Z es una reticula compactamente generada. Sea D C &
un subconjunto dirigido. La siguiente desigualdad se cumple para cualquier
reticula £ y cada a € Z:

ViaAnd) <an(\d).

D D
En cuanto a la desigualdad recirpoca, por la Observacién 16, sea ¢ un ele-
mento compacto en .Z tal que ¢ < a A (\/ D). Entonces ¢ < \/ D y por tanto
¢ < dy, para algin dy € D. Pero claramente ¢ < a y de aqui ¢ < a Ady <
V(aAd). [ |
D

Lema 2.4.2 (Krull)
Sea £ una reticula compacta, entonces la subreticula [a, 1] tiene al menos
un elemento maximo distinto de 1.

Demostracién:
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Sea S = [a,1] \ {1}, notar que S # ) ya que a € S. Veamos que se cumplen
las condiciones para poder aplicar el lema de Zorn al conjunto S.

Sea C' una cadena en S, como .Z es compacta entonces 1 es compacto por
lo que si \/ C' = 1 tenemos que existe ¢y € C tal que 1 < ¢g lo que implica
que 1 = ¢y pero esto es una contradiccién pues estabamos suponiendo que
co € CCSylgS. Porlotanto\/C # 1y tambiéna <\/C,ie. \/C €S,
por lo tanto podemos aplicar el Lema de Zorn y asegurar la existencia de un

maximo en el conjunto S. |

Definicién 2.4.4
1.- Un elemento a en una reticula .Z con 0 tal que a # 0 es llamado &tomo

si b < a implica que b = 0.

2- % es llamada localmente atémica si cada elemento de £ es una

yunta de atomos.

3.- Una reticula con cero es llamada atémica si cada intervalo [0, a] con-

tiene al menos un atomo para cada a > 0.

Ejemplo 39

Si consideramos la reticula
1

VRN

a b
VRNV
c d e
NS

/

AN

0

observamos que f, d y e son atomos.
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Proposicion 2.4.2
En una reticula continua superiormente .#, cada atomo es un elemento com-
pacto.

Demostracién:

Sea a € £ un 4tomo en una reticula continua superiormente tal que a <\/ D.
Por reduccién al absurdo supongamos que ocurre que Vd € D : a £ d. Como
a es un atomo tenemos que Vd € D : aANd = a o aNd = 0, pero como
a £ d entonces a A d = 0. Como £ es continua superiormente tenemos que

a=aN(\/ D)=\ (aAd) =0lo que es una contradiccién pues a es un dtomo
D

y por definicién 0 < a. Por lo tanto ddy € D : a < d. |

Ejemplo 40

Si M es un mdédulo, la reticula Sg(M) de submédulos de M es superior-
mente continua, pero no necesariamente continua. Los dtomos en Sg(M) son
los submédulos simples. Sp(M) es localmente atémica si y sélo si M es un

modulo semisimple.

Proposicién 2.4.3
Todo elemento en una reticula completa es compacto si y sélo si la reticula
es noetheriana.

Demostracién:

[=] Supongamos que en una reticula £ todo elemento es compacto. Sea
a < ag <...<a, <..unasucesién no decreciente en .Z.

El elemento ¢ = \/ a, € £ es compacto por hipdtesis. Ademads se tiene que

neN
¢ < '\ a,y por compacidad podemos obtener un subconjunto finito F C Ny
neN
no € Ntal que \/ a, < \/ a,. Lo que implica que a,, = Gpy11 = Apgr2 = ...
neN n<ng

Por tanto & es noetheriana.

[«<] Ver Proposicion 2.2.4. [ |
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Proposicion 2.4.4
Toda rerticula artiniana es atémica.

Demostraciéon:

Sean .Z una reticula artiniana, a € £ tal que 0 < a 'y ¢ € [0,al, con ¢ # 0.
Supongamos que ¢ no es un atomo en [0,a]. Entonces existe un elemento
c1 € [0,a] tal que 0 < ¢; < e. Sitampoco ¢; es un atomo en [0, a], continuamos
con este proceso, es decir, tendiamos 0 < ¢, < ¢,_1 < ...<c3<cy < ¢ <c.
Como la reticula es artiniana, después de un numero finito de pasos, se tiene

que existe un dtomo en [0, a]. Por tanto .Z es atémica. |

2.5. Pseudocomplementos y suplementos

Para esta seccién nos referiremos a £ como una reticula modular con 0 y 1.

Definicién 2.5.1
1.- Sea a € £, definimos el pseudocomplemento de a en . como un

elemento c tal que a A ¢ =0 y ¢ es maximo con esta propiedad.

2.- Sea a € Z, definimos el suplemento de a en .Z como un elemento ¢

tal que a V¢ =1y ¢ es minimo con esta propiedad.

3.- Sea a € Z, el pseudocomplemento fuerte de a en £ como un

elemento c tal que aAc = 0y c es el elemento mayor con esta propiedad.

4.- Sea a € Z, el suplemento fuerte de a en .Z como un elemento c tal

que aVc =1y ces el elemento menor con esta propiedad.

5.- La reticula .Z es pseudocomplementada si para cada intervalo I C

Z vy cada a € [ existe un pseudocomplemento de a en I.
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Observacién 17

Claramente ¢ es un suplemento de b en .Z si y sélo si ¢ es un pseudocomple-

mento de b en L7,

Ejemplo 41
En la siguiente reticula modular, b es pseudocomplemento de a pero no un
complemento.

1

c

a b

0

Ejemplo 42

Sea M un médulo y N < M, N es un complemento en Sg(M) si y sélo si N

es un sumando directo de M.

Ejemplo 43

Sea ¥ una clase de médulos. Decimos que € cumple < si es cerrada bajo
submoédulos.

A las clases que cumplen tal condicién se les llama clases hereditarias, y a
la clase de éstas se le denota por Z<. Es decir, si 4 € Z< entonces M € €
y N <M = N € €. Definimos para ¢ € Z< la clase

¢t<={M e R— Mod[N<MyNec%=N=0}

Demostremos que €*< es un pseudocomplemento fuerte para ¢ en Z-.
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(i) Sean M € €+<, N< My K < N tal que K € €.
Como K < N <My M € €+< entonces K = 0. Asi N € €+<. Por
lo tanto €'< € Z-.

(ii) Sea M € € N€+<. Dado que M < M y M € €+<, entonces M =0y
por lo tanto ¢ N €+< = {0}.

(17i) Sea Z una clase en Z< tal que €N 2 ={0} y M € 2. S5i N < M tal
que N € €, entonces N = 0 pues N € 2, lo que implica que M € €*<.
Ast 9 C €*=<.

Por lo tanto €< es la clase mayor en Z< tal que ¢ N 6*< = {0}. Es decir

€< es un pseudocomplemento fuerte de €.

Ejemplo 44

Sea V = R? visto como un R-espacio vectorial. Notar que para z € V,
() = {ax : a € R}. Sea y € V tal que y ¢ (x). Observemos que (z) y (y)
representan dos rectas en R? que pasan por el origen y (z) N (y) = {0}.
Supongamos que existe (z) tal que (z) N (z) = {0} vy (y) < (z). Es claro que
esto implica que (y) = (z). Por lo tanto (y) es méximo con la propiedad de
que (x) N (y) = {0}, es decir (y) es un pseudocomplemento de (x) en R
Notar que si = & (y) o y € (x) entonces (x) y (y) son incomparables y por lo

tanto (y) no es pseudocomplemento fuerte.

Lema 2.5.1
En una reticula modular con 0 y 1, todo complemento es un pseudocomple-
mento.

Demostraciéon:

Sea ¢ un complemento de a en .Z, basta demostrar que ¢ es maximo con la
propiedad de que a A ¢ = 0. Supongamos que existe ¢ € £ tal que aAcd =0
yec<c.
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Entonces, por modularidad, tenemos que:
c=(and)Ve=(aVe)Nd =1Nd =(.

Por lo tanto ¢ es maximo con tal propiedad y asi hemos demostrado que ¢

también es pseudocomplemnto de a en .Z. |

Como una consecuencia inmediata tenemos el siguiente:

Corolario 2.5.1

Toda reticula modular complementada es pseudocomplementada.

Ejemplo 45

La reticula de submddulos Sg(M) es pseudocomplementada.

Observacion 18
Notar que las proposiciones anteriores ya no se cumplen sin la condicién de

modularidad, pues si usamos la reticula del pentagono:
1
c / \
b
a /
\ 0

Observamos que a es un complemento de b en .Z, puesaVb=1y aAb=0;
pero a pesar de que a A b = 0, también se cumple que bAc =0y a <
c. Por lo que a ya no es maximo con tal propiedad y por tanto no es un

pseudocomplemento de b en .Z.
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Proposicion 2.5.1
Toda reticula superiormente continua es pseudocomplementada.

Demostraciéon:

Sea .Z una reticula superiormente continua. Para cada a € £ definamos
A:={z € LlaNz =0}. Sea {x;};c; una cadena en A, entonces, como .Z es
superiormente continua y toda cadena es un conjunto dirigido superiormente,

tenemos que a A (\/ z;) = \/(a A x;) = \/{0} = 0. Observemos ademas que
I I

\/ x; € A esuna cota superior de {z; };c;. Aplicando el Lema de Zorn podemos

I

asegurar la existencia de un elemento maximo c en A, es decir, aAc =0y ¢
es maximo con tal propiedad. Por lo tanto ¢ es un pseudocomplemento de a

en .Z vy asi hemos demostrado que .Z es pseudocomplementada. |

Corolario 2.5.2
Toda reticula compactamente generada es pseudocomplementada.

Demostracién:

Aplicando la Proposiciéon 2.4.1 y la Proposicién 2.5.1 se obtiene lo deseado.

Ejemplo 46
La reticula de submédulos Sgr(M) es superiormente continua por tanto tam-

bién es una reticula pseudocomplementada.

Definicién 2.5.2
1.- Un elemento a es esencial en .Z si para todo ¢ € .Z tal que ¢ # 0 se
cumple que a A ¢ # 0. Equivalentemente a es esencial en £ siaAc =0

implica que ¢ = 0.

2.- En una reticula con 1, un elemento a € .Z es superfluo si para todo
b e £ tal que b # 1 se cumple que a V b # 1. Equivalentemente a es

superfluo en .Z si a V ¢ = 1 implica que ¢ = 1.
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Observacion 19
Elemento esencial y elemento superfluo son conceptos duales y por tanto
en algunas proposiciones para elementos esenciales se puede dualizar para

elementos superfluos y viceversa.

Ejemplo 47
Sean M un R-médulo y A € Sp(M):

1.- Decimos que A es esencial en M siy s6losiVU < M : ANU = 0,

entonces U = O.

2.- Decimos que A es superfluo en M siysélosiVU <M : A+U = M,

entonces U = M.

Proposicién 2.5.2

Los elementos esenciales de .Z forman un filtro en .Z, es decir:
(a) Siay bson elemento esenciales, entonces a A b es esencial.
(b) Todo ¢ € .Z tal que a < ¢, es esencial.

(c¢) En caso de que .Z tenga 1, éste es esencial.

Demostracién:

(a) Sean a,b € £ elementos esenciales, entonces para cualquier ¢ € % tal
que ¢ # 0 se tiene que a Ac # 0y bAc # 0. Entonces a A (b A ¢) implica que
(@Nb)Ae#0.

(b) Si @ # ¢ entonces para todo d # 0 se tiene que 0 #aAd < cAdy por lo

tanto ¢ A d # 0 y por lo tanto ¢ es esenciales.

(c) Es claro que si ¢ A 1 = 0, entonces ¢ = 0. [ |

Proposicion 2.5.3

Si @ es esencial en .2, entonces para cada b € .2, a A b es esencial en o, b].
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Demostracion:

Sea x € [0,b] tal que x # 0; es decir, 0 # x < b, entonces (a A b) Az =
aN(bAx)=aAx#0, pues a es esencial en .Z. Por lo tanto a A b es esencial
en [0,0]. [

Observacién 20
La cuna arbitraria de elementos esenciales no necesariamente es esencial.

Demostraciéon:

Consideremos la reticula de todos los submddulos de Z visto como Z-médulo,
es decir, todos los subgrupos de Z.
Para cada n € N, el subgrupo nZ es esencial en Z, ya que, nZ N m#Z = 0

entonces mZ = 0. Pero 0 = () nZ no es esencial en Z. |
neN

Observacién 21

El conjunto de elementos superfluos es un ideal de la reticula .Z.

Proposicion 2.5.4
En una reticula .Z la relacién “ser esencial en” es transitiva.

Demostraciéon:

Lo que queremos demostrar es que para a,b,c € .Z tales que a < b <¢, sia
es esencial en [0, ] y b es esencial en [0, ¢|, entonces a es esencial en [0, ¢].

Sea x € [0,c] tal que x # 0. Entonces b A z # 0, puesto que b es esencial
en [0, c]. De aqui tenemos que a Ax = (a Ab) Ax = a A (bAzx) # 0, pues

(bAz) € ]0,b] y a es esencial en [0, b]. Por lo tanto a es esencial en [0,¢c]. W

Proposicién 2.5.5
Sean .Z una reticula y a,b,c,d € L tales que a < b < ¢ < d y a es esencial
en [0,d], entonces b es esencial en [0, c|.

Demostraciéon:
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Sea x € [0,¢] tal que b Az = 0. Pero a < b ,entonces a A x = 0. Como
r < ¢ < d, entonces © = 0, pues a es esencial en [0,d]. Por lo tanto b es

esencial en [0, ¢]. [ |

Proposicién 2.5.6
Sean a y b elementos de una reticula modular .Z tales que a < b. Si b es
esencial en [a, 1] entonces b es esencial en .Z.

Demostraciéon:

Sea x € £ \ {0}, entonces tenemos los siguientes casos:
(i) SizVa=aentoncesz <a<byzAb=x#0.

(17) Si a < x V a entonces, como b es esencial en [a, 1], obtenemos que
a<bA (xVa)y, por modularidad, a < a V (z A b).

De aqui se tiene que x A b # 0 y por lo tanto b es esencial en .Z.

Proposicién 2.5.7
Si ¢ es un pseudocomplemento de a en la reticula modular .Z , entonces a V ¢
es esencial en .Z.

Demostracién:

Sea ¢ un pseudocomplemento de a en .Z, es decir, a A ¢ = 0 y ¢ es maximo
con tal propiedad.

Supongamos que existe d € £ tal que d # 0y (a V ¢) Ad = 0. Queremos
demostrar que d = 0.

Es claro que a A (¢ Vd) < (aVc)A(ecVd). Comoc<aVcy.Z es modular

tenemos:
(aVe)A(evd)=((aVe)ANd)Ve=0Vc=c.

Ademas, ¢ es pseudocomplmento de a entonces a A ¢ = 0 lo que implica que
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aN(evd)<aAN(aAN(cVd)<aNc=0=aAN(cVd) =0.

Como ¢ es maximo con la propiedad de que a A ¢ = 0, entonces ¢V d = ¢ lo
que implica que d < ¢, entonces d < a V ¢y por tanto d = (a V ¢) Ad = 0,

por hipétesis. Por lo tanto a V ¢ es esencial en .Z. |

Definicién 2.5.3
Decimos que b es una extension esencial de a si a < by a es esencial en
0, 0].

Proposicién 2.5.8
Si .Z es pseudocomplementada y b es un pseudocomplemento de a, entonces
existe un pseudocomplemento ¢ de b en .Z tal que a < c.

Demostraciéon:

Sea ¢ un pseudocomplemento de a V b en la reticula [a, 1], entonces a < ¢y
(aVb) A ¢ = a. Por modularidad tenemos que (a Vb) Ac=aV (bAc)=a.

Ademas ¢ es un pseudocomplemento de b en .Z ya que
O=aAb=((aVb)Ac)ANb=(aVD)AcAb=(aVb)ANbDANc=bAc.

Para demostrar que a es esencial en [0, ¢] supongamos que existe d € % tal

que d < cy a/Nd=0, entonces:
aN(bVvd)=aNcN(bVd) =aNn(dV(bAc))=aNd=0.

Pero b es maximo con tal propiedad, por lo tanto d = 0.

Finalmente, demostremos que ¢ es maximo visto como extension esencial de
aen Z.

Supongamos que ¢ € £y ¢ < ¢, entonces ¢ A b # 0 pues ¢ es maximo con
la propiedad de que b A c =0, pero d AbAa <bAa=0lo que implica que
a no es esencial en [0, ] lo que es una contradiccién, entonces ¢ = ¢. Por lo

tanto ¢ es una extension esencial maxima de a en .Z. [ |
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Proposicion 2.5.9
Sea .Z una reticula pseudocomplementada. Un elemento a € £ es pseudo-
complemento de algin elemento de £ si y sélo si a es esencialmente cerrado

en &.

Demostracién:

[=] Supongamos que a es pseudocomplemento de un elemento b en .Z. To-
memos un pseudocomplemento b’ de a tal que b < b'. es claro que a es un
pseudocomplemento de b'. Por la Proposicién 2.5.8 tenemos que a es una
extensién maxima esencialmente cerrada en .Z.

[«<] Supongamos que @ no tiene una extensién esencial distinta de si misma,
por la Proposicion 2.5.8, si b es un pseudocomplemento de a en £, entonces
existe un pseudocomplemento ¢ de b en £ tal que a < ¢, pero por hipdtesis

tenemos que a = c¢. Entonces a es un pseudocomplemento de b en .Z. |

Ejemplo 48
Si M es un médulo entonces Sr(M) es pseudocomplementada. Un submédulo
L < M es esencial en M si es elemento esencial en Sg(M) y esto pasa siy

sOlo si para cada x # 0 en M existe a € A tal que xa € L

Definicién 2.5.4
La yunta de todos los dtomos de una reticula .Z es llamada zoclo de .Z y

es denotada por z(.Z).

Lema 2.5.2
En una reticula .Z con 0, 2(.Z) es una cota inferior para la cufia de todos
los elementos esenciales de .Z.

Demostraciéon:

Sean 0 # a un dtomo, £ = {e € .Z | e es un elemento esencial} y 0 # e € E.
Observemos que a A e = 0 o bien a A e = a, como e es esencial entonces

aNe # 0y por lo tanto se tiene que a A e = a, lo que implica que a < e.
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Entonces tenemos que 2(.Z) < ey asi 2(Z) < A\ E. [ |
Lema 2.5.3

Si en una reticula .Z con 1 existe un elemento mayor m # 1, entonces m es
superfluo.

Demostracion:

Sea b € Z tal que b # 1 entonces m Vb =m # 1. Asi m es superfluo. |

Lema 2.5.4
Si b < cy b essuperfluo en [0, c|, en una reticula modular . entonces para
cada a € % , a Vb es superfluo en [a,a V ¢].

Demostraciéon:

Supongamos que para un x € [a,a V ¢] tenemos que (a Vb))V = aVe,
entonces, tomando la cufia con ¢, tenemos que ((a Vb)Vz)Ac=(aVec)Ac
implica (bV (aVx)) Ac = ¢, y, por modularidad, (bV (aVx))Ac=c. Como b
es superfluo en [0, ¢], entonces (aVz)A =06 ¢ < aVz = z. De aqui tenemos
aVc<zxyporlotanto aV c=x.

Esto demuestra que a V b es superfluo en [a,a V ¢]. |

Lema 2.5.5
Sean a,b € £ tales que a < b, entonces b es superfluo en .Z si y solo si a es
superfluo en .Z y b es superfluo en [a, 1].

Demostraciéon:

[=] Sean a < b elementos de .Z tal que b es superfluo en .Z.

Supongamos que para d € .Z se tiene que aVd=1;peroaVd<bVvd=1,
como b es superfluo en .Z entonces d = 1. Por lo tanto a es superfluo en .Z.
Sea ¢ € [a, 1] tal que bV ¢ = 1, pero b es superfluo en .Z, por lo tanto ¢ = 1.
[<] SibVe =1 entonces bV (aVe) =1y, como b es superfluo en |[a, 1],
entonces aVc = 1. Ademas a es superfluo en .Z, entonces ¢ = 1. Por lo tanto

b es superfluo en .Z. [ |
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2.6. Operadores de cerradura

Definicién 2.6.1
1.- Sea £ una reticula completa. Un operador de cerradura en £ es

una funcién
¢ ¥ — £, donde ®(a) = a tal que:
(Cll) a<b=a"<?°
(C12) a <af
(CI3) (a%)¢ =a°
2.- Un elemento a es cerrado bajo ¢ si a = a°.

3.- Sea .Z una reticula completa. Si C' C £ y C es cerrado bajo cunas
arbitrarias (i.e. S C C implica que inf S € C) entonces C' es llamado

sistema de cerradura en .Z.

Observacion 22
De 3 de la definicion anterior podemos notar que C' es una reticula completa
(Teorema 1.3.1 y Observacién 8). Ademds hay que observar que la cuna en

C es la misma que en .Z, pero la yunta en C' esta dada por

supcS =inf {cotas superiores de S en C'}.

Proposicion 2.6.1
Los elementos cerrados bajo ® forman una reticula completa .Z¢.

Demostracién:

Sea {a;}ie; una familia de elementos cerrados, entonces A a; < a; lo que
icl

implica para toda i € I se tiene (A a;)¢ < af = a; y de aqui (A a;)¢ <

A\ a;. Como ya sabifamos que A a; < (A ;)¢ concluimos que A a; = (A a;)".

Es decir, la cuna de .Z¢ es la misma que .Z y por el Teorema 1.3.1 y la
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Observacién 8, .Z¢ es una reticula completa. |

Observacién 23

En general .Z° no es una subreticula de .Z. La cuna en .Z¢ es la misma que
en £, pero la yunta \/a; = (\/ a;)° para una familia {a;};c; de elementos
cerrados. Es decir, .Z forma un sistema de cerradura en .£°¢. Reciprocamen-
te si S es un sistema de cerradura en .2 podemos definir un operador de

cerradura como
a® = inf{s € Sla < s}.

Es claro que cumple con (Cl1), (C12) y (Cl13). En este sentido se establece
una correspondecia biunivoca entre los operadores de cerradura y los sistemas

de cerradura.

Un operador de cerradura también puede satisfacer las siguientes propieda-
des:

(Cl4) (aVb)=a“Vb°

(C15) (a AD)®=a®Ab°

Observacién 24
Cuando se satisface (Cl4), £° es una subreticula de .. Esto ocurre porque

entonces la yunta en Z¢ es la misma que la yunta en .Z.

Proposicion 2.6.2
Si .Z es una reticula modular completa con un operador de cerradura que
satisface (Cl5), entonces -£¢ también es una reticula modular.

Demostraciéon:

Supongamos que a,b,c € Z° tales que a < ¢ y sea V la yunta en .Z°.

Entonces tenemos que
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(aVb)Ac = (aVb)°Ac = ((aVb)Ac)® = (aV (bAc))® = aV(bAc)® = aV(bAc).

Lo que demuestra la modularidad en .£¢. |

Un resultado similar se tiene para el caso de la distributividad, es decir, se

cumple la siguiente proposicién.

Proposicién 2.6.3
Si .Z es una reticula distributiva completa con un operador de cerradura que
satisface (Cl5), entonces .Z¢ también es una reticula distributiva.

Demostracién:

Supongamos que a,b,c € Z°y sea V la yunta en .£°. Entonces tenemos que
al(bVe)=a“N(bVe)=(aN(bVe) = ((anb)V(aAc)) = (aANb)V(aAc).
Por tanto se cumple la distributividad en .£¢. |
Definicién 2.6.2

Un operador de cerradura cumple la condicién de finitud (CF) si para

cada subconjunto dirigido D C & se tiene
Vde=(Vd),
D D

es decir, si cada yunta en D (yunta dirigida) de elementos cerrados, es un

elemento cerrado.

Proposicién 2.6.4
Si .Z es una reticula superiormente continua con un operador de cerradura
que cumple la CF, entonces .Z°¢ es superiormente continua.

Demostraciéon:

Sea D un subconjunto dirigido de .Z°¢y a € D. Entonces:

(\D/d)/\a: (\lgdc)/\ac: (\D/d)c/\acz ((\gd)/\a)cz (V(dAa))e

D
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= \/(dAa) = V(dAa).

D D

Por lo tanto .Z¢ también es superiormente continua. |

Proposicién 2.6.5

Sea ¢ un operador de cerradura que cumple la CF en una reticula compac-
tamente generada .Z. Entonces un elemento cerrado a es compacto en .Z° si
y solo si existe b € .Z tal que a = b°.

Demostraciéon:

[=] Supongamos que a es compacto en £, entonces podemos escribir a =

\/ d, donde D es un subconjunto dirigido de elementos compactos en .Z, ya
D
que .Z es compactamente generada.

Entonces a = a° = \/d° y como a es compacto en Z° se tiene que existe
D

do € D tal que a = d§.

[<] Si b es un elemento compacto en £y D C £ es un conjunto dirigido de

elementos compactos tal que b¢ <'\/ d entonces existe d € D tal que b < dy

D
también b° < d. Por lo tanto b€ = b también es compacto en £¢. |

Corolario 2.6.1
Si ® es un operador de cerradura que cumple la CF en una reticula compac-
tamente generada ., entonces también .Z¢ es compactamente generada.

Demostracién:

Sea a € Z° entonces a® = a, como a € .Z entonces podemos escribir a = \/ d
D
donde D es un subconjunto dirigido de elementos compactos de .. Ademés

a:acz\D/d:qu)C:\gdc

por la Proposicién 2.6.5, como \/d = \/ d¢, entonces cada d € D se puede
D D
ver como d = b° tal que b € D y por tanto todo d € D es compacto en €.

Asi, henos demostrado que a es una yunta de elementos compactos en Z°¢ y

por tanto .Z°¢ es compactamente generada. |
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Ejemplo 49
Sea X es un espacio topoldgico, entonces los subconjuntos cerrados forman
un sistema de cerradura en la reticula P(X) de subconjuntos de X. El co-

rrespondiente operador de cerradura satisface (Cl15).

2.6.1. Conexiones de Galois

Definicién 2.6.3
Sean .Z y £ dos COPQO’s. Una conexién de Galois entre . y £’ es una

pareja (o, 3) de funciones tales que
a:l — 6. ¥ — %
y que satisfacen:
(1) Para aj,as € £ 1 ay < ay = afaz) < afay).
(17) Para by,by € L' : by < by = [B(b2) < S(by).

(i7i) Paraa e L ybe L 1 a < pala) y b < apf(b).

Proposicién 2.6.6

Las funciones fa : ¥ — Ly af : & — £’ son operadores de cerradura
en .Z y £’ respectivamente.

Demostracion:

Demostremos que se cumplen, para fa, (CL1), (CL2) y (CL3).

(Cl1) Sean aj,as € & tales que a; < ag, por (i) de la definicién de conexién
de Galois, tenemos que a(az) < «a(ay), y ademds a(ay), alay) € £,
Por (#i), tenemos que f(a(ar)) < B(a(asz)).

(C12) Consecuencia directa de (7).

(C13) Sia € .Z entonces a(a) € £ Por (iii) tenemos que a(a) < a(B(a(a))) ]
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Aplicando (i) a a < f(a(a)) tenemos que a(f(a(a))) < a(a). Asi tene-
mos que a(f(a(a))) = a(a) y por lo tanto fa(fala)) = Ba(a).

Definicién 2.6.4
Sea R un anillo y X C R entonces:

1.- El conjunto i(X) ={re RVx € X :ra =0} = {r € R: rX =0} es
llamado anulador izquierdo de X en R.

2.- El conjunto 9(X) ={re RVx € X :ar =0} = {r € R: Xr =0} es

llamado anulador derecho de X en R.

Proposicion 2.6.7
Sean R un anillo y X C R, entonces i(X) es un ideal izquierdo y 9(X) un
ideal derecho de R.

Demostraciéon:

Demostremos que i(X) = {r € R : rX = 0} es un ideal izquierdo.
(1) Es claro que 0 € i(X).

(i7) Sia,b € i(X) entonces Vr € X : ar = 0 = bz, entonces ax — bz = 0 lo

que implica que (a — b)z = 0. Por lo tanto a — b € i(X).

(1ii) Sean r € Ry a €, entonces Vx € X : ax = 0, por lo que, rax = 0. Por lo
tanto Ya €: ra € i(X).
Dualmente 9(X) es un ideal derecho de R. [

Proposicién 2.6.8
Si I es un ideal izquierdo (derecho) en R, entonces i(/) (respectivamente
0(I)) es un ideal bilateral en R.

Demostraciéon:

Por la proposicién anterior i(/) es un ideal izquierdo en R. Sean r € Ry
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a € i(]), entonces Vx € I : (ar)z = a(rz) = 0, ya que rx € I. Asi tenemos
que ¥r € R :ar € i(I). Por lo tanto i(/) es un ideal derecho.
Dualmente 9(/) es un ideal bilateral. [ |

Proposicién 2.6.9
Para los ideales I de un anillo R, los anuladores derechos 9(/) forman una
reticula. Dualmente los anuladores izquierdos i(I) forman una reticula.

Demostracién:

Demostremos este hecho para los anuladores derechos, la demostracion para
los anuladores izquierdos sera de forma dual.

Primero proponemos la cuna y la yunta para los ideales derechos como:

o(I)No(J)

o(i(d(1) +0(J))).

(i) Es claro que (1) No(J) <9(I),0(.J). Ahora notemos que
ol)no(J)={aeR:la=0=Ja}={a€R:(I+J)a=0} =01+ J).

(77) También es claro que 9(1),0(J) < d(i(d() + 9(J))). Resta probar que
0(i(d(I) +9(J))) es la menor de las cotas superiores.
Supongamos que existe d(K) tal que 9(1),d(J) < d(K).
Demostremos que d(i(d(1) +9(J))) < d(K). Como (1), 0(J) < d(K) enton-
ces 0(I) +0(J) < 0(K), lo que implica que i(d(K)) < i(d(I) + 0(J)), pero
K <i(d(K)), entonces K <i(d(L)+0(J)) y por lo tanto d(i(d0(1) +0(.J))) <
(K).
Asi (1) Vo(J) =0o(i(d(I) +0(J))). ]

Notacién 3
Para un anillo R denotamos por .Z(.R) a la reticula de ideales izquierdos de

R y dualmente a Z(R.) a la de ideales derechos.
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Proposicion 2.6.10

Sean  i:Z(.R)— Z(R.) y 0: Z(R.) — Z(.R)
tales que i(/) = {a € R:al =0} y9(J) ={a € R: Ja = 0}, entonces (i,0)
es una conexién de Galois entre Z(.R) y Z(R.).

Demostraciéon:

(1) Si1 C J. Veamos quei(J) Ci(l).Seaa €i(J) ={a € R|Vj € J:aj =0},
entonces a.JJ = 0, pero como I C J, entonces al = 0y por lo tanto a € i({).
Es decir, i(J) Ci(]).

(i7) Si I C J implica que 9(J) € J es dual al caso anterior.

(#71) Demostremos que I C 9(i([)). Sea x € I, como para todo a € i(I) se

cumple que ax = 0, entonces x € d(i(1)). [ |

Proposicién 2.6.11
Si I es ideal izquierdo generado por un elemento idempotente e, entonces [
es un ideal anulador izquierdo. De hecho I =i((1 — e)R).

Demostraciéon:

Supongamos que [ es un ideal izquierdo generado por un elemento idempo-
tente, es decir, I = Re. Basta demostrar que se cumple la igualdad Re =
i((1—-e)R).

[C] Sea a € Re, entonces existe s € R tal que a = se. Asi, tenemos que
a(l —e)r = se(1 —e)r = (se — se*)r = (se — se)r = 0. Por lo tanto
ac€i((l—e)R).

[D] Sea a €i((1 —e)R), entonces Vr € R: a(l —e)r =0 = (a — ae)r = 0.
Para r = 1 entonces (a — ae)r = (a — ae)l = 0, entonces a — ae = 0 y por lo

tanto a = ae € Re. |

Lema 2.6.1

Las siguientes proposiciones son equivalentes para un anillo A:
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(a) Todo ideal anulador derecho es generado por un elemento idempotente.

b) Todo ideal anulador izquierdo es generado Por un elemento idempoten—
g
te.

Demostraciéon:

[(a) = (b)] Supongamos que todo ideal anulador derecho es generado por
un elemento idempotente, como para todo S C A se tiene que 9(i(S)) es un
anulador derecho, entonces 0(i(S5)) = eA para algun idempotente e, ya que,
por hipotesis, todo ideal anulador derecho es generado por un idempotente.
Entonces tenemos que i(S) = i(d(i(5))) = i(eA). Ahora demostremos que
i(eAd) = A(1 — e). Para ello observemos que a € A(l —e) & dbe A:a =
b(1—e) & a(eA) = b(1—e)(eA) = (b—be)(eA) = beA—be’A =0 < a € i(eA).

[(b) = (a)] Es simétrico al caso anterior.

Ejemplo 50 (Completamiento de Dedekind-MacNeille)

Sea % una reticula. Para cada T° C & sean:

CS(T) = {a € £ : a es cota superior de T'}

y
CI(T) = {a € Z : a es cota inferior de T'}

CS y CI definen una conexion de Galois del conjunto P(.Z’) consigo mismo.

(i) Queremos demostrar que S,T € P(Z): S CT = CS(T) C CS(9).
Sea x € CS(T) entonces Vs € S : t < x. Como S C T entonces
Vs € S :s <z, porlotanto z € CS(S). De aqui que CS(T") C CS(S).

(17) Para S,T € P(Z): S CT = CI(T) C CI(S) la demostracién es dual

al caso anterior.
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(737) Demostremos que si T' € P(Z) entonces T C CS(CI(T)). Por con-
tradiccién, supongamos que existe to € T' tal que to ¢ CS(CI(T)), es
decir, tp no es cota superior de CI(T"). Entonces existe ¢ € CI(T) tal
que tg < c. Pero c es cota inferior de T en .Z y tg € T. Lo que es una

contradiccion y por lo tanto 7" C CS(CI(T)).
(1v) Dualmente si T' € P(.Z) entonces T'C CI(CS(T)).
Ademas CS(T) es un filtro en .Z y CI(T) es un ideal en .Z.

(1) Sean ¢ € CS(T') y I € L tales que ¢ < [. Como ¢ € CS(T) entonces
VteT :t <c<lyporlotanto [ es cota superior de T en .Z, es decir
[ € CS(T).

(17) Sean a,b € CS(T), entonces Vt € T': t < a 'y t <b, lo que implica que
VteT :t<aAb. Porlo tanto a Ab e CS(T).

(1i) Si % tiene 1 es claro que 1 € CS(T).
Dualmente CI(T') es un ideal en .Z.

Para cada T C & escribimos T = CI(CS(T)). Los ideales T que son cerrados

en el sentido de que T'= T forman una reticula completa .Z. Donde

Nlo =1a Yy VIazm.

Una Aplicacion de las conexiones de Galois

El teorema fundamental de la teoria de Galois establece, bajo ciertas con-
diciones de una extensién de campos, una correspondencia biunivoca entre
extensiones intermedias y subgrupos del grupo de Galois de dicha extension.
Esta correspondencia biunivoca invierte el orden entre ambas estructuras da-
do por la contencion. En buena medida este resultado es impactante por la

estrecha conexion que establece entre estructuras diferentes. La abstraccion
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de esta situacion lleva a una definicién simple que genera una gama muy

amplia de ejemplos de este tipo de conexiones (conexiones de Galois).

Definicién 2.6.5
Si F' es un subcampo de un campo FE, decimos que F es una extension de
campo de F'y se denota por E/F. La dimensién de E vista como F-espacio

vectorial es llamada grado de F' y se denota por [E : F].

Definicién 2.6.6
Sea E/F una extensién de campo. Su grupo de Galois, denotado por
Gal(E/F), es el conjunto de automorfismos de F tales que fijan a F, es

decir, que si 0 € Gal(E/F), entonces para todo a € F se tiene que o(a) = a.

Definicion 2.6.7
Sea Aut(F) el grupo de automorfismos de un campo E. Si G es un subcon-
junto de Aut(E), entonces EY = {a € E : o(a) = a para todo o € G} es

llamado el campo fijo.

Proposicion 2.6.12

Si E es un campo, entonces la funciéon H ~ E® . de subconjuntos H de
Aut(E) a subcampos de E, invierte el orden, es decir, si H < G < Aut(E),
entonces F¢ C FH.

Demostraciéon:

Sea a € EY, entonces para todo o € G se tiene o(a) = a. En particular,
como H C @, es claro que para los o € H se cumple a(a) = a. Por lo tanto
ac EH. |

Definicién 2.6.8

Una extensién de campo finita £/ F es una extensién de Galois si F' = E°.
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Definicién 2.6.9
Dada una extensién de campo E/F, un campo intermedio es un campo [/

tal que ' C I C E.

Lema 2.6.2

Si G es un conjunto de n automorfismos distintos de E, entonces:
[E: E€] > n.
La demostracién puede verse en [10, pag. 77].

Teorema 2.6.1

Si G es un subgrupo de n elementos de Aut(F), entonces:
(B B = |G,
La demostracién puede verse en [10, pag. 78].
Observaciéon 25
Sean F/F una extension de campo, Z(F/F) la familia de campos interme-

dios y definamos B < C' como B C C. Entonces Z(E/F) es una reticula
con BV (' igual al campo generado por By C'y BAC =BnNC.

Lema 2.6.3
Sean . y &' reticulas y ¢ : £ — £’ una biyeccién tal que ¢ y ¢! son

morfismos que invierten orden. Entonces:

planb) =p(a) V(b)) y plaVb) = pa) Ap(b).

Demostraciéon:

Como a,b < a Vb tenemos que ¢(a V b) < p(a),¢(b), entonces p(a V b) es
una cota inferior de ¢(a), p(b) y asi se tiene que p(a V b) < p(a) A p(b).

Como ¢ es suprayectivo entonces existe ¢ € .Z tal que p(c) = ¢(a) A p(b).

1

Entonces ¢(c) = p(a) A p(b) < ¢(a), p(b) y aplicando ¢~ " se obtiene que
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a,b < c¢. De aqui obtenemos que ¢ es una cota superior de a y b, entonces
a Vb < c Porlo tanto ¢(a) A ¢(b) = p(c) < p(a V b), lo que implica que
p(aVb) = p(a) Ae(b). Dualmente se demuestra p(a Ab) = p(a)V o(b). W

Teorema 2.6.2 (Teorema fundamental de la teoria de Galois)
Sea E/F una extensién de Galois finita con grupo de Galois G = Gal(E/F).

(1) La funcién
v : Sub(G) — Int(E/F)
v:Hw— EH,
es una biyeccién que invierte orden cuya inversa
0 : Int(E/F) — Sub(G)
0: B+~ Gal(E/B),
también es una biyeccién que invierte orden.
(17) Para cada B € Int(FE/F)y H € Sub(G):
V(3(B)) = ESUEIB By 5(y(H)) = Gal(E/B") = H.
(17i) Para cualesquiera H, K € Sub(G) y cualesquiera B,C € Int(E/K):
ERVE = pH n pK;
FHNE = pH A\ EX;
Gal(E/BV C) = Gal(E/B)NGal(E/C);
Gal(E/BNC) = Gal(E/B)VGal(E/C).

Demostracién:

(1) Por la Proposicién 2.6.3, v es una funcién que invierte el orden.

Para demostrar que 0 invierte el orden, sean B, C' € Int(E/F) tales que
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B C Cyo e GalE/C), entonces o € Aut(E) y para todo ¢ € C se
cumple o(c¢) = ¢, pero como B C (|, en particular o fija a los elementos
de B, es decir, para todo b € B : o(b) = b.

Hemos demostrado que o € Gal(E/B) y por lo tanto

Gal(E/C) =0(C) < d6(B) = Gal(E/B).
Por lo tanto ¢ invierte el orden.

Para ver que 7 es inyectiva tenemos que demostrar que si G, H son
subgrupos finitos de Aut(E) con EY = B entonces G = H.

Sea o € G, entonces es claro que o fija a E¢. Para demostrar el recipro-
co, supongamos que o fija a E% y que o ¢ G. Entonces E¢ es fijado por
el grupo G U {o} de n + 1 elementos, por el Lema 2.6.2 y el Teorema

2.6.1 tenemos la siguiente contradiccion:
n=|G|=[E:E%>[FE: BP9 >n+ 1.

Por lo tanto, si o fija a E®, entonces o € G.

Si o € G, entonces ¢ fijaa FY = B yde aqui que o0 € H ysio € H,
entonces ¢ fija a B = E¢ y por tanto ¢ € G. Concluimos que G = H.
Por lo tanto 7y es inyectiva.

Que v sea suprayectiva puede verse en [9, pag. 228] y [10, pag. 84],
donde se demuestra que 74 es la identidad en Int(E/G) y por lo tanto
B — EGal(E/B)

Por lo tanto 7 es una biyeccion con inversa 9.
Esto se tiene por la parte (i), pues dy y v son funciones identidad.

Las primeras dos ecuaciones se tienen por el Lema 2.6.3, pues v es
una biyeccion que invierte el orden. La segunda pareja de ecuaciones se

cumple porque § = v~ también es una biyeccién que invierte el orden.
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Observaciéon 26
Notar que las funciones v y 0 del Teorema Fundamental de la Teoria de

Galois cumplen lo siguiente:
(i) Para G,H € SubG : G < H = vy(H) < v(Q).
(17) Para B,C € Int(E/F) : B<C = 6(C) < §(B).

(17i) Para H € Sub(G) y para B € Int(E/F) se tiene que H < §(v(H))
y B < 4(6(B)). De hecho en el Teorema se demuestra la igualdad en

ambos casos.

Por lo tanto la pareja de funciones (v, d) del Teorema Fundamental de la
Teorfa de Galois forman una conexién de Galois entre las reticulas Sub(Gal(E/F))]
e Int(E/F).



Conclusiones

El estudio de las reticulas constituye por si s6lo un vasto campo de investi-
gacion que tiene muchas lineas de aplicacién en el dlgebra, y en otras ramas
de las matematicas, inclusive en légica.

Las reticulas son fundamentales en el estudio de las estructuras algebraicas,
la reticula de un objeto algebraico describe su estructura y proporciona in-
formacion importante, ya que la estructura puede verse a partir de partes
mas pequenas y también el orden de éstas.

Por otro lado, al abstraer las propiedades esenciales del orden en las estruc-
turas, las reticulas son ideales para hablar de subestructuras comunes a los
objetos algebraicos de hecho una estructura algebraica puede ser caracteri-
zada de acuerdo a las propiedades de sus reticulas subyacentes.

Se ha hecho mas habitual, desde los 70’s, para cada libro de Teoria de Mdodu-
los, senalar y demostrar algunas generalizaciones para reticulas, casi siempre
modulares. Esto ha sido justificado porque la estructura de un moédulo so-
bre un anillo es mejor entendida en términos de la estructura reticular de
la reticula de sus submodulos. Citando a Louis H. Rowen “este importante
ejemplo (la reticula de todos los submddulos de un médulo) es la razén de
ser para el estudio de la teoria de reticulas por los estudiosos de la teoria de
anillos”. De hecho, muchos resultados de la Teoria de Mddulos pueden ser

demostrados usando solamente Teoria de Reticulas.
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Es un hecho indiscutible que el teorema fundamental de la teoria de Galois,
en el que se sintetiza gran parte de la teoria de Galois, una de las mas bellas
areas de la matematica, es un teorema de reticulas, por lo que parece ocisoso

hablar sobre la utilidad, generalidad y belleza de la teoria de reticulas.



Apéndice A

Categorias

Definicién A.0.1
Una categoria C estd dada por una clase Cy de objetos y una clase C; de

morfismos que tienen la siguiente estructura:

a) Cada morfismo tiene dominio y codominio, los cuales son objetos.
Cad fi i domini dominio, 1 1 bj
Se escribe f: X — Y o X 5 ¥V s X es el dominio del morfismo
(X =dom(f)) y Y es su codominio (Y = cod(f)).

(b) Dados dos morfismos f y g tales que cod(f) = dom(g), es decir, se tiene
que X Ty o, Z; la composicion de f y g, escrita como X EZIN Z,

tiene dominio dom(f) y codominio cod(g).

(c) La composicion es asociativa, es decir, dados X EEIN Y,V 5 Zy
z -l W, se cumple h(gf) = (hg)f.

(d) Para cada objeto X existe un morfismo identidad Idx que satisface
que para todo Y -5 X se cumple Idyg = g v para todo X v se
cumple fldx = f.
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Observacién 27

Podemos denotar a h = ¢gf diciendo que el diagrama

f

X —Y
g
hzg’\\
A

conmuta.

Ejemplo 51

1.- La categoria 1 tiene un objeto % y un morfismo Id,.
2.- 0 es la categroria vacia.

3.- Set es la categoria la cual tiene por clase de objetos a la clase de
todos los conjuntos, sus morfismos son las funciones entre conjuntos y

la composicion es la usual.

4- Grp es la categoria de grupos y morfismos de grupos con la composicién
usual de funciones. Similarmente Rng es la categoria de anillos, Mod
es la categoria de médulos donde sus morfismos son los de anillos y

modulos, respectivamente y la composicion es la usual.

5.- Un preorden es un conjunto X junto con una relacion binaria <, la
cual es reflexiva y transitiva. Este puede ser visto como una categoria,
con la clase de objetos X y exactamente un morfismo: x — y si y sélo

si x <y, donde la composicién estd dada por la transitividad.

6.- Pos es la categoria de COPOs y funciones preservadoras de orden donde

la composicién esta dada por la composicién usual de funciones.

7.- Lat es la categoria donde la clase de obejtos son reticulas y los morfis-

mos son los morfismos de reticulas y su composicién usual de funciones.
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Definicién A.0.2
Dadas dos categorias C y D, un funtor covariante F' : C — D consiste en

dos operaciones Fy : Co — Dy v Fy : C; — D, tal que para cada X i> Y se
tiene que Fi(f) : Fo(X) — Fo(Y) y

(a) Si X -5 Y —%5 Z entonces Fi(gf) = Fi(g)Fy(f).

(b) Para todo X € C se cumple Fi(Idx) = Idp,(x)-

Ejemplo 52

Existe un funtor U : Top — Set el cual asigna a cualquier espacio topolégico
X su conjunto subyacente. Llamamos a este funtor el funtor que olvida, es
decir. éste olvida la estructura matematica. Similarmente hay funtores que

olvidan Grp — Set, Rng — Set, Pos — Set, Lat — Set, etc.

Ejemplo 53

Para cada pareja de categorias C y D podemos definir el producto de ca-
tegorias C x D, con objetos las parejas (C, D) € Cy x Dy, y como morfismos
(C,D) — (C", D), las parejas (f, g) tales que C' Ty enc v D 25 D' en
D. Existen los funtores proyeccién mp : C X D - Cy m : C x D — D.

Ejemplo 54

Para cada categoria C existe un tnico funtor C — 1 y un tnico funtor 0 — C.

Ejemplo 55
Dados dos funtores F': C — D y G : D — & se puede definir la composicion
de funtores GF : C — €£.

Definicién A.0.3

Dada una categoria C definimos la categoria C° la cual tiene los mismos

objetos y morfismos que C pero con la direccién opuesta, es decir, si X Ty

en C entonces Y 15 X en COP. Para denotar esto escribimos f para el
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morfismo Y — X correspondiente a X Tsyvenc

COP

La composicion en se define como: fg = gf.

Definicién A.0.4
1.- Un morfismo A —. B es monomorfismo en una categoria C si para
cualquier otro objeto C'y para cualquier pareja de morfismos

g,h:C — A, fg= fh implica que g = h.

9- Un morfismo A 5 B es epimorfismo en una categoria C si para
cualquier otro objeto C'y para cualquier pareja de morfismos

g,h: B— C, gf = hf implica que g = h.

El Principio de Dualidad
Dada una propiedad P de un objeto, morfismo, diagrama, etc., podemos
asociar con P la propiedad P°?. El objeto, morfismo, etc. tiene la propiedad

POP en C si y sélo si tiene la propiedad P en COF.

Definiciéon A.0.5
1.- Si para un morfismo A Ly B existe B - A tal que fg = ldg

entonces ¢ es llamado seccién de f, y f es llamado retraccién de g.

2- A L5 B es un isomorfismo si existe B~ A tal que fg = Ildg y

gf = Id . Decimos que f es el morfismo inverso de g y viceversa.

Observaciéon 28

Toda seccion es monomorfismo y toda retraccion es epimorfismo.

Definicién A.0.6

Definimos C(A, B) como la clase de morfismos entre dos objetos A, B € Cy.
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Definicién A.0.7

Un objeto X es un objeto terminal si para cualquier otro objeto Y existe
un unico morfismo Y — X en la categoria. Dualmente, X es un objeto
inicial si para todo Y existe un tinico morfismo X — Y. Es facil ver que los

objetos iniciales y terminales son inicos salvo isomorfismos.

Ejemplo 56
En la categoria Set el conjunto vacio es el objeto inicial y el conjunto unitario

es el objeto terminal.

Definicién A.0.8
Una transformacion natural entre dos funtores F,G : C — D consiste
en una familia de morfismos (uc : FC — GC)cee que satisface que para

cada morfismo f : C' — (', el diagrama

FC re GC
Ff Gf
FC o leled

conmuta en D.
Denotaremos a una transformacién natural g por u = (uc)cec, : F = G.

Llamamos a pc la componente en C' de la tranformacién natural p.

Ejemplo 57
Sean Py () dos predrdenes vistos como categorias. Un funtor P — @ es
una funcién preservadora de orden y existe una unica transformacién natural

entre dos funtores tal que F' = G si para todo € P se cumple F(x) < G(z).

Dos categorias isomorfas se consideran esencialmente la misma categoria.
Un isomorfismo de categorias C y D requiere la existencia de funtores
F:C—DyG:D—Ctales que FG = Idp y GF = Id¢. Este concepto
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de “igualdad” es muy restrictivo. Un concepto un poco mas débil y mas
flexible es la nocién de equivalencia de categorias, que se satisface mucho
mas frecuentemente.

Las categorias equivalentes tienen el mismo comportamiento con respecto a

todas las propiedades categdricas interesantes.

Definicién A.0.9
1.- Dos categorias C y D son equivalentes si existen funtores F' : C — D
y G : D — C y transformaciones naturales p : Ide = GF y v : Idp =

FG tal que sus componentes son isomorfismos.
2.- F y G son llamados pseudoinversos uno del otro.

3.- Un funtor que tiene pseudoinverso es llamado equivalencia de cate-

gorias.

Un ejemplo importante de una equivalencia de categorias es la llamada “dua-
lidad de Lindenbaum-Tarski” entre Set y las algebras booleanas atémicas

completas.

Definicién A.0.10
Una dualidad entre dos categorias C y D es una equivalencia entre CO7 y

D (equivalentemente, entre DY y C).
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