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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Direccion del trabajo

A partir de la década de los 1970, matematicos involucrados con el
procesamiento de imégenes se interesaron por proporcionar fundamentos
tedricos para algunos algoritmos de uso comin para el seguimiento de
contornos, conteo de componentes conexas y otras operaciones en image-
nes monocromaticas, con la intencién de hacerlos eficientes y garantizar
que efectivamente eran funcionales en todos los casos.

En dicha época las limitaciones de los equipos computacionales eran
bastas, y los algoritmos debian comprometerse a las restricciones sobre
procesamiento y uso de memoria. Con el paso del tiempo el paradigma
ha ido cambiando hacia una cierta optimalidad en los procesos més que
a la estricta administracion de los recursos debido a la creciente capaci-
dad de procesamiento y almacenamiento de los equipos; sin embargo, la
teoria que se genero se vio altamente influenciada por las condiciones de
las aplicaciones en aquellos tiempos.

Un par de ejemplos de problemas importantes en el drea de anali-
sis de iméagenes digitales son el conteo de componentes «conexas» y el
seguimiento de contornos de objetos representados en una imagen: gene-
ralmente se trata de pasos de preprocesamiento para otros fines, como el
reconocimiento de objetos, escritura y deméas. Un vistazo a la naturaleza
de estos problemas revela que consisten en un cierto sentido en descubrir
propiedades «topolégicas» en los objetos representados en las imagenes
binarias. Por ello a la disciplina matematica concerniente al estudio de
estas propiedades se le conocié como Topologia digital.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Este trabajo constard de dos partes: en la primera comenzaremos
siguiendo algunos de los articulos publicados por los pioneros en el desa-
rrollo de la Topologia digital y, a través de algunas definiciones elemen-
tales postularemos teoremas andlogos a la topologia del plano euclidiano
usual (como el teorema de la curva de Jordan). También se estudiard
brevemente una nocién de funciones «continuas» entre «espacios digita-
les» cuya definicién es elemental.

De este estudio saltard a la vista de que a pesar de que se intent6 capturar
propiedades topolégicas de las imagenes no se hace ninguna referencia a
alguna topologia que dé sustento a los conceptos.

Una segunda parte del trabajo se enfocard en un esfuerzo de sistema-
tizacion topoldgica para las nociones tratadas en la primera parte. Esta
sistematizacion tiene sus origenes en el final de la década de los 80. El
ultimo capitulo de esta parte incluird un comentario final respecto a las
imégenes digitales y su representacién.

Es importante aclarar que salvo el contenido elemental del apéndice
A y algunas modificaciones sencillas realizadas a las pruebas de algunos
teoremas de la parte 1, el material que aqui se estudia no es original. Se
ha intentado, en la primera parte, colocar las referencias en cada resul-
tado y aclarar en qué aspectos se han realizado cambios; mientras que
en la segunda, sélo se ha indicado al inicio de los capitulos y secciones
la fuente de los resultados, debido a que se ha seguido de forma maés
cercana el desarrollo encontrado en los articulos originales de la teoria.

Dado lo anterior, resumimos el objetivo de este trabajo en lo siguien-
te: hacer una revisién histérica de una de las bases matemaéticas del
andlisis de iméagenes digitales, de tal manera que pueda servir de punto
de partida para un estudio consecuente del andlisis de imégenes o de la
teoria matematica en si misma.
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Origenes de la topologia
digital






Capitulo 2

Definiciones basicas

En el articulo «Connectivity in Digital Pictures» [1] publicado en
1970, Azriel Rosenfeld proporcioné una respuesta tedrica al problema de
garantizar que algunos algoritmos de uso comun, para el seguimiento de
contornos y conteo de componentes conexas en imagenes monocromati-
cas, efectivamente eran funcionales en todos los casos.

Como base para el modelo, se consideran subconjuntos del plano dis-
creto Z2 = 7Z x Z y se define una relacién de conexidad. Esta nocién
da paso a otras como la conexidad simple, camino, arco, curva cerrada
simple, eliminabilidad, entre otras. Es debido a la naturaleza de estos
conceptos que se llama a esta teoria «Topologia Digital». Mas ain, pue-
de advertirse el paralelismo entre esta teoria y la topologia del espacio
Euclidiano.

En este capitulo seguiremos una presentacién semejante a la dada
por Rosenfeld en los articulos [1], [2], [3] ¥ [4]

2.1. Adyacencia y conexidad

Definicion 2.1.1 Dado un punto (i,5) € Z2, denotaremos por Ny(i,j) al
conjunto

y diremos que cada punto de Ny(i,7) es 4-adyacente a (i,7) o un 4-
vecino de (i, j).
Denotaremos por Ng(i,j) al conjunto

Na(i, HU{(E—-1,j-1),(¢4+1,j—-1),¢—1,j+1), ¢+ 1,5+ 1)}

5
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y diremos que cada punto de Ng(i,7) es 8-adyacente a (i,7) o un 8-
vecino de (i, j).

Notemos que existe una biyeccion muy simple entre los conjuntos de
parejas de ntimeros enteros (Z?) y el de cuadrados de drea uno con vérti-
ces con coordenadas enteras (V = {[n,n+ 1] x [m,m+1] : n,m € Z})
que asigna a cada cuadrado su esquina inferior izquierda.

I

Figura 2.1: Identificacién de pixeles con puntos a través de su esquina
inferior izquierda.

Esta identificacion nos permitird visualizar los conceptos en términos
de cuadrados pues reflejan con mayor claridad la situacién de los pixeles
en una imagen digital; pero tratarlos como parejas de nimeros enteros,
los cuales son mas simples de manipular.

Figura 2.2: En gris claro se muestran los 4-vecinos y 8-vecinos del pixel
coloreado con gris mas oscuro.

Nétese que Ny(i,7) estd conformado por los puntos inmediatamente
arriba, abajo, a la derecha y a la izquierda de (i, j), mientras que Ng(i, j)
estd conformado por estos, mas los puntos inmediatamente en diagonal
a (i,7).

Los 4-vecinos y 8-vecinos de un punto pueden describirse en términos de
la «métrica del taxista» y la «métrica del supremo»:

Na(i,j) ={(a,b) € Z* : |i—al +|j —b| =1}

Ns(i,j) = {(a,b) € Z* : max{li —al,|j — b} = 1};
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sin embargo estas métricas inducen en Z? la topologia discreta y por
ello no son ttiles para definir mediante ellas conexidad ni ninguna otra
propiedad topoldgica, ya que tales propiedades se trivializan.

De aqui en adelante emplearemos la letra n para designar uno de los
dos ntimeros 4 u 8. Si n ya denota a alguno de ellos, el otro se denotara
por n.

Ambas nociones de adyacencia se extienden naturalmente a conjun-
tos: los subconjuntos S y T de Z? son n-adyacentes si existen s € S y
t € T tales que s es n-adyacente a ¢ (con n =4 o n = 8). Asimismo las
nociones de n-conexidad se definen de la siguiente manera:

1. Un n-camino con extremos z e y en Z? es una sucesién finita
de puntos z1, x2, ..., Ty, donde x1 =, x,,, =y vy, para cada indice
reonl<r<mx.1 € Np(z,).

56|78
4 9 |12
1123 10|11

Figura 2.3: Ejemplo de un 4-camino

2. Dos puntos z,y € S son n-conectables en S si existe un n-camino
de puntos en S con extremos z e y.

Figura 2.4: Dos puntos 8-conectables en S

3. Ser «n-conectables en S» es una relacién de equivalencia en S y
sus clases de equivalencia se llaman n-componentes de S.
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4. Cuando el nimero de n-componentes de S es finito, lo llamare-
mos la n-conexidad de S y definimos que S es n-conexo si su n-
conexidad es 1. También diremos que sus puntos son n-conectables.

Lema 2.1.1 Las diferentes n-componentes de un conjunto S no son n-
adyacentes entre si.

Demostracion:

Si dos componentes T'y R de S fuesen n-adyacentes, entonces exis-
tirlan t € Ty r € R con r y t n-adyacentes, por lo cudl, ambos puntos
pertenecerian a una misma componente. O

Lema 2.1.2 Sea C = {z1,...,2m} unn-camino. Si A, B son subconjun-
tos disjuntos y no vacios de C y cuya union es C, entonces A y B son
n-adyacentes.

Demostracién:

Supongamos, sin pérdida de generalidad que z; € A. Sea x, el ele-
mento en B de menor indice. Tendremos que z,_y € A, &, € By
xy € Np(zr—1). Se sigue que A es adyacente a B. O

Lema 2.1.3 Si A y B no son n-adyacentes con X CAeY C B, X e
Y no son n-adyacentes.

Demostracion:
Obsérvese que si X e Y son n—adyacentes, X C Ay Y C B, entonces
Ay B son n-adyacentes. d

Teorema 2.1.1 (Rosenfeld [{]) Un subconjunto S de Z* es n-conexo si
y sélo si no puede escribirse como la union disjunta de subconjuntos
propios no n-adyacentes.

Demostracién:

(Suficiencia) Sea S un conjunto n-conexo y supongamos que S = AUB
con A,B# 0, ANB =0 y sin ser A y B n-adyacentes. Sean a € A y
beB.

Por n-conexidad existirfa un n-camino {a, xa,...,b} en S. Los conjuntos
An{a,za,...,b} y BN{a,zs,...,b} no serfan n-adyacentes por ser sub-
conjuntos de A y B (ver Lema 2.1.3); pero serfan n-adyacentes en vista
del Lema 2.1.2. Esta contradiccion conduce a asegurar que S no puede es-
cribirse como la unién disjunta de subconjuntos propios no n-adyacentes.
(Necesidad) Sea S no n-conexo. Entonces tiene més de una n-componente.
Si tomamos una componente, por un lado, y la unién de las restantes,
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por otro, en vista del Lema 2.1.1 ellas no son n-adyacentes, son disjuntas,
no vacias y su union es S. g

2.1.1. Conexidad en Z? y en R?

En completa analogia con el plano Euclidiano esperamos que algu-
nas caracteristicas de este tengan una contraparte en el plano digital.
Considérese por ejemplo al conjunto Ny (0, 0).

0, 0

Figura 2.5: En gris claro se muestra N4 (0,0).

Si se considera la 4-conexidad, N4(0,0) es un conjunto «totalmente
4-disconexo» en el sentido de que sus 4-componentes conexas se reducen
a puntos. Pero a su vez {(0,0)} es una 4-componente de Z \ N4(0,0),
asi que estamos frente a un conjunto totalmente 4-disconexo que genera
una 4-disconexion en su complemento.

Si andlogamente juzgamos al mismo conjunto bajo la 8-conexidad, N4(0,0)
es conexo y, en realidad, un «analogo digital» de una curva cerrada sim-
ple; pero Z \ N4(0,0) es 8-conexo, asi que estamos frente a una 8-curva
cerrada simple que no separa al plano.

Una solucién a este conflicto fue dada por Duda, Hart y Munson
(ver [1]): si S se considera bajo la 4-conexidad, su complemento debe
considerarse bajo la 8-conexidad y viceversa.

Nos referimos como el orden de 4-conexidad de S como la 8-conexidad
de su complemento y su orden de 8-conexidad como la 4-conexidad
de su complemento.

Asimismo, diremos que S es simplemente n-conexo si es n-conexo y
su orden de n-conexidad es 1.

Proposicion 2.1.1 (Rosenfeld[1]) Si S es finito, entonces tiene n-orden
de conexidad.

Demostracién:

Como S es finito, estd contenido en algiin «rectdngulo» acotado (de la
forma [a,b] NZ x [c,d] N Z). El complemento de dicho rectangulo es n-
conexo. A lo mas hay tantas componentes del complemento de S como
puntos del mismo dentro de dicho rectangulo, es decir, una cantidad
finita. O
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2.2. Arcos simples y curvas cerradas sim-
ples

En los articulos [1] y [2], Rosenfeld elabora sobre los anédlogos digita-

les de los arcos simples y curvas cerradas simples. Estos se definen como
sucesiones finitas de puntos digitales que no se mantienen en un mismo
punto, no regresan por puntos ya recorridos y no «llenan el espacio»; te-
niendo como una tunica diferencia entre ellos si regresan al punto donde
comenzaron o no.
Notese que, por razones de cardinalidad, es imposible —atn si se definie-
ra un sistema de conjuntos abiertos en el espacio Z? que diera sustento
topoldgico a las nociones que hemos presentado— definir a los arcos como
subespacios de Z? homeomorfos al intervalo compacto [0, 1] con la topo-
logfa usual ya que el espacio Z? es numerable, mientras que el intervalo
[0,1] no lo es.

56|78
4 9
112]3 10|11

Figura 2.6: Ejemplo de un 4-arco

2.2.1. Arcos simples

Definicion 2.2.1 Un n-arco simple es una sucesion finita de puntos
T1,...,Tm tales que para cualesquiera indices r,s con 1 < r,s < m:

a) T, = x5 sty solo sirT=s,
b) . € Np(xs) sty sdlo sir=s=+1.
A los puntos 1 y T, se les llama extremos del n-arco simple.
De esta definicién se desprende que todo n-arco simple es un n-

camino. La afirmacién reciproca no es verdadera; sin embargo mostrare-
mos el Teorema 2.2.1 usando una observacién sencilla:

Observacion 2.2.1 Si en un n-camino x1,...,x, el elemento x; es tal
que 1 < i < m y unicamente tiene un n-vecino en el n-camino, entonces
Ti—1 = Ti41

En efecto, sea p el unico n-vecino de x; que es miembro del n-camino.
Por la definicion de n-camino tendremos que ;1 =p y Tit+1 = p.
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Teorema 2.2.1 Todo n-camino con extremos x ey contiene a un n-arco
con extremos x € y.

Demostracion:
Generaremos al n-arco simple «eliminando» elementos del n-camino.
Sea r = x1,Za, ..., T, =y un n-camino con extremos z e y. Suponiendo

que x7 tiene mdas de un n-vecino perteneciente al n-camino, tomaremos
a x aquel vecino de 1 con el indice mayor y formaremos el camino
X1, Ty Thtl,-- - Lm. Dicho de otra manera: eliminaremos del camino
original a todos los puntos que siguen a x; hasta (y exceptuando) al
su vecino de mayor indice.

En orden sucesivo tomaremos (si existen y no los eliminamos previa-
mente) a Ta,...,T,m—1 y en caso de que x; tenga mds de dos n-vecinos,
seleccionaremos a su vecino con indice mas grande zj y formaremos el
camino 1, ..., T, Tk, Tk+1, - - - , Tm. Lste proceso termina gracias a la fi-
nitud del n-camino. Reindicemos al camino como yi,...,y;.

En el caso en que 7 # x,, tenemos que ninguno de los y; puede aparecer
repetido, pues si y; = y; con ¢ < j, entonces y; tendria por vecino de
mayor indice a y;41 cuando j < [, o bien y;_; tendria como vecino de
mayor indice a y;. Nétese que, en vista de que =1 # x,, estos son los
lnicos casos posibles.

Para todos los puntos intermedios ya, ..., y;—1 (si existen), notemos que
Unicamente tienen dos n-vecinos: y; tiene al n-vecino y;41 y a ningin ve-
cino de indice mayor, asi como al vecino y;_1 y a ningun vecino de indice
menor, para no contradecir que el vecino de mayor indice de cualquier

Ys es ys+1-
Andlogamente y; sélo tiene como vecino a yo v y; a y;4+1. Concluimos
que yi,...y; €s un n-arco simple. O

La demostracién del Teorema 2.2.1 puede modificarse para proveer
justificacién de un algoritmo que permita encontrar un arco que conecta
a z e y dado un camino que lo hace (ver el Algoritmo 2.2.1).

Nuestro siguiente paso es dar una caracterizacion de un n-arco simple
a través de las propiedades locales de sus puntos. En [2], Rosenfeld la
demostré asumiendo que el conjunto S es finito; sin embargo, es muy
sencillo hacerlo sin esa presuposicién.

Teorema 2.2.2 Un conjunto S es un n-arco simple (con |S| > 2) siy
solo si:

a) S es n-conexo.
b) |N.(x)NS| =2 para todos los puntos x € S exceptuando a dos.

¢) |Np(x) NS| =1 para esos dos puntos excepcionales.
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Algoritmo 2.1 Obtencién de un arco a partir de un camino

Entrada: Un n-camino C = {z = 1,22, ...2; = y}.
Salida: Un n-arco contenido en dicho camino que conecta a x con y.
1: 1+ 1
2: mientras no hayamos seleccionado a y hacer
3:  seleccionar el elemento x;
4:  si alguno de sus n-vecinos es elemento del n-camino y tiene indice
mayor a [l + 1 entonces
5 elegir el de mayor indice, x,
6: eliminar de C' a zj41,...,%0—1
7: l<—1+1
8 si no
9 l«1+1
10:  fin si
11: fin mientras

Demostracién:

(Suficiencia) Si S = {z1,...,2Zm} es un n-arco simple con m > 2,
entonces | N, (1) NS| = |Np(2,) NS| = 1, mientras que si 1 < k < m,
Np(zg) NS = {zp_1, 2} Ademds todo n-arco simple es un n-camino,
as{ que en vista de la Observaciéon 2.1.2 y el Teorema 2.1.1, es n-conexo.

(Necesidad) Sea S un conjunto que satisface las condiciones a), b)
y ¢) del enunciado del teorema. Llamemos z; a alguno de los puntos
excepcionales tales que |N,(z1)] = 1 e y al otro. Dado que S es n-
conexo, podemos hallar un n-camino en S con extremos x; e y y en
virtud del Teorema 2.2.1, en particular un n-arco en S con extremos x
e y. Proponemos que S es exactamente ese n-arco.
Suponiendo que no lo es, habria algin punto x de S que no perteneceria
al n-arco; pero al ser S n-conexo habria un n-arco que conectaria a x;
con z y que en particular no contendria a y (ver la Observacién 2.2.1).
Denotemos por x1 = y1, ...,y = x a tal n-arco. Como |N,(x1)NS| =1,
Y2 = T2, pues ambos serian n-vecinos de z; en S; andlogamente, como
x3 e ys3 serfan n-vecinos de yo diferentes de x; y al ser que x5 sélo tiene
dos n-vecinos en S y3 = z3. Procediendo andlogamente verfamos que
forzosamente x serfa un elemento del n-arco propuesto, o bien y seria un
elemento del n-arco que conecta a x y x1, siendo ambos casos imposibles.
O

Los siguientes resultados indican que cada punto intermedio del arco
simple genera una disconexion local del espacio; pero que el arco mismo
no desconecta al espacio.

Proposicion 2.2.1 (Rosenfeld [2]) Si S es un n-arco simple y x € S no
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es un extremo de S. Ng(x) \ S tiene exactamente dos mi-componentes;
mientras que si x es un extremo Ng(x)\ S es fi-conexo.

Demostracién:
Si n = 4, las opciones para Ng(x) cuando x € S no es un extremo son
(salvo simetrias):

Figura 2.7: Posibilidades locales para un elemento x de un 4-arco, tal
que no es extremo. El sombreado ligero indica que tal pixel puede o no
ser parte de él.

Por otro lado, si n = 8, las opciones son:

Figura 2.8: Posibilidades locales para un elemento x de un 8-arco, tal
que no es extremo.

En todos los casos se genera una disconexién como se requiere.

Por otro lado, cuando se trata de un extremo, los casos son:

Figura 2.9: Posibilidades locales para un elemento x de un 4-arco o de un
8-arco, que es extremo. El sombreado ligero indica que tal pixel puede o
no ser parte de él.

O
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Teorema 2.2.3 Un m-arco simple es simplemente n-conexo. (Rosenfeld

[2))

Demostracion:

Procediendo por induccién sobre el nimero de elementos del n-arco
simple: si dnicamente tiene un punto, el resultado es claro. Supéngase
que los n-arcos simples de longitud m son simplemente conexos. Sea .S
un n-arco simple de longitud m + 1. S es n-conexo en vista del Teorema
2.2.2, asi que basta ver que su orden de 7ni-conexidad es 1. Claramente
S = {z1,...,Tm} es un n-arco. Por hipédtesis inductiva, cualesquiera dos
puntos y,z € Z? \ S son fi-conectables en (Z?\ S) U {Z+1}. Cualquier
ocurrencia de x,,11 en un tal n-camino ..., Yk, Tm+1, Yk+2,.-. puede
evitarse pues Y, Yp+2 € Ng(Tmi1) \ S con 41 extremo de S. Por la
Proposicion 2.2.1 este es n-conexo, de donde podemos sustituir a x,,11
por un 7m-camino que no contiene a z,,+1 y sélo tomando puntos del
complemento de S. g

2.2.2. Curvas cerradas simples

Definicion 2.2.2 Una n-curva cerrada simple es una sucesion finita de
puntos xi,...Ty, tal que m > 4 y para cualesquiera indices r,s con
1<r,s<m:

a) T, = x5 siy solo sir=s
b) x. € Np(xs) sty sdlo sir=s+1 (modm).

El significado intuitivo de cada punto de la definicién en el caso de 4-
curvas cerradas simples se indica en las figuras 2.10 y 2.11.

11817

16
4]5196]7]8
14 9
13]12[11]10

Figura 2.10: Las «autointersecciones» no estan permitidas en las curvas
cerradas simples.

Proposicion 2.2.2 (Rosenfeld [2]) Eliminar cualquier punto de una n-
curva cerrada simple la convierte en un n-arco simple.
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31456
7
1{10{9 |8

Figura 2.11: Las 4-curvas cerradas simples efectivamente son «cerradas».
En este caso 1 = 10 + 1(mod 10).

Demostracién:

Si x; se elimina siendo uno de los puntos zo, ..., T;_1, renombrando
YL = Tigly -y Ym—i = Ty Ym—itl = L1y« -+, Ym—1 = Ti—1. Ol se elimina
x1, renombramos y; = x;4+1, mientras que si se elimina x,,, hacemos
Yi = my.

En cualquier caso v, ...,ym—1 satisface la definicién de n-arco simple.
b b
O

Teorema 2.2.4 (Rosenfeld [2]) Un conjunto finito S es una n-curva ce-
rrada simple si y solo si:

a) |S] >4,
b) S es n-conexo,

¢) |Nn(x)NS| =2 para todos los puntos en S.

Demostracion:
La demostracion es andloga a la de la Proposicién 2.2.2. O

A diferencia del Teorema 2.2.2, en este caso no podemos relajar la
condicién de finitud sobre S, pues bien podemos tener una <«sucesién
doblemente infinita» como Z x {0} que satisface los puntos a,b y ¢ de
2.2.4; pero no es una curva cerrada simple.

Figura 2.12: Sucesién doblemente infinita.
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Todos los resultados previos se han podido escribir indistintamente
para 4-conexidad y 8-conexidad. En el siguiente capitulo un buen ntime-
ro de nuestros resultados estardan dados en términos de la 4-conexidad
para conjuntos y 8 conexidad para sus complementos. Para mayor infor-
macion sobre diferencias entre 4-curvas y 8-curvas, por favor refiérase al
Apéndice A.



Capitulo 3

El teorema de la curva
de Jordan

A partir de ahora trabajaremos tinicamente con 4-conexidad para los

arcos y curvas y 8-conexidad para sus complementos, con la finalidad de
no hacer el texto demasiado extenso.
Los esfuerzos de esta seccién estan encaminados a probar un analogo di-
gital del Teorema de la Curva de Jordan. Se hace de manera semejante
al tratamiento de poligonos en el plano Euclidiano: para un punto en
el complemento de la curva, se define cuando el rayo que emana de ese
punto hacia la derecha corta a la curva; aquellos puntos cuyo numero
de cruces sea par (con el 0 incluido) yacen en el exterior de la curva,
mientras que si es impar yacen en el interior. El siguiente paso es de-
mostrar que tanto el interior como el exterior son no vacios: en el caso
del exterior, esto es muy sencillo pues la curva es acotada, en particular
por la derecha. Para el interior, la idea consiste en notar que una esquina
superior derecha de la curva (un punto cuyos vecinos inferior e izquierdo
yacen en la curva y no hay més puntos de la curva a su derecha) no puede
tener a su 8-vecino del suroeste en la misma curva y, por construccién,
este debe yacer en el interior. Posteriormente se explica por qué todo
8-camino con un extremo en el interior y otro en el exterior de la curva
debe forzosamente cortarla, para terminar concluyendo con la ayuda de
otras proposiciones de caracter local, el andlogo digital del Teorema de
la curva de Jordan. Finalmente haremos uso del teorema analizando la
nocion de «eliminabilidad» de puntos.

17
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3.1. Resultados preliminares.

Denotaremos por S a una 4-curva cerrada simple.
Sea x = (a,b) € Z?\ S. Denotaremos por H(x) al rayo horizontal que
emana a la derecha de z, es decir

{(a+k,b) : ke NU{0}).

Agrupemos a los elementos de H(z)N.S (si existen) por su consecutividad
en H:a+ki1+1 < - <a+ki+r < atko+1<---<atkotrys < ---
donde 0 < k1 +1<ki+rm<atke+1<a+keo+ro<---.
Llamaremos «corrida» a cada familia maximal de elementos sucesivos
(a+k1+1,0),...,(a+ ki +7r1,b), es decir: una familia de elementos su-
cesivos en la curva cerrada simple y cuyos elementos yacen en el mismo
rayo horizontal, tal que tanto el antecesor del primer elemento, como el
sucesor del 1dltimo ya no pertenecen a este rayo.

Dado que los elementos de cada corrida son sucesivamente 4-vecinos
por definicién, por la condicién de vecindad de la definicién de 4-curva
cerrada simple, deben ser sucesivos en S si éste se considera ciclicamen-
te: es decir, consideramos al tltimo elemento como sucesivo del primero.
Maés aun, tenemos la facilidad de reindizar a la curva para que cualquiera
de los elementos de S corresponda con z1, cualquiera de sus vecinos con
T2 y asi sucesivamente.

Reindicemos a S de tal modo que sea xy11 = (a+k+1,b),..., Ty, =
(a 4+ k + r,b) una de dichas corridas. Por maximalidad zx y Zg4r41 DO
se encuentran en la misma fila b (es decir, su segunda coordenada no
puede ser b) y por 4-conexidad, estdn o arriba o abajo de la fila b. Si
ocurre que ambos estén del mismo lado diremos que H(x) toca a S en
la corrida, si estdn de lados contrarios diremos que H(x) cruza a S
en dicha corrida.

Definicién 3.1.1 Sean S una 4-curva cerrada simple y x € Z>\ S. Si el
nidmero de corridas en que H(x) cruza a S es impar diremos que x es
un punto en el interior de S. De otra forma diremos que x es un punto
en el exterior de S.

Lema 3.1.1 Ningun 4-arco simple ni ninguna 4-curva cerrada simple
contienen un cuadrado de 2 X 2.

Demostracién:
Supongamos que una 4-curva cerrada simple S, contiene un cuadra-
do 2 x 2: {(z,y),(x — L,y),(x — 1,y — 1), (x,y — 1)}. Si se ve ordena-
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do ciclicamente, los elementos consecutivos son 4-adyacentes, de mo-
do que en la sucesién S tendremos, sin pérdida de generalidad que
Ty = (1’,y),$h+1 = (SL' - 1,y),$h+2 = (.’L’ -Ly— 1)’xh+3 = (.’1?7y - 1)
y como (x,y) y (x,y — 1) son 4-vecinos, tendremos de la definicién de
4-curva cerrada simple que h = h + 3(mod m) con m > 5, es decir que
0 = 3(mod m) con m > 5, lo cudl es imposible.

La demostracion de que un 4-arco simple no contiene un cuadrado 2 x 2
es andloga. O

Proposicion 3.1.1 (Rosenfeld [1]) Tanto el interior como el exterior de
cualquier 4-curva cerrada simple son no vacios.

Demostracién:

Sea S una 4-curva cerrada simple. Evidentemente si = esta a la derecha
de cualquier elemento de S, H(x) no interseca a S y asi, = estd en el
exterior de S.

Para ver que el interior es no vacio, lldmese (u,v) al punto mds hacia
arriba de entre todos los puntos que estan mas a la derecha de S. Por el
Teorema 2.2.4 este punto tiene 2 4-vecinos y, por cémo se eligié a este
punto, estos deben ser (u—1,v) y (u,v—1). Proponemos que (u—1,v—1)
no pertenece a la curva, pues de otro modo se tendria que S contiene un
cuadrado de 2x 2, lo cudl contravendria al Lema 3.1.1. As{ (u—1,v—1) €
Z°\ Sy H(u-1v-1)NS = {(u,v—1)}, de modo que (u— 1,v — 1)
esta en el interior. O En la prueba de la Proposicién 3.1.2 emplearemos

una generalizacién de concepto de «corrida» para intersecar a dos rayos
horizontales adyacentes, la idea es demostrar que si una corrida interseca
a uno de los rayos en un nimero par de veces, también para el otro, pues
en «el medio» no pueden producirse més cruces sino solo toques (se
sugiere ver la discusién previa a la Definicién 3.1.1 para la definicién de
cruce y toque).

Proposicion 3.1.2 (Rosenfeld [1]) Sean x un punto en el interior e y un
punto en el exterior de una 4-curva cerrada simple S.
Clualquier 8-camino de x a y interseca a S.

Demostracién:

Sea y1,...,Ym un 8-camino con y; = , Y, = Y y SUpONgamos que
para todo fndice k, yy € Z2\ S.
Dado que y; esta en el interior e y,, estd en el exterior de S, debe existir
un indice ¢ con 1 < g < m tal que y,—; esta en el interior de S e y, esta
en el exterior de S.
Nétese que si y,—1 € yq fueran vecinos horizontales, el nimero de corridas
de S que intersecan a H(y,—1) v H(y,) seria el mismo. Luego ambos
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estarian en el interior o ambos en el exterior de S.

Ahora demostraremos que tampoco es posible que y4—1 € ¥, sean vecinos
verticales o diagonales.

Sea R = {Zk+1,...,Tk+r} una corrida de elementos de S que interseca a
H(yq—1) U H(ygq), de este modo tanto zj como Tj4,+1 €stdn ya sea por
arriba o por abajo de ambas H. Si ocurre que ambos puntos yacen por
arriba de ambas H (sin pérdida de generalidad, en adelante asumiremos
que H(yqs—1) estd por arriba de H(y,)) y que todos los puntos de la
corrida estdn en H(y,—1), entonces H (y,—1) sélo toca a S en Ry H(y,)
ni si quiera lo hace siendo que en ambos casos el nimero de cruces de la
corrida es un nimero par (en particular 0); si por otro lado, alguno de
los x; estd en H(y,) sea x5 el primero y x; el ultimo de ellos: ocurrira
que H(yg—1) cruza a Ren {xpio,...,Ts—1} ¥ {Zts15- s Thgr} Y H(yg)
no lo cruza. En cualquier caso, ambos ndmeros de cruces de H(y,) v
H(y4—1) son pares (ver la figura 3.1).

Razonando analogamente en el caso cuando uno de entre x Vv Titri1
estd arriba y otro abajo llegaremos a que el nimero de cruces de H(y,) y
H(yq—1) a S es para ambos igual a 1 (ver la figura 3.2), de donde ambos
estan en el exterior de S o en el interior de S.

De esta contradiccién deducimos que algiin punto del 8-camino debe
pertenecer a S. O

sin cruces a Yq—1
—_———

Yg—1— 2 cruces

Yg — L5 &t 0 cruces

Figura 3.1: Corrida en H (y,—1)UH (y4) cuando z y Tx1r+1 estdn ambos
por arriba de H (yq,—1).

sin cruces a H(y,—1) ni a H(y,)

T

Yg—1— e 1 cruce

Yqg — s st 1 cruce

Thdrd-1

Figura 3.2: Corrida en H (y,—1)UH (y,) cuando xy, estd arriba de H(y4—1)
Y Ti4r+1 estd abajo de H(yq).

Llegados a este punto falta demostrar que cuando S es una 4-curva
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cerrada simple Z \ S tiene exactamente dos componentes y que todo
punto de S es adyacente a ambas; sin embargo vamos a posponer estos
resultados a la siguiente secciéon dénde su utilidad se pondrd de mani-
fiesto.

3.2. Elementos eliminables

En los articulos [1] y [2], Rosenfeld caracteriza y analiza la existencia
de algiin punto en una imagen digital cuya remocién no «modifica la
topologia de la imagen», entendiéndose por esto que el nimero de com-
ponentes de la imagen y su complemento permanece invariante tras la
eliminacién de dicho punto. La restriccién de este lenguaje al caso finito
es evidente si se piensa en subconjuntos generales de Z? tales que tanto
ellos mismos como sus complementos posean una cantidad numerable de
componentes. En el articulo «Adjacency in Digital Pictures» [3], Rosen-
feld hizo una observacién simple; pero que serd nuestro punto de partida
para una formulaciéon un poco maés general de sus resultados respecto
a la posibilidad de eliminar elementos de un conjunto y «preservar la
topologia» del conjunto en un cierto sentido, a saber:

Proposicion 3.2.1 (Rosenfeld [3]). Sean T C S C Z2. Cadan-componente
de T estd contenida en una unica n-componente de S.

Demostracion:

Si dos puntos son n-conectables por un n-camino en 7T, entonces son
n-conectables por un n-camino en S. Luego la n-componente de un ele-
mento x de T es subconjunto de la n-componente de x en S. Ademsds,
dado que las n-componentes de S forman una particiéon de .S, dicha n-
componente es Unica. O

Este hecho nos coloca en posicién de definir una funciéon f del con-
junto de las n-componentes de T al conjunto de las componentes de S.
En adelante denotaremos al conjunto de n-componentes del conjunto S
mediante Cy,(S)

Proposicion 3.2.2 Sean S CZ? yx € S. La funcién f, : C4(S\ {z}) —
C4(S) que a cada 4-componente de S\{x} le asigna la inica 4-componente
de S que la contiene es:

1. Inyectiva si y sélo si los puntos de Ny(x) NS son 4-conectables en

S\ A{x},

2. Suprayectiva si y sdlo si Ny(x) NS # 0.
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Demostracion:

1. (Suficiencia) Supongamos que dos puntos de Ny(x) NS no son 4-
conectables en S\ {z}. Entonces hay al menos dos componentes
en C4(S \ {z}) a los que corresponde una tinica 4-componente en
C4(S) bajo f, (justamente la de z).

(Necesidad) Supongamos que los puntos de Ny(z) NS son 4-co-
nectables en S\ {z}. Sean C;,C> dos 4-componentes diferentes
en C4(S\ {z}) y x1, 22 dos puntos, uno en cada una. Si ocurriera
que f(C1) = f.(C3), entonces el 4-camino en S que conecta a
r1 y a x2 debe pasar forzosamente por x; es decir, tener la forma
ey L1, Ly Tig1, .. .; PETO COMO T;i—1,Tir1 € Ny(xz) NS es 4 co-
nectable en S\ {z} cada ocurrencia de z en el 4-camino puede ser
sustituido por un 4-camino en S\ {z}, lo cuél es una contradiccién.

2. (Suficiencia) Supongamos que a cada componente de S contiene al
menos una componente de S\ {z}. Entonces la 4-componente C
de z contiene alguna 4-componente de S\ {z}, C’. Nétese que esta
componente debe ser 4-adyacente a x, puesto que si no ocurriera
as{ ¢/ = C. Esta ultima afirmacién es cierta puesto que dos puntos
4-conectables en C' siguen siéndolo tras eliminar a = pues su 4-
camino no puede contener a x al no ser 4-adyacente y asi C C C".
Como C” es 4-adyacente a x, entonces Ny(z) NS # 0.

(Necesidad) Si ocurriera que Ny(z) NS # 0, entonces {z} es una
4-componente de S y claramente ninguna de las 4-componentes de
S\ {z} estd contenida en {z}.

Habiendo demostrado ambas equivalencias, el resultado queda estable-
cido. O

En completa analogia con la Proposicion 3.1.2, para el caso de 8-
conexidad, se tiene la siguiente proposicién:

Proposicion 3.2.3 Sean S C 7Z? y x € S. La funcion f, : Cs(Z?\ S) —
Cs(Z*\(S\{z})) que a cada 8-componente del complemento de S le asigna
la dnica 8-componente del complemento de S\ {x} que la contiene es:

1. inyectiva si y sdlo si los puntos de Ng(x)N(Z*\S) son 8-conectables
en 72\ S,

2. suprayectiva si y sélo si Ng(x) N (Z*\ S) # 0.

Demostracion:
La prueba es anédloga a la de la Proposicion 3.2.2. [ Estos

resultados estan dirigidos a realizar un «conteo» muy particular de las
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componentes de cada conjunto y sus complementos. Los puntos de interés
son aquellos que preservan tanto las componentes de cada conjunto y su
complemento, es decir tales que tanto f, como f, son biyectivas. De las
Proposiciones 3.2.1 y 3.2.2 es claro el Corolario siguiente:

Corolario 3.2.1 Sean S C 7Z? yx € S. Las funciones f, y f. son biyec-
tivas si y solo si

2. Ng(z)N(Z2\S)#0
3. Los puntos de Ny(xz) NS son 4-conectables en S\ {x}

4. Los puntos de Ng(x) N (Z?\ S) son 8-conectables en Z2\ S.

La condicién 1 puede interpretarse como que x no es un «punto ais-

lado» de S, mientras que la condicién 2 como que z no es un «punto
en el interior» de S. Las dos condiciones restantes tienen que ver con la
conexidad de los puntos en la vecindad de = dentro de sus respectivos
conjuntos con sus respectivas conexidades. Es notable que Rosenfeld lo-
grara en [1] reducir ambas condiciones a una sola relativa Unicamente
a los 8-vecinos de x aun con el lenguaje finitista de nimero de compo-
nentes. La ventaja de esto es clara: en lugar de cuestionarnos sobre si
dos puntos en la vecindad de = son conectables por algin camino den-
tro del conjunto completo, sélo tenemos que restringir la atencion en la
8-vecindad de =z.
Intuitivamente, se trata de considerar que si dos puntos de Ny(z) NS
son conectables en S\ {z}; pero no en Ng(z)N.S, el camino entre ambos
agregandole a x formard una 4-curva cerrada simple que «encerrard» a
algiin punto de Ng(x) N (Z?\ S), por lo cudl este no serfa 8-conexo en el
complemento de S. En el apartado siguiente haremos una modificaciéon a
la prueba original de Rosenfeld ([1]) para apegarnos a esta intuicién. Em-
plearemos resultados que él mismo demostré para lograr este cometido
y para evitar la excesiva enumeracion de casos; pero también modifica-
remos las pruebas de estos resultados.

3.2.1. Vuelta al teorema de la curva de Jordan

Proposicidn 3.2.4 Sean S una 4-curva cerrada simple y x € S. Ng(z) N
(Z2\ S) tiene dos 8-componentes, una de ellas yace en el interior de S
y la otra en el exterior.
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Demostracion:

Sean e un punto en el exterior de S e ¢ un punto en el interior. Da-
do que no son 8-conectables en Z? \ S (Proposicién 3.1.2) tenemos ga-
rantizada la existencia de dos 8-componentes de Z2 \ S. Sea s € S.
Segtin la Proposicién 2.2.2 S\ {s} es un 4-arco y asf Z? \ (S\ {s}) es
8-conexo. Tomemos un 8-arco que conecte a e con i. Este tendrd la for-
ma A = {e,...,e/,s,4,...,i}, pues debe contener a s al no ser e e i
8-conectables en Z? \ S. Dado que A es un arco, s no aparece entre e y
€/; ni tampoco entre i e i’, de modo que tenemos arcos en Z?\ S que
conectan a e, ¢’ y a i, i'. De esto se sigue que ¢’ yace en el exterior de S
e i’ en el interior (nuevamente por la Proposicién 3.1.2).

Finalmente notemos que s tiene tinicamente dos 4-vecinos en Z? \ S, de
modo que todo arco que conecte a ¢ con algin punto arbitrario P en el
exterior de S debe tener la forma i,...,7,s,¢’,..., P. De modo que con-
catenando los caminos de e a €’ y de €’ a P garantizamos que el exterior
de S' es 8-conexo y, andlogamente, podemos garantizar que el interior de
S es 8-conexo |

Dado que en la demostracién de la Proposiciéon 3.2.4 s fue un punto
arbitrario en S, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.2 Cada punto de una 4-curva cerrada simple es 4-adyacente
a las dos 8-componentes de su complemento.

Proposicion 3.2.5 Sea xo un elemento de S tal que Ny(zg) estd con-
tenido en una 4-componente de S\ {xo}. De todos los 4-caminos en
S\ {zo} entre dos elementos de Ny(xg) NS que pertenecen a diferentes
4-componentes de Ng(xo) NS, sea x1,...x, aquel que es lo mds corto
posible.

El conjunto {xqg,...x,} es una 4-curva cerrada simple y su interior con-
tiene a un elemento de (Z*\ S) N Ng(z0), asi como su interior también
contiene a otro de estos elementos.

Demostracion:

Primero nétese que siempre que Ny(zp) N S tenga mds de una 4-
componente en Ng(xg) NS un tal camino existe debido al buen orden de
N. Nétese que, salvo 1 y x, ningin elemento del 4-camino es 4-vecino
de xg, puesto que si x; fuera un 4-vecino de xg, T1,...,Z; ¥ Ti,...,Tp
serian ambos caminos maés cortos y x; no puede estar simultdneamente
en la misma componente que 1 y Zy.

Debido a que x1 y 2, no yacen en la misma 4-componente de Ng(x¢),
para conectarlos se requiere de al menos 5 puntos mas. Podemos concluir
que xg,x1,...,T, es una 4-curva cerrada simple pues, por minimalidad,
x1,...%T, €8s un 4-arco y agregar a xo no propicia «adyacencia adicional»
m&s que para xj y &, siendo C' = {xg,...,2,} un conjunto finito de
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mas de 4 puntos, tal que es 4-conexo y cada punto tiene exactamente
dos 4-vecinos en dicho conjunto (Teorema 2.2.4).

Dado que 1, ,, no son 4-conectables en Ng(x)NS tenemos que Ng(zo)N
(Z?\ S) tiene al menos dos 8-componentes debido a que Ng(zg) es una
4-curva cerrada simple y ninguno de los arcos que conectan a x1 y a
Ty estdn completamente contenidos en S. Segun la Proposicion 3.2.4
Ng(xo) N (Z?\ C) tiene dos 8-componentes, un de ellas en el interior y la
otra en el exterior de C. Debido a que C' C S, las 8-componentes de Z2\ S
estdn contenidas en las 8-componentes de Z? \ C. Podemos asegurar que
ambas componentes mencionadas de Ng(xg) N (Z? \ S) no yacen en la
misma componente de Ng(zo) N (Z?%\ C), debido a que para conectarlos
en Ng(zp) debemos emplear a x1 0 a z,. De este modo garantizamos
que algtin punto de Ng(zg) N (Z?\ S) yace en el interior de C. O Con

ello podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1 Sean S C Z? y x € S. Las funciones f, y f. son ambas
biyecciones si y solo si:

2. Ns(z)n(Z2\ S) #9,
3. Ny(xz)NS es 4-conexo en Ng(x) N S.

Demostracion:
Ya hemos demostrado que f, y f, son ambas biyecciones si y sélo si

a) Ny(z) NS #0,

b) Ng(x)N(Z*\ S) # 0,

¢) Los puntos de Ny(z) N S son 4-conectables en S\ {z};

d) Los puntos de Ng(x) N (Z?\ S) son 8-conectables en Z \ S.

Luego, tnicamente hay que demostrar que el punto 3 del enunciado de
este teorema es equivalente a ¢) y d) anteriores (asumiendo 1y 2).
(3 = ¢,d) Si Ny(z)NS es 4-conexo en Ng(x)NS, lo es en S\ {x}, asi que
ya hemos probado c). Para probar d) hay que ver que cuando Ny(z) NS
es 4-conexo en Ng(z) NS, Ng(x) N (Z*\ S) es 8-conexo en Z \ S, lo
cual puede hacerse mediante exploracién de casos, pues salvo simetrias,
cuando 1,2 y 3 ocurren, la situacién de Ng(x) es alguna de las que se
muestran en la figura 3.2.1.

(¢, d = 3) Supongamos que los puntos de Ny(x)N.S son 4-conectables
en S\ {z}; pero no lo son en Ng(z)NS. Tendremos que Ng(z) N (Z?\ S)
consta de al menos dos puntos que no son 8-conectables entre si en dicho



26 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE LA CURVA DE JORDAN

Figura 3.3: Debido a los incisos 1 y 2 debe haber 4-vecinos de x tanto
en S como su complemento. Podemos agotar todos los casos viendo las
posibilidades cuando 1,2 o 3 4-vecinos de = estdn en S.

conjunto.

Respaldandonos en la Proposicién 3.2.5 tenemos que un camino minimal
entre elementos de Ny(x) que pertenecen a diferentes 4-componentes de
Ng(z) N S, junto con x formardn una 4-curva cerrada simple, C tal que
tanto en su interior como en su exterior hay elementos de (Z?\S)NNg(z).
El inciso d) indica que los puntos de Ng N (Z? \ S) son 8-conectables
en Z2\ S, de modo que, al tener C' un elemento de (Z?\ S) N Ng(z)
en su interior, este debe contenerlo a todo. Sin embargo, por el mismo
argumento, (Z? \ S) N Ng(z) debe estar completamente contenido en el
exterior de la curva. De esta contradiccién concluimos que los puntos de
Ny(x) N S deben ser 4-conectables en Ng(x) N S. O

Definicion 3.2.1 Sean S C Z? y xo € Z2. Si las funciones fo, Y fu, S0N
ambas biyecciones diremos que xg es un elemento 4-eliminable de S.



Capitulo 4

Funciones «continuas»

En el articulo «‘Continuous’ functions on digital pictures» de 1986 [5],
Azriel Rosenfeld presenté una nocién de funcién continua para espacios
digitales. Estas funciones corresponden, en el caso plano e inyectivo, a
operaciones geométricas bien conocidas y, en general poseen propiedades
mas débiles que las de sus contrapartes continuas. Nos apegaremos a la
presentacién encontrada ahi. En el apéndice A se presentan resultados
muy sencillos respecto a la interaccién entre caminos en el plano digital
y un cierto tipo de funciones ‘continuas’ definidas en élI.

4.1. Definiciones basicas

En el articulo [5], Rosenfeld redefinié para estos objetivos a una ima-
gen digital k-dimensional (con k € N) como el conjunto

In={(p1,..,pk) | 0<p; <n,p; € Z,1 <i < k}.

También podemos pensar en colecciones de puntos que no contengan al
origen (0,...,0) o incluso conjuntos mds generales. Consideremos a una
métrica dj, en I tal que para dos puntos distintos P, Q € I, siempre es
mayor o igual a 1 y es exactamente igual a 1 s6lo para parejas de puntos
que tienen todas sus coordenadas iguales excepto una, la cudl difiera en
exactamente una unidad. Esta métrica bien puede ser la «métrica del
taxista». La definiciéon de continuidad serd un andlogo de la definicién
usual de continuidad cambiando la condicién de ser positivo por ser ma-
yor o igual que 1.

En cada uno de estos espacios I podemos definir un tipo especial de
conectividad: los puntos Py @Q estén conectados si y sélo si di(P, Q) =

27
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1. Con esta nocién podemos definir caminos y conexidad de la misma
manera que lo hicimos en el capitulo 2.

Lema 4.1.1 (Rosenfeld [5]). Los conjuntos Ij, son conezos.

Demostracion:

Sean P, Q € I}, diferentes. Para fijar ideas, sean P = (p1,...,pk), Q =
(q1,---,qr) con p; < ¢p. Consideremos al camino (p1,pa,...,pk), (P1 +
1,p2,..yPk)s--,(q1,D2,...,Dk). En este camino hemos logrado conec-
tar P con un punto que tiene todas sus coordenadas iguales a las de P
excepto la primera, que es igual a la de @. Continuando de esta manera
podemos ir conectando a P con puntos cuyas primera y segunda coorde-
nada sean iguales a las de @) y, asi sucesivamente, finalmente conectarlo
con Q. O

Definicion 4.1.1 Sea f una funcion de Iy, en I,. Llamaremos a f con-
tinua en un punto P si y sdlo si

Ve>1: 36>1: [dp(P,Q) <6 = d.(f(P),f(Q)) <&l

Comenzaremos dando una caracterizacion de las funciones continuas
en un punto: f serd continua en el punto P si y sélo si, envia a los
vecinos de P (definidos en este caso como aquellos puntos @ tales que
di(P,Q) = 1) en los vecinos de f(P) (los cudles son ls puntos @ tales

que dy(f(P),Q) = 1).

Teorema 4.1.1 (Rosenfeld [5]). La funcién f : I, — I, es continua en
P si y sélo si para cualquier punto Q

d(P,Q) <1=ds(f(P), f(Q)) < 1.

Demostracion:

(Suficiencia) Si f es continua, sea ¢ = 1. Luego existe § > 1 tal que
si di (P, Q) < 6 entonces ds(f(P), f(Q)) < 1y, en particular esto dltimo
es cierto para § = 1. Dicho de otra manera, si di(P,Q) < 1, entonces
dk(P7 Q) <9 y asi ds(f(P)vf(Q)) <L
(Necesidad) Si, por otro lado, d,.(P,Q) < 1 = ds(f(P), f(@)) < 1,
tendremos que para cualquier € > 1 :

Al probar ambas implicaciones, hemos demostrado el resultado. O

Otra manera de interpretar a este teorema se logra notando que he-
mos eliminado la variabilidad de ¢ en funcién del punto P, de modo que
una funcién continua en cada punto de su dominio sera «uniformemente
continua» en él.
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Proposicion 4.1.1 (Rosenfeld [5]). Sea f : I, — I, una funcion.
1. Si f es constante, es continua.

2. Si toma exactamente dos valores, es continua si y solo si los dos
valores son vecinos

Demostracién:
Demostraremos independientemente ambos resultados:

1. Si f es constante, entonces ds(f(P), f(Q)) = 0 < 1, asi que es
continua.

2. Si f toma dos valores vecinos ds(f(P), f(Q)) < 1, pues f(P) y
f(Q) son siempre iguales o vecinos. Supongamos ahora que f es
continua y toma dos valores que no son vecinos entre si f(P) y
f(Q). Dado que los Iy son conexos, sea ©1 = P,...,z,; = @ un
camino que los conecta. Sea xj el ultimo elemento tal que todos
los previos y él mismo tiene como imagen a f(P), luego f(xxy1) es
vecino de f(P), de donde f tomaria al menos 3 valores diferentes.

La proposicién queda demostrada. O

Pronto comienza a verse que las funciones continuas en este nuevo
sentido no preservan las propiedades de las funciones continuas clasicas,
pues pronto ceden ante la exigencia de ser cerradas bajo operaciones
puntuales: por ejemplo, tomemos la funcién f que asigne a cada entero
su residuo al dividir entre 2: esta funcién es continua debido a que tunica-
mente toma dos valores, los cuéles son vecinos (Proposicién 4.1.1). Luego
f + f tomara los valores 0 en los pares y 2 en los impares y, debido a la
Proposicién 4.1.1, sabemos que esta no es continua. Sin embargo estas
funciones continuas son cerradas bajo composicion.

Teorema 4.1.2 (Rosenfeld [5]). Sean f : I, — I y g : Iy — I; funciones
continuas en Py f(P), respectivamente. La funcidn go f : I, — I; es
continua en P.

Demostracion:

Debido a que f es continua en P: d,(P,Q) < 1= d,(f(P)
y, dado que g es continua en f(P), ds(f(P), Q) < 1= di(gof(
1. Combinando ambas implicaciones tenemos que d,.(P, Q) <

f(P),ge f(Q)) <1. O

Teorema 4.1.3 (Rosenfeld [5]). Si f : I, — I, es una funcidn, entonces
f es continua si y sélo si manda conjuntos conexos en conjuntos coneros.
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Demostracién:

(Suficiencia) Si f es continua y S C I, es conexo, dados f(P), f(Q) €
f(S), podemos tomar un camino P, = P, P,,..., P,_1, P, = Q que los
conecta en S, luego d,.(P;, Piy1) = 1, de modo que ds(f(P;), f(Pit1)) <
1. Eliminando a los puntos j tales que ds(f(P;), f(Pj+1)) = 0, tenemos
un camino en f(S) que conecta a f(P) y a f(Q). Luego f(S) es conexo.

(Necesidad) Si f manda conexos en conexos, dados P,Q € I, con
d-(P,Q) =1, {f(P), f(Q)} consta de un tnico punto o de dos puntos
vecinos. En cualquier caso dg(f(P), f(Q)) < 1. O

4.2. Funciones escalares

En el caso de Z, podemos considerar que la nocién de conexidad
tratada es «<heredada» por la 4-conexidad u 8-conexidad de Z2. Si iden-
tificamos, para cada entero by, a Z con {(a,by) | a € Z}, los vecinos de
un punto k € Z estan dados por la interseccién Ny(k, bo) N{(a,bo) € Z*}
(la cudl a su vez es igual a Ng(k,bo) N {(a,bo) € Z}).

En este contexto tenemos un tinico tipo de conexidad y un tinico tipo
de caminos. Abusaremos un poco de la notacién y a veces encajaremos
a Z en Z2. Nuevamente, siguiendo a Rosenfeld:

Lema 4.2.1 (Rosenfeld [5]). Si x1,...,2m es un camino en Z, entonces
{z1,...,2m} es un intervalo discreto, es decir un conjunto de la forma

[a,b]NZ donde a,b € Z, a < b.

Demostracion:

Sean ¢ = min{z; : i € {1,...,m}} y b = max{x; : i € {1,...,m}}.
Dado que z1,...,Z,, es un camino en Z, el conjunto {z1,...,z,,} es 4-
conexo en Z? (empleando la identificacién indicada al inicio de la seccién,
considerando iguales, por ejemplo, a {x1,...,Zm} con {z1,...,Zm} X
{0}), de modo que por el Teorema 2.2.1, dicho camino contiene a un
4-arco.

Notemos que este 4-arco estd contenido en Z, contenido en {x1, ..., &y },
comienza en ¢ = min{z; : i € {1,...,m}} y termina en b = méx{z; : i €
{1,...,m}}. Etiquietemos a los puntos de dicho arco mediante y1, . .., ys.

Tendremos entonces que y» = y1 + 1 o bien yo = y; — 1; pero como
Y2 = x, para alguna r, entonces debe ocurrir que ys = y1 + 1. Luego el
camino xi, ..., T, contiene a yo = a + 1.
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Considerando que en los 4-arcos nunca se repite algiin punto con
dos indices diferentes tendremos que y; = y1 + (¢t — 1), de modo que
terminamos cubriendo a todos los enteros entre a y b. O

Emplearemos este resultado para probar un andlogo al teorema de los
valores intermedios para funciones continuas en un conexo. Una version
de este teorema —en la recta real- puede enunciarse de la siguiente mane-
ra:si f : [a,b] C R — R es una funcién continua en [a,b] y f(a)- f(b) <0,
entonces existe un nimero ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Teorema 4.2.1 (Rosenfeld [5]). Sea f : I, — I1 una funcién continua.
Entonces f tiene la propiedad de los valores intermedios, es decir: si
f(P) =a, f(Q) =bya < c < b, entonces existe R € I, tal que

F(R) =

Demostracién:

Sean f una funcién continua y S un camino en I, que contenga a Py
a @ como extremos. Luego f(S) es un intervalo discreto que contiene a
f(P)=aya f(Q) =0b. Como consecuencia del Lema 4.2.1 f(.S) contiene
a ¢, asi que debe existir R tal que f(R) = c. O Otra propiedad de

las funciones continuas que es de mucho interés es la propiedad de los
puntos fijos. En este caso, dicha propiedad no es véalida. Como ejemplo
puede pensarse en la funciéon que asigna a cada entero k, el 1 si es par o
el 0 si es impar. Esta funcion es continua; pero no tiene ningiin punto fijo.

A pesar de que no tenemos la propiedad del punto fijo, tenemos
versiones débiles de ella. La primera se da en el caso de una variable:

Teorema 4.2.2 (Rosenfeld [5]). Sean I = [a,b] NZ un intervalo discreto
con mds de un punto y f una funcion continua de I en I. Eziste un
nimero ¢ € I tal que |f(c) —c| < 1.

Demostracién:

Si f(a) = a o f(b) = b terminamos. De otra manera f(a) > a 'y
f(b) < b.
Tenemos que f(t) —t es negativa en ¢ = b y positiva en ¢ = a. Ahora
veremos que en algin momento debe ocurir que f(t) —t¢ tome el valor 1,
—100.

Sean t y t 4+ 1 dos puntos consecutivos en I. Por continuidad f(t+ 1)
es vecino de f(t) o igual a él, asi que es igual a f(t) + 1, f(t) — 1 o f(¢),
de tal modo que f(t+1)—(t—1) debe ser igual a f(t)—t—2o0 f(t)—t—1
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o f(t) —t.

Luego f(t+1)— (t+1) guarda una relacién con f(t) —t pues respecto
a este ultimo valor decrece en —2, en —1 0 no cambia. Como comenzamos
con f(t)—t positiva en t = a y termina negativa en t = b, decrementando
en pasos de tamano, a lo més, 2, en algin momento f(t) — ¢t debe yacer
en {—1,0,1}. O

En el caso de dos dimensiones tenemos un resultado un poco mas
débil:

Teorema 4.2.3 (Rosenfeld [5]). Sea I una imagen digital en Z2, y sea f
una funcion continua de I en I. Existe un punto P € I tal que f(P) = P
o f(P) es 8-vecino de P.

Demostracién:

Sean Py f(P) cuya distancia es menor o igual que la distancia entre
cualquier otro par (@, f(Q)) (con Q € I) —consideraremos, para fijar
ideas, a la métrica del taxista—. Supongamos que f(P) no es 8-vecino
de P. Rotulemos P = (u,v), f(P) = (u+14,v+ j). Se sugiere al lector
prestar atencion a las figuras 4.1 y 4.2.

(Caso 1): ambas coordenadas de Py f(P) son diferentes.
Sin pérdida de generalidad asumiremos que ¢ > 1y que j > 1.

(Paso 1) Tomemos @ = (u+ 1, v). Por la minimalidad de la distancia
de P a f(P), f(Q) deberd ser (u+i+1,v) o bien (u+14,v+j+1). Enel
primer caso las diferencias de las coordenadas son las mismas, mientras
que en el segundo una de ellas ha aumentado en 1 mientras que la otra
ha decrecido en 1. Entonces ain tenemos una diferencia mayor a 1 y la
otra mayor o igual a 1. De esta manera volvemos a tener las mismas con-
diciones iniciales; pero en un punto que se encuentra mé&s arriba o mas
a la derecha que P. Inductivamente podemos continuar «empujando» a
f(P) hasta que llegue a algtin borde de I. Ver figura 4.1.

(Paso 2) Asumamos ahora que hemos llegado a un momento en que
f(P) alcanzé al borde superior de I. Supongamos, sin pérdida de gene-
ralidad, que nos econtramos en la situaciéon de que i > 1y j > 1. Sea
Q = (u+1,v); luego f(Q) debe ser (v + 4+ 1,v + j), de manera que
podemos proseguir de esta manera hasta llevar a f(Q) a la esquina supe-
rior derecha de I manteniendo las diferencias en las coordenadas iguales
—para ello recursivamente sustituiremos a P = (u, v) por el anterior Q y
tomaremos como nuevo @ a (u+ 1,v)—. Debido a que i > 1, al finalizar
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F(Q)

F(P)F(Q) f(P)

Figura 4.1: Ambas posibilidades para @ y f(Q). En la imagen de la
izquierda ya hemos alcanzado el borde; mientras que en la de la derecha
podemos ain alcanzar a cualquiera de ambos bordes.

este proceso aun podremos elegir al punto ) = (u + 1,v); pero debido a
que f(P) ya se encuentra en la esquina superior derecha no queda ningtin
vecino suyo al que podamos asignar f(Q) sin contravenir la minimalidad
de la distancia de P a f(P). Véase la figura 4.2

F(PIF(Q)  F(Q @)
Q'
P Q Q' F(Q)
Q" |f(P)

P Q|Q

Figura 4.2: Cuando se alcanza alguno de los bordes podemos continuar
hasta alcanzar una esquina y, por tanto, una contradiccién.

Si, por otro lado, asumiéramos que f(P) alcanzé el borde derecho de
I, al tomar a @ = (u+1,v), entonces f(Q) debe ser igual a (u+i, v+j+1),
de modo que mientras podamos seguir tomando puntos a la derecha de
P podremos mover a f(P) hacia arriba (en un proceso de reemplazo
semejante al descrito en el parrafo anterior), decrementando la distancia
horizontal mientras aumentamos la vertical. Si f(P) alcanza la esquina
superior derecha mientras la distancia horizontal atin es mayor o igual
a 1 tendremos una contradiccién semejante a la vista en el parrafo an-
terior. De otra manera, cuando es igual a 1 tomamos @ = (u,v + 1) y
continuamos «moviendo» a P hacia arriba hasta que finalmente alcance
a la esquina superior derecha. Ver figura 4.2.
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(Caso 2): Py f(P) tienen una coordenada igual y la otra diferente
(diferencia mayor o igual a 2).

Sin pérdida de generalidad asumiremos que ¢ = 0, de modo que
P = (u,v) y f(P) = (u,v+ 7). Al tomar Q = (u,v + 1) f(Q) podra
tomar como valores (u,v+j+ 1), (u+1,v+j) o (u—1,v+j).

En el primer caso en el proceso de «movimiento de P» habremos mo-
vido a P hacia arriba, mientras que en el segundo y tercero a posiciones
ya previstas en el Caso 1; sin embargo, debido nuevamente a que I es
acotado, el proceso de enviar a P hacia arriba en algiin momento debe
detenerse (a lo més llegando al borde suerior) y nuevamente terminamos
en un escenario previsto por el Caso 1. g

4.3. Funciones continuas e inyectivas

Las funciones continuas e inyectivas de la recta discreta Z en si mis-
ma y del plano discreto Z? en si mismo resultan ser transformaciones
geométricas usuales. Este apartado estd dedicado a realizar una caracte-
rizacion de las funciones continuas e inyectivas en ambos casos tal como
lo realiz6 Rosenfeld en [5]

Realizaremos primero la caracterizacion de las funciones continuas e
inyectivas de Z en Z.

Teorema 4.3.1 (Rosenfeld en [5])Sea f: Z — Z una funcion continua e
inyectiva: existe un entero k tal que, para todo i € Z, f(i) = k—+1 o bien

FG) =k —i.

Demostracion:

Si f(0) = k, por continuidad f(1) unicamente podria tomar como
valorak+1oak—1.5i f(1) =k + 1, por ser f una funcién continua
e inyectiva f(—1) = k — 1. Luego tendremos que la restriccién de f al
intervalo [—1, 1] tiene la forma f(i) = k + 1.

Supongamos que en el intervalo [—n,n|, f toma la forma f(i) = k + 4.
Luego f(n+ 1) tnicamente puede tomar el valor k+n+1 pues k+n—1
ya fue tomado por f(n—1) y k+n por f(n). Andlogamente tendriamos
que f(—n —1) = k+ (—n —1). Luego debe ocurrir que para todo n € Z
f(n) = k+n. Andlogamente, en el caso en el cudl f(1) = k—1 tendremos
que f(i) =k —1i O

Notemos ahora que debido a la propiedad de las funciones continuas
de enviar vecinos en vecinos, es imposible la existencia de funciones con-
tinuas e inyectivas de Z? en Z debido a que los puntos del primer espacio
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tienen 4 vecinos, mientras que los del segundo tienen tnicamente dos, de
modo que es imposible enviar a los 4 vecinos de un punto en 4 vecinos
diferentes en la imagen. Es posible, sin embargo, definir funciones con-
tinuas e inyectivas de Z a Z2. Si empezamos observando la imagen de 0
y de ahi la de los enteros sucesivos, tendremos que estamos seleccionan-
do sucesivamente a vecinos del primer pixel elegido sin repetir ninguno.
Entonces podemos pensar que estas funciones definen «sucesiones doble-
mente infinitas» de pixeles.

Finalmente haremos una caracterizacién de las funciones continuas e
inyectivas de Z? en Z2.

Teorema 4.3.2 (Rosenfeld en [5]) Sea f : Z* — 72 una funcién continua
e inyectiva. Entonces f es:

1. una traslacion,

2. una traslacion compuesta con una reflexion vertical, horizontal o
diagonal,

3. una traslacidn compuesta con una rotacién por w/2, —w/2 o T
radianes.

Demostracion:
Para un punto P = (u,v), nos referiremos a sus vecinos de la siguiente
manera;

1. N = (u,v + 1) es el vecino norte,
2. S = (u,v —1) es el vecino sur,

3. E = (u+1,v) es el vecino este y,
4. W = (u — 1,v) es el vecino oeste.

Andlogamente, para un punto P’ denotaremos a sus vecinos mediate N’,
S’ E' y W', respectivamente.

Dado que f es una funcién continua, manda a los vecinos de P: N, S,
EyWalosde f(P)=P: N', S E'y W en algtin orden. La siguiente
observacion serd de utilidad a lo largo de toda la prueba: no todos los
ordenes estan permitidos, pues N y E tienen un vecino comun distinto
de P, de modo que f(N) y f(F) no pueden ser «opuestos» como N’y
S’ o E' y W', pues ellos no tienen més que un tinico vecino en comun
P’. De esto se sigue que si tomamos sucesivamente a los vecinos de P:
N, E, S, W, entonces las imdgenes correspondientes f(N), f(FE), f(5),
f(W) corresponden a una permutacién de los vecinos N', E'; S, W',
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de tal manera que su consecutividad en esta lista se preserva (es decir
que si dos de estos vecinos son 8-vecinos, sus imdgenes también). Para la
lectura de la prueba se recomienda ver paralelamente a las figuras 4.3,
4.4, 4.5, 4.6, 4.7y 4.8.

(Caso 1): Si f(N) =N’y f(E) = E’ entonces tendremos que S y F
son 8 vecinos y, en vista de la observacién anterior, también deben serlo
f(E)=E"y f(S). Por inyectividad f(S) = S’. Luego f(W)=W.

Figura 4.3: Caso 1

(Caso 2): Si f(N) = N'y f(E) =W/, por un argumento similar al
previo f(S) =S5"y f(W) = E’. En este caso, localmente los vecinos de
P se han enviado a sus imagenes en un espejo vertical. Una conclusién
analoga puede obtenerse en cualquier otro caso en que un vecino de P se
envie al correspondiente de P’ (en este caso N se envid a N') y alguno de
sus vecinos diagonales que también sea vecino de P se envie al opuesto
(en este caso E se envié a W).

Figura 4.4: Caso 2

(Caso 3): Si f(N) = E' y f(E) = N’, nuevamente, en vista de la
primera observacién f(.S) deberd ser un 8-vecino de f(E) = N’ y, por
inyectividad, este 8-vecino debe ser W’. Dado esto, debe ocurrir que
f(W) = 5". En este caso se ha enviado a los vecinos de P en sus espejos
diagonales respecto a P’. Obtendremos una conclusién andloga siempre

que se «intercambie» a cualesquiera dos vecinos de P al aplicar f (en
este caso f(N)=FE"y f(E)=N').

(Caso4) : Si f(N)=FE'y f(E)=5', como antes, vemos que el valor
de f(S) debe ser forzosamente W'y, con ello f(W) = N’. Puede notarse
que, en esta caso se han «rotado» a los vecinos de f(P) por 7/2 radianes
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+ 0]

Figura 4.5: Caso 3

en sentido dextrégiro.

X 0]

Figura 4.6: Caso 4

(Caso 5): Si f(N) = W'y f(E) = N’, de manera completamente
andloga a la del Caso 4, tendremos una rotacién de /2 radianes en
sentido levdgiro.

Figura 4.7: Caso 5

(Caso 6): Finalmente supongamos que f(N) =5, f(E) = W’. De-
bido a la primera observacién tendremos que f(S) = N'y f(W) = F,
lo cudl corresponde a una rotacién de 7 radianes.

Una vez que hemos cubierto todas las posibilidades para la vecindad
de un punto arbitrario P, queda demostrar que si alguno de los casos
anteriores es valido para un punto, entonces es vélido para todos los
puntos.

(Escenario 1): Supongamos que todos los vecinos de P se envian a
sus correspondientes respecto a P’ —es decir f(N) = N', f(FE) = F,
f(S) =5y f(W) = W’'-. Se sigue que los 8-vecinos de P se enviardn
a los 8-vecinos correspondientes de P’, debido nuevamente a la primera
observacion respecto a los vecinos comunes. Luego hemos visto que para
un cuadrado de 3 x 3 los vecinos de P se envian a los correspondientes
de P’ (resultando en una traslacién). Supongamos ahora que hemos de-
mostrado que la funcién f coincide con una traslaciéon en un cuadrado
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+ X

X +

Figura 4.8: Caso 6

de 2n+1) x (2n+ 1), donde k > 1.

Sea @ un punto adyacente a un punto «interior » de un lado de este
cuadrado. Para fijar ideas trabajaremos con el lado «este» del cuadrado.
Nos referiremos a la figura 4.9. Debido a que 3 de los vecinos de B son
enviados «en sus correspondientes», también () debe ser enviado en el
vecino este de f(B) = B'.

Figura 4.9: @) es adyacente a un punto «interior » de un lado de este
cuadrado

De manera semejante, sea () adyacente a un extremo de un lado.
Para fijar ideas trabajaremos con el extremo superior del lado este del
cuadrado. Nos referiremos a la figura 4.10. R debera enviarse en «el
vecino correspondiente» de C' debido a que satisface las condiciones del
caso analizado previamente. Luego @) debe enviarse en un vecino comun
de f(B) y f(R), y esto coincide con la posicién relativa de @) respecto a
By R.

[alBlel
C R

Figura 4.10: @ es adyacente a un extremo de un lado

Finalmente sea @ un 8-vecino de un extremo del cuadrado (el tni-
co que no satisface las condiciones del caso anterior), por ejemplo a la
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esquina noreste (ver figura 4.11).

Figura 4.11: @ es un 8-vecino de un extremo del cuadrado

Como ya se mostré D y E se envian en los vecinos correspondientes
de B y @ debe enviarse a un vecino comun de f(D) y f(F), asi que
también se envia en el vecino correspondiente de B.

Hemos mostrado, entonces, que en un cuadrado de tamafio (2n + 3) x
(2n 4+ 3) todos los vecinos se envian en sus correspondientes y, por in-
duccion en k, debe ser asi en todos los puntos.

(Escenario 2) Ahora considérese un caso que involucre una reflexién
alrededor de un eje vertical u horizontal. En el caso vertical f(N) =
N, f(S) =8, f(E) = Wy f(W) = E'. En este caso los vecinos
diagonales de P deben reflejarse respecto a P’ (noreste cambia a noroeste
y sureste a suroeste) de modo que el cuadrado de 3 x 3 completo se
refleja. Supongamos ahora que hemos establecido que todos los puntos
de un cuadrado de tamano (2k + 1) x (2k + 1) se reflejan verticalmente.
Por argumentos similares a los dados en el caso (1) podemos extenderlo
a un cuadrado de tamano (2k + 3) x (2k + 3). Si @ es adyacente al lado
este por el interior (ver figura 4.12)

Figura 4.12: @Q es adyacente al lado este por el interior

B era el vecino izquierdo de R, mientras que .S el derecho, luego R
ra el vecino derecho de B, y como A, C, permanecen fijos,  debi6 ser
el vecino izquierdo.

Cuando se trata de un punto vecino del lado norte, por ejemplo (ver
figura 4.13):
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A BQ
(rara

Figura 4.13: @ es vecino de la esquina noreste

R, Ql ...Q R---
A B|S - SiB

C/

Figura 4.14: @ es diagonalmente adyacente al pixel mas al noreste

B era el vecino norte de C'y R el izquierdo , luego @’ es imagen del
vecino comun @ de B y R, es decir el vecino noroeste de C.
Finalmente, si es diagonalmente adyacente al pixel mds al noreste (ver
figura 4.14):

Tenemos que R’ y S’ ya son puntos en los cudles se cumple la propie-
dad en vista de los resultados anteriores, luego tenemos que Ry S eran
vecinos comunes a B, R era el vecino norte de B y B el vecino oeste
de S. Luego @ era el otro vecino comun de B y S, es decir, el vecino
noroeste de B, el cudl tras aplicar f es el vecino noreste. Entendemos,
entonces, que hemos intercambiado este con oeste al aplicar la funcion.

(Otros escenarios) Los argumentos son similares en los casos que in-
volucran una reflexién alrededor de una diagonal, rotacién por +m/2
radianes o rotacién por m radianes. La estrategia nuevamente consiste
en observar que éstas transformaciones son véalidas para un cuadrado de
3 x 3 centrado en P, y luego extender a cuadrados mas grandes.

En el caso (1), evidentemente se trata de una traslacién: si P = (3, j)
y P = (i+r,j+s), entonces para cualquier punto @ = (u,v), tendremos
Q" = (u+r,v+ s). De manera semejante, en el caso (2) se trata de una
traslaciéon combinada con una reflexién horizontal o vertical (en realidad
la prueba del caso 2 muestra que si P es enviado a P’ y @Q es cualquier
punto, la posicién relativa de Q" a P’ es el reflejo vertical de la posicién
de @ respecto a P). Andlogamente se tendrian los demds casos. O
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Capitulo 5

Introduccion

En 1990, en el articulo «Computer graphics and connected topologies
on finite ordered sets» 7], Khalimsky, Kopperman y Meyer replantearon
la problematica del andlisis de graficos por computadora considerando
lo siguiente:

1. Las pantallas de computadora pueden ser modeladas como un arre-
glo rectangular finito de puntos de una reticula discreta.

2. Las versiones del teorema de la curva de Jordan para el plano di-
gital existentes hasta entonces (a la primera de las cudles hemos
dedicado la parte 1 de este trabajo) empleaban técnicas mds cer-
canas a la teoria de grafos que a la topologia.

De esta forma, inauguraron una nueva perspectiva para resolver los
problemas del andlisis de imégenes con las herramientas existentes en la
topologia.

Es importante aclarar que el problema de la existencia de una to-
pologia en Z2? donde los conjuntos fuesen conexos si y sélo si fuesen
4-conexos y de otra donde los conexos fuesen exactamente los conjun-
tos 8-conexos, ya habia sido planteado anteriormente. Al respecto de la
primera Rosenfeld escribié (refiriéndose a Z mediante I):

43
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Es de interés definir una topologia en I x I en la cudl la nocion de
conexidad se reduzca al concepto de 4-conexidad/...]. Fvidentemente
esta no puede ser la topologia discreta en I x I debido a que bajo esa
topologia cualquier subconjunto de S es abierto de modo que minguna
componente conexa contiene mds que un unico punto. Suponga, sin
embargo que definimos una topologia (algo artificial) en I X I como
sigue: Sea U jy = {(4,75)} si i+ j es impar; Uy ;) consista de (i,])
Junto con sus cuatro vecinos si i+ j es par.

(Rosenfeld, 1973, [2] p 82)

Antes de continuar con la discusién de la situacién topoldgica de las
nociones de conexidad definidas en la Parte 1, haremos una presenta-
cién de los espacios topoldgicos finitos, dentro de la cudl recordaremos
las nociones béasicas concernientes a los espacios topoldgicos en general.
Ya con ellas, volveremos a esta discusion en el préximo capitulo para
posteriormente continuar desarrollando la teoria.

5.1. Espacios topologicos finitos

En esta seccion estableceremos algunas propiedades bésicas de los
espacios topoldgicos finitos. Seguiremos las presentaciones de J. P. May
en una serie de notas no publicadas sobre espacios topoldgicos finitos
[10], el libro clésico de topologia de Munkres [9] y el libro de Topologia
y Geometria de Bredon [11]. Cabe destacar que todos los resultados
presentados son cldsicos dentro de las teorfas correspondientes. Comen-
zaremos recordando la definicién de espacio topoldgico.

Definicion 5.1.1 Un espacio topologico es un conjunto X, junto con
una coleccion de subconjuntos de X, llamados conjuntos abiertos (o
simplemente abiertos en X ) tales que:

= La interseccion de cualquier familia finita de conjuntos abiertos es
un conjunto abierto.

= g union de cualquier coleccion de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

= El conjunto vacio y X son ambos conjuntos abiertos.

Llamamos conjunto cerrado (o simplemente cerrado) a un sub-
conjunto de X, C, cuyo complemento X \ C' es abierto.
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Resulta de la Definicién 5.1.1 que la interseccién arbitraria de conjuntos
cerrados es cerrada y que la unidn finita de conjuntos cerrados es cerra-
da. Es comun llamar a X espacio topoldgico y a la coleccién de sus
subconjuntos que satisface las condiciones de la Definicién 5.1.1, topo-
logia sobre X.

Sustentados en la definicién y en la observacién del pérrafo previo
definimos lo siguiente.

Definicion 5.1.2 Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de
X. Definimos al interior de A como la union de todos los conjuntos
abiertos contenidos en A. Lo denotamos mediante int(A).

Definimos a la cerradura de A como la interseccion de todos los con-
Juntos cerrados que contienen a A. La denotamos mediante cl(A).

Dados un espacio topolégico y uno de sus subconjuntos podemos ge-
nerar una subestructura dotando a dicho subconjunto de una topologia.

Definicion 5.1.3 Sean X un espacio topolégico y A C X. La topologia
de subespacio de A estd conformada por las intersecciones de los abier-
tos de X con A

Con respecto al interior y a la clausura en los subespacios topoldgicos
tenemos los siguientes resultados, los cudles enunciamos sin demostra-
cién, puesto son elementales y pueden encontrarse en cualquier libro de
topologia como el de Munkres [9].

Proposicion 5.1.1 Sean X wun espacio topolégico e Y un subespacio. Si
A CY entonces la clausura de A en'Y corresponde con la clausura de A
en X intersectada con Y. Asimismo el interior de A en'Y corresponde
con el interior de A en X intersectado con Y.

Entre los ejemplos prototipicos de espacio topoldgico se encuentran
la recta, el plano y el espacio tridimensional R, R? y R?, en donde los
conjuntos abiertos se definen en términos de discos abiertos determina-
dos por la distancia euclidiana usual. Sin embargo los espacios topoldgi-
cos son mas generales ya que no siempre es posible dotar a un espacio
topoldgico de una métrica de modo que los abiertos surjan del mismo
proceso de tomar discos alrededor de cada elemento. No proveeremos de
una demostracién de este hecho debido a que no es el objetivo de este
trabajo abundar sobre las condiciones de metrizabilidad de un espacio
topoldgico.

Ya que hemos definido nuestros objetos de estudio, nos referiremos
al tipo de funciones que los relacionan y que dotan de dinamismo a la
teoria.
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Definicion 5.1.4 Sean X e Y dos espacios topologicos y f : X — Y
una funcion. Decimos que f es una funcién continua si f~1(U) es un
abierto en X stempre que U sea un abierto en'Y .

En el caso en que f sea una biyeccion y tanto f como f~' sean ambas
funciones continuas, decimos que X e Y son homeomorfos, y tanto f
como f~1 se llaman homeomorfismos. Consideramos iguales a espa-
cios topoldgicos homeomorfos.

Nuestro interés principal estd enfocado en los espacios topoldgicos
finitos, los cudles son aquellos en donde el conjunto X es finito, siguien-
do la notacién de la Definicion 5.1.1.

Un ejemplo de espacio topolégico finito es el espacio de Sierpinsky:
considérese al conjunto S = {0,1} junto con la siguiente familia de sub-
conjuntos U = {f), S, {0}}. De acuerdo con lo convenido en la definicién
5.1.4 llamamos espacio de Sierpinsky a cualquier espacio homeomorfo al
descrito anteriormente.

5.1.1. Propiedades de Separacién

Las propiedades de los espacios topolégicos son muy generales, de mo-
do que resulta natural interesarse en espacios topologicos que satisfagan
algunas propiedades adicionales, por ejemplo las llamadas propiedades
de separacién.

Definicion 5.1.5 Sea X un espacio topoldgico.

1. X es un espacio de tipo Ty si para cualesquiera dos puntos dife-
rentes de X, hay un conjunto abierto que contiene a uno de ellos
sin contener al otro.

2. X es un espacio de tipo Ty si para cualesquiera dos puntos dife-
rentes x ey de X hay un conjunto abierto en X que contiene a
T sin contener a y y otro conjunto abierto que contiene a y, sin
contener a T.

3. X es un espacio de tipo T si para cualesquiera dos puntos di-
ferentes x e y de X, existen conjuntos abiertos U y V tales que
UNnV=0,zelUeyecV.

Es claro de las definiciones que cuando un espacio es de tipo T3, es
de tipo 771, y si es de tipo T1, entonces es de tipo Tj.

Los espacios topolégicos finitos no pueden tener propiedades de sepa-
racién muy fuertes sin trivializarse. Los dos siguientes resultados estan
enfocados en precisar esta afirmacién.
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Lema 5.1.1 Sea X un espacio topologico. El espacio X es de tipo Ty st
y solo si sus subconjuntos singulares son cerrados.

Proposicion 5.1.2 Todos los subconjuntos de un espacio topologico finito
de tipo Ty son abiertos.

Demostracion:

Sea A un subconjunto arbitrario de un espacio finito de tipo 73, X.
Tenemos que X \ A es un conjunto finito, y por tanto, la unién finita de
conjuntos singulares. De acuerdo con el Lema 5.1.1 estos singulares son
cerrados, asi que X \ A es cerrado y asi A es abierto. a

Definicion 5.1.6 Sea X un conjunto. Decimos que X es un espacio
discreto si se le considera con la topologia en que todos sus subconjuntos
son abiertos.

Podemos volver a enunciar, entonces a la Proposicién 5.1.2 diciendo
que los espacios topoldgicos finitos de tipo 77 son discretos. Estos espa-
cios no resultan de mucho interés. En particular, cualquier funcién que
emana de un espacio discreto D a otro cualquiera X es continua.

5.1.2. Bases

Debido a que las operaciones entre conjuntos abiertos que generan
nuevos conjuntos abiertos son la unién arbitraria y la interseccién finita,
es natural preguntarse acerca de la posibilidad de generar todos los con-
juntos abiertos de un espacio topoldgico a partir inicamente de algunos
y de estas operaciones basicas. La siguiente definicién orienta el estudio
en ese sentido.

Definicion 5.1.7 Sea X un espacio topoldgico. Si B es una coleccion de
subconjuntos de X, llamamos a B una base para la topologia de X si
los conjuntos abiertos en X son exactamente las uniones de elementos
de B.

Una coleccion S de subconjuntos de X es llamada subbase para la to-
pologia de X si el conjunto B de intersecciones finitas de elementos de
S es una base para la topologia de X .

Nétese que cualquier espacio topoldgico posee una base, a saber toda
la topologia. Ademas cualquier familia de subconjuntos de X es subbase
de alguna topologia.

Daremos ahora una caracterizacién de cuando una familia de conjun-
tos abiertos es base para una topologia.
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Lema 5.1.2 Sea X un espacio topoldgico. Una familia i de conjuntos
abiertos en X es base para la topologia de X si y solo si para cualquier
conjunto abierto U y cualquier elemento x € U existe algun elemento
Eeltalquex e ECU.

En el caso de los espacios topoldgicos finitos tenemos bases obtenidas
de una manera muy directa. Dado un punto en un espacio consideremos
a la interseccion de todos los abiertos que lo contienen. Al tratarse de una
cantidad finita de ellos, como resultado tendremos un conjunto abierto
minimo respecto a la contencién y a otros abiertos que contengan a dicho
punto.

Definicion 5.1.8 Sea X un espacio finito. Al conjunto N, que es la in-
terseccion de todos los abiertos que contienen a un punto x € X lo
llamamos la vecindad minima de x.

Lema 5.1.3 Sea X un espacio topologico finito. El conjunto de abiertos
Ny cony € X es una base para la topologia de X . Esta coleccion es una
base minima en el sentido de que estd contenida en cualquier otra base
para X.

Demostracion:

El primer hecho es consecuencia de la caracterizacién dada en 5.1.2:
dado un punto x y un abierto que lo contenga U, tenemos que x € N, C
U.

Consideremos una base arbitraria €. Dado x € X, tendremos que existe
algun elemento C' € € tal que x € C C N, y, en consecuencia C = N,.
Luego € contiene a cada vecindad minima N,. d

5.1.3. Predrdenes

Comenzaremos recordando dos definiciones béasicas acerca de conjun-
tos ordenados.

Definicion 5.1.9 Un conjunto preordenado es un conjunto P dotado
de una relacion binaria < que es transitiva y refleriva. Esto es:

1. Para cualesquiera x,y,z € P six <y ey < z, entonces x < z.
2. Para cualquier x € P tenemos que © < .

A la relacion < se le conoce como preorden en X.

Definicion 5.1.10 Un conjunto parcialmente ordenado es un con-
junto P dotado de una relacion binaria < que es transitiva, reflexiva y
antisimétrica. Esto es:
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1. Para culesquiera x,y,z € P six <y ey < z, entonces ¢ < z.
2. Para cualquier x € P tenemos que © < x.
3. Para cualesquiera x,y € P six <y ey < x, entonces © = y.

Veremos que los espacios topoldgicos finitos y los conjuntos preor-
denados finitos son en realidad los mismos objetos; pero considerados
desde dos puntos de vista diferentes.

Definicion 5.1.11 Sea X un espacio topoldgico finito. Definimos la re-
lacion < en X de la siguiente manera:

<y EN,.
Proposicion 5.1.3 Sean X un espacio topoldgico finito y x,y € X.
1. £ € Ny si y solo si Ny € N,.

2. La relacion < es un preorden en el conjunto de abiertos de un
espacio topologico X .

8. La relacion < es un orden parcial si y solo si la topologia corres-
pondiente es de tipo Tg.

Demostracion:

1. Siz € Ny entonces N, es un abierto que contiene a x, de modo que
N, € N,. Por otro lado, si N; € N, dado que = € IV, entonces
x € Ny.

2. Dado que z < y si y s6lo si x € N, y esto ocurre exactamente
cuando NV, C N, segun el primer inciso de esta proposicién, las
propiedades de transitividad y simetria son inmediatas.

3. La relacién < es antisimétrica si y sélo si N, € N, y N, C N,
implican que z = y, es decir: N, = N, implica que z = y. Re-
cordando que un espacio es de tipo Ty cuando dados dos puntos
diferentes hay un abierto que contiene a uno sin contener al otro,
vemos que esto se traduce al contexto de los espacios finitos a que
las vecindades minimas de dos puntos diferentes no coincidan.

Con ello termina la prueba O
Introduciremos una nueva notacién: dado un conjunto preordenado
P, denotaremos mediante | p al conjunto {¢ € X : g¢q < p} para

p € P. A los conjuntos de la forma anterior los llamamos cerrados
inferiormente.

Proposicion 5.1.4 Sea X un conjunto preordenado finito. La familia de
conjuntos | x donde x € X es base de una topologia en X.
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Demostracién:
Tenemos que para cualquier x € X, z €] x. Ademads, si z €} 1N | 2,
entonces, por transitividad z €] z C| 1N | 2. O

Proposicion 5.1.5 Sea X un espacio topoldgico con topologia 7. Sea <

el preorden inducido en X por T y sea T’ la topologia generada en X

por los conjuntos cerrados inferiormente bajo <. Podemos concluir que
!/

T=1.

Demostracion:

Dado z € X llamemos N, y N. a los abiertos minimos alrededor de
x en Ty T, respectivamente. Se tiene que y € N, siysélosiy <z siy
sélo si y € N_. O

Proposicion 5.1.6 Sea P un conjunto preordenado con preorden <. Sea
T la topologia generada por los conjuntos cerrados inferiormente bajo <
y sea <’ el preorden inducido en P por la topologia T mediante x < y <
x € N,. Podemos concluir que <=<'.

Demostracion:
Tenemos que x < y si y sélo si x €] y siy sélo si x € IV si y sélo si
z <'y. O Como consecuencia de ambos resultados tenemos:

Corolario 5.1.1 Para un conjunto finito X, las topologias en X estdn
en correspondencia biyectiva con los predrdenes en X.

Ya tenemos una identificacién entre espacios topoldgicos finitos y
preérdenes finitos. Ahora daremos una identificacién entre funciones con-
tinuas y su equivalente en preérdenes.

Definicion 5.1.12 Sean P y Q conjuntos preordenados. Una funcion f :
P — @Q se llama mondtona siy sdlo si para x,y € P si x <y (con el
orden de P) entonces f(x) < f(y) (con el orden de Q).

Proposicion 5.1.7 Una funcion f : X — Y entre espacios topolégicos
finitos es continua si y sélo si al considerar a X y a'Y como conjuntos
preordenados, f es mondtona.

Demostracién:

(Suficiencia) Supongamos que f es continua y que x < y. Sea Ny,
la vecindad minima de f(y) en Y. Por continuidad f~'(Ny,)) es un
abierto en X e y € f’l(Nf(y)). Asi que z <y y N, C ffl(Nf(y))
yx €Ny, C f_l(Nf(y)). Tendremos que f(x) € Ny, es decir que
f(x) < fy).
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(Necesidad) Supongamos ahora que f preserva el orden. Veamos que f
es continua: sea z € f~1(N,) y sea 2/ < x. Luego f(2') < f(z) <yy
asi ' € f~1(Ny,). Luego f~*(N,) es un conjunto cerrado inferiormente
y, por tanto, abierto. O

5.1.4. Conexidad y conexidad por caminos

Recordemos las definiciones usuales relacionadas con la conexidad en
espacios topoldgicos.

Definicion 5.1.13 Un espacio topologico X es conexo si no es la union
ajena de dos conjuntos abiertos no vacios. En el caso en que X no sea
conexo se le llama disconexo y de los dos conjuntos abiertos cuya union
ajena es X se dice que forman una disconexion de X.

Lema 5.1.4 Un espacio topologico X es conexo si y solo si sus unicos
subconjuntos que son simultdneamente abiertos y cerrados son ) y X.

Demostracién:

Si X fuese conexo y tuviese algiin conjunto A abierto y cerrado si-
multdneamente que no es X ni @), entonces A y X \ A serfan dos abiertos
no vacios cuya intersecciéon seria vacia y su unién seria X, concluyéndose
que X no seria conexo.

Por otro lado, si X no fuera conexo, dos conjuntos que formasen una
disconexion de X serian abiertos y cerrados simultdneamente sin ser el
vacio ni X. O

Definicion 5.1.14 Sea X un espacio topoldgico. Definimos una relacion
~ en X de la siguiente manera:

x~y six ey son elementos de algun mismo subespacio conexo de X.

Una clase de equivalencia bajo ~ se llama componente de X.

En primer lugar debemos asegurarnos de que ~ es efectivamente una
relacion de equivalencia.

Lema 5.1.5 Sea X un espacio topologico. Si A, B son subconjuntos co-
nexos y AN B # (), entonces AU B es conexo.

Demostracion:

Supongamos que AUB no es conexo y que C, D forman una separacién
de AUB. Dado que A y B son ambos conexos y al ser A = (CNA)U(DN
A), entonces C N A =0 o bien DN A = (). Sin pérdida de generalidad
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asumamos que C N A = (). Luego tendremos que A C D. No puede
ocurrir que B C D puesto que AU B C D. De modo que BND # 0y
BNC # 0. Luego B no serfa conexo. O

Proposicion 5.1.8 La relacion ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion:

Claramente los conjuntos singulares {x} son conexos, as{ que = ~ z.
También, debido a que «ser elementos de un mismo conjunto» es una
relaciéon simétrica, * ~ y implica que y ~ x. Finalmente si z ~ y e
y ~ z, consideremos a C, y C, dos subespacios conexos de X tales que
z,y € Cpy z,y € C,. Debido a que C,; NCy # 0, se sigue del Lema 5.1.5
que C UC,, es conexo y agsi « ~ z. O

Observacion 5.1.1 Cualquier subespacio conexo de X estd contenido en
alguna componente.

A partir de aqui inicamente enunciaremos las definiciones y resulta-
dos maés relevantes, pues las pruebas son semejantes a las dadas hasta
ahora y el objetivo de este capitulo es aterrizar en los espacios topolégicos
finitos.

Lema 5.1.6 Sea X un espacio topoldgico. Las componentes de X son
conezas y X es la union disjunta de sus componentes.

Lema 5.1.7 Sean X eY dos espacios topologicos. Si f : X — Y es una
funcion continua y X es conexo, entonces f(X) es un subespacio conexo
deY.

Definicion 5.1.15 Sea I = [0,1] con la topologia de subespacio de R.
Una funcion continua p : I — X se llama camino de p(0) a p(1) (en
X).

Definicion 5.1.16 Un espacio topoldgico X es conexo a través de ca-
minos si para cualesquiera dos de sus puntos x,y existe un camino de
T ay.

Definicion 5.1.17 Sea X un espacio topologico. Definimos una relacion
de equivalencia ~ en X de la siguiente manera:
T~y sty solo si hay un camino de x a y.

Una clase de equivalencia bajo ~ se llama componente por caminos
de X.
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Usando propidades de funciones continuas y conexidad se puede mos-
trar el siguiente Lema:

Lema 5.1.8 Sea X un espacio topologico.
T2y = T ~Y.
Ahora volvemos al estudio del caso particular de los espacios finitos.

Lema 5.1.9 Sea X un espacio topoldgico finito. Cada N, es conexo. Si
X es conexo, x,y € X, entonces existe una sucesion finita de puntos z;
con 1l < i < s tales que 21 =, 2s =Y Y 2 < Zig1 0 Ziy1 < 2 para
1< s.

Demostracion:

Supongamos que A, B forman una separaciéon de un conjunto N,. Si
x € A, como A es abierto N, C A, lo cudl es un sinsentido tras asumir que
A, B forman una separacién de INV,.. Para justificar esta tltima afirmacién
notemos que AU B = N,, de modo que A C N, y en consecuencia
tendriamos que A = N,; ademds, por definicién de separacién, A y B
son ajenos, lo cudl resultaria en que B = ().
Por otro lado fijemos a = y consideremos al conjunto A de puntos y
tales que estan conectadas a x a través de alguna sucesién de puntos z;.
Podemos demostrar que A es un conjunto abierto debido a que si z < 2’
entonces N, C N,,. También tenemos que A es cerrado, puesto que si
y no estd conectado con z, tampoco ninguno de los puntos de IV, asi
que el complemento de A es abierto. Dado que X es conexo, se sigue que
A=X. O

Lema 5.1.10 Sean X un espacio topolégico finito, x,y € X. Si z < y,
entonces hay un camino p que conecta a x y a y.

Demostracion:

Definamos p(t) = 2 si 0 < ¢t < 1y p(1) = y. Demostraremos que
la funcién p es continua: sea V un abierto en X. Siz € Vey ¢ V,
entonces p~ (V) = [0,1), el cudl es abierto en [0,1]. Si tanto z como y
son elementos de V, entonces p~ (V) = [0, 1]. Finalmente, notemos que
es imposible que y € V 'y & ¢ V, pues al ser V abierto z € V,, C V
debido a que z < y.

Entonces en cualquier caso f~*(V) es un abierto en [0, 1] O

Finalmente probaremos una propiedad importante de los espacios
topoldgicos finitos.

Proposicion 5.1.9 Un espacio topoldgico finito es conexo si y sélo si es
conexo a través de caminos.
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Demostracién:

Sabemos que un espacio conexo a través de caminos es conexo debido
al Lema 5.1.8. Para el converso, tomemos un espacio conexo y cualquier
pareja de puntos. Tomemos una sucesién de puntos como en el Lema
5.1.9. Generando los caminos entre elementos sucesivos como en el Le-
ma 5.1.10 y concatenandolos llegamos a que el espacio es conexo por
caminos. O



Capitulo 6

La 4-conexidad y la
8-conexidad desde el
punto de vista topolégico

Retomaremos aqui la discusiéon respecto a la posibilidad de dotar
de un sustento topolégico a las nociones de conexidad discutidas en la
Parte 1. Para ello recordemos que dada una pareja (i, j) € Z2, denotamos
U,y = {(i,7)} si i+ j es impar; mientras que U(; ;) consiste de (i, )
junto con sus cuatro 4-vecinos si ¢ + j es par.

Lema 6.0.1 Si (i,7) € Z? la suma de las coordenadas de cualquiera de
sus 4-vecinos tiene paridad contraria a la de i + j. La suma de las coor-
denadas de cualquiera de sus 8-vecinos que no son sus 4-vecinos tiene la
misma paridad que i + j

Demostracion:

Es claro pues los 4-vecinos de (i, 7) difieren en una unidad en una de
sus coordenadas respecto a (4, j); mientras que los 8-vecinos que no son
4-vecinos difieren en una unidad en ambas componentes. O

Proposicion 6.0.1 (Rosenfeld [2]) U, jyez2{UG,j)} es una base para una
topologia en Z2, y un conjunto C C Z? es conezo en ella si y sélo si es
4-conezxo.

Demostracion:

Cada elemento (i,5) de Z? es miembro del conjunto correspondiente
Uti.j)-
Sean dos elementos de esta familia U(; ;) v Ugm,n)- Si (4,7), (m,n), no

55
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son 8-vecinos, entonces no tienen 4-vecinos en comun y, dado que en
cualquier caso U; ;) € {(4,7)} U Ny(i, j), ocurriria que Uy jy v Ugmn)
tendrian interseccién vacia.

Si son 4-vecinos, en vista del Lema 6.0.1, sin pérdidad de generalidad
la suma i 4 j serd par y m + n impar. Luego Ugy,ny = {(m,n)} v
(m,n) € Nu(i,j) € Ug,j), de modo que la interseccion es Ugy, ny, un
elemento de la familia.

Finalmente, si son 8-vecinos; pero no 4,vecinos i + j y m + n tienen la
misma paridad. Si ambos son impares, entonces U(; jy ¥ U(n,n) son sin-
gulares distintos y, por tanto disjuntos; mientras que si ambos son pares,
su interseccion consta de dos puntos, ambos con suma de componentes
impar, y por tanto, para cada punto x en la interseccién de U; jy MU n)
hay un abierto {x} tal que x € {x} C U jy N Upp pn). Asi, tenemos que
efectivamente tenemos una base para una topologia.

Sea C un conjunto 4-conexo. Supongamos que hay dos abiertos A
y B en la topologia indicada anteriormente y que generan una dis-
conexién de C. Sean a € ANC y b € BN C. Existe un 4-camino
a=ay,a,...,an-1,0, =0ben C que conecta a a con b. Sea k tal que
ar € Ay axq1 € B. Debido a que ag y axs1 son 4-vecinos, la suma de
las coordenadas de alguno de ellos sera par, de modo que sus 4-vecinos
deben pertenecer al mismo abierto, lo cudl es imposible. De esta contra-
diccién concluimos que C' es conexo

Ahora sea C' un conjunto conexo. Demostraremos que cada 4-compo-
nente de C' es un abierto relativo en C, resultando en que tnicamente
hay una tnica 4-componente de C. Sea C, una 4 componente de C' que
contiene al punto z. Sea y € €. Tendremos que U, N C' C C, debido a
que si z € Uy N C, z es adyacente a y o y mismo, siendo en cualquiera
de los casos 4-conectable con x. Luego C, es un abierto relativo en C'.
Al ser las componentes disjuntas, de haber mas componentes C' no seria
conexo. [ El problema de encontrar una topologia en la cudl

los conjuntos conexos fuesen los 8-conexos encontrd soluciéon negativa
en el articulo «Connectivity and consecutivity in Digital Pictures »[8]
de Jean-Marc Chassery. La estrategia de su demostracion consistié en
observar cémo seria la herencia de una topologia en que los conexos
fuesen exactamente los 8-conexos a la 8-vecindad de un punto, para luego
observar causas por las cudles esta topologia no podria ser extendida mas
alld de dicha vecindad a conjuntos mayores.

Probaremos ahora que no hay ninguna topologia en subconjuntos fi-
nitos S de Z? en donde la conexidad sea lo mismo que la 8-conexidad.

Estableceremos algunas notas partiendo del supuesto de que existiese
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una tal topologia en S.

1. Existen vecindades minimas.

2. {P,Q}esconexocuando P # Q< P € NgoQ € Np < Q € cl(P)
o PedQ).

De acuerdo con ambos puntos, si S tuviese una topologia en que
coincidieran ambas nociones de conexidad, tendriamos que {P,Q} es
8-conexo si y sélo si {P,Q} es conexo si y sélo si Np C Ng o bien
Ng C Np. Esta observacién serd fundamental a lo largo de la prueba de
la siguiente proposicién.

Proposicion 6.0.2 Sean A un punto en Z*> y T = Ng(A). Ezisten 4
topologias para T' en las cuales la nocion de conexidad y de 8-conexidad
coinciden.

Demostracién:
Etiquetemos a los puntos de T mediante A, B,C, D, E, F,G, H, I dis-
puestos tal como se muestra en la figura 6.1.

G E
x x x
H A D
x x x

8 N~
8 W
g8 Q

Figura 6.1: Situacién de Ng(A) en la prueba de la Proposicién 6.0.2

Supongamos la existencia de una tal topologia: caracterizaremos los
conjuntos Np con P € T

De acuerdo con el hecho de que {P, @} no es 8-conexo siempre que
P ¢ Ngy @ ¢ Np tendremos (por favor no pierda de vista la figura 6.1)
que:

{E,F,G} C (T\ No)N (T \ Ng)n (T\ Np), (6.1)
{C,D,E} C(T'\ Ng) N (T'\ Nu) N (T'\ Nyp), (6.2)
{1,B,C} S (T\ Ng)n(I'\ Np) N (T \ Ng), (6.3)
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{G,H,I} € (T\ No) N (T'\ Np 0 (T'\ Ng), (6.4)

Dado que {D, F'} es 8-conexo, tenemos (a raiz nuevamente de que
{P,Q} es 8-conexo si y sélo si Np C Ng o bien Ng C Np):

ND QNF o bien NF QND

Supongamos ahora que Np C Np y luego caracerizaremos las dife-
rentes topologias 7 a través de las vecindades minimas Np para P € 7.

La contencién 6.3 implica que B ¢ Np, ademds hemos asumido que
Np C Np, asi que B ¢ Ng.Al ocurrir que {B, D} es 8-conexo, entonces
DENB,NDQNByB¢ND.

La contencién 6.2 implica que D ¢ Ng. Al ocurrir que Np C Np siendo
{H, F'} 8-conexo, entonces Ny C Npy F ¢ Npy.

Nuevamente emplearemos que B ¢ Np y que recientemente demostra-
mos que Ny C Np. Tendremos que B ¢ Ny, siendo {B, H} 8-conexo.
Luego Ny C Np.

Finalmente, notemos que por la relacién 6.2 D ¢ N¢, ademéds reciente-
mente demostramos que D € Np, de modo que Ngp € Ng, siendo {F, G}
8-conexo, de modo que Ng C Np.

Por simetria (razonando que E es simétrico a G), tenemos que Ng C
Np y F ¢ Ng. De manera semejante, eligiendo a B como centro de un
nuevo cuadrado T tenemos que Ny C Ng, B¢ N;, No C Ngy B ¢ N¢.

Por argumentos completamente analogos podemos concluir que Ny C
Ng, G ¢ Ny, Np € Ng, E ¢ Np, Ny € N;, I ¢ Ny, Np € No y
C ¢ Np.

De esta manera, hemos casi logrado caracterizar por completo a los
abiertos minimos excepto que no hemos determinado si A pertenece o
no a cada abierto, ni la vecindad minima de A.

Tenemos:
{H} C Nu {H,G} € Na
{H7G3D3E5F}QNF {HaIaO7CaB}gNB

Remarcamos nuevamente que la tnica restriccién para que las con-
tenciones anteriores seas igualdades es la no pertenencia de A en los
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conjuntos de la izquierda.
Consideraremos ahora dos casos posibles: A € Ny o A ¢ Ny.

1. Si A € Np, tendremos entonces que A € Np, pues de otra manera

Ny ={H,A} y Np = {D} constituirfan una particién del conjun-
to {H, A, D} el cudl es 8-conexo y, por tanto, conexo.
Entonces tenemos que Ny = {H, A} y Np = {D, A}. Recordemos
que ya hemos probado que Np C Np, Ny C Np, asi que A € Np
y A € Ng. Por otro lado, D € No, D € Ng y H € Ng, de modo
que Np C N¢, Ng y Ny C Ng; de modo que tenemos garantizado
que A € Np para cada P € T.

2. Si A ¢ Ny, tendremos entonces que A ¢ Np, pues de otra manera
Ny ={H}y Np = {A, D} constituirfan una particién del conjun-
to {H, A, D}.
Entonces tendremos que A ¢ Np para cualquier P € T, por
ejemplo: A ¢ Ng puesto que de otra forma Ng = {E,D,A} y
Ny = {h} formarfan una disconexién de {E, D, A, H}, el cudl es
8-conexo.
Por otro lado, para cualquier punto P € T, distinto de A, {P, A}
es 8-conexo, de modo que tendremos que Np C Ny, es decir que
Ny=T.

Podemos resumir, entonces, los razonamientos anteriores en que hemos
demostrado la existencia de 4 topologias en T para las cudles la nocién
de 8-conexidad y de conexidad son la misma. Estas topologias quedan
definidas, de acuerdo con los siguientes criterios:

Np C Np, A€ Ny Topologia 71
Np C Np, A¢ Ny Topologia 7o
Nr C Np, A€ Ny Topologia 73
Nr C Np, A¢ Ny Topologia 74
Asi queda probada la Proposicién 6.0.2. O

En el articulo [8], las topologias se ilustran segin las figuras 6.2.
Finalmente llegamos al resultado principal de este capitulo.

Teorema 6.0.1 No existe ninguna topologia T en Z2 para la cudl la 8-
conexidad y la conexidad coincidan.

Demostracién:
Supongamos que una tal topologia existe. Entonces la topologia res-
tringida a Ns(A) (la cudl denotaremos mediante 74) debe reducirse a 71,
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To, T3 0 T4 siguiendo la notacién establecida en la prueba de la proposi-
cién 6.0.2.

Exploremos los casos, mantendremos el etiquetado de la imagen 6.1. Se
sugiere, asimismo prestar atencién a la imagen (meter imagen) para tener
presentes las relaciones entre los abiertos basicos de las cuatro topologias
indicadas en la Proposicion 6.0.2.

1. Supodngase que 74 = 71, entonces existe un abierto O € 74 tal que
A€ Oy D ¢ O,y también existe un conjunto abierto O’ que
satisface D € O’ y B ¢ O’. Entonces la topologia 74 restringida a
Ng(B) debe ser 1 0 73 (ver la figura 6.2); sin embargo, en ambos
casos {B} es abierto, lo cudl contradice el que {A, B} sea conexo.

2. Supongamos que 74 = T». Entonces hay un conjunto abierto O €

74 tal que Ng = ONNg(A) con B € Oy A ¢ O (téngase en mente
que Np es la vecindad minima de B en Ng(A)). Entonces tenemos
que Be ONNg(B) y A¢ OnN Ng(B).
Ahora enfoquémonos en Ng(B): del hecho anterior tenemos que la
topologia 74 restringida a Ng(B) debe ser 71 o bien 73 (topologias
en que el vecino superior al punto central no es parte de su vecindad
minima). Luego tenemos que existe un abierto O’ de 7 tal que B €
O el ¢ O Sesigue que O N O’ es un abierto en Z? que contiene
a B sin contener a I. De este modo Np que es la interseccién de
todos los conjuntos abiertos en 74 que contienen a B, no puede
contener a I, lo cudl no corresponde con la definicién de 5.

3. Los casos 3 y 4 son analogos, nuevamente por simetria.

De estas contradicciones concluimos que la topologia 74 no se reduciria
a alguna de las 4 enlistadas en la Proposicién 6.0.2. Podemos concluir
que la topologia 74 no existe. O
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(b) 72
(d) 7a

(c) 73

(a) 1

Figura 6.2: Representacién de las 4 posibles topologias
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CAPITULO 6. 4-CONEXIDAD Y 8-CONEXIDAD



Capitulo 7

Espacios topoldgicos
ordenados y conexos

Dedicaremos este capitulo al tratamiento de la nocién fundamental
de espacio topolégico ordenado y conexo (cots), y a partir de ella gene-
raremos la teoria correspondiente al plano digital desde el punto de vista
topoldgico en el capitulo siguiente.

A lo largo de este capitulo y los restantes seguiremos muy de cerca la
presentacién de [7] y, en general, no modificaremos ninguna de las prue-
bas encontradas en el articulo.

Comenzaremos esta seccién enunciando una definicién topolégica en ge-
neral y luego algunos lemas correspondientes a los espacios topoldgicos
conexos en general. Para tener la construccién 1égica completa incluire-
mos las pruebas; sin embargo se trata de resultados o problemas propues-
tos en el texto de Topologia de Munkres [9]. Los tltimos dos resultados
se extrajeron de [7].

Definicion 7.0.1 Sean X un espacio topoldgico y A C X. Decimos que
x € X es un punto limite de A si para cualquier conjunto abierto U
conx €U, UNA#.

Al conjunto de puntos limite de un conjunto A se le llama el conjunto
derivado de A y se denota por A’.

Un resultado esténdar indica que para cualquier conjunto A, cl(A) =
AU A’. Para mayor informacién al respecto, se recomienda revisar el
péarrafo 17 del Capitulo 2 de [9].

Lema 7.0.1 Sea X un espacio topologico. Si'Y es un subespacio de X,
una separacion de Y es una pareja de conjuntos no vacios disjuntos A
y B tales que su union es Y, ninguno de los cudles contiene un punto
limite del otro.

63
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Demostracion:

Supongamos que A y B forman una separaciéon de Y. Entonces A
es abierto y cerrado simultdneamente en Y. La clausura de A en Y es
cly(A) = cl(A) NY. Debido a que A es cerrado en Y, tenemos que
A =cl(A)NY; es decir que cl(A) N B = (). Luego B no contiene puntos
limite de A y, andlogamente A no contiene puntos limite de B.
Supongamos ahora que A y B son subconjuntos de Y no vacios, disjuntos,
cuya unién es Y y tales que cl(A) N B = cl(B) N A = . Concluimos
entonces que A = cl(A)NY y B = cl(B)NY. Entonces ambos, conjuntos
son cerrados y al ser complementarios, ambos son abiertos y forman una
separacion de Y. O

Lema 7.0.2 Sea X un espacio topoldgico.

1. Si'Y es un subespacio conexo de X, X mismo es conexo y A, B
forman una disconexion de X \Y, entonces Y UA es conexo. Parti-
cularmente si A es cerrabierto (abierto y cerrado simultdneamente)
en X \ {z}, entonces AU {z} es conexo.

2. Si X es no vacio y tiene al menos n-componentes, entonces puede
ser expresado como la union disjunta de n-conjuntos cerrabiertos
(abiertos y cerrados simultdneamente) no vacios.

Demostracion:
Sea X un espacio topolégico.

1. Supongamos que Y U A no es conexo y tiene una separacién C,
D. Tenemos que cl(A) C X\ B, cl(B) C X\ A, c(C) C X\D
y (D) € X\ C, en vista del Lema 7.0.1. Ademds Y UAUB =
CUDUB = X. Dado que Y es conexo podemos asumir, sin
pérdida de generalidad que Y C C, ya que de otra forma Y NC e
Y N D formaria una separacién de Y. Tienen lugar las siguientes
relaciones:

D=(CUD)\CC(YUA)\Y CA
cl(D) C cl(A) C X \ B.
Luego podemos calcular que
d(BUD) = cl(B)Ucl(D) C (X \ A)U(X\ D)

=(BUY)u(BUC)CBUD

cd(D) C(X\B)N(X\C) = D. Asi concluimos que BUC y D
son conjuntos cerrados en X, de modo que son simultdneamente
abiertos y forman un separacion de X.
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Asi queda demostrado el Lema. O
El siguiente lema tiene un caracter técnico; pero serd muy 1til en el
desarrollo subsecuente.

Lema 7.0.3 Sea X un espacio topologico conexo.

1. Sean x y w dos elementos diferentes de X y suponga que A y B
son cerrabiertos en X \ {z} y X \ {w} respectivamente. Si w € A
yx & B, entonces B C A. Conversamente, si B es un subconjunto
no vacio de A, entonces x ¢ B y w € A.

2. Si P, Q y R son subconjuntos de X disjuntos, no vacios, cerra-
biertos y cuya unidn es X \ {z}, entonces, para cadap € P, QUR
yace en una componente de X \ {p}.

Demostracion:

1. Supongamos =z # w, x € Ay que =z ¢ B.

Por el Lema 7.0.2, en su primer inciso, tenemos que B U {w} es
conexo (debido a que un cerrabierto y su complemento forman una
separacién del espacio). A es un cerrabierto y w € (B U{w}) N A.
Luego BU{w} C Ay B C A.

Supongamos ahora que § # B C A. Luego B C A C X \ {z}, y asf
x ¢ B. Ademés B U {w} es conexo y B # (), entonces BN A # ()
con A cerrabierto, de modo que BU {w} C Ay w € A

2. Q y R son cerrabiertos (abiertos y cerrados simultdneamente) en
X \ {z}, asf que su unién Q U R también lo es. Entonces P, QU R
sn ambos cerrabiertos en X \ {2}, y su unién es justamente X \ {z}
(por hipétesis). Podemos concluir, por el inciso 1 del Lema 7.0.2
que QU RU {z} es un conjunto conexo, el cudl yace en una dnica
componente de X \ {p}, y QU R yace en una tnica componente de

X\ {p}

Asi queda demostrado el Lema. O
La siguiente definicién es central para el resto del trabajo.

Definicidn 7.0.2 Un espacio topolégico ordenado y conero (cots
por sus iniciales en inglés) es un espacio topoldgico X que satisface la
siguiente propiedad: si Y C X consta exactamente de 3 elementos, eziste
y €Y tal que Y interseca a dos componentes de X \ {y}.

La Definicién 7.0.2 puede interpretarse de la siguiente manera: en un
cots, dados cualesquiera tres puntos, uno de ellos «separa» a los otros
dos. Ahora nos referiremos a un concepto importante en general; pero
particularmente 1itil aterrizado en el contexto de los espacios topolégicos
ordenados y conexos.
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Definicion 7.0.3 Sea X un espacio topologico. Un punto x € X se llama
punto de corte si X \ {x} tiene dos componentes; se llama extremo
si X \ {zx} tiene una tinica componente.

Las componentes de X \ {x} se llaman partes de X \ {z}.

Proposicion 7.0.1 Sea X un cots. Entonces X tiene a lo mds dos extre-
mos; y cualquier otro punto es un punto de corte.

Demostracién:

Supongamos X posee tres puntos que son extremos. Al tratarse de un
cots, por definicién uno de ellos es tal que los otros dos yacen en compo-
nentes diferentes de su complemento, lo cudl contradice que se trate de
un extremo.

Ahora sea un punto que no es un extremo. Si suponemos que X \ {z}
tiene tres o mas componentes, el segundo inciso del Lema 7.0.2 garantiza
que podemos expresar a X \ {z} como la unién disjunta de tres conjuntos
cerrabiertos no vacios A, By C. Tomemos a € A, b € By c € C. Sin
pérdida de generalidad supongamos que b es tal que a y ¢ pertenecen a
dos componentes diferentes de X \ {b}. El Lema 7.0.3 garantiza que AUB
yace en una misma componente de X \ {b}, lo cuél es una contradiccién.
O

7.1. Ordenes y cots

La propiedad de un cots de que dados tres puntos cualesquiera, uno
de ellos separa a los otros dos (Proposicién 7.0.1) sugiere que puede
definirse una «orientacién» («izquierda» y «derecha») en él. Ahora vamos
a establecer una relacién entre la existencia de una topologia cots y un
orden lineal en un conjunto.

Definicion 7.1.1 Sea P un conjunto parcialmente ordenado, con orden
<. Diremos que P estd ordenado linealmente y que < es un orden
lineal st para cualesquiera dos puntos x,y € P ocurre una y solo una de
las siguientes opciones:

1. z <y,
2. y<ua,
3. r=y.

Asimismo, dado un punto p € P donde P estd ordenado linealmente
denotaremos U(p) ={q € P | p<q} y L(p) ={q € P | ¢ < p}.
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Teorema 7.1.1 Sea X un cots. Entonces existe un orden lineal en X tal
que para cada x € X : L(z) y U(x) son las partes de X \ {z}. Si < es
un orden con tales propiedades, entonces existe unicamente otro orden
que también las posee: el orden inverso <™.

Si X es un espacio topoldgico conexo y < es un orden total tal que U(x)
y L(z) son las partes de X \ {z} para cada x € X, entonces X es un
cots.

Demostracion:

Sea X un cots. Cundo X tiene menos de tres puntos el asunto no es
interesante debido a que la propiedad de los cots respecto a los subcon-
juntos de 3 puntos se cumple por vacuidad. Asumamos, entonces que X
tiene al menos 3 puntos. Sea x un punto de corte de X. Llamemos a
alguna de las partes de X \ {z} L, y a a otra U,. Para cualquier otro
punto y € X definiremos a los conjuntos L, y U, de la siguiente manera:
siy ¢ Ly, Ly serd la parte de X \ {y} que contiene a x; mientras que si
y € L, entonces L, serd aquella que no contiene a x.

En el primer caso, como consecuencia del Lema 7.0.3 ocurrird, por
definicién que y ¢ L, = = € L, = L, C L,; mientras que en el segundo
yeL,=x¢L,= L, C L,. Debido a que estos casos son exhaustivos
y mutuamente excluyentes podemos concluir que x € L, < L, C Ly y
quey e L, & L, CL,.

De esta forma procedemos a definir, en general, que dados y,z € X,
y<zsiysdlosi L, C L,y z# y. Nétese que debido a que el orden es
definido por contenciones de conjuntos, la relacién < es inmediatamente
un orden parcial.

Con la finalidad de demostrar la linealidad del orden hay que demostrar
que para cualesquiera y,z € X, L, y L, estan relacionados por conten-
cién.

Si ,y, z no fuesen todos distintos (recuérdese que x fue seleccionado al
principio de entre los puntos de corte de X), entonces la relacién por
contencién es clara, pues fue la primera que identificamos; de modo que
ahora agotaremos los casos que corresponden a la situacién en que los
tres puntos son distintos.

" z€ L,ey ¢ L,. Tendremos que L, C L, y que L, C L,, de modo
que L, C L, Elcasoen quey € L, y z ¢ L, es andlogo.

» Y,z € L. Siocurriera que (z € Ly ey ¢ L.)obien (2 ¢ Ly ey €
L,) tendriamos por el Lema 2.3 que L, C L, o bien L, C L, res-
pectivamente. Luego hay que analizar unicamente los dos subcasos
restantes: (z € Lyey € L)y (¢ ¢ Lyey ¢ L,).

e En el primer caso, como z € L, e y € L., tendremos que
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z ¢ U, yquey € L,, de modo que ocurird que U, C L, y
L, C L,. Ademés L, C L,. Tendremos aqui que X \ {y} =
Uy,UL, C L, C X\ {x}, lo cudl no es posible pues = # y.

e [l segundo caso arrojard que como z € Uy, y € U, yy,2 € L,
ocurrird que z,x € Uy, y,z € U, ey, z € L, lo cudl contradice
la definicién de cots.

= El caso y,z € L, es completamente analogo al previo pues es equi-
valente a que y, z € U,.

Con ello queda demostrado que el orden es lineal. Ahora vamos a de-
mostrar que inicamente hay dos érdenes posibles para dicho cots.
Denotemos por < al orden cuya existencia recién demostramos y recorde-
mos que z fue un punto que usamos para definir el orden. Al haber elegido
a x, cualquier otro orden <’ que cumpla con las condiciones del teorema
tendrd conjuntos U'(z) = {z € X |z <' 2z} y LU'(z)={z€ X | z <" 2}
con la siguiente dicotomia U’(z) = U, o bien U’(x) = L,. Demostrare-
mos que el orden queda completamente determinado por esta eleccién
inicial de U'(x).

= Supongamos que U'(x) = U,. Luego y € U,, implica que y € U'(x)
y asiz € L'(y). Las contenciones que se derivan de esto son U’ (y) C
U:y L, C L'(y). L'(y) tinicamente puede ser uno de entre dos
conjuntos L, o U,; sin embargo, no puede ocurrir que L'(y) = U,
puesto que de ser asi L, C U, y L, C U, siendo imposibles estas
condiciones. De este modo L, = L'(y) y Uy, = U’(y). Tenemos
entonces que para y € X, U, = U'(y), lo cuél garantiza que <=<'.

= En el segundo caso, un razonamiento similar nos permite concluir
que <'=<"1

Finalmente demostraremos el converso: Sea X un conjunto linealmente
ordenado con un orden < tal que U(x) y L(z) son las dos partes de
X\ {z}, cualquiera que sea z. Sean z,y, z todos diferentes. Supongamos
sin pérdida de generalidad que = < y < z. Luego (X \ {y})NU(y) = {=}
y (X \ {y}) N L(y) = {z}, de modo que X es un cots. O

7.2. Propiedades generales

El lema siguiente describe caracteristicas importantes de los cots.
Quizé la propiedad mas notable se resume en lo siguiente: cada singu-
lar es abierto o cerrado, y las partes de su complemento son cerrados o
abiertos, contrariamente a los singulares.
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Lema 7.2.1 Sea X un cots.

1. Si A y B forman una separacion de X \ {z}, entonces cl(A) C
AU{x} y {x} es abierto o cerrado. Mds ain, A es abierto si y sdlo
st {x} es cerrado y A es cerrado si y sdlo si {x} es abierto. Luego
cada punto de corte es abierto o cerrado.

2. Six € X tiene puntos mayores a él; pero no un sucesor inmediato
(es decir, un punto y minimo tal que x < y) entonces {x} es
cerrado.

8. Asuma que X tiene al menos tres puntos. Si x ey son consecutivos
(es decir, uno es el sucesor inmediato del otro), los siguientes son
equivalentes:

a) {z} es cerrado,

b) y ¢ clfx},

c) {y} es abierto,
d) z € c{y}.

Si X tiene al menos 3 puntos, entonces cada punto de X es cerrado
o abierto; pero no ambos.

4. Puntos diferentes x e y son consecutivos si y sdlo si {x,y} es co-
nexo.

Demostracién:

1. En general, para un espacio conexo y finito X, si X\ {z} es discone-
x0, entonces {x} es abierto o cerrado. Para demostrar la afirmacién
previa, supongamos que {x} no es abierto y sean A, B una separa-
cién de X \ {z}. Notemos ahora que, sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que A interseca a la vecindad minima de z, de
modo que existird y € A tal que y pertenece a la vecindad mini-
ma de x, y asimismo x pertenece a la clausura de y, por lo cudl
x pertenece a la clausura de A. Por tanto clx(A) = AU {z}. No
puede ocurrir que clx(B) = B debido a que X es conexo y en-
tonces ambas clausuras formarian una disconexién, de modo que
cx(B = BU{z}). Al ser Ay B ajenos clx(A) Neclx(B) = {z},
de modo que {z} es cerrado.

Continuemos notando que cl(A) C X\ B, puesto que de otro modo
Ay B no formarfan una disconexién de X \ {z} (ver Lema 7.0.1).
Luego cl(A) C AU {z}, y andlogamente cl(B) C B U {z}. Vamos
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ahora a notar que z € cl(A) & z € cl(B): si ocurriese que = €
cl(A) \ cl(B), entonces AU {z} = cl(A) y B = cl(B), de modo
que AU{z} y B formarfan una disconexién de X, y andlogamente
incurrirfamos en una contradiccién si x € cl(B) \ cl(A).

Estamos entonces frente a dos casos posibles:

a) Sixz € cl(A), entonces = € cl(B) y {x} = cl(4) Ncl(B), de
modo que {x} es cerrado y A = X \ ¢l(B) es un abierto.

b) Siz ¢ cl(A), entonces = ¢ cl(B), entonces A = cl(A) es un
conjunto cerrado, mientras que {z} = X \ (cl(A) U cl(B)) es
un abierto.

Como estos casos son exhaustivos concluimos que {z} es abierto o
cerrado.

2. En vista del inciso previo, basta demostrar que U(z) es un conjun-
to abierto. Para esto tomemos y € U(zx). Como x no tiene sucesor
inmediato, existe algin otro elemento z tal que x < z < y. Pro-
ponemos que X \ ¢l(L(z)) es un abierto que contiene a y tal que
X\ cl(L(z)) C U(y). El hecho de que X \ ¢l(L(z)) es abierto es evi-
dente, y para las otras dos afirmaciones inicamente hay que notar
que cl(L(z)) puede ser L(z) o bien L(z) U {z}.

3. Procederemos a probar las equivalencias:

i) = ii) Si{x} es cerrado, es claro que y ¢ cl{z}.

i1) = 14i) Supongamos que y ¢ cl{z} (asumiremos que y < z). De este
modo U(y) = U(x) U {x}. Vamos a demostrar que U(y) es
un conjunto cerrado. cl(U(y)) = cl(U(z) U {z}) C (U(x) U
{z}) U cl{z}. Pudiese parecer que hemos presupuesto que x
es un punto de corte; sin embargo hay que tener en mente
que x no es minimo y que aun cuando fuese el maximo la
relacién continta siendo védlida pues U(z) = ). Luego tenemos
que cl(U(y)) C U(y) Ucl{z}. Como y ¢ cl{x}, entonces y ¢
cd(U(y)) y ast U(y) = cl(U(y))-

141) = 4v) Supongamos que {y} es un conjunto abierto (nuevamente asu-
miremos que y < z). Luego U(y) es un conjunto cerrado: te-
nemos cubierto el caso en que y es punto de corte; nétese el
punto ¥ no es un maximo, y aun si fuese un minimo, enton-
ces U(y) serfa el complemento de un abierto, en cuyo caso,
aun asi podemos asegurar que es cerrado. Consecuentemente
L(z) = L(y) U {y} no puede er un conjunto cerrado puesto
que X es conexo.

Cuando = es un punto de corte, sabemos que cl(L(z)) =
L(z) U {z}. Por otro lado, cuando = es un méximo L(z) C
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c(L(z)) € X y L(z), X difieren tnicamente en un punto,
de modo que cl(L(z)) = X. En cualquiera de ambos casos

x € c(L(z)) = cl(L(y) U{y}) € L(y) U{y} Ucl{y} y de este
modo z € cl{y}.

iv) = i) Supongamos ahora que x € cl{y} (asumiremos nuevamente
que y < z). Luego = € cl(L(z)) y asi L(x) no es un conjunto
cerrado. Cuando x es un punto de corte esto implica que L(x)
es un conjunto abierto y que {z} es cerrado. Hay que revisar
qué ocurre cuando z es un maximo. Como z € cl{y}, {y} no
es cerrado y es un punto de corte, de modo que es abierto y,
asi U(y) = {x} es cerrado.

4. Supongamos que X tiene al menos 3 puntos. Si x e y son consecu-
tivos, entonces uno de ellos es abierto, asi que asumamos que {y}
es abierto. Luego x € cl{y} y asi {y} C {=z,y} C cl{y}. Se sigue
que {z,y} es conexo pues yace entre un conexo y su clausura.
Para el converso: si e y no son consecutivos, entonces hay un
punto intermedio que los separa y {x,y} no puede ser conexo.

De esta manera hemos establecido el resultado. O

Definicion 7.2.1 Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es de tipo
Ty si cada singular es abierto o cerrado.

Como una primera observaciéon notemos que todo espacio de tipo T}
es de tipo Ty /5 y cada espacio de tipo T7/ es de tipo Tp.

Proposicion 7.2.1 Un cots con al menos tres puntos es de tipo Ty /5. Un
cots con al menos tres puntos es de tipo Ty si y solo si no contiene parejas
de puntos adyacentes; dicho espacio es infinito y de tipo Ts; ademds la
topologia de cots es mds fina que la topologia usual de intervalos.

Demostracion:

1. Sea X un cots con al menos tres puntos. Si x € X es primer
elemento, entonces puede o no tener un sucesor inmediato. Si tiene
sucesor inmediato, este es un punto de corte y es abierto o cerrado
y como consecuencia {z} es cerrado o abierto. Si no tiene sucesor
inmediato, entonces por el inciso b del tercer punto del Lema 7.2.1
{z} es cerrado. Para puntos de corte, la situacién ya estd analizada;
mientras que para un maximo basta considerar el orden dual y el
argumento previo.
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2. Supongamos que el espacio no tiene parejas de puntos adyacentes.
Entonces ningun punto tiene sucesores inmediatos en ninguno de
los dos 6rdenes, de modo que todos los singulares son cerrados. El
conjunto serd infinito debido a que entre cualesquiera dos puntos
podemos hallar un tercero. Consideremos ahora que dados = < y,
tomando z con x < z < y tendremos que z € L, e y € U, con L,
y U, abiertos ajenos: tenemos asi que X es de tipo T5.
Finalmente, sea (z,y) un intervalo abierto bésico de la topologia
del orden de X. Tendremos asi que (z,y) = U, N Ly, siendo ambos
abiertos. Luego la topologia de cots es mas fina que la del orden.

De esta manera queda demostrado el resultado O

Ya que hemos visto algunas de las propiedades mas relevantes de
un cots, nos enfocaremos en un tipo muy particular de cots: a saber
aquellos que tienen extremos. Esto es debido a que definiremos el plano
digital, en el préximo capitulo como el producto cartesiano de dos cots
con extremos.

Lema 7.2.2 1. Si un espacio conexo X tiene dos puntos distinguidos
e y f tales que para cualesquiera otros puntos z los dos estdn en
diferentes componentes de X \ {z}, entonces X es un cots con e y
f como extremos.

2. Cualquier subconjunto compacto de un cots tiene un primer y un
ultimo elemento.

Demostracion:

1. Primero vamos a demostrar que para z € X \ {e, f}, X \ {2z} tiene
a lo méas dos componentes. Si tuviese més, habria tres cerrabiertos
A, B,C disjuntos y cuya unién es X \{z} y alguna de ellas, digamos
A no contiene ni a e ni a f. Si t € A, entonces e, f yacen en la
misma componente de X \ {t}, lo cuél es imposible, de acuerdo con
las hipotesis.

Vamos a introducir nueva notacién: para w € X \ {e, f} denotamos
L,, como la componente de X \ {w} que contiene a e y a U,, aquella
que contiene a f.

Luego X \{e} es un conjunto conexo, pues siw € X \{e}, U, U{w}
es conexo y todos ellos no contienen a f, de modo que

X\ {e} = U Uy, U {w}
wH#e

es un conjunto conexo. Andlogamente X \ {f} es un conjunto co-
nexo.
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Ahora mostraremos que para puntos diferentes x,y € X se tiene
que z € Uy siy sélo si y € L,. Supongamos que y € U, y que
x € Uy. Luego tendremos que L, C U,; sin embargo e € L, \ U, a
menos que y = e y en este caso y € Uy, es decir que e € U,, lo cuél
es imposible. Una contradicciéon andloga se muestra al suponer que
re€LyeyecL,.

Finalmente, tomemos una terna Y = {z,y, z} y astumase que ni x
ni z separan a los otros dos puntos diferentes a ellos. Asumiremos
que x,y € L,. Por la dltima anotaciéon debemos tener entonces que
z € Uy, luego y € Uy, pues  no separa a Y. Andlogamente z € U,
y ¢ € Ly, de modo que y separa a Y y X es un cots.

2. Por la dualidad del ordenamiento, basta mostrar que si Y es un sub-
conjunto de un cots sin primer elemento, entonces {int(Uy) | y €
Y} es una cubierta abierta de Y sin subcubierta finita. Debido a
que x ¢ U, y que int(U,) C U,, ningtin subconjunto de un cots es
cubierto pr ningtin U,, ni por ninguna unién finita de ellos puesto
que forman una cadena. Por otro lado se trata de una cubierta
cuando Y no tiene un primer elemento puesto que y € int(U,)
cuando z < y si & no tiene sucesor o cuando el sucesor de x es
menor que y si lo tiene.

De esta manera queda demostrado el resultado O

7.3. Arcos y caminos

Definicion 7.3.1 Si'Y es un espacio topoldgico, un camino cots (o un
arco cots) en'Y es la imagen continua (u homeomorfa) de algin cots en
Y. Decimos que Y es conero a través de caminos cots( a través
de arcos cots) si cualesquiera dos puntos en Y estan conectados por
un camino (arco) cots.

Definimos al conjunto de adyacencia de un punto x € Y de la si-
guiente forma A(x) ={y € X | x #vy,{z,y} es conexo}.

Teorema 7.3.1 Sea Y un espacio topoldgico.

1. {z,y} CY es conezxo si y solo si x € cl{y} o bieny € cl{x}. Tam-
bién tenemos que x € cl{y} es equivalente a que y € N, siempre
que esta exista. Ast, siY es finito A(x) U {x} = cl{z} UN, para
cualquier x € Y. Mds generalmente, en cualquier espacio topoldgi-
co A(x) U{z} = cl{z} U(N{M | M es una vecindad de x}).

2. Un conjunto C es minimo entre aquellos conexos que contienen a
x ey (respecto a la contencion) si y sélo si C es un arco cots con
extremos x e y.
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3. S1'Y es finito, las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Y es conexo a través de arcos cots,
b) Y es conexo a través de caminos cots,

c) Y es conexo.

Ast, si A y B son subconjuntos de Y no vacios, finitos y conezos,
entonces AU B es conexo si y solo si para algunos a € A yb € B,
{a,b} es conexo.

4. S1Y es finito y x € Y, entonces cualquier arco cots que contiene
a x interseca a A(xz). Mds ain, si Y es conexo, cada componente
de Y \ {z} interseca a A(x). Ast, si |A(x)] =1 eY es un cots,
entonces ¥ es un extremo.

5. Supongamos que Y es finito, conexo y contiene a los puntos dis-
tintos x e y. Entonces Y es un cots con extremos x e y si y solo
si |A(z)| = |A(y)| = 1 y para cualquier punto w € Y \ {z,y} :
|A(w)| = 2.

Demostracion:

1. {z,y} es conexo cuando se le dota con la topologia {0, {x,y}},
{0,{z},{x,y}} o {0,{y},{z,y}}. En el primer caso = € cl{y},
y € c{x}, en el segundo y € cl{z} y en el tercero = € cl{z}. La
ultima topologia posible para {z,y} es la discreta; sin embargo en
esta topologia la claususra de cada punto es él mismo.

Ahora veamos que A(z) U{z} = {y € Y | {z,y} es conexo } =
{yeY |zecd{ytoyed{z}}=c{z}U{yeY | zec{y}}
Como z € cl{y} puede reescribirse como «cualquier vecindad de z
contiene a y», A(x) U{z} = cl{z} UN{M | M es vecindad de z}.
Cuando la vecindad minima de x existe, entonces A(x) U {z} =
cl{z} U N,.

2. Para mostrar qu un tal C es un arco, hay que notar que, en primer
lugar, x e y son dos puntos tales que al remover cualquier otro
punto z € C, z e y quedan en componentes diferentes de ¢\ {w},
pues de otra forma, si estuvieran en la misma, ella seria un conjunto
conexo menor que contendria a x y a y. Luego tenemos un cots con
z e y como extremos en vista del Lema 7.2.2.

Para ver que en un cots, si < y, el inico arco que los contiene
es [z,y], simplemente hay que notar que si z € [z,y] \ C, entonces
z # x, z # y dado que asumimos que z,y € C. Ademds U(z) N
C, L(z) N C formarfan una disconexién de C. Luego [z,y] C C.
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Finalmente notemos que U(z) U {z} es conexo y, por ende es un
cots. Con el mismo orden; pero en U(z) U {z}, L(y) U {y} es un
conjunto conexo, de modo que [x,y] es un cots.

3. Recordemos que un espacio topoldgico finito es conexo si y sélo si
es conexo a través de caminos, de modo que si A y B son no vacios
y conexos AU B serd conexo siempre que existan dos puntos a € A,
b € B tales que {a, b} es conexo.

i) = i) Todo arco cots es un camino cots. Luego un conjunto conexo
por arcos cots, es conexo por caminos cots.

i1) = i1i) Supongamos que Y no es conexo; pero si es conexo por cami-
nos. Sean U, V' dos conjuntos disjuntos no vacios de Y que no
tienen puntos limite el uno del otro y tomemos un camino que
una v € U y v € V como extremos, C'; pero esto es imposible
pues C es la imagen continua de un cots, el cudl es conexo.

ii1) = 1) Supongamos que Y es conexo. Al ser finito se sigue que el
conjunto de todos los subconjuntos que contienen a alguna
pareja de puntos particular tiene unicamente elementos de
cardinalidad finita, de modo que podemos elegir alguno de
cardinalidad minima y asi, tenemos un arco cots en vista del
inciso b).

Para demostrar la utima afirmacién notemos que si A, B, AU B
son no vacios y conexos, AU B es conexo por arcos cots y tomando
alguno que una un punto de A con un punto de B, el ultimo punto
del arco cots en ser elemento de A y el siguiente (el cuél ya es un
elemento de B) son la pareja deseada, mientras que si A y B son
conexos y hay a € A, b € B con {a,b} conexo, entonces cuales-
quiera parejas de puntos en A o en B pueden unirse y Gnicamente
hay que verificar al intentar conectar un punto de A con un punto
de B, y eso lo logramos conectando el punto en A con a, el punto
en B con by concatenando los arcos.

4. Tomemos y € Y \ {z} y lo conectamos por un arco a z. Dado
que z es extremo de A, A\ {z} es conexo y por ende yace en la
misma componente de Y\ {z} que y. El tltimo punto del camino
es consecutivo con x y, por ende, es un elemento de A(x).

Para la dltima afirmacién nétese que si z no es un extremo, Y\ {z}
tiene dos componentes, y as{ |A(z)| = 2.

5. Astmase que Y es un cots, luego A(z) es el conjunto de puntos
consecutivos con z, de modo que |A(z)| = 2 para los puntos de
corte z y |A(x)| = |A(y)| = 1 para los extremos.
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Conversamente, si Y es conexo, hay un arco en Y de x a y al cudl
denotaremos por A. Supongamos que w € Y \ A y sea B un arco
cots de  a w, cuyo ultimo punto en A es r. Si s es el sucesor de r
en Byt es el sucesor de 7 en A, entonces ¢, r son diferentes puntos
de A(r), x # r pues |A(z)| = 1, de modo que r tiene un predecesor
en A, distinto de s y ¢, y |A(r)| > 3, lo cudl es una contradiccién.

De esta manera queda demostrado el resultado. O



Capitulo 8

El plano digital

Este iltimo capitulo del ambito tedrico y mateméatico estard dedi-
cado a definir y probar algunos resultados al respecto del plano digital
desde el punto de vista topoldgico. En el siguiente haremos una breve
disgresion acerca de la relacién de los conceptos de la topologia digital
con el andlisis de imagenes. Comenzaremos dando la definicién de plano
digital y estableciendo algunos lemas preliminares.

Definicion 8.0.1 Un plano digital es el producto cartesiano de dos cots
finitos X eY con |X|,|Y| > 3. Un punto (z,y) € X xY se llama puro
si tanto {x} como {y} son ambos abiertos o ambos cerrados en sus con-
Juntos respectivos. En caso contrario se llamard mizto.

El punto (x,y) es un punto del borde si x oy son extremos del
cots correspondiente; mientras que lo llamaremos esquina si ambos son
extremos.

Denotaremos por BD(X xY) al conjunto de puntos del borde y por
AD(X xY) al conjunto de puntos del borde a excepcion de las esquinas
mixtas que BD(X X Y') pueda poseer.

Debido al caracter de la definicién de plano digital, debemos prestar
atencién a la topologia producto. Este es un objeto de estudio en si
mismo, asi que con la finalidad de no extender innecesariamente este
trabajo senalaremos que en el caso del producto de dos espacios X e
Y, la topologia producto para X X Y tiene como subbase a todos los
posibles productos de conjuntos U x V con U abierto en X y V abierto
enY.

Lema 8.0.1 Sean X,Y dos espacios topologicos finitos:

7
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1. N(;c,y) = N, X Ny

2. c(x,y) = cf{x} x c{y}

Demostracion:

1. En la topologia producto son abiertos IV, x Y, X x N, y por tanto
su interseccién (N xY)N(X x Ny) = N, x N, también lo es. Luego
N, x Ny es un abierto que contiene a N,y y asi N ) © Ny X Ny,.
Por otro lado, si (a,b) € N; x Ny, entonces a € N, b € N, y dado
un abierto bésico (z,y) € UxV,acU,bec Vyasi(a,b) € Ng.).

2. cl{z} x cl{y} es un cerrado en X x Y que contiene a (z,y), y asi
c(z,y) Ccl{z} x cl{y}.
Ahora sean (a,b) € cl{z} x cl{y} y U x V un abierto bdsico alre-
dedor de (a,b). Luego U es un abeirto alrededor de a y as{ z € U.
También y € V, luego (z,y) € U x V y asi (a,b) € cl(x,y).

O

Vamos a fijar uno de los 6rdenes para cada uno de los cots que dan
pie a un plano digital. Al tratarse de cots finitos, si existen puntos ma-
yores a algin punto x; este tltimo tiene un sucesor inmediato, al cual
denotaremos por xT. Anslogamente, podemos hablar de un antecesor
inmediato de un punto z, al cudl denotaremos por x~. Comenzaremos
caracterizando a los conjuntos de adyacencia en estos términos.

Lema 8.0.2 Si (z,y) es un punto puro de un plano digital y no pertenece
al borde, entonces

Az,y) ={z",z,2"} x {y",u,y F \ {(z,9)}.

Si (x,y) es mizto y no pertenece al borde, entonces

Alz,y) = [({z7, 2,27 x {yh) U ({2} < {y~ w, " DI\ {2 9)}-

Si (x,y) es del borde, su conjunto de adyacencia es la porcidn de conjunto
correspondiente (entre los dos descritos anteriormente) que yace en X X

Y

Demostracion:

1. Sea (z,y) puro:
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= Si {z}, {y} son abiertos, entonces
A(x,y)u{(x,y)} = N(ac,y) UCl(x’y)

{z} x {yyU{a™, 2,27} x {y7,y,5"}
= {LL‘_7:L',5L'+} X {y_7y7y+}

= Si {z}, {y} son cerrados, entonces

A(.”L’,y) U {(l’,y)} = N(x,y) U cl(gc,y)
{z7 2,2} x {y~,u,y YU {a} x {y}
= {z7, 22"} x {y",y,y7}

2. Sea (z,y) mixto. Luego:
» Si {z} es abierto y {y} es cerrado
Az, y) U{(z,y)} = Nay) U cl(z,y)
= N, x Ny Ucl{z} x cl{y}
{z} x{yw T U{a™, 2,2} x {y}

= Andlogamente tenemos el resultado cuando {z} es cerrado y
{y} abierto.

O

8.1. El teorema de la curva cots de Jordan

Comenzamos, como de costumbre, presentando la definicién de curva
cots de Jordan para luego probar algunos resultados basicos respecto a
ellos.

Definicion 8.1.1 Una curva cots de Jordan es un conjunto conexo J
con |J| >4 y tal que J\ {j} es un arco cots para cualquier j € J.

El primer resultado esta enfocado en demostrar que J genera disco-
nexiones locales del espacio.

Lema 8.1.1 Cualquier subconjunto propio y conexo de una curva cots de
Jordan es un arco cots. Si J es un conjunto finito, entonces J es una
curva cots de Jordan si y solo si J es conexo, tiene al menos 4 puntos y
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|A(j)NJ| = 2 para cualquier j € J; en este caso estos dos puntos son los
extremos del arco J\ {j} y, por tanto, el conjunto formado por ellos es
disconexo. Asi, si J estd en un plano digital y no interseca a la frontera,
entonces A(j§) \ J tiene exactamente dos componentes.

Demostracion:

Un subconjunto propio y conexo de una curva cots de Jordan es un
subconjunto conexo de una curva de cots de jordan salvo un punto: es
decir, de un arco cots. Al ser un subconjunto conexo de un cots, se trata
de un cots.

La segunda afirmacién sigue del ultimo inciso del Teorema 7.3.1, puesto
que si A(j) = {e, f}, entonces en J \ {j}, e y f tienen sélo un tnico
elemento en su conjunto de adyacencia, mientras que todos los demas
tienen dos. Los puntos en A(j) N J son disconexos puesto que son los
extremos de un arco no degenerado.
Finalmente veremos que A(j) \ J tiene exactamente dos componentes:
sea A(j)\J = A(J) \ {p, ¢}; entonces A(j)\ {p} es un arco cots del cudl ¢
no es un extremo, de modo que ¢ separa a A(j)\{p} en dos componentes.
O

Los ejemplos més sencillos de curvas cots de Jordan son los conjun-
tos de adyacencia de los puntos, asi cémo el borde ajustado del plano.
Justamente el motivo por el cudl prestamos atenciéon al borde ajustado
en lugar del borde es porque se trata de una curva cots de Jordan.

Lema 8.1.2 En el plano digital X XY, AD(X xY) es una curva cots
de Jordan, y también lo es A(r) para cualquier punto r que no sea del
borde de X x Y. Sir es un punto de la frontera, entonces A(r) es un
arco cots.

Demostracion:

Simplemente se trata de aplicaciones del resultado del lema 8.1.1. En
el caso de los conjuntos A(r) hay que prestar atencién al lema 8.0.2,
mientras que en el caso de AD(X X Y') hay que tomar en cuenta que
en los puntos mixtos, si se trata de esquinas, dos de sus vecinos son
adyacentes entre si, de modo que tendrian, cada uno, tres vecinos, en

lugar de dos, asi que al removerlos todos los puntos tienen dos vecinos.
O

Lema 8.1.3 Si J es una curva cots de Jordan y {e, f} C J no es conexo,
entonces hay exactamente dos arcos A, B C J con extremos e y f. Mds
ain ANB={e,f}, AUB=J ysie, f € KC.J, entonces e y f estin
en la misma componente de K si y solo si ACK o BCK
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Demostracion:

Dado que J es conexo y {e, f} no lo es, podemos elegir a € J \ {e, f}
y asumir, sin pérdida de generalidad, que e < f en el cots J \ {a}. Da-
do que el cots [e, f] es conexo, podemos elegir b € [e, f] \ {e, f}. Ahora
consideremos al conjunto {a,b, f} en el cots J\ {e}: dado que e < b < f
en J\ {a}, ey f yacen en diferentes componentes de (J \ {a}) \ {0}, a
las cudles denotaremos por E y F' respectivamente. Debido a que en un
cots hay a lo mas dos extremos y todos los demés puntos son de corte,
Ey F son las tnicas dos componentes de (J \ {a}) \ {b}. Esto, junto con
que {b} y J\ {a} son conexos garantiza que E y F lo separan.
Luego, por el primer inciso del Lema 7.0.3 FU{b} es un subconjunto co-
nexo de (J\{e})\{a}, de modo que f y b estdn en la misma componente
de (J\{e})\ {a}, y andlogamente, f y a estdn en la misma componente
de (J\{e}) \ {b}. Luego tendremos que a y b estédn en distintas com-
ponentes de (J\ {e})\ {f} = J\ {e, f}, asi que este conjunto tiene dos
componentes A’ y B’ cona € A’, b € B, de modo que ) = A’ NB'y
J\{e, [} =AUB.
Ahora notemos que A’U{e} y A’U{f} son conexos: esto es consecuencia
de que, por el primer inciso del Lema 7.0.3 A’ U{f} vy B’ U {f} son
conexos en (J\ {e})\{f} que esigual a (J\{f})\{e}, asi que aplicando
nuevamente el primer inciso del Lema 7.0.3, A’ U {e} y B’ U {f} son
COnexos.
Debido a que A" # 0, A = A’ U {e, f} es conexo, y andlogamente para
B’. Anora tenemos que {e, f} = ANByJ=AUDB. Més atin, B es un
subconjunto conexo del cots J \ {a}, de modo que es un arco, y andlo-
gamente para A.
Ahora supongamos que P C J es un arco con extremos e y f. Luego
P\{e, f} C J\{e, f} es conexo, de modo que, como A’ y B’ son las com-
ponentes de J\{e, f}, tenemos que P\{e, f} C A’ o bien P\{e, f} C B,
lo cudl resulta en que P C A o P C B. Més ain, A y B son arcos con
extremos e y f, de modo que son minimos entre los conjuntos conexos
que contienen a e y a f, de modo que P = A o P = B. Se sigue que A
y B son los tnicos arcos con extremos e y f contenidos en J.
Finalmente, si e y f estdn en la misma componente @ de algin K C J
entonces algin subconjunto minimo de () conexo que continde conte-
niendo a e y a f debe ser A o B, es decir A C QQ o bien B C Q. O

Lema 8.1.4 Supongase que J es una curva de Jordan en el plano digital
X XY, que Q es una componente de X x Y \ J ajena a AD(X xY), y
P=JUQ. SiC es un arco en P, entonces cada componente de P\ C
tiene interseccion no vacia con J. El caso especial J = AD(X xY)
muestra que (X x Y) \ C tiene, a lo mds, tantas componentes como
ADX xY)\C.
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Demostracion:

Procederemos por induccién sobre |C|. Sea C un arco de longitud
minima para el cudl nuestra afirmacién no es verdadera, y supongamos
que la componente de p en P\ C es disjunta con J. Si f es un extremos
de C, entonces C' = C \ {f} es un arco més corto, de modo que la
component de p en P\ C’ interseca a J.

Dado que los conjuntos conexos son conexos a través de arcos cots, hay
un arco D C P\ C’ que conecta a p con algin j € J. Si f ¢ D entonces
D C P\ C, de modo que D conecta a p con J dentro de P\ C, lo cuél
contradice nuestra elecciéon de C. Entonces tenemos que f es un punto de
D y lo denotaremos mediante d. Luego d~ y d* (en caso de que existan)
son elementos de A(f). P N A(d) es un subconjunto conexo de la curva
cots de Jordan o el arco cots A(d), de moso que se trata de una curva
cots de Jordan o un arco cots. CNA(d) C PNA(f) contiene a lo més un
punto, de modo que d~ yace en una componente L de (PN A(d)) \ C.
Estas componentes intersecan a J. Si f € J, entonces podemos asumir
que d es un extremo de D (pues de otra manera podriamos reemplazar
D por el arco cots [p,d], el cudl conecta a p con J en P\ C”). Entonces
d= € [p,d~] N L; ambos de los conjuntos intersecados son conexos, de
modo que [p,d”] N L es un subconjunto conexo de P\ C que contiene
a py que no es disjunto a J, lo cudl demuestra que la componente de
pen P\ C interseca a J, lo cudl es una contradiccién. Si por otro lado,
f ¢ J, entonces A(f) C P (de otra manera A(f) debe intersecar a
otra componente @’ de P\ J, digamos en g; pero {f, g} serfa un arco en
QUQ' de Q a @', lo cudl es una contradiccién con el hecho de que ambas
son las componentes de Q U Q’). Nuevamente A(f)\ C = L es conexo,
d= € [p,d”]N L,y entonces d* € [dT,j] N L, de modo que [p,d"| U L,
[p,d"]ULUI[d",j] son conexos, lo cudl es una contradiccion. O

Lema 8.1.5 Sean C y D arcos cots en X x Y. Si D interseca a mds de
una componente de AD(X xY)\C, entonces D interseca a C. Entonces
cada componente de X x Y\ C interseca AD(X xY )\ C en un conjunto
conezo, de modo que X XY \ C tiene a lo mds tantas componentes como
AD(X xY)\ C.

Demostracion:

Supongamos que nuestra afirmacion es falsa y que X, Y, C', D confor-
man un contragjemplo minimal. Se sigue de la minimalidad que C' y D
intersecan a AD(X x Y) justamente en sus extremos. Si |X| = |Y| = 3,
el resultado es facil de verificar, as{ que asumiremos que |Y| > 3. Sea y el
punto inicial de Y, Y* = Y'\{y}, y considérese X, Y*, C* = CN(X xY™),
D*=DnN (X xY*), el cuél no es un contrejemplo debido a que asumi-
mos minimalidad. Dado que los tinicos extremos de C'y D pueden estar
en X x {y}, C* y D* son arcos. Sean ¢, ¢’ y d, d’ los extremos de C'y
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D y sean c¢*, ¢*’ y d* y d*’ los extremos de C*, D*, respectivamente y
etiquetados de tal manera que los conjuntos {c,c*}, {¢/,c*’}, {d,d*} y
{d’,d*’} sean conexos.

Por hipétesis D interseca m$ de una componente de AD(X x Y) \ C;
si podemos demostrar que D* interseca a mas de una componente de
AD(X x Y*)\ C*, entonces C* debe intersecar a D*, de modo que C
debe intersecar a D, lo cudl seria una contradiccién. Si asumimos que
D* yace en una componente de AD(X x Y*)\ C*, hay un camino cots
Q* en AD(X x Y*)\ C* que conecta a d* y d*’. Deseamos reemplazar
este camino cots Q* por otro @ en AD(X xY)\ C que conecte a dy d’
para obtener una contradiccién.

Existen cuatro casos dependiendo de cuél entre d o d’ yace en X x {y}.
Daremos los detalles para el caso en que D € X x {y} y d’ ¢ = x {y},
pues los otros casos son semejantes. Si d* = (u,y™), entonces d = (v,y),
donde v € {u™,u,u*}. Tendremos ahora que Q* 2 {(z,y") | z < u}
o bien Q* D {(x,y™) | * > u}. Para fijar ideas, asumiremos la primera
opcién. Podemos construir a ) a partir de Q' de la siguiente manera,
donde e representa al elemento minimo de X:

Q=@ \{@y")le<z<utu{(zy) |z<v}

@ es un camino cots en AD(X xY') que conecta a d con d’, de modo que
resta demostrar que Q N C' es vacio. Supéngase que p € @ U C. Debido
a que @* N C es vacio, P = (z,y), donde z < v. Si g es el punto en C
adyacene a p, entonces ¢ = (w,y™), donde w € {27, 2z, 27 }. Demostrar
que ¢ € Q* completaria la prueba (pues contradiria la vacuidad de Q* N
C); pero esto sélo requiere demostrar que w < u.

Sive {u,u}, entonces z <uy w <zt <.

Si, por otro lado, v = u™, nétese que d es puro (pues d = (u™,y) estd
conectado a d* = (u,y™)). Hay dos posibilidades: si z < u, entonces
w < 2zt <. Siz = wu, entonces p = (u,y) es mixto, de modo que g = d*
VW =u. O

Teorema 8.1.1 Si C' es un arco cots en un plano digital X XY, entonces
ADX xY)\C y X x Y \ C tienen el mismo nimero de componentes,
las cudles estdn en correspondencia por inclusion.

Demostracién:

Consideremos a la funcién ¥ del conjunto de componentes de AD(X x
Y)\ C aaquellas en X x Y\ C definida de la siguiente manera: (W) es
la componente de W en X x Y\ C. Los dos lemas anteriores demuestran,
el primero que es suprayectiva y el segundo que es inyectiva. O

Finalmente llegamos al resultado final:

Teorema 8.1.2 Si J es una curva cots de Jordan en un plano digital
X xY y J no interseca al borde, entonces X x Y \ J tiene exactamente
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dos componentes. La componente que interseca al borde se llama exterior,
y la otra interior.

Demostracion:

Dada una curva de Jordan J, nuestra primera tarea es encontrar un
punto «en el interior». Para hallarlo, nos movemos desde el borde «hacia
arriba »hasta llegar a J. Para lograrlo, en Y fijemos uno de los érdenes
naturales, y sea v = min{y | (z,y) € J}.

El punto deseado en el interior tendr4 la forma (w, v™), donde (w,v) € J.
Sea Y* =Y \ L(v). Hay dos casos:

1. Si hay un punto mixto en J cuya coordenada en Y sea v, entonces
sea (w,v) tal punto, y sea C' = J \ {(w,v)}. Dado que un arco no
puede girar en un punto mixto, se sigue que (w=,v), (wT,v) € J,
C C Jy C esun arco con extremos (w™,y) y (wh,v).

2. Si el inciso 1 no es verdadero, entonces sea (w,v) un punto puro
en J. Note que los puntos mixtos (w™,v), (w™,v) ¢ J, de modo
que por la minimalidad de v y el hecho de que |A((w,v))NJ| =2
tenemos que (w—,v"), (wt,vT) € J. Por otr lado (J\ { (w,v)})U
{(w™,v), (w",v)} es conexo, asi que podemos tomar C' un arco con
extremos (w™,v) y (wh,v).

De este modo, en cualquier caso, C' es un arco de (w™,v) a (w*,v)
en X X Y* y (w,v) es un punto aislado de AD(X x Y*)\ C y por
tanto forma una componente de este conjunto. Asi, ningin punto de
AD(X xY*)\ C\ {(w,v)} puede conectarse a (w,v) a través de un arco
en X x Y*\ C y por tanto ninguno de esos puntos puede ser conectado
a (w,v) a través de un tal arco.

Para mostrar que ningin punto de AD(X x Y*)\ C\ {(w,v)} puede ser
conectado a (w,v) a través de un arco en X x Y*\ J (es decir, reemplazar
a C por J en el andlisis anterior), ahora consideraremos los dos mismos
casos que en el parrafo anterior. En el primer caso, la conclusion es clara
puesto que J 2 C. En el segundo, si hubiere un tal arco en X x Y*\ J,
entonces tendria que pasar a través de uno de los puntos en C'\ J =
{(w™,v).(w*,v)}. Para mostrar que esto no es posible, basta observar
que, en X X Y* A(w™,v) = {(w™,v) (w,v), (w*,vT)}, donde los titimos
dos puntos estén en J y el primero en J o en AD(X x Y*)\ C\ {(w,v)};
y de manera semejante para (w™,v). De modo que X x Y*\ J tiene a
lo menos dos componentes.

Para mostrar que X x Y\ J tiene al menos dos componentes, asumiremos
que hay un arco en X x Y\ J de un punto en X x (Y \Y™*) a (w,v*). Este
debe intersecar a X x {v} \ J; pero esto conduce a una contradiccién
como sigue: un subarco de este arco yace en X x Y*\ .J y conecta puntos
los cudles hemos ya demostrdo que yacen en componentes diferentes de
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X\ Y*\ J (dicho subarco puede obtenerse eliminando a los punto de
X x (Y\Y™).

Resta demostrar que X x Y\ J tiene a lo méds dos componentes. El{jase
cualquier punto j € J; entonces X x Y \ (J\ {j}) es conexo, de modo
que A(j)\ J debe intersecar a cada componente de X x Y\ J. Dado que
A(j) \ J tiene s6lo dos componentes, entonces X x Y\ J tiene a lo mds
dos componentes. O
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Capitulo 9

Notas breves sobre
imagenes digitales

Entenderemos a las imégenes como representaciones planas de por-
ciones del mundo real, generadas mediante la captura de informacién
optica relevante a través de algiin dispositivo. El ejemplo prototipico
lo proporcionan las imagenes captadas mediante camaras digitales. Es-
tas ultimas tienen un mecanismo de funcionamiento semejante al de sus
predecesores mas primitivos en el siguiente sentido: la luz reflejada o
emitida por objetos ubicados en una regién —conocida como «campo de
visién» de la cdmara— pasa a través de un orificio y se proyecta sobre
una superficie plana dotada de la capacidad de tomar registro de alguna
caracteristica de la luz que incide sobre ella (por ejemplo su intensidad).

Este proceso de captura de imédgenes se realiza dentro de las siguientes
limitantes:

1. Modelemos el registro de la luz en la superficie de proyeccién como
la determinacién de una funcién continua de una regién plana a
los ntimeros reales. En la practica no es posible determinar el valor
de la funcién en los infinitos puntos que componen al dominio.

2. Aun doénde efectivamente se toma un registro de la intensidad de
la luz, este no se realiza con un grado infinito de precision.

Asi que al realizar la captura de una imagen nos vemos forzados a
tomar un enfoque de corte estadistico, pues tomamos una muestra de la
intensidad promedio de la luz en algunas pequenas regiones (en el caso
digital son celdas microscépicas conocidas como pizeles) y reconstruimos
un modelo discreto de la funcién original. Aqui indicaremos sucintamen-
te que en las cAmaras modernas el tamano de la muestra, determinado
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Eje y original
A

y Eje x original

Figura 9.1: Esquema de funcionamiento de la cimara. El rectdngulo gran-
de representa a la escena real a capturar, mientras que el mediano la
superficie de captura de la camara. El cuadro pequeno representa la
apertura por la cudl la luz entra a la camara.

en buena medida por la densidad de pixeles por unidad de area, es gran-
de dada la enorme fidelidad con que las imagenes digitales modernas
representan escenas reales.

Las camaras digitales almacenan el resultado de su operacién en for-
ma discreta, cuantizada y susceptible de ser interpretada por procesado-
res de informacién basados en variaciones discretas de voltaje.

Restrinjamos nuestra atenciéon a imégenes en las cudles inicamente
se toma una medida de la intensidad de la luz en una escena. Una ma-
nera simple de registrar dicha informacién en cada pixel es mediante un
entero entre 0 y 255, codificando por 0 al color negro y por 255 al color
blanco—adelante se vera que nos enfocaremos en una codificacién ain
menos sofisticada—. En representacién binaria son necesarios y suficien-
tes 8 digitos para escribir a cualquiera de estos ntimeros. En el ambito
computacional a cada uno de estos digitos binarios se le conoce como
bit —acrénimo del ingés binary digit—, y 8 de estos bits conforman una
nueva unidad conocida como byte. Es decir, el almacenamiento de la in-
formacion de cada pixel para una imagen en «escala de grises» requiere
de 1 byte.

Agrupemos ahora a nuestras observaciones de la luz en un arreglo
de m filas por n columnas, al cudl comenzaremos a indizar a partir del
0 —es decir que los indices de filas se encuentran en un rango de 0 a
m — 1, mientras que los de las columnas en un rango de 0 a n — 1— si-
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guiendo convenciones de lenguajes de programacién como C o Python.
Este arreglo codifica nuestro modelo discreto y puede visualizarse de la
manera siguiente: el pixel con {ndices [0,0] se ubicard en la esquina su-
perior izquierda; variando el primer indice se hace referencia a las filas
de la matriz, cada vez mas «hacia abajo» conforme mayor es el indice;
mientras que variando el segundo se hace referencia a las columnas de
la matriz, cada vez méas «hacia la derecha» conforme mayor es el indice.
Esta asignacién indica que el pixel de la esquina inferior derecha de la
imagen tiene indices [m — 1,n — 1]. Reemplazando la notacién usual de
matrices, al elemento de la matriz A representado por A;; se le denota
por Ali, j

Es necesario un cierto cuidado en el orden de los indices, pues colo-
cando un sistema de coordenadas cartesianas con origen en el centro de
la imagen y con ejes en los sentidos usuales, el desplazamiento sobre el
eje horizontal lo determina el segundo indice de la matriz y el despla-
zamiento sobre el eje vertical es controlado por el primer indice de la
matriz.

¥8

Figura 9.2: Las direcciones de crecimiento de los indices no son las mis-
mas que las de los ejes de coordenadas usuales.

9.1. Operaciones sobre imagenes

Generalmente al tratar con imagenes, el interés se enfoca en las pro-
piedades de objetos particulares representados en ellas, més que en las
imégenes como un todo. Dichas propiedades se «calculan» realizando al-
guna operacién sobre el arreglo que la contiene. Podemos grosso modo
clasificar el tipo de operaciones dependiendo del alcance necesario para
calcularlas [6].

Por ejemplo, es posible realizar un tratamiento sobre una imagen en
«escala de grises» para convertirla en una «a blanco y negro» median-
te el siguiente procedimiento: definimos un conjunto umbral, tal que si
un pixel almacena un nimero contenido en tal conjunto, se le asigna el
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1 y si no el 0. El conjunto umbral y estas asignaciones no son de nin-
guna manera fijos, por ejemplo, la asignacién de 1 y 0 para el umbral
C={neZ: 0<n <120} puede corresponder a que queremos emu-
lar una «funcién caracteristica» para un objeto oscuro sobre un fondo
blanco. El conjunto de umbralizacion puede elegirse tras hacer varias
pruebas y ver cual es mas conveniente, pues depende de las propiedades
de reflexion de los objetos ubicados en el campo de visién de la camara.
La funcién correspondiente a esta asignacion requiere como variable un
pixel a la vez y por esto es de cardcter puntual. Este ejemplo es impor-
tante y es para el cudl la teoria desarrollada previamente encuentra uso:
imégenes que unicamente requieren de un bit por pixel para su almace-
namiento.

Otro tipo de operacion surge al analizar qué proceso debe seguirse
si queremos comprobar que un cierto pixel de un objeto sea parte de su
contorno. Requerimos conocer si alguno de sus vecinos es un pixel que
no es parte del objeto: en este sentido el seguimiento de bordes es una
operacion local.

Finalmente encontramos a las operaciones globales. Para proporcio-
nar ejemplos ttiles simplifiquemos la situacion asumiendo que nuestras
imagenes unicamente registran un objeto a la vez. Una medida del ta-
mano del objeto puede ser dado por algin anédlogo del area que ocupa
en la imagen A donde aparece, como puede ser

m—1n—1

> Alij),

i=0 j=0

as{ cémo una medida de la poscion del objeto puede ser dado por algin
analogo del centro de masa del objeto, como puede ser

Yo Syt g Al 4
S Y Al 4]

m—1 n—1 . .o
_ Dimo 2oj—o i Ali, ]
= -1 T
>ico Z?:o Ali, j]
Ambas medidas pueden ser pensadas como los momentos de orden 0 y
orden 1 para la distribuciéon del objeto en la imagen y para su cédlculo
debemos conocer todos los valores de la matriz simultaneamente.
Siguiendo estas ideas podriamos identificar una medida de la orientacién

de un objeto, calculando el segundo momento de su distribucién respecto
a una recta general y elegir como eje aquel que minimice esta cantidad,

j:
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es decir, la de menor «varianza» o menor «inercia».

Las operaciones de tipo puntual pueden ser implementadas de forma
paralela, entendiéndose por esto que diferentes dispositivos de procesa-
miento pueden operar sobre diferentes regiones disjuntas de la imagen
sin inteferir el uno con el otro en su correcto funcionamiento. Por ejem-
plo, cuatro procesadores podrian procesar cada uno una cuarta parte de
la imagen y al final alguno de ellos podria condensar el trabajo conjun-
to. Andlogamente, es posible convencerse de que las operaciones globales
senaladas pueden realizarse en paralelo, al tratarse de sumas y prome-
dios de valores de una matriz.

Sin embargo, la operacién de «seguimiento de contorno» es més de-
licada, pues para cualquier propuesta de algoritmo para realizarlo debe-
mos estar seguros de que:

1. el algoritmo efectivamente rinde cuentas de todos los pixeles que
conformen aquello que definamos como contorno y

2. el algoritmo eventualmente terminara de realizar la bisqueda.

Mayores exigencias sobre los algoritmos nos obligaran a descartar pro-
cedimientos tales como el que se refiere el algoritmo 9.1. En la descrip-
cion de este algoritmo hemos empleado pseudocddigo, que es un método
compacto y en un lenguaje cercano al natural en el que se describen
estructuras de control (como para ... hacer, si ...entonces) y opera-
ciones, funciones y asignaciones (por ejemplo: asignar el valor 1 a B[, j]
se denota mediante Bl[i, j] < 1), que describen un procedimiento.

Este algoritmo presenta varias caracteristicas desfavorables. La pri-
mera es que se requiere del mismo espacio de almacenamiento para re-
gistrar el contorno que para la imagen original, a pesar de que en muchos
casos el contorno esta compuesto de una cantidad significativamente me-
nor de pixeles. En segundo lugar el contorno viene dado «en desorden»,
entendiéndose por esto que no esta definida de antemano una manera en
la cual se puede «recorrer» completamente el contorno visitando una tini-
ca vez a todos los pixeles consecutivamente. En tercer lugar, se requiere
visitar absolutamente todos los puntos de la imagen para verificar si se
trata de puntos del contorno. Otras objeciones mas especificas frente a la
implementacion de este procedimiento pueden surgir de las necesidades
de alguna aplicacién particular.

La teoria estudiada en este trabajo constituye una base tedrica que
permite analizar algunos de los algoritmos para operaciones sobre imége-
nes.
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Algoritmo 9.1 Registro inconveniente de contornos
Entrada: Arreglo A correspondiente a una imagen binaria que muestra
un tnico objeto y cuyos pixeles estan indicados con 1.
Salida: Arreglo B correspondiente a una imagen binaria del mismo ta-
mano que A cuyos pixeles satisfacen Bli,j] =1 si y sélo si A[i, j] es
un punto del contorno del objeto representado en A.
1: Iniciar todas las componentes de B como 0.

2: parat=20,1,...,m — 1 hacer

3: paraj=0,1,...,n—1 hacer

4: si Afi, j] = 1 entonces

5: si algin pixel vecino de A[i, j] almacena un 0 entonces
6: Bli,jl + 1

7: fin si

8: fin si

9:  fin para
10: fin para
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Apéndice A

Algunas observaciones
sobre 4-curvas y 8-curvas

Ya se hizo la observacién de que todo 4-camino es un 8-camino debido
a que cualesquiera dos pixeles que sean 4-vecinos son, automaticamente,
8-vecinos.
El primer hecho que destacaremos es que una 4-curva cerrada no es nunca
una 8-curva cerrada (por cerrado entenderemos que su tltimo pixel es
vecino del primero).
Como ejemplo considérese al conjunto Ng(0,0) indexado de la siguiente
forma:

L1 = (_17_1)’ T2 = (O’ _1)7 T3 = (17_1)’ Ty = (1,0),

Ty = (1, 1)7 T = (0,1), Ty = (—1, 1), xrg = (—1,0)

Figura A.1: Ng(0,0) es una 4-curva cerrada que no es 8-curva cerrada.

tenemos entonces que x3 es un 4-vecino de 1 y de x3; sin embargo
también es un 8-vecino de z7 y de x4, de modo que tenemos un punto
con més de 2 8-vecinos, haciendo imposible que Ng(0,0) sea una 8-curva
cerrada simple.
A primera vista parece que el problema yace en las «esquinas» de las

95
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Figura A.2: Ng(0,0) sin las esquinas.

4-curvas, pues representan «adyacencia adicional». Asi que aunque las
4-curvas no son 8-curvas cerradas, siempre contienen alguna.

Otra caracteristica importante de las 4-curvas radica en su cardina-
lidad puesto que en todos los casos se trata de un niimero par, mientras
que no hay restrcciones de paridad en el caso de las 8-curvas.

Figura A.3: 8-curva de 7 pixeles.

Esta propiedad de paridad para las 4-curvas es facilmente observable
en la sub-clase de los «rectangulos», pues en ellos, dada la simetria su
cardinalidad puede obtenerse como 2 veces el niimero de pixeles en su
anho maés 2 veces el niimero de pixeles en su altura, menos 4.

Este apéndice estd dedicado a la demostracion de estas y otras pocas
propiedades elementales.

A.1. Paridad

Comenzaremos adoptando una notacién diferente a la que se ha em-
pleado tradicionalmente en los articulos sobre topologia del plano digital
identificando a Z? con Z[i], los enteros Gaussianos. También adoptaremos
una notacién diferente para los n-caminos: cuando n = 4, los n-vecinos
de z; tinicamente pueden ser x; — 1, z; + 1, z; — ¢, =; + %, mientras que
cuando n = 8 a estas posibilidades se anaden z; + (1 +14), z; + (1 — 1),

zj + (=1 +1), z; + (—1 — 4); as{ que dado un n-camino z1,...,Zy, lo
reescribiremos mediante 1 : Ay @ -+ : Aj—1 donde \; = x;,41 — x; para
1=1,2,...,m—1. Es claro que esta transformacién es invertible, de mo-

do que no hemos perdido ningun tipo de informacién acerca del camino;
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pero si hemos limitado el rango de valores que toman los elementos que
describen el camino a partir del segundo. Podemos pensar que cada A
determina un nico movimiento con el cudl llegar de un pixel al siguiente
en el camino.

Lema A.1.1 Sea 21 : A1 : -+ : Ap—1 un n-camino. La distancia del
tavista de x1 a x,, €s

m—1 m—1
R NS A
i=1 i=1

Demostracién:
Es consecuencia directa de que

m—1
T = T1 + g i
i=1

Lema A.1.2 Sea x1: A1 : - : Ap—1 una 4-curva cerrada.

Demostracion:
Tenemos que al ser 4-vecinos x1 y x,,, entonces la distancia del taxista
entre ellos es 1, luego

m—1 m—1
RI NS Al =1,
i=1 i=1

demodo que [R 7T N = 1y S5 Al = 00 bien R N =0
m—1
y IS Z;’;l Ail = 1. Asi tendremos que Z A; es real o imaginario puro

i=1
m—1

y de norma 1, luego | Z Ail = 1. O

i=1

Teorema A.1.1 Sea C = {x1,- -+, Zm} unad-curva cerrada simple. |C| =
m es un nimero par.
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Demostracion:

Espresemos a la 4-curva cerrada simple mediante 1 : Ay : -+ Ap_1.
m—1 m—1

Luego tenemos que | Z Ail =1, y asi Z A; es real o imaginario puro
i=1 i=1

(1,-1,4, —1).

Para fijar ideas asumiremos que es imaginario puro, pues el caso real es
completamente analogo.

Dado que cada uno de los A; es 1,—1,7 o —i, entonces la suma de los
que son reales es 0, luego hay tantos A iguales a 1 como iguales a —1, asi
que la cantidad de X reales es par. Los restantes son imaginarios puros
y su suma es i 0 —i. Alguno de ellos debe tener el valor de esta suma,
mientras que la suma de todos los deméds debe ser 0 de modo que ahora
tenemos una cantidad impar de A imaginarios puros. Se sigue de esto
que m — 1 es un nimero impar y, por ende m es par. O

A.2. Analogos discretos

Una vez que hemos introducido la notacién compleja para demostrar
una de nuestras afirmaciones tomaremos un breve espacio pra mostrar
algunas analogias entre nuestra teoria y los aspectos basicos del anélisis
complejo y la teoria de curvas en el plano.

Si consideramos la reescritura de un n-camino mediante x1 : Ay : -+ - :
Am—1 como la indicacién de una condicién inicial y una sucesién de di-
recciones de movimiento, el hecho de que podamos reconstruir al camino
original a partir de su codificaciéon puede pensarse como un analogo dis-
creto del Teorema Fundamental de Curvas, el cudl indica que dados un
punto, un sistema de coordenadas fijo y funciones de curvatura y torsién
se especifica a una curva de manera tnica. En nuestro caso, dado que
restringimos nuestra atencién a un plano, la torsién deberia ser, natu-
ralmente, 0.

Con la finalidad de hacer crecer estas ideas hacia una nocién de de-
rivada discreta, en primer lugar acordaremos usar congruencias médulo
m para los indices de los m-caminos de longitud m, es decir, haremos
Tm =29y Tm +1 = z1. De esta manera podremos definir \; = x;41 —2;
para todo i de 1 a m. Como consecuencia del lema A.1.1 tendremos:

Lema A.2.1 Sea x1,...,2, un n-camino. Este es cerrado si y solo si
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T; 01123 |3+: 3+ 2 3+ 3¢
Ai 1 1 |1 1 ?
i |0 1|23 —1+30| 2437 | -3+ 3

—
[t

Cuadro A.1: La suma de los productos es —4i, no 0.

3+ 40 2+ 41 1447 | 143¢ | 14+2¢ 2t |4
-1 -1 —1 —1 -1 —1 | —t
—4—4i | -2—-47 | 4—1 3—1 —1-2¢ |2 1

Cuadro A.2: Continuacion...

Este resultado puede pensarse intuitivamente como que una curva
es cerrada si el total de su variacién es cero. Sin embargo, esta nocién
resulta insuficiente para hablar de algin analogo de una derivada de una
trayectoria discreta en el plano complejo, pues una de las caracteristicas
mas importantes de éste ultimo es que se cumple el Teorema de Cauchy
para curvas cerradas en campos diferenciables. Una versién débil de este
teorema es: si f : C — C es entera y v : [0,1] — C una curva cerrada

rectificable, entonces
74 f(z)dz =0.
¥

Con la finalidad de obtener una relacién parecida a esta en el caso
discreto, la forma mas inmediata es considerar a la suma

m

> flai)a; =0

i=1

donde f sea una funcién «entera» y z; nuestra propuesta de derivada
discreta.

Entre la clase de las funciones «enteras» en este sentido discreto espe-
ramos encontrar a la funcién identidad, asi que en primer lugar debemos
buscar una propuesta de z; que satisfaga

m

/
g zi-x; = 0.
i=1

Nuestra A; no cumple esta propiedad, por ejemplo, considérese la
curva dada por los elementos marcados en la tabla A.2 y que se muestra
en la figura A.2.

No es muy dificil llegar a la conclusién de que x;41 — x;—1 es una
propuesta que supera a la previa



100 APENDICE A. 4-CURVAS Y 8-CURVAS

Figura A.4: Ejemplo que evidencia que A; no es la mejor propuesta de
derivada.

Proposicion A.2.1 Seaxy,...,%, unan-curva cerrada. Denotemos ), =

Tiy1 — Ti—1- Entonces
m
!
g z;i-x; =0
i=1

Demostracion:

m m
/I
ri-xp =) X (Tig1 — Ti1)
i=1 i=1
m m
/
E xzxzzg Tj - Tip1 — Ti—1 " T4
i=1 i=1

entonces se trata de una suma de tipo telescopico:
m
= =0
Tj Ty =Tm * Tm41 — Lo - T1 =
i=1

O

En la seccién correspondiente a la nocién de funciones continuas se

vio que las unicas funciones continuas e inyectivas en el plano digital son

composiciones de traslaciones, rotaciones por multiplos enteros de 7/2 y
reflexiones.

En la teoria de variable compleja sabemos que estas funciones son
diferenciables exceptuando a las reflexiones. En nuestro caso es facil de-
mostrar que la relacién del teorema A.2.1 se preserva para otras funcio-
nes:

Teorema A.2.1 Sea x1,...,ZTym un n-camino cerrado. Si f es una cons-
tante o bien composicion de traslaciones rotaciones por multiplos enteros
de /2, entonces
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Demostracion:
Si f es una constante ¢

m m
Zf(l’l) l‘; =C- Z$i+1 —Xi—1 = 0.
i=1 =1

Por otro lado, si f es una traslacién existe un entero gaussiano r tal
que f(x) =z +r, de esta manera

m m

D oS w =) (@it 1)

=1 i=1

m

m
S ) wh =Y il

i=1 i=1

y cada uno de estos sumandos es 0.

En el caso en que f sea una rotacién hay un entero tal que f(z) =

kim

ez -
m m
k

Do flwi)-ai = (¢ a)x

=1 i=1
m m

kim

Zf(mi)~x2:6; 'Zx¢~x;:0
i=1 i=1

O

Las reflexiones son diferenciables en el sentido real; pero no en el

sentido complejo. Una medida de esta diferencia se obtiene mediante las
ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Una posible propuesta para la «derivada compleja discreta» puede
darse en términos de «derivadas direccionales». Denotemos:

fe+1) - fz-1)
2

W (L ()

Usaremos una expresiéon de las ecuaciones de Cauchy-Riemann para de-
finir las funciones diferenciables.

0f(z) =
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Definicion A.2.1 Una funcion f : Z[i] — Z[i] se llamard entera discreta
si es continua en Z[i] y se satisface en cada punto la relacion

O f(2) +idaf(2) = 0.

Es una cuestiéon muy sencilla el probar que entre las funciones inyec-
tivas de Z[i] en si mismo, estas relaciones se satisfacen cuando se trata
de rotaciones y traslaciones; pero no cuando se trata de reflexiones.

Proposicion A.2.2 Las reflexiones y rotaciones por multiplos enteros de
/2 son enteras discretas; pero no lo es la conjugacion.

Demostracion:

Todas las funciones indicadas con continuas, de modo que tinicamente
resta ver si se cumplen o no las «ecuaciones de Cauchy-Riemann».
Comenzaremos por la funcién identidad:

z+1—(z—1)+i(z+i—(z—1))
2
24(2i)

01f(z) +i02f(2) = 5 = 0

O f(2) +i02f(2) =

En el caso de la conjugacion f(z) =z

z241—2-1 z4+i—z—1i
+

81f(2)+282f(z) = 5 ; .
alf(z)+l82f(z) — 2+1_Z+1+27;(z_i_2_i)
O01f(2) +i02f(2) = 2—"%(_22) _9

Por otro lado, cando se trata de una rotacién por 7/2 tendremos que

oy tile+ 1) = [~y +ile = D]+~ (y + 1) +ix] —i[—(y — 1) + ix]

81f(z)+282f(z) = B

. —y+izt+ity—izr+i—ty—i—xrx+iwy—1i+2x
Oy f(2)+idaf(z) = —2 Y 5 Y Y = 0.
Cuando se trata de una rotacién de 7 f(z) = —z y las derivadas direc-

cionales son, simplemente, los opuestos de las derivadas direccionales de
la identidad, asi que las ecuaciones se satisfacen de inmediato.
Cuando se trata de una rotacién de —m/2

y—i(@+1) —[y—ifx—D]+illy+1) iz —[(y — 1) — ia]]

01f ()40 f(2) = 5
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y—tx—i—y+ix—i+iy+it+r—iy+i—2x
5 .

Cuando se trata de una traslacién f(z) = z + r para alguna r y

O01f(2) +i02f(2) =

z+14+r—(z=14+r)+i(z+i+r)—(—i+7)]
2

O f(z) +i02f(2) =

Ouf(2) +idaf(2) = ”TZ(QZ) —0.

O

Vale la pena notar que en este caso discreto también tiene sentido

hablar del #ndice de una curva cerrada C' con respecto a un punto que no

pertenece a dicha curva. Para definirlo emplearemos conceptos similares

a los usados en la demostracion del teorema de la curva de Jordan: dado
un pixel z € Z[i] que no pertenece a C, consideraremos a los conjuntos

H(z)={z+Fk| keN}

V(z)={z+i k| keN}

Consideraremos los cruces de C con H(z) y V(z) de la siguiente
manera:

1. Sienlacorrida {;11,...,Zr4k—1} de C con H(z) ocurre que z, =
Tpp1—1Y Tpik = Tpyk—1-+1, entonces se dird que el cruce horizontal
es positivo, mientras que si , = Ty41 + 1Y Tygk = Tppp—1 — ¢ S€
dird que el cruce horizontal es negativo.

2. Sienlacorrida {z,41,...,%r1x—1} de C con H(z) ocurre que x, =
Trp1+1y Xppr = xp4x—1 — 1, entonces se dird que el cruce vertical
es positivo, mientras que si x, = T,41 — 1y Tpyp = Trgi—1 + 1 se
dird que el cruce vertical es negativo.

Entonces definimos el indice horizontal I(C, z, H) como la suma de tan-
tos 1 como cruces horizontales positivos méas tantos —1 como cruces
horizontales negativos. Asimismo definimos el indice vertical I(C, z, V)
como la suma de tantos 1 como cruces verticales positivos més tantos
—1 como cruces verticales negativos.

Todas estas indicaciones presentan dos inconvenientes fundamenta-
les puesto que dos de las caracteristicas més importantes del andlisis
complejo estan ausentes.

1. La regla de la cadena.

2. La férmula integral de Cauchy.
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Para finalizar de redondear estas ideas podrian seguirse las siguientes
rutas:

1. Demostrar que los indices horizontal y vertical coinciden, asi como
encontrar una suma que involucre a los pixeles que conforman el
camino y al punto en cuestion y que dé como resultado el indice.

2. Demostrar que toda curva cerrada simple en el plano puede «deformarse»
a un rectangulo a través de una funcién «continuas.
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