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Introduccion

El inicio de la teoria de grafos (1736) fue a través de un articulo pu-
blicado por Leonhard Euler; el trabajo surgié de un problema conocido como
el Problema de los puentes de Konigsberg, el cual consistia en encontrar un

camino cruzando los 7 puentes exactamente una vez.

Esta teoria ha tenido interés considerable dentro de la comunidad cientifi-
ca, debido al enorme poder de sintesis que tiene el concepto de grafo cuando
un problema es modelado graficamente. Actualmente la teoria de grafos tiene
un desarrollo tedrico propio y otro que gira en torno de las aplicaciones, las

cuales pueden encontrarse en casi todas las dreas del conocimiento [3].

El concepto mas primitivo de un grafo se presenta como un par de con-
juntos (V, E') donde un conjunto representa los nodos del grafo (conjunto V)
y el otro representa las aristas del grafo (conjunto E) que se forma a partir de

subconjuntos de V' de cardinalidad no mayor a 2 [2, 14, 15].

El alcance de los modelos a través del concepto de grafo aumenta no-
tablemente cuando consideramos grafos métricos, estos son grafos con aristas
pesadas o en otros términos un grafo junto con una funcién de valores reales

definida sobre el conjunto de aristas.

El objetivo de este trabajo es introducir las propiedades y conceptos fun-
damentales de los grafos métricos y presentar como una aplicacion la solucion
de los problemas discretos de Dirichlet y Neumann, para esto es necesario de-
finir en el caso discreto algunos conceptos como: la derivacién de grafos, el
operador discreto de Laplace, y las funciones arménicas discretas de donde se

obtienen criterios de méximos y minimos analogos al caso continuo [7].

El contenido de la tesis es el siguiente. En el primer capitulo se establecen
los conceptos basicos de la teoria de grafos, asi como la manera algebraica de
representar un grafo que es a través de matrices, junto con la notaciéon necesaria

y algunos ejemplos, que son de utilidad para el desarrollo del trabajo.

En el segundo capitulo se introduce la teoria de representaciones de grafos

sobre una variedad, es decir, como las aristas del grafo se mapean en curvas

VI



sobre un espacio topoldgico. También aqui presentamos la planaridad de un
grafo mediante los mapas y automorfismos, y al finalizar el capitulo se define
el espacio vectorial, C°(G), de las funciones reales sobre los vértices del grafo

y el concepto de derivacion de grafos.

En el tercer capitulo se establece la teoria de grafos métricos, la matriz
de adyacencia y valencia métrica, el concepto de derivadas direccionales de
una funcién con valores reales definida sobre los vértices de un grafo, también
se define el operador discreto de Laplace A,, lo que nos permitira definir el

concepto de funciones armoénicas discretas.

Utilizando algunos conceptos de algebra lineal, se demuestran una serie
de propiedades, que nos permitiran enunciar el principio de maximo y minimo
para funciones reales que no son localmente constantes sobre un conjunto de

vértices.

En el cuarto capitulo, se presentan y resuelven los problemas discretos
de Dirichlet y Neumann. Se enuncia y se demuestra un resultado de gran
importancia para la resolucién de dichos problemas (Lema 4.1), ademés se
exponen algunos ejemplos que nos ayudaran a visualizar de mejor manera las
pruebas. Finalmente se presentan las conclusiones y propuestas para trabajo

futuro.
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—Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo iniciamos con los conceptos basicos de la teoria de grafos
que son necesarios para el desarrollo de la tesis. Para la notacion y conceptos

presentados a continuacién, nos basamos principalmente en [2, 12].

1.1. Grafos

Con los simbolos Z, N, Q, I y R denotamos los conjuntos de los niimeros
enteros, numeros enteros no negativos, niimeros racionales, niimeros irraciona-
les y ntimeros reales respectivamente. Con [A]* denotamos el conjunto de todos
los subconjuntos de A con k elementos, por ejemplo, si A = {a, b, c}, entonces
[A]7 = {0}, [A]" = {{a}, {b}, {c}}, [A]* = {{a, b}, {a. c},. {b,c}}, [A]P = {A} v
[A]¥ = () para todo k € Z ~ {1,2,3}.

Definicién 1.1. Un grafo simple G es un par (V, E) de conjuntos donde los
elementos de V' son llamados vértices o nodos del grafo y los elementos de E

son llamados aristas o lineas del grafo, tal que E C [V]?.

Es comun representar un grafo dibujando un punto para cada vértice y
unir dos de ellos por una linea si los dos vértices correspondientes forman una
arista. Las aristas no necesariamente tienen que ser lineas rectas, pueden ser

arcos o Segmentos curvos.
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Ejemplo 1.1. Sea G el grafo de la Figura 1.1, el par G = (V, E) viene dado
por los conjuntos V' ={1,2,3,4} vy F = {{1, 2}, {1, 3},{2,3}}.

Dado un grafo G, su conjunto de vértices se denota por V(G) y su con-
junto de aristas como E(G). Una arista {vy,vs} usualmente es escrita como

V10V2.

®

Figura 1.1: Grafo simple G = (V, E).

Definicién 1.2. Sea G un grafo; dos vértices vy, vy en V(G) son adyacentes
0 vecinos, si v1v9 es una arista de F(G) y dos aristas e # f son adyacentes si

tienen un vértice en comun.

El conjunto de vecinos de un vértice v en V(G) es denotado por N(v). Si
todas las parejas de vértices en V(G) son adyacentes, entonces G es completo.

Un grafo completo de n vértices se denota por K,,.

El orden de un grafo G es su nimero de vértices, denotado por |G|; y su
nimero de aristas es denotado por ||G||. Para el grafo vacio (0, () escribiremos

simplemente (). Un grafo de orden 0 6 1 es llamado trivial.

Definicién 1.3. Un Multigrafo es una terna G = (V) E, f), donde V es un
conjunto de vértices, F un conjunto de aristas y f : E — [V]*> U [V] una

funcioén.

Ejemplo 1.2. Considérese G un multigrafo como se muestra en la Figura 1.2,
V(G) = {v1,v2,v3,v4,05} ¥y E(G) = {e1, €2, €3, €4, €5, €6, €7, €8, €9, €10, €11, €12},
donde e; = wivy, €2 = ViV, €3 = VIV3, €4 = VU3, €5 = VU3, €5 = Ual3,

€7 = U1Vs, €8 = VU5, €9 = U5VUy4, €10 = V2U4, €11 = V3V4, €12 = V3V3.

Note que un multigrafo es un grafo que admite aristas multiples, es decir,
aristas que conectan los mismos vértices. Un vértice v es incidente con una

arista e si v € e implica que e es una arista en v. Por ejemplo, si e = vw € F
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decimos que los vértices v y w son incidentes con la arista e y los vértices v y

w son llamados sus extremos.

Figura 1.2: Multigrafo.

Definicién 1.4. Una arista que conecta un vértice consigo mismo es llamado

lazo.

Note que todo vértice v € V(G) es vecino de si mismo si y solo si existe
un lazo en v, a éste hecho lo denotamos por N[v], donde N[v] = N(v) U {v}.

En la Figura 1.2 tenemos un ejemplo de lazo en el vértice vs.

Definicién 1.5. Un grafo G = (V| E) tal que V es el conjunto de vértices y

E CV xV es el conjunto de aristas es llamado grafo dirigido.

Podemos decir que un grafo dirigido es aquel en el cual sus aristas tienen
un sentido definido, un ejemplo de un grafo dirigido se muestra en la Figura
1.3, donde V' = {v,v9, 03,04} vy E = {e€1,e2,€3,e4,€5} con e; = (v1,v3), ey =
(v1,v3), €3 = (V4,01), €4 = (V4,03), €5 = (v4,04), asi la arista e; tiene un sentido

dirigido desde v, hasta vy .

OO

Figura 1.3: Grafo dirigido G = (V, E).
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Definicién 1.6. Sea r > 2 un entero. Un grafo G = (V, F) es llamado r-partito
si V' admite una particion en r clases tal que cada arista tiene sus extremos en

diferentes clases, es decir, dos vértices en la misma clase no son adyacentes.

Figura 1.4: Grafo bipartito completo.

Un grafo G que es “2-partito”, por lo general se le llama bipartito. Un
grafo r-partito en el cual cada par de vértices en diferentes clases son adya-
centes se llama completo. En la Figura 1.4 tenemos un ejemplo de un bipartito

completo.

Definicién 1.7. Un grafo G es llamado plano si se puede dibujar en el plano de
tal manera que cualquier par de aristas a lo més se intersectan en los vértices.

Si GG no tiene tal representacion, entonces GG es llamado no plano.

En la Figura 1.5, se muestra un ejemplo de grafo plano y no plano.

(a) Gp1 grafo (b) G2 grafo no
plano. plano.

Figura 1.5: Grafo plano y no plano.
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Definicién 1.8. Un grafo G = (V| E) es un subgrafo del grafo G' = (V', E')
siysolosi VCV' 'y ECE,ysedenota por G <G

Ejemplo 1.3. Sean Gy, G3 y (3 grafos, como en la Figura 1.6. Afirmamos
que G < Gy, ya que V(G3) = {v1, v, 03,04} vy V'(Ge) = {v1, v, v3, 04,05} por
tanto V(G3) C V'(Gs), ademés F(G3) = {v1vg, vov3, 0304, 0401} vy E'(Gs) =
{109, V1V3, VoV3, V3V, VIV, V4V, VoV, V51 } pOT tanto E(Gs3) C E'(Gs) . Obser-

ve que también Gz < GG;.

(a) Gi=(V", E") (b) G2 = (V', E) (c) Gz = (V. E)

Figura 1.6: (G5 es subgrafo de G y también de Gs.

Definicién 1.9. Sea G = (V, E') un grafo, y v € V un vértice, decimos que el
nimero de aristas incidentes con v es el grado del vértice, denotado por d(v).

Un vértice de grado 0 se llama aislado.

Definicién 1.10. Considérese un grafo G = (V, E). Un camino P en G que

va de los vértice wg a wy es de la forma:
P = wow Uwiwg U -+ - Uw_owp_1 U W_1Wp.

donde wp,wy - -+ ,wp € V' y wowy, wiwa, -+, Wy_oWh—1, Wp_1W € F.

Los vértices wy v wy, estan ligados por P y son llamados sus extremos,
los vértices wy, -+ ,wr_1 son los vértices interiores de P. Si el camino inicia
y termina en el mismo vértice, es decir wy = wy decimos que es un camino
cerrado. El nimero de aristas de un camino es su longitud, y el camino de
logitud k es denotado por P,.. Notar que k puede ser cero, por tanto, Py = K.
En ocasiones, para denotar un camino P daremos tunicamente la secuencia de
sus vértices, es decir, P = vyvy, -+, v, v decimos que P es un camino desde

Vo a vy, o bien, para 0 < i < j < k escribiremos la notacién v; Pvj := v;, - - - v;.
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En el caso de un multigrafo un camino es denotado de la siguiente forma

P = vpejv1e9vy - - - U160y,

Definicién 1.11. Un camino simple es aquel que no tiene tres de sus aristas
diferentes compartiendo un mismo vértice, es decir, no repite vértices en su

trayecto.

Ejemplo 1.4. En la Figura 1.2, en el multigrafo G definimos un posible camino
P = viezvzeqviervs que va del vértice vy al vs de longitud 3. Notemos que P

no es un camino simple ya que el vértice v; pertenece a 3 aristas diferentes.

Definicién 1.12. Sea GG un grafo, un ciclo en G es un camino cerrado y simple.

Un ciclo Hamiltoniano de G es un ciclo en G que contiene todos los vértices

de G.

La longitud de un ciclo es el nimero de aristas (o vértices) y el ciclo de

longitud k es llamado k — ciclo, denotado por Cj.

Definicién 1.13. Un grafo G no vacio es conezxo si cualquier par de vértices

estan unidos por al menos un camino en G.

Un grafo que no es conexo se dice que es disconero, éste se forma por varias

particiones conexas, a dichas particiones se les denomina componentes conexas.

Ejemplo 1.5. En la Figura 1.7 claramente el grafo G; es conexo ya que para
cualquier par de vértices que tomemos existe un camino que los une y el grafo

(G5 es disconexo con dos componentes conexas.

®
o—0
[
(a) Gy (b) G2

Figura 1.7: El grafo G; es conexo, y G2 no lo es.
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Definicién 1.14. Un circuito es un camino cerrado que repite vértices pero no
repite aristas. Un circuito es llamado FEuleriano si no repite aristas y ademas

contiene a todas las del grafo.

Definicién 1.15. Un camino Fuleriano es un camino que contiene a todas sus

aristas sin repeticion.

En la Figura 1.8 vemos que en el grafo GG; se tiene al menos un camino
cerrado P = wsv409v30406v5, €l cual es un ejemplo de circuito. El grafo G
es un ejemplo de circuito Euleriano; ya que contiene camino cerrado P =
V1UU3V4 VU5 U3VgV4 V1 Y este tiene todas sus aristas sin repeticién alguna. El

grafo G3 es un ejemplo de camino Euleriano.

Us Uy
(%3
v Vg o
.\o o ./“ °
o o
/. i o6 . o0
v U3 @
! g Uy ° \\o o o
vz
¢ °
V3 (Y% ®
(a) Gy (b) G (c) G3

Figura 1.8: Ejemplo de circuito, circuito Euleriano y camino Euleriano.

Definicién 1.16. Un drbol es un grafo conexo y aciclico. La uniéon disjunta

de ellos se denomina bosque.

Un bosque puede ser visto como un grafo cuyas componentes son arboles,
en la Figura 1.7 podemos ver que el grafo G; es un arbol y G5 es un bosque.

En un arbol los vértices de grado 1 son sus hojas.

Definicién 1.17. Sea G = (V,E) y G' = (V', E’) dos grafos. Decimos que
una funcién biyectiva f : V' — V' es un isomorfismo de grafos si cumple

que para cualquier par de vértices vy,vy € V, tales que vivy € E entonces

f(v1)f(v2) € B
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Ejemplo 1.6. Sean los siguientes grafos G = (V, E), G' = (V/,E’) con V =
{a,b,¢,d}, V' = {d,V/,,d'}. La funcién f : V — V' definida por f(a) = ¢,
f)y =V, f(c)=d, f(d) = d es un isomorfismo de G en G'. En efecto,

ab € E = fa)f(h) =¥ € B, bd e E = f(b)f(d) =Vd € E', dc € E =
fd)f(c)=dd € F' caec E= f(c)f(a) =dd € F.

(a) G (b) &

Figura 1.9: El grafo G es isomorfo al grafo G’.

Si tal funcion existe decimos que Gy G’ son grafos isomorfos, este hecho
es denotado por G ~ G’. Si f es un isomorfismo del grafo G, en si mismo
(G = @) es decir, si f : G — G es un isomorfismo, entonces f se llama

automorfismo.

A continuacién, veremos como se representa un grafo G mediante matrices.

Definicién 1.18. Sea G un grafo simple, donde V(G) = {vy,v9,- - ,v,}. La

matriz de adyacencia A = (aij)nxn, estd definida por

1 si ViU € E(G)
;5 =
’ 0 si v ¢ B(G).

Ejemplo 1.7. La matriz de adyacencia del grafo G de la Figura 1.9 (b) es la

siguiente:

a v Jd d
adf0 1 0 1
¥l1 0 1 0

A —
10 1 0 1
d\1 0 1 0
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Definicién 1.19. Sea G un grafo simple, donde V(G) = {vy,va, - ,v,}. La

matriz de valencia B = (b;j)nxn, estd definida por

n

b Y ap sioi=j

k=1
0 si 1 #
donde (a;;) es la matriz de adyacencia.
Observacion 1.1. Podemos notar de la definiciéon que la matriz de valencia

es una matriz diagonal, la cual se obtiene sumando los elementos de cada fila

de la matriz de adyacencia.

Ejemplo 1.8. La matriz de valencia del grafo G2 de la Figura 1.9 (b) es la

siguiente:

a v Jd d

aflf2 0 0 0

s_ V[0 200
10 0 2 0
d\0 0 0 2

El siguiente teorema establece que es posible contar el niimero de caminos
entre cualquier par de vértices en un grafo a través de las potencias de su matriz

de adyacencia.

Teorema 1.1. Sea G un grafo simple finito, V(G) = {v1, -+ ,v,}. Si A es
la matriz de adyacencia de G, entonces A¥ = (Cjj)nxn, con k € {1,2,3,---},

donde C;; es el nuimero de caminos de longitud k que conectan a v; con v;.

Demostracion. La demostracion se hara por induccion sobre k. Para k = 1 se
tiene que A! = A, esto se cumple por la definicién de matriz de adyacencia
ya que se tienen caminos de longitud 1 del vértice v; al vértice v;. Ahora,
supongamos que la afirmacién se cumple para k — 1 y demostremos para k. En

efecto, note que A¥ = A* 1A y el coeficiente ¢;; de A se obtiene de la siguiente
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forma
n
g biayj,
=1

donde b;; es el coeficiente de la matriz Aty a;j es el coeficiente de la matriz
A. Por hipétesis, se tienen b;; caminos de longitud £ — 1 conectando a v; con
v;. Ahora, si a;; = 0, entonces no hay arista que conecte a v; con v;, por lo
que hay b;ja;; = 0 caminos de longitud & de v; a v;, donde la tdltima arista es
de v; a v;. Si @;; = 1, entonces hay una arista que conecta a v; con v;. Como
hay b;; caminos de longitud & — 1 de v; a v;, entonces hay b;a;; = by caminos
de longiud £ de v; a v; donde la ultima arista es vv;. Al sumar sobre [ se
cuentan todos los caminos de longitud % del vértice v; al vértice v;. Entonces
el elemento ¢;; en A* representa el nimero de caminos de longitud k del vértice

v; al vértice v;.

(a) bilalj = 0. (b) bilalj = bj.

Figura 1.10: (a) caminos de longitud k& de v; a vj,
(b) caminos de longitud k de v; a v.
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Representaciones de Grafos

A menudo es conveniente representar un grafo como un subconjunto de
una variedad o espacio topoldgico. En esta seccién presentamos graficamente
la manera usual de representacion de grafos en la topologia, también se define

el espacio vectorial C°(G) de las funciones reales sobre V(G).
Definicién 2.1. Sea G = (V, E) un grafo y (X, 7) un espacio topolégico. Una
representacion de G en (X, 7) consiste de

1. Un conjunto W C X.

2. Una funcion biyectiva h : V — W.

3. Para cada arista e = vw € E de una funcién continua
ae: [0,1] = X,

tal que @.(0) = h(v), ae(1) = h(w), ae : (0,1) — X inyectiva y
a.((0,1)) N W =0.

4. Si ey, e5 € E y e; # eq, entonces ., ((0,1)) N ., ((0,1)) = 0, esto es
las aristas del grafo se mapean en curvas sobre el espacio topoldgico que
s6lo se pueden intersectar en las imagenes de los vértices. Si tenemos
una arista repetida (multigrafo), entonces debemos considerarlas como

diferentes aristas para la asignacion de los caminos continuos.

11
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En la Figura 2.1 se muestra la representacién del grafo completo K33
sobre el espacio topolégico definido por un toro. La imagen de la arista que
atraviesa por el “agujero”del toro se ilustra por comodidad fuera del espacio

topologico.

(a) K33 (b) S;

Figura 2.1: K33 dibujado en S;.

El siguiente Teorema tiene como corolario que todo grafo finito puede ser

representado en R3.

Teorema 2.1. [7] Todo grafo con una cantidad numerable de vértices y una

cantidad numerable de aristas puede ser representado en R3.

Demostracion. Basta demostrar el teorema para un grafo donde cualesquiera
dos vértices estan unidos por una arista y cualesquiera de sus vértices tie-
ne una cantidad numerable de lazos. Todos los lazos del grafo pueden ser

representados mediante un conjunto numerable de circunferencias tangentes

1
4

H™ ={(z,y,2) e R:y =0,z <0} como se ve en la Figura 2.2.

de radios menores que 7 que estan contenidas en el semiplano inferior X Z,

Figura 2.2: Circunferencias tangentes de radio menores que i.
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Los vértices del grafo pueden ser representados en el eje X mediante los
puntos (1,0,0),(2,0,0),---,(n,0,0). Para cada vértice n del grafo se conside-

ran aristas en forma de semicirculos contenidos en el semiplano

Po={(a,y.2) : 2 = tang, <y Az > 0},

2n+1

que se conectan con todo vértice de la forma n + k, para k € N, ver la Figura
2.3.

I

T

n n—ll—l n—]i-2 n—li-S nJlrk;

Figura 2.3: Aristas en forma de semicirculos en el semiplano P,.

2.1. Mapas y automorfismos

Los mapas y automorfismos estan relacionados con la posibilidad de re-
presentar un grafo en R?, esto es equivalente a determinar si un grafo es plano.
La planaridad de un grafo es un tema importante dentro de la teoria de grafos

debido a sus multiples aplicaciones como el coloreo de mapas y circuitos.

Recordar que una superficie en el espacio R? con un sistema coordenado

ortogonal es un objeto geométrico de dos dimensiones.

Definicién 2.2. Una superficie orientada es una superficie con dos lados; uno
de ellos se llama lado exterior o positivo y el otro se llama lado interior o
negativo. En cada punto (z,y, z) € S hay dos vectores normales unitarios n; y
ng, donde nqy = —ny. Cada una de estas dos normales puede asociarse con un

lado de la superficie.
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Definicién 2.3. Sea ¥ una superficie orientada y I' una representaciéon de un

grafo conexo en . Un grafo I' C ¥ es un mapa en X si y solo si

1. T es localmente finito (Si K C ¥ es compacto entonces K corta a I" en

un nimero finito de aristas y contiene un nimero finito de vértices (ver
Figura 2.4(a))).

2. Toda componente conexa de Y\I' es simplemente conexa y su borde

consiste de un nimero finito de aristas del grafo I' (ver Figura 2.4(b)).

SA\T
(a) (b)

Figura 2.4: Representacién de un grafo conexo en una superficie orientada.

Definicién 2.4. Un automorfismo del mapa I' es la restriccién de un ho-
meomorfismo de . Esto es, si f : ¥ — ¥ es un homeomorfismo entonces

flr : I' = ¥ es un automorfismo del mapa I'.

Un automorfismo de mapa preserva la orientaciéon si el homeomorfismo
preserva la orientacion de Y. En caso contrario, decimos que revierte la orien-

tacion.

Definicién 2.5. Una subdivisién de un grafo G = (V, F) es un grafo obtenido
al reemplazar una arista vw € E por un nuevo vértice u € V y dos nuevas

aristas vu, uw.

Ejemplo 2.1. Sean G, G5, G5 grafos como se muestran en la Figura 2.5. Una
subdivisién del grafo Gy con V(Gy) = {v1,v2,v3} y E(G1) = {v109, vov3, v301 }

es el grafo Gy con V(Gg) = {v1,v9, 03,04}, E(Gy) = {010, vov4, 0403, v301 }, va
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que se reemplaza la arista vzvy € FE(Gy) por el vértice vy & E(Gy) y las dos
nuevas aristas vsvy, v4v9. Observemos que una subdivision del grafo G, es el

grafo Gis.

(a) G1=(V,E) (b) G2 = (V', E) (c) Gz = (V", E)

Figura 2.5: El grafo G5 es una subdivision de G y el grafo G3 es una
subdivisién de Gs.

El Teorema 2.1 establece que podemos representar todo grafo finito en
R3. Ahora, nos podemos preguntar si se pueden representar los grafos en el
plano R2. El teorema de Kuratowski nos da condiciones necesarias y suficientes
para poder representar grafos en el plano, equivalentemente como mapas en la
esfera. Su demostracion requiere mas herramientas de las presentadas aqui y

puede ser consultada en [2, pag 101].

Teorema 2.2. (Teorema de Kuratowski, [10]) Un grafo G se puede repre-
sentar en R? si y solo si no contiene ningin subgrafo que sea isomorfo a una

subdivision de K5 6 K3 3.

2.2. Matriz de adyacencia de un grafo dirigido

Como ya vimos en el capitulo anterior, otra manera de representar un gra-
fo de manera algebraica es mediante matrices. Para los grafos dirigidos ocurre

de la misma manera, se pueden representar mediante la matriz de adyacencia.

Definicién 2.6. Sea G un grafo dirigido finito y sea V(G) = {vy,va, -+ , v, }.

La matriz de adyacencia del grafo dirigido G se define como M = (a;;)nxn
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donde
1 si (’Ui,’Uj) S E(G)
a;; =
’ 0 si (v,v) ¢ E(G).
Ejemplo 2.2. La matriz de adyacencia del grafo dirigido G de la Figura 1.3

es la siguiente:

(%1 0 1 1 0

vul 0O 0 0 O
M =

vs] O 0 0 O

u\1 0 1 1

Otro concepto ampliamente estudiado en la teoria de grafos es el de

“coloracion de grafos”.

Definicién 2.7. Sea G = (V, F) un grafo simple y K un conjunto con | K| > 2.

Una coloracién por K de GG es una funcién f : V — K tal que
si vw € E, entonces f(v) # f(w).

Dicho de otra manera, una coloracién por K de GG consiste en asignar a
cada vértice de G un elemento de K, es decir, si cada elemento de K representa
un color, de tal manera que los vértices vecinos reciban colores distintos.

(%1 V2

V3 V4
Figura 2.6: GG grafo 2-coloreable.
Ejemplo 2.3. Sea Gy = (V', E’') un grafo simple, donde V' = {vy, vo, v3,v4}

y E' = {vivg, vovy, v4v3, 0301 }. Sea K = {0, 1}, definimos la funcién f tal que

f(vl) = 07 f(v2> = 17 f(Ug) = 17 f('U4) = 07 de esta manera f(vl) 7é f(UQ)a
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f(va) # f(va), f(va) # f(vs), f(vg) # f(v1). Ast el grafo Gy es 2-coloreable
(ver Figura 2.6).

Una manera diferente de ver un grafo bipartito es si éste admite una
coloracién con dos colores, es decir, si sus vértices pueden colorearse con dos
colores de tal forma que no exista ninguna arista que conecte dos vértices del

mismo color.

En la Figura 2.7 se muestran dos grafos bipartitos que ademés son iso-

morfos.
® U4 ()
(1 ./ (N <
/—\ ()
V2 @ ® Us U3 < \/.
U3 @ Us <
\o Vg @ s
(a) Gy (b) G

Figura 2.7: Grafos bipartitos.

2.3. Funciones

En el capitulo 3 sera necesario definir algunas funciones sobre los vértices
de un grafo asi como operadores lineales sobre espacios vectoriales por lo que

recordaremos algunos conceptos relacionados del algebra lineal.
Definicién 2.8. Sea V un espacio vectorial sobre R, una norma en V es una
funcién || - || : V. — R*T U {0} tal que:

1. ||v]| > 0 para todo v € V.

2. |jv]| =0 siy sdlo siv=0.

3. || Av|| = |Al]jv|| para todo v € Vy A € R.

4. v+ wl| < ||v|| + ||w|| para todo v,w € V.
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Definicién 2.9. Un espacio vectorial V sobre un campo K es un espacio

normado si tiene definida una norma.

Definicién 2.10. Un espacio normado es completo si toda sucesién de Cauchy

[S] COIlVGI‘gGIlte CcOn su norimma.

Definicién 2.11. Sea V un espacio vectorial real. Supongamos que a cada
par de vectores u,v € V se le asigna un numero real, denotado por (u,v). Esta

funcion se llama un producto interior en V si cumple las siguientes condiciones:

L. (Aup + aug, v) = Aug, v) + a(ug, v). (Propiedad lineal)
2. (u,v) = (v,u). (Propiedad simétrica)
3. (u,u) = 0;y (u,uy =0 siy sélosi u=0. (Propiedad definida positiva)

Definicién 2.12. Un espacio vectorial V sobre un campo K es un espacio de
Hilbert si tiene definido un producto interior y es completo con respecto a

||| := (2, 2)/? por su producto interior.

Dado G = (V, E) un grafo, y sea C°(G) el espacio vectorial real de todas
las funciones f : V(G) — R. Resulta que C°(G) es espacio normado con
I fll == Zf(v)Q. Considérese L?(G) = {u € C°(Q) : |lpl| < oo}.

veV

Proposicién 2.1. Sea G un grafo, si V(@) es finito entonces C°(G) = L*(G).

Demostracion. Supongamos que V(G) = {vy,v9, -+ ,v,}, si p € C°(G), en-

tonces ||u| = ZN(W) < 00, por lo tanto p € L*(G) y asi C°(G) C L*(G).
i=1
Ahora, la contencién L?(G) C C°(G) se sigue de la definicién de L?(G), por lo

tanto C°(G) = L*(G). O

Proposicién 2.2. Si pu, v € L*(G), entonces el siguiente define un producto

interior

(,v) = p(v)v(v).

veV

Demostracion. Sean p,v € C°(G) y A\,a € R. Veamos que cumple con las

propiedades de producto interior.
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1. Propiedad lineal:

(Atn + apig, v) = Z()‘Ml + apz)(v)v(v)

veV

= (X M)+ Y am())v()

veV veV

- ()\Zm(v) + QZMQ(U)>V(U)

veV veV

=AY @)+ oS pp)

veV veV

= AN, v) + aus, v).

2. Propiedad simétrica:

() = pw)v(v)

veV

=> v(w)pv)

veV

= (v, ).

3. Propiedad definida positiva:
Supongamos que p # 0 esto es, existe vp € V' tal que u(vg) # 0, entonces

1(vp)? > 0, por lo tanto

(o ) =D p(w)p(v)

veV

= 3 (u(w))* > 0.

veV

Ademas, (u, n) = 0siy solo si Z p(v)pu(v) = 0siy solo si Z(,u(v))Q =0

veV veV
siy solo si (u(v))? = 0 para todo v € V si y solo si u(v) = 0 para todo

v eV siysolosip=0.
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Proposicién 2.3. Sea G = (V, E) un grafo finito, V = {vy,vq,--- ,v,}. En-
tonces (L?(G), (,)) y (R™, {(,),) son isomorfos. ({, ), es el producto punto usual
en R™)

Demostracion. Sea ¢ : C°(G) — R™ tal que p(p) = (u(vy), pw(va), -+, pu(vy)).
Veamos que ¢ es un isomorfismo de espacio vectoriales, es decir, ¢ es inyectiva,

sobreyectiva y lineal.

1. Sea u,v € C°(G) tal que

o) = o) = (p(v1), p(va), - - pon)) = (V(01), v(v2), -+, v(vn))
= p(v1) = v(vi), p(vz) = v(va), -+, plvn) = v(vn)
= p(v;) =v(v;) coni=1,---,n

= U=V

por lo tanto, ¢ es inyectiva.

2. Sea w € R", entonces w = (wy,ws, -+ ,wy,), definimos p : V- — R™ tal
que p(v;) = w; con i = 1,--- n, es claro que p(u) = w. Por lo tanto ¢

es sobreyectiva.

3. Sean u,v € C°(G), entonces

elp+v)=(n+v)(v), (p+v)(va), -, (L+v)(vy)
= p(v1) + v(vr), w(ve) +v(v2), -+, plvg) + v(vn)
= (ulvr), p(va2), -+ plvn)) + (v(v1), v(v2), -+, v(vn))
= (p) + (V)

por otro lado, sea ¢ € R

(cp)(vr), (ep)(va), -+, (ep) (vn))
cp(vr), cpu(va), -+, cplvn))

= c(p(vr), p(va), -+ s p(vn))

e(n)

p(cp)

=
=

I
o
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por lo tanto ¢ es lineal.
Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. O]

Corolario 2.1. Si G es un grafo finito, entonces (L*(G), (,)) es un espacio de
Hilbert.

2.4. Derivacion de grafos

Para nuestro estudio es necesario definir conceptos analogos a los del
calculo para el caso discreto como la derivada, el operador de Laplace, el Ja-

cobiano, entre otros.

Definicién 2.13. Una derivacion en un grafo G = (V, E) es un operador lineal
D : C°(G) — C°(G). Denotamos por Zx(G) el élgebra real de derivaciones
sobre G.

Ejemplo 2.4. Sean G un grafo y sea el operador D : C°(G) — C°(G) tal que
D(u) = v donde v(vg) =0y v(v) = u(v) para todo v # vy.
Verifiquemos que definida de esa manera D : C°(G) — C°(G) es una transfor-

macion lineal .

1. Sean p, pe € C°(G) tales que

D(uy) = v1 donde vi(vg) =0, v1(v) = p1(v) para todo v # vy

D(uz) = vo donde v5(vg) =0, 12(v) = pe(v) para todo v # vy
claramente,

vty siov £ v,
D(p1) + D(p2) :{

0 si v =y,

= p1 + po.
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Asi, D(py + pe) = v = pg + pg donde v(vg) = 0, v(v) = 1 (v) + p2(v)

para todo v # vy,

entonces D(p1 + p2) = D(p1) + D(p2).

2. Sean p € C°(G), A € R tal que
D(p) = v donde vy (vg) =0, v4(v) = p(v) para todo v # vy.

Asi, D(Ap) = v donde v(vg) = 0, v(v) = Au(v) para todo v # vy,
luego

AM(U) st w 7£ Vo,

0 si v =y,
entonces

ADu(v) si v # vy,

0 si v =y,

D(Au) = {

por lo tanto D(Ap) = AD(p).

De 1. y 2. se concluye que D es una transformacion lineal.

2.5. Campo de vectores

Para establecer la derivada de una funcién definida sobre los vértices de

un grafo se presentan las siguientes definiciones.

Definicién 2.14. Un campo de vectores de un grafo G' conexo es una funcién
X :V(G) — V(G) tal que X (v) € N[v].

Ejemplo 2.5. Considérese G' un grafo. Sean V(G) = {a,b,c,d,e} y E(G) =
{ab, ad, bd, be, de, aa}.

1. Los conjuntos de vecinos de cada v € V(G) son los siguientes:
Nla] = {b,d,a}, N[b] = {a,d,e,b}, N[c] = {e,c}, N[d] = {a,b,e,d} y
Nle] = {b,d, e} (ver Figura 2.8(a)).
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2. Un campo de vectores es el siguiente:
X(a) =a, X(b) =€, X(c) =e, X(d) =ay X(e) =d (ver Figura 2.8(b)).

b @ c
de—
(a) Grafo G. (b) Campo de vectores
en G.

Figura 2.8: Campo de vectores.

Definicién 2.15. Un vértice v € V(G) se llama critico si X (v) = v.
Por ejemplo, en la Figura 2.8, v = a es un vértice critico de G con el
campo X.

Definicién 2.16. Dado G un grafo, y sea X un campo de vectores de G, una

solucion del campo X es una coleccién de vértices
V1,Vg,++ € V(G),

tal que
vip1 = X(v;), paratodoi=1,2,3,---

Denotamos por O (vy) = {vy, X (v1), X%(v1), -+ } la drbita de vy € V(G).

Ejemplo 2.6. Tomando el campo de vectores GG del ejemplo 2.5 tenemos las

siguientes orbitas:
1. Ot (a) = {a}.

2. OF(b) ={b,e,d,a}.

3. Ot (c) ={c,e,d,a}.
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4. O*(d) = {d, a}.

5. Ot (e) ={e,d,a}.
En la Figura 2.9 mostramos la érbita de c.
0/ a
®c
2/

Figura 2.9: Orbita de ¢ bajo X del grafo G.

d®

Las siguientes propiedades para las orbitas, son conocidas.
Propiedades:
Sea G un grafo y X un campo de vectores de G. Entonces:
1. Para todo v € V(G) existe una érbita con vy = v.
2. La orbita estd determinada de manera tnica por v.

3. Es posible tener orbitas diferentes para el mismo campo que comparten

al menos un vértice.

4. A partir de un vértice en comun tales érbitas deben coincidir.

Demostracién. 1. Sea v € V(G), entonces OF(v) = {v, X(v), X?(v),---} es

una orbita con v; = v.

2. Como X : V(G) — V(G) es una funcién, es claro que O (v) estd determi-

nado de manera Unica por v.

3. Sea G un grafo tal que V(G) = {0,1} y E(G) = {01,1} y sea X : V(G) —
V(G) tal que X(0) =1y X(1) =1, entonces OT(0) = {0,1} y O (1) = {1}

comparten el vértice 1 (véase la Figura 2.10).
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° Q
1

0

Figura 2.10: Orbitas diferentes que comparten el vértice 1.

4. Siw € OF(u) N OT(v), entonces w = X'(u) y w = X’(v) para algin
i € NU{0}. Luego, X**(u) = X77(v) para todo s € NU {0}.






—Capitulo 3

Grafos Métricos

En este capitulo definiremos el concepto de grafo métrico, conocido en
otros contextos como grafo pesado, es decir, un grafo con una funcién de peso
sobre las aristas, el concepto de derivadas direccionales de funciones definidas
sobre los vértices de un grafo y finalmente se muestra el operador discreto de

Laplace Ag, que estéa asociado al concepto de las funciones arménicas discretas.

Definicién 3.1. Una métrica discreta en un grafo GG es una funcion
d: E(G) — (0,+00).
En tal caso decimos que (G, d) es un grafo métrico.

En la Figura 3.1 se ilustra un grafo métrico G = (V, E) donde V =
{v1,v9,v3,v4} y E = {e1,ea} con e; = v1vy, €2 = v9v3. Definiendo la funcién
d: E(G) — (0,400) tal que d(e1)=0.3 y d(e2)=0.5.

Figura 3.1: Grafo métrico G.

Definicién 3.2. Sea G un grafo conexo y v,w € V(G). Si P es un camino tal

que vPw, definimos la longitud de P como

n—1
long(P) = Zd(wiwi+1)a
i=1

27



P4g. 28

donde P = wyws -+ - wy_1w, ¥ v = wy, W, = w.

Definicién 3.3. Dado G un grafo conexo y sean v,w € V(G) definimos la

distancia del vértice v al vértice w como
dist(v,w) = min{long(P) : vPw}.

Ejemplo 3.1. Considérese G un grafo conexo. Sean V(G) = {v, wy, wa, w3, wy,
w57w67w} y E<G) == {617627637647657667677687697610}7 donde €1 = VW3, €2 =
WalWs, €3 = W3W, €4 = WWg, €5 = WeWs, € — WsW2, €7 = W1V, €8 = VWs,

eg = vwy, €190 = wiwy (ver Figura 3.2).

Definimos la funcién d : E(G) — (0,+00) tal que d(e;) = 1, d(e2) = 2,
d(e?)) = 37 d<€4) = 47 d(€5> = 57 d(e6) = 67 d(€7) - 77 d(68) = 87 d<€9) - 97
d(elo) = 10.

Ahora, los caminos que unen a v y w son los siguientes:

1. P, := vwsw, entonces long(P;) = d(eg) + d(e3) =8+ 3 = 11.

2. Py := vwowswgw, entonces long(Pe) = d(e1) + d(eg) + d(es) + d(es) =
1+6+5+4=16.

3. P53 := vwywsw, entonces long(Ps) = d(e1) +d(es) +d(e3) = 1+2+3 = 6.

Por tanto, la distancia dist(v, w) = min{long(P) : vPw} = long(Ps) = 6.

Figura 3.2: Grafo conexo G.
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Observacién 3.1. La funcién dist: V x V. — R tal que dist(vy,v2) = 1,
dist(vy,v3) = 1, dist(vg,v3) = 3 no es una métrica, ya que no cumple con
la desigualdad triangular. En efecto, considérese el grafo G'. Sean V'(G') =

{v1,v2,v3} y E'(G") = {v1v9, v103, v2v3}. Entonces,
diSt(Ug,Ug) SdiSt(Ul, U2)+diSt(U1, U3> =3<14+1=3<2,

lo cual no es posible, por lo tanto no cumple la desigualdad triangular.

Definicién 3.4. Dos grafos métricos (G,d;), (H,ds) son isomorfos si existe
un isomorfismo de grafos h : V(G) — V(H) tal que d;(vw) = dy(h(v)h(w))
para toda arista vw € FE(G). En tal caso h es llamado isomorfismo de grafos

métricos.

Ejemplo 3.2. Sea f el isomorfismo de grafos del ejemplo 1.6 en el capitulo 1
definido como

f:V(@G) — V(G
tal que f(a) =¢, f(b) =V, f(c)=d, f(d) =d. Sean E(G) = {ab, bd, dc, ca}
con la métrica dy(ab) = 1, dy(bd) = 2, di(dc) = 3, di(ca) = 4y E(G') =
{0V, dd,da'} con la métrica dy(a'b) = 2, do(b'd) = 1, do(dd) = 4,

dy(d'a’) = 3. Es facil verificar que f es un isomorfismo de grafos métricos.

Definicién 3.5. Un automorfismo de grafo métrico del grafo métrico (G, d)

es un isomorfismo métrico de (G, d) consigo mismo.

Ejemplo 3.3. Sea (G, d) un grafo métrico con V(G) = {a,b,c,d, e} y E(G) =
{ab, be, cd, da}. Afirmamos que

h:V(G) — V(G)

tal que h(a) = b, h(b) = ¢, h(c) = d, h(d) = a es un isomorfismo. Definimos
la métrica como d(ab) = 10, d(bc) = 11, d(cd) = 12, d(da) = 13 y d(bc) = 10,
d(ed) =11, d(da) = 12, d(ab) = 13. Es facil verificar que h es un automorfismo

de grafo métrico.



P4g. 30

(a) (b)

Figura 3.3: Automorfismo de grafo métrico.

Definicién 3.6. Considérese (G, d) un grafo métrico finito, y supongamos
V(G) = {v1,v9, -+ ,u,}.

Sea A = [af}]nm donde

v

S —d(vilvj)k si v € E(Q),
0 si VU5 ¢ E(G)

Ay, es llamada matriz de adyacencia métrica de grado k del grafo métrico (G, d).

Ejemplo 3.4. La matriz de adyacencia métrica de grado 2 del grafo métrico

G de la Figura 3.1 es la siguiente:

U1 (%) (%] V4
1

(2 0 0.3 0 0

1 1

Ay = V2| 032 0 osz O
1

| 0 G 00

Uy 0 0 0 0

Definicién 3.7. Considérese (G, d) un grafo métrico finito, y supongamos

V(G) = {v1,v9,- -+ ,u,}.
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Sea By = [bfj]nxn donde

=4 &

ij T k . S
ay sl 1=].

=1

By es llamada matriz de valencia métrica de grado k del grafo métrico (G, d).

Ejemplo 3.5. La matriz de valencia métrica de grado 2 del grafo métrico G

de la Figura 3.1 es la siguiente:

U1 V2 U3 V4
1
U1 032 0 0 0
1 1
By = U2 0 032 T 052 0 0
vg[ 0 0 w57 O
Uy 0 0 0 0

3.1. Derivadas direccionales de funciones

Una vez que tenemos establecido la nocién de grafo métrico podemos dar
el concepto de derivada direccional de una funcién con valores reales definida

sobre los vértices de un grafo.

Definicién 3.8. Sea (G, d) un grafo métrico, conexo. Sean u € C°(G), v €
V(G) y w € N[v]. La derivada direccional de orden k de p en v en la direccién

w, se define como

()= p(w) :
Dhuf) = (<1 Fow S VT
0 sl v =w.
Ejemplo 3.6. Sea (G, d) un grafo métrico conexo, donde V(G) = {vy, va,v3}
y E(G) = {v1vy, 0203} tal que d(v1vq) = 1, d(vav3) = 2. Sean vy, v, v3 € V(G)

tal que pu(v1) = &, ju(va) = &, p(vg) = 1.

Ahora, las derivadas direccionales de orden 1 y 2 de p en vy y v3 en las direc-

ciones de v3 y v9 respectivamente, son las siguientes:
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(—D(u(2)—p(s)) _ 1
d(’Ung,) 24"

(%

—1)2(u(vo)—
2. D2, u(vy) = SRl — &

(=D (p(vs)—p(v2)) _ 1
3' D,L];2/,L(/U3) Z(szQ)lu . - ﬂ'

(C12(u(en)—pu(2)) _ _ 1
d?(v3v2) 48"

Proposicién 3.1. Sea (G,d) un grafo métrico conexo. Sean u € C°(G), v €
V(G) y w € N[v]. Entonces

DZ—H ("U) _ (_1;(13712’;(0)’

para todo entero k > 1.

Demostracion. La prueba se hard por induccion matematica sobre k. Verifi-

quemos que se cumple para k=1

(=1 Dwp(v)

Dun(v) = d(vw)

w

desarrollando la parte izquierda de la igualdad, por definicién se obtiene la

siguiente cadena de igualdades.

p)—pw) o v #w _ u(s;)(;ggv) siv=w,
0 si vFw

Dp(v) = <—1>2{ v

por otra lado, desarrollando la parte derecha de la igualdad tenemos

D (PR p)—uw) G Ly
(_ ) w:u(’U) _ (_1) T dw) s1 v 75 wo_ a2 (vw) )

asi se cumple para k£ = 1. Ahora supongamos que se cumple para k y demos-

tremos para k + 1
(1) Dy pa(v)

Dyt u(v) = Ton)
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por hipédtesis inductiva se tiene que

(=1)(=1) D¥ p(v) —1)* p(v)—p(w .
(—)DkHu() _ TR Dip(e) [ CMEme) gy,
d(vw) dvw)  dww) | 0 S§ v=w,

por otra parte, por definicion

pv)—p(w)

DF2u(0) = (—1)k+2 ] ) st vFw
Y 0 si v=w
[ e gy,

0 si v=uw,

—D*u(v)—p(w .
( 121klig(2}wl;( ) S1 v 7é U),
0 si v=w.

Por lo tanto se demuestra lo deseado. O]

3.2. Operador discreto de Laplace

Del mismo modo que las funciones de R" a R™, tenemos que un campo
de vectores X : V(G) — V/(G) sobre un grafo métrico (G,d) induce una
derivacion

Dy : C°(G) — C°(G),

la cual esta definida por

Dx (p)(v) = Ox@)u(v),

donde Oy u(v) = Dyu(v) con w = X (v).
Ejemplo 3.7. Sea (G, d) un grafo métrico, con V(G) = {vy, v, v3} y E(G) =

{e1,e2} donde e; = vyvg, €9 = vous tal que d(ey) = 1, d(eq) = 2. Sean vy, vg, v3 €
V(G) tal que p(v)) = £, pu(vs) = 3, u(vs) = 7 y el campo de vectores X (vy) =
V2, X(’Ug) = Vs, X(’Ug) = V3.
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1. Dx(p)(v1) = dpopi(v1) = Dy pu(v1) = 75
2. Dx(p1)(v2) = Oy pt(va) = Dygpr(va) = —35.
3. Dx(p)(vs) = Ouypu(vs) = 0.

Observacién 3.2. Para cada p € C°(G) se tiene que Dx(p) € C°(G), en-
tonces si Y @ V(G) — V(G) es un campo de vectores, podemos definir

Dyx = Dy o Dy, y asi tenemos también que

DX (1) (v) = 8y 1a(v),

donde 9F u(v) = D¥ pu(v) con w = X (v).

Ahora estamos en condiciones de definir el operador discreto de Laplace

como sigue.

Definicién 3.9. Sea (G, d) un grafo métrico. El operador discreto de Laplace,

se define como

Ny C°(G) — C°(G),

dado por

Dop(v Z M d2 (vw) Z

weN (v) weN (v)

Recordemos que el espectro de un operador lineal es su conjunto de va-

lores propios, entonces tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2. Sea (G, d) un grafo métrico finito, conexo y sea n la cardi-
nalidad de V(G). Entonces el espectro de A\, esté contenido en los reales no

negativos y posee un elemento nulo, es decir, es posible ordenarlo como sigue:

O=A <A <o <A
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Demostracion. Sea p € C°(G), entonces

(1, Do) = p(v) g (v

B p(v) — p(w)

_UEZ:V’u (wg\f:v) 2( )
1 ) ( )

_UZE;UJ; cl2 (vw)

1% (v1) — pu(vr) p(w) 1% (v2) = pu(ve) p(w)
= > 7 w) + D

2
weN (v1) wEN (v2) d (?JQU))
d2 vgw) d2 ) ’
weN (v3) wEN (vy)

notar que cada arista vw aparece dos veces en la suma anterior, ya que v es
vecino de w, con lo cual w es vecino de v, de donde se obtiene que la ltima

igualdad coincide con la sumatoria

entonces

2
(1, Do) = ) (M(Uc)l(;ulf)m)) > 0.
vweG

Por otra parte, si p1 es un vector propio se obtiene que (u, Nop) = (u, Ap) =
A{p, ) > 0 entonces A > 0. Ahora, por lo anterior tenemos que si Ay, Ag, -+, Ay
es el espectro de /Ay entonces Ay, Ag, - - - , A, son reales no negativos y podemos
suponer que 0 < A < Ay < --- < A\,. Si tomamos a g como constante

obtenemos que Agp =0 = 0p, asi A\ = 0. O

3.3. Funciones armonicas discretas

En general una funcién armoénica extiende la idea de la segunda derivada.
En esta seccién presentamos el concepto de funcién armoénica discreta para

obtener criterios de méximos y minimos analogos al caso continuo.



3.3. Funciones arménicas discretas Pag. 36

Definicién 3.10. Sea (G, d) un grafo métrico finito, u € C°(G) es armdénica
en el vértice v € V(G) si y sélo si Agu(v) = 0. Se dice que p es armdénica

discreta si p es armonica en todo vértice v € V(G).

Ejemplo 3.8. Sea (G, d) un grafo métrico con V(G) = {vy, va,v3,v4} y E(G) =
{v1v9, vou3} tal que d(vive) = 1y d(vovs) = 1. Ahora, sean vy, vq, v3,v4 € V(G)
tal que p(vy) = 1, p(ve) = 2, p(vs) = 3, p(vy) = 4. Verifiquemos que p es

armoénica solamente en el vértice vy.

v1) — u(v
1. Dop(vy) = Z Nd2vlw )_M(1) N(z):_l#o’

2
weN (v1) d (U1U2)

entonces 1 no es armonica en el vértice v;.

2. Nop(vg)

Z p(v d2 o) (w) _ N(U2) — p(v1) | p(vz) — p(vs) =0,

d? (Ugvl) + d? (’021)3)

wEN (v2)

entonces p es armoénica en el vértice vs.

(v (w) _ plvs) — p(v2)
3 Baplvs Z d2 (vsw) — d®(vsva) 170,

wEN (v3)

entonces 1 no es armonica en el vértice vs.

En otras palabras, el espacio de las funciones arménicas discretas es el

nucleo de A,.

Definicién 3.11. Sea p : V(G) — C es llamada armdnica en el vértice

v € V(G) si su parte real Re(u) y su parte imaginaria I'm(u) son armonicas.

La siguiente proposicién incluye un listado de propiedades interesantes

que facilitan el calculo del operador de Laplace.

Proposicién 3.3. Sea (G, d) un grafo métrico finito, conexo con al menos dos
vértices. Supongamos que V(G) = {vy,vq, - ,un}, E(G) = {e1,ea,- ,en}
y sean As, By matrices de adyacencia y valencia métrica de G de grado 2,
respectivamente. Defina w;; = d(v;v;)~% para vv; € V(G) y w;; = 0 en otro

caso. Se cumplen las siguientes propiedades:
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1. El operador discreto de Laplace produce un endomorfismo lineal del es-

pacio vectorial real C°(G).

2. La funcién

@ :CUG) — R™: p— o(p) = (u(v1),- -+ p(vm))

es un isomorfismo entre espacios vectoriales reales. La base {1, -+, fim }
de C°(G) definida por ¢(p;) = (0,---,0,_1 ,0,---,0) es llamada la

J
base canénica de C°(G).

3. El operador de Laplace EQ queda descrito como el operador lineal:
Ay i R™ — R™

definido por
52(9317 S Tm) = <Zw1j(a:1 — ), ,Zwmj(xm - %’))
j=1 j=1

g
Do(x1,-+ Tm) = (Ba—A2) | ¢+ |,

Tm

es decir,la matriz de A, en la base canénica de C°(G) es Jy = By — As.

4. Verificar que

x1

Im

5. El operador discreto de Laplace es simétrico y positivo definido, y en

consecuencia

<A2:uv V) = <M7 A2y>’
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donde

=3 (e lo)

veV

Demostracion. 1. Veamos que Ay : C°(G) — C°(G) es una transformacién
lineal. Para esto, basta ver que para cada pu,v € C°(G), y s,t € R se cumple
que

No(sp+tr) =s Do+t Na .
En efecto, tenemos que Ao (sp + tv)(v) = Z 92 (sp + tv)(v),

weN (v)
tomando w € N(v) se tiene la siguiente cadena de igualdades:

(st + 1) (0) — (sp1+ tv) (w)

Oy (s +tv)(v) =

d(vw)?
 (spv) + () — (splw) + tw(w))
d(vw)?
_ sp(v) + tr(v) — sp(w) — tv(w)
d(vw)?
splv) = su(w) + tw(v) — t(w)
(v) (dng)Z (v) — tv(w)
sp(v) — sp(w tv(v) — tr(w
d(vw)? * d(vw)?

= 502 u(v) + to2v(v)
por lo que, 92 (su + tv)(v) = 502 pu(v) + td2v(v). Entonces

S R(spttv)v)= > sohu(v) +td2v(v)

wEN (v) wEN (v)
oY Y
weN (v) weN (v)

por lo tanto, Ag(sp+tv) =s Do+t Dy v.

2. Sea p; : V(G) — R definido como

1 si v=uv,
Vi) = 3.1
() { 0 si v#u;. (3:1)
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Es facil verificar que {1, ..., ftm } €s una base de C°(G), asi C°(G) es de dimen-
sién finita m. Por lo tanto, C°(G) y R™ son espacios vectoriales de dimensién
finita m, es decir dim(C°(G)) = dim(R™), entonces C°(G) es isomorfo a R™.

3. Para esto, basta verificar que el siguiente diagrama es conmutativo

JAD)

Co(G) — C°(@)

L

R™ RrR™

donde ¢ : C°(G) — R™ tal que
O(p) = ((vr), p(va), -+ plvm))
y {v1,v2,- -+ , vy} es una base de R™. Esto es, debemos probar que
oo Nyoo =N,
Sean p € C°(G) y v € V(G), entonces

(0 o Dsod)(n) = o&xu(vl),u(w),m )

=1 d(Ull)j)2 =
_ v () =) (1(vm) = p(vy))
= . E%%m) d(v1v;)? A 2 d(vmv; )2 Hm,
=v(p)

donde v = ¢~ 1o A\Q o ¢, que claramente es una funcién de C°(G) en C°(G),

entonces
o) = Y I ) = 3 ),
v;€N(v1) 1 0;€N (v UmU;

(3.2)
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Ahora, resta verificar que v(u) = Aq(u), es decir que para toda v € V(G) se
cumple que v(u)(v) = Ag(p)(v). De 3.1 y 3.2 tenemos que

Z m}j J))

v;EN(v)

y sabemos que

Bati) = Y, HE—E)

wEN (v)
por lo tanto v(u)(v) = Ao(i)(v). Entonces el diagrama es conmutativo y asi

queda demostrado lo deseado.

Para la segunda parte, basta encontrar la matriz asociada a la base

canénica. Sea Jy = By — Ay, donde Ay = [a ZJ]me y By = [b%]mxm matri-

zj]
ces de adyacencia y valencia métrica de grado 2, respectivamente. Se define
w;; = d(vv;)~? para vv; € E(G) y w;; = 0 en otro caso. Por otra parte

Jo = By — As se desarrolla de la siguiente manera:

2 2 2 2
(bn - an) —a1o - —aim

2 2 2 2
—03 (byy —agy) —-- —Aay,

— Ay =
2 2 2 2
—0ma — A2 (bmm - amm)
m
2 2 2 2
( E ay, — an) —ayg - A1
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m
E 2 2 2
CLl,,, _a/12 T e e . —Cllm
r#1
m
2 § 2 2
—CL21 CL2T T e e —CL2m
= r#2 )
m
2 2 2
—Cbml —CLm2 T e e . a/m,,.
r#m
entonces
m
E W1y — W12 — ... —W1im
r#£1
m
—Wa1 E Wy  — ... —Wam

=]2 - r#2

—Wm1 —Wm2 e Z Wmyr
Ahora, sea A\g : R™ — R™ el operador lineal definido por

AQ(CEl,"' 5 m E wlj 1—33] E wm] .T]) ’

evaluando Ay en la base candnica ey, ey, , e, se obtiene lo siguiente:
m
AQ(]_,O, cee ,O) == ( E wlj(xl E w2] To — ZL'j E wmg — ZEJ)>
o
= ( E ”LU1] ZL‘l E UJQ] ZL‘] E ’LUm] —Iy >

m

= ( E Wi, —Wal, " - 7_wm1>7
Jj=2



3.3. Funciones armoénicas discretas Péag. 42

A\Q(O, 1,---,0) = (iwlj(xl — xj),ing(xg —Tj), - ,iwmj(xm — xj))

m

< E w1] (L'J E UJQJ fL’Q E U}m] I'j>
m
= <—w12, E Wojy "+ 7_wm2>7

Jj=1

colocando en las columnas las imagenes de la base canénica de R™ se obtiene

la siguiente matriz:

m

g wi; —Wi2 — —Wim

J=2

m
—Wa1 E Waj —rr —Wonm
M = 7=1 )

m

—Wm1 —Wm2  — E Wiy
J=1

entonces M = J, y por lo tanto se verifica que .J; es la matriz asociada al

operador discreto de Laplace.

4. De 3. sabemos que Jy es la matriz asociada del operador discreto de

Laplace, entonces
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sl m
T9 E w2r<x2 - Ir)
J2 . - r=1 9
T m
§ wmr<xm ‘/BT’)
r=1
y de aqui obtenemos
T
m m
i) 9
(xl,QIQ,...,ZZ'm)JQ . - g § wsr(xs —I'SSUT),
: s=1 r=1
T

desarrollando la parte derecha de esta igualdad de la siguiente manera:

m m m m
Z Z wsr(xg - xs$r> = Z wsr(xg - Ismr) + Z wsr(xg - 1’5377»)
r=s

s=1 r=1 s<r

+ i we (22 — 247,)

r<s
m m
=0+ Z we (22 — w2,) + Z Wy (22 — T,15)
s<r s<r
m
= Z Wy (22 — 22,7, +22)  (por simetria)
s<r
m
_ 2
= walz.— ),
s<r
se obtiene que
x
i) m 9
(Ll'l,.%g,“' 7xm)J2 . :Zwsr(xs_xr) .
: s<r

Tm
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5. El operador A, es simétrico ya que su matriz asociada .J; es diferencia
de matrices simétricas y es definido positivo por la Proposicién 3.2. Ahora,
sean u, v € C°(G) y el operador lineal Ay : C°(G) — C°(G). Entonces

<A2M’ V> = <:u7 Agy> = <:U’7 A2y>

ya que el operador Ay es simétrico, esto es Ay = AL, n

Para la siguiente proposicién considérese (G,d) un grafo métrico finito,
conexo con al menos dos vértices. Supongamos que V(G) = {vy,va, -+ , v},
E(G) ={ei,ea, - ,e,} y sean Ay, By matrices de adyacencia y valencia métri-
ca de G de grado 2, respectivamente. Defina w;; = d(v;v;)~? para v;v; € E(G)
y w;; = 0 en otro caso. También, considérese una orientacién para las aristas
del grafo. Si v;v; € E(G), escribimos (v;,v;) para denotar la arista orientada

de manera que v; es el vértice de partida.
Proposicién 3.4. Sean U = (u;;), V = (vij) € Myxn(R) definidas por
1, sie; = (vj,vg)

uij =4 —1, si e = (vg,v))

0, si Uy ¢ €;

y
w;j, si e = (vj,vg)
vij = —wij, sioe; = (vg,v;)
0, si v ¢e;

Entonces Jo = U'V y U'V no depende de la orientacién escogida sobre las

aristas.

La prueba de esta proposicién puede ser obtenida generalizando el si-

guiente ejemplo.

Ejemplo 3.9. Sea (G',d) el grafo métrico de la Figura 3.4 donde V'(G') =
{v1,v0,v3} y E'(G") = {e1, 2, €3}
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Vi €1 Va
€3 \/
Vs 2

Figura 3.4: Grafo dirigido (G’,d).

Definimos la orientacion como e; = (vy, v2), €2 = (v2,v1), €3 = (v1,v3). Por una

parte, las componentes de la matriz U para el grafo (G', d) son las siguientes:

asi

up =1, u2 = —1, w3 =0,

ug = —1, Uz =1, ugz =0,

uz =1, uzy =0, uzz = —1,
1 -1 1 -1
-1 1 0 entonces U=1-1 1 0
1 0 -1 0O 0 -1

ahora, las componentes de la matriz V' del grafo (G’, d) son las siguientes:

V11 = W11, V12 = —Wi2, vz =0,
Vg1 = —Wo, U = W23, U9z = 0,
V31 = W31, vz = 0, U3z = —Wsg,

notar que wy; = 0,wey = 0y wzg = 0 ya que vjvy; ¢ E'(G'),vv0 ¢ E'(G') y
vsvg ¢ E'(G'), entonces

0 —W1i2 0
—Wa1 0 0f.
W31 0 0

V:
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haciendo el producto de matrices, obtenemos lo siguiente:

1 —1 1 0 —wyg 0 Wo1 + W31 —Wi2 0
Uv=]-1 1 0 —Wa1 0 0= —Wa w2 0
0 0 —1 W31 0 0 —W31 0 0

Por otra parte, As y By las matrices de adyacencia y valencia métrica de

grado 2 del grafo (G, d) respectivamente, son:

U1 U2 U3 U1 V2 Us

Uy 0 we w3 v [ wig+wz 0 0

As= vy| wey 0 0 y By = vy 0 wy; 0
v\ 0 0 0 Vs 0 0 O

asi, la matriz J, es:

w12 + W13 0 0 0 W12 W13
B2 - A2 = 0 W21 0] — W21 0 0
0 0 O 0 0 0

w1 + Wiz —Wi2 —Wi3
= —Wa Way 0 ;

0 0 0

recordando que J, = By — As, por tanto, se concluye que U'V = .J, y notemos

que no depende de la orientacién de las aristas.

3.4. Derivadas inducidas por campos de vecto-
res

El operador discreto de Laplace puede expresarse en términos de deriva-
das inducidas por campos de vectores, también puede ser generalizado a través

de los campos vectoriales. Dado (G, d) un grafo métricoy X : V(G) — V(G)
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un campo de vectores, donde G = (V, E), el operador
Dx : C°(G) — C°(@G),

se define como Dx(v) = Ox vy p(v).

Ahora si (G, d) es un grafo métrico de grado finito, y v,w € V(G), w €

N (v), entonces definimos el campo de vectores

ijw(T):{ w, T=0

v, T F# .

_ M(ls)v—j)(v) si T=uv
0 si TH#w
Luego,
Xow (1) (0)=Xpw(@)(w) _ pv)—p(w) _ o2 _
D2 /J’(T) = d(vw) — dvw)2 T awﬂ(v) 8L T =
Ko 0 si TH#w

de aqui, el operador discreto de Laplace es
Do=D3, ) Di.
veEV weN (v)

Por induccion podemos definir

A=Y Y Dk ..
)

veEV weN (v
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donde
plo)—pw) Oku(v) si T=w

D])C(U,w“(T) _ (_1)13 { . d(vw)k L 7£ )

3.5. Principio de maximo y minimo

Un andlogo al criterio de la segunda derivada para méximos y minimos
de funciones reales de una variable es el principio de maximo y minimo dado
para funciones reales que no son localmente constantes sobre un conjunto de

vértices.

Definicién 3.12. Dada pu € C°(G) decimos que no es localmente constante si

para cada vértice v € V(G) existe w € N(v) tal que p(v) # p(w).

Notemos que si p es localmente constante en el vértice v, entonces p es

armonica en v.

Ejemplo 3.10. Sea (G, d) un grafo métrico, donde V(G) = {vy, ve, v3, vg, v5}
y E(G) = {viva, 0103, v104, 0105 }. Sea N(v1) = {vg,v3,v4,v5} el conjunto de
vecinos del vértice vy y sea u € C°(G) tal que pu(vy) = 0, p(v;) = 1 para
i=23,4,5.

Es fécil verificar que p no es localmente constante en el vértice v; € V(G).

Lema 3.1. Sea G un grafo finito. Entonces toda n € C°(G) tiene un mdzimo

global y un minimo global.

Demostracion. Sea G = (V, E) un grafo finito y p € C°(G). Como G es finito
se tiene un numero finito de vértices, sea n la cardinalidad de V', entonces el
conjunto {u(v;) : i =1,--- ,n} es finito, y ademas {u(v;) :i=1,--- ,n} CR,

por tanto p € C°(G) tiene un méximo y minimo global. O

Teorema 3.1 (Principio del méaximo y minimo, [7]). Sea (G, d) un grafo métri-
co finito y u € C°(G) una funcidn que no es localmente constante. Siv € V(QG)

es un mdximo o un minimo local para 1, entonces (L no €s armonica en v.
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Demostracion. Como el grafo es finito, entonces V' es finito y por el Lema 3.1
supongamos que v € V(G) es un méximo local para p, entonces pu(w) < u(v)

para todo w € N(v) y supongamos que p es arménica en v, entonces

de aqui se sigue que p(v) — p(w) = 0 para todo w € N(v) lo cual contradice la
hipdtesis de que p no es localmente constante, por lo tanto x no es armoénica

en v. [
Corolario 3.1. Sea (G, d) un grafo métrico finito y conexo, entonces las inicas

funciones armonicas pu € C°(G) son las constantes.

Demostracion. Si p es arménica y v € V(G) tal que pu(v) > p(w) para todo

w € N(v) entonces

0= Aou(v) = Z M>0,

2 =
weN (v) d(UU))

se sigue que p(v) — u(w) = 0 para todo w € N(v), lo cual implica que pu(v) =
p(w), es decir la igualdad se cumple para toda funcién p € C°(G) constante.

]

Corolario 3.2. Sea (G, d) un grafo métrico finito, conexo. Entonces el espectro

del operador Laplaciano discreto es
O=X A< X<... <A\,

donde el espacio propio asociado al valor propio \y = 0 es de dimension 1.

Demostracion. Sea ey, el espacio asociado al valor propio A; = 0, entonces si
[ € €y, se tiene que Ay = 0, lo cual implica que g es arménica y por el
Corolario 3.1 tenemos que p es constante. Asi ), es el espacio de las funciones

constantes, entonces se tiene que dim(ey,) =1. Por otra parte

dimC°(G) =dim(Ker Ag)+ dim(Im Ay) = 1+ dim(ImA,),
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entonces dim (ImA;) > 1. Esto es existe un valor propio A # 0,
m

Corolario 3.3. Sea (G, d) un grafo métrico finito, conezxo. Si C(0) es el subes-

pacio de las funciones constantes de C°(G), entonces

C(0): = {M € (@)Y ulv) = o} (3.3)

veV

p(v) — p(w)
ZE d(vw)?
Ay = infuec)—{o) = (3.4)

> nw)?

veV

Demostracion. Sea H = {p € C°(G): Z,u(v) = O}. Veamos que la igualdad
veV

C(0)* = H se cumple.
Primera contencién: C(0)+ C H. Sea a € C(0)* veamos que o € H, entonces

para todo v # 0 € C(0) se cumple que

<a,vy>=0

= a(v)y(v)

veV

= v(v) Z a(v) ya que 7 es constante.
veV

Entonces, se tiene que v(v)Za(v) = 0 lo cual implica que v(v) = 0 6
veV
Z a(v) = 0 pero por hipétesis tenemos que v # 0, por lo tanto Z a(v) =0,

veV veV
asi o € H.

Segunda contencién: H C C(0)*. Sea 8 € H, veamos que € C(0)*, para

esto se afirma que para todo ¢ € C'(0) se cumple que

< 6,6 >=0.
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En efecto,

<B,0>=) B)iv)

veV

= d(v) Z B(v) ya que § es constante.

veV
=6(v)-0yaque e H
=0

asi 3 € C(0)*. Por lo tanto C(0)* = H.

Ahora, verifiquemos 3.4. Sabemos por la Proposiciéon 3.2 que para cada p €

C°(@G) se cumple que

<y DNop >= Z (%) )

vweG

Si p es un vector propio asociado a A; entonces < p, Aoy >=< p, A\jji >=
Aj < p, pp > como < p, 1t >7 0 ya que p es un vector propio, se tiene que

(u(v) _ M(w)>2
A"_ < MaZXQM > __vwEG d(UUﬁ
CooSmez Yy

veV

Para concluir elegimos A = min{\; : \; # 0}. O

La siguiente seccién tiene como principal objetivo motivar los problemas

de Dirichlet y Neumman que seran presentados en el capitulo 4.
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3.6. Deduccion de la ecuacion del calor en una
dimension

A continuacién se muestra como puede ser obtenida la ecuacién

o _ it
ot -« 0x?’

Para esto, supongamos una varilla de longitud 1

e Fina.
e Homogénea.

Aislada del exterior.

Con seccién transversal S. (superficie)

Las consideraciones anteriores permiten que las leyes fisicas dependan
unicamente de la posicion z y del tiempo t. En la deduccién de la ecuacién 3.5

se emplean las siguientes magnitudes:

e u(z,t)= Temperatura de la varilla para la posicién x y el instante de

tiempo .

e Q(z,t)= Flujo (o cantidad) de calor en la direccién positiva de x para la

posicién x y el instante de tiempo ¢ por unidad de superficie.

e Principios de conservacién de la energia (sobre la varilla en el segmento

z,x + Ax).

e Variacién de la energia interna = Flujo de calor entrante -Flujo de calor

saliente. La expresion matematica correspondiente es :

aa_cf - Qen(ﬂ?, t)S - Qsal(x + Axvt)s (36)
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e Ley. Ecuacién Fundamental de la termologia (relaciona el calor Q(z,t)

con la masa m y la temperatura u(zx,t))

Q(z,t) = dmu(z,t)

(3.7)

donde A es una constante caracteristica del material que representa su

calor especifico.

En el segmento (z,z + Ax) el volumen de la varilla es S A z. Ahora, si p

representa la densidad de la varilla tenemos que

B Am
P= S At
es decir
Am=pS A,

y sustituyendo la ecuacion 3.8 en 3.7 obtenemos:

Q(x,t) = ApS A w)u(z, ),

luego, derivando con respecto de t la ecuacion 3.9 tenemos:

50 du
=S ia

(3.8)

(3.9)

(3.10)

ahora, sustituyendo la ecuacion 3.10 en 3.6 se obtienen las siguientes igualda-

des:

ou

SAp AN IE = Qen(x,1)S — Qsat(x + Az, t)S
ou

SAp A xa - S(Qen(x7t) - Qsal('r + Al’,t))
ou

Ap A xa = (Qen(z,t) — Qsar(z + Az, 1))
W2 Qe+ Art) Q)

ot Az



3.6. Deduccién de la ecuacion del calor en una dimension Pag. 54

tomando el limite cuando Az — 0 obtenemos:

U o9
Pot = oz

(3.11)
Considerando la ley de Fourier de conduccién de calor que establece que
el flujo de calor se traslada en direccion opuesta al gradiente de la temperatura

y es proporcional a él:

ou Ou 8u>, (3.12)

Q(l‘,t) = _k<8_a:’ a_ya a

donde k es una constante que se refiere a la conductividad térmica del material.

Aplicando 3.12 a una dimensién tenemos

ou
Q(z,t) = _kﬁ_x (3.13)

y sustituyendo la ecuacion 3.13 en 3.11 obtenemos:

ou 8( kc‘?u) kﬁ?u

Por = oz\ "ox) T "oa?
entonces
ou  k 0*u
ot \pOoa?
y haciendo o® = £ obtenemos la ecuacién deseada 3.5.

Ap

Ahora en el caso bidimensional un problema famoso es el problema de
Dirichlet que consiste en lo siguiente: dada una regién € C R? y una funcién

f 09 — R, encontrar una funcién u : 2 — R tal que

0*u  0%u

7 T o = (3.14)

donde u(z,0) = g y ulsq = f.

Para resolver este tipo de ecuacién que estd sujeta a condiciones iniciales

y condiciones de frontera, se establece un problema con valores en la frontera.
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Se observa que u(z,y) es una funcién armoénica y la expresién 3.14 se
denomina la Ecuacion de Laplace. Un problema de valores en la frontera que
consiste en determinar una funcién armoénica en cierta regién del plano, co-
nociendo los valores que toma en la frontera de la regién, se conoce como
Problema de Dirichlet.

Observe que si u(z,y) es solucién de un Problema de Dirichlet, entonces

se puede encontrar la conjugada arménica v(z,y) de variable compleja tal que

T(x,y) = u(x,y) + w(z,y),

donde u(z,y) es la temperatura en cada punto de una regién del plano xy y
iv(z,y) es llamada funcion de corriente. Las curvas de nivel de v(z,y) serdn

ortogonales, esto es, yu - yv = 0. En efecto,

ou Ou\ 0v Ov
vu-vo = (57 3) (5 3)
_ Oudv  Oudv
T oror ' aydy
Oudu  Oudu

= ——— + —— (ecs. de Cauchy Riemann)

Oxr dy 0Oy ox
=0.

M} lineas de flujo

1sotermas

(a)

Figura 3.5: Isotermas

En este caso, habra dos componentes del flujo de calor, de manera que el

flujo térmico se obtendra en la direcciéon del gradiente de temperatura, la cual
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coincide con la normal a las isotermas, de donde se deduce que v(z,y) deter-
mina la direccién del flujo de calor, donde el sentido sera el de la disminucion

de temperatura (ver Figura 3.5).



—Capitulo 4

Los problemas discretos de Dirichlet

y Neumann

Peter Gustav Lejeune Dirichlet, matematico aleméan, hizo abundantes
contribuciones de gran valor al andlisis y a la teorfa de nimeros. También se
interes6 por la fisica matematica y formul6 el llamado principio de Dirichlet
en teorfa potencial, dicho principio establece que si la funcién p(z) es solucién

de la ecuacién de Poisson

Ap+ f=0,

en una regién ) de R™ con condicién de frontera
=g en 0, (4.1)

entonces 1 puede ser obtenido a través del minimo de la funcional de energia
de Dirichlet

Bute)) = [ (31vn—ufl)-do

sobre el espacio de todas las funciones armonicas p que cumplen la condicion
4.1.

En lo subsecuente, procedemos a establecer la version discreta del pro-
blema de Dirichlet.

o7
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Lema 4.1. Sea (G,d) un grafo métrico conexo y finito. Supongamos que el

conjunto de vértices de G estd dado por

V(G> = {Ula 5y Uny Ungr, 0t 7Um}>

donde n > 0 y m > n. Entonces la matriz Jo del laplaciano discreto Ng puede

R U
J2: 9
ut T

donde R y T son matrices cuadradas de tamano n y (m —n) respectivamente,

ser escrita como

y la submatriz T es invertible.

Demostracion. Sea L el espacio de funciones p : V(G) — R que son arméni-
cas en {vy41, -+ ,Un} y que se anulan en {vy,--- ,v,}, entonces por el princi-
pio del médximo ni minimo p no tiene maximo y minimo en {v,11,- - , Uy }. Si
p € L, entonces sus maximos y minimos pertenecen a {vq,--- ,v,}, de donde
se deduce que p = 0, es decir £ = {0}. Por otro lado, si p: V(G) — R es

una funcién, entonces podemos identificarla con el vector columna [z, y|* donde

L= (:U(Ul)a e ,,U(’Un)),y = (H(%H)» e 7,U<Um)) Entonces £ es el espacio de

soluciones de la ecuacion
I 0 T\ 0
ut 1T) \y 0

I 0 I 0
y como Ker = 0, entonces es invertible, lo cual implica que
ut T ut T
I 0 . .
el det — £ 0, esto es, el detT # 0 y, por lo tanto, T es invertible. [

Teorema 4.1. (Problema discreto de Dirichlet, [7]) Sea (G,d) un grafo
métrico finito y conero. Sea ) # W C V(G) y consideremos a,, b, € R para
cadaw € W y para cadav € V(G)\W. Entonces, existe una y solo una funcion

p: V(G) — R solucion del problema discreto de Dirichlet:
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DNop(v) =b,, veV(G\W (a)
(4.2)
pw) =ay,, wew (b)

Demostracion. (Existencia) Sean Ay y By las matrices de adyacencia y valencia

de grado dos respectivamente. Sean

V(G) ={vr,- -+ um},
W= {vi, 0,

Y a1 =y, 0 = Ay, ER Oy =0y 1y by = by, €ER.

Identificando cada funcién p € C°(G) con el vector columna

(v1)

()

R U
J2:B2_A2: )
ut T

donde R es de tamano r x r, U es de tamano r x (m —r) y T de tamafo

y suponiendo que

(m—r) x (m—r), vemos que el problema de Dirichlet es equivalente a resolver

el sistema lineal

1 ai
I 0 o || ar
Ut T) | 2 b |’

Tm bm—r

como 1" es invertible por el Lema 4.1, el sistema anterior tiene solucion y

ademas es unica.
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(Unicidad) Sea D = {p € C°(G) | p(w) = a,, w € W}, supongamos que

hay dos soluciones al problema discreto de Dirichlet uy, us € D, esto es

Popir(v) = by, v EVG\W ()

p1(w) = a,, wew (ii)

Dops(v) =b,, ve V(G\W (i)

po(w) = a,, wew (i)

como D es subespacio de C°(G) se tiene que p; — ps € Dy como
Do(pr = p2)(v) = Dopin (v) = Dopia(v) =0 Vo € V(G)\W,
entonces f1; — pio es arménica en V\W y de (ii) y (ii’) tenemos que
(1 — po) (W) = @y — Ay =0 Yw e W. (4.3)

Ahora por el principio del maximo y minimo si v es un maximo o minimo local
para pu3 — o - V(G) — R entonces pi; — 13 no es arménica en v. Supongamos

que v; y vg son el minimo y el maximo de p; — po respectivamente, entonces

(1 — p2)(v1) < (1 — p2)(u) < (p1 — p2)(v2) Vu € V(G),

por el principio del maximo y minimo sabemos que vy, vy ¢ V(G)\ W, entonces

v1,v9 € W, por 4.3 tenemos

0= (1 — p2)(ur) < (p1 = p2)(u) < (1 —p2) =0 Vu e V(G),

entonces (u; — p2)(u) = 0 Vu € V(G), por lo tanto pg = ps en V(G). O

Ejemplo 4.1. Consideremos un grafo (G, d) métrico, conexo. Sean V(G) =
{vla1)271)37/047?}57Uﬁvv771}8a1}971}10avll}7 W - {U17U47U67U10} g V(G) aSi S€ tie_
ne que V(G) \ W = {vq,v3,v5,v7,0s,v9,v11} (ver Figura 4.1). Consideremos

a1, a4, 06,a19 € Ry bo, b3, b5, bs,b9,b11 € R, por el Teorema 4.1 se asegura la
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existencia de una tunica funcién p : V(G) — R que cumple con la ecuacién

4.2 de donde se tiene lo siguiente:

1. Para cada v € V(G) \ W = {vq, v3, v5, v7, Vs, V9, V11 }

Dap(2) = by, Dopu(3) = bs, Ngpu(5) = bs, Dop(T) = by,
AQ/,L(8) = bg, Ag,u(9) = bg, Ag,u(]_l) = bu.

2. Paracadaw e W = {01, U4,U6>U10}

p(l) =ar,  pd)=as,  p(6) =as,  p(10) = ap.

Figura 4.1: Ejemplo problema discreto de Dirichlet.

Una versién similar al problema discreto de Dirichlet se presenta en el

siguiente Teorema.

Teorema 4.2. (Problema discreto de Neumann, [7]) Sea (G, d) un grafo
métrico finito y conexo. Sean W C Z C V(G), W £ 0, V(G\Z # 0, |Z\W| =
1, de manera que al quitar todas las aristas que tienen alguno de sus vértices
en W no desconecta el grafo. Sea o : W — V(G)\Z y consideremos una

coleccion de nimeros reales a,,,b € R. Entonces, existe una y solo una funcion
p: V(G) — R tal que



Péag. 62

Demostracion. Sean

V<G) - {U17U2 e avn}v
Z = {Uhvz"' 7Um+1} y
W ={vy,v9, -+ ,un}.

Supongamos que 0(v;) = vr;y, j = 1,---,m, donde 7 : {1,--- ,m} — {m +
2, ,n}.

Sean As y B, las matrices de adyacencia y valencia de grado dos del grafo G.

Identificamos cada funcién p : V(G) — R con el vector

p(vr)
(v)

Descomponiendo en bloques Jy = By — Ay tenemos:

Ly Lo Ls

— —~~ —~
mXm mx1 m)((n—m—]_)

Lo | I L Ls
1x1 1x(n—m—1)

L Lt L
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Entonces el problema de Neumann se reduce a la siguiente ecuacién matricial:

ai
Im 0 M 1 am,
LY LY Lg T 0

0

donde I'm es la matriz identidad de m x m. Haciendo operaciones elementales,

el sistema anterior es equivalente al siguiente sistema:

ai
Im 0 M 1 A,
0 1 0 cl=lan=0
0 LLs LLg Tn Am+2
Qn,
: : 1 0 : .
Ahora, verifiquemos que la matriz es invertible. Para esto, sea
LL; LLg
® el grafo que se obtiene al eliminar todos los vértices vy, vs, - - - , v, del grafo

Gy haciendo que cada arista que termina en v; ahora termine en v,(;. Por
hipétesis, se tiene que ® es conexo. Sean Af y B las matrices de adyacencia y

valencia de grado dos de ®, entonces

T1x1 le(n—m—l))

J/:B/—A/:
Lo (LL5 LLg

El Lema 4.1 se asegura que la matriz LLg es invertible, y por lo tanto se tiene

lo que queremos probar. O
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[lustremos el Teorema 4.2 mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2. Considérese (G, d) un grafo métrico, conexo. Sea V(G) = {vy, v, v3, 04, v5}
y supongamos que d(v;v;) = 1 si vu; € E(G) y 0 si vv; ¢ E(G) con j,i =
1,2,3,4,5. Tomemos a Z = {vs,v4,v5} C V(G), entonces V(G) \ Z = {vy, v}

y W =A{vs, v} € Z C V(G) tal que |Z\ W| = 1. Observemos que si quitamos

todas las aristas que tienen alguno de sus vértices en W, entonces no se des-

conecta el grafo, es decir, si quitamos las aristas que estan en color verde del

grafo (G, d) de la Figura 4.2.

Figura 4.2: Ejemplo problema discreto de Neumann.

En este caso, consideremos la funcién o : {vs,v4} — {v1,02} y sean
Ay s Gy, b € R, por el Teorema 4.2 existe una tunica funcién p : V(G) — R

tal que
Nop(v) =0 v € {vy,va},

p(w) = plo(w)) = aw w € {vs, va} y

| me=b e ={w)
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Ay, By las matrices de adyacencia y valencia métrica del grafo (G, d) de

grado 2, respectivamente, son las siguientes:

Ul Vg U3 Uy Us
vpfO0 1 1 0 1
vl 1 0 0 0 1
As= w3l 1 0 0 1 0 y By =
vyl O O 1 0 1
vs\1 1 0 1 0
entonces, su matriz Jo = By — Ay es la siguiente:
3 -1 -1 0 -1
-1 2 0 0 -1
Jo=1]-1 0 2 -1 0
o 0 -1 2 -1
-1 -1 0 -1 3

Notemos que al realizar Ayu(v) = 0 es equivalente

decir

U V2 U3 U4 Vs
nvnf{3 0 0 0 O
vl 0 2 0 0 0
vs] O 0 2 0 O
|l 0 0 0 2 O
vs\ 0O O 0 0 3

a realizar Jou(v) = 0, es

S O O O O

3 -1 -1 0 -1 p(vy)
-1 2 0 0 -1 1(v2)
-1 0 2 -1 0 p(v3)
o 0 -1 2 -1 1(vy)
-1 -1 0 -1 3 w(vs)

3p(vr) — p(vz) — p(vs) — pu(vs
—p(v1) + 2p(v2) — pu(vs
—p(v1) + 2p(vs) — p(va
—u(vs) + 2pu(va) — pu(vs) =
(v2) (

(4.4)



P4g. 66

ahora, p(w) — p(o(w)) = a, es equivalente al siguiente sistema lineal

(u(w1)> ~ <u<o<wl>>> _ ()
pu(ws) p(o(ws)) Ly
de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

plwr) = plo(wr)) = auw,,

(4.5)
p(wz) = p(o(wz)) = tu,,
y p(z) = b, entonces para {z} = Z \ W tenemos que
p(vs) = b. (4.6)

Por otra parte, tenemos que |V| =n =5y |W| = m = 2, ahora para
Jj = 1,2 se tiene que 7 : {1,2} — {4,5} definida de la siguiente manera:
7(1) = 4 y 7(2) = 5. Supongamos que o(v1) = v-(1) y 0(v2) = vr(2), esto es,
o(v1) = vy y o(ve) = vs. Identificamos a cada funcién p : V(G) — R con el

vector columna

Descomponiendo en bloques Jy = By — Ay tenemos:

3 -1\ [-1\ [0 -1
() 6) 6
ARSI

L1 Lo Ls

. (-1 o) @ (-1 o)

Lt L Ls

0o o\ [-1\ [2 -1
() )G
LN L 2

r It Lo
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y su matriz M de tamano 2 x 2 es la siguiente:
-1 0
M = :
0 -1
El problema de Neumann se puede escribir como
10 0 -1 0 x a,
0 1 0 0 -1 To sy
(00) (1) (00 o= b
0 0 -1 2 -1 T4
-1 -1 0 -1 3 T
o de forma equivalente al sistema de ecuaciones siguiente:
T1 — Ty = Qq
Lo — Ty = Q9
r3="> (4.7)

—ZE3+2ZE4—I5:0

—x1 — T2 — 24+ 3w5 =0

recordando que

r1 = p(vy)
Ty = p1(v2)
x3 = pu(vs)
x4 = f1(v4)

(vs)
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y recordando que vy = o(vy) y v5 = o(v2), el sistema de ecuaciones 4.7, queda

de la siguiente manera:

p(v1) = plo(v1) = ar
p(v2) — p(o(v2)) = a

pi(vs) = b

—1(vs) + 2p(ve) — p(vs) =0

—p(v1) — plv2) — pu(va) + 3p(vs) = 0.

Observe que los sistemas de ecuaciones 4.4, 4.5 y 4.6 son equivalente al sistema

4.7 y la solucién del sistema es:

3

a:2:b+a1+2a2,
I3:b7
aq (05}
—p4 2
T4 +2—|—2y
$5:b+a1+a2.



Conclusiones

Existen modelos similares a los problemas de Dirichlet y Neumann que
consisten en hallar una funcién solucién de una ecuacion en derivadas parciales,
en consecuencia estos modelos pueden ser retomados para resolver problemas
analogos. Los conceptos definidos en éste trabajo son de utilidad para estable-
cer un modelo discreto de los problemas de Dirichlet y Neumann que se espera
sirvan de motivacion al lector en el estudio de ecuaciones diferenciales parciales
sobre grafos como las ecuaciones del tipo Aqp = f(u), donde p: V(G) — R
y f: R — R son funciones reales, ya que éstas ecuaciones tienen multiples

aplicaciones en el area de fisica.

Adicionalmente, otra de las intenciones del material presentado aqui es
establecer las bases para un estudio futuro de los Grupos Kleinianos Planares y
Estructuras Discretas de Riemann. Otra linea de continuacién de éste trabajo
es la extension de la teoria aqui desarrollada a grafos dirigidos, multigrafos e

hipergrafos.
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