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Introduccion

Al trabajar con alumnos de secundaria y bachillerato observé las carencias que se
presentan en cuanto a conocimientos basicos de matematicas. Una carencia muy
comun es el desconocimiento de los nimeros primos. Al preguntar la definicion de
numero primo observé que solo un pequefio porcentaje de los alumnos la conocia,
ademas, muy pocos de los alumnos que sabian la definicibon de nimero primo
reconocian a un namero primo. Ahora ;Qué se puede hacer para que el alumno vaya
reconociendo a los nimeros primos? una idea es mencionar a varios de ellos cada vez
que se usen en alguna actividad o ejercicio de matematicas; es decir hablar de ellos
como el conjunto P ={2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31, ...}. Reconocer a los numeros
primos ayudaria al alumno a descomponer cualquier nimero entero como producto
de potencias de primos y esto, a su vez, facilitaria el calculo del minimo comun
multiplo, maximo comun divisor, la simplificaciéon de nimeros racionales, y todo lo
que esto conlleva. Como menciona Javier Cilleruelo (2000) Los niimeros primos son los
objetos mds relevantes de los niimeros enteros, siendo ademds los responsables de las
propiedades aritméticas de éstos. De igual manera, seria conveniente resaltar la
importancia de otros conjuntos de nimeros como los multiplos de tres, las potencias
de enteros como los cuadrados, los cubos, etc. y por supuesto los racionales y los
reales, para propiciar en el alumno un conocimiento global y ordenado de los numeros
con los cuales trabaja en este nivel.

En geometria los conjuntos los podemos aplicar en las definiciones de algunos
cuadrilateros, por ejemplo, un cuadrado es un elemento del conjunto de los
rectangulos; en la probabilidad, los conjuntos aparecen desde el momento en que se
define espacio muestral y evento.

Debido a las observaciones hechas hasta aqui es que en este trabajo de tesis nos
planteamos el siguiente:

Objetivo. Motivar una reflexiéon acerca de la necesidad de estudiar la teoria de
conjuntos a un nivel apropiado para la curricula de secundaria.

Para alcanzar dicho objetivo el contenido de esta tesis lo hemos distribuido como
sigue: En el capitulo I se resume la historia del surgimiento de la matematica moderna
asi como la de su fracaso y mostramos que debido al “fracaso de la matematica
moderna” y a que México adoptaba las reformas de fuera, el tema de conjuntos
desaparecio de los contenidos de secundaria. En el segundo capitulo se muestran los
programas en los que aun aparecian los conjuntos como tema de secundaria y se
muestra la reforma en la cual se omitieron y, por ultimo, se enuncia el programa
actual (2011) del mismo nivel. En el capitulo III se presentan ejemplos de libros de
secundaria en los cuales no se define el concepto de conjunto y como esto genera
confusion y errores en la presentacion de algunos temas. En el capitulo IV se presenta
una propuesta para que, de una forma sencilla, se introduzcan los conjuntos a
alumnos de secundaria, asi como ejemplos de aplicacidon para que el alumno los tenga



presentes y los vea como un tema basico de la matematica. En este capitulo aparecen
unas notas, cuando dichas notas tienen la etiqueta (E) significa que es una nota solo
para el lector de esta tesis y que no forma parte del desarrollo del tema de conjuntos.
Los ejercicios buscan generar dudas, las cuales se aclaran después con notas, y al final
se presenta la aplicacion de los conjuntos a temas de los tres ejes tematicos.



Capitulo I

1.1 Matematica moderna.

1.1.1 Matematica tradicional.

La ensefianza de la matematica tradicional esta basada en un proceso mecanico, es
decir el alumno aprende matematicas en base a la repeticion. El profesor expone la
teoria, después explica el como realizar un ejemplo, si los alumnos quedaron con
muchas dudas acerca del procedimiento lo que hace el profesor es hacer otro ejemplo
casi idéntico. En este momento ya mas alumnos han captado el procedimiento, ahora
algunos de ellos estan avidos de intentar por su propia cuenta un ejercicio, tal vez los
que entendieron el procedimiento del primer ejemplo habran intentado resolver por
su cuenta el segundo ejemplo, aunque hubo una duda muy grande en decidir si lo
intentaban solos o ponian atencidn y asi entender mejor el procedimiento. El profesor
escribe el ejercicio, y los alumnos comienzan a resolver; por desgracia el ejercicio es
casi una copia de los dos ejemplos. Los alumnos que practicamente entendieron el
procedimiento desde el primer ejemplo lo empiezan a aplicar al ejercicio y donde
tienen duda sobre el paso a seguir, revisan sus ejemplos y asi contindan hasta
terminar el ejercicio. Otro grupo de alumnos intenta resolver el ejercicio, pero tiene
dudas desde el primer paso, no esta seguro como empezar y tal vez revise sus
ejemplos, pero como sigue con dudas, lo que hace es realizar el primer paso y
pregunta al profesor “voy bien” si el profesor le contesta afirmativamente el alumno
intentara el segundo paso y volvera a preguntar “voy bien” en caso de que la respuesta
para alguno de los pasos sea negativa, pide el alumno le explique ese paso, y asi
sucesivamente, lo que se esta generando es que el profesor esta resolviendo el
ejercicio de nuevo para ese alumno en especial, puesto que lo va guiando sobre el
camino correcto de la solucidn, sin embargo el alumno no sabe qué esta haciendo, solo
es guiado por un camino donde él ni siquiera sabe por qué debe seguir ese camino, le
basta que alguien le diga qué hacer y asi terminar el ejercicio; aunque nunca supo
siquiera reconocer los pasos del procedimiento. Vendran mas ejercicios con la misma
forma, el alumno ahora pregunta menos, empieza a tener mas confianza (debido al
numero de repeticiones) y tal vez después de repetir muchas veces el procedimiento
lo llega a memorizar y el alumno comenta “ya entendi” aunque lo Unico que realmente
deberia de decir “ya memoricé el procedimiento” .

Morris Kline (1973) menciona: El plan tradicional no presta mucha atencién a
la comprension. Confia en la prdctica para que los alumnos hagan el proceso
rdpidamente” Por desgracia esto solo deja el aprendizaje de la matematica en
memorizar procesos, que obviamente al paso de un tiempo el alumno olvidara.

Al resolver ecuaciones de segundo grado el profesor expone sobre la forma
general de una ecuacion de segundo grado: ax? + bx + ¢ = 0y si estamos en nivel



secundaria, no se puede mencionar quienes podrian ser los valores dea,b yc, en
algunos casos no se menciona que a # 0, en otras si se menciona pero no se aclara a
que se debe. Generalmente se comienza definiendo los tipos de ecuaciones, y se
muestran ejemplos de cdmo resolverlas, por desgracia los ejemplos son tan “buenos”
que las soluciones son siempre enteras, que cuando se llega a resolver una ecuacion
donde la solucion es del tipo racional y no entera, el alumno piensa “en qué me
equivoque” y ya ni hablamos de soluciones irracionales, lo curioso es que estas
soluciones del tipo irracional aparecen solo cuando se aplica la férmula general
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irracionales, puesto que lo que hace es usar la calculadora para dar un valor

aproximado y con eso obtiene su solucion.

y el alumno no se entera que estd trabajando con los numeros

En el caso de la resoluciéon de problemas, por ejemplo, problemas que
impliquen un sistema de ecuaciones, muchas de las veces se trabajan con ejercicios de
manera agrupada en el sentido de la forma de los ejercicios (problemas de niimeros,
problemas de mezclas, problemas de palancas, problemas de geometria) es decir en
cada seccion el alumno no tiene que identificar el tipo de problema, los problemas ya
estan clasificados. “En la vida real nadie nos clasifica nuestros problemas”.

Al dar las soluciones existe un muy mal habito, (Al menos en las escuelas de
Puebla) hay profesores que en nivel primaria le ensefiaron al alumno que para indicar
su respuesta escribiera: ( R =) y posteriormente el resultado obtenido al problema;
es preocupante que en secundaria algin otro profesor, lo siga exigiendo; el problema
de escribir de esta manera la solucion radica en que el alumno ya no se preocupa por
la pregunta él sabe que la respuesta, por ser matematicas es: R = niimero sin ni
siquiera revisar si su respuesta es ldgicamente posible, (tal vez el resultado le de un
numero negativo en cierto problema donde la respuesta debiese ser un numero
natural).

Otra situaciéon muy comun al resolver problemas esta expresada en el siguiente
ejemplo:

Problema: Juan compré boligrafos rojos por $4 cada uno y boligrafos azules por
$2.80 cada uno. Si Juan compré 24 boligrafos con el costo total de 84 pesos, ;cudntos
boligrafos rojos compré?

En el caso de que llegue a definir las variables x y y (tal vez s6lo las piense y no las
escriba), el alumno define:
x:boligrafos rojos
y:boligrafos azules
y escribe su sistema de ecuaciones:
x+y=24
4x + 2.8y = 84
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Aqui aparece un dilema y el alumno se pregunta “qué método para resolver el sistema
uso” generalmente escogera el que le dicte él profesor o el que mejor domine. Al
momento de obtener la solucién (x = 24,y = 10) el escribira R = 24 y 10.

Debiera ser claro que la definicion de variables son para numeros no para cosas. Y
debiera ser claro que siempre hay que contestar lo que se pregunta.

Morris Kline (1973) menciona: Evidentemente, los defectos del plan tradicional son
numerosos. La confianza en la memorizacién de desarrollos y demostraciones, el
tratamiento dispar del dlgebra y la geometria, los defectos ldgicos secundarios, la
conservacion de temas anticuados, la falta de motivacion o atractivo explica por qué a
los jovenes no les gusta la asignatura y, por tanto, no avanzan en ella. La aversion a las
matemadticas se intensifica y las dificultades de comprension aumentan al tener que leer
libros de texto oscuros, pobremente escritos y concebidos con fines comerciales.

1.1.2 Matematica moderna

En la década de los cincuenta del siglo XX se sabia que el nivel de los estudiantes era
mas bajo en matematicas con relacion a otras asignaturas. Todos estaban de acuerdo
en que la ensefianza de las matematicas era insatisfactoria. Hacia el afio de 1958 en
Europa, en el famoso seminario de Royamount, realizado en Francia, se congregaron
prestigiosos matematicos profesionales y representantes de 20 paises europeos para
escribir lo que seria el comienzo de la reforma de la ensefianza de las matematicas en
la primaria y secundaria. Hacia mediados de la década del 60, se convocaron
reuniones y seminarios en los demas paises europeos y en los Estados Unidos.

La modernizacién fue interpretada como la introduccion de la “ideologia
Bourbaki”. La escuela bourbakiana organiza las matematicas a través de tres grandes
estructuras, la algebraica, la topolégica y la de orden. La deduccion, el rigor, la
abstraccion y la axiomatica son la esencia de la practica de las matematicas para la
escuela bourbakiana.

De estos principios se derivaron orientaciones para fijar los contenidos de la
reforma. Los conceptos se presentaron en una version mas abstracta. Se concedid
excesiva prioridad al manejo riguroso de la notaciéon simboélica. En lo referente a los
contenidos, se privilegid la teoria de conjuntos, 1a versiéon axiomatizada del algebra y
la l6gica matematica. Por su parte, el objetivo de formacion cientifica y tecnolégica
determiné que los contenidos de la ensefianza secundaria atendieran las necesidades
de las matematicas universitarias.

La reforma se llevo acabo para lo cual Ruiz A. (2009 ) considera varios factores
que sintetiza de esta manera:

1. La accién de los matematicos en las universidades
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La reforma respondia esencialmente a una realidad: existia una amplia necesidad de
modernizar la ensefianza de las matematicas; y existia una gran separacion entre las
matematicas universitarias y las pre-universitarias.

La modernizaciéon arrancaba entonces de la necesidad de adecuar la formacion
matematica al desarrollo cientifico y tecnoldgico de las principales sociedades
occidentales; asi como también a ciertas condiciones histdricas y politicas especiales.

Esta situacion generd la idea entre los matematicos de que estos tenian la mision
historica de meterse en la ensefianza pre-universitaria de las matematicas y, peor aun,
definir lo que debia ser la modernizacién de las mismas y el establecimiento del
puente con las matematicas universitarias.

Lo cierto del caso es que casi todas las conferencias internacionales y nacionales
fueron regidas plenamente por matematicos profesionales, muchos de un gran
prestigio internacional en su campo.

Ruiz A. (2009) considera que varios asuntos se aceptaron como supuestos y que
mirando retrospectivamente no se puede decir que eran ciertos:

i) No esta claro que la modernizacion de la ensefianza de las matematicas
deberia ser leida o interpretada como la introducciéon de las matematicas
modernas como contenido (modernizar pudo haber sido mejorar métodos,
mecanismos objetivos, etc.)

ii) Tampoco esta claro que las matematicas pre-universitarias deban definirse
en base a las necesidades de las matematicas universitarias, o con base en
los requerimientos de las profesiones cientificas y tecnoldgicas de las
universidades;

iii) No esta claro que sean los matematicos universitarios (por mas capaces que
puedan ser en su campo) los profesionales que deban definir los planes de
la ensefianza de las matematicas en la educacion general basica.

2. Ideologiay filosofia de las matematicas:

El influjo tedrico inmediato que dominé en los reformadores fue lo que podemos
llamar la “ideologia Bourbaki” en los afios 30 y 40 en Nancy, Francia, se cre6 un
grupo compuesto por notables matematicos, motivados por el propdsito siguiente:
reconstruir las matematicas sobre una amplia base general que abarcase todo lo
que se habia producido hasta la fecha en matematicas.

La gran tarea organizadora, que dio decenas de volimenes de matematicas, se
fundamentaba en las nociones de la teoria de conjuntos, de las relaciones y de las
funciones. Segun ellos las matematicas se podian englobar a través de dos
gigantescas estructuras: la estructura algebraica y la estructura topoldgica. Cada
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una se dividia en sub-estructuras. Por ejemplo: la algebraica se dividia en grupos,
anillos, mddulos, cuerpos, etc; la topolégica en grupos, espacios compactos,
espacios convexos, espacios normales, etc. Ambas estructuras se unian
estrechamente a través de la estructura de espacio vectorial.

Esta organizacién del conocimiento matematico logré tener gran influencia en las
universidades de varias partes del mundo; y con ella también muchos de sus
supuestos tedricos a veces explicitos y a veces implicitos.

Uno de sus supuestos era la afirmacion de que las matematicas son un cuerpo
unico; de que existe un lenguaje y una légica conceptual que puede dar cuenta de
todas las partes de la matematica; que la esencia de las matematicas esta en su
abstraccion y en la creacion o ampliacion de las estructuras generales, etc.

La ideologia Bourbaki encontr6 apoyo e influencia hasta en pensadores como
Piaget, que encontr6 en las estructuras lo que él pensé que era la clave del
desarrollo del pensamiento humano, no solo en la sociogénesis sino también en la
psicogénesis.

Esta ideologia fue decisiva en los reformadores de la ensefianza de las
matematicas pre-universitarias.

3. El contexto politico e historico.

Ideologicamente la reforma le debia mucho a Europa, pero en los aspectos
institucionales y financieros mucho se le debe a los norteamericanos. Uno de los
factores que pesé en los ritmos y en el respaldo internacional a la reforma tiene
que ver con el SPUTNIK. La puesta en oOrbita de este satélite por los soviéticos
asusto al mundo occidental. Se vio como la expresién de que los soviéticos eran
superiores tecnoldgicamente y que si la situacion seguia asi, pronto conquistarian
el mundo. El sistema educativo soviético fue considerado una maravilla y un
peligro poderoso para la libertad y la democracia. La historia cambiaria esta
percepcion, pero mucho tiempo después.

Lo que entonces sucedi6 fue una alarma general de modernizar y mejorar la
educacion cientifica y técnica en los paises de occidente; la reforma de las
matematicas no podia caer en un mejor momento.

Un respaldo institucional muy amplio y una fuerte inyeccién de dinero
apuntalaron con fuerza la reforma matematica.

1.1.2.1 En América Latina.

Las preocupaciones de la modernizacion no podian dejar de afectar también a
América Latina; pero la iniciativa de reforma provino de afuera. Primeramente se
recibieron libros de texto del Grupo de Estudio de las Matematicas Escolares de los
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EUA. Pero lo que seria mas decisivo fue la realizacion de la primera conferencia
Interamericana de Educacion Matematica, en Bogota Colombia en 1961. Se busco
contar con la representacion de todos los paises del continente para echar andar con
premura la estrategia; elaborar o traducir textos, cambiar curricula, entrenar
profesores, etc., al igual que se estaba haciendo en Europa.

Una segunda conferencia se realizé en Lima en 1966, para darle seguimiento a la
reforma. Aqui se elaboro el temario para toda la secundaria (12 a 18 afios), con el que
se reformaria toda la curricula de matematicas en América Latina; también se
disefiaron los medios y programas para entrenar profesores.

1.1.2.2 En México

La implementaciéon de la Reforma se llevé a cabo en las mismas condiciones de la
region latinoamericana. Cantoral (1994) sefiala que también obedecié a causas
externas a la propia practica educativa e, igualmente, los cambios curriculares
introducidos con el nombre de matematicas modernas se apoyaron en argumentos
matematicos. Los problemas que trajo la premisa errénea de un curriculo igual para
todo el mundo y la presuncion del caracter universal de la poblacion a la que iba
dirigido dieron lugar a la necesidad de crear espacios de reflexion sobre las
caracteristicas de las matematicas escolares.

1.1.3 Fracaso de las matematicas modernas

En la segunda parte de la década de los 70 la reforma de las matematicas modernas
entré en crisis. El apoyo econémico que tuvieron en un principio los proyectos
disminuy6 considerablemente. Pero sobre todo pesé y ha pesado el rechazo de
muchos de los sectores sociales involucrados: los maestros y los profesores de
secundaria, los padres de familia y de los estudiantes. Los maestros quejandose de no
recibir adiestramiento, ni las indicaciones, ni los instrumentos ni los materiales ni la
lucidez para llevar a la practica la reforma; los padres de familia porque la reforma les
impedia actuar y poder ayudar a la formacion matematica “moderna” de sus hijos; los
alumnos porque las matematicas, de partida siempre dificiles, se les aparecia de una
manera tan abstracta e inaprensible que fomentaba rechazo.

Pero, ademas, todos sentian que las nuevas matematicas mas bien confundian,
debilitando la formaciéon basica que la ensefianza tradicional de la matematica si
proporcionaba.
El fracaso de la matematica moderna se centra en cuatro situaciones.

1. La necesidad de mejorar y modernizar la ensefianza en las matematicas, pero

esto no implicaba introducir las matematicas modernas de las universidades a
los contenidos de la matematica pre-universitaria.
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2. El hecho de ser matematico profesional, no implicaba directamente que tenian
las condiciones para determinar un curriculo de matematicas pre-
universitarias.

3. Eraincorrecto asumir un curriculum para todo el mundo igual asumiendo una
continuacidn en la educacidn universitaria; la mayoria de las personas no van a
la universidad y mucho menos a estudiar carreras cientificas y técnicas.

4. La ideologia Bourbaki, como todos los supuestos filoséficos de los que se
nutria, eran y son dudosamente validos.

5. Angel R.(1994) Agrega una quinta situacién: se pensaba y todavia muchos
piensan que las matematicas son mas importantes de lo que son; se piensa que
el papel de las matematicas en la ciencia y la tecnologia moderna se puede
transmitir mecanicamente a la educacion

1.1.3.1 Critica de Morris Kline a la teoria de conjuntos en secundaria

El nuevo tema al que se concede importancia en la “matematica moderna” es la
teoria de conjuntos. No hay duda que la palabra <<conjunto>> es util. En el sentido
habitual, no técnico, significa coleccion, clase, grupo y cosas parecidas. Sin embargo se
pide a los alumnos que estudien la union e interseccion de conjuntos, los subconjuntos, el
conjunto vacio, los conjuntos infinitos, las correspondencia biunivocas entre conjuntos
infinitos y otros conceptos. Todo esto es un total despilfarro de tiempo. En las teorias
matematicas muy avanzadas y complicadas, la teoria de conjuntos juega un papel, pero en
las matematicas elementales no juega ninguno. De hecho es casi seguro que la teoria de
conjuntos se incluyo en las matemdticas modernas mds para darles aspecto de ser
complejas y avanzadas que por su utilidad sucede que es uno de los pocos temas de
matematicas avanzadas que los creadores del plan de matematica moderna podian
comprender.

La teoria de conjuntos no tiene ninguna utilidad para comprender la matemdtica
elemental o para aprender a trabajar con ella, aunque constituya el fundamento logico de
un planteamiento complejo y riguroso de las matematicas.

De hecho la teoria de conjuntos puede causar desorientaciéon incluso en el
contexto en que se supone que es de mds ayuda, es decir en el estudio de los niimeros. Lo
mds que los modernos textos pueden decir acerca de la relacién entre nimeros y
conjuntos es que un numero es la propiedad o nombre de un conjunto. Esto, en si mismo,
es tan vago que resulta inutil como definicion de nimero. Pero la situacion es peor aun.
Dados dos conjuntos {1,2,3} y {3,4,5}, la unién de estos conjuntos es{1,2,3,4,5}, el cual
solo contiene cinco objetos. Pero si sumamos el nimero de objetos del primer conjunto al
numero de objetos del segundo conjunto el resultado es 6. I[gualmente, la interseccién de
los dos conjuntos originales es el conjunto {3}. Pero el producto correspondiente a los
dos conjuntos es 9. Luego las dos operaciones bdsicas entre conjuntos, union e
interseccion, no se corresponden con la suma y multiplicacion de los numeros
representados por los conjuntos.
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La teoria de conjuntos arroja resultados importantes, pero incluso los
modernistas reconocen que éstos caen fuera de la esfera de las matemdticas elementales.

En las matemadticas elementales la teoria de conjuntos es un formalismo hueco
que obstaculiza ideas que son mucho mas fdciles de comprender intuitivamente. La
justificacion de su introduccion es casi ridicula y supone una parodia de la pedagogia. La
teoria de conjuntos no ha resultado el elixir de la pedagogia matemadtica.

1.1.3.2 Critica a Morris Kline.

Ya antes hubo una critica al libro de Morris Kline por Jesis Hernandez (1976) en un
articulo del peridédico El Pais quien menciona lo siguiente:

No hard falta decir que todas las criticas hechas son perfectamente razonables. Pero en
algunas ocasiones las antipatias del autor le hacen ir demasiado lejos, sobre todo en lo
que se refiere a la l6gica, llegando a decir, por ejemplo, que «en ninguna época de la
historia de las matemdticas hemos estado menos seguros de qué es el rigor», afirmacion
que parece dificilmente sostenible. Por otra parte, Kline insiste en la importancia de las
motivaciones fisicas, pero exagera al decir que «la matemdtica no es mds que una
descripcion de la fisica».

Si bien puede no estarse totalmente de acuerdo (y aun estar en franco desacuerdo, como
es nuestro caso) con algunas de las afirmaciones hechas, si los puntos de vista adoptados
pueden parecer a veces demasiado unilaterales y subjetivos, si puede pensarse de alguna
de sus criticas que, aun no siendo reaccionaria a priori, podria muy bien resultarlo a
posteriori, es evidente que se trata de una obra importante y llena de observaciones
acertadas.

Terminemos diciendo que seria lamentable que algunas personas incapaces de
comprender este libro lo utilizasen como un arma demagdgica contra una reforma que,
por muy desdichadamente que se haya llevado a cabo (y no hay que ir muy lejos para
encontrar ejemplos), no resultaba por ello menos ineludible.

Los conjuntos son importantes y es cierto que los libros en secundaria basados en la
matematica moderna no le daban la importancia que tienen, se veian como un tema
independiente de los demas. Por desgracia, en la experiencia que tengo al trabajar en
asesorias de chicos de secundaria me he dado cuenta de que muchos profesores, hoy
en dia, hacen lo mismo con los diferentes ejes, pareciese que “Analisis de la
Informacion” no tuviese nada que ver con “Sentido Numérico y Pensamiento
Algebraico” y con “Manejo de la Informacién”. Aunque el programa indica que se
deben de ver los tres ejes en cada uno de los bloques estos no aparecen relacionados.

En el caso de los conjuntos se presenta la misma situacion, es decir; el hecho de que
los libros presentaran a los conjuntos como un tema aislado de las matematicas

16



elementales, no quiere decir que asi sea, y esto se mostrara en el capitulo 3 con
aplicaciones de los conjuntos para visualizar de mejor forma algunos conjuntos de
numeros como lo son los divisores de un numero natural o los multiplos de un
numero natural.

Es importante que en secundaria se recolecte en una forma ordenada lo aprendido en
primaria, por ejemplo, en primaria se trabaja con los numeros naturales y se
mencionan en los libros de esa manera “los nimeros naturales” por qué no habriamos
en secundaria de nombrarlos de esa manera, y mucho mas, en primaria se trabaja con
subconjuntos de los numeros naturales, que mejor forma que dichos numeros
escribirlos usando la notacion de conjuntos, y sobre todo a la hora de referirnos a esos
conjuntos de numeros darles el énfasis y la importancia que tienen. Ejemplo: el
conjunto de los nimeros primos.

Es basico que un alumno de primaria identifique al menos a los primeros 5 niimeros
primos, sin embargo eso no sucede, a veces ni siquiera en secundaria los identifican,
ahora bien si escribimos el conjunto P = {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31, ... } y cada vez
que en un problema los nimeros primos apareciesen recordar este conjunto, se tienen
dos cosas; primero el alumno empieza a identificar la notacién de conjuntos y segundo
a identificar los elementos del conjunto de nimeros primos.

Lo mismo sucede con el conjunto de numeros cuadrados perfectos
{1,4,9,16,25,36,49,64,81,100,121,144,169,196,225, ...} o el de los cubos perfectos
{1,8,27,64,125,216, ... } el alumno debiera de familiarizarse con estos nimeros para
que cuando se trabaje con la factorizacién pueda visualizar desde una diferencia de
cuadrados o un trinomio cuadrado perfecto, pero como podria ver en esta expresion
algebraica: 36x* — 169 que es una diferencia de cuadrados si no ubica al 169 como
un cuadrado perfecto; que mejor forma de presentar a los nimeros cuadrados
perfectos, que como un conjunto, que ademas éste es de suma importancia para la
parte sentido numérico y pensamiento algebraico.

Los conjuntos ayudan al alumno a construir una visiéon global y ordenada de los
numeros, al identificar a los naturales, enteros, racionales e irracionales y las
relaciones entre estos conjuntos. Si a los alumnos de primero de bachillerato se les
pregunta sobre ejemplos de nimeros racionales estos no pueden responder, debido a
que en secundaria conocen a las fracciones y a los enteros como nimeros “ajenos”
entre si y no como subconjuntos de los racionales.

En el eje forma espacio y medida, podemos apoyarnos con los diagramas de Venn
para que el alumno identifique la clasificacion de algunos cuadrilateros, ya que es
importante que el alumno conozca que un cuadrado es un rombo y también un
rectangulo, por consiguiente esta en la interseccidn de estos conjuntos.
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Paralelogramo

Al igual se puede usar los diagramas de Venn para la clasificacion de triangulos y el
alumno le facilite recordar que un triangulo equilatero también es isdsceles.

Equilatero

Isésceles

Triangulo

Ahora en manejo de la informacion, pues es tan simple como que abrir cualquier
libro de Probabilidad y ver el primer tema con el que comienzan: “Conjuntos” asi que
decir que no es un tema para tomar en cuenta en la educaciéon secundaria es muy
arriesgado, lo que se tiene que hacer es ocuparse de que el alumno se vaya
relacionando con los conjuntos, su notacién y su utilidad; y que mas utilidad se podria
mencionar que las definiciones de probabilidad estén basadas en conjuntos.

(Podriamos trabajar en probabilidad sin usar conjuntos? si se puede porque se esta
haciendo, pero tal vez el costo es muy alto en cuanto al aprendizaje pues por ejemplo
se cometen errores en la notacién por no usar la notaciéon de conjuntos, se habla de
propiedades de los conjuntos sin que éstas se hallan tratado y otros como se mostrara
en el Capitulo 3. Ademas también veremos que los libros de secundaria tienen un
dilema sobre como escribir o describir algunas cosas referentes a la probabilidad
como lo es algo tan basico como el espacio muestral.

Asi que la idea es ocupar a los conjuntos para facilitar la ensefianza aprendizaje en la
matematica elemental. No de una forma tan formal como se hizo en la época de la
matematica moderna.

El fracaso de la matematica moderna, ha marcado al tema de conjuntos como un
contenido prohibido para ensefiarse en secundaria, sin embargo mostraremos que
algunos temas de la teoria de conjuntos son necesarios para evitar errores y
confusiones por ejemplo en conjuntos de nimeros y en la probabilidad
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Capitulo

2.1 Programas: antes del 93 y las competencias de hoy.

2

En México en el afio de 1993 hubo una nueva reforma en matematicas, en ésta se
abandona el tema de conjuntos. En 2011 se hace otra reforma, la cual esta basada en
competencias. Se presentan ambos programas asi, como las competencias y objetivos
del plan 2011 en matematicas para secundaria realizado por SEP y también los temas

antes de la reforma de 1993.

2.1.1 Antes de la reforma del 93

* Logicay Conjuntos

* Conjuntos, Relaciones y
Funciones

* Los Numeros Naturales

* Propiedades de la Igualdad y de
la Desigualdad

* La Numeracién

* Numeraciéon Decimal

* Adicién de nuimeros Naturales

¢ Sustracciéon de Numeros
Naturales

* Multiplicacion de Numeros
Naturales

* Division de Numeros Naturales

e Multiplos y Divisores.
Divisibilidad

* Numeros Racionales

* Operaciones con Numeros
Racionales

* Fracciones Decimales

* Razonesy Proporciones

* Tanto por Ciento. Interés

Numeros Enteros

Las Formas Geométricas y la

Medida

Angulos. Circulo

Poligonales y Perimetros

Sistema Métrico Decimal

Sistema Monetario de México.
o Unidades Angulares.
o Unidades de Tiempo.
o Sistema Ingles de

Medidas

Numeros Denominados

Construcciones Geométricas

Congruencia y Semejanza de

Figuras. Medicion Indirecta de

Distancias.

Areas y Voltimenes

Raiz Cuadrada y Teorema de

Pitagoras

Registros Estadisticos y

Probabilidad
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2.1.2 Reforma de 1993
En Plan y Programas de estudio 1993 se menciona:

En los nuevos programas desaparecen los temas de l6gica y conjuntos, asi como el
énfasis puesto por los programas anteriores en las propiedades estructurales de los
diferentes dominios numeéricos. También se abandona el tratamiento conjuntista de la
probabilidad. Mientras que los temas de estadistica se ubican dentro del contexto mas
amplio de la representacion y tratamiento de la informacion, punto que se concede gran
Importancia en este programa.

No se menciona las razones por las que se elimina el tema de conjuntos en secundaria,
aunque las conocemos por lo expuesto en el capitulo . Recordemos que en el capitulo
anterior hablamos del fracaso de la matematica moderna, razén por la cual se
abandona el tratamiento conjuntista de los nimeros, de la probabilidad y de todo lo
que “huela” a conjuntos. Sin embargo, quienes hicieron esta reforma, no se percataron
de que el estudio de los conjuntos (como tema o topico) hacia falta para facilitar el
estudio de otros temas, como los que se muestran en el capitulo III. Ademas, veremos
que los conjuntos permiten resolver algunos problemas de matematicas de manera
mas facil y ordenada.

2.1.3 La matematica hoy en dia

La matematica es una de las 12 materias que se llevan en secundaria y es una de las
materias que en general no les agrada a los alumnos que estan cursando la secundaria
y no solo eso, muchos de los estudiantes buscan estudiar a nivel licenciatura una
carrera que no tenga que ver con matematicas y en bachillerato toman el area que no
contenga materias relacionadas con matematicas.

El estudiante ha aprendido matematicas desde primaria de forma tradicional, como se
menciona en el capitulo I y la forma mas comun es a la que he llamado manera
ejemplo ejercicio (MEE). Esta manera de “aprendizaje” se refiere a: el profesor expone
la teoria de algin tema en matematicas y cuando va a dejar un ejercicio primero
resuelve un ejemplo y posteriormente el alumno resuelve un ejercicio el cual tiene
solo variaciones en las cantidades expuestas, es decir, el alumno lo que hace es una
copia del procedimiento hecho en el ejercicio anterior aplicado al nuevo y asi obtiene
el resultado esperado (siempre y cuando no haya tenido errores aritméticos o
algebraicos). Y el problema contintia porque al llegar a la secundaria la MEE se
mantiene y muchos estudiantes creen haber aprendido matemadticas e inclusive
pueden obtener buenas calificaciones en sus examenes, los cuales estan basados en
ejercicios idénticos a los expuestos en clase y después al intentar ingresar al siguiente
nivel y tener que presentar un examen de admision sus resultados son catastroéficos
(relacionados con su promedio de matematicas). El alumno no estd aprendiendo
matematicas solo aprende a copiar procedimientos.

20



Esta forma de aprendizaje hace que, al presentar su examen de admision, el cual esta
basado en razonamiento matematico, el alumno no pueda responder eficientemente,
porque se siente agobiado, lee la pregunta y lo que espera es que alguien le de un
ejemplo resuelto y asi él podra resolver la pregunta “facilmente” y a pesar de estas
situaciones vividas en secundaria y en primaria las cosas son aun peores, ya que en
preparatoria muchos profesores contintian aplicando MEE y en algunos casos el
alumno exige se le ensefie de esa manera porque €l piensa que de esa forma si
“comprende las matematicas”.

Hoy en dia las matematicas se trabajan por competencias, por desgracia la
transmision de lo que son las competencias a los profesores se realizan con talleres en
los cuales el instructor recibié un curso exprés y de esta manera es muy complicado
que se transmita de manera eficiente el material a los profesores; asi que las
competencias que deben lograrse en matematicas se quedan solo en la forma de
evaluacion, ya que ésta si se exige se lleve acabo y su desarrollo se llevara acabo de
una manera mas lenta.

A continuacion se describen cuatro competencias, cuyo desarrollo es importante durante
la Educacion Bdsica.

Competencias Matemadticas

* Resolver problemas de manera auténoma. Implica que los alumnos sepan
identificar, plantear y resolver diferentes tipos de problemas o situaciones; por
ejemplo, problemas con solucién tnica, otros con varias soluciones o ninguna
solucién; problemas en los que sobren o falten datos; problemas o situaciones en
los que sean los alumnos quienes planteen las preguntas. Se trata de que los
alumnos sean capaces de resolver un problema utilizando mds de un
procedimiento, reconociendo cudl o cudles son mas eficaces; o bien, que puedan
probar la eficacia de un procedimiento al cambiar uno o mds valores de las
variables o el contexto del problema, para generalizar procedimientos de
resolucion.

* (Comunicar informacion matemdtica. Comprende la posibilidad de que los
alumnos expresen, representen e interpreten informaciéon matemdtica contenida
en una situaciéon o en un fenémeno. Requiere que se comprendan y empleen
diferentes formas de representar la informacion cualitativa y cuantitativa
relacionada con la situacion; se establezcan nexos entre estas representaciones;
se expongan con claridad las ideas matemdticas encontradas; se deduzca la
informacion derivada de las representaciones y se infieran propiedades,
caracteristicas o tendencias de la situacion o del fendmeno representado.

* Validar procedimientos y resultados. Consiste en que los alumnos adquieran la
confianza suficiente para explicar y justificar los procedimientos y soluciones
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encontradas, mediante argumentos a su alcance que se orienten hacia el
razonamiento deductivo y la demostracion formal.

* Manejar técnicas eficientemente. Se refiere al uso eficiente de procedimientos y
formas de representacion que hacen los alumnos al efectuar cdlculos, con o sin
apoyo de calculadora. Muchas veces el manejo eficiente o deficiente de técnicas
establece la diferencia entre quienes resuelven los problemas de manera 6ptima y
quienes alcanzan una solucién incompleta o incorrecta. Esta competencia no se
limita a usar de forma mecdnica las operaciones aritméticas, sino que apunta
principalmente al desarrollo del significado y uso de los nimeros y de las
operaciones, que se manifiesta en la capacidad de elegir adecuadamente la o las
operaciones al resolver un problema; en la utilizacion del cdlculo mental y la
estimacion; en el empleo de procedimientos abreviados o atajos a partir de las
operaciones que se requieren en un problema, y en evaluar la pertinencia de los
resultados. Para lograr el manejo eficiente de una técnica es necesario que los
alumnos la sometan a prueba en muchos problemas distintos; asi adquirirdn
confianza en ella y la podrdn adaptar a nuevos problemas.

En la primer competencia que se enuncia menciona el resolver problemas de
manera auténoma, pero con el MEE es complicado resolver problemas sin que
antes se haya resuelto uno similar, es decir la resoluciéon de problemas no es
auténoma. Menciona la segunda competencia: exponer con claridad las ideas, la
notacion de conjuntos nos ayudaria a exponer algunas de éstas ideas de una forma
mas clara. Ejemplo, los conjuntos de nimeros (naturales, enteros, racionales,
irracionales, reales) divisores de un nimero natural n, el espacio muestral de un
experimento aleatorio. Usar los diagramas de Venn para visualizar una funcién
donde claramente se observa el dominio y rango de una funciéon. El producto
cartesiano para que el alumno visualice una pareja ordenada y la ubique en el
plano cartesiano.

2.1.4 La organizacion de los aprendizajes de la matematica en secundaria

La asignatura de Matemdticas se organiza para su estudio en tres niveles de
desglose. El primero corresponde a los ejes, el sequndo a los temas y el tercero a los
contenidos. Para primaria y secundaria se consideran tres ejes, que son: Sentido
numérico y pensamiento algebraico, Forma, espacio y medida, y Manejo de la

informacion.

Sentido numérico y pensamiento algebraico alude a los fines mds relevantes del
estudio de la aritmética y del dlgebra:

* La modelizacion de situaciones mediante el uso del lenguaje aritmético o
algebraico.

* Lageneralizacion de propiedades aritméticas mediante el uso del dlgebra.
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* La puesta en juego de diferentes formas de representar y efectuar cdlculos.

Forma, espacio y medida integra los tres aspectos esenciales alrededor de los cuales
gira el estudio de la geometria y la mediciéon en la educacién secundaria:

* La exploracion de caracteristicas y propiedades de las figuras y cuerpos
geométricos.

* La generacion de condiciones para un trabajo con caracteristicas deductivas.
* Lajustificacion de las férmulas que se utilizan para el cdlculo geométrico.

Manejo de la informacién incluye aspectos relacionados con el andlisis de la
informacion que proviene de distintas fuentes y su uso para la toma de decisiones
informada, de manera que se orienta hacia:

* La busqueda, la organizacion, el andlisis y la presentacion de informacion
para responder preguntas.

* El uso eficiente de la herramienta aritmética o algebraica que se vincula de
manera directa con el manejo de la informacion.

* El conocimiento de los principios bdsicos de la aleatoriedad.

De cada uno de los ejes se desprenden varios temas y para cada uno hay una
secuencia de contenidos que van de menor a mayor dificultad. Los temas son grandes
ideas matemdticas cuyo estudio requiere un desglose mds fino (los contenidos), y
varios grados o incluso niveles de escolaridad. En el caso de la educacion secundaria
se consideran nueve temas, y la mayoria inicia desde la educacién primaria. Dichos
temas son: numeros y sistemas de numeracion, Problemas aditivos, Problemas
multiplicativos, Patrones y ecuaciones, Figuras y cuerpos, Medida, Proporcionalidad
y funciones, nociones de probabilidad, y Andlisis y representacion de datos.

Los contenidos son aspectos muy concretos que se desprenden de los temas, cuyo
estudio requiere de entre dos y cinco sesiones de clase. El tiempo de estudio hace
referencia a la fase de reflexion, andlisis, aplicacién y construccion del conocimiento
en cuestion, pero ademds hay un tiempo mds largo en el que se usa este
conocimiento, se relaciona con otros conocimientos y se consolida para constituirse
en saber o saber hacer.

Ademas de los ejes, temas y contenidos, existe un elemento mds que forma parte
de la estructura de los programas que son los aprendizajes esperados y se enuncian
en la primera columna de cada bloque temdtico. Estos aprendizajes sefialan, de
manera sintética, los conocimientos y las habilidades que todos los alumnos deben
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alcanzar como resultado del estudio de varios contenidos, incluidos o no en el bloque
en cuestion. Los aprendizajes esperados no se corresponden uno a uno con los
contenidos del bloque debido a que estos tltimos constituyen procesos de estudio que
en algunos casos trascienden el bloque e incluso el grado, mientras que los
aprendizajes esperados son saberes que se construyen como resultado de los
procesos de estudio mencionados. Ejemplos claros son los aprendizajes esperados
que se refieren al uso de los algoritmos convencionales de las operaciones, que tienen
como sustrato el estudio de varios contenidos que no se reflejan como aprendizajes
esperados.

Aunque no todos los contenidos se reflejan como aprendizajes esperados, es
importante estudiarlos todos para garantizar que los alumnos vayan encontrando
sentido a lo que aprenden y puedan emplear diferentes recursos, de lo contrario se
corre el riesgo de que lleguen a utilizar técnicas sin saber por qué o para qué sirven.

En los cinco bloques que comprende cada programa, los contenidos se
organizaron de tal manera que los alumnos vayan accediendo a ideas y recursos
matemadticos cada vez mds complejos, a la vez que puedan relacionar lo que ya saben
con lo que estdn por aprender. Sin embargo, es probable que haya otros criterios
para establecer la secuenciacion y, por lo tanto, los contenidos no tienen un orden
rigido.

Como se observa en las siguientes tablas, en todos los bloques se incluyen
contenidos de los tres ejes, lo que tiene dos finalidades importantes; la primera es que
los temas se estudien simultdneamente a lo largo del curso, evitando asi que algunos
sélo aparezcan al final del programa, con alta probabilidad de que no se estudien; la
segunda es que pueda vincularse el estudio de temas que corresponden a diferentes
egjes, para lograr que los alumnos tengan una vision global de la matemadtica.

Lo que se mostrara en este trabajo es una organizacion alterna de los temas, asi como
el agregado del tema de conjuntos. De ninguna manera se pretende eliminar alguno de
los temas que indica la SEP.

En el programa oficial de la SEP(2011) se menciona que es posible cambiar el orden
de los temas y refiere que la idea de acomodarlos asi, como estan en la tabla, es que no
se corra el riesgo de que algin tema no se llegue a ver por falta de tiempo. Esta no sera
la forma en que se hara para la reorganizacion de los temas, en este trabajo se
reorganizaran los temas de acuerdo a la necesidad, me refiero a que si un tema
necesita de otro para poder desarrollarse de una mejor manera, entonces este estara
colocado después del tema que necesite. A pesar de que la SEP menciona que se tiene
la libertad de cambiar el orden de los temas, todos los libros escritos para secundaria
basados en competencias mantienen el orden de la SEP. No creo, que el pensar en que
tal vez no le de tiempo al profesor terminar el programa sea una razoén para mantener
el orden dado por la SEP; debe de organizarse de manera que se termine en tiempo
todo el programa y la estructura de los contenidos que se planteara mas adelante
tiene ese fin, a pesar de que tendra un tema mas en este caso, el de conjuntos.
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Puesto que solo se mostrara un programa alternativo para primero de
secundaria, se muestra la organizacion dada por la SEP unicamente de este grado

Bloque I
Competencias que se favorecen: Resolver problemas de manera auténoma
e Comunicar informacién matematica
e Validar procedimientos y resultados
* Manejar técnicas eficientemente
Aprendizajes : _ Ejes
E d Sentido numérico Forma, espacio y medida Manejo de la informacién
sperados y pensamiento algebraico » €sp y )

¢ Convierte nimeros
fraccionarios a decimales y
viceversa.

« Conoce y utiliza las
convenciones para
representar niimeros
fraccionarios y decimales en
la recta numérica.

* Representa sucesiones de
numeros o de figuras a partir
de unaregla daday
viceversa.

Numeros y sistemas de
numeracién

¢ Conversion de fracciones
decimales y no decimales a
su escritura decimal y
viceversa.

* Representacion de nimeros
fraccionarios y decimales en
la recta numérica a partir de
distintas informaciones,
analizando las convenciones
de esta representacion.
Problemas aditivos

¢ Resolucion y planteamiento
de problemas que impliquen
mas de una operacién de
suma y resta de fracciones.
Patrones y ecuaciones

¢ Construccién de sucesiones
de nimeros o de figuras a
partir de una regla dada en
lenguaje comun. Formulacién
en lenguaje comun de
expresiones generales que
definen las reglas de
sucesiones con progresion
aritmética o geométrica, de
numeros y de figuras.

» Explicacion del significado
de férmulas geométricas, al
considerar las literales como
numeros generales con los
que es posible operar.

Figuras y cuerpos

¢ Trazo de tridngulos y
cuadrilateros mediante el uso
del juego de geometria.

« Trazo y analisis de las
propiedades de las alturas,
medianas, mediatrices y
bisectrices en un tridngulo.

Proporcionalidad y funciones

¢ Resolucion de problemas de
reparto proporcional.
Nociones de probabilidad

o Identificacién y practica de
juegos de azar sencillos y
registro de los resultados.
Eleccién de estrategias en
funcién del analisis de
resultados posibles.

Bloque II

Competencias que se favorecen: Resolver problemas de manera auténoma
e Comunicar informacién matematica e Validar procedimientos y resultados « Manejar técnicas
eficientemente

Aprendizajes
esperados

Ejes

Sentido numérico
y pensamiento algebraico

Forma, espacio y medida

Manejo de la informacién

* Resuelve problemas
utilizando el maximo comun
divisor y el minimo comun
multiplo.

¢ Resuelve problemas
geométricos que impliquen el

Numeros y sistemas de
numeracién

e Formulacion de los criterios
de divisibilidad entre 2,3y 5.
Distincion entre nimeros
primos y compuestos.

Figuras y cuerpos

* Resolucion de problemas
geométricos que impliquen el
uso de las propiedades de la
mediatriz de un segmento y

Proporcionalidad y funciones

« Identificacién y resoluciéon
de situaciones de
proporcionalidad directa
del tipo “valor faltante”
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uso de las propiedades de las
alturas, medianas,
mediatrices y bisectrices en
tridngulos y cuadrilateros.

* Resolucion de problemas
que impliquen el célculo del
maximo comun divisor y el
minimo comun multiplo.
Problemas aditivos

* Resolucion de problemas
aditivos en los que se
combinan nimeros
fraccionarios y decimales en
distintos contextos,
empleando los algoritmos
convencionales.

Problemas multiplicativos

* Resolucion de problemas
que impliquen la
multiplicacion

y divisién con nimeros
fraccionarios en distintos
contextos, utilizando los
algoritmos usuales.

la bisectriz de un angulo.
Medida

e Justificacion de las formulas
de perimetro y area de
poligonos regulares, con
apoyo de la construccién y
transformacidn de figuras.

en diversos contextos, con
factores constantes
fraccionarios.

Bloque II1

Competencias que se favorecen: Resolver problemas de manera auténoma
* Comunicar informacién matemadtica » Validar procedimientos y resultados ¢ Manejar técnicas eficientemente

Aprendizajes esperados

Ejes

Sentido numérico
y pensamiento algebraico

Forma, espacio y medida

Manejo de la informacién

¢ Resuelve problemas que
implican efectuar
multiplicaciones o divisiones
con fracciones y nimeros
decimales.

¢ Resuelve problemas

que impliquen el uso de
ecuaciones de las formas:
x+a=bjax=byax+b=c,
donde a, b y ¢ son nimeros
naturales y/o decimales.

¢ Resuelve problemas que
implican el calculo de
cualquiera de las variables de
las férmulas para calcular el
perimetro y el drea de
tridngulos, cuadrilateros y
poligonos regulares. Explica la
relacién que existe entre el
perimetro y el 4rea de las
figuras.

Problemas multiplicativos

* Resolucion de problemas
que impliquen la
multiplicacién de niimeros
decimales en distintos
contextos, utilizando el
algoritmo convencional.

* Resolucion de problemas
que impliquen la division
de nimeros decimales en
distintos contextos,
utilizando el algoritmo
convencional.

Patrones y ecuaciones

* Resolucion de problemas
que impliquen el
planteamiento y la
resolucion de ecuaciones
de primer grado de la
forma

x+a=b;ax=0>b;

ax + b = ¢, utilizando las
propiedades de la igualdad,
con a, by c nimeros
naturales, decimales o
fraccionarios.

Figuras y cuerpos

» Construccion de poligonos
regulares a partir de distintas
informaciones (medida de un
lado, del 4ngulo interno,
angulo central). Andlisis de la
relacién entre los elementos
de la circunferencia y el
poligono inscrito en ella.

Medida

* Resolucion de problemas
que impliquen calcular el
perimetro y el drea de
poligonos regulares.

Proporcionalidad y funciones

e Formulacién de
explicaciones sobre el efecto
de la aplicacion sucesiva de
factores constantes de
proporcionalidad en
situaciones dadas.

Nociones de probabilidad

« Anticipaciéon de resultados
de una experiencia aleatoria,
su verificacion al realizar el
experimento y su registro en
una tabla de frecuencias.

Analisis y representacion

de datos

e Lectura y comunicacién de
informacién mediante el uso
de tablas de frecuencia
absoluta y relativa.

Bloque IV

Competencias que se favorecen: Resolver problemas de manera auténoma
* Comunicar informacién matemadtica » Validar procedimientos y resultados ¢ Manejar técnicas eficientemente

Aprendizajes
Esperados

Ejes

Sentido numérico
y pensamiento algebraico

Forma, espacio y medida

Manejo de la informacién

« Construye circulos y
poligonos regulares que
cumplan con ciertas

Numeros y sistemas de
numeracién

* Planteamiento y resoluciéon

Figuras y cuerpos
» Construccion de circulos a
partir de diferentes datos (el

Proporcionalidad y funciones
¢ Analisis de la regla de tres,
empleando valores enteros o
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condiciones establecidas.

¢ Lee informacién presentada
en graficas de barras y
circulares. Utiliza estos tipos
de graficas para comunicar
informacién.

de problemas que impliquen
la utilizacién de niumeros
enteros, fraccionarios o
decimales positivos y
negativos.

radio, una cuerda, tres
puntos no alineados, etc.) o
que cumplan condiciones
dadas.

Medida

o Justificacion de la formula
para calcular la longitud de la
circunferencia y el area del
circulo (graficay
algebraicamente).
Explicitacién del nimero ©
(pi) como la razén entre la
longitud de la circunferencia
y el didmetro.

fraccionarios.

« Analisis de los efectos del
factor inverso en una
relacion de proporcionalidad,
en particular en una
reproduccién a escala.
Nociones de probabilidad

¢ Resoluciéon de problemas de
conteo mediante diversos
procedimientos. Busqueda de
recursos para verificar los
resultados.

Analisis y representacion

de datos

¢ Lectura de informacién
representada en graficas de
barras y circulares,
provenientes de diarios o
revistas y de otras fuentes.
Comunicacién de
informacidn proveniente de
estudios sencillos, eligiendo
la representacién grafica mas
adecuada.

bloque V

competencias que se favorecen: Resolver problemas de manera auténoma
* Comunicar informacién matemadtica » Validar procedimientos y resultados ¢ Manejar técnicas eficientemente

Aprendizajes
Esperados

Ejes

Sentido numérico
y pensamiento algebraico

Forma, espacio y medida

Manejo de la informacién

Resuelve problemas aditivos
que implican el uso de
numeros enteros,
fraccionarios o decimales
positivos y negativos.

Resuelve problemas que
impliquen el calculo de la
raiz cuadrada y potencias
de niimeros naturales

y decimales.

Resuelve problemas de
proporcionalidad directa del
tipo “valor faltante”, en los
que la razén interna o
externa es un ndmero
fraccionario.

Problemas aditivos

* Resolucion de problemas
que implican el uso de sumas
y restas de nimeros enteros.
ProbleMas MultiPlicativos

¢ Uso de la notacidn cientifica
para realizar calculos en los
que intervienen cantidades
muy grandes o muy
pequeias.

* Resolucion de problemas
que impliquen el célculo de la
raiz cuadrada (diferentes
métodos) y la potencia de
exponente natural de
numeros naturales y
decimales.

Patrones y ecuaciones

¢ Obtencioén de la regla
general (en lenguaje
algebraico) de una sucesiéon
con progresién aritmética

Medida

¢ Uso de las férmulas para
calcular el perimetro y el
area del circulo en la
resolucion de problemas.

Proporcionalidad y funciones

¢ Resolucion de problemas de
proporcionalidad multiple.

Estos temas y en este orden aparecen en todos los libros de primero de
secundaria basados en competencias, ahora bien, otro de los problemas con los libros
de secundaria es que en algunas escuelas tienen un convenio con cierta casa editorial
y eso genera que los libros sean ya determinados por el director y no por el profesor
especialista en la materia, por lo que el profesor se enfrentara con el problema, de
tener un libro que tal vez no lo convenza. Estos mismos directores exigen a los
profesores “llenar” los libros, de esta manera, muestran al padre de familia que su
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gasto no fue en vano y que en esa escuela si se trabaja (“se terminan los libros”). Estas
situaciones practicamente eliminan la posibilidad que el profesor por su propia
iniciativa agregue un tema. Pero no podemos quedarnos asi sin ver la forma de
mejorar la educacion en cada uno de los niveles, en especial en matematicas que es
una de las materias que al alumno se le dificulta en gran medida. Cabe aclarar que en
las secundarias publicas los libros no se compran. Asi que el profesor tiene mas
libertad en el uso del libro de texto.

2.1.5 Propdsitos del estudio de las matematicas para la educacion basica

Estudiar la materia de matematicas en el nivel secundaria (Programa oficial SEP
2011) nos lleva a preguntarnos las razones de llevar esta materia en este nivel. Para la
SEP los propésitos son:

Mediante el estudio de las Matemadticas en la Educacién Bdsica se pretende que los nifios
y adolescentes:

e Desarrollen formas de pensar que les permitan formular conjeturas y procedimientos
para resolver problemas, y elaborar explicaciones para ciertos hechos numéricos
0 geométricos.

 Utilicen diferentes técnicas o recursos para hacer mds eficientes los procedimientos de
resolucion.

e Muestren disposicion para el estudio de la matemadtica y para el trabajo auténomo y
colaborativo.

Haciendo énfasis en el segundo punto podriamos proponer formas alternativas para
resolver problemas utilizando los conjuntos. En el siguiente capitulo se presentaran
algunos ejemplos. Y se puede trabajar usando conjuntos con lo que es la
transversalidad de las matematicas con otras materias, en el nuevo programa no se
menciona mucho sobre la transversalidad. Pero es importante ya que el alumno ve
como la matematica es una materia que tiene relacion con las demas. Se puede
trabajar con Geografia (Sea A el conjunto formado por los continentes de la tierra) en
Biologia (sea B el conjunto formado por las partes de una célula vegetal) etc.
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Capitulo 713

3.1 Los libros de secundaria y los conjuntos

Los problemas siguientes nos llevan a mostrar la necesidad de agregar el tema
de conjuntos en secundaria.

Los primeros ejemplos son tomados del libro del maestro (SEP 2006)
El tema se llama: Regiones y conjuntos de puntos en el plano.

Desde el nombre ya menciona la palabra conjuntos, veamos lo que menciona el libro:

El plano cartesiano se introduce de manera informal desde el primer grado, por medio
de diversas actividades como son, entre otras, la representacion grdfica de los datos de
una tabla y las grdficas de variacion proporcional entre dos cantidades. En el segundo y
tercer grados se concede importancia a que los alumnos localicen en el plano cartesiano
las regiones y conjuntos de puntos que satisfacen algunas condiciones algebraicas dadas.
En el segundo grado se localizardn regiones y subconjuntos que satisfagan condiciones
sencillas.

Menciona también subconjuntos, pero ;como podemos hablar de
subconjuntos? si ni siquiera se tiene el concepto de conjunto.

Algunos ejercicios que menciona son los siguientes:

Semiplanos

1. Represente en el plano cartesiano todos los puntos que cumplan con las
siguientes condiciones:

a)x >3 b)yy < -2 )x<y d)x > 2y
Franjas

2. Representen en el plano cartesiano todos los puntos que cumplan con las
siguientes condiciones:
a)2<x<5 b)—-3<y<o0

Rectas

3. Representen en el plano cartesiano todos los puntos que cumplan con las
siguientes condiciones:

ax =Yy byy =-5 x+y=>5 d) y=2x
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Cuadrantes

4. Representen en el plano cartesiano todos los puntos que cumplan con las
siguientes condiciones:

a)xy <0 byxy > 0

También muestra en el plano las regiones como conjuntos de puntos

REGIONES Y CONJUNTOS DE PUNTOS EN EL PLANO

Semiplanos ¥ y
6 6
5 5
44 4]

L1
T T 12 x
3 4 5 6
Franjas
v y
6 6
5 5]
4 4
3] 3
24 2

:

figura 3.1
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Para resolver este tipo de problemas se necesita la notacién de conjuntos y
sabemos que la solucién es un subconjunto del plano. Y aunque solo se piense en la
region “dibujada” en el plano se tendria que hablar de conjuntos para que el alumno
tenga mas claridad sobre como dibujar dichas regiones.

Soluciodn al ejercicio 1 a)
A={(x,y) € R* | x > 3}

En el plan 2011 ya no aparecen las regiones en el plano, no se menciona el
hecho del porque se eliminan, pero tal vez una de las razones es que necesitaban de
los conjuntos para definirlas. Aunque si eso fuera, los temas de probabilidad no
deberian de existir en secundaria.

En Alfonso Arriaga (2007) se hace uso de los conjuntos como si el alumno ya supiera
al menos una idea intuitiva de ellos. (Figura 3.2)

'd= vt

Cuando la velocidad v = 80km/h, ;qué distancia recorrerd en (23 1h, 180 8« .

| meemneeecnnne)  mme——

La distancia recorrida depende del tiempo; a esta relacién de dependencia se le llama funcién y
puede expresarse como:

d = 80t o bien, f(t) = 80t

Para cada valor que se asigne a t (variable independiente o dominio), obtendrds un Unico valor
de d (variable dependiente o imagen).

Ejemplo: Si y = 3x (f(x) = 3x) y el dominio es ‘ F
1, 2,y 3, las imdgenes correspondientes son: “ e
y=3N=3y=32)=6yy=33)=9
Cada elemento del dominio y su correspon-
diente imagen determinan un punto en el pla- i Gy
no cartesiano, asi: (1,3), (2,6) y (3,9 sonlas | | | | | | (2,6)
coordenadas resultantes, mismas que al ubi- 5Ty
carse en el plano determinan una grdfica.

FUNCION

Es un conjunto de parejas ordenadas e R VR
de ntimeros (x, y) en el cual no hay dos e
parejas ordenadas distintas que tengan e

el primer niamero (Leithold). i

1 +2 +B +4 +5 +6

Figura 3.2
Es muy dificil que el alumno entienda esta definicion puesto que no tiene claro lo que

es un conjunto, ademas para definir dominio e imagen el uso de los diagramas de
Venn y la correspondencia con flechas haria mas clara la presentacion y sobre todo
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hay que tomar en cuenta que es importante y necesario definir producto cartesiano en
temas anteriores.

Como lo muestra la siguiente imagen tomada del mismo libro

" Imagen: Valores que corresponden a la

' Actividad 5.6 variable despejada (dependiente).

! Dominio: valores que se asignan a la
Relaciona mediante una flecha los elementos que cumplan !\ variable o variables independientes (no

con la relacién que se indica en cada caso. _ 8 despejadas).
a) y=2x b) P=3a Dy
& X Y U4 a g
2 6
.3
135 1
9 ]
45

Observa que el valor de y depende del valor que se asigna a x. De esta manera, a los valores
que va adquiriendo la variable y se les llama dependientes y a los valores de x se les llama

independientes.
,Como le hiciste para determinar qué valor del conjunto de las y (dependientes) le correspondia

al de las x (independientes)? -
En la relacién del inciso a), ;qué nimero obtienes al dividir el valor de y entre su correspondiente

dex?

Figura 3.3

En la primer pregunta del ejercicio menciona el conjunto de las Y, este libro trata de
facilitar el entendimiento del tema mediante este diagrama, que claramente es una
funcion entre dos conjuntos usando diagramas de Venn.

En Maria Trigueros (2012) si hace mencidn de los conjuntos aunque solo lo hace con
un ejemplo (figura siguiente)

TRE—————

Los conjuntos suelen
nombrarse con letras
mayusculas y sus
elementos, escribir-

se entre llaves. Por
ejemplo, el conjunto
de letras de la palabra
pato seria:

S=1ip, a t, o}

Figura 3.4
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Este libro aprovecha a los conjuntos y define variacién directa proporcional e inversa
de la siguiente manera (figura 3.5y 3.6)

Una relacion entre dos
conjuntos de cantida-
des es proporcional

si existe un numero,
llamado constante de
proporcionalidad, que

al multiplicarse por
cualquier elemento
del primer conjunto,
dé como resultado el
elemento correspon-
diente del segundo.

Figura 3.5

Dada una relacion entre dos conjuntos de cantidades, cuando una cantidad de uno aumenta n ve-
ces y la del otro disminuye n veces se dice que estas son inversamente proporcionales.

Por ejemplo, en un conjunto de rectangulos de drea dada, las medidas de un lado son inversamen-
te proporcionales a las medidas del otro.

e) Cuando las cantidades de dos conjuntos son directamente proporcionales, el
cociente de cantidades que se corresponden es constante. Analiza la tabla de la
actividad 1 e identifica qué es constante cuando las cantidades son inversamente
proporcionales.

Cuando las cantidades de un conjunto son inversamente proporcionales a las de

otro, el producto de las cantidades correspondientes siempre es el mismo, es decir, es constante.

Figura 3.6

3.2 Probabilidad y conjuntos

Es muy dificil hablar de probabilidad sin mencionar conjuntos; menciona
ZUWAYLIF (1977) la probabilidad puede ser estudiada de diferentes maneras; un
enfoque conveniente de ella se obtiene comenzando con una breve discusion acerca de
conjuntos.

CARMEN BATANERO (2004) menciona:

No menos fundamental es la idea debida a Kolmogorov de asignar un conjunto (el
espacio muestral) de sucesos observables a cada experimento aleatorio y representar
cada suceso posible como un subconjunto del espacio muestral, dando una
interpretacién probabilistica a las operaciones con sucesos. Es decir, inventariar todos
los posible sucesos elementales que podrian ocurrir al realizar un experimento aleatorio,
considerarlo como un conjunto de referencia o universal y aplicar toda la potencia del
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dlgebra de conjuntos para poder definir los demds sucesos, a partir de los sucesos
elementales.

La consideracién del espacio muestral permitié axiomatizar la probabilidad, como
medida normada aditiva, sobre el dlgebra de conjuntos, puesto que las operaciones en el
dlgebra de conjuntos permitian definir operaciones sobre la misma probabilidad. Puesto
que todo suceso elemental forma parte del conjunto de referencia, se dota de sentido al
muestreo, ya que al observar repetidamente una serie de repeticiones del experimento,
siempre observaremos elementos del espacio muestral.

Por otro lado, si un subconjunto estd incluido en un conjunto mayor, la probabilidad del

primero es menor que la del segundo. Esta propiedad es muy intuitiva y puede
presentarse a los alumnos desde la escuela primaria.

Carmen menciona que desde primaria se podria mencionar la idea de cuando un
evento tiene mayor probabilidad que otro usando conjuntos, si en secundaria el
alumno empieza a trabajar con conjuntos esta idea seria clara.

3.2.1 Los libros y la probabilidad

En general todos los libros de texto de secundaria de matematicas se basan de
manera “estricta” en los programas de SEP, el tema de probabilidad no podria ser una
excepcion y en uno si mencionan los conjuntos Maria Trigueros (2012), mientras
algunos tratan de omitir inclusive la notaciéon de conjuntos, generando errores en la
forma de describir un espacio muestral Santiago Valiente (2012). Otros prefieren
omitir ese error y usan la notacién de conjuntos David B. S. (2012) sin mencionar en
ningin momento que el espacio muestral es un conjunto y que los sucesos son
subconjuntos del espacio muestral y en Maria Trigueros (2012) que si los menciona
solo es una mencién mediante un ejemplo.

Tirando y tirando :

Lucia tira un dado en forma de dodecae-
dro, en el que cada cara esta numerada del
1 al 12,y quiere determinar cual es la pro-
babilidad de obtener en 12 tiros sucesivos cada una de
las caras de esta pieza, sin importar el orden.

;Crees poder ayudar a Lucia a deter-
minar esa probabilidad? ;Cual es?

Posiblemente se te ocurrié hacer Al obtenerse una cara al tirar el dqdecaez_jro, i_ce;
una enumeracion del espacio mues- posible obtener otro resultado al mismo tiempo!
tral de este experimento aleatorio ;Por que?

ara determinar el numero de resul- = :
fados favorables al evento: 1 —2 — 3 ;Cual es la probabilidad de obtener un 1 al tirar el

—4—-5_-6—7—-8—-9—10—11— 12, pata la situa- dodecaedro?. ;Y la de lograr un 2?7
cién del problema.

;Cual seria la probabilidad de conseguir 1 — 2—3al

i i _ ieza?
;Crees que es facil enumerar aste espacio mues- tirar tres veces consecutivas esta p

tral? ;Cuantos elementos contendra?

.E- mnic Firil anumerar el espacio muestral en este

Figura 3.7
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La forma de escribir el espacio muestral en la figura 3.7 puede generar confusién ya
que al usar el guién medio parece que se esta refiriendo a nimeros negativos.

Espacios muestrales

OO, 1, 2, o, 2.9, 1 2 12 TOu s, O e, P e =7, 50,
32, 34, 36}

- ¥12, 314, 36, 38 30 32 34, 36}

Figura 3.8

En la figura 3.8, el libro esta usando la notacién de conjuntos para expresar su espacio
muestral. Sin embargo el libro no menciona que estos sean conjuntos.

En Maria Trigueros (2012) el espacio muestral lo menciona explicitamente como un
conjunto, pero antes define lo que es un conjunto mediante un ejemplo (figura 3.4,
3.9y 3.10)

Figura 3.9

Al conjunto de resultados posibles de un experimento aleatorio también se le llama espacio

muestral del experimento. Cada elemento del espacio muestral es un evento o suceso simple.

Figura 3.10
OMUNICe 1. A continuacién se describen cinco experimentos aleatorios, o de azar.
Anota, en cada caso, el conjunto de resultados posibles. Observa el ejemplo.

a) El experimento consiste en lanzar un dado de 20 caras numeradas del 1 al 20 y regis-
trar el nimero que salga.

El conjunto de resultados posibles es

$=1{1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,12, 13, 14,15, 16,
17,18, 19, 20}
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Tenemos tres libros diferentes donde se muestra que el libro que omite la notacion de
conjuntos para definir un espacio muestral, la notacién que usa es errénea en los otros
dos donde no hay confusion en el espacio muestral usan la notacién de conjuntos, sin
embargo solo uno menciona a los conjuntos anteriormente y éste lo hace con un

ejemplo.

Recuerden que: \

Todosl los resultados sencillos posibles de yn
expenmento forman e/ €spacio muestral o
€spacio de resultados Y S€ puede presentqr

en forma de diagrama de g
e drbol
rectanqular. T

Sol

Cuando se considerg alguno o algunos de los

resultados posibles se define un evento
Por ejemplo, si se lanza un dado en ef o a) En total para este experimento, cuantos resultados posi-

todas s [ X
v Us caras tienen la mismq probabilidad bles hay?
caery 5¢ observa el nimero que cae en g
;a’rrq Superior, dos eventos que se pueden
€rinir son: “cae 4" y “ ] agui ' . ‘
Y “cae un nimero par" aguila? Marquénlos con color rojo en el diagrama

b) ¢En cudntos de esos resultados posibles en la moneda cae

Los resultados favorables de cada evento

reéspectivamente, son: {4}y {24 6} c) En este experimento, cudl es la probabilidad del evento

A: "en la moneda cae aguila"?

numero de resultados favorables del evento
numero total de resultados posibles

gu;m('io S€ combinan dos €ventos como Jos
n
€riores, al nuevo evento se le llama evento P(A) =

co [ )
mpuestg. Por ejemplo, e/ evento: “cae 4
Y €5 un nimero par”

Figura 3.11

Y no solo se han revisado los libros de secundarias generales, si no también los libros
de telesecundaria (figura 3.11) tomada del libro Matematicas II (2007 SEP) de
telesecundaria y en ella se muestra que en estos libros utilizan la notaciéon de
conjuntos para denotar los eventos. Podriamos ya en este momento hacernos la
siguiente pregunta ;Si los conjuntos no son necesarios estudiarlos en secundaria
deberia de existir una notacién diferente a la de conjuntos para este nivel? Creo que
deberiamos ir aun mas lejos y ensefiar conjuntos para poder usar su notacién y su

algebra.

En el libro Santiago B. (2012) y con diferencia de una pagina se muestra un error de
definicion (figura 3.12), y en la siguiente pagina al definir la probabilidad del

complemento de un suceso no se comete (figura 3.13).

numero de resultados favorables
numero del espacio muestral

P(ocurra evento) =

Figura 3.12
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ndim. de elementos del espacio muestral — nim. de resultados favorables
num. de elementos del espacio muestral

P(no ocurra evento) =
Figura 3.13

un error muy parecido lo comete el libro Alfonso A. (2007)

Probabilidad cldsica

Eventos favorables
Eventos posibles

f
P(evento) _. —p-

figura 3.14

Este tipo de errores se podria resolver de una forma muy simple si se usara notacion
de conjuntos.

El libro David B. S. (2012) prefiere usar notacion de conjuntos para definir la
probabilidad del complemento (figura 14)

Seguramente ya has notado que la probabilidad de que un evento ocurra, mas la pro-
babilidad de que ese mismo evento NO ocurra, es igual a uno. Por ejemplo, la proba-
bilidad del evento M:“Salir 5 al lanzar un dado” es 4, mientras que la probabilidad del
evento N:“No salir 5 al lanzar un dado” es%.A estos dos eventos se les llama com-
plementarios y la suma de sus probabilidades es uno.

De manera abreviada la probabilidad de un evento M se expresa asi: P(M)

La probabilidad del complemento de M se expresa asi: P(M°)

De manera que, en este caso, P(M) =%; P(M9) =1—-P(M) =¢

Figurra 3.15

En este libro se menciona la palabra complemento y ademdas usa la notacion de
conjuntos para expresar el complemento de un evento.

No solamente el libro David B. S. (2012) usa la notacion de conjuntos, también se

apoya en el diagrama de Venn para definir eventos mutuamente excluyentes (figura
3.16)
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Dos o més eventos que no tienen elementos comunes se llaman mutuamente exclu-
yentes. Por ejemplo el evento A y el evento B no tienen elementos comunes, mien-
tras que el evento B y el evento C si tienen elementos comunes. Grificamente estas
relaciones se pueden representar de la siguiente manera. :

No tienen elementos comunes Si tienen elementos comunes

Los elementos comunes son la interseccién entre los eventos. En el primer caso
no hay interseccioén, mientras que en el segundo caso la interseccién son los sucesos
simples {1, 3}.

Figura 3.16
Es preferible usar la notacién de conjuntos, asi como diagramas de conjuntos para

facilitar la exposicion de los conceptos de probabilidad y seria mas facil si usaramos
toda el algebra de conjuntos para las definiciones.

Sin embargo pareciese que mencionar los conjuntos en secundaria fuese algo
prohibido, la figura 16 muestra esto.

También es conveniente que se
resuelvan problemas construi-
dos a partir del esquema si-
guiente (pero tampoco esta for-
mulaserd objeto deensefianza). A B

N =Np TNg—Np~p

Al principio los problemas de-
beran ser tales que los alum-
nos puedan resolverlos por
tanteo, explorando mental-
mente las relaciones entre los
datos del problema o construyendo sus propias representaciones. Mas adelante se
les podra proponer que utilicen diagramas de Venn o de Carroll para resolverlos.

Figura 3.17

El diagrama muestra la interseccion de conjuntos y la formula es para calcular la
cardinalidad de la unién de conjuntos, sin embargo la indicaciéon en los paréntesis
prohiben usarla, esta imagen (figura 3.17) es tomada del libro del maestro SEP
(2006)
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Capitulo 70

4.1 Conjuntos

La palabra conjunto en matematicas no se define por ser un concepto bastante
primitivo, pero es importante tener una idea intuitiva de conjunto para ayudarnos a
trabajar con ellos. Diremos que un conjunto es una coleccion o reunion de “objetos”.
Esta definicion intuitiva nos lleva a que podemos formar conjuntos de casi todo lo que
nos rodea en nuestra vida diaria. Ejemplos:

a) El conjunto de amigos que tengo

b) El conjunto formado por los compafieros de mi saldn de clases

c) El conjunto formado por los integrantes de mi equipo favorito de futbol
d) El conjunto de mis utiles escolares

e) El conjunto de seres vivos en el planeta tierra

En especial, en matematicas nos interesan los conjuntos de niimeros y el nimero
de elementos de ciertos conjuntos. Por ejemplo, pensemos en el conjunto formado por
los dias de la semana, este conjunto tiene 7 “elementos”.

De los ejemplos vistos arriba de pronto surge la idea de que las matematicas
aparecen en todo, ya que siempre que pueda formarse un conjunto este tendra algo
que ver con matematicas.

Los conjuntos los denotaremos generalmente con letras mayusculas 4, B, C, D,
etc. A los objetos que forman un conjunto, si los hay, les llamaremos elementos de
dicho conjunto. Para indicar que un elemento pertenece a un conjunto se utilizara el
simbolo: " € "y para indicar que un elemento no pertenece a un conjunto se utilizara
el simbolo: " € ". Los conjuntos los vamos a representar de dos formas. Por extension
escribiendo los elementos del conjunto separados por comas y entre llaves. Ejemplo

A = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado, domingo}
Los conjuntos también los podemos representar por comprension en este caso se
enuncia una propiedad definitoria del conjunto y se escribe una “variable”
generalmente x, el simbolo | (que se lee tal que) y posteriormente la propiedad
definitoria del conjunto, todo siempre entre llaves. Ejemplo:

A = {x | x es un dia de la semana}

este conjunto se lee: el conjunto A formado por x tal que x es un dia de la semana.
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Ejercicio.
Escribir en la linea F si el enunciado es falso y V si el enunciado es verdadero.
Si: A = {puma, gato, ledn, tigre}, B = {x | x es un estado de la repiblica mexicana}

perro € A
puma ¢ A
Pachuca € A
Sinaloa € B
Monterrey € B
tigre € B
puma ¢ B

N W e

Notas (E). El ejercicio por si solo invita a todos los alumnos a contestarlo, la respuesta
es simple escribir F o escribir V, genera razonamiento entre qué significa que esté y
que no esté un elemento en el conjunto, nos revela si el alumno identifica entre
estados y ciudades (esto seria un buen ejercicio para geografia). De esta forma se
relaciona a la matematica con otras materias.

Al nimero de elementos de un conjunto A se le llamara cardinalidad del
conjunto A y lo vamos a denotar por #(4).

EJERCICIO.
Hallar la cardinalidad de cada conjunto.

{x | x es un dia de la semana}

{x | x es un planeta de nuestro sistema solar}
{x | x es un estado de la repiblica mexicana}
{x | x es una vocal del alf abeto espaiiol}

{x | x es un satelite natural de la tierra}

{x | x es una vocal de la palabra "elemento"}
{perro, gato, tortuga, pez}

{x | x esun dinosaurio vivo}

TATmMEO O W
I

#(A) =
#(B) =
#(C) =
#(D) =
#(E) =
#(F) =
#(G) =
#(H) =

ONUTE W

Notas.
1. Al conjunto que tiene solo un elemento se le llama conjunto unitario
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2. Los elementos de un conjunto no deben de repetirse. Es decir los conjuntos:
H = {e,e,e, 0}, F = {e, 0} son iguales

3. Al conjunto que carece de elementos se le llama Conjunto vacio y se denota
por: @ 6 por{ }pero no escribir nunca ambos simbolos, es decir no escribir:

{2}

Nota (E). Este ejercicio muestra que siempre relacionamos muchas cosas en
nuestra vida cotidiana con las matematicas, en especial asignamos numeros a
conjuntos.

4.1.1 Conjuntos finitos e infinitos
Intuitivamente un conjunto es finito si el proceso de contar los elementos del conjunto
termina o tiene fin. Si no, el conjunto es infinito. Ejemplo: todos los conjuntos
mencionados en el ejercicio anterior son finitos.
Ejemplos de conjuntos infinitos

A=1{24,6810,12,...}

B ={1,3,579,11,...}
El conjunto A es el conjunto de los nimeros pares positivos y el B de los nimeros
impares positivos. Los tres puntos suspensivos nos indicaran que existen mas
elementos, los cuales cumplen la misma propiedad que los primeros elementos, en A
el de ser numeros pares y en B el de ser impares.

4.1.2 Subconjuntos

Definicion: Si todo elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B,
entonces se dice que A es subconjunto de B. Se denota A € B

Observacion: los conjuntos se pueden representar mediante diagramas. Dichos
diagramas se llaman de Venn. En estos diagramas generalmente se representa al
conjunto universal con un rectangulo y dentro los conjuntos con circulos. Ejemplo
para representar que A es subconjunto de B se tiene:
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ACB

EJERCICIO.

Dado el conjunto

A = {Brasil, Uruguay, Argentina, Espaia, Inglaterra, Alemania, Francia, Italia}
B = {x | x es un pais americano campeoén mundial de futbol}

= {x | x es un pais europeo campedén mundial de futbol}

= {x | x es un pais centroamericano campeon mundial de futbol}

= {x | x es un pais cuya capital es Paris}

= {México, Espana, Brasil, Francia}

Escribir en la linea F en caso de ser falso el enunciado y V en caso de ser verdadero el
enunciado.

ACSB
Bc A
CcA
DcA
EcA

SANCE O

6. FcCA
7. FCB
8. ECF
9. {México} S F
10. Brasil C€F

Nota.

1. Larelacion € solo se puede aplicar entre conjuntos
2. El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto
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EJERCICIO.
Dado el conjunto A = {a, b, c} hallar todos los subconjuntos de A
CONJUNTO UNIVERSAL.

Definicion. Llamaremos conjunto universal al conjunto que reina a todos los
elementos de los que se esté tratando en un determinado estudio. Este conjunto se
denotara por U y por la misma definicion, todos los conjuntos de los que se hable en
un determinado momento seran subconjuntos de U.

Ejemplo: para la biologia el conjunto universal de interés es:

U = {x | x es un ser vivo}

4.1.3 Operaciones con conjuntos

Asi como en aritmética se operan numeros (suma, diferencia, producto, division) y el
resultado es un numero; los conjuntos también se pueden operar y el resultado es de
nuevo un conjunto.

4.1.3.1 Union.

Definiciéon: Si A y B son subconjuntos de U, entonces la union de Ay B es el
subconjunto de U formado por aquellos elementos que estan en A o bien estan en B.
Se denota por A U B. En simbolos matematicos:

AUB ={x|x€Ab6x € B}

que se lee: A union B es el conjunto formado por los x tal que x estden A o0 x estaen B
En diagrama de Venn

U
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Las partes sombreadas en ambos diagramas es la unionde Ay B
Ejemplo de union de conjuntos.

SeaA ={a,b,c,d}yB ={c,d,e, f}se tiene que:
AUB={a,b,c,d,ef}

Ejercicios

Sean A = {a,e,i,o,u}, B={a,b,c,d}, C={x,y,z}
Encontrar:

a) AUB
b) AuC
c) BucC
d) AUBUC
e) BUA

Observacion: para cualesquiera dos conjuntos Ay B se tieneque AUB =B UA

Nota (E) Se espera que en el ejercicio del inciso e) el alumno opere los tres conjuntos,
analogamente como lo hace al sumar tres numeros (aplicando la propiedad
asociativa).

4.1.3.2 Interseccion

Definicion: Si Ay B son subconjuntos de U, entonces la interseccién de Ay B es el
subconjunto de U formado por aquellos elementos que estan en Ay estan en B. Se
denota por: A N B. En simbolos matematicos:

ANB={x|x€Ay x€B}

que se lee: A interseccion con B es el conjunto formado por los x tal que x estaen Ay
x estaen B
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En diagrama de Venn

U
S
L0

la parte sombreada corresponde a la intersecciéon

Nota. En el caso de que la interseccion entre dos conjuntos sea el conjunto vacio
(ANB = 0),sedira que los conjuntos son disjuntos. Ejemplo en la siguiente figura

U

Los conjuntos A y B son disjuntos

Ejemplo de interseccidn de dos conjuntos.
SeaA ={a,b,c,d}yB ={c,d,e, f}setiene que:
ANB ={cd}

Ejercicios

Sean A = {a,e,i,0,u}, B=1{a,b,c,d}, C ={e,u,x,7y,z}
Encontrar:

a) AnB

b) AnC
c) BnC
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d) AnBNnC
e) BNnA

Observacion: para cualesquiera dos conjuntos Ay B se tieneque ANB=BNA

Nota (E) Se espera que en el ejercicio del inciso e) el alumno opere los tres conjuntos,
analogamente como lo hace al multiplicar tres nimeros.

4.1.3.3 Diferencia

Definicion: Si Ay B son subconjuntos de U, entonces la diferencia de Ay B es el
subconjunto de U formado por aquellos elementos que estan en A pero no estan en B.
Se denota por: A — B. En simbolos matematicos:

A—-B={x|x€Ayx¢&B}

que se lee: A menos B es el conjunto formado por los x tal que x esta en Ay x no esta
enB

En diagrama de Venn

la parte sombreada corresponde a la diferencia de A y B
Ejemplo:

SeaA ={a,b,c,d}yB ={c,d,e, f}se tiene que:

A—B ={a,b}

Ejercicios

Sean A = {a,e,i,o,u}, B=1{a,b,c,d}, C ={e,u,x,y,z}
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Encontrar:

a) A—B
b) A-C
c) B—-C
d A-C
e) B—A

Observacion: se tiene Se tiene que, generalmente, A— B # B — A
4.1.3.4 Complemento

Definicion: Si A es subconjunto de U, entonces el complemento de A es el subconjunto
de U formado por aquellos elementos que no estan en A. Se denota por A¢. En
simbolos matematicos:

A ={x|x€Uyx ¢ A}

que se lee: el complemento de A es el conjunto formado por los x tal que x estaen U y
xnoestaen A

En diagrama de Venn

U]

A

la parte sombreada corresponde a el complemento de A
Ejemplo:
SealU ={a,b,c,d,e,f,g,h}yA={c,d,e,f}setiene que:
A° ={a,b,g,h}
Ejercicios
Sean U = {x|x es un planeta del sistema solar}

A = {x|x es un planeta exterior del sistema solar}

B = {x|x es un planeta interior del sistema solar}
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C = {Mercurio, Jupiter, Tierra}
Encontrar:

a) A
b) B¢
c) C¢

Producto cartesiano.

Cuando se ordenan ciertos elementos tomandolos de dos en dos, se obtienen parejas
de la forma (a, b) llamadas parejas ordenadas. Los términos que forman la pareja se
nombran asi
(a,b)
a— primera componente
b —»segunda componente

Definicion 1. Dos parejas ordenadas (a, b) y (¢, d) son iguales si y sélo si
a=cyb=d
Definicion 2. El producto cartesiano de los conjuntos A y B denotado por A x B
Sedefineasi: AxB={(a,b)|a€A,b € B}
Ejemplo.
Si A={a, b}y B={c, d}, determinar Ax By Bx A
Solucion.
AxB={(a,c),(ad),(b,c),(bd)}
BxA={(c,a),(c,b),(da),(d b)}

Observacion. De la definicion 1 se tieneque Ax B # B x Asalvoen el caso que A = B
Ejercicios.

Sean los conjuntos A = {Pumas,América} , B = {Puebla,Chivas}
C = {gato,aguila, chivo}

Realizar:

AxB =

AxC =

Bx(C =

Nota. Puesto que cada elemento del conjunto 4, aparece el numero de veces de
elementos del conjunto B en A x B se tiene que #(A x B) = #(A) - #(B).

Ejercicio. Hallar la cardinalidad de A x B si:
A = {x|x es un planeta del sistema solar}

B = {Zeus, Hera, Poseidon, Ares, Hermes, Hefesto, Afrodita, Atenea, Apolo; Artemisa}

Aplicacion de conjuntos
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El siguiente ejemplo muestra una aplicacion de los conjuntos y que como se mostr6 en
la figura 16 del capitulo anterior la férmula no debiese de usarse. La férmula escrita
con nuestra notacion es:

#(AUB) =#(A) + #(B) —#(AnB) ...(1)

El problema que viene en el libro del maestro SEP (2006) es:

En una encuesta realizada entre los 145 alumnos de una escuela se encontr6 que: 85
alumnos juegan futbol 65 alumnos juegan basquetbol 50 no practican ninguno de
estos deportes

;Cuantos alumnos practican los dos deportes? ;Cuantos practican el futbol, pero no el
basquetbol? ;Cuantos el basquetbol, pero no el futbol?

Solucién

Sea F el conjunto formado por los alumnos que juegan futbol y A4 el conjunto formado
por los alumnos que juegan Basquetbol, se tiene:

Usando el diagrama de Venn

Los que practican deporte son 145 — 50 = 95 por lo tanto #(F U B) = 95y ademas
sabemos que: #(F) = 85y #(B) = 65.
Sustituyendo en la ecuacidn (1) se tiene:

#(FUB) = #(F) + #(B) — #(F N B)

95=85+65—#(FNB)

de ahi que

Los que practican los dos deportes es:

#(FNB) =55

Los que practican el futbol pero no el basquetbol son:
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#(F)—#(FNB)=85—-55=30
Los que practican el basquetbol y no el futbol son:
#(B) —#(FNB) =65—-55=10

Ejemplo 2
Encuentra el menor y mayor entero de cuatro cifras, terminado en 5 y multiplo de 3

SOLUCION:
Sea A el conjunto de todos los nimeros terminados en 5 de cuatro cifras, y B el
conjunto de todos los numeros multiplos de 3 y de cuatro cifras. Lo que hay que
encontrar es: minimo de (A N B) y maximo de (4 N B).
A ={1005,1015,1025,1035 ... 9965,9975,9985,9995}
B ={1002,1005,1008, ...9975,9978,9981,9984,9987,9990,9993,9996,9999}

minimo de (A N B) = 1005
maximo de (A N B) = 9975

4.1.4 Conjuntos de numeros

En matematicas se trabajan con numeros y es muy importante que el alumno
identifique los nimeros como elementos de un conjunto, el primer conjunto del que
hablaremos es el de los numeros naturales.

4.1.4.1 Conjunto de los nimeros naturales

El conjunto de los nameros naturales lo denotaremos por la letra Ny es el conjunto:

N ={1,2,3,45,6, ...}

Representando asi a los nimeros naturales, el alumno comienza a reconocer a los
elementos que forman el conjunto.

Y de “suma importancia” se tienen los siguientes subconjuntos de los numeros
naturales.

4.1.4.2 Subconjuntos importantes de los nimeros naturales.
M, = {2,4,6,8, ... } conjunto de los nimeros pares
M5 = {3,6,9,12, ...} conjunto de los nimeros multiplos de 3

En general:

M, = {n,2n,3n,4n, ...} conjunto de los nimeros multiplos de n

I ={1,3,5,7, ...} conjunto de los nimeros impares
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C, = {1,49,16,25,49,64 ... } conjunto de los nimeros cuadrados perfectos

C; = {1,8,27,64,125 ...} conjunto de los nimeros cubos perfectos
y el mas importante:
P = {2,3,5,7,11,13,17 ... } conjunto de los nimeros primos

Los conjuntos que considero de suma importancia son aquéllos que aparecen en
muchos momentos mientras se estudia matematicas. Los numeros primos se
mencionan en el teorema fundamental de la aritmética; los nimeros multiplos de n
aparecen desde la primaria, nos enseflan en el nivel basico al menos los primeros 10
elementos para n =1 hasta n =10 (las tablas de multiplicar); el conjunto de
cuadrados y cubos, nos ayudan a visualizar factorizaciones en algebra, tales como
diferencia de cuadrados, trinomios cuadrados perfectos, suma y diferencia de cubos.

4.1.5 La necesidad de los conjuntos al programa de SEP 2011

Bloque 2 del programa de estudio de la SEP 2011.

Aprendizajes esperados: resuelve problemas utilizando el maximo comun divisor y el

minimo comun multiplo.

Contenidos

e Formulacion de los criterios de divisibilidad entre 2, 3 y 5. Distincion entre niimeros
primos y compuestos.

* Resolucion de problemas que impliquen el calculo del maximo comun divisor y el
minimo comun multiplo.

Criterios de divisibilidad entre 2,3,5,6

Definicion: Sean a, b € N se dice que a es divisible entre b si y solo si a es multiplo de
b

Divisibilidad por 2

Recordando lo visto anteriormente, sea M, el conjunto de los nimeros multiplos de 2
M, ={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30,32,34,36,38,40, ... }

Observando el conjunto identificamos que el digito de las unidades de cada elemento

termina en: 0,2,4,6,8 de ahi que podemos conjeturar que un numero es divisible por
dos si termina en 0,2,4,6,8 (en un niumero par)
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Divisibilidad por 3
Sea M; el conjunto de los multiplos de 3
M; = {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,42,45,48,51,54,57,60,63, ... }

Analizando los elementos del conjunto tenemos que: si sumamos las cifras que
componen los numeros tenemos:

3=3, 6=6,9=9, 1+2=3, 1+5=6, 1+8=9 ,2+1=3, 2+4=6, 2+7=9, 3+0=3, 3+3=6 etc.
Se puede conjeturar que la suma de sus digitos siempre me da 3,6 6 9. Ahora tomemos
2 numeros de cuatro cifras y de 7 cifras que pertenezcan al conjunto; 3474, 8752741y

sumemos sus cifras:

3+4+7+4=18
8+7+5+2+7+4+1=36

los resultados obtenidos son elementos de
M; = {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,42,45,48,51,54,57,60,63, ... }

Como 3,6 y 9 también son elementos de M; podemos conjeturar: un numero es
divisible por tres si la suma de sus cifras es un multiplo de 3

Divisibilidad por 5
Sea M; el conjunto de los multiplos de 5

Ms = {5,10,15,20,25,30,35,40,45,50,55,60,65,70,75,80,85,90,95,100,105, ... }
Analizando los elementos del conjunto tenemos que: todos los elementos del conjunto
la cifra de sus unidades es 0 6 5 Podemos conjeturar: un numero es divisible por
cinco si la cifra de sus unidades terminaen 0 6 en 5
En éstos criterios nos apoyamos de los conjuntos para visualizar las propiedades que
cumplen los multiplos de 2,3 y 5. Aunque el programa de SEP no marca el criterio de
divisibilidad por 6 lo mostramos de la siguiente manera:
Criterio de divisibilidad por 6

Sea M, el conjunto de los multiplos de 6

M, = {6,12,18,24,30,36,42,, ... }
Calculemos:
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M, n M; ={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26, ...} N {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33}
M, n M; = {6,12,18,24,30,36,42,, ...}

es decir: M, N M3 = Mg

Por lo tanto tenemos que: un numero es divisible por 6 si es divisible por 2 y por 3

4.1.6 Distincién entre nimeros primos y compuestos.

Para distinguir entre nimeros primos y compuestos la Criba de Eratdstenes (para mas
informacion [7] pagina 77) es muy eficiente. Pero mas eficiente es que cada vez que
ocupemos los numeros primos el profesor escriba el conjunto, de esta manera el
alumno se le ira haciendo familiar y le dara la importancia que merece este conjunto.

P ={2,3,57,11,13,17 ...}

Ejercicio:

Los matematicos han buscado, desde hace mucho tiempo, una férmula para encontrar
numeros primos, pero no han podido hallar una que sélo produzca primos al sustituir
sucesivamente los valores 1, 2, 3,... en ella. Sustituye estos valores en las siguientes
formulas e investiga cudl es el primer valor para el cual no se obtiene un niimero
primo:

2

a)p=n“ +n+5

SOLUCION:

2

Sea A el conjunto formado por la sucesion que genera la formula: p=n“ +n+5

Y P el conjunto de nimeros primos.
Lo que se pide es el minimo de (4 — P).
P = {2,3,57,11,13,17,19,23,29,31, ...}
(=D +M)+5=7
p2)=2)?*+2)+5=11
p3)=0B)>?>+B)+5=17
p(4) =(4)*+(4)+5=25
se observa que p(4) es la solucién. Ya que es el primer elemento de A que no esta en P
A={711,17,25, ...}

minimo de (A — P) = 25

53



4.1.7 Minimo comun multiplo.

Problema:
Alicia va al club cada 2 dias, Beatriz va cada 3 dias, Carlos va cada 4, Daniel cada 5. Si
hoy estan todos en el club, ;Dentro de cuantos dias volveran a reunirse?

Solucién

Tenemos que el conjunto asociado a los dias proximos que iran al club Alicia, Beatriz y
Carlos, respectivamente son: M,, M3, M, y el dia en que vuelvan a coincidir deben ser
los elementos comunes a los conjuntos:

M, ={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30,32,34,36,38,40, ... }
M; = {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,42,45,48,51,54,57,60,63, ... }
M, = {4,8,12,16,20,24,28,32,36,40,44,48,52,56,60,64,68,72,76,80,82, ... }
El conjunto que se obtiene es:
M, NnM;NnM, ={12,24,36,48, ...}

aunque solo nos interesa el menor numero de este conjunto, por lo tanto Alicia Beatriz
y Carlos se volveran a ver dentro de 12 dias.

Definicion. Sean n, k € N tenemos que:
M, = {n,2n,3n,4n,5n, ...} el conjunto de los miltiplos de n
M, = {k, 2k, 3k, 4k, 5k, ... } el conjunto de los miltiplos de k

Formemos el conjunto M,, N M;, (nota este conjunto no es vacio porque al menos el
numero m - k esta en ambos conjuntos)

Entonces el minimo comtiin multiplo de n y k es el menor numero que pertenece al
conjunto M,, N M,

Es decir: el minimo comun multiplo de n y k € N es el minimo del conjunto de todos
los multiplos comunes de ny k.

4.1.8 Maximo comun divisor

Problema

De todos los rectangulos cuyos lados miden un nimero entero de unidades y area
igual a 144, ;cual es el que tiene menor perimetro?

Solucién
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Sea D, 4, el conjunto de formado por todos los divisores de 144
D144 =1{1,2,3,4,6,8,9,12,16,18,24,36,48,72,144}

Se nota que el producto dado por el ultimo y el primero, el segundo y el pentltimo y
asi sucesivamente nos da 144 (El 12 no tiene pareja y esto porque 144 es un cuadrado
perfecto, de ahi que 144=12-12). Por lo tanto el perimetro de cada uno de los
rectangulos seria:
P=2(b+h)
P, =2(1+ 144) = 290
P, =2(2+72) =148
P; = 2(3+48) =102
P, =2(4+36) =80
Py =2(6+24) =60
Py, =2(8+18) =52
P, =2(9+16) =50
Pg =2(12+12) = 48

De donde el menor perimetro es 48, generado por el rectangulo de base 12 y altura
12. Por lo tanto el rectangulo es un cuadrado

Definicion. Sean n, k € N tenemos que:
D,, el conjunto de los divisores de n
Dy, el conjunto de los divisores de k

Formemos el conjunto D,, N D, (nota este conjunto no es vacio porque al menos el
numero 1 esta en ambos conjuntos y no es infinito porque todos los divisores de n,
estan entre 1y n)

Entonces el maximo comun divisor deny k es el mayor nimero que pertenece al
conjunto M,, N M,

Es decir: el maximo comun divisor deny k € N es el maximo del conjunto de todos los
divisores comunes de ny k.

4.1.9 Numeros enteros

Bloque V

Sentido numérico y pensamiento algebraico

Contenidos: Resolucion de problemas que implican el uso de sumas y restas de
numeros enteros.

Al igual que al alumno desde primaria se le menciona que 7 es aproximadamente 3.14,
0 3.1416. el crea una asociacion entre el simbolo y su valor aproximado, se espera que
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haga lo mismo con los conjuntos es decir tenga una relacion inmediata entre numeros
naturales y N asi como los elementos que integran este conjunto, de igual manera lo
haga con Z y los nimeros enteros.

El conjunto de los nimeros enteros se denotaran por la letra Z y es el conjunto:
Z={.-3-2-101.23,..}

Y su representacion en la recta numérica.

Para representar en la recta numérica los nudmeros enteros simplemente

dibujamos una recta de forma horizontal y ubicamos un punto cualquiera en ella al

cual se le asigna el numero cero, a partir de alli dividimos la recta

con marcas a igual distancia uno de otro, tanto a la izquierda como a la derecha del

cero, y asignamos los enteros positivos a la derecha del cero y los enteros negativos a

la izquierda del cero nos quedaria asi:

negatvos  cero  postrvos
— ! —_—

P >
* L4

T6-5-4-3-2-101234567

RECTA NUMERICA

Observacion. Los enteros positivos son el conjunto de los numeros naturales, por lo
que se concluye que N € Z

4.1.10 Nimeros racionales.

Bloque 1
Aprendizajes esperados
e Convierte numeros fraccionarios a decimales y viceversa.

e Conoce y utiliza las convenciones para representar numeros fraccionarios y
decimales en la recta numérica.

Los nimeros racionales como tales no se mencionan en el programa de SEP, solo
menciona los nameros fraccionarios, y esto produce que limite el ver a un niimero

, . 5
entero como un numero racional (5 = I)'

En [16] se menciona:

Un nimero racional puede:

e ser el resultado de un reparto y quedar, en consecuencia, ligado al cociente entre
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naturales;

e ser el resultado de una medicion y, por tanto, remitirnos a establecer una relacion con
la unidad;

e expresar una constante de proporcionalidad; en particular esa constante puede tener
un significado preciso en funcién del contexto (escala, porcentaje, velocidad, densidad...);

e ser la manera de indicar la relacion entre las partes que forman un todo;
e etcétera.”

En [15] se menciona:

El significado de la fracciéon como cociente es importante, porque permite preparar el
camino para entender los niimeros racionales como un campo de cocientes, teniendo de
esta manera una construccion formal de éstos. Esta interpretacion aporta una
herramienta poderosa para el trabajo en otras interpretaciones de las fracciones como
la recta numérica o las razones.

Lo anterior se menciona en un trabajo para primaria sobre las fracciones, asi que en
secundaria estamos en el momento preciso de hablar del conjunto de numeros
racionales.

El conjunto de los nameros racionales, lo denotaremos por la letra Q y es el conjunto:
P
Q={5Ip,q €Zq# 0}

Observacion en el caso de que g tome el valor de 1 se tienen todos los nimeros
enteros. Por lo que podemos afirmar que: Z € Q

Nota. Como el conjunto de los niimeros naturales es un subconjunto de los niimeros
enteros, tenemos que: N € Z € Q. En diagrama de Venn
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0.51666...

4.2 Relaciones y funciones
Definicion. una relacion R entre A y B es un subconjunto de A x B

Definicion. Una funcion f entre A y B es una relacion R la cual cumple que si
(a,b) y (a,d) € R, entoncesb =d

Nota. La colecciébn no debe contener dos pares distintos con el mismo primer
elemento

Dominio y rango:

Definicion. Si f es una funcion entre A y B, el dominio de f es el conjunto: Dy =
{a € A|existeb€e By (ab) € f}, b se designa por f(a). La imagen de f es el
conjunto: Iy = {b € B | existeuna € Ay (a,b) € f}

Ejemplo:
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La funcién es: f = {(a,2), (b,4), (c, 1), (f, )}
Y se tiene que para esta funcion:

Df = {a, b, C,f} y If = {1,2,4,]}

4.3 Probabilidad y conjuntos

Una de las razones de mas importancia para incentivar que en los programas de SEP
aparezcan los conjuntos es el de su aplicacién en la probabilidad.

En seguida se muestran los contenidos de probabilidad que se ven en secundaria
clasificados por grado y bloques, en los cuales se hace uso de los conjuntos.

Primer grado

Bloque 1

Tema: Nociones de probabilidad

Contenido: Identificacion y practica de juegos de azar sencillos y registro de los
resultados. Eleccidn de estrategias en funcion del analisis de resultados posibles.

Experimentos aleatorios.

En lugar de definir lo que es un experimento aleatorio se daran algunos ejemplos, y
posteriormente analizaremos las propiedades que cumplen todos los ejemplos.
Denotaremos por la letra E cualquier experimento y en general por E,, el enésimo
experimento.

E;:  Selanzaun dado y se observa el nimero que aparece en la cara superior.

E,:  Selanza una moneda tres veces y se cuenta el nimero total de caras obtenidas.

E;:  Se fabrican articulos en una linea de produccién y se cuenta el nimero de
articulos defectuosos producidos en un periodo de 24 horas.

E,:  Selanzan al mismo tiempo una moneda y un dado.

Es:  Selanzan dos dados y se observan los nimeros que caen hacia arriba.
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Es:  En una bolsa hay 25 canicas; 5 blancas, 10 rojas, 4 verdes y 6 azules. Sin ver, se
se saca una canica y se anota el color.
Lo que tienen en comun los anteriores experimentos es:

a) Es posible repetir cada experimento indefinidamente sin cambiar
esencialmente las condiciones.

b) Aunque en general no podemos indicar cudl sera un resultado particular,
podemos describir el conjunto de todos los resultados posibles del
experimento.

c) A medida que el experimento se repite, los resultados individuales parecen
ocurrir en forma caprichosa. Sin embargo, como el experimento se repite un
gran nimero de veces, aparece un modelo definido de regularidad.

4.3.1 El espacio muestral

Definicion. El espacio muestral de un experimento E es el conjunto de todos los
resultados posibles de E y lo denotaremos por la letra griega (1 (omega).

Ejemplos, aprovechando los experimentos aleatorios antes mencionados escribiremos
su espacio muestral de cada uno de ellos respectivamente.

Q, ={1,2,3,4,5,6}

Q, =1{0,1,2,3}

Qs =1{1,2,3,4,5,6, ...n} donde n es el nimero de articulos que se producen en una hora

Q, = {A1,A2, A3, A4, A5, A5,51,52,53,54,55,56} donde S (sol) y A(aguila)

((1,1),(1,2),(1,3) ...(1,6)Y
(21),(2,2),(2,3) ...(2,6)
3,1),(3,2),(3,3),...(3,6)
(4,1),(4,2),(4,3),...(4,6)
(5,1),(5,2),(53),...(56)

\(6,1), (6,2), (6,3), ... (6,6)/

Q¢ = {B1,B, ...Bs, R, Ry, ... Ry, V1, Vs, ... V3, Ay, Ay, o Ag) donde B;, R;, Vi, A;

corresponden a la bola de color blanca, roja, verde y azul respectivamente

95=<

v~

Es recomendable dedicar tiempo a ejercicios de espacio muestral para que el alumno
vaya asimilando no solo los casos favorables si no todos los posibles casos en un
experimento. Como indica Jones, Langrall, Thornton y Mogill (1999) la comprension
correcta del espacio muestral es clave para ayudar al alumno a progresar en el
aprendizaje de la probabilidad y se debe dedicar un tiempo suficiente a su ensefianza.

Definicion. Cualquier subconjunto de un espacio muestral {1 para un experimento en
particular E se denomina evento.

Ejemplos:
A;: El evento de que el dado mostrara un numero par

Al = {2I4I6}
Nota. A; € Q,
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A,: El evento obtener dos caras
A, = {2}
Nota. 4, € Q,

As: Todos los articulos fueron no defectuosos
Az = {0}
Nota. A; € Q4

A,: El evento obtener un sol y un nimero par
A, ={52,54,56}
Nota. A, € Q,

As: El evento obtener un 2 al sumar las caras de los dos dados
As ={(1, D}
Nota. As € Qg

Ag: El evento obtener una bola verde
A = {V, V5, V5V,}

4.3.2 Espacios finitos equiprobables

Al trabajar con espacios muestrales se debe tomar en cuenta si nuestro espacio
muestral es finito y equiprobable. Como sefiala Meyer (1987) La suposiciéon que mds
cominmente se hace para espacios muestrales finitos es que todos los resultados son
igualmente probables. De ninguna manera esta suposicion puede darse como un hecho;
debe justificarse cuidadosamente. Hay muchos experimentos para los cuales se
garantiza tal suposiciéon, pero también hay muchas situaciones experimentales en las
cuales seria un error hacer tal suposicion. Por ejemplo (), visto anteriormente no es
equiprobable, ya que, la probabilidad de obtener cero y tres es la misma pero son

menores a obtener un dos.

Pero en el caso que estemos en un espacio finito equiprobable, podemos definir la

probabilidad de un evento A (P(A))de la siguiente manera:

#4)

PO =@

Ejemplos

1. Se lanza al aire una moneda normal (una moneda perfectamente equilibrada)

tres veces, determine la probabilidad de que:
a) Aparezcan puros soles
b) Aparezcan dos aguilas
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c) Aparezcan por lo menos dos aguilas.
Solucion:

Para calcular las probabilidades de este problema, hay que definir el espacio
muestral en cuestion.

O ={AAA, ASS, SAS, SSA, AAS, SAA, ASA, SSS}

a) Sea A = evento de que aparezcan puros soles

A ={SSS}
_*a _1
P(a) = #©Q) 8

Por ser un espacio finito equiprobable ya que cada uno de los elementos mostrados
tiene la misma probabilidad de ocurrencia.

b) Sea B := evento de que aparezcan dos aguilas
B = {AAS, SAA, ASA}

_#B) _3

P(B) = #@Q) 8

c) Sea C = evento de que aparezcan por lo menos dos aguilas
C = {AAS, SAA, ASA, AAA}

#C) 4 1
P(C) = m = g = E
2. Selanza al aire un dado normal dos veces
a) ;Cuadl es la probabilidad de que la suma de los nimeros que aparecen
sea de por lo menos siete?
b) ¢Cudl es la probabilidad de que la suma de los nimeros que aparecen
sea mayor de siete?
c) ¢;Cual es la probabilidad de que la suma de los nimeros que aparecen
sea de cOmo maximo cinco?
d) ;Cual es la probabilidad de que en el primer lanzamiento aparezca el
numero tres?

Solucién:

Lo primero que hay que hacer es hallar el espacio muestral correspondiente
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((1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (1,5), (1,6)Y
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3,1),(3,2),(3,3),(34),(3,5),(3,6)
(41),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,6)
(51),(5,2),(5,3),(5,4),(55),(5,6)

\(6,1), (6,2), (6,3), (6,4),(6,5), (6,6)/

Como se observa, #({1) = 36 cada uno de los elementos del espacio muestral tiene
la misma probabilidad de ocurrir por lo que:

a) Sea A :=evento de que la suma de los nimeros que aparecen sea de por lo
menos siete

( (1,6) )

(2,5),(2,6)
(3,4),(3,5),(3,6)
(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)

(5,2),(5,3),(54),(5,5),(5,6)

\(6,1), (6,2), (6,3), (6,4),(6,5), (6,6)/

v~

#A) _21_ 7

#Q) 36 12

P(A) =

b) B :=evento de que la suma de los nimeros que aparecen sea mayor de siete.

(2,6)
(3,5),(3,6)
(4,4), (4,5), (4,6)
(5,3), (54), (5,5), (5,6)
\(6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)/

#B) _ 15 _ 5

P(B) = #Q) 36 12

c) C :=evento de que la suma de los nimeros que aparecen sea como maximo

cinco.
((1,1),(1,2), (1,3), (1,4
(2,1),(2,2),(2,3)
| s |
\ J
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p(C) =29 _10_5

#Q) 36 18

d) D :=evento de que en el primer lanzamiento aparezca el nimero tres.

D={31) 32) B3) 34 B5) (36)}

pp) =D _ 6 _1

#Q) 36 6
Estos 2 ejemplos nos ayudan visualizar todo el espacio muestral asi como cada uno de
los eventos de los cuales se quiere calcular la probabilidad, y hacemos uso de la
cardinalidad de un conjunto que para estos casos solo era contar el numero de
elementos de cada evento. Ahora bien, esto no es siempre viable (el hecho de
describir todo el espacio muestral) asi que para algunos ejercicios de calculo de
probabilidades nos preocuparemos mas por la cardinalidad del espacio muestral asi
como la de los eventos y no, el poder describir completamente los conjuntos; en este
caso se hace uso de las técnicas de conteo.

Segundo grado.
Bloque 1
Contenido: Comparacion de dos o mas eventos a partir de sus resultados posibles,

” o«

usando relaciones como: “es mas probable que...”, “es menos probable que...”.

La comparacion entre dos eventos se facilita usando conjuntos. Ejemplo
El experimento consiste en lanzar un dado y observar el nimero que se obtiene.
Tenemos que el espacio muestral esta dado por: Q = {1,2,3,4,5,6}

Sean, Ay B los eventos obtener un numero primo y un numero mayor a 4. Si
escribimos nuestros eventos como conjuntos:

A =1{2,3,5}
B ={5,6}

Se observa inmediatamente que es mas probable el evento A de ocurrir, que el evento
B (#(A) > #(B)).

Otro ejemplo es cuando sabemos que un conjunto A es subconjunto de un conjunto B,
se tiene que A es menos o igual probable que B. Carmen Batanero (2004) Si un
subconjunto estd incluido en un conjunto mayor, la probabilidad del primero es menor
que la del segundo. Esta propiedad es muy intuitiva y puede presentarse a los alumnos
desde la escuela primaria, por lo que podriamos realizar actividades de comparar
probabilidades, incluso sin cuantificacion, tales como pedir a los nifios que ordenen los
sucesos “obtener un 3"y “obtener un niumero impar” al lanzar un dado.
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Tercer grado

Bloque 1

Contenido: Conocimiento de la escala de la probabilidad. Analisis de las caracteristicas
de eventos complementarios y eventos mutuamente excluyentes e independientes.

Definicion: Los eventos Ay B de un espacio muestral { son mutuamente excluyentes
si no hay puntos muestrales comunes. Usando conjuntos solo hay que decir, son
mutuamente excluyentessiANB =@

Escala de Probabilidad.

En lugar de mencionar solo la escala de probabilidad, gracias a que el alumno ya
conoce y ha trabajado con conjuntos podemos presentar los axiomas de probabilidad.

Axiomas de probabilidad.

Sea E un experimento. Sea (1 un espacio muestral asociado con E. Con cada suceso A
asociamos un numero real, designado por P(A4) y llamado la probabilidad de A.
Tenemos que:

1. 0<PA) <1
2. P(Q) =1
3. SiAy B son sucesos que se excluyen mutuamente, P(A U B) = P(A) + P(B)

Con los axiomas ahora nos es facil calcular la probabilidad de un evento
complementario, y lo podemos enunciar como un teorema, que ademas no es dificil su
demostracion, la cual se recomienda hacerla.

Teorema. Si A° es un suceso complementario de 4, entonces: P(A°) =1—-P(4)
Demostracion

ANA° =0 (propiedad de conjuntos numero 6)

por lo tanto P(A U A°) = P(A) + P(A°) (Axioma 3)

Ademas AU A° = Q) (propiedad de conjuntos numero 5) de ahi que:

P(Q) =P(A) + P(A°)

P(A°) =P(Q) — P(4)

P(A°) =1—-P(A) m (axioma 2)

Ejemplos

1. Se extrae una carta de una baraja de 52 cartas. ;Cual es la probabilidad de
obtener un as o rey?
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Solucion:

Sea A el evento obtener un as, R el evento obtener un rey

A = {as de picas, as de corazones, as de diamantes, as de trébol}

R = {rey de picas,rey de corazones,rey de diamantes, rey de trébol}

A N R = @ (mutuamente excluyentes) y lo que nos piden es P(4A U R) en donde

#(Q)=52deahiqueP(A):%:1—13, P(R)=£=% y por el axioma 3
P(AUR) = p(4) + P(R) = — + — = =
- P 13713 13

2. Sea A el evento en que la suma al lanzar dos dados es mayor que 3. ;Cual es la
probabilidad del evento A?

Solucién

El niimero de resultados en A es relativamente grande, Asi para determinar la
P(A), es mas facil encontrar P(A¢), y aplicar el teorema anterior.

A={(11),(12),21}
Como P(A¢) =1 — P(A) se tiene que: P(A) = 1 — P(A°)

P = 1 3 11
(4) = 36 12

Eventos independientes.
Ay B son eventos independientes si el conocimiento de la ocurrencia de A no influye
de modo alguno en la probabilidad de la ocurrencia de B. Esta es la idea intuitiva de
eventos independientes, pero gracias a los conjuntos podemos dar la definicion formal
de independencia.
Definicion. A y B son eventos independientes si y solo si

P(AnB) =P(A4)-P(B)
Ejemplo.
Suponga que la probabilidad del evento A “Arturo vive 20 afos mas” es 0.8 y la
probabilidad del evento B “Brenda vive 20 afios mas” es 0.85. suponga que Ay B son
eventos independientes. Encuentre la probabilidad de que tanto como Arturo y

Brenda vivan 20 afios mas.

Solucién
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Lo que hay que calcular es P(ANB). Como Ay B son eventos independientes,
aplicando la definicién tenemos:

P(An B) = (0.8)(0.85) = 0.68

Tercer grado

Bloque II

Contenido: Calculo de la probabilidad de ocurrencia de dos eventos mutuamente
excluyentes y de eventos complementarios (regla de la suma).

La regla de la suma la podemos enunciar como un teorema y ademas se puede hacer la
demostracion apoyandonos con los diagramas de Venn y obviamente el uso de
conjuntos.

Teorema Si A y B son eventos cualesquiera, entonces
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)

Demostracion. La idea de la demostraciéon es descomponer A U B y B en eventos que
se excluyen mutuamente y aplicar el axioma 3 (observe la siguiente figura)

N
L0y

AUB =AU (BnNA°
B=(ANB)U (B NA
aplicando el axioma 3 a ambas ecuaciones, se tiene:
P(AUB) =P(A) + P(B N A°)
P(B) =P(ANB)+ P(BnA°
sustrayendo la segunda ecuacion de la primera
P(AUB)—-P(B)=P(A)—P(ANB)

de ahi que:
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)

Ejemplo.

Se lanza un dado no cargado. Usted gana 50 pesos si el resultado es par o divisible por
3. ;Cual es la probabilidad de ganar?
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Solucion.
Sean los sucesos A:= el resultado es par, B:= el resultado es divisible por 3, se tiene
que:

0 =1{1234,5,6}, A={246}, B={36}, AnB={6}

Luego de acuerdo al teorema anterior, la probabilidad que nos piden es:

P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB)
1 2

3 2
PAVB) =g+5-573

Esta parte de probabilidad corresponde a los 3 afios de secundaria, como hemos
mencionado en el capitulo III algunos libros evitan los conjuntos para todo lo que
tiene que ver con probabilidad, otros ocupan solo su notacién, otros mas si los
mencionan pero sin hablar antes sobre ellos. Nosotros trabajamos usando los
conjuntos, pero esto es viable ya que se ha trabajado antes con ellos.
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Conclusion

La idea principal de esta tesis fue presentar a los conjuntos como lo que son, una parte
basica en la matematica. De acuerdo a Hernandez. H. (2003) La Teoria de Conjuntos es
un lenguaje. Sin ella, no sélo es imposible hacer matemadticas, sino que ni siquiera
podemos decir de qué se trata ésta. Es lo mismo que intentar estudiar literatura francesa
sin saber algo de francés. Y en la educacion a nivel secundaria, se propone que se
trabaje de manera que el alumno los vaya asimilando con ejemplos cotidianos y sobre
todo que no se dejen como un tema independiente a los demas, sino al contrario,
mostrar su relacién con otras areas para que al llegar al bachillerato se facilite su
aplicacion en la solucién de inecuaciones, definicién de funcidn, calculo de dominios y
rango de una funcion.

Todos los profesores de nivel secundaria que trabajan con matematicas tendrian que
manejar el tema de conjuntos, segun P. R. Halmos. (1974) “Los matemadticos estdn de
acuerdo en que cada uno de ellos debe saber algo de Teoria de Conjuntos; el desacuerdo
comienza al tratar de decidir qué tanto es algo”.

A nivel secundaria y preparatoria, solo necesitamos la teoria intuitiva de conjuntos.
Herndndez H. (2003) La Teoria Intuitiva de Conjuntos funciona bien para los primeros
cursos de matemdticas (Cdlculo, Algebra, entre otros). Podemos pensar que debiera
ensefiarse el tema de conjuntos hasta bachillerato como hoy se hace, (al menos en
algunos bachilleratos), pero por lo expresado y visto en este trabajo, omitir los
conjuntos, en lugar de facilitar el aprendizaje de ciertos temas, como la probabilidad,
ocasiona confusiones y errores. Se podria argumentar que la teoria de conjuntos es
demasiada abstraccidon para un nifio de secundaria, pero si comenzaramos en este
nivel con ejemplos sencillos, en el siguiente nivel de estudios se formalizaria un poco
mas. Como menciona Batanero (2004) La transicién de un alumno a un nivel cognitivo
superior se facilita si el tema subyacente ha sido estudiado en un nivel de abstraccion
conveniente y comprendido - dentro de su capacidad - en las etapas educativas
anteriores. Es decir, es preferible que el nifio comience a estudiar el tema poco a poco,
aunque en un principio sélo lo comprenda de forma limitada, en lugar de esperar a que
madure y se le pueda ensefiar directamente en forma mds abstracta.
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